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  فصل اول
  »گیري  مشتق« 

اي یک جسم  دانید مسأله تعیین سرعت لحظه  طور که می همان.  مشتق یکی از مفاهیم بنیادین در حساب دیفرانسیل و انتگرال است           در پیشگفتار گفتیم که   
 ما از دیدگاهی کاملاً تحلیلی بـه    فصلدر این. شوند هندسه هر دو به مفهوم مشتق منجر میدر خم ي تعیین خط مماس بر یک      متحرك در فیزیک و مسأله    

انـد،   هایی از خط حقیقی تعریـف شـده   ها یا قطعه کنیم که بر بازه پردازیم و براي این کار توجه خود را به توابعی معطوف می  ي مشتق و خواص آن می       مطالعه
منفلید به طور شهودي  ( یا یک منفلید عددي طبیعی و بزرگتر از یک، یا اعداد مختلطn،nهاي دیگري مثل امنه توابع مجموعهدقت شود که وقتی د

هـاي   شـود کـه در درس   مـی گیري حاصـل   ي مشتق هاي چشمگیري در نظریه اشد تفاوتب) هاي هموار خمیده و پر چین و چروك مانند رویه nیعنی یک 
بهرحال هدف از این مقدمـه ایـن اسـت کـه بـدانیم      . شود ي این نظریه پرداخته می  ي منفلید به مطالعه     ، توابع مختلط و هندسه    3دیگري نظیر آنالیز ریاضی     

هـاي اسـکالر    کند، براي مثـال در طبیعـت کمیـت    میها را ایجاب  ها، تفاوت در نظریه ترند تا مقادیر خود توابع چون تفاوت در دامنه ي توابع بسیار مهم   دامنه
تر شـدن مباحـث     به روشني مهمی است و ي این توابع چه باشد خود مسأله توان آنها را به مقادیر یک تابع وابسته کرد اما دامنه شود که می  زیادي یافت می  

  .) نظریه اندازه مصداق این جمله را خواهید دیدبراي مثال بعدها در (!ي جدیدي باشد کمک کرده و حتی ممکن است خود مبناي نظریه

  مشتق یک تابع حقیقی 

 فرض کنیم  :1تعریفfي  ي بسته دار بر بازهق یک تابع حقیقی م[a,b]به ازاي هر.  باشدx [a,b] خارج قسمت نیوتنی ،   

  f (t) f (x)) (t) (a t b , t x)
t x


    


1   

  : کنیم اده و تعریف میرا تشکیل د
t x

) f '(x) lim (t)


 2  

f تابعfمشروط بر اینکه این حد وجود داشته باشد پس به تابع   شود که قلمروش تمام آن   مربوط میx     وجـود دارد 2هایی اسـت کـه بـراي آن حـد .f  را 
f هرگاه بنابراین. نامیممی fمشتق     ي     در نقطهx  موجود باشد، گوییم 2 تعریف شده باشد یعنی چنانچه حد f در xپذیر است و اگر   مشتقf   در هر نقطـه 

Eي از مجموعه [a,b]،E، تعریف شده باشد، گوئیم f بر Eپذیر است  مشتق .  
 1تذکر:    

با تعریف  معادل   تعریف بالا را به طور       )الف  تابع : دانند  یکی میf :[a,b]   در xپذیر است هرگـاه    مشتق
t x

f (t) f (x)lim L
t x





 موجـود  

  :یعنیباشد 

  f (t) f (x)s.t t x L
t x


           


    

fهاي سمت راست و چپ  مت چپ را در نظر گرفت تا به ترتیب مشتق سوتوان حدود سمت راست     می 2 در عبارت    )ب (x) , f (x)   به دست بیایـد و 
fدانید طور که می همان (x)موجود است اگر f (x)و f (x)ي تعریف، یعنی نقاط  ایی دامنهدر ضمن در نقاط انته. موجود و برابر باشندb,a مشتق در ، 

ــشتق  ــان م ــود هم ــورت وج ــت   ص ــپ اس ــمت چ ــت و س ــمت راس ــاي س ــین   . ه ــی ب ــاوت ظریف ــه تف ــد ک ــه کنی fتوج (x)و f (x )  ــون ــت چ  اس
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t x

f (t) f (x)f (x) lim
t x



 


 در حالیکه، در صورت وجود
t x

f (x ) lim f (t)





  حالت اخیر فرض بر وجود تابع درf طور است تفاوت   است و همین

fبین (x) و f (x ) .       ي رفـه طهاي یک  مشتقهاي فوریه در نظریه سريبعدها ضمناً .  شده است اشارهها    در ادامه در برخی مسائل به این تفاوتf (x) 

fو (x)   کنند براي مثال    تر تعریف می     را اندکی متفاوت
t x

f (t) f (x )f (x) lim
t x






 


 که در آن 
t x

f (x ) lim f (t)





 مشابهاً وf (x)  را تعریـف 

fآنگاه پیوسته باشد x در f اگر طبق این دیدگاه . کنند  می (x)موجود است اگر و تنها اگر f (x)و f (x)توجه شود که ما از ایـن  .  موجود و برابر باشند
  . تعریف در ادامه استفاده نخواهیم کرد

اعداد مختلط .  نیز در آنجا معتبر است1داند که تعریف  ي توابع مختلط دارد می زمینهر دي که اندکی معلومات  ا خواننده! کند  تفاوت ایجاد می  که   تفاوتی) پ
  یک میدان است لذا در آنجا نیز همانند روي خط . دشو ها معنی دارد، اما یک تفاوت بزرگ وجود دارد و آن مربوط به دامنه می ، ساختن خارج قسمت

شمار مسیر براي نزدیک شدن وجود    بی مختلطدتوانید به یک عدد مفروض نزدیک شوید اما در میدان اعدا  شما از دو سمت راست و چپ می    حقیقی
پـذیر شـود و مفـاهیم     نهایـت بـار مـشتق    پذیر باشد آنگاه در همان نقطه بی قشود که اگر تابع مفروضی در عدد مختلطی مشت         دارد و همین تفاوت باعث می     

 دیگر تفـاوت مهـم  . ي حقیقی چنین چیزي غلط است شوند در حالی که در توابع با دامنه پذیر بودن بر هم منطبق می نهایت بار مشتق    تحلیلی بودن و بی   
اند، به هنگام مطرح شدن این قـضایا بـه ایـن     غلط شود که در  می است و این خود باعث ایجاد قضایاي جالبی در      ، مربوط به وجود ترتیب در     با

  . ها اشاره خواهیم کرد تفاوت

 قیقی  فرض کنیم تابع ح:1قضیهf بر [a,b]هرگاه .  تعریف شده باشدfي   در نقطهx [a,b]پذیر باشد،   مشتقf در xپیوسته است  .  

 ــابع علامــت نیــستي اعــداد حقیقــی درســت  قــت شــود کــه اولااًیــن قــضیه در دســتگاه وســعت یافتــه د :2تــذکر  داراي مــشتق sgn چــون در آنجــا ت
x

(sgn) (x)
x
   

 


x در sgn است در حالیکه         تـابع مـثلاً  ي فـوق غلـط اسـت     ثانیاً عکس قضیه.  ناپیوسته استf :[ , ] 11   را بـا 

fي  ضابطه (x) | x | چـون  پـذیر نیـست  این تابع در صفر پیوسته است اما مـشتق .  در نظر بگیرید 
t t

| t | | t |f ( ) lim ,f ( ) lim
t t  

 
     1 1

 
   

fبـ  1تذکر  لذا طبق    ( )   ز انتقالات این تابع، تابعدر فصل سوم با استفاده ا  .  موجود نیست gرا بر کل کنیم کـه متنـاوب باشـد مـثلاً       چنان تعریف می

g(x ) : f (x) 2    تعریف شده توسط سري      اکنون تابعn n

n
G(x) ( ) g( x)




  3 44

  پیوسـته اسـت امـا در هـیچ جـاي      چنان است که بر کـل     

nي  پذیر توسط ویراشتراس باضابطه     قجا مشت  ي هیچ   اولین مثال از توابع پیوسته    ! پذیر نیست  مشتق
n

n
f (x) cos( x)




  1 3

2
تعجـب  ي  مایـه  ارائه شده و  

  .  شک کنند خودهاي شهودي ي ریاضی قرن نوزدهم گردید و باعث شد که ریاضیدانان در استدلال جامعه
گـر  ا. اند پذیر تعریف شده کنند که خود این توابع براساس روابط جبري یا ترکیب توابع مشتق گیري از توابعی بیان می   هاي زیر قواعدي را در باب مشتق        قضیه

ان در ریاضیات پیشرفته خواص جبري و توپولوژیکی مـشتق بـه عنـو   . کنند گیري را هم بیان می بینید که این قضایا برخی خواص عمل مشتق        دقت کنید می  
اختار حلقـه هـم   یک فضاي برداري که س(پذیر بر یک بازه، تشکیل یک جبر  گوید که فضاي توابع مشتق ي زیر می یک عملگر، اهمیت فراوان دارد مثلاً قضیه   

  .دهند که در آن به مفهومی تقسیم هم تعریف شده است می) دارد

  فـرض کنـیم   :)خــواص جبـري مــشتق ( :2قـضیه f,g ي  بــر بـازه a,b  ي   تعریـف شــده و در نقطـهx [a,b] در ایــن . پــذیر باشـند   مـشتق
fصورت g،f .gو f / g در xپذیرند، و  مشتق  

f) )الف g) (x) f (x) g (x)       
(fg)  )ب (x) f (x)g(x) f (x)g (x)   ) ي لایب نیتز قاعده (  

f  )پ f (x)g(x) f (x)g (x)( ) (x)
g [g(x)]

   g(x) به شرطی که2    
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 اگر تابع    ):ي زنجیري   قاعده (:3قضیهf  ي     در نقطهx و تابع g ي  در نقطـهy f (x) پـذیر باشـند آنگـاه تـابع مرکـب       مـشتقgof ي   در نقطـهx 
gof)پذیر است و مشتق ) (x) g (y).f (x)   .  

   باعث نجات ما x در نقطه fد اما جاي نگرانی نیست چون در اثبات آن؛ پیوستگی شو ها بیان می هاي گوناگونی در کتاب ي بالا به صورت توجه دارید که قضیه
ي تابع معکوس وجود دارد کـه بعـد از قـضایاي مقـدار میـانگین و       ي دیگري در باب مشتق تابع معکوس موسوم به قضیه به غیر از این قواعد، قاعده . شودمی

  .شود ها ارائه و اثبات می پیوستگی مشتق

 1مثال:   
fمشتق تابع همانی . مشتق هر تابع ثابت صفر است   ) الف (x) x برابر است با f '(x)    وnشود که اگر  با بکار بردن قاعده لایب نیتز معلوم می1

nf (x) x آنگاهnf (x) nx   n و اگر1  داریمپ ـ2  از قضیه nf (x) nx   پذیر است و همچنین هر تابع گویا  اي مشتق بنابراین هر چند جمله . 1

p(x)g(x)تابع گویا، تابعی مثل(. باشد پذیر می  مشتق،جز در نقاطی که مخرجش صفر است
q(x)

 است که در آن pو  qاي هستند  چند جمله (  

تابع) ب
x x

f (x)
xsin x

x


 


1




fپذیر نیست براي پیوستگی توجه داریـم کـه اولاً     گرچه در صفر پیوسته است اما در این نقطه مشتق          ( )   

fثانیاً چون    (x) x پس 
x
lim | f (x) |





 لذا 
x
l im f (x) f( )





 .    اما براي مشتق ناپذیر بودنf       در صفر باید نـشان دهـیم  کـه حـد خـارج قـسمت 

fنیوتنی (x) f ( )
x





x وقتی  ي متمایز براي این کار دو دنباله.  موجود نیست( ) , ( )

n n
1 1

  ریم اکنون گی  را که به صفر همگرایند در نظر می2

  
f ( ) f ( )

n n

n n

 
  

 

1 1
1 11 1

 

 
  

  
f ( ) f ( ) sin( n)

n n sin n

n n

 
     


 

1 1 22 2 21 1
2 2


 


  

  حد خارجی قسمت نیوتنی یکتا نبوده و در نتیجهبنابراین
x

f (x) f( )l im
x







  .  موجود نیست

xsinتابع ) پ x
f (x) x

x

  
 

1 

 
x در    مشتق پذیر نیست اما براي x  پذیر است و   مشتقf (x) sin cos

x x x
  

1 1 1 .   

ــابع ) ت xت sin x
f (x) x

x

  
 

2 1 

 
x در   ــشتق ــت و    م ــذیر اس fپ ( )    ــراي ــز ب f و نی (x) xsin cos ,x

x x
   

1 12  ــابراین  بن

xsin cos x
f (x) x x

x

    
 

1 12 

 
.  

xفرض کنید ) ث xf (x)
cos x x

  


2 


g(x) و  x        در این صورت h(x) fog(x) f ( x )      و چـون [x]    پـس h(x) cos x    

 هـست  n آنگاه عدد صحیح xپذیر باشد حال اگر  تواند مشتق ط صحیح نمی در نقاhبنابراین .  پیوسته نیستx در h آنگاه   xوضوح اگر ب
nکه   x n   h(x) و در این حالت     1 cos(n) ،لذا hي  روي بازه(n,n ) پس مشتق آن در این بازه صـفر اسـت   .  استcos(n) برابر مقدار ثابت1

  .  در نقاط غیر صحیح موجود و برابر صفر استhپس در کل

f فرض کنیم  :مشتقات مراتب بالاتر        تابع مشتق تابع ،f    اگر مجدداً.  بر یک بازه باشدf پذیر باشد، مشتق  بر این بازه مشتقf را با f   نشان داده و آنـرا 

  : لذا. نامیم  میfمشتق دوم 
t x

f (t) f (x)(f ) (x) f (x) l im
t x
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(n)ي مشتقات مراتب بالاتر به صورت استقرایی و با رابطه      (n )f (f )  n و1 ,n 1 گیـري  شـوند یعنـی بـا تکـرار رونـد عمـل مـشتق         ، تعریف می، 
)ي  دنباله ) (n)f ,f , f ,f , , f  3       مشتق تابع قبلی است    ي آن   جملهرا داریم که هر .(n)f  را مـشتقn  ي  مرتبـه  امُ یـاn  تـابع f بنـا بـه قـرارداد    .  گوینـد

( )f f     و توجه داریم که ( )f f 1و ( )f f 2.اگر (n)f (x) براي هرx (a,b)و هر n موجود باشد گوییم f پـذیر   یـت بـار مـشتق   نها  بـی
  .  هموار استاست یا به اصطلاح

 فرض کنید): یب نیتزدستور لا( :2مثالn  ي  مرتبهمشتقات وn توابع g,fنشان دهید.  موجود باشد:  

  
n

(n) (k) (n k)

k

n
(fg) f g

k




 
  

 



  

nبراي. کنیم ، فرمول را ثابت می  n بر   با استقرا  :برهان  (fg) درست است چون1 f g fg    .فرض کنید برايnدهیم   فرمول درست باشد نشان می
nبراي    :  نیز درست است1

 )بنابر خاصیت خطی مشتق(
n n

(n ) (n) (k) (n k) (k) (n k)

k k

n n
(fg) ((fg) ) ( f g )' [f g ]

k k
  

 

         
   

 1
 

  

  
n n n n

(k ) (n k) (k) (n k) (k) (n k) (k) (n k)

k k k k

n n n n
f g f g f g f g

k k k k


       

   

       
                 
   

11 1 1 1
1 1  

  

  
n n

( ) (n ) (n ) ( ) (k) (n k) ( ) (n ) (n ) ( ) (k) (n k)

k k

n n n
f g f g [ ]f g f g f g f g

k k k
       

 

     
                

 1 1 1 1 1 1
1 1

1
1

     

  
n

(k) (n k)

k

n
f g

k
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 3تذکر:    
nاگر) الف   تابعوf : (a,b)  ،nشود که نتیجه می 1 پذیر باشد آنگاه از قضیه مشتق  مرتبه(n )f 1 روي (a,b)پیوسته است  .  
  . هستندپیوسته این مشتقات ، هموار است و در نتیجه  یک تابع هموارمشتقات تمام مراتب پیوسته است ،یک تابع هموار) ب

fپذیر و تابع مشتق آن،       مشتق f اگر تابع    :هاي هموار   کلاس   پیوسته باشد آنگاه گوییم f  به طور پیوسته مشتق پذیر است و گـوییم f از کـلاس C1 اسـت  .
 fاگـر  .  استnC از کلاسf مرتبه مشتق پذیر است و گوییم n به طور پیوسته  f پیوسته باشد آنگاه گوییم      f(n) بوده و تابع   پذیر   مرتبه مشتق  f  ،n اگر تابع 

بـراي نمادگـذاري   .  استC از کلاسfگوییم   میبنابرایناست nC از کلاسn ،fشود که براي هر    ، نتیجه می  )قسمت ب (فوق  هموار باشد، از تذکر     
  ي نزولی  اي از توابع باشد آنگاه دنباله ه، نمایانگر مجموعnCاگر چنین فکر کنیم که هر.  استCبهتر، گوییم یک تابع پیوسته از کلاس

  n

n
C C C C C


    1 2


   

nهر شمول . ها را داریم    از مجموعه  nC C  n، یک شمول سره است یعنی    1 nC C 

 nبالفرض براي 1 1اي هست که از کلاس  تابع پیوستهC1 است 

  :ثالبراي م. طور  نیست و همینC2اما از کلاس 
f (x) xاز کلاس Cاست اما از کلاس C1نیست  .  

f (x) x xاز کلاس C1است اما از کلاس C2نیست  .(*)  

f (x) x   .  نیستC3 است اما از کلاسC2 از کلاس3
           
nf (x) x x nC از کلاس 1 1است اما از کلاس nCنیست  .  
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داریم. دهیم  شان می را ن * براي نمونه درستی    
x x

f (x) x

x x

 
 

 

2

2


 



xبراي مقادیر  .    ،مشتق تابع x2 است، براي مقـادیر x    تـابع،   مـشتق

x2ي  در ضمن در نقطه.  استx  داریم  :  

  
t t t t t t

f (t) f ( ) t f (t) f ( ) tf ( ) lim lim lim t ; f ( ) lim lim lim t
t t t t      

     

             
   

2 2

     

      
   

  

fپس ( ) f ( )     و بنابراین f ( )    نتیجتاً آنکه 
x x

f (x) x
x x


  
 

2

2


 


f و پیوستگی   شود بنابراین   محرز میfاز کلاس C1 دوبـاره بـا   .  اسـت

fي  محاسبه  براي x  وx    شود که   معلوم میf (x)     امـا  . -2و 2هـا عبـارت اسـت از        ه به ترتیب براي این بازf ( )   باشـد و حتـی     موجـود نمـی
f ( ) f ( )   لذا ، f  تواند پیوسته باشد بنابراین  نمیfاز کلاس C2نیست  .  

  

 تابع : شود تعریف میچنین دیگر تحت عنوان تحلیلی بودن وجود دارد که ، یک مفهوم  بودن بجز مفهوم هموار    :4تذکرf : (a,b)    بـراي هـر 
x (a,b)         تحلیلی است هرگاه بتوان آنرا حول  x    به صورت یک سري توانی نمایش داد یعنی   موجود باشد به طوري که براي هر | h |   سـري 

nتــوانی 
na hهمگــرا بــوده و n

n
n

f (x h) a h



  


شــوند و آنجــا خــواهیم دیــد   مطــرح مــی4ل صهــاي تــوانی و همگرایــی آنهــا در فــ   ســري.

که
(n)

n
f (x)a

n!
      و این یکتایی نمایش f  بهرحال از نماد. کند ن می مذکور را بیایوانت بر حسب سريCکنیم با   براي نمایش توابع تحلیلی استفاده می

xeتوان نشان داد که براي تابع  یتال و استقرا می   پهوي    استفاده از قاعده   xg(x)
x


  
 

1


 
xي در نقطه   داریم (n)n g (x)      بنـابراین

xحول   توان مقادیر    نمیg(x)    شـود، در حالیکـه    نمایش داد چون سري نمایش صـفر مـی  )در واقع سري تیلور آن( توانی  را برحسب یک سريg(x) 
  و چون هر تابع تحلیلـی، همـوار اسـت   این تابع هموار است اما تحلیلی نیست). شودگرا نمی همg به خود    gیعنی حول نقطه صفر، سري تیلور        (ناصفر است 

C شمول پس C    نیز سره است یعنی C C 

  در حالیکـه در آنـالیز   انـد   بودن و هموار بودن دو موضـوع متفـاوت  ی تحلیل،براي توابع حقیقیلذا 

  . اند   دو مفهوم بر هم منطبقمختلط این
 فرض کنید  :3مثالfبر پذیر باشد در این صورت  مشتق:   

|مشتق) 1 f xي  در هر نقطه|  موجود است  .  
fاگر)  2 (x)  آنگاه | f   . پذیر نیست  مشتقx در |
3(| f f کهxي  در هر نقطه | (x)  پذیر است همچنین اگر  مشتقf (x)   آنگاه| f | (x)     
4(| f f کهxي   در هر نقطه| (x)  پذیر است همچنین اگر   مشتقf (x)  و f (x)   آنگاه | f | (x)    
 قرار دهید   » 4«گزینه   :پاسخg(x) | x |  بنابراین h(x) | f | (x) gof (x)  .  چون تابعg در جاهایی که x  از قاعـده  . پـذیر اسـت    مشتق

hشود که تابع  زنجیري نتیجه می | f |ي   در هر نقطهx که f (x)  پذیر است و نیز اگر  مشتقf (x) و f (x)   آنگاه   

  
t x t x t x t x

f (t) f (x) f (t)h(t) h(x) f (t)( ) h (x) lim lim lim lim | |
t x t x t x t x   

   

    
   

1  

:دانیم که   اما می 
x a
l im u(x)


 اگر و تنها اگر 
x a
l im | u(x) | 


این نتیجه براي حالتی که x aیا x aدلیـل ایـن اسـت کـه در     . [  برقرار است

تعریف   داریم [ | u(x) | | u(x) | u(x)      .داریم) 1(براین چون براي طرف راست  بنا:  

  
t x

f (t)l im f (x)
t x

 
 



  


  

hپس  (x)   . ًمشابها :  
t x t x t x

f (x)h(t) h(x) f (x)h (x) lim lim lim | | f (x)
t x t x t x   

  

       
  

  

hبنابراین (x) | f | (x)    .   
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 تابع  :4مثالx x
f (x)

sin x x


 





   مفروض است در این صورت 

1 (fي  در نقطهx  پذیر است و  مشتق| f | ( )2  .  موجود است (f در x  پذیر است و   مشتق| f | ( )موجود نیست .  
3(| f xي در نقطه |   کدام  هیچ) 4  . پذیر است مشتق 

 دهیم که  ابتدا نشان می»  2«گزینه   :پاسخfي   در نقطهx  1(  : پذیر است  مشتق(         
t t

f (t) f ( ) f (t)f ( ) lim lim
t t 


 

  


  

چون همواره 
t t

sin t tlim , l im
t t 

 1 1
 

 1 به سمت عدد )1( موجود در طرف راست عبارت  گنگ باشد یا گویا پس در هر حال حد    t صرف نظر از اینکه      

fکند بنابراین   میل می  ( ) 1 .اگرx  دهیم که   نشان میf در xا توجه به چگال بودن پیوسته نیست بو cدر هـاي  توان دنبالـه   میn(q  از (
n(tاعداد گویا و n چنان یافت کهااز اعداد گنگ ر( nt x , q x  .حالاn n

n n
l im f (t ) sin x , lim f (q ) x
 

 در این صورت :  

|اگر) الف x |1 چون همیشه ، | sin x |1پس n n
n n
l im f (t ) l im f (q )
 

 نتیجه و در
t x
lim f (t)


  .  پیوسته نیستx در f بنابراین  موجود نیست

|اگر) ب x | 1      ي هل با توجه به معلومات ریاضی عمومی چون تنها جواب معادsin x xي   در بازه[ , ]11افتد و چون در  ي صفر اتفاق می  ، در نقطه
xاینجا    پس دوباره n n

n n
l im f (t ) l im f (q )
 

    نتیجه   و درf   در x    ي  توجـه اگـر معادلـه   ]   پیوسـته نیـستsin x x در [ , ]11  داراي جـواب 

c       باشد و آنگاه c  نیز یک جواب دیگر خواهد بود بدون کاستن از کلیت فرض کنید c    بنابراین تـابع g(x) x sin x  روي [ , ]11 داراي 
,cي    سه ریشه  ,c      ل،   خواهد بود بنا به قضیهي رg دو نقطهدر  بایدc ,c2 c؛1 c c c    1 2ي  ادلاً ایـن یعنـی در دو نقطـه   ع صفر شود، م؛c1 

cosc داریمc2و cosc 1 2   ]  . که غیر ممکن است1
|از طرفی  f n(qپذیر نیست چون اگر     در صفر مشتق   | nqاز اعداد گویاي مثبت باشد که   یک دنباله  (  و n(p اي از اعداد گویاي منفی باشـد    دنباله(

npه ک  آنگاه :   

  n n n n
n n n nn n n n

| f | (q ) | f | ( ) q | f | (p ) | f | ( ) plim lim , l im lim
q q p p   

  
    

 
1 1 

 
  

بنابراین 
t

| f | (t) | f | ( )lim
t







|موجود نیست در نتیجه  f | ( ) موجود نیست  .  

  
  
  
  
  
  

 فرض کنیم :5مثال
 

  

cx
f (x) px , p , q , (p,q)

q q

 
 

    


1   :این صورت در.، این تابع به تابع خط کش ریمان معروف است1

1 (fپذیر است و  ي نقاط مشتق  در همهf    .  2 (f هیچ جا پیوسته نیست .  
3  (f4  .  در نقاط گویا پیوسته است (fپذیر نیست  هیچ جا مشتق .  
 ي نقـاط گویـا ناپیوسـته      همـه  پیوسته است و در مجموعهگنگ در نقاط دانیم که این تابع فقط   می1اولاً با توجه به معلومات آنالیز     » 4«گزینه   :پاسخ
 در fکافی اسـت نـشان دهـیم    بنابراین . پذیر نیست  در نقاط گویا مشتقfشود که   نتیجه می1ي  لذا از قضیه) رتل مراجعه شود کتاب با 20ـ5 مثال   هب (است

دهیم که  نشان میcxفرض کنید  . پذیر نیست   نقاط گنگ مشتق  
h

f (x h) f (x)lim
h

 


 h کافی اسـت روي مقـادیر گویـا و گنـگ     موجود نیست

ــیم  ــث کن ــر  . بح ــوح اگ ــاره   hبوض ــون دوب ــد چ ــا باش cx گوی h Q ــس f پ (x h) f (x)       ــده و ــفر ش ــوتنی ص ــسمت نی ــارج ق ــذا خ   ل

به یاد داشته باشید که اگر      :توجه


g (x) x
f (x)

g (x) x
 


1
2

g و اگر خود    ,g2  پیوسته باشـند آنگـاه نقـاط       به  به عنوان توابعی از    1

g، جاهایی است که   fپیوستگی   (x) g (x)1 gهـا اگـر    پیوسته است اگـر و تن  x در   f، یعنی 2 (x) g (x)1 gهمچنـین اگـر   . 2 ,g1  x در 2
gپذیر بوده و  مشتق (x) g (x) 1   .پذیر است مشتقx در f آنگاه 2
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h
h

f (x h) f (x)lim
h



 





     و اگر  x     داراي بسط اعشاري x / x x x 1 2 3     ي   باشد با انتخاب دنبالهn n nh / x x   1 2  بینیم کـه    می

n
n n n

x x x
x h / x x x   1 2

1 2 1


 


ــذا   ــت لــ ــددي گویاســ ــه عــ n کــ nf (x h ) 
1

1
ــون  ــی چــ n از طرفــ nh 

1
1

ــابراین   بنــ

nn
nn n n

f (x h )f (x h ) f (x)| |
h h h

 
  

1 1
1

 لذا حد موجود در عبارت  
c

h
h

f (x h) f (x)lim
h



 



تواند صـفر شـود چـون قـدر مطلـق        نمی

خارج قسمت نیوتنی همیشه بزرگتر از عدد یک است بنابراین 
h

f (x h) f (x)lim
h

 


  . باشد  موجود نمی

 

 فرض کنید :6مثال fمشتق پذیر باشد در این صورت حاصل عبارت  
x a

xf (a) af (x)l im
x a




     کدام است؟ 

1 (f '(a) af (a)  2 (f (a) af '(a)  3 (af '(a) f (a)  4 (af (a) f '(a)  

 2«گزینه  :پاسخ  «     
x a x a x a

xf (a) af (x) (x a)f (a) a(f (x) f (a)) f (x) f (a)l im lim f (a) a lim f (a) af '(a)
x a x a x a  

    
    

  
  

 

 اگر  :7مثالg,fگاه حاصل عبارت  مشتق پذیر باشند آن
x a

f (x)g(a) f (a)g(x)l im
x a




    کدام است؟

1(f (a)g(a) f (a)g (a)   2(f (a)g (a) f (a)g(a)   3(f (a)g (a) f (a)g(a)    4(f (a)g(a) f (a)g (a)   
 1«گزینه  :پاسخ  «  

x a x a

f (x)g(a) f (a)g(x) (f (x) f (a))g(a) f (a)(g(x) g(a))l im lim
x a x a 

   


 
  

x a x a

f (x) f (a) g(x) g(a)g(a) lim f (a) l im g(a)f (a) f (a)g (a)
x a x a 

      
 

  
  

ng(x)با جایگذاري  :1نکته  xدر سوال بالا داریم   :  
n n

n n
x a

a f (x) x f (a)l im na f (a) a f (a)
x a





   


1  

  : در نتیجه داریم
n n

n n
x a

x f (a) a f (x)lim na f (a) a f (a)
x a





  


1  
  

 در مورد عبارت  :8مثال


f (x x)l im( )
f (x)




 
1

  توان گفت؟   چه می

  . موجود و ناصفر استحد این  مثبت باشد fاگر ) 1
) روي fاگر ) 2 , )موجود و ناصفر استاین حد پذیر باشد   مثبت و مشتق .  
) رويfاگر ) 3 , )موجود و ناصفر استاین حد پذیر باشد   مشتق  .  
) رويfاگر ) 4 , )است1 برابر  وموجوداین حد پذیر باشد   مثبت مشتق   .  
 فرض کنیم »  2«گزینه  :پاسخ, x ( , )     اکنون چون f داریم مثبت است :  

f (x x) f (x x) f (x x)Ln(lim( ) lim Ln( ) lim Ln( )
f (x) f (x) f (x)

 
  

     




1 1 1
  

  

Ln(f (x x)) Ln(f (x)) Ln(f (x x)) Ln(f (x)) f (x)( )lim( ) x lim( ) x(Lnf (x)) x
x f (x) 

        
 

1
 

  

  :ي زنجیري است، در نتیجه  و قاعدهf بودن  پذیر  بخاطر مشتق) 1(دقت شود که برقراري 
f '(x)x
f (x)f (x x)lim( ) e

f (x)




 
 

1


  

 Lnپیوسته بودن تابع 
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 فرض کنید :9مثالfي   در نقطهaوپذیر باشد  مشتق f (a) در این صورت حاصل ،n
n

f (a )
nl im ( )

f(a)

 11
  :  برابر است با

1 (
f (a)a
f (a)e


  2 (
f (a)
f (a)e


  3 (1  4 (  
 چون  »  3«گزینه   :پاسخf ي   در نقطهa پیوسته است و f (a)   لذا در یک همسایگی a ،f  مثبت است از اینرو برايn      هـاي بـه قـدر کـافی بـزرگ

f (a )
n

 
1  چون fي   در نقطهaتابع مرکب ي زنجیري پذیر است با توجه قاعده  مشتق x Ln f (x) نیز در aمشتق پذیر است بنابراین  :  

n n
n n n

f (a ) f (a ) Lnf (a ) Lnf (a)
n n nLn( lim ( ) ) l im Ln( ) lim

f (a) f (a) n  

   


1 11 1 1
  

n
n n

Ln(f (a )) Ln(f (a)) f (a )f (a)n nlim (Lnf (x)) l im ( ) e
x a f (a) f (a)n

n
 

  
         



1

2

1 1
1 11

    

 

 فرض کنید   :10مثال f (a) ,a  و همچنین f ي  در نقطهa شد در این صورت حاصل با مشتق پذیرLnx Lna
x a

f (x)l im( )
f (a)




1
    کدام است؟

1 (f (a) a
f (a)
  2 (

f (a)a
f (a)e


  3 (
f (a)
f (a)ae


  4 (1  

 2«گزینه  :پاسخ  «  

Lnx Lna Lnx Lna
x a x a

f (x) f (x)Ln( lim ( ) ) l im Ln( )
f (a) f (a)

 
 


1 1

  

f (a)a
f (a)Lnx Lna

x a x a x a

Lnf (x) Lnf (a) Lnf (x) Lnf (a) x a f (a) f (x)l im lim a lim ( ) e
Lnx Lna x a Lnx Lna f (a) f (a)




  

  
    

  

1
  

 

 فرض کنید تابع حقیقی مقدار       :11مثالf   ي  طهي باز حول نق   در یک بازهaي   تعریف شده و در نقطهaپذیر باشد  مشتق.n(x n(y و(  را دو دنباله در (
n بوده و هموارهa گرفته که هر دو همگرا به fي  دامنه ny a ,x a در این صورت :  

nاگر همواره) 1 nx y آنگاه n n
n n n

f (x ) f (y )l im f (a)
x y

 


  

nاگر همواره ) 2 nx y آنگاه n n
n n n

f (x ) f (y )l im f (a)
x y

 


2  

nاگر همواره ) 3 nx a y  آنگاه n n
n n n

f (x ) f (y )l im f (a)
x y

 


  

nاگر همواره ) 4 nx a y  آنگاه  n n
n n n

f (x ) f (y )l im f (a)
x y

 


2  

 3«گزینه  :پاسخ  «  

n  : با توجه به مفروضات قرار دهید n n n n n

n n n n n n n n

f (x ) f (y ) f (x ) f (a) x a f (y ) f (a) a y. .
x y x a x y y a x y

    
 

    
  

n  : که در آن n n n

n n n n n n n n

x a a y x a a y, ,
x y x y x y x y

    
     

   
1 1 1  

 Lnپیوستگی تابع 
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n  :  بنابراین n n n

n n n n

f (x ) f (a) f (x ) f (y ) f (y ) f (a)
x a x y y a

  
 

  
    

n  :  دو طرف نامساوي بالا داریمدر و وجود حدود  ! ي ساندویچ  ي خوشمزه  اکنون با عنایت به قضیه n
n n n

f (x ) f (y )l im f (a)
x y

 


  

x توسط تـابع   1توجه شود که مثال نقض براي گزینه         sin x
f (x) x

x

  
 

2 1 

 
aي   و نقطـه    هـاي    و دنبالـهn nx , y

( n ) n
 
  

2 1
4 1 2 

nفراهم است چون  n
n n n

f (x ) f (y )l im f ( )
x y

 


    
 

2 .  

 

 کدام گزینه صحیح است؟  :12مثال   

 براي هرفرض کنیم) 1 1  هروx,y،f (x) f (y) x y    آنگاه fتابع ثابت است  .  
fgي   در معادله  g,fتوابع مشتق پذیر    ) 2 gf     کنند و تابع       صدق میf اگر .  صفر نیست متحد باb,a دو صفر متوالی f  بوده ولـی g(a) و g(b) 

g(x)ي بین xمخالف صفر باشند آنگاه براي  ,b,a  .  
f مشتق پذیر و [a,b] بر fاگر ) 3 (a) f (b)  ي هر  اما براx (a,b)،f (x)  آنگاه f (b), f (a) ختلف العلامتند م .  
  . باشد ي موارد صحیح می همه) 4
 4«ه گزین :پاسخ«  

x تقسیم طرفین بر  با1ي  چون براي گزینه) 1 y کهوقتی نامساوي مربوطه از  و حدگیريx yداریم :  

fتابع ثابت است 
x y x y

f (x) f (y)l im | | lim x y y f (y)
x y



 

      


1    

a فرض کنید که     2ینه  براي گز ) 2 b     و براي هر x [a,b]  داشته باشیم g(x)   در این صورت تابع f (x)h(x)
g(x)

     بنا بـه فـرض متحـداً صـفر 

fgفرضبا توجه به . نیست gf   داریم  :  

  f (x)g(x) f (x)g (x)h (x)
[g(x)]


   2  

ــه  ــون دامن ــت  hي چ ــد اس ــابراین  همبن ــد روي hبن ــر    [a,b] بای ــراي ه ــذا ب ــوده ل ــت ب h(x) ثاب c , x (a,b)   ــه ــر و در نتیج ــراي ه   ب

g(x) f (x) , x (a,b)
c

 
  : داریمg,f اما با توجه به پیوستگی توابع 1

  
x a x a x b x b

g(a) lim g(x) lim f (x) f (a) ; g(b) l im g(x) lim f (x) f (b)
c c c c      

       
1 1 1 1     

xبنابراین فرض خلف مبنی بر  (a,b) g(x)   هر باطل است پس براي  x (a,b)داریمg(x)  .  
fفرض خلف که ) 3 (b),f (a)  بنابراین. ر دو مثبت باشندکنید ه هر دو هم علامت باشند بدون کاستن از کلیت فرض:  

)1             (f (a) x ,a x a f (x) f (a)             1 1  

)2                                 (f (b) x , b x b f (x) f (b)             2 2  
عدد )2(و  ) 1(براي    توان یافت که    میچنان   مشترکی   يb a   .   لذا x ,x2 bچنان موجودند که   1 x x a     2  f تابعاکنون   1
x]روي   ,x ]2 x] بالا رويروابط با توجه به پذیر است لذا مشتق و  پیوسته 1 ,x ]2 ي مقـدار میـانی ریاضـیات     طبـق قـضیه  بنـابراین  .  تغیر علامت می دهـد 1

xعمومی، (x ,x )3 2 f چنان موجود است که    1 (x ) 3   فرضض ولی این ناق x (a,b) f (x)   لذا فـرض خلـف باطـل و حکـم برقـرار      .  است
  . است

تعریف    مشتق و پیوستگی f 

 همان دلیل
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 فرض کنید :13مثال  f : [ , ] 1مشتق پذیر است و fو f   هیچ صفر مشترکی ندارند در این صورت    
] در fي صفرهاي  مجموعه) 1 , ]1متناهی است  .  
] در fي صفرهاي  مجموعه) 2 , ]1شماراي نامتناهی است  .  
] در fي صفرهاي  مجموعه) 3 , ]1ناشماراست  .  
fي صفرهاي   مجموعه)4  دینالیته بزرگتر از مجموعه صفرهاي کار از لحاظfاست .  
 فرض کنیم »  1«گزینه   :پاسخfz {x [a,b]:f (x) }    ي صفرهاي    مجموعهf در [ , ]1 باشد چـون fz f { } 1  و f   پیوسـته اسـت پـس  

fz   در [ , ]1     فرض خلف که . باشد  هم می فشرده   بسته و لذاfzپس نامتناهی باشد fzحدي چـون  ي   داراي یک نقطهx [ , ] 1    هـست و چـون fz 
fxداریماست بسته  z ي  لذا دنبالهn(x nx چنان موجود است کهfz در ( x   .حالا:  

n
x x n nn n

f (x) f (x ) f (x ) f (x )f (x ) lim lim lim
x x x x x x

 


  

 
  

    
  

  

fو این یعنی (x ) f (x )    بایدبنابراین. کند  میفرض مسأله را نقض که fzمتناهی باشد  .  
 

 فرض کنیم :14مثالf : [ , ]1 وپذیر  مشتق  fz {x [ , ] f (x) }  1نامتناهی باشد در این صورت :  
1 (f ,f2  . صفر مشترك ندارند (x [ , ] 1  چنان وجود دارد که f (x ) f (x )      
3 (f fcard(z ) card(z )  4 (f fcard(z ) card(z )  
 روش حل کاملاً مشابه حل تست قبل است»2«گزینه  :پاسخ   .  

  ) قضایاي مقدار میانگین(پذیر  خواص توابع مشتق

لذا . مهم است برد توابع) به مفهوم کوشی(ا کامل بودن یي ترتیبی در برد  پردازیم که در آن وجود رابطه     میدر این قسمت به خواصی از توابع حقیقی مقدار          
میـدان   امـا  میدان مرتب اسـت دانید طور که می چون همان، k یا است یا به هنگام به کار بردن این قضایا دقت کنیم که آیا برد تابع مذکور             

iمرتب نیست چون   2 1 در ضمن روابط ترتیبی خوبی روي ،k،k 1اص جبريتوان تعریف کرد که با خو  نمیkدر ارتباط مناسب باشد  .  
 فرض کنیم تابع حقیقی       :2تعریفf بر فضاي متري Xگوییم   تعریف شده است میf ي   در نقطـهp X   هرگـاه  مـاکزیمم موضـعی دارد  ي مثبتـی

qهربراي  به طوري که    یافت شود    B(p, ) {x X : d(p,x) }        داشته باشیم f (q) f (p)ی یعنی هرگاه یک همسایگ p   را بتوان یافـت کـه 
fبر آن همسایگی    (p)توجه دارید که اگر .  بیشترین مقدار را داشته باشدf بر زیر فضایی از X مثل M   تعریف شده باشد آنگـاه بایـد q B(p, ) M   
ي اکـسترمم   مم موضعی از کلمـه ه به هر دو مفهوم ماکزیمم و مینیگهگاهی براي اشار. شوند هاي موضعی به طور مشابهی تعریف می   منیمم. را در نظر گرفت   

پیـشرفته بـه مـدد مفهـوم فـضاي متریـک و       توجه شود که ریاضیات دبیرستانی منظور از همسایگی، یک بازه باز بود اما در آنـالیز   . شود  موضعی استفاده می  
c که(a,c]  تعریف شده باشد آنگاه هر بازه[a,b] در بازه  fدانید که اگر تابع     هاي باز نسبی می   مجموعه b  یک همـسایگی a    اسـت بنـابراین اکـسترمم 

  . ي درونی بازه باشد نقطهxد اتفاق بیفتد ولی در قضیه زیر باید توان می نسبی در ابتداي بازه نیز

 هرگاه تابع  :4قضیهf :[a,b]  ي   در نقطهx (a,b) ماکزیمم موضعی داشته و f '(x) موجود باشد آنگاه f '(x)   .  
  
   :2نکته   

f در این زمینه ردقت کنید که عکس قضیه برقرار نیست مثال مشهو. ي مشابهی برقرار است هاي موضعی قضیه براي مینیمم ) الف (x) x ] روي 3 , ]11 
زي، نقـاطی کـه در آن مـشتق    رشامل نقـاط م ـ (یاز است که مقادیر تابع را براي تمام نقاط بحرانی دقت شود که براي یافتن نقاط اکسترمم یک تابع ن        . است

f جاهایی که وموجود نیست   (بیابیم  .  
گیري است و  ن این قضیه اساس بسیاري از کاربردهاي مشتقشود و چو  استفاده میf به عنوان برد تابع ، به شدت از ترتیب موجود در  در برهان قضیه  ) ب

k ،k یاf، این قضایا براي وقتی که برد تابع در حالت کلی شوند، لذا  قضایاي مقدار میانگین براساس آن اثبات می 1 ،درست نیست  باشد .  
  

 با توجه به وجود مشتق
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 هرگاه   :)مقدار میانگین کوشی   (:5قضیه f,g   ي  بـازه راي ب   توابع حقیقی پیوسته[a,b]  بـازه  باشـند کـه در (a,b)    اي   مـشتق پذیرنـد آنگـاه نقطـه
xمانند (a,b) که در آنوجود دارد   :  [f (b) f (a)]g (x) [g(b) g(a)]f (x)     
  : ي زیر است ي قضیه ي بالا، صورت تعمیم یافته هقضی

 هرگاه :)مقدار میانگین  (:6قضیه f     ي   یک تـابع حقیقـی پیوسـته بـر بـازه[a,b]    باشـد کـه بـر (a,b)     اي ماننـد   مـشتق پـذیر اسـت آنگـاه نقطـه
x (a,b)هست که در آن :  f (b) f (a) (b a)f (x)    

 رد تابع  بالاي  چنانچه در نکته.ي مقدار میانگین غلط است  ي آن قضیهاپذیري که بر تابع مشتق  :15مثالتشریح شد، براي یافتن چنین مثالی، باید ب 

لـذا تـابع     نباشـد   از اي  زیر مجموعـه   
ix

f :

f (x) e cos x i sin x




  
] را روي   , ]2       در نظـر بگیریـد حـالا  f ( ) f ( )    2 1   امـا چـون    1

ixf '(x) ie پس f '(x)    . تواند اتفاق بیفتد نمی  براي این تابع ي مقدار میانگین قضیهتساوي موجود در  لذا 1
  
  

    :3نکته 
ي مقدار میانگین یکی از قضایاي فوق العاده مهم در حساب دیفرانسیل و انتگرال و ابزاري قدرتمند براي حل مسائل است به طـوري کـه هنگـام                  قضیه) الف

ه را حل کنید خیلـی زیـاد    را بخاطر بیاورید احتمال اینکه بتوانید آن مسألقضیه یا یکی از نتایجشگیري چنانچه این  ي مربوط به مشتق ه با هر مسأله   هاجوم
ها از هـر درجـه تقریـب     اي لور توابع را با چند جملهیي ت قضیه(اي درجه یک   مثل تقریب توابع با یک چند جمله  : دارد  هم این قضیه کاربردهاي عملی   ! است
ي مقدار میانگین اسـت   ي قضیه رل که هم خانوادهي  معمولاً از قضیه(هاي یک تابع  محل ریشهیافتن ، )ي مقدار میانگین است زند و یک نوع تعمیم قضیه  می

,ها از  هاي مربوط به توابع و اعداد و تعمیم برخی نامساوي      ، اثبات خیلی از نامساوي    )کنند  استفاده می  به  .ي نظري این قـضیه  همچنین از کاربردها
  . لور و قضایاي بنیادین حساب دیفرانسیل و انتگرال استیتال، تیپاثبات قضایاي هو

 بیـشتر   سرشـت آنـرا   ي شـما   پـس بـا اجـازه     ي مقدار میـانگین چنـین مهـم اسـت           اکنون که قضیه  ) ب
 به قدر کافی خوش رفتار باشد fگوید که اگر نمودار تابع   اولاً از لحاظ هندسی این قضیه می       ؛شکافیم  می

ــه   ــک نقط ــاه در ی ــینآنگ ــاط       b وa ب ــه نق ــت ک ــی اس ــاره خط ــوازي پ ــی م ــر منحن ــاس ب ، مم
(b,f (b)) , (a,f (a))کند  را به هم وصل می .  

چـون  . کند اما از دیدگاه آنالیزي، برهان قضیه به طور ضمنی از خاصیت کمال اعداد حقیقی استفاده می        
 و خود این قضیه با استعانت از شود  استفاده میي مینی ـ ماکس   یانگین از قضیهدر برهان قضیه مقدار م

ي مقدار میانگین و قـضیه مینـی ـ     شود به خاطر اهمیت قضیه اثبات می) براي برد تابع ( خاصیت کمال 
  : خواهیم بگوییم که ماکس می

توان خـواص اساسـی    در ضمن با استفاده از خاصیت کمال اعداد حقیقی می. ي اصلی حسابان است  ، پایه[a,b]ي  ي بسته   رفتار یک تابع پیوسته روي بازه     
  . چنین توابعی را اثبات کرد

اس برند، کنار هم بیان کنیم چون براس ـ را که از آنها تحت عنوان اسکلت حسابان نام میي توابع پیوسته    ي اساسی درباره    هدر اینجا مناسب است که سه قضی      
  :  به شرح زیرنداین قضایا! شود ي حسابان بنا می ها بقیه این قضیه

fاگر: ي مقدار میانی قضیه) 1 :[a,b]  عدد حقیقی و  پیوستهrبین f (b),f (a)ي  باشد آنگاه نقطهc [a,b]چنان موجود است که f (c) r .  
fاگر:  ماکسـ قضیه مینی )  2 :[a,b] پیوسته باشد، آنگاه نقاط p,q [a,b]چنان موجودند که براي هر x [a,b]داریم f (p) f (x) f (q)  .  
fاگر : ي پیوستگی یکنواخت قضیه) 3 :[a,b]  ي یکنواخت هم خواهد بود پیوسته باشد، آنگاه پیوسته .  
  

  :شود در نمودار استلزام زیر دیده میي این قضایا  مهمترین موارد استفاده
       ي مقدار میانی قضیه              ساختن توابع معکوس                                                          

  خاصیت کمال         مینی ـ ماکسي  قضیه       ي مقدار میانگین   قضیه       قضایاي بنیادین حسابان
       ي پیوستگی یکنواخت قضیه پیوسته انتگرال پذیري توابع 

  a x b

(a,f (a))

 (b,f (b))f

 ي مقدار میانگین تعبیر هندسی قضیه
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ي   بستگی دارد بلکه بـه خـواص توپولـوژیکی بـازه    fي توابع پیوسته نام بردیم اما این قضایا نه تنها به پیوستگی تابع  از این قضایا تحت عنوان قضایایی درباره   
بهرحـال  . ي مقـدار میـانی را اثبـات کـرد      قـضیه [a,b]توان با استفاده از هم بنـد بـودن       بجاي استفاده از اصل کمال می     .  هم بستگی دارد   [a,b]ي    بسته

همبندي خاصیتی است که براي علماي هندسـه مهـم   . (شود میتر اثبات   راحت[a,b]هاي مینی ماکس و پیوستگی یکنواخت با استفاده از فشردگی       هضیق
هـاي   شـود کـه حالـت    است تا بتوانند خواص موضعی را به خواص سرتاسري تبدیل کنند و فشردگی براي علماي آنالیز سودمند است، فـشردگی باعـث مـی           

  !)تقلیل یابدهاي متناهی  نامتناهی به حالت
این بازه، کافی است  در fپذیري   تا حدودي زائد است چرا که با توجه به مشتق[a,b]ي   در کل بازه  fوستگی  ي مقدار میانگین، فرض پی      در فرض قضیه  ) پ

  .  پیوسته باشدb,a در fکه 
  

 ل   قضیه (:7قضیههرگاه   :)ي ر f      ي     یک تابع حقیقی پیوسته بر بازه[a,b] بوده و بر (a,b)پذیر باشـد و    مشتقf (a) f (b)    اي   آنگـاه نقطـه
xمانند  (a,b) هست که در آن f (x)   .  

fي  ، یک ریشهfپذیر  تابع مشتقي  گوید بین هر دو ریشه    توجه شود که این قضیه می       ل را از قـضیه  تـوان قـضیه   گرچه به سادگی مـی . موجود استي  ي ر
در ضمن حکـم  . کنند ي مقدار میانگین را اثبات می کنند و به کمک آن قضیه ي رل را ثابت می مقدار میانگین نتیجه گرفت اما در متون کلاسیک ابتدا قضیه       

fقضیه با فرض     (a) f (b)    دوباره توجه کنید که )ي مقدار میانگین از قضیه(هم درست است xل را بـه کمـک       مـی . نقطه درونی بازه استتـوان قـضیه ر
ي مقـدار میـانگین تعمـیم یافتـه بـا       ي مقدار میانگین و قـضیه   یک راه سریع براي اثبات قضیهاز طرف دیگر. ي مینی ـ ماکس اثبات کرد  و قضیه 4ي  قضیه

  : استي رل به صورت زیر  استفاده از قضیه
  .  مشتق پذیر باشند تعریف کنید(a,b) پیوسته روي [a,b] روي h,g,f فرض کنید توابع :لم

f (x) g(x) h(x)
F(x) det f (a) g(a) h(a) ; x [a,b]

f (b) g(b) h(b)

 
   
  

  

xآنگاه  (a,b) وجود دارد که F (x )    
از طرفی هم  مشتق پذیر است و (a,b) پیوسته و روي[a,b] رويF هایش نوشت پس  اي از درایه    توان بر حسب چند جمله      ا می چون دترمینان ر  : برهان

F(a)بنا به خواص دترمینان F(b)  . ]داند که  جبر خطی آشنایی دارد میاي که با اندکی خواننده:  

  
f (x) g(x) h(x)

g(a) h(a) f (a) h(a) f (a) g(a)
F(x) det f (a) g(a) h(a) f (x) g(x) h(x)

g(b) h(b) f (b) h(b) f (b) g(b)
f (b) g(b) h(b)

     

شـود کـه    ي رل نتیجـه مـی    اکنـون از قـضیه  ]صفر اسـت دترمینانش آورد که اگر یک ماتریس مربعی داراي دو سطر یا ستون یکسان باشد آنگاه  و به یاد می   
x (a,b) موجود است که چونان F (x )   .  

 1نتیجه:  
i ( مفروضات لم قبل اگرتحت h(x) , g(x) x 1آید  آنگاه قضیه مقدار میانگین به دست می .  

ii (تحت مفروضات لم قبل اگرh(x) 1آید  آنگاه قضیه مقدار میانگین تعمیم یافته به دست می .  
  : برهان

i (         در این حالت طبق حکم لم قبل داریـم :
f (x )

F (x ) det f (a) a
f (b) b


  

1
1
1






   و چـون F (x ) f (x )(a b) (f (a) f (b))        پـس نتیجـه 

  . شود حاصل می

ii (در این حالت طبق حکم لم قبل داریم  :  
f (x ) g (x )

F (x ) det f (a) g(a) f '(x )(g(a) g(b)) g (x )(f (a) f (b))
f (b) g(b)

 
      1

1

 

  


  

  . شود و لذا نتیجه حاصل می
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  : هاي ریاضی ي قضیه ر فلسفی دربارهچند تذک :4نکته 

ي مقدار میانگین و نتایج آن قضایایی وجودي هـستند بعـضی    قضایایی مانند قضیه . آید  کر فلسفی راجع به قضایاي ریاضی موجه به نظر می         در اینجا چند تذ   
دهند و از این حیث وجودي ـ ساختنی هستند و    روشی را هم براي به دست آوردن آن چیز به دست می،کنند  مینقضایاي ریاضی وقتی وجود چیزي را بیا

ي مقـدار میـانی را نیـز      حتـی قـضیه  . وجودي صـرف اسـت  ،شود  ثابت میي خاصیت کمال ي مقدار میانگین که بر پایه ا اهمیت زیادي دارند اما قضیه لذ
شویم  به تقریب متوسل می... یابی  در کاربردهاي آنها مثل ریشه پس آن قضیه هم وجودي صرف است لذا    ، ثابت کرد  توان با استفاده از خاصیت کمال       می

ي مـستقیم   اي یا مقدار تابعی را بدانید، اما استفاده اند چون حتی شما ممکن است جواب مساله هاي تقریبی و عددي بسیار مهم     البته در دنیاي واقعی روش    (
شـود، معمـولاً اثبـات     هـاي ریاضـی وارد مـی    یگر، بحث یکتایی است که در خیلی قـضیه یک بحث د!) مشکل است  ه علت پیچیده بودن ضابطه از آن جواب ب   

  ! شود ي وجود اثبات می تر از مسأله ي یکتایی مشکل تر از اثبات وجود است البته موارد معدودي هستند که براي آنها مسأله یکتایی خیلی ساده
ریاضیات بـدون اسـتفاده از اصـل انتخـاب و ریاضـیات      این مباحث در باب وجود است، مشهورترین هایی  مربوط به استفاده از قضایا و روشتر مباحث مهماما  

حتـی  !  اسـت آمـدي اما بهرحال ابـزاري بـسیار کار  ! بعضی نتایج حیرت آوري دارد که با شهود سازگار نیستانتخاب اصل ! بدون استفاده از برهان خلف است     
اي دقـت   لذا از این به بعد در اثبات هر قـضیه ! یات را بدون استفاده از اصل انتخاب یا برهان خلف بازسازي کننداند که ریاض   برخی ریاضیدانها در پی آن بوده     

  !  مثلاً قضیه مقدار میانی بدون استفاده از فرض خلف قابل اثبات نیست. یا نهشود استفاده میآیا از اصل انتخاب یا برهان خلف کنید که ببینید 
تـر   شود اما ممکن است طرف دیگـر مـشکل    اثبات میتر هاي دو شرطی است، معمولاً یک طرف برهان این قضایا راحت  برهان قضیهیک مطلب دیگر راجع به  

  ! استان برقرار استدهاي وجودي ـ یکتایی نیز معمولاً همین  در قضیه! باشد، لذا نگران نباشید، حداقل یک طرف ماجرا قابل حل است
  

 فرض کنیم  :8قضیهf در (a,b)پذیر باشد  مشتق .  
f هرگاه به ازاي هر )الف (x) , x (a,b)   آنگاه fصعودي است  .  

f هرگاه به ازاي هر )ب (x) , x (a,b)   آنگاه f استثابت  .  
f هرگاه به ازاي هر )پ (x) , x (a,b)   آنگاه fنزولی است  .  
f چنان باشد که به ازاي هر      Mاه عدد حقیقی و مثبت      هرگ) ت '(x) M , x (a,b)  آنگاه f بـراي هـر   کند یعنی  میلیپ شیتز صدق  در شرطx ,x (a,b)1 2 ،

f (x ) f (x ) M x x  1 2 1 2 .   
  

    :5نکته 
  ! حیاتی است(a,b)ي بند بودن بازه هم) الف
f چنانچه:ي قبل این است آخر قضیه مورد  ي    یک نتیجه ) ب ي   بر بازه(a,b) کراندار باشد آنگاهfاما عکـس ایـن مطلـب درسـت     .  بر آن بازه پیوسته یکنواخت است

xچون تابع . نیست sin( ) x
f (x) x

x

   
 

2
2

1 1

 
]روي  , ]1         پیوسته است لذا پیوسته یکنواخت است اما مـشتق آن f (x) xsin( ) cos( )

xx x
  2 2

1 2 12 

)روي , )1بی کران است چون اگر nx
n



1
2

nx اختیار شود آنگاه   ولی nf (x ) n    2 2 .  

fممکن است ) پ     فقط در یک نقطه مثبت باشد اما fتابع.  در هیچ همسایگی آن نقطه یکنوا نباشدx x sin( ) x
f (x) x

x

   
 

2 12 

 
 .  چنین است

xsinچون داریم  cos x
f , f (x) x x

x

      
 

1 11 4 2

1




دقت شود که اگـر   . ذیرد و هم مقادیر منفیپ  در هر همسایگی صفر هم مقادیر مثبت را می        

f    درx   آنگاه در یک همسایگی  شد  پیوسته می f ' , x   )،یعنی در یک همسایگی صفرf که درست نیـست لـذا  ) مثبت است f در x   
  . پیوسته نیست
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 فرض کنید تابع   :9قضیهf :[a,b]       پیوسته بوده و همه جا در (a,b)بجز احتمالاً در c (a,b)همچنـین فـرض کنیـد    .  مشتق پذیر باشد

x c
l im f (x) L


  . در این صورتf در نقطه c مشتق پذیر بوده وf (c) L .  

fدهیم که   نشان می  :برهان (c) , f (c)   برابر  و هر دو موجود Lبراي وجود. باشند  میf (c)ي  توجه خود را به بازه(c,b)  اگـر  . کنـیم   معطـوف مـی
t (c,b)ي ي مقــدار میــانگین روي بــازه  دلخــواه باشــد بــا بکــار بــردن قــضیه[c, t]هگیــریم کــ  نتیجــه مــیtx (c, t) کــه  چنــان موجــود اســت 

t
f (t) f (c) f (x )

t c
 


t اگر cداریم)  فشار(اندویچ ي س  آنگاه بنا به قضیهtx c  . اما در این حالت بنا به فرض
t

t
x c

lim f (x ) L

 بنابراین :  

t
t t

t c t c x c

f (t) f (c)f (c) lim lim f (x ) lim f (x ) L
t c  

  

     


  

fدهد که استدلال مشابهی نشان می (c) L لذا f (c) f (c) L    بنابراین f (c) L  .  دهد که عکس این قضیه غلط است نشان می20ضمناً مثال.  

  ها   مشتقخاصیت مقدار میانی

f، تـابعی معرفـی شـد کـه بـراي آن      تـ ـ1قبلاً در مثال      در حالیکـه موجـود بـود   همـوارهf  ي  در نقطـهx  امـا چنـین نیـست کـه     ،یوسـته نبـود   پ 
fهاي  ناپیوستگی     دهیم که براي هر تابع    در این قسمت نشان می    !  از هر نوعی باشندfتابع ،f  در صورت وجود از خاصیت مقدار میانی برخوردار است بیان 

اي  Gادلاً اگـر  عم( داشته باشد Gاي مثل   بخواهد تابع اولیهgدهد که اگر تابعی چون   این خاصیت نشان می.ي زیرین آمده است دقیق این خاصیت در قضیه   
Gي  که در معادله  موجود باشد    g   صدق کند  (    لازم است کهg    پس براي توابعی که خاصیت مقدار میانی ندارند .  داراي خاصیت مقدار میانی باشد) مانند

  . اي یافت توان تابع اولیه نمی) ...بع علامت و تا

 فرض کنیم تابع حقیقی ) خاصیت مقدار میانی تابع مشتق    (:10قضیهf بر [a,b] مشتق پذیر و عدد حقیقی  بـین f (a)و f (b) ایـن   باشـد در 
xاي مانند صورت نقطه (a,b) کهوجود دارد f (x)   .  

 2نتیجه:   
fهرگاه) الف   یا آنگاه f   یا f     .یعنی اگرf   آنگاه f دهد  همواره داراي یک نوع علامت بوده و تغییر علامت نمی .  
fهاي  مشتق پذیر باشد آنگاه ناپیوستگی[a,b] برfهرگاه ) ب یعنی. اند  در صورت وجود از نوع دومf داشته باشد) جهشی(وستگی ساده تواند ناپی  نمی .  

fچون اگر شود که  باعث میپیوستگی ناپیوستگی ساده داشته باشد این ناf خاصیت مقدار میانی خود را از دست بدهد  .  
f وfنقاط پیوستگی    

fدیدیم که هاي  خاصیت مقدار میانی دارد و ناپیوستگی در صورت وجودf تواند هر چیزي باشند جالب است بدانید که  نمیf تواند همه جا ناپیوسته   نمی
 ضـمیمه ایـن فـصل   ي اندازه است که در  تقریباً همه جایی یک اصطلاح مربوط به نظریه   . اپیوسته باشد  ن [a,b]تواند تقریباً همه جا در      باشد هر چند که می    

قـض  مجموعه نقاطی که براي آنهـا آن خاصـیت ن   جایی برقرار است یعنی شود خاصیتی به طور تقریباً همه  به طور خلاصه، وقتی گفته می      .تشریح شده است  
fمشتق پذیر باشد، fاگر  .است) اغماضیا قابل   (ي صفر     شود داراي اندازه    می  چگالی از ضخیمي بایستی در یک زیر مجموعه [a,b]مفهـوم  .  پیوسته باشد

fو نوشتن کاتگوري بئري  اثبات این مطلب بر اساس قضیه.  در زیر آمده است4ضخیم در تعریف    (x)  هـاي   ي خـارج قـسمت    بر حسب حد نقطه بـه نقطـه
nنیوتنی است یعنی  

x
f (x) lim (x)


     که هر خارج قسمت نیوتنی nپیوسته است و استفاده از قضایایی مبنی بر ارتباط نقاط پیوستگی f و n ،ها

  ]4ك فصل سوم تذکر .ر. [م در این رابطه شرح داده شده استصل سودر ف
 اگر  :3تعریفXي  یک فضاي متریک باشد، مجموعهG Xي را یک مجموعهGهاي باز   گویند هرگاه به صورت اشتراك شمارایی از زیر مجموعهX 

nباشد، مثلاً
n

G G





1
Fي مجموعه.  باز استnG که هر Xي  را یک مجموعهF ي  هاي بسته از زیر مجموعهشمارایی   گویند هرگاه به صورت اجتماع

Xًباشد، مثلا n
n

F F





1
 هستند که به ترتیب Summe و Durchschnitt به ترتیب اختصار کلمات آلمانی  وحروف یونانی. [ بسته استnF که هر

هاي بسته،  طور لزوماً اجتماع شماراي مجموعه ینهاي باز، باز نیست و هم توجه دارید که لزوماً اشتراك شماراي مجموعه] به معناي اشتراك و اجتماع هستند
  » .د باشFمتممش است اگر و تنها اگر Gیک مجموعه« و » .باشدGمتممشاست اگر و تنها اگر  Fعهیک مجمو«: در ضمن. بسته نیست

fبراي یک تابع   : X   اي ناپیوسته باشد مثلاً اگر  این امکان هست که در هر نقطهX  وf   ي اعـداد گویـا باشـد    ي مجموعه تابع مشخصه .
  : ي به صورت زیر داریما  ین راستا قضیه در ا.زنده استستگی یک تابع خیلی آمو ناپیو وبررسی نقاط پیوستگی
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 فرض کنیم    :11قضیه Xیک فضاي متري و f : X  یک تابع باشد، همچنین فرض کنیدfD نمایانگر مجموعه نقاط ناپیوستگیfو fC  نمایـانگر
  . خواهد شدGیک مجموعهfCبویژه. است Fي یک مجموعهfDشد در این صورت باfمجموعه نقاط پیوستگی تابع 

  
f هیچ تابع:6نکته  :   ي اعداد گویا، نقاط گویا پیوسته باشد چون مجموعهوجود ندارد که فقط دري ، یک مجموعهG نیست .  

fالبته توجه دارید که تابعی چون     :  در ضمن این .  است5مثال  خط کش ریمان این تابع، همان تابع.  هست که فقط در نقاط گنگ پیوسته باشد
در ضمن تعداد این توابع خیلی بیشتر از توابعی است . اي هستند که هیچ جا مشتق پذیر نیستند از طرف دیگر توابع پیوسته. نیستتابع هیچ جا مشتق پذیر      

  )  رجوع شود49 مانکرز بخش  براي اثبات آن به کتاب توپولوژي(ي زیر بیانگر این امر است   قضیه!که مشتق دارند
  

  فــرض کنیــد  :12قــضیه h :[a,b]      پیوســته باشــد آنگــاه بـــراي هــر     اي ماننــد  تــابع پیوســتهg :[a,b]    بــا شـــرط 
h(x) g(x) x [a,b]    وجود دارد که هیچ جا مشتق پذیر نیست  !  

  :ها، به اصطلاحاتی نوین نیاز داریم دهد، براي ذکر این پدیده ي روي میهاي مشابهی براي اعضاي فضاهاي دیگر پدیده
 فرض کنید  :4تعریف(X,d)در این صورت.  یک فضاي متریک باشد:  

F)الف Xاي از نوع اول یا لاغر گویند هرگاه   را مجموعهF  یک Fیعنی ها باشد  از هیچ جا چگال n
n

F F





1
که هر nFبسته و هیچ جا چگال است  .  

G)ب X  اي از نوع دوم یا ضخیم گویند هرگاه            را مجموعهG  ًاز نوع اول نباشد، معادلا G  یکGیعنیها باشد  ل از چگاn
n

G G





1
  کـه هـر nG 

  . باز و چگال است

 اگر :)بئر کاتگوري (:13قضیه(X,d)      بویژه اگر. ي ضخیم آن چگال است  یک فضاي متري کامل باشد آنگاه هر زیر مجموعه(X,d)   ي فـضاي متـر

n لاغر نیست یعنی اگر(X,d)کامل و ناتهی باشد آنگاه
n

X F





1
که هر nFبسته است آنگاه n  چنان موجود است که nint(F )   .  

گوید که فضاهاي متري کامل، فضاهاي  ي فوق می با این اصطلاح، قضیه. نامند ي ضخیم، چگال باشد؛ فضاي بئر می موعههر زیرمجتوجه شود فضایی را که در آن 
به نام  به متریک مناسبی C([a,b])ي بعداً خواهید دید که مجموعه.  بر آن استوار است12ي  ي وجودي است و اثبات قضیه  یک قضیهبالاي  قضیه. بئر هستند

   . هم در مورد این فضاست12ي  برند، قضیه ورد این فضا زیاد به کار میي بئر را در م ی تجهیز شده که تحت آن متریک، کامل است و قضیهممتریک سوپریم
 فرض کنید   :5تعریف(X,d)    ند یصدق کنند گو) خاصیتی(آن در شرطی ي ضخیم  اگر تمام نقاط واقع در یک زیرمجموعه    .  فضاي متریک کاملی باشد

، مگـر بـراي   Xي نقـاط   کننـد معـادلاً اگـر خاصـیتی بـراي همـه       گویند که اکثر نقاط فضا در آن شرط صـدق مـی           است؛ یا می  ) نوعی(یا  آن شرط، عمومی    
  . نامند می) یا نوعی، یا کلی(ي لاغري از آن، برقرار باشد آن خاصیت را عمومی  زیرمجموعه

  :ز خواص عمومیچند مثال ا
  . ، گنگ است»عمومی«عنصر 

  .پذیر است یعنی معکوس. ، دترمینانش ناصفر است»عمومی«ی عبماتریس مر
m،»نوعی«تبدیل خطی  m یکریختی است ، .  
m،»نوعی«تبدیل خطی  m k پوشا است ، .  
m،»نوعی«تبدیل خطی  m k یک به یک است ، .  

  .  متنافرند3جفت خطوط عمومی در
  . کند میي متمایز قطع  ، هر سه محور را در سه نقطه3مومی دري ع صفحه

  . ي متمایز است  ریشهn، داراي nي  اي عمومی از درجه چندجمله
  . هاي کراندار است ي دنباله  فضاي همه.  واگرا استعنصر عمومی
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  .  یکنوا نیست[a,b]اي از پذیر نیست، حتی روي هیچ زیر بازه ، هیچ جا مشتقC([a,b])عنصر عمومی
بودن یک خاصیت شدیداً »  عمومی«اما باید توجه کرد که . ، خواصی توپولوژیک هستند و به متریک فضا وابسته نیستندبالایم بودن در تعریف لاغر بودن و ضخ

) درcي  متریک اقلیدسی باشد آنگاه مجموعهeبه متریک فضاي وابسته است مثلاً اگر       ,e)م بوده و عنصر نوعی ضخی( ,e) گنگ است در حالی که ،
) متریک گسسته باشد عنصر نوعی     dاگر   ,d) در حالت اخیر عنصر نوعی. تواند گنگ باشد     نمی( ,d)چنانچه خواننده انـدکی آشـنایی از   !ست حقیقی ا 

در » خاصیت تقریباً همه جایی«در فضاهاي متریک و توپولوژیک بسیار شبیه » خاصیت عمومی«خواهد دید که ) فصل بعد. ك.ر(ته باشد ي اندازه داش   نظریه
ي  زهي صفر شبیه هم هستند، البته این دو خاصیت یکی نیستند چون یکی از آنها در حو هاي با اندازه هاي لاغر و مجموعه ي اندازه است، معادلاً مجموعه نظریه

f وfي نقاط پیوستگی  ي اندازه، به هر حال در فصل سوم درباره ي نظریه توپولوژي است و دیگري در حوزه هاي بیشتري خواهیم داشت  بحث .  
fکند که هرگاه  زیر بیان میمطلب   روي [a,b]پیوسته باشد ، f روي [a,b]بطور یکنواخت مشتق پذیر است  .  
 فرض کنید    :5تذکرf :[a,b]    در این صورت.  مشتق پذیر باشدf  روي [a,b]   پیوسته است اگر و تنها اگر بـراي هـر ( ) ,      

,xهري ا که برطوري  بهیافت شود y [a,b] با شرط x y ( )    داشته باشیم f (x) f (y) f (x)
x y
   


 .   

 اگر شرط :برهان    برقرار باشد، پیوستگی f  با توجه به نامساوي مثلثی   f (x) f (y) f (x) f (y)f (t) f (x) f (t) f (x)
x y x y
        
 

  

fآید اما بالعکس اگر  بدست می  روي [a,b]حـالا بـراي   .  پیوسته باشد پس پیوسته یکنواخت هم خواهد بود   داده شـده ( )       هـست کـه اگـر 
x, t [a,b] و x t ( )    آنگاه f (x) f (t)   (*)  .x را ثابت فرض کنید اکنون اگرy x , y [a,b]      بـدون کاسـتن از کلیـت فـرض 

ــد  yکنی x  ــضیه ــردن ق ــار ب ــا بک ــون ب ــابع     و اکن ــراي ت ــانگین ب ــدار می ــازهfي مق ــی [y,x]ي  روي ب ــه م ــریم   نتیج tگی (y, x)  ــه ــست ک  ه
f (y) f (x) f (t)

y x
 


f بجاي(*)ي   در رابطهسربا جایگذاري این کحال .  (t)شود ي مطلوب حاصل می  نتیجه .  

 فرض کنید تابع  :16مثالf : (a,b) [c,d] پوشا و مشتق پذیر باشد در این صورت  
1(f  2  . دقیقاً یک ریشه دارد(f   ریشه دارددو حداکثر .  
3(f  4  . حداقل دو ریشه دارد(f  اشدممکن است ریشه داشته باشد یا نداشته ب .  
 به علت پوشایی    »  3«گزینه   :پاسخf   نقاط ،q,p  ي     از دامنهfهکند  چنان موجودf (p) c,f (q) d  اکنون fي   در نقطهp   مینـیمم موضـعی و در 
f، ماکزیمم موضعی داردqي  نقطه '(p) ,f (q) از طرفی موجودندpو qي  نقاط درونی دامنهfهستند لذا باید f '(p) f '(q)   .   

  
 کنید تابع فرض  :17مثالfي   بر بازه a, پیوسته و بر (a, )مشتق پذیر باشد در این صورت :   

اگر ) 1
x
lim f (x) f (a)


ماننداي  آنگاه حداقل نقطه c (a, )  موجود هست که f '(c)   .  

اگر ) 2
x
lim f (x) f (a)


ماننداي   آنگاه حداکثر نقطهc (a, )  موجود هست که f '(c)   .  

3 (
x
lim f (x)


    

4 (
x x
lim f (x) l im f (x)
 

   

 اگر براي »  1«گزینه   :پاسخx a،f (x) f (a)    فرض کنیـد کـه     .  آنگاه حکم واضح است
ــد  نقطــه ــهbاي مانن ــست ک f ه (a) f (b) , a b    ــد ــرض کنی ــت ف ــتن از کلی ــدون کاس   ب

f (a) f (b)   ي مقدار میـانی بـراي    در این صورت طبق قضیه،f (a) f (b)   تـوان   ، مـی
    را چنان یافت کـهa b   و  f ( )   .    از طرفـی چـون 

x
lim f (x) f (a) f (b)


  

bاي تـوان نقطـه   ي مقدار میانی دوبـاره مـی    از قضیهfپس با توجه به فرض پیوستگی   ,   را  
fچنان یافت که  ( ) f (b)  .   

]ي   را روي بازهfاکنون تابع  , ] ي   نقطـه کـه شود  نتیجه میي مینی ـ ماکس   از قضیه. گیریم  در نظر میc ( , )       چنـان موجـود اسـت کـهf در آن 
f چونکند اکنون با توجه به مفروضات مسأله ماکزیمم خود را اختیار می (c)لذا باید  موجود است f (c)   . پس حداقل یک چنینcي موجود است  .  

f (b)
f ( )  

f ( )

a  b 

f (a)
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 فرض کنید تابع حقیقی :18مثالf ي  بر بازه[a,b]در این صورت.  پیوسته و مشتق پذیر باشد :  
fاگر ) 1 (a) f (b)   آنگاه براي هر عدد حقیقی اي مانند  ، نقطهx (a,b)  هست کهf (x) f (x)   .  
fاگر) 2 (a) f (b)ماننداي  آنگاه نقطه x (a,b) هست که f (x)   .  
cاگر) 3 (a,b) باشد که موجودf (a) f (b) f (c) اي  آنگاه نقطهx (a,b) هست که f (x)   .  
  . باشد هر سه گزینه صحیح می) 4
 قرار دهید) 1»  4«گزینه  :پاسخxg(x) e f (x)ل  اکنون قضیه.  کند که یک معادله دیفرانسیل کامل به دست بیاوریم  این ضریب نمایی به ما کمک میي ر

g(a)پذیر و  مشتق(a,b)  در آنجا پیوسته، رويgبریم چون   به کار می[a,b] روي gرا براي تابع  g(b)  لذا c (a,b)کهوجود دارد  g (c)   .  
c c cg (c) e f (c) e f (c) e { f (c) f (c)} f (c) f (c)                  

fچون اگر براي هر) 2 (x) , x (a,b)   آنگاه تابع f این با فرضاما  نزولی خواهد شدf (a) f (b)در تناقض است  .  
fکننـد و بـا توجـه بـه فـرض        اتخاذ میxي  در نقطه[a,b] ، ماکزیمم مطلق خود را بر f ي مینی ـ ماکس،  اولاً طبق قضیه) 3 (a) f (b) f (c)   ایـن 

fکه با توجه به فرض وجودافتد ي تابع اتفاق می در یک نقطه درونی دامنهلذا ماکزیمم مورد نظر. ماکزیمم در نقاط انتهایی نیست (x)  داریمf (x)   .  

  
 کدام گزینه درست است؟  :19مثال  

fاي مانند   تابع پیوسته ) 1 :[ , ] 1        ي ي ناشـماراي سـره    هست کـه مـشتقش در یـک زیـر مجموعـه[a,b]  مثـل A  موجـود نیـست و f  روي
[ , ] \ A1 صفر است و با این وجود  fتابع ثابت هم نیست  .  

fاگر) 2 :[a,b]  شتق پذیر باشد آنگاهمf ([a,b])ي مجزا باشد تواند اجتماع دو بازه  می .  
f، تابعی فرد باشد،fاگر تابع ) 3 در صورت وجود فرد است  .  
f تابعی حقیقی و[a,b] بر fفرض کنید ) 4 روي (a,b) همواره ناصفر است اگرو موجود f (a) f (b)   آنگاه fدر (a,b)ریشه دارد .  
 1«گزینه  :پاسخ  «  

Aکنیدفرض  ) 1 C ر است داراي خاصیت مذکور است براي ساختن این تابع ابتدا ي کانتور باشد در این صورت تابع زیر که به تابع کانتور مشهو     مجموعه
  . مقدماتی نیاز است

xهر [ , ] 1     باشـد یعنـی     مـی  3ي     داراي یک بسط به پایهj
j

j
x a







1
ja کـه  3 { , , } 1 2          ایـن بـسط یکتـا سـت مگـر اینکـه بـراي اعـداد صـحیح

kx p , k,p jها اگر  براي یکی از این بسط    : بسط است دو   داراي   x در حالت اخیر     .3 k آنگاه ja   و براي دیگري اگر j k  آنگـاهja  2 . 
ka امُ خودkها در محل  ز این بسط بخش پذیر نباشد، یکی ا3 بر pاگر عدد صحیح    1 یا2« را دارد و دیگري در همین مکان ka  «لذا قـرار  .  را دارد

kaیا  2  امkُ را انتخاب کنیم که در مکان xکنیم که آن بسطی از   داد می  بینیم که  پس می.  را دارد:  a x   1
1 21 3 3  

  a , a x x      1 2
1 2 7 81 1 9 9 9 9  

jيادر ضمن بر.  طور  و همین j
j jy b , x a   3 n  :  داریم3 n j jx y n s.t a b ; a b for j n      1  

x برابر است با تمام آنCتور ني کا در این صورت مجموعه  [ , ] 1که j
jx a  jaو 3 { , } 2 .از طرفی اگرjI  ي   یک زیـر بـازه[ , ]1   باشـد کـه 

kp حذف شده است آنگاه نقاط انتهایی آن به فرم    Cبراي به دست آوردن      3       2ویـسیم کـه    هستند و توجه داریـم کـه ایـن نقـاط انتهـایی را بـه فرمـی بن 
kaیا   . اکنون تابع کانتورf :[ , ]1 شود ي زیر داده می  با ضابطه :    

  

i ii
i

i i

ii

i

a( ) ; x a C

f (x)
b( ) ;

 
 

 







 


 




 



1 1

1

2 32

22

  

 یا

i
i

i
x b







1
  ي کانتور باشد   در بدست آوردن مجموعهjIي محذوف مثل   انتهایی سمت چپ هر بازهي نقطه 3
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.  پیوسته اسـت fدهیم   نشان می.)به شکل رجوع شود(هاي محذوف ثابت است     روي بازه  fدقت شود که    
 فـرض   به ایـن صـورت کـه    ارائه دادfتوان تعریف جدیدي از  اید می  را متوجه شده اگر حتی قرار داد بالا    

ــد xکنی [ , ] 1  ــاي ــر مبن ــسط ب ــه صــورت3 داراي ب x ب ( / x x ) 1 2 3   ــسط ــت ب    باشــد، آنوق
yدویی ـ دو f (x)به صورت ( / y y )1 2 2  در آن است که:   

k

i i

k i s.t x

y x ,

  

  

1
1 1


k

i
i i

k i s.t x
x x x ,

 

  

1

22  kk i s.t x






  


1

  

]ي عناصرا ي ما راجع به بسط سه ـ سه   اولیهبهرحال با توجه به قرارداد , ]1تعریف؛ y f (x)خـوش تعریفـی   ي قبلی خوش تعریف اسـت امـا     در ضابطه

 فرض کنید f پیوستگی براي.نیاز به اثبات دارد تور  نتابع کا  جدید   تعریف   عـدد طبیعـی   . اسـت  داده شدهk     را چنـان اختیـار کنیـد کـه k  
1

2
 . 

ــر kxاگ x 
1

3
ــه      ــه ـ س ــسط س ــاه در ب ــد k ؛x وxي ا  آنگ ــل اول برابرن ــر  مح ــی اگ x یعن ( / x x ) 1 2 3 و x ( / x x )   1 2 3 ــاه   آنگ

k kx x , ,x x  1 1 در نتیجه بنا به تعریف y f (x)داریم که  kf (x) f (x )


   1
1

2
  . پیوسته استf و لذا

f غلط است چون 2گزینه ) 2 ([a,b]) خاصیت مقدار میانی مشتق باید هم بند باشد طبق.  
f فرد باشدf غلط است چون اگر 3گزینه ) 3 و اگر .  در صورت وجود زوج استfزوج باشد f در صورت وجود فرد است  .  
cتواند ریشه داشته باشد چون اگر      نمی (a,b) در   fاصلاً  ) 4 (a,b)چنان موجود باشد که f (c)   ل را بـر   آنگاه قـضیهي ر[c,b] , [a,c]   بـه کـار 

ــا مــی ــریم ت dب (a,c)1و d (c,b)2 ــه ــت شــوند ک f یاف (d ) f (d )  1 2 ــضیه ــاره ق ــورد  دوب fي رل را در م  ــی ــار م ــه ک ــد    ب ــذا بای ــریم ل ب
d (d ,d ) 1 fموجود باشد که 2 (d)  و این آشکارا با فرض در تناقض است  .  

 در مورد تابع :20مثال

 

x sin x
, f (x) x

x

     
 

1
1   توان گفت؟   چه می2

1(f , f ( )   2  .  در صفر پیوسته است(f , f ( )   در صفر ناپیوسته است .  
3(f ( ) 4  . موجود و مخالف صفر است(f ( ) موجود نیست.  

 چون  »  2«گزینه   :پاسخ 1 پس    :  
x x

x sin
xf ( ) lim lim x sin

x x




 


   


1

1
1

 


 


  

xاز طرفـی اگــر    آنگـاه f (x) x sin x cos
x x

    1 21  بـراي  چــون1    1 2 حــد 
x
lim x cos

x




2 1


 موجـود نیــست بنــابراین  

x
lim f (x)





fپس موجود نیست    چون گرچهدرست نیست  9ي  دهد که عکس قضه این مثال نشان می.  در صفر پیوسته نیستf (c)    موجـود اسـت امـا 

توان گفت که  نمی
x c
l im f (x)


این ناپیوستگی از نوع دوم است 2در ضمن طبق نتیجه .  موجود است .  

  مشتق تابع معکوس 

f تابع معکوسش، پذیري  مشتقfگردیم که مشتق پذیري    در اینجا دنبال شرایطی می     1  ي مـشتق   را ایجاب کند و حتی فرمولی بـراي محاسـبهf 1   ارائـه
fپذیري ، مشتقfپذیري  قت کنید چنین نیست که همیشه مشتق اما د . کنیم  می 1مثلاً تابع. را ایجاب کندf (x) x پذیر است امـا   اي مشتق  در هر نقطه3

g(x)تابع معکوس آن   x
1
fپذیري  این مضمون بگردیم که مشتق باي طبیعی است که دنبال قضیه. پذیر نیست  در صفر مشتق 3 1پـذیري   شتق را به م ـf 

f، پیوستگیfي توابع پیوسته تحت شرایطی از پیوستگی     ربط دهد چون قبلاً درباره     1 آنجا شرایطی ) 17-4ي  ك به کتاب رودین قضیه.ر( را نتیجه گرفتیم
f در ضمن وقتی از؟تحمیلی ما کدام استپذیري شرایط  در مورد مشتق ، حال سوال این است که     گذاشتیم f روي دامنه و برد      یتوپولوژیک 1بـریم    اسم می

fفرض بر وجود 1 یک بودن به است لذا یک fمورد نیاز است  .  

 یا
1
9

2
9

1
3

2
3

7
9

8
9

1

1
4

1
2

3
4
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 اگر تابع    :)تابع معکوس  (:14قضیه f : (a,b) (c,d)     مشتق پـذیر و پوشـا 
fبوده و   (x) هیچ گاه صفر نشود آنگاه f یک دو سـویی کـه   یعنی ( یک همسانریختی

ي   و معکوسش مشتق پـذیر اسـت کـه بـا ضـابطه      بوده)اند خودش و معکوسش پیوسته   

(f ) (y)
f (x)

  


1 yي در نقطه 1 f (x)شود  داده می .  

fچون:برهـان   شود با توجه به خاصیت مقدار میانی چگاه صفر نمی هیf ) همواره)ـ الف2ي  نتیجه ،f   یا f      بدون کاستن از کلیت فـرض کنیـد
f    لذا  f      دهـد پـس      گی را نتیجـه مـی      پیوسـت  ،پـذیري   اکیداً صعودي است و چون مشتقf   پـذیري  بـراي بررسـی مـشتق   . همـسانریختی اسـتf 1 در

yي نقطه (c,d)تعریف کنید ،: x f (y y) x    1وx f (y) y آنگاه 1 f (x x) y f      و y f (x) .بنابراین:  
f f (y y) f (y) x

y fy y y
x x

      
      

 

1 1 1 1 1  

x:  همسانریختی است پسfچون    اگر و تنها اگر y   بنابراین
y

fl im
y



 




1


 موجود و برابر 

f (x)
  .  است1

f براي ه مشتق تابع معکوس کافی است از قاعده زنجیريتوجه کنید که براي به خاطر سپردن رابط  (f (x)) x 1  هـایی کـه    و یا ارتباط بین شـیب خـط
ضمناً این قـضیه بـه همـراه قـضایاي تـابع ضـمنی و رتبـه از قـضایاي مهـم حـساب           . نسبت به نیمساز ربع اول نسبت به هم منعکس هستند استفاده کنید      

f را برحسب fستند، این سه قضیه رفتار موضعی دیفرانسیل چند متغیره ه کند  بیان می .  

  قاعده هوپیتال 

 ــضیه ــال( :15ق ــدار   :)هوپیت ــی مق ــع حقیق ــد تواب ــرض کنی ــازهf,g ف ــه(a,b)ي  در ب a ک b    ــشتق ــراي    م ــند و ب ــذیر باش پ

xهر (a,b)،g (x)  در این صورت اگر 
x a

f (x)l im A
g (x)





  : هاي زیر رخ دهد  و یکی از حالت

) الف
x a x a
l im f (x) l im g(x)
 

              ب           یا (
x a
l im g(x)


   

:آنگاه
x a

f (x)l im A
g(x)

 .  

  : ي هوپیتال به قضیهچند تبصره راجع 

 داشته باشیم  بقسمت   چنانچه در    )الف
x a
l im g(x)


 ،البته این قسمت، حالت مبهم.  باز قضیه برقرار خواهد بود


 از ضـمناً . دهـد   را نیز پوشش می

  .هاي مبهم دیگر را به این دو حالت تبدیل کنیم ي هوپیتال هنر این است که حالت دانید براي استفاده از قاعده قبل می
xت و لذا قضیه براي حالتی که سا تأثیر ، در اثبات قضیه بیaیعنی ، (a,b)ي  نقطه انتهایی سمت چپ بازه)ب bنیز درست است  .  
  .  هم باشد یا  ممکن است Aاد حقیقی است لذا ي اعد یافتهوسعت  حد موجود در قضیه، حد در دستگاه )پ
  براي آن ضروريشود لذا ترتیب موجود در ي مقدار میانگین استفاده می ي هوپیتال از قضیه    مهم است، چون در اثبات قضیه      g,f حقیقی مقدار بودن     )ت

  !  کاربرد ندارد این قضیههاي خاص دهیم که براي توابع مختلط مقدار مگر در حالت است، بعداً با ذکر مثال نشان می
x چون )ث a    از الامکان کوچک ذیري توابع را در یک همسایگی حتیپ  که ما رفتار و مشتق ، لذا کافی است a ي   نقطـه توانید در نظر بگیریم لذا تا میb 

xو بالعکس براي حالت ( اختیار کنید a  نقطهرا نزدیک به bتوان بیان کرد ي مشابهی می ، نکته (  
gفقط شرط» !نباشیدشرایط قضیه نگران خیلی ي هوپیتال،    از این به بعد هنگام بکار بردن قضیه       «) ج  به هنگـام اسـتفاده از قاعـده    ! را بخاطر بسپارید 

  دهدهوپیتال الگوریتم زیر نحوه کاربري این قاعده را نشان می

x a

H Hc f (x)lim A
g (x)




 یا  
x a

f (x)lim
g(x)





  

ها می شود مخصوصاً در مـواقعی کـه    ر اثباتي هوپیتال ابزار نیرومندي در حل مسائل است و باعث صرفه جویی د             قضیه. a,c,A*توجه شود که باید   
  .ي هوپیتال است استفاده کرد، ارجحیت با قاعدهي مقدار میانگین هم  بتوان از قضیه

a x b f (b)f (x)f (a)

f (a)

f (x)

f (b) 1f 
f

)f و gي منتهی به  در یک بازهaدر این بازه وجود بوده و  مg   (H :  
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 فرض کنید تابع  :21مثالfي  هاي نقطه  در یکی از همسایگیxدر مورد .  تعریف شده باشد
h

f (x h) f (x) f (x h)l im
h

   
2

  توان گفت؟   چه می2

fاگر ) 1 (x)موجود باشد آنگاه حد مذکور برابر f (x)2مساوي) 2  . استf (x)است  .  
fاگر ) 3 (x)موجود باشد آنگاه حد مذکور برابر f (x)مساوي) 4  . استf (x)2است  .  
 به علت وجود !).ي مقدار میانگین هم استفاده کرد توان از قضیه بیشتر میصرف وقت  البته با   (کنیم    ي هوپیتال استفاده می     قاعدهاز  »  3«گزینه   :پاسخ 

f (x)؛ توابعf ,fي   در نقطهxي حدود براي بهاند لذا به هنگام محاس  پیوستهf ,fبه صورت مبهم اگر 


  . مشکل گشاستي هوپیتال  قاعدهکردیم  برخورد 

h h

f (x h) f (x) f (x h) f (x h) ( )f (x h)lim lim
hh 

         
2

2 1
2 

  

h h h

f (x h) f (x) f (x h) f (x h) f (x) f (x) f (x h)lim lim lim
h h h  

             
  2 2 2  

  

h ( h)

f (x h) f (x) f (x ( h)) f (x)l im lim f (x) f (x) f (x)
h ( h)  

              


1 1 1 1
2 2 2 2 

  

 دقت شود که ممکن است :6تذکرf (x)باشد مثلاً بري تابع موجود موجود نباشد اما حد مذکور x x
f (x)

x x

  
 

2

2



xي  در نقطه  داریم :  

  h
h

h

h hlim
f ( h) f ( ) f ( h) hlim

h h ( h)lim
h











  


     
    



2 2
2

2 2 2
2

2 




 
  

 

  

fمذکور برابر صفر است و این در حالی است کهحد لذا  ( ) موجود نیست  .  

 در مورد تابع  :22المث
 

xe xf (x)
x


  
 

2
1

   کدام گزینه درست است؟ 

1 (C است اما Cبراي هر عدد طبیعی ) 2  . نیست(n)f ( )     
  ي موارد همه) 4  .  در صفر پیوسته استn،(n)fبراي هر) 3

 دهیم که براي هر     ابتدا نشان می  »  4«گزینه   :پاسخ(n)f ( ) , n .تـوان در برخـی    هنگام اثبات مـی .  را نشان دهیم2ي  کافی است درستی گزینه
هـر چنـد   توان اثبـات کـرد کـه بـراي       میا استقراب. متفاوت استشود که اندکی   بهره برد اما در اینجا اثباتی آورده می9ي   ي هوپیتال و قضیه     جاها از قاعده  

xx(*)                             :  داریمp(x)اي حقیقی مانند جمله

p(x)lim
e

   

x و هـر nکنـیم کـه بـراي هـر     اکنون ادعا مـی    ؛(n) x nf (x) e p ( )
x


 2

1

3
nP کـه در آن 1 (t)3  ي  اي حقیقـی از درجـه    یـک چندجملـهn3 

n)است ) .توان استفاده کرد  نیز می9ي  ي هوپیتال و قضیه از قاعده[کنیم  از استقرا استفاده می [.  

nبراي   داریم ( ) x xf (x) f (x) e e P ( )
x

 
  2 2

1 1
1

که در آن P (t) 1 .  

nبراي 1نیز ( ) x xf (x) f (x) e e P ( )
xx

 
  2 2

1 1
1

33
2 P که در آن1 (t) t 3

3 2 .  

n برايحالا فرض کنید ادعاي مذکور kدهیم براي بر قرار باشد، نشان میn k 1نیز برقرار است  :  

(k ) (k) x xk k kf (x) (f (x)) (e P ( )) e {[ ( ) P ( )] [( ) P ( )]}
x x x x x

 
     2 2

1 1
1 3 2

3 3 3
1 1 1 1 12  

 هوپیتال

 فرض استقرا
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kاما k[ t P (t)] [t P (t)]3 2
3 kي اي حقیقی از درجـه   یک چندجمله  32 3 kP اسـت کـه اگـر آن را بـا    3 (t)3  نـشان دهـیم آنگـاه خـواهیم داشـت      3

(k ) x kf (x) e P ( )
x




 2
1

1
3 3

 بـریم تـا نـشان دهـیم کـه      حـالا از ایـن ادعـا بهـره مـی         .  ادعاي مـذکور طبـق اسـتقراي ریاضـی اثبـات شـد             بنابراین. 1

(n)n f ( )   .برايn     فرض کنید که براي  .  که واضح استn kبرقرار باشد یعنی (k)f ( )  اهیم داد که بـراي  نشان خوn k 1  نیـز 
k)داریم )f ( ) 1  حالا.  و دوباره حکم بنا به استقراي ریاضی برقرار است:  

xk k k tk k k
tt t

e P ( ) tP (t) tP (t)f (x) f ( ) f (x) ex ( )( )
x x x ee e




 



2

2 2

1

3 3 3
1




  

t از تغییر متغیرقسمت آخر تساوي بالاتوجه دارید که در 
x


tت لذا استفاده شده اس1 x   بنابراین :  

k (k) t
k k

t ttx

tP (t)f (x) f ( ) ef ( ) lim lim ( )( )
x e e






 

 2
1 3



 


  

(n):توان دید که ي خط بالا می  شبیه همین رابطه3ي  براي گزینه (n)
x
lim f (x) f ( )


 


  .لذا(n)fدر صفر پیوسته است  .  

n سريnaون ضرایبلور را حول صفر بنویسیم چ   اگر بسط تی   1براي گزینه   
n

n
a h







ي  از رابطه
(n)

n
f ( )a

n!
 شود که  آیند پس نتیجه می  به دست می

  .اما تحلیلی نیست)  استهموار(پذیر است  نهایت بار مشتق  بیfلذا تابع.  صفر نیست،حول صفر fتابع سري صفر است در حالیکه 

  ور یلي ت قضیه

ــاه  ــهfهرگ ــاه   cي   در نقط ــد، آنگ ــذیر باش ــشتق پ ــاورت f م ــابع c در مج ــاً ت ــه   ی تقریب ــی ک ــی وقت ــت یعن ــی اس ــه x-c خط ــد، معادل ــک باش ي   کوچ
f (x) f (c) f (c)(x c)       ي  که البتـه بـه نقطـه   خواهد  ي خطا در طرف راست می دانید که این معادله یک جمله       می( تقریباً درست استc وابـسته  

fتابعاین است که )  هندسی مشتقکل تعبیرو البته در (تعبیر هندسی این معادله   . )است :[a,b]   هـاي   در حالت کلـی زیـر مجموعـه[a,b]  را بـه 
f امـا نگـارد   مـی خطی بهغیرصورت    بـراي  ي تقریـب بـالا   ي قـسمت خطـی ایـن نگاشـتن اسـت چـون معادلـه        دهنـده   نـشان f    خطـی بـوده و زیـر ،

  ). جوع شودبه شکل ر(نگارد   می را به صورت خطی به[a,b]هاي مجموعه
  

 cهاي کوچک  در محاسبات تقریبی در همسایگی.  استcي   در نقطهfنمودار بر  خط مماس Lخط 
شـود   هـا اسـتفاده مـی     در این همسایگیLها، از مقادیر      در آن همسایگی   fي مقادیر     بجاي محاسبه 

fي مستقیم   و محاسبهبوده پیچیده fي  مخصوصاً هنگامی که ضابطه( (c) د باشدردسرآفرین.(  

 را بـا یـک چنـد    fاین قـضیه  . دهد  به ما میf مقادیر تري در مورد تقریب لور اطلاعات دقیقیي ت  قضیه، مشتقات مراتب بالاتري دارد    fاما چنانچه بدانیم که     
xي اي در نقطـه  دار آن چنـد جملـه  ي مق نید محاسبهدا طور که می زند و همان ریب می اي مناسب تق    ي از درجه    جمله c  ي  تـر از محاسـبه    معمـولاً سـاده

fمستقیم (c)دهد ي خطاي حاصل از این تقریب بدست می لور عبارت مفیدي براي محاسبهیي ت بهرحال این محاسبه خطایی هم دارد، اما قضیه.  است .  

 فرض کنیم    :)لوریت( :16قضیه f    ي ي بسته  یک تابع حقیقی بر بازه [a,b] بوده و nهمچنین فـرض کنیـد  .  عددي طبیعی باشد(n )f 1  بـر [a,b] 
ف تعری ـاي   یـک چنـد جملـه   cو بـه کمـک   انتخاب کـرده  [a,b]ي    را از بازه   c .) موجود باشد  (a,b) بر f(n)یعنی (مشتق پذیر باشد  (a,b)پیوسته و بر  

    :کنیم می
(k)n

k

k

f (c)P(t) (t c)
k!




 

1


  

xدر این صورت براي هر  [a,b] و x cاي مانند  نقطه  بین c,xکه هست  :  
(n)

nf ( )f (x) P(x) (x c)
n!


    

a c b

L

f

 ادعاي بالا فرض استقرا

 (*)از 
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    :7نکته 

nاگر) الف 1کند ، آنگاه حکم قضیه بیان می:  بینc,xهست که f (x) f (c) f ( )(x c)   به هر حال . ي مقدار میانگین است  و این همان قضیه
nدرجه از اي توان با یک چند جمله  را میfي تیلور  ق قضیهطب 1 هاي کراندانستن  تقریب زد و با(n)| f ( ) |توان خطا را محاسبه کرد  می .  

اي تیلور نامتناهی له ، چند جمc باشد آنگاه سري تیلور آن حول       C از کلاس  fچنانچه تابع   ) ب
(n)

n

n

f (c)(x c)
n!







قـبلاً در حـسابان، سـري    .  است

x.....,eمثل  ! تیلور توابع خوبی     ,cos x,sin x را یعنی آن توابـع   ،همگرا استبه خود تابع چون سري تیلور آنها : اند اید، این توابع تحلیلی  را محاسبه کرده
سـري واگـرا   در حالت کلی سري تیلور یک تابع هموار لازم نیست که به خود تابع همگرا شود و حتی ممکـن اسـت خود  . دننک به عنوان سري توانی بیان می  

xeمثلاً براي توابع. شود xf (x)
x


  
 

2
1


 

xe و xg(x)
x


  
 

1


 
مثال سري تیلور .  به خود تابع همگرا نیست) ي صفر حول نقطه( سري تیلور 

در فصل .  یابد امُ چقدر افزایش میnي  مرتبه ، مشتق n همگرایی یک سري تیلور به این مربوط است که با افزایش .توان به کمک همین توابع ساخت یواگرا را م
  : کنیم ط کافی بیان می یک شر،ي اضافی اما به عنوان یک نکته.  شود  تحلیلی است ارائه می، شرایط لازم و کافی براي اینکه بدانیم چه وقت یک تابع هموارچهارم

|n،(n)باشد به طوري که براي هر موجود  M هموار و عددي مثبت مانند fفرض کنید تابع «  f | M آنگاه fتحلیلی است « .  
هـم ارز اسـت، امـا در    ) ي اول حتی مشتق پذیري مرتبـه (لیلی بودن با مشتق پذیري  ، تح دقت شود که در آنالیز مختلط به خاطر سرشت میدان مختلط          

 و فقط از دو سمت راسـت  به یک عدد مختلط نزدیک شد اما در میدانتوان  نهایت مسیر دلخواه می    از بی  چون در میدان  . آنالیز حقیقی چنین نیست   
امـا در آنـالیز    ،و کلی و در عین حال عمیق استساده هاي  آنالیز مختلط داراي قضیه بخاطر سرشت میدان. توان به یک عدد حقیقی نزدیک شد       می چپ

  ! بد استادروب و آنالیز حقیقی برر خاد بر آنالیز مختلط؛آنالیز حقیقی و مختلطبرادر انگار از بین دو . حقیقی کمتر چنین است و استثناهاي زیادي داریم

ي    جمله) پ
(n)

n
n

f ( )R (x c)
n!
          توجـه شـود گـاهی مـی    .نامندلاگرانژ ي  از باقیمانده یا باقیماندهلاگرانژ  ، باقیمانده نام دارد، این باقیمانده را فرُم -

cنویسند (x c)      که در آن ( , ) 1.ها، فـرم کوشـی    ي تیلور به دست آورد، یکی از این فرم توان براي قضیه هاي دیگري از باقیمانده را می  فرم

 ي از باقیمانده است و با ضابطه    
(n)

n n
n

f (( )c x)R ( ) (x c)
(n )!

    
   


1 11 ,براي یک 1   1توان از فرم  این دو فرم را می. شود  داده می

ي تیلـور و   با در نظـر گـرفتن مفروضـات قـضیه    :  مناسب به دست آوردp مشهور است با انتخاب  [schlomilch- Roche] چ ـ روشه شلومیلزیر که به فرم 
  :ي شلومیچ ـ روشه چنین است ، باقیماندهP(t)همان

xبــــــراي هــــــر  «  c , x [a,b]   و بـــــــراي هــــــر p  ددي ماننـــــــد ، عـــــ ـ,   1،  هــــــست کــــــه بـــــــراي آن  
n p (n)

n
n

( ) f (( )c x)R (x c)
p (n )!

    
 


1 1

pبوضوح با انتخاب 1 ,p n 1توان به دست آورد و کوشی را میلاگرانژ هاي   فرم .  

nي ، فرُم پئانواست و با رابطهnRیک فرم دیگر براي 
nR o((x c) )  n باید طوري باشد کهnRشود یعنی  تعریف می1

nx c

Rlim
(x c) 


 1  .  

  

 نشان دهید که اگر     :23مثالs , | x |  اي   آنگـاه فرمـول دو جملـه       1 s ks(s ) s(s ) (s k )( x) sx x x
! k!
   

      21 1 11 1 2 

  . برقرار است
sfالا، همان بسط ماکلورن تابعیادآوري اینکه فرمول ب    :برهان (x) ( x) 1اي تیلور ي چندجمله به هر حال براي محاسبه.  استP(t) محاسبات زیر را 

s  : دهیم انجام می s sf (x) s(s )(s )( x) , f (x) s(s )( x) , f (x) s( x)            3 2 11 2 1 1 1 1   

fپس ( )  1 و f ( ) s  و f ( ) s(s )   1 و f ( ) s(s )(s )   1 2 لذا ns(s ) (s n )P(t) st t
(n )!

  
   


11 21 1

 .     بنابراین بایـد نـشان

nدهیم که اگر   آنگاه nR   .گیریم فرم کوشی باقیمانده را در نظر می:   
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n n n
(n) n s n

n
x ( ) ( )R f ( x) x s(s ) (s n )( x)

(n )! (n )!

 
   

       
 

1 11 1 1 1 11 1   

sي با تجزیه n s n( x) ( x) .( x)        1 11 1   :خواهیم داشت1
n

s n
n

s(s ) (s n )xR ( x) ( )
x (n )!

     
    

  
1 11 1 11 1 1

  

n n n nR a b c    
xچون    1 |n پس1 b | nn نیز کراندار است وna، اگر نشان دهیم که1

l im c


 کار تمام است .  
s s

n ns a ( x ) ; s a ( x )      1 11 1 1 1  

Mپس در هر حال،        هست که na M. اما بـراي nc   داریـم کـه وقتـی n

n

c s n| | | || x | | x | , n
c n
 

   1  . عـددL،| x | L    را 1

n هست کـه اگـر     N لذا   کنیم  انتخاب می  N  آنگـاهn

n

c
| | L

c
 1     در نتیجـه بـراي n N  داریـم n N

n Nc L c     از اینـرو اگـر ،n  

ncداریم   . نهادن حقایق مربوط به با کنار همn n nc ,b ,aوقتی :  داریمn n n n nR a b c M c    1 و لذا اثبات تمام است  .  

  مشتق گیري از توابع برداري

kf مثل یتوابع برداري توابع   :[a,b] , f :[a,b]      اي از     هستند که بردشان زیرمجموعهkبراي این توابع می توان به راحتی مفهـوم  .  است
f هرگاه توابع  مثلاً.  براي این نوع توابع معتبرند     این فصل  قضایايبرخی  در این صورت    . مشتق را تعریف کرد    ,f2  باشـند  fهاي حقیقـی و موهـومی     قسمت1

aیعنی   t b ؛f (t) f (t) if (t) 1 fکه در آن توابع      2 ,f2 f:ها داریم نگاه در صورت وجود مشتق  حقیقی مقدارند آ  1 (t) f (t) if (t)   1  f یعنی 2
f مشتق پذیر است اگر و تنها اگر هر دوي tدر   ,f2 kfري باشد یعنی برداfاکنون فرض کنید که تابع .  مشتق پذیر باشندt در 1 :[a,b]   بـه هنگـام ،

 براي این نوع توابع توجه دارید که در تعریف    1بکاربردن تعریف          براي مشتق، روي دامنه از قـدر مطلـق و بـراي تفاضـل f (t) f (x) f (x)
t x
 


 از 

kfهرگاه  توان دید که      می. نیمک   استفاده می  kرمن , ,f1  اي    توابع مؤلفهfباشند یعنی هرگاه kf (f , f , , f ) 1 2 آنگاه kf (f , f , , f )    1 2   لـذا f 
kf مشتق پذیر است اگر و تنها اگر هر یک از توابعxي  در نقطه , ,f1 در xد مشتق پذیر باشن .  

 استفاده g,fاز ضرب داخلی براي ضرب  2ي  نیز درست است و اگر در قسمت ب قضیه   2قسمت الف قضیه    . هنوز درست است   1ي    براي توابع برداري قضیه   
. معنـی اسـت   اي بی ان نیست، چنین قاعده میدkچونهمان قضیه اما در مورد قسمت پ    . است ب نیز براي توابع برداري برقرار        -2ي    کنیم، دوباره قضیه  

را  ین و همچن ـروي را به عنوان فضاي برداري  2چنانچه. استو میدان 2اینجا یک تذکر لازم است و آن مربوط به ارتباط بین فضاي برداري            
2یعنی. رمدار یکی هستندن به عنوان فضاهاي برداري و2در نظر بگیریم در این صورت نرمدار رويبه عنوان فضاي برداري    نید اما توجه ک

2که در اما براي کند ده و آنرا به میدان تبدیل می ضرب مناسب تعریف شk،K  . ) س در جبر رجوع شودیونبه قضیه فروب (  چنین چیزي نداریم3
  .  نشأت گرفته و لذا منشأ آن ترتیب نیست2 رويیرم اقلیدسننشأت گرفته اما قدر مطلق یک عدد مختلط از  یب از ترتدر ضمن قدر مطلق روي

میانگین و هوپیتال در حالت توابع مختلط مقـدار یـا بـرداري مقـدار      براي اثبات درستی آنها بهرة بردیم مثل قضایاي مقدار قضایایی که در آنها از ترتیب 
ixfي مقدار میانگین توسط تابع    قبلاً مثال مربوط به قضیه    . درست نیستند  (x) eي   روي بازه[ , ]2  ي  امـا بـراي درسـت نبـودن قاعـده     .  فـراهم شـد

zدر این مثال از قدرمطلق اعداد مختلط که همان فاصـله از مبـداء اسـت اسـتفاده شـده لـذا بـراي             . بگیریدهوپیتال مثال زیر را در نظر        a bi   داریـم 

| z | a b | b |  2 2 :  
  f : ( , ) g : ( , ) 1 1     

  
i

xf : (x) x g(x) x x e   22  

|itی حقیقtچون براي   e |1 پس:  i ix x x
x x

f (x) xlim lim lim
g(x)

x( xe ) ( xe )
  

   


 2 2

1 1 11
1 1
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    : از طرفی دیگر
i

xig (x) { x }e x
x

     221 2 1  
i i i

x x xi i i i x| g (x) | | { x }e | ||{ x }e | | || | { x }e | | x |
x x x x x x

               2 2 22 2 2 2 2 21 2 2 1 2 1 2 1 1  

x

f (x) x f (x)| | l im
g (x) | g (x) | x g (x)

 
    

  
1

2 
  

 این در حالی است که 
x

f (x)lim
g(x)

1


 .  

 در»ضـرب «غیر حقیقی درست است و آن هم به دلیل وجود ي هوپیتال در یک حالت خاص براي توابع مختلط مقدار از یک مت            اما قضیه  :7تذکر  
   :این حالت به شرح زیر است! است

) توابعی مختلط مقدار و مشتق پذیر بـر  g,fفرض کنید    , )1 کـه همچنـین وقتـی  . باشـند x    داشـته باشـیم f (x)  و g(x)    و همچنـین

f (x) A و g (x) B  که در آن B,Aاند و  اعدادي مختلطB  آنگاه  :  
x

f (x) Alim
g(x) B




  

xچون:برهان   پس f (x) f (x) x.
g(x) x g(x)

  در»ضرب «؛ این همان سودمندي اکنون .  استg,f شـان تجزیـه،    هاي حقیقی و موهومی سمتق را به

g(x)سپس f (x),
x x

xآنها وقتی حقیقی و موهومی    را تشکیل داده، از اجزاي            ي هوپیتـال بـراي اجـزاي      از قاعـده در این قـسمت اخیـر  [ حد گرفته

g(x)حقیقی و موهومی f (x),
x x

  : شود  حاصل می»ضرب« ازي مطلوب  سپس نتیجه] کنیم ي حدود استفاده می  در هنگام محاسبه

f (x) f (x) if (x) ; f (x) , f (x)  1 2 1 2   
  g(x) g (x) ig (x) ; g (x ) , g (x)  1 2 1 1 2   

  x x x x x x

x x x x x x

f (x) f (x)f (x)lim lim i lim lim f (x) i l im f (x) lim f (x) A
x x x

g (x) g (x)g(x)lim lim i lim lim g (x) i lim g (x) l im g (x) B
x x x

     

     

        
       


1 2
1 2

1 2
1 2

     

     

  

بنابراین
x

xlim
g(x) B


1


 و

x

f (x)lim A
x




 و در نتیجه
x x x

f (x) f (x) x Alim lim lim A
g(x) x g(x) B B  

    
1

  
 .  

ر میانگین ي مقدا بهرحال با نگاه کردن به قضیه. رسیم ي مقدار میانگین می ي توابع برداري، به قضیه در مورد برقراري قضایاي قبلی دربارهبالا ي بحث  در ادامه
ت کهتوان نتیجه گرف    می

a x b
f (b) f (a) (b a) sup f (x)

 
  همتـاي  لـذا  . ي خوبی براي حالت توابع برداري مقدار باشد تواند ایده و این نامساوي می

  .  و براي مسائل تقریب مناسب استبودهتوان به صورت زیر بیان کرد که مشتمل بر یک نامساوي   را می برداري مقداري مقدار میانگین براي توابع قضیه

 فرض کنیم  :17قضیهf یک نگاشت پیوسته از [a,b]به kو در (a,b)در این صورت، .  مشتق پذیر باشدxي در (a,b)هست که :  
  || f (b) f (a) || (b a) || f (x) ||     

||که منظور از f (x) || رم اقلیدسینf (x)درkاست  .  
  

 مـذکور را روي هـر   حکـم  است چـون کـافی اسـت    5تذکر  ،ي توابع برداري مقدار   ي برقراري قضایاي پیشین درباره       یک مورد دیگر درباره    :8نکته 

kf ازifي مؤلفه (f , , f ) 1 ه اگر به کار ببریم و توجه داشته باشیم کi i
i

f (t) f (x)| f (x) |
t x k
  


  : آنگاه

  
k

i i
i

i

f (t) f (x)f (t) f (x)|| f (x) || | f (x) | k
t x t x k

        
 

1
  

 لهوپیتا

 لهوپیتا
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 فرض کنیم  :24مثالfي تناوب   تابعی متناوب با دورهروي به علاوه فرض کنیم .  باشدfاول و دوم روي  داراي مشتقات مرتبه  بوده و به ازاي 
fهر  (x) , x  2 در این صورت  :  

1(x f (x)    2  2(x f (x)    2  3(x f (x)      4(x | f (x) |    4  

 ي تیلور براي نقاط با بکار بردن قضیه»  3«گزینه  :پاسخx,x  گیریم  می  ، نتیجهx x   موجود است که :  

  f (x ) f (x) f (x) f ( )
! !
       

2

1 2  

f داریمfمتناوب بودن  بنا به از طرفی  (x ) f (x)  دهد ر رابطه بالا میا جایگزینی د  که ب:    f (x) f ( ) f (x) f ( )            
2

2 2  

fبنابراین  (x) f ( )       22 2 .  

 

 فرض کنید :25مثال| x | 1
x در این صورت خطاي تقریب2 x x    21 11 1 2     کدام است؟8

|کمتر یا مساوي با) 1 x |
3
21

|مساوي باکمتر یا ) 2  2 x |31
|کمتر یا مساوي با) 3  2 x |

5
21

|کمتر یا مساوي با) 4  4 x |51
8  

 قرار دهید »  2«گزینه   :پاسخf (x) x 1   بـراي نقـاط   لاگرانـژ ي  ي تیلـور را بـا فـرم باقیمانـده      اکنون قـضیه , x   بـریم بنـابراین     بـه کـار مـی

،xعدد  د دارد که وجو :  f ( )f (x) f ( ) f ( )(x ) f ( )(x ) (x )
! ! !

        2 31 1
1 2 3       

f  . شود محاسبه معلوم میبا  (x) ( x) , f (x) ( x) , f (x) ( x)
  

        
1 3 5
2 2 21 1 31 1 12 4 8   

x  : بنابراین x x ( ) x , R ( ) x , (x ) x ,.
 

                   
5 5

2 3 32 23
1 1 3 31 1 1 1 12 8 48 48     

xاما      
11 1 |  :   پس2 R | | ( ) x | ( ) | x | | x | | x |

 
     

5 5
3 3 3 32 23

3 3 1 2 1148 4 2 4 2  

 

 فرض کنید توابع     :26مثالg,f   ي     روي دامنـه[ , xي دوم هـستند و بـراي هـر           داراي مـشتقات پیوسـته از مرتبـه        1[ ( , ) 1،g (x)   و نیـز 

   f ( )g ( ) g ( )f ( )    .فرض کنید(x)طوري باشد که 


f (x) f ( ) f ( (x))
g(x) g( ) g ( (x))

 


 
 در این صورت مقدار حد

x

(x)l im
x

 کدام است؟   

  3 (1) 2  وجود ندارد ) 1
4  4 (1

2  

 اولاً اگر توجه داشته باشید،    »  4«ه  گزین :پاسخ(x)  ثانیاً با استفاده از فرمـول تیلـور   . ي مقدار میانگین تعمیم یافته است  همان عدد موجود در قضیه
  براي صورت و مخرج 

)1  (  
f ( (x))f ( )x x f ( ) xf ( (x))f (x) f ( )

g(x) g( ) g ( (x))x g ( ) xg ( (x))g ( )x

     
 

      

21
1

2
2 2

1
2 2

1
22

 
 

  

nي تیلور در حالت   قضیهنهما(ي مقدار میانگین  اما از طرف دیگر با بکار بردن قضیه 1 (براي صورت و مخرج کسرf ( (x))
g ( (x))
 
 

  : داریم که

)2  (  f ( ) (x)f ( (x))f ( (x))
g ( (x)) g ( ) (x)g ( (x))

    


     



3
4

  



 
  کارشناسی ارشدیکمدرسان شریف رتبه   29  )2(آنالیز ریاضی 

iي موارد   دقت شود که در همه     (x) x   و نیز (x) x   .سمت راست آنها نیز با هم برابر است، ،2و 1مت چپ در با توجه به برابري عبارات س 
  :گیریم که ار دادن کسرها نتیجه میلذا پس از مساوي قر

f ( )g ( ) f ( )g ( (x)) (x) g ( )f ( (x))x f ( (x))g ( (x))x (x)               4 1 1 4
1 1
2 2     

f ( )g ( ) f ( )g ( (x))x g ( )f ( (x)) (x) f ( (x))g ( (x))x (x)                2 3 3 2
1 1
2 2     

xتـی ، سـپس حـد گـرفتن از طـرفین وق    xمساوي در طرفین، تقـسیم طـرفین بـر      جملات  اکنون با حذف         و توجـه بـه اینکـه (x) x  1و  

(x) x  و اینکه g ,f پیوسته هستند داریم که :
x x

(x) (x)( l im )f ( )g ( ) g ( )f ( ) ( lim )g ( )f ( ) f ( )g ( )
x x  

          
1 1
2 2 

         

f با انتقال جملات به طرفین و توجه به اینکه حبوضو ( )g ( ) g ( )f ( )      کهگیریم    نتیجه می:  
x

(x)l im
x




1
2

  

 

 27مثال:  na , ,a1اند  حقیقی. xکدام مقدار حقیقی باشد تا 
n

i
i

(a x)


 2
1

   . مینیمم خود را اتخاذ کند

1 (

n
i

i
a

n



1  2 (

N
i

I
a

n

 2

1  3 (

n
i

i
a

n



1
2  4 (

n
i

i
a

n



1
2  

 قرار دهید »  1«گزینه   :پاسخ
n

i
i

f (x) (a x)


  2
1

  چون    
x x
l im f (x) , lim f (x)
 

      و چون f پس  پیوسته استf حداقل یک 

xدرمم مینیفرض کنید این . مینیمم دارد c رخ دهد لذا f (c)  .   
n

in nf (c) i
i i

i i

a
f (x) (a x) (a c) c

n
   

 
         


  1

1 1
2 2  

 

 فرض کنید  :28مثال f :  یک تابع Cي دیفرانسیل باشد که در معادلهf (x) f (x) f (x)   ي   در بازه[ ,a]کند در این صورت  صدق می:  
fاگر ) 1 ( ) f (a) آنگاه f روي [ ,a]اگر ) 2  .  صفر استf ( ) f (a)   آنگاه f روي [ ,a]صفر است  .  
fاگر ) 3 ( )   آنگاه f روي [ ,a]اگر ) 4  .  صفر استf (a)   آنگاه f روي [ ,a]صفر است  .  
 چون اگر   »  2«گزینه   :پاسخf   روي [ ,a] آنگاه fي   ماکزیمم مطلق و در نتیجه نسبی خود را در نقطهp ( ,a) کند در این نقطـه   اتخاذ می 

f (p)   و f (p)  . لذا f (p) f (p)   اما چون f (p) f (a) f (p)     پس باید f (p)   .ي  ي نقطه استدلال مشابهی دربارهq ( ,a)  
fدهد که  است نشان می fی ي مینیمم مطلق و در نتیجه نسب        که نقطه  (q)   و چون براي هر f (q) f (x) f (p) , x [ ,a]      پـس بایـد f روي 
[ ,a]برابر مقدار ثابت صفر باشد  .  

 

 کدام گزینه درست است؟  :29مثال  

1(  33  2(ee    

اگر ) 3
   2 و p 1 آنگاه p(cos ) cos(p )    4 ( اگر

   2آنگاه sin  

2  

 براي»  1«نه  گزی :پاسخx      قرار دهید xf (x) x  لذا 33
x

f (x) (xLn )
x

  4
3 3 x کـه بـراي    3

Ln


3
f داریـم  3 (x)   .   لـذاf  روي 

( , )
Ln


3

 صعودي است و چون3
Ln

  
3 f پس33 ( ) f ( )


   

3
31  بنابراین3 3 هاي  ، جهت نامساويدیگرهاي  ود که در گزینهدقت ش. 3



 
گیري مشتق: فصل اول  30   کارشناسی ارشدیکمدرسان شریف رتبه 

xg(x) را از طریق تابع2گزینه  . ها برقرار شود    برعکس شود تا نامعادله   باید   Lnx
e

 ي مقدار میانگین بررسی کنیـد  هاي دیگر را از طریق قضیه  و گزینه 

p قرار دهید3نه  مثال نقض آورد مثلاً در گزی4 و 3هاي  براي گزینهتوان میالبته ( , 
  

1
2  قرار دهید4 و در گزینه 2

  4( .  

 

 باشد؟  کدام گزینه صحیح می :30مثال  

توان نشان داد که  ي هوپیتال می با استفاده از قاعده) 1
x

x sin xlim
x sin x





1

2 2.  

نشان داد که توان  ي هوپیتال می با استفاده از قاعده) 2
x

x sin( x)lim
( x sin x)(sin x )

 

  2
2 2 1

2 2 3
  . وجود دارد

xتوان نشان داد که  ي هوپیتال می با استفاده از قاعده) 3

x
l im ( sin x x sin )

x
 

12 1


.  

توان نشان داد که  ي هوپیتال می با استفاده از قاعده) 4
x
l im ( )

sin x x
 2 2

1 1 1
3

.  

 یتـال بـه   ي هوپ  بـا بکـار بـردن قـضیه    1 گزینـه  در. باشـد  یتـال برقـرار نمـی     ي هوپ   ل شـرایط قـضیه    هـر سـه گزینـه او      چـون در    »  4«گزینـه    :پاسخ

x

cos xlim
cos x




1
nهـاي   آید که مخرجش داراي ریـشه  یتال کسري بدست میي هوپ   با بکاربردن قضیه2ي   زینهدر گ . رسیم که وجود ندارد      می 2

z


 2 

n      ي  شـما بایـد بـراي محاسـبه    3ي  در گزینـه . شود  هست لذا شرط ناصفر بودن مشتق برآورده نمیg(x)

x
l im (f (x))


 از

x

Lnf (x)lim

g(x)
 1

کمـک  

   4ي گزینه  اما محاسبه. کند چون حد ندارد  در مخرج مشکل پیدا میواقعبگیرید و دوباره تابع مشتق 

x x x x x

(*)x sin x x sin x x sin x cos xlim( ) lim lim lim lim
sin x x x sin x x x x    

   
 

2 2 2 2
2 2 2 2 4 3 2
1 1 2 2 2 2 2

4 12    
  

x x

cos x sin xlim lim
x x 


 

2
2 2

1 2 2 1
36 6 

  

xبدین دلیل است که اگر) *(تساوي   آنگاه sin ~ x2 2.  
 

 فرض کنید  :31مثالg,f روي [a,b] پیوسته و روي (a,b)و همچنین  مشتق پذیر باشند f (a) f (b) آنگاه :  
1 (x (a,b) هست که g(x)f (x) f (x)     2 (x (a,b) هست که g (x)f (x) f (x)     
3 (x (a,b) هست که g (x)f (x) f (x)      4 (x (a,b) هست که g(x)f (x) f (x)    
 قرار دهید   »  2«گزینه   :پاسخg(x)h(x) e f (x)     اکنون تابع .   از ضریب نمایی استفاده شده است     18دوباره مانند مثالh ل   در شرایط قـضیهي ر

cکند بنابراین  صدق می (a,b)هست که :  
   g(c)h (c) (g (c)f (c) f (c))e g (c)f (c) f (c)            

f است چنین است با ضریب پیشرو1اي درجه   چند جملهg(x)توجه شود حالتی که در آن  (c) f (c)    .  
 

 فرض کنید  :32مثال f : مشتق پذیر باشد و براي هر x،f (x) f (x) ي  و در یک نقطه  f (x ) , x در این صورت :  
xاگر) 1 x آنگاه f (x)    2 (اگرx x آنگاه f (x)    3 (اگرx x نگاه آf (x)    4 (اگرx x آنگاه f (x)    
 قـرار دهیـد   »  1«گزینـه    :پاسخxg(x) e f (x)  اکنـون g  پـذیر بـا مـشتق       مـشتقxg (x) e (f (x) f (x))    چـون .  اسـتf f   پـس

g (x)   لذا ،gاگر .  صعودي استx x  آنگاه g(x) g(x )   پس براي x x داریم xf (x) e g(x)   .   
 

 هوپیتال هوپیتال

 هوپیتال



 
  کارشناسی ارشدیکمدرسان شریف رتبه   31  )2(آنالیز ریاضی 

 فرض کنید  :33مثالa ي   معادله، آنگاهx xae x  
2

1    چند ریشه دارد؟ 2

   ریشه2دقیقاً ) 4  دقیقاً یک ریشه ) 3  حداقل دو ریشه ) 2   ریشه 1حداکثر ) 1

 قرار دهید   »  3«گزینه   :پاسخx xf (x) ae x   
2

1  پیوسته است و     fچون   . 2
x
l im f (x)


    و 
x
l im f (x)


    ي   ، بنابر قـضیه

f باشد یعنی اگـر  x1ي دیگري چون     داراي ریشه  fاگر  .  دارد x حداقل یک ریشه چون      fمقدار میانی،    (x ) 1    آنوقـت یـا x x 1  یـا x x1 از  

x  :  طرفی چون داریم x xf (x) ae x ae x f (x)        
2

1 1 2  

xپس اگر  x 1   ي قبل    آنگاه طبق مسألهf (x ) 1   که با f (x ) 1    و اگر .  در تناقض استx x1 و با عوض کردن(ي قبل   دوباره با توجه به مسأله 
xشنق ,x1  (بایدf (x )  که با f (x )  لذا .  در تناقض استf ي مذکور نیز دقیقاً یک ریشه خواهد داشت معادلهمتعاقباً  دقیقاً یک ریشه دارد و .  

 

 فرض کنید  :34مثال  f : , وپذیر باشد  مشتق 
x
l im (f (x) f (x))


 در این صورت :  

1 (
x
lim f (x) f ( )


   2 (fتابع ثابت صفر است .  

3  (
x
lim f (x)


   4 (
x
lim f (x)


  .ممکن است موجود نباشد

 3«گزینه  :پاسخ  «  
xg(x) قرار دهید  :روش اول  e f (x)  لذا xg (x) e (f (x) f (x))  فرض کنید .  با توجه به فرض عدد .  داده شده باشدA      هـست کـه اگـر 

x A آنگاه f (x) f '(x) 
  x اگر2 Aي گین تعمیم یافته، نقطهي مقدار میان  آنگاه طبق قضیهc (A, x)هست که :  

x A
g(x) g(A)f (c) f '(c)

e e


 


   ;       c x A
g (c) g(x) g(A)
e e e

 



  

fچون (c) f (c)   xي خط بالا داریم      پس از معادله   2 A| g(x) g(A) | | e e |
  2 بنابراین x A| g(x) | | e e | | g(A) |

  2   ه  و با توج ـ

xg(x)به اینکه e f (x)و A xe  1پس داریم :  A x A x A x| f (x) | | e | | f (A)e | | f (A)e |   
    12 2  

Aاز طرف دیگر چون    x
x
lim | f (A)e |


  پس B       هست که اگر x B آنگاه A x| f (A)e | 

 Mدهیـد  قرار 2 max{A,B}   لـذا بـراي ،

x Mداریم :f (x)  
   2 در نتیجه طبق تعریف. 2

x
lim f (x)


  .   

  :ي هوپیتال است استفاده از قاعده روش سریعتر :روش دوم
x x

x xx x x

e f (x) e (f (x) f (x))lim f (x) lim lim lim (f (x) f (x))
e e  

        

 

  فرض کنید  :35مثال f : [ , ]1پیوسته و روي ( , بوده وپذیر   مشتق1( f ( )   اضافی آنگاه تحت کدام شرط .باشدf  روي [ ,   ؟ خواهد شد متحداً صفر 1[
1 (M  موجود باشد که براي هر x ( , ) 1،f (x) M f (x) .  
2 (M  موجود باشد که براي هر x ( , ) 1،f (x) M f (x)  .  
3 (f داراي مشتق کراندار باشد  .  
4 (f در شرط f (x) f (y) x y  صدق کند  .  

 قرار دهید »  2 «گزینه :پاسخ f} ي  روي فاصله[ ,x]  صفر شود A {x [ , ] |  1 . اولاً چونA  پس A ي  به عنوان زیر مجموعـه[ , ]1  نـاتهی 
sشود که کمال نتیجه می از خاصیت Aاست و با توجه به کراندار بودن         upAقرار دهید .  موجود استs s upA .  چونf ي   پیوسته است پس مجموعـه

Aباشد و لذا  بسته میs A کافی است نشان دهیم s 1.  



 
گیري مشتق: فصل اول  32   کارشناسی ارشدیکمدرسان شریف رتبه 

sفرض خلف که     1   بنابراین عدد حقیقی r   هست که r
M


s و 1 r 1 .  ي  براي هـر نقطـهx (s,s r)  ي مقـدار میـانگین وجـود      ، قـضیه

c (s,x)     را با شرط f (x) f (s) f '(c)(x s)   کند و چون      تضمین میs A پس f (s)   و لذا f (x) f '(c)(x s)  .  از طرفی براي هر
x [s,s r] داریم  :  

s t s r
f (x) f (c)(x s) x s f (c) rM f (c) rM max f (t)

  
        

  :  از سمت چپ خواهیم داشتmaxهمچنین با گرفتن  
s x s r s t s r

max f (x) rM max f (t)
     

  

قرار دهید 
s u s r

B max f (u)
  

 لذا B rMB  اما چون rM 1پس باید B rMB B B   1بنابراین فرض خلف باطـل  .  که بوضوح تناقض است

sو  1 خواهد شد و این یعنی fروي [ , ]1صفر است  .  

]در برهان از نقاط انتهایی     : توجه , ]1  اي بجز  هیچ استفادهr
M


f نشده، لذا همین استدلال براي هر تـابع  1 :[a,b] کـه روي [a,b]  پیوسـته و

fپذیر  و مشتق(a,b)روي (a)   درست است، کافی است که br
M

اتخاذ شود .  

 

 اگر  :36مثال  
n n

n na a aa a
n n


     



2 1
1 2 12 2 2 2

1 2 3  که در آن 1  na ,a , ,a1ثوابتی حقیقی هستند آنگاه :  

nي  معادله) 1 n
n na a x a x a x  
    1 1

1 1  ي حقیقی بین   دست کم یک ریشه( , )1دارد .  
xي  معادله) 2 n x n x

n na a x a x a x    1 12 2 2  ي حقیقی بین   دست کم یک ریشه( , )1دارد .  
nي  معادله) 3 n

n na a ( x) a ( x) a ( x)
    1

1 12 2 2  ي حقیقی بین   دست کم یک ریشه( , )1دارد .  
nي  معادله) 4 n

n na a Lnx a Ln x a Ln x
    1

1 1  ي حقیقی بین   دست کم یک ریشه( ,e   . دارد21(

 قرار دهید   »4«گزینه   :پاسخ  
n jn jn

j

aa aa af (x) Ln x Ln x Ln x Lnx Ln x
n j

 


     

 1 3 2 12 1
1 3 2 1 1




 .  ي  مقـدار      اکنون قـضیه

] رويf را براي  یا رلمیانگین ,e   . ریمب  به کار می21[
j jn n n nj j j jj j

j j j j

a a a a
f ( ) , f (e ) (Lne ) ( Lne)

j j j j


 

   
      

      
1

2 2 1 1 2 2
1 2 2 21 1 1 1   

    

cشود که عـدد      می  ي مقدار میانگین نتیجه     حالا از قضیه   ( ,e ) fد دارد کـه چنـان وجـو  21 (e ) f ( ) (e )f (c)     2 21 1    لـذاf (c)     

اما
n

j
j

j
f (c) ( a Ln c)

c
   1


cو چون    باید پس

n
j

j
j

a Ln c





 است4 که همان گزینه  .  

 

 فرض کنید  :37مثالf روي ( , )مشتق پذیر باشد و 
x
l im f (x) xf (x)


 2ه آنگا:  

1 (
x
l im f (x)


   2 (
x
l im f (x)



1
2  3 (

x
l im f (x)


   4 (
x
lim f (x)


  .موجود نیست

 3«گزینه  :پاسخ  «  

xg(x)ي مقدار میانگین تعمیم یافته را براي توابع    کافی است قضیه   :روش اول  e f (x) و xh(x) eفرض کنیم .  به کار ببریم   داده شده 

Aباشد پس     هست که اگر x A 1(   : آنگاه                (| f (x) xf (x) |  2 2  

xاگر  Aي مقدار میانگین تعمیم یافته براي توابع   آنگاه طبق قضیهh,gاي مانند   ، نقطهc (A, x)ه هست ک:  

)2             (
c

x Ac

e {f (c) cf (c)}
g (c) g(x) g(A) g(x) g(A)c f (c) c f (c)
h (c) h(x) h(A) e ee

c


      
  

1 2
2 21

2

  

 فرض



 
  کارشناسی ارشدیکمدرسان شریف رتبه   33  )2(آنالیز ریاضی 

x داریم)2( و )1(از  A| g(x) g(A) | | e e |
  2بنابراین :  

x x A x A A| e f (x) | | g(x) | | e e | | g(A) | | e e | | e f (A) | 
      2 2  

A x A x A xf (x) | e | | f (A)e | , e  
     1 12   

)3  (              A x| f (x) | | f (A)e |
 2  

Aو چون x
x
lim f (A)e 


    پسB  هست که اگر x B  4(  :آنگاه                               (A x| f (A)e | 

 2  

xبا اتخاذ M , M max{A,B}  داریم) 4( و )3( و استفاده از| f (x) |  
   2   . و لذا نتیجه حاصل است 2

  :یتال داریمپي هو از قاعده با استفاده :روش دوم
x x

x xx x x x

e f (x) e (f (x) xf '(x))lim f (x) lim lim lim f (x) x f (x)
e e   

     
2 2   

 

 فرض کنید تابع  :38مثالfروي ( , )مشتق پذیر باشد و
x
l im (f (x) f (x)) L


 در این صورت :  

1(
x x

Llim f (x) lim f (x)
 

  2  2 (
x x
lim f (x) , lim f (x) L
 

    

3(
x x
lim f (x) L , lim f (x)
 

     4 (ممکن است هیچکدام از
x x
lim f (x), l im f (x)
 

موجود نباشند.  

 چون»  2«گزینه   :پاسخ :  
x x

x xx x x x

e f (x) e (f (x) f (x))lim f (x) lim lim lim f (x) f (x) L
e e   

      

لذا باید 
x
lim f '(x)


  .  

 

 فرض کنید :39مثالf : [a,b]به دوم پیوسته رويت داراي مشتق مر[a,b]در این صورت  باشد:  
f داراي حداقل دو صفر متمایز باشد آنگاه[a,b] در fاگر ) 1 (x) f (x) f (x)  ریشه در حداقل یک [a,b]دارد .  
fنگاه صفر متمایز باشد آسه داراي حداقل [a,b] در fاگر ) 2 (x) f (x) f (x)   حداقل یک ریشه در [a,b]دارد .  
f داراي حداقل دو صفر متمایز باشد آنگاه[a,b] در fاگر ) 3 (x) f (x) f '(x)    . دارد[a,b] حداقل یک ریشه در 2
f داراي حداقل سه صفر متمایز باشد آنگاه[a,b] در fاگر ) 4 (x) f (x) f (x)     . دارد[a,b] حداقل یک ریشه در 2

 تابع  »  4«گزینه   :پاسخxg(x) e f (x)  را روي [a,b]  در نظر بگیرید لذا g روي [a,b] از کلاس C2 در ضـمن  .  اسـتg روي [a,b] داراي 

xg رل  سه صفر متمایز است پس بنا به قضیه        (x) e (f (x) f (x)))   داراي دو صفر متمایز در [a,b] ل در  دوباره بنا به قـضیه . استمـورد ي رg ،

xgگیریم که نتیجه می (x) e (f (x) f (x) f (x))    2در [a,b]یک ریشه دارد  .  
 

 فرض کنید تابع :40مثال f روي [a,b] براي هربوده و  پیوستهa x b داشته باشیم a f(x) b . همچنین f روي (a,b) مشتق پذیر و براي 
xهر  (a,b)،f (x)      : در این صورت1

1 (f در [a,b]2  .  فقط یک نقطه ثابت دارد (fي ثابت در   حداکثر یک نقطه[a,b]دارد  .  
3 (f در [a,b]4  .  حداقل دو نقطه ثابت دارد (f در [a,b]ي   ثابت ندارد  هیچ نقطه.  

 یتالهوپ
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 اولاً  »  1«گزینه   :پاسخf   در [a,b]   اگر  : ي ثابت دارد     حداقل یک نقطهf (a) a   یا f (b) b     حکم ثابت است و توجه داریـد کـه هـر دو حالـت 
cي مقدار میـانگین   توانند اتفاق بیفتدچون با استفاده از قضیه       همزمان نمی  (a,b)  شـود کـه    یافـت مـیb a f (b) f (a) (b a)f (c)      لـذا 

f (c) 1    ض که تناقض با فر| f |   1 اما اگر  استa f (x) b  تابع آنوقت g(x) f (x) x   را روي [a,b]   این تـابع روي   . گیریم   در نظر می
[a,b]  پیوسته بوده ،g(a)   و g(b)       ي مقدار میانی   لذا با استفاده از قضیهc (a,b)شود که  یافت میg(c)  در نتیجـه c ثابـت ي   نقطـه  f 

  .  دارد[a,b]ي ثابت در   حداقل یک نقطهf  بنابراین.است
cابت داشته باشد چون اگر ي ث تواند بیش از یک نقطه  نمی fثانیاً ,c2 c و بوده fي ثابت   دو نقطه1 c1 c فرض کنید کلیتبدون کاستن از 2 c1  حـالا  2

c] روي   fي مقدار میانگین براي       قضیه ,c ]1 c)دهـد کـه     نتیجه می2 ,c ) 1 c هـست کـه   2 c f (c ) f (c ) (c c )f ( )     2 1 2 1 2   لـذا بایـد   1
f ( )  1 که با فرض | f |   1در تناقض است  .  

 

 فرض کنید  :41مثالfتابع حقیقی مشتق پذیري بر ( , ) در این صورت .  باشد  
t،f اگر براي هر عدد حقیقی) 1 (t) 1 آنگاه fي ثابت دارد  یک نقطه .  
t،f اگر براي هر عدد حقیقی) 2 (t) 1 آنگاه fي ثابت دارد  یک نقطه .  
t،f اگر براي هر عدد حقیقی) 3 (t) 1 آنگاه fي ثابت دارد  حداکثر یک نقطه  .  
t،f  حقیقیاگر براي هر عدد) 4 (t) 1 آنگاه fي ثابت دارد  حداقل یک نقطه .  
 اگر قرار باشد که     »  3«گزینه   :پاسخfي ثابت مانند   بیش از یک نقطهx ,x1 f داشته باشد یعنی 2 (x ) x1 f و 1 (x ) x2 ار ي مقـد   طبق قضیه2

x بین میانگین عدد  ,x1   :هست که2
  x x f (x ) f (x ) (x x )f ( )     2 1 2 1 2 1  

fلذا ( )  1   که با فرض f (t) 1   لذا  .  در تناقض استf  از طرفی . ي ثابت داشته باشد تواند یک نقطه     حداکثر میfي ثابتی نداشـته باشـد    واند نقطهت  می

tfچنانچه قرار دهیم     (t) t
e

 


1
1

، t آنگاه براي هر     
t

t
ef (t)

( e )
  

 21
1

fکه بوضوح  (t) 1 اما fي ثابت ندارد چون اگر  نقطهx  بخواهـد 

fي در معادله (x ) x صدق کند آنگاه داریم xx x
e

 


1
1  لذا باید xe




1
1 

 باشدپذیر نمیامکان که .  

 

 فرض کنید  :42مثالf روي ( , ) مشتق پذیر باشد در این صورت :   
اگر) 1

x
lim f (x)


  آنگاه موجود باشد
x
lim f (x)


     

اگر) 2
x
lim f (x)


و  
x
lim f (x)


 آنگاههر دو موجود باشند 
x
lim f (x)


    

اگر) 3
x
lim f (x)


 موجود باشد آنگاه
x
lim f (x)


موجود اما مخالف صفر است  .  

اگر) 4
x
lim f (x)


موجود باشد آنگاه 
x
lim f (x)


  .   موجود است

 چون  »  2«گزینه   :پاسخx      بـراي  .ا مقادیر مثبت کار کنیم    ب پس کافی است x   ي مقـدار میـانگین را روي     قـضیه[x,x ]1  کـار   بـه
t ،xبریم لذا عدد  می t x  1وجود دارد که :  

  f (x ) f (x) (x x)f (t) f (t)      1 1  
xحال اگر     آنگاه t  و بالعکس بنابراین:  

x x
lim (f (x ) f (x)) lim f (t)
 

  1  

و چون  
x
lim f (x) L


موجود است پس :  
t x x
l im f (t) lim f (x ) l im f (x) L L
  

      1   
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 خواننـده . شـود  ایجاد شخصی مطالعه براي ايانگیزه خواننده در که اینست هدف دهیم، می ارائه) measure (اندازه مفهوم از رسمی غیر بحث ک ی اینجا در
  .کند مراجعه حقیقی آنالیزي  زمینه در پیشرفته کتابهاي به تر جامع و تر دقیق بحث براي تواند می

 زیـر  مراحـل  باید که دارید اد ی به حسابان از. دهیم نسبت B به مساحت عنوان به را عددي خواهیم می و شده داده صفحه در B کرانداري   ناحیه کنید فرض
  : شوند طی
 هـر  و پوشانیم می داخلی هاي مستطیل از اي شبکه با بار هر را Bي   ناحیه : B درونی مساحت افتنی) الف
 دسـت  بـه  B درونـی  مـساحت  از تقریبـی  مقـدار  این کنیم، می حساب را داخلیي   شبکه این مساحت بار
 بنـابراین  کنیم، می ) finer(ریزتر را شبکه بار هر بیاوریم دست به بهتري تقریب بخواهیم چنانچه. دهد می

  .نامیم می B درونی مساحت را مقادیر این سوپریمم شود، می بیشتر داخلی هاي شبکه هاي مساحت
 بار هر و پوشانیم می بیرونی هاي مستطیل از اي شبکه با را B ناحیه بار این : B بیرونی مساحت افتنی )ب

 شـبکه  ایـن  کـردن  ریزتـر  بـا  که داده دست به B بیرونی مساحت از تقریبی بیرونیي   شبکه این مساحت
 هـاي  شـبکه  هـاي  ساحتم ـ مقـادیر  اینفـیمم  بنابراین. آوریم می دست به بیرونی مساحت از بهتري تقریب
  .نامیم می B بیرونی مساحت را بیرونی

 حقیقی اعداد توسیع از استفاده با که دارید توجه. نامیم می B مساحت را مشترك مقدار این باشد برابر B درونی مساحت با B بیرونی مساحت چنانچه حالا
 آنگـاه  باشـد  B شـامل  بـزرگ  مستطیل ک ی R اگر چون است تر اساسی بیرونی مساحت مفهوم ما براي. داد انجام توان  می هم بیکران نواحی براي را کار این

 ،n از B کرانداري   زیرمجموعه هر براي را بالا بحث توان می راحتیه  ب . R\Bي   ناحیه بیرونی مساحت منهاي R مساحت با است برابر B درونی مساحت
n , ,1 2  را خـاص ي   سـاده  اشـکال  ایـن  مـا  کـرد  اسـتفاده  هـا  مکعـب  و ها مستطیل ها، بازه کمک به شده تشکیل هاي شبکه از ترتیب به و دانست معتبر3

n ،n طبیعی هاي مکعب , ,1 2  قـرار  ایـن  با. آنهاست معمولی حجم و مساحت طول، ترتیب به بیعیط هاي مکعب این حجم از منظورمان و نامیم می 3

n ، n طبیعی هايکعبمي   همهي   گردایه راn اگر دادها , ,1 2 nمثل عددي n از E عضو هر به آنگاه بگیریم3 (E)  حجـم  کـه  است منسوب 
)n-مکعب) بعدي E کرد تعریف توان می را زیر تابع بنابراین کندمی بیان را:  

n n

n

: [ , ]
E (E)

   



  

 بر مشتمل فقط فرآیندها این که ایم ساخته شرط این با n باز هاي  مجموعهزیر از شمارا فرآیندهایی توسط را n از Bي   مجموعه زیر کنید فرض اکنون
 دارید توجه سازیم، می باز هاي مجموعه روي شمارا هاي گیري متمم ا یاجتماع ا یاشتراك طریق از را B عنی یباشد، گیري متمم و گیري اجتماع گیري، اشتراك

 بـا  تـوان   مـی  را B رحـال  ه بـه  .شـود  می انجام طبیعی هاي مکعب روي وحتی بسته هاي مجموعه روي فوق فرآیند که گفت توان  می متمم وجود علت به که
jمثل شمارا اي گردایه عنی ی دپوشان بیرون از n اعضاي از) شده ساخته و شمارا( اي شبکه j{E }1 اعضاي ازn کـه  طـوري  بـه  افت ی j jB E

 1، 
  :که کرد تعریف صورت بدین را B) بیرونی(ي  اندازه توان می بنابراین

n n j j j j n
j

(B) inf{ (E ) :B E , E }






     1

1
  

 در کـه  دهـد  تشخیص باید خود خواننده و کنیم می حذف نمادها شلوغی از جلوگیري بخاطر را n اندیس ادامه در. است B بعدي-n لبگي   اندازه همان این
(B) که دارید توجه. شودیم کار nکدام با و بوده n کدام  چنانچه و(B)   گوییم Bاگـر  مثـال  بـراي . اسـت  پـوچ ي  مجموعـه  ک ی  

B آنگاهB  هـر  بـراي  اگـر  تنها و اگر است پوچ  ماننـد  ايگردایـه  مثبـتj j j{[a ,b ]}1   کـه  قـسمی  بـه  باشـد  موجـود j j jB [a ,b ]
 1 و 

j j
j

b a



  

1
  .نامند نیز میBـ پوشش این گردایه را یک. 

 به همراه یک Bي  ناحیه
  ي درونی شبکه

 به همراه یک Bناحیه 
  شبکه بیرونی
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 مجموعـه  هرگـاه  جاسـت  همـه  تقریبـا  ا ی ـ اسـت  برقرار جایی همه تقریبا طور به...) ا ی مجموعه ا ی تابع ک ی براي ... و پیوستگی مثل (خاصیتی گویند :9نکته 

  .کرد صرفنظر نقاط مجموعه آن از توان می که اینست در اینکار خوبی. )یعنی نقاط ناگوار، قابل اغماص باشند (باشد پوچ کنند می نقض را خاصیت آن  که نقاطی
 جـدول  در هـستند،  پـوچ   نیـز کـانتور ي  مجموعه مانند شمارا نا هايمجموعه برخی حتی و است پوچ  جمله از شمارا هاي مجموعه که داد نشان توان  می

 شـده  مقایسه هم با  )اندازهي   نظریه در( بودن پوچ و) متریک فضاهاي در( نبود چگال جا هیچ ،)هامجموعه نظریه در( شمارایی مفهوم سه بخش این انتهاي
ي  نظریـه  در احتمـال  تـابع  شـبیه  خواصـی  داراي لبـگ ي   اندازه که شود توجه .هستند هم از مستقل مفهوم سه این کلی حالت در که شده داده نشان و

  :زیرند صورت به اساسی خواص لذا. است بیکرانندازه  این اکه تفاوت این با است احتمال
)ـ 1 )    

jآنگاه باشند مجزا دو دوبه هاjBاگر: شمارا جمعیـ 2 j jj( B ) (B )
   1 1. 

U کنید فرض بهرحال! است صعودي که گرفت نتیجه توان  می بودن مثبت و خاصیت این از است، اساسی بسیار 2 خاصیت که کنید توجه    بـاز 
b: بودن صعودي طبق پس است (a,b) فرم به اي بازه زیر شامل U چون آنگاه باشد a ((a,b)) (U)      بنابراین(U)  بـراي  عمـلا  اما 

Uچون بازي ي مجموعه توان می مثبت هر   که افتی (U)    کنید دقت زیر مثال به است متریک و اندازهي ممیزه وجهنکته یک  همین و:  
  

 ــال ــرض :43مث ــد ف j کنی j{r }1  ــی ــداد از شمارش ــاي اع ــل گوی ــازه داخ ] ي ب , ــدد  و  1[ ــواه ع ــی دلخ ــد مثبت ــرار. باش ــد ق   دهی

j j jj jI (r , r )
 
 

  1 12 2
 و j jI I

 jj(I)  ونیز است باز هم I بنابراینبوده   باز هاjI اینصورت در. 1 (I )
      ي مجموعـه  اکنـون  .  1

 U ( , ) I ]در1 ,   که کنید توجه اما باشد می چگال و باز   1[ (U) (I)      . دهید قرار حالا K [ , ] \ U ي  مجموعه ک ی متمم K چون 1
(K) حالیکه در باشد می چگال جا هیچ و بسته پس است چگال و ازب   1 چون  ([ , ]) (U K) (U) (K)       1  دیـده  نتیجـه  در . 1

  .است برعکس کاملا وضعیت K براي حالیکه در. است کوچک اندازه فضاي نظر نقطه از اما است بزرگ متریک فضاي نظر نقطه از گرچه U که شود می
 

 که داد نشان توان می :44مثال      c( [ , ]) , ( [ , ])   1 1  آنکه فراتر حتی و  1  c( ) , ( )     .   

 هـم  بـا ) اندازه ي نظریه در(بودن چپو و) متریک فضاهاي در(بودن چگال جا هیچ ،)هامجموعه نظریه در(شمارایی  مفهوم سه بین مقایسه :45مثال .
  :بنابراین باشد لبگ اندازه و گویا اعداد  بالا، مثل U و K کانتور،ي  مجموعه C کنید فرض

  
  سایز

 نوع
  بزرگ کوچک

 ناشمارا شمارا مجموعه نظریه

 باز ا یچگال چگال جا هیچ متریک فضاي

 اندازه نظریه
 ي اندازه با ا یپوچ

 کوچک خیلی
 مثبت ي اندازه با

  
  

  سایز
  نوع

 بزرگ کوچک

    C,K,U مجموعه نظریه

,  C,K متریک فضاي U 

 C,U K,  اندازه نظریه


