
  
  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  احتمال و آمار رياضي

  

  
  اول فصل 

  »نظريه احتمال«

ماري را دارد، آ فردي كه قصد استفاده صحيح از نتايجاي و عميق اين مقوله بر هر شود و بالطبع درك پايهمار محسوب ميآاساس علم  پايه و نظريه احتمال
توان ميو يا هر چيز ديگري كه  هاجوامع، آزمايشتوان گفت اساس و درونمايه نظريه احتمال، يافتن ابزاري است براي طراحي و تحليل مي ضروري است.

  .  ايجاد كنيمدرباره جوامع  را هايي منطقياستنباطتا در نهايت بتوانيم يك پديده تصادفي در نظر گرفت 
ا را در تجزيه و تحليل و حل اصول اساسي نظريه احتمال را بيان نماييم و نحوه به كارگيري آنه اين است كه احتمال را تعريف كنيم و ،هدف ما در اين فصل

 ؛ها نيز اساس يادگيري نظريه احتمال استماري تشريح كنيم. همچنان كه مطالعه نظريه احتمال لازمه مطالعه آمار است، مطالعه نظريه مجموعهآ مسائل
  پردازيم.پس ابتدا به معرفي اين نظريه در حد لازم مي

  ي مجموعه  نظريه

هاي مجموعه ،كنيمميآنها را بيان  هاياي را معرفي و ويژگيدهيم، سپس عملگرهاي مجموعهئه مياها را ارساسي نظريه مجموعهدر اين بخش ابتدا تعاريف ا
  . شويمميو سرانجام وارد بحث احتمالات  كنيمجدا از هم را تعريف مي

  :تعاريف
  ناميم. ه يا عضو مجموعه ميطرا نق عناصر هر يك از اين باشد واي از اشياء يا عناصر ميگروه يا گردايه: يك مجموعه،مجموعهـ 1
  دهيم.نمايش مي با نماد  آن راناميم و ميمجموعه مرجع  ،هاي مورد مطالعه باشدكه شامل تمام نقاط و مجموعهرا اي : بزرگترين مجموعهمجموعه مرجع ـ2
  دهيم.مينمايش  Aو به صورتاست  A متعلق به گوييم مي ،باشد Aدر مجموعه  و ض: اگر عتعلق يا عضويتـ 3
Aبه صورت آن رانيز باشد و  Bدر Aاست هرگاه هر عضوBزير مجموعه Aگوييم مي: يرمجموعه بودن يا جزئيتز ـ4 B عبارتي:ه دهيم، بنمايش مي  

A B A B     
Aبه صورت آن راگوييم و ميارز را هم Aو  B دو مجموعه :ارزيهم ـ5 B  بطه زير برقرار باشد:دهيم اگر رامينمايش  

A B A B , B A    

  دهيم.مينمايش   ناميم و با نمادميتهي يا پوچ  آن را ،اي هيچ عضوي نداشته باشداگر مجموعه :مجموعه تهيـ 6
  دهيم:مي اي زير را ارائههاي مجموعهعملگر ،باشند Ωدو مجموعه دلخواه از مجموعه مرجع  Aو  Bحال با فرض اينكه 

زير  به صورت آن را تعلق داشته باشند ويا به هر دو  Bو يا به Aاي است شامل تمام اعضايي كه به مجموعه Aو  Bاجتماع دو مجموعه  :اجتماعـ 7
x  :دهيممينمايش  B}  ياA B {x : x A    

Aبه صورترا  Aو  B اشتراك دو مجموعه :اشتراك ـ 8 B است كه هم به دهيم و شامل اعضايي مينمايشA هم به وB :تعلق داشته باشند  
A B {x : x A , x B}     

A  دهيم:مينمايش Aو يا  CAيا Aبه صورترا  Aمتمم  :متمم ـ9 {x : x A}     
Aتوجه كنيد كه اگر  Bتوان نتيجه گرفت، آنگاه ميC CB A.  

A در اين صورت ،باشند Ω هايي دلخواه ازمجموعه Aو  B اگر :هاتفاضل مجموعه ـ10 B   آوريـم كـه در  را اعضايي به حسـاب مـيA   ولـي در باشـندB 
A    :نباشند B {x : x A , x B}      

A دقت كنيد B  به صورتراAB دهد توجه كنيدها را نشان ميدهند. به قضيه زير كه خواص اين عملگرنيز نمايش مي.  



  

  
 

نظريه احتمالفصل اول:   2  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 زيرمجموعهسه   :1 قضيه A، B و C  را از مجموعه مرجعΩ در نظر بگيريد، در اين صورت داريم:  
B  خاصيت جابجايي:   ـ1 A A B ; A B B A      
A  پذيري:خاصيت شركت ـ2 (B C) (A B) C ; A (B C) (A B) C          
A       :پذيريقوانين توزيع ـ3 (B C) (A B) (A C) ; A (B C) (A B) (A C)            

C  :قوانين دمورگان ـ4 C C C C C(A B) A B ; (A B) A B     

 .كنيمميرا ثابت  3قسمت  ، رابطه دومفيد خواهد بودمها براي آشنايي با نحوه اثبات اين قضيه كه در تجزيه و تحليل بهتر مسائل مربوط به مجموعه
    خواهيم ثابت كنيم:مي

A (B C) (A B) (A C)      
  :دهيمميابتدا نشان  ،كدام از طرفين تساوي شامل ديگري استها بايد نشان دهيم هرمطابق تعريف تساوي مجموعه

A (B C) (A B) (A C)      
x فرض كنيد (A (B C))   شود كه باشد، از تعريف اشتراك نتيجه ميx A  وx (B C) ،  اين بدين معني است كهx Aوx B  يـا 

x A  وx C، طور معادل ا بهيx (A B)   ياx (A C)   يعنيx (A B) (A C)   اثبات كرديم كهپس  ؛:   
A (B C) (A B) (A C)      

xحال فرض كنيد (A B) (A C)   بنابر تعريف اجتماع داريم ، x (A B)   ياx (A C)   يعنيx A وx B ياx A  و
x C و اين بدين معني است كه: x A  وx (B C)   گيريم: ميو در نهايت نتيجهx (A (B C)    پس اثبات كرديم كه؛:  

(A B) (A C) (A (B C))      
بـيش از دو مجموعـه نيـز     توان بـه ها را مياين تعريف .ريف كرديمتع B و A تا اينجا اجتماع و اشتراك را براي دو مجموعه شود.و در نهايت حكم اثبات مي

   :اين صورت داريم در ،گذار باشديك مجموعه انديس  اگر گسترش داد.
ixها، iبراي برخي از { :x A {ii

A   
  :توانيم نمايش دهيمزير مي به صورتها را نيز موعهواهي از مجاشتراك تعداد دلخترتيب،  به همين

ixها، i{براي همه  :x A {ii
A    

 اگرتعميم قضيه دمورگان :2 قضيه : گذار باشد ومجموعه انديسi{A گذاري انديس باشد كه توسط Ωهاي  اي شامل زيرمجموعهمجموعه{
   :اند آنگاهشده

  i ii i
) A A 2         i ii i

) A A 1    
  شمارا باشد.تواند شمارا يا نامي توجه داشته باشيد كه 
  .به كار رود ،تواند در بخش افراز فضاي نمونه كه در درك مسائل احتمالات كاربرد فراوان دارددهيم كه ميميحال تعريف زير را ارائه 

  گوييم، هرگاه داشته باشيم: مير را ناسازگا Ω از Bو  Aدو زيرمجموعه  :هاي جدا از هم يا ناسازگارمجموعه ـ11
A B   

iهرگاه به ازاي هر ناميم ميدو ناسازگار هرا دوب ... وA1،A2 ترتيب به همين j )i  وj  ،(دلخواهi jA A  دباش.  

Aبراي مثال B وCA Bدو مجموعه ناسازگارند كه در آن َA  وB  باشند و طبق قانون احتمال كل كه در ادامه توضيح داده پيشامد دلخواه ميدو
CP(B)  ن گفت: تواخواهد شد مي P(A B) P(A B)    

  .كنيم توجه كنيدنظر ميبه قضيه زير كه از اثبات آن صرف

 3 قضيه:  
Aالف) اگر  B:در اين صورت ،CA B B    ,    A B A , A B       

CAب)  (A B) (A B )       
C(Aج)  B) (A B )      



  
  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   3  احتمال و آمار رياضي

       آناليز تركيباتي  

ي رياضي مربوط به اين نوع شمارش را آناليز تركيباتي نظريه .افتدشمارش تعداد دفعاتي است كه پيشامدي اتفاق مي ،هاي مفيد در محاسبه احتمالاتيكي از روش
  ترين ابزارهاي روش محاسبه احتمال دانست. اسي شمارش، ترتيب، تركيب و ... را مهمتوان مفاهيم اساسي آناليز تركيباتي مانند اصل اسدر واقع مي. گويندمي

  اصل اساسي شمارش

 گر عملي درا :4 قضيه k  كهشود مرحله مختلف انجام iخـود بـه    ،امين مرحلهin     طريـق مختلـف صـورت گيـرد (i , ,...,k)1  ، ايـن عمـل بـه   2
kn n ... n  1   .شودميطريق مختلف انجام  2

 مسير وجود داشته  8دوم  جاييجابهمسير و براي  2اول  جاييجابهاگر براي  برود. 3و سپس به مكان  2به مكان  1خواهد از مكان فردي مي :1 مثال
  برود؟ 3ن به مكا 1تواند از مكان ميكلاً به چند طريق  ،باشد

1 (1  2 (16  3 (6  4 (8  
 :داريمبالا بنابر قضيه  »2«گزينه  پاسخ:  2 8 16        

  
 كنيم:ميتعريف  مقابلبه صورت  آن رادهيم و مينمايش !  : فاكتوريل را با نمادفاكتوريل  :1 تعريف  n! (n) (n ) (n ) ...       1 2 2 1  

!n  داريم:  همچنين  n(n )! , ! !   1 1 1  
 3از بين توان به چند طريق مييا  ،را در كنار هم قرار داد ميكتاب رياضي، فيزيك و شي 3توان سؤالاتي از اين قبيل كه به چند طريق ميدر  :جايگشت

ي جايگشت مسألهبا  ،مهم استافراد سمت دقيق  ياو  مناسب رفتننفر يك رئيس، يك معاون و يك منشي انتخاب كرد كه در آنها ترتيب و مكان قرار گ
  باشد.مي !nگيرند برابرشيء متمايز در كنار هم قرار مي nدرواقع تعداد حالاتي كه روبرو هستيم. 

در ي ترتيب سروكار داريم كه با مقوله ،كه ترتيب انتخاب مهم باشده طوريبشيء انتخاب كنيم  kشيء داشته باشيم و بخواهيم از بين آنها  n اگر :ترتيب

nاين صورت تعداد حالات مختلف اين كار را با نماد
kP   دهيممينشان(k , , ,...,n) 1 2و برابر است با:  n

k
n!

P
(n k)!




  

  شود. عنوان يك جايگشت شناخته مي درواقع هر ترتيب به

 توان ساخت؟بدون تكرار اعداد مي ميچند عدد دو رق 3و 1،2با اعداد   :2 مثال  
1 (6  2 (3  3 (9  4 (7  
 :كه شش عددند. بينيممي، 21و31و 32و23و13و12اگر بخواهيم اعداد را نوشته و آنها را شمارش كنيم، داريم:روش اول:  »1«گزينه  پاسخ 

!       :رفي با استفاده از فرمول بالا داريماز ط
P

( )!
 


3
2

3 63 2   

,) هر يك از اعداد1توجه كنيد كه در جايگاه ( روش دوم: ,1 2 عدد بالا كه در  3) يكي از 2در جايگاه ( ،اما چون تكرار مجاز نيست ؛توانند قرار بگيرندمي 3
  تواند قرار بگيرد. عدد مي 2ه و تنها ) قرار گرفته حذف شد1(

  
3 2 3 2 6  

  
 توانند در كنار هم بنشينند؟ ميمرد  3زن و  3به چند طريق  ـ الف :3 مثال  
  ها نيز كنار هم باشند؟توانند كنار هم بنشينند به شرط آنكه مردها كنار هم و زنميبه چند طريق  ـ ب
 :6              :نشينندا مقصود محاسبه تعداد حالاتي است كه شش نفر كنار هم ميدر اينج الف ـ پاسخ 5 4 3 2 1   !6 72                

از  .توانند در كنار هم بنشينندطريق مختلف مي 3!ها نيز به طريق و زن 3! دانيم كه مردها بهميب ـ 
حالت،  2اين دو واحد به ! ،ها به عنوان يك واحد نگاه كنيمي اگر به هر كدام از مجموعه مردها و زنطرف
                      داريم: 4طبق قضيه  .توانند كنار هم قرار بگيرندمي

! ! !  2 3 3 72  
  

 حالت حالت

 مرد زن

ندجايي داربه دو حالت امكان جابه

3 2 1 3 2 1



  

  
 

نظريه احتمالفصل اول:   4  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 بين   :4 مثال1 را به آنها داد؟ 3تا  1توان رتبه هاي شود، به چند طريق ميار مينفر مسابقات ورزشي برگز  
1 (24   2 (34   3 (62  4 (72  
 :1را به  1ي تبهر  »4«گزينه  پاسخ توان به افراد باقي حالت مختلف مي 9را به  2، رتبه 1ي با مشخص شدن رتبه .توان اختصاص داديحالت م

  حالت اختصاص داد، پس داريم:  8توان به را مي 3رتبه  ترتيب مانده اختصاص داد و به همين
   1رتبه        2رتبه         3رتبه 

  1 9 8 72   

!  : توان نوشتمي نتيجه سروكار داريم، در 1از  3درواقع با يك ترتيب 
P

( )!
 


1
3

1 721 3
  


  

  

ي مسألهدر اين گونه موارد با  .هستيم بدون در نظر گرفتن ترتيب آنها شيء nشيء از  k هايبه يافتن تعداد انتخاب مندعلاقهدر بسياري از موارد  :تركيب

n  كنيم:ميتعريف  روبرو به صورت آن راو ايم مواجهكيب تر
k

n!
C

k!(n k)!



  

n  .باشدرو ميهارتباط بين تركيب و ترتيب به صورت روب n
k kP k!C  

n گرفتن اشياء مهم نيست.ي تركيب، ترتيب قرارمسألهدر  :1 نكته 
kC به صورترا n

k

 
 
 

  دهند.نشان مينيز 

  به روابط زير توجه كنيد:
n n n n n

n,
n k k k

          
                      

1 1
1 1 nو  1 n n n n

, , ,k n k
n kk n k

        
                     

1  


  

n n
k n

k k

   
      

1
  و    1

 تا 1در يك بازي خاص، يك زوج عدد از  :5 مثال n كدام است؟ هاي مختلف تعداد زوج شود.انتخاب مي  

1 (n(n )1
2  2 (n(n )1

2  3 (n 1
2  4 (n 1

2   

 :كنيمبنابراين از تركيب استفاده مي ،آيدبار به حساب مييك) 2و  1( و)  1و 2م نيست و مثلاً (چون در اينجا ترتيب اعداد مه »2«گزينه  پاسخ:  

  n n! n(n )(n )! n(n )

!(n )! (n )!

    
      

1 2 1
2 2 2 2 2 2  

  
 نفر  4نفر كارشناس و  5نفر  كارشناس ارشد تشكيل دهيم. اگر آنها را از يك گروه شامل  2نفر كارشناس و  3اي شامل كميته خواهيممي :6 مثال

  پذيرد؟ميچند طريق انجام اين عمل به  ،كارشناس ارشد انتخاب كنيم
1 (6   2 (3   3 (15  4 (25  

 :داريم تركيببا استفاده از اصل اساسي شمارش و شود، بنابراين در دو مرحله انجام مي مسألهاين  »1«گزينه  پاسخ :     
    

   

5 4 63 2   

  

 تي كهدر صور  :5 قضيهn , , ,... 1 2  وx  وy  ،داريم اي نيوتن)(بسط دو جمله ايجملهبنابر قضيه دواعدادي دلخواه باشند:  

    
n

n k n k

k

n
(x y) x y

k




 
   

 



  

 ي در يك مجموعه :7 مثالn عضوي چند زيرمجموعه وجود دارد؟  
1 (n2  2 (n4  3 (n12  4 (n2 22   
 :هــاي تعــداد زيرمجموعــه »1«گزينــه  پاســخ  ،عضــوي و... و  2عضــوي،  1عضــويn ي عضــوي در يــك مجموعــهn ــ ــه ترتي ــر عضــوي ب ب براب

n n n
, ,

     
     
     2 1 

nو ... و  

n

 
 
 

   ها ترتيب اهميت ندارد).باشد (در زيرمجموعهمي 

 يا



  
  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   5  احتمال و آمار رياضي

  پس داريم: 
n

k

n n n n
...

n k 

       
          

       
1 ها= تعداد زيرمجموعه  

a اگر قرار دهيم ،5بنابر قضيه  b 1:خواهيم داشت ،  
n n

n n k n k

k k

n n
a b (a b) ( ) ( )

kk


 

   
         

  
 1 2 1 1
 

  

  باشد.مي n2عضوي برابر  nهاي يك مجموعه پس تعداد زيرمجموعه
knيهـا گروه مختلـف بـا انـدازه    kعضو مختلف باشد و بخواهيم اين مجموعه را به  nاي داراي اگر مجموعه  :2 نكته    ,...,n ,n2   تقسـيم كنـيم    1

kكه  طوريبه              
ii

n n   :در اين صورت تعداد حالات مختلف انجام اين كار بنابر اصل اساسي شمارش برابر است با ،1

k k

n n!
n ,n ,...,n n !n !...n !

 
 

 1 2 1 2
 

 باشد: م كه به صورت زير ميرسياي مياي به بيش از دو جمله به قضيه چند جملهقضيه دو جمله با بسط  :6 قضيه   

k
k

k n n nn
i k (n ,n ,...,n ) ki

k

n
n n , (x x ... x ) x x ...x

n ,n ,...,n
 

      
 

  1 2
1 21 2 1 21 1 2

  

 گيرد؟مياين كار به چند طريق انجام  ،نفر تشكيل دهيم 4و  3، 2گروه مختلف با تعداد اعضاي  3نفر  9اگر بخواهيم از بين  :8 مثال  
1 (11   2 (13    3 (126   4 (136   

 :بنابر نكته مذكور داريم:  »3«گزينه  پاسخ  !

, , ! ! !
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  طريق متفاوت قابل انجام است.  kn اين كار به ،ظرف مختلف قرار دهيم k توپ متفاوت داشته باشيم و بخواهيم آنها را در n اگر  :3 نكته  
  

ــه  ــه  :4 نكت ــراي معادل kx ب x ... x n   1 ــداد 2 n تع k

n

  
 
 

1
ــه جــواب  ــامنفي صــحيح مجموع k(x ن ,x ,..., x )1 ــدادو   2   تع

            n

k

 
  

1
  مثبت وجود دارد. صحيح مجموعه جواب با عناصر1

.  

kxبراي نامعادله  :5 نكته  x ... x n   1 nتعداد 2 k

n

 
 
 

  نامنفي و صحيح داريم. مجموعه جواب 

 چنانچه لازم باشد به هر اتاق حداقل يك  توان اين كار را انجام داد؟اتاق توزيع كنيم به چند طريق مي 4كامپيوتر را در 6اگر بخواهيم  :9 مثال
  كامپيوتر اختصاص داده شود به چند طريق اين كار قابل انجام است؟

  1و  74) 4  5و  1  3 (84و  84) 2  5و  74) 1
 :هاي نامنفي توان اين كار را انجام داد برابر تعداد جواببا درنظر گرفتن اين نكته كه كامپيوترها يكسان هستند، تعداد حالاتي كه مي »2«گزينه  پاسخ

xي معادله x x x   1 2 3 4   شود: نتيجه مي 4باشد، بنابراين از نكته مي 6

xهاي نامنفي بتعداد جوا   x ... x
  

      
 

1 2 4
6 4 16 846  

xيهاي صحيح و نامنفي معادلهكامپيوتر، بايد تعداد جواب 4براي قسمت دوم، با كنار گذاشتن  ... x  1 4 را به دست آوريم كه برابر 2  
 

 

2 4 1 12  

  باشد. مي
 

 اتوبوسي با  :10 مثال1  وند به شها پياده كند تا مسافران پياده شوند. به چند طريق مسافران در ايستگاهايستگاه توقف مي 4نفر مسافر در
  كه هيچ ايستگاهي خالي نماند؟ طوري

1 (84  2 (284  3 (8   4 (28   
 :ي هاي صحيح و مثبت معادلهمانند يافتن تعداد جواب مسألهاين   »1«گزينه  پاسخx ... x  1 4 1 داريم 4نكته با توجه به  ،باشدمي:  

n !

k !   !

     
             

1 1 1 9 9 841 4 1 3 3 6
  = طرق پياده شدن مسافرانتعداد  
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 ايتعداد جملات در بسط چند جمله :11مثالn
k(x x ... x )  1   ؟ كدام است 2

1 (n k

k

  
 
 

1  2 (n k

k

  
  

1
1  3 (n k

n

  
  

1
1  4 (n k

n

 
  1  

   :اي داريم: بنابر بسط چند جمله»  2«گزينه پاسخ            kn nn
k k

k

n
(x x ... x ) x ...x

n ,...,n

 
     

 
 11 2 1

1
  

knكه به طوري kn، ... وn1،n2غير منفيمقادير صحيح و ي كليهجمع روي عملگر شود كه مشاهده مي n ... n n   1  شـود. باشـد، انجـام مـي    2

nتعداد جملات برابر  ،4نكته با به كار بردن بنابراين  k

k

  
  

1
  باشد. مي 1

  ال نظريه احتم

معين نمودن  ،يكي از اهداف اصلي آماردانان كسب نتايج حاصل از طراحي و انجام آزمايش تصادفي مناسب در مورد جامعه است، قدم اول در اين فرآيند
  هاي ممكن يا درواقع فضاي نمونه است.برآمدتمام 
 و آن را با  خاص هاي ممكن يك آزمايش تصادفيبرآمدعبارت است از تمام  :فضاي نمونه  :2 تعريفS به اين (تصادفي بودن آزمايش  .دهيمنمايش مي

  .هاي ممكن آزمايش است)برآمد يكليهاي از حاصل از انجام آزمايش قطعي نيست و نمونه برآمدمعني است كه نتيجه يا 
S  خواهد بود: برآمدمثال اگر آزمايش پرتاب يك سكه باشد، آنگاه فضاي نمونه شامل دو براي  {H,T}  

  خط سكه است.طرف نشان دهنده  Tشير سكه و  طرفنشان دهنده مشاهده  H كه
S  باشد:مياگر آزمايش ثبت طول عمر قطعات توليدي يك كارخانه باشد آنگاه فضاي نمونه، مجموعه كليه اعداد حقيقي نامنفي  ،ديگر يبه عنوان مثال [ , )   

 آزمايش مفروض را فضاي  هاي مربوط به يكپيشامد كليهردهناميم، مجموعه يا : هر زيرمجموعه مناسب از فضاي نمونه را يك پيشامد ميپيشامد :3 تعريف
n)ها nE فرض كنيد دهيم.مينشان   با نماد آن راناميم و پيشامد مي )1 كه در صورتي اي از پيشامدها باشند دنبالهE E E ...  1 2   باشد، 3
n{Eي آنگاه دنباله : n }1 صعودي و اگر  يهرا يك دنبالnE E ...E ...  1 n{Eباشد،  2 : n }1 ناميم. ي نزولي از پيشامدها ميرا يك دنباله  

را فضاي پيشامد  يمتوانمي ،با وجود اين .هر زيرمجموعه دلخواه ممكن است يك پيشامد نباشد ،شته باشيد كه در فضاهاي نمونه به اندازه كافي بزرگدقت دا
كه فضاي نمونه  دقت كنيد تنها در صورتي .كنيمكه در مورد احتمال آنها صحبت مي باشد هاييتمام پيشامد شامل كنيم تابه اندازه كافي بزرگ اختيار 

  هاي فضاي نمونه خواهد بود.مجموعهمتناظر با زير ،متناهي و شمارا باشد فضاي پيشامد
  كنيم: بندي ميشوند، به دو دسته طبقهفضاهاي نمونه را با توجه به تعداد اعضايي كه شامل مي

شمارا  آن رااي از اعداد صحيح واقع شوند، به يك با زير مجموعهاگر تعداد اعضاي فضاي نمونه بتوانند در يك تناظر يك : فضاهاي نمونه شمارا ـ1
  فضاي نمونه مربوط به پرتاب يك سكه شمارا و متناهي است. مثلاً ؛تواند متناهي يا نامتناهي باشدناميم كه ميمي

فضاي  مانند ؛ناميمناشمارا ميقرار داد ي از اعداد صحيح امجموعهدر تناظري يك به يك با زيرتوان نميكه را اي فضاهاي نمونه شمارا:ـ فضاهاي نمونه نا2
  نمونه مربوط به طول عمر قطعات توليدي كارخانه.

اگر نتيجه آزمايش  ،عبارتيه ب .باشد Aي از آزمايش است كه در برآمدكنيم درواقع منظورمان مشاهده صحبت مي Aزماني كه از وقوع يا رخداد پيشامد 
  توان از احتمال وقوع آن نيز صحبت به ميان آورد.ميرخ داده است و در آن هنگام  Aگوييم پيشامد ميتعلق داشته باشد   Aي باشد كه به برآمد

  :پردازيمدر اين قسمت به چند تعريف از احتمالات مي

 نتايج آزمايش تصادفي اگر كليه :احتمال كلاسيك  :4 تعريف n كه مختلف ناسازگار و همشانس باشند و در صورتي برآمدAn   هاي برآمدتعداد

Anبرابر  Aباشند، احتمال وقوع  Aپيشامد 

n
  باشد.مي 
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ها از برآمددر آزمايش پرتاب سكه متعادل يا تاس سالم، همه  ها به معني شانس يكسان براي وقوع از نظر شرايط آزمايش است، مثلاًبرآمدبودن  همشانس
  د.ننداشته باش ها اشتراكيآنمعني است كه به اين ها برآمدناسازگاري  شانس وقوع يكسان برخوردارند. ضمناً

4آس در يك دسته كارت بازي معمولي برابر  احتمال مشاهده خال ،مثالبراي 
  باشد.مي 4هاي آس برابر كارت است و تعداد خال 52است، زيرا فضاي نمونه شامل  52

 شامد موردنظر و تعداد برآمدهاي هاي پيبرآمدديديد در احتمال كلاسيك، محاسبه احتمال بر مبناي تعداد طور كه همان: احتمال فراواني :5 تعريف
باشد احتمال آن يك است و اگر  مياگر وقوع يك پيشامد حتهمچنين  .گرفتها انجام ميبرآمدفضاي نمونه مشروط بر همشانس بودن و ناسازگار بودن 

در پرتاب تاس  8ست و احتمال مشاهده عدد در پرتاب سكه برابر يك ا خط يا شيراحتمال مشاهده  مثلاً احتمال آن صفر است. ،عدم وقوع آن محرز باشد
اما مشكلي كه در اين نحوه استدلال وجود دارد در  ؛شيوه استدلال بر اساس قياس استوار است ،در محاسبه احتمال در حالت كلاسيك سالم برابر صفر است.

ي ممكن نامتناهي هابرآمداگر تعداد  اما .مطمئن باشيم ،يا تاستوانيم از متعادل بودن يك سكه ما چگونه مي مثلاً .هاستبرآمداطمينان از همشانس بودن 
به اين  .كنيممياز احتمال پسين يا فراواني استفاده  ؛ پستوان از احتمال كلاسيك ياري گرفتميباشد بايد تعريف احتمال را تا حدي تغيير داد، چرا كه ن

بيني با احتمالي نشأت گرفته قابل پيش برآمد يك در درازمدتپذيريم كه در انتها ميكنيم و صورت كه به دفعات زياد آزمايش را در شرايط يكسان تكرار مي

1در پرتاب تاس فراواني هر كدام از وجوه تاس به  ، مثلاًخورد وجود داردمياز يك نظم خاص كه در تكرار آزمايش به چشم 
 خيلي نزديك است و منطقي 6

بيني نوزادي كه در شهري معين از ايران پسر است يا دختر، بر اساس احتمال كلاسيك ممكن پيش ،مثالبراي با اين احتمال تقريب بزنيم. يا  آن رااست كه 
تقريب خاصي را  ،ي نسبيگروهي و مناسب از تولدها مرتبط ساخت و بر اساس فراوانانتخاب بخشي اين كار را با نتايج توان به طور اطميناننيست، ولي مي

 براي احتمال پسر بودن در نظر گرفت.

  اصول موضوعه احتمال

 A پيشامد و اعداد حقيقي بين صفر و يك ارتباطي ايجاد كنيم كه به آن احتمال وقوع S از فضاي نمونه Aدر اينجا قصد داريم بين هر پيشامد دلخواه 
شود و برد آن اعداد حقيقي بين ميتعريف  Sهاي تابع تمام زيرمجموعه دهيم. واضح است كه دامنه ايننمايش مي P(A) با نماد آن راگوييم و مي

  د.باشاند و شامل خود صفر و يك نيز ميصفر و يك
 تابع احتمال   :6 تعريفP[ ] (فضاي پيشامد)و برد اي با دامنه موعهيك تابع مج[ , ]1 كند:است كه در اصول زير صدق مي  
P(A)  داريم: A ـ براي هر 1 1  
P[S]  فضاي نمونه فرض شود، احتمال آن برابر يك است:  Sاگرـ 2 1  

      دو ناسازگار باشند و اگرهاي از پيشامدهاي دوبو... دنباله A1،A2اگر ـ 3
i

i

A





1
  :در اين صورت داريم   i iii

P[ A ] P[A ]
 

  11  

i ji j:A A    

  دهد.هاي يك تابع احتمال را بدست ميشود كه درواقع ويژگيدر بسياري از كتب آماري به اين اصول، اصول موضوعه احتمال يا اصول موضوعه كولموگروف گفته مي

 اگر  :7 قضيه داريم: ،بيانگر پيشامد تهي باشد  P[ ]    

 اگر  :8 قضيهA  آنگاه باشد، پيشامدي در                     :  P[A] P[A] 1  
A دانيم كهمي :اثبات A  و A A Sاين داريم، بنابر:  P[S] P[A A] P[A] P[A] P(A) P(A)      1 1  

 اگر :9 قضيه A  وB در اين صورت: ،دو پيشامد از فضاي پيشامد باشند  
P[A] P[A B] P[A B] , P[A B] P[A B] P[A] P[A B]         

 دلخواه  براي هر دو پيشامد  :10 قضيهA  وB  داريم:   P[A B] P[A] P[B] P[A B]     

P(Aآوردن رابطه  جهت به دستاثبات:  B)  كنيم كه توجه ميابتداA B توان به صورت اجتماع دو پيشامد ناسازگار را ميA  وCA B :نوشت و داريم  
C CP(A B) P(A (A B)) P(A) P(A B) (I)       

CBاز طرفي چون  AB A B ،  :پس داريم  
(I)C CP(B) P(AB) P(A B) P(A B) P(B) P(AB) P(A B) P(A) P(B) P(AB)          
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 كنيم، اگر سكه متعادل را با هم پرتاب مي دو :12 مثالA  پيشامدي باشد كه اولين سكه شير ظاهر شود وB د كه دومين سـكه شـير   پيشامدي باش
P(Aگاه ظاهر شود، آن B)  كدام است؟  

1( 1
4  2( 1

2  3( 3
4  4 (3

8  

 :3«گزينه  پاسخ«   
S    : داريم مسألهمطابق اطلاعات روش اول:  {(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)}  

A B={(H,H)}A {(H , H),(H ,T)}  ,  B={(H , H),(T , H)} ,  

P(A B) P(A) P(B) P(A B)       
2 2 1 3
4 4 4 4   

Aابتدا  روش دوم: B كنيم:ميمحاسبه  آن راو سپس احتمال كرده خص را مش  

A B {(H , H),(H , T),(T , H)} P(A B)  
3
4   

  
Aتوان احتمال مي  :6 نكته    B يم داد، مثلاً در مورد اجتماع سه پيشامد داريم:مرا به بيش از دو پيشامد نيز تع  

P(A B C) P[(A B) C] P(A B) P(C) P[(A B) C]           

 P(A) P(B) P(A B) P(C) P (A C) (B C)         

 P(A) P(B) P(AB) P(C) P(AC) P(BC) P(ABC)        
P(A) P(B) P(C) P(AB) P(AC) P(BC) P(ABC)        

 در يك باشگاه ورزشي  :13مثال3  ،ـ 13ر فوتبال و تنيس، نف 16نفر بدمينتون،  15نفر تنيس،  35نفر بازي فوتبال  نفـر   1دمينتون، نفر تنيس و ب
اين فرد در سه رشته  با چه احتمالي كه يك نفر از ميان اين باشگاه انتخاب كنيم،در صورتيدهند. سه ورزش را انجام مينيز هر نفر  5و  فوتبال و بدمينتون

  ؟فعاليت دارد

1( 5
3   2( 5

32  3( 5
34  4 (5

46  

 :اگر   »4«گزينه  پاسخA ،B  وC  در اين صورت داريم: فعاليت دارند، فوتبال، تنيس و بدمينتون  هايكه در رشتهباشد تعداد ورزشكاراني به ترتيب بيانگر  
n(A B C) n(A) n(B) n(C) n(AB) n(AC) n(BC) n(ABC)              3 35 15 16 13 1 5 46        

  :خواهيم داشت نتيجه دردر اين باشگاه فعاليت دارند، نفر  46بنابراين 
5
  P(فرد در هر سه رشته فعاليت داشته باشد)  46

  

 اگر   :11 قضيهA  وB دو پيشامد از فضاي پيشامد باشند وA B، آنگاه                  :  P[A] P[B]  

Aچون اثبات:  B، توان بنابراين ميB  را به صورتCB A (A B)    نوشت و با توجه به اينكهA  وCA B داريم:  ،ناسازگار هستند  
C CP(B) P(A (A B)) P(A) P(A B)      

CP(Aچون  B)   شود. بنابراين نتيجه مطلوب حاصل مي  

 كه  در صورتي نامساوي بول:  :12يه قضA1 ،A2 و ...،nA داريمباشند هاشامدهايي از فضاي پيشامديپ ،:  

  n n
i iii

P[ A ] P[A ]  11  

 سه تايي فضاي احتمال  :7 تعريف :,P[ ]) (S,ناميم كهرا فضاي احتمال مي S فضاي پيشامد و    ،بيانگر فضاي نمونهP[ ] ،   تابع احتمـال بـا
  باشد.مي دامنه 

 براي پيشامدهاي دلخواه نامساوي بونفروني  :13 قضيه :A1 ،A2 و ...،nA داريم:  
n n

i i
ii

P A P(A )


 
   

 


11
1  
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  احتمال شرطي  

مشروط بر اينكه قبلاً  ،محاسبه شودپيشامدي خاص لازم است كه مواجه شويم هايي در مسائل احتمال و محاسبه احتمال پيشامدها، ممكن است با وضعيت
  گونه موارد با احتمالات شرطي سروكار داريم.در اين .د ديگري رخ داده باشدپيشام
 اگر  حتمال شرطي:ا :8 تعريفA  وB از فضاي احتمال  دو پيشامد در,P[ ]) (S, پيشامد  باشند، احتمال شرطيA  به شرط وقوع پيشامدB  را
  كنيم:زير تعريف مي ه صورتب

P(A) P(A B)
P(A | B) , P(B) , P(B | A) , P(A)

P(B) P(A)
   

   

 :نتيجه    P[A B] P[A | B].P[B] P[B | A].P[A] P(A B) P(B | A).P(A)      
 كه حداقل يكي از  احتمال دو شير به شرط آنكه سكه اول شير باشد و  ير به شرط آناحتمال دو ش كنيم،دو سكه سالم را با هم پرتاب مي :14 مثال
  شير باشد، به ترتيب كدامند؟ها سكه

1 (1
1و  2

4  2 (1
1و  3

4  3 (1
1و  2

3  4 (1
1و  2

2  

 :اگر  »3«گزينه  پاسخA1  وA2 داريم: ،به ترتيب پيشامدهاي مربوط به شير در سكه اول و شير در سكه دوم باشند  

P[A A ]
P[A A | A ]

P[A ]
  1 2

1 2 1
1

1
14

2 2
4

  

    P[(A A ) (A A )] P[A A ]
P[A A | A A ]

P[A A ] P[A A ]
   1 2 1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1
14

3 3
4

    
 

 

A  :توجه كنيد كه A A A (A A ) (A A ) A A  1 2 1 2 1 2 1 2 1 2      

  

 اگر   :14 قضيه :پيشامد تهي محسوب شود داريم  P( B) P( )
P[ | B]

P(B) P(B)

 
   

   

 فرض كنيد   :51 قضيهA,B در اين صورت داريمباشد ،:  P[A |B] P[A | B] 1  
 يشامد نسبت بخت پ :9 تعريفA : امد شكه چه نسبتي بين شانس وقوع پيكند مياين نسبت بيانA آيد: و عدم وقوع آن وجود دارد و به صورت زير بدست مي  

C

P(A) P(A)

P(A)P(A )


1  نسبت بخت پيشامد =A  

  . است» 1به  K«حت اين فرض توان گفت كه شانس صباشد، آنگاه مي Kتوجه كنيد در صورتي كه نسبت بخت صحت يك ادعا يا فرض برابر 

 براي فضاي احتمال احتمالات كل :61 قضيه :,P[ ]) (S,  اگرB1 ،B2 و ...،nB كه در  دو ناسازگار باشندهبوهاي داي از پيشامدمجموعه

n  صدق كنند: روهروبشرايط 
i ii

S B , P[B ] , i , ,...,n  1 1 2  

  :داريم A در اين صورت براي هر

  n
i ii

P[A] P[A | B ].P[B ] 1  
nدر صورتي كه     ، داريم: باشد 2

  C C CP(A) P(AB) P(AB ) P(A | B)P(B) P(A | B )P(B )    

يك پيشامد را با مشروط كردن نسبت به وقوع و يا عدم وقوع پيشامد ديگر محاسبه كنيم. درواقع در  وقوع كند تا احتماله به ما كمك مياين رابط
توان اما به سادگي با مشروط كردن آن نسبت به پيشامد ديگر مي ،محاسبه احتمال وقوع يك پيشامد به طور مستقيم مشكل است ،بسياري از موارد

  به دست آورد.  آن رال احتما
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  فصل سوم

  »بسندگي و كامل بودن«
  بسندگي

در حـالي   ،ي مناسب تا حد امكان خلاصه كنـيم توسط يك آماره هاي خام راگونه بيان كرد كه ما علاقمند باشيم دادهتوان اينها را ميمفهوم بسندگي آماره
بدهـد كـه خـود     كه عيناً همان اطلاعاتي را در مـورد  از نمونه هستيم  عيتاب به دنباليعني  ؛ي و كيفي ثابت بماندها از نظر كمكه اطلاعات موجود در آن

  شود.بسنده است و از اين رو يك آماره بسنده ناميده مي ،دهد. چنين تابعي به منظور اهداف برآوردنمونه مي
nTيآماره .بستگي ندارد است كه به پارامتر مجهول Xتابعي از  Tهمانطور كه گفته شد، آماره  t(X ,...,X ) متغيـر   nيك متغير تصادفي است كه  1

ايجاد استنباط در مورد جامعه براي مـا  در اي جهت استفاده از حقايق كافي نهفته در نمونه سازي و تلخيص دادهكه اين فشرده سازدمي ترتصادفي را فشرده
اي هسـتيم كـه بيشـترين    جوي يافتن آمـاره تكنند و ما در جس) ايجاد ميX(برد ها در واقع افرازهاي خاصي را بر روي توجه كنيد كه آمارهاهميت دارد. 

  ايجاد كند. تلخيص را بر روي

  آماره و افراز

ها فضـاي نمونـه   اجتماع تمام آن دو مجزا باشند و ضمناًاگر دوبه ،دهندمي Sو ... تشكيل يك افراز روي فضاي نمونه  A2و  A1هاي مجموعه ،تعريف بنابر
i  عبارتي داشته باشيم:   باشد. به ji) i j :A A  i

i
ii) A S              

را بـه صـورت    xAزيـرا اگـر    ؛كنـد ايجـاد مـي    Sباشد، افـرازي روي  به مجموعه مقادير آن مي Sكه تابعي از فضاي نمونه  Xي يك متغير تصادفي از طرف
{w s X(w) x}  در اين صورت داريم:  ،تعريف كنيم  ix

i
ii) A S x xi) x x A A   1 21 2             

. يـا اگـر از يـك توزيـع     است 1يا  هاي لفهبعدي با مؤ nاي از تمام بردارهاي مجموعه گاه آن ؛بگيريم تاييnيك نمونه فرض كنيد از يك توزيع برنولي 
n(xاي كه به صورت تابعي از در اين صورت آمارهبعدي است.  nيك فضاي اقليدسي  نرمال نمونه بگيريم، آنگاه ,..., x افـرازي   ،شـود در نظر گرفته مي1(

شـود.) بـراي   مـي  است كه اجتماع آنهـا   دو مجزاي هاي دوبهمجموعهراي از زيمجموعه كنيم كه يك افرازكند. (يادآوري ميالقا يا تعريف مي بر 
  به مثال زير توجه كنيد. Tتفهيم افراز آماره 

 فرض كنيد :1مثالX ,X ,X1 2 )Bمتغيرهاي تصادفي مستقل با توزيع يكسان 3 , )1 در اين صورت: .باشند  
  {( , , )( , , )( , , )( , , )( , , )( , , )( , , )( , , )}  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1             

T(X)را به صورت Tحال اگر  X X X  1 2   ي ايجاد شده را به دست آوريد.اهزارمجموعه اف ،تعريف كنيم 3

 :پاسخ   E {x : T(x) } {( , , ) ( , , )( , , )}       1 1 1 1 1E {x : T(x) } {( , , )}        
  E {x : T(x) } {( , , )}  3 3 111E {x : T(x) } {( , , )( , , )( , , )}    2 2 1 1 11 1 1 

T(X)ي واضح است كه آماره X X X  1 2  ـ3و2و1و( كه با هشت نقطه سروكار داشته باشيم تنها با چهار نقطـه باعث شد كه به جاي اين3 رو ه) روب
Tدر اينجا اگر  سازد.باشيم و اين مفهوم تلخيص اطلاعات را نمايان مي 1 اي بيان شود،  نقاط نمونه( , , ), ( , , ),( , , )1 1 1      رسند متناظراً به ذهن مي

Tتنها با استفاده از  يعنيو با چنين دانشي  1  1مقدار
  آيد. دست ميه(پارامتر مجهول) ب pبراي  3



  
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  185  احتمال و آمار رياضي

 يمجموعـه  4فضـاي نمونـه را بـه     Tي هدر مورد پارامتر مجهـول گـردد. آمـار   نبايد منجر به از دست دادن اطلاعات مهم و اساسي  سازي و تلخيصتا فشردهدر اين راس
E،E1،E2 وE3 ه مانندبعضي اوقات دو آمار .افراز كردT1وT2از نظر اهـداف بـرآورد    در اين صورت اين دو آماره .كنندمي افرازهاي يكسان روي فضاي نمونه ايجاد

  اير آن.، نه مغاندهما، افرازهاي القاء شده توسط آماري ديد تر زاويهسادهبه بيان  .يرند اهميت نخواهد داشتگها ميند و اختلاف در مقاديري كه آناپارامتر يكسان
بـه   Aحتمـال شـرطي   هـا برقـرار اسـت و همچنـين ا    افرازهاي يكسان ايجاد كنند، آنگاه تناظر يك بـه يـك بـين آن   T2وT1اگر دو آماره  :1نكته   

ــرط Tش t1 ــرطي    1 ــال ش ــد احتم ــرط  Aهمانن ــه ش Tب t2 ــت2 ــتند)    t2وt1( اس ــاظر هس ــاي متن ــا افزاره ــاظر ب ــادير متن ــي ،مق  يعن
P(A | T t ) P(A | T t )  1 1 2   وجود دارد كه:  gره با افراز يكسان تابعي يك به يك مانند براي دو آما ،در واقع. 2

T g(T ),T g (T )  1
1 2 2 1  

 افراز :1تعريف* يك تلخيص افراز شود، اگر هر مجموعه افراز شدهگفته مي* فراز شدههاي ااجتماعي از مجموعه .باشد  
 فرض كنيدآماره بسنده :2تعريف :nX , ,X1  اي تصادفي از تابع چگالينمونهf (x, ) يآمـاره  .باشـدnS s(X , ,X ) 1      را يـك آمـاره بسـنده

nXطي، توزيع شرsاگر و فقط اگر براي هر  ،گويند ,X , ,X1 2   با معلوم بودنS=s به .بستگي نداشته باشد  
  به مقادير نمونه جهت انجام استنباط در مورد پارامتر مجهول نيازي نيست.  معلوم باشد  Sكند كه در صورتي كه مقدار اين تعريف بيان مي

نيز بسنده است و در واقع بين اين دو آماره تنـاظري يـك     Uآماره ،ايجاد كند Tنيز افرازي همانند  Uبسنده باشد و آماره  Tاگر آماره ) 1 :2نكته   
  نيز بسنده است.  Uي هآمار، باشد Uي هاي بسنده و تلخيصي از آمارآماره T) اگر 2 به يك برقرار است.

  كافي و بسنده است. Sو اين يعني  داريمبه اطلاعات كافي دسترسي  S=sبين آن است كه با در دست داشتن م 2تعريف  :3نكته 
اين كار در اصل به منظور تسريع و افزايش دقت در برآورديابي انجـام   .ها چيستپيش آيد كه هدف از تلخيص داده ممكن است اين سؤال براي خواننده

 هيم كرد.ابعدي كار خوبعدي در فضاي يك nبه جاي كار در فضاي مثلاً چرا كه ؛صول آتي به تفصيل به آن خواهيم پرداخت)پذيرد (كه در فمي

 فرض كنيد :2مثالnX , ,X1   يك نمونه تصادفيn  با پارامتر پواسونتايي از توزيع    كـه  باشـد، بـه طـوري( , ) .     آمـاره بسـنده بـراي
  كدام است؟ پارامتر

1 ((n)X  2 (( )X 1  3 (
n

i
i

X



1
  4 (( ) (n)(X ,X )1  

 :با فرض روش اول:  »3«گزينه  پاسخnx (x ,x , ,x ) 1 2  :داريم  

n
i

ii
x

x nn

nii
i

i

e ef (x)
x !

x !

  







 

 


1

1
1

  

و
n

i
i

S(X) X P(n )


 
1

بنابراين اگر ؛nX (X , ,X ) 1


 وnx (x , , x ) 1


، آنگاه:  

n nP(X x , ,X x ,S(X) s)
P(S(X) s)
  




1 1
n nP(X x | S(X) s) P(X x , ,X x | S(X) s)     1 1  

in
s

i
i

i

s! ; s x
n x !

; s x


 
 

 





1



n n
i

i

P(X x , ,X x ) ; s x
P(S(X) s)

; s x

    








1 1







  

  ي بسنده براي پارامتر مجهول است. يك آماره S(X)پس  ،بستگي ندارد چون چگالي مربوطه به 

تابعروش دوم: 

n
i

ii
x

x nn

nii
i

i

e ef (x)
x !

X !

  







 

 


1

1
1

تنها از طريق 
n

i
i

X



1
پس ؛تگي داردبس هب 

n
i

i
X




1
  است.  براي بسندهيك آماره  

ــرارداد ــه بعــد منظــور ق ــن ب nXاي از متغيرهــاي تصــادفي ماننــد (مجموعــه Xاز  : از اي ,X , ,X1 ــر تصــادفي  x) و 2 ــاديري از متغي ماننــد  Xمق
n(x ,x ,..., x )1   باشد.مي 2
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 فرض كنيد :3مثالnx ,x , ..., x1 كه  در اين صورت نشان دهيد باشد. ، يك نمونه از توزيع هندسي با پارامتر 2


n

i
i

s(x) X


 
1

يك آماره بسـنده   

  اولين موفقيت در نظر بگيريد.  ها تا حصولرا تعداد شكست Xاست.  براي 

  :تابع چگالي به صورت پاسخx(x , , ,...) f (x) ( )     1 2   داريم:  1
n

i
i

xn n
n

i i
ii

f (x) f (x ) ( ) ,s(x) X NB(n, )
 




      1

11
1

 
 n و sn s

f (s) ( )
s

  
    
 

1 1  

  دهيم: حال توزيع شرطي زير را تشكيل مي
n n

n n

P (X x ,...,X x ,S(x) S)
P [X x ,...,X x | (S(x) s)]

P(S(X) s)




  
   



1 1
1 1




 

n
i

i
xn n nn n

i i
i n s i
n

ni
i i

i

P (X x ,...,X x ) ( ); x S ; x SP (S(X) S) n s
( )

s
; x S

; x S



  




 
                  

  
 

  
 

 




11 1
1 1

1
1

1
1 1




n
i

i

n
i

i

x S
n s

s

x S








  
   


 






1

1

1
1

 

بنـابراين   ؛بسـتگي نـدارد   كه توزيع شرطي مذكور به پارامتر واضح است 
n

i
i

S(X) X



1

از طرفـي  شـود.  محسـوب مـي   يـك آمـاره بسـنده بـراي      

توانستيم بگوييم تابعمي
n

n
i

j
f (X) ( ) X


    

1
ها از طريقتن 1

n
i

i
X




1
  است.  يك آماره بسنده برايبنابراين  بستگي دارد؛ به 

 

 نيمن) آماره -بندي فيشر(دسته :1قضيهS(X) براي پارامتر  اگر و تنها اگر توابع غيرمنفي  ،استبسندهg  وh بـه قسـمي كـه     ،دنوجود داشته باش
 ،fبراي هر (x) g( ,S(x))h(x)   كهبه طوريg( ,S(x)) فقط از طريقS(x)  بهx  و داشته بستگيh(x) به  نداشته باشدبستگي.  

به ايـن قضـيه،    باشد.ي توأم نيز ميي بسندهآماره rگيرد و قابل تعميم بهي بسنده بسيار مورد استفاده قرار مياين قضيه براي يافتن آماره  :4نكته 
  شود. تجزيه به عوامل نيز گفته مي

 فرض كنيد :4مثالnX ,X , ,X1 2   يك نمونه تصادفيn  باشد. مقابلتايي از تابع چگالي احتمال  f (x) x ; x ,
      1 1   

  كدام است؟  آماره بسنده 

1 (
n

i
i

X



1
  

  

2 (
n

i
i

X

 2

1
  

  

3( n
i

i
X


 2

1

1  4 (
n

i i

i
X

 2
1

  

  
 :كنيم: را ايجاد مي 1دهيم و فرم مربوط به قضيه نمايي را تشكيل ميتابع درست »1«گزينه  پاسخ  

  
n n n

n
i i i

i i i
f (x) f (x ) ( x ) . g( , x )h(x)
 

  
      1

1 1 1
1 

بندي نيمن،ي دستهپس طبق قضيه
n

i
i

x



1
  تابع ثابت يك است). h(x)باشد (در اينجا مي يك آماره بسنده براي 

 

 فرض كنيد :5مثالnX ,X , ,X1 2   يك نمونه تصادفيnتايي از توزيع نرمال با ميانگين  و واريـانس2    كـه باشـد، بـه طـوري     
و  . گاه آماره بسندهآن( , ) 2  كدام است؟  

1 (
n n

i
i ii

, ( X )
X 

  2
2

1 1

1 1  2 (
n

iii
,

XX 
 2

1

1 1  3 (
n n

i
ii i

, ( X )
X 


 

1 1

1 11  4 (i iX , X  2  
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 :آوريم:ه را به دست ميتابع چگالي احتمال نمون  »4«گزينه  پاسخ  

  
n

i( ) exp[ (x ) ]22 2
2

12
2


   




n
i,

i
f (x) { exp[ (x ) ]}
 


  


2

2
221

1 1
22
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)م براينيمن آماره بسنده توأ ـ پس با توجه به قضيه فيشر , ) 2 ،
n n

i i
i i

( x , x )
 
  2

1 1
  باشد.مي 

 

X,S) ي يك به يك بينه رابطهك ياز آنجاي  :5نكته  و2(
n n

i i
i i

( X , X )
 
  2

1 1
X,S)،وجود دارد   شود.اي بسنده محسوب مينيز آماره2(

 توان گفتدقت كنيد كه نمي  :1تذكر
n

i
i

x



1
آماره بسنده و براي 

n

i
i

x

 2

1
بلكه ؛آماره بسنده است 2براي 

n n
i i

i i
( x , x )
 
  2

1 1
)براي توأمان  , )2  

  .بسنده است
 هايي چگاليپارامترخانواده يكها: خانواده نمايي چگالي :3تعريفf (.; )    تـوان آن را بـراي  كـه مـيx       و بـراي هـر  و بـراي

)c}  بيان كرد: مقابلبه صورت (.)dو (.)a(.)،b(.)،cانتخابي مناسب از توابع )d(x)}f (x; ) a( )b(x)e     
  به خانواده نمايي تعلق دارد.

  بينيد.مي 5باشد كه در مثال پارامتري نيز ميk اين تعريف قابل تعميم به خانواده نمايي

 فرض كنيد :6مثالnX , ,X1  نمايي هاي يك نمونه تصادفي از خانواده توزيعk- .پارامتري با تابع چگالي (يا تابع احتمال) زير باشد  

  
k

i i
i

f (x) a( )b(x)exp[ c ( )d (x)]


  
1

  

آماره بسنده توأم براي k(C ( ),C ( ), ,C ( ))  1   را بيابيد. 2

 :توان نشان داد كهراحتي ميبه پاسخ
n n

j k j
j j

( d (X ), , d (X ))
 
 1

1 1
 ي توأم براييك آماره بسنده (به عنوان تمرين اين كار را انجام دهيد) است  

  آماره بسنده مينيمال

ها بدون از دست دادن اطلاعاتي درباره پارامتر است و همچنين مشاهده كرديم كه بـيش از يـك آمـاره    همانطور كه قبلاً گفتيم منظور ما خلاصه كردن داده
ي آمـاره  هـاي بسـنده بـه انـدازه    اي از آمـاره اي هستيم كه هيچ مجموعـه دنبال آمارهه بسنده مينيمال ما ب آماره مورد . درداشته باشدوجود تواند ميبسنده 
  اكثر تلخيص را در بر داشته باشد.باشيم كه حداي ميآمارهو در واقع در جستجوي يافتن  ها را فشرده نكندنيمال دادهي ميبسنده

  به صورت زير است: هاي بسنده مينيماليك تعريف رسمي از آماره
 اگر و فقط اگر تابعي از هر مجموعـه ديگـري از    ،گويندميم را بسنده مينيمال ي توأهاي بسندهاي از آمارهموعهمج ي بسنده مينيمال:آماره :4تعريف

  هاي بسنده باشد.آماره

  ها  برقرار است.آنگاه يك رابطه يك به يك بين آن ،نيمال باشندو آماره بسنده ميد S2و S1اگر اما ؛فرد نيستهي بسنده مينيمال منحصربآماره :6نكته 
Tي بسنده مينيمال باشد و آماره Sاگر  :7نكته    h(S) كه به طوريh  آنگـاه   ،يك نباشديك بهT    زيـرا   ؛بسـنده نخواهـد بـودS    تـابعي از هـر

  ي ديگر است.ي بسندهآماره

 فرض كنيد  :2قضيهX      داراي تابع چگالي (يـا تـابع احتمـال) بـه شـكلP (x)   كـه بـراي هـر مقـدار ثابـت و ممكـن       باشـد. در صـورتي  ،

Pنسبت (x)
P (x)




  است. يك آماره بسنده مينيمال براي  S(X)آنگاه  ،باشدبستگي داشته   Xبه  S(X)تنها از طريق براي هر 
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 فرض كنيد  :7مثالnX ,X , ,X1 2   يك نمونه تصادفيnتايي از توزيع يكنواخت روي فاصله( , )  باشد. يك آماره بسنده مينيمال براي دست آوريد.هب  

1 (( )X 1  2 ((n)X  3 (
n

i
i

X



1
  4 (n

i
i

X



1
  

 :روش اول:  »2«گزينه  پاسخ  
n

n
i (n)

i
P (x) f (x ) u( x )
 


    

1
  

x(n)با فرض   :داريم  n
(n)

P (x)
( ) u( x )

P (x)

 




  








  

  است. بسنده مينيمال براييك آماره  x(n)در نتيجه ؛بستگي دارد xبه  x(n)از طريقنسبت مذكور 
nxروش دوم:  , ,x U( , ) 1    nx , ,x  1   (n)X   (n)X يمال براييني مآماره بسنده  .است  

 
  شفه: -نيمال به روش لهمنيدست آوردن آماره بسنده مهروش ب

ها بـراي خـانواده   مجموعهيك افزار از . در ساختن شودانجام مينظر  تشكيل افرازهاي آماره مورد اساسبردست آوردن آماره بسنده مينيمال هب ،در اين روش
f}ها يعنيچگالي داده (x) : }   كه بسنده باشد، براي هر نقطهx از فضاي نمونه، مجموعهD(x)شود:اي موجود است كه  به صورت زير تعريف مي  

D(x) {y : f (y) k(x, y)f (x)}      
,k(xكه  به طوري y) مثبت و مستقل از در واقع .شدباميD(x)مجموعه نقاط  بيانگرy  كه با نقطه است از فضاي نمونهx و اين بدين معني  اندمعادل

f  و خواهيم داشت: بستگي ندارد بهبراي اين نقاط (معادل)  yو  xها در نقاط است كه نسبت چگالي (x) k(x, y)
f (y)



  

  كنيم.با مثال زير اين روش را معرفي مي
 :تواند مفيد واقع شود.ي مينيمال ميي بسندهباشد و اكثراً در يافتن آمارهاين روش در واقع يك قضيه ميكه دقت كنيد  توجه  

 فرض كنيد :8مثالnX ,X ,...,X1 fتايي از توزيعي با چگـالي  nيك نمونه تصادفي  2 (x) ( x) ; x , ( , )        
2
2    .آمـاره   باشـد

  كدام است؟ نيمال براي بسنده مي

1 (( )X 1  2 ((n)X  3 (( ) (n)X X1
2  4 (( ) ( ) (n)(X ,X , X )1 2   

 :م:آوريدست ميهم نمونه را بابتدا توابع چگالي احتمال توأ» 4«گزينه  پاسخ  
nn n

i i i (n)n
i i
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2 2  

  به طريق مشابه داريم:
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  :بستگي نداشته باشد، بايد به 

n n
i i ( ) (n) ( ) (n)
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(n) (n) (n)

( x ) ( y ) (x , , x ) (y , , y )

u( x(n)) u( y ) x y
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)پس ) (n)(x , , x )1  براي نيمالبسنده ميه آمار يك  .است  
 

T(x)كنيم كه اگر را پيدا مي (T)اي آماره براي پيدا كردن آماره بسنده مينيمال، T(y)  ،نسبت بالا به آنگاه باشد .بستگي نداشته باشد  
)اگر و تنها اگر ،بستگي ندارد اين نسبت به  ) (n) ( ) (n)(x ,..., x ) (y ,..., y )1 (i)بنابراين؛ 1 (i)D(x) {y : y x ; i ,...,n}  1.  

) لذا ) ( ) (n)(X ,X ,...,X )1   است. يك آماره بسنده مينيمال براي 2
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گاه توزيع بستگي به يـك يـا چنـد پـارامتر ناشـناخته داشـته باشـد،        ي مينيمال در حالتي كه تكيههشفه براي تعيين آماره بسند -در استفاده از روش لهمن
  تواند مفيد باشد.دستورالعمل زير مي

nXفرض كنيد ,...,X1 م أيك نمونه تصادفي با تابع چگالي احتمال توf (x)باشد وkR.  
x  به دست آوريد. x براساس، مجموعه زير را xهاي يك نمونه تصادفي دلخواه براي يافته گام اول: { : f (x) }     
  به صورت زير تعريف كنيد: ارزي را روي فضاي نمونهرابطه هم گام دوم:

  
x y

x
x y f (y) k ;

f (x)
 



 
  


  

  يك مقدار ثابت و مثبت است. kكه در آن 
اي كه چنين افرازي را ايجاد كند، يك آمـاره  در نتيجه هر آماره ؛دهدميتشكيل را  نيمال براييك افراز بسنده ميبه دست آمده ارز اي هممجموعه كلاس

  نيمال خواهد بود.ميبسنده 

 فرض كنيد  :9مثالnX ,...,X1  يك نمونه تصادفيn آماره بسنده مينيمال براي ز توزيعي با تابع چگالي احتمال زير باشد.تايي ا( , )    كدام است؟  
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 :شفه داريم: -به كمك روش لهمن  »1«گزينه  پاسخ  
x  اول:گام  ( ){( , ) : , x }        1   
                  دوم:گام 
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بنابراين
n

( ) i
i

(X , X )

1

1
)آماره بسنده مينيمال براي  , )    .است  

 

 فرض كنيد   :10مثالnX ,...,X1  يك نمونه تصادفيn تايي از توزيعي با احتمالx   2 وf (x) 

  كدام است؟  نيمالآماره بسنده مي .باشد 1

1 (( )X 1  2 ((n)X  3 (( ) (n)(X ,X )1  4 ((n) ( )X X 1  

 :شفه داريم: -در اينجا نيز براساس روش لهمن  »3«گزينه  پاسخ  

)  گام اول: ) ( )
x (n) (n)

X X
{ | X } [ ,X ]      1 1

2 2  

  گام دوم:

  ( ) (n) ( ) (n)(x ,x ) (y , y ) 1 1
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( ) (n) ( ) (n)
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)بنابراين ) (n)T (X ,X )   يمال است.ينآماره بسنده م 1
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  اي اصلهبرآورد ف  

را از دو اي برآورد بازه يافتنمسأله  .ايهمانند برآورد نقطه ،اي هستيم كه دربرگيرنده پارامتر مجهول جامعه باشداي به دنبال فاصلهاي يا بازهدر برآورد فاصله
  اي خوب يا بهينه است.آوردگرهاي بازهاي مطرح است و در مرحله دوم تعيين برابتدا يافتن برآوردگرهاي بازه .دهيمبعد مورد بررسي قرار مي

 ــف ــازه  :13 تعري ــان:ب ــد  ي اطمين ــرض كني nXف ,X ,...,X1 ــه 2 ــالي  نمون ــادفي از چگ fاي تص (X)  ــر ــد. اگ nTباش t (X ,..,X )1 1 و  1
nT t (X ,..,X )2 2 Tدو آماره باشند كه  1 T1 Pو داشته باشيم2 [T ( ) T ]      1 ، در اين صورت نداشته باشدبستگي  به  كه در آن 2

T)بازه تصادفي  ,T )1 1يك بازه اطمينان  2   درصد براي( )   و است شود. ضريب اطمينان ناميده ميT1  وT2     را به ترتيـب حـدود اطمينـان
)بالايي و پاييني براي  )  نامندمي.T1 ن پاييني يكطرفه و حد اطميناT2  حد اطمينان بالايي يكطرفه براي( )  شود.ناميده مي  

  كميت محوريـ 1
 فرض كنيد   :14 تعريفnX ,X ,...,X1 fنمونه تصادفي از تابع چگالي  2 (x)  كنـيم  .فـرض مـي   باشـدnQ q(X ,X ,...,X ; ) 1  Qيعنـي   ؛2

nXتابعي از  ,X ,...,X1   نامند.را يك كميت محوري مي، آن بستگي نداشته باشد داراي توزيعي باشد كه به  Qباشد. اگر مي و  2

 فرض كنيد   :31مثالnX ,...,X1 اي تصادفي از نمونهN( , ) X)صورت در اين .باشد 9 )   وX
/ n
 

3
زيرا توزيع اولـي   ،كميت محوري هستند 

N( , )
n
  هر دو كميت محوري هستند.و بستگي ندارد  كدام به پس توزيع هيچ ،و دومي نرمال استاندارد است 9

 

  يروش كميت محور ـ2
كه به روش كميت محوري معروف است، ابتدا به دنبال يافتن يك  دست آوردن يك فاصله اطمينان براي هكارگيري روش متعارف و استاندارد براي بهدر ب

)ندارد، براي هـر  بستگي  به پارامتر  Qهستيم و با توجه به اينكه توزيع  Qكميت محوري، مثلاً  , ) 1  مقـادير ،a  وb     را كـه بسـتگي بـه   نـدارد
P  كنيم كه داشته باشيم:طوري اختيار مي (a Q b)    1  

P  داريم: ا حل نامساوي برحسب گاه بآن (T T )     1 2 1  
nXتوابعي از  T2و  T1كه در آن  ,X ,...,X1   خواهند بود. bو  aو  2
  فرد باشد.بهزومي ندارد كه منحصركميت محوري ل  :20نكته 

  

nXاگر  :21نكته  ,X ,...,X1 Fتايي از توزيع nيك نمونه تصادفي پيوسته  2 (x)   باشد، آنگـاه
n

i
i

Y( ) LnF (x) LnF (x ) 


     
1

2 2 

)داراي توزيع  n)2
)Yتوان در بسياري از موارد ميلذا  ؛است2 ) .را به عنوان كميت محوري استفاده كرد  

 فرض كنيد يك نمونه تصادفي   :32مثالn تاييnX , X , ... , X1 از توزيع  2 u( , ) ;   يك كميت محوري پيدا كنيد و همچنين يـك   .باشد
  بيابيد. اي فاصله اطمينان بر

 :پاسخ     (n)
( , ) ( , )

X
P( nLn ) 
      

2 2

2 2
2 2 12 1

( )
(n)X

Q nLn ;  
 2

22   

(n)
( , ) ( , )

X
P( Ln )

n n 
       

2 2

2 2
2 1 2

1 1 12 2  

  .جايي حد بالا و پايين را داريمپس جابه ،علامت منفي دارد n2از آنجا كه

(n)  شد:بامي روهروبپس فاصله به صورت  (n)( , ) ( , )
(X exp{ },X exp{ })

n n 
   

2 2

2 2
2 2 1

1 1
2 2  

  

  ـ روش عمومي (يا روش آماري) 3
)مند به تعيين يك فاصـله اطمينـان در سـطح    هدر چنين مواقعي اگر علاق ر به تعيين يك كميت محوري نباشيم.در مواردي ممكن است قاد )1   بـدون

  فاصله اطميناني به صورت زير خواهد بود. كميت محوري باشيم، روش عمومي براي يافتن چنين
nYفرض كنيد  h(X ,...,X ) يك متغير تصادفي پيوسته اسـت، اگـر    Yباشد. با فرض اينكه  ) براي UMVUEيا  MLEيك برآوردگر منطقي ( 1

g (Y)  نمايانگر تابع چگالي احتمالY با انتخاب توابع باشد ،h ( )1 وh ( )2 كهبه طوريh ( ) h ( )  1   و  2
h ( )

h ( )

P (Y h ( )) g (y)dy

P (Y h ( )) g (y)dy


 


 

     

     






1

2

1 1

2 2
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كه در آن     1 P  ، داريم:2 (h ( ) Y h ( ))      1 2 1  
hحال فرض كنيد ( )1  وh ( )2  توابعي اكيداً صعودي از در اين صورت داريم: ند. باش  

h ( ) Y h ( ) h (Y) h (Y)        1 1
1 2 2 1  

h)در نتيجه  (Y),h (Y)) 1 1
2 )يك خانواده از فواصل اطمينان در سطح 1 )1  براي .است  

 يك فاصله اطمينان براي  :33مثال .به روش عمومي پيدا كنيد  

 :پاسخ (n)t X  يك آماره بسنده است كهMLE  براي باشد.مي  

n
T

tf (t ; ) n( ) ; x    
 

1 1   

hمفروض، و 2و  1براي ( )1  وh ( )2 كنيم:را پيدا مي  
nn

n n nh ( )t [h ( )] h ( )
n n

  
          

1
1 1

1 1 1 1

nh ( ) h (n nn t( ) dt t dt
n

    
   

  1 11 1 1
1  

  

  و

n n nh ( ) ( ) h ( ) ( )         
1

2 2 2 21 1
n

n n
h ( ) h ( )

n t( ) dt t dt
n

  
 

 
   

  2 2
1 1 2

2  

)nnP(t  پس: ) t ) ;


           
11

2 1 1 21 1n nP( t ( ) )      
1 1

1 21 1  
 

  هاي برابر فاصله اطمينان با دم  ـ4
  اختيار شده در روابط زير صدق كنند: bو  Q  ،aاگر براي هر كميت محوري 

  

P (Q a) P (Q b) 


    2  
  

  

)هايي را فواصل اطمينان در سطح صورت چنين فاصله در اين )1 ناميم.هاي برابر ميدم با  

در روش عمومي نيز اگر
   1 2 )دست آمده يك فاصله اطمينان در سطح هاختيار شود، آنگاه فاصله اطمينان ب 2 )1 هاي برابر خواهد بـود.  دم با

  اند.در عمل بيشتر مورد توجه و استفادهدليل سادگي و عموميتشان هاي برابر به دم فواصل اطمينان با

 فرض كنيد  :34مثالX1،...،nX يك نمونه تصادفيn تايي از توزيعE( ) هاي برابر براي ميانگين جامعـه در سـطح   دم با ايفاصله. باشد( ) 1 
  دست آوريد.هب

1 (i i

( n, ) ( n, )

X X
( , )

 


 
 
2 2
2 1 22 2

  2 (i i

( n, ) ( n, )

X X
( , )

 


 
 

2 2
2 1 22 2

2 2  

3 (i i
( n, ) ( n, )

( X , X ) 


  2 2
2 1 22 2

  4 (i i
( n, ) ( n, )

( n X , n X ) 


  2 2
2 1 22 2

2 2  

 :2«گزينه  پاسخ«  i
( n)

X
Q  


 2

2
2


x

f (x) e ;
 


1X E( ) ;  

i i

( n , ) ( n , )

X X
P( )

 

     
 
 

2 2

2 2
2 1 2

2 2 1i
( n , ) ( n , )

X
P( ) 
     




2 2

2 2
2 2 1

2 1  

i  است: مقابلبه صورت  پارامتر پس فاصله اطمينان i

( n , ) ( n , )

X X
( , )

 
 
 

2 2

2 2
2 1 2

2 2  

a b

1 

2
2
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  ترين فاصله اطمينان كوتاهـ 5
Tرا طوري انتخاب كنيم كه اندازه  bو  a، اگر Qبراي هر كميت محوري  T2 ، يعني طول فاصله اطمينان مشاهده شـده، مينـيمم شـود، چنـين فاصـله      1

يافت شود كه فاصله اطميناني  Qخواهد بود. گاهي ممكن است كميت محوري ديگري نظير Qترين فاصله اطمينان بر پايه كميت محوري اطميناني كوتاه
  دهيم).هول و آماره بسنده قرار ميرا به صورت تابعي از پارامتر مج Q( كندرا ارائه  Qصله اطمينان مبتني بر پايه كميت محوري كوتاهتر از فا

تـرين  گاه كوتـاه د، آننسبت به محور عمودي متقارن باش Qاگر بعد فضاي پارامتر با بعد فضاي آماره بسنده برابر و توزيع كميت محوري   :22نكته 
  يكسان است. Qهاي برابر بر پايه دم ان بانيبا فاصله اطم Qفاصله اطمينان مبتني بر پايه 

  
ي برابـر  هـا دم حتي برخلاف فواصـل اطمينـان بـا    ؛هاي عمومي از پارامتر را نداردترين فاصله اطمينان خاصيت پايايي تحت تبديلكوتاه  :23نكته   

  شود.ترين طول حفظ نميخاصيت بهينگي براي توابع اكيداً صعودي يا نزولي نيز در فواصل اطمينان با كوتاه

  فاصله اطمينان براي تفاضل دو ميانگينـ 6
)Nتايي از توزيع mيك نمونه تصادفي  X1،...،mXاگر , ) 2

1 )Nتـايي از توزيـع    nيك نمونه تصادفي Y1،...،nYو  1 , ) 2
2 بـه  همچنـين   و باشـد  2

)هاي برابر در سطح دم فواصل اطمينان با ،فرض دو نمونه مستقل از هم باشند )1 زير است:ختلف به صورت در حالات م  
كه زماني) 1    1 فاصله اطمينان براي  آنگاه ،نامعلوم باشدو 2 1   برابر است با: 2

P(m n ,( ))
(X Y) t S )

m n
  

  
2 1 2

1 P(mو  1 n ,( ))
((X Y) t S

m n
  

  
2 1 2

1 1  

p  آيد: به دست مي روهروبست و به صورت واريانس آميخته ا pS2كه طوريه ب
(m ) (n )

S
m n

    


 

2 2
2 1 21 1

2  

زماني )2    1   شود كه:به سادگي تحقيق مي معلوم باشدو 2

((X Y) Z , (X Y) Z )
m n m n         

2 21 1
1 1 1 1  

فاصله اطمينان براي 1   است. 2

و اگر ) 3  1 X))  :آنگاه فاصله ،معلوم باشند و 2 Y) Z , (X Y) Z )
m n m n  
   

     
2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 1  

)يك خانواده از فواصل اطمينان در سطح  )1  براي( ) 1   باشد.مي 2
  له اطمينان براي نسبت دو واريانسفاص ـ7

)Nتايي از توزيع mيك نمونه تصادفي  X1،...،mXاگر  , ) 2
)Nتـايي از توزيـع   nيك نمونه تصـادفي  Y1،...،nYو  1 , ) 2

آنگـاه بـا فـرض     ،دباش ـ 2

براي  در سطح  فاصله اطمينان زير يك فاصله اطميناناستقلال دو نمونه، 



2
2
2
1

m)  است.  ,n , ) (m ,n , )
S S

( F , F )
S S

     2 2

2 2
2 2

1 1 1 1 12 2
1 1

  

  فاصله اطمينان مجانبي ـ8
f}هاي اي از متغيرهاي تصادفي با توزيعي از خانواده چگاليدنباله  X1،...،nXفرض كنيد  ; }  خواهيم يك فاصله اطمينان مجـانبي در  مي .باشد

)سطح تقريبي )1  براي دست آوريم. فرض كنيد هبn̂  برآوردگر درستنمايي ماكزيمم  بر پايهn توان مشاهده اول باشد. تحت شرايط مطلوب مي

nو واريانس  داراي توزيع تقريبي نرمال با ميانگين  n̂هاي بزرگnنشان داد كه براي  ( ) [nE( ln f (x )) ]


  


2 2 1
است. توجه داشـته باشـيد    1

nكه  ( ) 2 رائو براي واريانس برآوردگرهاي نااريب -كران پايين كرامر همان بنابراين براي  ؛استn:هاي بزرگ داريم               n

n

ˆ
N( , )

( )
  

 
1   

nتر هاي بزرگnتوان نشان داد كه براي يم. ميشودر مخرج كسر در برخي مسائل با مشكل مواجه مي اما به دليل ظاهر شدن 

n n

ˆ
ˆ( )

  
 

نيز داراي توزيع  

)Nتقريبي  , )1  است. بدين ترتيب برايn يهاي بزرگ فاصـله n n n
ˆ ˆZ ( ))   

nو 21 n n
ˆ ˆ( Z ( )   

يـك خـانواده از فواصـل اطمينـان      21

)طح تقريبيمجانبي در س )1  براي .است  
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 فرض كنيد  :35مثالX1،...،mX  وY1،...،nYيبهاي به ترتدو نمونه تصادفي مستقل از توزيعB( , )11  وB( , )21  باشند. يك فاصله اطمينان
مجانبي براي   1 )در سطح تقريباً  2 ) 1 دست آوريدهب.  

 :دانيم كه مي پاسخmX , ,X1  وnY , ,Y1 داراي توزيع برنولي با پارامترهاي( , )11 و( , )21 ها به صورت زير است:هستند كه ميانگين آن   

m n
( ) ( )

( ) , ( )
m n

     
     2 21 1 2 2

1 2
1 1

m n
ˆ ˆX , Y ;   1 2  

)Nيي زير داراي توزيع مجانبهاي بزرگ آمارهnو  mتوان نشان داد كه براي مي , )1 :است  

m n

m n

(X Y ) ( )
Q

ˆ ˆ( ) ( )

    


    

1 2
2 2

1 2
  

)بنابراين يك فاصله اطمينان مجانبي در سطح  )1 براي( )  1   برابر است با: 2
  

m m n n
m n

X ( X ) Y ( Y )(X Y ) Z
m n

 
   

21
1 mو  1 m n n

m n
X ( X ) Y ( Y )(X Y ) Z

m n

  
  

 21
1 1  
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  بندي شده فصل چهارمهاي طبقهتست  

 1 فرض كنيدـX1،...،nX يك نمونه تصادفي از توزيعي با تابع چگالي احتمال
( , )

f (x, ) x I (x)


     ؟كدام است براي MLEباشد.  1
  )75(سراسري 

1(
x

1  

  

2(
n

i
i

x



1

1  

  

3(
n

i
i

n

lnX



1

  4(

n

i
i

x

n



1  

  

2 ـ فرض كنيـدX1،...،nX      يـك نمونـه تصـادفي از توزيـع نرمـالN( , ) آوردگـر نااريـب بـه طـور يكنواخـت بـا كمتـرين        بر آنگـاه باشـد.   1
  )75(سراسري   برابر است با:  2براي  (UMVUE)واريانس

1(X2  2(X
n


2 1  3(iX

n
 21  4(i(X X)

n
 21  

 3 فرض كنيدـX1،...،nX از توزيعي با چگـالي  يك نمونه تصادفيf (x) exp( x) ; x ( , )            ،اگـر باشـد( )T X 1 ،
  )75(سراسري   .... است. ............ برآوردي برآوردگر درستنمايي ماكزيمم براي Tآنگاه 

  ) اريب و سازگار4  ) نااريب و سازگار3  ) نااريب و ناسازگار 2  ) اريب و ناسازگار1

4ـ فرض كنيدX1،...،nX ي تصادفي يك نمونهn تايي(n ) )Nاز توزيع 4 , ) 2 برآوردگر نااريب با كمترين واريانس براي آنگاه .باشد

2  برابر

  )75(سراسري   است با:

1(
u

X

(n )S 21
  2(

u

X

(n )S 23
  3(

i

(n )X

(x x)



 2
3  4(

i

(n )X

(x x)



 2
1  

 5 فرض كنيدـiX داراي توزيع پواسون با پارامتر و داراي توزيع پيشين نمايي با پارامتر براساس يك نمونـه تصـادفي   در اين صورت  .باشد
nتايي ازiX زيان درجه دومها و تحت تابعL (T(x) )     )75(سراسري   چيست؟ بيزي، برآورد 2

1 (B
(x n)ˆ
( )


 

 1  2(B
(nx )ˆ
(n )


 

 
1  3 (B

(n )ˆ
(nx )

 
 

1  4 (B
xˆ

( )


 

 
1
1  

6اي ـ در توزيع دوجملهX Bin(n , )  برآوردگري براي  به صورتx aT(x)
n a b




 
 aبه ازاي چه مقاديري از  Tگيريم. مخاطره در نظر مي 

  )75(سراسري   مينيمم خواهد بود؟ bو 
1(a b  1  2(a b 1  3(a , b 1   4(a b    

 7 فــرض كنيــدـــX1،...،nX نمونــه تصــادفيnتــايي از توزيــعU( , ) باشــد. اگــر
n

i
i

x x
n 

 
1

1،(n) nX max(X , , X ) 1 ،T x1 2 

(n)و
nT x

n


2
  )76(سراسري   باشند، گزينه صحيح كدام است؟ 1

1 (T1 برآوردكننده نااريباما ؛ستاT2 تواند برآوردكننده نااريبنمي .باشد  
2 (T2 برآوردكننده نااريب اما ؛استT1 تواند برآوردكننده نااريبنمي .باشد  
3 (T1وT2هايبرآوردكنندهشرط باV (T ) V (T ) 2     .هستند 1
4( T1وT2هاي نااريببرآوردكننده با شرطV (T ) V (T ) 1   .هستند 2

8 ـ نمونه تصادفيX1،...،nX چگالي  را با تابع


xe ,f (x, )
.w

    


كـاراترين برآوردكننـده بـراي   در نظر بگيريد. در اين صورت  

و  1

    )76(سراسري   واريانس آن عبارت است از:

1(X ريانس با وا
n2

1  2(
X

با واريانس 1
n2

1  3(
X

  n2با واريانس  n2  4(Xبا واريانس  1
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 9فرض كنيد ـY1،Y2 وY3تايي از توزيعي با تابع چگالييك نمونه تصادفي سه يهاي ترتيبآمارهf (x, ) 

يـك آمـاره نااريـب     باشند. آنگاه 1

  )76 سري(سرا  عبارت است از: براي

1( y2
2  2( y12  3( y33  4( y14  

10 ـ فرض كنيدnX (X , ..., X ) هـاي  بسـنده بـراي خـانواده توزيـع    يـك آمـاره    Tيـك آمـاره و    F ،Sتايي از توزيـع  nيك نمونه تصادفي  1
{F : }   باشد. اگرXI ( )  نمايانگر اطلاع فيشر بر پايهX 76(سراسري   گزينه صحيح كدام است؟ ،باشد(  

1(X T SI ( ) I ( ) I ( )      2(X T SI ( ) I ( ) I ( )      3(T X SI ( ) I ( ) I ( )      4(X S TI ( ) I ( ) I ( )      

 11ـ هرگاهX1،...،nX يك نمونه تصادفي از توزيع( , )

  )76(سراسري   برابر است با: يك آماره نااريب با كمترين واريانس براي آنگاه باشد، 11

1 (x  2 (nx  3 (
i

(n )

x




1  4 (ix

(n )


1  

12هاي برنولي با پارامتر اي از آزمايشـ دنبالهp  را در نظر بگيريد. اگرX ها در تعداد موفقيتn 79(سراسري   ؟گزينه صحيح كدام است ،آزمايش اول باشد(  

نااريب ) برآوردگر1
p

  توان نوشت.طور صريح نميهرا ب اما آن ؛وجود دارد Xبر پايه  1

نااريب )  برآوردگر2
p

  وجود ندارد. Xپايه  بر 1

3 (
X

نااريب برآوردگر 1
p

  است. 1

4 (
X 

2
نااريب  برآوردگر 1

p

  است. 1

 13هاي برنولي با پارامتراي از آزمايشـ دنبالهp را در نظر بگيريد. اگرX هاي لازم تا حصولتعداد آزمايشr     موفقيت باشد، گزينـه صـحيح كـدام
  )76(سراسري   است؟

نااريب ) برآوردگر1
p

x) 2  .وجود ندارد 1

r
نااريب يك برآوردگر 

p

  است.1

3 (r

x
نااريب آوردگريك بر

p

x) 4  است.  1

r




1
نااريب يك برآوردگر 1

p

  است. 1

14گاهـ هرX1،...،nX يك نمونه تصادفي از توزيعي با تابع چگاليx
f (x; , ) exp{ ( )} x

 
       

 
1

1 2 1
2 2
 MLبرآورد  اهآنگ، باشد 1

  )76(سراسري   يك از مقادير زير است؟كدام 2(حداكثر درستنمايي) پارامتر

1(i ( )X nX 1  2((n) ( )X X 1  3(i ( )(X X )
n

 1
1  4(( )X 1  

 15 ـX ميانگين يك نمونه تصادفي از توزيعb( , )1     است. برآوردي كه به طور يكنواخت داراي حداقل واريانس در ميان كليـه برآوردهـاي نااريـب
  )76(سراسري   است، برابر است با: Xبراي واريانس

1 (x( x)

n

1  2 (x( x)1  3 (nx( x)1  4 (x( x)

n




1
1  

16 ـX يك تك مشاهده از چگالي احتمالx   وxf (x; ) x e  2  است. يك بازه اطمينان(CI)  با ضريب اطمينان 1  براي :برابر است با  
  )77(سراسري 

1(
( , ) ( , )

( , )
X X

 
 

2 2

2 2
4 1 4

  2(
( , ) ( , )

( , )
X X

 
 

2 2

2 2
3 1 3

2 2  3(
( , ) ( , )

( , )
X X

 
 

2 2

2 2
4 1 4

2 2  4(
( , ) ( , )

( , )
X X

 
 

2 2

2 2
1 4 4
2 2  
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  2هاي آزمون 

توزيع مجانبي نسبت درستنمايي  شامل اين بحث .كنيممعرفي مي ،دهندي دو را دخالت ميكها را كه به طريقي توزيع ي از آزمون فرضدر اين بخش تعداد
يـز  يافته را نتوزيع مجانبي نسبت درستنمايي تعميم بخششود. در اين هاي توافقي ميهايي مربوط به جدولهاي نيكويي برازش و آزمونتعميم يافته، آزمون

از  .گيـريم حجـم نمونـه را بـزرگ در نظـر مـي      دست آوردن توزيع آن،هاي ساده نباشد، براي بقابل تبديل به آماره LRT آمارهدر صورتي كه  كنيم.بيان مي
)ي در فاصله (x)كه آنجايي , )1 ت و بالطبع براي هر مقدار ثاب ،شودتوزيع ميKي ، آمارهU KLn (x)  2 ي روي فاصله( , ) ؛شودتوزيع مي 

  باشد.  2داراي توزيع  Uرا بايد طوري انتخاب كنيم كه  Kبنابراين 
 فرض كنيد :2قضيهnX , ,X ,X2 1 م أواي تصادفي با چگالي تنمونهnX , ,X nf (x , ,x ; )1 1   باشد كه در آنk( , , )   1   اسـت 

  .كندكه اين چگالي كاملاً در شرايط كلي نظم (شرايط مطلوب) صدق مي كنيدفرض  و
.در آزمون فرض  r. r. i i.H : , , ,H : , i r          1 1 1   كه در آن. r., , 1   معلوم وk r, ,   1 ند، هنگامي كه انامعلومH 

nlogحجم نمونه بزرگ است،  nدرست و  2  تقريباً داراي توزيع خي دو باr .درجه آزادي است  
  در نظر گرفت: زير توان به دو طريقدرجه آزادي توزيع مجانبي خي دو را مي

: به عنوان تعداد  : به عنوان تفاضل ابعاد        شوند.مشخص مي Hپارامترهايي كه با اولاً   .و  ثانياً
H شود اگر و تنها اگررد ميn ( )log (r)   2

2(r)كه در آن  12
)برابر چندك 1 )1 ي دو با كام توزيعr .درجه آزادي است  

 فرض كنيد  :17مثال
i iin ix , ... ,x iتوزيع  نمونه تصادفي مستقل با 1 iN( , )   ؛i , , 1 2 دهيم.  را انجامير آزمون ز  LRTخواهيم به روش مي .باشد 3

iهاي بزرگ  inناحيه رد آزمون مجانبي را براي , , 1 2   مشخص كنيد. 3
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  گيري از توزيع نرمالنمونه 

  پردازيم.ها ميهاي مربوط به پارامترهاي توزيع نرمال و ناحيه بحراني آنبه معرفي آزمون فرضدر اين قسمت 
  هاي مربوط به ميانگين آزمون

  يك جامعه نرمال: ـ1

)2 (نامعلوم  H :
H :

  
    1

 


  (ب 

  

)2 (معلوم  H :
H :

  
    1

 


  (الف 

: X ( )Z
n 


   1 ناحيه بحراني  

XTفرض كنيد S
n


  باشد، آنگاهH اگر  ،شودرد ميT C اگر  توجه كنيد( باشد   نگاهباشد، آ T  داراي توزيعt  با(n )1 .درجه آزادي است(  

)2 (معلوم  H :
H :

  
    1

 


  (ج 

Hاگر بازه اطمينان زير ،شودرد مي .را دربرنداشته باشد  
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X Z X Z
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1 12 2
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1 2
]برابر چندك   ]1   ام توزيع نرمال استاندارد است.2
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Hزير اگر بازه اطمينان  ،شودرد مي .را دربرنداشته باشد  
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1 1 1 12 2
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t 
 1 12

]برابر چندك   ]1 n)استيودنت با  tام توزيع 2 )1 .درجه آزادي است  

  :ايدوجامعه برابري ميانگين ـ2
H :
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1 2
1 1 2
                     ياH :

H :
  

   

1 2
1 1 2
 الف)  

H اگر و تنها اگر ،شودرد ميT t (n n )  1 1 2 2.  
t (n n )  1 1 2 )برابر چندك 2 )1 ام توزيعt با n n 1 2   درجه آزادي است و  2
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    :برابري چند ميانگين ـ3
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  شود.واريانس يكطرفه تلقي مي آناليزاين قسمت اغلب به عنوان 
  هاي مربوط به واريانسآزمون

  براي يك جامعه: ـ1
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  براي دو جامعه: ـ2
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H اگر و تنها اگر  ،شودرد ميR بزرگتر از( )F (n ,n )  1 1 21 )را برابر چنـدك   باشد كه آن 1 )1  ام توزيـعF   بـا(n )1 n)و 1 )2 درجـه   1
  .گيريمدر نظر ميآزادي 
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1 1 2
  (ب 

H اگر و تنها اگر  ،شودرد ميR كوچكتر از( )F (n ,n )  1 1 21   .باشد 1
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H اگر  ،شودرد ميR .كوچك يا بزرگ شود  
H اگر و تنها اگر  ،شودپذيرفته ميk R k 1   شود. شوند كه آزمون داراي اندازه طوري انتخاب مي k2و  k1، كه در آن 2

  :ايچندجامعه ـ3
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1

)اگر و تنها اگر  ،شودرد مي Hاست، آنگاه  1 )log (k )    2
1 1.  

( ) (k ) 2
1 )چندك  1 )1 ي دو با توزيع ك(k )1 .درجه آزادي است  

  هاي نااريبآزمون

 احتمال رد شدن  هاي نااريب:آزمون :16تعريفH  هنگامي كه نادرست است حداقل به بزرگي احتمال رد شدنH    در هنگامي است كـه درسـت
  است. يعني:

  : ( ) , : ( )           1  :و ياSup ( ) inf ( )
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  باشد. نيز مي در سطح  نااريب، يك آزمون در سطح  TUMPدقت كنيد كه هر آزمون 
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   ) 1آزمون(     
  

  
  

 1 سه كلاس چهارم دبيرستان هاي تهران در يكي از دبيرستانـA، B  وC هـا در امتحانـات   آموزي از اين كـلاس كه دانشوجود دارد كه احتمال اين

1به ترتيب برابر ،پايان ترم موفق شود
2، 1

1و  3
1به ترتيب برابر  ،باشد هاآموزي متعلق به اين كلاسكه دانشاحتمال اين .است 2

2 ، 1
1و  4

  باشـد. مـي  4

  تعلق داشته باشد كدام است؟ Bكه به كلاس اينآموز انتخابي در امتحانات پايان ترم موفق شده باشد، احتمال اگر يك دانش

1 (1
11  2 (2

11  3 (3
11  4 (4

11  

 2 سه پيشامد ـA ،B  وC .كنيد فرض را در نظر بگيريدP(C) P(B) P(A) 2 و  4 P(A B C) P(A) و  Aناسـازگار،   Bو  Aاگر  .باشد5
C  مستقل وB  وC  نيز از هم مستقل باشند، احتمال پيشامدA  :برابر است با  

1 (1
7  2 (1

8  3 (1
5  4 (1

6  

 3 اگر ـS ضاي نمونه باشد و فA دلخواه در اين فضا باشد  يك پيشامد،P(A | S)1  كدام است؟  
1 (  2 (1  3 (P(A)  4 (P(A )  

 4 اگر ـX ,..., X1 1  يك نمونه تصادفي از توزيعU( , )1  باشد، در اين صورت واريانس آماره ترتيبي سوم كدام است؟  

1 (1
121  2 (2

121  3 (3
121  4 (4

121  

 5 اگر ـZ ,...,Z ,Z6 2 Zيد رياضي متغير ام صورتاين  در ،تايي از توزيع نرمال استاندارد باشد6يك نمونه تصادفي 1 Z Z
T

Z Z Z
  1 3 5

2 4 6
  كدام است؟  

1 (  2 (1  3 (3  4 (وجود ندارد.  

 6 متغير تصادفيـ  داراي تابع توزيعx R وX x
F (x)

e


 2
1

1
  باشد. ميانه اين توزيع برابر است با: مي 

1 (1  2 (  3 (Ln2  4 (e2  

 7 تصادفي  متغيراگر تابع مولد گشتاور ـX  به صورتt(e )
XM (t) e  2 P(Xمال باشد، مقدار احت 1 )   كدام است؟  2

1 (e 21  2 (e 21 3  3 (e 31  4 (e 31 3  

 8 6است كه شده هاي انجام شده معلوم براساس بررسيـ 1اي كنكور سراسري خانم هستند. در يك نمونه تصادفي به حجـم  هدرصد قبولي   از
  تابع توزيع تجمعي نرمال استاندارد است.)  كدام است؟ ( ،نفر آقا باشند 16كه حداقل احتمال آن ،هاي كنكورقبولي

1( 2
3  2 (1

3  3 (( ) 24  4 (( )1 24  

 9 در شكل زير ـF(x)  تابع توزيع متغير تصادفيX  است. مقاديرP(X ) P(Xو  2 )   به ترتيب كدام هستند؟ 4

1 (,1 3
4 4  2 (,3 2

4 4  

3 (, 11 4  4 (,3 1
4 4  

  (ساده) )A( : سطح آزمون                                                         54 : الاتؤتعداد س

1 2 3 4
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1

X

F(x)
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 10 فرض كنيد توزيع توأم دو متغير تصادفي ـX1  وX2  به صورت زير باشد. مقدارP(X , X ) 1 23   كدام است؟  2

1 (1
12  2 (2

13  

3 (3
12  4 (5

12  

 11 اگر ـP(X | X )  2 1
11 1 P(Xو  12 ) 1

72 xو  12 { , }1 1 P(Xدر اين صورت حاصل  باشد، 2 , X ) 1 21   كدام است؟  1

1( 1
24  2( 1

144  3( 5
144  4( 5

24  

 12 اگر ـX  آنگاه داريم: باشد، 4و انحراف معيار  1داراي ميانگين   

1(P(| X | k)
k

    2
11 4 1    2( P(| X | k)

k
   2

161    

3(P((X ) K)
k

  2
2

11 4    4(P((kX ) ( ) )
(k)

   2 2
2

11 16 1  

 13 اگر ـX , X , ..., X1 2 11تصادفي نمونه تايي از تابعP( )در اين صورت  ،باشدX | Y y1  داراي چه توزيعي است؟


i
i

Y X


 
  

 

1

1
  

1( B(y, )1  2( B(y, )1
1  3( P( )1  4( P( )1  

 14 فرض كنيد ـX , X , X1 2    ؟نيست pه بسنده براي ريك آماكدامباشد. در اين صورت  Be(p)تايي از توزيع 3 يك نمونه تصادفي 3

1( T (x) x x x 1 1 2 22  2( T (x) x x x  2 1 2 32 2  3(T (x) x x x  3 1 2 33 2 2  4( T (x) x x x  4 1 2 35  

 15 فرض كنيد ـn n(X ,Y ), ..., (X ,Y )1 )Nاز توزيع  تاييnيك نمونه تصادفي  1 , , , , )1 1 ه بسنده مينيمال برايريك آما .باشد  كدام است؟  

1( 
n n

i i
i i

X Y
 

 
1 1
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n n

i i
i i

X Y
 

 2 2
1 1

  

  

3( n
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i
X Y
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1  4( 
n

i i
i

X Y



1
  

 16 اگر ـnX , ..., X , X2 )Eتايي از توزيع  nنمونه تصادفي يك  1 ) ند؟ايك از هم مستقلآنگاه كدام ،باشد   
1 ((n) ( )X ,X 1  2 (med,X  3 ((n ) ( )X ,X1 2  4 (( ) ( ) ( ) ( )X X ,X X 4 3 2 1  

 17 كم يك سكه سالم را حداقل چند بار بايد پرتاب كرد تا با احتمال دستـ/ 9 بين  ،شودمشاهده مي شيرنسبت دفعاتي كه/ 4  و/ 6 باشد؟  
1( 25   52 )2  بار  57 )3  بار   75 )4  بار   بار  

 18 فرض كنيد ـX1 وX2 باشند، ضريب همبستگي  متغيرهاي تصادفي با تابع چگالي احتمال توأم زيرX X1 Xو  2 X1   كدام است؟  2

1 )2  صفر  )1
4  

x , x
f (x , x )

     


1 2
1 2

1 2 24    
3( 1

2  4( 1  

 19 در صورتي كه ـnX , ..., X1 اي تصادفي از توزيع نمونهN( , ) 2  ،باشد
n

i
i

Var(X | (x x) )


 2
1

  كدام است؟  

1( 2  2( n
n
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n
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  4( n
n
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