
  
  كارشناسي ارشديكمدرسان شريف رتبه   1  استاتيك 

   
  فصل اول

   » (Equations of Equilibrium)روابط تعادل« 

  . شود به موارد زير پرداخته شده است هاي كارشناسي ارشد از اين بخش مطرح مي  درصد سؤالات آزمون35اين كه در اين فصل با توجه به اهميت موضوعات و 
  .هاي كارشناسي ارشدمحدوده مورد نياز آزمون در SI و BSهاي  تمسيسهاي اسكالر و برداري و  توانايي تبديل واحدها در شناخت كميت) 1
                 هـاي بـرداري   هـاي گونـاگون تركيـب كميـت    هـاي بـرداري، روش  اساس كميـت  : شاملها    محاسبات مربوط به اين نوع كميت     و روش   بردارها  شناخت  ) 2
  . )در صفحه و فضا( تصوير يك بردار و تجزيه و) ...ضرب داخلي، ضرب خارجي، برآيند، ضرب مختلط و (

 يك محور، جفت نيرو، سيستم نيروهاي معادل،        ونيرو، گشتاور نسبت به يك نقطه       : پارامترهاي مهم در بحث استاتيك شامل     شناخت  تعاريف اساسي و    ) 3
  .رنچ و انواع بارهاي متمركز و گسترده

ها و اتصالات، روابط بـرداري و اسـكالر         گاه انواع تكيه  شناختصلب در صفحه و فضا،      ) دييا يك نقطه ما    (قطعهچگونگي ترسيم دياگرام جسم آزاد يك       ) 4
ها و حالات خاص تعـادل  سازه هاي مركب بدون اصطكاك، چگونگي حل مسائل تعادل، روش تشخيص درجه نامعيني           قرقرهسيستم  تعادل در صفحه و فضا،      

  . )در صفحه و فضا(گرا اجسام دو نيرويي و سه نيرويي و نيروهاي هم: مانند
  .  جهت حل مسائل مربوطه)ماشين(هاي پركاربرد عملي و تئوري به نام قاب بكارگيري روابط تعادل در يكي از انواع مكانيزم  )5

 مقدمـه   
  

. شود مبحـث اسـتاتيك اسـت    ب به آن پرداخته ميموضوعي كه در اين كتا. شود علم مكانيك به دو شاخه اصلي استاتيك و ديناميك تقسيم مي          به طور كلي    
  . هاي تشريحي و تستي كمك گردد در اين كتاب سعي شده است تمامي مطالب لازم گردآوري شود تا به شما دانشجويان گرامي براي شركت در آزمون

  . حركت با سرعت ثابتيا در حال) سكون(هاي در حال تعادل بررسي اجسام و سيستم :شود اين گونه تعريف مي استاتيك علم
 : پارامترهـاي اصـلي تعـادل شـامل         قوانين نيـوتن، معرفـي     : از جمله  )اي و فضايي  صفحه( معرفي مفاهيم و اصول اساسي استاتيك        ،آنچه در اين فصل اهميت دارد     

  .دنشو مي و قانون دوم نيوتن بررسي ميدر ابتدا به عنوان اصول اوليه بحث، قانون جاذبه عمو .استنيروها و گشتاورها، روابط تعادل و ديگر جزئيات 
  قانون جاذبه عمومي نيوتن) الف

 نيـروي   ، داشـته باشـيم،  طبـق قـانون جاذبـه عمـومي             B و   A دو نقطه مـادي      دكنيفرض  
 مساوي  ،يگري اثر هر يك روي د     شود   باعث مي  اي بين اين دو نقطه مادي وجود دارد كه        جاذبه

   . آن باشدالجهت اثر ديگري روي و مختلف

 A BFAFB

r

mA mB 

    قانون جاذبه عمومي بين دو ذره. 1شكل 
A  :كند و داريم وارد ميA به جرم BF نيروي جاذبه B و جرمB به جرمAF نيروي جاذبهAجرم بدين معنا كه  BF F F    

بـه عبـارت ديگـر    . نـسبت معكـوس دارد  يكـديگر  ها نسبت مستقيم و با مجذور فاصله دو جسم  از            جرم ضرب  حاصلمقدار اين نيرو با     توجه داشته باشيد كه     

: خواهيم داشت
  

A Bm m
F G

r


 2  

G در سيستم  ، ثابت جهاني موسوم به ثابت گرانش بوده و مقدار آنSI  برابر است با:  m
/

kg.s


311
26 673 1  
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  قانون دوم نيوتن) ب
نـسبت   با جرم آن  Fتحت اثر نيروي    شتاب حركت يك جرم     طبق اين قانون    . شناسند  ميبه عنوان يكي از قوانين اساسي حركت و حتي تعادل           اين قانون را    

F: يعني،كند اين شتاب در جهتي است كه نيرو بر آن اثر مي.داردمستقيم  m.a  

B  :، روابط مقابل را خواهيم داشت فوقبا توجه به توضيحات B A B
B B A A

A A B A

F m .a m a
m .a m .a

F m .a m a


    

  

گيري سيستم واحدهاي اندازه  
  

هاي طول، سطح، حجـم، زمـان، نيـرو، سـرعت، شـتاب، درجـه               هر كدام از كميت   . شودگيري استفاده مي  گيري كميات فيزيكي از واحدهاي اندازه     براي اندازه 
لاً براي طول واحـدهاي  مث. شودها يك واحد معين انتخاب ميگيري هر يك از اين كميت   براي اندازه . شوندگيري مي ه خود اندازه   ب با واحد مربوط  ... حرارت و   

  . انتخاب شده است... ميليمتر، سانتيمتر، متر، فوت، اينچ و 
يا اوليـه و واحـدهايي      » واحد اصلي «واحدي مثل طول    . ندشو واحدهاي سطح و حجم نيز خود به خود معين مي          ،واضح است كه در صورت تعيين واحد طول       

  . شونديا فرعي ناميده مي» هواحدهاي ثانوي «،شوند سطح و حجم كه بر مبناي واحد طول تعيين ميمثل
دو ماده در صورتي داراي يك جرم هستند كه در يك نقطـه معـين       توان گفت،     به عبارتي مي  . باشد خاصيت هر ماده مي    جرم نيز واحد اصلي ديگري است كه      
  . روي زمين، وزن مساوي داشته باشند

  . شود  كه در زير به شرح آنها پرداخته ميشود سيستم انگليسي يا متريك استفاده ميهاي فيزيكي از يكي از دوگيري كميتبراي اندازه 
    سيستم انگليسي)الف

Pound) واحد جرم است و پوند جرم        ،باشددر سيستم انگليسي، جرم يك ماده كه داراي وزن يك پوند در سطح دريا مي               mass)   واحـد  . شـود  ناميده مـي
.  ثانيـه بدهـد    مجـذور ، شتاب يك فوت بر      »پوند جرم «جرم يك     به جسمياز نيرويي كه به     است   است و عبارت     (Poundal)»پوندال«تم  نيرو در اين سيس   

F) كه وزن يك پوند جرم،      داشته باشيد  توجه M.g)   در آن    وپوندال است   يك g     اگر محل آزمايش سطح دريا     . در محل آزمايش است    شتاب ثقل زمين

fباشد، وزن اين جرم برابر يك پوند است و چون  t
g /

sec
 232   :  بنابراين وزن يك پوند معادل است با،است) در سطح دريا (2

ft
( ) / (Poundal)

sec
 21 32 ft) يك پوند جرم (2

( / ) /
sec

 232 2 32   1(Pound))يك پوند جرم(2

  سيستم متريك) ب
  :باشدبه صورت زير مياست كه  CGS و  MKSگيريسيستم متريك شامل دو سيستم اندازه

باشد كه طبق تعريف نيرويي است كه به يـك  واحد نيرو در اين سيستم نيوتن مي. شود در اين سيستم، واحد جرم كيلوگرم جرم ناميده مي:MKS) 1 ـ  ب

mدر سطح دريا . ثانيه را بدهد مجذوراب واحد يك متر بر      شت ،كيلوگرم جرم 
g /

sec
 29   وزن يك كيلوگرم جرم برابـر  MKS بنابراين در سيستم ، است81

  . باشد نيوتن مي81/9با 

cmچون.  است(dyne)واحد نيرو در اين دستگاه دين . شود ناميده مي، گرم جرمدر اين سيستم واحد جرم :CGS) 2ب ـ  
g

sec
  در اسـت، پـس   2981

  .باشد دين مي981گيري، وزن هر گرم جرم تقريباً برابر اين سيستم اندازه
 سيستم واحدهاي مهندسي  )پ 

چون اين واحدها طبق قوانين مكانيـك بـه         . شوداستفاده مي ) هاي اصلي به عنوان كميت  (جرم، طول، زمان و نيرو      گيري براي   در مكانيك از چهار واحد اندازه     
اي كه هاي تعريف شده بنابراين از سيستم.توانند دلخواه و مستقل از هم باشند   بريم، نمي   يكديگر مرتبط هستند، واحدهايي را كه براي اين متغيرها به كار مي           

 و  (BS)سيـستم انگليـسي     :  وجـود دارد   رايـج و مهندسي دو سيستم     يه  پادر علوم   . شود   هستند، استفاده مي   هاها در اين سيستم   واحدهاي قابل قبول كميت   
  . (SI)المللي سيستم بين
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  :واحدهاي اصلي هر دو سيستم در جدول زير نشان داده شده است
  

 كميت علامت قراردادي (SI) الملليسيستم بين (BS) سيستم انگليسي

(slug)اسلاگ  (kg)كيلوگرم  M  جرم 

(ft)فوت   (m)متر  L  طول 

(s)ثانيه  (s)ثانيه   T زمان 

(lb)پوند  (N)نيوتن  F  نيرو 

  BS و SI واحدهاي اصلي در سيستم .1جدول  

اين  نحوه   SIدر سيستم   . شود نسبت واحد چهارم با واحدهاي پايه با استفاده از قانون دوم نيوتن تعيين مي              .اندها سه واحد پايه تعريف شده     در هر كدام از سيستم    

:استروبرو اط به صورت ارتب
    

m
F m.a N kg.

s
   2  

m يك شتاب،يلوگرمجسمي به جرم يك كبه   مقدار نيرويي است كه، يك نيوتنبنابراين

sec2 دهد مي.  

:داريمنيز  BSدر سيستم  چه در بالا به آن اشاره شد   آنمشابه
 

F lb.s
F m.a m slug

a ft
    

2
  

ft  يكسلاگ، جرمي است كه در اثر يك پوند نيرو،بنابراين يك ا

sec2 گيردب شتاب.  

صورت زيـر    به   g توان از قانون دوم نيوتن و با در نظر گرفتن شتابي برابر با گرانش             م را مي  ررابطة بين وزن و ج    ،  BSو SIدر هر دو سيستم     دقت كنيد كه    
W  :دست آورد به m.g  

ft  : برابر است با(g) مقدار شتاب جاذبه كه در سطح دريا
/

sec232 174 يا m
g /

sec
 29 8 665  

هـا بـا فـرض عـدم اسـتفاده          در حـل تـست     .شـوند  در نظر گرفته مي    2/32 و   81/9عموماً به صورت  شتاب جاذبه زمين     ،در حل مسائل   دقت داشته باشيد كه   
  . گيرند  در نظر ميSI (1در سيستم ( حساب شتاب جاذبه زمين را  دانشجويان از ماشين

 /3 اينچ  12 فوت 1  سانتيمتر 54/2 اينچ 1 5 سانتيمتر  / 3 5 متر  

/ گرم 1   پوند جرم 2/32 اسلاگ 1  32 2 5 1  پوند جرم /  4685 1 اسلاگ  

 445 پوند نيرو 1    دين  2/32نيوتن 1  پوندال 51 دين  =/ 1 97 كيلوگرم نيرو  

   روابط تبديلي بين برخي از واحدهاي اصلي .2دول ج

  استاتيكآل نمودن مسائل ايده  
  

 بـه عبـارت   ،هاي مهندسي به آن توجه شود، اين است كه فرضيات مناسب در حل ايـن مـسائل در نظـر گرفتـه شـود                   يكي از موارد مهمي كه بايد در تحليل       
 براي رفع پيچيدگي مسائل، بايد بـا اسـتفاده از فرضـيات سـاده               .ثر مسائل مهندسي پيچيده هستند    دانيد اك   طور كه مي    همان. »آل شوند   مسائل ايده «تر    ساده
بـه عنـوان مثـال در تحليـل برخـي           . ايـد   به طور حتم در حل برخي مسائل با چنين فرضياتي مواجه بـوده            . تري از مسأله ارائه شود       مدل رياضي راحت   هكنند

 يهـا سـازي  ايـن سـاده  برخي از  در زير به.گيرند و مواردي از اين قبيل  اصطكاك بين سطوح را صفر در نظر مينظر شده است يا نيروي    مسائل، از وزن صرف   
  :دشو اشاره ميكند اي وارد نميمتعارف كه به كليات مباحث نيز لطمه

  ماده متصل) الف
كه در مهندسي با موادي كه نسبت به         ييجا با اين حال از آن    . ود دارد دانيم همواره فضايي بين الكترونها و هسته اتم مواد به ظاهر فشرده وج            همانطور كه مي  

كنيم كه جسم يك ماده بـه هـم          فرض مي  بنابراين. شود  به كار برده مي   انگين خواص در حجم معين      ياتم خيلي بزرگتر هستند سروكار داريم، فقط مقدار و م         
  . پيوسته و اتصالي است



 
(Equations of Equilibrium)لروابط تعاد: فصل اول   كارشناسي ارشديكمدرسان شريف رتبه     4

   (Rigid Body)) سخت(جسم صلب ) ب
 تحـت اثـر   ،سخت در واقع هر جسمي هر چند. كل ندهد تغيير ششود، كه به آن وارد مي يي يا گشتاورها صلب، جسمي است كه در اثر نيروها      ور از جسم    منظ

كلها  ولي فرض جسم صلب، تغييـر ش ـ ،بنابراين از لحاظ عملي جسم سخت، به صورت تعريف تئوري آن وجود ندارد.  تغيير شكل خواهد داد    ترين نيرو   كوچك
  .  باشدپوشي ميگيرد كه اثر قابل توجهي در حل مسائل و تحليل آنها نداشته و قابل چشمرا آنقدر كوچك در نظر مي

   (Particle)) ذره(دار نقطه جرم) پ
اي   اين توضيح، امكان وجود نقطه  با. اند  شوند كه اين قوانين براي يك جرم متمركز وضع شده           دانيد اصول مكانيك بر مبناي قوانين نيوتن بيان مي          چنانچه مي 

 ـ    ، بـسياري از مـسائل را مـي        شته باشد اي وجود دا     ولي در صورتي كه فرض شود چنين نقطه        ،عد و داراي جرم در طبيعت وجود ندارد       بدون ب  راحتـي  ه  تـوان ب
بـه جـرم تمـام آن    (دار اي جـرم  و آنرا به صـورت نقطـه   در بسياري از موارد جرم تمام ماده را در مركز آن متمركز فرض نموده بنابراين .تجزيه و تحليل نمود   

داراي وزني برابر بـا وزن كـره        اي بزرگ را به مانند يك نقطه كه           ره كُ ،در حل مسائل تعادل   ) بعنوان مثال (بر اساس اين فرض است كه       . كنيمفرض مي ) جسم
  . ندگير  در نظر مي،باشد  ميبزرگ

  نيروي متمركز  )ت
 و نقطـه اثـر آن نيـروي    معـادل كـرده   ي متمركـز  تمام نيروها را با يـك نيـرو  توان باشد، مينيرو بر يك سطح بسيار كوچك از جسم  كه محل اثر     در صورتي 

نيـروي متمركـز     ،اگرچـه در واقعيـت    . استثر  ؤ م بسيارآل كردن نيرو در سهولت محاسبات       اين فرض و ايده   . جايگزين را، نقطه اثر تمام آن نيروها فرض نمود        
  . گيرند ها نيرو را به صورت متمركز در يك نقطه در نظر مي سازي سادهولي در ) زيرا نيرو براي اثر بر يك جسم به يك سطح نياز دارد(ارد وجود ند

 قوانين پايه مكانيك    

  
  :وار و خلاصه قوانين پايه مكانيك عبارتند از به صورت فهرست

   قانون اول نيوتن) الف
 وارد شود كه در     آنهاي به   يد مگر اينكه نيرو   نمانواخت خود در جهت مستقيم با سرعت ثابت ادامه داده يا در حالت سكون باقي مي               تمام اجسام به حركت يكن    

  . آن صورت تغيير سرعت اجباري است
  قانون دوم نيوتن) ب

  . شود، متناسب و با جرم جسم نسبت عكس دارد ك جسم با نيرويي كه بر آن وارد ميشتاب ي
   سوم نيوتنقانون) پ

  .  برابر و در خلاف جهت وجود دارد(Reaction)العملي، عكس(Action)براي هر عملي
  قانون جاذبه عمومي نيوتن) ت

و با مجذور فاصـله آن دو  يم نسبت مستقهاي دو نقطه      جرم ضرب  حاصل و مقدار آن با       است نيروي جاذبه بين دو نقطه مادي، در راستاي خط مابين دو نقطه           

m برابرFبه عبارت ديگر نيروي جاذبه. داردنسبت عكس نقطه  .m
F G

r
 1 2

  G.ت آنهاس ـ بـين  فاصـله rهاي دو نقطـه و   جرمm2 وm1 كه در آناست 2

  . ثابت تناسب است و مقدار آن به واحدهاي انتخابي بستگي دارد
  .شود زياد استفاده ميدر بحث استاتيك و حل مسائل مربوط به آن از قانون دوم و سوم مدنظر باشد كه 

 (Scalar & Vectors Quantities) اسكالر و برداري  هايكميت   

  
  . وندش اسكالر و برداري تقسيم ميه كليستدهاي مورد استفاده در مكانيك به دو كميت
   اسكالرهاي كميت) الف

جرم، دما، زمان و طول   . به عبارتي ديگر براي توصيف آنها يك مقدار عددي كافي است          . هاي اسكالر گويند    هستند، كميت  فقط داراي مقدار     هايي را كه    كميت
  . ها هستندهايي از اين نوع كميتنمونه
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   برداريهاي كميت) ب
ت، شـتاب، نيـرو و    سرعتوان  ميها از جمله اين كميت. باشند نيز مي ) امتداد(و راستا   ) سو( جهت   دارايعلاوه بر مقدار،    هاي برداري، آنهايي هستند كه      كميت

هـاي بـرداري اضـافه     را بـر روي كميـت  ) سـهم (هاي اسكالر، در روابط و نوشتار، علامـت بـردار    هاي برداري از كميت براي تشخيص كميت . نام بردگشتاور را 
  :شوند تقسيم ميدستهبه نوبة خود به سه ) بردارها(ات برداري كمي. كنند مي

  (Free Vector)بردار آزاد ) 1ب ـ 
دو بـردار آزاد در صـورتي كـه         . ، به هر نقطه فضا انتقال داد، به شرطي كه راستا، مقدار و جهت آن تغيير نكند                 و خاصيت  توان آنرا بدون تغيير اثر    برداري است كه مي   

  . نامندمي» همسنگ«دو بردار آزاد مساوي را  ضمناً . اندكسان باشند مساويياراي مقدار جهت و دموازي، هم
  (Transmissible Vector)بردار لغزان ) 2ب ـ

 بـردار   دو.  به شرطي كه جهـت اوليـه آن حفـظ شـود             البته كند،تغيير  ش   راستا انتقال داد بدون آنكه اثر      توان آن را به هر نقطه از همان       برداري است كه مي   
  . شود ناميده مي» ارزهم « لغزان دو  برداراين. اند يك جهت و يك مقدار باشند مساوي داراي، هر دو روي يك راستاكه يلغزان
  (Bound Vector)بردار بسته ) 3ـ پ

  . دهد گي و خاصيت اوليه را از دست مي ويژ، آن و با هر گونه تغييري در راستا و نقطه اثره نقطه اثر آن فقط يك نقطه باشد ك است برداريبردار بسته
  جبر بردارها

  
             جبـر بردارهـا  و هـاي بـرداري    شـود، لـذا شـناخت كامـل كميـت         به صورت برداري تحليـل مـي      ) فضايي(جايي كه مبحث استاتيك در حالت سه بعدي           از آن 

  :شود  به اين موضوعات پرداخته ميدر زير به تفكيك. الزامي است) هاي تركيب بردارها و روششامل تمام اطلاعات و اصطلاحات موجود در بردارها، قوانين (
  دستگاه محورهاي مختصات سه بعدي و بردارهاي يكه) الف

  و پـاي او روي     ايـستد   مـي  oz طوري باشند كه وقتـي شخـصي روي محـور            oxyzي سه بعدي    اگر محورها 
 از طـرف زاويـه      y بـه طـرف محـور      x باشد، حركـت محـور     zو سرش به طرف جهت مثبت محور        oنقطه

18كوچكتر از       بـه چنـين     ،)تقـانون دسـت راس ـ     ( ببينـد  )هـاي سـاعت   خلاف عقربه (، در جهت مثلثاتي 
 بـردار . در غير اين صورت سه وجهي معكوس است   . گويند) دستگاه مختصات مستقيم  (محورهايي، سه وجهي    

iا بx  محوردر جهت يكه


j ا بy محور، در جهت


kا بz محور  و در جهت


  . شود نمايش داده مي

 z

y

x

k

ji

 دستگاه محورهاي مختصات مستقيم  . 2شكل 

O

  

  يك بردار) اساس(قدر مطلق ) ب
  .شود  ميبيان)  k و i ،jتركيب (يك كميت برداري عموماً به صورت مجموع هندسي  

منظور از مقدار يك بـردار      .  آن بردار گويند   ) اساس، اندازه يا مقدار    ( ارتفاع يك بردار را قدرمطلق     و هاي طول، عرض  لفهؤجذر مجموع مربعات م   طبق تعريف،   
(A) بنابراين مقدار يك بردار.باشد طول آن مي برابر با مثبتيعدد


| به صورتكههميشه مثبت كميتي است اسكالر و   A |


  . شودمي نمايش داده 

: به صورتAاگر بردارطور كه مطرح شد  همان
   

x y zA A i A j A k  اندازه آن باشد، در اين صورت 
x y z| A | A A A  2 2 2   

  .خواهد بود
 يـك بـردار بـا       زوايـاي  بـه ترتيـب       و     ،گـر   در يك فضاي سه بعـدي، ا      .  فقط اندازه بردار صفر، صفر خواهد شد       توان نتيجه گرفت كه        به راحتي مي  

  :باشند عبارتند از مختصات مي دار با سه محوركه زواياي برهاي هادي   باشند، كسينوسz و x ،y گانه  سهمحورهاي
                 cos  )  زاويه بردار فضايي با محورx(  

cos m )  زاويه بردار فضايي با محورy(  
cos n )  زاويه بردار فضايي با محورz(    

  
  

  

  بردار در فضا  يك نمايش .3شكل 

xهاي هادي يك بردار  براي محاسبه كسينوس y z(A A i A j A k)  
  

  :كنند مي به روش زير عمل 
yx zAA A

cos , cos , cos
| A | | A | | A |
         

|كه در آن  A |


  . باشد  ميA مقدار بردار 






y

x

z

A
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  بردار روي يك محورتصوير يك ) پ
 بردار روي بردار ديگر، كافي اسـت از انتهـاي بـردار اول بـه                ز نظر هندسي براي تعيين تصوير يك      ا 

 آيـد تـصوير بـردار        دسـت مـي     اي كه از اين ترسيم به       به اندازه .  عمودي رسم شود   ،راستاي بردار دوم  
  .گويند)  روبروبه شرح شكل(
  
  

  

  
  

است  كافياسباتي  صورت مح   بهبر روي يك محور،     ) ايصفحه(دست آوردن تصوير يك بردار      براي به 
   :، لذاضرب شود مورد نظر در كسينوس زاويه بين آن بردار با محوراوليه اندازه بردار 

  

A

B

 

 روش هندسي براي تعيين تصوير يك بردار .4شكل 

روي بردار ديگر 

B روي بردار Aتصوير بردار 
)B( راستاي بردار

  

 نمايش يك بردار در صفحه  . 5شكل 

P

y

x


  
  

P.cos  تصوير افقي بردار P)  تصوير بردارP روي محور x(  
P.cos( ) P.sin   9 بردار يتصوير عمود P)  تصوير بردارP روي محور y(  

  جمع و تفريق بردارها) ت
  .باشد مي هاي گوناگون جمع و تفريق بردارها ها در جبر بردارها، روش ترين دستورالعمل يكي از كاربردي 

   :شود انجام ميبه صورت زير ) روش ترسيمي( طبق قانون مثلث ،در صفحه )برآيند(جمع بردارهاي آزاد 
A دو بردار آزاد   دفرض كني 


B و 


 را رسـم     بردار برآيند   اينكه بتوانيد  براي،   وجود داشته باشند   

(A)بـردار اول    ابتدا   ،كنيد


(B)بـردار دوم   را رسـم كـرده و از انتهـاي بـردار اول              


رسـم  را  
Aبرداري كه ابتداي. دنمايي


B را به انتهاي 


  .باشدبردار برآيند مي كند، متصل مي
A  )برآيند ( دو بردارجمع توجه داشته باشيد كه


B و 


  :شود اينگونه نوشته مي

A B R
  
   

Aشود كه ترتيب رسم دو بردار ملاحظه مي


B و 


 :، بنابراين ندارد آنهايندآبراندازه   تأثيري در 
A B B A R
    
    يعني جمع بردارها خاصيت جابجايي دارد .  

A A

O

R

B

B

 

  
  برآيند دو بردار به روش مثلثي.6شكل 

 
  

به بيش از دو بردار نيز تعميم داد، بـه ايـن صـورت كـه                توان    مي روش مثلثي جمع بردارها را    
براي جمع چند بردار به روش مثلثي، كافي است بردارها بطور متـوالي دنبـال يكـديگر رسـم                   

لين بردار را به انتهاي آخرين بردار      در اين حالت بردار برآيند، برداري است كه ابتداي او          .دشون
در . وجود نـدارد   در جمع بردارها به روش مثلثي محدوديت تعداد           دقت شود كه   .متصل نمايد 

كه بردارهاي اوليه خـود بـه خـود    شود و آن حالتي است    بردار برآيندها صفر مي   حالت خاصي   
   .اي به وجود آورندشكل بسته

، روش تـوان بـردار برآينـد را ترسـيم نمـود      ي آن مـي  كـه بـه وسـيله   ي يها يكي ديگر از روش  
 دو بـردار را نـشان   دتواند برآين  در هر بار ترسيم فقط مي   اين روش  چون ،استالاضلاع    متوازي

 . دارد بسيار محدودتري نسبت به روش مثلثيددهد، به نوعي كاربر

 

R

C

A

D

B

B

D

A

C

  نحوه ترسيم برآيند چند بردار به روش مثلثي . 7شكل 

جهـت   ،يك بردار نسبت بـه سـاير بردارهـاي شـكل          فقط  ر  بردارها، اگ ) كثيرالاضلاع(ي  عد ضل در يك چن  نكته را مدنظر داشته باشيد كه       اين   :1 نكته 
  .باشد ديگر بردارها ميبرآيند  ،داشته باشد، آن بردارمتفاوتي 

A برآيند دو برداراندازه


B و


  : باشدبه صورت زير قابل محاسبه مي) رياضي(ش تحليلي  به رو
   

R | A | | B | | A | | B | cos      2 2 2  
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  .ندشا بيك نقطه مشترك رسم شده ازآن دو  زاويه بين دو بردار است زماني كه ي بالا  در رابطهكه 
  

  . دو مشخص باشد اندازه بردارهاي اوليه و زاويه بين آن كاربرد دارد كه زماني ، برآيند اندازهروش تحليلي براي محاسبه
 همـان بـردار   اندازه  باشد برابر با 12برآيند دو بردار هم اندازه كه زاويه بين آنها   توجه شود كه     :2 نكته 

  . خواهد شد           
 



 

A

B 

R 

 شماتيك برآيند دو بردار به روش تحليلي. 8شكل 

  

 لازم اسـت    ،به روش تحليلي  ) بيش از دو بردار   (براي محاسبه برآيند چند بردار       ، بنابراين  كه روش تحليلي فقط براي محاسبه برآيند دو بردار معتبر است             آنجايي از
,x)تصوير تمامي بردارها روي جهات اصلي محورهاي مختصات  ابتدا y,z) گردد برآيند به صورت زير محاسبه ميبرداراندازه  محاسبه شود، سپس:  

x y z| R | ( F ) ( F ) ( F )    2 2 2
)در فضا (

              x y| R | ( F ) ( F )

  2   )در صفحه (2

  

x:به عنوان مثال  (هاي هندسي داده شده باشند       در صورتي كه بردارهاي اوليه به صورت مؤلفه        y zA A i A j A k  
  

آنهـا،   منظور از جمع و تفريـق        ،)
  : يعني. باشدها به صورت نظير به نظير ميمؤلفه جمع و يا تفريق

   
   

  
x y z

x x y y z z
x y z

A A i A j A k
A B (A B )i (A B ) j (A B )k

B B i B j B k

           
  

  

به باشد،  مي)قرينه يك بردار، برداري است كه فقط جهت آن تغيير كرده است (ار، جمع يك بردار با قرينه بردار ديگرد منظور از تفاضل دو بردر حالت كلي
A  : عبارتي B A ( B)   

  
  

  . باشدهاي ترسيمي و تحليلي اشاره شده در بالا قابل انجام ميبا روشكه 

A              :همچنين داريم B A B A B .cos     
22 2

   
  

 سه بردار :1مثال
 

V i k 1 3 ، 
V j k  2 و2

 
V i j  3 3 لحاص. بگيريددر نظر را 2  

(V V V ) 1 2     ست؟ اكدام3
1(  2(k


  3(i j6 4

 
  4(i j k 6 4 2

  
  

 جمع و تفريق بردارهاي»  3«گزينه : پاسخV1،V2وV3گردد انجام ميهاي نظير مؤلفه و با جمع و تفريق به صورت زير:  
V V V ( i k) ( j k) ( i j) i j           1 2 3 3 2 3 2 6 4

        
  

|   :شود  عمل ميروبروه صورت  خواسته شود، بنتيجه بردار   اندازهدر صورتي كه V V V | ( )     2 2
1 2 3 6 4 52
  

  
  

  رآيند سه نيروي نشان داده شده در شكل صفر باشد، آن است كه؟شرط آنكه ب :2مثال    
1(   1 2    
2(    3 1 2   
3(    1 2 3   
4(   1 2 9   

 F

F

F
1

2
3

 
 ها تقارن كامل داشته باشد، يعنيدر صورتي برآيند آنها صفر خواهد شد كه شكل برداري آن ، بنابراينانداندازهسه نيرو هم» 3«گزينه : پاسخ:  

     1 2 3 12   
  

 ؟كدام است برآيند بردار اندازه الاضلاع نيروهاي شكل، در كثير :3مثال    
1 (3  
2 (5  
  صفر) 3
4 (15  

5

5

5

5

5

5
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 بـردار متـوالي      5 برآينـد    ،مطابق شـكل    »2«گزينه   :پاسخ d,c,b,a و  e    بـه روش 
  .متفاوت است ديگر بردارهاجهت  با 5 دار برجهت  دقت شود كه. خواهد بود5مثلث بردار 

  
  

 ؟ كدام يك از روابط زير در شكل روبرو صادق است :4مثال  

1(b c a
  
   

2(a c b 
   

3(a b c 
   

4(a b c  
   

 يمبا توجه به جهات دنبال هم بردارها دار  »4«گزينه   :پاسخ  :a c b a b c      
      

  

 شرط آنكه اندازه برآيند چهار نيروي نشان داده شده در شكل برابر يكي از آنها باشد، آن است كه؟ :5مثال    

1(  45   
2(  6    
3(  9    
4( 12    

 
F

F
F

F





 

 از طـرف ديگـر شـرط آنكـه برآينـد دو      . صفر استها  دليل برابري اندازه آن   ه  ب برآيند دو نيروي هم راستا       ،با توجه به توضيحات متن    » 2«گزينه  : پاسخ

12است كه زاويه بين دو نيرواين نيروي مايل برابر يكي از آن دو گردد،   ،يعني  6  باشد.   
  

 در شكل اگر برآيند نيروهاي نشان داده شده  :6مثال N14  و در جهت محور x،زاويه   باشدجه خواهد بود؟  چند در  
1(7  
2(/ 9 3  
3(/ 12 1 

4(/ 8 2  
 برآيند فقط در جهت محور مسألهطبق فرض »  2« گزينه :پاسخ ،xها در جهت محور مؤلفه برآيندبنابراين بايدگيرد، ها قرار ميyتوان نوشت  ميسپصفر باشد،  ها :  

y

x

F sin Fsin

F Fcos cos

      


    




1 12 3

14 12 3 14





     

   
  

tan : شود نتيجه مي F و حذف نيروي از حل همزمان دو رابطه فوق / /     163 9 3  
  

 چه ضريبي از تمامي نيروها يستم نيروهاي شكل زير مقدار برآيند  در س :7مثالFباشد؟  مي  

1(6 2 

2(
22 2 

3( 4 2 

4(
21 2 

 2F

F

3F
45

2F

F

F

F

F

4545
45
45

45 45

45

 

d

e

5
a

b

c

c

b

a

x

1 N

3

F
12 N



y
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F

45

2F

F
F

2F

2
F

2

2
F

2
با تجزيه نيروي
 مايل داريم

2 2
( )F

2




4 2

( )F
2



 ابتدا برآيند نيروهايي را كه در يك امتداد قرار دارند بـه صـورت جمـع و تفريـق                    براي كم كردن تعداد نيروها     زياد است،  نيروها   عداد  ت  »1«گزينه   :پاسخ  
  .كنند مي آنها به صورت زير محاسبه معمولي

FF ( )  22 )2  برآيند)1و   
F( F)   )4  برآيند)3و   
F ( F)  )6  برآيند)5و   

)8 برآيند)7 و   
  : شوندصورت زير قابل ترسيم ميسازي، نيروها بهپس از اين ساده

  
  
  

  

R  :در نتيجه اندازه برآيند دو نيروي عمود بر هم برابر است با [( )F] [( )F] F
 

   2 24 2 2 2 6 22 2  

6د ضريب  اندازه برآينبنابراين   . باشد  ميF از نيروي 2
  

 باشند؟ هنده نيروهاي سيستم زير ميد هاي زير نمايش  از سه ضلعييك   كدام:8مثال  
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(    
 ها به وزنه داريم  اتصال كابل د نقطه  با رسم دياگرام جسم آزا»3«گزينه  :پاسخ:  

  

  

 سـوم  ي بايد برآيند دو نيرو، هم امتداد و مساوي نيـرو  استبديهي است كه چون سيستم در حال تعادل  
      . است صحيح 3 گزينه شود كه فقط ، ملاحظه ميهاي كابل دقت شود اگر به زاويه اثر كشش. باشد

  

 سازد كدام است؟ اي كه برآيند با افق مي رآيند دو نيروي شكل و زاويه  ب:9مثال  

1 (/ N846 / و4 17 7  2 (/ N846    و4

3 (/ N712 / و2 17 7  4 (/ N712    و2

 

  
 نيروهاي با توجه به موقعيت»  1«گزينه :  پاسخ  4 و  5نيوتني داريم  :  

 400N

500N 500N

400N

R R

α
140

  
R cos R / N               2 2 25 4 2 4 5 14 846 4                  R F F F F cos   2 2 2

1 2 1 22 14  
/

/
sin sin




 


  


4 846 4 17 7
14

) زاويه برآيند با افق(  
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2F

F

F
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3F 







 



2T

1T

W

W

2T

1T
W

2T

1T

W

1T

2T

W

2T 1T

2T 1T

W

60
30



 
(Equations of Equilibrium)لروابط تعاد: فصل اول   كارشناسي ارشديكمدرسان شريف رتبه     10

 براي به حركت درآوردن قايق نشان داده شده در مسير دريايي مورد نظر نيروي               :10مثال  lb  3    ـ      15 با زاويه  ق مـورد نيـاز      درجه نـسبت بـه اف
  اندازه اين دو نيرو به ترتيب كدامند؟. گردد  مطابق شكل استفاده ميF2 وF1براي تأمين اين نيرو از دو نيروي. باشد مي

1 (/2121 719/ و2 1  
2 (/8 3 719/ و8 1  
3 (/2689 8/ و7 3 8  
4 (/2121 8/ و2 3 8  

 

  
 3«گزينه  :  پاسخ  «F1 و F2     همزمان با همديگر، عمل نيروي lb 3   دهند، لذا نيروي     را انجام ميlb 3  تركيـب ايـن    . باشـد   ها مي    برآيند آن

  :ها در مثلث به صورت زير خواهد بود نيروها با استفاده از قاعده سينوس
  :  ها داريم با استفاده از قانون سينوس

FR
F / lb

sin sin
FR

F / lb
sin sin

 

 

 




   

   


1
1

2
2

2689 7
1 5 6

8 3 8
1 5 15

  

  

  
  

 نيروي  :11مثال    1       نيوتني را به دو مؤلفه در امتداد AB و AC  اگر مؤلفه در امتداد     . كنيم   تجزيه ميAB برابر  7       نيوتن باشد مؤلفـه امتـداد 
ACكدام است؟   

1 (ACF / 7 7 14  
2 (ACF / 821 2  
3 (ACF  833  
4 (ACF  5  

 C 1000 N

A B

α

  
 با توجه به تجزيه نيروي»  1 «گزينه: پاسخN 1 به دو مؤلفه ABو ACتوان نتيجه گرفت كه نيروي  ميN 1برآيند دو نيروي ABو ACاشدب  مي.  

 

α

A B

1000 NC
R = 1000 N

α

FAC

FAB= 700 N
  

AC  :  ها داريم با توجه به قانون كسينوس ACF ( )( )cos F / N    2 2 21 7 2 7 1 45 7 7 14           
  

 اگر :12مثال    35باشد اندازه برآيند سه نيروي نشان داده شده كدام است؟   

1 (/ N971 8  
2 (/ N 1 6 5  
3 (N3  
4 (/ N1125 3  

 

600 N

400 N

300 Nα α

20
  

  


