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گيري از توابع مختلطانتگرال: سوم فصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

  توابعي كه تحليلي هستند يا فقط در چند نقطه غير تحليلي هستند :2درسنامه 
  
  

غير تحليلي اسـت.  قرار دارند،  Cدرون مرز كه رويم كه يا تابع زير انتگرال تحليلي است و يا در تعداد محدودي نقطههايي ميدر اين درسنامه سراغ انتگرال
  .كنيمرا تعريف مي ـ گورسا وشيقضاياي كابتدا  ،ثبحبراي ورود به 

  قضيه كوشي ـ گورسا        

fاگر (z) در تمام نقاط داخل و روي منحني ساده و بستهC :تحليلي باشد، آنگاه داريم  

C
f (z)dz   

   باشد.هاي ساعت) مي(خلاف عقربه بتهت مثگيري در جشود، انتگرالتوجه 
 حاصل انتگرال :1مثال

C

z dz
z z



 3 2
1

2 در صورتي كهC اي با معادلهدايره| z i |  1 2   باشد، كدام است؟ 2

1 (i 
3
i) 3  ) صفر2  2 

3
2  4 (i  

 : تابع»  2«گزينه  پاسخf (z) در نقاطz   وz  zكه بدانيم نقاطبراي اين .نيستند Cتحليلي نيست كه اين نقاط نيز درون دايره 2   وz  2 
|، كافيست در معادلهيا نه ون ناحيه موردنظر قرار دارندردهاي مخرج) (ريشه z i |  1 2 z، مقـادير zبه جاي 2   وz  حاصـل  اگـر   .را قـرار دهـيم   2

  .دناحيه قرار داريا روي قطه موردنظر درون شد، ن 2ن ناحيه قرار ندارد و اگر مقدار عبارت مساوي و يا كوچكتر از روبيشتر شد، نقطه د 2عبارت سمت چپ از عدد 
z | i | ( ) ( )        2 22 2 1 2 1 2 5 zو            2 | i | ( ) ( )         2 21 2 1 2 5 2   

fتابعارند و ر دو نقطه خارج ناحيه قرار دپس ه (z) در ناحيهC .تحليلي است و لذا حاصل انتگرال برابر صفر خواهد شد  
 

 

 فرمول انتگرال كوشي 
  

fهرگاه (z)  بسته منحنيدر داخل و رويC در حوزه سادهD تحليلي باشد وz  درونيك نقطهC :باشد، آنگاه داريم  

C

f (z) dz if (z )
z z

 
 2 


  

در مخرج داراي ضريب بود ابتدا از ضريب آن فـاكتور بگيريـد و سـپس از     zاگر باشد.هاي ساعت) ميگيري در جهت مثبت (خلاف حركت عقربهانتگرال اين

فرمول كوشي استفاده كنيد، براي مثال:
z z

|z| |z|
e e dz ie
z z 

  
   2

3 3
1 1 22 4 2 2 2.  

 حاصل :2مثال
C

z zI dz
z
 




23 7 1
1 در صورتي كهC دايره| z i |    باشد، كدام است؟ 2

1(i 4 2(i4 3(i 6  4 (i6  
  : ي غير تحليلي تابع چون در صورت سؤال صحبتي از جهت طي شدن منحني نشده است، منظور همان جهت مثبت است. دقت كنيد نقطه»  3«گزينه پاسخ
zفقط  1 در اين سؤال است وf (z) z z  23 7 I  و لذا داريم:است  1 if (z ) i[ ( ) ( ) ] i( ) i             22 2 3 1 7 1 1 2 3 6  

 

 حاصل :3مثال
C

dzI
z

  روي منحني بستهC مل مبدأ مختصات است، كدام است؟كه شا  
  i2 3(i3 4 (i)2 ) صفر1
  : منحني بسته را دايره»  2«گزينه پاسخ| z |1 كنيم و طبق فرمول انتگرال كوشي با توجه به اينكهانتخاب ميf (z) 1 :است، داريم  

|z|

f (z)dzI if ( ) I i
z

      1
12 2  

 

 حاصل انتگرال مختلط :4مثال
|z|

coshizI dz
z z


  2 2 4 3 كدام است؟  

1(i 2 (i cos 1 3(cos 1  4 (i cos1  
  : اگر»  2«گزينه پاسخcosh izf (z)

z


          فرض شود، داريم:   3
|z| |z| |z|

cosh iz f (z) f (z)I dz dz dz
(z )(z ) z z ( )  

  
      2 2 21 3 1 1    

coshتابع izf (z)
z


 |در ناحيه 3 z |   ) در ناحيه فوق قرار دارد، داريم:-1تحليلي است و چون ( 2

|z|

cosh iz cos zf (z) cosh( i)I dz if ( ) i i cosh i I i cos
z ( )


           

  2
2 1 2 11 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 حاصل انتگرال :5مثال


k cose cos(k sin )d
   در صورتي كه ،k  يك ثابت حقيقي باشد، كدام است؟  

1( 2( 3(2 4 (4  
 :دانيم كه تابعمي»  2«گزينه  پاسخkzf (z) e يهمه جا تحليلي است. بنابراين از فرمول انتگرال كوشي براي نقطهz   :خواهيم داشت  

kz

|z|
eI dz if ( ) i
z

     1 2 2  
)iيراز طرفي با تغيير متغ )z e       يروي دايره| z |1 :خواهيم داشت  

ikz ke
i k(cos i sin ) k cos ik sin k cos

i|z|
e eI dz ie d i e d i e e d i e (cos(k sin ) i sin(k sin ))d
z e


        

    
               1  

k cos k cos

I I

e sin(k sin )d i e cos(k sin )d
  
 

      
1 2

 
  

Iتساوي بنابراين I iI i    1 2   را داريم. 2

k  :يمدار هاي موهومي و حقيقي در دو سمت تساوي با هم برابرند بنابراينقسمت cosI e cos(k sin )d




    2 2  

k  داريم: همچنينو  cosI e sin(k sin )d




   1   

k  :داريم انتگرالده زوج است، زيرا تركيب يك تابع زوج با تابع فرد، زوج خواهد بود. پس I2از طرفي در cose cos(k sin )d I


 
      2

1 2
2 2

  
  

 
  

 هر گاه  :6المثD اي شامل مبدأ وناحيهf : D C تحليلي باشد وf ( )  شرط لازم براي تحليلي بودن تابع ،g  كدام است؟  
ze f (z) ; z D { }g(z) z

b ; z

    
 




  

1(f ( ) b  1  2(f ( ) b 1 3(f ( ) b  1  4 (f ( ) b   1  
 :هر گاه  »4«گزينه  پاسخg برD يي كوشي ـ گورسا براي هر مرز بستهتحليلي باشد، طبق قضيهC درD :داريم  

C
g(z)dz    

|يدايره z | r را درونD گيريم. طبق فرمولِ انتگرال كوشي داريم:در نظر مي  
z

|z| r |z| r
f (z) eg(z)dz dz i(f ( ) e ) i(f ( ) )

z 


        2 2 1   

fبنابراين بايد ( )  1  باشد يعنيf ( )  1اكنون توجه كنيد براي تحليلي بودن .g لازم استg درz   داريم يعني ،پيوسته هم باشد:  
z z

z z

e f (z) e f (z)HOPb Lim Lim f ( )
z 

      1 11 

 


  
fبنابراين ( )  1 وb 1 .است  

 
 حاصل  :7مثال

C

z zI Ln( )dz
z i z




 
2 1

1در صورتي كه ،C منحني| z i | 
1
باشد، كه در جهت مثلثاتي پيموده شده است، برابر كدام گزينه مي 2

  ي اصلي لگاريتم است.)شاخه Lnاست؟ (
1(2 2(i2 3(i 2  4( 2  
 :ابتدا بايد ببينيم تابع»  4«گزينه   پاسخzLn( )

z



1
فقـط روي مجموعـه    Lnدانـيم تـابع  مـي  !؟باشـد يـا نـه   تحليلـي مـي   Cروي منحنيو ، داخل 1

{z | Re z , Im z }   :تحليلي نيست، لذا داريم  z x iy (x iy)[(x ) iy] x y yi
z x iy (x ) y (x ) y (x ) y
         

   
        

2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1

  

)zLnپس تابع )
z



1
yx  تحليلي نيست: مقابلي روي مجموعه 1 y x x

y
        

 

2 2 2 21 1 1
2

 


  

|(دايـره  Cطور كه در ناحيه نشان داده شده مشخص است، نقاط غير تحليلي تابع داخل و روي منحنيهمان z i | 
1
2 (

نبود، چون اگـر ايـن نقـاط     Lnها مقدار داريم، نياز به بررسي نقاط غيرتحليلي تابعدقت كنيد كه چون در گزينه .نيستند
zپس فقـط  درون ناحيه بودند، انتگرال قابل محاسبه نبود. اما ما براي تمرين اين نقاط را هم حساب كرديم. i  ي نقطـه

zfاگر فرض كنيم غيرتحليلي درون دايره است. (z) z Ln( )
z





2 1
ي رال زير را داريـم كـه بـر اسـاس قضـيه     گاه انتگ، آن1

  رسيم:كوشي به راحتي به جواب مي

C

f (z) i (i )(i ) iI dz if (i) i(i) Ln( ) iLn[ ] iLn( ) iLn( i)
z i i (i )(i )

  
              

     2 1 1 1 22 2 2 2 21 1 1 2  

y

x
11

i
C

0
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گيري از توابع مختلطانتگرال: سوم فصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

)Lnاما مقدار i) :برابر است با  Ln( i) Ln | i | iArctg( i) Ln i i( ) 
        1 2 2  

  مقدار زير است: با بنابراين حاصل انتگرال برابر
I i( i )     22 2  

ي بـرق مطـرح شـده بـود!!     در رشته 93اين سؤال عيناً حتي بدون تغيير در چهار گزينه در آزمون كارشناسي ارشد بهمن در مورد اين سؤال:  نكته جالب
كورهـاي  شود، اما اين كه هر چهار گزينه هم يكسان باشد و سؤال تـأليفي باشـد و از كن  ها مطرح مي(البته سؤالات شبيه و عين بسيار از اين كتاب در آزمون

  هاي گذشته هم نباشد، براي اولين بار بود!!)سال
  

 حاصل :8مثال
|z|

Ln( z )I dz
z(z i)(tgz i)




  1
3

2
3

1گيري در جهت مثلثاتي پيموده شده باشد، كدام است؟ ، در صورتي كه مسير انتگرال  

)Ln ي اصلي لگاريتم است.)شاخه  
1( 2(iLni2 3(i2  4 (.انتگرال قابل محاسبه نيست  
 :بايـد بررسـي كنـيم تـابع    را داريم، » انتگرال قابل محاسبه نيست«ي ) جمله4چون در گزينه ( ،در اين سؤال  »1«گزينه  پاسخLn   در كجـا تحليلـي

z}، مجموعهLnzدانيم براي تابعنيست. مي | Re z , Im z }   هـاي حقيقـي و   كند. براي اين منظور لازم است قسمتنقاط غيرتحليلي را مشخص مي
  را تفكيك كنيم: Lnموهومي عبارت جلوي

z (x iy) x y ixy       2 2 2 21 1 1 2  

)Lnاي كه تابعبنابراين ناحيه z ) x  باشد:مي مقابلغير تحليلي است، به شكل  21 y
xy

   




2 21
2




  

xدانيم ياي دوم مياز معادله   ياy  اگر .x  شودي اول نتيجه ميادلهگاه از مع، آنy 21  كه امكان ندارد. پسy    ي و بنابراين از معادلـه
xاول داريم: 21 يا ،| x |1پس ،Ln( z )   فقط روي مجموعه زير تحليلي نيست. 21

z}گيري قرار نداردمسير انتگرال درون | z x iy , y , | x | }    1  
z  رويم:اما سراغ ديگر نقاط غير تحليلي تابع تحت انتگرال مي i | z | | i | | z | | z |       3 3 3 1 1  

zهايواضح است ريشه i 3 داخل دايره ،| z | 1
)نيستند 3 )

11   رويم:در اين مرحله سراغ پرانتز ديگر مخرج مي .3

 
iz iz iz izsin z e e e etgz i i sin z i cos z i

cos z i

  
          2 2      

iمعادله ريشه ندارد iz iz iz iz iz ize e e e e e          2 2  nj Jo†  

sinتابعاز طرفي  ztgz
cos z

 نيز در نقاطي كهcos z   يعني ،باشد, , 
 

3
2 2  يها درون دايرهكدام از آناما هيچ ،تحليلي نيست| z | 1

  .قرار ندارند 3

)Lnبا فرض z )f (z)
(z i)(tgz i)




 

2

3
  و با استفاده از قضيه انتگرال كوشي داريم: 1

|z|

f (z) i f ( )
z



   1
3

2    

قضيه ( تعميم قضيه كوشي براي نواحي همبند چندگانه)   
  

k)هاkCو Cفرض كنيد , , n)1 2  مسيرهاي ساده و بسته با جهت مثبت باشند، كه تمامkCها درونC اي از طـوري كـه در هـيچ نقطـه    باشند، به
  ي مشترك نباشد. در اين صورت داريم:نقطه داراي ناحيه با هم

k

n

C C
k

f (z)dz f (z)dz


  
1

   

توانيم براي هر يك از نقاط باز هم از قضيه كوشـي  داشتيم، مي Cي غير تحليلي درونتوان به اين شكل بيان كرد كه اگر چند نقطهدر واقع اين قضيه را مي
  كنيد: استفاده كنيم و در نهايت اين مقادير را با هم جمع بزنيم. به مثال زير توجه

 حاصل  :9مثال
z

z
e dz

(z )(z )   3 1 2 .را بيابيد  
 :دو نقطه  پاسخz 1 وz  |در داخل دايره 2 z |   بر تعميم قضيه كوشي براي نواحي چندگانه داريم: قرار دارند، پس بنا 3

z z
z

|z| C C

e e
e e ez zdz dz dz i( ) i( ) i(e e)

(z )(z ) z z
         

       1 2

2 2
3

2 1 2 2 21 2 1 2 1 2 2 1    
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 حاصل انتگرال :10مثال
|z|

dzI
z


 2 4 1  كدام است؟  

i) 2  ) صفر1
2  3 (i

 2  4 (
2  

  : ريم:آوهاي مخرج را به دست ميابتدا ريشه  »1«گزينه پاسخ  z z i , z , z , z i        4
1 2 3 41 1 1  

|در داخل دايره iو - i ،1 ،1نقاطتوجه شود  z |   كنيم:قرار دارند و هر كدام را جداگانه حساب مي 2

|z|

i(z )(z )I dz if ( ) i
z

 
      

 2

2
2

1
11 1 2 1 21 4 2 

|z|

(z )(z i)I dz if (i) i ( )
z i i

  
       

 2

2
1

1
11 2 2 4 2 

|z|

(z )(z i)I dz if ( i) i ( )
z i i

 
        

 2

2
4

1
11 2 2 4 2 

|z|

i(z )(z )I dz if ( ) i ( )
z

 
         

 2

2
3

1
11 1 2 1 21 4 2 

i iI I I I I    
         1 2 3 4 2 2 2 2   

  

  توان به صورت زير نوشت:تر فرمول انتگرال كوشي را ميحالت كلي :1نكته 

C

(n)

n
f (z )f (z) dz i (n , , , , ...)

n!(z z )    
 1 2 1 2 3


  

fام تابع تحليليnشتق مرتبهرابطه فوق جهت محاسبه م (z) .نيز كاربرد دارد  

 حاصل :11مثال
C

ze dz
z 4 در صورتي كهC مربعي با رئوسi4 و4 است؟ باشد، كدام  

1 (i
 3  2 (i

3  3 (i
!
4
3  4 (i

!



4
3  

  : تابع»  2«گزينه پاسخzf (z) e در كل صفحه مختلط تحليلي است و واضح است كهz   باشد، پس داريم:مربع فوق مي داخل  

C

z
( )e i i idz f ( ) e

! !z
  

     3
4

2 2
3 3 3

  
 

 حاصل انتگرال :12مثال
C

zeI dz
(z )


 41 درصورتي كهC دايره زمر| z |   در جهت مثبت باشد، كدام است؟ 2

1 (i
e
2  2 (e2

3  3 (i
e

3  4 (ei2  

  : سؤالدر اين  ،با توجه به فرمول فوق»  3«گزينه پاسخz  1 وn             باشد، لذا داريم:مي 3
ze f ( )I dz i

!(z )

 
   

 4
12 31  

z z i if (z) e f (z) e f ( ) e I
e e ! e

            


1 1 21 3 3  
 

 حاصل :13مثال
|z |

sin zI dz
(z ) 





1 1 2 21 كدام است؟  

1 (2

2  2 (


2

2  3 (i2

2  4 (i


2

2  

 يگيري تابع زير انتگرال فقط در نقطهبا توجه به به مرز انتگرال  »4«گزينه :  پاسخz 1 غير تحليلي است.          
sin z

sin z (z )I dz dz
(z ) (z )



 
 

  
2

2 2 2
1

1 1   

sinتابعطور كه گفتيم همان zf (z)
(z )




 21
|در ناحيه  z | 1 f                ا داريم:تحليلي است، لذ 1 (z)I dz if ( ) i ( ) i

(z )
        


2

2 2 1 2 4 21  
 

 حاصل انتگرال :14مثال
z

C
eI dz

(z )


 13951
|يكه در آن دايره  z |   است؟ i2باشد چه مضربي ازمي 2

1 (e
!1395  2 (e

!1394  3 (
!

1
1396  4 (

!
1

1394  

  : در اين مثال  »2«گزينه پاسخzf (z) e،z 1 وn  1 nاست. بنابراين 1395 1394 اب انتگرال برابر است با:و جو  
( )f ( ) eI i i

! !
   

1394 12 21394 1394    
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گيري از توابع مختلطانتگرال: سوم فصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد  :15مثالC دايره| z | |به ازاي .باشد 3 w | به صورت g(w)، تابع3
C

z zg(w) dz
z w
 




22 2  شـود. مقـدار  تعريف مـيg( i)
g ( i) 

2
1 

  كدام است؟

1 (i 


5
2  2 (i 


5

2  3 (i 


5
2  4 (i  5

2  

 :فرض كنيم»  2«گزينه  پاسخ| w | fشد. تابعبا 3 (z) z z  22   جا تحليلي است. با توجه به فرمول انتگرال كوشي داريم:همه 2

C

f (z)g(w) dz if (w) g(w) i( w w )
z w

       
 22 2 2 2  

g  ، خواهيم داشت:g(w)گيري ازبا مشتق (w) i( w ) g (w) i      2 4 1 8  
    

)g  ي عبارت خواسته شده داريم:بنابراين با محاسبه i) i( i ) i i
g ( i) i

      
   

  
2 2 8 2 2 1 2 5

1 8 4 2
  

 

 اگر  :16مثال
| |

f (z) d
z 

   
 

 
2

3
3 7 1گاه مقدار، آنf ( i) 1  كدام است؟  

1(i  12 26  2(i 12 26 3(i   12 26  4( i   12 26  

 :گيري نسبت بهبا مشتق»  4«گزينه  پاسخz :از طرفين تساوي خواهيم داشت  
| |

f (z) d
( z) 

     
 
2

23
3 7 1  

zاكنون به ازاي i 1 :خواهيم داشت  
| |

f ( i) d
( i) 

      
  

2

23
3 7 11

1
  

)gتابع )     23 7     ين ناحيه تحليلي است. با استفاده از فرمول كوشي داريم:در ا 1

f ( i) ig ( i) i( ) i( i ) i
i

               
  

1 2 1 2 6 7 2 6 13 12 261  

 
 اگر  :17مثال

zef (z) (z )
z


 
1

 وf ( )  1گاه حاصل، آن
f (z)

|z|
eI dz
z

  21 كدام است؟  
1(if ( )e2   2(if ( )e2  3(if ( )e   4 (if ( )e   

 :ابتدا دقت كنيد كه»  2«گزينه  پاسخf درz   :تحليلي است، زيرا  
z

z z z

e zLim f (z) Lim Lim f ( )
z z  


  

1 1
  


ÁpnH´À  

zدر fپس   پيوسته است و چون در هرz   تحليلي است بنابراين درz   پذير خواهد بود.نيز مشتق  

g(z)ايتابع دو ضابطهيادآوري: ( z z
f (z)

a z z


  



تابعي تحليلي باشد و gليلي است اگرتح zدر 

z z
Lim g(z) a





(  

fبنابراين (z) يدرون و روي دايره| z |1 تحليلي است و به اين ترتيبf (z)g(z) e نيز در اين ناحيه تحليلي خواهد بود.  

  اكنون از فرمول انتگرال كوشي خواهيم داشت:
f (z)

f ( )
|z|

eI dz ig ( ) if ( )e if ( )e
z

         1
21 2 2 2    

  
 كند؟هاي زير با بقيه فرق مييك از انتگرالحاصل كدام  :18مثال (n ) 1  

1(cos ne cos(sin n )d


    
2


  2(cos ne sin(sin n )d


    

2


  

3(cose sin( sin )d


    
2


  4 (cose cos(sin )d


  

2


  

   :ابتدا دقت كنيد كه:»  4«گزينه پاسخ  i(sin n )e cos(sin n ) i sin(sin n )        
cosدر ضمن ne  :نيز عبارتي حقيقي است. در نتيجه داريم    

cos n cos n i (sin n ) cos n cos n i (sin n )e cos(sin n ) Re{e e } , e sin(sin n ) Im{e e }            

incos  :) داريم1ي (طبق توضيح فوق براي گزينه .كنيمها را بررسي ميتمام گزينهاكنون  n i(sin n ) e iI Re e e d Re e .e d
         

2 2
1

 
   

izبا قرار دادن e  وdz d
iz

  :داريم  
n

n

|z|

z
z

|z|
dz eI Re e Re dz

z iz i z
   11 21

1 1  



  

185  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

nzg(z)اگر فرض كنيم e طبق قضيه كوشي گاهآنg ( )I Re( )
i !


 1

12 1
 اما .استnn zg (z) nz e  gپس 1 ( )   يعنياست ،I 1  باشد.مي  

بررسي آنچه در  بنابراين با توجه به ) داشتيم. 1ي (اين انتگرال قسمت موهوميِ همان انتگرالي است كه در گزينه ،طبق توضيحات اوليه): 2بررسي گزينه (
  .شودصفر مي اين انتگرال هم حاصل ،) گفتيم1گزينه (

i  ):3بررسي گزينه (

|z| |z|

cos i( sin ) e i z zdzI Im e .e d Im e e d Im( ze ) Im e dz
i z i

 

 

            
2

1 1

2
3

1 1
 

  

  شود.همه جا تحليلي است. انتگرال آن روي مرز بسته مي zeتابع
  مخالف صفر است. I4دهيمتند. اكنون نشان مي) با هم يكسان هس3) و (2) و (1( هايهاي داده شده در گزينهحاصل انتگرال پس

i  ): 4بررسي گزينه (

|z|

z
cos i sin e eI Re e .e d Re e d Re dz Re ie

i z i

  



 


           

2 2

14
1 1 2 2

 

  

  
 

 اگر  :19مثالC اي به شكل مثلث با رئوسمنحني بستهi ،i 1
i1و 2

باشد كه در جهت خلاف حركت ساعت پيمـوده شـده اسـت، از تسـاوي      2

C
(a )[ ]dz

z(z )


   


2
4

1 2 4 4
2

  تواند باشد؟كدام مقدار مي aمقدار 

1(i1 2(i2 3(i3  4 (i4  
 :منحني»  3«گزينه  پاسخC ايم.را كه مرز مثلث رسم شده است، در شكل مقابل نشان داده  

fفرض كنيم (z)
(z )

 
 4
1 4
2

a)و  )g(z)
z



  باشند.  22

f،zي تابعغير تحليلي نقطه  درون و روي مـرز   fقـرار نـدارد. بنـابراين    Cدرون مـرز است كه  2
               ي كوشي ـ گورسا خواهيم داشت:تحليلي است و طبق قضيه Cيبسته

C
f (z)dz     

zينقطه   يكه قطب سادهg  منحنياست، درونC :قرار دارد بنابراين طبق فرمول انتگرال كوشي داريم  

C C
(a )g(z)dz dz i(a )

z


    
2

22 2 2   

  شده برابر است با: در نتيجه، انتگرال داده
C C C

(a )I [ ]dz f (z)dz g(z)dz i(a )
z(z )


        
  

2
2

2
1 2 4 2 2
2    

i(aبنابر صورت سؤال داريم: )    22 2 a)پس 4 ) i
i

  


2 42     آوريم:ي دوم آن را بدست مي، ريشهi2. با نوشتن فرم قطبي22

k k
i i i

(a ) i e (a ) e a e k ,

 
   

         

2 22 2
2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 1  

i ) صحيح است.3ي (گزينه 3
ik a e ( i ) ( i)


         4 2 2 2 22 2 2 2 22 2 2 2  

kالبته به ازاي 1 نيز مقدار ديگري برايa :بدست خواهد آمد  
ik a e ( i ) i


        
5

1 4 2 22 2 2 2 12 2  

 
 تساوي اگر  :20مثالn

n
f (z) z


 

15


|دايره Cبرقرار باشد و z، براي هر عدد مختلط z i |  باشد، مقدار انتگرال 2

C
f (z)dzI
(z i)


 15 كدام است؟  

1(i( i) 2 1 15  2(i( i) 2 1 14 3(i( i) 4 1 15  4 (i( i) 4 1 14  
 :تــابع»  1«گزينــه  پاســخf (z) جــا تحليلــي اســت. بنــابراين روي اســت، بنــابراين تــام اســت، يعنــي همــه )15ي از درجــه(اي يــك چنــد جملــه

Cيدايره :| z i |    ال كوشي داريم:با استفاده از فرمول انتگر 2
( )

C
f (z)dz f (i)I i

!(z i)  


14

15 2 14  

fاكنون به مشتقِ چهاردهم تابع (z) z z z z     2 14 151  بـه   14ي كمتر از اگر از اين تابع چهارده بار مشتق بگيريم جملات با درجه .توجه كنيد

)صفر خواهند رسيد و با كمي دقت خواهيم ديد: كه )f (z) ! !z 14 14 )i  ين داريم:. بنابرا15 i) 2 1 15
( )f (i) ! ! iI i i( )

! !


    
14 14 152 214 14  

 

y

i

x

1 i
2


1 i
2

 

 قضيه كوشي گورسا
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گيري از توابع مختلطانتگرال: سوم فصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

i i i i iI (e sin(e ) e cos(e ) e )d
           

2 2 2


 اگر  :21مثالf (z) تابعي تحليلي درون و روي دايره| z | fباشد و 1 ( )  1گاه حاصل انتگرال، آنiI f (e )cos ( )d
  

 
2 2

2
  ؟ ، برابر با كدام گزينه است

1 (f ( )2   2 (( f ( )) 2   3 (( f ( )) 2
2
  4 (( f ( )) 2

4
  

 :بريم:توانِ كسينوس را از بين مي ،ابتدا با استفاده از اتحاد طلايي»  3«گزينه  پاسخ  
i i

i icos e eI f (e )( )d f (e )[ ]d
      

     
2 21 1 12 2 2 

  

izبا تغيير متغير e  خواهيم داشتidz ie d  يعنيdz izd پس .dzd
iz

 به جاي انتگرال معين .


2


|ينيز انتگـرال روي مـرز بسـته     z |1   

  را خواهيم داشت:
C C C C C

z dz f (z) f (z)I f (z)[ ] f (z)( )dz [ f (z)dz dz dz]
z iz i z i zz z

            2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 112 2 2 2 2 2 2 22      

مساوي است با صفر است (يعني fخاطر تحليلي بودنِاولين انتگرال به
C

f (z)dz  (  

f   آيند:ميدست ي كوشي ـ گورسا به صورت مقابل بههدومين و سومين انتگرال با استفاده از قضي (z) f (z)dz i f ( ) , dz i f ( )
z z

     22 2    

I  :داريم بنابراين [ i f ( ) i f ( )] f ( ) f ( ) ( f ( ) f ( ))
i

            
1 2 22 2 2        

fحالا چون ( ) 1  با مقدار مقابل است:است، بنابراين جواب برابر  I ( f ( ))  22   
 

 اگر  :22مثالD ناحيهD :{z x iy C ; x y }    2 2 گاه حاصلباشد، آن 1
D

I coszdxdy  كدام است؟  
  هاي روسيه)ان ترم دانشگاه(از سؤالات پاي

1 (2  2 (  3 (3
4  4 (3

2  

 :يناحيه » 2«گزينه  پاسخD را در مختصات قطبي به صورت   2 وr 1 دهيم.نشان مي  
i

D
I cos(z)dxdy cos(re )rdrd

     
2 1
 

  
  شود.اولين انتگرال به روش جزء به جزء حل مي

i

i i i i i i i i i i i i

i i

r cos(e r)

e sin(e r) cos(re )rdr [re sin(e r) e cos(e r)] e sin(e ) e cos(e ) e

e cos(e r)



                 

  

     




1 2 2 2

2

11
 



  

  

izبا تغيير متغيري حل انتگرال دوم برا e  اين انتگرال معين را به انتگرال روي منحني| z |1 كنيم:تبديل مي  i
i

dz dzdz ie d d
izie




       

|z| |z|
sin(z) cos(z) dz zsin(z) cos(z)I ( ) ( i) dz

z izz z z 

 
     2 2 31 1

1 1  
g(z)اگر صورت كسر را z sin(z) cos(z)  1 از فرمول انتگرال كوشي خواهيم داشت: ،حليلي است. پستابعي ت ،بناميم  

I ( i)( i) g ( ) ( i)( i)
!
       

1 12 22 2  

  


