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يادآوريفصل اول:    2  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   3عموميرياضي  

  
  دومفصل 

  »ايو بسط دو جمله هامجموعه« 
 

 ايمجموعه :1مثالn اوليه است؟ هاي آن چند برابر زير مجموعهعضو دارد و به آن سه عنصر ديگر اضافه شد. در اين صورت تعداد زير مجموعه    
1 (3  2 (4  3 (6  4 (8  
 باشد.برابر مجموعه اوليه مي 32، مجموعه جديدهايتعداد زيرمجموعه  »4«گزينه  :پاسخ  

  

 هاي مجموعه :2مثالA  ،B  وC  مفروضند ، به طوري كهA B C   است ، حاصل مجموعه C (A B )   ؟كدام است  
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1 (A  2 (B  3 (A B  4 (A B   
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 مجموعه » ارقام فرد يك رقمي« :5مثالA  مجموعه » اعداد اول يك رقمي«وB هاي بوده، زيرمجموعهA-B »است؟ » چه تعداد  
1 (4 2 (3  3 (2  4 (1  
 1«گزينه  :پاسخ«     A , , , , B , , , 1 3 5 7 9 2 3 5 7  

n(A B)  22 2 ها تعداد زير مجموعه 4 A B ,  1 9  
n(Aمنظور از: توضيح B) تعداد عضوهاي مجموعهA B  .است  
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ايها و بسط دوجملهمجموعهفصل دوم:    4 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 اگر  :6مثالA  وB دو مجموعه غيرتهي باشند(A B) با كدام مجموعه برابر است؟  
1 (A B   2 (A B  3 (A B   4 (A B   
 2«گزينه  :پاسخ«  (A B) (A B ) A B        

  

 اگر  :7مثالA  وB دو مجموعة غيرتهي وA B A   باشد، آنگاهB A  كدام مجموعه است؟  
1 (A  2 (B  3 (A B  4 (A B  
 از رابطه  »2«گزينه  :پاسخA B A  شود نتيجه ميA  وB باشند، بنابراين:دو مجموعه جدا از هم ميB A B A B     

Aباشند، اگر و تنها اگرا از هم ميدو مجموعه جد Bو  A يادآوري: B A   و ياB A B  .باشد  

  
 اگر :  8مثالA B A B   باشد، آنگاهA برابر كدام است؟  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   5عموميرياضي  

 اگر مجموعه جهاني: 41مثالU { , , , ...., } 1 2 3 A)مجموعه باشد،  3پذير بر مجموعه اعداد بخش Bمجموعه اعداد فرد و Aو 1 B) 
  چند زير مجموعه دارد؟
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 3«گزينه  :پاسخ  «                             A { , , , , } , B { , , } A B { , , }    1 3 5 7 9 3 6 9 1 5 7  

A)چون مجموعه B) سه عضو دارد پس داراي32   زير مجموعه است. 8

  
 اگر: 51مثال n(A B) ,n(A) 1 n(Aو 7 B)    كدام است؟ n(B)، آنگاه5
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 اگر داشته باشيم :61مثالn(A)  1  تعداد عناصر مجموعه)A و (n(B)  n(Aو  15 B)  19  ، باشدn(A B) كدام  است؟  
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 هاي اگر تعداد عناصر مجموعه :71مثالA  ،B  ،A B  باشند ، تعداد عناصر  3و  7و  5به ترتيب برابرA B كدام است؟  
1 (8  2 (9  3( 1  4 (12  
 طبق فرض  »2«گزينه  :پاسخn(A)  5،n(B)  n(Aو 7 B)  3:بنابراين ،  

n(A B) n(A) n(B) n(A B)      7 5 3 9   

  
 هاي اگر تعداد عناصر مجموعه :81مثالA  و(A B)  وA B  به ترتيب برابر1  ،4  باشد تعداد عناصر   18وB كدام  است؟    

1 (8  2 (9  3 (12  4 (15  
 طبق فرض   »3«گزينه  :پاسخn(A) 1 ،n(A B)  4  وn(A B) 18داريم: ، بنابراين  

n(A B) n(A) n(B) n(A B) n(B) n(B)        18 1 4 12    

  
 عضو و 8اگر مجموع مرجع داراي  :19مثالn(A)  n(Aو 5 B) ,n(B ) 6 n(Aباشد، در اين صورت 6 B)كدام است؟   
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 در يك كلاس :02مثال،3  باشند. چنانچه نفر پسر مي 45نفر شيرازي و2داد پسرها يا شيرازيها مجموعـاً  نفر از شيرازيها پسر باشند تع
    باشد.چند نفر مي

1( 75  2( 55  3( 65  4( 7   
 ها را با مجموعه اگر شيرازي  »2«گزينه : پاسخA  و پسرها را با مجموعهB :نمايش دهيم، در اين صورت  
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ايها و بسط دوجملهمجموعهفصل دوم:    6 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   7عموميرياضي  
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 در بسط: 72مثال(a )
a a


3 1
7 2

1 1   جمله مستقل ازa  ؟جمله چندم است  

1 (7  2 (8  3 (3  4 (9  

 2«گزينه : پاسخ     «          
( k) kk k

kT (a ) (a ) a
k k

   


   
    
   

2 2 2 2113 7 3 71
1 1  

)(جمله هشتم)             باشد لذا داريم: aصفر شود تا جمله مستقل از  aبايد توان  k) k k k         
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 تعداد جملات بسط: 82مثال(x y z t)     كدام است؟  3
1 (2  2 (3   3 (64   4 (16  

 1«گزينه : پاسخ«                  !
! !

    
         

3 4 1 6 6 24 1 3 3 3 تعداد جملات  

  

 اي هاگر تعداد عناصر مجموعه :29مثالA  ،B  ،A B  باشند ، تعداد عناصر  3و  7و  5به ترتيب برابرA B كدام است؟  
  )75(حسابداري ـ سراسري 

1 (8  2 (9  3( 1  4 (12  
 طبق فرض   »2«گزينه : پاسخn(A)  5 ،n(B)  n(Aو  7 B)  3:بنابراين ،  

n(A B) n(A) n(B) n(A B)      7 5 3 9   

  
 ضريب جمله  :03مثالx4 اي در بسط دو جمله( x ) 812   )75(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 4
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ايها و بسط دوجملهمجموعهفصل دوم:    8 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 اگر به مجموعه  :31مثالA 76(حسابداري ـ سراسري   شود؟هاي آن چند برابر ميسه عضو اضافه شود ، تعداد زيرمجموعه(  
1 (2  2 (4  3 (6  4 (8  
 اي بطور كلي اگر به مجموعه»  4«گزينه : پاسخk     هـاي آن عضو اضافه شـود، تعـداد زيـر مجموعـهk2   شـود. بنـابراين تعـداد زيـر     برابـر مـي

  شود.برابر مي 32هاي مجموعه جديد مجموعه
 

 ضريب جملة : 23مثالx2 اي در بسط دو جمله(x )
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 81
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 مجموعه: 33مثال (A B) (A B) 76(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟(  
1 (A  2 (B  3 (A B  4 (A B  
  :3«گزينه پاسخ«    
  اول: روش

  (A B) (A B) (A B) (A B ) (A B) (A B) A [B (A B)] A B                           
  روش دوم:  
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 ضريب: 43مثالx2 ايدر بسط دو جمله(x )

x
   )76(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟ 81
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لازم است  x2براي بدست آوردن جمله 
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2 2
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 حاصل عبارت: 53مثال  (A B) (A B) 76(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟(  
1 (A  2 (B  3 (A B  4 (A B  
  :2«گزينه پاسخ  «             (A B) (A B) B (A A ) B B           

 

 بقانون جذ

 تعريف تفاضل دو مجموعه 



  
كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   9عموميرياضي  

 اگر : 63مثالA  وB ددو مجموعه غيرتهي باشن(A B) 77(حسابداري ـ سراسري   با كدام مجموعه برابر است؟(  
  

1 (A B   2 (A B  3 (A B   4 (A B   
  :2«گزينه پاسخ «            (A B) (A B ) A B        

 

 اجتماع دو مجموعه : 73مثالA  وB ،2  عضو دارد. به مجموعهA  ،8  عضو اضافه شد. اجتماع 6عضو جديد اضافه كرديم به اشتراك آنها 
  )77(حسابداري ـ سراسري   چند عضو دارد؟ Aو مجموعه جديد  B مجموعه
1 (22  2 (25  3 (26  4 (28  
  :مجموعه جديد را با   »1«گزينه پاسخA دهيم، در اين صورت روابط زير برقرار است:نشان مي  

n(A B)  2  ،n(A B) n(A B)   6    وn(A ) n(A)   8  
n(A       بنابراين: B) n(A ) n(B) n(A B) (n(A) ) n(B) (n(A B) )         8 6    

      
n(A B)

(n(A) n(B) n(A B))


    
2

2 22
 

  

 

 ايدر بسط دو جمله: 83مثال(x x )   )77(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ x9، ضريب جمله 16
1 (189  2 (12  3 (12  4 (189  

  :3«گزينه پاسخ«                   
k k

k k k k k
kT x ( x ) ( ) x .x ( ) x

k k k

 


     
          
     

1616 16 2 21
16 16 161 1  

kدهيم قرار مي x9براي بدست آوردن جمله شامل 
 16 kشود ، كه از آن نتيجه مي92 14:بنابراين .  

!T ( ) x x x
! !

 
    

 
14 9 9 9

15
16 161 1214 14 2   

 

 اگر  :39مثالA  وB  ،دو مجموعه باشندA [A (B A)]   78(حسابداري ـ سراسري   برابر كدام است؟(  
1 (A  2 (B  3 (A  4 (  
  :4«گزينه پاسخ«  A [A (B A)] A A        

 
 در بسط : 04مثال(x )

x
 11  ضريب جمله شامل ،x4 78(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (18  2( 2   3 (21  4 (24  

  :3«گزينه پاسخ  «    

        
k kk

k k k k
kT x ( ) x x ( ) x

k k kx

  


                
      

311 1 2 21
1 1 11 1 1

     

kدهيم قرار مي x4براي بدست آوردن جمله شامل 
 

31 42آيد ، كه از آن بدست ميk    ، بنابراين:4

!T ( ) x x x x
! !

    
        

4 4 4 4 4
5

1 1 1 9 8 71 214 6 4 4 3 2
     

  

 قانون جذب



  
ايها و بسط دوجملهمجموعهفصل دوم:   10 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 اگر : 14مثالA  وB دو مجموعه ناتهي باشد، مجموعهA (A B) 78(مجموعه مديريت ـ سراسري        ، كدام است؟(  
1(A B  2(A B   3(B A   4((A B)   

  :2«گزينه پاسخ «    

                          A (A B) A (A B ) A B        
 

 در بسط: 24مثال(x )
x

 81
  )78(مجموعه مديريت ـ سراسري        مجموع ضرايب كدام است؟ 2

1(1
256  2(1

64  3 (24  4 (32  

  :را جايگزين كنيم. 1يادآوري: براي بدست آوردن مجموع ضرايب بسط، كافي است به جاي متغيرها عدد   »1«گزينه پاسخ  

( )  81 11 2 xمجموع ضرايب  256  1  

 
 اگر: 34مثالA وB دو مجموعه غيرتهي باشد، مجموعه(A B) A           78ادي ـ سراسري (علوم اقتص            كدام است؟(  

1 (A  2 (B  3 (B A  4 (A B  

  :3«گزينه پاسخ «  

                      (A B) A (A B) A B A B A         
 

 اگر : 44مثالA  وB  وC  سه مجموعه وA B  باشد ، حاصل  [(B A) C] C  79(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (B  2 (A  3 (C  4 (B  

  :چون   »3«گزينه پاسخA B بنابراين ،A B    و ياA B  :لذا ،     
    [(B A) C] C [ C] C C C               

 
 ضريب: 54مثالx3 ايدر بسط دو جمله( x )

x
2 12

3
12

3
  )79(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (C ( )6 6
12

2
3  2 (C ( )3 3

12
2
3  3 (C

33
12 9

2
3

   4 (C
99

12 3
2
3

  

  :1«گزينه پاسخ  «  

     
k k kk k

k k k k
kT ( x ) x x x

k k kx


   


                                 

3 7242 12 12 24 2 122 21 3
12 12 121 1 12 2 23 33

  

kدهيم ، قرار ميx3براي بدست آوردن جمله شامل
 

724 kشود ، كه نتيجه مي32    ، بنابراين:6

T x x C x
                    

        

6 6 6
6 3 3 6 3

7 12
12 121 2 226 63 3 3  

  

  قانون شبه جذب

 قانون شبه جذب



  
كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  11عموميرياضي  

 اگر: 64مثالA  وB  وC سه مجموعه باشند، به طوري كهA B C  آنگاه   [(A B) C] (A B) كدام است؟  
  )79(مجموعه مديريت ـ سراسري 

1 (A B  2 (A B  3 (B  4 (C  

  :از رابطه   »3«گزينه پاسخA B C  شود نتيجه ميA B A  وA B B:بنابراين .  


B CA C

[(A B) C] (A B) (A C) B C B B


          

 

 هاي مجموعه: 74مثالA  ،B  وC  مفروضند ، به طوري كهA B C   است ، حاصل مجموعه C (A B )   ؟كدام است  
  )80(حسابداري ـ سراسري 

1 (A  2 (B  3 (C  4 (  

  :3«گزينه پاسخ «   

Aاز رابطه روش اول:  B C  شود نتيجه ميC B A   :بنابراين ،                 
B A

C (A B ) C B C
 

          

C                                     روش دوم: (A B ) C (A B) C B (C B) C                  

 

 ز ي مستقل اجمله: 84مثالx در بسط(x )
x

2 6
4
  )80(حسابداري ـ آزاد        برابر است با: 1

1 (12  2 (15  3 (18  4 (25  

  :2«گزينه پاسخ «   

  
k

k k k k
kT (x ) x .x x

k k kx
   


              

      
2 6 12 2 4 12 6

1 4
6 6 61  

kدهيم قرار مي xبراي بدست آوردن جمله مستقل از  12 6 شود ، كه از آن نتيجه ميk  T!            ، بنابراين:2
! !

 
   
 

3
6 6 152 2 4  

 

 اگر: 49مثالA وB دو مجموعه باشند، حاصل عبارت A (A B) A       80(مجموعه مديريت ـ سراسري         كدام است؟(  

1(A  2(B  3(A B  4(  

  :4«گزينه پاسخ«              A [(A B) A] A A       

               

 

 در بسط : 05مثال(x )
x

 (xكدام است؟  xضريب جمله مستقل از  81 )             80(علوم اقتصادي ـ سراسري(  

1 (35  2 (4  3 (6  4 (7  

  :4« گزينهپاسخ «   
k

k k
kT x x

k kx
 


         

    
8 8 2

1
8 81  

kدهيم. قرار مي xمله مستقل از براي بدست آوردن ج 8 2  كه در اين صورت ،k  T!                    . درنتيجه:4
! !

 
   
 

5
8 8 74 4 4   

 چون

 قانون جذب



  
ايها و بسط دوجملهمجموعهفصل دوم:   12 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 ي جهانيدر مجموعه: 15مثالU {x|x N,x }    باشـد،  3پـذير بـر   بخـش ي اعـداد  مجموعـه  Bمجموعة اعـداد فـرد و     A، اگر 15
(Aمجموعه B) 81(حسابداري ـ سراسري   چند زيرمجموعه دارد؟(  
1 (12  2 (3  3 (6  4 (8  
  :4«گزينه پاسخ «                                    A { , , , , , , , } , B { , , , , } A B { , , }   1 3 5 7 9 11 13 15 3 6 9 12 15 3 9 15  

Aبنابراين مجموعه B ،3 س دارايعضو دارد پ32   زير مجموعه است. 8
 

 مجموعة: 25مثال(A B) (A B) A     81( مجموعه مديريت ـ سراسري    ، برابر كدام است؟(  
1(A  2(B  3(  4(A B  
  :3«گزينه پاسخ «   

[(A B) (A B)] A [(A B) (A B )] A [A (B B )] A (A M) A A A                          
 

 اگر : 35مثالA وB دو مجموعه درU بوده وB A باشد، مكمل  مجموعةA B  81آزاد  ( علوم اقتصادي ـ  است؟  كدام(  
1(A B   2(A  3(A B  4(B  
  :2«گزينه پاسخ«                     (A B) (A B ) A B A          

 

 در : 45مثالx
x

  
 

  )81آزاد  ( علوم اقتصادي ـ   در بسط آن كدام است؟  x2ضريب 812

1(56 2(32 3(336 4(448   

  :4«گزينه پاسخ «  
k

k k k
kT ( x) x

k kx
  


         

    
8 8 8 2

1
8 812 2   

kxدهيم قرار مي x2براي بدست آوردن ضريب  x 8 2 k، كه از آن 2    آيد، بنابراين:بدست مي 5
!T x x x

! !
   

     
 

3 2 2 2
6

8 82 8 4485 5 3  

  

 82(حسابداري ـ سراسري   كدام يك از روابط زير نادرست است؟: 55مثال(  
1(A (A B) A    2((A B) A B    
3((A B) A A B    4(B (B A) A B   
  :4«گزينه پاسخ «                B (B A) B (B A ) B A        

 
 در بسط: 65مثالx( )

x


2 91
  )82(مجموعه مديريت ـ سراسري    است، كدام است؟xاي كه فاقد، ضريب جمله 2

1(7
2   2(7

2  3(21
2  4(21

2  

  :3«گزينه پاسخ  «              
k k k

k k
k

xT ( ) x
k kx

 



                         

9 92 18 3
1

9 91 1 12 2  

kدهيم. قرار مي xآوردن جمله فاقد براي بدست  18 3 كه از آنجا ،k    آيد. بنابراين:بدست مي 6

!T ( )
! !

        
  

3
6

7
9 1 9 1 2116 2 6 3 8 2  

  



  
كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  13عموميرياضي  

 اگر: 75مثال A a, b آنگاه ،A5 82نعتي ـ آزاد (مديريت ص   داراي چند عضو است؟(  
1 (16   2 (32  3 (8  4 (64  
  :بطور كلي اگر مجموعه   »2«گزينه پاسخA  دارايn عضو باشد، آنگاه مجموعهmA دارايmn  عضو خواهد بود. بنابراين مجموعه
A5 عضو است. 52، داراي  

 
 اگر: 85مثال A B  و 3 A B , ,  1 2 Aتك عضوي باشد، آنگاهBو 3 B2 82(مديريت صنعتي ـ آزاد   چند عضو دارد؟(  

1 (8  2 (12  3 (9  4(1  
  :گيـريم  باتوجه به اطلاعـات داده شـده در مسـأله نتيجـه مـي       »3«گزينه پاسخn(B) 1 ،n(A B) 1 ،n(A B)  3  بـا .

n(Aجايگزيني اين مقادير در رابطة  B) n(A) n(B) n(A B)    شود:نتيجه مي  
                                     n(A) n(A)    3 1 1 3  

n(A B) n(A )n(B) n(A)n(A)n(B)*      2 2 3 3 1 9  
 

 حاصل : 59مثال    [A B C ] [A (B C)]  82(علوم اقتصادي ـ سراسري             ها برابر است با:          در مجموعه(  
1 (A B  2 (  3 (A  4 (A  
  :4«گزينه پاسخ«       

[A (B C )] [A (B C)] A [(B C ) (B C)] A [(B C) (B C)] A A                       
 

 82(علوم اقتصادي ـ آزاد    در شكل زير براي منطقه هاشور زده كدام پاسخ نادرست است؟ : 60مثال(  
1((A B) C   
2((B C) A   
3((B A) C   
4((C A) B   

  

  :مجموعة  »1«گزينه پاسخ(A B) C .در شكل روبرو به صورت هاشور زده مشخص شده است  
  

  
 مجموع ضرايب در بسط: 16مثال(a b c)    )83(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 5

1 (125  2 (15  3 (225  4 (243  
  :دهيم، بنابراين:را قرار مي 1براي بدست آوردن مجموع ضرايب بسط به جاي تمام متغيرها مقدار   »4«گزينه پاسخ  

( )    5 51 1 1 3   مجموع ضرايب بسط 243

  
 تعداد جملات بسط: 26مثال(a b c)    )83( مجموعه مديريت ـ سراسري   كدام است؟ 5

1 (6  2 (18  3(2  4 (21  

  :بطور كلي تعداد جملات بسط  »4«گزينه پاسخn
k(a a ... a )  1 nبرابر 2 k

k
  

  

1
باشد، بنابراين تعداد جمـلات بسـط   مي 1

(a b c)  !                            ابر است با:بر 5
! !

    
         

5 3 1 7 7 213 1 2 2   تعداد جملات5

  

A  B  

C  

B A 

C 



  
ايها و بسط دوجملهمجموعهفصل دوم:   14 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 عبارت : 36مثال(a b c)    )83(علوم اقتصادي ـ سراسري             ، چند جمله دارد؟4
1 (12  2 (15  3 (18  4 (24  

  :2«گزينه پاسخ«   !
! !

    
         

4 3 1 6 6 153 1 2 2   تتعداد جملا 4

 
 اگر: 46مثالA وBدو مجموعه غيرتهي باشند وA B A  در اين صورت ،A B  84( مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟(  

1(A B  2(A B  3(A  4(B  
  :از رابطه   »4«گزينه پاسخA B A  شود نتيجه ميA  وB باشند.دو مجموعه جدا از هم مي     A B B A B A B       

A (A B) A B     
 

 اگر: 56مثالu مجموعه مرجع وA وB دو مجموعه درuباشند به طوري كهA B باشد در اين صورت برايA B     كـدام گزينـه را
  )84علوم اقتصادي ـ آزاد (    دانيد.مناسب مي

1(A B  2(B A  3(A  4(B  
  :2«گزينه پاسخ«                    A B A B B A B A          

 
 85(حسابداري و مديريت ـ سراسري   توان ساخت؟بدون توجه به معنا چند كلمه سه حرفي ميبا استفاده از حروف كلمه بازرگان  : 66مثال(  

1 (12  2 (125  3 (14  4 (135  
 :گيريم.براي محاسبه تعداد حالات ممكن سه حالت مختلف در نظر مي   »4« گزينه پاسخ  

  »الف«بدون حرف الف) كلمه سه حرفي    5 4 3 6  تعداد حالات  
ب، ز، «توان از پنج حـرف  تواند در سه محل مختلف قرار گيرد، و دو حرف ديگر را ميمي» الف«حرف »: الف«ب) كلمه سه حرفي شامل يك حرف 

  انتخاب كرد. پس تعداد حالات ممكن برابر است با:» ر، گ، ن   3 5 4 6  تعداد حالات  
توانند در كلمه سه حرفي ظـاهر شـوند و حـرف سـوم كلمـه را      به سه حالت مختلف مي» الف«دو حرف »: الف«ج) كلمه سه حرفي شامل دو حرف 

  انتخاب كرد.» ب، ز، ر، گ، ن«توان از بين پنج حرف مي  3 5   تعداد حالات 15
                 ساختن كلمه سه حرفي برابر است با:پس تعداد كل حالات ممكن براي    6 6 15 135   تعداد كلمات  

  
 اگر مجموعه جهاني :76مثالU { , , , , , , } 1 2 3 4 5 6 Aباشد و دو مجموعه 7 { , , } 2 4 Bو6 { , , } 1 3 A)مفروض باشـند  7 B) A  ـ  د چن

  )85(حسابداري ـ آزاد   عضو دارد؟
1 (4  2 (3  3 (2  4 (7  
 :توجه كنيد كه   »1« گزينه پاسخA B    وA { , , , }  1 3 5   باشد.مي 7

  

 در بسط: 86مثال( x )
x

  )85(علوم اقتصادي ـ آزاد   ضريب جمله سوم بسط كدام است؟ 11

1 (12  2 (45  3 (9  4 (6   

 :2« گزينه پاسخ«               T ( x ) ( ) x
x

 
  
 

8 2 2
3

1 1 452
  

  

  قانون شبه جذب



  
كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  15عموميرياضي  

 هاي زير، مجموعه كرانهاي پائين مجموعهكداميك از مجموعه: 69مثالA ( , ]1   )85ريت صنعتي ـ آزاد (مدي  است؟ 7
1 (( , ] 1  2 (( , ) 1  3 ([ , )7  4 (( , )7  

 :1« گزينه پاسخ«  

 
 ــال Uاگــر مجموعــه جهــاني: 07مث { , , , , , , }1 2 3 4 5 6 Aباشــد و 7 { , , }2 4 Bو 6 { , , }1 3 ــر مجموعــه 7 ــداد زي ــايباشــند، تع   ه

  (A B) A 85(مديريت بازرگاني ـ آزاد   چند است؟(  
1 (14  2 (15  3 (16  4 (17  

 :واضح است كه  »3« گزينه پاسخA B  :بنابراين ،                     (A B) A A A { , , , }      1 3 5 7    

A)با توجه به اينكه مجموعه B) A  ،4 است. 42هاي آن برابرعضو دارد، پس تعداد زير مجموعه  

 
 اگر: 17مثالA وB دو مجموعه باشند B (A B) 85(مديريت بازرگاني ـ آزاد   ست؟كدام ا(  

1 (B  2 (A  3 (A B  4 (B A  

 :1« گزينه پاسخ«     B (A B) B (A B ) B (A B ) B (A B) B               
 

 اگر: 27مثالA B 86(علوم اقتصادي ـ سراسري   است؟ نادرستدام رابطه باشد، ك(  

1 (A B B      2 (A B A    
3 ((A B) (A B) A    4 ((A B) (A B) A    

 :از  »3« گزينه پاسخA B شود:نتيجه ميA B B وA B A:بنابراين ،   
                       (A B) (A B) B A B      

 
 اگر: 37مثالA C   وB C C وB C باشد در اين صورتC (A B) 87(علوم اقتصادي ـ آزاد   ؟كدام است( 

1 ( 2 (A B 3 (B 4 (C 

 :1« گزينه پاسخ«     C (A B) C (A B ) (C A) B B


             
 شركت پذيري



  
تابعوم:  سفصل  16  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  
 سومفصل 

  »تابع«
  

 تواند بيانگر ضابطه يك تابع باشد؟كداميك از روابط زير مي: 1مثال   
1 (y (x )  21 1  2 (sin y x  3((y ) (x )   2 21 1  4 (y x    
  : درست است كه توان »3«باشد اما در رابطه گزينه تابع نمي 4و  2، 1هاي زينهضابطه گ فوقبا توجه به تذكر »  3«گزينه پاسخy   زوج اسـت

)Aولي تنها زوج مرتب  , )1   باشد. ، تابع ميداده شده و ضابطه بودهمتعلق به رابطه  1
  

 اگر :2مثالxf (x)
x


   ، آنگاه مطلوبست:1

1 (f ( )2  2 (f (a)  3 (f ( )
x
1   4 (f ( x)  5 (f (x) f ( )

x


1  

  : كافي است در ضابطه تابعپاسخf .مقادير داده شده را قرار دهيم  

) f ( )  
   

  
2 21 2 22 1 1  

(a      ;  دهيم)قرار مي f،aدر تابع x(به جاي  f (a)
a




2 1  

،fدر تابع x(به جاي 
x
x  ;  )دهيمقرار مي 1 x) f ( ) xx x

x x

  
 

1 1
1 13 1 1 11

  

x              ;  )دهيمقرار مي f،xدر تابعxبه جاي(  x) f ( x)
x x


  
  

4 1 1  

x x x xx x) f (x) f ( ) xx x x x x x
x x


        

    

1 1
1 1 15 11 11 1 1 1 11

  

 
 اگر :3مثالxf ( )

x x



 
1 1

3 2 fباشد، مقدار 1 (x) :كداميك از عبارات زير است  

1(xf (x)
x


1  2(xf (x)

x





1
1 5  3(xf (x)

x



3  4(f (x) x 1  

  : 2«گزينه پاسخ  «                                tt xt t xt t x
x t


        


1 1 23 2 1 3 1 23 2 3  

           شود:در ضابطه داده شده نتيجه مي tبرحسب xحال با جايگزيني
t t t

t xt tf (t) f (x)t t t t x
t t

  
  

    
    

1 2 1 2 31 1 13 3
1 2 1 2 3 1 5 1 513 3

  

  



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  17  رياضي عمومي

 هرگاه :4مثالxf (Arcsin(x ))
x


 
fباشد،  11 (x)  كدام است؟  

1 (sin x 2  2 (sin x
sin x
1  3 (sin x

sin x
1  4 (sin x

sin x1  

  : روش اول:  »4«گزينه پاسخ                           t Arcsin(x ) sin t x x sin t       1 1 1  

)                   شود:با جايگزيني در ضابطه داده شده نتيجه مي sin t) sin tf (t) f (t)
sin t sin t

 
  

 
1 1

1 1  

  دهيم، در اين صورت خواهيم داشت:را قرار مي 1، مقدار xدر رابطه داده شده به جايروش دوم: 

f (Arcsin( )) f (Arcsin ) f ( )
     

1 11 1 1      

fتواند صحيح باشد كه در آناي ميبنابراين گزينه ( )   ) كند.) در اين شرط صدق مي4باشد، و تنها گزينه  

  
 دامنه تابع با ضابطة  :5مثالxf (x)

x


2 كدام بازه است؟ ،   

1 (( , ]   2 ([ , )1 2  3 ([ , )2  4 (( , )2  

 : 3«گزينه  پاسخ«                     f

x x
D [ , )x x

x

   
  

    

2 2
2

22




 
  

  
 دامنه تابع :6مثالf (x) x | x | 2 كدام فاصله است؟     

1 (R ( , ) 1 1  2 (R ( , ) 1  3 (R ( , ) 1    4 ((R ( , )) { } 1 1    
 : ير راديكال بايد بزرگتر مساوي صفر باشد، يعني:عبارت ز  » 4«گزينه  پاسخ                    x | x | 2   

x  گيريم:براي حل نامساوي فوق دو حالت در نظر مي x x x(x ) x

x x x x(x ) x

         


         

  

  

2

2
1 1
1 1

  

xالبته واضح است كه   .نيز در دامنه تابع قرار دارد  

  
 هاي معادلةتعداد ريشه: 7مثال| x | x    كدام است؟ 5

1 (  2 (1  3 (2  4شمار) بي  
 گيريم.براي از بين بردن قدر مطلق دو حالت در نظر مي»  1«گزينه : پاسخ  

x x x

x x x x x

    



        

5
55 2 5 2




  

  بنابراين معادله در هيچكدام از حالات جواب ندارد.
  

 اگر :8المثx  1 |آنگاه حاصل 2 x | | x | | x |    2 5 3   كدام است؟ 2
1 (1  2 (x 2 4  3 (x 2 1  4 (x4  
  : در فاصله»  1«گزينه پاسخx  1 x، عبارت2 2 xمثبت، عبارت 5    مثبت است، بنابراين: x2منفي و عبارت 3

| x | | x | | x | ( x ) (x ) ( x)            2 5 3 2 2 5 3 2 1  
  

  

  تعيين علامت

  غيرممكن

x (جواب به دست آمده قابل قبول نيست چون در شرط  كند.)صدق نمي  

  گيريممي sinاز طرفين رابطه 



  
تابعوم:  سفصل  18  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 عبارت صحيح كدام است؟  :9مثال           
1 (x y x y    2 (x y x y    3 (x y x y    4 (x y x y    
 : قدر مطلق  8باتوجه به خاصيت »  2«گزينه  پاسخ  

  

 اگر   :01مثالx a : آنگاه             
1 (a x a    2 (x a  ياx a   3 (a x a    4 (a x a    
 قدرمطلق. 4باتوجه به خاصيت »  4«گزينه  :پاسخ  

  

 حاصل :11مثالx | x |      7 xبه ازاي  5   1
  كدام است؟ 2

1 (1  2 (3  3 (5  4 (7  

 : 4«گزينه  پاسخ  «                                     / /                            

7 5 3 5 2 5 4 3 7 72 2  

  

 تابع :21مثالxf (x)
x


     در كدام فاصله تعريف نشده است؟ 1

1(( , ]1  2([ , )1 2  3(( , ]1 2  4([ , )1  
  : توابع كسري در نقاطي كه مخرج صفر شود تعريف نشده هستند، بنابراين:  »2«گزينه پاسخ  

x x x            1 1 1 2  
  

 دامنه تعريف تابع : 31مثالx
x   

3

3   كدام است؟  1

1 ([ , [  2 (IR  3 (IR { }    4 (IR { }
1
3  

 : 2« هگزين پاسخ«                   x x x               
3 13 1 3 1 3  

1هايي كه جزء صحيح آنها برابرxبه ازاي
شـود و  حيح ميدانيم جزء صحيح هر عددي برابر يك عدد صشود ولي ميشود، مخرج كسر صفر ميمي 3

1امكان ندارد جزء صحيح عددي برابر عدد
  شود، يعني دامنه تابع فوق تمام اعداد حقيقي هستند. 3

  

 حاصل عبارت: 41مثال
Log Log


3 2
1 1

216   كدام است؟ 216

1 (1  2  (3  3 (6  4 (1
3  

  : داريم:6ق خاصيت (طب»  4«گزينه پاسخ (  

Log Log Log Log
Log Log

    3216 216 216 63 2

1 1 13 2 6 6216 216 3  

  

 حاصل: 51مثالLogx Log
x


  چقدر است؟ 1

1 (1  2 (  3 (Log(x )
x


1   4 (LogxLog

x
1  

  : داريم:3) و (2طبق خاصيت (»  2«گزينه پاسخ (              Logx Log Log(x ) Log
x x

    
1 1 1   

  

  )3خاصيت (



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  19  رياضي عمومي

 اگر :16مثال
x x

x
e ef (x)

e






3

1
g(x)و  Lnxآنگاه ،(fog)(x) كدام است؟  

1 (x
x 

3

1  2 (x
x x





4
2

1  3 (x
x



3 1
1  4 (x

x 

2

1  

  : 2«گزينه پاسخ«              
Lnx Lnx Lnx Lnx

Lnx Lnx
e e e e(fog)(x) f (g(x)) f (Lnx)

e e

 
   

 

3 13

1 1
  

xx xx x(fog)(x)
x x x x


 

   
  

43 4
2

1 1
1

1 1  

  

 جواب معادلة: 17مثال
x

x
e
e






2
2

1 1
31

  كدام است؟ 

1 (Ln2  2 (Ln1 32  3 (Ln1   معادله جواب ندارد. )4  22

  : كنيم.ابتدا معادله را طرفين وسطين كرده و مجهولات را به يك طرف منتقل مي»  3«گزينه پاسخ  
x x x xe e e e x Ln x Ln          2 2 2 2 13 3 1 2 4 2 2 2 22  

  
 اگر :18مثالLn /2 Ln، آنگاه مقدار7

e
   كدام است؟ 4

1 (4/1  2 (/ 3  3 (/ 4  4 (/ 49  

  : 3«گزينه پاسخ«                    Ln Ln Lne Ln / /
e
       

4 4 2 2 1 2 7 1 4   

  

 در صورتيكه: 19مثالf (x) Lnx g(x)و 9 x 3 xh(x)و 2 eضابطه ،f (g(h(x))) كدام است؟  

1 (x6  2 (x6  3 (x9  4 (x92  

  : 2«گزينه پاسخ  «                    x x x xf (g(h(x))) f (g(e )) f ( e ) Ln( e ) Lne x    3 32 2 9 6 6  
  

 اگر :02مثالALn 2 باشد، مقدار
e

Ln    كدام است؟  2
1 (1- A  2 (2- A  3 (A –1   4 (A –2  

  : 122    »1«گزينه  پاسخ  ALneLnLne  
  

 حاصل: 12مثال
Lny

Lnx
x
y

  كدام است؟ 

1 (1  2 (yLog x  3 (xLog y  4 (xLog
y

  

  : توانيم جايمي ) لگاريتم8با توجه به خاصيت (»  1«گزينه پاسخx وy .را با هم عوض كنيم، پس صورت و مخرج كسر موردنظر با هم برابرند   

  

  )5خاصيت (



  
تابعوم:  سفصل  20  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حوزه تعريف تابع با ضابطه  :22مثالx xf (x) log 


25
    كدام است؟ 4

1 (4 x   2 (1 x   4و  x   3 (1- x   4 (4  x  1  
 : 4«گزينه  پاسخ   «  

  باشد،  بايد بزرگتر يا مساوي صفر باشد، پس داريم :خود لگاريتم چون زير راديكال مي روش اول :

x x
x x x xlog log x x x

x xlog

 
             

 






2
2 2 2

2

5
5 54 1 1 5 4 1 44 45

4

  

ــر  روش دوم : xاگ  ــاه :   5 ــريم آنگ ــر بگي fرا در نظ ( ) log5  ــي ــيم ــود و م ــه ش ــيم ك ــه ازاي  logدان ــدارد و ب ــود ن xوج  1 
fنيز ( ) log( )  1 )logو مانند حالت قبل  1 )1 .نيز وجود ندارد  
كند، اين روش با كمي تمـرين و دقـت روش مناسـبي در    را از مجموعه جوابها خارج مي 3) گزينه 2و حالت ( 2و  1) گزينه 1ه شود كه حالت (توج

  باشد.تعيين دامنه توابع  مي
  تفاده كرد.توان از روش سريع عددگذاري در ضابطه تابع استوجه شود كه در اكثر تستهاي مربوط به تعيين دامنه توابع مي تذكر:

  
 دامنه تابع با ضابطه  :32مثالxy log (x )        كدام است؟ 2

1(yD {x | x R , x }   2    2 (yD R { }  2    
3 (yD R { }  2    4 (yD ( , ) ( , )   2 2    

 : صحيح است. 1زء جواب نيستند، لذا گزينه مشخص است كه اعداد منفي ج»  1«گزينه  پاسخ  
  

 دامنه تابع به ضابطه : 24مثالy Ln( x x )   2 2   كدام است؟ 3
1 (( , )1 2  2 ([ , ]1 3  3 (( , )1 3  4 (( , )2 3  
 : دانيم عبارت مقابل مي  »3«گزينه  پاسخLn :بايد بزرگتر از صفر باشد، بنابراين             x x   2 2 3   

xبراي تعيين علامت عبارت  x  2 2 باشند. بنابراين جدول تعيين علامت بصورت مي 3و  -1آوريم كه برابر هاي آن را بدست مي، ابتدا ريشه3
  زير خواهد بود:

 3                    1 -  x 

-  +  -  x x  2 2 3  
fDبا توجه به جدول فوق  ( , ) 1 3.  

  

 دامنه تابع با :25مثالlog(x )
f (x)

x
 


   

21 1
  كدام است؟ 3

1(( , )2 3  2([ , ]2 3  3([ , ]1 3  4([ , ]3  
  : داريم مخالف صفر باشد، بنابراين بايد مخرج كسرهمچنين عبارت زير راديكال بايد بزرگتر مساوي صفر و   »2«گزينه پاسخ:  

x x x ( )

log(x ) log(x ) log (x ) log x x ( )

               

               

2 2 2 2
1 1

3 3 3 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 2 



  
  

]بازةfدامنه تابع) 2) و (1با مقايسه ( , ]2   خواهد بود. 3
  

  تعيين علامت



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  21  رياضي عمومي

 دامنه تابع با ضابطه : 26مثالf (x) log ( x ) 1
2

   كدام است؟ 29

1 ([ , )2 2 3 2  2 (( , ] 3 2 2  3 ([ , ] [ , )  3 2 2 2 2 3  4 (( , ] [ , )  3 2 2 2 2 3  

  : با توجه به حالت دوم بيان شده در بالا خواهيم داشت. »  4«گزينه پاسخ  

( ),( )
f

log x x x x x ( )
D ( , ] [ , )

x x x ( )

            
     
        

 



2 2 2
1 2 12

2 2

9 9 1 8 2 2 2 2 1
3 2 2 2 2 3

9 9 3 3 2
  

  
 دامنه تابع : 27مثالf (x) log (log (log (log x)) 3 2 3   كدام است؟ 2

1(fD ( , ) 8  2(fD [ , )  5 3(fD ( , )  9  4 (fD [ , )  9  
  : 1«گزينه پاسخ«  

  log log
flog (log (log x)) log (log x) log x x x D ( , )            

1 32 3 1 3
2 3 2 3 2 21 3 2 8 8  

  
 تابع  ةدامن: 28مثالy

Lnx


  كدام است؟ 1
1(R  2(  ( , )1 3 ([e, )  4 (R { }  1  
  : عبارت زير راديكال كه در مخرج كسر واقع است بايد مثبت باشد.  »2«گزينه پاسخ  

Lnx x e    1 دامنه   ( , ) 1    

  
 قلمرو تابع مقابل، كدام يك از چهار فاصله داده شده زير است؟: 29مثال                 Lnxf (x) x

x
  


21 1  

1(] , [1 1  2([ , [1  3([ , ]1 1  4(] , ]1  
  : 4«گزينه پاسخ  «  

x x x
x x ( , ]
x (Ln )

        
       
 

2 21 1 1 1
1 1 1


 


 

، فاصلهy = f(x)اگر دامنه تابع نكته:  a , b ابع باشد براي تعيين دامنه تy = f(u)  بايدu  رادر فاصلهa  وb   در نظر گرفته و حدود تغييـراتx 
  است). xتابعي برحسب  uرا پيدا كنيم. (

  

 در فاصله :03مثال[ , ]1     اند؟  كداميك از توابع زير زوج 3
1 (y cos x  2(y x 3 1 3(y x 2   ) هيچكدام  4  1
 : باشد، شرط لازم براي زوج يا فرد بودن يك تابع، آن است كه دامنه تابع متقارن باشد و چون فاصله داده شده متقارن نمي»   4«گزينه  پاسخ
) زوج و 3) و (1شده متقارن باشـد، آنگـاه گزينـه (    باشند. لازم به ذكر است كه اگر فاصله داده يا فرد توانند زوجهيچكدام از توابع داده شده نمي لذا

  )، نه فرد و نه زوج خواهد بود.2گزينه (
  

 تابع  :13مثالf به معادلهy x cos x 2 مفروض است، اين تابع داراي كدام يك از خواص زير است؟  
  اوب) متن4  نه زوج و نه فرد) 3  ) زوج2  ) فرد1
  : دهيمقرار مي  »2«گزينه پاسخf (x) x cos x 2:در اينصورت ،  

fزوج استf ( x) ( x) cos( x) x cos x f (x)        2 2  

  اشتراك
  عبارت مقابل

  دامنه

 اشتراك  يا



  
تابعوم:  سفصل  22  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع :23مثالy x xsin x 3 كدام وضعيت را دارد؟  
  ) زوج4  ) فرد3  ) هم زوج ، هم فرد2  نه فرد و) نه زوج 1
  : قرار ميدهيم»  1«گزينه پاسخf (x) x x sin x 3 :در اينصورت ،           f ( x) ( x) ( x)sin( x) x x sin x        3 3  

 
 كدام يك از توابع زير زوج است؟  :33مثال  

1(y sin x  2(y sin x cos x   3(y | x | (x ) 2 1  4(y x x 3  
  : 3«گزينه پاسخ«  

fفرد ( x) sin( x) sin x f (x)        ) 1: گزينه(  
fنه زوج نه فرد ( x) sin( x) cos( x) sin x cos x         ) 2: گزينه(  
fزوج ( x) | x |(( x) ) | x |(x ) f (x)        2 21   )3: گزينه ( 1

fفرد ( x) ( x) ( x) x x f (x)          3   )4: گزينه ( 3
  

 اي كدام خاصيت است؟نمودار يك تابع فرد ، دار  :34مثال  
  ها محور تقارن آن است. x) محور 2  ها محور تقارن آن است. y) محور 1
  ) فاقد مركز تقارن است.4  ) مبدأ مركز تقارن آن است.3
  : يادآوري: محور    »3«گزينه  پاسخyباشد.ها، محور تقارن توابع زوج است و مبدأ مختصات مركز تقارن توابع فرد مي  

  

 در مورد رابطة  :35مثالf با شكل مقابل كدام مورد صحيح است؟    

  ) نه زوج و نه فرد1
  ) فرد2
  ) زوج3
  ) تابع نيست4

  : باشد، پس تابع فرد است.با توجه به شكل، مبدأ مركز تقارن نمودار مي»   2«گزينه پاسخ  
  

 كداميك از توابع زير زوج است؟  :36مثال  
1 (y xsin x  2 (y x cos x  3 (y x 3  4 (y log( x x )  23 9 1  
 : تابعي فرد است. 4، گزينه 10باتوجه به نكته »  1«گزينه  پاسخ  

f زوجf (x) xsin x f ( x) ( x)sin( x) x sin x f (x)         ) 1: گزينه(  
f فردf (x) x cos x f ( x) ( x)cos( x) x cos x f (x)           ) 2: گزينه(  

f فردf (x) x f ( x) ( x) f (x)       3   )3: گزينه ( 3
  

 كداميك از توابع زير بر بازه  :37مثال( ,       يك به يك است؟ 1(
 

1 (f (x) x    

1
2  2 (xf (x) e

1
  3 (f (x) sin x 4  4 (f (x) | x | 2 1  

  : ابتدا توجه كنيد كه:»  2«گزينه  پاسخ                          x xf (x) e f (x) e
x
  

1 1

2
1  

xچون به ازاي هر ( , ) 1،f (x)   بنابراينf .اكيداً نزولي است و در نتيجه يك به يك است  

x  

y  
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  ها يك به يك نيستند.دهيم چرا ساير گزينهحال نشان مي

f .يك به يك نيست 
x ( , )

f (x) x
x [ , )

         


1
1 2

12 1 12

 
 

f  .يك به يك نيست f (x) sin x f ( ) f ( ) 
   

3 24 16 16 2 

f  .يك به يك نيست f (x) | x | f ( ) f ( )    
1 3 12 1 4 4 2 

  .داراي توان زوج باشد، آن تابع يك به يك نيست xداخل قدرمطلق يا جزء صحيح يا نسبت مثلثاتي باشد و يا xاغلب اگر در ضابطه تابع،نكته: 
  

 تابع :38مثالf : R R با ضابطه



xe ; x
f (x)

x ; x

  


  ، چگونه است؟ 3

  ) يك به يك ـ صعودي ـ غيرپوشا2    ) يك به يك ـ نزولي ـ پوشا1
  غير يك به يك ـ نزولي ـ غير پوشا )4  ) غير يك به يك ـ صعودي ـ پوشا3
 :بــا رســم نمــودار تــابع»  2«گزينــه  پاســخxy e در فاصــلهx   و همچنــين نمــودار تــابعy x در  3

xفاصله   ابع يك به يك است چون اگر خطي موازي محـور كنيم، تشكل مقابل را داريم ملاحظه ميx   هـا رسـم
شـود كـه   ملاحظـه مـي   xكند. از طرفي در هر دو نمودار بـا افـزايش  در يك نقطه قطع مي حداكثركنيم، نمودار را 

yها در فاصلهxودي است. اگر خطي موازي محورشود. پس تابع صعهم زياد مي yمقدار 1  رسم كنيم، آنگاه
اسـت امـا    داده شده f،IRكند، لذا اين تابع پوشا نيست. (برد تابعاي قطع نمياين خط نمودار تابع را در هيچ نقطه

yرا غير از فاصله Rاين تابع تمام 1 پوشاند.مي(  

axتابع هموگرافيكنكته:  by
cx d





  يك به يك است ولي پوشا نيست. 

  

 معكوس تابع :39مثالxy
x





1
  يك تابع است؟، كدام است؟ آيا اين معكوس 1

1(xy
x






2
2

1
1

xy)2  ، بلي 
x






2
2

1
1

xy)3  ، خير 
x






2
2

1
1

xy)4  ، بلي 
x






2
2

1
1

  ، خير 

  : 1«گزينه پاسخ «                         x xy y y y x x y x x y
x x

 
          

 
2 2 2 2 21 1 1 11 1  

y xx(y ) y x y
y x

 
       

 

2 22 2
2 2

1 11 1
1 1

  

  آيد.به دست مي y، حداكثر يكxضابطه بدست آمده در بالا يك تابع است، زيرا به ازاي هر
  

 اگر :04مثالf (x) x x  f، ضابطه تابع1 1 كدام است؟      

1 ((x ) , x 23 1 1  2 ((x ) , x R 23 1  3 (x , x 3 2 1 1  4 (x , x R 3 2 1  

 : 1«گزينه  پاسخ  «            y x x y x x x (y ) x (x ) f (x) (x )             3 2 2 1 23 31 1 1 1 1  
]بازه fچون دامنه , ) بردتوان نتيجه گرفت باشد، پس ميميf بازة[ , )1 باشد. بنابراين دامنـه تـابع  ميf 1    كـه همـان بـردf   اسـت

]بازه , )1 باشد.مي  
fروي منحني b , aA)(باشد، نقطه  fروي منحني  A(a,b)اگر نقطه نكته:  1 .خواهد بود  

  

x 

y 
xy=e 

3y=x 
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 معكوس تابع :14مثالxf (x)
x


 fرا 1 (x)1 ،ناميدهf ( )1   چقدر است؟ 3

1(3
2  2(1

2  3 (2  4(2
3  

  : براي محاسبه  »1«گزينه پاسخf ( )1 fبه جاي fكافي است در ضابطه تابع 3 (x)  را قرار دهيم. 3مقدار  
x x x x x

x
       


33 3 3 2 31 2  

  

 تابع  :24مثال
x

x
ey

e


 1
yض است ، اگر معكوس تابع مفرو  f (x) fباشد ،  1 ( )1 1

   كدام  است؟ 2
1( 2(1 3(e 4 (2 Ln  
 : 1«گزينه  پاسخ  «   

     آوريم:را به دست مي fوارون تابعروش اول: 
x

x x x x x
x
ey ye y e e ye y e ( y) y

e
         


1

1
  

x xy y ye Lne Ln x Ln
y y y

     
  1 1 1  

xf           باشد:مي مقابلبنابراين تابع وارون به صورت  (x) Ln f ( ) Ln Ln
x

     
 

1 1
1

1 2 111 2 1 2

  

1، مقـدار yباشد، و بالعكس. بنابراين در تابع اوليه به جـاي دانيم طول تابع وارون برابر عرض تابع اصلي ميميروش دوم: 
 xدهـيم و را قـرار مـي   2

                    آوريم. مربوط به آن را به دست مي
x

x x x
x
e e e e x

e
       



1 2 1 121
  

  

 اگر :34مثالxf (x) Ln
x



fباشد، مقدار 1 ( )1   كدام است؟ 1

1(
e 

1
1  2(Ln 1

2  3(e 1  4(Ln2  

 : باشد، بنابراين:طول تابع وارون عرض تابع اوليه مي   »1«گزينه  پاسخ  
x xLn e x ex x ex ex x x

x x e
 

             


1 1 11 1 1 1 1  
  

 اگر  :44مثال
x

xf (x) 




5 1
5 1

fآنگاه   ( )1 2
  كدام است؟ 3

2) 2  ) صفر1
3  3 (3

2  4 (1  

 : باشد، بنابراين:طول تابع وارون، عرض تابع اوليه مي»   4«گزينه  پاسخ  
x

x x x
x x

          


5 1 2 3 5 3 2 5 2 5 5 135 1
  

  

 در تابع با ضابطة  :45مثال
x x

x x
e ef (x)
e e









f، مقدار 2 ( )1 3
    كدام است؟ 2

1 (1  2 (2
3  3 (1

  ) صفر4  2

 : باشد، بنابراين:طول تابع وارون، برابر عرض تابع اوليه مي»   4«گزينه  پاسخ  
x x

x x x x x x
x x

e e e e e e e e x
e e


  




        


2 3 2 4 3 32   

  گيريممي Lnه از طرفين رابط
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 در معكوس تابع :46مثالf (x) Ln(x )  fمقدار 4 ( )1  كدام است؟  
  -3) 4  ) صفر3  -4) 2  3) 1
  : 4«گزينه پاسخ«                                     Ln(x ) x x       4 4 1 3  

  
 معكوس تابع :47مثالxy e    كدام است؟ 2

1(xy e 2  2(y Ln(x ) 2  3(y Ln(x )  2  4(xy e 2  

  : 2«گزينه پاسخ  «  x xy e e y x Ln(y ) y Ln(x )          2 2 2 2  

  
 معكوس تابع  :48مثالxy b:برابر است با  

1 (bLog x  2 (xLog b  3 (bLnx  4 (xLnb  

  : 1«گزينه پاسخ«   x x
b b b by b log y log b x log y y log x       

  
 اگر   :49مثالf (x) Arcsin

x



1

fباشد،  1 (x)1  كدام است؟  

1 (sin x
x

1   2( sin x
sin x




1
1  3 (sin x

sin x1  4 (sin x
sin x
1  

 : 4«گزينه  پاسخ   «  
xاي به طولكنيم، نقطهفرض مي 22باتوجه به نكته روش اول :   روي منحنيf  : باشد، خواهيم داشت  

y Arcsin Arcsin A( , ) f A ( , ) f         


11 11 2 2 2 


  

xاي كه اگرتنها گزينه 
   است. 4خواهد شد، گزينه    =yرا قرار دهيم آنگاه 2

     روش دوم:
sin y sin xy Arcsin sin y sin y x sin y x y f (x)

x x sin y sin x
 

          
 

11 1 1 111 1  

  

 اگر :05مثالf (x) x x ;x   2 2 4 f، آنگاه معادلة1 1 ؟ ، كدام است    

1(y x  1 3  2(y x  1 3  3(y x  1 3  4(y x   1 3  
 : 1«گزينه  پاسخ«  

)روش اول: y) y
y x x x x ( y) x x x y

     
               2 2 2 4 4 4 2 4 122 4 2 4 1 32 2  

xتوجه به شرط  با 1شود فقط ، نتيجه ميx y  1 f  قابل قبول است و در نتيجه: 3 (x) x   1 1 3  
f           (روش تستي) ابتدا توجه كنيد كه:روش دوم:  ( ) ( , ) f ( , ) f         2 12 2 2 2 4 4 2 4 4 2  

xتواند صحيح باشد كه به ازاياي ميبنابراين گزينه  y، مقدار 4    كند.) در اين شرط صدق مي1آيد و فقط گزينه ( بدست 2

.   

 شودعوض ميyوxنقش

  گيريممي blogاز طرفين رابطه 

 yوxتعويض جاي

 yوxتعويض جاي
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 اگر :15مثالxf (x)
x


 xg(x)و 1

x



2

  كدام است؟ (x)(fog)باشد، 1

1(x
x 

2
2
2

1
  2(x

x 
2

2 1  3(x
x 
2

1  4(x
x 
2

1  

  : 3«گزينه پاسخ«                             
x x

x xx xfog(x) f (g(x)) f ( ) x x xx x
x x

     
  

 

2 2
2 21 1

2 2 11 111 1

  

  
 اگر :25مثالxf (x) e وg(x) Ln x آنگاه ،g(f (x)) كدام است؟  

1(x  2(
x
2  3(x

 2  4(
x

1  

  : 3«گزينه پاسخ«                   x x x xg(f (x)) g(e ) Ln e Lne ( x)   
     

1 1
2 2 2  

  
 اگر :35مثالx x

f (x)
x
 

   

2 1
3 xو  1 x

g(x)
x

  
   

1 1
2 gofباشد مقدار  1 ( )1 است؟كدام  

1 (2-  2 (2  3 (4-  4 (3  
 : 1«گزينه  پاسخ«                    f ( ) ( ) gof ( ) g[f ( )] g( )            1 2 1 2 1 1 2 2  

  
 تابع  :54مثالf (x) | x | مفروض است تابعf[g(x)] برابر است با (در صورتيكهg(x) .(باشد  

1(g(x)  2(g(x )2  3(g(x)  4(| g (x) |2  
  : 3«گزينه پاسخ«                          g(x)f (g(x)) | g(x) | f (g(x)) g(x)     

 
 اگر 55مثال

x

x
ef (x)

e


 1
g(x)و  cos x f، تابع2 (g(x))1 براي x 

    كدام است؟ 2
1 (Lntgx  2 (Ln cotg x  3 (Ln cotg x2  4 (Lntgx2  
 : ابتدا»  3«گزينه  پاسخf 1 آوريم:را به دست مي  

x
x x x x x

x
e y yy ye y e ye e y e x Ln

y ye
           

  1 11
  

xfبنابراين (x) Ln
x

 


1
fدر x. حال به جاي1 1مقدار تابع ،g(x) كنيم:را جايگزين مي  

cos xf (g(x)) f (cos x) Ln Ln cot g x Ln cotg x
cos x

    


21 1 2 2
2 2

1
   

  
 اگر :56مثالf (x)

x


 2
1

1
g(x)و  tgxضابطه ،(fog)(x) كدام است؟    

1 (cos x2  2 (sec x2  3 (sin x2  4 (csc x2  

 : 1«گزينه  پاسخ«                (fog)(x) f (g(x)) f (tgx) cos x
tg x

   


2
2

1
1

  

  

  چون           است
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 تابع  :57مثالf (x)
x



1

xg(x)و  5
x


     كدام است؟ fogDمفروض هستند،  1

1 ( fogD R ,  1 5  2 ( fogD R ,  1 5  3 (fD R     
 

5
4  4 (fogD R ,     

 
51 4  

 : 4«گزينه  پاسخ  «   

x                                          روش اول :
x

fog(x) f (g(x))


 
1

1
5

  

fog             تعريف شود. fog(x)بايد باشد تا ضابطه   x -1توجه شود كه
x xfog(x) D R ,

x x x
               

1 1 515 5 4 5 4  

                      روش دوم :  fog g f
xD x D g(x) D x R

x
                      

1 51  

fog gD x D | x ,x R ,               
   

5 51 14 4  

  
 اگر  :58مثالxf (x)

x


     كدام است؟ fog(x)و  باشد، دامنه تعريف  1

1 (R  2 (Rxg(x)
x



2  3 (R { }  4 (R { , } 1  

 : براي محاسبه دامنه»   3«گزينه  پاسخfogابتدا ضابطه ،fogپردازيم.كنيم، سپس به محاسبة دامنه آن ميآوريم ولي ضابطه را ساده نميرا بدست مي  
x

x xfog(x) f (g(x)) f ( ) xx
x




  




2
2

2 1
  

  آوريم.هاي مخرج كسرها را بدست ميباشند، بنابراين ريشهميهاي مخرج كسر جزء دامنه تابع ندانيم ريشهمي
x
x x x x

x x



  

       
2 21 1 2




  

xبنابراين فقط   باشد و در نتيجهدر دامنه تابع نميfD R { }  .  
  

 اگر :59مثالxf (x)
x



xg(x)و 1 e  باشد دامنه تابعfog  كدام است؟    

1 (( , ]  2 (( , ]1 1  3 (( , ] 1  4 ([ , )   

 : 1«گزينه  پاسخ«                         
x x

x
x x
e e(fog)(x) f (g(x)) f (e )

e e
 

    
1 1   

     x xe e x Ln x         1 1 1   
  

 برد يا حوزه مقادير رابطه، :06مثالxf (x ,y)| y ,x R
      
  

2 2   كدام است؟ 14

1(x  2 2  2(y  1 1  3(R  4(R { , } 1 1  

  : براي محاسبه برد تابع،  »2«گزينه پاسخx را برحسبy آوريم.بدست مي  
x xy y x ( y ) x y           

2 22 2 2 2 21 1 4 1 2 14 4  

y y y       2 21 1 1 1  

  غير ممكن

  همواره مثبت است xeعبارت 
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x | x | x x ; x
f (x)

x | x | x (x) x ; x

 



      
     2

 برد يا حوزه مقادير   :16مثال(Range)  تابعxy
x






2
2

1
1

  كدام است؟ 

1 (R  2 (R  3) (1  4  ]-1و (R { }   
  : كنيم.براي محاسبه برد، از روش تابع وارون استفاده مي  »3«گزينه پاسخ  

x y y yy yx y x x yx y x ( y) y x x
y y yx

   
                   

  

2 2 2 2 2 2 2
2

1 1 1 11 1 1 1 1 1 11
  

yحال بايستي عبارت
y



1
هاي صـورت  را تعيين علامت كنيم، ريشه 1

دول تعيـين  باشـند. بنـابراين ج ـ  + مي1و  -1و مخرج كسر به ترتيب 
  خواهد بود. مقابلعلامت به صورت 

  
]با توجه به جدول فوق برد تابع فاصله , )1   باشد.مي 1

  

 برد تابع با ضابطه  :26مثالxf (x)
x



2 1
  كدام است؟ 2

1 ( ,1 1  2 (( , )1 1  3 (R ( , ) 1 1  4 ( R , 1 1  
 : صحيح است.  3گزينه  4باتوجه به فرمول »  3«گزينه  پاسخ  

  

 اگر  :36مثالf (x) x | x |  باشد برد يا حوزه مقادير تابعf (x)كدام است؟  
1(R  2({ }  3(R  4([ , ]1  

  : با توجه به تعريف قدر مطلق:  »2«گزينه پاسخ  
   

xفقط به ازاي  fبنابراين تابع   تعريف شده است و مقدار آن فقط برابر.است  

          
 برد تابع :64مثال|x|y      برابر است با: 2

1(R Z  2(R  3({ , , , ,...}1 2 4 8  4({ , , ,...}2 4 8  

 : عبارت  »3«گزينه  پاسخ|x|   باشد، يعني:مقداري صحيح و غيرمنفي مي  
|x|| x | { , , , ,...} { , , , ,.....}      

1 2 31 2 3 2 2 2 2 2  

  
 برد تابع  :65مثالy x    

   كدام است؟ 21
1 ({ , } 1   2 ({ }  3 ([ , ]1 1  4 (( , ) ( , )   1 1  
 1«گزينه  سخ :پا «  

x ,y x y x x y y y ( ) y
y ( )

  


                  
 

22 2 2 2 2 2 2 11 1 1 1 1 1 2 1
1

  

  

  

 هستند.و1در اين حالت اعداد صحيح اين فاصله بايد جدا شود كه اعداد شرط واضح

y
y

y
y

y


   
   


  


1 1
1

1
1

1






  منفي
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 برد تابع  :66مثالy Lnsin x  .را به دست آوريد  
 : چون پاسخsin x مقابلLn :قرار دارد، پس      fsin x Ln Lnsin x Ln y R ( , ]           1 1     

  
 برد تابع: 67مثالx |x|y e  كدام است؟  

1 (R  2 (R  3 (( , ]1  4 ([ , )1  

  : اشـد و از طرفـي  بچون تابع داده شده يك تابع نمايي است، پس برد تابع زيـر مجموعـه اعـداد مثبـت مـي     »  3«گزينه پاسخx | x |   ،
xبنابراين |x|y e e  1.  

  
 برد تابع :68مثالx xy e e 2   كدام است؟ 4

1 (R  2 (( , ) 4  3 ([ , ) 4  4 ([ , ) 2  

  : 3«گزينه پاسخ«   

x  كنيم.از روش تابع وارون استفاده مي روش اول: x x y
(e ) e y e x Ln( y)

 
        2 4 16 44 2 42  

yبايد  4  و ياy  4 .باشد    
x  روش دوم:  x xy e e (e ) y



       2 24 2 4 4


   

  
 برد تابع   :69مثالf  به ضابطه

x

x
ef (x)
e






1
1

  كدام است؟  

1 (( , )11  2 (R  3 ([ , ]11  4 (R { }  
 : آوريم.آوريم و سپس دامنه وارون را به دست ميوارون تابع را بدست مي » 1«گزينه  پاسخ  

x
x x x x x x

x
e y y yy ye y e e ye y e ( y) y e x Ln

y y ye
   

                  
  

1 1 1 11 1 1 1 1 1 11
  

y
y

y
y

y


   
   


  


1 1
1

1
1

1






  

  

 برد يا حوزه مقادير تابع حقيقي با ضابطه   :70مثالxf (x) Ln( )
x




2
2 1

  كدام است؟ 

1 (R  2 (+R  3 (( , ]  4 (( , )  
  : 4«گزينه پاسخ«  

y             روش اول: y y y y y yx xy Ln e x e e x x x e e x ( e ) e
x x

            
 

2 2 2 2 2 2 2
2 2 1

1 1
  

y y y

y y y
e e ex x

e e e
     

  
2

1 1 1
  

),(فاصلهfبا توجه به جدول تعيين علامت برد 11باشد.مي 
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در كسر 
y

y
e

e1
  باشد، بنابراين:همواره مثبت مي ye، صورت كسر يعني

( , )    بردy ye e y Ln y        1 1 1   

xدانيم ميروش دوم: 
x

 


2
2 1

1
ن:، بنابراي  

( , )   برد x x xLn Ln Ln Ln
x x x

         
  

2 2 2
2 2 21 1

1 1 1
    

  
 برد   :17مثال(Range)  تابع حقيقيf به معادله ،

x xe ef (x)


     ، كدام است؟4

1 (R  2 ([ , ]1
2  3 (R  4 ([ , ]1  

 : 2«گزينه  پاسخ«  

              روش اول:
x x

x x
x

y ye ey y e e y y
e

  
          

2
2 24 16 41 14 16 44 2 4  

yشود از رابطه اخير نتيجه مي  1
yيا  2 


1

برابر مجموع دو  yمنفي باشد (چون تواند نمي y. ولي با توجه به ضابطة اوليه تابع واضح است كه 2

  باشد).تابع نمايي است و مقدار توابع نمايي همواره مثبت مي

x                         روش دوم:  x x
xy (e e ) (e )

e
   

1 1 1
4 4  

ــي ــر مـ ــيم اگـ aدانـ  ــاه a، آنگـ
a

 
1 ــر2 aو اگـ  ــاه a، آنگـ

a
  

1 ــون2 xe. چـ  ــابراين x، بنـ
xe

e
 

1 ــه2  و در نتيجـ

x
xy (e )

e
    

1 1 1 124 4 2.  

  
 اگر :27مثالf تابعي حقيقي به معادلهxy e       اين تابع برابر است با:  (Range)باشد، آنگاه برد 12

1(IR  2(IR  3( , 1  4(( , ) 2  

 : كنيم.از روش تابع وارون استفاده مي»   4«گزينه  پاسخ  
x xy e e y x Ln( y) x Ln( y) y y                     1 12 2 1 2 1 2 2 2  

       

  
 ي تعريفحوزه :37مثالxy x arccos( )

  
23   كدام است؟ 3

1( ( , ]1 3  2( [ , ]1 3  3( ] , ]1 3  4( ( , )1 3  
 : دانيم براي تابعمي  »2«گزينه  پاسخy Arccos  بايد   1   باشد و داريم: 1

[ , ] 1    دامنه  3
x x

x x x

   



           

3 3
21 1 3 2 3 1 53


  

  

  

 ريمگيمي Lnاز طرفين 
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 دامنه و برد تابع :74مثالg(x) csc xكدام است؟ ،  
1( gD IR {k | k Z}    وgR IR ( , )  11  2( g

kD IR { | k Z}
  2 وgR IR [ , ]  11  

3( gD IR وgR [ , ] 11  4( gD [ , ] 11 وgR IR  

 : 1«گزينه  پاسخ«  g(x) csc(x)
sin x

 
1  

ــابع و ــه ت ــفر   g(x) ،xاضــح اســت دامن ــه مخــرج را ص ــايي هســتند ك ــده ــه  نكنن ــه گزين ــه ب ــا توج ــه ( و ب ــط گزين ــا فق ) صــحيح اســت 1ه
gDيعني R {k | k Z}      .و ديگر نيازي به محاسبه برد نيست  

  
 حوزه تعريف تابع  :75مثالf (x) Arcsin(log x)   كدام است؟ 2

1 (21  x  2 (1x 3 (2x  4 (12  x 

 : دانيم دامنه توابع مي  »1«گزينه  پاسخy Arcsin f (x)   11به شكل  )x(f باشـد امـا چـون خـود     ميxArcsin Log2   زيـر
xArcsinراديكال است لذا بايد داشته باشيم:  log 2  س داريم:پ  

              21
21
1

2

2 









x

xLog

xLog
x

x   

  
 حوزه تعريف :76مثال

xsin
cosArc)x(f 24

3


  كدام است؟  

1 (6
7262 




 kxk  2 (6262 



 kxk  

3 ( x  4 ( 2x  
 : دامنه توابع به شكل   »1«گزينه  پاسخ)]x(fcos[Arc  11جواب نامعادله  )x(f باشد لذا خواهيم داشت؛مي  





















)sin(xsinxsinxsin
xsin

Rxxsinxsin
xsin

xsin
62

1324124
3

72243124
3

124
31  

6
7262

262

162

6

























 kxk
)(kx

)(kx
)sin(xsin  

  

 برد يا حوزه مقادير  :77مثال(Range)  تابعxy
x






2
2

1
1

  )75(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (R  2 (R  3) (1  4  ]-1و (R { }   
 كنيم.براي محاسبه برد، از روش تابع وارون استفاده مي  »3«گزينه  :پاسخ  

xy yx y x x yx y x ( y) y
x


            



2 2 2 2 2 2
2

1 1 1 1 1
1

  

y y yx x
y y y

  
      

  
2 1 1 1

1 1 1  
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yحال بايستي عبارت
y



1
باشند. بنابراين جـدول تعيـين علامـت بـه     + مي1و  -1هاي صورت و مخرج كسر به ترتيب را تعيين علامت كنيم، ريشه 1

  صورت زير خواهد بود.
y

y
y

y
y


   
   


  


1 1
1

1
1

1






  

]با توجه به جدول فوق برد تابع فاصله , )1   باشد.مي 1
كننـد، كـه ايـن مطلـب بـه      فرض مي لازم به ذكر است برخي اساتيد در كتب و جزوات خود، مقدار يك كسر را به ازاي ريشة مخرج برابرتذكر: 

  نهايت.باشد نه بيلحاظ علمي كاملاً غلط است. يك كسر به ازاي ريشه مخرج تعريف نشده مي
 

 تابع  :78المثf (x) (x ) (x )   2 23 31   )75(مجموعه مديريت ـ سراسري        چگونه است؟ 1
  ) فرد4  ) زوج3  ) نه زوج و نه فرد2  ) همگن و فرد1

 3« گزينه :پاسخ«    

f ( x) ( x ) ( x ) ( (x )) ( (x )) (x ) (x ) f (x)                 2 2 2 2 2 23 3 3 3 3 31 1 1 1 1 1  
 

 مقدار تابع معكوس :79مثالy Ln(x x )  2 xبه ازاي 1 Ln( ) 1   )75(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ 2

1 (1
2  2 (1  3 (2  4 (2  

 2« گزينه :پاسخ«  

)Ln           بنابراين: باشد،طول تابع وارون برابر عرض تابع اصلي ميروش اول:  ) Ln(x x ) x x        2 21 2 1 1 1 2  
xها، تساوي فوق به ازايبا توجه به مقادير داده شده در گزينه 1 شود. براي محاسبه حاصل ميx ها به محاسبات زير توجه كنيد:بدون توجه به گزينه  

 x x x x x x x x                2 2 2 2 21 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 2  

x x x x x x x x              2 2 2 2 22 1 2 2 1 2 1 2 1 1  
  آوريم:وارون تابع را به دست ميروش دوم: 

y y y yy Ln(x x ) e x x e x x e x xe x               2 2 2 2 2 21 1 1 2 1  
y x

y y y y
y x

e ee xe xe e x f (x)
e e

 
         

2 22 2 11 12 1 2 1
2 2

  

Ln( ) Ln( )

Ln( )
e e ( )f (Ln( ))

( )e

 




       
      

   

22 1 2 1 2 21
1 2

1 1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 2 21 2 1
2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22

  

 

 اگر : 08مثال
x xe ef (x)




3
g(x)و  2 Lnx ) 1باشد ، مقدار(fog حسابداري ـ سراسري   كدام است؟)76(  

1) 2  ) صفر1
2  3 (1  4 (3

2  

 ابتدا توجه كنيد كه    »3« گزينه :پاسخg( ) Ln 1 1  :بنابراين ،  e efog( ) f (g( )) f ( )  
    

3 3 11 1 12 2
 

  

  2طرفين به توان 
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 در مورد تابع : 81مثالf 76(مجموعه مديريت ـ سراسري        ام مورد صحيح است؟با شكل مقابل كد(  
  ) زوج1
  ) فرد2
  ) نه فرد و نه زوج3
  ) يك به يك4
 نمودار داده شده نسبت به محور    »1« گزينه :پاسخyباشد، بنابراين تابع ها متقارن ميf باشد.زوج مي  

 
 در مورد رابطه: 28مثال f 76(علوم اقتصادي ـ سراسري             ؟ستني با شكل مقابل، كدام مورد صحيح(  

  بع) تا1
  ) فرد2
  پذير) معكوس3
  ) يك به يك4

 چون نمودار   »2« گزينه :پاسخf  نسبت به مبدأ مختصات متقارن نيست، لذا تابعfباشد. ضمناً نمودار ، فرد نميf     يـك تـابع اكيـداً صـعودي ،
  پذير خواهد بود.باشد پس يك به يك و معكوسمي

 
 دامنه تابع به ضابطه : 38مثالy Ln( x x )   2 2   )76(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ 3

1 (( , )1 2  2 ([ , ]1 3  3 (( , )1 3  4 (( , )2 3  
 نيم عبارت مقابل دامي  »3« گزينه :پاسخLn :بايد بزرگتر از صفر باشد، بنابراين             x x   2 2 3   

xبراي تعيين علامت عبارت  x  2 2 باشند. بنابراين جدول تعيين علامت بصورت مي 3و  -1آوريم كه برابر هاي آن را بدست مي، ابتدا ريشه3
  زير خواهد بود:

 3                    1 -  x 
-  +  -  x x  2 2 3  

fDبا توجه به جدول فوق  ( , ) 1 3.  
 

 اگر : 84مثالf (x)
x



1

  )77(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ fofof) 1باشد، ( 1

1 (3
5  2 (1

8  3 (1
4  4 (1

2  

 ابتدا توجه كنيد كه    »1« گزينه :پاسخf ( )  

1 11 1 1 fو  2 ( )  



1 1 2
12 312

  ، بنابراين:

fofof ( ) f (f (f ( ))) f (f ( )) f ( )    


1 2 1 31 1 22 3 513

  

 
 برد :  85مثال(Range)  تابع حقيقيf  با ضابطهf (x) Ln(x )    )78(حسابداري ـ سراسري   ، كدام است؟ 1

1 (R  2 (R  3 (R { } 1  4 (R { }  

 باشد.مي دامنه تابع معكوس همان برد تابع اوليه  »1« گزينه :پاسخ   y yy Ln(x ) e x x e       1 1 1  
  باشد.مي Rهيچ محدوديتي ندارد پس برد تابع  yكنيد كه ملاحظه مي

  

y  

f  

x 

y 

x 
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 دامنه تعريف:  86مثال(Domain) تابع حقيقيf به معادلهLn(x )y
x



  )78ـ سراسري  (مجموعه مديريت       كدام است؟ 1

1(x ,R  2(x ,( , )  1  3(R { , } 1  4(R  
 عبارت مقابل    »2« گزينه :پاسخLn  :بايد بزرگتر از صفر باشد و مخرج كسر مخالف صفر، بنابراين  x x ,x     1 1   

 
 دامنه تعريف : 87مثال(Domain)تابع حقيقي ،f به معادلهf (x) Ln(sin x) 78(علوم اقتصادي ـ سراسري   به كدام صورت است؟(  

1 (R  2 (R  3 (k x k    2 2  4 (k x k 
   2 22 2  

 3« گزينه :پاسخ«    y Ln(sin x) sin x x k x k          2 2   
  يه سوم و چهارم مثلثاتي سينوس منفي است.حو در نا در ناحيه اول و دوم مثلثاتي سينوس مثبت يادآوري:

 
 دامنه تابع :88مثالx

Ln(x )y 




1
5 1

  )79(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟  

1 (( , ) 1  2 (R { , } 1  3 (R  4 (( , ) { }  1  

 عبارت مقابل   »4« گزينه :پاسخLn .بايد بزرگتر از صفر باشد، مخرج كسر مخالف صفر  

x xx

x xLn(x )y ( , ) { }
x

           
      

1 11 1
5 1 5 15 1




 
  

 

 بع برد تا :89مثال
x

x
ey
e






1
1

  )79(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟  

1 (( , )1 1  2 ([ , ]1 1  3 (R  4 (R  

 1« گزينه :پاسخ«  ( , ) 11 برد
x

x x x
x

e yy ye y e e
ye

 
       



1 11 11
  

 
 نمايش منحني: 09مثالy x    )80( مديريت صنعتي ـ آزاد   بصورت زير است:  3

  
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  
 با استفاده از روش انتقال داريم:  »3« گزينه :پاسخ  

  
  

 
 اگر : 19مثالf له تابعي حقيقي به معادxy e     )80(علوم اقتصادي ـ سراسري    اين تابع برابر است با:   (Range)باشد، برد  24

1 (R  2 (R  3 (( , )4 4  4 (( , )4  

 4« گزينه :پاسخ«  x xy e e y x Ln(y ) x Ln(y ) y y                  2 24 4 2 4 2 4 4 4  

  

y 

x

y

x

y 

x

y 

x 

  جواب كلي

 دامنه

y f (x)



y | x 3 | 
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 برد تابع : 29مثالy x    )81(حسابداري ـ سراسري   ، كدام است؟21
1 (R ( , ) 1 1  2 ([ , ] 5  3 ([ , ] 1  4 ([ , ]1 1  

 3« گزينه :پاسخ  «   

yتوجه به ضابطه داده شـده، واضـح اسـت كـه      با روش اول:          باشـد، بنـابراين   مـي  1. همچنـين بيشـترين مقـدار عبـارت زيـر راديكـال برابـر
y  1 ]. در نتيجه برد تابع فاصلة 1 , ]1 باشد.مي  

yشود جه مياز ضابطه تابع بلافاصله نتي روش دوم:  .  

y x y x x y x y y y                  2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1  
yفوق و شرط  نتيجهبا توجه به   شود: ، نتيجه ميfR [ , ] 1.  

 

 اگر: 39مثالf (x) Ln x   2باشد، دامنهf ؟ (منظور ازكدام استx    (.علوم اقتصادي ـ  جزء صحيح است )  81آزاد(  

1(( , ) 1  2(( , ) 2  3(( , )1  4( , 1  

 4« گزينه :پاسخ«   x x x         2 2 1 1  
 

 دامنة تابع: 94ثالمy x | x | x sin x    82(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (x   2 (x 
  2  3 (x 

  2  4 (R (مجموعه اعداد حقيقي)  

 اولروش   »1« گزينه :پاسخ:  x x x x x        
x sin x x sin x     

xرابطة  sin x  به ازاي تمام مقاديرx   باشد، لذا دامنه تابع همان فاصله برقرار مي[ , ) .خواهد بود  
xنقطه  :دومروش   1 باشـند.   ) نادرسـت مـي  4) و (3هاي (شود. پس گزينه، زيرا عبارت زير راديكال اول منفي ميكنددر دامنه تابع صدق نمي

xهمچنين توجه كنيد كه     تواند صحيح باشد.) مي1باشد. در نتيجه فقط گزينه () نيز نادرست مي2كند، لذا گزينه (در دامنه تابع صدق مي 2
 

 اگر:  95مثالxF(Arcsin ) x
x


 


1   )82(حسابداري ـ سراسري   برابر است با: F(x)باشد، آنگاه 21

1 (sin xF(x)
sin x





1
1  2 (sin xF(x)

sin x





1
1  3 (sin xF(x)

sin x





2
1  4 (sin xF(x)

sin x





3
1  

  

 4« گزينه :پاسخ«  

x    روش اول: xt Arcsin sin t x sin t sin t x
x x
 

      
 

1 1 11 1  

sin tx xsin t sin t x( sin t) sin t x
sin t


        


11 1 1 1  

sin                         شود.در رابطه داده شده، نتيجه مي tبرحسب  xبا جايگذاري  t sin t sin t sin tF(t)
sin t sin t sin t
    

   
  

1 1 2 2 321 1 1  

xبا جايگذاري  روش دوم (عددگذاري): 1 شود:در رابطه داده شده نتيجه مي  

F(Arcsin ) F(Arcsin ) F( )
     


1 1 1 2 3 31 1    

)Fتواند صحيح باشد كه در شرط اي ميبنابراين تنها گزينه )  3 ) كند.) در اين شرط صدق مي4صدق كند و فقط گزينه  
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 دامنه تابع حقيقي:  96مثالf با ضابطهln( x )f (x)
x(x )





2 1

  )82جموعه مديريت ـ سراسري (م   كدام است؟ 1

1(( , )  2(( , )   3(( , ) 1  4(( , )
1
2  

 عبارت مقابل  روش اول:  » 2« گزينه :پاسخLn ر از صفر باشد، يعني:بايد بزرگتر از صفر و عبارت زير راديكال در مخرج كسر نيز بايد بزرگت  

x x x

x
x(x ) x xx(x )

       
 
       

   

12 1 2 1 2
1

1 11




  

  

)با توجه به نتايج فوق دامنه تابع بازه , ) باشد.مي  
xمقدار  روش دوم (عددگذاري): 1 توانند صحيح باشند و چـون  ) نمي4) و (1كند، لذا گزينه (در دامنه تابع صدق ميx      در دامنـه تـابع

  تواند صحيح باشد.) مي2) نيز صحيح نخواهد بود. پس فقط گزينه (3كند پس گزينه (صدق نمي
 

 اگر:  97مثالy
x x
 

2
2

1   )82(علوم اقتصادي ـ آزاد    باشد، برد آن كدام است؟  1

1([ , ]
1 1
2 2  2([ , ] 1

2   3 ([ , )
1
4   4([ , ]

1 1
4 4   

 :1« گزينه پاسخ«    y x y x y x x x y
x x x


          

2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1   

y
x y y y

  
         

2
2 21 1 4 1 1 11 42 4 2 2  

 

 هاي پستي به مقصد معلومي به اساس جدول زير است؟هزينه پاكت: 98مثال  
[ ) [ ) [ , ) [ , ) ...

...
 5 5 1 1 15 15 2

2 3 4 5
   
         

xتابع هزينه پاكتي به وزن            83(علوم اقتصادي ـ سراسري             گرم كدام است؟(  

1 (x       
2 15  2 (x      

 
1 15  3 (x        

1 1 15  4 (x       
3 15  

 2گرم باشد، در اين صورت طبق جدول داده شده هزينـه پسـتي برابـر     1كنيم وزن پاكت فرض مي   »3« گزينه :پاسخ     خواهـد بـود. بـا
xجايگزيني 1 به ازاي 3شود كه فقط گزينه (هاي داده شده مشخص ميدر ضابطه (x 1  2برابر مقداري .خواهد داشت  

 
 84(حسابداري ـ سراسري   كدام تابع بر روي دامنه خود، يك به يك است؟: 99مثال(  

1 (f (x) x
x

 
1  2 (f (x) x x   3 (f (x) x | x |   4 (xf (x)

x


2 1
  

 باشدتابع يك به يك نمي                  »2« گزينه :پاسخ   f ( ) ,f ( )  
5 1 52 2 2   )1: گزينه (2

f         تابع صعودي و بنابراين يك به يك است (x) x x f (x)
x

     
11

2
) 2: گزينه(  

f         باشدتابع يك به يك نمي  ( ) ,f ( )    2 1  ) 3گزينه(  

f         باشديتابع يك به يك نم  ( ) ,f ( )  
2 1 22 5 2   )4: گزينه (5

x وزن پاكت به گرم  
c هزينه پست  

 يا
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 84(مديريت ـ آزاد           باشد؟ كدام تابع زير زوج مي: 100مثال(  

1 (g(x) log( x x )   22 1 4  2 (
x

x
ef (x)
e






1
1

  

3 (h(x) | x | | x |   1 1  4 (I(x) | x | | x | | x |    1 1  
 :باشد.)، توابع فرد مي3) و (2)، (1توابع داده شده درگزينه (  »4« گزينه پاسخ  

 
 اگر: 110مثال

  


Ln(x )f (x) x
x

22   )85(علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام است؟ fDباشد 43

1 (( , )2  2 (( , ] [ , )  2 2  3 ([ , )2  4 (R { } 3  
 :چون   »1« گزينه پاسخx    توانند صحيح باشند. ) نمي4) و (3)، (2هاي (قرار ندارد، پس گزينه fدر دامنه تابع  2

 
 معادله: 210مثال  x | x |2 7   )85اد (مديريت صنعتي ـ آز  چند جواب دارد؟ 1

1 (2  2 (3  3 (4  4 (1  
 :4« گزينه پاسخ«  

x x x x
x x x x
       

         

1 2 7 1 8
1 2 7 1 2  

 
 مساحت نمودار رابطه : 310مثال      x y   )85(مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟ 1

1 (2  2 (7  3 (5  4 (4  
 :نمودار رابطة»  1« گزينه پاسخx y          كل زير است:به ش 1

  
  
    1 1 1 1   مساحت  2
  

 
 اگر: 041مثال F(x) Ln(x [Fباشد، آنگاه مقدار 4( ( )]1   )85(مديريت بازرگاني ـ آزاد   كدام است؟ 2

1 (3  2 (1
  9) 4  ) صفر3  3

 :باشد، و كافي است مقدارنيازي به محاسبه تابع وارون نمي  »4« گزينه پاسخ داده شده را به جايF(x) .قرار دهيم  

Ln(x ) x x F ( ) (F ( ))             1 1 24 4 1 3 3 9    
 

 به ازاي كدام مقادير از : 051مثالaمايش تغييرات تابع، منحني ن



axy
x a

1
  )85(مديريت دولتي ـ آزاد آيد؟به صورت يك خط راست در مي 2

1 (
4

3  2 (2   3 (
2

2    4 (1  

 :3« گزينه پاسخ«  a a a
a

     21 22 11 2 2  

  

  غير قابل قبول

1  2  
1  
2  

-1  
-1  
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 061مثال: n عددي فرد است، حاصل
 
 
  

n2

  )85(مديريت تكنولوژي ـ آزاد   كدام است؟ 4

1 (n2

4  2 ((n )(n ) 1 1
2  3 (n(n )1

4  4 (n 2 1
4  

 :چون  »4« گزينه پاسخn توانيم آن را به صورتفرد است پس ميn k 2   فرض كنيم. 1

n ( k ) k k n n n[ ] [ ] [ ] [k k ] k k k(k ) ( )     
             

2 2 2 22 22 1 4 4 1 1 1 1 11 14 4 4 4 2 2 4  

 

 اگر: 071مثالf (x) x x     وg(x) sin x  باشد، برد تابعgof 86(حسابداري و مديريت ـ سراسري   كدام است؟(    

1 ([ , ]1 1  2 ([ , ]1   3 ([ , ]1  4 ([ , ]1
2  

 :ابتدا تابع  »3« گزينه پاسخgof آوريم.          ت ميرا به دس  
                         (gof )(x) g(f (x)) g(x x ) sin( (x x ))             

x          كنيم، از خواص تابع جزء صحيح داريم:به ترتيب زير عمل مي gofحال براي محاسبه برد x (x x )               1  
]بنابراين كمان تابع سينوس همواره در فاصلة , )     قرار دارد و در اين فاصله سينوس نامنفي است و بيشترين مقدار سينوس در ايـن فاصـله برابـر

يك است كه به ازاي
]بازة gofشود، در نتيجه برد تابعحاصل مي 2 , ]1 .است  

 

 اگر: 081لمثاf (x) x ;x
x

  
fباشد، مقدار 1 ( )1 3

  )86(حسابداري و مديريت ـ سراسري   ، كدام است؟2

1 (2  2 (1
2  3 (2

3  4 (2  

 :3ع وارون نيست، و كافي استنيازي به محاسبة تاب  »4« گزينه پاسخ
fرا به جاي 2 (x) .قرار دهيم  

xx x x x x x ,
x x

   
             

2 2 21 3 1 3 3 9 16 12 2 3 2 3 2 22 2 4 2  

 

 اگر :  091مثالLn( x)f (x)
x x


 

  2
2 1

4 9
  )86(علوم اقتصادي ـ آزاد   است؟ fDباشد كدام گزينه 

1( ( , )3 3  2( ( , )3 2  3( [ , ]3 3  4( [ , ]3 2  

 :عبارت مقابل   »2« گزينه پاسخLn  :بايد مثبت باشد يعني( x x )   2 2 ) تواند صحيح باشد.) مي2تنها گزينه  

 

 يي تابع با ضابطهدامنه:  011مثال


xf (x) Arcsin
x

21
  )87(حسابداري و مديريت ـ سراسري   ، كدام است؟2

1({ , }11  2(( , )11 3([ , ]11  4(R ( , ) 11  

 :بايستي  »1« گزينه پاسخx
x


  
2 11 xشودباشد كه از آن نتيجه مي 12  1  

xدانيم همواره مي يادآوري:
x



2 1 xيا  12

x


 
2 1 xدهد كه باشد و تساوي تنها زماني رخ ميمي 12 1  ياx  1 .باشد  
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 معادله:  111مثالx x  
2
  )87(حسابداري ـ آزاد   چند جواب دارد؟ 3

  شماربي )4 3)3 2)2 1)1

 :هاي معادله داده شدهريشه  »2« گزينه پاسخx  وx 
3
 باشند.مي 2

 

 اگر: 211مثالxf (x) x
x

 
  

  )87(علوم اقتصادي ـ آزاد   كدم است؟ fباشد دامنه 

1(R 2 ([ , )1 3 (( , )1 4 (R [ , ] 1 

 :يعبارت زير راديكال بايد نامنفي باشد، يعن  »2« گزينه پاسخx  .همچنين ريشه مخرج كسر جزء دامنه نيست .  
[ , ) 1 دامنهx x       1   

 

 نمودار تابع با ضابطه: 311مثالx xf (x) ( ) 
12 )از نقطه Aكند. فاصله قطع مي Aمحور تقارن خود را در نقطه  2 , )3

2  كدام است؟ ،  

  )88(حسابداري و مديريت ـ سراسري 

1( 2  2( 5
2  3( 2  4( 3  

 :تابع  »2« گزينه پاسخx xf (x)  2 x)هاyباشد و محور ، تابع زوج مي2 )  باشد. پـس خـط  محور تقارن توابع زوج ميx     محـور
)Aباشد و بنابراين نقطهمي fتقارن تابع  , )2 نقطه تلاقي تابعf باشد. با محور تقارن خود مي  

( ) ( )    2 23 522 2   فاصله نقطهA از نقطه( , )
3
2   

 

 برد تابع با ضابطه: 141مثال
x

x
ef (x)
e






1
1

  )88(علوم اقتصادي ـ سراسري   ، كدام بازه است؟

1( ( , )   2( ( , )1 1  3(  ,  4(  ,11  
 :دانيم دامنه تابع وارون بر تابع است.كنيم، ميز تابع وارون استفاده ميا  »2« گزينه پاسخ  

x
x x x x x x

x
e y y yy ye y e ye e y e e x Ln

y y ye
    

               
  

1 1 1 11 1 1 1 11
  

yيعنيLnعبارت مقابل
y



1
yبايد مثبت باشد كه به كمك تعيين علامت 1  1   شود.حاصل مي 1

 

 برد تابع: 151مثالxy
x


2 1

  )88(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟ 

1( R  2( [ , )1   3( [ , )1  4( ( , )11  

 :4« گزينه پاسخ«    
  آوريم. نه وارون را بدست ميمدا كنيم وابتدا تابع را وارون مي روش اول:

x x y yy y y x y x x x y y x
x y yx

             
  

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 22 1 1 11

  

yيكال همواره نامنفي است پس مخرج كسر يعنيراديكال نامنفي باشد، صورت كسر زير راد ابايد عبارت زير از  بايـد مثبـت باشـد،   21
y  21شودنتيجه ميy  1 1  

|واضح است كه همواره صورت كسر كوچكتر از مخرج است، پس روش دوم: y |1و در نتيجهy  1 1  
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 اگر مبداء مختصات مركز تقارن نمودار تابع: 161مثالy ax bx dx e   3   باشد، آنگاه كدام گزينه صحيح است؟  2
  )88آوري اطلاعات ـ آزاد (مديريت فن

1(be   2(d e    3(de   4(b e    
 :دانـيم مبـدأ مختصـات مركـز تقـارن توابـع فـرد اسـت، پـس بايـد ضـريب عوامـل زوج در تـابع              مـي   »4« گزينه پاسخf   شـد،  برابـر صـفر با
bيعني e   .  

 

 اگر: 171مثالf (x ) x x  22 yباشد، نمودار تابع 2 f (x )    )88آوري اطلاعات ـ آزاد (مديريت فن  گذرد؟ از كدام نقطه مي 2
1( )2،3(  2( )1،3(  3( )2،1(  4( )3،1(  
 :قرار ميدهيم  »2« گزينه پاسخt x  x، در اين صورت2 t  f  ، بنابراين:2 (t) (t ) (t ) t t     2 22 2 2 2  

fحال با توجه به اينكه (t) t t 2 f  باشد، پس: مي 2 (x ) (x ) (x ) x x       2 22 2 2 2 6 8  
fواضح است كه اگر در رابطه (x ) x x   22 6 yر بدهيممقدا x، به 8    آيد. بدست مي 3

 
 اگر: 181مثالf (x) x x    وxg(x) ln

x





1
 )89(حسابداري و مديريت ـ سراسري   ، كدام است؟gofباشد، برد تابع  1

1(( , ]1  2([ , ) 1  3(( , ]  4([ , )   

 :4« گزينه پاسخ«    

x  آوريم:را بدست مي gofابتدا ضابطه روش اول:  x
gof g(f (x)) g( x x) Ln

(x x )
              

1
1  

yx   آوريم:، وارون آن را بدست ميgofبراي بدست آوردن برد  x (x x )
y Ln e

(x x ) (x x )
           
         

1 1
1 1  

y
y y y y

y
ee e (x x ) (x x ) (x x )(e ) e x x
e


                           



11 1 1
1

  

xا توجه به اينكهحال ب x     1 باشد، پس بايستي:  مي
y

y y
y

e e e y
e


        



1 1 1 1
1

    

نامساويتوضيح: 
y

y
e
e






1 1
1

  باشد.  برقرار است، زيرا صورت كسر كوچكتر از مخرج كسر مي y، به ازاي تمام مقادير 

xدانيم همواره مي روش دوم: x      xبنابراين:  1 x     1  باشد اگر فرض كنيم ميx x a    :باشد. آنگاه  

[ , ) بردa a aa Ln
a a a

    
             

1 1 2 1 11 11 1 1 1 


 

                                                              
  

 
  

yeچون  همواره مثبت است 1
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  چهارمفصل 

  »حد و پيوستگي« 
  

 به ازاي كدام مقدار: 1مثالa تابع
x , x

f (x)
ax a , x

  
 

2
2 1 1

1
xدر     داراي حد است؟ 1

1(2
3  2 (1  3(3

2  4 (2  

  : است حد چپ و راست تابع درلازم   »3«گزينه پاسخx 1 .با هم برابر باشند  

x x
f ( ) Lim f (x) Lim (ax a) a a a

 


 
     2

1 1
1 2  

x x
f ( ) Lim f (x) Lim ( x )

 


 
     

1 1
1 2 1 2 1 3  

aدر نتيجه 2 aو يا 3  3
2 

  
 حاصل عبارت: 2مثال

 / xx

x
Lim





 1
3

2 2
(xنقطه، (حد چپ در    كدام است؟  

3)2  ) صفر1
2  3(1

2  4 (1  

  : دانيممي  »2«گزينه پاسخ

1


                     شود:مي برابر 
x

x

xLim
 



 
  




1
3 3 3 3

2 22 2
2 2






  

  
 حاصل:  3مثال

x
Lim(tgx).sin

x

   كدام است؟ 1

1 (  2 (  3 (
  حد ندارد )4  2

 : چون»  1«گزينه  پاسخ
x
Lim tgx





 باشدو تابع ميsin نتيجه با توجه به قضية فوق نيز تابعي كرانداراست، در
x
Lim(tgx)sin

x


1


.  

  
 حاصل :  4مثال 

x

sin xA Lim( )
x

 1 كدام است؟   
1 (  2 (  3 (1   4 (1  
  : محدود بودن تابع  زيرا با توجه به قضية فوق و»  3«گزينه پاسخsinx و توجه به اينكه

x
Lim x


   پسA   1 1    .  
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 مقدار :  5مثال
x

x
Lim

x

  
  

2

3

9
  برابر است با :3

    3 (6  4( ) 2  ) وجود ندارد 1
   : چون تابع در همسايگي » 1«گزينه پاسخ( )3  x 3   معين است (مخرج برابر صفر مطلق است) پس حد ندارد .نا 4

  
 حد :  6مثال| x |A x

x


   
3
xوقتي 3    كدام است؟ 3

1 (3-  2 (3  3 (2-  4 (2  

  : 2«گزينه پاسخ«  
x x

| x | (x )Lim x Lim
x (x ) 



 

           3 3
3 3 3 1 3 33 3  

  
 مقدار: 7مثال

x

| x |Lim sgn(x )
x


  1

  كدام است؟ 1

1 (  2 (1  3 (  4 (1-  

  : 4«گزينه پاسخ«                                 
x ( )

| x | | |Lim sgn(x ) sgn( )
x



 


       

  1
11 1 1 11   

sgn(xمقدارتوضيح:  )1  وقتيx ( ) 1 برابرsgn( ) دانيم كه به ازايشود كه با توجه به تعريف تابع علامت ميميx    مقدار تابع
  باشد.مي 1برابر عدد ثابت 

  

 اگر :8مثال
x

f (x)
x

 


1
37  آنگاه،  1

x
Lim f(x)


  كدام است؟ 
1 (  2 (7  3 (  4 (7-  

 : 4«گزينه  پاسخ«     
x x

x x
| f (x) | Lim | f (x) | Lim

x x 
    

 

1 1
3 37 71 1  

x

x x x x
Lim Lim | f (x) | Lim | f (x) | Lim f (x)

x


  

   
          

 

1
3 3 7 7 71   

  

 حاصل:  9مثال
x

cot gxLim( )
cot g x

 2
  كدام است؟  3

1 (
1
3  2 (1-  3 (1

3  4 (1  

  : 3«گزينه پاسخ«  
x

( cot g x)A Lim
( cot g x)


 



  
    

 

2
2

2

1 1 1
3 33 1 3x

cot gxA Lim
cot g x




2
3  

  
  

 به ازاي كدام مقدار :10مثالn وm دو تابعf (x) x ng(x)و 2 mx وقتيx  ارزند؟هم  

1 (n 
1
mو  2 1  2 (n  mو  2 1  3 (n 1 وm  2  4 (n 1  وm 

1
2  

  : ارز داريم:با توجه به تعريف دو تابع هم  »3«گزينه  پاسخ  nx x

f (x) xLim Lim m , n
g(x) mx 

     
21 1 2 1

 
  

xدر حالتهايي كه ) الف   ،ت در عبارت موجود نباشد)جمله با كوچكترين مرتبه حاكم است (البته زماني كه عدد ثاب  
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  به مثالهاي زير توجه كنيد:
       است!)x2نظر كرديم (حاكمصرفx2زير راديكال در صورت كسر در مقابلx2از 

  


x x x

x x x xLim Lim Lim
x x x    


 

4
4 4 4

2 2 2 2 1
2 2 2

 )1  

    كنيم.نظر ميصرفxدر مقابلx4و همچنين x2و در صورت كسر از دو جملهx2در مقابل x3در مخرج كسر از

 x x

x x x xLim Lim
xx x  

 
 



4 2
3

1
222

 )2  

  
 حد عبارت  :11مثالArcsin x

x
2

xوقتي 3  :برابر است با  

1(2
3  2(3

2  3 (1  4(1
2  

 : صورت مبهم   »1«گزينه   پاسخ


  باشد.مي 

xوقتي  روش اول:  ارزي توانيم از هم، ميArcsin x ~ x   :استفاده كنيم                         
x x

Arcsin x xLim Lim
x x 

 
2 2 2

3 3 3 
  

                              روش دوم:   
x x

Arcsin x xLim Lim
x 

 
2

2
2 21

3 3 3 
               

  

 حاصل :  12مثال
x

tg x tg x tgxA Lim
sin x

 
 3

3   : برابر است با 2
1 (3-  2 (3  3 (6  4 (6-  

   : به حالت »  3«گزينه پاسخ


  كنيم لذا داريم: برخورد مي 

                         
x x

x x x x x x x
A Lim A Lim

x x  

    
    

3 3 3 3

3 3

8 1 183 9 2 3 3 3 6  

  
 حاصل :  13مثال

x

cos(Arcsin x)A Lim
sin x




 2
  برابر است با : 1

1 (1
  1) 4  2) 3  صفر) 2  2

  : 1«گزينه  پاسخ«        x

x x

x
Arcsin x ~ xcos(Arcsin( )) cos xA A Lim Lim
sin x ~ xsin ( ) x x


 

 




 

       


2

2 22 2 2
1 1 12

2  

  

 حاصل حد :14مثال
x

Arcsin(x x )Lim
x

 


2

1
3 2

  كدام است؟ 1

1 (2-  2 (2  3 (1-  4 (1  

 : صـورت مبـهم   »3«گزينه   پاسخ


تـوانيــم از هـم   كنـد، لذا مـي بـه سمـت صفـر ميـل مي Arcsinبـاشـد. چون عبـارت مقـابـلمـي 

Arcsinارزي  u ~ u .استفاده كنيم  

x x x x

Arcsin(x x ) x x (x )(x )Lim Lim Lim Lim(x )
x x x   

     
     

  

2 2

1 1 1 1
3 2 3 2 1 2 2 11 1 1   

  هوپيتال



  

  

حد و پيوستگي:  چهارمفصل  44  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  داريم:  cosxبراي مثال براي  دهيم،را قرار مي mxدر طرفين  xبه جاي  هاي گفته شدهكليه بسطتبديل شود، در  mxبه  xاگر  تذكر:

x m xcosx ~ cosmx ~  
2 2 2

1 12 2  

 توجه كنيد: مقابلبه مثال 
x x

m x m x m x
m x!A Lim Lim m

x x
!

 


  

   
    

2 2 4 4 2 2
4 4 4

4 4

1 12 4 2

4

 
x

m xcos(mx)
A Lim

x
!



 


2 2

4
1 2

4


  

uاگر نكته:   ارزيآنگاه همm mucos u
2

1   ، برقرار است.2

  

 مقدار :15مثال
n

n!( n)Lim
(n )!(n )  

22
1   برابر كدام است؟ 2

1(  2 (1  3 (4  4(  

 : 3«گزينه  پاسخ«                           
n n n n

n!( n) n! n n nLim Lim Lim Lim
(n )!(n ) (n )n!(n ) (n )(n ) n   


   

     

2 2 2 2
2

2 4 4 4 41 2 1 2 1 2  

  
 حاصل : 16مثال

n

nLim
n

  
2

1 2
2
 كدام است؟    

1  (1
2   2 (2  3 (4  4 (1

4  

 : 4«گزينه  پاسخ «   
n n

n
nLim Lim

n n 

  
 

2

2 2
1 2 12

42 2
  

  

 حاصل: 17مثالn
n n

nCLim
C

2
  كدام است؟ 3

1 (3  2 (2
3  3 (1  4 (  

  : شود: فاده از نكته قبل نتيجه ميبا است»  1«گزينه پاسخ                        n
n n nn

nnnC nLim Lim Lim
C n n  


  

2
2 3

3 3 3
62 3
2

6

  

 

 مقدار حد: 18مثال
n n

n( n )Lim
(C )

   3 3 3 3
2 2

1 2   چقدر است؟ 3

1 (  2 (1  3 (6  4 (  

  : 4«گزينه پاسخ«                        
n n n

n nn
Lim Lim Lim n

n n( )
  


   

4 5

2 42
4 4

2 4
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 مقدار: 19مثال
n

n

n!Lim
n

  چقدر است؟ 

1 (1  2 (  3 (e  4 (
e
1  

  : شود:با استفاده از فرمول استرلينگ نتيجه مي  »4«گزينه پاسخ                    
nn

n n

n n( )
e eLim Lim
n n e 

 
1  

  
 حد تابع: 20مثال(n )! (n )!y

(n )! (n )!
  


  

2 1
2   ميل كند، مساوي است با: به سمتnهنگامي كه1

1 (2  2 (1  3(1
2  4 (1-  

  : 2«گزينه پاسخ«   

n n n n

(n )! (n )! (n )(n )! (n )! (n )!((n ) ) nLim Lim Lim Lim
(n )! (n )! (n )(n )! (n )! (n )!((n ) ) n   

          
   

          
2 1 2 1 1 1 2 1 3 12 1 2 1 1 1 2 1 1  

  
 حاصل: 21مثال

n n

nLim
C

   
2

1 2   كدام است؟ 3

1(  2(1
2  3 (1  4 (2  

 : ابتدا توجه كنيد كه:  »3«گزينه  پاسخ  n
n(n ) n! n(n )(n )! n(n )n , C

!(n )! !(n )!
   

       
 

21 1 2 11 2 3 2 2 2 2 2 2  

  :بنابراين
n n nn

n(n )
n nLim Lim Limn(n ) nC  


    

  
 2

1
1 2 3 12 11 1

2

  

  
 حاصل حد : 22مثال

n
Lim ( n )

n
  15 15 15

16
1 1 2 كدام است؟  

1 (14
1  2 (15

1  3 (13
1 4 (16

1  

 : 4«گزينه  پاسخ«  
n n

nLim ( n ) ~ Lim ( )
n n 

   
1615 15 15

16 16
1 1 11 2 16 16  

uوقتي )5 ارزيهم ه، آنگاه هموارLim u Limu   .توانيم علامت جزء صحيح را برداريم)(يعني مي برقرار است  

  

 حاصل   :23مثال
n

nn

nC Lim
n




5

6 3
  كدام است ؟ 

1 (1  2 (  3 (  4 (1
6  

  : اي مانندره اگر زير راديكال يك چند جملهدقت شود هموا  »1«گزينه  پاسخf (n) باشد، آنگاهn
n
Lim f (n)


1 :است  

       
n

n
nn n n

n n n n

A Lim n A AC
BB Lim n Lim n Lim Lim n



   

   
  

       


5 1 1
16 3 6 6 1 1 1
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 حاصل:  24مثال
n n

n nn
Lim

 







1 12 3
2 3

  برابر است با : 

1 (5  2 (9  3 (3  4 (13  

  : 3« گزينه پاسخ  «               
n n n

n n nn n
Lim Lim

  

 


 



1 1 12 3 3 3
2 3 3

    

      

 مقدار : 25مثال
x

aLim x [cosh ]
x
2   كدام است ؟ 1

1  (a
2  2 (a2

2  3 (  4 (1  

 : حالت »  2«گزينه  پاسخ داريم : باشد لذامي  

x x x x

a a a aa ( )sinh ( )( )cosha ax xx x xLim x [cosh ] Lim Lim Lim
x

x x x
   

 
    

 

22 22

2 3 3

1
1 1 2 2 2  

     

 26مثال: 
n
Lim ( n n )( n )


  
11     كدام است؟ 2

1 (  2 (1
2  3 (1  4 (2  

  : شود، حالت مبهمطور كه مشاهده ميهمان  »2«گزينه  پاسخ( )   و با توجه به اينكه راديكال داريم و اگر در پرانتز اول باشد مي
صـورت و  ارزي صـحيح نيسـت لـذا    دانيم در اين شرايط استفاده از همشود و ميها استفاده كنيم، جمع جبري صفر ميارزي راديكالبخواهيم از هم

nمخرج را در مزدوج عبارت n 1 كنيم:ضرب مي  

n n n

( n n )( n n ) n ((n ) n) n
Lim( n n ) n Lim Lim

( n n ) n n  

       
     

   

1 11 1 11 2 21 2 1 1
  

n n

n nLim Lim
n n n n 


 

  

1
12
21

  

  
 تابع :27مثال حدxy ( )

x
  xوقتي كه 121  چيست؟    

1(e  2(e2  3(e 2 1  4(e 1  

 مبهم صورت   »2«گزينه :  پاسخ1 است.          
x( x)( ) ( x)( )x x x x

x x x x
Lim ( ) Lim e Lim e Lim e e

x


   

   
    

2 2 2 21 1 1 11 221  

  
 حد عبارت : 28مثالx

x
Lim( )

x
   ، كدام است؟ 221

1 (1  2 (e  3 (e2  4 (e4  
  : 4«گزينه پاسخ«    

                                    باشد، بنابراين:مي1صورت مبهم ش اول:رو
x( ) x( )x x x

x x x
Lim ( ) Lim e Lim e e

x


  

  
   

2 22 1 1 22 421  

bxاز فرمول روش دوم: ab
x

aLim ( ) e
x

 1 كنيم:استفاده مي                                                  x ( )( )
x
Lim ( ) e e

x
 


  2 2 2 421  



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  47  رياضي عمومي

 حد عبارت :29مثال


x
x
Lim( x)



1

  ، كدام است؟ 21

1 (1  2 (e  3 (e2  4 (  

 : 2«گزينه  پاسخ«  

                مي باشد. 1صورت مبهم روش اول: 
( x ) x

x x x
x x x
Lim( x) Lime Lime e e

  

  
    

1 1 1 11 12 2 2 21
  

  

با استفاده از فرمول روش دوم:
b

abx
x
Lim( ax) e


 1


x                         شود: ، نتيجه مي
x
Lim( x) e e


  
1 1

2 21


  

  
 اگر  :30مثالn

n
Lim( ) e

an
    ؟كدام است a، باشد مقدار  311

1 (e  2 (
e
1  3 (1

3  4 (3  

 : با استفاده از فرمول »   3«گزينه  پاسخbn ab
n

aLim( ) e
n

 1شود:، نتيجه مي  

n a a
n
Lim( ) e e e a

an a
       

1 1
31 1 11 3 3  

  

 حد عبارت :31مثال
x x x

x
Lim



 
  
 

1
2 3

      را به دست آوريد:2

1(6  2(2  3(1
2  4 (1  

 صورت مبهم »   1«گزينه :  پاسخ1 .است  
x x x x x x

x x ( ) ( )
x x xx

x x x x
Lim ( ) Lim e Lim e Lim e

   

    


   


   

1 2 3 1 2 3 2 2 3 21 12 2 22 3
2   

  

x xLn Ln Ln Ln Ln Ln Ln
Ln

x
Lim e e e e e



  


    

2 2 3 3 2 2 3 3 2 3 6
62 2 2 2 6

 


  

  

مقدار:  23مثال
x

LnxLim
x

  كدام است؟ 
1 (  2 (1  3 (  4 (1-  

  : 3«گزينه پاسخ     «         ( )

x x x

LnxLim Lim (Lnx) Lim A ( )( ) ( )
x x    

       
61

  
  

  

 حد چپ تابعي به معادله  :33مثال/ x
xy 


 1
2 2

1 4
xدر    كدام است؟    

1 (1  2 (  3 (1  4 (2  

 4«گزينه :  پاسخ  «              
x

x

xLim







  
   


 

1 1
2 2 2 2 2 2 211 4
1 4 1 4







  

  

طبق خاصيت

  هوپيتال
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 اگر :34مثالxxf (x) e e 
1

  چند است؟ زيرباشد، مقدار حد  

x
L im f(x)


  

1(  2(  3 (1  4صفر (  

 3«گزينه :  پاسخ  «               xx
x
Lim (e e ) e e e e  


       
1 1

1 1   

  

 تابع :35مثال







bx Ln(e x) x
tgx

f (x) a x x
Arcsinax | x | x

x


  

      

   


3 2

3

در  x  پيوسته است. حاصل عبارت(a b) ام است؟كد  

1 (2  2 (3-  3 (2-  4 (3  
   : 4«گزينه پاسخ  «  

x

x

f ( ) a a
a a a

bxf ( ) Lim [ Ln(e x)] b a b
tgx a b b
Arcsin axf ( ) Lim x a

x














                      
      

 
     



3 2 3 2 13 2 3 21 353 2 1 23 3




 





  

 

 مقدار :36مثالa چقدر باشد تا تابع
a log (x ) x

f (x) xaArcsin( ) x

  
 
   



3 1 2

1 1 22
xدر     پيوسته باشد؟ 2

1( 1-  2( 
2  3( 


2  

4(  
  

   : 3«گزينه پاسخ  «  
a log (x ) ; xa log (x ) ; x

f (x) f (x) xx aArcsin( ) ; xaArcsin( ) ; x

    
    

       

33 1 21 2

1 1 21 1 2 22
  

fبراي اينكه تابع (x) در نقطهx  xپيوسته باشد، بايد حد چپ و راست تابع در نقطه 2    با هم برابر باشند: 2

x x
Lim f (x) a log ( ) a log a , Lim f (x) aArcsin a

  


           3 3

2 2
22 1 3 1 12 2  

a a a( ) a( ) a  
           


21 1 12 2 2  

  

 تعداد نقاط ناپيوستگي تابع با ضابطة :  37مثال
x , | x |

f (x)
x , | x |

  
 

 


24 2
1 1 22

  ؟كدام است 

  شمار) بي4  2) 3  1) 2  ) صفر1
  

 كنيمضابطه را كمي ساده مي
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   : ييعنتابع در دامنه خود  فوقبا توجه به نكته »  2«گزينه پاسخ[ , ]2   باشد اما در نقاط مرزي بايد پيوستگي بررسي شود:پيوسته مي 2

x ( ) x ( )x x

x x x ( ) x ( )

xLim f (x) Lim ( )Lim f (x) Lim x
,

Lim f (x) Lim ( x ) Lim f (x) Lim x

  

   

    

     

        
 
      
  

2
2 22 2

2
2 2 2 2

1 24 2
1 1 42



 
  

xدر نقطه  2 .حدود چپ و راست با هم برابر نيستند بنابراين تابع در اين نقطه پيوسته نيست  

  
 طول نقطه گسستگي تابع :  38مثالf  به ضابطهx

xy
e


 2

  كدام است؟ 

1 (1
2  2 (1  3 (2  4 (Ln2  

 : 4«گزينه  پاسخ«                                     x xe e x Ln     2 2 2  
  

 طول نقطه انفصال نمودار تابع:  39مثالxf (x)
ln(x x)





2

  كدام است؟ 2

1 (2  2( 1 2 3(3 2 2  4(3 2 2  
 : باشند.هاي مخرج كسر نقاط انفصال تابع ميريشه»  4«گزينه  پاسخ 

Ln(x x ) x x x x ( x ) ( x)          2 22 2 1 2 1 2 1   

x x x x x x  
          2 2 6 36 44 1 2 6 1 3 2 22  

xشه توجه كنيد كه تنها ري  3 2 xقابل قبول است و  2  3 2   غير قابل قبول است. 2
  

 در فاصله  :04مثال[ , fتابع  2[ (x) x (x )     1     چند نقطه گسستگي دارد؟  1
  3) 4  2) 3  1) 2  ) هيچ1
 زه كه عبارت درون جزء صحيح يعني نقاط درون با»   2«گزينه :  پاسخx  باشـند، بنـابراين   به ازاي آنها صحيح شود، اغلب نقاط گسستگي مـي

xنقاط  , , 1 2 توانند نقاط انفصال باشند.مي  
x)به دليل وجود عامل )1 كه درx    ضرب شده بايد نقطهx 1  را مورد بررسي قرار داد و نقاطx    وx  نيز به دليل اينكـه نقـاط    2

  باشند، بايد مورد بررسي قرار گيرند.انتهايي بازه مي
f  در  پيوسته

x x
f ( ) , f ( ) Lim ( x (x ) ) Lim ( (x ) )

 
 

 
             1 1 1 1 1 1

 
     

f پيوسته  1ر د
x x

f ( ) , f ( ) Lim ( x (x ) ) ,f ( ) Lim ( x (x ) )
 

 

 
               

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1   

f  ناپيوسته  2در
x x

f ( ) , f ( ) Lim ( x (x ) ) Lim ( (x ) )
 

 

 
             2 2

2 3 2 1 1 2 1 1 2   

  
  

 تابع:  41مثالy x cosx  در كدام بازه ريشه دارد؟  

1 ([ , ]6  2 ([ , ] 
6 4  3 ([ , ] 

4 3  4 ([ , ] 
3 2  

  : 2«گزينه  پاسخ   «             f ( ) , f ( ) . , f ( ) . x [ , ] f (x)   
          1 3 86 4 6 4        

  

 يك
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y x
x x ( x ) x x

y x x


           
  

3 2 3
3 3 2

12 1 1 1 16 8 2 2 6 6 216 368 2

 اگر معادله مجانب افقي نمودار تابع با ضابطه:  42مثالy x x ax b    2 xوقتي 1   برابرy   ،باشدa b ؟كدام است  

1 (1
2  2 (

1
2  3 (3

2  4 (5
2  

   : 2«گزينه پاسخ«       
x x x x
Lim y Lim ( x x ax b) Lim (| x | ax b) Lim ( x ax b)
   

            2 1 11 2 2  

y

x

a
Lim [( a)x b] a , b a b

b




  
            

 

11 1 11 112 2 2
2





 

  

 هاي تابع مجانب: 43مثالxf (x) log
x





1
yخط  1 x

3
  كدام است؟ ABخط اندازه پاره كند.قطع مي Bو  Aرا در دو نقطه  4

1 (5
4  2 (2 3

5  3 (5
3  4 (5

2  

  : دانــيم وقتــيمــي » 4«ه گزينــپاســخx 1 آنگــاهx
x





1
1  و در واقــعf ( ) log( )  1   خواهــد شــد. همچنــين وقتــي

x ( ) 1 آنگاهx( )
x


 


1
fو در واقع 1 ( ) log( )    1 خواهد شد. پسx 1 وx  1 .هر دو مجانب قائم تابع هستند  

xتابع مجانب افقي و مايل ندارد (چـون اگـر             همـان دو   شـود) پـس تـابع   ميـل كنـد آنگـاه عبـارت جلـوي لگـاريتم مقـداري منفـي مـي

xمجانب  1  و بايد محل برخورد دو نقطه را با خطرا داردy x
3
x  دست بياوريم:به 4 y A( , )     

3 3 31 1 14 4 4  

x y ( ) B( , )         
3 3 31 1 14 4 4  

B A B AAB (y y ) (x x ) [ ( )] [ ( )] ( ) ( )               2 2 2 2 2 23 3 6 9 25 51 1 2 44 4 4 4 4 2  

  
 نمودار تابع : 44مثالf (x) x Arcsin

x
  2   از نظر خط مجانب كدام وضعيت را دارد؟ 11

  ) يك خط افقي و يك خط مايل4  ) دو خط افقي3  ) دو خط مايل2  د مجانب) فاق1
  : اولاً به ازاي هيچ عددي براي»  3«گزينه پاسخx،f (x) به سمت رود پس تابع مجانب قائم ندارد.نمي  

x x
Lim f (x) Lim[ x Arcsin( )]

x


 
   2 11  

uدقت كنيد اگر   آنگاهArcsin u u در اين تست وقتيx  آنگاه
x


1  :و لذا داريم  

x x

x
Lim ( x .Arcsin( )) Lim x .

xx x 

 
     

2 11 11 1  

  پس تابع دو مجانب افقي دارد.
  

 معادلة خط مجانب منحني به  :54مثالy x x  3 3 28 2  كند؟خود منحني را با كدام طول قطع مي  

1( 1
36  2( 1

24  3( 1
12  4( 1

6  

 : 1«گزينه  پاسخ«  y x x y x x (x )     33 3 2 3 2 28 2 8 2 2 24  

yادله مجانب مايل منحني بنابراين مع x 
12   باشد.مي 6

  

  مجانب افقي است

 اگر
 اگر
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 اگر :64مثالxf (x)
x





1
xg(x)و 1    كدام است؟ fogآنگاه تعداد خطوط مجانب نمودار تابع 2

1( 1  2( 2  3( 3  4( 4  
 : بطه تابعضا با توجه به  »2«گزينه  پاسخfog :داريم  

x x

x x xx x x
x x

xx x

Lim fog(x) Lim Lim y
fog(x)

Lim fog(x) Lim ( ) y

  



 

 
    

    
             

2 1 2 1 1
2 1 2 1 2
2 1 2 1 2 1 1 1 112 1 2 1




  

  شود، لذا تابع مجانب قائم ندارد.با توجه به اينكه مخرج كسر هيچگاه صفر نمي
  

 منحني به معادله :  47مثالx xy
x
 




2
2

2
1

  چند خط مجانب دارد ؟ 

1 (1  2 (1-  3 (2  4 (  
 مجانبهاي قائم منحني : »  1«گزينه  : پاسخ                              x x x , x       2 21 1 1 1  

x  1 كند لذا مقدار زير راديكال صورت را منفي ميx  1 تواند مجانب قائم باشد از طرفي نميx سمت بي نهايت ميل كند لذا  تواند بهنمي
  تابع مجانب مايل و افقي ندارد.

  

 حد عبارت :  48مثالx
x
Lim( )

x
   )75(حسابداري ـ سراسري   ، كدام است؟ 221

1 (1  2 (e  3 (e2  4 (e4  
 4«گزينه  : پاسخ«    

                                    باشد، بنابراين:مي1صورت مبهم روش اول:
x( ) x( )x x x

x x x
Lim ( ) Lim e Lim e e

x


  

  
   

2 22 1 1 22 421  

bxاز فرمول روش دوم: ab
x

aLim ( ) e
x

 1 كنيم:استفاده مي                                                  x ( )( )
x
Lim ( ) e e

x
 


  2 2 2 421  

 

 حد عبارت:  49مثال


x
x
Lim( x)



1

  )75(مجموعه مديريت ـ سراسري        ، كدام است؟ 21

1 (1  2 (e  3 (e2  4 (  

 2«گزينه  : پاسخ«  

                .مي باشد 1صورت مبهم روش اول: 
( x ) x

x x x
x x x
Lim( x) Lime Lime e e

  

  
    

1 1 1 11 12 2 2 21
  

  

با استفاده از فرمول روش دوم:
b

abx
x
Lim( ax) e


 1


x                         شود: ، نتيجه مي
x
Lim( x) e e


  
1 1

2 21


  

 
 حد عبارت :  50مثال

x

Ln(x )Lim
x x



 31
  )76(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (3
4  2 (1

2  3 (4
3  4 (2  

 ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه : پاسخ   
x

Ln(x ) Ln( ) LnLim
x x

  
   

    3 31
2 1 2 1

1 1 21 1
   

  مجانب افقي
  

 مجانب افقي



  

  

حد و پيوستگي:  چهارمفصل  52  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ضابطه  احد چپ تابع ب:  51مثالx x
f (x)

x
   
 xدر  1    )76(مجموعه مديريت ـ سراسري        ت؟كدام اس 1

1 (
1
2  2 (  3 (1

2  4 (1  

 3«گزينه  : پاسخ  «     
x x x

xx x x xLim Lim Lim
x x x  



  

        
  1 1 1

1 11
1 1 1 2  

 

 حد راست تابع :  52مثالf  با ضابطهx x
f (x)

x
   
 xدر  1    )76(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ 1

1 (1  2 (2  3 (  4 (  

 1«گزينه  : پاسخ«    
x x x

xx x xLim Lim Lim
x x x  



  

         
  1 1 1

1 1 11 1 1  

 
 مقدار :  53مثالx

x

xLim ( )
x 

2

  )77ابداري ـ سراسري (حس  كدام است؟ 1

1 (1  2 (  3 (
e
1  4 (e  

 صورت مبهم    »2«گزينه  : پاسخ1 باشد. مي  
x x x xx ( ) x ( ) x ( )x xx x x x

x x x x x x

xLim ( ) Lim e Lim e Lim e Lim e Lim e e
x

   
     

     
       



22 2 22 1 111 1 1 111   

 

 نقطه گسستگي تابع حقيقي به معادله :  54مثال/ x
xy

x



 1

2 2
4

  )77(مجموعه مديريت ـ سراسري        با كدام طول است؟ 

1 (,2  2 (,1  3 (,1 1  4 (,1 2  

  :شند.باهاي مخرج كسر، نقاط گسستگي تابع ميدانيم ريشهمي   »1«گزينه  پاسخ    xx xx x x x        
1 1

24 4 4 2 2  
و ريشه مخرج كسر

x
1 ،x    و  2است. پس نقاط گسستگيx   باشند.مي  

 

 مقدار:  55مثال
n

n!( n)Lim
(n )!(n )  

22
1   )78سري (مجموعه مديريت ـ سرا       برابر كدام است؟ 2

1(  2 (1  3 (4  4(  

 3«گزينه  : پاسخ  «  
n n n n

n!( n) n! n n nLim Lim Lim Lim
(n )!(n ) (n )n!(n ) (n )(n ) n   


   

     

2 2 2 2
2

2 4 4 4 41 2 1 2 1 2  
 

 مقدار :  56مثال
n

n

C
nLim

n   

21

1 n، برابر  كدام است؟ 2
n

(C )
 

  
 

2
  )87(علوم اقتصادي ـ سراسري          .  2

  ) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1
 1«گزينه  : پاسخ«  

n   ابتدا توجه كنيد كه:   روش اول:
n! n(n )(n )! n(n ) n(n )C , n

!(n )! !(n )!
   

       
 

2 1 2 1 11 2 32 2 2 2 2 2  

                     بنابراين:
n

n n n n n n

n(n ) n.C (n ) nnnLim Lim Lim Lim Lim Limn(n ) n(n )n n(n ) nn


     

 


     
    

2

2

1 1 11
1 12 2

1 11 2 1
2 2

  



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  53  رياضي عمومي

nوقتي  روش دوم:  هم ارزيهاي ،n
nC ~

22
nnو  2 ~  

2
1 2   برقرارند، لذا: 2

n

n n n

n.C
nnLim Lim Lim

n nn


  
  

  

22

2

11
12

1 2
2

  

 

 نقطه گسستگي تابع :  57مثال
x

xy 




3 1
4 8

  )79(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (3
2  2 (2 ln  3 (3 ln 2  4صفر (  

 1«گزينه  : پاسخ«     x x x x       2 3 34 8 2 2 2 3 2  
 

 طول نقاط گسستگي تابع:  58مثال
x x

xy
e e




2
2

2
  )79(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟ 

  -1و -  4 (2و- 3(2و2)2  1و2)1

 2«گزينه  : پاسخ «   x x x xe e e e x x x ,       
2 22 2 2 2 2   

 
 حد عبارت:  59مثالtg x

tg x
7
xوقتي 2   :80( مديريت صنعتي ـ آزاد   برابر است با(  

1(5   2 (1  3 (2  4(7
2  

 صورت مبهم   »4«گزينه  : پاسخ


  باشد.مي 

                                               روش اول:
x x

tg x xLim Lim
tg x x 

 
7 7 7
2 2 2 

   

                              روش دوم:   
x x

tg x ( tg x)Lim Lim
tg x ( tg x) 


 



2
2

7 7 1 7 7
2 22 1 2 

   

 

 اگر:  60مثالnn
Lim u


 آنگاهnn
Lim u


  )80مديريت صنعتي ـ آزاد  (   برابر است با: 
  ) حد ندارد4 -1)3 ) صفر2 1)1
 دانيممي  »2«گزينه  : پاسخ  n n n| u | u | u n، بنابراين طبق قضيه ساندويچ|

n
Lim u


 .  
 

 مقدار حد،:  61مثال
x

x
Lim

x

 
 

 2
  )81( مجموعه مديريت ـ سراسري    ، كدام است؟ 11

1(e  2(  3 (1  4(e2  

 صورت مبهم  »3«گزينه  : پاسخ1 :است، لذا  
x.

x x x
x x x
Lim ( ) Lim e Lim e e

x  
    2

1 1

2
11 1  

 
 حاصل :  62مثالx

x

xLim( )
x




1
  )81(علوم اقتصادي ـ سراسري             ، كدام است؟1

1 (1  2 (e  3(e1 4 (e2  

 صورت مبهم   »4«گزينه  : پاسخ1 باشد.مي    
x x xx x( )x( )x x xx

x x x x

xLim ( ) Lim Lim e Lim e e
x

  
  

   


   



1 1 21 1 21 11
1
1  

 هم ارزي

  هوپيتال



  

  

حد و پيوستگي:  چهارمفصل  54  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل:  63مثالx x
x
Lim(e x)





1
  )82(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 3

1 (e  2 (e2  3 (e3  4 (e4  
 صورت مبهم    »4«گزينه  : پاسخ1 باشد.مي  

          
xx

x ee x(e x )x x x x
x x x x
Lim(e x) Lime Lime Lime e

  
 

   
    

31 1 3 13 1 413


   
  

 
 حاصل عبارت:  64مثالx

x

xLim( )
x 

2

  )82(مجموعه مديريت ـ سراسري    برابر است با: 1

1(  2 (1  3(e  4(
e
1  

 صورت مبهم   »1«گزينه  : پاسخ1 .است  
x x x xx ( ) x ( ) x ( ) xx x x x

x x x x x x

xLim ( ) Lim e Lim e Lim e Lim e Lim e e
x

   
     

     
      



22 2 21 111 1 1 1
1   

 
 اگر:  65مثالn

sinn xf (x)
n

 براي هرx 1و  2و  3... حقيقي وn  آنگاهnn
Lim f (x)


  )82(مجموعه مديريت ـ سراسري   كدام است؟  

1(  2 (1  3(  4موجود نيست (  
 دارد، بنابراين  1و  -1دانيم تابع سينوس همواره مقداري بين مي  » 1«گزينه  : پاسخsin nx  1 1.  

n

sin nxLim
n

 


  

 

 66مثال  :
x

xLim
Ln(x )




2 1
  )82زاد (مديريت صنعتي ـ آ  چقدر است؟  1

1(  2 (1  3 (2  4تعريف نشده است (  

 ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه : پاسخ  
x

xLim
Ln(x ) Ln( ) Ln

 
    

 

2 21 1 1 1
1 1 1


 

  

  تواند گزينه درست باشد، ولي مابين تعريف نشده و بينهايت تفاوت وجود دارد.) مي4خواننده ممكن است تصور كند كه گزينه ( توجه:
 

 مقدار:  67مثالLimnsin
n

 
 
 

nوقتي 1   82(مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟(  

1 (1-  2 (1  3(  4(  

 وقتي    »2«گزينه  : پاسخn   ،
n


1  ارزي و بنابراين همsin ~
n n
1             برقرار است. 1

n n
Lim n sin Lim n

n n 
  

1 1 1   
 

 مقدار :  68مثالx
x

xLim ( )
x








23
  )82(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ 1

1 (e 21  2 (e1  3 (e4  4 (e2  
 صورت مبهم    »3«گزينه  : پاسخ1 .است  

x x x x(x )( ) (x )( ) (x )( )x x x xx
x x x x x

xLim ( ) Lim e Lim e Lim Lim e e
x

           
    


    



3 3 1 4 842 1 2 22 41 1 11
3
1  

  هوپيتال

  1و  -1عبارتي محدود بين 

  هم ارزي
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 82(علوم اقتصادي ـ سراسري             است؟ نادرستهاي زير كدام يك از گزاره:  69مثال(  

pاگر ) 1   آنگاه ،n
n
Lim p


1  2 اگر (p    و  حقيقي باشد، آنگاهnn

nLim
( p)






1
  

3 (n
n
Lim n


1  4 (n
n
Lim x


   برايx حقيقي  

 اگر   »4«گزينه  : پاسخx 1 آنگاه ،n
n
Lim x


   و اگرx 1 آنگاه ،n
n
Lim x


     لازم به ذكر اسـت كـه اگـر ،x    آنگـاه ،
n

n
Lim x


  وجود ندارد. 

 

 حد عبارت:  70مثال
x

x
Lim( )

x


1
411   )83(حسابداري ـ آزاد        برابر است با: 3

1 (e
1
4  2 (e

1
3  3 (e  4 (e

1
12  

 با استفاده از فرمول    »4«گزينه  : پاسخbx ab
x

aLim ( ) e
x

 1شود:، نتيجه مي    x

x
Lim ( ) e e

x




  

1 1 1 1
4 3 4 1211 3  

 

 به ازاء چه مقداري از:  71مثالa تابعf (x) روي فاصلة( ) 83(مديريت صنعتي ـ آزاد    پيوسته است؟ و(  

 x a
xf (x)

x x x a

   
 

1

1
4

  

1(a 1  2(a  2  3(a  2  4(a  3  
 براي پيوستگي تابع    »3«گزينه  : پاسخf  درx a لازم است حد چپ و راست ،f  درa .با برابر باشد           

x a x a
Lim f (x) Lim

x a  
 

1 1  

     قابل قبول 
x a x a
Lim f (x) Lim x x a a a a a a , a

a  
          21 1 1 1 4 2 2 24 4 4  

 

 شكل زير نمايش تابعي با ضابطة:  72مثالx ax by
x x
 


 

2
22 1

  )83(مديريت صنعتي ـ آزاد    كدام است؟ aاست مقدار 

1 (2  
2(2  
3( 2            
4(2  
 ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه : پاسخ  

 

 حد عبارت :  73مثالx
x

xLim( )
x








2 11
  )83(علوم اقتصادي ـ سراسري             برابر است با: 2

1 (1  2 (e  3 (e2  4 (e6  
 صورت مبهم   » 4«گزينه  : پاسخ1 .است  

x x x x( x )( ) ( x )( ) ( x )( )x x x x x
x x x x x

xLim ( ) Lim e Lim e Lim e Lim e e
x

    
       

    


    



1 1 2 3 6 32 1 1 2 1 2 12 1 62 2 2 21
2  

y 

x 



  

  

حد و پيوستگي:  چهارمفصل  56  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل:  74مثال
x

x xL im
x x

 

22
2
2

  )84(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
3
4  2 (

3
8  3 (3

4  4 (3
8  

 صورت مبهم   »2«گزينه  : پاسخ


     .است 
x x

( )x x xLim Lim
x ( )x x 

 
     

  22 2

11 11 2 2 22 32 2
2 2 2 2 2 82

  
 

  اگر:  75مثالf (x) (x x) 2 23 باشد، حاصل 2
h

f ( h) f ( )Lim
h

 


4   )84(حسابداري ـ سراسري   برابر كدام است؟ 4

1 (1
3  2 (2

3  3 (1
2  4 (2  

 4«گزينه  : پاسخ  «  

fحد موردنظر برابر  روش اول: ( ) f                باشد، لذا:مي 4 (x) (x x) f (x) (x x) ( x ) f ( )


        
2 1

2 23 322 2 2 2 4 23  

حد داده شده به صورت مبهم روش دوم:


  كنيم:است، لذا براي محاسبه آن از قاعده هوپيتال استفاده مي 

                    
h h

f ( h) f ( ) f ( h)Lim Lim f ( )
h 

    
4 4 4 41 

  

 
 حاصل:  76مثالx

x
Lim( )

x
 2

  )84مديريت ـ سراسري ( مجموعه   كدام است؟ 11

1 (1  2(e  3(
e
1  4(

e
1
2  

 صورت مبهم   »1«گزينه  : پاسخ1  .است  
x( ) x( )

x x x
x x x x
Lim ( ) Lim e Lim e Lim e e

x

 

   
     2 2

1 1 11 1
2

11 1  

 
 طول نقطه انفصال نمودار تابع:  77مثالxf (x)

ln(x x)





2
  )84( مجموعه مديريت ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (2  2( 1 2 3(3 2 2  4(3 2 2  
 باشند.هاي مخرج كسر نقاط انفصال تابع ميريشه  »4«گزينه  : پاسخ  

Ln(x x ) x x x x ( x ) ( x)          2 22 2 1 2 1 2 1  

x x x x x x  
          2 2 6 36 44 1 2 6 1 3 2 22  

xتوجه كنيد كه تنها ريشه   3 2 xقابل قبول است و  2  3 2   غير قابل قبول است. 2
 

 حاصل:  78مثال
n n

nLim
C

   
2

1 2   )84( مجموعه مديريت ـ سراسري   كدام است؟ 3

1(  2(1
2  3 (1  4 (2  

 3«گزينه  : پاسخ«   

n   ابتدا توجه كنيد كه:
n(n ) n! n(n )(n )! n(n )n , C

!(n )! !(n )!
   

       
 

21 1 2 11 2 3 2 2 2 2 2 2  

   بنابراين:
n n nn

n(n )
n nLim Lim Limn(n ) nC  


    

  
 2

1
1 2 3 12 11 1

2

  

 هم ارزي

 هوپيتال
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 حاصل:  79مثالx
x
Lim( x)



1

331   )85(حسابداري و مديريت ـ سراسري   كدام است؟ 4

1 (e
3
4  2 (e

4
3  3 (e3  4 (e4  

 احتمـالاً منـظور طـراح  »4«گزينه  : پاسخx   بوده است، در اين صورت حـد بـه صـورت مبهـم1 اسبه آن از آيد و بـراي محـ ـ در مي

فـرمول 
b

abx
x
Lim( ax) e


 1


  كنيم.استفاده مي 
.

x
x
Lim( x) e e e


   
1 3 1 1

43 4 3 431 4
  

 

 اگر تابع:  80مثال
x x

F(x)
ax x x

  
 

2
2 1 1

1
xدر     )85(حسابداري ـ آزاد   چيست؟ aپيوسته باشد، مقدار 1

  2) 4  -2) 3  -1) 2  ) صفر1

 1«گزينه  : پاسخ«  x x

x x

Lim F(x) Lim ( x )

a a
Lim F(x) Lim (ax x) a

 

 

 

 

      

    

    


1 1
2

1 1

2 1 2 1 1 1
1 1

1
  

    

 مقدار:  81مثال






 

n

nn
Lim

14 3
5 2 3

  )85(مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟ 

1 (1
3  2 (3

5  3 (4
5  4 (3

2  

 4«گزينه  : پاسخ«  
n n

n nn n
Lim Lim

 

 

 
 

   

1 14 3 3 3
25 2 3 2 3

  

 

 مقدار:  82مثال



 

n

n

n sin( )Lim
( n)(n )

3 2
2   )85(مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟ 1

sin) 3  ) صفر2  2) 1 n2  4 (1
2  

 توجه كنيد كه وقتي  »2«گزينه  : پاسخn   .ميل كند، رشد مخرج كسر از صورت كسر بيشتر است  
 

 85(مديريت صنعتي ـ آزاد   چند تا از حدهاي زير وجود دارد؟:  83مثال(  

الف)
x

xLim
x x



 23
3

6 9
ب)   

x

x xLim
x

 


2

3
6 9

ج)    3
x

xLim
x x



 23
2

3 2
د)   

x

x xLim
x

 22 5


  
1 (2  2 (1  3 (4  4 (3  
 وجود نداردحدهاي (ب)، (ج) و(د) وجود دارند ولي مقدار حد الف   »4«گزينه  : پاسخ.  

  بررسي گزينه (الف):
x x

x HOPLim Lim
xx x 


  

 23 3
3 1

2 66 9



  

  بررسي گزينه (ب):
x x

x x xHOPLim Lim
x 

  
 



2

3 3
6 9 2 6

3 1
 


  

  بررسي گزينه (ج):
x

xLim
x x

 
 

  23
2 3 2 1

9 9 2 23 2
  

  گزينه (د): بررسي
x x

x x HOPLim Lim
x 

 
  

22 5 2 1 21 

 


  
  
  



  

  

حد و پيوستگي:  چهارمفصل  58  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع:  84مثال
 



x x z
f (x)

x z1 85(مديريت صنعتي ـ آزاد   در كداميك از نقاط زير پيوسته است؟(  

  2) 4 -1)3 1)2  ) صفر1

  :توابع به شكل  »2«گزينه  پاسخf (x) x Z
h(x)

g(x) x Z


  
fهايدر ريشه  (x) g(x) باشند. بنابراين تابعپيوسته ميf درx 1 .پيوسته است  

 
 طول نقطه گسستگي تابع:  85مثال y Ln(x )3   )85(مديريت بازرگاني ـ آزاد   چيست؟ 21

1) 3  ) صفر2  -1) 1
2  4 (1  

 4«گزينه  : پاسخ«  (x ) x x x        3 2 3 31 1 1 1   
 

 مقدار:  86مثال


 n n n n
n
Lim 25 3   )85(مديريت تكنولوژي ـ آزاد   كدام است؟ 7

1 (9  2 (7  3 (8  4 (5  

 1«گزينه  : پاسخ«  n nn n n n
n n
Lim Lim
 

   2 25 3 7 3 9  
 

 مقدار:  87مثال




k
kLim

k

2
11
11

  )85(مديريت تكنولوژي ـ آزاد   ؟كدام است 

  1) 4  ) وجود ندارد.3  -1) 2  ) صفر1

 3«گزينه  : پاسخ«     
k k k k

k
k(k ) kk kLim Lim Lim Limk kk (k )

k k
   




 
     

 

2
22 2

2

1 11 1 1 1
1 1 11    

  

 

 حاصل عبارت:  88مثال


 x
x

sin xLim( )
x

1
  )86(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (  2 (  3 (e  4 (
e
1  

 دانيممي  باشند.ها صحيح نميهيچكدام از گزينه : پاسخ
x

sin xLim
x

1


  بنابراين: 

x
x

sin xLim ( )
x




  

1
1 2


    x

x

sin xLim ( )
x




   

1
1 2


  

xچون حد چپ و راست تابع در   .با هم برابر نيست، پس حد وجود ندارد  
 

 حد عبارت:  89مثالhhLn( )
12

h،وقتي2   86(حسابداري و مديريت ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (1-  2 (
1
2  3 (1

2  4 (1  

 ابتدا  »2«گزينه  : خپاسh
h

hLim( )



12

2
    آوريم.را به دست مي 

h( )
hh h

h h

h hLim( ) Lim( ) e e
 

 


   

1 11 1
2 22 12 2 

  

hبنابراين
h

hLim Ln( ) Lne




 
 

11
22 1

2 2
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 فرض كنيد:  90مثال



x
xcosx x

F(x) e
x

  
 

1
1

  )86(حسابداري ـ آزاد   كدام عبارت زير صحيح است؟ 

1( F  درx   .2  ناپيوسته است( F درx   .از سمت راست پيوسته است  
3( F درx   .4  از سمت چپ پيوسته است( F  درx   .پيوسته است 

 واضح است كه   »4«گزينه  : پاسخF( ) 1:از طرفي ،  x xx x x

x cos x cos x xsinxHOPLim F(x) Lim Lim
e e  


 


1

1  
  

xدر Fپس   .پيوسته است  
 

 مقدار :  91مثالx

x ( )
Lim ( )



   




3

3
1

3
  )86(مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟ 1

1( a 2( 1 )4  -1 )3  صفر
2  

 چون  »3«گزينه  : پاسخ x ( ) 3 xپس  3 3 xو بنابراين  3   
3 1 3.  

 

 92مثال  :
x

sin ax tg xLim
x x



   )86(مديريت صنعتي ـ آزاد   يك عدد حقيقي ثابت است) aكدام است؟ ( 2

1( a 2( a 1  3( 4  صفر(   

 2«گزينه  : پاسخ«  
x x x x

sin ax tg x ax x (a )x aLim Lim Lim Lim a
x( x) xx x x x      

   
   

  2 2
1 1 11 1  

 

 به ازاء كدام مقدار :  93مثالA تابع با ضابطه
x x

x
f (x) x x

A x

 
 

  








2
2   )86(مديريت بازرگاني ـ آزاد   پيوسته است؟ xدر نقطه 2

1( 1
2  2( 2  3( 

1
2  4( 2  

 3«گزينه  : پاسخ«    
x x x

x | x | | x |Limf (x) Lim Lim
| x |x x  

 
  



2
2

1
2 22  

  

 

 حاصل:  94مثالx
x

xLim( )
x








12 3
2   )86(مديريت بازرگاني ـ آزاد   كدام است؟ 1

1( e2  2( 
e
1  3( 

e2
1  4( e  

 صورت مبهم  »4«گزينه  : پاسخ1 .است   
x(x )( )x x

x x

xLim( ) Lim e e
x


  

 


 



2 31 11 2 12 3
2 1  

 

 حاصل:  95مثال
x

ln xLim
sin x 1

  )86زاد (مديريت دولتي ـ آ  كدام است؟ 

1( 

1  2(   3( 


2  4(   

 1«گزينه  : پاسخ«    HOP

x

Lnx xLim
sin x cos x





  

   1

1
1  

 ارزيهم



  

  

حد و پيوستگي:  چهارمفصل  60  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل عبارت:  96مثال(Ln( x) Ln( x))
x

  2
1 1   )87(حسابداري و مديريت ـ سراسري   ؟، كدام استxوقتي 1

1 (1  24  1) 3  ) صفر (e  

 صورت مبهم  »1«گزينه  : پاسخ


    باشد. مي 

                HOP

x x x

x
ln( x) ln( x) ln( x ) xLim Lim Lim

xx x  


        

2 2
2 2

2
1 1 1 1 12  




  

 

 حاصل:  97مثالx
x

sin xLim ( )
x




1
1   )87(علوم اقتصادي ـ سراسري   ، كدام است؟2

) 2  صفر) 1
e
1  3(e  4(  

 1«گزينه  : پاسخ«    x x
x x

sin x xLim ( ) Lim ( ) ( )
x x 



 
   

1 1 31 12 2 2 
  

 
 مجموع حد چپ و راست تابع:  98مثالf (x) x( x x )         87(حسابداري ـ آزاد   كدام است؟ 2اي به طول در نقطه(  

1( 4  2( 3-  3( 4-  4(3  
 دانيم مي  »3« گزينه : پاسخ

x x
Lim ( x x )


          1


  باشد، بنابراين:مي 

 
x
Lim x( x x ) ( )


           

2
2 1 و  2

x
Lim x( x x ) ( )


           

2
2 1 2   

  باشد. ـ مي4برابر پس مجموع حد چپ و حد راست 
 

 كدام يك از توابع زير در:  99مثالx   87(حسابداري ـ آزاد   شان قابل رفع است؟ناپيوستگي(  

1( xy ( )   1  2( xy
sin(x)

  3( | x |y
x

  4( y x     

 تابع   »2« گزينه : پاسخxy
sin x

 درx  ها در داراي حد است. ولي ساير گزينهx  ها با هم برابـر  حد ندارد (حد چپ و راست آن
  ها قابل رفع نيست.نيست)، پس ناپيوستگي آن

 

 حد:  100مثال
n

( n ) ( n)L lim
n

 


2 24 1   )87(مديريت صنعتي ـ آزاد   ر امحاسبه كنيد. 4

1(11  2(16  3( 8  4( 6  
 صورت كسر را با استفاده از اتحاد مزدوج   »3«گزينه  : پاسخ(a b (a b)(a b))   2   كنيم. تجزيه مي 2

n n n

( n ) ( n) (( n ) ( n))(( n ) ( n)) nL Lim Lim Lim
n n n  

      
   

2 24 1 4 4 1 4 4 1 4 8 1 8  

 

 شرط صادق بودن  :  101مثال
x

sin xlim
x

   )87(مديريت صنعتي ـ آزاد   اين است كه: 1

1( x .3  مقياس زاويه مهم نيست. )2  بر حسب درجه باشد( x .4  بر حسب راديان باشد( x .بر حسب گراد باشد  
 است كه هاي مربوط به حد، مشتق و انتگرال فرض بر اين در تمام بحث حساب ديفرانسيل و انتگرال در فرمول  »3«گزينه  : پاسخx  بر حسب

  راديان باشد.

ارزيهم
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 اگر تابع:  102مثال
(x )

f (x)
cos x







2
2

1 xدر 2 
 fپيوسته باشد، آنگاه 2 ( )2 87(مديريت بازرگاني ـ آزاد   كدام است؟(  

1( 1
4  2( 1

2  3( 
1
2  4( 

1
4  

 2«گزينه  : پاسخ«  HOP

x x x

(x ) (x )HOPf ( ) Lim Lim Lim
cos x sin x cos x  

  

 
 

   
  

2

2 2 2

2 2 12 2
2 1 2 2 2 4 2 2




  

 

 103مثال :
tan (x )

lim
cos( x )




  

2
4

1 2 xوقتي 2 
   )87(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟ 4

1( 1
 )3  صفر  )2  2

1
2  4( 1  

 ها استفاده كنيم:توانيم براي محاسبه حد از هم ارزيكند، پس ميچون كمان تانژانت و كسينوس به سمت صفر ميل مي  »1« گزينه : پاسخ  

x x

tg (x ) (x )
Lim Lim

cos( x ) ( x ) 
 

 
 

  
 

  

2 2

2
4 4

14 4
21 2 22 2

2




  

 
 هايتابع عرضه و تابع تقاضا به ترتيب به صورت:  104مثالy Ln(x ) ,y Ln(x )    4 1 قيمـت اسـت.    yمقـدار و   xانـد،  داده شده 1

  )88(علوم اقتصادي ـ سراسري    كدام است؟ exمقدار تعادلي
1(e 2 1  2(e 2 1 3( e 1  4( e 1  
 دهيم.براي بدست آوردن مقدار تعادلي تابع عرضه و تقاضا را برابر هم قرار مي  »1«گزينه  : پاسخ  

Ln(x ) Ln(x ) Ln(x ) x e x e            2 21 4 1 1 2 1 1  
 

 اگر:  105مثال
x

ax blim
x x




2
3

2
  )89(حسابداري و مديريت ـ سراسري   كدام است؟ bباشد، مقدار  

1(2  2 (1  3(3  4(3
2  

 توجه كنيد كه وقتي   »3« گزينه : پاسخx  شود پس براي اينكه حد به صورت مبهم باشد، مخرج كسر برابر صفر مي 2


شود لازم است به ازاي  
x  aشود صورت كسر نيز برابر صفر شود. كه در اين صورت نتيجه مي 2 b 2 كنيم:. براي محاسبه مقدار حد مورد نظر از قاعده هوپيتال استفاده مي  

HOP

x x

ax b aLim Lim a
x x

x
 


  

 2 2
222 1

2 2




 

aباشد، پسمي 3چون طبق فرض مساله مقدار حد برابر  2 aكه از آن 3  3
aآيد. با جايگزينيبدست مي 2  3

aدر رابطه  2 b 2   مقدار
b  3 آيد.بدست مي  

  
 حد تابع :  106مثالxxy ( )

x





33
  )89(علوم اقتصادي ـ سراسري   ايت ميل كند، كدام است؟نهبه سمت بي xهنگامي كه  1

1 (e4  2(e2  31) 4  ) صفر  
 حد مورد نظر به صورت مبهم   »1«گزينه  : پاسخ1 .است  

x x x(x )( ) (x )( )x x x x x
x x x x x

xLim ( ) Lim e Lim e Lim e Lim e e
x

 
     

    


    



3 4 4 12 43 1 33 41 1 13
1  

 هم ارزي



  

  

مشتق:  پنجمفصل  62  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  
  پنجمفصل 

 »مشتق « 

 مقدار  :1مثال
h

Arctg(x h) ArctgxA L im
h

 
 : برابر است با  

1 (
x


2

1
1

  2 (
x 2

1
1

  3 (
1
3  4 (1

3  

  : ق تابعبا توجه به تعريف مشتق حد فوق، مشت  »2«گزينه پاسخf (x) Arctgx در نقطهx x باشد، لذا داريم :مي  

                       A f (x) (Arctgx)
x

   
 2
1

1
  

 

 شيب وتر گذرنده از دو نقطه :2مثالx  xو 1 h  yواقع بر منحني 1 x x 24   ؟كند، كدام استبه سمت صفر ميل مي hهنگامي كه 6
1(2  2(1 3(1 4 (2  
 : شيب وتر گذرنده از دو نقطه  »4«گزينه  پاسخx 1 وx h 1 وقتيh   ، مشتق تابع در نقطهبرابرx 1 .است  

y x x y x y ( )         24 6 8 6 1 8 6 2  
  

 در تابع با ضابطه : 3مثال
x a , x

f (x)
b x , x

  


3
1
1

fمقدار   ( ) bموجود است، مقدار  1 a2
  كدام است؟ 2

1(3 2(2 3(1 4 (  
  : 1چون تابع در نقطه »  2«گزينه پاسخ=x پذير است لذا پيوسته نيز خواهد بود در نتيجه خواهيم داشت :مشتق  

x x
Lim f (x) Lim f (x) a b ( )

  
   

1 1
1 1  

  نقطه با هم برابرند لذا خواهيم داشت :پذير است لذا مشتق چپ و راست تابع در اين و چون تابع در اين نقطه مشتق

( )
, x

b b abf (x) b a, x
x


          



1

3 2

1 1
21 3 2 21 3 2

3
  

  

 چنانچه: 4مثالsin xF(x) e Fباشد، مقدار 2 ( ) چيست؟  
1(1 2(sin x2 3(e 4 (2  
  : 4«گزينه پاسخ«    sin x sin xF(x) e F (x) cos xe F ( ) cos( )e          2 22 2 2 2 1 1 2  

 
 مشتق عبارت: 5المثy cos(Arc tg x)  :برابر است با  

1(xy sin(Arctgx)
x

 
 21

  2(xy sin(Arctgx)
x

 
 21

  3(y sin(Arctgx)
x

 
 2
1

1
  4(y sin(Arctgx)

x
 
 2

1
1

  

 : 4«گزينه  پاسخ  «  y cos(Arctgx) y .sin(Arctgx)
x
  
 2

1
1
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( , )

xy ydy x
dx x y xy

 
   

 

3 2

2 2

11

22 3
53 2 4

 اگر: 6مثالy x[Arctg( x )]  xدر yباشد، مقدار 21   كدام است؟  

1(
2   2(

4   3(
24  4(

14  

 : 2«گزينه  پاسخ«  xy xArctg( x ) y Arctg( x ) x y ( ) Arctg
( x )

              
 

2 2
2 2

21 1 1 1 41 1
  

  
 اگر: 7مثالn n

n( x) C C x C x C x      2
1 nC، آنگاه مقدار21 C C nC   1 2 32   چقدر است؟ 3

1 (n Ln2 2  2 (n(n )1 2  3 (nn 12  4 (nn2  
  : گيريم، در اين صورت:ه داده شده مشتق مياز طرفين رابط»  3«گزينه پاسخ  

n n
nn( x) C C x C x nC x      1 2 1

1 2 31 2 3  
x با جايگزيني 1 شود:در رابطه فوق نتيجه مي   n

nC C C nC n      1
1 2 32 3 2  

  
 با فرض اينكه :8مثالy تابعي ازx مشتق تابع ،باشدy x y xy  2   كدام است؟ 1

1 (x xyy
y y
 
 2

2
1

  2 (x xy
x x


 2
2

1
  3 (y xy

x x


 2
2

1
  4 (y xy

x x


 2
2

1
  

 : 4«گزينه  پاسخ«  ( xy) y xy y y xyy
x x x x x x

       
     2 2 2
2 2 2

1 1 1
 

  
 فرض كنيد: 9مثالx y xy y Lnx   2 3 2 4 2 dy، در اين صورت مقدار4

dx
xدر نقطه  yو1    چقدر است؟ 1

1 (
3
5  2 (

5
3  3 (3

5  4 (5
3  

 : شود:گيري ضمني نتيجه مياز روش مشتق  »1«گزينه  پاسخ    
  

  
  

 از رابطه : 10مثالLny yLnx xy x y    2  مقدارxy  در نقطه( , )1   كدام است؟ 1
1 (2  2 (1  3 (1  4 (2  

 : كنيم.گيري ضمني استفاده مياز قاعده مشتق»  2«گزينه  پاسخx

y ydy xy
( , )dx LnLnx x

y

          
    

2 1 1 2 1 11 1 1 1 1 2 12 1
    

  

 با فرض اينكه : 11مثالy ي ازتابع x است مشتق تابعArctan y y x    كدام است؟  

1 (y y   21  2 (y y   21  3 (y y   21  4 (y y   21  

  : 2«گزينه پاسخ  «                      yy y y
y y y

y y

          


 

2 2
2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 11 1
1 1

  

  

  



  

  

مشتق:  پنجمفصل  64  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 چنانچه: 12مثالycosx e ،باشدdy
dx

  با: برابر است 

1(tg x  2(sin x  3(cos x
x

  4(x sin x  

 : 1«گزينه  پاسخ«  

y  روش اول:   dy sin xe cos x y Ln cos x tgx
dx cos x


        

   گيري ضمني:مشتقروش دوم:  
ye cos xy

y
dy sin x dy sin xe cos x tgx
dx dx cos xe

           

  
 اگر :13مثالx Ln( cos y ) dyفرض شود، 2

dx
  كدام است؟ 

1(tg y 2  2(cot g y 2  3(sin y / cos y2 2  4(sin y / cos y 2 2  
 : 2«گزينه  پاسخ«  

dx  روش اول:   sin y dyx Ln cos y Ln cos y tg y cot g y
dy cos y dx


         

1 1 2 22 2 2 22 2 2  

x                      م:روش دو x xx Ln cos y e cos y e cos y e cos y ( )       2 22 2 2 2 1  

                     شود:نتيجه مي )1(گيري ضمني از رابطه با مشتق
x xdy e dy cos ye cos y cot g y

dx sin ydx sin y
      

2 22 22 222 2  

                          dy x xy
dx y y

     
2
2  

  
 اگر  :14مثالx yLn

x y





باشد حاصل  6
y

xLim
y 




    كدام است؟ 

1 (x
y

  2 (y
x

  3 (y
x

  4 (x
y

  

 : ابتدا توجه كنيد كه حد موردنظر برابر»   4«گزينه  پاسخdx
dy

dxي محاسبة باشد. حال براي سادگمي 
dy

  آوريم.، تابع را به شكل زير در مي

x y x y
x y

x y x y
x y dx x xx y x y x yLn Ln(x y) Ln(x y)
x y dy y y

x y x y
   



   


                
 
  2 2

2 2
1 1

26 6 1 1 2  

  
 اگر :15مثال f (x) | x x |32   كدام است؟ fدر اين صورت دامنه تابع 8

1(R { }   2(R 3([ , ]4  4 (R { , , } 2 2  
 : تابع  »4«گزينه  پاسخf  و 2در نقاط وx  2 پذير نيست.مشتق  

 
 اگر: 16مثال

h

f (h ) f ( )Lim
h

 
 

2 2 2
fقدار مشتقباشد م 3 ( x )1 xبه ازاي  3  1 كدام است؟   

1 (2-  2 (
1
2  3 (1

2  4 (2+  

  : با توجه به تعريف مشتق حد فوق مشتق تابع »  3« هگزينپاسخf(x) در نقطهx  fباشد و يامي 2 ( )  
22   لذا داريم : 3

xf ( ) A f ( x ) f ( x ) A f ( ) ( )
x

                   
12 3 3 3 2 12 1 3 1 3 23 4 3 22 1 3 2 4
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 مشتق دوم منحني پارامتري  :17مثالx t t

y t t

   


  

3

3
3 1
3 1

  كدام است؟  xنسبت به  

1 (t
t




2
2

1
1

  2 (t4  3 (
(t )2 3

4
3 1

  4 (t
(t )2 3

4
3 1

  

 : 4«گزينه  پاسخ    «                    xt t
x xx

t t

t(t ) t(t )
(y )y t t t(t )y y

x xt t (t ) (t )

  
           

    

2 2
2 2 2 2
2 2 2 2 3

2 1 2 1
3 3 1 41
3 3 1 3 1 3 1

  

xدر محاسبه مشتق دوم منحني عبارتتوضيح:  t(y )  به اين معني است كه از تابعxy كه عبارتي بر حسب)t باشد) نسبت بهميt مشتق بگيريم.  
  

 مشتق مرتبه  : 18مثالn  ام تابعy
x



1

xدر نقطه  1   كدام است؟  

1 (1-  2 (1  3 (n!  4)! (1-n(  

 : مطابق فرمول فوق داريم:   »3«گزينه  پاسخ      
n n

(n) n
n n

( ) ( ) n! n!y y y ( ) n!
x ( x) ( x) 

 
     

  1 1
1 1 1

1 1 1
 

  
اگر داشته باشيم :19مثالy ln( x) 1 مشتق ،n ام اين تابع درx  كدام است؟  

)n)3  1) 2  ) صفر1 ) .n!1  4(n( ) (n )! 11 1  

 : ابتدا توجه كنيد كه:    »4«گزينه  پاسخ                         y Ln(x ) y
x

   

11 1  

n)بنابراين كافي است )1 مرتبه از
x 

1
y(از فرمول مشتق بگيريم: 1

ax b



آنگاه 1

n n
(n)

n
( ) a n!y
(ax b) 



 1

  كنيم)استفاده مي 1

n
(n) (n) n

n
( ) (n )!y y y ( ) ( ) (n )!

x (x )


         

 

1 11 1 1 1 11 1
  

  
 در تابع  :20مثالf  به ضابطهxy

x


1 مشتق مرتبه نهم به ازايx    :برابر است با 2
1(!9 2(!1 3(( !) 9  4 (( !) 1  

  : با توجه به فرمول فوق داريم:»   1«گزينه پاسخ   ( )x ( ( )) ( ( )) ! !y y !
xx ( x) ( x)

      
    

  

89
1 1

1 1 1 1 9 9 921 1 1 
  

  
 مشتق مرتبه صدم تابع: 21مثالy sin xcosx xدر 2 

   چقدر است؟ 3

1 (3
4  2 (

13
2


  3 (
5
1

3
2



  4 (( )13
2
  

  : به كمك فرمول»  1«گزينه پاسخsin cos (sin( ) sin( ))       
1
  شود:نتيجه مي 2

y (sin( x x) sin( x x)) (sin x sin x)     
1 12 2 32 2  

( ) ( )y ( sin x sin x) y ( ) ( sin sin ) 
      1 1 1 11 1 33 3 32 3 2 3 4

     

yام تابع nمشتق مرتبهنكته:     sin x cos x 4 (n)                              برابر است با: 4 n ny cos( x ) 
 14 4 2  
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 مشتق دهم تابع با ضابطه 22مثال :f (x) xsin x ؟كدام است  
1(x sin x cos x1  2(cos x x sin x1 3(x x sin x1  4 (sin x x cos x  
  : در اين تست»  2«گزينه پاسخu x وv sin x باشد، لذا داريم:مي  

( ) ( ) ( )y x.(sin x) .(sin x) x.sin( x) sin( x) cos x x sin x  
  


    

              
   

1 1 91 1 91 1 5 1 11 2  

sinدقت كنيد، مشتق مرتبه دهم بقيه عبارات لازم نبود.برابر صفر است، لذا ديگر نوشتن  uاز جمله دوم به بعد چون مشتقتوضيح:  x    طبـق فرمـول

)sinبرابر x) 5 و مشتق مرتبه نهمsin x طبق فرمول برابرsin( x)


9
 باشد.مي 2

                  
 نرخ تغيير  : 23مثالx 2 xنسبت به  8

x  xدر نقطه  1    برابر است با: 1

1 (1
6  2 (3

4  3 (4
3  4 (6  

 : با تعريف   »3«گزينه  پاسخf وg :به شكل مقابل داريم    xf (x) x , g(x)
x

  


2 8 1  
x

f (x) x
(x ) x xg (x)
(x )

    
   



2

2

2 2
42 8 6

1 1 11 3
41

  نرخ تغيير 

  

 نسبت تغييرات عبارت   :24مثالx x x 4 xبه تغيير عبارت  55 x 2 3 xي در نقطه 1    كدام است؟ 1

1 (44
15  2 (44

25  3 (22
15  4 (22

15  

 :اگر » 2«گزينه  پاسخf (x) x x x  4 g(x)و  55 x x  2 3   آنگاه داريم: 1

x
f '(x) x
g '(x) x

     
    

  

3
5
1 1 14 5 4 1 5 9 445 5 5

2 3 2 1 3 5   نسبت تغييرات 25

  
 اگر  :25مثالcosxy (tan x) آنگاه

y
xدر نقطه 1 

       كدام است؟ 4

1 (2  2 (2
2  3 (  4( 2  

 : با در نظر گرفتن»  2«گزينه  پاسخv cos x ,u tgx  خواهيم داشتv sin x , u tg x       پس خواهيم داشت :21
cos x ( tg x)(cos x)y (tgx) [ sin x Ln(tg x) ]

tg x
   

21  

( tg )(cos )
y ( ) [ sin( )Ln(tg ) ]

ytg( )

 
          

 

21 1 1 24 41 24 4 4 22
4

  

  

 در تابع  :26مثالinxsy =  مقدارx yy x  در نقطهx 
   )75(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 4

2) 3  1) 2  ) صفر1
2  4 (2  

 دانيم بطور كلي مي  »2« گزينه :پاسخx
dyy
dx

   وy
dxx
dy

   :بنابراين ،  x y
dy dxy x
dx dy

    1  
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 اگر  :27المثxy
x






2
2

2 1
1

yباشد، مقدار 
dx x
dy

 در نقطهx    )75(علوم اقتصادي ـ سراسري            كدام است؟ 1

1 (1
2  2 (2

3  3 (1  4 (3
2  

 2« گزينه :پاسخ«  x x y
x

dy x(x ) x( x ) xy y ( ) x
dx y(x ) (x ) ( )

              
  

2 2
2 2 2 2 2

4 1 2 2 1 6 6 1 3 1 1 21 32 31 1 1 1
2

  

 

 فرض كنيد :28مثالx y xy y Lnx   2 3 2 4 2 dy، در اين صورت مقدار4
dx

xدر نقطه  yو1    چقدر است؟ 1

  )76سراسري  (علوم اقتصادي ـ  

1 (
3
5  2 (

5
3  3 (3

5  4 (5
3  

 شود:گيري ضمني نتيجه مياز روش مشتق  »1« گزينه :پاسخ  

( , )

xy ydy x
dx x y xy

 
   

 

3 2

2 2

11

22 3
53 2 4

  

 

 مشتق مرتبه دهم  :29مثالxy e xدر  2   77(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (  2 (1  3 (2  4( 12    

 4« گزينه :پاسخ«    x x x xy e y e y e y e         2 2 2 2 3 22 2 2   
)توان حدس زد بنابراين مي ) xy e1 1 22   و در نتيجه( )y ( ) 1 12   

 

 اگر داشته باشيم  :30مثال
xe xy
x





2 2
dyمقدار  2

dx
xدر نقطه    78(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (1
4  2 (2-  3 (1

4  4 (4  

 1« گزينه :پاسخ«    
x x

xdy ( e )(x ) (e x) dy ( e )( ) (e )
dx dx(x ) ( )

         
   

 

2 2
2 2

2 2 2 1 2 2 2 2 1
42 2

   


  

 
 اگر :31مثالxy xe xام اين تابع به ازايnباشد، مشتق مرتبه 2   79(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟(  

1 (n2  2 (nn. 12  3 (nn.2  4 صفر (  
 2« گزينه :پاسخ«  

x                               روش اول: x x xy xe y e xe ( x)e     2 2 2 22 1 2  
x x x xy e ( x)e ( x)e ( x)e       2 2 2 22 2 1 2 4 4 2 2 2  
x x x xy e ( x)e ( x)e ( x)e       2 2 2 24 2 4 4 12 8 4 3 2  

( ) x x x xy e ( x)e ( x)e ( x)e       4 2 2 2 28 2 12 8 32 16 8 4 2  
(n)توان حدس زد كه وجه به مشتقات بدست آمده ميبا ت n xy (n x)e 1 22 (n)  باشد. در نتيجه:مي 2 n ny ( ) (n )e n   1 12 2   

  آيد:از فرمول زير بدست مي uvام تابع nپذير باشند، آنگاه مشتق مرتبه توابع مشتق vو  uاگر روش دوم: (قاعده لايب نيتز): 
n

(n) (k) (n k) (n) (n ) (n)

k

n n n n
(uv) u v u u v v

k n
 



                  
       

 1
1
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xuكنيمبنابراين براي حل سئوال موردنظر فرض مي e vو  2 x:در اين صورت .  
(n) x (n) x (n) x (n ) n x n x n xn n

(uv) (e .x) (e ) x (e ) (x) e x n. e ( x n)e                  
   

2 2 2 1 2 1 2 1 22 2 2 21   


  

x      ابتدا توجه كنيد كه: روش سوم (روش تستي): x x x x xy xe y e xe y e e xe y ( )           2 2 2 2 2 22 2 2 4 4  
n) به ازاي 2ها، فقط گزينه (است. با توجه به گزينه 4بنابراين مشتق مرتبه دوم تابع برابر   توانـد  شود، پس فقط همين گزينـه مـي  مي 4برابر  2

  پاسخ صحيح باشد.
 

 با محاسبه مشتق مرتبه  :32مثالn  ام تابعxf (x)
x


 f(n)، مقدار 1 ( )1 79(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟(  

1 (n
n!
12

  2 (n
(n )!1

2
  3 (n

n!



12

  4 (n
(n )!


1

2
  

 :اگر »3« گزينه پاسخax bf (x)
cx d





، آنگاه

n

n
( c) (ad bc)n!f (x)

(cx d)




 




1
  بنابراين:1

n n
(n)

n n
x ( ) ( ( ) )n! ( ) n!f (x) f (x)

x (x ) (x )



 
     

   
  

1
1 1

1 1 1 1 1
1 1 1

  

n n
(n)

n n n n
( ) n! ( ) n! n!f ( )
( ) ( )   
 

    
  1 1 1 1

1 11
2 1 2 2

  

 
 مشتق تابع :33مثال|x|y e :80(حسابداري ـ آزاد        عبارت است از(  

1 (|x|xy e
| x |

   2 (|x|y | x | e   3 (|x|y e
x

 
1  4 (xy e

| x |
 

1  

 :اگر   »1« گزينه پاسخy u آنگاه ،uuy
u


  :بنابراين  x xxy e y e
x

    

 
 مشتق تابع :34مثالy Ln(sin x cos x)  :80(حسابداري ـ آزاد        برابر است با(  

1 (y
sin x cos x

 

1  2 (sin xy

sin x cos x
 


2  3 (cos x sin xy

sin x cos x
 


  4 (cos xy
sin x cos x

 


2  

 3« گزينه :پاسخ«     cos x sin xy Ln(sin x cos x) y
sin x cos x

   


  
 

 مشتق مرتبه دهم تابع :35مثالf (x) Ln( x) 1 درx   80(مجموعه مديريت ـ سراسري   كدام است؟(  
1(!1  2(!9  3(!9  4(!1  

 در ابتدا توجه كنيد كه:   »2« گزينه :پاسخ   y Ln( x) y
x

   

11 1  

yحال كافي است از 
x

 

1

)                        بار ديگر مشتق بگيريم. 9، 1 ) ( )( ) !y y y ( ) !
x ( x)

       
 

91 1
1

1 1 9 91 1
 

   

 
 مشتق عبارت :36مثالy (Arcsinx)   )80( مديريت صنعتي ـ آزاد    برابر است با:2

1(cosx Arcsinx2  2(sinx.Arcsinx2  3(Arcsinx

x 2
2

1
  4(cosxsinx

x 2
2

1
  

 3« گزينه :پاسخ«  y (Arcsin x) y Arcsin x.
x

  


2
2

12
1

  



  

  

 كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش 69  رياضي عمومي

 در تابع به معادله :37مثالxy (x ) 2 xدر نقطه dyمقدار 1  dxبا شرط  1  1
  )80(علوم اقتصادي ـ سراسري   برابر است با:   2

1 (1
2  2 (3

2  3 (Ln2  4 (( Ln )1 2  

 دانيممي  »4« گزينه :پاسخdy y dx:بنابراين ،  
x xdy (x ) ( Ln(x ) x )dx dy ( ) (Ln ) Ln

x
             


2 2 1

2
2 2 11 1 1 1 1 2 1 2 11 1 21

  

vyاگر  يادآوري: u آنگاه ،v uy u (v Lnu v )
u


   .  

 

 در معادله :38مثالx y xy  3 3 dxمقدار 1
dy

xدر نقطه     )81(حسابداري ـ سراسري   واقع در ناحيه اول كدام است؟ 1

1 (1  2 (1-  3 (1
2  4 (

1
3  

 بـا قـرار دادن  »2« گزينه :پاسخx 1  شـود  در معـادلـه داده شـده نتيجـه مـيy y3     و  1، كـه از ايـن معادلـه مقـادير  وy  1 
yآيند. چون طبق فرض نقطه در ناحيه اول واقع است پس فقط بدست مي 1 .قابل قبول است  

( , )
dx y xx y xy
dy x y

 
         



23 3
1 12

3 3 11 13 13
  

 

 اگر داشته باشيم :39مثالxy xمقدار مشتق اين تابع در ،x e :81(حسابداري ـ سراسري   برابر است با(  
1 (e  2 (ee 1  3 (ee2  4 (eee 1  

 3« گزينه :پاسخ«  x x x e ey x y x (Lnx x ) x (Lnx ) y (e) e (Lne ) e
x

           
1 1 1 2  

 

 مشتق مرتبه اول تابع :40مثالy
x


xاء به از 1    )81(حسابداري ـ آزاد        چه مقدار است؟ 2

1 (
1
2  2 (1

2  3 (1
4  4 (

1
4  

 4« گزينه :پاسخ  «  y y y ( )
x x

      2
1 1 12 4  

 
 مشتق تابع :41مثالy Ln(Arcsin x) :81(مديريت صنعتي ـ آزاد    عبارت است از(  

1(Arccos x
Arcsin x

  2(
x Arcsin x 2

1
1

  3(.
Arcsin xx



 2
1 1

1
  4(x Arcsin x

x 21
  

 2« گزينه :پاسخ«    xy Ln(Arcsin x) y
Arcsin x x Arcsin x

   


2
2

1
11

1
  

 
 مشتق تابع :24مثالxy tg(e sin x)  :81(مديريت صنعتي ـ آزاد    برابر است با(  

1( x xy (e cos x) tg (e sin x)    21  2( x xy (e cos x) tg (e sin x)    21  

3( x xy ( e cos x) tg (e sin x)     21  4( x xy ( e cos x) tg (e sin x)     21  

 1« گزينه :پاسخ«     x x xy tg(e sin x) y (e cos x)( tg (e sin x))      21  
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 مشتق عبارت :43مثالy cos(Arctg x)  :81(مديريت صنعتي ـ آزاد   برابر است با(  

1(xy sin (Arc tg x)
x

 
 21

  2(xy sin (Arc tg x)
x

 
 21

  

3(y sin (Arc tg x)
x

 
 2
1

1
  4(y sin (Arc tg x)

x
 
 2

1
1

  

 4« گزينه :پاسخ«     y cos(Arctgx) y .sin(Arctgx)
x
  
 2

1
1

  

 
 اگر :44مثالy x(Arctg( x ))  xدر yباشد، مقدار 21   81آزاد  ( علوم اقتصادي ـ   كدام است؟(  

1(
2   2(

4   3(
24  4(

14  

 2« گزينه :پاسخ«  xy xArctg( x ) y Arctg( x ) x y ( ) Arctg
( x )
            

 
2 2

2 2
21 1 1 41 1

   

 
 حد تابع :45مثالf (x) در تابعx xf (x) e  

2 2 xوقتي كه 1  1  :82(مديريت صنعتي ـ آزاد   برابر است با(  
1 (2  2(  3( 1  4 (1-  

 2« گزينه :پاسخ«  x x x xf (x) e f (x) ( x )e      
2 22 1 2 12 2  

x x
x x
Lim f (x) Lim ( x )e ( )e   

 
      

2 2 1 1 2 1
1 1

2 2 2 2   

 

 اگر :46مثالx xsin
y y

  
   

2 1
)باشد، در نقطه 1 ,   )82(علوم اقتصادي ـ آزاد    كدام است؟  yمقدار 1(

1 (1-  2 (1  3 (4  4 (4-  
 نويسيم:ابتدا تابع داده شده را بصورت زير مي  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه :پاسخ  

تعريف نشده 

( , )

x(y ) cos x
x dy y y(y )sin x y x x xy dx sin (y ) cos

y yy

 
          


 

2

2
1

11 2 21 1
1




  

)نقطه توجه: , )1 كند.در رابطه داده شده صدق نمي  
 

 اگر  :47مثالf (x ) x  2 21 6 xو 1 باشد، مقدارf (x ) 2   )82(علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام گزينه است؟  1
1 (12  2 (x12  3 (6  4(x6  
 گيريم.از طرفين رابطه داده شده مشتق مي  »3« گزينه :پاسخ 

              f (x ) x xf (x ) x f (x )         2 2 2 21 6 1 2 1 12 1 6  
 

 هرگاه براي :48مثال،f (x) x
x

  
fباشد مشتق تابع 1 (| x   )83(مديريت صنعتي ـ آزاد    كدام است؟ (|

1(
x2
1  2(

x
1  3 (1  4(x  

 2« گزينه :پاسخ«             x x xy f ( x ) y f ( x )
x x x xx

       2
1 1  



  

  

 كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش 71  رياضي عمومي

 اگر :49مثالf ( x ) x x   ،باشدf ( )   )83( علوم اقتصادي ـ آزاد   چند است؟  1

1(3
2

  2(3
4 2

  3(3
2 2

  4(3 2  

 گيريم.از طرفين رابطه داده شده مشتق مي  »3« گزينه :پاسخ   xf ( x ) x x f ( x )
x x x


   



111 2
2 2

  

xبا جايگزيني  1 شود:در رابطه فوق نتيجه مي             f ( ) f ( ) f ( )


      


111 1 3 321 1 12 22 1 1 4 2 2 2
  

 
 اگر :50مثالy xln(x )  xرباشد، د1  yمقدار عبارت1 y y    83(علوم اقتصادي ـ آزاد   چند است؟(  

  ) صفر4  1) 3  2) 2  -1) 1
 ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه :پاسخ  y xLn(x ) y( ) Ln   1 1 2  

xy Ln(x ) y ( ) Ln
x

      


11 1 21 2  

x x xy y ( ) y y y Ln Ln
x (x ) (x )

                 
  2 2
1 1 2 3 3 1 11 2 21 4 4 2 41 1

  

 

 مشتق مرتبه اول تابع :51المثxey x درx    )84( مديريت صنعتي ـ آزاد   برابر است با:  1
1(e 1  2(e 1  3(e  4(e  

 3« نهگزي :پاسخ« xv ey u x :بنابراين ،    xe x xy x (e Lnx e ) y ( ) (eLn e ) e
x

        
1 1 1 1 1  

vyاگر يادآوري: uآنگاه ،v uy u (v Lnu v )
u


   .  

 
 فرض كنيد  :52مثالxf (x) x    2 در اين صورت مقدارf (log )5

  )85مديريت صنعتي ـ آزاد (  كدام است؟ 2
  18) 4  15) 3  ) وجود ندارد.2  12) 1
 تابع  »2« گزينه :پاسخf در نقطهx log 2   پذيرنيز نيست.باشد، پس مشتقپيوسته نمي 5

 
 اگر :53مثال f (x) | x |21 fباشد، مقدار 3 (   )85(مديريت تكنولوژي ـ آزاد   كدام است؟ 2(

  1  3 (12  4 (6) 2  ) وجود ندارد.1
 :در همسايگي نقطه  »3« گزينه پاسخx  x، عبارت2 21 3 منفي است، بنابراين تابعf  آيد:صورت زير در ميبه  

f (x) ( x ) x f (x) x f ( )         2 21 3 3 1 6 2 12   
 

 مقدار مشتق مرتبه دهم تابع :54مثال xy xe2در ،x   )86(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟ 1
1 (( ) .e1 29 2   2 (e 4 25 1  3 (( ) .e1 26 2   4 (e 9 25 2  
 كنيم:نيتز استفاده مياز قاعده لايب » 3« گزينه :پاسخ  

( ) x x ( )y x e e y ( ) e e e e e            1 1 2 9 2 1 1 2 9 2 1 2 1 2 1 22 1 2 1 2 1 2 2 5 2 6 2         
(n)             نيتز در حالت خاص:قاعده لايبتذكر:  (n) (n )y xf (x) y xf (x) nf (x)    1  

  



  

  

مشتق:  پنجمفصل  72  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مشتق تابع :55مثالxy (sin x)e قطهدر نx  :86(حسابداري ـ آزاد   برابر است با(  
 e )4  صفر )3  1 )2  -1 )1

 :2« گزينه پاسخ«    x x xy e sinx y e sinx e cos x y ( )      1  
 

 در رابطه :56مثالxye sin(xy) مقدار ،xy با فرض آن كهxye cos(xy)  86(حسابداري ـ آزاد   باشد، كدام گزينه زير است؟(  

1( y
x

  2( x
y

  3( y
x

  4( x
y

  

 :1« گزينه پاسخ«  
xy

xy
xy

dy ye ycos xy ye sin(xy)
dx xxe x cos xy


      


  

 
 اگر :57مثالf ( x ) x  2 41 3 fباشد 2 ( ) 86(علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام گزينه است؟(  

  -4 )4  4 )3  صفر )2  8 )1
 :4« گزينه پاسخ  «  xxf ( x ) x f ( x ) x f ( )           12 3 2 22 1 8 1 4 4  

 
 در رابطه ضمني :58مثالyArcsin x

x
 حاصلy ( )   )86ريت صنعتي ـ آزاد (مدي  كدام است؟ 2

1( 1  2(  1  3( 1  4 (1  

 :4« گزينه پاسخ«  y yArcsin x sinx y x sin x y sin x x cos x y ( )
x x

          12  

 
 اگر  :59مثال


xf ( ) x

x
fباشد 31 (   )86يريت بازرگاني ـ آزاد (مد  كدام است؟ 2(

1( 15-  2( 3-  3( 15  4( 12  
 :گيريم:از طرفين رابطه داده شده در صورت سوال مشتق مي  »2« گزينه پاسخ  

xx xf ( ) x f ( ) x ( )f ( ) f ( )
x xx

            13 2
2

1 1 1 3 1 2 3 2 3  

 
 اگر :60مثال

h

f (x h) f (x h)Lim x
h

  



fباشد 2 (   )86 (مديريت دولتي ـ آزاد  كدام است؟ 4(

1 (4
3  2 (4  3( 2  4( 2

3  

 :حد داده شده برابر  »3« گزينه پاسخf (x)2 باشد، بنابراين:مي   f (x) x f ( )   4 2  
 

 مقدار مشتق عبارت :61مثالx sin x
x

 در نقطهx  2
 87(حسابداري ـ آزاد   كدام است؟(  

1(  

2
1

2
  2( 


1  3(  


1  4(  

2
1  

 :1« گزينه پاسخ«     

( cos x ) x (x sin x )
x sin x x xy y

xx

( cos ) ( sin )
y ( )

  
   

            
 

2
2

2 2

1 11
2 2

1 11 12 2
2

  



  

  

 كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش 73  رياضي عمومي

 نيچند نقطه روي منح :62مثالy (x y)    وجود دارد كه مماس بر منحني در آن نقاط، موازي نيمساز ناحيه اول يا سوم است؟ 36
  )87(مديريت بازرگاني ـ آزاد 

  بيشمار )4  3 )3  2 )2  1 )1

 :2« گزينه پاسخ«  dy (x y)(x y) y
dx (x y)


     

 

23
2

36
3 6

  

  وم باشد، لازم است مشتق (شيب) منحني در آن نقطه برابر يك باشد، بنابراين:براي اينكه مماس بر منحني موازي نيمساز ناحيه اول يا س
(x y) (x y) (x y) x y            2 2 23 3 6 1 1  

yبا جايگذاري رابطه بدست آمده در بالا در معادلـه تـابع    6 y، و در نتيجـه 1   1
xو 6  

5
). پـس فقـط نقـاط   آيـد بدسـت مـي   6 , )5 1

6 6 

)و , ) 
5 1
6   كنند. در شرط مورد نظر صدق مي 6

 
 به ازاي كدام مقدار :63مثالmنمودار منحني ،y x x m  2   )87(مديريت بازرگاني ـ آزاد   بر نيمساز ناحيه اول مماس است؟ 3

1( 2  2( 1  3( 3  4( 4  
 :براي اينكه دو منحني بر هم مماس باشند، لازم است معادلـه حاصـل از تلاقـي دو منحنـي ريشـه مضـاعف داشـته باشـد،           »2« گزينه پاسخ

x  بنابراين: x m x x x m m m             2 23 2 4 4 1   
 

 اگر  :64مثالf تابعي پيوسته وf ( ) 1 fو 4 ( ) 1 باشد، آنگاه مشتق 8
f (x)

xدر 1    )88(حسابداري ـ آزاد   كدام است؟ 1

1( 2  2( 1
2  3( 2-  4( 

1
2  

 :4« گزينه پاسخ«  f (x) f ( )y y y ( )
f (x) f (x) (f ( ))

           2 2
1 1 8 11 16 21

  

 
 اگر :65مثالa  وg(x) f (ax)وg ( )  fباشد، آنگاه 2 ( )   88آوري اطلاعات ـ آزاد (مديريت فن  كدام است؟(  

1( a2  2(
a


2  3(a2  4(

a
2  

 :گيريم، و سپس به جاي از طرفين رابطه داده شده مشتق مي  »4« گزينه پاسخx دهيم. مقدار صفر قرار مي  

g(x) f (ax) g (x) af (ax) g ( ) af ( ) f ( )
a

          
2    

 
 وضع نمودار تابع :66مثالxy    )88آوري اطلاعات ـ آزاد (مديريت فن  كدام است؟  12

xبراي )2  همواره نزولي  )1 1 صعودي و برايx 1 .نزولي است  
xبراي )4  همواره صعودي   )3 1 نزولي و برايx 1 .صعودي است  
 :تابع صعودي است    »3« گزينه پاسخx xy y Ln

    1 12 2 2  

 
 نرخ تغيير تابع  :67مثالy x 2 )نسبت به  1 x )3 xدر نقطه  1    )89(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (2 2
3  2(3

2 2
  3(3 2  4(1

3 2
  

 4« گزينه :پاسخ«     

x
( x ) x

x( x )
   
 

2 2
2

1 12 1
13 1 3 3 2

  نرخ تغيير

 همواره مثبت



  

  

كاربرد مشتق:  ششمفصل  74  كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

  
  ششمفصل 

  »كاربرد مشتق « 
                                      

 ضريب زاويه خط مماس بر منحني تابع  :1مثالy Arctgx در نقطهx  كدام است ؟   
   1 (1   2 (1-  3 (2  4 (2-  

 1«گزينه : پاسخ«                                   y Arctgx y m y ( )
x

      
 2
1 1

1
  

  
 اگر :2مثال f ( )3 و 2  f ( )3 در اين صورت معادله خط مماس در نقطه 5 x yواقع بر نمودار 3 f (x) كدام است؟  

1 (y x 5 17  2 (y x 5 1  3 (y x 5 19  4 (y x 5  
 : ينقطهشيب خط و   »1«گزينه  پاسخ(x , y )  اند و داريم:داده شده   y (x ( )) y x      2 5 3 5 17  

  

 ضريب زاويه خط مماس بر منحني : 3مثالx y xy   3 3 )Aدر نقطه  7 , )1   كدام است ؟ 2

1 (
15
11  2 (

1
11  3 (

1
13  4 (

5
13  

  : گيري ضمني داريم:با استفاده از مشتق»  2«گزينه پاسخ                       x yy m y ( , )
y x

         
 

2
2

3 3 2 11 2 3 4 1 113
  

  

 معادله خط مماس بر منحني  :4مثالy x Lnx    در نقطهx    برابر است با :  1

1 (y x e 2  2 (xy
e

  3 (y x  4 (y
x


1  

 : 3«گزينه   پاسخ«     

xy Lnx x y m y ( ) y y m(x x ) y x y xLnx x
x y

                     
  

1 1 21 1 1 122
1 1

 

 

  

 
 معادله خط قائم بر منحني : 5مثالy x در نقطه به طولx    كدام است ؟ 4

1 (x y  4 18   2 (x y  4 4   3 (x y  4 4   4 (y x  4 4   

  : 1«گزينه پاسخ«  , x y      4 4 4 yقائم2 ( ) m   
1 14 42 yمماس4 m

x
  

1
2

  

y y m(x x ) y (x ) y x            2 4 4 4 18    
  



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  75  رياضي عمومي

 ضريب زاويه خط مماس به منحني پارامتري :6مثالx t t

y t t

   


  

2

2
3 8

2 2 5
)Aر نقطهد  , )2   كدام است؟ 1

1(8
7  2(6

7  3 (6  4 (8  

  : مقدار»  2«گزينهپاسخxy  :برابر است باt
x

t

y ty
x t
   
 

4 2
2 )Aنقطهدر tحال مقادير متناظر 3 , )2   آوريم:را بدست مي 1

x
( )m y ( )
( )

   


4 2 2 62 2 2 3 t  (ريشه مشترك دو معادله)      7 t
t

t t

     
   

2

2
3 8 2 2

2 2 5 1
  

  

 در فاصله :7مثالx 1 yتابع براي  2 x 2   ، مقدار مينيمم كدام است؟ 1
  5) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1

 : 3«گزينه  پاسخ«                                           y x y x x x       2 1 2 2    
xچون نقطه    در بازة[ , ]1 ازه خواهند بود، حال قرار ندارد، لذا قابل قبول نخواهد بود. پس نقاط اكسترمم تابع همان نقاط ابتدايي و انتهايي ب 2

)y    توجه كنيد كه: ) , y( )     2 21 1 1 2 2 2 1 5  
  باشد.مقدار ماكزيمم تابع مي 5نيمم و مقدار مي 2بنابراين 

  

 نقطه :8مثالx  3 براي تابعf (x) x x x   3 22 6 18    اي است؟چه نوع نقطه 5
  ) مينيمم مطلق4  ) نقطه عادي 3  ) مينيمم نسبي  2  ) ماكسيمم نسبي  1

  : 1«گزينه پاسخ «  f (x) x x f (x) x f ( ) ( )                 26 12 18 12 12 3 12 3 12 24  
fچون  ( )  3  است پسx  3 باشد. ماكزيمم نسبي مي  

 

 تابع  :9مثالxy xe مقعر است؟ اي اكيداًدر چه فاصله  

1 (( , ) 2  2 (( , ) 2  3 (R { }   4 (R  

 : 1«گزينه  پاسخ«                          x x x x x x xy xe y e xe y e e xe e (x )           2  
x)به علامت y، مثبت است پس علامتxeچون ) xبستگي دارد و بنابراين به ازاي 2  2 تابع مقعر و به ازايx  2 .تابع محدب است  

 

 عرض نقطه عطف تابع با ضابطه : 10مثالxf (x) xe كدام است؟  

1 (e 22  2 (e 1  3 (e1  4 (e22  

 : كنيم:ابتدا مشتق مرتبه دوم تابع را حساب مي  »4«گزينه  پاسخ      
x x x x x x xf (x) xe f (x) e xe f (x) e e xe e (x )                 2  

طول نقطه عطف 
xexf (x) e (x ) x x  

         2 2 2   

xعرض نقطه عطف  f ( ) e   22 2 2 
  

  

 همواره مثبت است



  

  

كاربرد مشتق:  ششمفصل  76  كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

 طول مثبت نقطه عطف تابع: 11مثالy Ln( x )    كدام است؟ 21

1 (1
3  2 (1

2  3 (2  4 (1  

 : كافيست مشتق مرتبه دوم تابع را حساب كنيم:  »4«گزينه  پاسخ           

 x ( x ) x x xy Ln( x ) y y
x ( x ) ( x )

          
  

2 22
2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2 21
1 1 1

  

xy x x x ,
( x )
           


2 2 2
2 2

2 2 2 2 1 1 1
1

    

  

 اگر تابع حقيقي : 12مثالf  داراي ضابطهxf (x) x .e   باشد، طول نقطه عطف اين تابع كدام است؟ 2
1 (1  و2  2 ( 2 1) 4  1و  2) 3  2 3  
 : 2«گزينه  پاسخ«  x x xf (x) x e f (x) xe x e   2 22  

x x x x xf (x) e xe xe x e e (x x )       2 22 2 2 4 2  
xf (x) e (x x ) x x x             2 24 2 4 2 2 2    

  

 تابع با ضابطه: 13مثالxy Ln
x


 ]، در فاصله1 , ]1   چگونه است؟ 2

  ) شامل نقطه عطف4  ) نزولي اكيد3  ) مقعر2  دب) مح1

 : 2«گزينه  پاسخ«  y Lnx Ln(x ) y y
x x x (x )

         
 2 2

1 1 1 11 1 1
  

(x ) x xy
x (x ) x (x )

      
 

2 2
2 2 2 2

1 2 1
1 1

  

]، واضح است كه در فاصلهyبا توجه به ضابطه  , ]1   است. مقعرو لذا تابع منفي است  y، مقدار 2
  

 فرض كنيد :14مثالf تابعي محدب بر بازه بازI باشد وa b c  داخل بازهI باشد.يك از روابط زير صحيح ميباشند. كدام  

1 (f (b) f (c) f (a) f (b)
b c b a
 


 

  2( f (c) f (a) f (b) f (a)
c a b a
 


 

  

3 (f (b) f (c) f (b) f (a)
b c b a
 


 

  4 (f (b) f (a) f (c) f (a)
b a c a
 


 

  

 : دهيم:قرار مي   »4«گزينه  پاسخ 

  c b b ab a c
c a c a
 

 
 

  
c b b a c b b af (b) f ( a c) f (a) f (c)
c a c a c a c a
   

   
   

  
b a b a f (b) f (a) f (c) f (a)f (b) f (a) f (a) f (c)

c a c a b a c a
    

     
   

    
  

 در تابعي با ضابطه  :15مثالxy
x


 xبه ازاي  1  dxو  2 / 1  مقدار ،dy كدام است؟  

1 (/ 1-  2 (/2-  3 (/ 1  4 (/2  

  : 1«گزينه پاسخ«     x
dx /

(x ) xdy y dx dy dx dx dy / /
(x ) (x ) ( )

 


             
  

2
2 2 21

1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 1

  

f محدب 



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  77  رياضي عمومي

 اگر تابع  :61مثالf  به معادلهy x x 2  باشد ، حاصل(dy y)   در نقطهx  xو  1 /    برابر است با : 1
1 (/  2   2 (/  1   3 (/ 2  4 (/ 3  
 : 2«گزينه  پاسخ«  dy y dx ( x )dx ( ) / /       2 1 2 1 1 1 3   

y f (x x) f (x) f ( / ) f ( ) ( / / ) ( ) / dy y / / /                 1 1 1 1 21 1 1 1 1 31 3 31 1      
  

 استفاده از نكته فوق بدست آوريد را مجدداً با 146مقدار تقريبي: 17مثال.  

 : پاسخ                   a , n , b _ /       

2 112 2 2 146 12 12 12 8332 12 12   

  

 4مقدار تقريبي :18مثال 8  كدام است؟  
1 (795/2  2 (972/2  3 (912/2  4 (892/2  
 : 2«گزينه  پاسخ «                 

a
( )n / ....

b


     
  

4
3

3
14 8 3 2 972

4 31
  

 
 تابع :19مثالxy e x  ]در فاصله بسته 2 ]1   )75(مجموعه مديريت ـ سراسري        محدب است يا مقعر؟ و

  ) محدب2  ) مقعر1
  ) ابتدا مقعر، سپس محدب است.4  ) ابتدا محدب سپس مقعر است.3
 همواره مثبت:                  »2«گزينه : پاسخx x xy e x y e y e       2 2  

yچون   .پس تابع داده شده همواره محدب است ،  
 

 براي نقاط بحراني تابع با ضابطة :20مثالf (x) x (x )


 
1 2
3 xدر دو نقطه 34  xو 1            به ترتيب كدام گزاره درست  است؟ 4

  )75(علوم اقتصادي ـ سراسري     
  ) فاقد اكسترمم ـ ماكسيمم4  ماكسيمم –نيمم ) مي3  نيمم) ماكسيمم ـ مي2  نيمم ـ فاقد اكسترمم) مي1
 نويسيم:ابتدا تابع را به صورت زير مي »4«گزينه : پاسخ   

                           xf (x) x (x ) x.
(x ) (x )



   
 

1 2
33 3 3 32 2

14
4 4

  

x                           در اين صورت: (x ) (x )xf (x) ( ) x x x x
(x ) (x )

             
 

2 2 2 23
2 4

1 1 4 2 4 8 16 2 83 4 4
   

x x ,     216 4 4  
xبنابراين نقاط   xو  4  4باشند و لذا نقطه ، نقاط اكسترمم تابع ميx 1  4هـا، گزينـه (  باشـد. بـا توجـه بـه گزينـه     نقطه اكسترمم نمـي (

  تواند صحيح باشد.مي
 

 اگرنمودار تابع :21مثالy x kx k  3 xدر نقطه 22    كدام است؟ kاز تقعر به تحدب تغيير يابد، آنگاه مقدار  1
  )75(علوم اقتصادي ـ سراسري   

1 (3
2  2 (1  3 (1

2  4 (2  

 چون جهت تقعر تابع در   »1«گزينه : پاسخx 1 شود، پس عوض ميx 1 باشد.نقطه عطف مي  

y x kx k y x kx y x k y ( ) k k                 3 2 2 32 3 4 6 4 1 6 4 2  
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 76(مجموعه مديريت ـ سراسري        اعداد حقيقي نزولي است؟ كداميك از توابع زير برروي :22مثال(  
1 (f (x) x.sin x  2 (f (x) x sin x   3 (f (x) x sin x    4 (f (x) x sin x   2  

 3«گزينه : پاسخ«  f (x) xsin x f (x) sin x x cos x   ) 1: گزينه(  
f (x) x sin x f (x) cos x    1) 2: گزينه(  
f (x) x sin x f (x) cos x      1) 3: گزينه(  
f (x) x sin x f (x) cos x      2 1   )4: گزينه (2

  باشد و بنابراين تابع همواره نزولي است.)، مقدار مشتق همواره منفي مي3با توجه به مشتقات بدست آمده، تنها در گزينه (
 

 در فاصله  :23مثال[ , ]1 xyتابع 1 xe 77(حسابداري ـ سراسري   به چه صورتي است؟(  
  ) ابتدا محدب بعد مقعر4  ) ابتدا مقعر ، سپس محدب3  ) مقعر مؤكد2  ) محدب مؤكد1

 1«گزينه : پاسخ«  x x x x x x xy xe y e xe y e e xe e (x )           2  
xاست، كافي است عبارت  همواره مثبت xeبا توجه به اينكه     را تعيين علامت كنيم. 2

2-  x    
+  -  x  2  x x     2 2  

      مقعر  محدب
]بنابراين در فاصله  , ]1   تابع محدب است. 1

 
 ي به معادله تابع :24مثالy Ln(x ) 2 )در فاصله  1 ,   )77(مجموعه مديريت ـ سراسري        جه وضعيتي دارد؟ 1[

  ) همواره نزولي4  ) همواره صعودي3  ) ابتدا نزولي، سپس صعودي2  ) ابتدا صعودي، سپس نزولي1

 ابتدا توجه كنيد كه:    »3«گزينه : پاسخ  xy Ln(x ) y
x

   


2
2
21

1
  

)واضح است كه در فاصله  , ]1 مقدار ،y .همواره مثبت است، لذا در اين فاصله تابع همواره صعودي است  
 

 در تابعي به معادله  :25مثالxy xe x  2 5 xنقطه  ، در x، با افزايش يك واحد براي  1   تقريباً چه مقدار برy شود؟اضافه  مي  
  )78(حسابداري ـ سراسري   

1 (1  2 (3  3 (5  4 (6  

 كنيم.باشد، لذا از ديفرانسيل استفاده ميچون تغييرات تقريبي تابع موردنظر مي   »4«گزينه : پاسخ  
x ,dxx xdy y dx (e xe )dx dy (e )           12 22 5 5 1 6    

 

 ر ماكزيمم تابع مقدا :26مثالy = Lnx + x در فاصله[ , ]1   )78(حسابداري ـ سراسري   ، كدام است؟2
1 (1-  2 (1  3 (2  4 (2 +2 Ln  

 4«گزينه : پاسخ«  y Lnx x y x
x

        
1 1 1  

]چون نقطه بحراني بدست آمده در فاصله , ]1   دهد.ل نيست. لذا مقدار ماكزيمم تابع در يكي از نقاط دو سر بازه ر خ ميقرار ندارد، پس قابل قبو 2
y( ) Ln , y( ) Ln    1 1 1 1 2 2 2  

Lnبا توجه به مقادير بدست آمده، مقدار ماكزيمم تابع برابر  2   خواهد بود. 2



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  79  رياضي عمومي

 در تابعي به معادله :27مثالxf (x) x e  22 xدر نقطه f، يك واحد تغيير كند، مقدارxكه ، در صورتي 5  چه مقدارتغيير خواهد كرد؟     
  )78(مجموعه مديريت ـ سراسري     

1(  2 (2  3(1  4 (12  
 4«گزينه : پاسخ «   x ,dxxdy f (x)dx ( e )dx dy ( )        122 1 2 1 1 12   

بـوده اسـت، ولـي در صـورت     مـوردنظر   fشود كه منظور طراح مقدار تقريبي تغييـرات  ها، مشخص ميبا توجه به مقادير داده شده در گزينه توجه:
  ن تغييـرات تقريبـي و تغييـرات دقيـق     مسأله اين موضوع قيد نشده است و لذا صورت مسأله اشكال دارد و شـايد هـم طـراح محتـرم از تفـاوت بـي      

  (نمو تابع) اطلاع نداشته است!
 

 بيشترين مقدار تابع :28مثالxy e x  ]در فاصله 2 , ]1   )78(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟ 1
1(  2 (1  3(Ln 2  4(e 2  
 ريشه ندارد   »4«گزينه : پاسخx x xy e x y e e        2 2 2   

)y    دهد.بنابراين تابع نقطه بحراني ندارد و لذا بيشترين مقدار آن در يكي از دو سر بازه رخ مي ) e , y( ) e    11 2 1 2  
eتابع برابر با توجه به مقادير بدست آمده، بيشترين مقدار  2 باشد.مي  

 
 طول نقطه عطف تابع  :29مثالy Arc tgx78(علوم اقتصادي ـ سراسري          .  ، كدام است؟(  

1 (  2 (
  نقطه عطف) فاقد 4  1) 3  4

 1«گزينه : پاسخ«  

x  روش اول: xy Arctgx y y y x x
x ( x ) ( x )

                   
  2 2 2 2 2
1 2 2 2

1 1 1
  

    

  روش دوم: 
yبا توجه به شكل تابع Arctgx   واضح است كه جهت تقعر تـابع

xدر   شود، يعنيعوض ميx   .نقطه عطف تابع است  
 

 كدام مورد براي تابع با ضابطه  :30مثالf (x) x x 3 ]، در فاصله  9 ,   )79(حسابداري ـ سراسري   درست است؟ 2[
  ) نزولي4  ) محدب3  ) مقعر2  ) صعودي1
 3«گزينه : پاسخ«     f (x) x x f (x) x f (x) x       3 29 3 9 6  

xبنابراين به ازاي  تابع مقعر و به ازايx  .تابع محدب است  
 

 اگر  :31مثالf  رويR پذير باشد و دوبار مشتقx1  وx2 نيمم نسبي هر دو نقاط ميf 79(علوم اقتصادي ـ سراسري   باشند، كدام گزاره درست است؟( 

1 (f (x )f (x )  1 2  2 (f (x )f (x )   1 2  3 (f (x )f (x ) 1 2  4 (f (x )f (x )  2 1  
 چـون نقـاط   »1«گزينه : پاسخx1 وx2 پذير است، لذانقـاط مينيمم هستند و تابع دو بار مشتق f (x ) 2   وf (x ) 1    و همچنـين

fطبق آزمون مشتق دوم  (x ) 1   وf (x ) 2  باشد.مي  
 

 معادله خط مماس بر منحني  :32مثالxy e  xدر نقطه  1    )79(علوم اقتصادي ـ سراسري             دام است؟ك 2
1 (y e(x ) 1  2 (y e (x ) 1 1  3 (y e(x ) 1  4 (y e (x ) 1 1  
 1« گزينه: پاسخ«  x y e e p( ,e)    2 12 2  

y e e(x ) y ex e e(x )        2 x شيب خط مماس 1 xy e y e y ( ) e m       1 1 2  
p(xمعادله خطي كه از نقطه  يادآوري: , y )   عبور كند و شيب آنm :باشد، بصورت زير است      y y m(x x )     


2 


2 

_ 



  

  

كاربرد مشتق:  ششمفصل  80  كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

 اگر تابع  :33مثالf  به معادلهy x x 2  باشد ، حاصل(dy y)   در نقطهx  dxو  1 / 1 : 80(حسابداري ـ سراسري   برابر است با(  
1 (/  2   2 (/  1   3 (/ 2  4 (/ 3  
 2«گزينه : پاسخ«  dy y dx ( x )dx ( ) / /       2 1 2 1 1 1 3   

y f (x x) f (x) f ( / ) f ( ) ( / / ) ( ) / dy y / / /                 1 1 1 1 21 1 1 1 1 31 3 31 1      
 

 تابع  :34مثالf  به معادلهxy xe 80(حسابداري ـ سراسري   اي اكيداً صعودي است؟ مفروض است. اين تابع در چه فاصله(  
1 (R  2 (( , )1  3 (( , ) 1  4 (R { }   
 3«گزينه : پاسخ«  x x x xy xe y e xe e ( x)     1  
x)به علامت yهمواره مثبت است، پس علامت xeچون )1 وابسته است، در نتيجه به ازايx  1  نزولي و به ازايتابعx  1 صعودي است.  

 
 طول مثبت نقطه عطف تابع  :35مثالy Ln( x )    )80(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 21

1 (1
3  2 (1

2  3 (2  4 (1  

 4« گزينه: پاسخ«  x ( x ) x x xy Ln( x ) y y
x ( x ) ( x )

          
  

2 22
2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2 21
1 1 1

  

xy x x x ,
( x )
           


2 2 2
2 2

2 2 2 2 1 1 1
1

    

 
 ديفرانسيل مرتبه دوم تابع با ضابطه :36مثالxy xe در نقطهx  dx، در صورت 1 / 1:80(مجموعه مديريت ـ سراسري   ، برابر است با(  

1(/ e 2  2(/ e 1  3(/ e 3  4(/ e 1  
 ابتدا توجه كنيد كه:   »3«گزينه : پاسخ  x x x x x x xy xe y e xe y e e xe ( x)e          2  

xd   بنابراين: y y dx ( x)e dx ( )e ( / ) / e      2 2 2 1 22 2 1 1 3    
n يادآوري: (n) nd y y dx.  

 
 ر اگ :37مثالf پذير باشد و داشته باشيم تابعي حقيقي و مشتقg(x) f (x.f (x)) آنگاه ،g ( ) :برابر است با    

 )80(علوم اقتصادي ـ سراسري   

1 (f ( ) f ( )    2 (f ( ).f ( )   3 (f ( )2  4صفر (  

 2«گزينه : پاسخ«  g(x) f (xf (x)) g (x) (f (x) xf (x))f (xf (x))       
g ( ) (f ( ) f ( ))f ( f ( )) f ( )f ( )              

yاگر  يادآوري: f (u)  باشد، آنگاهy u f (u)  .  
 

 اگر سوي تقعر منحني نمايش تابع حقيقي به معادله :38مثالy x ax a  3 xدر نقطة 22      كدام است؟ aعوض شود، مقدار  1
  )80(علوم اقتصادي ـ سراسري             

1 (
3
2  2 (1  3 (

2
3  4 (3

2  

 چون جهت تقعر در    »1«گزينه : پاسخx 1 شود، پس نقطه عوض ميx 1 نقطه عطف تابع است و بنابراين ،y ( ) 1 .  
y ( )y x ax y x a a a             12 33 4 6 4 6 1 4 2

   



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  81  رياضي عمومي

 طول نقطه عطف تابع :39مثالy Ln(x ) 2   )81(مجموعه مديريت ـ سراسري    برابر است با: 1
1(x , x  1 1  2(x , x  2 2  3(x , x  3 3  4(x , x  4 4  

 1« گزينه: پاسخ«  x (x ) xy Ln(x ) y y x
x (x )

           
 

2 22
2 2 2
2 2 1 41 1

1 1
  

 
 در تابع  :40مثالy x x  2 4 x، به ازاي2  dxو  1 / 1  مقدارy dy    81(علوم اقتصادي ـ سراسري    كدام است؟(  

1 (/ 1  2 (/ 2  3 (/ 3  4 (/ 4  
 1«گزينه : پاسخ«  y f (x x) f (x) f ( / ) f ( ) ( / / ) ( ) /               21 1 1 1 1 4 1 1 2 1 4 2 19  

dy y dx ( x )dx ( ) / /        2 4 2 1 4 1 2   
y dy / ( / ) /      19 2 1     

 

 شيب خط مماس بر منحني :41مثال
x

y ( x )  22 xدر نقطة 1    )82(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟  2

1 (Ln 
1 3 32  2 (Ln 

1 2 32  3 (Ln 
3 3 22  4 (Ln 

3 2 32  

 3«گزينه : پاسخ«  
x x

xy ( x ) y ( x ) ( Ln( x ) ) y ( ) ( Ln ) Ln
x

             


2 2 1 2 1 2 32 1 2 1 2 1 2 3 3 3 22 2 2 1 2 3 2  
 

 اگر تابع :42مثالy x ax bx c   3 )از نقطه 2 , xو در عبور كرده 1(  xماكزيمم و در  1   bنقطة عطف داشته باشـد آنگـاه    2
  )82(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟

1 (6  2 (6-  3 (9  4 (9-  
 چون منحني از نقطه  »3«گزينه : پاسخ( , )1 كند، لذا:عبور مي    a b c c       1 1    
xنقطه  x، نقطه عطف منحني است، لذا مشتق دوم تابع در2    برابر صفر است. 2

y x a y ( ) a a         6 2 2 12 2 6  
y  باشد.مي مقابلصورت  تابع به cو aبا توجه به مقادير به دست آمده برابر x x bx   3 26 1  

xچون نقطه 1نقطه ماكزيمم تابع است، بنابراين ،y ( ) 1  باشد.مي     y x x b b b         23 12 3 12 9  
 

 اگر :43مثالx y 3 4 xباشد، ماكزيمم 24 y :82(حسابداري ـ آزاد        برابر است با(  
1 (24  2 (25  3 (12  4 (7  
 ماكزيمم   ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه: پاسخx y نهايت است.برابر بي  

 

 تابع با ضابطه :44مثال
x x

f (x)
x x

 
 

 
2

3 2
1 1 22

xدر نقطه     )82(مجموعه مديريت ـ سراسري   چگونه است؟  2

  ناپذير) مشتق4  پذير) مشتق3  ) فاقد حد2  ) ناپيوسته1
 ابتدا پيوستگي   »4«گزينه : پاسخf را درx    كنيم.بررسي مي 2

x x x x
Lim f (x) Lim ( x ) , Lim f (x) Lim ( x) ,f ( )

      
      2

2 2 2 2
1 1 1 3 1 2 12  

xبنابراين تابع در     يوسته است.پ 2
x x x

f (x) f (x)
x xx x

          
2

3 2 1 2
1 21 22

  

fبنابراين  ( ) 2 fو  2 ( )  2 x. چون مشتق چپ و راست در 1  xبا هم برابر نيست، پس تابع در  2    پذير نيست.مشتق 2



  

  

كاربرد مشتق:  ششمفصل  82  كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

 82(مجموعه مديريت ـ سراسري    ارهاي زير، كدام عبارت درست است؟با توجه به نمود :45مثال(  
1(hمشتقf .است  
2(h مشتقg .است  
3f مشتقg .است  
4(gمشتقf .است  
 4«گزينه : پاسخ«  

xنقاط روش اول: ,1 در اين نقاط بايستي برابر صفر باشد، در نتيجه نمودار مشتق  fباشند. بنابراين مشتق مي f، نقاط ماكزيمم و مينيمم تابع 4
f در نقاطx ,1   چنين ويژگي دارد. gكند و نمودار ها را قطع ميxمحور  4

]در فاصله  fتابع  روش دوم: , ]1  صعودي، در فاصله[ , ]1 ]نزولي و در فاصله  4 , ]4 ]اصـله  در ف fصعودي است، بنابراين نمـودار مشـتق    5 , ]1 
]ها، در فاصله xبالاي محور  , ]1 ]ها و در فاصله xپايين محور  4 , ]4   چنين ويژگي دارد. gباشد كه نمودار ها ميxبالاي محور  5

 
 بازپرداخت وام مسكن، :46مثالp بعي از سه متغير است، تاp f (A,r ,N) كه در آن ،A ،مقدار وام دريافتي به ريالr  ،نرخ بهـرهN 

  )82ت ـ سراسري (مجموعه مديري   هاي زير درست است؟شمارة سالهاي بازپرداخت وام است كدام يك از گزينه

1(p p p، ،
N r A

    
  

  
  2(p p p، ،

N r A
    

  
  

  

3(p p p، ،
N r A

    
  

  
  4(p p p، ،

N r A
    

  
  

  

 يابد، بنـابراين  با افزايش مقدار وام دريافتي و مقدار نرخ بهره، مقدار بازپرداخت افزايش مي  »1«گزينه : پاسخp
A





  وp
r





   ولـي بـا .

pيابد، بنابراينافزايش تعداد سالهاي بازپرداخت، مقدار بازپرداخت كاهش مي
N





 .است  
 

 طول نقطه بهينه و نوع آن در رابطه :47مثال y Ln( x x )   2 1   )82زاد (مديريت صنعتي ـ آ   كدام است؟ 2
  ، ماكزيمم1)4  ، مينيمم1)3 ، ماكزيمم5)2  ، مينيمم5)1

 2«گزينه : پاسخ«  xy Ln( x x ) y
x x
      

  
2

2
2 11 2

1 2
 

 
  

yنقطه بحراني  x x      2 1 5   
  كنيم.براي تعيين نوع نقطه بحراني از آزمون مشتق دوم استفاده مي

)نقطه ماكزيمم  x x ) ( x )( x )y y ( )
( x x )

            
  

2
2 2

2 1 2 2 1 2 1 5
1 2

    
 

  

 ژ

 هاي زير را در مورد مشتق دوم تابع حقيقي داده :48مثالf  .داريمf تواند باشد؟ (فـرض كنيـد   كدام يك از توابع زير ميb    و بقيـة
  )82(علوم اقتصادي ـ سراسري             توانند مثبت يا منفي باشند.)مي ثابتها

x
f "   

1 2 3
1 1 3 5  

1(ax bx c 2 2 درجه دوم(bxae(نمايي)  

3 (ax bx cx d  3 )4  (درجه سوم) 2
x
be
 2

  (نمايي) 
 3«گزينه : پاسخ«  

f) تقعر تابع همواره رو به بالا و يا همواره رو به پايين است، بنابراين4) و (2)، (1هاي (در توابع داده شده در گزينه روش اول:     همواره مثبـت يـا
  هاي مسأله تطابق ندارد.همواره منفي خواهد بود كه با داده

fمقادير روش دوم:  توانـد صـحيح باشـد، كـه    اي مـي اند، بنابراين گزينهداده شده در صورت مسأله به صورت خطي تغيير كردهf    در آن تـابعي
  ت.) اين ويژگي را دارد، يعني مشتق مرتبه دوم آن يك عبارت درجه اول اس3خطي (درجه اول) باشد كه فقط گزينه (

1   2   3   4   5  

y=g(x)  1   2   3   4   5 
y=h(x)

1   2   3   4   5  

y=f(x)  



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  83  رياضي عمومي

 نمودارهاي دو تابع  :49مثالf  وg هاي زير در مورد تابعاند. كدام يك از گزارهدر زير داده شدهh(x) f (g(x))  درست هستند؟            
  )82(علوم اقتصادي ـ سراسري   

  

                     
                     
                     
                     
                     
                     

                       
1(x 1وx  xنيمم ونقاط مي 4   است.hيك نقطة ماكسيمم3
2 (x 1وx  xنيمم ونقاط مي 2    است. hيك نقطة ماكسيمم 3
3 (x 1وx  xنقاط ماكسيمم و 4    است. hنيمميك نقطة مي 3
4( x  xو4  xنقاط ماكسيمم و  2 1 نيمميك نقطة ميh .است 
 1«گزينه : پاسخ«  

 
 وضعيت تابع با ضابطه  :50مثالy xLn(x )    )82(علوم اقتصادي ـ سراسري   ه خود چگونه است؟از نظر تحدب و تقعر در دامن 1

  ) همواره مقعر4  ) همواره محدب3 ) ابتدا مقعر سپس محدب2  ) ابتدا محدب سپس مقعر1
 دامنه تابع، بازة    »3«گزينه : پاسخ( , ) 1 باشد.مي  

x x x xy xLn(x ) y Ln(x ) y
x x (x ) (x )

            
   2 2

1 1 21 1 1 1 1 1
  

xس كافي است صورت كسر را تعيين علامت كنيم و چون دامنة تابع چون مخرج كسر همواره نامنفي است، پ  1     است پس صـورت كسـر نيـز
yهمواره مثبت است. در نتيجه همواره    باشد و تابع همواره محدب است.مي  

 
 تابع با ضابطه :51مثالxy Ln

x


 ]فاصله، در 1 , ]1   )83(حسابداري ـ سراسري   چگونه است؟ 2
  ) شامل نقطه عطف4  ) نزولي اكيد3 ) مقعر2  ) محدب1

 2«گزينه : پاسخ«  y Lnx Ln(x ) y y
x x x (x )

         
 2 2

1 1 1 11 1 1
  

(x ) x xy
x (x ) x (x )

      
 

2 2
2 2 2 2

1 2 1
1 1

  

]، واضح است كه در فاصله yبا توجه به ضابطه  , ]1   منفي است و لذا تابع مقعر است. y، مقدار 2
 

 ضريب زاوية خط قائم بر منحني :52مثالxye y ln( x)   33 )در نقطة 1   )83(مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟  و1(

1(3
2   2(

3
2  3(2

3  4(
2
3  

 ضريب زاويه خط مماس:  »2«گزينه : پاسخ 
xy

( , )xy

yedy x
dx xe y


     


12

13 3 1 21
3 33 3  

   

  
  

1 1 3
2 2
3

  ضريب زاويه خط قائم 

)نقطهتوجه:  , )1 ي منحني داده شده قرار ندارد، بنابراين مسأله اشكال دارد.در رو  
  

5 

4 

3 

2 

1 

0 

5  

4  

3  

2  

0  

1  

1  2  3  4  5  1 2  3  4  5  

f  g  

  ضريب زاويه خط مماس



  

  

كاربرد مشتق:  ششمفصل  84  كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

 در تابع :53مثالy f (x) در نقطهx a :داريمy  وy y  كدام گزينه در مورد نقطه ،x aاست؟  مناسب  
  )83(علوم اقتصادي ـ  آزاد   

  ) عطف4  ) نامعلوم3 ) مينيمم2  ) ماكزيمم1
 بطور مثال تابع    »4«گزينه : پاسخy x  xدر نقطه  3   .را در نظر بگيريد  

 
 تابع :54مثالxf (x) (x )e 2   )84(حسابداري ـ سراسري   ست؟در كدام بازه صعودي ا 1

1(( , ) 1  2(( , ) 1 3(R 4 (  
 4«گزينه : پاسخ«  x x x xf (x) (x )e f (x) xe (x )e e ( x x )           2 2 21 2 1 2 1  

x xf (x) e (x x ) e (x )        2 22 1 1  
x)و  xeچون عبارات  ) fباشند، پس همواره نامنفي مي 21 (x)   .و لذا تابع همواره نزولي است  

 

 تابع با ضابطه :55مثالxf (x) Lnx 
2

  )84( مجموعه مديريت ـ سراسري   در كدام بازه نزولي است؟ 2

1(( , )1 1  2(( , ) 1  3(( ,e)  4(( ,e)1  

 دامنه تابع   »2«گزينه : پاسخfD ( , )  باشد.مي         x xf (x) Lnx f (x) x
x x

     
2 21 1

2  

xحال كافي است عبارت 
x
2   است، در نتيجه: و ريشه مخرج  1هاي صورت كسر را تعيين علامت كنيم، ريشه 1

            1             1-   x  
+  -  +  -  x

x
2 1  

  
)شود در فاصله از جدول تعيين علامت نتيجه مي , )1  تابعf .نزولي است  

 

 شيب خط عمود بر تابع :56مثالxy xe در نقطهx   :84( مديريت صنعتي ـ آزاد   برابر است با(  

1 (1  2 (1-  3(
1
  ) صفر4  2

 2«گزينه : پاسخ«    
 

   
1 1 xشيب خط مماس     شيب خط عمود 11 x xy xe y e xe y ( )      1  

 

 در مورد :57مثالy ( x) ( x) ( x)     2 2 22 3   )84( علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام گزينه مناسب است؟  4
  باشد.مي 3) داراي مينيممي برابر 2  باشد.مي 3) داراي ماكزيممي برابر 1
  باشد.مي 2) داراي نقطه عطفي برابر 4  باشد.مي 2) داراي مينيممي برابر 3
 3«گزينه : پاسخ«  y ( x) ( x) ( x) y ( x) ( x) ( x)             2 2 22 3 4 2 2 2 3 2 4  

y x x y         18 6 3 2   
)بنابراين نقطه , )3   كنيم.دوم استفاده مينقطه بحراني تابع است. براي تعيين نوع نقطه بحراني از آزمون مشتق  2

y ( ) ( ) ( )        2 1 2 1 2 1 6  
yچون   .پس نقطه بحراني مينيمم است  

  

  با توجه به دامنه تابع غير قابل قبول است

 شيب خط مماس



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  85  رياضي عمومي

 تابع :58مثالxy xe 85(حسابداري و مديريت ـ سراسري   اي معقر است؟در چه فاصله(  
1 (( , ) 4  2 (( , ) 3  3 (( , ) 2  4 (R  
 3«گزينه : پاسخ  «               x x x x x x xy xe y e xe y e e xe e (x )                  2  

  
yبراي اينكه تابع مقعر باشد، كافي است   :باشد. بنابراين xe (x ) x x       2 2 2    

 
 به ازاء كدام مقدار :95مثالa تابع  axy (x )e1 درx   )85(علوم اقتصادي ـ آزاد   داراي نقطه عطف است؟ 1

  -2) 4  1) 3  ) صفر2  -1) 1
 1«گزينه : پاسخ«  ax ax ax ax ax axy (x )e y e a(x )e y ae ae a (x )e           21 1 1  

a a a ay ( ) ae ae a e e ( a a ) a ,           2 21 2 2 2 1     
aوجه كنيد كهت   قابل قبول نيست، زيرا به ازايa   تابع به صورتy x 1 آيد كه فاقد نقطه عطف است.در مي  

 
 تابع :60مثال  f (x) ( x)( x)31   )58(مديريت صنعتي ـ آزاد   چند نقطه بحراني دارد؟ 1

  3) 4  ) صفر3  1) 2  2) 1
 1«گزينه : پاسخ«  f (x) ( x)( x) f (x) ( x) ( x)( x)          3 3 21 1 1 1 3 1 1  

f (x) ( x) ( ( x) ( x)) x ,          2 11 3 1 1 1 2   

 
 مينيمم مطلق تابع :61مثال f (x) x x3 ]روي بازه 23 , ]1   )85(مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟ 4

  ) صفر4  -8) 3  -4) 2  -2) 1
 2«گزينه : پاسخ«          f (x) x x x ,     23 6 2   

(مينيمم)
f ( )
f ( )
f ( )

   
     
   

1 1 3 2
2 8 12 4
4 64 48 16

  

 
 خط مماس بر منحني تابع :62مثالf (x) x .Ln(x ) 2   كند؟ها را با كدام عرض قطع ميyواقع بر آن، محور 3اي به طول در نقطه 2

  )86يريت ـ سراسري (حسابداري و مد
1 (27-  2 (24-  3 (18-  4 (15-  
 1«گزينه : پاسخ «  x f ( ) Ln( ) Ln P( , )      23 3 3 3 2 9 1 3   

f (x) x Ln(x ) f (x) xLn(x ) x f ( ) Ln
x

           


2 2 12 2 2 3 6 1 9 92  

y (x ) y x      9 3 9 27  
xدهيمها، قرار ميyبراي به دست آوردن نقطه تلاقي خط مماس با محور   كه در اين صورتy  27 آيد.به دست مي  

 

 طول نقطه عطف تابعي به معادله  :63مثال
x

y xe
1
  )86(مديريت بازرگاني ـ آزاد   كدام است؟ 2

  1 )4  -4 )3  صفر )2  -2 )1

 3«گزينه : پاسخ«     
x x x x

y e xe y e xe y x           
1 1 1 1
2 2 2 21 1 42 4   

xe همواره مثبت است  

  معادله خط مماس



  

  

كاربرد مشتق:  ششمفصل  86  كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

 اي با كدام طول، خط مماس بر منحنيدر نقطه :64مثالy
x


xبا خط 1 y 2 1 87(حسابداري ـ آزاد   موازي است؟(  

1( 1
8  2( 4  3( 8  4( 1  

 م برابر باشد. از طرفي شيب خط مماس بـر منحنـي همـان    ها با هدانيم دو خط وقتي با هم موازي هستند كه شيب آنمي  »4«گزينه : پاسخ
  باشد، بنابراين: مشتق منحني مي

xx y y    2 1 5 yو  2 x y x
   

1 3
2 21

2   

شيب خط داده شده براي 
1
xاست و شيب خط مماس بر منحني برابر  2


3
21

x       نتيجه:است، در  2 x x
  

    
3 3
2 21 1 1 12 2  

 

 از نقطه :65مثالM ( , ) 4 yقائمي بر منحني 1 x x  2   )87(حسابداري ـ آزاد   رسم شده است. طول پاي قائم كدام است؟ 2
  صفر  )4  3 )3  2 )2  1 )1

 اي خارج از منحني خطي قائم بر خواهيم از نقطهل روي منحني داده شده قرار ندارد، لذا مينقطه داده شده در صورت سؤا   »2« گزينه: پاسخ

فرض كنيم عرض آن به صورت  هاي قائم را اگر طول منحني رسم كنيم،  2 خواهد بـود زيـرا ايـن نقطـه روي منحنـي قـرار دارد، از        2

yب خط مماس بر منحني طرفي شي x   2 است و در نتيجه شيب خط قائم بر منحني به صورت  2
x


 
1

2 xاست كـه در نقطـه    2   

به صورت 
  

1
2   آيد، بنابراين معادله خط قائم به شكل زير است: در مي 2

  y ( ) (x )
     

  
2 12 2 2  

)Mچون نقطه  , )4 )  روي خط قائم قرار دارد، پس:  1 ) ( )
( )


           
  

2 311 2 4 2 1 42 1  

هاي داده شده در سؤال با توجه به گزينه    باشد. مي 2
 

 هرگاه :66مثالf (x, y) x y  باشد مقدارdf ( , )1 dxبه ازاء 1 dy /  1 87(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟(  
1( / 2  2( /1  3( 1  4( 2  

 ابتدا توجه كنيد كه:  »2«گزينه : پاسخ  f fdf dx dy dx dy
x x x y
 

   
 

1 1
2 2

  

df  شود:حال با جايگزيني مقادير داده شده در صورت سئوال نتيجه مي ( , ) ( / ) ( / ) /  
1 111 1 1 1

2 1 2 1
    

 

 اگر در تابع حقيقي :67مثالy f (x)همواره داشته باشيم ،       fx,x D :f (x) f (x ) f (x )(x x كدام يك از موارد زير براي  (
  )88اسري (علوم اقتصادي ـ سر    تابع برقرار است؟ 

  اكيداً مقعر )4  اكيداً محدب )3  شبه مقعر  )2  شبه محدب  )1

 4«گزينه : پاسخ«  

  
  



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  87  رياضي عمومي

 آهنگ متوسط تغيير تابع  :68مثالy x x 3 2/به  2از  xوقتي  2   )88(مديريت صنعتي ـ آزاد   رسد، كدام است؟مي 1
1( 61/14  2( 91/13  3( 82/13  4( 52/14  

 1« گزينه: پاسخ«  

  yy f (x x) f (x ) f ( / ) f ( ) ( / ) ( / ) ( ) / /
x 


             


3 32 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 461 14 61  

  
 در تابع :69مثالy x مقدارy

x



xدر فاصله   xبه ازاي 4 /  41 88(مديريت بازرگاني ـ آزاد   چقدر است؟(  

1( 1
41  2( 5

41  3( 4
41  4( 2

41
  

 1«گزينه : پاسخ«    y f (x x) f ( / ) f ( ) / / /
x x / / / /

 
   

     
     

 
4 41 4 4 41 4 2 1 2 1 1

41 41 41 41 41  

 

 شيب خط مماس بر منحني :70مثالy xsin
x


xدر 1 


1

 88(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟(  

1(   2( 

1  3(   4( 


1  

 باشد.شيب خط مماس بر منحني همان مشتق منحني مي  »1«گزينه : پاسخ   

y xsin y sin cos y ( ) sin cos
x x x x

            


1 1 1 1 1  

 

 هر گاه  :71مثالx yz f (x,y) e   4 ndدر اين صورت  3 f  ديفرانسيل مرتبه)n امf89(علوم اقتصادي ـ سراسري   ) كدام است؟(  
1(x y ne ( dx dy) 4 33 4 4 3  2(x y ne ( dx dy) 4 3 4 3  

3(x y n n( e ) ( dx dy) 4 34 4 3  4(x y n( x y)e ( dx dy) 4 34 3 4 3  

 2«گزينه : پاسخ«    x y x y x yf fdf dx dx e dx e dy e ( dx dy)
x y

   
     
 

4 3 4 3 4 34 3 4 3  

  تواند صحيح باشد.) مي1با توجه به ديفرانسيل مرتبه اول بدست آمده در بالا، فقط گزينه (
  



  

  

انتگرال و كاربرد انتگرال:  هفتمفصل  88  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  
  هفتم فصل

  » و كاربرد انتگرال انتگرال«  

 اگر داشته باشيم : 1مثالdxI(x)
x


 24

cگيري، و ثابت انتگرال    ) ،1باشد(I    كدام است؟  

1) 2  ) صفر1
3   3 (Ln1 24  4 (Ln1 34  

 4«گزينه  :پاسخ«   dx dx dx xI(x) Ln c I( ) Ln Ln
(x )(x ) xx x

  
         

    
  2 2

1 2 1 1 11 32 2 2 2 2 4 3 44 4
  

  
 اگر : 2مثالxF(x) dx

x x




 
 3 2

1
2 1

c، به ازاي    مقدارF( ) كدام است؟  

1 (2
3  2 (3

4  3 (3
2  4 (4

3  

 : 2«گزينه  پاسخ«    

cx xF(x) dx dx (x ) dx (x ) c F( ) ( )
x x (x )

   
          

  
  

1 4 4
3 3 3

3 2 23
1 1 3 3 31 1 14 4 42 1 1

  

  
 اگر : 3مثالt dtI(t)

t



2

)Iباشد، مقدار  1 ) I( )1 كدام است؟  

1 (Ln
3 22  2 (Ln1 2  3 (Ln

1 22  4 (Ln 
1 22  

 : كنيم و سپس به محاسبه انتگـرال  باشد، لذا صورت را بر مخرج تقسيم ميچون درجه صورت كسر بيشتر از مخرج كسر مي »4«گزينه  پاسخ
   پردازيم.مي

     tI(t) (t )dt t Ln(t ) c I( ) I( ) ( Ln ) ( Ln ) Ln
t


                 


21 1 11 1 1 1 2 1 21 2 2 2    

  
 اگر داشته باشيم : 4مثالI(x) x cosx dx  گيري، و ثابت انتگرالc   ،باشدI(   كدام است؟ (

  1sin  4 (1 sin – 1)3 ) صفر2 1)1
 : گيري جزء به جزء به كمك جدول خواهيم داشت:با استفاده از روش انتگرال   »1«گزينه  پاسخ  

                  x cos x
I(x) x cos xdx xsin x cos x I( ) sin cos

sin x
cos x

   





       

 
  11  

  

  انتگرال  مشتق



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  89  رياضي عمومي

 اگر: 5مثالxI(x) xe dx  )I، باشد مقدار2 ) I( )1 كدام است؟  

1 ((e )21 14  2 ((e )21 14  3 ((e )21 12  4 ((e )21 12  

 : گيري جزء به جزء به كمك جدول خواهيم داشت:با استفاده از روش انتگرال  »2«گزينه  پاسخ  
  
  

  
    

 

 حاصل انتگرال : 6مثال( x ) ( xdx)
1

3 2 2


  ، كدام است؟

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 : 4«گزينه  پاسخ«                 x x( x )( xdx) ( x x)dx ( )        
1 1 3 22 13 2 2 6 4 6 4 43 2  

  

 

 مقدار انتگرال : 7مثالxI dx
x





4

3
3
  برابر است با:  2

1 (1  2(ln1 2   3(ln1 3  4(ln2 2  
 : چون درجه صورت و مخرج با هم برابر است، بايد صورت را بر مخرج تقسيم كرد:  »2«گزينه  پاسخ  

x (x )I dx dx ( )dx (x Ln(x )) ( Ln ) ( Ln ) Ln
x x x
  

            
    

4 4 4

3 3 3

43 2 1 11 2 4 2 3 1 1 232 2 2  

 

 عبارتمقدار  :8مثال


x dx
x



1 1
  كدام است؟ 1

1(Ln2 2  2(Ln1 2 2  3(Ln1 2 2  4(Ln2 2  

  : 2«گزينه پاسخ «  x dx( )dx ( )dx dx [x] [Ln(x )] Ln
x x x     


        

     
1 1 1 1 1 11 21 2 2 1 1 2 21 1 1  

               
                         

 

 بارت حاصل ع : 9مثالxI dx
x





1

2 1
  كدام است؟  

1 (2 2  2 (2 1  3 (2 1  4 (2 2  
 : عبارت زير راديكال را برابر  »2«  هگزين پاسخu كنيم:فرض مي  

 
dudux u xdx du xdxx duI dx I [ u ]

u ux x u , x u

              
      

  
1 2 2 2

11 1

2

2
1 2 1 12 2 2 12 2 21 1 1 2 

        

  
  

  

  انتگرال  مشتق
x

x x xx

x

x e
xI(x) xe dx e e I( ) I( ) ( e e ) ( ) ee

e

 







           





2

2 2 2 2 2 22

2

1 1 1 1 1 11 11 2 4 2 4 4 4 42
1
4



  

  

انتگرال و كاربرد انتگرال:  هفتمفصل  90  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل  :10مثال 

3

1 1 x)x(
dx كدام است؟ ،  

1 (6
1  2 (3

1  3 (6
 4 (3

 

 : با استفاده از تغيير متغير » 3«گزينه  پاسخx u كنيم:تست را حل مي    

du
x

dxdu
x

dxux 2
2

  

xArctgArctgu
u

du
x)x(

dx 22
1

2
1 2 




   

6423
212322

1
3

1

3

1











  ArctgArctg]xArctg[
x)x(

dxI  

 
 حاصل  : 11مثالI (x x)(x ) dx  

2

1
2 96 4 2 كدام است؟  

1 (23  2 (19  3 (18  4 (17  
 : 2« هگزين پاسخ «  

(x ) (x )I [(x ) ](x ) dx [(x ) (x ) ]dx [ ]


  


 
           

2

1

12 12 9 11 9 2 4 26 2 4 2 6 2 4 2 6 1912 1  

  
 اگر  :12مثال 



2

1 3 ALn
xx

dx  باشد، عددA  كدام است؟  

1 (6/1   2 (5/1  3 (4/1   4 (2/1   

 : 1«گزينه  پاسخ «  dx dx x( )dx
xx x x(x ) x

  
  

  
2 2 2

1 1 13 2 2
1

1 1
  

52
122

3252
11212

1
1

2

1

2

1

2

1
22

12 LnLn)LnLn()LnLn()]x(Ln[]Lnx[
x
xdx

x
dx




  
  

615
8

5
85852 2

1
2
3

/AALnLnLnLn)(Ln)(Ln   

xدر مورد محاسبه انتگرال دوم با فرض u 2 dux  ، داريم:1 u xdx du xdx     2 1 2 2  

xdx du du. Lnu Ln(x )
u ux

    


   2
2

1 1 1 1 12 2 2 21
  

  
 مقدار انتگرال : 13مثال



xI xe dx 
1

  ، كدام است؟

1 (e  2 (1- e  3 (
e
2  4 (

e


21  

 : كنيم.ميبراي محاسبه انتگرال مورد نظر از روش جزء به جزء استفاده   »4«گزينه  پاسخ  

x x xI xe dx ( xe e ) ( e e ) ( )
e

              
1 1 11 21 1
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 كدام انتگرال زير همگراست؟ :14مثال  

1( tan(x)dx




2


  2( xdx

x



 
 2 1

  3( x arctan(x)dx


 2


  4( xdx

x


1

21
  

 : 4«گزينه  پاسخ«    

xdx du u xdxu du u x I [ x ]
ux x


                 

 
   

1 1
11 2 2 22

2 2
1 1 1 1 1 112 2 21 1

2


  

  همگراست.  1شود، پس انتگرال به عدد مي 1حاصل انتگرال برابر عدد چون 
 

 مساحت محدود به منحني : 15مثالy Lnx  و محورx ها و خطx e كدام است ؟  
1 (1

2  2 (1  3 (e
2  

  

4 (e  

  : 2«گزينه پاسخ«    
e e

Lnx x S Lnx dx [x Lnx x]        11
1 1  

      
 

 مساحت ناحيه محدود به منحني تابع  :16مثالxe.xy  ],[ها روي بازه xو محور  2 2 كدام است؟  

1 (2
11

e
  2 (2

12
e


  3 (2
41

e
  4 (2

52
e

  

  : كنيم: از روش تشكيل جدول انتگرال را حل مي » 2«گزينه  پاسخ     dxexS x 
2 2


  

2
22222 1212224422

2

e
e)(]eee[]exeex[S xxx 


  

x

x

x

x

e
e
ex

ex














2

2
2

 

  
 مساحت سطح محصور بين منحني : 17مثالy x x   2 4   ها كدام است ؟xو محور  3

1 (2
3  2 (3

2  3 (4
3  4 (3

4  

  : 3«گزينه پاسخ«                           y x x x , x         2 4 3 1 3  

 xS ( x x )dx x x        
3 3

11

32 2 44 3 2 33 3  

  
 اگر  :18مثالxF(x) dx

x x




 
 3 2

1
2 1

c، به ازاي    مقدارF( ) 75(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (2
3  2 (3

4  3 (3
2  4 (4

3  

 :2« گزينه پاسخ«  

 cx xF(x) dx dx (x ) dx (x ) c F( ) ( )
x x (x )

 
          

  
  

1 4 4
3 3 3

3 2 23
1 1 3 3 31 1 14 4 42 1 1

    

+  

+  
-  

y Lnx

1 x 

y 

e   



  

  

انتگرال و كاربرد انتگرال:  هفتمفصل  92  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار انتگرال :19مثالxdxI
x


 xبه ازاي  1  cو  8    )75(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟ 2

1(12 2(14 3(15 4 (16  
  :با استفاده از تغيير متغير    »2« گزينهپاسخu x 1،du dx شود:نتيجه مي  

u uI du du (u u )du u u c (x ) (x ) c
u

u


 

             
1 1 3 1 3 1
2 2 2 2 2 2

1
2

1 1 2 22 1 2 13 3  

x ,cI(x) (x ) (x ) c I               
3 1 3 1

8 22 2 2 22 21 2 1 9 2 9 2 18 6 2 143 3  
 

 سطح محصور بين منحني  :20مثالy x 2 yو خطوط  2  xو  11   75(مجموعه مديريت ـ سراسري   است؟ واقع در ناحيه اول كدام(  
1(48 2(33 3(18 4 (15  
 :سطح موردنظر در شكل مقابل هاشور خـورده اسـت كـه برابـر       »3« گزينه پاسخ

yسطح محصور ما بين خط  11 وy x 2 xاز 2   تاx    د.باشمي 3
xS ( (x ))dx ( x )dx ( x )        

3 3 32 2 311 2 9 9 183  
 

 
 در شكل مقابل مساحت  :21مثالS 76(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟(  

1 (16
3  

2 (32
3  

3 (12  
4 (18  
 :دا محل تلاقي دو منحنيابت  »1« گزينه پاسخy x yو 2 x    آوريم.را بدست مي 28

x x x x x       2 2 2 28 2 8 4 2  
xبه ازاي   yآيد. بنابراين خط افقي رسم شده در شـكل، خـط   بدست مي 4y، مقدار 2  ي محاسـبه سـطح هاشـور خـورده     اسـت. بـرا   4

yمحصور ما بين  حموردنظر كافي است سط x  yو  28  xرا در فاصله  4  2 .بدست آوريم  
xS (( x ) )dx ( x )dx ( x )        

2 2 32 2 2 168 4 4 4 3 3  
  

 
 77(حسابداري ـ سراسري   سطح سايه زده شده برابر كدام است؟ :22مثال(  

  

1 (8
3  2 (32

3  

3 (4  4 (16
3  

 :ابتدا محل تلاقي    »2« گزينه پاسخy x  yو  28  x   آوريم.را بدست مي 4 x x      2 28 4 4 2  
yبنابراين سطح محصور ما بين  x  yو  28    برابر است با: 4

xS ( x )dx ( x )dx ( x ) ( ) ( )
 

 
             

  
 

2 2

2 2

32 2 2 8 8 328 4 4 4 8 823 3 3 3  

s 

y  

x 

2x -y = 8  2y = x  S  

x  

y  

y = 4  

2x –y = 8   

3  -3  

y = 11  

+ 2 2y = x  
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 اگر  :23مثالI(t) t Lnt dt  I(e)باشد ، مقدار  23 I( )   )77(حسابداري ـ سراسري   برابر كدام است؟ 1

1 ((e )31 13  2 (( e )31 2 13  3 (( e )31 2 13  4 ((e )31 13  

 :داريم:  »3« گزينه پاسخ
n n

n t tt Lntdt Lnt c
n (n )

 
  

 


1 1
21 1

  بنابراين:

t t tI(t) t Lntdt t Lntdt ( Lnt ) c t Lnt c        
3 3 32 2 33 3 3 3 9 3  

e e eI(e) I( ) (e Lne ) (Ln ) (e ) ( )
         

3 3 33 31 1 2 11 13 3 3 3 3 3  

 

 اگر :24مثالxI(x) xe dx  )I، باشد مقدار2 ) I( )1 77(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟(  

1 ((e )21 14  2 ((e )21 14  3 ((e )21 12  4 ((e )21 12  

 :اشت:گيري جزء به جزء به كمك جدول خواهيم دبا استفاده از روش انتگرال  »2« گزينه پاسخ  

          

x

x x xx

x

x e
xI(x) xe dx e e I( ) I( ) ( e e ) ( ) ee

e

 





           





2

2 2 2 2 2 22

2

1 1 1 1 1 11 11 2 4 2 4 4 4 42
1
4

  

 
 77(علوم اقتصادي ـ سراسري             سطح سايه زده شده، كدام است؟ :25مثال(  

1 (18  
2 (16  

3 (32
3  

4(16  
 :و منحنيابتدا محل تلاقي د   »3« گزينه پاسخy x yو 2 x   آوريم.را بدست مي 4

x x x x x(x ) x ,        2 24 4 4 4    
xS ( x x )dx ( x )      

4 32 2 4 64 324 2 323 3 3 
  

 

 مقدار انتگرال  :26مثالtI dt
t




1

  )78(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (Ln 
1 2 12  2 (Ln1 2  3 (3

2  4 (2
3  

 :2« گزينه پاسخ  «   










111

21111
111

11
1  

Ln))t(Lnt(dt)
t

(dt
t

)t(dt
t

tI  

  

y  

x  
2y=x  

y=4x  

  انتگرال  مشتق



  

  

انتگرال و كاربرد انتگرال:  هفتمفصل  94  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 78(حسابداري ـ سراسري   سطح سايه زده در شكل مقابل كدام است؟ :27مثال(  
1(e 

2 (
e


22  

3 (1 – e  
4(1+e  
 :كنيم و چون قسمتي از منحني زير محور انتگرال را با روش جزء به جزء به كمك جدول محاسبه مي »2« گزينه پاسخx  ها و قسـمتي از آن

  كنيم.ها قرار دارد. بنابراين به ناچار مساحت هر قسمت را جداگانه بدست آورده و با هم جمع ميxبالاي محور 

x x x

x x x

I xe dx (xe e ) ( ) ( e e ) S
e e

I xe dx (xe e ) (e e) ( ) S



             


         





1
1

1 1
1 1

2 2

2 21 1 1 11
1 1 1 1











                   
x

x

x

x e

e

e







1


  

Sبنابراين مساحت موردنظر برابر  S S
e

   1 2
  باشد.مي 22

 

 اگر :28مثالxI(x) dx
x


 )Iباشد، مقدار 1 ) I ( )3 78(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟(  

1 (2  2(8
3  3(

4
3  4 (2-  

 :با استفاده از تغيير متغير    »2« گزينه پاسخu x 1 ،du dx  وx u 1 :خواهيم داشت  

x uI(x) dx du (u u )du u u c (x ) (x ) c
x u




           
  

1 1 3 1 3 1
2 2 2 2 2 21 2 22 1 2 13 31

  

I( ) I( ) ( ) ( ) ( ) ( )             
3 1 3 1
2 2 2 22 2 16 2 83 4 2 4 1 2 1 4 23 3 3 3 3  

 

 78(مجموعه مديريت ـ سراسري                  برابر كدام است؟ سطح سايه زده شده در شكل مقابل :29مثال(  

1(1
3  2(2

3  

3 (1  4 (2  
  

 :آوريم.ابتدا محل تلاقي دو منحني را بدست مي   »2« گزينه پاسخ   x x x      2 24 3 1 1  
  قابل قبول است و بنابراين مساحت سطح موردنظر برابر است با: 1xتوجه كنيد كه فقط ريشه 

xS (( x ) )dx ( x )dx (x )        
1 1 32 2 1 24 3 1 3 3  

  

 

 مقدار انتگرال  :30مثالxI dx
x x







1

2
1
2

  )78(علوم اقتصادي ـ سراسري          .  كدام است؟ 

1 (3  2 (1  3 (3
3  4 (2

3
  

 :با استفاده از تغيير متغير    »1« گزينه پاسخu x x 2 2 ،du ( x )dx 2 du(xيا  2 )dx 1   خواهيم داشت: 2

xI dx x x |
x x 


    




1 12
2

1 2 3
2

duxI(x) dx u du u c u c x x c
ux x




          


  
1 1 1

22 2 2
2

1
1 1 12 2 22 22

  

  

x  

y  

xy = xe   

1  
1-  

y  

x 

y = 3 
2x-y = 4

  انتگرال  مشتق
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 اگر  :31مثالxI(x) e dx   آنگاه ،I( ) I( )1 79(حسابداري ـ سراسري   برابر كدام است؟(  
1(1 2((e )2 1 3((e )1  4 (2  
 :با استفاده از تغيير متغير    »4« گزينه پاسخu x ،u x2  وudu dx2 :داريم   

         x u uI(x) e dx ue du ue du    2 2  
u                       كنيم:گيري جزء به جزء به كمك جدول استفاده ميبراي محاسبه انتگرال اخير از روش انتگرال u uue du ue e c    

  شود:از روابط فوق نتيجه مي
x u u x x xI(x) e dx (ue e ) c ( xe e ) e ( x ) I( ) I( ) e( ) e ( )               2 2 2 1 1 2 1 1 2 1 2   

 
 79(حسابداري ـ سراسري   ر شكل مقابل سطح سايه زده كدام است؟د :32مثال(  

1( 16
3  

2( 4  

3( 8
3  

4( 6  
 :مساحت موردنظر برابر سطح زير منحني    »1« گزينه پاسخy x  و محورx ها در فاصلهx  4 باشد.مي  

S xdx x    
4 3 3

2 242 2 1643 3 3 
  

 

 اگر :33مثالxI dx
x




1

2 1
  )79(مجموعه مديريت ـ سراسري        برابر است با : I مقدار 

1 (1
2  2 (

2  3 (Arc tg1 12  4 (Ln1 22  

 :با استفاده از تغيير متغير    »4« هگزين پاسخu x 2 1 ،du xdx 2 ،duxdx    شود:نتيجه مي 2

duxdx xdxI(x) Lnu c Ln(x ) c I Ln(x ) Ln
ux x

           
 

  
12 2

2 2

1
11 1 1 12 1 1 22 2 2 21 1 

  

 
 سطح محصور بين منحني :34مثالy x yو خط  2 x   : 79(مجموعه مديريت ـ سراسري        برابر است با(  

1 (1
6  2 (1

4  3 (1
3  4 (1

2  

 :آوريم.ابتدا محل تلاقي دو منحني را بدست مي   »1« گزينه پاسخ   x x x x x(x ) x ,        2 2 1 1    
x xS (x x )dx ( )      

1 2 32 1 1 1 1
2 3 2 3 6 

  

 

 اگر  :35مثالxy Ln( x ) sin(e )dx   
yباشد، آنگاه  121 ( )   )79(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ 1

1( 2(1 3(Ln2  4 (sin e1  

 :2« ينهگز پاسخ  «  x xy Ln( x ) sin(e )dx y y ( )
x

         



12

2
2 21 1 121




  

حاصل انتگرال معين توجه:
b

a
f (x)dx .عددي ثابت است، و بنابراين مشتق آن صفر است  

x  4
x y 2

x

y

  عدد ثابت



  

  

انتگرال و كاربرد انتگرال:  هفتمفصل  96  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :36مثالLn xI(x) e dx  2 )Iباشد،  1 ) I( )1  79(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟(  

1 (Ln3  2 (
13 3  3 (Lne 3 1  4 (Lne 31 1

3 3  

 :2« گزينه پاسخ«  

Ln xI(x) e dx x dx ( x ) ( x ) I( ) I( )                
3 3 3 3

2 1 2 2 2 21 2 1 1 1 12 1 2 1 2 1 1 3 1 32 3 3 3 3 3  

 

 37مثال: xxe dx
1   )79(علوم اقتصادي ـ سراسري             برابر كدام است؟  5

1 (( e ) 51 1 425  2 (( e ) 51 425  3 (( e ) 51 45  4 (( e ) 51 1 45  

 :كنيم.براي محاسبه انتگرال از روش جزء به جزء به كمك جدول استفاده مي   »1« گزينه پاسخ  

x

x x xx

x

x e
xI xe dx ( e e ) ( e e ) ( ) e ( e )e

e










           





5
1 5 5 5 5 5 5 55

5

11 1 1 1 4 1 11 4 11 5 25 5 25 25 25 25 255
1

25

  

 

 گرال مقدار انت :38مثالxI dx
x




1

  )80(حسابداري ـ سراسري   برابر است با : 1

1 (2 Ln  2 (2 Ln – 1  3 (3
2  4 (1

2  

 :2« گزينه پاسخ «   x (x )I dx dx ( )dx (x Ln( x)) Ln
x x x   

 
        

    
1 1 1 11 1 11 1 1 21 1 1  

 

 مقدار انتگرال  :39مثالxI xe dx 
1   )80(حسابداري ـ سراسري   :بر است با برا 22

1 ((e )21 12  2 ((e )21 12  3 (e21
2  4 (e2  

 :كنيم:از روش جزء به جزء به كمك جدول استفاده مي  »1« گزينه پاسخ                               

                

x

x x xx

x

x e

I xe dx (xe e ) (e e ) ( ) (e )e

e



         





2
1 2 2 2 2 2 22

2

2
11 1 1 11 2 12 2 2 2 22

1
4








  

 
 در شكل مقابل مقدار مساحت  :40مثالS 80(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟(  

1(e2  
2(e4  

3 (e1
3  

4 (13  x 

y  

xy = xe   
S  + 4 2y = x  

1  

  انتگرال  مشتق

  انتگرال  مشتق
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 :ساحت موردنظر، برابر مساحت محصور مابين نمودارم  »4« گزينه پاسخy x 2 xyو  4 xe در فاصله[ , ]   باشد.مي 1

x x xxS (x xe )dx ( x xe e ) ( e e) ( )


  


               
31 2 1 1 14 4 4 13 3 3  

 

 مقدار انتگرال :41مثالxI dx
x




1

1
  )80(مجموعه مديريت ـ سراسري   برابر است با:  

1(4 2 2
3  2( 4 2 2

3  3(1 2
3  4( 1 2

3  

 :1« گزينه پاسخ«     

x             روش اول:        (x )I dx dx ((x ) (x ) )dx ( (x ) (x ) )
x

(x )
   


 

         




  
1 1 1 1 1 3 1

2 2 2 2
1
2

11 1 21 1 1 2 131
1

  

( ) ( ) ( )  
            

3 1
2 22 2 2 4 2 2 4 4 2 22 2 2 2 2 2 2 23 3 3 3 3 3 3  

uتغير براي محاسبه انتگرال از تغيير م روش دوم: x 1  و ياu x 1 .استفاده كنيد  
 

 مقدار انتگرال :42مثالx dx
x



5

1
  )80( مديريت صنعتي ـ آزاد    برابر است با: 1

1(( arctg )2 2 2  2(( arctg )2 2 2  3(( arctg )5 2 5  4((arctg arctg )2 5 1  

 :2« گزينه پاسخ«     x dx ( x Arctg x ) ( Arctg ) ( Arctg )
x


       
5

1

51 2 1 1 2 4 4 2 2 21  

 

 مقدار انتگرال  :43مثالxdx
x 

1

  )80(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ 1

1 (Ln1 2  2 (Ln 2  3 (Ln1 2  4 ((Ln ) 2 1  

 :1« گزينه پاسخ  «  xdx (x ) dx ( )dx (x Ln(x )) Ln
x x x

 
       

    
1 1 1 11 1 11 1 1 21 1 1   

  

 

 مقدار  :44مثالx x dx





1
2   )81(حسابداري ـ سراسري   برابر است با: 1

1 (

8

1 5  2 (



8

1 5  3 (

16

1 5  4 (



16

1 5  

 :براي محاسبه انتگرال از تغيير متغير    »3« گزينه پاسخu x 1 ،du dx كنيم.استفاده مي  

x x dx (u ) udu (u u ) u du (u u u )du            
1 5 3 1

2 2 2 2 2 2 21 1 2 1 2  

u u u c (x ) (x ) (x ) c          
7 5 3 7 5 3
2 2 2 2 2 22 4 2 2 4 21 1 17 5 3 7 5 3  

x x dx ( (x ) (x ) (x ) )


 
            


7 5 3

2 2 2 2
1

2 4 2 2 4 2 3 84 7 161 1 1 1 17 5 3 7 5 3 1 5 1 5
   

 
  

  



  

  

انتگرال و كاربرد انتگرال:  هفتمفصل  98  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ر بين دو منحنيسطح محصو :45مثالy x x 2 yو  2 x    )81(حسابداري ـ سراسري   چقدر است؟ 24
1 (5  2 (9  3 (7

3  4 (2
3  

 :آوريم.ابتدا محل تلاقي دو منحني را بدست مي   »2« گزينه پاسخ  
x x x x x x x x ,             2 2 2 22 4 2 2 4 2 1 2   

( ) ( )         
16 2 2 78 4 4 1 93 3 3 3


S (( x ) (x x))dx ( x x )dx ( x x x )

 
         

 
2 2

1 1
2 2 2 2 3 224 2 4 2 2 4 13

  

 
 سطح محصور بين خط :46مثالy x    )81(حسابداري ـ آزاد   ها واقع در ربع اول چه مقدار است؟ها و محور عرضو محور طول 2

1 (1
2  2 (4  3 (2 2  4 (2  

 :با توجه به شكل مساحت مورد نظر برابر است با:   »4« گزينه پاسخ  

                                                                            S 


2 2
2  

  
 

 حاصل انتگرال :47مثالxxe dx
1

  )81زاد (حسابداري ـ آ       كدام است؟ 
1(e 1  2(e 1 3(e 4 (1  

 :4« گزينه پاسخ«                  x x xxe dx (xe e ) (e e) ( )      
1 1 1 1





  

 
 جواب انتگرال :48مثالLnx dx

xLnx x به ازايc   وx    )81( مجموعه مديريت ـ سراسري   ، كدام است؟  2

1(Ln2  2(Ln 2 2 3(Ln 2 2  4(Ln ( Ln )2 2 2  

 :با استفاده از تغيير متغير   »4« گزينه پاسخu Lnx،dxdu
x

 :خواهيم داشت  
Lnx Lnx dx u (u )I(x) dx . .du .du ( )du

xLnx x Lnx x u u u
 

     
        

1 1 111 1 1 1  
cu Ln(u ) c Lnx Ln(Lnx ) c I( ) Ln Ln(Ln ) Ln( Ln )             1 1 2 2 2 1 2 2 2  

             

 مقدار انتگرال معين :49مثالI x dx


 
3

3
  )81( مجموعه مديريت ـ سراسري    ، برابر است با: 29

1(9
2  2(4 3  3(9 2  4(3

2  

 :3« گزينه پاسخ«   
xاز تغيير متغير روش اول: sin t 3،dx cos tdt x، ازxكنيم. فاصله تغييرات استفاده مي 3  3 تاx  از  tباشد، بنابراين تغييرات مي 3

t 
 tتا  2 

 x     خواهد  بود. 2 dx sin t cos tdt ( sin t) cos tdt

 

 
        

3 2 22 2 2
3

2 2

9 9 9 3 9 1 3  

cos tcos t cos tdt cos tdt ( )dt ( cos t)dt

   

   


        

2 2 2 2

2 2 2 2

2 1 2 93 3 9 9 1 22 2  

(t sin t) ( sin ) ( sin( ))


  

        


29 1 9 1 9 1 922 2 2 2 2 2 2 2 2
2

  

2  

2  
y + x = 2  

1  

1  S 



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  99  رياضي عمومي

  كنيم.براي محاسبه انتگرال از روش جزء به جزء استفاده مي روش دوم:
xu x du dx
x

dv dx v x

    
 
   

2
2

9
9  

x ( x )I(x) x dx x x dx x x dx
x x

  
       

 
  

2 22 2 2
2 2

9 99 9 9
9 9

  

I(x)

dx xx x x dx x x Arcsin x dx
x

         


  2 2 2 2
2

9 9 9 9 9 939 
  

  شود:از محاسبات فوق نتيجه مي
x xI(x) x x Arcsin I(x) I(x) x x Arcsin       2 29 9 2 9 93 3  

x xI(x) (x x Arcsin ) I x dx (x x Arcsin )


         


32 2 2
3

31 19 9 9 9 9 32 3 2 3  

( Arcsin ) ( Arcsin( )) ( ) ( )     
         

1 1 1 9 1 9 9 9 99 1 9 12 2 2 2 2 2 4 4 2   

yانتگــرال معــين مــوردنظر برابــر مســاحت محصــور مــابين روش ســوم: x  هــا در xو محــور  29

xفاصله  3 yباشد. توجه كنيد كهمي 3 x  باشـد. بنـابراين   مـي  3اي به شعاع ، نيم دايره29

I         است. 3انتگرال موردنظر برابر مساحت يك نيم دايره به شعاع  r 
     2 21 1 932 2 2  

xمعادله يادآوري: y r 2 2   است. rاي به شعاع ، دايره2

y r x
x y r y r x

y r x

        
   

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
  

 
 طح محصور بين منحنيس  :50مثالy x yو خط به معادله 3 x  81( مجموعه مديريت ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 (1  2(1
2  3(1

3  4(1
4  

 :2« گزينه پاسخ«   x x x x x(x ) x , ,         3 3 2 1 1 1    
x xS (x x)dx ( ) ( )


       

 1

4 23
1

1 1 1
14 2 4 2 4

 
  

x xS (x x )dx ( ) ( )       
1 2 43

2
1 1 1 1

2 4 2 4 4



  

S S S    1 2
1 1 1
4 4   كل  2

 

 حاصل  :51مثالx
dx

e



 1
  )81(علوم اقتصادي ـ سراسري             ، كدام است؟

1 (2  2 (Ln2  3 (Ln3  4 (  

 :2« گزينه پاسخ«  x
x
dx Ln(e ) Ln(e ) Ln(e ) Ln Ln

e


 

          


 1 1 1 2 2
1

 


  

  نيم دايره بالايي:   

  نيم دايره پاييني:  

3  -3 

2x –9  y =   

y = x 
3y = x 



  

  

انتگرال و كاربرد انتگرال:  هفتمفصل 100  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :52مثالF (x) x x  212 Fو  12 ( )  2 وF( ) 1   )82اري ـ سراسري (حسابد  برابر است با: F(x)باشد، آنگاه تابع 2
1 (F(x) x x x   4 32 2 1  2 (F(x) x x x  4 3 22  
3 (F(x) x x x   4 23 2 2  4 (F(x) x x x   4 32 4 3  
 :گيري از رابطهبا انتگرال   »1« گزينه پاسخF (x) كنيم.كنيم و از مقادير داده شده استفاده ميشروع مي  

F (x) x x F (x) ( x x)dx x x c        2 2 3 212 12 12 12 4 6  
F ( )F (x) x x c c F (x) x x            23 2 3 24 6 2 4 6 2    

F(x) ( x x )dx x x x c       3 2 4 34 6 2 2 2  
F( )F(x) x x x c c c F(x) x x x                 1 24 3 4 32 2 1 2 2 2 1 2 2 1  

  
 

 مساحت  :53مثالS 82(حسابداري ـ سراسري   در شكل داده شده كدام است؟(  
1 (e 4 1  
2 (e 41  
3 (e e 4 4  
4 (e e 4 4  
 :روش اول:  »2« گزينه پاسخ   

     x x x xS e dx e dx e e ( e ) ( e ) e


    
          

 
2

2
2 2 2 2 4 4 421 1 1 1 1 1 122 2 2 2 2 2








  

  ضرب كنيم. 2ها كافي است مساحت يك طرف را حساب كرده و حاصل را در yبه دليل تقارن شكل نسبت به محورروش دوم: 
x xS e dx e e  

     
2 2 2 4212 2 12 

  

 
 سطح محصور بين منحني  :54ثالمy x yو خط 2 x 82(حسابداري ـ آزاد        چه مقدار است؟(  

1 (1
3  2 (1

2  3 (1
4  4 (1

6  

 آوريم.ابتدا نقاط تلاقي منحني و خط را به دست مي  »4« گزينه سخ:پا   x x x x x(x ) x ,        2 2 1 1    
x xS (x x )dx ( )

 
      

1 2 32 1 1 1 1
2 3 2 3 6  

 
 اگر مساحت سطح زير منحني :55مثالy ln(x )  xاز نقطه 1   تاx c برابرc    كدام است؟ cشود، مقدار 2

  )82(مجموعه مديريت ـ سراسري 
1(e 1  2(e 2  3(e 2 1  4(e 2 2  
 :ابتدا توجه كنيد كه:  »3« گزينه پاسخ  

c c
Ln(x )dx ((x )Ln(x ) x) ((c )Ln(c ) c) (Ln ) (c )Ln(c ) c               1 1 1 1 1 1 1 1





  

  فرض مسأله:طبق 
(c )Ln(c ) c c (c )Ln(c ) c (c ) Ln(c ) c e c e                    2 21 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2 1 1  

x 

y  

2  2-  

2xy = e  2x-y = e  

S  



  

  

101  رياضي عمومي  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 پاسخ انتگرال :56مثال
x

x
e dx

e 1
xبه ازاء     82(مديريت صنعتي ـ آزاد   چيست؟(  

1(Ln2 2  2(Ln2 4  3(Ln4 2  4(Ln2 2  
 :براي محاسبه انتگرال از تغيير متغير  ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ پاسخx xdu e dx ,u e  1 كنيم:استفاده مي  

x
x

x
e duI(x) dx Lnu c Ln( e ) c I( ) Ln c

ue
         


  1 2

1
  

 
 سطح محصور منحني :57مثالy x 2 yو خطوط 7  xو 11    )82(مديريت صنعتي ـ آزاد    در ناحيه اول كدام است؟ 1

1(4
3  2(5

4  3(5
3  4(

5
3  

 :ابتدا محل تلاقي منحني  »3« گزينه پاسخy x 2 yخطو  7 11 آوريم.را در ناحيه اول به دست مي   
x x x     2 27 11 4 2  

xS ( (x ))dx ( x )dx ( x ) ( ) ( )            
2 2

1 1

32 2 2 8 1 511 7 4 4 8 413 3 3 3  

 

 مقدار  :58مثالdx
x( x )

1

1
  )82(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ 

1 (  2 (Ln2  3 (Ln2 2  4 (  

 :براي محاسبه انتگرال از تغيير متغير  »3« گزينه پاسخu x 1،du dx
x


1

2
dxيا  du

x
   كنيم.استفاده مي 2

dx duI(x) Lnu c Ln( x ) c
ux ( x )

      
 

2 2 2 1
1

  

dx Ln( x ) Ln Ln Ln
x ( x )

     


1 12 1 2 2 2 1 2 2
1 

  

 

 مقدار  :59مثال
Ln

xe dx
2

  )82(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ 1

1 (
2 2  2 (

2 2  3 (
2 4  4 (

2 4  

 :كنيم:انتگرال به ترتيب زير عمل مي براي محاسبه  »1« گزينه پاسخ  
xe ux x x uduu e u e udu e dx dx

u
         



2 12
2

21 1 2
1

  

x udu u (u )I(x) e dx u. du du ( )du (u Arctgu) c
u u u u

 
         

   
    

2 2
2 2 2 2

2 1 1 11 2 2 2 1 2
1 1 1 1

Ln
x x x x x Ln

( e Arctg e ) c e dx ( e Arctg e )          
2 22 1 1 1 2 1 1

 
  

Ln Ln( e Arctg e ) ( e Arctg e ) ( Arctg ) ( Arctg ) ( ) 
               2 22 1 1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 24 2

     

  
  



  

  

انتگرال و كاربرد انتگرال:  هفتمفصل 102  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار انتگرال :60مثالxI xe dx 
1

  )83(حسابداري ـ سراسري   ، كدام است؟

1 (e  2 (1- e  3 (
e
2  4 (

e


21  

 :كنيم.براي محاسبه انتگرال مورد نظر از روش جزء به جزء استفاده مي  »4« گزينه پاسخ  

x x xI xe dx ( xe e ) ( e e ) ( )
e

              
1 1 11 21 1





  

 

 مقدار :61مثالI sin xdx



 
2   )83(حسابداري ـ آزاد        برابر است با: 4

1 (
16  2 (3

16  3 (
8  4 (2

3  

 :هاي طلاييبراي محاسبه انتگرال داده شده از فرمول  »2« گزينه پاسخcossin  
 2 1 2

coscosو 2  
 2 1 2

  كنيم.استفاده مي 2

cos xsin xdx (sin x) dx ( ) dx ( cos x cos x)dx
       4 2 2 2 21 2 1 1 2 2 22 4  

cos x( cos x )dx ( cos x cos x)dx ( x sin x sin x) c
          

1 1 4 1 3 1 1 3 11 2 2 2 2 4 2 44 2 4 2 2 4 2 8  

sin xdx ( x sin x sin x) ( sin sin )




 
 

          42 1 3 1 1 3 1 32 4 224 2 8 4 4 8 16  

 

 مقدار :62مثالx | x | dx





2

2
  )83(حسابداري ـ آزاد        برابر است با: 

1 (8
3  2 (  3 (12

5  4 (14
5  

 :انتگرال زيرچون تابع  » 2« گزينه پاسخ(f (x) x | x |).تابع فرد است لذا مقدار انتگرال برابر صفر است ،  
 

 سطح محصور به توابع :63مثالf (x) x 2 g(x)و1 x    )83(مديريت صنعتي ـ آزاد     ؟را به دست آوريد 21

1 (4  2(9
3  3(8

3  4(4
3  

 :آوريم.ابتدا نقاط تلاقي دو منحني را بدست مي  »3« گزينه پاسخ   
      x x x (x ) x ,           2 2 2 21 1 2 2 2 1 1 1   

 S ( x ) (x ) dx ( x )dx ( x x )
 

        
 

1 1

1 1
2 2 2 3 12 81 1 2 2 2 13 3  

 

 اگر :64مثال
x

tf (x) (t )e dt 
1 2 11


xطي كهباشد، در شراي    ،استf
x




  )83(علوم اقتصادي ـ آزاد     كدام است؟  

1(e  2(e  3(e 1  4(e1   
 :1« گزينه پاسخ«          

x

t x xf ff (x) (t )e dt (x )e (x )e ( )e e
xx x

    
             

 
1 2 1 2 1 2 1 11 1 1 1


 


  



  

  

103  رياضي عمومي  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :65مثالdx dy
y x

 باشد در شرايط اوليهx
y



1


  )83( علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام گزينه مناسب است؟  

1(x y 2 2 1  2(x y 2 2 1 3(x y 1  4(x ln y  

 :2« گزينه پاسخ«  dx dy x yxdx ydx c
y x
     

2 2

2 2  

x از شرط اوليه 1 ،y   شود:نتيجه مي        x yc c x y         
2 2 2 21 1 1 12 2 2 2 2 2

  

 
 اگر :66مثالdxf (x)

x


 2
2

3
fگيري صفر باشد، مقدارو ثابت انتگرال  (   )83( علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام است؟  3(

1(
2 3

  2(2
3

   3(
8 3

  4(
3

  

 :1« گزينه پاسخ«  
dx dx x cf (x) Arctg c f ( ) Arctg Arctg

x x
           

 
 2 2

2 2 2 3 2 22 3 1 43 3 3 3 3 3 2 33 3
   

                          
 

 گرالانت  :67مثالx dx
x(x )




4
  )84(مجموعه مديريت ـ سراسري   برابر كدام است؟  2

1(xln dx
(x ) 22

  2(xln c
x


2
2  3((x )ln c

x



22  4(xln c

x




2

2  

 :كنيم.استفاده ميبراي محاسبه انتگرال از روش تجزيه كسرها  » 4« گزينه پاسخ  
x A B A(x ) Bx (A B)x A

x(x ) x x x(x ) x(x )
    

   
   
4 2 2
2 2 2 2  

A B B Bx (A B)x A
A Ax(x ) x(x )
         

        

1 2 1 14 2
2 4 22 2  

x xdx ( )dx Lnx Ln(x ) c Ln c
x(x ) x x x


        

   
24 2 1 2 22 2 2            

 
 سطح محصور بين دو منحني :68مثالy x yو  2 x  :84(حسابداري ـ آزاد        برابر است با(  

1 (1
3  2 (1

4  3 (2
3  4 (1

2  

 :آوريم.ها را به دست ميابتدا محل تلاقي منحني  »1« گزينه پاسخ    
x x x x x x x(x ) x ,          2 4 4 3 1 1    

xS ( x x )dx ( x )    
1 3 32 2 12 1

3 3 3 
  

 
 84( علوم اقتصادي ـ آزاد    ر زده كدام است؟ در شكل زير مساحت قسمت هاشو  :69مثال(  

1(6 

2(8
3  

3(2
3  

4(14
3  

y  

x  

y = 3  1 - 2y = x  

 گيريماز طرفين رابطه انتگرال مي



  

  

انتگرال و كاربرد انتگرال:  هفتمفصل 104  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 :ابتدا از رابطه داده شده  »4« گزينه پاسخxرا برحسبy آوريم:به دست مي    
          y x x y x y        2 21 1 1  

xسطح موردنظر، ناحيه محصور بين y 1و محورyها در فاصلهy  3 باشد.مي  

S y dy (y ) dy (y )         
3 3 1 3

2 2 32 16 2 141 1 13 3 3 3  
  

 

 مقدار انتگرال :70مثالxxe dx
1   )85ري ـ آزاد (حسابدا  چه ميزان است؟ 2

1 (e  1
2 2 ((e )

1 12  3 (e2  4 (e2  

 :از تغيير متغير  »2« گزينه پاسخu x 2،du xdx         كنيم.استفاده مي 2

     x u u xxe dx e du e c e c     
2 21 1 1

2 2 2  

x                            بنابراين: xxe dx e e  
1 2 2 11 1 1

2 2 2 
  

 
 اگر :71مثال  xI(x) (x )e dx11 گيري صفر باشد مقدارو ثابت انتگرالI(   )85(علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام گزينه است؟ (

) e1  3 (e2  4) 2  ) صفر1
e
2  

 :كنيم.  گيري جزء به جزء استفاده مياز روش انتگرال » 1« گزينه پاسخ         
              x xI(x) (x )e dx xe I( )      1 11    

 

 مقدار انتگرال :72مثالxxe dx
1   )85بازرگاني ـ آزاد  (مديريت  چيست؟ 2

1 (e  1
2  2 ((e )

1 12  3 (e  4 (e1
2  

 :از تغيير متغير  »2« گزينه پاسخu x 2،du xdx       كنيم.استفاده مي 2

       x u u xxe dx e du e c e c     
2 21 1 1

2 2 2  

x                            بنابراين: xxe dx e e  
1 2 2 11 1 1

2 2 2 
  

 

 مقدار :73مثالcos xsin xdx




2   )85(مديريت بازرگاني ـ آزاد   چيست؟ 2

1 (1
6  2 (1

2  3 (1
3  4 (1  

 :از تغيير متغير  »3« گزينه پاسخu cos x،du sin xdx  كنيم.استفاده مي  

cos xsin xdx u du u c cos x c 
      2 2 3 31 1

3 3  

cos                              بنابراين: xsin xdx cos x

 


 
2 2 31 123 3 

  

  



  

  

105  رياضي عمومي  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :74مثال


x tF(x) dx
t2

2
2 3

Fين صورتباشد، در ا  (   )85(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟ 3(

1 (4  2 (3
2  3 (2

3  4 (3
2  

 :2« گزينه پاسخ«          xF (x) F ( )
x

    


2
2

9 33 6 23
  

 

 مقدار :75مثال


e ( Lnx) dx
x1

  )85(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟ 21

1 (7
3  2 (e2  3 (1

3  4 (8
3  

 :1« گزينه پاسخ«                   
e e( Lnx) ( Lnx)dx

x
 

   1
2 31 1 8 1 7

13 3 3 3  

 
 حاصل :76مثال

 
dx

(x )(x )2 2
3
1 4

  )85(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟ 

1 (xArc tan x Arc tan c 
1
2 2  2 (xArc tan Arc tan x c 

1
2 2  

3 (xArc tan Arc tan x c 2  4 (Arc tan x Arc tan x c 2  

 :1« گزينه پاسخ«  dx (x ) (x ) xdx ( )dx Arctgx Arctg c
(x )(x ) (x )(x ) x x

  
     

       
2 2

2 2 2 2 2 2
3 4 1 1 1 1

2 21 4 1 4 1 4
  

 
 حاصل :77مثال (tgx cot gx) dx2 85(مديريت تكنولوژي ـ آزاد   كدام  است؟(  

1 (tgx cot gx c   2 ((tgx cot gx) c 21
2  3 ((tgx cotgx) c  21

2  4 (tgx cot gx c   

 :4« گزينه پاسخ«   
     (tgx cot gx) dx (tg x cot g x )dx ( tg x)dx ( cot g x)dx tgx cot gx c             2 2 2 2 22 1 1  

 
 حاصل :78مثال   ( x)( x x)dx1   )85(مديريت تكنولوژي ـ آزاد   كدام است؟ 1

1 (x x x c 
22
5  2 (x x x c 

22
5  3 (x x x c 

2
5  4 (x x x c 

2
5  

 :2« گزينه پاسخ«    ( x )( x x )dx ( x x )dx x x x c         221 1 1 5  
 

 ته باشيماگر داش :79مثال



dxf (x)

x x2 1
f، مقدار (   )86(علوم اقتصادي ـ سراسري   گيري) كدام است؟(ثابت انتگرال cبه ازاي 1(

1 (Ln 2  2 (A A  3 (Ln( )2 1  4 (Ln( )2 1  
 :4« گزينه پاسخ«    

    cdx xf (x) Ln( ) c f ( ) Ln( ) Ln Ln( )
xx x

 
          




2

2
1 1 11 1 2 2 1

2 11
  

duاز فرمولتذكر:  a u aLn( ) c
a uu u a

  
 




2 2

2 2
  ايم.استفاده كرده 1
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 مقدار انتگرال :80مثال





dx
sin x

2

3

  )86(علوم اقتصادي ـ سراسري   برابر است با: 

1 (Ln 2  2 (Ln 3  3 (
32 2  4 (

3 22  

 :2« گزينه پاسخ« 

dx Ln( cot gx) Ln( ) Ln( ) Ln( ) Ln Ln
sin x sin x







           


2

3

1 1 3 2 3 3 32 1 33 3 3 33
3 2

  

 
 مقدار انتگرال :81مثالdx

x Lnx :86(علوم اقتصادي ـ آزاد   برابر است با(  

1( Lnx c2  2( Lnx c   3 (Lnx c1
2  4 (

Lnx
2  

 :با تغيير متغير  »1« گزينه پاسخu Lnx وdxdu
x

 شود:نتيجه مي      

    dx du u c Lnx c
x Lnx u

      2 2  

 

 اگر :82ثالم
a

a

sinx dx
x







3 2

1 21
  )86(مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟ aباشد،  

1( ,4 23  2( 2  3( 4
3  4( , 

4 23  

 :شود.ل انتگرال صفر ميها قرينه باشند حاصتابع مقابل انتگرال فرد است پس اگر كران  »4« گزينه پاسخ  

         a ( a) a 
     

43 2 1 3  

a                            ها برابر باشند، حاصل انتگرال صفر است، پس:همچنين اگر كران a a     3 2 1 2  
 

 شيب خط مماس بر  :83مثال f  در نقطه(x,y) از رابطهx
x




1
fآيد، اگربه دست مي 1 ( )  fباشد، آنگاه 1 (     چقدر است؟ 1(

  )86(مديريت صنعتي ـ آزاد 

1( 
 2  2( 1  3( 

2  4( 1  

 :3« گزينه پاسخ«    dy x xy ( )dx Arcsin x x c
dx x x x


       

  
 2

2 2 2
1 1 1
1 1 1

  

fچون ( ) 1پس ،c   شود و در نتيجهحاصل ميf ( ) 
1 2.  

 

 اگر :84مثال



x dtf (x)

t2 31
و  xg(x) xe باشد(gof ) (   )86مديريت بازرگاني ـ آزاد (  كدام است؟ 2(

1( 1
3  2( 3  3(3-  4(1

3  

 :4« گزينه پاسخ«       (gof ) ( ) f ( )g (f ( ))     
1 12 2 2 13 3  
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 نمودار تابع :85مثالf باشدبه شكل زير ميf (x)dx
5

  )86مديريت دولتي ـ آزاد (  كدام است؟ 

1( 3  2( 15
4  

3( 9  4( 12
7  

 
 

 :توجه كنيد تعبير انتگرال مساحت زيـر منحنـي اسـت. البتـه بايـد توجـه داشـت انتگـرال مربـوط بـه سـطحي كـه زيـر                »1« گزينه پاسخ
  باشد.ي مساحت آن قسمت با علامت منفي ميبا اندازههاست برابر xمحور

 

 اگر  :86مثال 
x

F(x) dt
t

1375

3
F''باشد  1 (x) 86(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟(  

1( 
x

1375  2( 
x2

1375  3( 
x
3  4( 

x2
3  

 :4« گزينه پاسخ«               F (x) x F (x)
xx x

      2
3 2
1 3 33  

 

 مقدار :87مثالdx
x

2
3

24 9
  )86(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟ 

1( 
6  2( 

18  3( 3
5  4( 1

2  

 :2« گزينه پاسخ«  dx xArctg Arctg
x


  

 2

21 3 1 336 2 6 184 9 
  

 
 حاصل :88مثال ln xdx2 86(مديريت دولتي ـ آزاد   چقدر است؟(  

1((x x ) ln x c  2 2 2  2( (x x ) ln x c  2 2 2  3(xln x xlnx x c  2 2 2  4( x ln x x ln x x c  2 2 2  
 :از روش جزء به جزء استفاده كنيد.  »3« گزينه پاسخ (dv dx , u Ln x)  2  

 

 حاصل :89مثالx xe e dx





16   )87(حسابداري و مديريت ـ سراسري   كدام است؟9

1(61
9  2(52

9  3(122
27  4(1 4

27
  

 :با استفاده از تغيير متغير  »3« گزينه پاسخxu e ،xdu e dx شود:نتيجه مي  

x xe e dx udu ( u)



     


 

1 3
2

1
2 12216 9 16 9 16 927 27






  

 

 سطح محصور بين خط :90مثالy x و منحنيy
x2
yو خط 1   )87(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟2

1(
1 2 22  2(

3 22  3(2 2 2  4(
7 2 22  

3 

3 

y  

x 
O  4 5 3 

2  

3 
7 
2  
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 :جه به شكل مقابل مساحت موردنظر برابـر مسـاحت سـطح محصـور     با تو  »4« گزينه پاسخ

xمابين منحني 
y


xو خط   1 y  در بازهy 1   باشد، بنابراين:مي 2

 ys (y )dy (y y )dy ( y )
y



      
2 2

1 1

1 12
2 21

21 2 12  

     ( ) ( )     
1 72 2 2 2 2 22 2  

 

 مقدار انتگرال :91مثالI x x dx 
1 2   )87(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟ 21

1(
16  2(

8  3(1
2  4(2  

 :تغير براي محاسبه انتگرال موردنظر از تغيير م  »1« گزينه پاسخdx cos d , x sin     كنيم، در اين صورت:استفاده مي  

cos

cosI x x dx sin sin cos d sin d d ( sin )

  




  

                    
1 2 2 22 2 2 2 21 1 1 4 1 11 1 2 4 24 4 2 8 4 16   


  

 
 انتگرال معين :92مثال


I sin ( x)dx


 

2 36   )87(مديريت صنعتي ـ آزاد   را محاسبه كنيد. 2
  -16 )4  12)3  صفر )2  2 )1
 :ها برابر صفر است.ينوس و كسينوس با توان فرد در يك دوره تناوب آنحاصل انتگرال توابع متناوب س  »2« گزينه پاسخ  

 

 حاصل :93مثال


x x dx  
2   )87(مديريت بازرگاني ـ آزاد   كدام است؟ 2

1( 8
3  2( 9

3  3( 7
3  4( 1

3
  

 :3« گزينه پاسخ«     xx x dx x ( )dx x ( )dx       
2 1 2 2

11

32 2 2 71 3 3 
  

 

 87(مديريت دولتي ـ آزاد   مساحت قسمت هاشورزده در شكل زير كدام است؟ :94مثال(  

1( 2
3  

2( 1
3  

3( 1  
4( 2  
 :ابتدا محل تلاقي دو منحني يعني خط   »1« گزينه پاسخy  yو3 x  x    كنيم.را پيدا مي 24 x x      2 24 3 1 1  

yهاشور خورده همان ناحيه مابين منحني مساحت قسمت x  yو خط 24  xدر فاصله 3 1 باشد، بنابراين:مي  
xS (( x ) )dx ( x )dx (x ) |

 
        

1 1 132 2 24 3 1 3 3   
  
  

y 

y=3 

x 

2x-y=4 

2
1 1y x

yx
  

1  

2  

1s

2s

y x
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 مقدار انتگرال :95مثال


xI
x x




 
1

2
3 4

3 2
  )87(مديريت دولتي ـ آزاد   برابر است با: 

1( Ln 72 6  2( Ln 5
2  3( Ln 9

2  4( Ln 32 2  

 :3« گزينه پاسخ«  x xdx dx ( )dx
(x )(x ) x xx x  

 
  

    
  

1 1 1

2
3 4 3 4 2 1

1 2 2 13 2
  

( Ln(x ) Ln(x )) ( Ln Ln ) ( Ln Ln ) Ln Ln Ln          1 92 2 1 2 3 2 2 2 1 2 3 2 2  

 
 اگر داشته باشيم :96مثال(x )y (y )  1 2 xبه ازاي yمختصات بگذرد، مقدار تابع و با فرض آن كه نمودار اين تابع از مبدأ  1 3  كـدام

  )88(علوم اقتصادي ـ سراسري     است؟ 
1( 14  2( 15  3( 16  4( 18  
 :2« گزينه پاسخ«   

  dy dy dx(x ) (y ) Ln(y ) Ln(x ) c
dx y x

         
 

21 2 1 1 2 11 1  

)چون طبق فرض مسأله نمودار تابع از نقطه , )  كند پسعبور ميc   باشد.مي  
xLn(y ) Ln(x ) Ln(y ) Ln(x ) y (x ) y             32 21 2 1 1 1 1 1 15  

 
 88(مديريت دولتي ـ آزاد   مساحت قسمت هاشور خورده در شكل زير كدام است؟ :97مثال(  

  

1( 16
3  2( 14

3  

3( 8
3  4( 7

3  

 :برابر كنيم. 2ارن شكل نسبت به مبدأ كافي است مساحت ناحيه سمت راست را بدست آورده و حاصل را با توجه به تق   »1« گزينه پاسخ   

x x dx udu u du u c ( x ) c   
          

1 3 3
2 22 2 21 1 1 2 14 42 2 2 3 3  

u x du xdx    24 2  

S x x dx ( x )
 


     

2 3
2 2 2 22 162 4 43 3  

 

 اگر :98مثال
x

xg(x) xe , f (x) dt
t

 


2 3
1

1
gof)باشد آنگاه  ) ( )   )88(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟ 2

1( 
1
3  2( 1

3  3( 3  4( 3-  

 :ابتدا توجه كنيد كه  »2« گزينه پاسخ(gof ) ( ) f ( )g (f ( ))  2 2     پردازيم:حال به محاسبه مقادير لازم مي2
x

f (x) dt f (x) f ( )
t x

      
 

2 3 3
1 1 1 12 31 81 1

  

x
f (x) dt f ( ) dt

t t
   

 
 

2

2 23 3
1 12

1 1
  

x x xg(x) xe g (x) e xe g (f ( )) g ( ) e e (gof ) ( ) ( )( )                
1 12 1 2 13 3  

y  

2 
-2  

x 

y x x  24

 گيريماز طرفين انتگرال مي
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 حاصل انتگرال :99مثال
e

e

dx
xLnx

2
  )88(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟ 

1( Ln 1
2  2( Ln1 2  3(Ln1 2  4( Ln2  

 :براي محاسبه انتگرال از تغيير متغير  »4« گزينه پاسخu Lnx،dxdu
x

كنيم.استفاده مي    

e

e

dx du dx eLn | u | c Ln | Lnx | c (Ln | Lnx |) Ln(Lne ) Ln(Lne) Ln
xLnx u xLnx e

           
2 2 2 2  

 
 

 در شكل داده شده، مساحت  :100مثالS :89(علوم اقتصادي ـ سراسري   برابر است با(  
  

1 (ln 4 2 1  
2 (e 2 1  
3(e 2  
4 (ln 2 2 1  
 :توان مساحت محصور مابين منحني هاشور خورده در شكل را مي سطح  »2« گزينه پاسخyx e وارون تـابع)y Lnx  و محـور (y  در

]ازه ب , ]2 .درنظر گرفت  y yS e dy e e   
2 22 1
 

 

  
    

           

x

y

y ln x

O

y 2

S
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  هشتمفصل 

  »ماتريس« 
  

                   

 اگر  :1مثالA [ , , ]
   
       
      

1 2 1 1
1 2 3 2 1 2

1 3 3



  كدام است؟ Aباشد مقدار  

1 (38  2 (36  3 (25  4 (24  

 1« گزينه: پاسخ«                       A
     
                
          

1 2 1 1 1
1 2 3 2 1 2 8 1 2 8 3 38

1 3 3 3
    


  

  

 اگر : 2مثالA
 
   
  

1 2 3
2 1 3
1 1 1

  كدام است؟ A2، مجموع عناصر قطري ماتريس 

1 (15  2 (16  3 (3  4 (23  

  : 4«گزينه پاسخ«        8 8 7 مجموع عناصر قطر اصلي23
? ?

A A A ? ? A
? ?

     
              
          

2 2
1 2 3 1 2 3 8
2 1 3 2 1 3 8
1 1 1 1 1 1 7

  

  

 حاصل دترمينان  :3مثال
121
121
121

2
2
2





cc
bb
aa

  كدام است ؟ 

1 ()bc)(ca)(ba( 2  2 ()ca)(cb)(ba( 2  3 ()bc)(ca)(ab( 2  4 ()ac)(cb)(ab( 2  
 : اگر سطر اول را در يك منفي ضرب كرده و به سطرهاي دوم و سوم اضافه كنيم :»  1«گزينه  پاسخ    

  )ab)(ac()ac)(ab(
acac
abab

aa

cc
bb
aa

2222
22
22

2

2
2
2

2222
22
22

121

121
121
121












  

)bc)(ac)(ab(]abac[)ac)(ab(  22  
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 مقدار دترمينان  :4مثال

1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64

  برابر است با 

1 (1  2 (12  3 (16  4 (24  
  : باشد.ميتر براي محاسبه دترمينان فوق روش زير ساده » 2« گزينهپاسخ  

( )     1 1
1 2 3 1 2 3 2 63 8 15 2 6 1 1212 427 26 63 12 42




         

                               

 دستگاه معادلات: 5مثال
x ay z
x y z

x y z

  
   
   

2
2 3





  كدام است؟ aبيشمار جواب دارد، 

1 (1  2 (2  3 (1-  4 (2-  
  : دستگاه زماني بيشمار جواب دارد كه دترمينان ضرايب دستگاه برابر صفر باشد:  »4«گزينه پاسخ  

a a
[ ( ) ( ) a ( )( ) ( )] [( )( )( ) a( )( ) ]

[a ] [ a ] a a 

 
                  

            

1 1 1 1
2 1 1 2 1 1 1 1 3 1 1 1 2 2 1 1 1 2 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

3 4 1 6 2 5 1 2

  

  

 مقدار به ازاي كدام : 6مثالm معادلات دستگاه





x y z
mx y mz

y z

  
   
  

2 3
2

5 2
  فر دارد؟هاي غير صجواب، 

1(4
3   2(3

4  3(2
3  4(3

2  

  : دستگاه جواب غير صفر دارد.  ، آنگاهاگر دترمينان ضرايب دستگاه مساوي صفر باشد  »1«گزينه پاسخ  

m m ( m) ( )( m) ( m) m m m m m


               
2 1 3

41 2 2 2 1 1 2 3 5 4 2 2 15 3 4 35 2
   


  

  

 در دستگاه : 7مثال




x y z
x y z

x y z

  
   
   

2
2

  ها كدام است؟مجموع ريشه 

1(  2 (3  3 (6  4 (8  
  : چون دترمينان ضرايب مخالف صفر است، پـس دسـتگاه فقـط داراي جـواب بـديهي     »  1«گزينه پاسخx y z       اسـت و در نتيجـه

x y z   .  ( ) ( )
 

      
1 1 1 1 1
2 1 1 2 1 1 1 4 1 2 2 3
1 2 1 1 2





  

  
      

 ماتريس  :8مثالA



 

2 1 3
4 1 2
3 2 1

  ؟مفروض است. حاصلضرب مقادير ويژه آن كدام است 

1 (37  2 (37-  3 (15-  4 (15  

  كنيم) برابر سطر اول را به سطر دوم اضافه مي-3(
  كنيم) برابر سطر اول را به سطر سوم اضافه مي-7(

 دهيمنسبت به ستون اول بسط مي
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 : باشد.حاصلضرب مقادير ويژه ماتريس برابر دترمينان آن ماتريس مي »2« گزينه پاسخ  

A ( ) ( )
 

         
  

2 1 3 2 1
4 1 2 4 1 2 6 24 9 8 4 37
3 2 1 3 2

  

  
\  

 ماتريس: 9لمثاA
 

  
 

1 3
2   چگونه ماتريسي است؟ 8

  پوچ توان) 4  نامعين   )3  معين منفي  ) 2  معين مثبت   )1
 : 1«گزينه  پاسخ«  A پوچ توان نيست زيرا| A معـين   Aهـر دو مثبـت هسـتند، بنـابراين مـاتريس      H2و H1مخالف صفر است و چون |

  مثبت است.

  

 اگر  : 10مثالA 
1 2 3
2 1 3
1 2 3

  )75(حسابداري ـ سراسري   ، كدام است؟A2مفروض باشد ، مجموع عناصر قطري 

1 (37  2 (26  3 (24  4 (11  

 1« گزينه: سخپا«          8 11 18 Aمجموع عناصر قطري  37 A
     
            
          

2 2
1 2 3 1 2 3 8
2 1 3 2 1 3 11
1 2 3 1 2 3 18

  

 

 اگر  : 11مثالA
 
   
  

2
3 1 1
1 2 1

 
ijBمفروض باشد و معكوس آن   [b ]  فرض شود عنصرb22 75(حسابداري ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 (3
) 3  ) صفر2  4

1
4  4 (

5
4  

 2« گزينه: پاسخ  «  

( ) b       


2 2
22

11 1 1 4
 

   همسازةa22A ( ) ( )         
2 2

3 1 1 3 1 2 6 4
1 2 1 1 2

  
     

)Aدر ماتريس  jia(همسازة در آيهيادآوري: 
A

 
  A1در ماتريس ijbيهادر 1

 

 اگر ماتريس : 12مثالA
 

  
 

2 1
1   )75(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟ Aمجموع عناصر قطري معكوس ماتريس  3

1 (2
5  2 (4

5  3 (5
6  4 (1  

 4« گزينه: پاسخ«  

  
3 2 15 Aمجموع عناصر قطري معكوس ماتريس5 A

 
  

            
  

1
3 1

2 1 3 11 5 56 1 51 3 1 2 1 25
5 5

  

aاگر يادآوري: b
A

c d
 

  
 

d                                         آنگاه:     b
A

c aad bc
  
    

1 1  
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 جواب دترمينان : 13مثال
a b b c c a
b c c a a b
c a a b b c

  
  
  

  )75(علوم اقتصادي ـ سراسري             برابر است با: 

abc  3 (ab) 2  ) صفر1 bc  4 (ab ac bc   
 1« گزينه: پاسخ  «  

  كنيم. در اين صورت:ستون اول و دوم ماتريس را به ستون سوم ماتريس اضافه مي روش اول:
a b b c c a a b b c (c a) (a b) (b c) a b b c
b c c a a b b c c a (a b) (b c) (c a) b c c a
c a a b b c c a a b (b c) (c a) (a b) c a a b

           
              
           


 


  

  شود.اگر مضربي از يك سطر (يا يك ستون) را به سطر (يا ستون) ديگر ماتريس اضافه كنيم، دترمينان ماتريس عوض نمي دآوري:يا
  اگر يك سطر يا يك ستون ماتريس همگي صفر باشند، دترمينان ماتريس برابر صفر است.

aبه ازاي  روش دوم: bآيد:ر در مي، ماتريس داده شده به شكل زي  
a c c a a c

a c c a a c c a ( ) ((c a) (a c) )
c a a c c a

  
            
  

3 3
 

     
 

  
a c c a

a c c a
c a a c

 
  
 





  

aهاي، به ازاي با توجه به گزينه b ) برابر صفر است.1فقط گزينه (  
 

 معكوس ماتريس : 14مثال
 

A
 

   
  

2 1 2
2 1

2
  )75(علوم اقتصادي ـ سراسري           كدام است؟  C33عنصر  ،ناميممي Cرا ماتريس  

1 (1-  2 (1
2  3 (1

2  4 (1  

 چون ماتريس  »3« گزينه: پاسخA هاي قطر اصلي است.بالا مثلثي است، لذا دترمينان آن برابر حاصلضرب در آيه  

  
1 148 )) a33(همسازة  2 ) C

A
 

      3 3
33

2 1 11 42
a33Aهمسازة  


      

2 1 2
2 1 2 2 2 8

2

 

  

 

 دستگاه معادلات خطي : 15مثال




x y z
x y z
x y kz

  
   
   4

  )75(علوم اقتصادي ـ سراسري جوابهاي غيربديهي (غير صفر) دارد؟ kبه ازاي كدام مقدار  

1(1- 2(1 3(3 4 (4  
 دستگاه همگن وقتي جواب غير بديهي دارد كه دترمينان ماتريس ضرايب صفر باشد. »4« گزينه: پاسخ  

( k ) ( k) k k
k

              
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 4 1 4 1 8 2 4
4 1 4 1

  

 

 به ازاي كدام مقدار : 16مثالn  ماتريس
n

A n
 
   
  

2 1
2
1 1 1

  )76(حسابداري ـ سراسري   معكوس ندارد؟

  1و  2) 4  -1و2)3 1و-2)2  -1و -2)1
 ماتريس  »3« گزينه: پاسخA پذير است، اگر و تنها اگر دترمينان معكوسA .برابر صفر نباشد  

n n
A n n (n ) (n ) n n n ,             2 2

2 1 2
2 2 2 4 2 1 2
1 1 1 1 1
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 ماتريس : 17مثال


A
 
   
  

1 2 4
1 2 1

1 1
  )76(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ a23درايه  A1مفروض است ، در ماتريس  

1 (
5
2  2 (

3
2  3 (3

2  4 (5
2  

 4« گزينه: پاسخ«   A ( ) ( )          
1 2 4 1 2
1 2 1 1 2 2 2 8 2 2

1 1 1
 

 
  

( )   

1 552 a)(همسازة 2

A
  32

)در ماتريس  a23در آيه  1 ) A      


3 2 11 41 51   a32همسازة  1

 

 در ماتريس : 18مثالA
 

  
 

2 3
4   )76(حسابداري ـ سراسري   مجموع مقادير ويژه (خاص) كدام است؟ 5

1 (2  2 (3  3 (4  4 (7  
 هاي قطر اصلي ماتريس مجموع مقادير ويژه يك ماتريس برابر مجموع درآيه »4« گزينه: پاسخ(trA) باشد.مي       trA   2 5 7  

 

 اگر : 19مثالA
 

  
 

5 7
8   )76(مجموعه مديريت ـ سراسري        ، كدام است؟AAباشد، مقدار دترمينان  9

1 (11  2 (12  3 (121  4 (144  

 ابتدا توجه كنيد كه: »3« گزينه: پاسخ   A     
5 7 45 56 118 9  

AA                             بنابراين: A A A A A ( )      2 211 121  
 

 اگر : 20مثالA
 

  
 

5 7
8   )76(مجموعه مديريت ـ سراسري        ، كدام است؟Aباشد، مجموع عناصر معكوس ماتريس  9

1 (
29
11  2 (

1
11  3 (29

11  4 (1
11  

 4« گزينه: پاسخ «  A A

 
    

                 
  

1
9 7

5 7 9 71 11 11
8 9 8 5 8 55 9 7 8

11 11

  


    

9 7 8 5 1
11 11 11 11   A1مجموع عناصر  11

 

 به ازاي كدام مقدار : 21مثالa ماتريس


N a
a

 
   
  

1 2 1
1 2
1

  )76اسري (علوم اقتصادي ـ سر            ؟ندارد معكوس  

1 (2-  2 (1-  3 (1  4 (2  

 2« گزينه: پاسخ«    N a a ( a a) (a ) a a
a a

            
 

1 2 1 1 2
1 2 1 4 2 2 2 1
1 1
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 جواب معادله : 22مثال


x


1 2
4 2 4
1 1

  )77(حسابداري ـ سراسري   ، كدام است؟ 

  4) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1
 كنيم:دترمينان را از روش ساروس حساب مي  »3« گزينه: پاسخ    

                              
x x

( x ) ( ) x x          
1 2 1

4 2 4 4 2 2 4 4 4 2 4 2
1 1 1

  
 

  

 

 مرتبه : 23مثال(Rank)  ماتريسA

 
 
 
 
 
 

1 2 1 3
1 2 1 3
1 2 1 3
   

  )77(حسابداري ـ سراسري   برابر كدام است؟ 

  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1
 در ماتريس  »2« گزينه: پاسخAصفر نيز در مرتبه ماتريس  باشند و سطر، فقط يك سطر مستقل وجود دارد و بقيه سطرها برابر سطر اول مي

  تأثيري ندارد، لذا مرتبه ماتريس برابر يك است.
 

 دترمينان ماتريس : 24مثالA
 
   
  

1 2 1
2 1
1 2



  )77(مجموعه مديريت ـ سراسري        برابر كدام است؟ 

1 (6-  2 (2-  3 (2  4 (6  

 1« گزينه: پاسخ«    A ( ) ( )        
1 2 1 1 2
2 1 2 2 8 6
1 2 1
     
 

  

 

 وع عناصر سطر اول ماتريس مجم: 25مثالA2 ) كدام است؟A (.مجموعه مديريت ـ سراسري           ماتريس سئوال قبل است)77(  
1 (12  2 (13  3 (6  4 (5  
 2« گزينه: پاسخ«    

         6 2 5 Aمجموع عناصر سطر اول ماتريس 13 A A A
     
              
          

2 2
1 2 1 1 2 1 6 2 5
2 1 2 1
1 2 1 2
 
 

  

 

 عادله ماتريسي م: 26مثالAX O 77(مجموعه مديريت ـ سراسري        در كدام حالت فقط يكدسته جواب صفر دارد؟(  

1 (A    2 (A    3 (A O 1  4 (A 1   

 دستگاه همگن  »2« گزينه: پاسخAX O فقط وقتي جواب بديهي ،X O  را دارد كهA  .  
 

 از معادله : 27مثال[x ]
   

      

1 2 11 1 1 2  مقدار ،x 77(علوم اقتصادي ـ سراسري             برابر كدام است؟(  

1 (2-  2 (1-  3 (1  4 (2  

 2« گزينه: پاسخ«        x x x x
     

                

1 2 1 31 1 3 3 11 1 2 3   
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 اگر : 28مثالA [ , , ]
   
       
      

1 2 1 1
1 2 3 2 1 2

1 3 3



  )78(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ Aباشد مقدار  

1(38 2(36 3(25 4 (24  

 1« گزينه: پاسخ   «     A
     
                
          

1 2 1 1 1
1 2 3 2 1 2 8 1 2 8 3 38

1 3 3 3
    


  

 

 به ازاي كدام مقدار : 29مثالk  دستگاه معادلات
x y kz
x y z
x y z

  
   
   

2

2





  )78(حسابداري ـ سراسري   ي غيرصفر دارد؟هاجواب 

1(2- 2(1- 3(1 4 (2  
 دستگاه همگن وقتي جواب غير صفر دارد كه دترمينان ماتريس ضرايب صفر باشد.»  1« گزينه: پاسخ  

k
( k) ( k ) k k              



1 2 1 2
1 1 1 1 1 1 4 2 1 2 3 6 2
2 1 1 2 1

  

 

 از رابطه ماتريس: 30مثال
y

x

   
         
      

1 2 1
1 2 3 1 1 2 2

1 1




  )78(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟ yو xرابطه بين 

1(x y  1   2(x y  6 1  3(x y  2 4   4(x y  2 1   

 2« گزينه: پاسخ «       
y

x y x y x y
x

     
                     
          

1 2 1 1
1 2 3 1 1 2 2 6 3 4 2 6 6 4 6 1

1 1 1
  


  

 

 مقدار : 31مثالx  از معادله


[ ] x
   
       
      

1 2 3 1
1 1 1 1 1 2

2 1 3
  )78وم اقتصادي ـ سراسري (عل         .  كدام است؟ 

1 (2
3  2 (4

5  3 (3
4  4 (7

2  

 كنيم:ضرب دو ماتريس اول را حساب كرده و سپس حاصل را در ماتريس دوم ضرب ميابتدا حاصل  »4« گزينه: پاسخ   

   x x x x
     
                  
           

1 2 3 1 1
71 1 1 1 1 2 4 2 5 2 4 4 2 15 22 1 3 3




  

 

 دانيم دترمينان ماتريس مي: 32مثالC
 
   
  

1 2 3
2 4 5
3 5 6

  )79(حسابداري ـ سراسري   است ، مجموع عناصر سطر اول ماتريس معكوس آن كدام است؟ - 1برابر  

  -3) 4 ) صفر3 -1)2 2)1

 3« گزينه: پاسخ «  ( )   

1 1 ) a11(همسازه  11

A
 

)در  a11عنصر 1 ) A      1 1 14 51 15   a11همسازه  6

   

1 3 ) a21(همسازه  31

A
 

)در  a12عنصر 1 ) A     2 1 12 31 35   a21همسازه  6

( )   

1 2 ) a31(همسازه  21

A
 

)در  a13عنصر 1 ) A      3 1 12 31 24   a31همسازه  5

   1 3 2   مجموع عناصر سطر اولA 1  
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 مقدار دترمينان ماتريس : 33ثالمA
 

   
  

1 2 1
1 1 2

2 1 1
  )79(علوم اقتصادي ـ سراسري             ، كدام است؟

1 (8  2 (1  3 (14  4 (16  

 3« گزينه: پاسخ«    ( ) ( )


         
 

1 2 1 1 2
1 1 2 1 1 1 8 1 2 2 2 14

2 1 1 2 1
  

 
 مرتبه : 34مثال(Rank)  هر ماتريس به صورتijA [a ]  5   )79(علوم اقتصادي ـ سراسري             ، كدام است؟6

  6) كمتر يا مساوي 4  5) كمتر يا مساوي 3  6) 2  5) 1
 باشد. چون ماتريس مرتبه هر ماتريس برابر تعداد سطرها يا ستونهاي مستقل ماتريس مي »3« گزينه: پاسخA ،5     سـطر دارد پـس مرتبـه آن

  تواند باشد.مي 5حداكثر 
 

 دستگاه همگن خطي : 35مثالn n nA X  1  79(علوم اقتصادي ـ سراسري نهايت جواب دارد؟مفروض است. اين دستگاه در چه صورت بي(  
1 (A    2 (A    3 (A A  4 (A A 1  
 دستگاه همگن  آوري:ياد  »1« گزينه: پاسخAX Oنهايت جواب دارد كه بي زماني ، فقطA  .  

 

 اگر : 36مثالA
 
   
  

1 2 3
2 1 1
1 1

  )80(حسابداري ـ سراسري   برابر است با : |A|باشد ، مقدار دترمينان  

1 (8-  2 (6-  3 (4-  4 (2-  

 1« گزينه: پاسخ   «  A ( ) ( )         
1 2 3 1 2
2 1 1 2 1 1 2 3 4 8
1 1 1

 
 

  

 
 در ماتريس : 37مثالA  از مسأله قبل مجموع عناصر قطري ماتريسA1 80(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (
1
2  2 (

1
4 3 (1

4  4 (1
2  

 4« گزينه: پاسخ «   
  

1 118 ) a11(همسازه  8

A
 

)در  a11عنصر  1 ) A 
    1 1 11 11 11

  a11همسازه  

( )   

1 228 ) a22(همسازه  8

A
 

)در  a22عنصر  1 ) A      2 2 11 31 21   a22همسازه  1

( )   

1 338 ) a33(همسازه  8

A
 

)در  a33عنصر  1 ) A      3 3 11 21 32   a33همسازه  1


   

1 2 3 1
8 8 8 Aمجموع عناصر روي قطر  2 1  

 
 دستگاه همگن : 38مثالn n nA .X O  1 80(حسابداري ـ سراسري   ، در كدام حالت بيشمار جواب دارد؟(  

1 (| A |   2 (A A  3 (| A |   4 (A A 1  
 شمار جواب دارد كهدستگاه همگن وقتي بي  »3« گزينه: پاسخ| A |  .باشد  
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 هاي معادلهريشه: 39مثال(x )
(x ) (x )
 
 

21 1
3 2 3

  )80(حسابداري ـ آزاد        برابر است با: 

1 (,4 2 32  2 (,3 2 32  3 (,2 2 42  4 (,2 2 32  

 4« گزينه: پاسخ  «  

(x ) (x )(x ) (x ) (x ) [ (x ) ] x , (x )
(x ) (x )
                
 

2 2 2 21 1 2 3 1 3 3 2 1 1 3 2 1 1
3 2 3

   

(x ) x x 
          2 1 2 2 2 21 1 12 2 2 2  

 

 اگر: 40مثال


A
 

   
  

1 2 1
1 2

2 1
  )80ت ـ سراسري (مجموعه مديري  ، مجموع عناصر روي قطر كدام است؟ A.Aباشد، در ماتريس 

  16) 4  12) 3  8) 2  ) صفر1
 4« گزينه: پاسخ«      

                6 5 5 AAمجموع عناصر روي قطر  16 AA
     

             
          

1 2 1 1 2 6
1 2 2 1 1 5

2 1 1 2 5




 
  

 
 در سؤال شماره قبل مقدار دترمينان: 41مثال A   80(مجموعه مديريت ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (4  2 (6  3 (8  4(1  

 روش ساروس:   »3« گزينه: پاسخ   A ( ) ( )


        
1 2 1 1 2

1 2 1 8 2 2 8
2 1 2 1
    


  

 

 دستگاه: 42مثالax y
x ay
 

  

1
  )80(مديريت صنعتي ـ آزاد    ؟جواب ندارد  aبازاء چه مقدار 5

  2و  4) 4  -1و  -3) 3  1و  -1) 2  -1و  -2) 1

 2« گزينه: پاسخ «   a a a a
a

          
 

2 21 1 1 1 11 5
  

axدستگاه  يادآوري: by c
a x b y c

 
    

a، وقتي جواب ندارد كه:  b c
a b c
 
  

  

 

 اگر : 43مثالA
   

       

1 2 2 1
1 1 1

  )80(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟  A باشد، ماتريس 

1 (A
 

   

2 5
1 1  2 (A

 
  
 

2 5
1 1  3 (A

 
   

1 1
2 5  4 ( 

  

2 5
1 1  

 كنيم فرض مي »1« گزينه: پاسخa b
A

c d
 

  
 

  ، در اين صورت:

a
a b a a b a b

a ,b ,c ,d
c d c c d c

c d

 
                                                 
  

2
1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 5 1 11 1 1 2 1 1 1

2 1
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 81(مجموعه مديريت ـ سراسري    اند؟كدام يك از ماتريسهاي زير فاقد معكوس: 44مثال(  

1(3 2
4 5  2(

 
2 5
2 5  3(


2 5
2 4  4(


2 1

3 1  

 2« گزينه: پاسخ«     A A ( ) ( )
 

           

2 5 2 5 5 22 5   

Aپذير است، اگر و تنها اگر معكوس Aماتريس  يادآوري:  .  
 

 دستگاه معادلات: 45مثال
x y z
x y z
x ay bz

  
   
   

1
2 3 2

2 3





  )81(مديريت صنعتي ـ آزاد    نهايت جواب دارد؟بي bو a زبازاء چه مقاديري ا 

1(a b 2 3  2(a b 3 4  3(a b 1 1  4(a b 1 2  
 2« گزينه: پاسخ  «  

  كنيم.ايگزين ميابتدا يكي از متغيرها را برحسب دو متغير ديگر بدست آورده و در معادلات ج روش اول:
y z y z y z

x y z x y z
( y z) ay bz (a )y (b )z
       

                  

1 2 3 2 2 11 1 2 1 3 2 2 1
  

 
  

  

a             نهايت جواب دارد كه:دستگاه دو معادله، دو مجهول فوق وقتي بي ,b a ,b
a b

         
 
1 2 1 2 1 2 2 3 42 2 1




  

  نهايت جواب دارد يا اصلاً جواب ندارد كه دترمينان ضرايب صفر باشد.دستگاه غيرهمگن وقتي بي روش دوم:

( b a) ( a b) b a
a b a

         
1 1 1 1 1
1 2 3 1 2 2 6 4 3 2 2
2 2

  

  ) صحيح است.2كند در نتيجه گزينه () در رابطه فوق صدق مي2ها، فقط گزينه (توجه به گزينه با
 

 دستگاه: 46مثال




x x x
x x x
x ax bx

   
   
   

1 2 3
1 2 3
1 2 3

2 3
2

  )81(مديريت صنعتي ـ آزاد   جواب مخالف صفر دارد؟ bو aبازاء چه مقاديري از 

1(a , b   1 2  2(a , b   2 3  3(a , b 1 1  4(a , b 2 2  
 دستگاه همگن وقتي جواب غيرصفر دارد كه دترمينان ضرايب صفر باشد. »4و  1« گزينه: پاسخ  

( b a) ( a b) b a
a b a
               

1 1 1 1 1
1 2 3 1 2 2 6 4 3 3 4 2
2 2

  

  توانند صحيح باشند.كنند و بنابراين مي) در رابطه فوق صدق مي4) و (1هر دو گزينه (
 

 تريس اگر ما: 47مثالA
 

  
 

1 1
1   )81(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ kA2عدد طبيعي باشد، حاصل  kو  1

1 (A 2 (k A2  3 (k I2  4 (k I22  

 3« گزينه: پاسخ«  k k k kA A.A I A I A (A ) ( I) I
      

              
     

2 2 2 21 1 1 1 2 2 2 2 21 1 1 1 2
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 اگر: 48مثالA
 

   
  

1 1
2 1

3



 

  )81آزاد  (علوم اقتصادي ـ  عبارت است از:  A1باشد، يكي از مقادير ويژه ماتريس 

1 (2-  2(
1
  ) صفر4  1) 3  2

 باشـند، بنـابراين   اصلي همان مقـادير ويـژه مـاتريس مـي    در ماتريسهاي بالا مثلثي، پايين مثلثي و قطري، عناصر روي قطر  »3« گزينه: پاسخ

1برابر A1باشد و در نتيجه مقادير ويژه ماتريسمي 3و  2، 1برابر  Aمقادير ويژه ماتريس 
1 ،1

1و 2
  خواهند بود. 3

 

 اگر: 49مثالA
 

  
 

1 2
3 Bو  1

 
  
 

2
1 2
ماتريس ،A .B1   )82(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 ( 
 
 

2 4
6 5  2 (

 
 
 
 
  

9 22
7 3
2 2

  3 (
  
 
 
  

1 3
5 5
2 7
5 5

  4 (
 
 
 
   

4 8
5 5
8 4
5 5

  

 4« گزينه: پاسخ «  A A

 
    

                 
  

1
1 2

1 2 1 21 5 5
3 1 3 1 3 11 1 2 3

5 5

  

B B B A B

   
          

                           
      

2 1 2
1 2 4 8

2 2 4 45 5 5 5
1 2 1 2 4 4 3 1 4 4 8 4

5 5 5 5

     

 

 به ازاي چه مقدار : 50مثالk دستگاه
x y k
x y

x y

 
  
  

2
2 5

1
  )82(حسابداري ـ سراسري   سازگار است؟ 

1(1 2(2 3(4 4 (6  
 
 از معادلات دوم و سوم مقادير  »3« گزينه: پاسخx  وy ار دهيم تا مقدآوريم  و در معادله اول قرار ميرا بدست ميk .بدست آيد  

x , yx y
x x , y x y k k k

x y
  

              

2 12 5 3 6 2 1 2 2 2 41  

 
 فرض كنيد: 51مثالA 82(مجموعه مديريت ـ سراسري   پذير باشد. كدام يك از ماتريسهاي زير متقارن است؟ماتريس مربعي وارون(  

1(A A 1  2(tA A 3(tA A  4(A A 1  
 هاي بطور كلي ماتريس  » 3« گزينه: پاسخTA A  وTAA .متقارن هستند  

 

 از رابطه: 52مثال
x

(x )
   
       
   
   

1 2 1
1 1 2 3 1

1 1 1
 


  )82(مجموعه مديريت ـ سراسري    كدام است؟ xمقدار 

1(2 2  2(3 3 3( 3 5  4( 3 7  

 3« گزينه: پاسخ «  
x x

(x ) (x x x ) x x x x
    
                  
    
    

2
1 2 1

1 1 2 3 1 3 2 3 1 1 3 2 3 1
1 1 1 1

 


  

x x x    
        2 6 2 6 2 56 4 3 52 2

  

  جمع دو معادله
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 اگر: 53مثالB  
2 4 3
1 6 9

3 8 1
  )82 (مديريت صنعتي ـ آزاد  برابر است با: B2، آنگاه مجموع عناصر 

1 (444  2 (445  3 (446  4 (447  
 1« گزينه: پاسخ  «      

B= مجموع عناصر  444                B
     
              
          

2 2
2 4 3 2 4 3 9 56 45
1 6 9 1 6 9 19 1 4 6

3 8 1 3 8 1 1 68 82
   

 

 رتبه ماتريس : 54مثالA

 
 
   
 
  

2 3 5
3 51 2 2

4 6 1
  )82(علوم اقتصادي ـ سراسري             ، برابر است با: 

1 (  2 (1  3 (2  4 (3  
 سطرهاي دوم و سوم ماتريس  »2« گزينه: پاسخAباشند، بنـابراين مـاتريس   ، مضرب سطر اول ميA       .فقـط يـك سـطر مسـتقل خطـي دارد

  برابر يك است. Aبنابراين رتبه ماتريس 
 

 نوع ماتريس : 55مثال
 

A
 
   
  

1 2 3
1 3

4
  )82(علوم اقتصادي ـ سراسري                           كدام است؟ 

  ) معين مثبت4  ) معين منفي3  ) نامعين2  ) شبه معين منفي1

 ابتدا توجه كنيد كه:  »4« گزينه: پاسخ   | H | , | H |      1 2
1 21 1 3 2 1 11 3  

| H | ( ) ( )       3

1 2 3 1 2
1 3 1 3 12 8 4

4
    

   
   

  معين مثبت است. A ها مثبت هستند، پس ماتريسiHچون تمام
  

 

 دستگاه : 56مثال
x y z

x y z
x y z a

  
   
   

2 1
3 3

5 3
  )82(علوم اقتصادي ـ سراسري             شمار جواب دارد؟بي aبه ازاي كدام مقدار  

1 (2  2 (1  3 (1  4 (2-  
 ظـور يكـي از مجهـولات را    كنـيم. بـدين من  ابتدا دستگاه را از سه معادله، سه مجهول به دو معادله دو مجهـول تبـديل مـي   » 2« گزينه: پاسخ

                 كنيم.برحسب ساير مجهولات بدست آورده و در دو معادله ديگر جايگزين مي
x y z x y z      2 1 1 2  

( y z) y z y z
y z y z a y z a
        

          

3 1 2 3 7 4
1 2 5 3 7 4 1

  

aدستگاه بدست آمده در بالا وقتي بيشمار جواب دارد كه   1   ياa 1 .باشد  
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 اگر : 57مثالA I
 

    
  

1 1 1
2 1

2
 
 

  )82(علوم اقتصادي ـ آزاد    كدام است؟ A1باشد، يكي از مقادير ويژه ماتريس 

1 (2-  2(
1
2  3(1

2  4 (2  

 3« گزينه: پاسخ «  A I A
         

                   
              

1 1 1 1 1 1 2 3 1 1
2 1 1 2 2 1

2 2 2 4

 
      
       

  

 Aمقادير ويژه مـاتريس   4و  3، 2باشند، يعني مي Aهمان مقادير ويژه  A، يك ماتريس بالا مثلثي است، لذا عناصر قطر اصلي Aبا توجه به اينكه 

1عبارتند از  A1هستند. در نتيجه مقادير ويژه 
2 ،1

1و  3
4.  

باشد، آنگاه  Aيكي از مقادير ويژه  اگر وري: يادآ

  خواهد بود. A1يكي از مقادير ويژه  1

 
 اگر : 58مثال x وy وp هايماتريسn n پذير باشند و داشته باشيمسمعكوB (x px) x py   1      كدام است؟   Bدر اين صورت ماتريس  1

  )82(علوم اقتصادي ـ آزاد 
1(x y 1  2(xy  3((xy)1  4((yx)1  
 4« گزينه: پاسخ«   B (x px) x py x p (x ) x py x p p y x y (yx)                  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

  

  

 

 در دستگاه معادلات مقابل: 59مثال
x y z

x y z
x y z

  
   
    

2
4 5 1
3




zراگ     )82(علوم اقتصادي ـ آزاد    كدام است؟  xباشد، مقدار 1

1(5- 2(4 3(4- 4 (5  
 ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ: پاسخ  

x y x y
z x x

x y x y
     

               

1 2 1 11 2 13 1 2 2  

y  شويم سئوال غلط است.در معادله دوم متوجه مي yو xبا جايگذاري   
1 31 2 2  

 

 مقدار  : 60مثالx از معادله
x   

         
      

1 2 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
 83(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (2-  2 (1-  3 (1  4 (2  

 2« گزينه: پاسخ«      
x x

x x
     

                   
          

1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

1 1 1 1 1
  

 

 اگر داشته باشيم: 61مثالx
X , B , A , AX B

y
     

        
     

12 1 2
1 2 xمقدار  ،3 y 83(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (4-  2 (3-  3 (2  4 (4  

 2« گزينه: پاسخ «  AAX B A AX A B X A B
       

         
   

1 1 1 1 1 2 2
2 3 1  

X x , y x y
 

           
 

4 4 7 4 7 37  

nnI ماتريس هماني I ماتريس هماني 

  با ضرب طرفين معادله در
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 اگر داشته باشيم: 62مثالA 3  الزاماً ماتريس ،A 83ي (مجموعه مديريت ـ سراسر   كدام است؟(  
  ) شبه متقارن4  ) بالامثلثي3  ) صفر2  ناپذير) معكوس1

 1« گزينه: پاسخ «  A A A A      33 3     

Aچون   بنابراين ،A پذير نيست.معكوس  

kAاگر يادآوري:   آنگاه ،A يستند.پذير نهاي پوچ توان معكوسگوييم. ماتريسرا پوچ توان مي  

 

 اگر داشته باشيم : 63مثالA
 
   
  

1 2 1
2 1 1
1 1 2

    مجموع عناصر روي قطر كدام است؟ (adjA)، در ماتريس الحاقي 

  )83(مجموعه مديريت ـ سراسري   
  2) 4  1) 3  ) صفر2  -1) 1

 عناصر روي قطر ماتريس الحاقي  »1« گزينه: پاسخ(adj A) باشـند، بنـابراين كـافي اسـت     قطـر مـاتريس همسـازه مـي     ، همان عناصـر روي
  را بدست آوريم. Aهاي قطر اصلي همسازه

( )     3 3 1 21 32 )و  a33همسازه  1 )    2 2 1 11 11 )و  a22همسازه و  2 )    1 1 1 11 11   a11همسازه  2

    1 1 3   مجموع عناصر روي قطر در ماتريس الحاقي  1
 

 اگر: 64مثال 
 
 

2
  )83(مديريت صنعتي ـ آزاد    باشد كدام بردار نيز بردار ويژه اين ماتريس است؟ 2يك بردار ويژه ماتريس مرتبة 1

1( 
 
 

2
1  2( 

  

4
2  3( 

 
 

4
2  4( 

  

4
2  

 اگر   »2« گزينه: پاسخV  يك بردار ويژه ماتريسA  باشد، آنگاه هر مضربي از بردارV  نيز يك بردار ويژهA .خواهد بود  

 

 ستون چهارم ماتريس: 65مثال
 
    
    

1 2 3 9
3 6 12
5 11 23




ستگاه معادله خطي  سه مجهولي و مـاتريس حاصـل از حـذف    مقادير ثابت يك د 

  )83(مديريت صنعتي ـ آزاد    ستون چهارم ماتريس ضرايب اين دستگاه است، مجموع جواب اين دستگاه كدام است؟
1 (5-  2 (4-  3 (4  4 (5  

 توان به صورت زير نوشت:موردنظر را مي با توجه به اطلاعات داده شده در صورت سئوال دستگاه سه معادله سه مجهول »4« گزينه: پاسخ  

x

x y z x y z ( )
y z y z ( )

y z ( )y z





               
       

5

3

2 3 9 2 3 9 1
3 6 12 15 3 6 2

15 33 69 35 11 23
   

  شود:) نتيجه مي3) و (2حال از جمع معادلات (

z z y y x x              3 9 3 15 3 2 4 9 9 4  
x y z      4 2 3 5  

  

 )1اري در (جايگذ  )3جايگذاري در (
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 اگر: 66مثالA
 
   
  

2 1
3 2

4




 
  )84حسابداري ـ سراسري (  كدام است؟ A1درايه (عنصر) واقع در سطر دوم و ستون سوم ماتريس 

1 (
3

16  2 (
1
4  3 (1

4  4 (3
16  

 1« گزينه: پاسخ «  A ( ) ( )       
2 1 2
3 2 3 2 16 16

4

 
     

   
  

( ) 
   

1 3316 ) a32(همسازه  16
A

 
)در  a23درايه  1 ) A      3 2 12 11 33 

  a32همسازه  

 

 به ازاي كدام مقدار: 67مثالx   حاصل دترمينان
x

x
x

 
  
  

1 1 1
1 1 1
1 1 1

  )84(حسابداري ـ آزاد        برابر صفر است؟ 

1 (2-  2 (3-  3 (1  4 (3  
 2« گزينه: پاسخ  «                             

 
x x

x x ((x ) ) ((x ) (x ) (x ))
x

 
            



3
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

  

(x ) (x ) x x x x x x x (x ) x ,                      3 3 2 3 2 21 3 1 2 3 3 1 3 3 2 3 3 3      
 

 از دستگاه معادلات: 68مثالx y z  
 


2 1 1 3

3 2 xو 1 y z  2   )84(مجموعه مديريت ـ سراسري   كدام است؟  yمقدار 5

1 (1  2 (3  3 (1-  4 (5-  

 باشد. ابتدا از رابطةدستگاه معادلات، سه معادله سه مجهول مي »2« گزينه: پاسخx y z  
 


2 1 1 3

3 2  yرا برحسب  zو  x، متغيرهاي 1
xبدست آورده و سپس در معادلة  y z  2   كنيم.جايگزين مي 5

)1(                             x y x y x y x y 
          

2 1 1 3 3 3 5 3 52 1 23 2 2 2 2 2 4 4  

)2(                                z y z y z y   
       


3 1 1 1 1 731 2 2 2 2 2  

x) در2) و (1با جايگزيني ( y z  2   شود:نتيجه مي 5

( y ) y ( y ) y y y y y
              

3 5 1 7 3 5 1 72 5 5 2 6 34 4 2 2 2 2 2 2  

 

 به ازاي كدام مقدار: 69مثالA ماتريسA
A
 
  

2
2   )84(مديريت صنعتي ـ آزاد    معكوس ندارد؟ 1

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 بطور كلي ماتريس  »4« گزينه: پاسخA معكوس ندارد، هرگاهA   .باشد  

A
A (A ) A A A

A
         


2 2 2 2 4 42 1    
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 اگر: 70مثالA ماتريس2 Aبوده و 2 .A
| A |

2   )84(علوم اقتصادي ـ آزاد   مناسب است؟  Aدر اين صورت كدام پاسخ براي دترمينان 8

1(3 2  2(3 4  3 (2  4 (4  

 گيريم. در اين صورت:از طرفين رابطه داده شده دترمينان مي  »4« گزينه: پاسخ  

A .A A .A A A | A | | A |
A A A

         22 2 3
2

8 8 64 64 4  

nيك ماتريس Aاگر  يادآوري: n :باشد، آنگاه   nn n) A A ) KA K A 1 2  

 
 هاياگر ماتريس :71مثالA i j    3 2 Bو  2 i j    2 3 ijAبوده و 2 .B d    باشدd23 84(علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام است؟(  

1 (2-  2 (2  3 (4  4 (6  
 براي محاسبه  »2« گزينه: پاسخd23 ومفقط كافي است كه سطر دA را در ستون سومB  شود.مي 2ضرب كنيم كه حاصل برابر  

AB


 

   
                2 3

3 2 3 3

3 5 1 14 6 23 2 15 7

  

 

 دانيم كهمي: 72مثال 
   

A
1 2
1 و 1 

   
C

2 2
3 ABو 1 C باشند در اين صورتمي| B   )85(علوم اقتصادي ـ آزاد باشد؟كدام گزينه مي |

1 (4
3  2 (12  3 (4

3  4 (
3
4  

 با توجه به اينكه  »3« گزينه: پاسخ| A | |و 3 C | |، پس4 B | 4
3  

 

 در دستگاه: 73مثال
  

    
   

x y z
x y z
x y z

2
2 1

2 4
  )85(مديريت بازرگاني ـ آزاد   چيست؟ xمقدار 

  1) 4  -1) 3  2) 2  ) صفر1
 شوداز معادلة اول نتيجه مي  »1« گزينه: پاسخz x y  2 جايگزيني در معادلات دوم و سوم خواهيم داشت: كه با  

x y ( x y) x y
y , x

x y ( x y) x y
        

           

2 2 1 3 3 32 2 4 3 2 6   

 

 اگر: 74مثالA I4 باشد در اين صورتA426 :85(مديريت دولتي ـ آزاد   برابر است با(  
1 (I  2 (A  3 (A3  4 (A2  
 4« گزينه: پاسخ«  A A A (A ) A I A A      426 424 2 4 1 6 2 2 2  

 
 اگر: 75مثالA ،يك ماتريس مربع باشدA A 86(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام ماتريس است؟(  

  ) متقارن4  ) قطري3  ) عددي2  ه متقارن) شب1
 اگريادآوري:  » 1« گزينه: پاسخA ماتريسي مربعي باشد، آنگاهA A .ماتريسي پادمتقارن يا شبه متقارن است  
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 اگر: 76مثال 


k
A

k

 
   
  

1 3
1
3

Aو      )86(علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام است؟ kباشد مقدار  2

1( 2+  2( 2  3( 2-  4(  2  
 دترمينان  » 3« گزينه: پاسخA  قرار دهيد: 2را بدست آورده مساوي                 A k k     2 2  

 
 اگر : 77مثالA سيك ماتري3 5يك ماتريس Bو  5 Cو 6 AB  باشد، درايه سطر دوم و ستون چهارم ماتريسC   از كدام رابطه بـه

  )86(مديريت صنعتي ـ آزاد   دست مي آيد؟

1( k k
k

a b


5

2 4
1

  2( k k
k

a b


4

2 4
1

  3( k k
k

a b


5

2 4
1

  4( k k
k

a b


4

2 4
1

  

 طبق تعريف ضرب دو ماتريس براي محاسبه درآيه موردنظر لازم است سطر دوم ماتريس  » 1« گزينه: پاسخA  را در ستون چهارم ماتريسB  ضرب
  كنيم. 

 

 اگر ماتريس : 78مثال  A پذير و وارونA A 12 باشد، وارون ماتريسI A 86(مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟(  
1( A I  2( A I  3( I A  4( A I   
 4« گزينه: پاسخ«    

ABباشـد هرگـاه   مـي  Aوارون ماتريس  Bم كه ماتريس دانيدر حالت كلي مي BA I     باشـد و چـون(I A)( A I) I       اسـت پـس
A I   وارون ماتريسI A .است  

 

 براي دو ماتريس : 79مثالA  وB  داريم


A
 

  
 

2 1 2
و  3

B
 

   
2 1

2 Bو  1 A
 

   
 

2 1
1 AB، حاصل1 BA كدام است؟    

  )86(مديريت صنعتي ـ آزاد 

1(  
  

2 6
1 2  2(  

  

2 6
1 2  3(  

  

5 6
1 2  4(  

   

4
5 2

  

 ابتدا توجه كنيد كه:  »2« گزينه: پاسخ  (B A)
       

       
     

2 2 1 2 1 3 3
1 1 1 1 3 

  

B)حال با توجه به اينكه  A) (B A)(B A) B A (AB BA)       2 2   شود:، پس نتيجه مي2

(AB BA) AB BA
        

                     

3 3 1 2 1 2 6
3 3 2 1 1 2


 

  

 

 براي چه مقدار : 80مثالK  دستگاهx y z
kx y z
  


  

2 4
4 2   )86آزاد (مديريت صنعتي ـ   جواب ندارد؟ 5

1( 1
2  2( 

1
2  3( 2  4( 2  

 3« گزينه: پاسخ«       k
k
   


1 1 22  

 

 به ازاء چه مقاديري از : 81مثالa  وb  دستگاه 
  

x x a
x x b
1 2

1 2

2
3   )86(مديريت بازرگاني ـ آزاد   داراي جواب است؟ 6

1( a b 3  2( b a 3  3( a ,b 1  4( a ,b 1   

 2« گزينه: پاسخ«         a b a
b

  
1 33  
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 سمقادير ويژه ماتري : 82مثال
 

 
   
  

C
1 4 5

2 6
3

  )86(مديريت بازرگاني ـ آزاد   كدامند؟ 

  و    4( 1و  1و  2 )3  -1و  -2و  -3 )2  1و  2و  3 )1

 هاي مثلثي هستند.هاي روي قطر اصلي مقادير ويژه ماتريسدرايه  »1« گزينه: پاسخ  
 

 در ماتريس: 83لمثا
 

   
  

a x a a
A b b x b

c c c x
|ها برابراگر مجموع درايه  A | ,8  )86(مديريت دولتي ـ آزاد   كدام است؟xباشد 6

1( 1  2( 3  صفر( 2  4( 3  

 توان ملاحظه كرد اگربه سادگي مي  »3« گزينه: پاسخx  aو  2 b c     .باشد شرايط مسأله برقرار است  
 

 اگر: 84مثال





 
   
  

A
1 1

2 3
1 3

Aدر ماتريس a32باشد، عنصر   )87(حسابداري و مديريت ـ سراسري   ، كدام است؟1

1(1
9  2(

1
9  3(2

9  4(
2
9  

 به كمك روش ساروس به سادگي  »1« گزينه: پاسخ| A | a  آيد.بدست مي 9 (a )
| A |

    23 23
1 1 119 9  

 

 ماتريس: 85مثال


 
   
  

A
3 1 1
1 2
1 4

  )87(علوم اقتصادي ـ سراسري   چگونه است؟ 

  معين منفي )4  معين مثبت )3  شبه معين منفي )2  شبه معين مثبت) 1

 ماتريس چون دترمينان خود   »3« گزينه: پاسخA پس ماتريس  هاي آن همگي مثبت هستندو زير ماتريسA است. معين مثبت  

 

 مقدار دترمينان: 86مثال
 
 
 

m a d mb mc
m b d ma mc
m c d ma mb

  )87(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟ 

1(1  2(m  3(a  4صفر (  

 واضح است كه اگر   »4« گزينه: پاسخa b c d   شود و بنابراين دترمينـان مـاتريس مسـاوي صـفر     باشد، ستون دوم ماتريس صفر مي
  تواند صحيح باشد. ) مي4خواهد بود و بنابراين تنها گزينه (

 

 مقادير خاص ماتريس مربع: 87مثالAرا با 87(علوم اقتصادي ـ سراسري   است؟ نادرستدهيم، كدام مورد نشان مي(  
  است.Aها همان علامتمتقارن باشد، علامتAاگر )2  اند.ها حقيقيمتقارن باشد،Aاگر) 1
  ها است.، برابر حاصلضربA) دترمينان4  ها است.برابر مجموعA) دترمينان3
  :باشد و اثر ماتريس برابر مجمـوع مقـادير ويـژه    تريس ميضرب مقادير ويژه مادانيم دترمينان ماتريس برابر حاصلمي  »3« گزينهپاسخ

  ماتريس است.

  

آيهه درهمساز
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 هاي زير صحيح است؟ (كدام يك از گزاره: 88مثالA وB هايماتريسn n هستند و منظور ازTr (علوم اقتصادي ـ آزاد اثر ماتريس است)87(  
1 (Tr(AB) Tr(BA)  2(AB BA 
3((AB) A B   4مقادير ويژه ( AB  وBA ي يكديگرند. قرينه  
 است. از طرفي) غلط 2ي (جايي ندارد، پس گزينهها خاصيت جابهتوجه كنيد كه ضرب ماتريس  »1« گزينه: پاسخ(AB) B A   باشد مي

  با هم برابر هستند. BAو  AB) غلط است و ضمناً مقاير ويژه 3پس گزينه (
 

 اگر: 89مثالA.A I  باشد مقادير ويژه ماتريسA2 ) كدام است؟A ماتريسn n(   علوم اقتصادي ـ آزاد)87(  
1 (1  1) صفر و 4 1) 3 ) صفر 2 1و 

 هاي دانيم مقادير ويژه ماتريسمي  »3« گزينه: پاسخA وA كنيم با هم برابر هستند. فرض مي قدار ويژه ماتريسمA   وابسته به بـردار
Aباشد؛ لذا ويژه  باشد. حال دو طرف رابطه را از چپ در ماتريس ميA كنيم:ضرب مي  

AA I AAA A I A A .                  2 2 1 1  
بنابراين  1 هاي ير ويژه ماتريسمقادA وA است، لذا مقادير ويژه ماتريسA2 ،( )   است يعني 21 1. 

 

 به ازاء چه مقد اري از: 90مثال ماتريس
 

  
  

1 1
2 1

1 3


 )87(مديريت دولتي ـ آزاد   پذير است؟وارون 

1(  
5
2  2(  

5
2  3(   

5
2  4( a   5

2  

 مخالف صفر باشد. دانيم كه ماتريس وارون پذير است اگر و فقط اگر دترمينان آنمي  »3« گزينه: پاسخ   

( ) ( )


  
 


            

 

1 1 1 1
52 1 2 6 1 3 21 3 1

  

 

 اگر :91مثالa a
n,A

a a
 

   

1
nAرابطه ماتريسي aعدد فرد طبيعي باشد به ازاي كدام مقادير  1 A برقرار است؟  

  )88(حسابداري و مديريت ـ سراسري 
aفقط )1   2( فقطa 1  3(  هر چه باشدa 4(  هيچ مقدارa 

 از طرفين رابطه  »4« گزينه: پاسخnA A گيريم: دترمينان مي  | A |1      ياn n nA A | A | | A | | A | | A | | A |        
|ولي با محاسبه دترمينال ماتريسي داده شده خواهيم داشت A |1شود. ، پس رابطه مورد نظر هرگز برقرار نمي  

 

 از رابطه ماتريسي: 29مثالx y
 

           

1 5 22 2 4 53 1
  )88(حسابداري و مديريت ـ سراسري   شود؟ ، كدام رابطه حاصل مي

1( y x 27 48  2( y x 12 17  3( x y 19 3   نشدني )4  41

 ابتدا توجه كنيد كه:  »1« گزينه: پاسخ     x y x y x y



 
       
  

1 3
3 2

1 5
2 2 4 3 4 5 8

3 1
  

 x y x y x y x y x y
 

                 
 

23 4 5 8 2 6 8 25 5 4 27 485      
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 از دستگاه معادلات : 39مثال

x y z
y z t
z t x
t x y

  
   
   
   

6
9
8
7

  )88(مديريت صنعتي ـ آزاد   چقدر است؟  x + y،  مقدار 

1( 2  2( 5  3( 4  4( 6  
 ــخ ــه: پاس ــه   »2« گزين ــردن معادل ــع ك ــود.     از جم ــي ش ــه م ــؤال نتيج ــورت س ــده در ص ــاي داده ش xه y z t   3 3 3 3 3  و ،

xيا y z t   1حال با توجه به اينكه .y z t   xباشد پسمي 9 1 و با توجه به اينكهx y t   zباشـد پـس  مـي  7  بـه   4
xآيد و در نتيجهدست مي z  5  

 

 وارون ماتريس: 49مثال
 

 
b

 
 
 
  

1
1

1
  )88(مديريت بازرگاني ـ آزاد   كدام است؟ 

1( 
b


 


 
 
 
  

1 1
1

1
  2( 

b

 
 
 
  

1
1

1

 
 


  3( 
b

 
 
 
  

1
1
1

 
 


  4( 

b

 
 
 
  

1
1

1

 
 


  

 صـحيح خواهـد   3) يـا ( 2باشد پس گزينه (دانيم وارون يك ماتريس پايين مثلثي، خود يك ماتريس، پايين مثلثي ميمي  »2« گزينه: پاسخ (
ه مساوي يك است پس دترمينان ماتريس وارون آن نيز مساوي يك خواهد تواند جواب باشد زيرا دترمينان ماتريس داده شد) نمي3بود ولي گزينه (

  ) مساوي صفر است. 3بود ولي دترمينال ماتريس گزينه (
 

 از رابطه ماترسي: 59مثالx
y

y

 
               

42 3 351 2
  )89(حسابداري و مديريت ـ سراسري   كدام است؟ x، مقدار  

1 (25-  2(1  3 (5-  4(5  
 شود:از رابطه داده شده در صورت سؤال نتيجه مي  »4« گزينه: پاسخ  

xyxy
y y y y

              

28 15 3
24 5 2 5 2 5




 

yبا جايگذاري   2
xyدر معادله  5  2 مقدار ،x  5  شود.حاصل مي  
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  نهمفصل 
  »بردار« 

                             

 اگر سه بردار : 1مثال
  
V ( , , ) ,V (a, , ) ,V ( , , )3 2 12 3 4 2 1 1 1   كدام است؟ aوابسته خطي باشند، آنگاه  2

1 (1  2 (2  3 (1
2  4 (2  

  : با استفاده از روش ساروس داريم:  »3«گزينه پاسخ  a ( a) ( a ) a         
2 3 4

12 1 8 3 4 6 2 8 21 1 2
   

  
 فاصله نقطه: 2مثالP( , , )2 2 xاز صفحه 3 y z   5 11 2 3  كدام است؟  

1 (1  2(4
15 

  3 (2  4(5
15 

  

 2«گزينه : پاسخ  «                   | ( ) |d 


      
 

 2 2 2
5 2 11 2 2 3 3 4

155 11 2
  

  

 به ازاي كدام مقدار : 3مثالk  بردارهايa ( , , )1 1 2 aو  1 ( , , )2 2 3 aو  1 ( , ,k)3 4   )75(حسابداري ـ سراسري   وابسته خطي هستند؟ 7
  ) صفر4  1) 3  2) 2  3) 1

 اند، هرگاه دترمينان حاصل از آنها صفر شود.سه بردار وابسته خطي »1«گزينه : پاسخ  

( k ) ( k) k k
k

            
1 2 1 1 2
2 3 1 2 3 3 8 14 12 7 4 3 3
4 7 4 7

   

 
 به ازاي كدام مقدار: 4مثالk  سه بردارa( , , )1 2 1  وb( , , )1 2


  وc( , ,k)1  77(علوم اقتصادي ـ سراسري    اند؟   وابسته خطي(  

1 (2  2 (1  3 (1-  4 (3-  

 4«گزينه : پاسخ«   (k ) ( ) k k
k

            
1 2 1 1 2

1 2 1 4 1 3 3
1 1
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 سه بردار: 5مثالa( , , )1 2 3 وb(k, , )1


 وc( , , )1 1 1 به ازاي كدام مقدار k  78(مجموعه مديريت ـ سراسري      مستقل خطي نيستند؟(  
1(k 1  2(k 1  3(k  2  4(k  2  

 4«گزينه : پاسخ «    k k ( k) ( k) k k           
1 2 3 1 2

1 1 1 3 3 2 2 2
1 1 1 1 1

      

 

 اگر سه بردار : 6مثالA( , , )1 2 3


)Bو   , , )2 4 6


)Cو   , ,a)1

  وابسته خطي باشند، مجموعه مقاديرa 79(علوم اقتصادي ـ سراسري كدام است؟(  

1 ({ }  2 ({ }1  3 (R 4 (R  

 3«گزينه : پاسخ  «  

  باشند.وابسته خطي مي Cو  A ،B، سه بردار aباشد، بنابراين به ازاي هر مقدار دلخواه مي Aمضربي از  Bچون بردار  روش اول:
  اند كه دترمينان ماتريس حاصل از آنها صفر باشد.سه بردار وقتي وابسته خطي روش دوم:

( a ) ( a) ( a ) ( a )
a

          
1 2 3 1 2
2 4 6 2 4 4 6 6 4 4 6 4 6

1 1
  

 
  

aان فوق همواره برابر صفر است، پس سه بردار به ازاي هرچون دترمين R اند.وابسته  
 

 بردارهاي : 7مثالa( , , )1 2 3  وb( , , )2 1 4


,c(mو   , )3 7 به ازاي كدام مقدار m 80(علوم اقتصادي ـ سراسري   اند؟خطي وابسته(  
1 (1  2( 2  3 (3  4 (4  

 3«گزينه : پاسخ   «  ( m ) ( m ) m m
m m

           
1 2 3 1 2
2 1 4 2 1 7 8 18 3 12 28 5 15 3

3 7 3
   

 

 سه بردار: 8مثالa(k , , )1 5 ،b( , , )2 1 3


)cو   , , )1 2 3 به ازاي كدام مقدار ،k 81(حسابداري ـ سراسري   اند؟وابسته خطي(  

1 (16
3  2 (

16
3  3 (34

3  4 (
34
3  

 1«گزينه : پاسخ   «  
k k

( k ) ( k ) k k             
 

1 5 1
162 1 3 2 1 3 3 2 5 6 6 3 16 31 2 3 1 2

    

 

 به ازاي كدام مقدار: 9مثالkسه بردار ،a( , , )1 2 1 وb( , ,K)2 1


)cو  , , )1 2 381(علوم اقتصادي ـ سراسري   اند؟  ، وابسته خطي(  
1 (K 1  2 (K   K) هيچ مقدار k 4) هر مقدار 3  2

 اند هرگاه دترمينان ماتريس حاصل از آنها صفر باشد.سه بردار وابسته خطي »4« گزينه: پاسخ  

k ( k ) ( k ) ( k ) ( k )           
1 2 1 1 2
2 1 2 1 3 2 4 1 2 12 2 7 2 13 6
1 2 3 1 2

  

  اند.مستقل kپس سه بردار به ازاي تمام مقادير  چون دترمينان همواره مخالف صفر است،
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 اگر بردارهاي : 10مثالa( , , )1 2 3 ،b( , , )2 1 1


c(xو   ,y ,z)
 اي بين وابسته خطي باشند، چه رابطهx ،y  وz برقرار  است؟  

  )83(علوم اقتصادي ـ سراسري             
1 (x y z  5 3   2 (x y z  2   3 (x y z  2   4 (x y z  3 2   

 1«گزينه : پاسخ«  (z x y) ( x y z) x y z x y z
x y z x y

               
1 2 3 1 2
2 1 1 2 1 2 6 3 4 5 3 5 3          

 
 به ازاء چه مقدار: 11مثال a هايخطx y  xو 5 y  xو 1 y a 2 84( علوم اقتصادي ـ آزاد   ك نقطه متقاطع هستند.در ي(  

1 (7-  2 (5-  3 (5  4 (7  

 4«گزينه : پاسخ«  x y
x x , y

x y
 

      

5 2 6 3 21  

a        براي اينكه سه خط در يك نقطه متقاطع باشند، لازم است نقطه به دست آمده در بالا در خط سوم نيز صدق كند. a    3 2 2 7  
 

 اگر بردارهاي : 12مثال
 a (m, , )1 و 1

 b ( , , )2 2 و 1
 c ( , , )2 3 و 1 

 d c b2  به ازاء چـه مقـدار  باشدm   بـردارa   بـر
بردار

d 85(علوم اقتصادي ـ آزاد   عمود است؟(  
1 (1-  2  (3  3 (1  4 (3-  
 3«گزينه : پاسخ«    d c b ( , , ) ( , , ) ( , , )       2 4 6 2 2 2 2 4 2

    
  ضرب داخلي آنها صفر شود.دو بردار وقتي بر هم عمودند كه حاصل

a.d (m, , ).( , , ) m m           1 1 2 4 2 2 4 2 1
     

 
  اگر بردارهاي: 31مثالa ( ,m, ) 1 و 1

b ( , , ) 1 1 cو  1 ( , , ) 1 1 و  aبردارهـاي  ،mباشد. در اين صورت به ازاي چـه مقـداري از    2
  d b c 2 86(علوم اقتصادي ـ آزاد   بر هم عمودند؟(  

1(1  2(1 )4 2)3 صفر  
 4«گزينه : پاسخ«    d b c ( , , ) ( , , ) ( , , )       2 2 1 11 1 1 2 1 1

     
a.d m m     1 1
    

 
 صفحه گذرنده از نقطه: 41مثالA( , , )3 2 و عمود بر بردار1


n( , , )1 1   )87(علوم اقتصادي ـ سراسري كند؟ها را در چه ارتفاعي قطع ميz، محور2

1(2  2( 5
2  3 (7

2  4( 6  

 3«گزينه : پاسخ«  : (x ) (y ) (z ) x y z           1 3 1 2 2 1 2 7معادله صفحه موردنظر  
xدهيمقرار ميzبراي پيدا كردن نقطه تلاقي با محور y  و در نتيجهz  7

2  
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  دهمفصل 

  »توابع چند متغيره « 
  

  

 اگر تابع :1مثالf : R R2 به معادله ،z x y  2 21   فرض شود دامنه اين تابع كدام است؟ 2

1(IR  2(IR2  3(x, y     4(x y 2 22 1  
 عبارت زير راديكال بايد بزرگتر مساوي صفر باشد، يعني:»  4«زينه گ: پاسخ        x y x y     2 2 2 21 2 2 1  

 

 ديفرانسيل كامل: 2مثالu در صورتي كهu xyz باشد، كدام است؟  
1 (xydx xzdy yzdz   2 (yzdx xzdy xydz   3 (xydx zydy xzdz   4 (yzdx xydy xydz   
  : 2«گزينه پاسخ«  

  
 اگر :3مثالz u v uv  2 uو 2 x y 2 vو 2 xy باشد، در اين صورت مقدارz

x



xبه ازاي   yو 3    چقدر است؟ 2
1 (11  2 (12  3 (13  4 (14  
 : ابتدا توجه كنيد كه به ازاي  »3«گزينه  پاسخx  yو3  u، مقدار2  vو5  گيري زنجيري آيد. حال با استفاده از قاعده مشتقبدست مي 6
  :داريم

z z u z v ( u v)( x) ( v u)(y) ( )( ) ( )( )
x u x v x

    
             

    
2 2 2 2 5 6 2 3 2 6 5 2 13    

  
 اگر4مثال :z u v 2 xو 2 yxv , u e

y
 

2 xzد، در اينصورت باش 2 ( , ) 1     كدام است؟ 1

1 (e e4 24 2  2 (e e44 2  3 (e 44 2  4 (e44  

 : 3«گزينه  پاسخ         «   xx y x y
y

z z u z v x z. . ( e )( xe ) ( )( ) e
x u x v x y y x

 



     
      

     

2 2 2 2 1 4
1

12 2 2 4 2  

  
 اگر5مثال :xz f ( )

y
 آنگاهz

x



xدر نقطه 
y



2
  كدام است؟  2

1 (f ( )
1 12  2 (f ( )1 12  3 (f ( ) 1  4 (1

2  

 : رابطهبا توجه به   »2«گزينه  پاسخ[f (u)] u f (u)   :داريم     x z x z f ( )z f ( ) f ( ) ( , ) f ( )
y x y y x

       
 

1 1 2 12 2 2 2 2  
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 اگر: 6مثالu r s 3 vو 2 r s 2 ,u)، آنگاه3 v)
(r,s)




  كدام است؟ 
1(13-  2(rs6 3(5 4 (5-  

  : 1«گزينه پاسخ «               
u u

(u,v) r s
v v(r,s)
r s

 
     

  
 

3 2 132 3  

  
 فرض كنيد: 7مثالx r cos  وy r sin در اينصورت ،(x,y)

(r, )

 

  است؟ 

1 (r  2 (
r
1  3 (  4 (r cos 2  

  : شود:طبق تعريف ژاكوبين در بالا نتيجه مي  »1«گزينه پاسخ  

 
x x

cos r sin(x,y) r r cos r sin r
y y sin r cos(r, )
r

 
          

    
 

2 2   

  
 اگر داشته باشيم :8مثالz x xy y   2 2 4 1 وx y      باشد، نقطه بحراني اين تابع كدام است؟ 3

1(( , )1 2  2(( , )2 1 3(( , ) 1 4  4(( , ) 4 1  
 : دهيم قرار مي  »1« گزينه پاسخf (x , y) x xy y   2 2 4 1وg(x , y) x y   ، كه در ايـن صـورت نقطـه بحرانـي از حـل      3

  شود.حاصل مي زيردستگاه 

      yx

x y

g(x y) x y
ff x y x y y ,xg g

  
           

3
2 2 2 4 2 4 2 11 1


  

)بنابراين  , )1   نقطه بحراني تابع است. 2
  

 در سؤال قبل، نوع نقطه كدام است؟ :9مثال  
  نيمم مطلق) مي4  نيمم نسبي) مي3 ) ماكزيمم2  ) زيني1
 : مقدار تابع » 2« گزينه پاسخz x xy y   2 2 4 1در نقطه( , )1 )است. براي تعيين اينكه نقطه 23، برابر 2 , )1 نيمم يا ماكسيمم است، مي2
xتوانيم يك نقطه كه در شرطمي y  )نقطه نوع نقطه بحراني را مشخص كنيم. بطور مثال zصدق كند را در تابع قرار دهيم و با مقايسه مقادير 3 , )3  در

xشرط y  )شود كه نقطهمشخص مي zاست، با مقايسه مقادير 19ر اين نقطه برابر د zكند و مقدارصدق مي 3 , )1   ، نقطه ماكزيمم است.2
  توان آنرا به عنوان يك روش دقيق و علمي پذيرفت.كار رفته در حل اين سئوال يك روش تستي است و نميه روش ب توضيح:

 
 

  

 در مورد تابع :10مثالF(x,y) xy Lnxy  .كدام گزينه صحيح است    

1 (( , ) 
1 1
2 )) 2  يك مينيمم نسبي تابع است. 2 , ) 

1 1
2   يك ماكزيمم نسبي تابع است. 2

3 (( , ) 
1 1
2 )) 4  يك نقطه زيني است. 2 , ) 

1 1
2   تعريف نشده است. 2

 :ها صحيح نيست.دام از گزينههيچك پاسخ  

)نقطه , ) 1 1
2 باشد. كند، بنابراين نقطه بحراني نميدر معادلات روبرو صدق نمي 2

x

y

F y
x

F x
y





    
   


1

1  
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 كمترين و بيشترين فاصله مبدأ مختصات از منحني  :11مثالx xy y  2 2      چقدر است؟ 9
2و بيشترين3) كمترين 1 3و بيشترين 6) كمترين2  3 2   

3) كمترين 3 6و بيشترين2 2) كمترين 4   2 3
3يشترين و ب 3 2  

 :آيد:معادله داده شده در مختصات قطبي به صورت زير در مي» 2«گزينه  پاسخ  

r r sin cos r
sin cos sinsin

       
     

2 2 2 9 9 189 11 2 21 22

  

rزيمم تابع نيمم و ماكباشد، پس لازم است مقادير ميميrبا توجه به اينكه فاصله از مبدأ در مختصات قطبي برابر 
sin


 

2 18
2 را بدست  2

sinنيمم شود يعنيلازم است كه مخرج كسر ميrبدست آوردن ماكزيممآوريم. براي    2 max(rكه در اينصورت 1 )  


2 18 182 و  1

max(r)يا  18 3 sinشود كه مخرج كسر ماكزيمم شود يعني نيمم ميوقتي ميr2همين ترتيب  آيد. بهبدست مي 2  2 كه در اين  1

min(rصورت  )  


2 18 62 min(r)و يا  1    آيد.بدست مي 6

  

 ماكزيمم تابع  :21مثالz x y  1 xتحت قيد  2 y 2 2   چقدر است؟  5
1 (1 3 5  2 (5 5 1  3 (6   4 (2 2 5   

 :توان به صورت پارامتريشده را مي توان به روش ضرايب لاگرانژ نيز حل كرد. ولي قيد دادهمسأله را مي» 3«گزينه  پاسخx cos t

y sin t

 




5
5

نوشـت   

zصورت تابع به شكلدر اين  cos t sin t  1 5 2 aآيد. حال با توجه به رابطـه در مي 5 b a cos t bsin t a b     2 2 2 2 
  :شودنتيجه مي

cos t sin t z         
5 5

5 2 5 2 5 5 2 4 6    

  
 رابطة: 31مثالx x x x    1 2 3 42 3 4 xباشد. حداكثر مقدار عبارتبرقرار مي 2 x x x2 3 4

1 2 3   ؟باشدهاي زير ميكداميك از گزينه 4
1 (625  2 (256  3 (1 24  4 (512  

  : 3«گزينه پاسخ«          c x c x c x c x x x x x
x x x x x           

   
1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 3 4

1 2 3 4
1 2 3 4

2 2 3 4
2 2 3 4  

x x x x x x         1 2 3 42 3 4 2 1 2 2  
x x x x Max x x x x        2 3 4 1

1 2 3 4 1 2 3 42 2 1 24  
  

 اگر: 41مثالx y z   Aعبارت اكزيممباشد، م 8 x y z 3 3   كدام است؟ 2
1 (512  2 (3 12  3 (729  4 (2916  

 : فوقطبق نكته »  4«گزينه  پاسخ،p  2،n  mو  3  k      :باشدمي 3   
 

3 3 2 8
8

3 3 2 8 2916
8
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 اگر  :15مثالx yz
y x

 
2

xمقدار  باشد ، 2 yxz yz  75(حسابداري ـ سراسري   ، كدام است؟(  
  z 3(1 4 (z 2)2  ) صفر1
 تابع  »1«گزينه : پاسخ zباشد، بنابراين طبق قضيه اويلر داريم:، يك تابع همگن درجه صفر مي   x yxz yz z      

xتابع  توضيح: yf (x , y)
y x

 
2

x     است، زيرا: ، تابع همگن از درجه 2 y x yf ( x , y) f (x , y)
y x y x

 
      

 
2 2

2 2  

 
 اگر تابع هدف  :16مثالz x y 2 xو قيد  2 y    )75(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ zباشد در نقطه بحراني مقدار  4

1(16 2(8 3(4 4 (2  
 2«گزينه : پاسخ«    

xابتدا از معادله  روش اول: y  دين ترتيب تابع هـدف  كنيم. ب، يكي از متغيرها را برحسب ديگري بدست آورده و در تابع هدف جايگزين مي4
  شود.به يك تابع يك متغيره تبديل مي

x y y x z x ( x) x x           2 2 24 4 4 2 8 16  
z x x , y z          2 24 8 2 2 2 2 8  

fفرض كنيد  روش دوم: (x , y) x y 2 g(xو  2 , y) x y   ، در اين صورت براي بدست آوردن نقطـه بحرانـي كـافي اسـت دسـتگاه      4

yx                مقابل را حل كنيد.

x y

g(x , y) x y x yf x y zf x y x y
g g

                  

2 2
4 4 2 2 2 82 2

1 1


  

 
 مقدار ماكزيمم تابع با ضابطه  :17مثالz x y y x    2 22 4 8 2      75(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟(  

1(15 2(2 3(24 4 (25  
 4«گزينه : پاسخ «  z x y y x    2 22 4 8 2  

z      2 1 4 8 2 25   طه بحرانينقx

y

z x
x , y

z y



          

2 2
1 18 8  

  باشد.نيمم يا زيني است نميچون تابع فقط يك نقطه بحراني دارد، نيازي به بررسي اينكه آيا اين نقطه، يك نقطه ماكزيمم يا مي توضيح:
 

 هرگاه  :18مثالF(x y z ,x y z )    2 2 2   باشد در اين صورتxz 75(علوم اقتصادي ـ سراسري            كدام است؟(  
1 ((F xF ) / (F zF )  1 2 1 22 2 2((F yF ) / (F zF )  1 2 1 22 2  
3((F xF ) / F yF  1 2 1 22 2 4((F zF ) / ( xF F )  1 2 2 12 2  

 كنيمگيري ضمني چند متغيره استفاده مياز روش مشتق »1«گزينه : پاسخ.  x

F F u F v. . F xFx u x v xz F F u F v F zF. .
z u z v z

    
          

     
    

1 2
1 2

2
2  

uبا فرض x y z   وv x y z  2 2   هاي فوق را نوشتيم.، مشتق2
 

 اگر داشته باشيم  :19مثالx yz
y x

 
2 2
2 2

2
2

z، مقدار   zx. y .
x y
 


 

  )76(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 

  z 3(z3 4 (z 3)2  ) صفر1

  :تابع  »1«گزينه پاسخx yz
y x

 
2 2
2 2

2
2

z           باشد، پس طبقه قضيه اويلر داريم:، يك تابع همگن از درجه صفر مي zx y z
x y

  
   

 
  

xتابع  توضيح: yf (x , y)
y x

 
2 2
2 2

2
2

) ، تابع همگن از درجه صفر است زيرا: x) ( y) x yf ( x , y) f (x , y)
( y) ( x) y x
 

      
 

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2
2 2

  

  جايگذاري در تابع هدف
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 در معادله ضمني  :20مثالz x y xy x zy     2 2 2 5 3 2   مقدار ،z
x



  )76(حسابداري ـ سراسري   ) كدام است؟1,  1+ , 2در نقطه ( 

1 (
1
2  2 (

1
  1) 4  ) صفر3  3

 كنيم.گيري ضمني استفاده مياز روش مشتق »3«گزينه : پاسخ   x
( , , )

z

z f x y
x f z y
    

      
  1 1 2

2 5 3 2 5 3
2 2 4 2   

 

 اگر داشته باشيم  :21مثالx yz
y x

 
2 2
2 22 2

zمقدار   zx. y.
x y
 


 

  )76(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟ 

1 (z  23  ) صفر (z2  4 (x
y

2
2  

 باشد.يباشد، طبق قضيه اويلر حاصل عبارت موردنظر صفر متابع داده شده يك تابع همگن درجه صفر مي »2«گزينه : پاسخ  
 

 مختصات نقطه بحراني تابع  :22مثالz x y x y   2 22 2   )76(مجموعه مديريت ـ سراسري        كدام است؟ 4
1 (( , , )    2 (( , , )1 1 1  3 (( , )1 1 1  4 (( , ) 1 1 3  

 4«گزينه : پاسخ «  x x

yy

z x x
z

z y y




                 

1
1

2 2 1
1 2 2 4 34 4 1




  

 

 اگر داشته باشيم :23مثالz f (k,L) وk g(x,y) وL h(x,y)مقدار ،xz 76(علوم اقتصادي ـ سراسري     كدام است؟(  

1 (x k xz z .k  2 (x k x L xz z .k z .   3 (x L xz z .L  4 (xz    

 گيري زنجيري چندمتغيره داريم: طبق قاعده مشتق »2«گزينه : پاسخ              x k x L x
z z k z Lz . . z .k z .L
x k x L x
         
    

  

 

 در تابع دومتغيري به معادله  :24مثالz x Ln(x y ) 2 zمقدار  2
x y

 

2
yدر    xو  1    )77(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 1

1) 2  ) صفر1
4  3 (1

2  4 (1  

 گيري اهميت ندارد، لذا ابتدا نسبت به چون ترتيب مشتق »1«گزينه : پاسخy  و سپس نسبت بهx گيريم.مشتق مي  

x
y

z y xy z y(x y ) x xy y x yz xLn(x y ) x
y y xx y x y (x y ) (x y )




     
         

     

2 2 2 3 22 2
12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1

2 2 2 2 2 2 2  

 

 اگر  :25لمثاz u v 2 uو  2 g(x y)   وxv h( )
y

  ، باشدxz77(حسابداري ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 (u.g .h 2  2(xu( y) v( )
y

   22 1 2  3 (v(u.g h )
y

 2  4صفر (  

 كنيم:گيري زنجيري چندمتغيره استفاده مياز قاعده مشتق »3«گزينه : پاسخ  
z z u z v v. . u.g v. h (ug h )
x u x v x y y
             
    

12 2 2  
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 در تابع  :26مثالz Ln(u v ) 2 2 ،u xy  وxv
y

 مقدار ،xz  درx  yو  1    )77(مجموعه مديريت ـ سراسري   كدام است؟ 1

  Ln2) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1
 براي محاسبه »3«گزينه : پاسخxz كنيم.گيري زنجيري توابع چندمتغيره استفاده مياز قاعده مشتق  

xابتدا توجه كنيد كه به ازاي  1وy 1مقدار ،u 1وv 1 آيد.بدست مي  
x y

u v

z z u z v u v z. . y
x u x v x y xu v u v

 

 

     
       

      
1

2 2 2 2 1
2 2 1 2  

 

 وضعيت همگن بودن تابع  :27مثالx xz
y x y

 


2
2 2 2

  )77(علوم اقتصادي ـ سراسري             چگونه است؟ 

  1) همگن با درجه 4  صفر ) همگن با درجه3  2) همگن با درجه 2  ) غيرهمگن1

 دهيم قرار مي »3«گزينه : پاسخx xf (x , y)
y x y

 


2
2 2 2

  ، در اين صورت:

x x x xf ( x , y) f (x y)
y yx y x y

 
       

    

2 2 2
2 2 22 2 2 2 2 2

  

 

 اگر داشته باشيم  :28مثالz f (x y , x y) 2 2 22 zمقدار  4
x




xبه ازاي    yو  2 
1
  )78(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (f f 1 28 2  2 (f f 1 24 8  3 (f f 1 26 4  4 (f f 1 24 4  
 دهيم قرار مي »2«گزينه : پاسخu x y 2 vو  22 x y z، در اين صورت 24 f (u , v)گيري زنجيري داريم:. حال با استفاده از مشتق  

z z u z v. . f x f xy
x u x v x
           
     1 22 8  

xبه ازاي   yو  2  1
z                        شود:نتيجه مي 2 f f

x
   
 1 24 8  

 

 اگر  :29مثالf  تابعي حقيقي به معادلهx y z xyz   2 2 22 xدر نقطه باشد ،  2 y z     كدام است؟ xzمقدار  1
  )78(حسابداري ـ سراسري 

1 (2-  2 (
1
2  3 (1

2  4 (2  

 شود:  گيري ضمني نتيجه مياز قاعده مشتق  »3«گزينه : پاسخ  x
x ( , , )

z

f x yzz
f z xy
         
    1 1 1

4 2 4 2 1
2 2 2 2 2  

  
 

 اگر داشته باشيم :30مثال
z x y
x tcost
y t sint

  
 
 

2 2

،dz
dt

tدر نقطه  
   )78(مجموعه مديريت ـ سراسري        ، كدام است؟ 4

1(


2

8  2(
2

2  3(2
2  4(  

 شود:گيري زنجيري نتيجه ميبا استفاده از قاعده مشتقروش اول:   »1«نه گزي: پاسخ  
dz z dx z dy. . x.(cos t t sin t) y(sin t t cos t)
dt x dt y dt

 
     
 

2 2  

dz t cos t(cos t t sin t) t sin t(sin t t cos t)
dt

   2 2  
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t ،توانيم در رابطه فوق به جاي حال مي
  د.قرار دهيم و مقدار موردنظر را بدست آوريم ولي ساده كردن عبارت فوق شايد جالبتر باش 4

dz t cos t t sin t cos t t sin t t sin t cos t t(cos t sin t) t sin t cos t
dt

      2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 4  

t

dzt cos t t sin t cos ( ) sin
dt 



     
        

2 22 2

4
2 2 2 2 22 2 4 2 8 8  

  گيري)و سپس مشتق tبرحسب  yو  x(جايگزيني  روش دوم:

t

dz dzz x y t cos t t sin t t (cos t sin t) t cos t t cos t t sin t
dt dt 




           

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4
2 2 2 2 2 8  

 
 برد يا حوزه مقادير تابع حقيقي   :31مثالf   به معادلهz x y  2 21 2 78(علوم اقتصادي ـ سراسري          .  كدام است؟(  

1 (R  2 (R  3 (R { }    4 ([ , ]1   

 واضح است كه  »4«گزينه : پاسخz  و حداكثر عبارت زير راديكال1 باشد پس حداكثر مقدارميz برابر1 باشد.مي  
 

 در تابع حقيقي دو متغيري  :32مثالz x xy y  2 22 dx، به ازاي 4 dy /  1 مقدارd z2 78(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (/ 7   2 (/12  3 (/14  4 (/ 7  

 3«گزينه : پاسخ «  z zz x xy y x y, x y
x y
 

       
 

2 22 4 2 2 2 8  

z z z, ,
x yx y

  
  

  

2 2 2
2 22 8 2  

z z zd z dx dy dxdy dx dy dxdy
x yx y

  
     

  

2 2 22 2 2 2 2
2 2 2 2 8 4  

dx dy / d z ( / ) ( / ) ( / )( / ) /     1 2 2 22 1 8 1 4 1 1 14       
 

 اگر  :33مثالxz f (x y , )
y

 2   )78(علوم اقتصادي ـ سراسري          .  م است؟كدا xzباشد  2

1 (f f 1 2  2 (x x / yf f   3 (x y
x(x y )f f
y

  2 2  4 (xf f
y

 1 2
12  

 دهيم قرار مي »4«گزينه : پاسخu x y 2 xvو  2
y

 در اين صورت ،z f (u , v) گيـري زنجيـري بـراي    . با استفاده از قاعده مشـتق

x  متغيره نتيجه مي شود:   توابع چند
z z u z vz . . xf f
x u x v x y
          
     1 2

12  

 

 برد تابع دو متغيري  :34مثالz x y  29   )79(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 2
1 ([ , ]3 3  2 (R { }   3 (R  4 ([ , ]3  

 واضح است كه  »2«گزينه : پاسخz  باشد.مي  
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 در تابع دو متغيري  :35مثالx yz
x y
 




2 1
  )79(حسابداري ـ سراسري   ، مجموع طول و عرض نقطه اكسترمم آن كدام است؟    2

1 (2  2 (
1
3  3 (3  4 (1

3  

 4«گزينه : پاسخ «  
x

y

(x y) ( x y )z y y(x y)
x y ( x y )z x x

(x y)

                      
 

2

2

2 2 2 1 13 12 3
2 2 2 1 23 2 32

 

 
  

بنابراين مجموع طول و عرض نقطه اكسترمم برابر  
2 1 1
3 3   خواهد بود. 3

)موضوعي كه شايد كمتر كسي به آن توجه كند اين است كه در واقع تست غلط است. زيرا نقطه  توجه: , )2 1
3 كـه بـه عنـوان نقطـه اكسـترمم       3

شود). بـه هـر حـال بهتـر اسـت      كند (مخرج كسر مساوي صفر ميتواند نقطه اكسترمم تابع باشد چون در دامنه تابع صدق نميشود نميمعرفي مي
  طراحان سئوال بيشتر به اين نكات توجه داشته باشند.

 
 اگر داشته باشيم  :36مثالz x x y y    2 21 2 2 8  مقدار ،z 79(حسابداري ـ سراسري   در نقطه اكسترمم اين تابع كدام است؟(  

1(19 2(1 3(17 4 (21  

 1«گزينه : پاسخ«   x

y

z x x
z

z y y
                 

2 2 1
1 1 2 8 16 194 8 2


  

 
 79(حسابداري ـ سراسري   در مسأله شماره قبل نوع نقطه اكسترمم چيست؟ :37مثال(  

  نيمم) مي4  ) ماكزيمم3 ) زيني2  ) مكرر1
 3«گزينه : پاسخ«   xx xx yy xyz , z z z ( )( )           22 2 4 8    
چون    وxxz  .پس نقطه اكسترمم ماكزيمم است ،  

 
 نيمم تابع اگر مي :38مثالz x y 2 xباتوجه به قيد  2 y 2     كدام است؟ از روش ضريب لاگرانژ تعيين كنيم ، مقدار  را با استفاده  5

  )79(حسابداري ـ سراسري 
1(1 2(2 3(3 4 (4  
 دهيمقرار مي »2«گزينه : پاسخf (x , y) x y 2 g(xو  2 , y) x y  2 نـيمم و  . در اين صـورت بـراي بدسـت آوردن نقطـه مـي     5
    را حل كنيم. زير ست دستگاهكافي ا مقدار

             yx
y

x

g(x , y) x y x yff x y x y
g g

                 

2 5 2 5
2 2 2
1 2


  

xاز حل دستگاه فوق به سادگي  1 ،y  و  2    آيد.بدست مي 2
 

 اگر :39مثالx yz
x y




 
2

  )79(مجموعه مديريت ـ سراسري        ت؟ باشد، مجموع طول و عرض نقطه بحراني كدام اس 3
1(2- 2(1- 3(1 4 (2  

 2«گزينه : پاسخ «  
x

y

(x y ) (x y)z
y y(x y )

x y
(x y ) ( )(x y) x xz

(x y )

                               
  

2

2

1 3 1 2
3 3 13 12 3 1 2 3 6 2

3





  

x، چرا كه نقطة) صحيح باشد2رسد كه گزينه (بنابراين به نظر مي
y
 


2
   باشد.در دامنه تابع نمي 1
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 اگر  :40مثالz f (x y ,y x)   ه آنگاz z
x y
 


 

  )79(علوم اقتصادي ـ سراسري             برابر كدام است؟ 

1 (1-  2 (  3 (1  4 (2  
  :دهيمقرار مي »2«گزينه پاسخu x y   وv y x در اين صورت ،z f (u ,v)شود:گيري زنجيري نتيجه ميز قاعده مشتق. حال با استفاده ا      

                z z u z v z z z z. . .( ) ( )
x u x v x u v u v
        

      
        

1 1  

z z u z v z z z z. . ( ) ( )
y u y v y u v u v
        

       
        

1 1  

zشود از جمع كردن روابط بالا نتيجه مي z
x y
 

 
 

.  

 

 در تابع دو  متغيره :41مثالf (x ,y) x y xy y   2 3 4 )نقطه بحراني  11 , ) 2   )79(علوم اقتصادي ـ سراسري   است؟ چگونه 1
  ) زيني4  ) ماكسيمم3  نيمم) مي2  ) اكسترمم1
 4«گزينه : پاسخ «           x yf (x , y) x y xy y f x y , f y x         2 2 24 11 2 4 3 4 11  

xx xx yy xyf , f f f y ( ) y          2 22 2 6 4 12 16  
)چون در نقطه بحراني  , ) 2 1 ،( )     12 1 16  باشد، پس نقطه زيني است.مي  

 

 برد تابع دو متغيره  :24مثال z x y  2 21   )80(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 2
1 (R  2 (R  3 ([ , ]1   4 (R { }    
 به وضوح » 3«گزينه : پاسخz  زير راديكالباشد و همچنين حداكثر مقدار عبارت مي 1 باشد پس حداكثرميz ،1 باشد.مي  

 

 در تابع مقيد  :43مثالMaxz xy  نسبت بهx y 2 1   با استفاده از روش لاگرانژ ، مقدار بر است با :ضريب لاگرانژ برا  
  )80(حسابداري ـ سراسري 

1 (1  2 (12  3 (2  4 (25  
 دهيم قرار مي» 4«گزينه : پاسخg(x , y) x y  2 1      در اين صورت براي بدسـت آوردن نقطـه اكسـترمم و مقـدار ،    كـافي اسـت

yx        حل كنيم.دستگاه روبرو را 

x y

g(x , y) x y
zz y x

g g

  
        

2 1

1 2

 
  

xشود از حل دستگاه بالا نتيجه مي  5  ،y  و  25  25.  
 

 در سئوال قبل ، مقدار ماكزيمم :44مثالz 80(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (135   2 (13    3 (125   4 (1    
 با توجه به اينكه » 3«گزينه : پاسخx  5  ،y  z  برابر است با:   zبدست آمد، ماكزيمم  25 xy   5 25 125   

 
 نقطه بحراني تابع حقيقي :45مثالf با ضابطهz xy x y y   2 22   )80(مجموعه مديريت ـ سراسري   كدام است؟  7

1(( , , )1 2 7  2(( , , )1 1  3(( , , ) 1 2 1  4(( , , )1 1 3  
 1«گزينه : پاسخ  «    

                   x

y

z y x y x
x , y z

z x y x y
                 

2 2 1 2 74 7 4 7



  

)بنابراين  , , )1 2   است. fنقطه بحراني  7
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 80(مجموعه مديريت ـ سراسري   در سؤال شماره قبل، نوع نقطه بحراني كدام است؟  :46مثال(  
  ) ماكزيمم مطلق4  نيمم نسبي) مي3  نيمم مطلق) مي2  ) زيني1
 4«گزينه : پاسخ«  xx xx yy xyz , z z z ( )( )          2 22 2 4 1 7  

چون     وxxz  .بنابراين نقطه بحراني ماكزيمم مطلق است ،  
 

 طول و عرض نقطه بحراني تابع  :47مثالf  به معادلهz xy x Ln(x y)     )80(علوم اقتصادي ـ سراسري       كدام است؟        22

1 (( , )1 22  2 (( , )13 3  3 (( , )14 4  4 (( , )1 1  

 1«گزينه : پاسخ «  z xy x Ln(x y)   22  

x

y

xyz y y yx y x x
x x xz x y yx y

                 
         

2

2
2

2 2 22 2 2

1 1

 


  

xاز حل دستگاه فوق  
1
yو  2    آيد.بدست مي 2

y) در معادلـه  1توان متوجـه شـد كـه فقـط گزينـه (     دگي ميها به سانيازي به حل دستگاه نيست، با توجه به گزينه توضيح:
x

  
1 صـدق   2

yل كنيم كافي است در معادلة حكند. ضمناً اگر بخواهيم دستگاه را مي
x

  
2 ، xبه جاي  2

y
  قرار دهيم: 1

y y y y y , x

y

              
2 12 2 2 2 21 2  

 
 تابع حقيقي  :48مثالf به معادلهz x y  225 81(حسابداري ـ سراسري   مفروض است، برد اين تابع كدام است؟(  

1 (R  2 (R2  3 ([ , )  4 ([ , ]5  
 3«گزينه : پاسخ«  x y2 توان گفتلذا فقط مي تواند هر علامتي داشته باشد،ميz  .  

 

 براي تابع :49مثالz x . Lny y .Lnx  مقدارz
x y

 

2
  )81(حسابداري ـ سراسري   برابر است با: 

1 (x
x y

  2 (y
x y

  3 (xy
x y

  4 (x y
xy
  

 4«گزينه : پاسخ«    z y z x yz xLny yLnx Lny
x x x y y x xy
  

        
  

2 1 1  

 
 اكسترمم تابع :50مثالz xy تحت شرطx y  2 3 5 81(حسابداري ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 (( , )5 5
4 6  2 (( , )5 5

6 6  3 (( , )5 5
12 4  4 (( , )

5 5
12 6  

  :دهيمقرارمي »1«گزينه پاسخf (x, y) xyوg(x y) x y  2 3 آيـد. ، در اين صورت نقطه اكسترمم تابع از حل دستگاه روبرو بدست مـي 5

                   x x

x y

g(x , y) x y
f f y x xyg g

  
      

2 3 5
2

2 3 3


   

xyبا جايگزيني   2
xدر معادله  3 y 2 3 x، مقدار 5 

5
yآيد و از آنجا بدست مي 4  5

6.  
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 تابع :51مثالf  به معادلهx yz
x y




2   )81( مجموعه مديريت ـ سراسري    اين تابع كدام است؟ (Range)مفروض است. دامنه 2

1(R2   2(R  3( R x | x y   4( (x , y)|x , y R , x y   

 عبارت زير راديكال بايد بزرگتر مساوي صفر باشد، و ريشه كسر جزء دامنه تابع نيست.  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه: پاسخ  
x y x y x y

x y
 

     
2 2  

x y x y    2 2  ج كسر: ريشه مخر  
xباشد كه مي yو  x، مقادير از fبنابراين دامنه  y  باشد به جز نقطه( , ) :يعني ،          {(x , y) x , y R ,x y} {( , )}      دامنه  

تـابع يعنـي    Domainبرد تـابع و  تابع يعني  Rangeتابع در نظر گرفته شده كه كاملاً غلط است،  Rangeدر صورت سئوال دامنه تابع  توضيح:
  دامنه تابع.

 
 نقطه بحراني تابع :52مثالf به معادلهz x xy y x y    2 2 3   )81( مجموعه مديريت ـ سراسري   به كدام صورت است؟ 6

1(( , )3 2  ، زيني(( , )33  نيمم، مي(( , )3 4  ، ماكزيمم نسبي(( , )3 ماكزيمم مطلق ،  
 2«گزينه : پاسخ  «  

x
x( )

y

z x y x y
y y ,x

x yz x y 

                   
2

2 3 2 3 3 9 32 4 122 6





  

)بنابراين , )3 .نقطه بحراني تابع است                    xx xx yy xyz , z z z        2 22 2 2 1 3  
چون   وxxz  نيمم است.، بنابراين نقطه بحراني مي  

 

 برد تابع حقيقي  :53مثالf   به معادله z x y  2 21   )81(علوم اقتصادي ـ سراسري             برابر است با: 2
1(R  2(R2 3 ([ , ]1   4 ([ , ] 1  

 چون راديكال با فرجه زوج همواره مثبت است لذا:  »3«گزينه : پاسخ  z (x y ) z


     2 21 2 1


     

 

 اگر داشته باشيم  :54مثال
y
xx yz e

xy
  

2
  )81(علوم اقتصادي ـ سراسري             درجه همگني اين تابع كدام است؟ 2

  .) همگن نيست4 2)3 1)2  ) صفر1

 1« گزينه: پاسخ «  
yy y
xx xx y ( x) y x yf (x , y) e f ( x , y) e e f (x , y)

x x xy ( y) y


 

             


2 2 2
2 2 2

  

 
 اگر :55مثالy xtg z باشد مقدارxz در شرايطي كهx y    )81آزاد  ( علوم اقتصادي ـ   باشند، كدام است؟  1

1(
1
2  2 (2  3(1

2   4 (2-  

 به ازاي »1«گزينه : پاسخx y 1شود، نتيجه ميtgz 1.  
xtgz، رابطه داده شده را بصورتxzبراي محاسبه y  كنيم.گيري ضمني استفاده مينويسيم و از روش مشتقمي  

x yx
x x

tgzz

f tgzz z
f ( )x( tg z)

 


         

 
1

2 1
1 1

1 1 1 21
  

  
  

  مخرج كسر نامنفي است

 جمع دو معادله
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 برد تابع :56مثالx yz
x y






2 2
2   )82(حسابداري ـ سراسري   برابر است با: 2

1 (R  2 (R  3 ([ , )1  4 (R { }    

 واضح است كه در كسر  »3«گزينه : پاسخx y
x y





2 2
2   باشد، بنابراين:رج كسر مي، صورت كسر بزرگتر يا مساوي مخ2

x y x y z
x y x y

 
    

 

2 2 2 2
2 2 2 21 1 1  

 
 به ازاي چه مقداري از  :57مثالa نقطه بحرانيz x ay 2   )82(حسابداري ـ سراسري   يك نقطه زيني است؟ 2

1 (a    2 (a    3 (a 1  4 (a 1  
 2«گزينه : پاسخ «      

              x y xyz x ay z x , z ay , z      2 2 2 2  

xx yy xyz z z a a      2 2 2 4  
براي اينكه نقطه بحراني، زيني باشد، لازم است      :باشد، در نتيجه                      a a    4    

 
 اگر داشته باشيم :58مثالx y z xyz z    2 2 2 5 2 در نقطه ،( , , )1 1 xمقدار 1 yz z  :82(حسابداري ـ سراسري   برابر است با(  

1 (3  2 (3-  3 (6  4 (6-  
 براي محاسبه » 4«گزينه : پاسخxzوyz كنيم.گيري ضمني استفاده ميقاعده مشتق از  

x ( , , )

x y

y ( , , )

z x yzz
x z xy

z z
z y xzz
y z xy

                                         
      

1 1 1

1 1 1

2 5 2 5 3 32 5 2 2 5 2 1 3 3 62 5 2 5 3 32 5 2 2 5 2 1

  

 
 اي براي دو نوع كالايتابع سود توليدكننده :59مثالx وy  واحد است. چه مقاديري از 12بصورت زير و حداكثر ظرفيت توليدي آنx وy  سود

)رسانند؟او را به حداكثر مي x x xy y y)     2 28 2 3 1     82(مجموعه مديريت ـ سراسري(  
1(y  xو 3 1  2(y  xو 4  3  3(y  xو 5  2  4(y    5xو 7
 4«گزينه : پاسخ  «  

fخواهيم تابعمي روش اول: (x , y) x x xy y y    2 28 2 3 1  را تحت قيدx y 12   ماكزيمم كنيم. در اين صورت بـا اسـتفاده ،
  از روش ضرايب لاگرانژ خواهيم داشت:

x y x yx y
x y x y y xy x

                    

312 3 3 36128 4 6 1 5 3 25 3 21 1
   

  

yاز جمع دو معادله اخير 8 56 ،y  xآيد كه با جايگزيني در معادلهبدست مي 7 y 12،x    آيد.بدست مي 5
xاز رابطه روش دوم: y 12 شودنتيجه ميy x 12با جايگزيني ،y  برحسبx  در تابعf تابعي شامل متغيرx شـود كـه بـراي    حاصل مي

fبدست آوردن نقطه اكسترمم كافي است معادله (x)   حل شود.  
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 اگر :60مثالw
x y z


 2 2 2

wباشد، آنگاه 1 w w
x y z

  
 

  

2 2 2
2 2   )82(مجموعه مديريت ـ سراسري    برابر است با: 2

1(   2(x y z   3((x y z )


 
3

2 2 2 2  4(xyz(x y z )


 
3

2 2 2 2  

 ابتدا توجه كنيد كه: »1«گزينه : پاسخ                  w w (x y z )

(x y z )



    

 

1
2 2 2 2

1
2 2 2 2

1  

wحال
x




wو 
x





2
w  كنيم:را محاسبه مي 2 x (x y z ) x(x y z )

x

 
 

        


3 3
2 2 2 2 2 22 21 22  

w (x y z ) x ( x) (x y z ) (x y z ) x (x y z )
x

   


               


3 5 3 52 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2
2

3 2 32  

wبطور مشابه
y





2
wو2

z




2
  آيند:بدست مي 2

w (x y z ) z (x y z )
z

 


      


3 52 2 2 2 2 2 2 22 2
2 w  و      3 (x y z ) y (x y z )

y

 


      


3 52 2 2 2 2 2 2 22 2
2 3  

w         در نتيجه: w w (x y z ) ( x y z )(x y z )
x y z

 
  

          
  

3 52 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2
2 2 2 3 3 3 3  

(x y z ) (x y z )(x y z ) (x y z ) (x y z )
 

 
                

3 5 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 23 3 3 3   

 
 در تابع :61مثالt x x x x     2 2

1 1 2 24 4 16   )82(مديريت صنعتي ـ آزاد    در نقطه ماكزيمم كدام است؟ t مقدار بهينه 18
1(4  2(42 3(38 4 (36  

 3«گزينه : پاسخ«   t tx x , x x
x x

  
            

 1 2
1 2

2 4 2 8 16 2  

t                                  شود:  نتيجه مي tبا جايگزيني مقادير بدست آمده در        4 8 16 32 18 38  
 

 اگر تابع :62مثالf : R R2 به معادلهx yz
x y






2 2
2 2

2
2

  )83(حسابداري ـ سراسري   باشد، برد تابع كدام است؟ 

1 (R  2 ([ , ]1 1  3 (( , )1 1  4 (R { }    

 واضح است كه صورت كسر از مخرج كسر كوچكتر است، يعني:  »2«گزينه : پاسخ  x yx y x y z
x y


      



2 22 2 2 2
2 2

22 2 1 1
2

  

تواند + را مي1و  -1مقادير zصحيح باشد. همچنين توجه كنيد كهتواند ) مي2باشند و فقط گزينه () نادرست مي4) و (3) ، (1هاي (بنابراين گزينه
yاتخاذ كند، به ازاي    ،z 1 آيد و به ازايبدست ميx    ،z  1 شود. حاصل مي  

  

 اشيماگر داشته ب :63مثال
z u v

u x y
xv
y


  
  

 


2 2

2 zآنگاه 2
y



  )83(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (ux
y


2

4  2 (vxuy
y

 2
24  3 (vxuy

y
 2

24  4 (x( u v)( xy )
y

  22 2 2  

 گيري زنجيري داريم:با استفاده از مشتق  »3«گزينه : پاسخ       z z u z v x vx. . u y ( v) uy
y u y v y y y
     

        
     2 2

22 2 2 4  
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 در تابع :64مثالz x xy y x y    2 24 2 4   )83(حسابداري ـ سراسري   مختصات نقطه بحراني كدام است؟ ،6

1 (( , )2 1  2 (( , )11 2  3 (( , )1 12  4 (( , )1 2  

 2«گزينه : پاسخ«  x

y

z x y x y
x , y

z x y x y
                

2 4 4 2 2 114 4 6 2 2 3 2



  

 

 اگر داشته باشيم، :65مثالx yz
x y






2 2
2 2  ،z

x y

 

2
)در نقطه  , )2   )83( مجموعه مديريت ـ سراسري    ، كدام است؟ 1

1(16
125   2(24

125  3(32
125  4(48

125  

 4«گزينه : پاسخ«     x y z x(x y ) x(x y ) xyz
xx y (x y ) (x y )

    
   

  

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 4  

x , yz xy(x y ) ( y)(x y ) xy z
x y x y(x y )

         
   

   

2 2 2 2 2 2 2 2 22 1
2 2 4 4

8 2 2 4 16 5 32 5 48
1255

  

 
 در تابع :66مثالz x xy y x y    2 24 2 4   )83( مجموعه مديريت ـ سراسري    ، وضعيت نقطه بحراني چگونه است؟ 6

  ) زيني4  نيمم مطلق) مي3  ) ماكزيمم نسبي2  ) ماكزيمم مطلق1
 4«گزينه : پاسخ«                              

x yz x xy y x y z x y , z x y           2 24 2 4 6 2 4 4 4 4 6  

xx yy xyz z z       2 22 4 4 8  
چون  .پس نقطه بحراني، نقطه زيني است ،  

 
 ماكسيمم مقدار تابع دو متغيري :67مثالz x xy 2 xبا شرط 2 y 2   )83يريت ـ سراسري ( مجموعه مد  كدام است؟  12

1 (24  2 (36  3 (48  4 (54  
 دهيمقرار مي »3«گزينه : پاسخf (x , y) x xy 2 g(xو2 , y) x y  2 تحـت   f ، در اين صـورت بـراي بدسـت آوردن مـاكزيمم    12
g(x شرط , y)  :كافي است دستگاه مقابل را حل كنيم  

yx

x y

g(x , y) x y x yf x yf x y x y x
g g

              

2 12 2 12 42 2 2
2 1


  

xدادن با قرار y  zدر تابع 4 x xy 2   آيد.بدست مي 48برابر   z، ماكزيمم2
 

 اگر :68مثالxz ln
y

 باشدdz 83(مديريت صنعتي ـ آزاد    كدام است؟(  

1(x dx y dy
x y

 
  
 

2 2
2 2

1
2  2(ydx xdy

xy
 
 
 

1
2  3(xdx ydy

xy
 
 
 

1
2  4(x dy y dx

x y

 
   

2 21
2  

 ابتدا توجه كنيد كه:  »   2«گزينه : پاسخ  x xz Ln z Ln (Lnx Lny)
y y

    
1 1
2 2  

z                       بنابراين:  z ydx xdydz dx dy dx dy ( dx )dy ( )
x y x y x y xy
   

        
 

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2  



  

  

توابع چند متغيره:  دهمفصل 148  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :69مثالz y.f (x y) xباشد، به ازاء 2 y  zعبارت 1 z
x y
 


 

  )83(مديريت صنعتي ـ آزاد    ؟كدام است 

1(f ( ) f ( ) 3 1 1  2(f ( ) f ( ) 2 1 1  3(f ( ) f ( ) 2 1 2 1  4(f ( ) f ( ) 3 1 1  
 4«گزينه : پاسخ«                 

x y

x y

z zz yf (x y) y xyf (x y) f ( )
z zx x f ( ) f ( )

z z x yz yf (x y) f (x y) x f (x y) y f ( ) f ( )
y y

 

 

                             
  

12 2

12 2 2 2

2 2 1
3 1 1

1 1 1
  

 

 حد تابع  :70مثالx yz
xy



2 2

)در نقطه   , )   در امتدادy x   )83(علوم اقتصادي ـ سراسري           كدام است؟ 2

1) 2  ) صفر1
2  3 (1  4 (5

2  

 در امتداد خط   »4«گزينه : پاسخxy 2آيد:، تابع داده شده بصورت زير در مي   x ( x) x x xz
x( x) x x
 

   
2 2 2 2 2

2 2
2 4 5 5

2 22 2
  

5شود و حد آن همان عددبنابراين در امتداد اين خط تابع به تابع ثابت تبديل مي
  باشد.مي 2

 

 وضعيت تابع  :71مثالz x xy y x y    2 22 4   )83(علوم اقتصادي ـ سراسري       ، از لحاظ تقعر و تحدب كدام است؟    2
  ) ابتدا مقعر، سپس محدب4  ) ابتدا محدب، سپس مقعر3  محدب ) اكيدا2ً  ) اكيداً مقعر1
 2«گزينه : پاسخ«  x y xx xx yy xyz x y , z x y , z , z z z             2 22 2 1 2 8 2 2 2 8 2 12   
xxzچون   و  .پس تابع محدب است ،  

xxzاگريادآوري:    و  گر، آنگاه تابع محدب است، و اxxz   و   .آنگاه تابع مقعر است  
 

 در صورتي كه :72مثالx yf (x,y,z)
z y xz

 
3 2

2 2 xباشد، مقدار عبارت 2 y zxf yf zf  83علوم اقتصادي ـ آزاد    كدام گزينه است؟(  

  f 3(f  4(f3 )2  ) صفر1
 تابع  »3«گزينه : پاسخf   است، زيرا: -1تابع همگن از درجه  

( x) ( y) x y x yf ( x , y, z) ( ) f (x , y,z)
( z) ( y) ( x)( z) z y xz z y xz

 
          

     

3 2 3 2 3 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1  

x                          بنابراين طبق قضيه اويلر داريم: y zxf yf zf f (x , y,z)     
 

 اگر :73مثالz x(y ) y(x )   1   )83زاد ( علوم اقتصادي ـ آ  باشد، وضعيت نقطه اكسترمم چيست؟  2

1(Max ( , )11 2  2(Min ( , )1 12  3(( , )11   ) فاقد اكسترمم است.4  زيني 2

 3«گزينه : پاسخ«          z xy x y  2 2  

)نقطه , )11 x، نقطه بحراني است2

y

z y y

z x x

      
     

12 1 2
2 2 1




  

xx yy xyz z z       2 22 4   
ونچ  .بنابراين نقطه بحراني، زيني است ،  



  

  

149  رياضي عمومي  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 نقطه بحراني تابع :74مثالz x y xy x y    2 22 3   )84(حسابداري ـ سراسري   چگونه است؟ 2
  ) عطف4  نيمم) مي3  ) ماكسيمم2  ) زيني1
 1«گزينه : پاسخ«   x yz x y xy x y z x y ,z y x           2 22 3 2 2 3 1 4 3 2  

xx yy xyz z z ( )          2 22 4 3 8 9 1  
چون   .بنابراين نقطه بحراني تابع زيني است ،  

 

 اگر :75مثالx yz
y x

 
 xو 2 s t 2 وy t s  zمقدار 2

s



tبه ازاي   sو  2    )84راسري (حسابداري ـ س  كدام است؟ 1

1 (
1
2  2 (1

2  3 (3
2  4 (5

2  

 به ازاي»   4«گزينه : پاسخs 1 وt  x، مقادير2   وy 1  آيند.ميبدست  
s , t ,x , yz z x z y y x. . ( ) ( )( s)

s x s y s y x(x ) y
         

        
     

1 2 1
2 2

1 12 222
  

z ( ) ( )( )
s


      


1 1 51 2 24 2 2  

 

 كمترين مقدار تابع :76مثالz x xy 2 با شرطy x 2   )84( مجموعه مديريت ـ سراسري   كدام است؟ 6
1 (5-  2 (3-  3 (2-  4 (1-  
 از شرط داده شده  » 2«گزينه : پاسخy x 6   خواهيم داشت: z آيد كه با جايگزيني در تابعبدست مي 2

z x x( x) x x z x x , y           2 26 2 3 6 6 6 1 4  
zبا جايگزيني مقادير بدست آمده در تابع     21 1 4   آيد.بدست مي 3

 

 اگر :77مثالyz ln
x

   
 

xباشد نسبت 

y

z
z

  )84دي ـ آزاد (علوم اقتصا   كدام گزينه است؟ 

1(ze  2(Lnz  3( z 4(ze  

 ابتدا توجه كنيد كه:    »1«گزينه : پاسخ  x
x y

y

y z yxz Ln Lny Lnx z ,z
x x y z x

y




         

1
1 1

1  

yzاز طرفي از رابطه Ln
x

 آيدبدست ميzy e
x
شود: رابطه فوق نتيجه مي ، كه با جايگزيني در                     zx

y

z y e
z x

     

 

 اگر :78مثالy xz xf ( ) yg( )
x y

 در اين صورت ،z zx y
x y
 


 

  )85(حسابداري و مديريت ـ سراسري   ، كدام است؟

1 (z  2 (z2  3 (y y xf ( ) g ( )
x x y

    4 (y y xf ( ) g ( )
x yx

  2  

 صحيح است.1تابع داده شده، يك تابع همگن از مرتبه يك است، بنابراين طبق قضيه اويلر گزينه (  »1«گزينه : پاسخ (  
y x y xz( x, y) xf ( ) yg( ) xf ( ) yg( ) z
x y x y
 

           
 

  

  



  

  

توابع چند متغيره:  دهمفصل 150  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 طول و عرض نقطه بحراني تابع با ضابطه :79مثالz x xy y x   2   )85(حسابداري و مديريت ـ سراسري   ، كدام است؟4
1 (( , ) 1 2  2 (( , )2 3  3 (( , ) 3 1  4 (( , )4 9  

 4«گزينه : پاسخ«  x

y

z x y
x , y

z x
            

2 1 4 94
 
 

  

 

 باشيماگر داشته  :80مثالx yz z ,x y xy xyz     3 3 )در نقطه 3 , , )1 1   )85(حسابداري و مديريت ـ سراسري   كدام است؟ 1
1 (1-  2 (  3 (1  4 (2  
 با در نظر گرفتن كنيم.گيري ضمني استفاده مياز روش مشتق  »1«گزينه : پاسخx y xy xyz u   3 3   خواهيم داشت: 3

y x y z
y y

z

u y x xzz z
u xy

         12 3        x y zx
x x

y

u x y yzz z
u xy

          
2 13 3 1  

xبنابراين yz z   1 اي نيست.كه در هيچ گزينه  
 

 تابع :81مثالz x xy y x y    2 24 2 3   )58(علوم اقتصادي ـ سراسري   مفروض است. از نظر تحدب و تقعر اين تابع چگونه است؟ 14
  ) مقعر4  ) نه محدب و نه مقعر3  ) اكيداً مقعر2   ) اكيداً محدب1
 1«گزينه : پاسخ«                              

x y xx yy xyz x y , z x y , z , z , z        8 2 1 2 6 14 8 6 2  

xx yy xyz z z      2 28 6 2 44  
چون   وxxz   .بنابراين تابع اكيداً محدب است  

 

 طول و عرض نقطه بحراني تابع :82ثالمz x xy y x y    2 24 2 3   )85(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟ 14

1 (( , )
1 5
2 2  2 (( , )1 5  3 (( , )2 3  4 (( , )2 3  

 1«گزينه : پاسخ«     x

y

z x y x y
x , y

z x y x y
                 

8 2 1 8 2 1 1 5
2 6 14 3 7 2 2




  

 

 ايكنندهتابع مطلوبيت مصرف :83مثالU q q 1 ، خط بودجه22 q q 1 24     ، مقدار مطلوبيت ماكزيمم كدام است؟2
  )85(علوم اقتصادي ـ سراسري 

1 (25   2 (5    3 (75    4 (1  
 2«گزينه : پاسخ«  

           كنيم:از روش ضرايب لاگرانژ استفاده ميروش اول: 
q q q q

q , qq q q q

          

1 2 1 2
1 22 1 2 1

4 2 4 2 25 12 2 4
4 1

 
   

qاز معادلهروش دوم:  q 1 24 2  شودنتيجه ميq q 2 12 4 بع، كه با جايگزيني در تاU شود:نتيجه مي  
U q ( q ) q q    2

1 1 1 12 2 4 4 8    
U q q , q U           1 1 24 16 25 1 2 25 1 5        

 



  

  

151  رياضي عمومي  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :84مثالvz u 
22

و 4 u x y y2 و 2 v yLn(x )2 باشند در 1 (x ,y )1     كدام گزينه است؟ xzمقدار 1

  )85(علوم اقتصادي ـ آزاد 

1 (Ln
14 22  2 (Ln8 2  3 (Ln

14 22  4 (Ln8 2 2  

 به ازاي  »2«گزينه : پاسخx 1 وy 1 مقدارu  vو 2 Ln 2 گيري زنجيري توابع از قاعده مشتق xzآيد. براي محاسبهبه دست مي 2

x                                     كنيم.   چند متغيره استفاده مي
v yz u xy Ln

x


     


22 2 8 22 1  

 

 اگر :85مثالLn(x y)z
x y





  )85(علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام است؟ zباشد در نقطة اكسترمم مقدار 

1 (e1  2 (e  34  ) صفر (
e
2  

 1«گزينه : پاسخ«  

x

y

(x y) Ln(x y)
x yz Ln(x y) x y e

(x y)

(x y) Ln(x y)
x yz Ln(x y) x y e

(x y)

            



    
        



2

2

1
1

1
1





  

xبنابراين در نقاط اكسترمم y e پس ،Lnez
e

.  

 

 در تابع :86مثال   f (x,y) x y xy3 233 18 )نقطة 172 , )12   )85(مديريت دولتي ـ آزاد   باشد؟كداميك مي 72

  ) نقطه زيني4  عطف ) نقطه3  ) مينيمم نسبي2  ) ماكزيمم نسبي1

 2«گزينه : پاسخ«  x yz x y , z y x   29 18 3 18  

xx yy xyz z z x ( ) x        2 218 3 18 54 324  
xبه ازاي 12مقدار ،xxz  648  و  324  نيمم نسبي است.آيد، پس نقطه بحراني داده شده نقطه ميبه دست مي  

 

 هرگاه :87مثالz f (x Lny ,y Lnx ) 2 2 2 xحاصل 2
z z
x





uكدام است؟   x Lny

v y Lnx

 
 
  

2 2

2   )86(علوم اقتصادي ـ سراسري   2

1 (x
yz xLny
x

 
2

4 2    2 (x u
xz ( yLnx)z
y

 
4 4  

3 (x u v
yz ( xLny)z ( )z
x

 
224  4 (x u vz ( x Lny)z ( y )z

x
   2 14 2  

 كنيم: گيري زنجيري توابع چند متغيره استفاده مياز روش مشتق  »3«گزينه : پاسخ  u v
z yxLny.z z
x x


 


224  

  
  



  

  

توابع چند متغيره:  دهمفصل 152  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مجموعه نقاط ناپيوسته :88مثالz
sin x sin y


  2 2

1
2 3

  )86(علوم اقتصادي ـ سراسري   به كدام صورت است؟ 

1 (x k , y k , k,k Z     2( x k , y k , k,k Z   2 2  
3 (x k , y k , k,k Z   2 2  4 (x k , y k , k,k N     
 باشند.هاي مخرج كسر نقاط ناپيوستگي (گسستگي) تابع ميريشه  »1«گزينه : پاسخ  

sin x sin y sin x , sin y x k , y k x k, y k                   2 22 3     
,kكه در رابطه فوق k Z .هستند  

 
 اگر :89مثالz f ( x y , x y)  2 3 2   )86(علوم اقتصادي ـ آزاد   باشد، آنگاه كدام گزينه صحيح است؟ 3

1( xx yyz z  2( xx yyz z4 9  3( xx yyz z2 3  4( xx yyz z9 4  

 ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه: پاسخ  
u v

z f ( x y, x y)   2 3 2 3  

x

xx

y

yy

f u f v f fz
u x v x u v

f u f v f v f uz ( ) ) ( )
x u v x x v u xu v

f f f f f f f( ) ( )
u v v u u vu v u v

f u f v f fz
u y v y u v

fz (
u

     
   
     

       
   

        

      
          

        
     

   
     






2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 4 4 8

3 3

3 u f v f v f u) ( )
y u v y y v u yv

f f f f f f f( ( )) ( ( ) )
u v v u u vu v u v

      
  

       

      
           

        

2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

3

3 3 3 3 3 3 9 9 18

  

 

 اگر :90مثال yf (x,y,z) x e cos z2 2 xباشد و داشته باشيم 3 cost، y ln(t zو 2( t  مقـدارdf
dt

)در نقطـه   , ln , )1  را بـه   2
  )86(مديريت دولتي ـ آزاد   دست آوريد؟

1( 4-  2( 3  3( 4  4( 3-  

 3«گزينه : پاسخ«    y y ydf xe cos z ( sin t) x e cos z x e sin z
dt t

      


2 2 2 2 212 3 2 3 3 3 12  

dfپس از عددگذاري مقدار
dt

  آيد.به دست مي 4برابر  

 

 اگر :91مثال
  


xx t t , y

x
2 2 1

و2 t p2 dpباشد، مقدار 1
dy

pبه ازاي    )87(حسابداري و مديريت ـ سراسري   ، كدام است؟4

1(/1 92  2(/1 36  3(/1 8  4(/1 72  
 كنيم. ابتدا توجه كنيد كه به ازايگيري زنجيري استفاده مياز قاعده مشتق  »1«گزينه : پاسخp  4،t  xو3    آيد.بدست مي 6

dy (x ) ( x ) dp( t ) /
dp dyp(x )

   
       

 2
2 2 2 1 2 482 1 1 92252 2 12

  

  



  

  

153  رياضي عمومي  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 در تابع دو متغيره :92مثالz f (x,y)با توجه به علامت ديفرانسيل مرتبه دوم بر رويfD است؟ نادرست، كدام مورد    
  )87(علوم اقتصادي ـ سراسري 

dاگر )1 z 2 .اگر )2  تابع محدب است، ولي موكد نيستd z2است و نه محدب. هم علامت نباشد، تابع نه مقعر  

d) اگر3 z 2 .اگر4  ، تابع اكيداً مقعر است (d z 2 .تابع اكيداً محدب است ،  

 1«گزينه : پاسخ«    
 

 مقدار تابع :93مثال  z xy
x y
1   )87(علوم اقتصادي ـ سراسري   در نقطه بحراني كدام است؟ 1

1(3
2  2( 3  3(5

2  4( 4  

 نقطه بحراني    »2«گزينه : پاسخP( , ) 1 باشدمي 1
x

y

z y
x

z x
y

    
   


2

2

1

1




  

zپس مقدار تابع در نقطه بحراني    شود.مي3
 

 براي اين كه :94مثالz xy x ay  2 23   )87(علوم اقتصادي ـ آزاد   مناسب است؟ aداراي ماكزيمم باشد كدام پاسخ براي 2
1 (a   8

9 2 (a  9
8 3 (a   8

9 4 (a 


9
8 

 شده داراي نقطه ماكزيمم باشد، لازم است كه تابع دادهبراي اين  »2«نه گزي: پاسخ   وxxz  .باشد  

xx yy xyz z z ( )( a) a a           2 2 94 2 3 8 9 8  

 

 كمترين مقدار تابع :95مثالz x y 2 xبا شرط 2 y 2 3   )88(حسابداري و مديريت ـ سراسري   است؟ ، كدام 26
1( 38  2( 41  3( 42  4( 52  
 كنيم.از روش ضرايب لاگرانژ استفاده مي  »4«گزينه : پاسخ  

  
x y

x , y Zx y
 

       


2 2
2 3 26

4 6 4 6 522 2
2 3

  

 

 تابع دو متغيري :96مثالz x y xy  3 34 2 )، در نقطه4 , )1   )88(علوم اقتصادي ـ سراسري   قعر كدام وضعيت را دارد؟از نظر تحدب و ت 2
  نه محدب و نه معقر )4  محدب   )3  مقعر  )2  شبه مقعر  )1
 3«گزينه : پاسخ«  x yz x y,z y x   2 212 4 6 4  

xx yy xyz x , z y,z   24 12 4  
)Aچون در نقطه , xxمقدار 12( yy xyz z z     ، محدب است.Aنيز مثبت است پس تابع در نقطه xxzو مثبت 2

 

 اگر  :97مثالv,u دو تابع از دو متغيرy,x :88(علوم اقتصادي ـ سراسري   باشند به طوري كه(  

F(u, v, x, y) u v x y    2 2 2 2   وG(u,v, x,y) u v xy x y     2 2  حاصلu
x



  كدام است؟  

1( x y
u

 2 1
4  2( x u

uv
 1
4   3( uv x y

v
 
2  4( y x v

u
 

2  
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 1«گزينه : پاسخ«     
F F
x v

x v(F,G) G G
y vu xv yv v v( x y ) x y x y(x, v) x v

(F,G) F F u vx uv uv uv uv u
(u,v) u v u v

G G
u v

 
 

  
                  

      
   

 
 

2 2
1 2 4 2 2 2 2 1 2 1 2 1

2 2 4 4 8 8 4
2 2

  

 

 تابع :98مثالz x y 2 22   )88(علوم اقتصادي ـ آزاد   هاي زير صحيح است؟را در نظر بگيريد. كدام يك از گزينه 4
  تابع نسبت به مبدأ مختصات محدب است.  )2  تابع نسبت به مبدآ مختصات مقعر است.  )1
   تابع داراي نقطه زيني است. )4  تابع داراي نقطه عطف است.  )3
 2«گزينه : پاسخ«    xx yy xyz z z      2 26 8 48  
xxzچون   و   .پس تابع محدب است  

 

 تابع توليد  :99مثالCES : A , , , Q A[ K ( )L ]

            
1

1 1 را در نظر بگيريد. كدام گزينه در مورد ايـن  1
  )89سراسري  (علوم اقتصادي ـ  تابع صحيح است؟

  باشد.مي ) يك تابع همگن درجه 2  باشد.) همگن نمي1
) يك تابع غيرخطي درجه 3 1 يك تابع  همگن درجه اول است.4  باشد.مي (  
 4«گزينه : پاسخ«    

Q( k, L) A[ ( k) ( )( L) ] A[ ( k ( )L ] A[ k ( )L ]
  

                            

1 1 1
1 1 1  

  ه اول است.يك تابع همگن درج Qبنابراين 
 

 تابع  :100مثالz x y xy x y    2 22 4 2     مفروض است. كدام يك از موارد زير درمورد اين تابع حقيقي صادق است؟ 2
  )89(علوم اقتصادي ـ سراسري 

  ) اكيداً مقعر4  ) اكيداً محدب3  ) مقعر2  ) محدب1
 هرگاه   »3«گزينه : پاسخxxz ,    بالاست يعني تابع اكيداً محدب است. تابع روبه، تقعر  

xx yy xyz z z ( )       2 24 8 1 xxو        31 yy xyz ,z ,z   4 8 xو          1 yz x y ,z y x     4 2 8 2  
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  ميازدهفصل 

  »كاربرد رياضيات در اقتصاد«
 اگر تابع درآمد كل : 1مثالTR x x  21  و هزينه كلTC x 4   )75(حسابداري ـ سراسري   ، سود ماكزيمم است؟ xباشد به ازاي كدام مقدار  2

1(1 2(2 3(4 4 (5  
 3«گزينه : پاسخ «  TR TC   تابع سود  

( x x ) ( x) x x         2 21 4 2 4 8  
d x x
dx

    8 2 4  

 
 در تابع توليد كل : 2مثالz ax y   چه مقدار است؟ y=  2و  x=  2در  xعوامل توليدند ، توليد نهايي نسبت به  yو  xكه در آن  2

  )75(حسابداري ـ سراسري 
1(a 2(a2 3(a4 4 (a 8  

 4«گزينه : پاسخ«                         x ydzMP axy MP a( )( ) a
dx

     22 2 2 2 8  
 

 اگر تابع هزينه كل:  3مثالTC x 27 مقدار توليد است، با افزايش يك واحد توليد هزينه نهائي چه مقدار تغييـر   xباشد، كه در آن   4
  )75يريت ـ سراسري (مجموعه مد       كند؟مي

1(7 2(x7 3(14 4 (x14  

 4«گزينه : پاسخ«                    dTCTC x MC x
dx

    27 4 14  
 

 1بهـاي هـر واحــد از كــالايي  :  4مثال  ـ  واحــد و هـزينـةكــل تـوليــد در هــر روز       xان اسـت. اگــر تولــيد روزانــه    ومتـ
TC x x  2 2 7   تومان باشد، آنگاه به ازاي چه مقدارx 75(علوم اقتصادي ـ سراسري   شود؟       سود ماكسيمم مي(  

1(8  2(7 3(6 4 (4  
 با توجه به اينكه قيمت هر واحد كالا »4«گزينه : پاسخ 1  و توليد روزانهx :واحد است، تابع درآمد كل بصورت زير است  

TR TC x (x x )         21 2 TR: تابع سود 7 x 1  
dx x x x
dx


             28 7 8 2 4  
  

 1اگر سود بطور پيوسته برسرمايه اضافه شود ، ارزش فعلي يك ميليون ريال كه قابل دريافت  :5مثال  1%سال آينده با نرخ سود   كدام
  )76(حسابداري ـ سراسري   است؟

1 (
e
61  2 (71  3 (e61  4 ( 62 1  

  :ارزش فعلي را» 1«گزينه پاسخP كنيم، در اين صورت:فرض مي     rt /
tP P e P e P

e e
      

  
       

61 1 1 11  
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 اگر درآمد تابعي از زمان به صورت : 6مثالTR t 2 tباشد، نرخ رشد درآمد در  1    )76(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (1
2  2 (2  3 (3  4 (4

5  

 4«گزينه : پاسخ«                            
4
t(TR)نرخ رشد درآمد  5 t

TR t


  


2
2
2

1
  نرخ رشد درآمد 

         
 6/گر هزينه ثابت توليد ا: 7مثال      4ريال ، هزينه متغير 5فروش و قيمت فروش هر واحد  قيمت درصد    ريال است ، نقطه سـربه

  )77(حسابداري ـ سراسري   سر كدام است؟
1 (15   2 (2   3 (25   4 (3   

 اگر هزينه ثابت را »2«گزينه : پاسخFC هزينه متغير را ،v  و قيمت فروش راp آيد:فرض كنيم، نقطه سر به سر از فرمول زير بدست مي  
FCx

p v



  

x   

     
  

6 6 25 2 vدرصد فروش است)  4(طبق فرض هزينه متغير  3 / p /      4 4 5   : هزينه متغير 2

 

 اگر : 8مثالTR xLnx  وTC x   )77(مجموعه مديريت ـ سراسري        باشد، نقطه سر به سر كدام است؟ 2
1 (a  2 (e2  3 (2  4 (1  

 2«گزينه : پاسخ«                      xLnx x Lnx x e     22 2  
 

 اي كنندهتابع مطلوبيت مصرف: 9مثالU q q 1 و خط بودجه  2 q q 1 22 هـايي  هاي ناست. در مطلوبيت ماكزيمم، نسبت مطلوبيت 1
  )77(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟

1 (2  2 (1  3 (1-  4 (2-  

 1«گزينه : پاسخ «         MU q
MU q

 1 2
2 1

  نسبت مطلوبيت نهايي 

g(qاگر معادله (شرط) خط بودجه را ,q ) q q   1 2 1 22   .رايط روبرو برقرار باشندفرض كنيم، براي بدست آوردن مطلوبيت ماكزيمم لازم است ش 1

q q

q q

g(q ,q ) q q
U U q q q
g g q

  
        



 

1 2

1 2

1 2 1 2
2 1 2

1

2 1

2 22 1
  

  

 سال چنـد برابـر    3اي پس از سرمايه 12%شود ، با نرخ سود مشاركت در سپرده بانكي سود در پايان هر ماه بر سرمايه اضافه مي: 10مثال
  )78(حسابداري ـ سراسري   شود؟مي

1 (( / )361 12   2 (( / )361 1   3 (3)12/1(  4(( / )121 3  

 2«گزينه : پاسخ«                                nt
t

r /p p ( ) p p ( ) p ( / ) p ( / )
n

          
   12 3 36 36

3
121 1 1 1 1 112  

 
 هزينه كل به صورت: 11مثالxTC e Ln(x )  5   )78(مجموعه مديريت ـ سراسري        است، هزينه ثابت كدام است؟ 1

1(  2(Ln2  3 (5  4(e5  
 هزينه ثابت به ازاي توليد برابر صفر »3«گزينه : پاسخ(x )  آيد.بدست مي      

   xxTC e Ln(x ) TC e Ln       5 1 5 1 5  

 نسبت مطلوبيت نهايي
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 اگر تابع هزينه كل : 12مثالTC x x  2 4   )78(علوم اقتصادي ـ سراسري        .نيمم هزينه متوسط كدام است؟باشد، مقدار مي 9
1 (6  2 (8  3 (1  4 (12  

 باشد.هزينه متوسط برابر هزينه كل تقسيم بر مقدار توليد مي »3«گزينه : پاسخ    TC x xAC AC x
x x x

 
     

2 4 9 94  

xد منفي باشد پس توان(چون مقدار توليد نمي  3 (قابل قبول نيست         dAC x
dx x

      2
91 3  

x AC      93 3 4 13  
 

 گذاري اگر نرخ جريان سرمايه: 13مثالtI(t) te باشد، مقدار موجودي سرمايهk(t) كدام است؟ در صورتي كه  k( )  .باشد  
  )78(علوم اقتصادي ـ سراسري          .

1 (tte  2 (te 1  3 (te 1  4 (t tte e 1  
 4«گزينه : پاسخ «      t t t t tk(t) te dt te e c k(t) te e c         

)kبا توجه به اينكه )  شود، نتيجه مي                                  :t te e c c c k(t) te e               1 1 1  
 

 اگر تابع عرضه : 14مثالy x yو تابع تقاضا  2 x     كننده كدام است؟مازاد مصرفمقدار،  xقيمت و  yباشد كه در آن  2
  )79(علوم اقتصادي ـ سراسري           

1 (2  2 (3
2  3 (1  4 (1

2  

 آوريم.ابتدا نقطه تعادل را بدست مي »4«گزينه : پاسخ            x x x x x y          2 22 2 1 1  
x(( x ) )dx ( x )dx ( x)

            

1 1 2 1 12 1 1 2 2  

 

 شود. اگر نرخ سودگذاري بنگاهي ، سود به طور پيوسته بر سرمايه اضافه ميدر سرمايه: 15لمثا2  درصد باشد پس از چند سال سرمايه دو
  )80(حسابداري ـ سراسري   شود؟برابر مي

1 (15
4  2 (1

3
  3 (2 Ln 5  4 (2 Ln 8  

 3«گزينه : اسخپ«                     rt / t / t
tp p e p p e e / t Ln t Ln         

   2 22 2 2 2 5 2  
  

 جمعيت تهران در سال : 16مثال7  ميليون نفر و در سال 7برابر8  ميليون نفر است. نرخ رشـد جمعيـت در تهـران بـه طـور       4/8برابر
  )80ريت ـ سراسري (مجموعه مدي  متوسط چند درصد است؟ 

1(/1  2(/14  3(Ln /1 1 21  4(/ e11 1   

 3«گزينه : پاسخ«                            rt r r
tp p e / e e / r Ln / r Ln /         

 


1 1 18 4 7 1 2 1 1 2 1 21  
 

 هزينه نهايي بنگاهي: 17مثالxMC xe ينه كل بنگاه،است، هزTC كدام است؟ در صورتي كه هزينه ثابت ، 1 .باشد  
  )80(مجموعه مديريت ـ سراسري 

1(xTC xe x  1  2(xTC x e  99  3(xTC xe 1  4(x xTC xe e  1 1  
 4«گزينه : پاسخ  «                x x xTC MC TC xe dx xe e c        

با توجه به اينكه هزينه ثابت برابر  1 باشد، پس به ازايميx  مقدار ،TC  1 .است  
x xe e c c TC xe e              1 1 1 1 1  
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 ارتند از عب 2و  1توابع تقاضاي دو كالاي : 18مثال Q p p  2 1 22 Qو  3 p p  1 1 215 انحصارگر چه قيمتي را  براي دو كـالا   2
  )80(علوم اقتصادي ـ سراسري             تعيين نمايد تا درآمدش به حداكثر برسد؟

1 (p p 1 2 25  2 (p p 1 22 25  3 (p p 1 22 1   4 (p p 1 225 1  
 1«گزينه : پاسخ«    

    TR p Q p Q p ( p p ) p ( p p ) p p p p p p                 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 215 2 2 3 15 2 2 3 2  

dTR
dp p p p p

dTR p p p p
dp

                 



 
   

1 1 2 1 2
2 1 1 2

2

15 4 2 2 75
2 6 2 3 1  

pاز حل دستگاه فوق p 1 2   شود.حاصل مي 25
 

 گذاري كدام است؟يهسال سه برابر شود، نرخ سرما 15اي پس از اگر سود بطور پيوسته ير سرمايه اضافه شود و سرمايه: 19مثال  
)81(علوم اقتصادي ـ سراسري   

1 (e
1
5  2 (e315  3 (Ln3 15  4 (Ln15 3  

 4«گزينه : پاسخ   «  rt r r
tp p e p p e e r Ln r Ln Ln           

15 15 1513 3 15 3 3 315  

 

 اگر تابع تقاضا : 20مثالy x 1  و هزينه كلTC x 4 قيمت است به ازاي چه  مقـداري از توليـد،    yمقدار و  xباشد، كه در آن  2
  )81(علوم اقتصادي ـ سراسري             سود بنگاه ماكزيمم است؟

1 (2  2 (4  3 (5  4 (6  
 2«گزينه : پاسخ «            TR y.x ( x)x x x , TC x        21 1 4 2  

TR TC ( x x ) ( x) x x           2 21 4 2 8 4  
d x x
dx

       2 8 4  

  

 كننده اگر تابع مطلوبيت مصرف: 21مثالU q q 1 pو قيمت كالاها  24 1 pو  5 2 و بودجه  1 4   از كالاهـا چـه    باشد، از هـر يـك
  )81(علوم اقتصادي ـ سراسري             مقدار خريداري كند تا مطلوببت او ماكزيمم گردد؟

1 (q 2 2  وq 1 4  2 (q 2 3   وq 1 2  3 (q 2 qو  15 1 5   4 (q 2 1  وq 1 6   
 خواهيممي »1«گزينه : پاسخU q q 1 qرا تحت شرط 24 q  1 25 1   ماكزيمم كنيم. 4

qشوداز شرط داده شده نتيجه مي q 1 28 U              شود:نتيجه مي U، كه با جايگزيني در2 ( q )q ( q q )     2
2 2 2 24 8 2 4 8 2  

dU ( q ) q , q
dq

        2 2 1
2

4 8 4 2 4  

 

 اگر : 22مثالr(t)  نرخ رشد بدهي يك كشور در زمانt  136باشد، افزايش بدهي اين كشور بين سالهاي   137و :برابر  است با    
  )82(علوم اقتصادي ـ سراسري           

1 (r( ) r( )137 136   2 (r( ) r( )


137 136
137 136
 
 

  3 (r(t)dt
137

136
1

1



  4 (r(t)dt

137

136




  

 ظر به دست آورد.گيري از نرخ رشد بدهي بين سالهاي موردنتوان با انتگرالميزان كل بدهي را مي  » 4«گزينه : پاسخ  
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 اگر تابع تقاضا : 23مثالy
x



5

xو مقدار تعادلي  1    )82(علوم اقتصادي ـ سراسري      كننده كدام است؟   باشد، مازاد مصرف 4

1 (1  
2 (2  
3 (Ln 5 5 4  
4(Ln 5 4 1  
 3«گزينه : پاسخ«       

            x y   

54 14 1  

S ( )dx ( Ln(x ) x) Ln
x

      
 

4 45 1 5 1 5 5 41  

 

 1هزينه توليد هر واحد كالا : 24مثال  1/تومان و هزينه ثابت     12تومان است، در صورتي كه هر واحد كالا  ،تومان فروخته شود
1/ي چه مقدار توليد، سود بنگاه بهبه ازا     83( مجموعه مديريت ـ سراسري    رسد؟تومان مي(  

1(/ 1  2(/ 12  3(/ 2  4(/24  
 1«گزينه : پاسخ «    TC x , TR x      1 1 12  

TR TC x ( x) x x                      1 12 1 1 2 2 1  
 

 سال مبلغ 4قرار است بعد از گذشت : 25مثال/ /1 5        تومان دريافت كنيم در صورتي كه ارزش فعلي اين مبلغ يك ميليون تومـان و
  )83مجموعه مديريت ـ سراسري (  گذاري چقدر است؟سود به طور پيوسته بر سرمايه افزوده شود، نرخ سود سرمايه

1(ln /1 1 54  2(/ln 1 5
4  3(ln /4 1 5  4(ln 6  

 1«گزينه : پاسخ«                       rt r r
tp p e e e / r Ln / r Ln /                4 4 115 1 1 5 4 1 5 1 54  

 

 كننده اگر تابع مطلوبيت مصرف: 26مثالu q q 1 qو خط بودجه  24 q 1 2 1 باشد، مقدار ماكزيمم مطلوبيت كدام  است؟  
  )83(علوم اقتصادي ـ سراسري             

1 ( 1  2 ( 2  3 (3  4 (4  
 1«گزينه : پاسخ  «  

q q q q U q ( q ) q q             2
1 2 2 1 1 1 1 11 1 4 1 4 4  

dU q q , q U
dq

               1 1 2
1

4 8 5 5 4 5 5 1  

 

 اگر در شكل مقابل: 27مثالD  تابع تقاضا باشد، كه در آنx  مقدار وy باشد، مقدار كشش در روي شكل كدام  است؟قيمت مي    
  )84(علوم اقتصادي ـ سراسري           

1 (OB
CB

  2 (OC
AC

  

3 (BC
OB

  4 (AC
OC

  

 3«گزينه : پاسخ  «  

0  4  x  
s 

y  

x  
C  B  0  

y  

A  
D  
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 84(علوم اقتصادي ـ سراسري            كننده، كدام است؟در شكل داده شده مقدار مازاد مصرف: 28مثال(  

1 (4
3  

2 (13  

3 (16
3  

4 (32
3  

 3«گزينه : پاسخ«                              x(( x ) )dx ( x )dx ( x )         




2 2 32 2 2 161 6 4 4 3   مازاد مصرف كننده 3

 
 در تابع توليد : 29مثالz xy  مقاديرx  وy  عوامل توليد وz   محصول است، اگر قيمت عوامل توليـدxp  1  وyp  و هزينــه   5

1كـل تخصيـصي   باشـد، از هر يك از عـوامـل توليـد چـه مقدار به كار گيريم تا مقدار محصولz ماكزيمم گردد؟    
  )84(علوم اقتصادي ـ سراسري       

1 (x /
y



4 5
11  2 (

x
y



8
4  3 (x /

y



2 5
15  4 (

x
y 



5
1  

 خواهيم تـابع درواقع مي »4«گزينه : پاسخz f (x , y) xy     را تحـت قيـدg(x , y) x y      1 5 مـاكزيمم كنـيم. بـدين     1

yx       كنيم.منظور از روش ضرايب لاگرانژ استفاده مي

x y

g(x , y) x y x yf x , yf y x y x
g g

              

   




1 5 1 2 2 5 12
1 5

  

 

 اگر هزينه كل توليد: 30مثالTC x 2     باشد، مينيمم هزينه متوسط كدام است و بر روي كدام تابع قرار دارد؟ 4
  )85ت ـ سراسري (حسابداري و مديري

  )، هزينه كل1و  5) (4  )، هزينه نهايي2و  4) (3  )، هزينه كل2و  4) (2  )، هزينه نهايي1و  2) (1

 3«گزينه : پاسخ  «     TC xAC AC x
x x x


    

2 4 4  

(AC) x AC
x

          2
4 41 2 2 42   

TC x MC x   2 4 2  
)چون نقطه , )2   ) صحيح است.3قرار دارد، پس گزينه ( MCبر تابع 4

 
 در تابع تقاضا: 31مثالy x  yو تابع عرضه 28 x 1 2 )x ،مقدارy ابرقيمت)، اگر دولت مالياتي براي هر واحد برt   وضع نمايد، بـه

  )85(علوم اقتصادي ـ سراسري   درآمد مالياتي دولت ماكزيمم است؟ xازاي چه مقداري از

1 (1
3  2 (1

2  3 (1  4 (2  

 كنـيم، يعنـي  دن قيمت واقعي ماليات را به تابع عرضه اضافه ميبراي به دست آور  »4«گزينه : پاسخy x t  1 . سـپس تـابع تقاضـا و    2
x                       دهيم، در اين صورت: عرضه را با هم مساوي قرار مي t x t x x       2 21 2 8 7 2  

  باشد. بنابراين:ت هر واحد ميدانيم درآمد مالياتي دولت برابر مقدار عرضه ضربدر مقدار ماليامي
f (x) tx ( x x )x x x x       2 2 37 2 7   درآمد مالياتي 2

f (x) x x x       27 4 3 1   

x 

y 

2y=2+x  
x=2  

=6ey  

2x-y=10  

E(2,6)
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 85(علوم اقتصادي ـ سراسري   در سوال قبل، درآمد مالياتي دولت چه مقدار است؟: 32مثال(  
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 به ازاي  »4«گزينه : پاسخx 1  :درآمد مالياتي دولت برابر است با              f ( )    1 7 2 1 4  
 

  86(علوم اقتصادي ـ سراسري   تابع تقاضا در شكل روبرو رسم شده است، مقدار كشش تقاضا نسبت به قيمت در روي شكل كدام است؟: 33مثال(  

1 (OA
AC

  2 (AC
OA

  

3 (MA
CA

  4 (CA
MA

 

 نيز آمده است.84) و (78اين تست در سالهاي ( » 2«گزينه : پاسخ (  
 

 تغيير در مصرف كالاي خاص: 34مثال(c) هنگامي كه درآمد(y)   صـورت كنـد بـه   تغييـر مـيydc c e
dy

      اسـت. تـابع مصـرف در 

yحالت  و c    )86(علوم اقتصادي ـ سراسري   ، كدام است؟1

1 (yc e y  1  2 (yc e ( y) 1  3 (yc e y 1   4 (yc e ( y)  11 1    

 معادله ديفرانسيل داده شده، معادله ديفرانسيل خطي مرتبه اول است.  »2«گزينه : پاسخ  
dy dyy ydc c e c e ( e e dy c )

dy
           1 1  

y y y y yc e ( e e dy c ) e ( dy c ) e ( y c )                
  حيح باشد.تواند ص) مي2نيست و فقط گزينه ( cتوجه كنيد كه نيازي به به دست آوردن مقدار

 

 كند، اگـر فـروش هـر واحـد    شركتي كالايي را توليد مي: 35مثال 12   ريـال و هزينـه ثابـت     /  ريـال و هزينـه توليـد هـر     5/
واحد  187لوم اقتصادي ـ سراسري (ع  سر برسد؟ريال باشد، چه تعداد كالا توليد شود تا به نقطه سربه(  

1 (/5    2(/4    3(/3    4(/25    

 4«گزينه : پاسخ«  / /x   


5 5 2512 1 2
     
    

  

 

 كننده به صورتتابع هزينه كل يك توليد: 36مثال  TC x x2 6 است. تابع هزينه نهايي، در كدام نقطـه، تـابع هزينـه متوسـط را قطـع      9
  )87(علوم اقتصادي ـ سراسري   كند؟مي

1(( , )2 1 2(( , )2 25 3(( , )3 12 4(( , )3 36 

 3«گزينه : پاسخ«  

  TC x xMC (TC) x ,AC
x x

     
2 6 92 6  

x xMC AC x x x MC
x

 
         

2 26 9 2 6 9 3 12  

 

M 
D  

x  
C  A O 

y 
 قيمت

 مقدار

  فرمول
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 گذاريگذاري، تابعي پيوسته از زمان و نرخ جريان سرمايهبا شرط سرمايه: 37مثالtI(t)
t


 1

باشد، افزايش موجودي طي سه سال برابـر كـدام    

  )88(علوم اقتصادي ـ سراسري     است؟ 

1( 8
3  2( 1

3  3( 11
3  4( 13

3  

 1«گزينه : پاسخ«  

t (t )dt dt ( t )dt ( (t ) t ) ( ) ( )
t t t

 
              

    
3 3 3 3

2 31 1 1 2 16 2 4 4 81 1 2 1 4 23 3 3 3 3 31 1 1   
  

 

 تابع تقاضاي كالايي به صورت: 38مثالQ P   2 2  بارتست از:كند عاست. مقدار فروشي كه درآمد را حداكثر مي  
  )88(علوم اقتصادي ـ آزاد 

1( Q 1  2( Q  4  3( Q    شود. درآمد حداكثر نمي )4   5
 اگر تابع در آمد را با   »3«گزينه : پاسخR :نمايش دهيم  R P.Q ( Q)Q Q Q     22 2 2 2   

dR       آمد به دست آيد:دهيم تا ماكزيمم درمشتق گرفته و برابر صفر قرار مي Qسبت بهاز تابع درآمد ن Q Q
dQ

     2 4 5    

 

 تابع: 39مثالln Y X    88(علوم اقتصادي ـ آزاد   هاي زير صحيح است؟ مفروض است. كدام يك از گزينه(  
  است.  كشش تابع برابر )2  است.  تابع برابر شيب )1
  دهد. را نشان مي Xبه ازاء يك درصد تغيير در Yتغيير X   4( كشش تابع برابر است با )3

 از رابطه  »3«گزينه : پاسخLny x   شودنتيجه ميxy e:بنابراين ،  x
x

x dy xE . . e x
y dx e


      

 
 توليد كننده كدام است؟ هاي عرضه و تقاضا رسم شده است. اختلاف بين مازاد مصرف كننده ودر شكل داده شده منحني: 40مثال    

  )89(علوم اقتصادي ـ سراسري 
  

1 (48
3  2(16

3  

  1) 4  ) صفر3

 ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه: پاسخ    

)) اختلاف بين مازاد مصرفكننده و توليدكننده x ) ( x ))dx ( x )dx ( x x )         
2 22 2 2 3 22 329 1 8 2 8 3 3  

 

   
  
  

2y 1 x 

2y 9 x 

2E 5

y
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  دوازدهمفصل 

   »دنباله و سري « 

 مجموع : 1مثال
n n n



 
 21

  )76(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟ 1

1 (3  2 (  3 (1  4 (2  
 باشد.سري داده شده سري تلسكوپي مي  »3«گزينه : پاسخ  

nn n n
( ) Lim

n(n ) n n nn n

  

  
       

  
  2

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1   

 

 مگرايي سريشعاع ه: 2مثال n n n n

n
x x x x x




      2 3

1
2 4 8 2   )80(حسابداري ـ آزاد شعاع همگرايي است) Rبرابر است با: ( 2

1 (R 1  2 (R 
1
2  3 (R  2  4 (R  2  

 2«گزينه : پاسخ«     
n

n
nn nn

aR Lim Lim
a  

  11

2 1
22

  

nركلي شعاع همگرايي سري تواني بطو يادآوري:
na x آيد:بدست مي روبروهاي از فرمول          

nn n
R Lim

a


nيا1
n n

aR Lim
a 


1

  

 

 سري: 3مثالn
n

n

n! x
n






1
  )80(حسابداري ـ آزاد        همگراست؟ (متقارب است) xبازاء چه مقاديري از  

1 (| x |1  2 (| x | e  3 (| x |
e


1  4 (| x | e  

 آوريم:ابتدا شعاع همگرايي سري تواني را بدست مي »2« گزينه: پاسخ  

nn
nn n

n

n!
n! (n )nR Lim Lim(n )! (n )! n

(n )



 


 
 

  


1

1

1
1 1

1

  

n n
n n

n nn n n n

n! (n ) (n ) (n ) nLim Lim Lim( ) Lim( ) e
n n(n ) n! n n   

     
     

  

1 1 1 1 11
1

  

xبنابراين فاصله همگرايي  e باشد.مي  

bn يادآوري: ab
n

aLim( ) e
n

 1.  
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 جمله از بسط مكلورن 3: 4مثالxe2 :80( مديريت صنعتي ـ آزاد    برابر است با(  

1(xx
!

 
2

1 2  2(x x  21 2 2  3(xx 
221 3  4(xx

!
 

2
1 2  

 2«گزينه : پاسخ«    xf (x) e f ( ) e   2 1  
xf (x) e f ( ) e    22 2 2  
xf (x) e f ( ) e    24 4 4  

x f ( ) f ( )e f ( ) x x x x
! !
 

      2 2 21 2 21 2
   

yلورن بطوركلي بسط مك يادآوري: f (x)  آيد.بدست مي روبرواز فرمول      
(n)

nf ( ) f ( ) f ( )f (x) f ( ) x x x
! ! n!
 

    2
1 2
     

 

 حاصل : 5مثال
n

Ln( )
n


29

1

  )80(علوم اقتصادي ـ سراسري             كدام است؟         11

1 (Ln1 15  2 (Ln 3  3 (Ln29  4 (1  

 2«گزينه : پاسخ«   
n n n

nLn( ) Ln( ) (Ln(n ) Lnn)
n n  


      

29 29 29

1 1 1

1 11 1  

(Ln Ln ) (Ln Ln ) (Ln Ln ) (Ln Ln ) Ln Ln Ln Ln             2 1 3 2 4 3 3 29 3 1 3 3       
 

 دنبالة: 6مثال
n

n
ea
n

              80(علوم اقتصادي ـ آزاد(  

  كران است.صعودي و بي) 4  كران است.نزولي و بي) 3  نزولي و كراندار است. ) 2  صعودي و كراندار است.) 1

 4«گزينه : پاسخ«  
n

n
x n

eLim a Lim
n 

    

 
 اگر: 7مثال t ty y 1 و 1 y( ) )yد مقدارباشن 2   )85(علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام گزينه است؟ 1(

1 (2  2 (1 3 (1  4 (2  
 1«گزينه : پاسخ«  y( ) y( ) y( ) y( ) y( )                  2 1 1 2 2 3 1 1 2  

  

 85(مديريت تكنولوژي ـ آزاد   هاي زير همگراست؟كداميك از دنباله :8مثال(  

1 (n{( ) }5
4  2 (n{( ) }47

25  3 (
n

n{( )}

4
  4 (n{(sec ) }

5  

 دانيم، هرگاه بطور كلي مي  »3«گزينه : پاسخa 1 آنگاه ،n
n
Lim a


   و اگرa 1  آنگاهn
n
Lim a


 .  

 

 در يك تصاعد حسابي: 9مثالa 6 aو 2 11   )86(مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟ a17آنگاه 3
1( 42  2( 36  3( 48  4( 4  

 دانيممي  »1«گزينه : پاسخna a (n )d  1 a  ، بنابراين:1 d
d , a

a d
 

    

1
1

1

5 2 2 11 3



 

   

aدر نتيجه a d  17 1 16 42   
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 حاصل: 10مثال


 

n n n21

2
2

  )87(حسابداري و مديريت ـ سراسري   است؟، كدام 

1 (4
3  2 (3

2  3 (2  4(5
2  

 باشد.سري تلسكوپي ميسري داده شده، يك  »2« گزينه: پاسخ  
n n

( )
n nn n

 

 
    


 2

1 1

2 1 1 1 312 2 22
  

 

 چند جمله دنباله: 11مثالn
na
n





2 12
)خارج از بازه 1 , )3 87(حسابداري ـ آزاد   قرار دارند؟(  

1( 5  2( 9  3( 7  4( 11  
 تمام جملات دنباله موردنظر مثبت و دنباله نزولي است همچنين  »2«گزينه : پاسخa 1 را كـه بـه ازاي آن    nبراين مقـدار از  باشد. بنامي 7

na  n  آوريم.شود را به دست ميمي 3
na n
n


   


2 12 3 91  

aدر نتيجه با توجه به نزولي بودن دنباله و  1   هستند. 3جمله از اين دنباله بزرگتر از  9، 7
 

 حاصل سري: 12مثال
k

k
(k k)








 2 21

4   )87(حسابداري ـ آزاد   چقدر است؟ 2

1( 1  2( 1
2  3( 4  4( 2  

 4«گزينه : پاسخ«    
kk k k

k k ( ) ( lim )
(k k) (k ) k k (k ) (k )

  

  

 
     

   
  2 2 2 2 2 2

1 1 1

4 2 4 2 1 1 1 12 2 212 1 1 1
  

 

 چند جمله دنباله: 13مثال
n

na
n





2 3
3   )87(مديريت بازرگاني ـ آزاد   منفي است؟ 7

1( 22  2( 21  3( 23  4( 24  
 شوند، يعنيجملات منفي از جمله دوم به بعد ايجاد مي  »1«گزينه : پاسخn  ، كه در اين صورت صورت كسر همواره مثبت خواهـد بـود،   2

n  پس لازم است مخرج كسر منفي باشد.  n n      
73 7 3 7 3
    

7ر ازو كوچكت 2تعداد اعداد صحيحي كه بزرگتر مساوي 
3
 ،باشد.تا مي 22 باشند  

 

 دنباله: 14مثال
n

n
( ) cosna

n
  

 
  

  )87(مديريت بازرگاني ـ آزاد   اي است:، دنباله1

  همگرا به صفر  )4  واگرا  )3   1همگرا به  )1  2همگرا به )1
 جزء صحيح همواره بين عبارت درون  »1«گزينه : پاسخ1 باشد پس جزء صحيح آن برابرو صفر مي1 باشد، يعني تمـام جمـلات ايـن    مي

  هستند.   1دنباله برابر
 

 اگر : 15مثال
n

i
(ai b) k


 

1
باشد، مقدار  

n

i
i




1
  )88(مديريت صنعتي ـ آزاد   كدام است؟ 

1( k b
a
  2( k nb  3( k nb

a
  4( k nb

a
  

 3«گزينه : پاسخ«   
n n n n n n

i i i i i i

k nb(ai b) k ai b k ai k nb a i k nb i
a     


                 

1 1 1 1 1 1
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  سيزدهمفصل 

  » و اعداد مختلط دستگاه مختصات قطبي« 

 2حاصل عدد مختلط  :1مثال
1

33232 )i(            كدام است؟    
1(i/9264   2(i/ 4926  3(i/ 4926   4 (i// 447655  

 3«گزينه  :پاسخ «  

     
r ( ) ( ) ( )x

y Arctg( ) Arc tg( )

                    


2 2 2 2 232 32 3 32 2 64 6432
32 3 532 3 332 3

  

i( i ) [cos isin ] ( ) i / i 
           

1 1
2 25 5 332 32 3 64 8 4 3 4 6 92 43 3 2 2  

 
 هاي معادلهيكي از جواب: 2مثالi z z i z z    2 3 cosبه صورت 41 i sin   است، كمترين مقدار در بازه[ , ]2؟، كدام است  

1(
5  2(

1  3(2
5  4(3

1  

 ابتدا طرفين معادله را در   »2«گزينه : پاسخ( iz)1 كنيم، داريم: ضرب مي  

z cos isin 
  1 1 

( iz)( iz z iz z ) (iz) iz z i cos isin
i
  

                2 3 4 5 5 5 11 1 1 1 2 2    

n  فرد باشد آنگاه داريم: nاگر ي:يادآور n n n na b (a b)(a ba b )       1 2 1.  
  

 معادله مكان هندسي نقاطي كه در رابطة  :3مثالz  1   )75(علوم اقتصادي ـ سراسري             صدق كند كدام است؟ 1
1(x y 2 2 1  2((x ) (y )   2 21 1 1 3(x (y )  2 21 1  4 ((x ) y  2 21 1  
 عدد مختلط   »4« گزينه :پاسخz را بصورتz x iy  گيريم، در اين صورت:در نظر مي  

| z | | x iy | | (x ) iy | (x ) y (x ) y                 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

zقدر مطلق عدد يادآوري: x iy  بصورت| z | x y 2 |ر كليبطوو  است 2 z z | R  اي به شعاعمعادله دايرهR و مركزz .است  
 

 كدام نقطه در درون نمودار  :4مثالz    )76(علوم اقتصادي ـ سراسري             قرار دارد؟ 2
1(( , )3   2(( , )11 3(( , )1 2  4 (( , )3  
 نمودار  »2« گزينه :پاسخ| z |   باشد. 2باشد و نقاطي درون آن قرار دارند كه فاصله آنها از مبدأ كمتر از و به مركز مبدأ مي 2اي به شعاع دايره 2

  : ( , ) d   2 21 1 1 1 :      )2گزينه ( 2 ( , ) d   2 23 3 3  ) 1گزينه(  
: ( , ) d   2 21 2 1 2 :       )3گزينه ( 5 ( , ) d   2 23 3 3  ) 4گزينه(  

 در ربع چهارم  
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 هاي عدد كداميك از اعداد مختلط يكي از ريشه :5مثالi5 78(علوم اقتصادي ـ سراسري             است؟(  

1 (i1  2 (i  3 (cos isin 


3 3
5 5  4 (cos isin 


9 9
1 1 

  

 ابتدا عدد مختلط  »4« گزينه :پاسخz i نويسيم.را در مختصات قطبي مي  

r , tan 
       2 2 11 1 2


  

k k
i (cos( ) isin( )) ; k , , , ,

 
   

   5 5
2 22 21 1 2 3 45 5   

k i cos isin 
   5

1 1
 

  

k i cos isin 
   5 5 51 1 1 

  

k i cos isin 
  5 9 92 1 1 

  

 
 هاي معادله يكي از ريشه  :6مثالz z  2 2 2  78 ادي ـ سراسري(علوم اقتص            كدام است؟(  

1(i 2(i1 3(i2  4 (i 1  

 2« گزينه :پاسخ«     iz z z i    
        2 2 4 8 2 4 2 22 2 12 2 2  

 

 اگر  :7مثالz a ib   وu x iy   باشد و داشته باشيمz
u



1

  )79(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟ bو  aبرحسب   y، مقدار 1

1 (a b
a b



2 2  2 (a b
a b


2 2  3 (b
a b


2 2  4 (ab
a b


2 2  

 3« گزينه :پاسخ«  a bi a ba bi (x ) iy i
x iy a bi a bi a b a b

 
        

     2 2 2 2
1 111  

byشوداز رابطه فوق نتيجه مي
a b



2 2.  

 

 هرگاه  :8مثالk

k
i x iy


 

1


  )81 (علوم اقتصادي ـ سراسري            عبارتند از: xو  y، آنگاه 

1(y ,x    2(y ,x 1  3(y ,x 1  4 (y ,x 1 1  
 3« گزينه :پاسخ«    

kسري روش اول:

k
i



1


  باشد، بنابراين:مي iو قدر نسبت آن 1يك سري هندسي است كه جمله اول آن  

k

k

( i ) ii i i ... i x iy x , y
i i

  
             

 
1 11 2 1 1 1 11 1 1 11 1





  

مجموع جملات سري هندسي يادآوري:
n

n

k
aq 


 1

1
                             آيد:  فرمول روبرو بدست مياز  

na( q )S
q





1
1  

              روش دوم:
k

k
i i i i i ... i (i i ) (i i ) ... (i i ) (i i )


                 

1 2 3 4 1 3 2 4 97 99 98 11 1 1


 

   
    

 y,xiyx 11  
  
  



  

  

معادلات ديفرانسيلفصل چهاردهم:  168  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  
  چهاردهمفصل 

  »معادلات ديفرانسيل « 
  

 با فرض آنكه تابع  :1مثالf از نقطة( , xگذرد و داشته باشيم:مي1( xe .dy ye .dx x dy xy.dx   2 xازاي به  yمقدار  2  كـدام   1
  )75(علوم اقتصادي ـ سراسري             است؟        

1 (( e) 1  2 (e1  3 (
e



1

1  4 (
e

1
1  

 :نويسيم:ابتدا معادله ديفرانسيل داده شده را بصورت زير مي  »4« گزينه پاسخ  
x x(ye xy)dx (e x )dy    22  

  معادله ديفرانسل فوق كامل است زيرا:
x x x x(ye xy) e x , (e x ) e x

y x
 

     
 

22 2 2  

  جواب معادله ديفرانسيل كامل فوق بصورت زير است:بنابراين 
x x x( e x )dx (e x )dy c ye yx c          2 22   

  
)با توجه به اينكه جواب معادله ديفرانسيل از نقطه , ) xكند، با جايگزينيعبور مي 1  وy 1 شود:در جواب بدست آمده نتيجه مي  

xe c c ye yx         2 21 1 1 1  
xحال با جايگزيني 1 :در رابطه اخير خواهيم داشت  

ye y y( e) y
e

      

11 1 1 1  

P(xمعادله ديفرانسيل يادآوري: , y)dx Q(x , y)dy   گوييم اگررا كامل ميP Q
y x
 


 

توان باشد. و جواب اين معادله ديفرانسيل را مي 

P(x                                     ل بدست آورد: از فرمول مقاب , )dx Q(x , y)dy c     

 
 جواب عمومي معادله ديفرانسيل :2مثالy y     :81(مديريت صنعتي ـ آزاد   عبارت است از(  

1(x xy c e c e 1 2  2(x xy c e c xe 1 2  3(x xy c xe c e 1 2  4(xy (c x c x )e  2
1 2  

 :معادله ديفرانسيل خطي مرتبه دوم همگن با ضرايب ثابت است.  »1« گزينه پاسخ  
x xy y y c e c e              2

1 21 1  
  
  

صفر
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 اگر :3مثال 
dx x
dt

)xو 5 )1 )xباشند مقدار 1   )85(علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام است؟ (

1(e5  23  ) صفر(e5 4 (1-  

 :3« گزينه پاسخ  «  dx dxx dt Lnx t c
dt x

        5 5 5  

)xاز فرض ) 1 tLn      شود : نتيجه مي 1 c c Lnx t x e x( ) e             5 5 51 5 1 5 5 5   
 

 ادلهجواب عمومي مع :4مثال  xydy (y )dx2   )85(علوم اقتصادي ـ آزاد   باشد.كدام گزينه مي 1

1 (y Lnx c  2 1  2 (x y c 2 1  3 (Arctgy Lnx c 
1
2  4 (y Lnx c

y
  

1  

 :2« گزينه پاسخ«  

          ydy dxxydy (y )dx Ln(y ) Lnx c Ln y Lnx c
xy


             


2 2 2
2

11 1 121
  

cLnx y c x y e c      2 21 1  
 

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل :5مثالdy x
dx y

  86(علوم اقتصادي ـ آزاد   كدام گزينه است؟(  

1(x y c 2 2  2(x y c 2 2 3( Ln(xy) c  4( xye c  

 :2« گزينه پاسخ  «  y xydy xdx c x y c c
        

2 2 2 2
1 122 2  

 
 اگر :6مثالdx xt

dt
 2 درx( )  )xباشد در 1   )86(علوم اقتصادي ـ آزاد   برابر است با: 1(

1( e  2( e2  3( 
e

1  4( e  

 :4« گزينه پاسخ«  t cdx tdt ln x t c x e
x

     
222  

)xبا توجه به شرط  ) 1 مقدار ،c   آيد.به دست مي             tx e x( ) e  
2

1  
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