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  اولفصل 

  » سازي و حل هندسيريزي خطي، مدلمعرفي برنامه«

ريزي خطيمفاهيم اوليه برنامه :)1( درسنامه    
 

هـا امـر   هـا و شـركت  در جهان رقابتي امروز، بقاي يك سازمان به تصميمات مديرانش وابسته است. اما بـا افـزايش تخصـص و گسـترش پيچيـدگي سـازمان      
هاي مختلف آن بـه منظـور دسـتيابي بـه حـداكثر كـارايي، مشـكل شـده و نيـاز بـه           هاي بخشمنابع موجود بين فعاليت چنين تخصيصگيري و همتصميم

عمليـات (پـژوهش   گيري مديران در ارتباط است، تحقيق در بسياري از مسائل محوري تصميمهايي كه با سيستماتيك نمودن تصميمات است. يكي از دانش
ريزي توليد، تخصيص منابع، شود ولي به خوبي توانايي خود را در حل مسائلي مثل برنامهي علم نو محسوب ميهنوز در زمره علم چه اينعملياتي) است. اگر

 كنترل موجودي، تبليغات و ... نشان داده است.

  ريزي خطي معرفي برنامه       

در واقـع   .گوينـد مي »ريزي خطيبرنامه«بهترين راه حل  افزايش بازدهي و انتخاب هاي تعريف شده جهتبه تخصيص منابع محدود به فعاليت
هاي محدود شـده  انتخاب بهترين گزينه از بين گزينه ،ريزي خطيشود و هدف از برنامهگيري ميهاي تصميموجود منابع محدود موجب محدود شدن گزينه

  است.  رهاي مستقلداراي تعدادي محدوديت خطي تشكيل يافته از متغيريزي خطي است. هر مدل برنامه
  شوند. گيرنده تعيين ميها توسط تصميممتغيرهاي مستقل متغيرهايي هستند كه مقدار آن

  شود.اي كه به صورت خطي با متغيرهاي مستقل در ارتباط است، تعريف ميچنين هر مدل با بهينه كردن متغير وابستههم
  گردند.ارائه مي ،فاهيم اقتصادي مانند سود، هزينه، درآمد، توليد، فروش، مسافت، زمان و ... استمتغيرهاي وابسته معمولاً در تابع هدف كه اغلب بيانگر م

گيرنـده بعـد از حـل مـدل بـه دسـت       شوند كه مقدارشان توسط تصميمشناخته مي متغيرهاي تصميمريزي خطي به عنوان در برنامه متغيرهاي مستقل
n(xآيد. معمولاً اين متغيرها در مدل با مي ,x , , x )1 2 شوند.مي به نمايش گذاشته  

  گردد:تعريف مي زيربه صورت  (LP)ريزي خطيبرنامه مسئلهمدل كلي يك 
  n nMax(Min) : Z C x C x C x   1 1 2 2   

Subject to (s.t) :  
)b nيايا1 na x a x a x (   11 1 12 2 1  

)b nيايا2 na x a x a x (   21 1 22 2 2  
  

m)bياياm m mn na x a x a x (   1 1 2 2   
يا) قيدآزاد (نام  ياmx ,x , , x 1 2    
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 معادل



  
سازي و حل هندسيريزي خطي، مدلمعرفي برنامه فصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    2

ها ibو يا سودآوري ب هزينهضرايها را jCنام دارند.  ها)گيري (فعاليتمتغيرهاي تصميمها jxهستند و مقادير ثابتي ijaوibو jC،گفته شده در مدل
  آلات و ... باشند. توانند مواد اوليه، زمان، ظرفيت ماشينها ميibباشد. مي كننده مقدار منابع يا امكانات موجود مابيانناميم كه مي اعداد سمت راسترا 
  گيرد.ام مورد استفاده قرار ميjام است كه براي انجام يك واحد از فعاليت iها بيانگر مقداري از منبع ijaچنين هم

  شود:از سه قسمت تشكيل مي هريزي خطي ارائه شدبرنامهمدل 
اسـت. تـابع هـدف     گيرنده به منظور حداكثر كردن سود يا حداقل كردن هزينـه دهنده خواسته تصميماننشاست كه تابعي رياضي ) تابع هدف: 1

  است: مقابل ريزي خطي عمدتاً به يكي از دو صورتبرنامه
n
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ريزي خطي به دست آوردن مقاديري هدف از مدل برنامهشـود و  تعيين مي jxمتغيرهاي مستقل ياست كه به وسيله ايمتغير وابسته Zدر اينجا 
  شود.حداكثر يا حداقل مي Zهاست كه مقدار jxاز 

يا ياb(iها كه در مدل بالا به صورت محدوديت ) محدوديت:2
n
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j

a x (
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ها را آنام است و  iها از منبع دهنده كل مصرف فعاليتباشند، نشانمي 

  ناميم.  مي هاي كاركرديمحدوديت
jxيري گها در مدل موجب محدود شدن مقادير قابل انتخاب براي متغيرهاي تصميموجود محدوديت   شود.مي )ها(

  شود:هاي زير تعريف ميمتغير تصميم با توجه به مصداق تعريف شده براي آن به يكي از صورت ) وضعيت متغيرهاي تصميم:3
j(xمتغير تصميم غيرمنفيالف)  ) (متغير تصميم غيرمثبت  بj(x ) .  

  تواند مقادير مثبت، منفي يا صفر را انتخاب كند.مي jx): در اين حالت jxمتغير تصميم آزاد در علامت (نامقيد: ج) 
  شود:ريزي خطي به صورت زير بيان ميراي مدل برنامهشود كه باستفاده مي شكل ماتريسي متغيرهاريزي خطي از ي برنامهمسئلهبراي حل 

Max(Min) : Z CX  
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 (Linear Programming) ريزي خطيبرنامه مسئلهفرم كلي يك 

  گردد: به صورت زير تعريف مي (LP)ريزي خطي برنامه مسئلهمدل كلي يك 
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for i ,...,m1  i) b يا  يا 
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nتابع هدف:     nMax (Min) : Z C x C x ... C x   1 1 2 2 
Subject to : 

 
)b nيا   يا 1 na x a x a x (   11 1 12 2 1 
)b n يا  يا 2 na x a x a x (   21 1 22 2 2 
                                                               

m)b يا  يا m m mn na x a x a x (   1 1 2 2  
آزاد يا    ياnx ,..., x 1  

و  يـا سـودآوري   هزينه ضرايبها را jC.نام دارندها) (فعاليتگيري ها متغيرهاي تصميمjxهستند و  مقادير ثابتي ijaو  ibو  jC،لدر اين مد

ib ناميممي اعداد سمت راستها را.ijaاگر ناميم و مي ها را ضرايب تكنولوژيib  منبع بيانگرi باشد ام،ija مقداري از منبع بيانگرi ام است كه
nتابعگيرد. مورد استفاده قرار مي امjاحد از فعاليت براي انجام يك و nz c x c x  1 1  را تابع هدف(objective Function)  كـه   نـاميم مـي

ibiمحـدوديت  .حـداكثر كـردن سـود يـا حـداقل كـردن هزينـه اسـت         به منظورگيرنده دهنده خواسته تصميمنشان in na x a x 1 1 
  .ناميمهاي كاركردي ميو آنها را محدوديت ام استiها از منبعدهنده كل مصرف فعاليتنشان
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  ريزي خطيمفروضات برنامه
  زير صدق نمايد: چهار فرضدر  بايد (LP)خطي  ريزيبرنامه مسئلهيك 

متناسـب  ها و محدوديتآهنگ تغيير تابع هدف  وهسـتند   مستقل از همديگرن فرض بيانگر اين است كه متغيرهاي تصميم  ايالف) فرض تناسب: 
  باشد:نتايج حاصل از فرض تناسب به صورت زير مي .است با تغييرات متغير

  باشند.ها خطي ميـ تابع هدف و محدوديت1
  هستند.ـ همه متغيرها توان اول 2
j(Cابع هدف نسبت به هر يك از متغيرها همواره مقدار ثابتي بوده و برابر ضريب هزينه ـ مقدار مشتق ت3   آن متغير خواهد بود. (
  اثر است.بدين معنا كه كالاها مكمل يا جانشين يكديگر نبوده و تغيير قيمت يك فعاليت بر فعاليت ديگر بي هاي ديگر مستقل است؛يت از فعاليتـ هر فعال4

 ،طبق اين فرض .گرددبيان مي جمع جبريا به صورت ها رابطه رياضي بين متغيرهدر تابع هدف و محدوديت كه است بدين معنيپذيري: ب) فرض جمع
  بين متغيرها وجود ندارد.ضربي ي حاصلرابطهيعني  ندارد ها وجودقابل بين فعاليتمترابطه 

   ند.  نكرا اختيار مي متغيرهاي تصميم فقط مقادير پيوستهكند كه اين فرض بيان ميپذيري: ج) فرض بخش
iو  jC  ،ibمقادير پارامترهاي د) فرض معين بودن:  ja ته باشند.  داش احتمالي يا تصادفيهاي حالت توانندنميباشند و مي اعدادي ثابت و مشخص  

 هاي موجود در يك مدل به صورت يكي از محدوديت :1مثالx x x x  2
1 2 2 3 ريـزي خطـي در ايـن    يك از مفروضات برنامـه باشد، كداممي 1

   محدوديت نقض شده است؟
  3و  2گزينه ) 4  پذيريجمع) 3  تناسب) 2  معين بودن) 1
 :دوديت از آنجايي كه در اين مح»  4«گزينه  پاسخx2

است، مـثلاً   x1) متناسب با توان دوم 1پس ميزان مصرف منبع اين قيد (يعني  ،وجود دارد 1
xاگر 1 xدر اين صورت 2 2

1 باشـد.   1 ،كند كه توان متغيرها در تمام قسمتهاي مـدل گردد. فرض تناسب ايجاب ميصرف ميواحد از منبع م 4يعني  4
xهمچنين به دليل وجود x2   پذيري نقض شده است. فرض جمع 3

  

  در تابع هدف  :2مثالZ x x  1 22 3   ريزي خطي نقض شده است؟يك از مفروضات برنامهكدام 1
  ها رعايت شده است.) همه فرض4  پذيري) بخش3  ) تناسب2  پذيري) جمع1
 :2«گزينه  پاسخ «  

x

Z
1 1 2

1 12 14

  

  باشد. نمي x1متناسب با تغييرات  Zشود كه تغييرات ملاحظه مي
  

نقض شـده اسـت، زيـرا     پذيريفرض بخشريزي خطي است كه در آن يك مدل برنامه (I.L.P)عداد صحيحاخطي ريزي مدل برنامه :1 نكته 
  را اختيار كنند.   مجازند فقط مقادير صحيحمتغيرها 

 يزي غيرخطي ربرنامه مسئله ،گوييم، يعني اگر هر كدام نقض شوندهاي خطي ميرا فرض پذيريهاي تناسب و جمعفرض  :1 تذكر(N.L.P)  .خواهد بود 

   سازيمدل 

  ريزي خطي شامل مراحل زير است: مسائل برنامهسازي مدل .باشدميسازي صحيح آن مدل ،ريزيبرنامه يمسئلهترين موضوع در برخورد با يك مهم
  كنيم.گيري تصميمخواهيم در موردشان و مياست  مجهول هاهستند كه مقادير آن ي، متغيرهايمتغيرهاي تصميم) تعريف متغيرهاي تصميم: 1
، )سـازي (Maxحداكثر كـردن سـود   تواند مي مسئلهبيان شده  هدفكند. دنبال مي مسئلهتابع هدف بيانگر هدفي است كه ) تعريف تابع هدف: 2

  و ... باشد. سازي)(Minها حداقل كردن هزينه
، روابـط ميـان   »متغيرهاي تصميم«روابط ميان ريزي خطي در حالت كلي دربرگيرنده ي برنامهمسئلهبراي  هامحدوديت ها:) استخراج محدوديت3
  است. »مسئلهمتغيرهاي تصميم با هدف «ميان  روابطو  »يابمتغيرهاي تصميم و منابع كم«

  است.  مدل توليدريزي خطي، امههاي برنترين مدليكي از معروف

Z

10
12
14

1 2 1x
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  پردازيم:ي توليد ميدر اين قسمت به بيان يك مثال در زمينه

 دقيقه و هـر جعبـه ليـوان تجملـي     4خوري شود. زمان توليد هر جعبه ليوان شربتخوري و تجملي) توليد ميدر يك كارگاه دو نوع ليوان (شربت :3مثال               
دانيم كـه ليـوان   چنين ميكند. هممكعب فضاي انبار را اشغال مي تفو 2فوت مكعب و هر جعبه ليوان تجملي  1خوري ليوان شربتدقيقه است. هر جعبه  3

9خوري بيشتر از شربت  واحد باشد و ميزان زمان موجـود   5/4و  5خوري و هر جعبه ليوان تجملي به ترتيب تجعبه تقاضا ندارد. اگر سود هر جعبه ليوان شرب
فضاي موجود در انبارساعت و كل  8براي توليد ليوان   15 ؟كننده حداكثر سود را به دست آوردتوليد تاتوليد شود چه تعداد ليوان  ،فوت مكعب باشد  

 :شود:در جدول زير خلاصه مي مسئلههاي داده پاسخ  

  توليدات
زمان توليد هر جعبه 

  (دقيقه)
فضاي لازم براي هر جعبه 

  (فوت مكعب)
  حداكثر تقاضا  سود هر جعبه

1 5  9  4  خوريليوان شربت   
  ـ  2 5/4  3  ليوان تجملي

48 15  ظرفيت   ـ  ـ  

  به صورت زير است: مسئلههاي مدل كردن امگ
 ،هدف تعيين ميزان توليد از هر نوع ليوان است تا حداكثر سود حاصل شـود. پـس بـراي متغيرهـاي تصـميم      ،مسئلهدر اين  ) تعريف متغيرهاي تصميم:1

xتعداد جعبه ليوان تجملي  دهيم:ر عددي توليد هر محصول را مدنظر قرار ميمقدا 2              خوريتعداد جعبه ليوان شربتx 1  
  :سود كارگاه عبارت است از مسئلهباشد. در اين حداكثر كردن سود مي مسئلههدف اين ) تعريف تابع هدف: 2

  خوري : سود كلليوان شربت جعبه سود هر× خوري توليد شده ليوان شربت جعبه ليوان تجملي + تعداد جعبهسود هر × ليوان تجملي توليد شده  جعبه تعداد
  سود كل5× خوري ليوان شربت جعبه + تعداد 5/4× ليوان تجملي  جعبه تعداد

 مسـئله كه تعداد توليد هر نوع ليوان مشخص نيست و در واقع به دنبال تعيين ميزان توليد هر كدام هسـتيم، متغيرهـاي تصـميم     فوق از آنجاييي در رابطه
Z  دهيم:نمايش مي Zود كل را باكنيم و ميزان ستوليد ليوان مي هر جعبه را جايگزين تعداد x2وx1يعني  x / x 1 25 4 5  

  ـ تقاضا3ـ فضاي انبار 2ـ زمان در دسترس براي توليد1سه نوع محدوديت داريم: مسئلهدر اين  ها:) تعريف محدوديت3
8در دسترس براي توليد ليوان توجه كنيد كه كل زمان   اگر لازم است. زمان دقيقه 3و 4 به ترتيب خوري و تجمليساعت است و براي توليد هر جعبه ليوان شربتx1 

  عبارت است از: ليوانهاي تعداد جعبهليد ليوان تجملي باشد، مجموع زمان تو هايتعداد جعبه ميزان توليد x2خوري وليوان شربتهاي تعداد جعبهميزان توليد 
x x1 24   ليوان هايتعداد جعبه : زمان توليد3

8اما حداكثر ميزان زمان موجود   وان لي ـ هـر جعبـه   كـه زمـان توليـد    باشد. دقت كنيم كه واحدهاي مورد استفاده بايد يكسان باشند. از آنجاييساعت مي
x  برحسب دقيقه است، زمان موجود نيز بايد به دقيقه تبديل شود. پس: x 1 24 3 48   

)توجه شود كه در اين محدوديت از علامت كوچكتر مساوي ) توان از تمام زمان موجود براي توليد استفاده نكرد.براي نامعادله استفاده شده است، يعني مي  
  براي محدوديت مربوط به فضاي انبار و تقاضا داريم: ،به طور مشابه

xمحدوديت تقاضا:  1 9                : محدوديت فضاي موجودx x 1 21 2 15     
  شود:ضافه ميزير به مدل ا هايمحدوديت باشد، و غيرصحيح تواند منفيكه مقادير توليد ليوان نمي از آنجايي

              i ,1 ixعدد صحيح     2 :                 x , x 1 2   
  شود:فرموله مي زيرمدل به صورت  ،به اين ترتيب

  
s.t

Max Z x / x 1 25 4 5  

x x 1 24 3 48          

x x 1 21 2 15     
x 1 9   
x , x 1 2   

i ,1 ixعدد صحيح       2 :                   
 

  

ريزي خطي و از نظر بيـان مشـابه باشـند و مـدل اول داراي     دو مدل حاصل برنامهاي را به دو صورت فرموله كنيم كه هر مسئلهاگر بتوانيم  :2 نكته 
1  1متغير و   1محدوديت و مدل دوم داراي   1متغير و در  . مـدل دوم بهتـر اسـت   از نظر حجم محاسـبات معمـولاً   ،محدوديت باشد

  سرعت حل و يا به عبارتي حجم محاسبات كمتر خواهد بود. ،ها كمتر باشدريزي خطي هرچه مقدار محدوديتحالت كلي جهت حل يك مدل برنامه
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 پشتيكوله مسئله( :4مثال: knapsack Problem( :n نوع كالاي مختلف وجود دارد، به طوري كه كالاي نوع i  يبه اندازه iW  كيلوگرم وزن دارد
اي كـه ارزش كالاهـاي درون   به گونـه  ،كيلوگرم را با اين كالاها پر كنيم Wپشتي با حداكثر ظرفيتيك كوله خواهيممي تومان ارزش دارد.iCو به اندازه

  را بنويسيد. مسئلهاين  LPكنيم كالاها قابل تقسيم بوده و بتوانند به تعداد ناصحيح نيز انتخاب شوند. مدل فرض مي پشتي ماكزيمم شود.كوله
 :گيريمتغير تصميم پاسخix را به عنوان مقدار كالاي نوعi م. گيـري در نظر مي

    است: مقابلبه صورت  مسئله LPمدل ،در اين صورت
  

  
 فرض كنيد :5مثالix ميزان ماده خام نوعi دهد ورا نشان ميi , , 1 2 شـود، بـا ايـن    ين سه نوع ماده خام حاصـل مـي  از تركيب ا Aمحصول .3

  )95(علوم كامپيوتر ـ سراسري   دهد؟باشد، كدام گزينه اين محدوديت را نشان مي 2از ماده خام نوع Aدرصد محصول 2محدوديت كه حداقل
1 (x x x  1 2 32    2 (x x x  1 2 32   3 (x x x  1 2 32 8 2     4 (x x x  1 2 32 8 2     

 اگر  »3«گزينه  :پاسخx x x 1 2 /ازبه كل مواد خام بايد بيشتر  x2دهند، نسبت ماده خام دوم Aتشكيل يك واحد محصول  3   باشد. 2

  x
/ / x / x / x x x x

x x x
        

 
2

1 2 3 1 2 3
1 2 3

2 2 8 2 2 8 2          

  

 زمان مورد نياز براي توليد هر واحد از محصول اول ثلث زمان توليد يك واحد از محصول دوم و دو برابر زمان توليد يك واحد  :6 مثال
توان ردد، حداكثر مياز محصول سوم است. اگر تمام زمان نيروي انساني صرف توليد محصول دوم گ 9   واحد از آن را توليد نمود. كـدام

  گزينه بيانگر اين محدوديت است؟

1 (x
x x  3

1 23 92    2 (x x
x   2 3

1 273 2    3 (x x x  1 2 33 2 27    4 (x
x x  3

1 23 272   

 :اگر تمام زمان صرف توليد محصولاول:  روش»  4«گزينه  پاسخx2 گردد (يعنيx x 1 3  9)، حداكثر  توان واحد از آن را مي
xتوليد كرد؛ يعني 2 9   ورد نياز براي توليد هر واحد از محصولگر اين مطلب هستند. چون زمان مبيان )4(و  )3(كه گزينهx1 ثلث زمان

x)گـردد  x1پس اگر تمام زمان صـرف توليـد محصـول    است، x2موردنياز توليد هر واحد از محصول x ) 2 3  27، حـداكثر     واحـد از
xتوان توليد كرد، يعنيرا ميx1محصول 1 27  جا كه زمان موردنياز توليد هر واحد از محصول. از آنx3  نصف زمان مورد نياز توليد هر

x)شودx3تمام زمان صرف توليداست، پس اگر  x1واحد محصول x ) 1 2 54، حداكثر   واحد از محصولx3تـوان توليـد كـرد؛    را مي
xيعني 3 54    دهد.اين مطلب را نشان مي )4(كه گزينه  

iبراي  itكنيم  فرضروش دوم:  , ,1 2 iام باشد. بنابراين  iزمان مورد نياز جهت ساخت يك واحد از محصول  3 it x    زمان مورد نياز جهـت سـاختix 

t  توان نوشت:است. بنابراين مي t29ام است و كل زمان موجود  iواحد از محصول 
t t 2
1 tو   323 x t x t x t  1 1 2 2 3 3 29   

tبنابراين با قرار دادن 
t  21 tو  3

t  23 t   در محدوديت بالا داريم: 6 t x
x t x x t x x         2 2 3

1 2 2 3 2 1 29 3 273 6 2  

  
  

 نوع نفت تصفيه شده داخلي و خارجي دو نوع بنزين نوع  از دو :7 مثالR  وP شود. ماكزيمم فشار بخار و مينيمم درجه اكتـان موجـود در   توليد مي
ها در هر بشكه در جدول زير داده شده است. اگر ميزان مصرف نفت در توليد بنزين بر حسب بشكه مطابق جدول زير باشـد،  ها و مورد نياز در  بنزيننفت
  چقدر است؟  Rان درجه اكتان مورد نياز در بنزين نوع ميز

P R 
 بنزين

 نفت
  

  ماكزيمم فشار بخار مينيمم درجه اكتان
  

x3  x1  78    داخلي  
89  

2  
18  

  نفت داخلي
  نفت خارجي

x4  x2  85    خارجي  
96  

24  
22  

  Rبنزين 
  Pبنزين 

  

1 (x x 1 27 4   2 (x x 1 27 4   3 (x x 1 27 8   4 (x x 1 27 8   

n n
S.t.
Max Z C x ... C x  1 1

n nW x ... W x W  1 1

nx ,..., x 1 
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 :كه در بنزين نوع  است، در حالي 78مينيمم درجه اكتان هر بشكه نفت داخلي »  1«گزينه  پاسخRباشد. پس با استفاده از مي 85مم درجه اكتان مورد نياز ي، مين
ر درجـه اكتـان   د x17با كمبـود   Rبشكه نفت داخلي در مينيمم ساخت بنزين نوع  x1شويم و با به كار بردن درجه اكتان مواجه مي 7هر بشكه نفت داخلي با كمبود 

شـويم. بايـد از تركيبـي از نفـت     در درجه اكتان مواجه مـي  x24با مازاد  Rشبكه نفت خارجي در ساخت بنزين نوع  x2با همين توضيح با بكار بردن  .شويممواجه مي
xيعني  ؛روبرو نشويم Rدرجه اكتان در بنزين نوع اي كه با كمبود داخلي و خارجي استفاده كنيم به گونه x  1 27 4   و در نتيجهx x  1 27 4.  

  
 دهد. يك مشتري نياز به حـداقل متر برش مي 5متر و  4هاي متر را در طول 12شركتي الوارهايي با طول استاندارد  :8 مثال 1 متـري و   4عـه  قط

  اي فرموله كنيد كه: را به گونه مسئلهدارد.  يمتر 5قطعه  125حداقل 
     الف) با حداقل برش، خواسته مشتري برآورده گردد. ب) با حداقل ضايعات، خواسته مشتري برآورده گردد. 

 :ري حاصل گردد:مت 5متري و  4هاي توان برش داد تا قطعهمتري را به سه روش زير مي 12يك الوار  پاسخ   

m m m m m m m m m4 4 4 5 4 3 5 5 2  
  1برش نوع                         2برش نوع                       3برش نوع 

  گيري:  معرفي متغيرهاي تصميم
; i , ,1 2 ixتعداد برش نوع  3 : i   

  طبق جدول زير است:  3و  2و  1متري در برش نوع  5و  4هاي تعداد قطعه
  

  1نوع  2نوع   3نوع 
  نوع برش

   
  طول قطعه     

 1  3  4متري  
2  1   5 متري  
2  3    ضايعات  

  است:  مقابل به صورت ئلهمسبه منظور حداقل كردن تعداد برش  LPمدلالف) 
s.t

Min Z x x x  1 2 3  

x x 1 23 1   
x x 2 32 125  
x ,x ,x 1 2 3   

  ب) به منظور حداقل كردن ضايعات: 
s.t

Min Z x x 2 33 2  

x x 1 23 1   
x x 2 32 125  
x ,x ,x 1 2 3   

  .توجه كنيد كه تابع هدف دو مدل، حداقل كردن ضايعات و حداقل كردن تعداد برش متفاوت است و لزوماً جواب بهينه اين دو يكسان نخواهد بود
  

 عمر آن بستگي دارد و مطابق جدول زير است:اي بايد در پايان هر سال تعمير اساسي و يا تعويض گردد. هزينه اساسي سالانه به ميزان راكتور هسته :9 مثال   

  5  4  3  2  1  عمر
  21  15  9  4  1  هزينه تعمير

2اگر قيمت راكتور نو     طرح تعمير و تعويض راكتـور   سال در نظر گرفته شود، 12به كار  واحد پولي باشد و اگر طول عمر كل فرايند از ابتداي شروع
    )91(دكتري   است از:  عبارت و تعويض به حداقل برسد،هاي تعمير هزينهسال به نحوي كه جمع  12در اين فرآيند طي اين 

8ها تعمير اساسي با هزينه و مابقي سال 9و  6، 3هاي ) تعويض در پايان سال1       
7ها تعمير اساسي با هزينه و مابقي سال 1و  5هاي ) تعويض در پايان سال2      
9ير اساسي با هزينه ها تعمو مابقي سال 12و  6هاي ) تعويض در سال3     
7ها تعمير اساسي با هزينه و مابقي سال 11و  8، 5هاي ) تعويض در پايان سال4      
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  دوم فصل

  »جبر خطي«
  

يادآوري و مفاهيم پايه :)1( درسنامه    
 

بعضـي نتـايج مقـدماتي     قسمت ابتدايي اين مبحـث،  كنيم. در شود را مرور ميخطي كه در تمام فصول كتاب استفاده مي در اين فصل بعضي از مطالب اساسي جبر
هاي هاي محدب، مخروطتواند از آن صرف نظر كند. در ادامه مباحث مفاهيم مجموعهبا مطالب ميشود كه خواننده در صورت آشنايي بردار و جبر مقدماتي مرور مي

  ها ضروري است. آنمطالعه كامل  ،مهم هستند و از اين رو خيليريزي شود كه در برنامههاي چند وجهي بيان ميها و مجموعهمحدب، ابرصفحه

بردار n: a (x , , x ) مختصات و انتهايش نقطه ابتدايش مبدأاست كه  دارهتخطي جپاره 1 n(x , ,x     باشد.1(

naاندازه بردار اندازه (طول) بردار: (x , ,x ) 1  به صورتn| a | x x  2 2
1  شود.تعريف مي  

  دهيم. نمايش مي nEبارا  اي است و آنلفهمؤ nمجموعه تمام بردارهاي  بعدي: nفضاي اقليدسي 
 بردار  :1تذكرnx E گوييممفروض است، وقتي ميx  هاي آن بزرگتر يا مسـاوي صـفر هسـتند و وقتـي    يعني تمام مؤلفهx     يعنـي تمـام ،

  .  هاي آن صفر هستندلفهؤم
nRاگـر  :عـدد در بـردار  ضرب  , a (a ,a , ,a )  1 2   در ايـن صـورتa    يـك بـردار اسـت و داريـم:na ( a , a , , a )    1 2   نمـايش .

  مقايسه شده است: a، بامقادير مختلف به ازايaهندسي
  
  
  
  

  1     1  1   1    
اگر  در اين صورتa باa جهت است و اگرهم  در اين صورتaدر خلاف جهتa است و اگر| | 1     (طـول) در ايـن صـورت انـدازهa 

|است و اگر aكوچكتر از طول | 1 ،اندازه باشدa بزرگتر از اندازهa .است  
  جمع بردارها

naاگر (a ,...,a ) nbو 1 (b ,...,b ) a ، پس1 b به صورتn na b (a b ,...,a b )   1   باشد.مي 1
  

  
  

  نمايش هندسي جمع بردارها                                    

   اي ) بردارهاضرب داخلي (نقطه
nاگر nb (b , ,b ),a (a , ,a ) 1 1  در اين صورت ضرب داخليa  وb صورته بn na.b a b a b  1 1  است. عدد يكشود كه حاصل آن تعريف مي  

 در اين صورت ،باشد برابر bوaاصفرنه بين بردارهاي اگر زاوي :1نكته 
a.b

cos
| a | | b |

 


  :و در نتيجه  

a.b | a || b |cos   

  

a a

a

a

a

a

a b

b
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|، ي هر با توجه به اين كه به ازا :2نكته  cos | 1 همواره داريم باشد.مي:   

| a | | b | a.b | a | | b |      
  :كه
  
  
  

  a.b  a.b  a.b     

a.b  صفر شود دو بردار را متعامد گويند.  bو  aخلي دو بردار اگر ضرب دا :3نكته  cos  
       2  

  nEتركيب خطي، آفيني و محدب نقاط در      

kaرا به صورت تركيب خطي نقاط (بردارهاي) bنقطه (بردار):  تركيب خطي ,...,a ,a2   هرگاه: ،ايمنوشته 1
k k ib a a a ; IR for i , ,k         1 1 2 2 1   

kaهاي خطي نقاط (بردارهاي)مجموعه تمام تركيب , ,a1.را پوسته خطي آنها گوييم  
  

xپوسته خطي نقطه :4نكته  E   داريم: x3و  x2و  x1با فرض متمايز بودن نقاط  ت است.و مبدأ مختصا xاصل بين نقطهخط و 2
xپوسته خطي نقاط         ,x E 2

1   (يعني صفحه مختصات) است. E2كل فضاي 2
xپوسته خطي نقاط         ,x E 3

1 xصفحه شامل مبدأ مختصات و نقاط 2 ,x2   است. 1
xپوسته خطي نقاط         ,x ,x E 3

1 2   بعدي) است.(يعني فضاي سه E3كل فضاي 3
   يآفينتركيب 

kaب آفيني نقاط (بردارهاي)را به صورت تركي bنقطه (بردار) ,...,a ,a2   هرگاه: ،ايمنوشته 1
k k

k i

b a a a

, IR for i , ,k

      
         

1 1 2 2
1 2 1 1


 

  

kaمجموعه تمام تركيبات آفيني نقاط (بردارهاي) , ,a1  آنها گوييم. پوسته آفينيرا  
  داريم: x3و  x2و  x1با فرض متمايز بودن نقاط  خود نقطه است. xنقطهپوسته آفيني  :5نكته 

xپوسته آفيني نقاط ,x2   خط واصل اين دو نقطه است. 1
xپوسته آفيني نقاط ,x ,x E 2

1 2   است. E2كل فضاي 3
xپوسته آفيني نقاط ,x ,x E 3

1 2   كننده از اين سه نقطه است.صفحه عبور 3
  
  
  
  
  

  
  2Eدر  پوسته آفيني دو نقطه         3Eپوسته آفيني سه نقطه در      

 متمايز اطنق :2تذكرx1 وx2  مفروضند. پوسته آفيني اين دو نقطه مجموعـه S { x ( )x | R}     1 21 
(است  1 و  2 و داريم 1   1 2  x2و x1خـط واصـل نقـاط    ،S) كه نمايش هندسي مجموعـه 1

اند: اگـر هاي خط مشخص شدهقسمت مقادير مختلف عدد حقيقي ياست. در شكل مقابل به ازا  1   باشـد
xدر ايـــن صـــورت ( )x   1 اســـت. اگـــر x2و x1خـــط واصـــل نقـــاط پـــاره 21 1  ،در ايـــن باشـــد

xصورت ( )x   1 شود. اگرشروع مي x1خطي است كه ازنيم 21    ،باشدx ( )x   1 خطـي  نـيم  21
  شود.شروع مي x2است كه از

a

b

منفرجه 

b

a
90 

a

b

 حاده 

1x
2x

 

2x
1x

3x

 

1x
2x

2پوسته آفيني نقاط 1x , x 

1 
 1  

 
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kaصورت تركيب محدب نقاط (بردارهاي)ه را ب bنقطه (بردار) ب:محدتركيب  , ,a ,a2 1 هرگاه: ،ايمنوشته  
k k, , ,          1 2 11                 k kb a a a      1 1 2 2   

  آنها گوييم. پوسته محدبمجموعه تمام تركيبات محدب چند نقطه را 
kSاگر :6نكته  {a ,a , ,a } 1 2  داريم:  در اين صورت ،اي از نقاط باشدمجموعه   

  Sپوسته محدب نقاط  Sپوسته آفيني نقاط Sپوسته خطي نقاط
 

  تركيب محدب دو نقطه
Xصورته ب X2و X1متمايز تركيب محدب نقاط ( )X   1 كـه  21  1 

(شــودنوشــته مــي  1 و  2 )پــس1   1 2 از نظــر هندســي و  1
  آن دو نقطه است. واصلِ خطتركيب محدب دو نقطه، تمام نقاط روي پاره

x يك تركيب محدبX1وX2 استx X ( )X     


1 21
1

  

 داشته باشيم: در تركيب محدب اگر :3تذكر  1 است. تركيب محدب اكيد يا غير بديهيگوييم مي  
  

 پوسته محدب نقاط متمايز :1مثالx1وx2 وx3 درE2   مثلثي بـا رئـوسx , x , x3 2 و  1
توان بر حسب تركيـب  كه درون اين مثلث باشد را مي xنقاط درون مثلث است. هر نقطه مانند 

xمحدب نقاط , x , x3 2 xنوشـت يعنـي   1 x x x     1 1 2 2 3 كـه  3     1 2 3 1 
,و ,   1 2 3.  

  

 مجموعه تمام تركيبات محدب (پوسته محدب) نقاط :2مثال


E , D ,C ,B , A
         

                   

2 4 2 1
1 2 3   كدام است؟ 2

   ACBDچهارضلعي ) نقاط روي محيط ACBED  2ضلعي ) نقاط روي محيط پنج1
    ACBDعي چهارضل) نقاط روي محيط و درون ACBED  4ضلعي ) نقاط روي محيط و درون پنج3
 :نقطه » 4«گزينه  پاسخE  درون چهارضلعيADBC تـوان آن  قرار دارد پس مي

  اي نيست.نقطه گوشه Eنقطه  بنابراين .را برحسب تركيب محدب چهار نقطه ديگر نوشت
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  
 82ـ سراسري  تماعيهاي اقتصادي و اجسيستمگرايش (مهندسي صنايع   ؟هاي زير محدب هستندك از مجموعهكدام ي :3مثال(  

  S x ,x |x x  3 1 2 1 22 1           S x ,x |x x  2
2 1 2 1 2           S x ,x | x x  2 2

1 1 2 1 2 1  
1(S1  ،S2 وS3 .2  محدب هستند(S3 ت وليمحدب اسS1 وS2 .محدب نيست  
3(S1وS3 محدب است وليS2.4  محدب نيست(S2وS3 محدب است وليS1 .محدب نيست 

 :هاي ناحيه شدني مجموعه  »1«گزينه  پاسخS1  وS2  وS3 باشد:به صورت زير مي  
 

S1 S2 S3

x1 x1 x1 

x2 x2 x2 

  
  . هستندحدب با توجه به تعريف ناحيه محدب هر سه مجموعه م

2x

3x

1x

A

D

B

1x

2x

C

E

1X

2X

x
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2x

1x

  مجموعه محدب، نقطه گوشه، مخروط  
  يعني: باشد. Aاي در گاه تركيب محدب هر دو نقطه آن، نقطهناميم هررا محدب مي Aمجموعه  : مجموعه محدب 

x ,x A;x x ( )x A       

  
1 2 1 21

1  

 ـخط واصل آنپاره ظر بگيريمگويند كه هرگاه دو نقطه دلخواه متعلق به اين فضا را در نديگر فضايي را محدب مي به عبارت ه ايـن فضـا   ها نيز كاملاً متعلق ب
  كه هرگاه هر وجه از اين فضا را امتداد دهيم، فضاي مربوط در يك طرف وجه امتداد يافته قرار گيرد.باشد و به عبارتي ديگر، فضاي محدب فضايي است 

  
  

  محيط دايره، مجموعه محدب نيست محدب است  محدب نيست

Sهاي مجموعه :7نكته  {x | Ax b},S {x | Ax b,x },S {x | Ax b,x }       3 2 1 كـه در آن   هاي محـدب هسـتند  مجموعه  
           A  ماتريسm n  وb  يكm  .بردار است  

  است. اي محدب همواره مجموعه) LPريزي خطي (برنامه مسئلهيك  )هاي شدني (فضاي شدنيمجموعه جواب :8نكته 
  اجتمـاع هـر تعـداد مجموعـه محـدب، ممكـن اسـت       امـا   اي محدب اسـت. ي محدب، مجموعهاشتراك هر تعداد مجموعه :9نكته  

  محدب نباشد.
 كدام گزينه بيانگر يك مجموعه محدب است؟  :4مثال    

1 (A {(x ,x ) | x x }   2 2
1 2 1 2 1  2 (A {(x ,x ,x ) | x x x x }    2 2 2

1 2 3 1 2 3 12 4  
3 (A {(x ,x ) || x x | }  1 2 1 2 1  4 (A {(x ,x ) | x x }   2 2

1 2 1 21 4  
 :3«گزينه  پاسخ«     

  باشد و محدب نيست.اي است كه فاقد مركزش ميدايره» 1«گزينه 
x)نقاط روي محيط كره » 2«گزينه  ) x x   2 2 2

1 2 31   ست كه محدب نيست. ا 5
  

  

  
  است كه محدب است.                  صورت ه ب» 3«گزينه 

  
  

  
  

  است كه محدب نيست.          صورته ب» 4«گزينه 
  

  

 مجموعة  :5مثالS {(x ,x ) x x } 1 2 2   .. نقطه گوشه است........... و ........ يك مجموعه Sرا در نظر بگيريد. در اين صورت  1
  )90(مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري 

  ) محدب، بدون4  ) غير محدب، با يك 3  ) محدب، با بينهايت2  ) محدب، با يك 1
 :با رسم ناحيه موجه مشخص است كه مجموعه   »1«گزينه  پاسخS اي محدب با يك نقطه گوشه( , )  .است  

| x | x x x x    1 2 2 1 2  
  

x x x x

x x x x




    
    

2 1 1 2
1 2 2 1

  

  

 مجموعه  :6مثالS {(x , x , x ) | x x x x }    2 2
1 2 3 1 2 2 32 4   )48مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري (  از چه نوع است؟ 29

  ) مقعر2  ) غير محدب1
  ) محدب به ازاي تمام ضرايب مثبت تابع است.4  ) محدب3

 

 :3«گزينه  پاسخ« x (x ) x    2 2
1 2 31 4   باشد. كه يك منحني محدب مي3

1 

-1  
1 

-1  
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 را در نظر بگيريد:  مقابلريزي خطي برنامه مسئله :7مثال  
s.t.

Min .Z x x x  1 2 33  

  

x x x

x x x

x ,x , x

   
   
   

1 2 3
1 2 3

1 2 3

2 3 14
3 2 7  

  )91يهاي اقتصادي و اجتماعي ـ سراسر(مهندسي صنايع گرايش سيستم    ......... و ......... است. مسئلهمجموعه قابل قبول اين 
  محدب ـ بسته )4  غير محدب ـ باز )3  غير محدب ـ بسته )2  محدب ـ باز)1
 :زير است ريزي خطي يك مجموعه محدب است و فضاي موجه آن به صورتي برنامهمسئلهي قابل قبول هر مجموعه  »1« گزينه پاسخ:  

  X {(x ,x ,x ) x x x , x x x ,x , x ,x }         1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 32 3 14 3 2 7     
  محدب و باز است. مسئلها نداريم، بنابراين مجموعه قابل قبول ها، علامت تساوي راز آنجا كه در محدوديت

 

 فرين تعداد نقاط  :8مثال)Extreme Points(چقدر است؟ ؤال قبلقابل قبول س ، مجموعه    
  )91هاي اقتصادي و اجتماعي ـ سراسري(مهندسي صنايع گرايش سيستم

1( 2(3 3(2 4( 1  
 :1(  دهيم:قرار مي مسئلهبراي تعيين نقاط فرين   »1« زينهگ پاسخ (x x x  1 2 32 3 14  

  )2  (x x x  1 2 33 2 7  
  )3   (x 1   
  )4   (x 2   
  )5   (x 3   

  يم:هاي داده شده داربا توجه به معادله

  
x x x x( )

( ) x x x x

( ) x x

    
      
   

1 2 3 1
1 2 3 2

1 3

2 3 141
2 3 2 7 1
3 4




  

xاين نقطه در محدوديت 1  عبارتند از: مسئلهبه همين ترتيب ديگر نقاط  سي نيست.أكند، بنابراين اين نقطه رصدق نمي  

  , , , , , , , ,

   
              
                           

                          
     

7
4 141 3
5 7 7

5 14 7
3 2

   
     

    
  

  

  توانستيم به جواب برسيم. چرا كه اصلاً يك مجموعه باز نقطه فرين ندارد.همچنين از اول هم مي رأسي نيستند. مسئلههاي كدام از اين نقاط با توجه به محدوديتهيچ
 

 مجموعه :9مثالM در نظر بگيريد: مقابلصورت را به   TM {(b,z) | Ax b, x ,c x z, x }    IÀ pH ÂioM ÁHoM   
    )96(دكتري   ت؟همواره صادق اس Mكدام گزينه در مورد 

1(M2 كران است.يك مجموعه بي(M.يك فضاي خطي است 
3(M.4 يك مجموعه غيرمحدب است(M.يك مجموعه محدب است  
 :براي مجموعه زير كه سه گزاره » 4« گزينه پاسخ M  ارائه شده، نشانگرLP باشد.شدني و محدب بودن مجموعه مي بودن ناحيه  

T

Ax b

x LP

C x Z




 


 

   ناحيه شدني  مجموعه محدب 

  

 تـوان بـه صـورت .......... نقـاط گوشـه و .........      را مي ضار اين صورت هر نقطه موجه اين فكران باشد، دريزي خطي بيبرنامه مسئلهاگر فضاي موجه يك  :10مثال
    )91هاي اقتصادي و اجتماعي ـ سراسري(مهندسي صنايع گرايش سيستم  است؟ هاي خالي چه كلماتي مناسبهاي حدي موجود در آن نوشت. به ترتيب در محلجهت

  منفي  ) تركيب خطي غير منفي، تركيب خطي غير 2 ) تركيب محدب، تركيب محدب1
  ) تركيب خطي غير منفي، تركيب محدب4 منفي) تركيب محدب، تركيب خطي غير3
 :توان به صورت تركيب ي موجه اين فضا را ميكران باشد، در اين صورت هر نقطهريزي خطي بيي برنامهمسئلهاگر فضاي موجه يك   »3« گزينه پاسخ

  حدي موجود در آن نوشت.هاي اي و تركيب خطي غيرمنفي جهتمحدب نقاط گوشه
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y x 
y x

y

x| x | y y x y    

 مجموعه  :11مثالL {(x,y) | y | x |}   را در نظر بگيريد، در اين صورتL 91(مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ آزاد   اي و با چند گوشه است؟چه مجموعه(  
  ) محدب بدون گوشه4  ) غيرمحدب با يك گوشه3  نهايت گوشه) محدب با بي2  ) محدب با يك گوشه1
 :ناحيه موجه مجموعه  »1«گزينه  پاسخL به صورت زير است. پس مجموعه فوق محدب با يك نقطه گوشه( , )  باشدمي.  

  
  
  
  

 
  

 

 در مورد مجموعه ناتهي :21مثالnS {x | g(x) k}   براي يكk 97(مهندسي صنايع ـ سراسري   توان گفت:مشخص، مي(  
  تابعي محدب است. gمحدب باشد،  Sاگر) 2  تواند تابعي غيرمحدب باشد.مي gمحدب باشد، Sاگر) 1
  تواند تابعي محدب باشد.ميgمحدب نباشد،  Sاگر) 4  تابعي مقعر است.gب نباشد، محد Sاگر) 3
 :1«گزينه  پاسخ«                            

 nS x | g(x) k     
  را در نظر بگيريد: مقابل شكلتواند تابعي غيرمحدب باشد. مي g، محدب باشد Sاگر
  
  

 
 

  
 هايمجموعه :31مثالA وB 83ـ سراسري  هاي اقتصادي و اجتماعيسيستمگرايش (مهندسي صنايع   اند:به صورت زير تعريف شده(  

A {(x ,x ) : x x } ; B {(x ,x ) : x ,| x | }     2
1 2 2 1 1 2 1 21 4  

  كدام محدب نيستند.هيچ Bو Aهاي) مجموعه2  ) هر دو مجموعه محدب هستند.1
  محدب است. Bمحدب نيست ولي مجموعة A) مجموعة4  محدب نيست. Bمحدب است ولي مجموعة A) مجموعة3
 :هاي ناحيه شدني مجموعه  »1«گزينه  پاسخA  وB باشد:به صورت زير مي  

  
  

  

                                                         

  

  Aنمايش هندسي مجموعه         Bنمايش هندسي مجموعه 

  باشند. محدب مي Bو  Aوعه محدب هر دو مجموعه با توجه به تعريف مجم

  
 

   (Extreme Point)اي ) سي (گوشهتعريف نقطه رأ
   نوشت. مسئله) از فضاي حل متمايز ديگري ي(هيچ دو نقطه اكيداً محدبتوان آن را به صورت تركيب اي است كه نميوشه نقطهگ

تعريف نادرسـت اسـت، زيـرا هـر      ،حذف شود »يديگر«ي در اين تعريف اگر كلمه داشته باشيد كهتوجه 
نوشت.  مسئلهي دلخواه ديگر از فضاي حل تركيب محدب خودش با يك نقطهتـوان از  گوشه را مي
X                      :مقابلمانند شكل  X ( )Y ,       1 1  

كه اگر 1 تركيب محدب بالا برقرار است. ،شود  
  

1x  

2x 

3x 
1x  

2x 

3x 

1x 3نقطه رأسي است ولي 2x , xخير 

g(x)

g:

k

: s
x

1x

2x

1x

2x

4

4

1
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  ومسفصل 

  » روش سيمپلكس«

روزآوري سيمپلكستشكيل جدول ابتدايي و به :)1( درسنامه    
 

متغيـر   nريـزي خطـي بـا    در اين روش كه به منظور حل مسائل برنامهتوسط پروفسور دانتزيك ابداع گرديد.  1947در سال  )lex)pimsروش سيمپلكس 
با انجام يك سري محدود از مراحـل كـه    و(معمولاً مبدأ مختصات) شود در نظر گرفته مي مسألهاي بر اي شدني اوليهي گوشهيك نقطه، ابتدا شدابداع 

شود. لازم به ذكر است كـه  مسأله پيدا مي ي بهينهشود، نقطهيابد يا حداقل بدتر نميمقدار تابع هدف نسبت به مرحله قبل بهبود ميدر هر مرحله 
هـاي مـرز جـواب محـدود اسـت، لـذا روش       جايي كه تعداد لبهگيرد. از آنفضاي شدني جواب مورد توجه قرار مي اي ازي گوشهدر هر مرحله فقط يك نقطه

  كند.جواب بهينه را پيدا مي تعداد محدودي از تكرارهاي متواليسيمپلكس با 
 

  الگوريتم سيمپلكس 
  

باشند. بـراي حـل يـك مسـأله      و اعداد سمت راست آن نامنفي به صورت هايشمحدوديتلي است كه ئالگوريتم سيمپلكس معمولي براي حل مسا
LP به روش سيمپلكس(SP) كنيم: هاي الگوريتم را به صورت زير اجرا ميكنيم، سپس گامرا به فرم استاندارد تبديل مي ابتدا آن  
  (تشكيل اولين جدول) 1گام 

/maxكنيم مسأله به فرمفرض مي  min Cx
Ax b
x 




/max بوده و آن را به فرم استاندارد  min Cx S
Ax Is b
x,s






 


اولـين جـدول   حـال   .كنـيم تبـديل مـي   

  دهيم.  سيمپلكس را تشكيل مي

  R.H.Sn mx x x S S1 2 1    

  سطر هدف   nC C C  1 2               Z 
  

  ها محدوديت
m

b

b

1
  

n

m m mn

a a a

a a a

11 12 1

1 2

1

1

  
    

  
 

m

S

S

1


ي 
رها

تغي
م

ايه
پ

 اي

قابل دسترس اسـت و   R.H.Sاي هر جدول در ستونهاي پايهاي هستند و مقادير متغيرمتغير پايه mSتا S1متغيرهاي كمكي سيمپلكس در اولين جدول
متنـاظر بـا گوشـه مبـدأ      سـيمپلكس  پـس اولـين جـدول    ،اي هسـتند و همـواره متغيرهـاي غيـر پايـه مقـدار صـفر دارنـد        غيـر پايـه   nxتا x1متغيرهاي
no(xمختصات , ,x ) 1    باشد. مي  

  (تست بهينگي جدول) 2گام 
  جدول بهينه است.  سطر هدف نامنفي باشند ضرايباگر تمام  : Max شرط بهينگي در مسأله

  جدول بهينه است.  سطر هدف نامثبت باشند ضرايباگر تمام  :Minشرط بهينگي در مسأله 
x)*بهينهتوان مختصات نقطه شويم و ميبهينه باشد متوقف مي سيمپلكساگر يك جدول  z)*و مقدار بهينه تابع هدف (  ،را از اين جدول به دست آورد (

  رويم. مي 3به گام  در غير اين صورت
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  وجي از پايه)(تعيين متغير ورودي به پايه و خر 3گام
ورود يك متغير  بنابراين با .باشدبهينه نمي استسيمپلكس  ه متناظر با اين جدولاي از فضاي موجه كگوشه ،بهينه نباشد يعني سيمپلكساگر يك جدول 

  كنيم.حركت مي از پايه در عدم تباهيدگي به گوشه موجه مجاوراي پايهاي به پايه و خروج يك متغير پايهغير
 (Z)مقدار تابع هـدف وارد پايه گردد و  تواندباشد مي كه عدد سطر هدفش منفياي هر متغير غير پايه Maxدر مسأله تعيين متغير ورودي به پايه: 

البته ممكن است  ؛ترين باشدكند كه عدد سطر هدف آن منفيمتغيري را براي ورود به پايه انتخاب مي سيمپلكس اما الگوريتم ،را بهبود بخشد
  را بيشتر بهبود دهد.  Zمقدار  ،انتخاب متغير ديگري براي ورود به پايه

  دهد. را نشان مي متغير ورودي به پايه ،ترين عدد در سطر هدفمنفي :Maxورودي در مسأله  انتخاب متغير
  دهد. را نشان مي به پايه متغير ورودي ،ترين عدد در سطر هدفمثبت :Minانتخاب متغير ورودي در مسأله 

  يم.ناممي ستون لولاپس از انتخاب متغير ورودي به پايه، ستون اين متغير در جدول را 
   تعيين متغير خروجي از پايه:
اي متناظر بـا ايـن كمتـرين نسـبت     پايه متغير يابيم،و كوچكترين نسبت را مي كنيماد مثبت ستون لولا تقسيم ميرا بر اعد (R.H.S) اعداد ستون سمت راست جدول

عنصـري كـه    .ناميممي »ستون لولا«و ستون متغير ورودي به پايه را   ناميممي »سطر لولا«ي را نشان دهنده متغير خروجي از پايه است و سطر متناظر با متغير خروج
كـه  دهنـد  نمايش مي نسبت گويند كه با  minل يافتن كوچكترين نسبت، تست عمبه گوييم. مي »عنصر لولا«در محل برخورد سطر لولا و ستون لولا واقع است را 

  شود:تعريف مي زير به صورت نمايش داده شود،  kنمايش داده شود و انديس متغير ورودي به پايه با  rر فرض كنيم انديس متغير خروجي از پايه با اگ

i r
ik

ik rk

b b
min{ | y }

y y
     

  باشد. دول مي، مقدار سمت راست متناظر با هر سطر در جibكه 
 سازي، يك متغير از پايه خارج شود و مقدار تابع هدف در جدول جديد كـاهش  اگر در روش سيمپلكس روي يك مسأله با تابع هدف مينيمم :1مثال

  )95(رياضي ـ سراسري   يابد، آن متغير در جدول جديد ............. .
    كند.تواند وارد پايه شود ولي مقدار تابع هدف تغيير نمي) مي2    ) اگر وارد پايه شود، جدول بعدي تباهيده خواهد بود.1

  ) ممكن است وارد پايه بشود يا نشود.4  تواند نامزد ورود به پايه باشد.) نمي3

 :متغير خارج شده از پايه در مرحله بعد، شرط ورود به پايه را ندارد.   »3«گزينه  پاسخ  
 

 در نظر بگيريد:  را يرريزي خطي زبرنامه :2مثال  

     
z x x x S S

z / /

x / /

x / /

 


1 2 3 1 2

3
2

1 3 1 5 5 8
1 1 1 1 5 5 1
2 2 1 5 5 2

   
  
   

  

Sاسـت.   فـوق ايم. آخـرين جـدول آن مربـوط (بـه جـواب بهينـه) بـه نـرخ جـدول          مپلكس حل كردهيله را با روش سأاين مس ,S2                   سـطرهاي  1
eiable) rva (Slack  هستند. اگرx1 حيح است؟صيك از مطالب زير كدام ،به عنوان متغير اساسي ورودي انتخاب شود    

  )85ـ سراسري اجتماعي  هاي اقتصادي وسيستم گرايش(مهندسي صنايع 
x) اگر1 ,x2   ست.ادست آمده موجه ه جواب اساسي ب ،سطرهاي اساسي تكرار بعدي باشند 1
x) اگر2 ,x3   .نيستست ولي بهينه ادست آمده موجه ه جواب اساسي ب ،سطرهاي اساسي تكرار بعدي باشند 1
x) اگر3 ,x2   ست.ادست آمده بهينه ه جواب اساسي ب، سطرهاي اساسي تكرار بعدي باشند 1
x) اگر4 ,x2   ولي بهينه نيست. است دست آمده موجهه جواب اساسي ب ،ندسطرهاي اساسي تكرار بعدي باش 1
 :با ورود  »2«گزينه  پاسخx1  به پايه متغير اگرx2  شوداز پايه خارج، x1  وx3  شـدني   ،خواهند بود و جواب حاصـل در تكرار بعدي متغير اساسي

  ت.  پايه خواهند بود و جواب حاصل نشدني و غيربهينه اس x2و  x1در جدول بعدي  ،را خارج كنيم x3را وارد پايه و  x1است ولي بهينه نيست و اگر
 

  )سيمپلكس آوري جدول(به روز 4گام 
دول نيـز اجـرا   با استفاده از اعمال سطري مقدماتي ستون لولا را در محل عنصر لولا به يك ستون يكه تبديل كرده و همزمان تغييرات را روي بقيه اجزاء ج ـ

  رويم. مي 2كنيم و به گام مي

  متغير اساسي  شماره معادله سمت راست



  
 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  71  تحقيق در عمليات

 حل كنيد سسيمپلكمسأله برنامه ريزي مقابل را به روش  :3مثال.  
Max Z x x

S.t

 1 24  





( ) x x

( ) x x

( ) x

( , ) x ,x

 
 





1 2
1 2

2
1 2

1 1
2 8
3 4
4 5

¾]¼¶ÁI…   

 :كنيم.ابتدا مسأله را به فرم استاندارد تبديل مي پاسخ    
 

a a a a a

A
 

 
  

 
 
  
 
 
 

1 2 3 4 5
1 1 1
1 1 1

1 1

 

S.t
Max Z x x 1 24 

x x S  1 2 1 1  
x x S  1 2 2 8     
x S

x ,x ,S ,S ,S 
 


2 3
1 2 1 2 3

4  
    

Zتابع هدف را به شكل سيمپلكس براي تشكيل اولين جدول x x  1 24  نويسيم. مي  
  

  R.H.SS3  S2  S1x2  x1  

 تابع  هدف    1-  4- Z 

  
  ها محدوديت

1
8
4


 

1


  1




 

1



 
1
1

1
 

1
1


 
S

S

S

1
2
3

Bxايمتغيرهاي پايه سيمپلكس در اولين جدول (S ,S ,S ) 1 2 Nxو متغيرهاي غير پايه 3 (x ,x ) 1 Bباشند و پايهمي 2 [a ,a ,a ] 3 4 متناظر اين  5
Sاي موجــه ايــن جــدول جــواب پايــه و جــدول اســت )3 4X(x ,x ,S ,S ,   1 2 1 21 8   دهــد كــه متنــاظر بــا گوشــه شــدني را نشــان مــي

O(x ,x ) 1 2 و مقدار سود نيز موجه است از فضايZ   باشد. مي  
  توان سود را افزايش داد.  مي 2يا  1شرط ورود به پايه را دارند يعني با توليد محصول  x2و x1زيرا در سطر هدف عدد منفي وجود دارد. متغيرهاي ،دول بهينه نيستاين ج

كند، پس از نظـر  به پايه مقدار آن شروع به زياد شدن مي x1كند. با ورودورود به پايه (بالا آمدن از سطح صفر) انتخاب ميرا جهت  x1الگوريتم سيمپلكس، متغير
اي كه به گوشه شدني مجاور، يعني گوشـه  به گونهچقدر زياد شود  x1كنيم. اما سؤال اين است كه مقدارحركت مي Aخارج و به سمت گوشه  Oهندسي از گوشه 

A دهد. برسيم. پاسخ اين سؤال تست مينيمم نسبت را به ما مي  S2متغير خروجيMin{ , }     
1 81 8 81 1
 مينيمم نسبت   : تست  

را به مقدار x1بنابراين اگر متغير  S:برسيم خواهيم داشت Aرسيم. وقتي به گوشهمي Aافزايش دهيم به گوشه شدني مجاور يعني 8 2   يعنـيS2 
افزايش دهيم  1را تا مقدار x1شويم. به ويژه اگراي موجه خارج ميافزايش دهيم از فض 8را به مقدار بيشتر از  x1شود. دقت كنيد كه اگراز پايه خارج مي

  رويم. مي Aيي به گوشه شدني مجاور يعني گوشهجاهخروجي از پايه است و با اين جاب S2ورودي به پايه و متغير x1رسيم. متغيرمي Cبه گوشه غير موجه 
  به صورت زير است:  سيمپلكس جدول بعدي

 

R.H.SS3
 S2

 S1x

2  

 
x1 

 

32   4   5-  Z  
2
8
4

 
1


  

1
1


 
1



 
2
1

1
 1




 

S

x

S

1
1
3



  

Bxايدر جدول بالا متغيرهاي پايه (S ,x ,S ) 1 1 Nxايو متغيرهاي غيرپايه 3 (x ,s ) 2 Bباشند و پايهمي 2 [a ,a ,a ] 3 1 متناظر با اين جدول است و اين  5
x)اي موجهجدول جواب پايه ,x ,S ,S ,S )    1 2 1 2 38 2 4  گوشه شدنيدهد كه متناظر با را نشان ميA(x , x ) 1 28      از فضـاي موجـه اسـت

Zشود و ميزان سودواحد و محصول دوم توليد نمي 8يعني، از محصول اول   است. با توجه به سطر هدف هنوز جدول بهينـه نيسـت زيـرا در سـطر هـدف عـدد        32
شـود. بـا   براي ورود به پايـه انتخـاب مـي    x2واحد افزايش داد. بنابراين متغير 5توان سود را به ميزان مي x2عني با توليد هر واحد از محصولاست، ي - 5مقدار  x2زير

كند. بـراي تعيـين متغيـر خروجـي و ميـزان افـزايش       حركت مي Bخارج و به سمت گوشه  Aكند يعني، از گوشه به مثبت شدن ميشروع  x2به پايه مقدار x2ورود

:متغير خروجي S1  دهيم. تست مينيمم نسبت را انجام مي x2مجاز Min{ , }     
2 41 4 12   نيمم نسبت  تست مي1

 بيماتريس ضرا

3S 

1S 

(1) 2S 

(2)

A2x 

1x 

(4)

2x

O

B

C
1x

(3)

(5)
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را از صفر به مقدار x2بنابراين اگر 1 يعنـي  ورافزايش دهيم به گوشه شدني مجـا ،
B رسيم و در گوشهميB داريم:S 1  شود. جدول بعد به صـورت  يو از پايه خارج م

  است: مقابل
سطر هدف مثبت هستند، پس جدول اخير بهينه است. اين جـدول  جايي كه تمامي ضرايب از آن

X*اي موجه جواب پايه (x ,x ,S ,S ,S )    1 2 1 2 39 1 3  دهـد  نشان مـي  را
ــه    ــه بهين ــا گوش ــاظر ب ــه متن B(xك ,x ) 1 29 ــابع    1 ــه ت ــدار بهين ــت و مق اس

Z*هدف    باشد.  مي 37
 

هـا كمتـر   هاي آن بستگي دارد و بنابراين هرچه تعـداد محـدوديت  ريزي خطي در درجه اول به تعداد محدوديتزمان حل يك مسأله برنامه :1 نكته 
 شود.باشد زمان حل كمتر مي

 اگرسازي در نظر بگيريد، له ماكزيممرا براي يك مسأ مقابلجدول  :4مثالx4 1پايه گردد و باعثوارد       واحد افـزايش در تـابع هـدف شـود چـه
,اي بين رابطه 83مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري (    برقرار است؟(  

  

    
1 (   1  2 (   1    

3 (    4 (  1  
  
  

  

 :اگــر متغيــر  »2«گزينه  پاسخjx وارد پـايـه شــود و   مقـدار حاصل از تست مينيمم نسبت باشد، مقدار تغيير تابع هدف برابـرj jZ (Z C )     

jوجه شود در سطر هدف مقاديرخواهد بود. ت jC Z  داده شده، پس اگرx4 :وارد پايه شود خواهيم داشت  Z C  4 و 4 


1   

Z)  :توان نوشتميبنابراين  C )        
4 4

11 1 1      

  

 81صنايع گرايش صنايع ـ سراسري مهندسي (  ر:از مراحل روش سيمپلكس، متغيري از پايه خارج شود، در مرحله بعد اين متغياگر در يكي  :5مثال(  
  ) حتماً وارد پايه نخواهد شد.1
  ) ممكن است وارد پايه شود.2
  ) حتماً وارد پايه خواهد شد.3
  ه نخواهد شد. نباشد، حتماً وارد پاي (Degenerate)) اگر جواب آن مرحله منحط 4
 :اگــــر   »2«گزينـــه  پاســـخkx اـيــــه شـــود و اـرج گـــردد rxوارد پ اـيــــه خــــ ــــن صـــورت  ،از پ rدر ايـ rZ C   ــــدي بـــه صـــورت عــ در جـــــدول ب

r r K K
rk

Z C (Z C )
a

   
k :داريم لهأمسبودن  Maxبا فرض  .باشدمي 1 kZ C    چون)kxورودي به پايه است) و همچنين درrka  

rدر نتيجه  .باشدزيرا عنصر لولا مي rZ C اگـر  ت بهينه چندگانهدر مرحله بعد مثبت است و شرط ورود به پايه را ندارد.  البته در حالkx   متغيـر ورودي
ــه باشــد ــه پاي kب k(Z C )  ــر ــه باشــد  rxو متغي ــر خروجــي از پاي ــن ،متغي ــدار  در اي ــه بعــدي مق rصــورت در مرحل rZ C  :ــارت اســت از عب

r r k k
rk

Z C (Z C )
a 

    
  شرط ورود به پايه را داراست. rxيعني ،1

 

  لكسپمنكات الگوريتم سي
ده اسـت و اگـر گوشـه تباهي ـ    L.Pمسـأله   موجه و يا گوشه شدني فضاي (BFS)اي موجهمتناظر با يك جواب پايه سيمپلكس هر جدول :2 نكته 

  متناظر با آن گوشه وجود داشته باشد.  سيمپلكس باشد ممكن است بيش از يك جدول
در جـدول بعـدي بـدتر نشـود.      (Z)كند كه مقدار تـابع هـدف  انتخاب متغير ورودي به پايه با معيار ذكر شده در الگوريتم سيمپلكس تضمين مي :3نكته  
  از ناحيه شدني (موجه) مسـأله خـارج نشـويم و    كند كه ضمين ميتمم نسبت) ايه با معيار ذكر شده (تست مينيانتخاب متغير خروجي از پ :4 نكته 

  از فضاي حل را نشان دهد و همچنين استقلال خطي بردارهاي پايه در جدول بعد حفظ شود.  (BFS)جدول بعدي يك گوشه موجه            

x x S S S R.H.S
Z

x

x

S

  

 

 

 





1 2 1 2 3

2

1

3

5 3 37
2 2
1 11 12 2
1 11 92 2
1 1 1 32 2

j j

x x x x RHS

x

x

x

c z





 

1 2 3 4
1
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3

1 2 2
1 1

1 3 12

  
  
 
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تعيـين   موجه است و با يجهت حركت وجود دارد كه اولين آنها گوشه يروبرو ي موجه و غيرموجههاي مثبت ستون لولا، گوشهبه تعداد مؤلفه :5نكته  
غيرموجـه پشـت جهـت     يگوشـه  ،هاي منفي سـتون لـولا  موجه رسيد. به تعداد مؤلفه يتوان به اين گوشهتست مينيمم نسبت ميمتغير خروجي طبق 

  هاي صفر در ستون لولا محدوديت موازي جهت حركت وجود دارد.حركت وجود دارد و به تعداد مؤلفه
 Aبـه دو گوشـه    Oشود كه از گوشه با توجه به شكل فضاي موجه ملاحظه مي .ستون لولا دو عدد مثبت وجود دارد در 3سيمپلكس مثال به طور مثال در اولين جدول 

  ). 3يعني يك محدوديت موازي جهت حركت وجود دارد (محدوديت  ،جهت روبرو براي حركت وجود دارد و همچنين ستون لولا داراي يك مؤلفه صفر است Cو
كنـد و  شـروع بـه مثبـت شـدن مـي      rxپس متغير ،متغير ورودي به پايه شد rxاگر متغير :6نكته  

  يعني، عدد حاصل از تست مينيمم نسبت (در صورت وجود) است.  برابر rxحداكثر مقدار افزايش
rxايم و اگرشه مجاور نرسيدهبگيرد هنوز به گو مقداري كمتر از rxاگر       در ايـن صـورت بـه

  شويم. بگيرد از فضاي موجه خارج مي مقداري بيشتر از rxرسيم و اگرگوشه موجه مجاور مي
  

)به پايه در جدول بعد همان مقدار تست مينيمم نسبت مقدار متغير ورودي :7نكته   ) باشد. مي  

  ست از: ا به جدول بعد عبارت سيمپلكس تابع هدف از يك جدول ميزان تغيير :8 نكته 

Z (عدد زيرمتغير ورودي در سطر هدف)× مم نسبت) (مقدار تست ميني    
  

   بنابراين خواهيم داشت: 
Z جدولZ  =جدول بعد Z  

  

 له أكنيد يك مسفرض  :6مثالLP در حـال حـل بـا روش     ،اسـت  مقابـل صـورت  ه كه شكل آن ب
)سيمپلكس است. اگر از نقطه  , )4  ير بخواهيم به تكرار بعد برويم و متغx2  ،وارد شونده به پايه باشـد 

              باشد؟نمييك از مقادير زير جزء مقادير حاصل از انجام تست نسبت براي تعيين متغير خارج شونده كدام
  )91(مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري                                                                                               

  

1 (1  2 (2      
3 (3  4 (4      
 :دانيم متغير از فرض مسأله مي  »1«گزينه  پاسخx2 اي وارد شونده به پايه است، يعني بايد از سطح صفر افزايش يابـد. افـزايش هرچـه بيشـتر    متغير غيرپايهx2 

اي به سـطح صـفر   توانيم افزايش دهيم كه حداقل يكي از متغيرهاي پايهرا تا جايي مي x2گردد. البته بايد توجه داشت كه متغير باعث بهبود هرچه بيشتر تابع هدف مي
هـاي  بـه پايـه محـدوديت    x2داده شـده در ايـن مسـأله، بـا ورود متغيـر     كاهش پيدا كند (حداقل يك محدوديت مسدودكننده وجود داشته باشد). با توجـه بـه شـكل    

(x )2 3 x)، محدوديت 2 x )1 2 xو بردار 3 1هاي مسدودكننده هسـتند. امـا محـدوديت    ، محدوديت( x x )  1 27 4 8 حـدوديت مسـدودكننده   م 4
  جواب مسأله است. )1(واحد (با توجه به شكل) كاهش خواهد يافت. بنابراين گزينه  1ي به اندازه x2، مقدار 4به سمت محدوديت x2نيست؛ زيرا با حركت

 

 ابع هدف ريزي خطي با تله برنامهأموجه يك مس همنطق :7مثالMax z x x 1 اسـت.   مقابـل به صـورت   25
   له به روش سيمپلكس چه تعداد است؟ أهاي لازم براي حل اين مستعداد جدول

  )89ري هاي اقتصادي و اجتماعي ـ سراسمهندسي صنايع گرايش سيستم(                                                                              
1 (3  2 (5      
3 (4  4 (6      
 :متغير   »4«گزينه  پاسخx1   در اولين جدول ورودي به پايه است و مسير حركـت

  سيمپلكس به سمت گوشه بهينه به صورت شكل مقابل است.
  اي در مسير متناظر با يك جدول است.هر نقطه گوشه

  
     گردد.حداقل يكي از متغيرهاي پايه صفر مي اي از روش سيمپلكس، سطر لولا يگانه نباشد، در مرحله بعداگر در مرحله :9نكته 
آن هـم ايـن اسـت كـه     علـت   ت.شرا نخواهد دا )Maxبا انتخاب متغير ورودي به پايه مقدار تابع هدف لزوماً بيشترين افزايش (در مسأله  :01 نكته 

  دهد نه ميزان بهبود را.شيب بهبود را مبنا قرار ميكس براي تعيين متغير ورودي سيمپلروش 
  

(2)
(1)

(3)

1x 

2x

1x   1x  

2S 

1x

1

4
2

3

4 7

2x

1x

1x

2x

1x
 ورودي به پايه

*x
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  كند. لزوماً مسير كوتاهتر براي رسيدن به نقطه بهينه را طي نمي سيمپلكس روش :11 نكته
  (چرا؟) .اگر متغيري از پايه خارج شود، بلافاصله در تكرار بعد وارد پايه نخواهد شد مپلكسسيدر روش  :21 نكته

  هاست. به تعداد محدوديتبسته  سسيمپلك اي در هر جدولتعداد متغيرهاي پايه: 31 نكته 

 دف جدول بعداگر مقدار تابع ه است. جدول مقابل يكي از مراحل سيمپلكس :8مثال2 باشد، مقدار  كدام است؟  
  

1 (3  2 (4  
  

3 (3-  4 (4-  
  

 :با توجه به افزايش مقدار تابع هدف از جدول فعلي به جدول بعدي » 4«گزينه  پاسخ( )12 2 شويم كه مسأله متوجه ميmax باشد و سازي مي
شـرط ورود بـه پايـه را ندارنـد و      S1و x2زيـرا  ،ورودي بـه پايـه اسـت    x3متغيرپس  .باشدشرط ورود به پايه منفي بودن سطر هدف در جدول فعلي مي

Zهمچنين   2 12 8 :بنابراين  Z ( )( )           
12 8 2 46  

  

iBدر روش سيمپلكس اوليه آزمون نسبت :41نكته 

ij

x

y





iمعادل 

ij

b

a





      كند.غيرمنفي ماندن متغيرهاي پايه را تضمين مي 

 جدول زير يكي از مراحل حل يك  :9مثالLP بيشترين كاهش ممكن براي ست، مم سازي امينيZ در جدول مرحله بعد كدام است؟  
  

1 (6  2 (8  
  

3 (3  4 (4  
  

 :بيشـترين بهبـود   ترين ضريب سطر هدف) لزوماً (انتخاب مثبت طبق روش سيمپلكس ،بايد توجه داشت كه انتخاب متغير ورودي به پايه» 2«گزينه  پاسخ
  براي تمامي متغيرهايي كه شرط ورود به پايه را دارا هستند بررسي كنيم. سأله بايد ميزان كاهش تابع هدفين مكند. پس در ابراي تابع هدف ايجاد نميرا 

Z ( )( )    
42 Z           ورودي باشد x3اگر:  81 ( )( )    

123            ورودي باشد x2اگر : 66

  كند. را براي ورود به پايه انتخاب مي x2متغير سيمپلكس هر چند كه الگوريتم ،در مرحله بعد بيشتر است Zبه پايه ميزان كاهش x3ورود پس با

  
 يكي از مراحل حل يك مسأله جدول زير :01مثال xMa  ورود با، است سيمپلكسبا روشx4 و خروجx5 ......... گوشه مجاور    

  

  ) نا موجه و نابهينه است.4  ) موجه ولي نابهينه است. 3    ) موجه و بهينه است.2  ) ناموجه ولي بهينه است. 1
  
 :متغير» 4«گزينه پاسخx4 شود. همچنين اگرپس جدول بعدي از بهينگي خارج مي ،را ندارد به پايه شرط ورودx4 مم مينـي طبـق تسـت    ،وارد شود

  دهد. ا نشان ميرا از پايه خارج كنيم جدول بعد يك گوشه ناموجه ر x5رگاز پايه خارج گردد اما ا x1دباي ،نسبت

  
 ريزي دو تكرار متوالي از الگوريتم سيمپلكس براي حل يك مسأله برنامه مقابلجدول  :11مثال

    برابر است با ......... . aدهد. مقدار را نشان مي )Max(سازي خطي بيشينه
  )96(علوم كامپيوتر ـ سراسري                                                                                                              

1 (2                                      2 (4    
3 (6                                      4 (8  

  

 :با توجه به تكرار جدول متغير  »2«گزينه  پاسخx2 ورودي به پايه و متغيرS1 باشد. خروجي از پايه مي  

           b a
a a

    2
8 8 2   نسبت Minتست  4
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1 3

3 2 1

 

x x x x x

z

x

x 

1 2 3 4 5

1
5

3 3 3 16
1 2 1 8

3 1 1 1 12
 



z x x s s RHS

z

x

s a

z

x

x


1 2 1 2

1
1

1
2

1 2 4
2 6

8
1 8

2
2






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  چهارم فصل

  »و تحليل حساسيت دوگان«
  

دوگان :)1( درسنامه    
 

شـود. در  گفتـه مـي   همـزاد  يامزدوج  ،ثانويه ،دوگانله أخطي ديگري وجود دارد كه به آن مس ـريزي له برنامهأريزي خطي، مسله برنامهأمتناظر با هر مس
له دوگـان حـاوي اطلاعـات    أبهينه مس بشود. جوانيز حل مي(Dual)له دوگانأمسبه طور هم زمان ) Primalله اوليه يا أله اصلي (مسأحقيقت با حل مس

له أهـاي رياضـي بـين دو مس ـ   ارتبـاط بـه   آمـوزيم و سـپس  اوليه مي لهأمسله دوگان را از روي هاي نوشتن مسأروشدر ادامه است.  ليه له اوأمهمي براي مس
   پرداخت.پس از مسأله دوگان نيز به تحليل حساسيت خواهيم  و مطرح خواهيم كردله دوگان را أادي مسو همچنين تفسيرهاي اقتص پردازيممي

 

  له دوگانأنوشتن مس يوهش       
  

  

  كنيم:زير را طي مي راحلم (P)اوليه  مسألهاز روي  (D)له دوگان أبراي نوشتن مس
 Pله أمس ـ محدوديت كاركردي) متناظر با هر 2است. Min (Max)صورت به Dله أمس ) باشد، تابع هدفMin( Maxصورت به Pله أ) اگر تابع هدف مس1

            گيـريم. درنظـر مـي   Dله أمس ـ تـابع هـدف   ب هزينـه عنوان ضـراي را به Pله أ) اعداد سمت راست قيود مس3گيريم.درنظر مي Dله أيك متغير اصلي براي مس
، Pله أدر مس ـ ixب متغيـر ) سـتون ضـراي  5كنـيم. استفاده مي Dله أمس هايمحدوديت اعداد سمت راسترا به عنوان  Pله أمس تابع هدف ب هزينهاي) ضر4

 از روي علامت Dلهأهاي مسمحدوديت و علامتPلهأهاي مساز روي علامت محدوديتDلهأ) علامت متغيرهاي مس6سازد.را مي Dله أام مس iمحدوديت 
  آيد:دست ميبه زيرطبق جدول  Pهألهاي مسمتغير

  سازي Minلهأمس سازيMaxلهأمس

رها
تغي

ت م
لام

ع
  

  
  

  
  

  نامقيد      

يت
دود

مح
ت 

لام
ع

  ها

يت
دود

مح
ت 

لام
ع

  ها

   
  

   
  

نامقيد  
  

رها
تغي

ت م
لام

ع
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 له أدوگان مس: 1مثال
s.t.

P : Min Z x x x  1 2   را بنويسيد. 32
x x x y

x x y

x x y

   

  

  

41 2 3 1
2 3 61 3 2
4 72 3 3

      

  x 3 وx2 x   نامقيد 1;
 :محدوديتهر متناظر با  پاسخ i له أام مسP  ،يك متغيرi(i , , )y1 2   گيريم.  درنظر مي Dله أبراي مس 3

  اوليهيألهمس  ي ثانويهمسأله
 Maxسازي   Min سازي  

)محدوديت اول به صورت تساوي )  :نامقيدx1  
)هاي دوم و سوم به صورت كوچكتر مساويمحدوديت )   x ,x 2 3   

y 1    محدوديت اول به صورت كوچكتر مساوي( )  
)محدوديت دوم به صورت تساوي y2   نامقيد: )  

y 3    محدوديت سوم به صورت بزرگتر مساوي( )  
  آيد:به صورت زير در مي Dي لهأمس بنابراين

s.t.
D : Max W y y y  1 2 34 6 7  

            y y 1 22 2  
y y   1 34 1  

y y y  1 2 33 1  
           ; y 3  y2 نامقيد y ;1   

ابـر تعـداد متغيرهـاي    هـاي مسـأله دوگـان بر   هاي مسأله اوليه است و تعداد محدوديتتعداد متغيرهاي مسأله دوگان برابر تعداد محدوديت :1 نكته  
   مسأله اوليه است.

ها كمتر از تعداد متغيرها خواهد بـود و  ها بيشتر از تعداد متغيرها باشد، در مسأله دوگان تعداد محدوديتتعداد محدوديت LPاگر در يك  :2 نكته 
در حـل سـيمپلكس بـه     حجم محاسبات و زمان سپري شـده ( داشت دحل مسأله دوگان توسط كامپيوتر حجم محاسبات و زمان كمتري خواه

  .)نه متغيرهاوابسته است  هاتعداد محدوديت

 مسأله دوگان متناظر با مسأله روبرو را بنويسيد. :2مثال  
s.t

Min(Max{ x x , x x }) 1 2 1 23 2  

x x  1 22 2  
x ,x  1 2  

 :كنيم. با فرضريزي خطي تبديل مييه را به شكل برنامهابتدا مسأله اول پاسخx Max{ x x ,x x }  3 1 2 1 23   داريم:  2

s.t
Min Z x 3                   

s.t
Min Z x 3  

x x x x x x

x x x x x x

x x x x

x ,x ; x : x ,x ; x :

    
    


   
 

1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3

1 2 1 2
1 2 3 1 2 3

3 3
2 2

2 2 2 2




 
 

  

  مسأله دوگان به صورت زير است:

s.t.
Max W y y y    1 2 32  

y y y   1 2 33 2  
y y y   1 2 32  

y y  1 2 1  
y , y , y    1 2 3  

آزاد آزاد
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iyتوانمي شدهگفتهدر مسأله    را بهiy       تبديل كرد، كه براي انجام ايـن كـار بايـد ضـرايبiy  را در
    توان مسأله دوگان را به صورت زير نوشت:همه جاي مسأله قرينه كرد. بنابراين مي

  
  
  
  

  

 مسأله :3مثال



T

s.t
Ax C

x

MinC x




TAكه  A  ؟له خودش استأمفروض است. ثابت كنيد كه دوگان اين مس  

 :پاسخ   

  

T
s.ts.t

T

Max yCMin C x

Ax C yA C

x y 
  
 

  

صورته أله دوگان به طور معادل بمس

TT

T

T T

s.t.

A y C

y

Max C y




كنـيم و قـرار   سـازي تبـديل مـي   را بـه مينـيمم   آن ،در تابع هدف 1باشد. در اين مسأله با ضربمي 

TA:دهيممي A  و مسأله به فرم
T

T

T T

s.t.

A( y ) C

y

Min C ( y )

 
 





Tyحال با فرض .آيددرمي  x  :داريم  

x

T

s.t
Ax C

Min C x





  

Tلي به فرمئمسا :3 نكته  

s.t.
Ax C

x

Min C x




TAهاكه در آن  A ، مسائل Dual" –"self  .هستند يعني دوگان آنها خودشان است  

 96(مهندسي صنايع ـ سراسري   دهد؟كدام گزينه معادل دوگان مسئله زير را نمايش مي :4مثال(  

1 (

max y y y

st : y y

y y

y y

y , y

  

 

  

 

 

1 2
1 2
2 1
1 2

1 2

5 2
2 5
2 12
3 4



 S¶°– nj jHpA

  2 (

max y y y

st : y y

y y

y y

y , y

 

 

  

 



1 2
1 2
2 1
1 2
1 2

5 2
2 5
2 12
3 4



 S¶°– nj jHpA

 

 





max x x x x

x x x s

x x x

x ,x ,x ,s

  

   

  



1 2 3
1 2 3 1

1 2 3
1 2 3 1

5 12 4
2 5

2 3 2

3 (

min y y y

st : y y

y y

y y

y , y

 

   

 

 

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2

5 2
2 5

2 12
3 4



S¶°– nj jHpA

 4 (

min y y y

st : y y

y y

y y

y , y

 

 

 

 

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2

5 2
2 5

2 12
3 4



S¶°– nj jHpA

 

 :1« پاسخ« s1 تر مساوي شده و متغير متناظر اين محدوديت در مسئله محدوديت اول به صورت كوچك ،با حذف اين متغيرباشد. متغيركمكي محدوديت اول مي
  آزاد در علامت خواهد بود.  ،باشد، متغير دوگان متناظر آنرقرار ميخواهد بود. اما با توجه به اينكه محدوديت دوم به صورت مساوي ب سازي دوگان به صورت مينيمم

yMin w y Max (w ) y y
s.t :y y s.t :y y

y y y y

y y y y

y y , y

     
   

     

   

  

2

2

1 1 2
1 1 2

1 2 2 1
1 2 1 2
1 2 1

5 2 5 2
2 5 2 5

2 12 2 12
3 4 3 4
 

  

دوگان

 آزاد در علامت

s.t.
Max W y  32

y y y

y y y

y y

y , y , y




  

   

   

 

  

1 2 3
1 2 3

1 2
1 2 3

3 2
2

1
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 هاي مدل ثانويه براي يك مسأله  اوليه با ساختار زير، ساختار محدوديت  :5مثال(Dual) كدام است؟    
    )91ـ آزاد هاي اقتصادي و اجتماعي سيستم(مهندسي صنايع گرايش   

1 (i i i i i i
i i i

w ,w a w c , a w c , a w c
  

     
3 3 3

1 2 1 1 2 2 3 3
1 1 1

  

2 (i i i i i i
i i i

w ,w a w c , a w c , a w c
  

     
3 3 3

1 2 1 1 2 2 3 3
1 1 1

   

3 (i i i i i i
i i i

w , ,w a w c , a w c , a w c
  

      
3 3 3

1 2 1 1 2 2 3 3
1 1 1

   

4(i i i i i i
i i i

w , ,w a w c , a w c , a w c
  

      
3 3 3

1 2 1 1 2 2 3 3
1 1 1

   

j j
j

max(z) c x


 
3

1
  

j j
j

j j
j

j j
j

a x b

s.t a x b

a x b








 







 








3
1 1

1
3

2 2
1

3
3 3

1

 

x1  آزاد در علامت وx , x 2 3 
 :نيست. صحيحها كدام از گزينهيچه  پاسخ  

  محدوديت دوگان  متغير اوليه متغير دوگان محدوديت اوليه
  w 1   :آزادx1  ( ) تساوي  
  w 2  x 2    
  :آزادw3  x 2    

 

 مسأله همزاد  :6مثال(Dual) ريزي خطي زير كدام است؟يا ثانويه متناظر با مسأله برنامه    
e  بردارm mيك ماتريس  Aهاي آن همه يك است. ماتريس و درايه 1 n .88آزاد  ـصنايع گرايش صنايع مهندسي (  است(  

min x

s.t AX X e b

x,x

 







 
  

1(

T

T T

Maxb y

s.t A y e y

y 
 


1  2(

T

T T

min b y

s.t A y e y

y

 


1


  3(

T

T

T

min b y

s.t A y

e y

y






1




  4(

T

T

T

Maxb y

s.t A y

e y

y






1




   

 :ضريب  كنيم.هاي ديگر را بررسي مي) صحيح است و در زير دليل اشتباه بودن گزينه1گزينه (  »1«گزينه   پاسخx   باشـد،  در صورت سؤال صـفر مـي
Axبنابراين دوال محدوديت  b  برابر است باTA y   با توجه به اينكه تابع هدف دوال .Max ضريب  باشدميx باشـد. محـدوديت   در سؤال، يك مي

Teبا  دوال آن برابر است  y 1 .   
T

T T

min b y

s.t A y e y

y

  


1


  

T

T

T

min b y

s.t A y

e y

y






1




    

T

Y yT

T

Maxb y

s.t A y

e y

y

 

 


1




      
Min x

s.t Ax x e b

x, x

 






 
  

  
 95(دكتري   توان گفت؟ي اين مسئله، چه ميدر جواب بهينهمسئله زير مفروض است.   :7مثال(  

  توانند منفي باشند.) مقدار تمام متغيرهاي دوگان مي1
  مقدار متغير دوگان محدوديت اول، برابر يك است.) 2
  ) مقدار متغير دوگان محدوديت اول، حتماً مقداري منفي است.3
  تواند مقداري مثبت يا منفي باشد.) مقدار متغير دوگان محدوديت اول مي4





Min z y

y cx

Ax b

x y



 
 
  «آزاد
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 :2« گزينه  پاسخ«      

Dual

Min z y Max z bt

y Cx u u

Ax b t Cu tA

x , y u, t

 

    
      

  






1

آزادآزاد آزاد

  

  برابر يك است. ،ين مقدار متغير دوگان متناظر با محدوديت اولبنابرا

  ل اوليه و ثانويه (قضاياي دواليتي)  ئارتباط بين مسا        
  
  

 است.  لهأمسخود آن  ،ريزي خطيبرنامه لهأمس دوگان دوگان هر :1قضيه  

 هايكي از آنند، اوليه و دوگان آن مفروض لهأمس (قضيه ضعيف دوگان): 2قضيه Min  سازي و ديگريMax سازي است. اگرx    يك نقطـه شـدني
W(y:همواره داريم ،باشد Wسازي با تابع هدف  Max لهأمسيك نقطه شدني  yو  Zسازي با تابع هدف  Minله مسأ ) Z(x )  .  
له أهـر نقطـه شـدني در مس ـ    يسازي همـواره بزرگتـر يـا مسـاوي مقـدار تـابع هـدف بـه ازا        له مينيممقطه شدني در مسأهر ن يمقدار تابع هدف به ازا پس

  است.سازي ماكزيمم
كنيمميفرض  اثبات:

s.t
Ax b

x

P : Min Z cx








له اوليه و دوگان آنأمس
s.t.

yA C
y

D : Max W yb








يـك   yو P لهأمس ـ ه شدني دلخواهيك نقط xباشد. همچنين

  باشد: Dه ألنقطه شدني دلخواه مس
y

x

x

y

Ax b y Ax y b

y b y Ax cx y b cx w(y ) z(x )
y A C y Ax Cx










   

      
  










   

        
   



 

 كدام گزينه شرايط بهينگي :8مثالKKT دهـد؟ (بردارهـاي  را براي مسأله زير به درستي نشان ميy وz      (متغيرهـاي دوگـان) ضـرايب لاگرانـژ
  )96(رياضي ـ سراسري   هستند.)

1(
T T

T T

A y D z c

y , z

(Ax b) y (Dx d) z

 



  
  


   

              

3( 
T T

T T

A y D z c

y , z

(Ax b) y (Dx d) z

 



  
  


   

   

2( 
T T

T T

A y D z c

y , z

(Ax b) y (Dx d) z

 



  
  


   

   

4 (
T T

T T

A y D z c

y , z

(Ax b) y (Dx d) z

 



  
  


   

  

 :در شرايط   »1«گزينه   پاسخKKT طور همزمـان شـدني و   فاصله بهينگي بين مسئله اوليه و ثانويه صفر است، در واقع هر دو مسئله اوليه و ثانويه به
  باشند.داراي جواب بهينه يكسان مي

  

T

T T

min c x max by dz

s.t.Ax S b A y D z c

Dx S d y , z

S ,S



    

   

 

1
2

1 2

 
 

·I¬»j
   

yS Ax b (Ax b) y      1
    

zS Dx d (Dx d)z      2
   

  
  

 ضرب        از سمت چپ در     

 ضرب      از سمت راست در       

Tmin c x

s.t. Ax b

Dx d



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 96(مهندسي صنايع ـ سراسري    نظر بگيريد.را در مقابلمدل  :9مثال(  
yكند؟ (و دوگان آن صدق ميمقابلهاي بهينه مدلگزينه، در مورد جوابكدام ,y ,y3 2 هاي متغير 1

]عبـارت اسـت از    tهاي اول تا سوم هستند و دامنه تغييرات مزدوج محدوديت ,c c ]2 و دامنـه   1
c]عبارت است از  zتغييرات  ,c ]1 2.(  




 

max x c x c x

st : x x

x

x

x ,x ( c c )

  

 





  

1 1 2 2
1 2
1
2
1 2 1 2

1
1

 

    

x)) حل بهينه مسئله اوليه 1 ,x ) ( , ) 1 yو حل بهينه مزدوج  2 y y z   3 2 1 » »  

x)) حل بهينه مسئله اوليه 2 ,x ) ( , ) 1 yمزدوج  و حل بهينه 2 t y t y c c t      3 2 1 1 2» » 

x)) حل بهينه مسئله اوليه 3 ,x ) ( , )1 2 1 yو حل بهينه مزدوج  1 c z y c z y z     3 2 2 1 1» » 

x)) حل بهينه مسئله اوليه 4 ,x ) ( , )1 2 1 yو حل بهينه مزدوج  1 c c t y t y c t      3 2 1 2 1 1» » 

 :به محدوديت اول  مسئله  با توجه »4«گزينه   پاسخx x1 آيد. از آنجايي كه جواب بهينه به دست مي x2به جاي x1بوده و با جايگزيني متغير  2
  باشد، داريم:جواب بهينه مسئله اوليه برابر مسئله دوگان مي

 



c c * *

yy

x x x x max c x c x (c c )x

x , x

max x c c c c

min w y y c c c c t t c c

 

          

  

    

         

2 1

23

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1

1 2

1 2 2 1

2 3 2 1 2 1 2 1

1 1







  

  
 مسئله زير را درنظر بگيريد. در جواب بهينه مسئله دوگان، مقدار متغير دوگان متناظر با اولين محدوديت، در كدام گزينه همواره صدق  :10مثال
  )96(مهندسي صنايع ـ سراسري   كند؟مي

  ) مقدار آن مثبت است.2  ) مقدار آن منفي است.1



 

T

max x z

st : z c x

Ax b

x ,z



 


 

2 
1) مقدار آن برابر 4  است. 2دار آن برابر ) مق3

  است. 2

 :كافي است صورت دوگان مسئله را بنويسيم: »2«گزينه   پاسخ  

  
T

T

max x Z min bw

Z C x

Ax b w
C wA

x ,x

  

       
   

2 2 1 1
2

 



 

  

  تواند پاسخ سؤال باشد.) مي2بنابراين تنها گزينه (
  

 مسأله :11مثال(P) به صورت زير در نظر بگيريد، كه در آن راu برداري معلوم است. دوگان اين مسأله را(D) بناميد. كدام گزينه صحيح است؟  
  )95(رياضي ـ سراسري   

1 ((D) 2  كران است.يا جواب بهينه دارد، يا بي ((P) و(D) .هر دو جواب بهينه دارند  




Tmin Z c x

s.t. (P)

Ax

x u




 

 
  تواند ناشدني باشد.مي (D)) 4  گاه جواب بهينه دارد.شدني باشد، آن (D)) اگر3

 :اشت كهبايد توجه د  »2«گزينه   پاسخx    اوليه است. از طرفي با توجه به اينكه مسألهيك جواب شدني برايx u وu    يك مقـدار محـدود و
TZباشد، لذادار ميكران c x ثانويـه نيـز    مسألهباشد، درنتيجه شدني و محدود مياوليه داراي جواب بهينه  همسألدار خواهد بود. پس نيز يك مقدار كران

  باشد. داراي جواب بهينه شدني و محدود مي
  تواند نامحدود باشد. نمي Dاوليه شدني و  مسألهباشد كه با توجه به توضيحات داده شده، ) مي1پاسخ سازمان سنجش گزينه ( توجه:

  

 جواب بهينه دوگان

 »4«گزينه
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  پنجم فصل

  »هاي شبكهمدل حمل و نقل و تخصيص و مدل«
  

اي در مدل حمل و نقلمفاهيم پايه ):1درسنامه (    
 

 

مقصـد (مشـتري)    nكننـده كـالا و   عرضـه (انبـار)   مبـدأ  mله حمـل و نقـل   أباشد. در مسمي له حمل و نقلمسأريزي خطي، مي از مسائل برنامهدسته مه
ها بـه  أسازي هزينه حمل و نقل كالاها از مبدمينيمم ،به هر مقصد مشخص است و هدف أهزينه حمل يك واحد كالا از هر مبد كننده كالا وجود دارد وتقاضا

  يا دو مقصد وجود ندارد. اده امكان ارسال كالا بين دو مبدأدر مدل حمل و نقل سباشد. همچنين مقصدها مي
امـا بـه دليـل سـاختار ويـژه آن       توان به روش سيمپلكس آن را حل كردمي ،ريزي خطي استرنامهل بسأله حمل و نقل حالت خاصي از مسائكه ميياز آنجا
پردازيم. مـدل  مدل حمل و نقل ارائه شده است كه در اين فصل به بررسي آنها مي حل هاي حل ديگري كه كارايي محاسباتي بيشتري دارند نيز برايتكنيك

 ست. تخصيص نيز حالت خاصي از مدل حمل و نقل ا

 

  له حمل و نقلمدل سازي مسأ
  

iبـراي  iSكـالا وجـود دارد و   كننـده مبـدا (انبـار) عرضـه    mله حمـل و نقـل   مسأ در يك ,...,m1                
 مقـدار كـالا داريـم كـه     كنندهضـا تقامقصد (مشتري)  nباشد. همچنينميام  iموجودي كالاي انبار 

jبرايjdبرابر ام jكالاي مورد نياز مشتري  ,...,n1 باشد. براي هـر  ميj n, i m   1 فـرض   1
j كنيممي id ,s  زيرا اگر يكي ازiSها ياjdرا از  مشتري متناظر با آنيا توان انبار مي ،ها صفر باشد
متغير تصـميم   است.ijCام برابر  jام به مقصد  i أهزينه حمل يك واحد كالا از مبد. له حذف كردأمس

ijx كنيم كه از انباري فرض ميمقدار كالايرا i  ام براي مقصدj اي . ساختار شـبكه گرددام ارسال مي
  .است ه صورت مقابل نقل ب حمل و مسألهيك 

اي كه هزينه حمـل و نقـل مينـيمم شـود و     مقصد ارسال شود را بيابيم به گونه هر ي كه بايد از هر مبدأ بهيخواهيم مقدار كالاحمل و نقل مي لهأمسدر يك 
ريـزي  حداقل كالاي مورد تقاضايش را دريافت نمايد. مدل برنامه ،همچنين هر مقصد و ار از موجودي كالاي آن انبار تجاوز نكندمقدار كالاي ارسالي از هر انب

  است: مقابلصورت ه حمل و نقل ب لهأمسخطي 
m n

ij ij
s.t. i j

Min Z C x
 


1 1

  

m

ij j
i

: x d for j ,...,n


 
1

            قيدهاي تقاضاي مقصدها1
n

ij i
j

: x S for i ,...,m


 
1

  قيدهاي عرضه انبارها1

ijx for i ,...,m ; j ,...,n  1 1  

در مدل بـالا 
n

ij
j

x



1
و تجاوز كند iSشود كه نبايد ازام خارج ميiي است كه از انباردهنده مجموع كالاينشان

m

ij
i

x



1
دهنـده مجمـوع   نشـان 

  ناميم.  مي »غيراستاندارد«مدل حمل و نقل بالا را . باشد jdام است كه بايد حداقل به اندازهjكالاهاي ارسال شده براي مشتري

1 1 

2  2 

n m 

1S 

2S 

mS 

1d 

2d 

nd 

  هاأمبد  مقصدها
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حمل و نقل مسألهاگر در يك 
m n

i j
i j

S d
 

 
1 1

انبار تمام موجودي كالاي خود را عرضه نمايد تـا تقاضـاي    ردر اين صورت بايد ه ،ع عرضه)(مجموع تقاضا= مجمو  

به اندازه تقاضايش كالا دريافت كند زيرا اگر يك مشتري بيشتر از تقاضايش كـالا دريافـت كنـد، تمـام      دقيقاً بايست هر مشتريهمه مشتريان برآورده شود و نيز مي
  مدل حمل و نقل به شكل زير تبديل خواهد شد: ،شود. پس با شرط برابري مجموع عرضه و مجموع تقاضاه نميتقاضاي برخي از مشتريان برآورد

m n

ij ij
s.t. i j

Min Z C x
 


1 1

  

m

ij j
i

x d for j ,...,n


 
1

1   ;       
n

ij i
j

x S for i ,...,m


 
1

1  

 ijx for i ,...,m ; j ,...,n  1 1  

  ناميم. مي »استاندارد«مدل حمل و نقل اخير را حالت 

 ادامـه فصـل هرجـا صـحبت از مـدل       باشـد و در مـي  اسـتاندارد  حالت مربوط بهشود هايي كه براي حل يك مدل حمل و نقل ارائه ميروش: 1تذكر

باشد ود ميكنيم منظورمان حالت استاندارميونقل حمل
m n

i j
i j

S d
 

 
1 1

حمل و نقل  مسألهاگر در يك  .
m n

i j
i j

S d
 

 
1 1

حمل و نقـل   مسألهدر اين صورت  

توضـيح داده   ادامهتبديل كرد كه در يا استاندارد  حمل و نقل متوازن مسألهبه يك  مجازي يا مقصد مجازي أافزودن مبدتوان آن را با است و ميغيرمتوازن 
  خواهد شد.

  له حمل و نقلأمس لينمايش جدو
و iSام برابـر  i كه مقدار عرضه مبدأمقصد  nو  أمبد mحمل و نقل با  مسألههر 

ام  i و هزينه حمل يك واحد كالا از مبدأاست jdبرابرام  j مقصد يميزان تقاضا
  جاي داد: مقابلتوان در جدول باشد را ميميijCام برابر jبه مقصد 

  
  
  
  

  
  

  

 در صورت حل مسأله حمل و نقل به روش سيمپلكس سطر تابع سيمپلكس متناظر با اين جدول حمل و نقل متناظر است با :1مثال:  
    )91ـ آزاد هاي اقتصادي و اجتماعي سيستم (مهندسي صنايع گرايش

  

  D2  D1  
6  5       3  1       4 S1 
4  6  4      5 S2 

  5  5  
  

1 (
z x x x x

z 
11 12 13 14

1 4 3 5 6 39


  2  (
z x x x x

z 
11 12 13 14

1 2 39


    

3 (
z x x x x

z
11 12 13 14

1 5 4 39


  4 (
z x x x x

z
11 12 13 14

2 2 39


  

 :با توجه به جدول حمل و نقل متغيرهاي  »2«گزينه   پاسخx11  وx12 پس ضريب سطر هدف آنها بايد صفر باشـد و فقـط گزينـه     باشنداي ميپايه
  تواند درست باشد.) مي2(

11C  12C  1nC  

2nC  21C  22C  

mnC  m1C  m2C  

11x  12x  1nx  

2nx  21x  22x  

mnx  m1x  m2x  

n  1  2  

1  

2  

m 

d 2d  nd  

  مقصد

  مبدأ

i
i

s
j

j

d

1S  

2S  

mS  

  عرضه

  تقاضا
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  خواص مدل حمل و نقل  
 

  پردازيم. اش داراي خواصي است كه به بررسي آنها ميهر مدل حمل و نقل به دليل ساختار ويژه
  له حمل و نقلأدني بودن مسش. 1

               تـوان مـي  ،دباش ـjdام برابـر   jو ميـزان تقاضـاي مقصـد     iSام برابـر  iاگر ميـزان عرضـه مبـدا     .مقصد را در نظر بگيريد nو  أمبد mحمل و نقل با  لهأمس

i  :كرد ارائهمقابل صورت ه ب يك جواب شدني j
ij

S d
x for i ,...,m ; j ,...,n

L


  1 1  

كه 
m n

i j
i j

L S d
 

  
1 1

  اثبات شدني بودن اين جواب به شرح زير است: . 

j :حمل و نقل فرض كرديم لهأمساز آنجايي كه در  id ,S  ،  پس براي هرi  وj داريم:ijx  همچنين متغيرهاي .ijx با مقادير داده شده در قيود

  كنند زيرا:عرضه و تقاضا صدق مي
n n n

i j i i
ij i j i

j j j

S d S S
x S d L S for i ,...,m

L L L  


        

1 1 1
1  

m m m
i j j j

ij j i j
i i i

S d d d
x d S L d j ,...,nforL L L  


        

1 1 1
1  

  باشند. هايش مثبتلفهؤحمل و نقل يافت كه همه م مسألهشدني براي يك  يجوابتوان ميهمانگونه كه ديديم  :1نكته 
  است.همواره ناتهي و محدود حمل و نقل  لهأمسيك  فضاي شدني :2نكته 
  خواهد بود.  متناهي حتماً داراي جواب بهينهحمل و نقل  لهأمسهر  است پس محدود حمل و نقل لهأمسچون فضاي شدني  :3نكته 

 81ـ سراسري  اجتماعي هاي اقتصادي وسيستمگرايش (مهندسي صنايع   ست از:ا لسفه روش سيمپلكس حمل و نقل عبارتبخشي از ف  :2مثال(  
  ) انجام ندادن تست نسبت سيمپلكس1
  ) به دست آوردن يك جواب بهينه با مقدار صحيح2
  ) به طور مستقيم از جواب پاية اوليه قابل قبول به جواب پايه بهينه رفتن3
  آوردن يك پايه قابل قبول (شدني) اوليه بدون استفاده از متغيرهاي مصنوعي ت) به دس4
 :بايد از روش  ،هاي مسأله حمل و نقل متوازن به صورت تساوي هستندچون محدوديت  »4«گزينه  پاسخM      بزرگ يا روش دو فـازي و بـا اسـتفاده از متغيرهـاي

  آوريم.اوليه به دست مي BFSورد ولي در سيمپلكس حمل و نقل بدون استفاده از متغيرهاي مصنوعي يكاي اوليه را به دست آمصنوعي يك جواب شدني پايه
 

  له حمل و نقلأهاي مستعداد متغيرها و محدوديت .2
mداراي  مقصد nو  أمبد mحمل و نقل با  لهأمسهر  nاست و گيريمتغير تصميمm nهاي مـدل  كه همواره يكي از محدوديت دمحدوديت دار

  توجه كنيد. زير مثالبه  ،باشدزائد مي حمل و نقل

 له حمل و نقل مقابل مفروض است:أمس :3مثال  
  له را بنويسيد و زائد بودن يك محدوديت را در آن بررسي نمائيد.أاين مس ريزي خطيبرنامهمدل 

  

 خ:پاس  

s.t.
Min z x x x x x x     11 12 13 21 22 232 3 4 5 3  

  

x x : ( )

x x : ( )

x x : ( )

 
  
  

11 21
12 22
13 23

1 3
35 4
45 5

x             هاي تقاضامحدوديت x x : ( )

x x x : ( )




  
   

11 12 13
21 22 23

5 1
4   هاي عرضهمحدوديت2

 ijx    
  دست آورد:ه ها بوديترا از ساير محد توان آنزائد است و مي ،هاي اين مدلمحدوديت است. يكي از محدوديت 5مدل فوق داراي 

( ) ( ) ( ) ( ) : x x    13 231 2 3 4 45  
  ها باشد.تواند هر يك از محدوديتدست آورد. اين محدوديت زائد ميه ها ب) را با استفاده از ديگر محدوديت5توان محدوديت (در بالا نشان داديم كه مي

2  3  1  

4  5  3  

1  2  3  

2  

1  

40  

50  

10  35  45  
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  له حمل و نقلأب تكنولوژي مسيضرا خواص ماتريس. 3
  صورت زير است:ه ب 3 مدل حمل و نقل مثال ب تكنولوژييماتريس ضرا

است.  1,ماتريسي يك مدل حمل و نقل  ب تكنولوژييماتريس ضراگردد كه ملاحظه مي
m)اين ماتريس در حالت كلي داراي  n)سطر وm n  كـه هـر   اسـت. از آنجـائي   سـتون

هـاي تقاضـا   بار در محدوديتهاي عرضه و يكبار در محدوديتيكگيـري  ر تصميممتغي
 هـاي بقيه درايهاست و  1دو درايه با مقدار گردد پس هر ستون اين ماتريس داراي ظاهر مي

  توان گفت:هستند و مي ستون، صفر
  

a a a a a a

A

  
  

   
   
    

 
 
 
 
 
 
  

11 12 13 21 22 23

5 6

1 1 1
1 1 1

1 1
1 1

1 1

 

(m n)(m n) mn   2هايتعداد درايه ماتريسA  ;  mn  Aماتريس 1هاي تعداد درايه 2

RANK(A) :ست ازا مقصد عبارت nو أ مبد m در يك مدل حمل و نقل با Aتكنولوژي  بيضرارتبه ماتريس  :4نكته  m n   يكـي  زيرا  1
  است. ها زائداز محدوديت

 B ي كه ماتريس پايهياست. از آنجا -1يا  1يا  دترمينانشدر مدل حمل و نقل انتخاب گردد،  Aكه از ماتريس  ماتريس مربعيزيرهر  :5نكته 
det(B)پس  ،است Aماتريس مربعي از ماتريس نيز يك زير  1 1IÄ . هاي ماتريس پايه همچنين همه درايهB  هسـتند پـس در    صفر يا يـك
  باشند.مي -1يا  1يا  هاهمه درايهB1ماتريس

  تكنولوژي به صورت زير است:  بيضراماتريس  ijaمقصد ستون  nمبدأ و  mدر مدل حمل و نقل با  :6 نكته 
m n

T
ija [ , , , , , , , , , ]

 
 1 1
 
       

  

  
  

mله حمل و نقل با أبه عنوان مثال در يك مس  nمبدأ و  2  Ta  است:مقابل ب تكنولوژي به صورت يماتريس ضرا a23ستون  ،مقصد 3 ( , , , , )23 1 1    
جـواب  باشند، در اين صـورت مقـادير متغيرهـاي پايـه در هـر       عدد صحيحهمگي  تقاضا مقادير عرضه ودر يك مدل حمل و نقل اگر  :7نكته 

  خواهند بود.  اعداد صحيح ،اب بهينهجوو از جمله  اي شدنيپايه
BX:مقادير متغيرهاي پايه عبارتند از اثبات:  B b باشـند.  همگي عدد صحيح مـي  bهاي بردار لفهؤپس م ،عرضه و تقاضا هستندهمان مقادير  bهاي بردار لفه. مؤ1

  يعني مقادير متغيرهاي پايه نيز عدد صحيح خواهند بود.BXهاي لفهؤباشند پس ممي - 1يا  ، 1صورته ب B1هاي ماتريسهمه درايههمانطور كه گفته شد 
  است.  ماتريس مثلثيحمل و نقل يك  لهأمسهر ماتريس پايه در  :8نكته 

  له حمل و نقلأدر مس BFSاي هر يرهاي پايهتعداد متغ .4
صـورت  ه ها بزيرا همه محدوديت نياز داريم متغير مصنوعي m+nكار به  حل كرد. براي اين بزرگ -Mتوان با استفاده از روش له حمل و نقل را ميأمس

 مسـأله هـاي  حـدوديت (زيرا يكـي از م  ماندباقي مي پايهر مقدار صفر دهمواره يكي از آنها با و بعد از خروج متغيرهاي مصنوعي از پايه  هستند تساوي
  باشند.  مي تباهيده و همه جداول سيمپلكس در حالت است) زائدحمل و نقل 

mتعداد متغيرهاي پايه در هر جدول  ،حمل و نقل به روش سيمپلكس حل شود مسألهپس اگر  n يك متغير هاست) كه همواره محدوديت(به تعداد
mمصنوعي با مقدار صفر در پايه قرار دارد و  n  باشند. هنگـام نمـايش يـك جـواب     حمل و نقل مي مسأله اي ديگر از متغيرهاي اصليايهمتغير پ1

mاي شدني در جدول حمل و نقل فقط پايه n 1اي مصنوعي كـه  متغير پايه .كنـيم باشند را ذكر ميمي صليتصميم ااي كه از متغيرهاي متغير پايه
  شود.نشان داده نميمقدار صفر دارد در جدول حمل و نقل 

mدر جدول حمل و نقل  (BFS)اي شدني اي هر جواب پايهتعداد متغيرهاي پايه :9نكته  n    است.1

 ونقل متوازن با له حملاگر مسئ :4مثالm  مبدأ وn       مقصد به روش سيمپلكس استاندارد حل شود، تعـداد متغيرهـاي غيرپايـه در تـابلوي بهينـه و
  )97(مهندسي صنايع ـ سراسري   ترتيب برابر كدام است؟حداكثر تعداد عناصر غيرصفر در جواب بهينه به

1 (m n , mn (n m)    1 1   2 (m n , m(n ) n    1 1 1  
3 (m n , m(n ) n  1  4 (m n , mn (n m)    

 :2«گزينه  پاسخ«    mn
mn m n m(n ) n

m n


           

1 1 11   

m n  1 حداكثر تعداد عناصر غيرصفر  
  پاسخ سؤال است. 2بنابراين گزينه 

 تا         تا

 امiمكان        امjمكان

  تعداد كل متغيرها
 هاايتعداد پايه

 هاايتعداد غيرپايه
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 حمل و نقل با ك مدل پذير (موجه) در يهر حل امكان :5مثالm  نقطه عرضه وn نقطه تقاضا:    
  )91هاي اقتصادي و اجتماعي ـ سراسري(مهندسي صنايع گرايش سيستم

1((m n ) 1  .حداكثر2  متغير داراي مقدار غير منفي دارد ((m n ) 1 .متغير داراي مقدار غير منفي دارد  
m)) حداكثر به تعداد3 n)  .4 متغير با مقدار مثبت دارد((m n ) 1  .متغير داراي مقدار مثبت دارد 

 :توانـد حـداكثر همـه متغيرهـايش     پذير يعني يك نقطه از فضاي شدني انتخاب شده است كه اين نقطه ميچون گفته هر حل امكان  »3«گزينه  پاسخ
mابراين حداكثر مثبت باشد بن n اي.متغير با مقدار مثبت دارد. اينجا بايد دقت كرد كه نقطه موجه گفته شده است نه نقطه موجه گوشه  

  
 97(دكتري   در مسئله زير اگر يك محدوديت حذف شود: :6مثال(  

  شود.ناحيه موجه مسئله بزرگتر مي) 1
  كند.نميجواب بهينه مسئله تغييري ) 2
  يابد.رتبه ماتريس ضرايب تكنولوژي كاهش مي) 3
  ممكن است جواب بهينه مسئله بهتر شود.) 4

min z x x x x

s.t. x x

x x

x x

x x

x , x , x , x

   

 

 

 

 



1 2 3 4
1 2
3 4
1 3
2 4
1 2 3 4

2 3 2
2
3
1
4



 

 :هاي باشد كه داراي يك محدوديت زائد است. بنابراين با حذف يكي از محدوديتمدل ارائه شده در حقيقت يك مدل شبكه مي  »2« گزينه پاسخ
  افتد و در نتيجه جواب بهينه مسئله نيز تغييري نخواهد كرد. هيچ تغييري در فضاي موجه مسئله اتفاق نمي مسئله،

  

 له حمل و نقل غيرمتوازنأمتوازن كردن مس     

  
گيرنـد و شـرط   قـرار مـي  حمل و نقل استاندارد مورد استفاده  لهأمسبراي حل يك  ،بيان خواهد شد در ادامهحمل و نقل  لهأمسهاي حلي كه براي يك روش

iاسـت   ها و مجموع تقاضاهابرابري مجموع عرضه ،تبديل شـود  استاندارد حمل و نقل به حالت لهأمساينكه يك  j
i j

( S d )  .  اي لهأمس ـاگـر در

i j
i j

S d  گيريم:يمتوازن دو حالت زير را در نظر م لهأمسدر اين صورت براي تبديل آن به يك  

iاگر  .1 j
i j

S d   

مبدا  يافت نخواهند كرد. در اين حالتمشتريان مقداري از تقاضايشان را دراز بديهي است كه در نهايت برخي  ،باشد هامجموع تقاضاها بيشتر از مجموع عرضهيعني 
mمجازي   mمقدار عرضه  با  ام1 j i

j i

S d S   1 هزينه ضرايبوm ,jC  1  برايj ,...,n1 افزائيم تا متوازن گردد.مي مسألهرا به  

*اگر در جواب بهينه داشته باشيم   :10نكته 
m ,tx a   1  ،   به اين معني است كه بـه انـدازهa   از نيـاز مشـتري   واحـدt    از يـك انبـار مجـازي               

  واحد از تقاضاي خود را دريافت نكرده است.   aبه اندازه  tمشتري  ،به عبارت ديگر در جواب بهينه؛ (كه وجود خارجي ندارد) برآورده شده است
i. اگر 2 j

i j

S d   

 مقصـد  بـاقي خواهـد مانـد. در ايـن حالـت،      پس در نهايت مقداري از كالاها در بعضـي از انبارهـا   ،هاستمجموع تقاضاها كمتر از مجموع عرضهيعني 
nمجازي  nمقدار تقاضايبا  ام1 i j

i j

d S d   1 هزينه ضرايبوi,nC  1  برايi ,...,m1 تا متوازن گردد.افزائيم مي لهأمسرا به  

*:اگر در جواب بهينه داشته باشيم :11نكته 
t,nx b   1، به اين معني است كه در جواب بهينه، b واحد كالا در انبارt .ام باقي مانده است  

 .ستا اضافه عرضه در مبداهانشانه  ود مقصد مجازي در مسأله حمل و نقلوج :12نكته 

 باشد و مجموع عرضه و تقاضا با يكديگر برابر نباشند،  5و تعداد مراكز تقاضا  6ريزي حمل و نقل، اگر تعداد مراكز عرضه در يك مسأله برنامه :7مثال
  )91(مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ آزاد   اي چه تعداد است؟آنگاه تعداد متغيرهاي پايه

1 (1   2 (11  3 (12  4 (13  
 :اي چون مسأله متوازن نيست، بايد يك مقصد مجازي به مسأله اضافه كنيم. در نتيجه تعداد متغيرهاي پايه »2«گزينه   پاسخm n     1 6 6 1 خواهـد   11
  بود.
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 له حمل و نقل غيرمتوازن زير را متوازن كنيد:مسأ :8مثال  
  
  
  

  
  

  
  

  
  

 :مجازي با عرضه أيك مبد پاسخ7يم:يافزاله ميأواحد به مس  
  
  
  
  
  

  
 فرض كنيد  :9مثالia،ia ،jb،jb  اعداد مثبت داراي شروطi i j ja a , b b      براي(j , ...n) , (i , ...,m) 1  ريـزي باشند. مـدل برنامـه   1

  )96(دكتري   اگر و فقط اگر داشته باشيم: ؛حل قابل قبول دارد زيرمدل حمل و نقل زير را در نظر بگيريد، 

1( 
m m n n

i i j j
i i j j

a a , b b
   

       
1 1 1 1

  2 (
m n m n

i j i j
i j i j

a b , a b
   

       
1 1 1 1

  



m n

ij ij
i j

n
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 است. اگر مجموع عرضه و تقاضا با هم برابر نباشند، آنگاه 3و تعداد مراكز تقاضا  4ريزي حمل و نقل تعداد مراكز عرضه له برنامهدر يك مسأ :10مثال :  
  است.  6اي شدني اي در جواب پايه) تعداد متغيرهاي پايه2                  است.  7اي شدني اي در جواب پايه) تعداد متغيرهاي پايه1
  است. 5اي شدني اي در جواب پايه) تعداد متغيرهاي پايه4                  است.  8اي شدني اي در جواب پايه) تعداد متغيرهاي پايه3

 :يم و در نتيجـه  بيفـزاي  لهأمسبه  متوازن نيست پس بايد يك مبدأ يا مقصد مجازيله أمسچون »  1«گزينه  پاسخm n  خواهـد شـد و تعـداد     8
mنياي شداي در هر جواب پايهمتغيرهاي پايه n  1   باشد.مي 7
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