
  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  رياضي فيزيك

  فصل اول
  »بردارها«

  

 سه بردار   :1مثالA


Bو  


Cو  


Vاند و حجم غير صفر  كه در يك صفحه واقع نشده  A.(B C) 
  

Dآورند در نظر بگيريد. هر گاه بردار را به وجود مي


 
Dاز اين سه بردار به صورت  cو  bو  aتركيب خطي با ضرايب عددي  aA bB cC  

   
  به ترتيب از راست به چپ كدامند؟ cو  bو  aباشد. ضرايب  

  )90(سراسري   

1 (
D D D

, ,
C B A

  

    2 (D.C D.B D.A
, ,

A.B C.A B.C

     
       

3 (A.B C.A B.C
, ,

D.C D.B D.A

     
       4 (D.(A B) D.(C A) D.(B C)

, ,
V V V

        
    

Dبا استفاده از روابط ضرب خارجي و ديورژانس هر تابع برداري داريم:  »4«ـ گزينه 1 .( A B) a A . (A B) b B .(A B) CC .(A B )

 

      
 

           
   

D.(A  آيند. ي ضرايب نيز به صورت مشابه به دست ميبقيه B)
C

V



  

  

 

 دانيم يك بردار با محورمي :2مثالx يزاويه6 و با محورy زاويه45 ورسازد. اين بردار با محرا ميz اي مي سازد؟   چه زاويه   

1(6   2(3    3(45   4(Cos
 
 
 

1 3
4   

   :ها داريم: از قانون كسينوس  »1«گزينه پاسخ  

Cos Cos Cos Cos Cos Cos                   2 2 2 2 21 1 1 16 45 1 64 2 4 2   

با توجه به فرضيات مسأله،
  است كه تنها 2  6  باشد.قابل قبول مي  

  
 ي يك بردار است؟ كدام يك مؤلفه :3مثال        

1( x,x    2( y, y   3(  y,x   4(  y, x   
   :4ي كنيم. براي گزينهيست رفتار تحت دوران را بررسي بامي  »4«گزينه پاسخ ،xA y وyA x   :است لذا داريم  

x x yA y A Cos A Sin yCos xSin xSin yCos             

y x yA x A Sin A Cos ySin xCos x xCos ySin                   
بنابراين طبق تعريف بردارها و با توجه به اينكه r x, y


هاييك بردار است، مؤلفه  y, x دهند.  نيز تشكيل بردار مي  

xA  داريم:  3براي بررسي گزينه  y yCos xSin y yCos xSin           

  
  yA x ySin x Cos x x Cos ySin           

 محور  اي حولدستگاه مختصات را به چه اندازه :4مثالz  دوران دهيم تا بردار ,1         قرار گيرد؟  xدر راستاي محور 3

1(3     2( 6    3( 45   4( 9   
   :بايد در دستگاه جديد  »2«گزينه پاسخy   :باشد، لذا خواهيم داشت  

y xSin yCos Sin Cos sin Cos tan                      3 3 3 6   
  



  
 

 

رياضي فيزيك  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  2

 ييك بردار در صفحه دوران ها برايكدام يك از گزينه :5مثالxy  ناوردا است؟  
    xيعلامت مؤلفه )4  طول بردار  )y   3ي بردار با محور) زاويهx    2ي بردار با محور) زاويه1
   :ي بردار با محوربا دوران محورهاي مختصات، زاويه  »3«گزينه پاسخx جديد وy شود و لذا ناوردا نيست. همچنين با يك دوران جديد عوض مي

18اي بيش ازبا زاويه ي، علامت مؤلفهx ماند.  ول بردار است كه ناوردا باقي ميشود. لذا تنها طنيز عوض مي  

  
 ي ميان دو بردارزاويه :6مثال

 
ˆA i k 3 و  4


ˆB i   برابر است با:  5

1(Cos
 
 
 

1 2
5   2( Cos

 
 
 

1 3
5  3( Cos

 
 
 

1 1
5  4( 

2  

   :يبا توجه به رابطه  »2«گزينه پاسخA.B A B Cos 
 

  داريم:  
A.B

Cos Cos
A B

              

1
2 2

15 15 3 3
5 5 5 55 3 4

 
   

  
 مكان هندسي نقاطي كه انتهاي :7مثال

r كند، اگرجاروب مي
r يدر رابطه    r a .a  رصفر براي يك بردار دلخواه غي

a  صدق كند، كدام است؟  
  صفحه )4  كره )3  يك قرص )2  ) خط 1
   :ضرب داخلي در حالت كلي نسبت به دوران محورها ناورد است. بنابراين بايد به درستي از اين خاصيت استفاده كنيم. در دستگاهي  »4«گزينه پاسخ

aگيريم كه در آنقرار مي
 در راستاي محورx است؛ يعني ˆa ai

 :بنابراين    x xr a .a r a a r a     2     
rبردار xياما اين بدان معناست كه مؤلفه

همواره يك مقدار دارد. لذا نوك بردار ،r
 ياي به موازات صفحهصفحهy z يو به فاصلهa  از آن را جاروب

  خواهد كرد.  

  
 حاصل  :8مثال      

A B A B    :  

1(  2(A B2
 

  3( B A2
 

  4( B A
 

  
   :از خاصيت پخشي ضرب خارجي خواهيم داشت:   »2«گزينه پاسخ  

       A B A B A A B B A B A A          
           

A B B A B B     
     

A B 2
 

   
ياز اين خاصيت استفاده شده است كه ضرب خارجي هر بردار در خودش صفر است، زيرا در اين حالت زاويهدر آن      .خواهد بود  

  
 الاضلاعي كه دو بردارمساحت متوازي :9مثال


ˆ ˆA i j  و


ˆ ˆB i j  سازند، برابر است با: مي  

1(1  2(1
2  3( 6  4( 2  

   :4«گزينه پاسخ«    
Aبراي دو بردار دلخواه


Bو 


   داريم: 

h  توان نوشت:  ي شكل ميبا توجه به هندسه ASin   
  

  الاضلاع برابر خواهد بود با:پس مساحت متوازي S hB A Sin B A B    
 

   

  اي بسيار كلي است. بنابراين براي تست مذكور خواهيم داشت:و اين نتيجه   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA B i j i j i j j i i j k              2 2
 

   

S  در نتيجه: A B   2
 

  
  


B


A


h
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 بردار داده شده در كدام گزينه بر دو بردار :10مثال


ˆ ˆA i k  ،


ˆ ˆB i j   عمود است؟  
1( ˆ ˆ ˆi j k    2(î  3( ĵ  4( ˆ ˆ ˆi j k   
   :ي آن عمود است. پس داريم:دهندهدانيم ضرب خارجي بر هر دو بردار تشكيلمي  »1«گزينه پاسخ  

     
ˆ ˆ ˆi j k

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA B i j k i j k         1 1 1 1 1
1 1

 



  

Uاما اگر بردار


Vبر 


Uعمود باشد، آنگاه 


Vنيز بر 


  عمود است (چرا؟).   

  
 السطوحي كه توسط سه بردار حجم متوازي :11مثال  ˆ ˆ ˆ ˆˆC K , B i j , A i j     شود، برابر است با: تشكيل مي  

1( 1  
2 (2  
3( 3  
4( 4  

x y z

x y z

x y z

A A A

V B B B

C C C

  

   :خواهيم داشت:   »2«گزينه پاسخ  

V  با بسط نسبت به سطر آخر داريم: | |




 


        



1 1 1 11 1 1 1 2 21 11
  

  واحد حجم است.  2لذا حجم برابر با 

  
 شرط كافي براي اينكه سه بردار :21مثال


A ،


B و


C صفحه باشند كدام است؟ هم  

1(A B 
 

   2(A.C , B.C , A.B  
     

    3(  A B C  
  

  4(  A. B C 
  

  

   :اگر  »4«گزينه پاسخ A. B C 
  

 السطوح تشكيل شده از سه بردار است كه حجم متوازيباشد، آنگاه اين بدان معنA


 ،B


Cو 


صفر است و  

Aيا اينكه


Bي متشكل از بر بردار عمود بر صفحه 


Cو 


Bي عمود است و يا در صفحه 


Cو 


  صفحه است.     قرار دارد، لذا با آنها هم 

  
 حاصل :31مثال

   
(A B) (A C)     :برابر است با  

1(   2(A[C.(A B)]
   

  3( B[C.(A B)]
   

  4( C[C.(A B)]
   

  
   :اگر  »2«گزينه پاسخA B D 

  
  كنيم:شود، آنگاه از قانون بك كب استفاده مي 

(A B) (A C) D (A C) A(D.C) C(A.D) A[(A B).C] C[A.(A B)           
                    

]


  

A)  ي دوم برابر با صفر است لذا خواهيم داشت: اما جمله B) (A C) A[C.(A B)]    
       

  

  
 يبردار عمود بر رويه :41مثالx Sinxy 2 ,در 4

 
 
 

2   كدام است؟  2

1(ˆ ˆi j4 2   2(ˆ ˆi j
   

 
4 22  3( î4  4(  ˆ ˆi j  4 2  

   :كنيم:ابتدا گراديان را محاسبه مي  »2«گزينه پاسخ     ˆ ˆx Sinxy x yCosxy i xCosxyj    2 2
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,ين رويه دربنابراين بردار عمود بر ا
 

 
 
2   برابر است با: 2

,
ˆ ˆf i j 

 
 

     
 2 2

4 22


    

  خواص گراديان به صورت روبرو است: نكته:      f g f g (fg) f g f g        
     

  

  
 ي مماس بر رويهي صفحهمعادله :51مثالx y z  2 2 2 در 1 , ,1 1   برابر است با:  1

1(x y z   3   2(x y z    3  3( x y z  1  4( x y z    3  
   :ابتدا بردار عمود بر رويه را در   »3«گزينه پاسخ( , ,   يابيم، بنابراين داريم:مي 111(

  ( , , ) ( , , )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(x y z ) | xi yj zk | (i j k)        2 2 2

111 1112 2 2 2


  

به صورت بر رويه ي عمودلذا بردار يكه
ˆ ˆ ˆi j k 

3
ي عمود بر رويه اسـت و  اي است كه بردار نرمال آن، بردار يكهي مماس بر رويه، صفحهاست. حال صفحه 

از ,                       گذرد. بنابراين خواهيم داشت:                                  مي 111,     x y z
x y z

   
      

1 1 1 1
3 3 3

     

  
 اي به صورتي حركت ذرهاگر معادله :61مثال ˆ ˆr iaSin t jbCos t    نگاه حاصلآ ،باشد 

r r


  :برابر است با  

1( a b 2 2   2(ab  3( a b 2 2  4( a b 2 2  

   :براي  »2«گزينه پاسخr
 :خواهيم داشت  dr ˆ ˆr ia Cos t jb Sin t

dt
      



   

  توان نوشت:بنابراين مي     ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆr r iaSin t jbCos t iaCos t jbSin t kabSin t kabCos t abk                2 2    

r  در نتيجه خواهيم داشت: r ab  
       

  
 اگر بردار :71مثال


A اي باشد، آنگاه كدام گزينه همواره درست است؟ يك ميدان برداري سيم لوله  

1( xA . xA 
 

   2( . xA 
 

  3( A 2
  4(    . xA . yA 

   
  

   :داريم:   »1«گزينه پاسخ     . xA x .A x . A    
     

xî.A A 



  

Aدقت شود، همانطور كه در ادامه خواهيم ديد 2
.Aزماني برابر صفر است كه هم  A

 
Aو هم 

 
  برابر با صفر باشد.   

  
 در الكترواستاتيك داريم  :81مثال 

E=  بنابراين تابع اسكالر  وجود دارد، به طوري كه
E  ميدان الكتريكي و  اختلاف پتانسيل الكتريكي

    ت.اس 
E = -  

  شود، روابط زير را به خاطر بسپارد:به دانشجو توصيه مي
A


Bو 


  گيريم: پذير ميرا دو ميدان برداري دلخواه مشتق 

         
         
A.B B. A A. B B A A B

A.B A B B A A .B B .A

          

          

              

                

(A B) (B. )A (A. )B A( .B) B( .A)         
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A  اثبات:   B  
  

  

A  فقط روي بردارA


Bكند و تأثير آن بر اثر مي 


Bنيز فقط روي  Bصفر است.  


  كند. اثر مي 

  
A B A B

A A B B A A B B

(A B) ( ) (A B) (A B) (A B)

A( .B) B( .A) A( .B) B( .A) (B. )A B( .A) A( .B) (A. )B

(B. )A B( .A) A( .B) (A. )B

             

               

       

          
                     
         

  

از بردارهاي مربوطه، زيرنويسي آخر با جايگذاري درست عملگرها قبل در مرحله

 ايم. را برداشته  

         A.B B. A A. B B A A B          
              

  

         A.B A B B A A .B B .A          
              

  

         A B B. A A. B B .A A .B         
              

  

  
 حاصل عبارت  :19مثال   

A.r اگرr
 ) :بردار مكان باشد برابر است با


A  :(غيرچرخشي است  

1(A


   2(r A
r





  3( r A

r

   
1


  صفر )4  

   :ي گفته شده داريم: با توجه به نكته  »3«گزينه پاسخ  

       A.r r. A A. r r A       
            A r  

   

ــي غيرچرخشـــــ

r A A r A
r r

        
1



  
  

  

 براي دو ميدان برداري ثابت :20مثال

A و


B  بردار مكانو

r حاصل
   

[A.(B r)]    :برابر است با  
1(A B

 
A.B )3  صفر) 2   

 
  4( A r

   
   :توانيم جاي گانه ميضرب سهدر حاصل  »1«گزينه پاسخ و :را عوض كنيم. لذا داريم  

[A.(B r)] [(A B).r] ( r. )A B      
         

[(A B). ]r r ( (A B      


       )) (A B) r   
   


(A B). )r A B    



   

ها نيز ثابت است. پس تأثير عملگر بردارياي آنوقتي دو ميدان برداري ثابت باشند ضرب برداري و نقطه


و 


.و 


  شود.  ا نيز برابر صفر ميهبر ضرب آن 
  

 براي ميدان برداري غيرچرخشي :21مثال

Aحاصل ،

 A

r

 
  

 
(rبرابر است با   ) :  

A) 2  صفر  )1


  3( r A

r


3


  4( A r

r


3

 
  

   :ي ذكر شده خواهيم داشت: طبق نكته  »4«گزينه پاسخ  
A

A Ar r r

               

1 1
     r A r

A
r r


   3 3

  

ــي غيرچرخشـــــ

  

  

 حاصل :22مثال   
A.B ايلولهبراي دو ميدان برداري سيم


A و


B :  

1(   A B B A    
     

  2 (   A B B A    
     

  3(  A B (B ) A
     
      4( صفر  

 :كنيم كه اي استفاده مياي بودن بردارها، از رابطهلولهبا توجه به سيم »3«گزينه   پاسخ.A


B.و 
 

دانيم برابر با صفر است. لذا داشته باشد، كه مي

  داريم:        A.B A B B A A .B        
             B .A 



      A B B A     
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 براي دو تابع اسكالر  :23مثالf  وgكدام گزينه راجع به ،
 

f g  درست است؟  
  كدامهيچ )4  متحد با صفر است. )3  ) غيرچرخشي است.2  اي است. لوله سيم )1
   :زيرا داريم:   »1«گزينه پاسخ   . f g g.( f ) f .( g)       

        
  

f  كرل گراديان برابر صفر است پس خواهيم داشت:   g
   

    
  

 حاصل :24مثال     
A    :برابر است با  

1( A
2  

   2 (A   
 

2  
A )4  صفر )3  

 
  

   :خواهيم داشت:                                »1«گزينه پاسخ  

      A .A A [ .A ]           
 

2             
A A  

2 2     


  

  كرل گراديان برابر با صفر است، اما الزاماً كرل لاپلاس يك بردار صفر نيست.  اما

  
  يك شاره با سرعت :52مثالˆ ˆ ˆV xi yj zk  


  گذرد. آهنگ شار عبوري از قرص: مي xyي ، از يك قرص واحد در صفحه

)2   صفر )1
2  3(    4( 2  

   :آهنگ شارش برابر است با  »1«گزينه پاسخV.d
  اماˆ ˆd rdrd k kd


     طبي مسطح). است (در دستگاه ق  

Z روي قرص ثابت و برابر با صفر است .  ˆ ˆ ˆ ˆV.d (x i y i z k).k d zd z d ( d )              
     

  

 حاصل :62مثال
 


S

r.d  :روي هر سطح بسته برابر است با  

  چهار برابر حجم محصور )4  سه برابر حجم محصور )3  ) دو برابر حجم محصور2  ) حجم محصور 1
   :ي گاوس داريم:  طبق قضيه  »3«گزينه پاسخ  

S V V

r.d d .r d V       3 3
   
    

  

 حاصل :27مثال


C

r dr ي يك سطح برابر است با: خم محصوركننده براي هر  

  چهار برابر مساحت سطح  )4  سه برابر مساحت سطح  )3  دو برابر مساحت سطح  )2  ) مساحت سطح  1

   :اگر  »2«گزينه پاسخa
  :يك بردار ثابت و دلخواه باشد، آنگاه داريم  

C C

dr.(r a) dr r .a
 
   
 
 

 
    
     

  توان نوشت: ي استوكس مياز طرفي طبق قضيه 
S S

a a

d . r a d . ( a.     
3       

)r ( r. 
 

)a a 
   .r r .a 

      

 
S S C

d . a a a. d a.S , ( dr r).a a.( S)           3 2 2 2
          

  

aحال چون
 بت و دلخواه است پس خواهيم داشت: ثا

C

r dr S
 

   r  و در نتيجه:  2 dr S
 

  2  

S


    مساحت جهت دار است. 
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 مقدار چرخش ميدان برداري :28مثال


ˆ ˆA yi xj ي ، روي سطح قرص واحد در صفحهxy  :برابر است با  
1(  2(   3( 2  4(  2  

   :بايستمي  »4«گزينه پاسخ
S

d .( A) 
  

  كنيم. ي استوكس استفاده ميز قضيهي اين انتگرال ارا محاسبه كنيم، اما به جاي محاسبه 

S C
d .( A) dr.A (ydx xdy)
    

        

  رويم: ي انتگرال به دستگاه قطبي مسطح ميي واحد انتگرال بگيريم. براي محاسبهبايست از آن روي دايرهمي
y Sin dy Cos d

x Cos dx Sin d

     
      

  

آيد:                             دست ميبنابراين به d . A d Sin Cos d
 

               
2 2

2 2 2
 

  
  

  

 حاصل انتگرال سطحي  :29مثال


 y y

S

ˆ ˆ(x e i x e j) .d  3   كره واحد به مركز مبدأ مختصات است)يمسطح بالايي ن Sكدام گزينه است؟ ( 23

1 (22  2 (24  3 (1  4 (  

   :كنيم.  اند. با توجه به قضيه استوكس بررسي ميتوان حدس زد كه دو جمله از يك عبارت مشتق شدهبا ديدن فرم انتگرال مي»  4«گزينه پاسخ  

y yz

y y yx z
y x z

y x

FF
x e ( )

y z

F F ˆ ˆ ˆx e ( ) if F F F F k , F x e i x e i
z x
F F

( )
x y


   

              
 

 
 

3

2 3 2

1

3 2 3

3

 




  

  ( ) y yz
z

F
x e F x e g(x)

y


    


1 3 3  

   ( ) y yz
z

F
x e F x e h (y)

x


      


2 2 33  

g(x)  با استفاده از قضيه استوكس داريم:  h (y)      
  y y y y

s c c

ˆ ˆ ˆ(x e i x e j).d x e k.dr x e dz     3 2 3 33


   

  . پس داريم: xyبه مركز مبدأ روي صفحه  1اي است به شعاع كره است. پس دايرها دور نيمدور ت cي خم بسته

  y y y y

C

x e dz x e dz x e dz x e ( )
 
 

       3 3 3 3  

  

 اگر مبدأ را در پتانسيل صفر فرض كنيم، آنگاه تابع پتانسيل ميدان :03مثال


ˆF ar r   برابر است با:  2

ar )2  ) اين ميدان وجود ندارد.1 31
3  3( ar 41

4  4( ar  

   :چون  »2«گزينه پاسخF


Fخوش تعريف است و در تمامي نواحي  
 

 است (چرا؟) بنابراين ازF  
 

  توانيم بنويسيم: ، مي
F.dr .dr d       
   

  

  آيد: انتگرال بگيريم، به دست مي rتا  حال اگر از   
r r r

ˆ ˆr F.dr ar r.dr r a r dr ar          2 2 31
3  


  

از آنجا كه     :است خواهيم داشت  (r) ar   31
3  



y ˆF x e k


   zFهاي به دست آمده برايبا مقايسه جواب 3
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 براي ميدان برداري :13مثال
 

u V    :پتانسيل برداري برابر است با  

1( u v v u  
1
2

 
  2(  v u u v  

1
2

 
  3(  u V v u

 
  

1
  هر سه گزينه )4  2

   :گيري ازكنيم جواب را بسازيم. با كرلها پاسخ را يافت. اما سعي ميگيري از گزينهتوان با كرلمي  »1«گزينه پاسخu v


vو  u


اي به جمله 
uصورت  v 

 
  ايجاد خواهد شد. داريم:  

 u v u v u[ ( v)]      
       u v , v u v u v[ ( u         



       
)] v u 



 
  

  بنابراين خواهيم داشت:

        u v v u u v v u u v B u v u v v u
                   
 

12 2
               

   

  
 اگر يك بردار به صورت :23مثال 


ˆA kf ,   باشد آنگاه

 
A  :عبارت است از  

1(f f
ˆ ˆ
 

  
 

  2( f f
ˆ ˆ
 

 
  
1  3( f f

ˆ ˆ
 

  
  
1  4( f f

ˆ ˆ
 

  
  
1  

   :كنيم. با توجه به اينكه تنهاي كرل استفاده مياز رابطه  »2«گزينه پاسخh  2  دارد:  1مقداري غير از  

 

ˆˆ ˆ k

f f
ˆ ˆA

z

f ,

 
    

    
      

 

1 1 

 

  

  
 ي شتاب در جهتمؤلفه :33مثال̂ ي متحرك در فضا برابر است با: يك ذره  

1(  2(  2   3(   2   4( 2  
   :دهيم: قرار ميگيري از بردارهاي يكه را مورد توجه ابتدا مشتق  »2«گزينه پاسخ  

     d d ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆiSin jCos iSin jCos iCos jSin
dt dt

  
                


  

  توان نوشت:همچنين مي   d d ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆCos i Sin j Cos i Sin j
dt dt


           


   

ˆẑ k  

ˆبنابراين اگر ˆr zz  


dr  كند؛ بنابراين خواهيم داشت: باشد، مكان ذره را معلوم مي 
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆV zz zz

dt
         
      

dV  در نتيجه داريم:  d
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆa ( z z) z z

dt dt
         


           

  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆz z    2         
  ˆ ˆ ˆ( ) ( ) z z      2 2       

aپس   
2   .است  
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 ي لاپلاس كه فقط تابعي از پاسخ معادله :34مثالr ) :است، برابر است باA  وB (دو عدد ثابت هستند  

1(A B

rr
2  2( Ar B  3( A

B
r
2  4( A

B
r
  

   :بايستمي  »4«گزينه پاسخ(r)


  
رسد از اشكال مختلف موجود برايرا حل كنيم. به نظر مي 2 r


 2تر است. ، شكل اول از همه مناسب

(r) 2 نويسيم، داريم: را در مختصات كروي مي  
d d d d d d A A

r r r A B
dr dr dr dr dr dr rr r

                      
   

2 2 2 2
2 2
1    

  
 بردار  :35مثال̂ اي برحسب مختصات كروي برابر است با:در مختصات استوانه  

1 (ˆr̂ sin cos     2( ˆr̂ sin cos     3( ˆr̂ cos sin     4( ˆr̂ cos sin     
   :2«گزينه پاسخ«  ̂ توان برحسب مختصات دكارتي به صورت روبرو نوشت:را مي  ˆ ˆˆ i cos jsin     

ˆاي، يكسان است لذا از نكته قبل با جايگذاري به جاي هاي كروي و استوانهبين مختصات ي مختصه ˆj, i :برحسب مختصات كروي خواهيم داشت  
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos (r sin cos cos cos sin ) sin (r sin sin cos sin cos )                   

ˆ  آيد:سازي به دست ميبا ساده ˆˆ ˆ ˆr sin (sin cos ) cos (sin cos ) r sin cos              2 2 2 2  
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  دومفصل 
 »ماتريس تانسور و«

 حاصل دترمينان :1مثال

  
  

  
  





1
1

1
1

  برابر است با:  

1( 1  2 (1-  3 (  4 (2  
 :توان نوشت: بنابراين ميبسط نسبت به سطر سوم مناسب است. »  1«گزينه  پاسخ  

D ( )( )

 
 

 

  


3 4
1

1 1 1
1

  

D  :يمدار حال با بسط نسبت به سطر اول ( ) 


   


1 2 11 1 11



  

  

 حاصل دترمينان :2مثال
 

1 4 2
1 5 2

2 3 4
  برابر است با:  

1( 52  2 (26  3 (28   4صفر (  
 :تا در ستون اول دو عضو صـفر  كنيم. ت، اما در ابتدا نصف ستون سوم را به ستون اول اضافه ميتوان مقدار را با بسط همسازه يافمي»  3«گزينه  پاسخ

  آيد: دست ميه بتر به جواب برسيم. داشته باشيم و سريع

( )

 

     
   

   

11 2 4 221 4 2 2 4 2
11 5 2 1 2 5 2 5 222 3 4 3 412 4 3 42




          

P  آيد: دست ميه ب م كهتوانيم بر حسب ستون اول بسط دهيحال مي ( ) ( )      
 

1 1 5 22 1 2 2 6 283 4   

  

 در دستگاه معادلات روبرو   :3مثالy  چقدر است؟  
x y z

x z

y z

  
  
   

2 1
2 2
2 1

  

1 (



3

1  2 (



3

1  3 (3
5  4 (

3
5  

   :توان نوشت:سطر و ستون دوم ماتريس ضرايب، ميذف با استفاده از دستور كرامر با خ»  1«گزينه پاسخ  

                          y
y








 

   




1 1 1
2 2 1

1 1 3
1 2 1 1
2 1

2 1
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 ضرب حاصل :4مثالAB  اگر


B ( ) , A
 

    
 

21      باشد:  1

) 2  ) قابل انجام نيست.  1 
 
 

2 2
 

    3 ( 
  

2
2



    4 ( 
 
 

2 2
 

   

 :ماتريس »  2«گزينه  پاسخA 2 B 1است و  1   داريم: بنابراين قابل انجام است.  ABلذا  2

 AB 




 
          

 
1 2

2 2
2 1

2 2 21 1 
 


     

 

 اگر :5مثالAB   ست؟ درست اگزينه باشد كدام  
1 (det B det A    2 (A      3 (B      4يا (A   ياB  .برابر با صفر است  
 :اگر»  1«گزينه  پاسخAB    ًباشد لزوماA  وB  .صفر نيستند  

Bمثلاً براي  , A
   

    
   

1
1
  
  

  

AB  صفر نيستند.  Bو  Aما ا
    

     
    

1
1

    
    

     

det(AB)   داريم: از طرفي det( ) det A det B      
  
  

 مولدهاي گروه :6مثالSU( iيدر رابطه 2( j k[z , z ] iz كنند كه صدق ميk  وj  وi ي آنهـا  بارهدهند. كدام گزينه دراي را تشكيل ميترتيب دوره
   درست است؟  

  ) همگي رد صفر دارند.   2  ) همگي دترمينان صفر دارند. 1
2هاي) الزاماً ماتريس3    توان هر سه را همزمان قطري كرد. ) مي4  هستند.   2
 :زيرا »  2«گزينه  پاسخ  k i j i j j i i j j i i j i jTr[z ] iTr([z ,z ]) iTr(z z z z ) iTr(z z ) iTr(z z ) iTr(z z ) iTr(z z )              

شوند، هاي بالاتر). در ضمن اگر همگي قطري باشند در آن صورت همگي صفر مي(نمايش بعدي هم دارند 3ن مولدها نمايش ها غلط است. ايساير گزينه
شوند و اين حالت متناظر با مولد ها صفر ميتمامي ماتريس داده شده در صورت سؤال، ي بنيادياز رابطه شوند.جا ميهزيرا دو ماتريس قطري با هم جاب

)SU ي است و نهگروه تك عضو )2 .  
 

 يك ماتريس :7مثالn n هات. حاصل جمع مجذور تمام درايهمتقارن، مفروض است كه مجذور آن برابر ماتريس يكه اس :  

1 (n2  2 (n  3 (n n2  4 (n n2  
 :اگر ماتريس مدنظر را با »  2«گزينه  پاسخA ،نمايش دهيمA 21 داريم: است. لذا   Tr (A ) Tr ( ) n 2  

ij  توان نوشت: حال مي ji ij
i, j ij

Tr(A ) a a (a )  2 2  

ijيعني .ي فوق، از متقارن بودن استفاده شده استقسمت آخر در رابطهكه در  ) درست است2ي (بنابراين گزينه ji(a a )   
  

 حاصل :8مثالTr(A A)  :  

1 (Tr(A)  2 (Tr(A)2  3 (Tr(A)  4 (Tr(A)
1
2

  

 :عناصر روي قطر اصلي»  2«گزينه  پاسخA وA زيرا .برابر هستندii iiA A است و لذاTr(A) Tr(A)  :پس  

1 
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Tr(A A) Tr(A) Tr(A) Tr (A) Tr (A) Tr (A)       2  
  
  

 تحت تبديل يكاني:    :9مثال  
  ) دترمينان صفر است. 4  ) رد صفر است. 3  ماند. ) دترمينان ناوردا باقي نمي2  ماند. باقي مي ) رد ناوردا1
 :زيرا داريم: »  1«گزينه  پاسخ  † †Tr(UAU ) Tr(U UA) Tr(A)   

     

 كدام گزينه درست است؟  :10مثال      
  هرميتي است.    ABهرميتي باشند،  Bو  A) اگر 2  ماند.  هرميتي مي ،) يك ماتريس هرميتي، تحت تبديل يكاني1
Uهرميتي باشد، آنگاه  يكاني و هم هم U) اگر 3    .اگر 4   است (U  آنگاه ،هرميتي باشد يكاني و همهمU 2   .است    
 :اگر1ي (كنيم. در گزينهها را تك تك بررسي ميگزينه»  1«گزينه  پاسخ (†A UAU   :باشد  

† † † † † † † †A (UAU ) (U ) A U UAU A      
†  داريم: 2ي در گزينه † †(AB) B A BA   

[A,B]نيز هرميتي است كه  ABلذا تنها زماني    باشد ياAB BA . داريم از يكاني و 4ي (است. در گزينه) مثال نقض ماتريس واحد 3(در گزينه (
UU†هرميتي بودن U  Uو لذا 21 2  نيست وU 2   . (راه ديگر مثال نقض به كمك ماتريس واحد است)است 1

[A,B]  شود: ف ميتعري مقابلصورت ه گر دو ماتريس، بي تعويضكروشه گر:ي تعويضكروشه AB BA   
[C,[A,B]]  كند:  اين كروشه در اتحاد ژاكوبي صدق مي [[B,C],A] [[C,A],B]     

  داريم: ازير
[[A,B],C] [[B,C],A] [[C,A],B] [AB,C] [BA,C] [BC,A] [CB,A] [CA,B] [AC,B]         

ABC CAB BAC CBA BCA ABC CBA ACB CAB BCA ACB BAC               
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 را پيدا كنيد. زيرويژه مقادير و ويژه بردارهاي ماتريس  :11مثال   
 
 

  
A

 
   
 
 

1
1  

Aبا تشكيل I     معروف است داريم:  ايي سدهمعادلهكه به  

( )




       





 

 

2
1 11 11   

,  آيد: دست ميه با بسط نسبت به سطر آخر، ب  1  
3توان يك ماتريس ه حل مسأله ميبدون ادام  Aبراي به دست آوردن فرم قطري ماتريس اينها ويژه مقادير هستند.  دانست كه ويژه  Aرا قطري شده  3

DAمقادير عناصر روي قطر هستند. 

 
  
 

 
   
  

1

1
  له بازخواهيم گشت. به اين مسأ 

i(Aي از رابطه ويژه بردارها بدست آوردن براي I) r     :داريم     
x y x

y x y

z z

          
                    

                 

1
1

 
  

   
  

,،z،مقادير مختلف به ازايتوانيم حال مي y,x .را بيابيم و در نتيجه ويژه بردارها را معلوم كنيم   

  i i

x x y (x)

A r r y y x (y)

z z (z) (z)

  
      

    

      
                
           

1
1  

  i jr r x y z z z              2 2 2 21 1 1  

Z  توانستيم يكنيم، البته م+ انتخاب مي1را برابرz  1  در اختلاف فاز  -1+ و 1را نيز جواب بگيريم. تفاوت بينie   است و در فيزيك اختلاف فاز هر
  چه باشد در نتيجه نهايي تأثيري ندارد. 

ازايه ب    ،z ,x , y   1 بود؛ لذا خواهد


 
 
 
 
 1

ازايه ببه همين ترتيب ويژه بردار است.   1، y x , z    لذاx y  است. براي

  :را به كار ببريم. يعني بهنجارششرط بايست، مي yو  xدست آوردن ه ب

 r r 1 لذا
x

(x x ) x x x

 
      
 
 

2 12 1
2




  

بنابراين ويژه بردار متناظر با  1 ،
 
 
 
 
 

1
1 1
2 

است و به همين روش براي   1 آيددست ميه ب:
 
  
 
 

1
1 1
2 

   

  
  

 براي يك ماتريس :21مثال2 1، دترمينان2
5و رد 6

      است. مقادير ممكن براي ويژه مقدارها:   6

1 (, 
1 1
2 3  2 (, 

1 1
2 3  3 (,

1 1
2 3  4 (,

1 1
2 3  
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 براي يك ماتريس »  4«گزينه  اسخ:پ2 است زيرصورت ه داريم: شكل قطري ب 2 
  

1
2




و لذا دترمينان  1 و رد 2  1 پس دستگاه  2

  آيد: دست ميه ب زير
  

   


1 2

1 2

1
6

5
6

  

فاده ازبا است 
2

1

1
)  خواهيم داشت:  1براي 6 )( ) ,                2

1 1 1 1 1 2
5 1 1 1 1 1
6 6 2 3 2 3  

  ها، پاسخ را پيدا كنيم. توانستيم با جايگذاري گزينهالبته بدون حل هم مي

  
  
 6ي تانسور رتبه :13مثال ijk mnT  ي مستقل دارد به شرطي، كه نسبت به هر زوج انديس پادتقارني باشد؟   مؤلفهبعدي، چند  7در فضاي      

  42) 4  21) 3  7) 2  ) صفر1
 :يك از دو انديس هيچ »  2«گزينه  پاسخT توانند برابر باشند زيرا مثلاًنمي،T T 132456 لذا تعداد  .است (به جهت پادتقارني بودن) 123456

ها برابر است با: مؤلفه 
 

 

7 76    

     
  

 رو كدام است؟ت روبهحاصل عبار :14مثال  ( i j).(ij ii jj)  3 2  
1 (i j6  2 (  3 (ji ii  4 (i j6 2  
 :بايد بردار  »4«گزينه  پاسخi j3  .را از چپ ضرب داخلي كنيم  ( i j).(ij ii jj) ( j i) j j i       3 2 3 6 2 6  

  
 ي سوم تانسور مرتبه  :15مثالT ي كه در رابطهT T T    ي مستقل دارد؟بعد چند مؤلفه 5كند در صدق مي  

1 (35  2 (45  3 (55  4 (65  

 :له را در حالت كلي مسأ  »2«گزينه پاسخN كنيم. اگر هر سه انديس متفاوت باشندبعد حل مي، N 
 
 3  امـا هـر يـك از     دهـد، رخ مـي انتخاب انديس

T  انتخاب شود: 123مثلاً اگر  ؛زا منجر خواهد شدها به دو حالت مجبانتخا T T T T T   123 312 231 132 213 321  

Tو  T132 Nبنابراين  ،(در حالت كلي) 123 
 
 

2 Nآنگاه  ،انديس يكسان باشند 3آيد. حال اگر دو انديس از حالت از اينجا بدست مي 3 
 
 2 اب داريم انتخ

  آيد:را انتخاب كنيم بدست مي 1و  2زيرا اگر به عنوان مثال  ؛كه هر يك به دو حالت مجزا منجر خواهند شد و در حقيقت ترتيب انتخاب مهم است
  T T T 112 121 211  

T  آيد:را انتخاب كنيم بدست مي 1و  2و اگر  T T 221 212 122  
  :برابر است با پس تعداد حالات كلي ؛حالت داريم Nيكسان باشند در نهايت اگر سه انديس 

  N N N(N )(N )
N N(N ) N

     
        

   

1 22 2 13 2 3  

Nازاي ه كه ب  )  داريم:  5 ) ( ) ( ) ( )   
1 5 4 3 5 4 5 453  

  
  
  



  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  15  رياضي فيزيك

 هاي ذيل صحيح است؟كدام يك از گزينه :16مثال  
1 (det( A) det A   
سـومي   آنگاه جابجاگر اول با حاصل جابجـاگر دومـي و   ،يس مفروض اگر جابجاگر اولي و سومي و جابجاگر اولي و دومي صفر باشدبراي هر سه ماتر) 2

  صفر است.
3 (det C det A det B   اگر كهC A B   
Cاگر ) 4 AB،  آنگاهtrC trA trB   
 هاي ماتريس در يه؛ زيرا اگر تمامي دراغلط است: 1گزينه  »2« گزينه اسخ:پ1 دترمينان در  ،ضرب شودn( )1  ضرب خواهد شد كهn  تعداد سطر

  و يا ستون آن است.
[A,C]آنگـاه   ،نشـان دهـيم   Cو ماتريس سـوم را   Bماتريس دوم را  ، Aاگر ماتريس اول را با  :2گزينه     و[A,B]      اسـت و از دسـتور ژاكـوبي 

[A,[B,C]]  :خواهيم داشت [B,[A,C]] [C,[A,B]]        

Aبه عنوان مثال نقض اگر  ؛اين گزينه غلط است :3گزينه 
 

  
 

1 
 

Bو  
 

  
 1
 


Cآنگاه  ،باشد 
 

  
 

1
1



detاسـت و    B , det A   

detولي  ،است C 1  .كه اشتباه است  

Aاگر  ؛اين گزينه هم غلط است :4گزينه 
 

  
 

1 
 

Bو  
 

  
 1
 


Cآنگاه  ،باشد  AB   وليtr (A) 1  وtr (B) 1 اماtr C   .است  

 

 كدام گزينه غلط است؟  :17مثال  
ijي زني دوگانهاگر جمع) 1 i jK A B  براي هر دو بردارiA  وjB ناوردا باشد، ijK ي دوم است.قطعاً تانسوري مرتبه  
  ي مستقل است.مؤلفه 21داراي  iklmRي چهارم چهار بعدي ريمان ـ كريستوفل تانسور خمش مرتبه) 2
  يگر صفر هستند.ها در هر دستگاه داين مؤلفه ،هاي تانسوري از هر مرتبه در يك دستگاه مختصات صفر شونداگر مؤلفه) 3
  باشد. ijي دوم همسانگرد در فضاي سه بعدي بايد مضربي از يك تانسور مرتبه) 4
 :پردازيم: ها ميبه بررسي گزينه  »2« گزينه پاسخ  

  ي خارج قسمت صحيح است. اين گزينه طبق قاعده :1گزينه 
kilmي اين تانسور در رابطه :2گزينه  iklm ikmlR R R    شـرط   دهـد. همچنـين  كـاهش مـي   36بـه   256هـا را از  كند كه تعداد مؤلفـه صدق مي

iklm lmikR R،  دهد و شرط كاهش مي 21اين تعداد را بهiklm ilmk imklR R R     20لـذا ايـن تانسـور     ؛دهـد كاهش مـي  20تعداد را به 
  لط است. غ 2ي ي مستقل دارد و گزينهمؤلفه

  :داريم دارهاي تانسور در دستگاه اول صفر باشند در هر دستگاه ديگر پريماگر مؤلفه :3گزينه 
i j k l

ijkl... mnpq...
m n p q

x x x x
A ...A

x x x x

       
   

  

  به طور واضح در هر دستگاه ديگر نيز هر مؤلفه صفر است.  بنابراين
 

 براي   :18مثالA
 

  
 

2 1
1   كدام است؟ LnAحاصل  2

1 (Ln
 
 
 

3 13 1 3  2 (Ln
 

  

1 13 1 1  3 (Ln I 2 23  4 (Ln
 
 
 

1 13 1 1 

 :ـ هاميلتون است. اگر  كيليبهترين راه استفاده از قضيه   »4« گزينه پاسخA گاه براي هر ، آنيك ماتريس دو در دو باشدf(A) :تحليلي داريم  
f (A) a bA   

f كنند:صدق مي Aماتريس  2و 1در دستگاه ذيل براي ويژه مقادير  bو  aكه  ( ) a b , f ( ) a b       1 1 2 2   

A براي به دست آوردن ويژه مقادير: I ( )
  

              
22 1 32 11 2 1 

 
  



  
 

 

رياضي فيزيك  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  16

lnبنابراين اگر  A a bA  گاه داريم:، آنباشد 
a b Ln

a b

 
  

3 3
 

  

ln)از حل دستگاه A a bA)  داريم: b Ln a Ln  3 3   

LnA : در نتيجه Ln Ln Ln
     

        
     

1 2 1 1 13 3 31 1 2 1 1



  

 

 هاي ماتريس  :19مثال4 ديراك به صورت  4 , , , ,   1 2 }ي شوند كه در رابطهنشان داده مي 3 , } g I  
   4 Iكنند كه صدق مي 42 4 4 

4ماتريس واحد  gو   4 g g g       11 22 33   است؟ غلطصفر است. كدام يك از روابط ذيل  gو باقي عناصر  1
1(g Tr( )    4  2(i(det( ) ) (det( ) )    2 2 1  
3({ , } g        2  4([ , ] g g            2 2  
 :كنيم:ها را تك تك بررسي ميگزينه  »3« گزينه پاسخ  

} :1گزينه  , } g I      
         4 42   

  Tr( ) g Tr(I ) Tr ( ) g Tr( ) g g
             

                 4 4
4

12 8 8 42  

)det  :2گزينه  ) det( y ) g det I    
     4 42  

 در نظر گرفتن با   خواهيم داشت :  (det ) g  
222 2  

det)  توان نتيجه گرفت كه:بنابراين مي ) , (det ) (det ) (det )        2 1 2 2 2 3 21 1    
[A,BC]  :4گزينه  ABC BCA (AB BA)C B(CA AC) {A,B}C B{A,C}         

]  داريم:  2لذا با نتايج حاصل از بررسي گزينه  , ] { , } { , } g g                          2 2  
  زيرا: اشتباه است  3گزينه در نتيجه 

  g { , } { , }                                           2    
 

 اگر   :20مثال
i

A
i

  
    
 

2

4
sinباشد، آنگاه   A كدام است؟  

1 (
i

i

 
  

  
 

2

2




  2 (

i

i

   
   

 

22

22

  3 (
i

i

   
 

 
 

2

2




  4 (

i

i

 
  

  
 

22

22

  

 :ي قضيه كيلي هاميلتون است. اگر بهترين راه حل استفاده از نتيجه  »1« گزينه پاسخA  يك ماتريسi ,n n  ،n   ،مقادير ويژه اين ماتريس باشـند

آنگاه اگر 
n

i
i

i

f (A) A



 

1


  خواهيم داشت. باشد به ازاي هر ويژه مقدار  

n
i

i
i

f ( )



   

1


    

  يابيم:را مي Aابتدا مقادير ويژه ماتريس 

  
i

A I ( )i 

                     


2 122

2

3
2

4
4 2

  

sinحال اگر  A a bA  يابيم كه باشد، با جايگذاري مقادير ويژه، دستگاهي ميa  وb توان از روي آن يافت.را مي  

a b , sin( ) a b a b ( )
    

                
1 2

3 3 21 1 2 12 2 2 2 2  

sin) در معادله 1حال با جايگزين كردن روابط ( A a bA   :داريم

 

ii

sin A a bA i i

                             

2

2
1 22 1

4 2


 

 

     



  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  17  رياضي فيزيك

 است؟ اشتباهيك ماتريس پادهرميتي است. كدام گزينه   :21مثال  
  ژه مقادير متفاوت ممكن است متعامد نباشند.ويژه بردارهاي مربوط به وي) 2  حداقل يك ويژه مقدار اين ماتريس صفر است.) 1
  اين ماتريس يك ماتريس نرمال است.) 4  رد اين ماتريس موهومي محض و يا صفر است.) 3
 :است كه ييك ماتريس پاد هرميتي ماتريس »2« گزينه پاسخ†A A د شـو ايـن مـاتريس بـا هميـوغ هرميتـي خـود جابجـا        حـال اگـر   . باشـد مي

[A,A ]   لذا اين ماتريس يك ماتريس نرمال است. ويژه مقادير اين ماتريس يا صفر و يا موهومي محض هستند و چون رد اين ماتريس برابر بـا   ؛است
دترمينـان  گذشته از اين  .يستولي از اين دو حال خارج ن ،جمع ويژه مقادير است پس رد نيز موهومي محض است و يا در حالتي ممكن است صفر هم باشد

  نادرست است. 2ي پس يك ويژه مقدار حداقل صفر است. لذا گزينه ،هم ضرب ويژه مقادير است كه چون آشكارا صفر است
 

 ي عباراتي نظير ي نسبت عام نياز به محاسبهنظريهدر   :22مثال( g )

g
 


 دترمينـان  gي دوم) و متريك فضازمان (تانسور متقارن مرتبه gاست كه  

  شكل ماتريس اين متريك است. مقدار اين عبارت برابر است با:

1 (g g
1
2  2 (g g

1
2  3 (g g

1
2  4 (g g 

1
2  

 :ك ماتريس نظير براي ي »4« گزينه پاسخM :داريم  Tr(LnM) Ln(det M)  

Tr(M آيد:بدست مي Mگيري نسبت به با وردش M) det M
det M

   1 1
 

  

detحال اگر  M g Mو  1 g آيد:باشد، با جايگذاري بدست مي  g g g g g g g ( )
g

   
       1 1 1 1  

g سازي داريم:  و ساده با استفاده از روابط  ( g ) ( g ) ( g ) ( )
            

1 3
1 1 12 21 22 

  

) توان نوشت:) مي2) در رابطه (1با جايگزيني رابطه ( g) ( g) g ( g) g g
g

 
         

3 3
12 21 1 1

2 2 
  

)  سازي داريم: سازي و مرتبحال با ساده g)
g g

g


 
  



1
2    

 

 تانسور هاي مستقل تعداد مؤلفه  :23مثالT  ي بعد چقدر است اگر كه عناصر اين تانسور در رابطه 11درT T   صدق نمايند؟  
1 (  2 (7249  3 (726  4 (( ) 2121   
 :هاي مستقل كه به جـاي  انديس اول با دو انديس آخرش پاد متقارن است. تعداد انديس 2نسبت به جابجا ساختن  اين تانسور  »3« گزينه پاسخ 
211گيرند برابر با: قرار مي Tدر    ممكن است.  راي حالت نيز ب 121است و همچنين  121

حالـت مختلـف    121توانند مي bو  aبرابر گرفت كه هر يك از  abGهاي تانسور كاملاً پاد متقارن هاي اين تانسور را با تعداد مؤلفهتوان تعداد مؤلفهلذا مي
n)ها برابر است با: ؤلفهداشته باشند. تعداد اين م )121:  

  n (n )   
 

1 121 12 7262 2  

 

 هاي كدام يك از ماتريس  :24مثالR  ذيل با ضرب†R AR  ماتريسA

 
   
 
 

1
1
 
 

  
 كند؟مي يرا قطر 

1 (R


  

 
 

  
  

1 1
1
2

1 2 1
  2 (R



  

 
 

  
 
 

1 1
1 1 2 1
2

  3 (R


 



 
 

  
  

1 1
1 1
2

1 2
  4 (R




 

 
 

  
 
 

1 1
1 1 1
2

2
 

  
  



  
 

 

رياضي فيزيك  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  18

 :يابيم:ي ويژه مقداري را حل و ويژه مقادير را ميابتدا معادله  »4« گزينه پاسخ  

  A I ( ) , ,


     
 


                     



3 2
1 2 3

1
1 1 1 1  

 پردازيم:مي zو  x ،yهاي بين حال به محاسبه بردار ويژه و رابطه

x y
y x

y x
z

z

 
 


   

    
                

    

1
1

 

  

بنابراين براي   1 توانيم بردار ويژه بهنجار را محاسبه كنيم:مي  | r



 
   
 
 

1

1
1 1
2

  

حال براي  :داريم  y , x | r


  

 
      
 
 

2
1

  

همچنين براي  1 ار داريم: با بهنجار كردن ويژه برد 

 

x y , z | r


 
      
 
 

3

1
1 1
2

 

  

بنابراين با توجه به اينكه ماتريس  R | r | r | r   1 2 R†با ضرب  3 AR ،A كند خواهيم داشت:را قطري مي  

  R




 

 
 

  
 
 

1 1
1 1 1
2

  است.  4ترمينان صفر و يا مثبت باشد، از اين رو پاسخ گزينه ساز نبايد داراي دماتريس قطريروش دوم:   2
  

 اگر   :25مثالijk...A  تانسوري از مرتبهn آنگاه  ،باشدijk...

xk

A

 . .........  
nدر هر دستگاه مختصاتي، تانسوري از مرتبه)1 1.در هر دستگاه مختصاتي، تانسوري از مرتبه )2 استn 1 .است  
nدر دستگاه مختصات دكارتي، تانسوري از مرتبه)3 1.تانسوري از مرتبه )4 استn باشد.مي  
 :گيري از يك تانسور مرتبه شتقطور كلي مبه  »3« گزينه پاسخnرا به يك تانسور مرتبه ام آن(n )1كند، چون در اين صـورت تحـت   ام تبديل مي

  تبديل مختصات داريم:
n

ijk... j npq...i k r

m n p q m r

A x Ax x x
...

x x x x x x



      


      

1

 

mاگر  k ختصات از تعداد گاه دو ضريب تبديل مآن ،قرار گيرد(n )1 شود و داريم:ضريب اوليه كاسته مي  rk r r
q

q k q

x x x

x x x

  
   

  
 

(n )

ijk... j npq...i

k n p q

A x Ax
...

x x x x



   


   

1

 

n)پس تانسور حاصل، تانسوري از مرتبه  )1 .است  
nبه  nكند؛ يعني در ابتدا رتبه تانسور از به به رتبه تانسور اضافه ميگيري، يك مرتتوانستيم از ابتدا درنظر بگيريم كه مشتقهمچنين مي 1 يابد؛ اما افزايش مي

nشود، يعني از رتبه مي 2شوند، موجب كاهش مرتبه تانسور به ميزان عمل ادغام كه بواسطه آن، دو انديس برابر هم قرار داده مي 1  بهn 1.  

 به يادآوري است كهدر اينجا لازم 
ij...
k ...

m

A

x




 كند، چون به عنوان نمونه داريم:صورت يك تانسور رفتار نميهاي مختصات غير دكارتي، بهدر دستگاه  

  
ij...

j p q mn...k ... i
pq...k

m m m n

x x xA x
( ... ...A )

x x x x x x

    


       


  

حاصل اثر 
mx




pبر مشتقات ديفرانسيلي  

k

x

x




pهاي دكارتي، غير صفر است ديگر برخلاف دستگاه 

k m

x

x x




  

2
 ) باشد.) صحيح مي3. پس تنها گزينه  

  مرتبه

  مرتبه



  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  19  رياضي فيزيك

 باشد؟هاي زير صحيح نميحاصل كداميك از دترمينان  :26مثال  

1 (
1 3 2
6 4 5
2 6 4

  2 (
1 3 2
3 4 6
2 3 4

  3 (
2 2 3

4 2 1
     4 (

2 1 2
3 2 1
4 4 4

  

 :طبق تعريف دترمينان:  »4« گزينه پاسخ  
  الف) اگر دترميناني دو سطر يا دو ستون مساوي داشته باشد حاصل آن صفر است.

  ي مساوي صفر باشد حاصل آن صفر است.ب) اگر همه عناصر يك سطر يا همه عناصر يك ستون در دترمينان
  شود.ج) اگر همه عناصر يك سطر يا همه عناصر يك ستون دترمينان را در يك مقدار ثابت ضرب كنيم خود دترمينان در آن مقدار ثابت ضرب مي

ضربي از عناصر ستون ديگري را (سطر بـه  د) اگر به عناصر يك سطر مضربي از عناصر يك سطر ديگر (ستون به ستون) اضافه كنيم يا به عناصر يك ستون م
  كند.سطر) بيفزاييم، مقدار دترمينان تغييري نمي

  خاطر بسپاريم.ها بهبهتر است اين چهار قانون را در مورد دترمينان
  ) به اين دليل نادرست است كه سطر سوم، مضربي از سطر اول نيست.4گزينه (

 

 رابطه   :27مثال(A B)(A B) A B   2   داشته باشيم: Bو  Aهاي تنها هنگامي برقرار است كه براي ماتريس 2

1 ([A,B]    2 ({A,B}   3 (B
A  2  4 (A

B  2  

 :پس داريم: ،پذيري داردتوزيع ها ويژگيطبق تعريف قاعده ضرب ماتريسي، ضرب ماتريس  »1« گزينه پاسخ  
(A B)(A B) A(A B) B(A B) AA AB BA BB A AB BA B             2 2  

[A,B] شود:تعريف مي مقابلصورت به Bو  Aهاي جاگر ماتريسكروشه جابه AB BA   

A و داريم: AB BA B A B (AB BA) A B [A,B]         2 2 2 2 2 2   
[A,B]كه اگر    رابطه مورد نظر برقرار خواهد بود. ،باشد  

 

 عملگر   :28مثالA(t , t)   تغييرات تابع موج ازt  تاt   كند. به ازايرا توصيف مي  حقيقي و آنقدر كوچك كه بشود از :صرفنظر كرد داريم  

  

i

A(t , t) H(t)    1  
  :عملگري يكاني باشد آن است كه Aشرط لازم و كافي براي اينكه 

1 (H H 1  2 (det | H |1  3 (†H H  4 (det | H |   
 :طبق تعريف عملگري يكاني است كه ترانهاده آن عملگر با وارون آن برابر باشد، يعني   »3« گزينه پاسخ†A A AA†و  1 1  

  داراي اين ويژگي باشد بايد داشته باشيم: Aپس براي اينكه عملگر 
† † † † †i i i i i i

A A ( H(t))( H (t)) H (t) H(t) HH H (t) H(t)
     

          
2
2

11 1 1 1
     

 

  :و بالاتر خواهيم داشت 2پوشي از جملات مرتبه با چشم
† †i

AA (H (t) H(t))


  1


 

AA†شرط لازم و كافي براي اينكه  1  شود، اين است كه†det H H  و اين به معني آن است كه عملگرH .بايد عملگري هرميتي باشد  
  

 را بيابيد: روبروويژه مقدارهاي ماتريس   :29مثال  A

 
   
 
 

1
1

1 1

 
 


    

1 (/ 1 1 5
2  2 (, ,  1 1   هيچكدام) 4  11,) 3  1

 :دست آوردن ويژه مقادير يك ماتريس بايد معادله مشخصه را تشكيل دهيم، يعني:براي به  »1«گزينه پاسخ  det | A |  1  
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  مورد اين ماتريس داريم:روند. در شمار ميبه Aهاي حاصل از اين دترمينان همان ويژه مقادير ماتريس ريشه

| A | A

  
        
   

1
1 1 1

1 1

 
 


 

( )( )( ) ) ( )( ) ,

 


                  
 

2
1

1 51 1 1 1 1 1 1 21 1

 
 


 

 

 يكي از ويژه بردارهاي بهنجار ماتريس   :30مثالA

 
   
 
 

1
1 1
1 1

 



  را بيابيد.  

1 (( , , )
1 1

2 2
  2 (( , , )

1 1
2 2
  3 (( , , )

1 2
2

  4 (( , , )
1 2
2
  

 :شود.اي حاصل ميطبق تعريف، ويژه مقادير يك ماتريس از مساوي قرار دادن دترمينان سده  »1« گزينه پاسخ  

  det(A I)

       
                  
            

1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

     
    

   
  

  ( ) ( )(( ) )

 
 

          
 

 

2
1 1 11 1 1 1 1 11 11 1

 
 


  

  ( )( ) ( )( ) , ,                  21 1 2 1 1 2 1 2  
A)اكنون معادله ويژه مقداري  l)|r   يبه ازا     آيد:ميبدست  

  
x

x
( A) A y

y z
z


  

                  


 


   




1
1 1 1

1 1
  

)   :باشد عبارت است ازبردارهايي كه بهنجار نيز مي يكي از ويژه , , )
1 1
2 2

  

 

 اگر  :31مثال...ijkA  تانسوري از مرتبهn گاه در دستگاه مختصات دكارتي نآ ،باشد...ijk

i k

A

x x



 

2
  از مرتبه ......... است. 

1 (n 2  2 (n 1  3 (n 1  4 (n  2  
 :هموردايي از همان تانسور قرار گيرد به علت قاعـده   هاي پادوردايي يك تانسور برابر با انديسديساگر يكي از ان ،در حساب تانسوري  »1« گزينه پاسخ

  شود.ادغام، يك مرتبه از مرتبه تانسور كم مي
شـود مرتبـه تانسـور بـه انـدازه دو مرتبـه       اند موجب ميق قرار داده شدهدر مشت  kو  iهاي ، مساوي انديسردر تانسو kوiهاي در مورد اين تست انديس

  كاهش يابد.
 

 اگر ماتريس   :32مثالA  وB هاي ضربگاه حاصلهاي زير تعريف شده باشند، آنصورتبهA B
   وB A

 به ترتيب كدامند؟  

  B

 
   
 
 

1 1
2 2
1 1

Aو   
 

  
 

1 2 1
1 3 2  

1 ( 
 
 
1 6
9 و  2 

 
 

6 1
3 2  2 ( 

 
 
2 9
1 و  6 

 
 

3 1
2 4  3 ( 

 
 

6 6
9 و  9

 
 
 
 

2 5 3
4 1 6
2 5 3

تعريف نشده  و  ) 4   
 
 

6 6
9 9  
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 :با استفاده از ضرب خارجي دو بردار داريم:    »3« گزينه پاسخ  

A B , B A C  

   
                       

   
3 2 2 3 3 3

1 1 2 5 31 2 1 6 62 2 4 1 61 3 2 9 91 1 2 5 3

 
  

 

 حاصل دترمينان   :33مثال
2 4 3
1 2 1
1 1 1

  را محاسبه كنيد. 

1 (  2 (5  3 (4  4 (5  
 :كنيم:با توجه به تعريف دترمينان عمل مي  »4« گزينه پاسخ  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                  1 1 1 2 1 3
2 4 3 2 1 1 1 1 21 2 1 2 1 4 1 3 1 2 2 1 3 1 2 2 3 51 1 1 1 1 11 1 1

  

  شود.قابل ذكر است كه دترمينان دوم به دليل مساوي شدن دو سطر از آن صفر مي
 

 است. ابعاد فضا برابر است با: 2پادتقارن برابر با  3ي متقارن به يك تانسور مرتبه 3ي بههاي مستقل يك تانسور مرتنسبت تعداد مؤلفه  :34مثال  
1 (5  2 (6  3 (4  4 (3  

 :تعداد ابعاد فضا را   »3« گزينه پاسخN متقارن برابر است با: 3ي هاي يك تانسور مرتبهگيريم. از اين رو تعداد مؤلفهدر نظر مي  

  N N N
( )

 


3 23 8 16
N N! N(N )(N ) N N N

N N N N
(N )! !

     
         

3 21 2 3 2
3 3 3 6 6  

N  پادمتقارن برابر است با: 3ي هاي مستقل يك تانسور مرتبهتعداد مؤلفه N N N
( )

   
 

 

3 23 2 23 6  

N) برابر با 2) و (1بنابراين نسبت روابط ( N N

N N N

 

 

3 2
3 2

3 8
3 2

N  باشد پس: 2است كه بايد برابر با   N N N N N ( )    3 2 3 23 8 2 6 4 3  

N  آيد:) بدست مي3سازي رابطه (از اين رو با ساده N N N(N N ) N(N )(N )        3 2 23 4 3 4 4 1   
 

 ي دوم كلي در سه بعد .........هر تانسور مرتبه  :35مثال  
  صفر نوشت.متقارن با رد  2ي بردار و يك تانسور مرتبهتوان آن را بر حسب يك اسكالر، يك شبهپذير است و ميتحويل) 1
  متقارن نوشت. 2ي بردار و يك تانسور مرتبهتوان آن را بر حسب دو اسكالر، يك شبهپذير است و ميتحويل) 2
  متقارن با رد صفر نوشت. 2ي توان آن را بر حسب يك اسكالر، يك بردار و يك تانسور مرتبهپذير است و ميتحويل) 3
  ناپذير است.تحويل) 4

 :تر بازنويسي كرد. اگر اين ي پايينتوان آن را بر حسب تانسورهاي با مرتبهناپذير است و ميبه طور كلي تحويل 2ي يك تانسور مرتبه  »1« گزينه پاسخ
را بـه صـورت    Aتـوان جـزء پادمتقـارن    شود. از طرفـي مـي  نمايش داده مي Aرد آن كميت اسكالر است كه با  iiAگاه آن ،در نظر بگيريم ijAتانسور را 

ij ij jic (A A ) 
1
لذا اين جزء معادل يك شبه بـردار خواهـد   بعد متناظر با يك شبه بردار است؛  دانيم هر تانسور پادمتقارن در سهتشكيل داد كه مي 2

ij  ته شده است يعني:ماند يك جزء متقارن است كه رد تانسور از آن كاسبود. آنچه باقي مي ij ji ijD (A A ) A   
1 1
2 3  

اين يك تانسور متقارن بدون رد است لذا داراي 


3 4   را به صورت ذيل نوشت: ijAتوان لفه است. بنابراين ميؤم 12

  ij ij ij ijA A c D   
1
3  

  يك تانسور متقارن بدون رد است.   ijDمعادل يك شبه بردار و  ijc و اسكالر است Aكه 
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 يك ماتريس   :36مثال4 Oبه صورت  4 A

B O




 
 
 

2 2
2 2

2دو ماتريس  Bو  Aاست كه     برابر است با:هستند. دترمينان اين ماتريس  2

1 (det Adet B  2 (det Adet B  3 ((det A det B)   4 ((det A det B)   

 :اگر   »1« گزينه پاسخa a
A

a a

 
  
 

11 12
21 22

bو   b
B

b b

 
  
 

11 12
21 22

    گاه:در نظر بگيريم آن 

  

a a

a aA

b bB

b b

 
          
 

11 12
21 22

11 12
21 22

 
 

 
 

  

  آيد:با بسط نسبت به سطر اول بدست مي
a a

A
det a b b a b b

B
b b b b

 
  

 

22 21
11 11 12 12 11 12

21 22 21 22

   


 


 
  

  دهيم:دو دترمينان بدست آمده را نيز بر حسب سطر اول بسط مي

  b b b b b bA
det a a a a (a a a a )

b b b b b bB

 
    

 
11 12 11 12 11 12

11 22 12 21 11 22 12 21
21 22 21 22 21 22




  

  بنابراين حاصل دترمينان برابر است با: 

  b b a aA
det det Adet B

b b a aB

 
   

 
11 12 11 12
21 22 21 22




    

 

 اگر   :37مثالA و B  دو ماتريس هرميتي وC گاه كدام گزينه درست است؟يك ماتريس پادهرميتي باشد، آن  
1 ([C,[A,B]]  و[B,[A,C]] .2  هر دو هرميتي هستند ([C,[A,B]]  و[B,[A,C]] .هر دو پادهرميتي هستند  
3 ([C,[A,B]]  پادهرميتي و[B,[A,C]] .4  هرميتي است ([C,[A,B]]  هرميتي و[B,[A,C]] .پادهرميتي است  

 :اگر   »2« گزينه پاسخA  وB  هرميتي وC گاه:پادهرميتي باشد آن  
  † † † † † †[A,B] (AB BA) B A A B BA AB [A,B]         

†  پادهرميتي است و خواهيم داشت: [A,B]بنابراين  † † † † †[C,[A,B]] (C[A,B] [A,B]C) [A,B] C C [A,B]     
[C,[A,B]]†  توان نوشت: مي C,[A,B]با استفاده از پادهرميتي بودن  [A,B]C C[A ,B] [C,[A ,B]]     

  داريم:[A,C]پادهرميتي است و از طرفي براي  [C,[A,B]]لذا 
  † † † † † †[A,C] (AC CA) C A A C CA AC [A,C]         

  هرميتي است و داريم: [A,C]پس 
  † † † † † †[B,[A,C]] (B[A,C] [A,C]B) [A,C] B B [A,C]     

  خواهيم داشت: [A,C]و  Bبا استفاده از هرميتي بودن 
  †[B,[A,C]] [A,C]B B[A,C] [B,[A,C]]     

    درست است. 2پادهرميتي است و گزينه  [B,[A,C]]در نتيجه
 

 ماتريس   :38مثالA ،1391 ijAهايي به شكل يهبعدي بوده و داراي درا 1391 i j  حاصل  .استTr(AA)برابر است با؟  
1 ( 21392 1391  2 ( 2696 1391  3 ( 2139 1391  4 ( 2659 1391  
 :كنيم. داريم:ابتدا به رد داده شده توجه مي  »1«گزينه پاسخ  ii ij ji ij ij ij

i i , j i , j i , j

Tr(AA) (AA) A A A A A       2    

ijكه در آن از خاصيت ترانهاده  jiA A ي داده شده داريم:به درايه استفاده شده است. حال با توجه     ij
i i , j

Tr(AA) A (i j)   2  
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nتا  1بندي از بنابراين جمع 1391 توان نوشت:پذيرد. با استفاده از خواص مقدماتي سري ميصورت مي  

  
n n

i, j i , j i j

n(n ) (n )n
Tr(AA) i j n i n j n n n (n )

 

 
           2

1 1

1 1 12 2
  

  بندي مقابل استفاده شده است:جمع كه در آن از رابطه
n

m

n(n )
m






1

1
2  

Tr(AA)  لذا خواهيم داشت: ( )   2 21391 1391 1 1392 1391  
 

 براي يك ماتريس   :39مثال3  1و دترمينان آن برابـر بـا    1، رد وارون آن برابر با 2باشند و رد ماتريس برابر با  3و  1 ،2اگر ويژه مقادير  3
باشد، حاصل     2 2 2

1 2 3:  
1 (4  2 (3   3 (2   4 (1  

 :كنيم.از رابطه مقابل استفاده مي  »3« گزينه پاسخ  ( )                   2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2 3 1 22 2 2    

TrAدانيم اما مي      1 2 detو  3 A    1 2 ,، Aاست و اگر در حالـت قطـري    3 ,  3 2 A (Aروي قطـر اصـلي باشـند. وارون     1 )1 

,داراي عناصر  ,
  3 2 1

1 1 TrA  روي قطر اصلي خواهد بود لذا: 1   
  

1
1 2 3

1 1 1    

)  حال داريم: ) (TrA) ( )                 
  

2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 1 12  

(TrA)  توان نوشت:ا توجه به توضيحات داده شده ميب det ATrA      2 2 2 2 1
1 2 3 2    

(TrA)  بنابراين خواهيم داشت: det ATrA ( )           2 2 2 2 1 2
1 2 3 2 2 2 1 1 2  

 

 تانسور   :40مثالT  با شروط اينكه الف: نسبت به دو انديس آخر پادتقارني است. ب: غيرصفر است اگر    بعـدي چنـد    4باشد در فضاي
  ي مستقل غيرصفر دارد؟مؤلفه

1 (36  2 (6  3 (54  4 (9  

 :يس برابر با با توجه به اينكه تانسور مذكور نسبت به دو انديس آخر پادتقارني است، لذا تعداد حالات براي اين دو اند  »1« گزينه پاسخ 
 
 

4
  است: 2

  !

( )! !

  
     

4 4 4 3 62 4 2 2 2  

بايست همچنين چون مي   .باشد، بنابراين تنها حالات ذيل ممكن خواهد بود  

  

 

, ,

,

 




4 1 2 3
3 1 2
2 1

 حالت3
 حالت2
     حالت1

و لذا در مجموع   3 2 1   ديس اول ممكن است و بنابراين تعداد كل حالات براي تانسور داده شده برابر است با:حالت براي دو ان 6 6 6 36  
 

 اگر   :41مثالijA  يك تانسور پادمتقارن باشدk ijk ijV A
!

 
1

  برابر است با: ijAگاه ويتا است آنچي نماد لوي ـ ijkتعريف شود كه  3

1 (jik kV  2 (jik kV3  3 (ijk kV  4 (ijk kV3  

 :با ضرب طرفين رابطه  »4« گزينه پاسخ k ijk ijV A
!

 
1
pqk  آيد:به دست مي kبندي روي و جمع pqk در 3 k pqk ijk ijV A

!
   

1
3  

pqk  دانيم كه:از طرفي مي ijk ip jq iq jp         
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pqk  بنابراين خواهيم داشت: k ip jq iq jp ij pq qpV ( )A (A A )
! !

        
1 1
3 3  

pqدانيم كه ، ميijAاما از طرفي ديگر با توجه به پادتقارن بودن  qpA A  :است لذا  pqk k pq pq pq pqV (A A ) A A
! !

    
1 2 1
3 3 3  

ij  و در نتيجه خواهيم داشت: ijk kA V 3  
 

 دترمينان ماتريس   :42مثال

  



A

 
  
 
 

 

1
4 3 1
1 4 2
5 1 1 4

  برابر است با: 

1 (1  2 (11  3 (12  4 (صفر  
 :براي محاسبه دترمينان ماتريس   »3« گزينه پاسخA :داريم  

det A


   


    


3 1
1 4 2

1 1 4
  

  پردازيم:حاصل شده مي Aكه از حذف سطر و ستون اول ماتريس  3×3ماتريس حال به محاسبه 

det A det ( ) ( )

 
           
  

3 1
4 2 2 16 16 2 1 12
1 1 4


      

 

 اي با متريك براي مختصات استوانه :43مثالds ( )d d dz       2 2 2 2 2 ،pT كدام است؟  

1 (


  2 (



  3 (


  4 (


  

 :2« گزينه پاسخ«     m
m m mT g ( g g g ) 

          
1
2  

  g
g ( )




 

 
1 gچون تنها                   1           m    

ابتدا با توجه به تعريف 
 نويسيم:  آن را برحسب تانسور متريك مي  T ( ( ))




    
 

21
2  

 

 ي مطلوبست محاسبه  :44مثالA ( B) .  
1(B.( A) (A.V)B   2 ((A. )B A.( B)    3 (A. B (A. )B    4هيچكدام (  
 :كنيم: چي ويتا حل ميسؤال را با استفاده از لوئي  »3« گزينه پاسخ  

p pql q ljk j k(A ( B)) A ( B )       
pql ljk q j k pql jkl q j k pj qk pk qj q j k q p q q q pA B A B ( )A B A B A B                    

p pA.( B) (A. )B A ( B) A.( B) (A. )B            
Bدقت كنيد  ( B, B, B)    1 2   است. 3
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  سومفصل 
 »سريدنباله و «

 حاصل :1مثال
n

( (n) )



 

2
  برابر است با:  1

1( 1
  1) 4  ) صفر3  1) 2  2

 :ي به جايبا جايگذار»  2«گزينه  پاسخ(n) آيد: دست ميه ب  n

n n k

(n) (( k ) )
  



  
     

2 2 1
1 1  

  آيد: دست ميه بدر نتيجه بندي را عوض كرد. توان اين سري را بازآرايي كرد؛ يعني جاي دو نماد جمعاما با توجه به همگرايي مطلق سري زتا، مي
n n n

n n k n k k n k

k
( (n) ) ( k ) k k

k

       
  


       

       


       
2

1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
1

  

)در 1استفاده شده است. دقـت كنيـد كـه عامـل     ،بندي سري هندسيول جمعكه در آن از فرم (n) )  ي اول در تـابع زتـا را   در حقيقـت جملـه   1
kكه 1 خواهيم داشت شود. لذالذا همگرايي سري هندسي تضمين مي كند.است، حذف مي:  

                           
n k k

( (n) )
k kk k

  

  
    


  2

2 2 2

1 1 11 1  

ka    برابر است با: ي كسرها استفاده شده است. اما سري آخراز تجزيهرابطه بالا در  a , ... a
k k

     
2 3

1 1 1 1 11 2 2 3 1  

k  :داريم بنابراين k
k

S lim S
k k 

        
1 1 1 1 11 1 12 2 3   

k k
k k

k k
S lim S lim

k k 

 
   

1 1 1  

  : خواهيم داشت لذا
n

( (n) )



  

2
1 1  

  
 كدام سري همگراست؟  :2مثال  

1 (
n n



  1
2 1  2 (

n n ln n






2

1  3 (
n

n n






1

1
2

  4 (
n

n

n!








11
  

 :ي مربـوط بـه  تـه از نك 2ي مشابه سري همساز است و لذا واگراست. سري گزينـه  1ي سري گزينه»  3«گزينه   پاسخ
p q

n n (ln n)






2

واگراسـت.  سـري    1

  له از آزمون نسبت هم واضح است داريم:كند. اين مسأز تابع نمايي رشد ميتر اهاي بزرگ بسيار سريعnنيز واگراست، زيرا تابع فاكتوريل در 4ي گزينه

nn

n
n

(n )!
a n

n!a









 
11

1
1

1
1

  

nكه براي 1 زيرا: ،از آزمون مقايسه همگراست 3ي تر است و لذا سري واگراست. اما سري گزينهاز يك بزرگ        n n
n n

n
n

  
1 12 2

2 2
  

nو چون سري

n

( )





1

1
يك سري هندسي همگراست، پس  2

n
n n






1

1
2

  نيز همگراست. 
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 بسط تابع   :3لمثاf (x)
( x )(x )


 

1
2 1 xي حول نقطه 1    :برابر است با  

1 (n n n

n n

( ) ( x) x
 

  

 
  1 1 11 11 23 3  2 (n n n

n n

( ) ( x) x
 

  

 
  1 1 11 11 23 3  

3 (n n n

n n

( ) ( x) x
  
  1 21 23 3  4 (n n n

n n

( ) ( x) x
 

   2 11 23 3 
 

   :نويسيم. كنيم و سپس هر كدام از كسرها را به صورت سري مك لوران ميجزيه ميابتدا كسر را ت»  2«گزينه پاسخ  

  
x B

A B
( )

( x )(x ) x x
x A

               


111 3
1 22 1 1 2 1 1
2 3

  

  n nn n n

n n n n

( ) ( x) x f (x) ( x) x
( x )(x ) x x    

 

   


         

       1 11 2 1 1 1 2 1 1 11 2 22 1 1 3 2 1 3 1 3 3 3 3  

  

 حاصل بسط :4مثالf (x) tan x 1 :  

1( 
n

n

n

x
( )

n







2 1

1 2 1
  2 (

n

n

x

n



 
2 1

2 1
  3 (

n
n

n

x
( )

n






2
1 2

  4 (
n

n

x

n






2

2
  

 :گيري دست آوردن بسط مك لورن، مشتقه براي ب»  1«گزينه  پاسخnام ازtan x1 دانيم كهاما مي ؛بسيار دشوار است
x dt

tan x
t

 


1
21

. حال 

  دهيم: انتگرال را بسط مي
x x

n n n n

n n

tan (x) dt ( ) (t ) ( ) dt t
 



 
     1 2 21 1

  
  

  : خواهيم داشت ايم (چرا؟). بنابراينجاي سري و انتگرال را عوض كرده در رابطه

  
n nx

n n

n n

( ) x
tan (x) ( ) t

n n

 
 

 


  

  
2 11 2 11 11 2 1 2 1 

  

  

 بسط مك لورن تابع :5مثالf (x) cos x 2 :  

1( x x ... 2 41
3  2 (x x ...  2 421 2 3  3 (x x ...  2 41 1

2 3  4 (x x ...  2 411 3  

 :يبراي بسط تابع، از رابطه»  4«گزينه  پاسخcos x cos x 2 1 1 22   داريم:  2
n

n

n

( x) x x x
cos x cos x ( ) ( ...)

( n)! ! ! !

cos x ( x x ...) x x ...




          

        


2 2 4 62

2 2 4 2 4

1 1 1 1 2 1 1 4 16 642 1 12 2 2 2 2 2 2 2 4 6
1 1 2 11 2 12 2 3 3

  

 

 حاصل سري :6مثال
nx

n

n

e
( )

n





 1

1
  برابر است با:   1

1( x
Ln sinh x2  2 (x

LnCosh x2  3 (x x
Ln Ln cosh 2 2 2  4 (x

Ln Lnsinh x 2 2  

 :اين رابطه، طبق بسط»  3«گزينه  پاسخLn( x)1  :برابر است با  
x x xnx x n

n n x

n n

e (e ) x x x x
( ) ( ) Ln( e ) Ln[(e )(e e )] Ln cosh ( ) Ln LnCosh

n n

   

 
            1 1 2 2 2

1 1
1 1 1 2 22 2 2 2  
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 اگر  :7مثالxf (x) e
باشد، آنگاه  33

( )
( )f كدام است؟ ( 21

( )
( )f xي مشتق مرتبه بيست و يكم تابع در نقطه 21   (است  

1 (!

!

37 21
3  2 (!

!

73 21
7  3 (!

!

73 21
3  4 (!

!

73 71
21  

   :به كمك بسط تيلور دو عبارت براي »  2«ينه گزپاسخf (x) ي هم درجه با نويسيم، سپس جملهمي( )
( )f 21
 يابيم: آوريم و حاصل را ميرا به دست مي  

  
n n n n

x x

n n n

x ( x ) x
e e (I)

n! n! n!  
     

3 3 33 3 3
  

  

  
( )
( )(I),(II)( ) ( )

( ) ( )

f x x !
f ? P F

! ! !


 

 
       

21 21 7 3 7 721 213 3 2121 21 7 7  

  

 8مثال:  
x

x
cos x

lim
x

 
2

4
1   كدام است؟  2

1 (1  2 (
!

1
2  3 (

!

1
4  4 (

!

1
8  

   :3«گزينه پاسخ  «   

  
x x

x x x
x x x x x x x x x! ! !

cos x cos x lim lim ( )
! ! ! ! ! ! ! ! !x 

 
                

4 6 8
2 4 6 2 4 6 8 2 4

4
1 14 6 81 12 4 6 2 4 6 8 4 6 8 4 

   

  

 حاصل حد :9مثال
x

x
lim ( xLn )

x





1 1 12   برابر است با:  1

  2  4 () 3  2) 2  صفر )1
 :ي اول بهجمله»  1«گزينه  پاسخ  دهيم، زيرا يك راه براي حل بسط تابع است. اما ابتدا يك تغيير متغير مي كه مبهم است و شودمنجر مي

yست. بابسط ما داراي شعاع همگرايي باشد، كه شامل حد ا بايد
x


شود بهحد تبديل مي 1

y

y
lim ( Ln )

y y





1 1 12 1

توانيم تابع لگاريتمي را . حالا مي

  داريم: بنابراين بسط دهيم، زيرا بسط داده شده در مبدأ همگراست. 
n n n n n n n

n

n n n n

y ( ) y ( ) ( ) y ( ) y
Ln( ) Ln( y) Ln( y) y

y n n n n

      

   

     
       

    
1 1 1 2 1

1 1 1

1 1 1 1 1 11 1 21 2 1
  

)nزيرا )  11   بنابراين:  ،است كه پاسخ غير صفر دارد هاي فردnتنها به ازاي  1

y y y

y y y
lim ( Ln( ) ) lim ( y ...) lim ...

y y y  


       



3 21 1 11 2 2 12 1 2 3 3  
  

  

 حاصل :10مثال
x

n tt dt e


  برابر است با:  

1( 
p p

n

p

( ) x
x

p!(n p )







 1 1

1
  2 (

p p
n

p

( ) x
x

(n p )!







 1 1

1
  3 (

p
n

p

( )
x

p!(n p )







 1 1

1
  4 (

p
n

p

( )
x

(n p )!







 1 1

1
  

 خواهيم داشت با بسط تابع نمايي در انتگرال و با توجه به همگرايي مطلق اين بسط»  1«گزينه  خ:پاس :  

x xp p p p n p p px
n n p n

p p p p

( ) t ( ) ( ) t ( ) x
dt t dt t x

p! p! p! (n p ) p!(n p )     

    
 

   

   
  

       
1 11 1 1 1
1 1  
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 حاصل :11مثال
m

K E
lim

m




  برابر است با:  ،م هستندهاي بيضوي كامل نوع اول و دوانتگرال Eو Kكه  

1( 2  2 (  3 (
2  4 (

4  

 :براي»  4«گزينه  پاسخK E  :داريم  

  K E ( m( ) m ( ) ...)


       21 1 9 31 12 4 4 64 64  

  بنابراين: 
m m

K E
lim lim ( m( ...))

m  

  
   

1 12
2 2 64 4  

  

  

 ضرب نامتناهيحاصل :12مثال
n

n

( )
( )

n








2

  برابر است با: 11

1) 3  1) 2  واگراست   )1
2  4 (2  

 :چوندقت كنيد كه »  2«گزينه  پاسخ
n( )

n

1 همگرايي مذكور استفاده كرد. اما داريم:توان از آزمون تر از صفر نيست، نميهمواره بزرگ  
n n

n n

( ) n ( )

n n


 

 

        
         

2 2

1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 11 2 3 4 5 6 7  

كنـار هـم    يشود و اين براي دو جفت از كسرهامشخص است كه صورت هر كسر با مخرج كسر بعد يا قبل و مخرج كسر با صورت كسر بعد يا قبل ساده مي
  زوج باشد. nاگر ؛ البتهبرقرار است

n n

n n

  
 


1 1 1 11  

nفرد باشد  nاگر n

n n

  
 


1 1 1   خواهيم داشت:  بنابراين 11

n

n

( )
( )

n






 

2

11 1  

  

 مقدار سري :13مثال
n

n

( )

n






1

21

fكدام است؟ (از بسط فوريه تابع 1 (x) t tي هدر باز 2    (سراسري   استفاده كنيد)89(  

1(2

9  2(2

12  3(2

8  4(2

6  

 :مقدار سري  »2« گزينه پاسخ
n

n

( )

n






1

2
1

fيجه به معرفي سري فوريهخواسته شده است. با تو 1 (x) t )يدر بازه 2 , )    شـويم  متوجـه مـي

 aدست آوردن جواب پيش روي ما خواهـد گذاشـت. كـافي اسـت ضـرايب     ه ي مزبور ظاهر خواهد شد و راهي براي بكه احتمالاً سري فوق در بسط فوريه
  را حساب كنيم: nbو naو

  
T

a f (t)cos( )dt t dt t dt
T

 




   

   
22 22 1 2 2

3 
   

t2 گيريي انتگراليك تابع زوج است و چون بازه



 توان بازه رانيز متقارن است، مي



 ضـرب كـرد، بنـابراين     2ر نظـر گرفـت و انتگـرال را در    د
  خواهيم داشت:

T

n
t t t

a t cos(nt)dt t cos(nt)dt [ sin(nt) sin(nt)dt] [ cos(nt) cos(nt)dt]
T n n n n

  
     

     
22 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2

   
  

n[ cos(n ) sin(nt) ] ( ) cos(n ) ( )
n n n n

 
       

 2 3 2 2
2 2 2 2 2 4 1
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tچنانكه واضح است در حل انتگرال cos(nt)dt را در پايـان حـل برابـر     cos(nt)ايـم. مقـدار  از روش انتگـرال گيـري جـزء بـه جـزء  اسـتفاده كـرده        2
ncos(nt) ( ) 1  گذاشتيم، چون به ازايnو به ازاي  +1هاي زوج برابرn شود. حال بايدمي -1هاي فرد برابرnb   را حساب كنـيم. چـونt2   زوج اسـت

nb  شوند:ها صفر مي nbنفرد، بنابراي sin(nt)و t sin(nt)dt



 
 

21   

fپس بسط فورية (x) x   رو نوشت:شود به صورت روبهرا مي 2
n

n

( )
x cos(nx)

n





 
  

22
2

1

143  

xبا قرار دادن   شود، چونمسأله بسيار ساده ميcos( ) 1 :است. پس خواهيم داشت  
n n

n n

( ) ( )

n n

 

 

   
     

2 2
2 2

1 1

1 143 12  

  ) در طرفين تساوي خواهيم داشت:-1با ضرب (
n

n

( )

n





 


1 2
2

1

1
12  

 

 حاصل سري   :14مثال
n

( ( n) )



 

2
2   باشد؟تابع زتاي ريمان است كدام گزينه مي كه  1

1 (  2 (( ) 
72 4  3 (( ) 2  4 (( ) 

32 4  

 :از تعريف تابع زتا داريم:  »2« گزينه پاسخ  
n n

n n p n p

( ( n) ) ( )
p p

    

    
        2 2

2 2 1 2 2

1 12 1 1  

pي جمله 1  داريم:   كنيم وبندي را عوض مي، جاي دو جمعبا فرض همگرايي .شودموجود در سري اصلي ساده مي 1با  

  
n

n p n

( ( n) )
p

  

  
     2

2 2 2

12 1  

  شود:لذا سري به صورت ذيل ساده مي ؛است p2اين يك سري هندسي با قدر نسبت 

  
p p p p

p
( ) ( ) ( )

p p(p ) p(p )p p p p p p p( )
p

   

   
     

   
   

4
4 2 2 2 2

2 2 2 22

1
1 1 1 1 1 1 1 11 2 2 1 2 11

  

:ت باكه تابع زتاي ريمان برابر اس دانيماما از طرفي مي
 p

( )
p




  2

1

1 2
 

  

 :) داريم1) در (2بنابراين با جايگزيني (
n

( ( n) ) ( ...) ( ...) ( ) ( )



               

2

1 1 1 1 1 1 1 72 1 1 2 1 22 2 2 2 2 3 3 4
 

  

 

 حاصل سري  :15مثال
n n (n )



 
 3 22

1
1

  است) pي تابع زتاي ريمان مرتبه (p)كدام است؟ ( 

1 (( ) 
5 34  2 (( )  

3 34  3 (( ) 
1 34  4 (( ) 

1 34  

 :كنيم:ابتدا كسر را تجزيه مي »1« گزينه پاسخ  A B C D E

n n nn (n ) n n
    

 3 2 2 3
1

1 11
  

nكنيم و ضرب مي n3ابتدا طرفين را در  ،براي يافتن ضرايب   دهيمقرار مي  :  C  1  

nسپس طرفين را در  1 ضرب و سپسn 1 دهيم:قرار مي  D 
1
2  

nسپس طرفين را در  1  ضرب و سپسn  1 هيمدقرار مي:  E 
1
2  
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n  :داريم حال n n A B
A , B

n nn (n ) n n n (n ) n

   
          

  

2 4
3 2 3 2 3 2 2

1 1 1 2 1 1 1 121 1 1
  

  بنابراين با جايگزيني ضرايب حاصله، دنباله برابر است با:
n n n n nn n nn (n ) n

    

    
    

 
    3 2 3

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 11

  

  سازي آنها به حالت استاندارد داريم:ها و مرتببا بازآرايي سري
n n n n

( ) ( )
n n n nn (n ) n

   

   
     

 
   3 2 3

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 11

  

p  داريم:هاي تو هم رو ز تعريف تابع زتا و خواص سريحال با استفاده ا p

n n

n (p) n (p)
 

 

 
      

1 1
1

  

n  اي وجود ندارد. كه متأسفانه در هيچ گزينه

( ) ( )
n (n )




       


 3 2

2

1 1 1 53 1 32 4 41
  

 

 كدام گزينه براي بسط  :16مثالf (x) sin x xي كافي كوچك در يك همسايگي به اندازه1  صحيح است؟  

1 (
n

n

n

( ) ( n )!
x x

( n)( n)!






 
  2 1

1

1 2 1
2 2 2 (n

n

( n )!
x x

( n)( n)!







  2 1

1

2 1
2 2  

3 (
n n

n

( ) ( n )! x

( n)! ( n )





 




2 1
2

1 2 1
2 2 1

 4 (
n

n

( n )! x

( n)! ( n )










2 1
2

2 1
2 2 1

  

 :براي بسط   »3« گزينه پاسخf (x) sin x   ها استفاده از انتگرال ذيل است: يكي از راه1

  
x

sin x dt( t )
  

1
1 2 21


  

دانيم بسط تيلور چون مي
t

1
1

n  برابر است با:  n

n

( n )!
( t) ( ) t

( n)!






   

1
2

1

2 11 1 1 2  

n  داريم:  tبه جاي  t2بنابراين با جايگزيني  n

n

( n )!
( t ) ( ) t

( n)!






   

1
2 22

1

2 11 1 1 2  

  جابجا كرد (چرا؟) بنابراين:  xر كوچك توان جاي انتگرال و سري را براي مقاديبا جايگذاري در انتگرال مي
x n

n n n

n n

( n )! ( ) ( n )!
sin x dt( ( ) t ) x x

( n)! ( n)!( n )

 
 

 

  
    

 1 2 2 1
1 1

2 1 1 2 11 1 2 2 2 1  

)با ضرب صورت و مخرج سري در  n )2 )و استفاده از1 n )( n )! ( n )!   2 1 2 1 2   آيد:  ي اول را نيز در سري جذب كرده بدست ميتوان جملهمي1

  
n n

n

( ) ( n )! x
sin x

( n)! ( n )






 





2 11
2

1 2 1
2 2 1

  

 

 انتگرال  حاصل  :17مثال


n xx e
dx

sinh x



برحسب تابع زتاي ريمان كدام است؟  

1 (
n

n!
(n ) 1

2
  2 (

n

n!
(n )


 1 1

2
  3 (

n

n!
(n )


 1 1

2
  4 (

n

(n )!
(n)




1
1

2
  

 :هيپربوليك داريم:   با استفاده از رابطه بين توابع نمايي و تابع سينوسي  »1« گزينه پاسخ  

  
n x n x x

x x x

x e x e e
dx dx , sin h x

e e e 

  

 


 
 

  22 2 21
  

nاما از طرفي 

n

t
t






 1
1 

|كه   t |1توان نوشت: ، لذا مي n x
x

n

e
e










 2
2

1
1
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  در نتيجه براي انتگرال خواهيم داشت: 
n x

n mx n mx

m m

x e
dx dxx e dxx e

sinh x

   
 

 
    2 22 2

   
  

mxبا تغيير متغير u2 و با توجه بهn ndxx e n!


   :داريم  
n x

n u n u
n n n n

m m m

x e u n!
dx du( ) e duu e

sinh x m m (m ) m

    
 

 
  

      1 1
1 1 1 12 2 2 2 2    

  

pبا استفاده از تعريف تابع زماني ريمان

n

(p) n





  


  توان نوشت: مي

n x

n

x e n!
dx (n )

sinh x


   1

2
  

 

 مجموع سري مثلثاتي   :18مثال


n

n

( )
cosnx

n!





   ؟كدام است1

1 (cosxe  2 (cos xe cos(cos x)  3 (cos xe sin(sin x)  4 (cos xe cos(sin x)  
 :كنيم: ي سري به طريق زير عمل ميبراي محاسبه  »4«گزينه پاسخ  

n n inx n ix n

n n u

( ) ( ) e ( ) (e )
cosnx Re Re

n! n! n!  

  

  

  
   1 1 1  

دانيم از طرفي مي
n n

x

n

( ) x
e

n!







  1


    نابراين: ب

ixn
e cos x isin x cos x isin x

n
cos x cos x

( )
cosnx Re(e ) Re(e ) Re(e .e )

n!

Re((e )(cos(sin x) isin(sin x))) e cos(sin x)


    


 


  

  

 1
  

 

 ها واگراست؟كدام يك از سري :19مثال  

1 (
n nLn n






2

1  2 (
n

n n






2

1
2

  3 (
n

[n(n )]





 1

1
1  4 (

n

n n!






1

1  

 :با تغيير متغير  : با استفاده از آزمون انتگرال و1گزينه   »1« گزينه پاسخu ln x  :داريم  
Ln

dx du
Lnu

LnxLnx u

  
    2 2 2  

لذا 
n nLn n






2

  واگراست. 1

  : با استفاده از آزمون نسبت داريم: 2گزينه 

  n

nn

a n n
lim

a (n ) (n )



   

 
1 1 12 1 2 1 2  

  بنابراين اين گزينه همگراست.
   : با استفاده از آزمون نسبت داريم:4گزينه 

  
n

n n
n nn n

a an!
lim

a n a(n )!

  



 


   



1
1 11 1

11 1
  

  نيز آشكارا همگراست، داريم:  3در نتيجه سري فوق نيز همگراست. سري گزينه 

n nn(n ) n n

 

 
      

  
1 1

1 1 1 1 1 11 11 1 2 2 3   
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 حاصل انتگرال  :20مثال
n[Ln( x)]

dx
x




1 1


  كدام است؟ 

1 (  2 (n( ) n! (n) 1  3 (n( ) n! (n )  1 1  4 (n! (n ) 1  

 :براي محاسبه انتگرال با تغيير متغير   »3« گزينه پاسخtx e 1 :خواهيم داشت  

  
n t

n
t

[Ln( x)] e
dx dt ( t)

x e 

 




 


 
1 1

1
  

mtحال با توجه به اينكه 
t

m

e
e










 1
1

  است داريم: 

  
n

(m )t n n (m ) n

m m

[Ln( x)]
dx dt e ( t) ( ) dt e t

x

     

 


       

1 1 11 1
  

 
  

uبا تغيير متغير  (m )t 1 :خواهيم داشت  

  
n

n u n
n

m

[Ln( x)]
dx ( ) due u

x (m ) 








 


 

1

1
1 11

1
  

nچون  xdxx e n!



   و

n
m

(n )
(m )






  


 1
1 1
1

  داريم:  

  
n

n n
n

m

[(Ln( x)] n!
dx ( ) ( ) n! (n )

x (m ) 







     




1

1
1 1 1 1

1
    

 

 ضابطه تعريف تابع  :21مثال F صورت مقابل است:به  (p )

n

F(p) ( n)


 


  1

1
1  

  عبارتند از: F شرايط همگرايي تابع
pاگر ) 1 1  واگرا و اگرp 1 .اگر ) 2  همگراستp   .همگرا خواهد بود  

pاگر ) 3    واگرا و اگرp   اگر ) 4  ست.همگرا(p )

n

( n)


 


 1

2
  شود.گاه همگرا ميآن 1

 :تـا   1به اين معني كـه انتگـرال جملـه مولـد سـري را از       ؛كنيمن استفاده ميالور از آزمون انتگرال مك ،بررسي اين سري براي  »3« گزينه پاسخ 
 آن غير قابل تعريف خواهد شد و اگـر حاصـل انتگـرال عـددي     Fبه دليل واگرا شدن مجموع جزئي  Fتابع  ،نيم. اگر حاصل انتگرال واگرا شدكحساب مي

  بنابراين داريم: مشخص شد، آنگاه سري نيز همگراست،

p

p

( x)
p

pdx

( x)
Ln( x) p







 


 
   



1 1

1
1

1 1 1




 

pپس اگر    است و اگر اصل انتگرال واگرباشد حp   .باشد حاصل متناهي است  

pهمچنين اگر    داريم  ،باشد
n n






2

    است.دانيم كه واگرشود و ميهمساز ميكه سري  1

  
 عبارت است از:  ،هندسي مقابلسري حاصل مجموع   :22مثال                                       

n

n

( )





 1

1

13 2  

1 (  2 (6  3 (  4مبهم (  
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 :بينيم كه اين سري از نوع سري هندسي است:با توجه به شكل سري مي  »2« گزينه پاسخ  n

n

ar





 1

1
  

ع اين سري، مجموع جزئي براي يافتن حاصل مجمو
n

m

m

ar





1


)را در   r)1 كنيم:ضرب و تقسيم مي  

n n
m m m

n
n nm m

( r)( ar ) (ar ar )
a r

[( r) (r r ) (r r ) ... (r r ) a
( r) r r r

 


 
 


          

   

 
1 1 1

2 2 3 1
1

111 1 1 1
   

nاگر    با شرط اينكهr 1  :داريم  n

n

a
ar

r







 1
1 1  

aدر مورد اين سري   rو  3 
1
  داريم:  است، در نتيجه 2



3 611 2

  

 

 در نظريه پلانك براي انرژي نوسانگرهاي كوانتيده داريم: :23مثال  

                         n

n

n
n exp( )

kT

n
exp( )

kT








 


 
 




1

1





  

  اي كدام دو تابع هستند؟هاي دوجملهژي ثابت است. صورت و مخرج اين رابطه به ترتيب بسطيك انر كه در آن 

1 (x x
,
(x )( x)


 2 11

  2 (xx
,

(x ) ( x)


  21 1

  3 (xx
,
(x )( x)


 2 11
  4 (x x

,
(x ) ( x)


  21 1
  

 :اگر عبارت را شرط دهيم داريم:  »2« گزينه پاسخ  
kT kT kT

kT kT kT

e e e ...
( )

e e e ...

  
  

  
  

     
 

   

2 3

2 3

2 3 1
1

  

  
   

با استفاده از بسط تيلور تابع 
nx

  ارز نماييم بنابراين خواهيم داشت:) را به صورت بسط تيلور هم1توانيم مخرج كسر (به صورت زير مي 1

  n

n

x
x x x ...

x


  


    

 1 21 1
  

  
kT nkT kT kT kT

n
kT

e
e e ... e ( ){ (e ) }

e


      


 

 
      




2

1
2


   




    

n  توان نوشت: يسازي مپس با استفاده از معادل

n

xx
x x x ( )

x x x ( x)





 
   

   
 2

1 1 1


  

  همچنين براي اطمينان از صحت اين نتيجه داريم: 

x

( x)

KT

(x )x
x x( x) x

ex






   

    




21
2
1

11
11
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 در مورد همگرايي سري معرف زتاي ريمان   :24مثالP

n

(P) n





  

1
  كدام گزينه صحيح است؟ 

Pبه ازاي ) 1 1 به ازاي ) 2  .همگراستP 1 .به ازاي ) 3  همگراستP 1 .به ازاي ) 4  همگراستP 1 .همگراست  
 :شود. مگرا يا واگرا ميبا توجه به آزمون انتگرال كوشي، سري نامتناهي با همگرا شدن يا واگرا شدن انتگرال متناظر با آن، ه  »2« گزينه پاسخ  

  از: انتگرال متناظر با جمله مولد اين سري عبارتست
p

p

x
p

p
x dx

Ln x p



 



 


  
 



1

1
111

11

 

pپس اگر  1 گاه آن ،باشدln    و اگرP 1 گاهباشد، آنp 1 اگرشود. فقط ا ميكه سري واگرP 1 شود.سري همگرا مي ،باشد  
 

 2عنوان نمايشي براي عدد توان بههاي زير را مييك از سريكدام  :25مثالln به شمار آورد؟  

1 (n

n

( )
n





 1 11


  2 (n

n

( )
n





 1

1

11  3 (n

n

( )
n






1

11  4 (
n n






1

1  

 :تابع يلور كه بسط تتوجه به اينبا   »2« گزينه پاسخLn( x)1  به صورت
n

n

n

x
Ln( x) ( )

n





   1

1
1 باشد و چـون ايـن سـري بـه ازاي     مي 1

x  1 xبا انتخاب  ،همگرا است 1 1 آوريمبدست مي:  n

n

...Ln( ) Ln ( )
n





          1

1

1 1 1 1 11 1 2 1 1 2 3 4 5  

nشود كه بر اساس آن در سـري  نيتس حاصل ميا همگرايي اين سري توسط محك لايبجدر اين
n

n

( ) a





 1

1
naاگـر   1    وna     بـراي مقـادير بـه

nاي كه يابد به گونهطور يكنواخت كاهش ميبه nاندازه كافي بزرگ، 
n

lima


 جا گاه سري همگرا است. در اين. آنna
n


و  1

n

lim
n




1 .   پس ايـن

  سري همگرا است.
 

 اگر   :26مثالn

n n

b
lim k

a
  مقداري ثابت باشد وk   گاه راجع به همگرايي و واگرايي آنnb  وna توان گفت؟چه مي  

  .هردو همگرا هستند) 2  هر دو واگرا هستند.) 1
  له كافي نيست.اطلاعات مسأ) 4  يا هردو واگرا و يا هر دو همگرا هستند.) 3

 :اگر   »3« گزينه پاسخna در حد  ،همگرا باشدn  n
n

b
a

k
 دهـيم  قرار ميn nb b

k
 

1
هـر جملـه آن از هـر     nbو چـون در   2

nپس  ،تر استكوچك nبه ترتيب  naجمله 
n

n n

b
b

k k
 1

2 n، در نتيجهنيز همگرا است 2
n

b .نيز همگراست  

nدر حد  ،واگرا باشد naاگر   n
n

b
a

k
 دهيم قرار ميn nb b

k
 

بزرگتر است و از آن  naاز هر جمله  nbه در و چون هر جمل 2

  نيز واگرا است. nbپس  ،واگرا است naجا كه 
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 حد   :27مثال
x

cos x cos x
lim

x

  2
2

1


  را محاسبه كنيد. 

1 (
1
2  2 (1  3 (3

2  4 (  

 :چون   »1« گزينه پاسخx    داريم: توان از بسط مكلورن استفاده كرد. بنابراينمي  

  
x x x

... ( x )
! !

x

      


2 4 42

2

1 1 12 4 2
x x x x

( ...) ( ...)cos x cos x ! ! ! !
x x

        


2 4 2 4 22
2 2

1 1 11 2 4 2 4    

  ايم.از بسط دو جمله نيوتون استفاده كرده در خط دوم

  رسيم به:نظر كنيم مياگر از جملات مراتب بالاتر صرف 
1 112 2  

 

 در مورد همگرايي سري  :28مثال
n

n n






1

1
2

  توان گفت؟چه مي 

  .استنامشخص ) 4  .استطور مشروط همگربه) 3  .همگراست) 2  .استواگر) 1

 :با استفاده از آزمون نسبت دالامبر براي   »2« گزينه پاسخn

n n

a
lim

a



  داريم: 1

n
n

n nn
n

a n(n )
lim lim

a (n )

n




 

  


1
1

1
1 11 2

1 1 2 2
2

  

  است.، پس سري همگرتر از يك استپس چون حاصل كوچك
 

 در مورد همگرايي سري  :29مثال
n

n

n




1 3
  توان گفت؟چه مي 

  .نامشخص است) 4  .استصورت مشروط همگربه) 3  .استهمگر) 2  .استرواگ) 1
 :برحسب اين آزمون: .كنيممتناهي را با استفاده از آزمون نسبت دالامبر بررسي ميهمگرايي اين سري نا  »2« گزينه پاسخ  

  n

n n

a
lim

a








1
1
1
1

  

nپس حد 

n

a

a
1 دهيم:را تشكيل مي  

n

n n
n

(n )
n

lim lim
n n



 




  
1
1

1 1 13
3 3

3

  

و چون 
1   باشد، پس اين سري همگراست.مي 13

 

 حاصل انتگرال مقابل كدام است؟   :30مثال  cos x (sin x)
dx

x









2
2  

1 (( )
2
1 2  2 (( ) 2  3 (  4 (( )


1 2  

 :براي تابع دلتا داريم:   »1« گزينه پاسخ  
x

(x x )
(f (x))

|f (x ) |

 
 







  

sin    از طرفي چونپذيرد. بندي روي صفرهاي تابع صورت ميكه جمع x x n , n       

  سري همگراست
  گراستواسري 

  نامشخص
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ncosو  n ( ) 1، توان نوشت: مي  
n

(sin x) (x n )



      

  ذاري در انتگرال داريم: با جايگ
n

cos x
dx (x n )

x

 


  

2
2  

,صفرهاي فقط اما  , ,   2   گيري هستند، بنابراين: ي انتگرالدر بازه 3
n

n

n n n

cos x ( )
dx (x n ) ( ) ( )

x n n





  

  


       

  
  

2
2 2 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 11 2  

 

 مقدار بسط تابع  :31مثالLn | (x iy)! |) كدام است؟اويلر ماشروني و  ثابت(n)(تابع زتاي ريمان است  

1 (
n

n

n

( )
x (x y ) (n)

n






    2 2

2

1  2(
nn

n

( ) y
i y i (x y ) sin(ntg ( )) (n)

n x







     2 2 12

2

1

 
  

3 (
n

n

n

( )
x x (n)

n






  

2

1  4 (
nn

n

( ) y
x (x y ) cos(ntg ( )) (n)

n x







    2 2 12

2

1  

 :دانيم كه براي تابع مي  »4« گزينه پاسخLn(z!) تابع زتاي ريمان داريم:و   

  
n

n

n

z
Ln(z!) z ( ) (n) ( )

n




    

2
1 1  

zلذا با جايگزيني  x iy  :داريم  

  Ln | (x iy)!| Ln | (x iy)!| Ln(x iy)!(x iy)!) (Ln(x iy)! Ln(x iy)!) ( )         21 1 1 22 2 2  

   ) داريم:2) و (1بنابراين از روابط (
n n n

n

n n

( ) (x iy) ( )
Ln | (x iy)!| ( x i y (n) x i y (x iy) (n))

n n

 

 

  
              

2 2

1 1 1
2  

nبايست جمع حال مي n(x iy) (x iy)  اگر  .را حساب كنيمix iy re     وix iy re  آنگاه:  ،باشد  
n n n in in n n y

(x iy) (x iy) r (e e ) r cos n r cos(ntg ( ))
x

           12 2  

rو چون  x y 2   آيد: بدست مي ،است2
nn

n

( ) y
Ln | (x iy)!| x (x y ) cos(ntg ( )) (n)

n x







      2 2 12

2

1  

 

 حاصل سري   :32مثال
n

n

( )

n






1

1

1:  

1 (ln2  2 (  3 (2) 4  سري واگراست  

 :نيتس همگراست زيرا به صورت اين سري طبق محك لايب  »1« گزينه پاسخn
n

n

( ) a





 1

1
naاست كه  1

n


نـوا  به صـورت يك  naباشد و مي 1

nيابد و كاهش مي
n
lim a


   است. حال از بسط تيلور تابعf (x) ln( x) 1:داريم  

  
x x

f ( ) ln , f ( ) , f ( )
x ( x) 

   
 

        
  2
1 11 1 11 1

  

  (n) n

x
f ( ) f ( ) ( ) (n )! n

( x)




        


1

3
2 2 1 1 1

1 
   

  داريم:  fام تابع  nبنابراين با جايگزيني مشتق 
(n) n n n

n n

f ( )x ( ) x
ln( x) f (x)

n! n

 

 


    

1

1

11


  

xحال با جايگزيني  1 :خواهيم داشت  
n

n

( )
ln( ) ln

n






   

1

1

11 1 2  
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 لوران تابع تواند بسط مكيك ميكدام :33مثالsin x

x 21
  باشد؟ 

1 (x x
x   

3 5

3 12  2 (x x
x   

3 5

3 12  3 (x
x x  

3 57
3 15   4 (x

x x  
3 52 7

3 15   

 :بسط تابع   »4« گزينه پاسخsin x :به صورت روبرو است  x x
sin x x   



3 5

6 12  

)از طرفي براي بسط  x )



1

2 )تابع  21 x)



1
  گيريم. داريم:را در نظر مي 21

  f ( ) , f ( ) , f ( )       
1 31 2 4  

چنين بسط تابع هم
x

1
1

)  برابر است با:  x) x x


    
1

22 1 31 1 2 8   

)  داريم: xبه جاي  x2بنابراين با جايگزيني  x ) x x


    
1

2 2 42 1 31 1 2 8   

  ها ساده است. پس خواهيم داشت: ي آناست، هر چند محاسبه x5ي ها تا مرتبهتوجه داشته باشيد كه به مراتب بالاتر نياز نداريم؛ زيرا گزينه

  sin x x x
(x )( x x )

x
      


 



3 5 2 4
2

1 316 12 2 81
  

sin  توان نوشت: و حذف مابقي جملات مي x5با نگهداري جملات تا مرتبه  x x x x x
x x

x
      






3 3 5 55
2

3
2 8 6 12 121

  

sin  سازي داريم: در نتيجه با ساده x x
x x

x
   



3 5
2

2 7
3 151

    

  
 

 حاصل   :34مثالxee :برابر است با  

1 (e( x x x ...)   2 321 3  2( e( x x x ...)   2 351 6  

3 (e( x x ...)  2 321 3  4 (e( x x ...)  2 351 6  

 :دانيم كه بسط تيلور مي  »2« گزينه پاسخxe :به صورت روبرو است  x x x
e x ...    

2 3
1 2 6  

  نگه داشته شده است پس: x3ي ها فقط تا جملهحال با توجه به اينكه در گزينه
x

x x x x
x ...e xe e ee e e ...

   
 

2 3 2 3
1 2 6 2 6  

xكه در آن از خاصيت  y x ye e e   ي بسطاست. حال با توجه به رابطهاستفاده شدهxe ي توان نوشت: (تا مرتبهميx3(  

  
xe x x x x

e e( x ...)( ...)( ...)        
2 3 2 3

1 1 12 6 2 6  

  داريم: x3ي سازي و نگهداري جملات تا مرتبهبا ضرب و ساده
xe x x x x

e e( x ...)( ...)       
2 3 2 3

1 12 6 2 6  

  x x x x x
e( x ...) e( x x x ...)            

2 3 3 2 3 2 351 12 6 2 2 6 6  
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 حاصل انتگرال   :35مثالdx x
ln( )

x x






1 1
دانيم: ام است و مي nي تابع زتاي ريمان مرتبه (n)برابر است با: ( 1

n
P

(n)
P




  

1

1(  

1 (( )
1 22  2 (( )2 2  3 (( )

7 24  4 (( )
3 22  

 :دانيم بسط مي  »4« گزينه پاسخln( x)1 :به صورت زير است  

  x x x x
ln( x) x ... ln( x) x ...           

2 3 2 3
1 12 3 2 3  

  جدا و استفاده از بسط تابع لگاريتم داريم: lnبه صورت دو  lnاز اين رو با تقسيم كردن 

  
p

p

x x x x
ln( ) ln( x) ln( x) (x ...)

x ( p )






        

 
3 5 2 1

1

1 1 1 2 21 3 5 2 1  

  سازي داريم: حال با جايگزيني بسط تابع حاصله در عبارت انتگرال و ساده
p

p

p p

dx x x
I ln( ) dx dxx

x x x ( p ) p

 


 


   

     
1 1 12 1 2 2

1 1

1 2 2
1 2 1 2 1  

  

  ي انتگرال خواهيم داشت:با محاسبه
p

I ( ...)
( p )




    


 2 2 2 2

1

2 1 1 12
2 1 1 3 5

  

...با كاستن و افزودن   2 2 2
1 1 1
2 4 6

I  آيد:بدست مي  ( ...) ( ...)        2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 12 1 2
2 3 4 2 4 6

  

از طرفي 
n

p

(n)
p




  

1

I  است پس: 1 ( ) ( ...) ( ) ( ) ( )           2 2 2
2 1 1 1 32 2 1 2 2 2 22 22 2 3

  

 

 حاصل سري   :36مثالn

n

( )
n(n )







 1
2

11   برابر است با: 1

1 (ln 4 1  2 (ln2  3 (ln 2 1  4 (ln 4  
 :از بسط تابع   »1« گزينه پاسخln( x)1 كنيم چون:استفاده مي  f (x) ln( x) 1  

(n)ام تابع لگاريتم را به صورت روبرو محاسبه كرد:nتوان مشتق مرتبه از اين رو مي nf ( ) ( ) (n )!  11 1  ،  ،f ( )  1   ،f ( ) 1  ،f ( )    

n  سازي داريم: بنابراين با جايگزيني روابط حاصل در بسط تابع لگاريتم و مرتب n

n

ln( x) ( ) x
n





   1

1

11 1  

)حال با ضرب اين رابطه در  x)1 يد:آبدست مي  
n n

n n

n n

x x
( x) ln( x) ( ) ( )

n n

 
 

 
      

11 1
1 1

1 1 1 1  

nدر سري دوم با جابجايي كران سري از  1  بهn    ي سري داريم:در جمله nو كاستن از  2

  
n n n n

n n n n

n n n

x x x x
( x) ln( x) ( ) ( ) x (( ) ( ) )

n n n n

  
 

  
          

   1 1
1 2 2

1 1 1 1 1 11 1  

  توان نوشت:حال با جمع بستن دو جمله مي
n

n

n

x
( x)ln( x) x ( )

n(n )





    

 1
2

1 1 1 1  

xازاي  به 1  :خواهيم داشت  
n

n

n n

( )
ln ( ) ln ln

n(n ) n(n )

 


 


       

  
11 2

2 2

1 12 2 1 1 2 1 4 11 1    
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 ي اي بنيادي رابطهپراكندگي ذرهبراي   :37مثال
E E

mc (E mc ) mc
mcR

E

   


22 2 2
2

12 2 2 2 بدسـت آمـده اسـت. در حـد غيرنسـبيتي       16

(E mc )22،R ًبرابر است با: تقريبا  

1 (E
( )

mc

2
24

  2 (E
( )

mc

2
28

  3 (E
( )

mc
 24

  4 (E

mc
 216

  

 :بايست بسط تيلور ابتدا مي  »2« گزينه پاسخx1 :را بدست آوريم. بنابراين داريم  f (x) x 1  

  f ( ) , 
3
8   ،f ( )  

1
4  ،f ( ) 

1
2  ،f ( ) 1  

xدر  x1با جايگزيني مشتق تابع    :داريم  f ( ) x f ( )x
x f ( ) f ( )x ... x x x

 
          

2 3 2 31 1 11 12 6 2 8 16
     

  خواهيم داشت: Rحال براي 

  

E E EE E mc mcmc (E mc ) mc
mc mcmcR

E E

      
 

22 2 22 2 2
2 22

11 2 1 22 2 2 2 162 16 2  

Eو با توجه به اينكه  x1ي بدست آمده براي با استفاده از رابطه mc22 :است داريم  

  E E E E E
R ( mc ( ( ) ( ) ) mc )

E mc mc mc mc
       

22 2 3 2
2 2 2 2

1 1 1 12 1 28 16 2 164 2 2
  

  سازي خواهيم داشت:با ساده

  E E E E E
R ( mc mc )

E mc mc mc
       

2 3 22 2
2 2 2

1 12 22 64 216 16
  

  E
R ( )

mc
2

28
     

 

 حاصل سري   :38مثال
n ( n )( n )( n )



   
1

1
4 3 4 1 4   برابر است با: 5

1 (


1
4  2 (


3

8  3 (5
144  4 (1

36  

 :ي هـر عبـارت در   كنيم. بدين شكل كه ابتـدا ريشـه  ي سايد، استفاده ميي كسرها و از روشي موسوم به پوشانيدن هواز روش تجزيه  »1« گزينه پاسخ
  دهيم در نتيجه خواهيم داشت:يابيم و در باقي كسر قرار ميمخرج را مي

  A B C
( )

( n )( n )( n ) n n n
  

     
1 14 3 4 1 4 5 4 3 4 1 4 5  

nي ريشه Aبراي  4 nرا يافته و سپس با صرف نظر از  3 4   دهيم:حاصل را در ما بقي كسر قرار مي 3

  A : n n A
( )( )

      
   

3 1 14 3 3 34 324 1 4 54 4

  

C  محاسبه شده و برابر است با:  Cو  Bبا اعمال همين روش، ضرايب  
1
Bو   32  

1
16  

  داريم:  )1بنابراين با جايگزيني ضرايب در كسر (
n n

( ) ( )
( n )( n )( n ) n n n n

 

 
   

       
1 1

1 1 1 1 1 1
4 3 4 1 4 5 32 4 3 4 1 4 5 4 1  
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  شود:رو استفاده ميهاي تو همحال از روش سري

  a ( ) ( ) , a ( ) ( )       1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
32 1 5 32 9 5 32 5 9 32 13 9  

  na ( ) ( ) , ,a ( ) ( )
n n n n

       
   3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
32 9 13 13 17 13 32 4 3 4 1 32 4 5 4 11  

nS  سازي و حذف جملات قرينه داريم:لذا با ساده ( ) ( )
n n

   
 

1 1 1 1 1132 4 1 32 4 5 5  

nبنابراين مجموع سري با ميل كردن    :برابر است با  n
n

S lim S


     
1 1 1 4 1 1
32 5 32 5 32 4    

 

 حاصلضرب نامتناهي   :39مثال
n

n
( )

n n








 
 22

11 2
2

  برابر است با: 

1 (1  2 (1
2  3 (1

4  4 (1
3  

 :سازي كسر داده شده خواهيم داشت:با ساده  »3« گزينه پاسخ  

  
n n n

n n n n n n
( )

n n n n n n

  

  

     
  

     
  

2 2
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 31
2 2 2

  

  داريم: nحال با استفاده از تجزيه صورت و مخرج و قراردادن مقدار به جاي 

  
n

n(n )

(n )(n )





    
      

      
2

3 2 5 3 6 4 7 5 8 1 1
1 2 1 4 2 5 3 6 4 7 1 4 4    

 

 حاصل سري   :40مثال
n

n

nx
a sin( )

a
n






1
  برابر است با: 

1 (
x

a sin
atan ( )

x
a cos

a





1

1
  2 (

x
a sin

atan ( )
x

a cos
a




1

1
  3 (

x
a sin

aln( )
x

a cos
a

1
  4 (

x
a cos

aln( )
x

a sin
a

1
  

 :گيريم:بندي سري، آن را منفي قسمت موهومي سري زير در نظر ميبراي جمع  »1« گزينه پاسخ  

  

inx
ix ixn a na a

n n

a e
(ae ) ln( ae )

n n

   

 
    

1 1

1 1  

  كه در آن از بسط تابع نمايي استفاده شده است. حال داريم:
inx ix

n n a a

n n

nx
a sin( ) Im a e Im ln( ae )

n a n

   

 

 
    
 
 

 
1 1

1 1 1  

با فرض 
ix

iaae re
  1  حاصل سري :خواهد بود، بنابراين داريم  x x

a cos r cos ، a sin r sin
a a

    1  

rدر نتيجه با تصحيح  sin  برr cos :داريم  
x

a sin
atan

x
a cos

a

 
1

  

  برابر است با: معكوس مثلثاتي گرفتن، مقدار از اين رو با 
x

a sin
atan ( )

x
a cos

a

 


1

1
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 سري مقابل در   :41مثالx  1  دهد؟ چه رفتاري از خود نشان مي  
( ) ( )

x x ...
! ! ( )

      
  

   
21 11 1 2 1  

به ازاي ) 1    به ازاي ) 2  ت.همگراس    .همگراست  
به ازاي ) 3    .به ازاي ) 4  همگراست    .همگراست  
 :كنيم.از آزمون گاوس استفاده مي  »1« گزينه پاسخ  

n

n
n

n

x ...( n ) ... ( n )
U n n n ( )nn! ( )... ( n )

U x ( n)( n) xx ...( n) ...( n) n ( )n

(n )! ...( n)




       


            
  

             


   

2
1 21

1 1
1 1 11 1

1

 

   n [( ) ( )]n ( ) ( )n

n ( )n

             


    

2
2

1
 

 x 1براي  ( )( )

( )n n

           
          2

1 111 1 1  

xدر   1  طبق آزمون گاوس، اگر     سري همگراست و اگر     .سري واگر است  
 

 هاي رفتار سري  :42مثال
n

n

lnn

cosh(n)






1

و  2
n

n

n e

n!






3

1
  به ترتيب كدام است؟ 

  ) واگرا ـ همگرا  4  ) همگرا ـ واگرا3  ) واگرا ـ واگرا2  ) همگرا ـ همگرا1

 :با توجه به اينكه قدرت رشد   »1« گزينه پاسخnln n  nدر  2   در است، همچنين با توجه به اينكهn  
ne

cosh(n) 2 داريم:، است  
n n

n
n

n n n

ln n
( )

cosh(n) ee

  

  

  
1 1 1

2 2 2

2

   

nچون سري 

n

( )
e






1

همگر است (زيرا  2
e


2 تـوان  شـه مـي  است)، پس اولين سري همگر است. براي بررسي همگرايي سري دوم با استفاده از آزمـون ري  1

  نوشت: 
nn

n
n n n

n e e n e
lim lim lim

nn! n
e

  


3 3 2
    

  است.  1بنابراين سري دوم نيز همگر است و پاسخ گزينه 
 

 ضريب   :43مثالx3 لوران تابع در بسط مكln(x x ) 2 xدر نقطه 1   كدام است؟  

1 (1
6  2 (1

3  3 (
1
3  4 (

1
6  

 :با استفاده از بسط مك لوران   »4« گزينه پاسخx )  داريم:  21 x ) x 
1

2 22 11 1 2  

  :توان نوشتحال مي
x x

(x ) (x )x
ln(x x ) ln(x x ) (x )

 
       

2 22 322 21 2 21 1 2 2 2 3  

در جمله دوم  x3با توجه به اين كه ضريب 
1
1و در جمله سوم  2

   است، خواهيم داشت:  3 
     

1 1 3 2 1
2 3 6     x3ضريب  6

  باشد.  صحيح مي» 4«در نتيجه گزينه 

 همگرا

 واگرا
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  چهارمفصل 
  »فضاهاي برداري «

 فضاي اعداد مختلط، يك فضاي برداري: :1مثال   
  نامتناهي بعد است.) 4  سه بعدي است.) 3  دو بعدي است.) 2  يك بعدي است.) 1
   :ي اين فضا همان درست است. پايه» 2«گزينه پاسخ l,i ريتوان هر بردار را در فضاي بردااست و مي  .بر حسب اين پايه بسط داد  

  

 براي تابع وزن :2مثال(t) t  ]يو بازه 2 , ]1 |بردار nPبراي 2 e  :برابر است با  

1 (3
7  2( 7

3  3 (8
3  4 (3

8  

   :براي»  1«گزينه پاسخ| a 1 :داريم  t
a | a t dt | ( )      

2

1

32 2
1

1 78 13 3 3   

  | e | a
a | a

 
 

 
 

1 3
7  

  

 مبدأ) روي نقطه حاصل عمل پاريته (معكوس كردن نسبت به  :3مثال( , , z)   نسبت به محورهاي ثابتx ،y  وz شامل كداميك از تبديلات زير است؟  
1 ( ،   ،z z   2(  ،  ،z z   
3 ( ،   ،z z   4 ( ، ،z z   

   :دانيم عمل پاريته، مختصات دكارتي را به صورت مي  »3« گزينهپاسخ
x x

y y

z z


 
 

اي كند. اكنون با در نظر گرفتن بيان مختصات استوانهتبديل مي 

zماند. همچنين بدون تغيير مي دانيم كه برحسب مختصات دكارتي، مي z   و  رو داريم: شود از اينتبديل مي  

x y z

z z

y
tan

x



   




 


2 2 2

1
 

 
زاويه xدر ناحيه يك و دو مختصات است كه در  است. دو حالت داريم يا پاريتهتحت   لها تبديتنها تفاوت گزينه      4و  3اسـت. يـا در ناحيـه 

هستيم كه      پس دو حالت   .را داريم  
 

 است؟ نادرستهاي ذيل كدام يك از گزينه :4مثال  
  ي آن گروه است.هاي مرتبهناهي يكي از مقسوم عليهشمار اعضاي موجود در يك رده از يك گروه مت) 1
  تواند به بيش از يك رده متعلق باشد.هر عضو گروه اصلي مي) 2
  تر از يك گروه آبلي تحويل پذيرند.هاي با ابعاد بزرگي نمايشهمه) 3
  بعدي از گروه بسازيم.يك نمايش يكها ي دترمينانتوانيم با محاسبهاگر براي يك گروه يك نمايش ماتريسي داشته باشيم مي) 4
   :فرض كنيد 2گزينه  »2«گزينهپاسخ :x ي مختلف متعلق باشد. با فرض اينكه به دو ردهy1  وy2 رده نيستند داريم:  هم  i ig xg y 1

1  
  j jg xg y 1

2  
i  آوريم: را بدست  xتوانيم مقدار گيري ميمعكوس حال با i j j i i j jx g y g , x g y g g y g g y g      1 1 1 1

1 2 1 2  
i  داريم: y2برحسب  y1بنابراين با محاسبه  j j i i j i jy g g y g g g g y (g g )     1 1 1 1 1

1 2 2  
yيعني  , y2   تنها به يك رده تعلق دارد. xرده هستند. پس فرض اول غلط است و هم 1
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 شود؟شرط تعامد با كداميك از روابط زير داده ميدر دستگاه مختصات دكارتي،  :5مثال  
1 (ij jk ik

i

a a    2 (ji ki jk
i

a a    3 (ii jk jk
i

a a    4 (kk ij jk
i

a a    

   :هايش در دسـتگاه سـون پـريم بنويسـيم    دار برحسب مولفهاگر برداري را در دستگاه مختصات دكارتي چرخيده پريم ،يفطبق تعر  »2« گزينهپاسخ، 

  داريم:
N

i ij j
j

V a V


 
1

  

iكه در آن
ij

j

x '
a

x





  توان نتيجه گرفت:بنابراين مي .است jxو جهت مثبت محور ixهمان كسينوس زاويه ميان جهت مثبت با محور 

i i
ij ik

j ki i

x x
a a

x x

  


    

ijبا توجه به ويژگي دستگاه مختصات دكارتي كه در آن jia a باشد به رابطه زير خواهيم رسيد:مي  

i i i k k
ij

j k j i ji i

x x x x x

x x x x x

      
   

       

  
 

 ؟نيستهاي هادي ميان دو دستگاه مختصات دكارتي صحيح ورد كسينوسكداميك از روابط زير در م :6مثال  

1 (ij ik jk
i

a a    2 (ji ki jk
i

a a    3 (ij kj jk
i

a a    4 (ik
ij jk

i

a
( a )( )   2 2  

   :هاي هادي دانيم كه كسينوسمي »3« گزينهپاسخija كنند.ر شرط تعامد روبرو صدق ميد  ij ik jk
i

a a    

jiرو با در نظر گرفتن اين مطلب كه از اين
ij

j i

xx
a

x x


 

 
  دو دستگاه مختصات دكارتي هستند، خواهيم داشت: xو xكه در آن  

  i k
ij kj

j j

x x
a a ( )

x x

  
  

 
 

jصورت حتي در صورتي كه در اين k توانند همديگر را ساده كنند و حاصل هيچگاه به صورت شود، ضرب دو كسر نميjk .درنخواهد آمد  
 

 به صورت  شناسي بر حسب زمان هموارهطول ناوردا در يك مدل فريدماني تخت از جهان در كيهان :7مثالi j
ijds a [d dx dx ]   2 2 است كه  2

j, i , , 1 2 ij,است.  3 
  :به ترتيب برابرند با )a  مشتق زمانيa (است  

1 (ij
a

a


   وa

a


  2 (ij

a

a


   وa

a

  3 (ij
a

a


   وa

a


  4 (ij

a

a


  وa

a

  

   :با توجه به طول ناورداي داده شده   »4« گزينهپاسخg a 
ijو  2 ijg a  2 .است باقي عناصر صفرند  

ij  با توجه به تعريف نماد كريستوفل داريم: i j j i ijg ( g g g ) 
        

1
2  

ij  است لذا: g  ،بندي وجود دارد، اما فقط عنصر غيرصفر با توجه به جمع در  i i j i ij ijg ( g g g ) g g )  
            

1 1
2 2  

ij  توان نوشت:است، زيرا متريك قطري است پس مي gعكس  gاما  ij ij
a

( a )
aa

 
      


2

2
1 1
2  

g  به طور مشابه داريم: ( g g g ) 
            

1
2  

اما باز هم فقط حالت غيرصفر به ازاي    آيد، پس داريم:بدست مي  a
g ( g ) a

aa

 
  


    


2

2
1 1 1
2 2    
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 هاي ايخواهيم از چند جملهمي :8مثال n
nn , , , ... U (x) x 1 ]ي در بازه 2 , ي توابع متعامد بهنجاري را بسازيم. تابع دوم بهنجار مجموعه 1[

  برابر كدام گزينه است؟

1 (x 
1 1

24 48  2 (x 
1 1

12 24  3 (( x )6 2 1  4 (( x )3 2 1  

   :كنيم با از روش متعامدسازي گرام اشميت استفاده مي  »4« گزينهپاسخu (x) 1 :بنابراين داريم  

(x) dx (x) dx      
1 121 1  

  
(x)  اي به صورت مقابل است:در نتيجه اولين چندجمله 1    

uبراي  (x) x1  بايد تركيب خطي بسازيم كه بر(x) :عمود باشد  (x) x a x a ( )     1 1  

|  و شرط تعامد داريم:  1و  لذا با تركيب خطي  dxx a dx a a           
1 1

1
1 1
2 2  

  

uبا  x 
1
dx  آيد:به دست مي 2 (x) duu duu u ( )


        

1 1 11 2 2 2 32 2 21 1
2

1 12 2 23 12  
  

x)  ) داريم:2) و (1در نتيجه با استفاده از رابطه ( ) ( x )      1 1
1 112 3 2 11 2

12

  

 

 هاي ايلهخواهيم از روي چند جممي :9مثالn
nU (x) x ي در بازه[ , nي توابع متعامد با بهنجارش مجموعه 1[ ( )  برابـر   2(x)بسـازيم. تـابع   1

  است با:

1 (x x 23 3 1  2 (x x 26 6 1  3 (x x  26 6 15 5  4 (x  23 3 15 5  

   :ي اول جمله  »2« گزينهپاسخU (x) 1 ،(x) 1  و( ) 1   است لذا(x) 1 باشد. براي مي(x) x a   1  .خواهد بود  

|  لذا از تعامد خواهيم داشت: ) dx x a dx a a           
1 1

1 1
1 1
2 2 

  

(x)با توجه به اين كه  x  1
1
)است و  2 )  1

1
2 توان نوشت:  مي  (x) x   1 2 1  

(x)  نيز داريم: 2(x)براي  x a b x a( x ) b x ax a b              2 2 2
2 1 2 1 2  

|  داريم:2(x)و از تعامد  dx x a dxx (a b) dx a a b b               
1 1 12

2
1 12 3 3   

  

bبا توجه به اين كه  
1
  داريم:2(x)با  1است و از تعامد  3

  | dxx a dxx (a b) dx( x ( a )x x( a ) a )                 
1 1 12 3 2

1 2
2 12 2 4 1 4 3 3  

  

a  گيري خواهيم داشت:  با انتگرال a
| a a             1 2

1 4 1 1 1
2 3 3 6 3 2  

xبنابراين  x  2
2

1
)است و  6 ) 2

1
6:در نتيجه داريم .  (x) x x   2

2 6 6 1  

 

 كدام گزينه يك فضاي برداري است؟ :10مثال  
  ختلطي اعداد حقيقي روي ميدان ممجموعه) 1
  تر روي ميدان حقيقي با ضرايب حقيقيو پايين  nي ها از مرتبهايي تمامي چند جملهمجموعه) 2
  تر روي ميدان مختلط با ضرايب حقيقيو پايين nي ها از مرتبهايي تمامي چند جملهمجموعه) 3
  ي اعداد گويا روي ميدان اعداد حقيقيمجموعه) 4
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   :اعداد حقيقي روي ميدان مختلط يك فضاي برداري نيست؛ زيرا ضرب يـك اسـكالر در يـك بـردار، يعنـي ضـرب عـدد         يمجموعه  »2« گزينهپاسخ
ي اعـداد گويـا روي ميـدان اعـداد     دهد مجموعـه مختلط در يك عدد حقيقي يك عدد مختلط است و به اعداد حقيقي متعلق نيست. همين مسئله نشان مي

يك اسـكالر اسـت،    iيك عضو مجموعه و  nt2نيز يك فضاي برداري نيست؛ زيرا به عنوان مثال  3ي طرفي گزينهحقيقي نيز يك فضاي برداري نيست. از 
  ست، پس يك فضاي برداري است.تمامي شرايط فضاي برداري را دارا 2ي اي با ضرايب حقيقي نيست. گزينهيك چند جمله nit2اما 

 

 اگر در يك فضاي خميده  :11مثالds e dr r d r sin d     2 2 2 2 2 2 r)باشد كه  2 , )  گاه حاصـل  است، آنr
  وr

r    كـه نمادهـاي
  كريستوفل هستند به ترتيب برابر است با:

1 (e , re 



1
2  2 (, re





1
2  3 (e , re 


1
2  4 (, re




1
2  

   :براي يك نماد كريستوفل داريم:  »2« گزينهپاسخ  
i

i
jk j k k j jk

g
( g g g )      2


    

r  از اين رو داريم:سازد، متريك داده شده قطري است و اين محاسبه را به شدت ساده مي rg ( g g g )
            

1
2  

rكه جمع روي  , ,     است، اما به علت قطري بودن تنهاr  دهد.سهم مي  

  r r rr
r r rg ( g g ) g ( g )

          
1 122 2  

rrgاز طرفي واضح است كه  e  وg r 
gو  2 r sin  2 g ،rrgاست و از وارون ماتريس  2 e :است پس  

  r
re r re 

     21
2  

rحال براي 
r ي ذكر شده داريم:از رابطه  r r

r r r rg ( g g g )
           

1
2  

rgاما به علت قطري بودن از   تنها ،r  دهد، پس خواهيم داشت:سهم مي  

  r rr
rrg ( g ) e e e e   

  
 

      
 

1 1 1 1
2 2 2 2  

 

 عمل حاصله از پارتيه (معكوس) كردن نسبت به مبدأ روي نقطه  :12مثال(x, y, z) اي نسبت به محورهاي استوانه(p, , z) ه كدام يـك از تبـديلات زيـر    ب
  انجامد؟مي

1 (
x x

y y

z z


  
  

  2 (
x x

y y

z z


  
  

  3 (
x x

y y

z z


 
  

  4 (
x x

y y

z z


 
  

  

   :اي دانيم كه در عمل معكوس كردن در مختصات استوانهمي  »1« گزينهپاسخnew

P P

z z


   
  

گـردد از ايـن رو بـا توجـه بـه اينكـه       تبديل مـي  

x pcos   وy psin   وz z :است از خواهيم داشت  
new new

new new

new

x pcos( ) pcos x x

y psin( ) psin y y

z z z z

      
         
    

   

  صحيح است.» 1«بنابراين گزينه 
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  پنجمفصل 
 »و نگاشتتوابع مختلط اعداد و « 

 حاصل : 1مثالA ( i)(i )  1 2    برابر است با: 2
1 (i5  2 (i5  3 (5  4 (5  
  : 1«گزينه پاسخ«          A ( i)( i) i i i i i          21 2 2 2 4 2 2 5 2 5  

 

 حاصل: 2مثالi
A

i






1 3
3

  كدام است؟ 

1 (i  2 (i  3 (4  4 (4-  

  : 1«گزينه پاسخ«                                        i i i i i i i
i

i i i

     
    

  

21 3 1 3 3 3 3 3 4
3 1 43 3 3

  

 

 حاصل: 3مثالA
( i)( i)( i)


  

1
1 2   كدام است؟ 3

1 (i

1  2 (i

1  3 (


1

1  4 (

1

1  

  : 2«گزينه پاسخ  «  
i i i

A A
( i)( i)( i) ( i)( i) i i i( i i i )( i) i i i i  

          
          2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 3 3 1 1 12 2 3 3 9 3 1

  

 

 در معادله مختلط: 4مثالx iy ix y i    3 2 5 7   كدام است؟yو x، مقادير اعداد حقيقي5
1 (x , y  1 2  2 (x , y  1 2  3 (x , y   2  4 (x , y  1  
  : كنيم:ابتدا طرف چپ تساوي را مرتب مي » 1«گزينه پاسخ              ( x y) ( y x)i i    3 5 2 7 5   

  برابر باشند، يعني: با يكديگر براي آنكه تساوي فوق برقرار باشد، لازم است مقادير حقيقي و موهومي در طرفين تساوي
x y x y

y y , x
y x y x

    
           

3 5 7 3 5 7 11 22 2 12 5 6 3 15  

  

 مقدار: 5مثالi i

i i i



 

36 27
124 12   برابر كدام است؟ 5

1(i1 2(i1 3(i 1 4 (i 1  
  : دانيم مي»  1«گزينه پاسخi  2   ، بنابراين:1

i i (i ) (i ) i ( ) ( ) i i i i i
i

i i ii i i (i ) (i ) (i ) i ( ) ( ) ( ) i

       
       

        

36 27 2 18 2 13 18 13
124 12 5 2 62 2 6 2 2 62 6 2

1 1 1 1 1 111 1 1
  

 

 فرض كنيد: 6مثالz Cو| z ai | | z bi |   )a وb اعداد حقيقي وa bدر اين صورت مقدار (z z برابر كدام گزينه است؟    
1((a b)i   2((a b)i  3((a b)i  4 ((a b)i  
  : با فرض  »1«گزينه پاسخz x iy  :داريم  

a b
| x iy ai | | x iy bi | x (y a) x (y b) y a (y b) y ( ) ( )


                  2 2 2 2 12  

( ) a b
z z (x iy) (x iy) yi z z [ ( )]i (a b)i


            12 2 2    
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 فرض كنيم: 7مثالz1 وz2  قسمي كهدو عدد مختلط غير صفر باشند به| z z |

| z z |





1 2
1 2

     ، در اين صورت: 1

1(Re(z z ) 1 2   2(Re(z z ) 1 2  3(Im(z z ) 1 2   4 (Re(z z ) 1 2   
  : دهيم:اين سؤال را به روش تشريحي و روش تستي پاسخ مي»  1«گزينه پاسخ  

         z x iy | x iy (x iy ) | (x x ) (y y )

z x iy | x iy x iy | (x x ) (y y )

       
           

2 21 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2
2 22 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 1  

x x x x y y y y x x x x y y y y           2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 2  
x x y y x x y y ( )     1 2 1 2 1 2 1 24 4 1   

z .z (x iy )(x iy ) x x (x y x y )i y y (x x y y ) i(x y x y )          1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1  
( )Re(z z ) x x y y Re(z .z )    1

1 2 1 2 1 2 1 2   
zاگر فرض كنيم :تستيروش  i1 وz 2   راي اين دو عدد داريم:، آنگاه شرايط صورت سؤال برقرار است و ب1

Re(z z ) Re(i ) Re(i)

Im(z z ) Im(i ) Im(i)

   
    

1 2
1 2

1
1 1

  

  ) صحيح است.1واضح است فقط گزينه (
 

 حاصل عبارت: 8مثالz iz
k

z i z

 


 

2

2
1

1
  كدام است؟ 

1( 1  2( i  3(  1-  4(  i  
  4«گزينه : پاسخ«     

  كردن مزدوج عبارت مخرج، در صورت و مخرج كسر داريم:با ضرب روش اول: 

( z iz)(z i z ) z z i( z ) iz i z z i( z )
k i

z i ( z ) z(z i z )(z i z )

          
   

     

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 22 2

1 1 1 1 1 2 1
1 2 11 1

   

iكسر را در عبارت هاي صورت و مخرج،تر اين است كه با توجه به عبارتراه حل ساده روش دوم:

i
داشـته   را در صورت، پشت پرانتز، نگـه  iضرب كنيم و 

)  كنيم:در مخرج كسر را در پرانتز ضرب مي iو z iz) i i( z iz)
i

i(z i z ) (iz z )

   
  

   

2 2

2 2
1 1

1 1
 

 

 اگر :9مثالz cos i sin
 

 1 5 zو  5 cos i sin
 

 2 5 z، مقدار 5

z

4
1
2

  كدام است؟ 

1(i 2(1- 3(1 4 (i  

  : نويسيم.ابتدا اعداد داده شده را به فرم نمايي مي » 2«گزينه پاسخ
i i

z e , z e

 


 5 52   داريم:  1
i

i i i

i

z (e )
e .e e cos isin

z
e


 





        

44 451 5 5
2 5

1  

 

 01مثال :iiبرابر چيست؟  

1 (e


 2  2 (e


2  3 (1  4 (1-  

   :دانيممي  »2«گزينه پاسخ
i

i e



        ، لذا داريم:2
ii ii (e ) e

 
  2 2  
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 حاصل: 11مثال( i) 52 2   ؟كدام است 3
1( 1 24 6 2(  1 24 3 3(256 2 3  4 (256 2 6  

 : دانيممي»  2«گزينه  پاسخ
i

i e



  32 2 3        ، بنابراين:   4
i

( i) ( e ) (cos isin )   


 
     5 5 53 5 52 2 3 4 4 1 24 33 3  

 

 حاصل عبارت : 21مثال( i )

( i )



 

8
7
1 3

2 1 3
  كدام است؟ 

1 (1  2 (1-  3 (1
2  4 (1

2  

 : 1«گزينه  پاسخ«                   
i i

i i i

i i

( i ) ( e ) e
i e , i e e

( i )
e e

 
  

 


         
 



82 68 83 33 3 3
7 2 2

7 3 3

1 3 21 3 2 1 3 2 1
2 1 3

2 2
  

  
 حاصل : 31مثالz ( i)  21  كدام است؟  

1 (22  2 (12  3 (52  4 ( 5 22 2  

  : با توجه به نكته فوق »  2«گزينه پاسخn   zو لذا  2 ( i) ( i)  
2

1 122 2 2


  باشد.مي  
 

 حاصل: 14مثالz i 1   تواند باشد؟يك از مقادير زير ميكدام 3

1 (i1 3  2 (i
6 2

2 2  3 (i
3

2  4 (i3  

  : دانيممي » 2«گزينه پاسخ
i

i e



  31 3      ، بنابراين:2

  
k

i i( ) k k
z e e [cos( ) isin( )]


  

   
   

2 3
3 2

2 23 32 2 2 2 2  

i i
k z (cos isin ) ( )  
       

3 6 22 26 6 2 2 2 2  
 

 هاي معادلهيكي از ريشه: 51مثالz ( i )z i    2 2 3    كدام است؟ 5
1( i1  2( i2 3  3(  i2 3  4(  i 1  
  ابتدا بايد دلتاي معادله را تشكيل دهيم:»  3«گزينه : پاسخ  

b ac ( i ) ( )( i) i i i i ( i) i                  2 2 2 24 2 3 4 1 5 4 9 12 2 4 15 8 1 4 1 4  
i i i

z i
b b ac ( i ) ( i)

z
i i ia

z i

                            


2 1

2

2 3 1 4 4 6 2 34 2 3 1 4 2 2
2 3 1 4 2 22 2 1 12 2
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 هاي معادلهمجموع قدر مطلق ريشه: 61مثالz z  4 2   كدام است؟ 1
1( 1  2( 4  3( 4 2   4( 8  
  با فرض»  2«گزينه : پاسخz A2 :داريم  

  i
A A A i

       
         


2 1 1 4 1 3 1 3 1 31 2 1 2 2 2 2  

Aبا توجه به اينكه z   لذا داريم: 2

  ,z i z i      2
12

1 3 1 3
2 2 2 2  

iهاي دوم عبارتبا توجه به تساوي به دست آمده لازم است ريشه 
1 3
2 iحساب شود، براي به دست آوردن ريشه دوم 2 

1 3
2   داريم: 2

r ( ) ( ) , Arctg( ) Arctg( )


        


2 2
3

1 3 221 312 2 3
2

  

k k
z cos isin cos(k ) isin(k ) cos(k ) isin(k )

 
       

             1

2 22 2 2 23 3
2 2 6 6 3 3  

k z cos isin i , k z cos( ) isin( ) i
   

                1 1
1 3 1 313 3 2 2 3 3 2 2  

iبراي به دست آوردن ريشه دوم 
1 3
2   داريم: 2

 
  

4
3 rيا  3 ( ) ( ) , Arctg( ) Arctg

 
        



2 2
3

1 3 421 312 2 3
2

  

k k
z cos( ) isin( ) cos(k ) isin(k )

 
     

        2

4 42 2 4 43 3
2 2 6 6  

i i
k z cos( ) isin( ) , k z cos( ) isin( )

   
                2 2

2 2 1 3 2 2 1 313 3 2 2 3 3 2 2  

  ها برابر عدد چهار است.قدر مطلق ريشه مجموعدر مطلق هر ريشه برابر با عدد يك است، لذا ق
 

 يكي از جوابهاي معادله: 17مثالz z z z    2 3   كدام است؟ 41

1( cos isin
 


2 2
5 5  2( k k

cos isin
 


4 4
5 5 3(  cos isin

 


3 3
5 5  4(  cos isin

 


2 2
5 5  

  طبق نكته گفته شده بايد طرفين معادله را در»  4«گزينه : پاسخz1 :ضرب كنيم و خواهيم داشت  
( z)( z z z z ) z z          2 3 4 5 51 1 1 1   

  هاي پنجم عدد يك را به دست بياوريم:بايد ريشه
k i

nn k k
z e z cos isin


  

   
2

5 2 2
5 5     

kبه ازاي 1 :يكي از جوابها به صورت مقابل است  z cos isin
 

 
2 2
5 5  

  
  

 نقطه در ربع سوم است
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 هاي معادلهيكي از جواب: 18مثالi z z i z z    2 3 cosبه صورت 41 i sin   است، كمترين مقدار در بازه[ , ]2؟، كدام است  

1(
5  2(

1  3(2
5  4(3

1  

  ابتدا طرفين معادله را در   »2«گزينه  :پاسخ( iz)1 كنيم، داريم: ضرب مي  

z cos isin
 

  1 1 
( iz)( iz z iz z ) (iz) iz z i cos isin

i

  
                2 3 4 5 5 5 11 1 1 1 2 2    

n  فرد باشد آنگاه داريم: nاگريادآوري:  n n n na b (a b)(a ba b )       1 2 1.  
 

 اگر: 19مثالz هاي موهومييكي از ريشهnام عدد يك باشد، آنگاه حاصل عبارتnz z z    2 11  كدام است؟  
n(n  )4  2  )3  1 )2  صفر )1 )1  
  چون  »1«گزينه : پاسخz هاييكي از ريشهnام موهومي عدد يك است، لذاnz 1 وz 1 چون گفته شدهاست ،z هـاي موهـومي   يكي از ريشه

nzعدد يك است. پس  1  باشد، لذا داريم:مي  
  n nz (z )( z z z )        2 11 1 1    

nz  با توجه به معادله به دست آمده بايد يكي از پرانتزها برابر عدد صفر شود. z z     2 11          ياz z   1 1  
zاز طرفي گفتيم 1 قابل قبول نيست، پس حتماً تساويnz z z     2 11   باشد.برقرار مي  

 

 هرگاه :20مثالxy
f (z) i( xy)

x y
 

2 2 آنگاه  2
z

Limf(z)


  كدام است؟ 

1 (  2 (1  3  (i  4.حد موجود نيست (  

 :مقدار»  4«گزينه  پاسخ
(x,y) ( , )

xy
Lim

x y 2 2 
yموجود نيست، چون اگر روي خط mx به نقطه( , )  :نزديك شويم، داريم  

(x,y) ( , ) x x

xy x(mx) mx my mx
Lim Lim Lim

x y x (mx) x ( m ) m  

  
   

2
2 2 2 2 2 2 21 1   

  

كند و اين با تعريف منحصر به فرد بودن حـد تـابع در   ، حاصل حد مقادير مختلفي پيدا ميmبستگي دارد (يعني به ازاي مقادير مختلف mچون جواب به
تناقض است) پس حد موجود نيست. دقت كنيد ديگر لازم نيست مقدار

(x,y) ( , )
Lim xy


2
 

را بررسي كنيم، چون براي وجود حد بايـد حـد هـر دو قسـمت      

  وجود داشته باشد.
 

اگر : 21مثالz x iy  وz x iy  وf (z) zz  كدام عبارت صحيح است؟ ،    
1(f (z) در صفحهz .2  تحليلي نيست(f (z) فقط درz   پذير نيست.مشتق  
3 (f (z) در همة نقاط صفحةz .4  تحليلي است(f (z) در همة نقاط صفحةz داراي مشتق نسبت بهz .است  
  : به علت وجود  »1«گزينه پاسخz در تركيب تابعf (z)تابع ،f تواند تحليلي باشد.نمي  

  
 تابع: 22مثالz

f (z)
| z |

 2 :  

  جا تحليلي نيست.) هيچ4  اي است.) داراي خط شاخه3  ) تنها در مبدأ مختصات تحليلي نيست.2  پذير است. ) همه جا مشتق1
  : ممكن است در نگاه اول با توجه به وجود»  2«گزينه پاسخz ) گردد با توجـه بـه   دقت ملاحظه مي ) انتخاب شود، اما با كمي4درضابطه تابع گزينه
|رابطه z | z.z2 عاملz .از ضابطه تابع حذف خواهد شد   

           z z
f (z)

z.z z| z |
  2

1  

zو تابع در تمام نقاط غير از نقطه   .تحليلي است  
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 اگر: 23مثال iz| e |   ، آنگاه كدام گزينه درست است؟1
1 (y   2 (y   3 (x   4 (x   
  : با توجه به اينكه اندازه عدد مختلط  »1«گزينه پاسخize د كوچكتر يا مساوي يك باشد، داريم:بايiz i(x iy) y ix y ixe e e | e |       1  
yاندازه ixe  دانيم اندازه اين عدد مختلط برابربايد كوچكتر يا مساوي يك باشد و ميye شـود  باشد و اين عبارت زماني كـوچكتر يـا مسـاوي يـك مـي     مي

yكه  .باشد    

  
 معادله: 24مثالcos z    باشد:مي ي محضعدد موهوم  zوقتي كه  2

coszچ جوابي نيست چوني) داراي ه2  است. حقيقي نهايت جواب) داراي بي1  1   است. 1
  جواب مختلط است. ) داراي تعداد محدودي4  است. مختلطنهايت جواب ) داراي بي3
  : 3«گزينه پاسخ«    

cos z cos x.cosh y isin x.sinh y sin x.sinh y     2  
sinاگر x   باشد، آنگاهx k  دانيم وقتيخواهد بود و ميx k  باشد، آنگاهkcos x ( ) 1 :خواهد بود، لذا داريم  

  cosh yk( ) cosh y cosh y cosh y      1 2 2 2  
x)هاي مختلف،xبه ازاي  yآيد. كه چون اين دو مقدار بدست مي yي فوق، مقاديري براياز معادله k )  شوند، حاصل ميz    داراي بيشـمار جـواب

  مختلط است.
sinhاگـر كنـيم  ) را نيـز بررسـي مـي   1هر چند نيازي به بررسي نيست، اما حالت ديگر معادلـه (  y       آنگـاه بـر طبـق اتحـادcosh y sinh y 2 2 1 

coshمقدار y 1 امكان ندارد  شود و آنگاه داريم:ميcos x cos x    1 2 2 
 

 تصوير ناحيه: 25 مثالy 
1
4 به وسيله تبديلw

z


  كدام ناحيه است؟ 1
  
  
  

  

)1(  )2(  )3(  )4(  
  :3«گزينه پاسخ «    

v
y u v v u (v )

u v


            


  2 2 2 2

2 2
1 1 4 2 44 4  

اي بـه  ناحيـه مزبـور خـارج دايـره    كنـد.  شود كـه از مبـدأ عبـور مـي    اي تبديل ميبالا به دايرهكند معادله با توجه به نكات فوق، چون خط از مبدأ عبور نمي

)مركز , ) vباشد. از طرفي چونمي 2و شعاع  2
y

u v
 

2 yو 2   باشد پسميv   ) ب است.) جوا3لذا گزينه  

 

 هاي معادلهجواب: 26مثالsin z    كدام است؟ 2

1 (z ( n ) Ln( )


   
12 2 32 2  2 (z ( n ) Ln( )    

12 2 32  

3 (z n iLn( )   2 2 3  4 (z ( n ) iLn( )    
12 2 32  

  : 4«گزينه پاسخ «                 sin z z Arcsin  2 2  

z iLn[i( ) ( ) ] iLn( i ) iLn( i i) iLni( ) i[Lni Ln( )] n                   22 1 2 2 3 2 3 2 3 2 3 2  

i i iLn( ) n ( n ) iLn( )


           
12 3 2 2 2 32 2  

  

  بايد مقدار قسمت موهومي صفر باشد

2  

-2  
2 -2  -2  
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 از معادله  :27مثالcosh z  1، مقدارz كدام است؟  
1 (z n   2 (z ( n )  2 1  3 (z i( n )  2 1  4 (z in   

 :دانيممي»  3«گزينه  پاسخ
z ze e

cosh z


   ، بنابراين داريم:2

  
z z z

z
z z

z z z z

e e (e )
e

e e

(e ) e (e ) e z Ln( )

 
        

            

2

2 2

1 11 2 22
2 1 1 1 1 

  

ieدانيممي  1 :لذا داريم  Ln( ) Ln i( n ) i( n ) z Ln( ) i( n )              1 1 2 2 1 1 2 1  
  

 تصوير خط : 28مثالx


 w، تحت نگاشت zحه در صف 4 u iv sin z   كدام است؟    

u) قسمتي از هذلولي 1 v 2 2 1
u) شاخه سمت راست هذلولي 2  كه در ربع دوم قرار دارد. 2 v 2 2 1

2  

u) قسمتي از هذلولي 3 v 2 2 1
u) شاخه سمت چپ هذلولي 4  ر ربع چهارم قرار دارد.كه د2 v 2 2 1

2  

  :تصوير خط  »4«گزينه پاسخx c تحت نگاشتw sin z باشد:به صورت هذلولي مقابل مي  u v

sin c cos c
 

2 2
2 2 1  

cچون


  u  داريم:، 2 v
u v u v

sin ( ) cos ( )
        

 
 

2 2 2 2 2 2
2 2

11 2 2 1 2
4 4

  

)خط عمودي k ) x k


  2 تحت نگاشتw sin z به شاخه سمت راست هذلوليu v

sin k cos k
 

2 2
2 2 گـردد. همچنـين خـط    تبـديل مـي   1

)عمودي k ) x k


   2  تحت نگاشتw sin z گردد. بنابراين تصوير خطشاخه سمت چپ هذلولي فوق تبديل مي بهx


  شاخه سمت  4

  شود.چپ هذلولي تبديل مي
  

 تابع: 29مثالLnz هاي زير برابر است؟با كداميك از گزينه  

1(y
Ln(x y ) iArctg

x
 2 21

2  2(y
Ln(x y ) iArctg

x
 2 21

2  3 (y
Ln(x y ) iArctg

x
 2 2 4 (y

Ln(x y ) iArctg
x

 2 2 

  : 1«گزينه پاسخ «                           y y
Lnz Ln | z | i Ln x y iArctg Ln(x y ) iArctg

x x
        2 2 2 21

2  

 

 مقدار اصلي :30مثال i( i)21   كدام است؟  

1 (e cos ie sin2 22 2  2 (sin( ) icos( )
 
  1 12 2  

3 (e [sin(Ln ) icos(Ln )]



42 2 2  4 (e [cos(Ln cos ) isin(Ln cos )]


2 2 24  

 :با  »3«گزينه  پاسخLn :گرفتن از طرفين داريم  
iz ( i) Lnz ( i)Ln( i) ( i)Ln( i) ( Ln ) i(Ln )  

            21 2 1 2 1 2 2 24 2  

( Ln ) i(Ln )
z e .e

   


2 2 24 2    
Lnبا توجه به تساوي Ln( ) Ln 22 2 2 Lnaeبطهو همچنين را 2 a:داريم  

iLn iLnz (e .e )(e .e ) e {[cos(Ln ) isin(Ln )].i} e [icos(Ln ) sin(Ln )]

   
    2 24 2 4 42 2 2 2 2 2  

 گيريممي Lnاز طرفين
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 تابع: 31مثالf (z) | z | 2:  
x) در3  پذير است.) در همه جا مشتق2  جا تحليلي نيست.) در هيچ1   در4  پذير است.مشتق (y   پذير استمشتق.  
  : 1«گزينه پاسخ «     

 f (z) | z | x y u x y , v       2 2 2 2 2  
x y y xu x , v , u y , v     2 2  

yشرايط كوشي ريمان فقط در  2 وx  2  نقطهيا همانx   وy   جا تحليلي نيست.چبرقرار است، پس تابع در هي  
 

 براي تابع: 32مثال

 

x y x y
i z

f (z) x y x y

z

  
 

   
 

3 3 3 3
2 2 2   روابط كوشي ـ ريمان: 2

  ) صادق نبوده ولي مشتق دارد.4  ) صادق بوده اما مشتق ندارد. 3  ) صادق نبوده و مشتق ندارد.2  ) صادق بوده و مشتق نيز دارد.1
  : كنيم:مي پذيري تابع را بررسيابتدا مشتق»  3«گزينه پاسخ  

(x,y) ( , ) (x,y) ( , )

x y i(x y )

x y i(x y )x y x y
f (z) Lim Lim

x iy (x iy)(x y ) 

 


     
  

3 3 3 3
3 3 3 32 2 2 2

2 2   
  

xمقـدار حـد تـابع بـر روي مسيـر  و ياy  بـرابرi1 باشد اما بر روي مسـيرميy x مقـدار حد فوق برابرi 1
fاسـت، لـذا    2 ( )    موجـود

  كنيم.نيست. حال شرايط معادلات كوشي ريمان را بررسي مي

x x
x x

u(x , ) u( , ) v(x , ) v( , )
u ( , ) Lim , v ( , ) Lim

x x 

 
   

 

        1 1  

y y
y y

u( , y) u( , ) v( , y) v( , )
u ( , ) Lim , v ( , ) Lim

y y 

 
    

 

        1 1  

xبا توجه به اينكه yu v،y xu v  شايد در ذهن شما اين سئوال پيش بيايد كه چـرا از تعريـف مشـتق     يمان برقرارند.باشد، لذا معادلات كوشي رمي
  تر از اين حالت است. (خواستيد امتحان كنيد!)گيري كمي مشكلمقادير فوق را محاسبه كرديم، پاسخ اين است كه استفاده از فرمول مشتق

  

 تابع: 33مثالf با ضابطه

 

z
; zf (z) z
; z


  
 

2
  مفروض است، كدام گزينه صحيح است؟ 

1(f درz   .پيوسته نيست  
z) در2   ولي تابع مشتق دارد. ،روابط كوشي ريمان برقرار نيستند  
z) در3   تابعf .پيوسته است و روابط كوشي ريمان نيز برقرار است  
z) در4   تابعf .مشتق ندارد و روابط كوشي ريمان نيز برقرار نيستند  

  : اگر تابع را در مختصات قطبي بررسي كنيم، داريم:»  3«گزينه پاسخ  

zپس در   تابعf      .پيوسته است
i

iz

r e
Limf (z) f ( )

re

 


   


 

2 2
  

y
y y

u( , y) u( , )
u ( , ) Lim Lim

y y 


  3 

                        x
x x

u(x, ) u( , ) x
u ( , ) Lim Lim

x x 


  

 

   
3
3 1  

y
y y

v( , y) v( , ) y
v ( , ) Lim Lim

y y 


  

 

   
3
3 1                  x

x x

v(x, ) v( , )
v ( , ) Lim Lim

x x 


  

 

     3  

yرددگملاحظه مي x x yu v , u v   لذا روابط كوشي ريمان در نقطهz   .برقرار هستند  
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 هرگاه   :34مثالf (z) u(x , y) iv(x)   ،تابعي تحليلي باشدf (z) ) كدام است؟C  عددي مختلط وK (عددي حقيقي است  
1 (Kiz C  2 (Kz C  3 (Kiz C   4 (Kz C  

 :چون تابع تحليلي است، پس   »3«گزينه  پاسخu v

x y

 


 
vاست، لذا  xتابعي فقط بر حسب  vكه ، اما دقت كنيد با توجه به اين

y





   ًو نتيجتـا

u

x





 شود و اين يعني تابع ميu  فقط بر حسبy  است، از طرفي چونu v

y x

 
 

 
  پس داريم: 

  u(y) v(x)

y x

 
 

 
  

  باشد: Kافتد كه اين دو عبارت مساوي عدد ثابتي مثل ها بر حسب دو متغير برابر با هم شده و اين فقط در يك حالت اتفاق ميدو تابع كه مشتق آن

  
z C

u
K u Ky C

y
f (z) (Ky C ) i( Kx C ) f (z) Ki(x iy) C iC f (z) Kiz C

v
K v Kx C

x

                      
        

1
1 2 1 2

2
  

 

 جريان سيال غير چرخشي دو بعدي را با استفاده از پتانسيل مختلط :35مثالf (z) u(x,y) iv(x,y) كنند.، توصيف ميu(x,y)   را پتانسـيل
,v(xسرعت و y) گويند، اگر سرعت سيال از رابطهرا تابع جريان مي 

V u  حساب شود، با شرط اينكهf (z) تحليلي باشد، كدام گزينه صحيح است؟  

1 (x y
df

V iV
dz

   2 (.V 
 

  3 (V 
 

  4.هر سه مورد صحيح است (  

 :كنيم:روابط داده شده در هر سه گزينه را بررسي مي»  4«گزينه  پاسخ  

df  كنيم:را حساب مي zنسبت به f) ابتدا مشتق تابع1بررسي گزينه ( u u
i ( )*

dz x y

 
 
 

  

Vلاز طرفي چون سرعت سيا


Vاز رابطه  u 
 

u  شود، لذا داريم:حساب مي  u
V u i j ( )

x y

 
   

 
1

  
    

x  اگر بردار سرعت را در دو بعد تجزيه كنيم، رابطه مقابل داريم: yV V i V j ( )  2
 

  

)  :رسيم) به نتيجه مقابل مي2) و (1از مقايسه دو رابطه ( ),( )
x y

u u
V , V ( )

x y

 
  

 
2 1 3  

)اگر اين دو مقدار را در رابطه x  ) صحيح است:1رسيم رابطه داده شده در گزينه (قرار دهيم، به اين نتيجه مي *( y
df

V iV
dz

   

yx  ) داريم:2): با استفاده از رابطه (2بررسي گزينه ( V ( )V u u u u
.V ( ) ( ) .V

x y x x y y x y

      
      

       

2 2
2 2

3  
  

fچون تابع (z) كند پستحليلي است، لذا در معادله لاپلاس صدق ميu u
.V

x y

 
   

 

2 2
2 2

 
     در فيزيك اين رابطه به اين معني است كـه چشـمه يـا

  چاهكي وجود ندارد. 
  ): به راحتي با استفاده از ضرب خارجي داريم:3بررسي گزينه (

i j k

u u
V V ( )k

x y z x y x y

u u

x y

    
     

      
 
 

2 2

  

   




  

  رابطه فوق در فيزيك به اين معني است كه جريان غير چرخشي است.
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 اگر تابع: 36مثال   f (z) u(r, ) iv(r, vتابعي تحليلي باشد و ( r cos r sin   2 ,u(r، آنگاه2 ) كدام است؟  

1 (u(r, ) r sin r cos c      2 2  2 (u(r, ) r cos r sin c     2 2  
3( u(r, ) r sin r cos c     2 2    4 (u(r, ) r sin r cos c      2 2  

  : ابتدا  »4«گزينه پاسخv


    كنيم:را حساب مي 

v
r sin r cos


    


22 2   

uچون تابع تحليلي است بايد v

r r

 


 
u  برقرار باشد. 1 u

( r sin r cos ) r sin cos
r r r

 
          

 
21 2 2 2 2  

  گيريم:انتگرال مي rحال از طرفين تساوي فوق نسبت به      u r sin r cos f ( )2 2u ( r sin cos )dr f ( )        2 2  

vگيريم و آن را مساويمشتق مي مجدداً از طرفين اين رابطه نسبت به
r( )

r





    دهيم:قرار مي 

u
r cos r sin f ( )

       


22 2  

v v
r cos sin r r cos r sin

r r
v u

r r cos r sin r cos r sin f ( )
r

f ( ) f ( ) c u(r, ) r sin r cos c

 
          

 
               
 

             

2

2 2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

  

  
 كداميك از توابع زير تحليلي است؟: 36مثال  

|) براي1 z | 3 

cos z
, z

sin zf (z)

, z

  
 





2
1

1
2

  2 (f (z) Lnz براي)z  (  

3 (f (z) x iy , (x y)  2 2  

 

4 (f (z) , z
ksin

z

 


1 1
1   

  : تابع»  1«گزينه پاسخLnz در )4(هايش تحليلي نيست، تابع گزينه در نقاط مربوط به بريدگي شاخهz      تحليلي نيست، همچنين بـراي گزينـه

uني) قسمت حقيقي تابع يع3( x     كند:صدق نمي (لاپلاس) در معادله پتانسيل 2
    xx yyu u      2  

  ) بايد تابعي تحليلي باشد.1لذا تابع گزينه (
 

 تابع: 37مثالf (r, ) r cos r sin    2 2 2   كدام شرايط را دارد؟ 2
r) فقط در ناحيه2  ) هارمونيك (همساز) نيست.1    هارمونيك است. 1
) فقط در ناحيه3    .هارمونيك است.4  هارمونيك است (  

  : توانيم معادله را در مختصات دكارتي نوشته و مشتق بگيريم.مي»  4«گزينه پاسخ  

x xx y yyf (x, y) x y f x , f , f y , f        2 2 2 2 2 2  
f (همساز) است.  هارمونيكxx yyf f    
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 تبديل خطي بيابيد كه نگاشت زير را اعمال كند. : 38مثال  

  
  :داريمپاسخ

   1 2 xو 2  1 xو 1 2   لذا با جايگذاري در نگاشت كريستوفل داريم: ،1

f (z) A( (z ) .(z ) dz B f (z) A arcsin z B

 
 

       
2 2

1 1     
zبا توجه به اينكه   به   شود داريم:نگاشت مي  

  f ( ) B       

b  توان نوشت:همچنين مي
f ( ) b A    


21   

b  بنابراين داريم: 
f (z) arcsinz


2  

  
 هرگاه :39مثالf (z) يك تابع تحليلي باشد، آنگاه مقدارA از تساوي( ) | Re(f (z) | A | f (z) |

x y

   
 

2 2 2 2
2   كدام است؟ 2

1 (1  2 (2  3 (4  4 (8  

 :اگر فرض كنيم»  2«گزينه  پاسخf (z) u iv آنگاه ،Ref (z) u بنابراين| Ref (z) | u2 ، پس عبارت سمت چپ تساوي به صـورت زيـر   2
  شود.نوشته مي

u u
( )u

x y x y

   
  

   

2 2 2 2 2 22
2 2 2 2  

u  گيري نسبي داريم:طبق قاعده مشتق u u u u u u* .u( ) ( ) ( u. ) ( ) u
x x x x x x xx x

        
    

       

2 2 2 2 22
2 22 2 2 2  

u.uخواهيم مشتق عبارت) وقتي مي*گيري نهايي (قسمتدقت كنيد در مشتق
x




رو هسـتيم.  ضرب دو عبارت روبـه  با حساب كنيم، چون xرا نسبت به 2

باشد، لـذا مشـتق آن   مي xتابعي از uمشتق بگيريم، چون خود xنسبت به u2خواهيم ازضرب استفاده كرديم. يعني وقتي ميلذا از قاعده مشتق حاصل

uبرابر
( )

x




uشود. كه با ضرب آن درمي 2

x




uبرابر 
( )

x




u(يعنيشده است و همچنين مشتق عبارت دوم  22

x




u) برابـر 

x





2
شـود كـه بـا ضـرب آن     مـي  2

uحاصل برابر u2در
u

x





2
  شده است. 22

u  مشتق بگيريم، خواهيم داشت: yبه همين ترتيب اگر نسبت به u u.( ) u
yy y

  
 

 

2 2 22
2 22 2  

    ت چپ تساوي برابر است با:پس مقدار سم

u u u u u u u u
( ) u( ) ( ) u( ) [( ) ( ) ] u[ ]

x y x yx y x y

       
       

      

2 2 2 22 2 2 2
2 2 2 22 2 2 2 2   مقدار سمت چپ 2
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uباشد و اين يعنيتابعي تحليلي مي fاز طرفي در صورت سئوال گفته شده تابع u

x y
 

 
 

2 2
2 uباشد، پس عبارت فـوق برابـر   مي 2 u

[( ) ( ) ]
x y

 


 
2 22 

fطرفي چونشود. از مي (z) باشد، پستابعي تحليلي ميu u
f (z) i

x y

   
 

uلذا  u
| f (z) | ( ) ( )

x y

   
 

2 2     خواهد بود. پس داريم: 2

u u u u
[( ) ( ) ] A[( ) ( ) ] A

x y y y

   
    

   
2 2 2 22 2      

  

 اگر تابع: 40مثالv(x, y) يك مزدوج همساز تابعu(x,y) (x y ) x y   2 2 2 2 21 )vباشد آنگاه با شرط  4 , )    مقدار v( , )1   ؟كدام است 1
1 (4  2 (1  3 (2-  4 (  
  : 1«گزينه پاسخ«  

v u
x(x y ) xy v [ x(x y ) xy ]dy h(x)

y x

 
          

  2 2 2 2 2 24 1 8 4 1 8  

v u
x y xy xy h(x) x y y y h (x)

x y

           
 

3 3 2 34 4 4 12 4 4  

v( , )

x y y y h (x) x y y y

h (x) h(x) k v(x, y) x y xy xy k k v( , )

      

            

2 3 2 3

3 3
12 4 4 12 4 4

4 4 4 1 1 4   
  

 

 اگر قسمت حقيقي يك تابع تحليلي در صفحه مختلط: 41مثالz به صورتu(x,y) y Ay Bx y  3 ,Bو 2 A :مقادير ثابت باشند آنگاه  
1(Aدلخواه وB  3  2(A B  3 3(Bدلخواه وA  3  4 (B,A  هر دو دلخواه  
  : هرگاه»  1«گزينه پاسخf (z) u vi  تابعي تحليلي باشد آنگاهv,u .توابع همساز يكديگرند  

u u
By y B

x y

 
       

 

2 2
2 2 2 6 3   

u y Ay Bx y  3 2  
u v

Bxy v Bxy h(x)
x y

 
      

 
22  

v u
By h (x) ( y A Bx )

x y

         
 

2 2 23 

By h (x) y A Bx h (x) A x h(x) Ax x c V xy Ax x c                      2 2 2 2 3 2 33 3 3   

vباشد.وابسته نمي Aبه v
x x

x y

 
       

 

2 2
2 2 6 6   

  

 در صورتي كه تابع: 42مثالf (z) u iv  تحليلي باشد وv sin x.sinh y  :آنگاه  
1 (u cos x.cosh y c    2 (u cos x.cos y c   3 (u cos x.cosh y c   4مقدار تابع (u .مشخص نيست  
  : عادلات كوشي ريمان برقرار باشد.چون تابع تحليلي است، لذا بايد م  »3«گزينه پاسخ  

x y
u v

u v sin x cosh y u cos x.cosh y h(y) cos x.sinh y h (y)
y x

           
 

  

cos x.sinh y h (y) cos x.sinh y h (y) h(y) c u cos x.cosh y c            
  

  
  

  گيريمرال ميانتگ yاز طرفين نسبت به 
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 اگر تابع :43مثالf (z) همساز باشد وRe[f (z)] x y y   2 23 4 fبا شرط 3 ( i) 1 وf ( )  مقدار ،f (i) كدام است؟  
1 (i6  2 (i6  3 (i6 5  4 (i6 2  

  : براي تابع  »3«گزينه پاسخf (z) u iv دانيم، ميu u
f (z) i

x y

   
 

fحقيقي ، يعني قسمت (z) كه در صورت سؤال داده شده برابرu

x




  :است 

       u
Re[f (z)] x y y

x

    


2 23 4 3  

uيم:ده، عدد صفر را قرار ميyو به جاي x،zحالا به جاي
(z, ) z

x





23  

u ( x y y )dx x xy xy f (y)       2 2 3 23 4 3 4 3  

    داريم: yنسبت به uگيري از تابعاز طرفي با مشتق
u

x xy f (y)
y

    


4 6  

uعدد صفر را قرار دهيم؛ yو به جاي x،zدوباره اگر به جاي

y




uبرابر است با: 
z

y


 


4  

fبنابراين (z) :برابر است با  

  u u
f (z) i z i[( z)] z i z

x y

        
 

2 23 4 3 4  

  f (z) z iz C   3 22  
f)داده شده براي مسئلهبا استفاده از شرط  ( i) ) 1 مقدارC كنيم:را حساب مي  

f ( i) ( i) i( i) C      3 21 1 2 1   

i i i i( i i) C i i i C C i                  3 2 2 21 3 3 2 1 2 1 3 3 4 6 2


   

f (z) z iz i    3 22 6 2  

fحالا به راحتي (i) آيد:به دست مي  f (i) i i(i) i i i i i          3 22 6 2 2 6 2 6 5  
 

 اگر قسمت حقيقي تابع تحليلي: 44مثالf (z) به صورتxu(x,y) e (xcos y y sin y)  تعريف شده باشد، مقدارf (i)  كدام است؟  

1( iie   2 (ie ( i) 1  3 (ie (i ) 1  4 (iie  

  : با توجه به مقدار  »2«گزينه پاسخu،u

x




uو 

y




    كنيم:را حساب مي 

x zx x x z z z z
y

u u
e (x cos y) e cos y e ysin y (z, ) ze cos( ) e cos( ) ze e

x x
      


 
           

 
     

uياز طرفي با محاسبه

y




x  داريم: yقرار دادن  صفر به جاي و  x xu
xe sin y e sin y e ycos y

y
  

    


          

fبا توجه به فرمول (z) بر حسب مشتقات جزئيu:داريم ،  z zu u
f (z) i ze e

x y
       

 
  

fبنابراين مقدار (i) :برابر است با  i i if (i) ie e e ( i)       1  

  

 zگيري نسبت بهبا انتگرال
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 اگر :45مثالf (z) u iv  تابعي تحليلي باشد، و xu(x,y) e cos y2گاه ضابطه، آنf (z) با فرضf ( )     كدام است؟ 2

1 (zf (z) e 2  2( zf (z) e
2

2  3 (zf (z) e 22  4 (
z

f (z) e 22  

  : 1«گزينه پاسخ«    

zاگر  در نظر گرفته شود، آنگاهz    
z

z z z
f ( ) , f (z) u( , ) e cos( )

i i
     22 2 2 2 22 2 2  

coshدانيماز طرفي مي iz cosz:لذا داريم ،  z iz z
cos( ) cos( ) cosh( )

i


 2 2 2  

و چون
z ze e

cosh z


   ، لذا خواهيم داشت:2

z z
z

z ze e
f (z) e [ ] e e




     

2 224 2 2 2 2 22  

 
 مكان هندسي نقاط: 46مثالz x iy  واقع در صفحه مختلط كه در تساويz

| |
z





1   ام است؟صدق كنند، كد 41

1 ((x ) y ( )  2 2 217 8
15 15  2 ((x ) y ( )  2 2 21 8

15 15  3 (x y 
82 15  4 (x y 

82 15  

  : 1« هگزينپاسخ «  

         z | (x ) iy |
| | | (x ) iy | | (x ) iy |
z | (x ) iy |

  
         

  
1 14 4 1 4 11 1  

(x ) y [(x ) y ] x y x x y x (x ) y ( )                   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 234 17 81 16 1 15 15 34 15 115 15 15  

  
 مكان عدد مختلط: 47مثالz x iy  كه در تساويz.z ( i)z ( i)z     1 1   صدق كند، كدام است؟ 1

  ) و شعاع يك-1و  1اي به مركز () محيط دايره2  ) شعاع يك1و  1اي به مركز () محيط دايره1
  ) و شعاع يك1و  -1اي به مركز () محيط دايره4  ) و شعاع يك1و  1اي به مركز () محيط و داخل دايره3

  : 2«گزينه پاسخ «  

                    x y ( i)(x iy) ( i)(x iy)         2 2 1 1 1  

x y x iy ix y x iy ix y x y x y (x ) (y )                      2 2 2 2 2 21 2 2 1 1 1 1  
 

 مكان هندسي نقطه : 48مثالM  متناظر با عدد مختلطz كه در رابطهz z z (z) (z) (z)    3 2 3 22 3 2     صدق كند، كدام است؟ 3
  الساقين) هذلولي متساوي4  ) هذلولي3  ) بيضي2  ) سهمي1
  : 3«گزينه پاسخ   «  

    z (z) [z (z) ] (z z) (z z)[z zz (z) (z z) ]              3 3 2 2 2 22 3 2 3  

معادله يك هذلولي است 
z z y

x y x
x y ixy x y x y ixy x

        
         

2 2
2 2 2 2 2 2 3 4 3

2 2 4 3





  

  

  



  
 

 

رياضي فيزيك  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  60

 اگر :49مثالz1،z2 وz3 صحيح است؟الاضلاع باشند، آنگاه كدام گزينه رئوس يك مثلث متساوي  

1(z z z (z z z z z z )    2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 1 32   2(z z z z z z z z z    2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 1 3  
3( z z z (z z z z z z )    2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 1 33  4 (z z z (z z z z z z )    2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 1 3  

 : با توجه به اين كه زواياي مثلث  »2«گزينه  پاسخ
zاست، لذا عبارت 3 z

z z




2 1
3 1

  توانيم به شكل زير نمايش دهيم:مي را 

iz z z z
| | e ( )

z z z z


 


 

2 1 2 1 3
3 1 3 1

1  

zطورهمين z

z z




1 3
2 3

  شود:برحسب اندازه و زاويه آن به شكل زير نوشته مي 

iz z z z
| | e ( )

z z z z


 


 

1 3 1 3 3
2 3 2 3

2  

|  الاضلاع است، لذا روابط مقابل برقرار است:چون مثلث متساوي z z | | z z | | z z |    2 1 3 1 2 3  
    بنابراين داريم:

i i( ),( ) z z z z
e , e

z z z z

 
 

  
 

2 1 2 1 1 23 3
3 1 2 3

  

z z z z z z z z z    2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3

z z z z
z z z z z z z z z z z z z

z z z z

 
         

 
2 2 22 1 3 1
2 1 2 2 3 1 3 1 3 1 3 1 3

1 3 2 3
  

 

 اگر  :50مثالa ibi a ib  مقدار ،a b2   برابر كدام گزينه است؟ 2

1(
b( k )

e

 4 1 2  2(b( k )e  4 1  3(
b( k )

e

4 1 2  4 (
b( k )

e

4 1 2  
 : با توجه به فرض داده شده با  »2«گزينه  پاسخLn :گرفتن از طرفين داريم  

a ib b
i a ib (a ib)Lni Ln(a ib) (a ib)[ Ln i( k )] Ln a b i( k tg )

a
 

               2 2 11 1 2 22 2  

Lnدر سمت راست تساوي a b2 Ln(aصورتتوان به را مي 2 b )2 21
هاي حقيقـي و موهـومي را در طـرفين تسـاوي تفكيـك      نوشت. اگر قسمت 2

  كنيم، داريم:
b

ai( k ) b( k ) Ln(a b ) i( k tg )
a

 
         2 2 112 2 22 2 2  

  هاي حقيقي، داريم:با مساوي قرار دادن قسمت

b( k )a b e   2 2 4 1k
b( ) Ln(a b ) b( k ) Ln(a b )

  
         2 2 2 24 1 4 12 2  

 

 مختلط قسمت حقيقي، عدد :51مثال( i )z ( i )   1 31   است؟ (مقدار اصلي موردنظر است)باشد، برابر كدام گزينه  3

1 (
Ln

e cos( Ln )


 


2 3 3 2

3
  2 (

Ln
e cos( Ln )


 


2

3 3 2 3  

3 (
(Ln )

e cos( Ln )


 


2 3 3 2

3
  4 (

(Ln )
e cos( Ln )


 


2

3 3 2 3  

  : با توجه به تساوي  »4«گزينه پاسخ
bb Lnaa e و ياb bLnaa e دهيم:به تست پاسخ مي  ( i )Ln( i )z e   1 3 1 3  

 طرفين وسطين
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)Lnمقدار اصلي i )1 Lnبرابر با: 3 ( ) itg 2 1 31 3 Lnو به عبارت ديگر برابر 1 i


2   برابر است با: zباشد، لذامي 3

( i )(Ln i ) [Ln i i Ln ] [Ln i( Ln )]
z e e e

   
        

  
3 31 3 2 2 3 2 2 3 23 3 3 3 3  

xبا توجه به رابطه iy x iy x xe e .e e cos y ie sin y   :قسمت حقيقي به شكل زير است ،  

Ln
e cos( Ln )

  
 

32 3 3 2   zقسمت حقيقي 3

دقت كنيد
3

برابر 3
3

  ) است.4است و مقدار فوق برابر گزينه ( 

 

 حاصل  :52مثال
i

i

ie
sin[iLn( )]

ie









8

8

1

1
  باشد.)موردنظر مي Ln(مقدار اصلي  برابر كدام گزينه است؟ 

1 (cos


 8  2 (cos

8  3 (sin


 8  4 (sin


8  

  : ابتدا عبارت جلوي  »1«گزينه پاسخLn را با توجه به فرمولie cos isin    كنيم:، به شكل زير تبديل مي            

i

i

i(cos isin ) sin icosie
A

i(cos isin ) sin icos
ie






   
   

  
   

   


8

8

1 11 8 8 8 8
1 11 8 8 8 8

  

  با ضرب عبارت در مزدوج مخرج داريم:

( sin icos )( sin icos ) ( sin ) icos ( sin ) cos
A

( sin ) cos ( sin ) cos

       
       

 
   

   

2 2

2 2 2 2

1 1 1 2 18 8 8 8 8 8 8 8
1 18 8 8 8

  

sinدانيم:با استفاده از فرمول مي cos
 

 2 21 8 cosو يا 8 ( sin )( sin )
  
  2 1 18 8 sin، با فاكتورگيري از8


1   در صورت و مخرج داريم: 8

( sin )[( sin ) icos ( sin )]
A

( sin )( sin sin )

   
    


  

   

1 1 2 18 8 8 8
1 1 18 8 8

  

sinبا ساده كردن


1   اريم:از صورت و مخرج د 8
i(sin icos )

A sin icos i(cos isin ) ie




 
    

      8
2 8 8

2 8 8 8 8  

برابر است با: LnAبنابراين
i

Lnie


   تر برابر است با:و به عبارت ساده 8

i i
LnA Lni.e Lni Lne i i i( )

 
     

      8 8
2 8 2 8  

sinو چون در سؤال مقدار عبارت i[LnA] :خواسته شده، لذا داريم    

cos


 8sin i[i( )] sin( ) sin( )
     
       2 8 2 8 2 8  
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  مشتق تابع  :53مثال

 

x y (x iy)
, z

f (x iy) x y

, z

 


   
 

2 6
4   ، در نقطه صفر كدام است؟2

1(   2(1
2  3(

1
zدر) 4  2   دارد.مشتق وجود ن  

  : با استفاده از تعريف مشتق داريم:  »4«گزينه پاسخ  

f ( )

z z z

x y (x iy)

f (z) f ( ) f (z) x yx y
f ( ) Lim f ( ) f ( ) Lim Lim

z z (x iy) x y

 
  

  




  



        
  

2 6
2 64 12

4 12  

yدر راستاي خط zخب حالا اگر x :به سمت صفر ميل كند، داريم  

  
x x x

x x x
f ( ) Lim Lim Lim

x x x ( x ) x  
 

  
    

  

8 8 8
4 12 4 8 81 1

  

xبر روي مسير zاما اگر y2     به سمت صفر ميل كند، داريم: 2

x x

x x x
f ( ) Lim Lim

x x x 


 

   


2 2 4
4 4 4

1
22

  

fچون بر روي مسيرهاي مختلف به دو جواب غير برابر رسيديم، تابع (z) درz   .مشتق ندارد  
 

 تابع  :54مثالf (z) x i sin y   در كدام نقاط تحليلي است؟  

1( y k 2  2( 3  جا تحليلي نيستتابع هيچ( y k


     جا تحليلي استتابع همه) 4  2

  : با توجه به شرط كوشي ـ ريمان داريم:  »2«گزينه پاسخ  
u u u v

u x ,
x y y x

,
v v u v

v sin y cos y , cos y y k
y x x y

               
              
     

1

1 2

 


  

fتابع (z) به ازايy k 2 تواند تحليلي باشد.باشد و در نتيجه نمييك تابع حقيقي مي  
 

 اگر تابع : 55مثالf (z) u iv تحليلي باشد و قسمت حقيقي آن ،
y y

sin x
u

e e cos x


 2 2
2 2

2 2
fي، آنگاه ضابطه (z) ؟ابر كدام گزينه استبر  

1 (f (z) cot gz C   2 (f (z) cot gz C 2  3 (f (z) tgz C   4 (f (z) tgz C 2  

  : ابتدا مقدار  »1«گزينه پاسخu

x




  كنيم:را حساب مي 

y y

y y y y

sin x u [ cos x(e e cos x)] [( sin x)( sin x)]
u

xe e cos x (e e cos x)



 
   

  
   

2 2
2 2 2 2 2

2 2 4 2 2 2 4 2 2 2
2 2 2 2

  

uبه عبارت به دست آمده براي با توجه

x




، واضح است كه استفاده از روش اصلي، اوضاع را خيلي وخـيم! خواهـد كـرد و بايـد از روش ديگـري كـه گفتـيم        

  عدد صفر را قرار دهيم: yو به جاي x،zاستفاده شود؛ پس لازم است به جاي

         u [ cos z(e e cos z)] [( sin z)( sin z)] cos z cos z sin z
(z, )

x (e e cos z) ( cos z)

     
 

   

2 2
2 2

4 2 2 2 4 2 2 2 8 2 8 2 8 2
2 2 2 2 2

 

   

cos z (cos z sin z) cos z (cos z )

cos z( cos z) ( cos z) ( cos z)

   
    

  

2 2
2 2 2

8 2 8 2 2 8 2 8 8 2 1 2
1 22 2 2 4 1 2 4 1 2
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uاز طرفي با محاسبه

y




    داريم: 

y y

y y

u ( e e ) sin x

y (e e cos x)




  


  

2 2
2 2 2
2 2 2 2

2 2
  

yبا قرار دادن   مقدارu

y




uدانيمشود، اما ميابر صفر ميبر  u
f (z) i

x x

   
 

uو چون 

y





 پسu

f (z)
x

 


و با توجه به مقدار به دسـت آمـده    

uبراي

x




  داريم: 

sin z cos zf (z) f (z)
cos z sin z sin z

        


22 1 2
2 2

2 2 1
1 2 2

  

fيراحتي ضابطه ي فوق بهگيري از طرفين رابطهبا انتگرال (z) آيد:به دست مي    
dz

f (z) ( ) cot gz C
sin z

    2  

 

 اگر تابع  :56مثالf (z) u iv  تحليلي باشد وsinh x sin y
u v

cosh x cos y


 


2 2
2 fي تابع، ضابطه2 (z) كدام گزينه است؟  

1 (tgh z C2  2 (( i)tghz1  3 (tghz C  4 (( i)tgh z C 1 2  

  : حل ابتكاري دارد. دقت كنيد با توجه به اين كه سؤال بـه مـا  باشد و راهاين تست بسيار جالب و البته كمي هم سخت مي  »3«گزينه پاسخu v  را
u«داده، لازم است  v «:را به عنوان قسمت حقيقي يا موهومي يك تابع جديد تعريف كنيم  

f (z) u iv
if (z) f (z) u v i(u v) ( i)f (z) u v i(u v)

if (z) iu v

 
             

1         

F(z)با فرض ( i)f (z) 1 وu v U  وu v V تابع تحليلي ،F(z) U iV  را داريم كه قسمت موهومي آن (يعنيV u v  داده شده (
  دهيم.هاي حل شده به تست پاسخ مياست. حالا مانند بقيه مثال

V cosh x(cosh x cos y) sinh x(sinh x sin y)]

x (cosh x cos y)

   


  2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
  

    داريم: yصفر به جايو عدد  xبه جاي zبا قرار دادن

V cosh z(cosh z ) sinh z (cosh z sinh z cosh z)
(z, )

x cosh z(cosh z ) (cosh z )
    
  

  

2 2 2
2 2

2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2
1 22 1 2 1

  

Vاز طرفي با محاسبه

y




    داريم: 

V [ cos y(cosh x cos y)] [ sin y(sinh x sin y)]

y (cosh x cos y)

    


  2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
  

    داريم: yو صفر به جاي xبه جاي zمجدداً با قرار دادن
V

y cosh z




 
2
2 1  

Vبا توجه به اين كه V
F (z) i

y x

   
 

)  ، لذا داريم: i)
F (z) i( )

cosh z cosh z cosh z

   
  

2 2 2 1
2 1 2 1 2 1  

dz  گيري از طرفين تساوي فوق داريم:با انتگرال dz
F(z) ( i) ( i) ( i)tghz C

cosh z cosh z
      

  122 1 2 1 11 2 2
  

F(z)اما در ابتدا ( i)f (z) 1 يضابطه و لذاf (z) :برابر است با  tghz C
F(z)

f (z)
i

 
1  

 جمع دو رابطه
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 در تابع تحليلي :57مثالf (z) u iv اگر قسمت حقيقي برابر ،u(x,y) x x y y  4 2 2 fيباشد، ضابطه 46 (z) كدام است؟   

1 (f (z) / z C 41 6  2 (f (z) z C 4  3 (f (z) / z C 45  4 (f (z) z C 44  

  : با توجه به فرمول  »2«گزينه پاسخz iz
f (z) u( , ) C


 2 2 z، با قرار دادن2

izو xبه جاي 2
   داريم: uدر ضابطه yبه جاي 2

z C4z z iz iz z z z
f (z) [( ) ( ) ( ) ( ) C] [ ] C

 
        

4 4 44 2 2 4 62 6 22 2 2 2 16 16 16         

 

 حاصل  :58مثال
z i

| z | iz
Lim

z

 

 2
5 2 3

1
Arg(zروي مسير zوقتي ، i)


    كند، كدام است؟ميل مي iبه سمت 2

1( 1
3  2( 

1
6  3(1

6  4 ( 
1
3  

 : صورت سؤال لازم است روي مسير داده شده حد را حساب كنيم، در واقع در اين مسـير انـدازه تغييـر كـرده      با توجه به توضيحات  »3«گزينه  پاسخ

ولي آرگومان ثابت و برابر
izاست، با فرض 2 i re   :داريم  

  
ii e iz i re z i r(i) z (r )i


       

22 1  
  بنويسيم: rحالا بايد تابع داده شده را بر حسب

  (r ) (r )| z | iz | (r )i | i(r )( i)

z [(r )i] (r )

         
 

    

2

2 2 2
5 4 1 3 15 2 3 5 2 1 3 1

1 1 1 1 1
  

rحالا بايد حد اين تابع را وقتي   :حساب كنيم  

  1
6r r

(r )

(r ) (r ) (r )
Lim Lim

(r )(r ) 


 




      
    

    

2 2

2

8 1 3 8 135 4 1 3 1 5 4 1 3 3
2 1 2 21 1

  

  
 نگاشت: 59مثالw iz i  صفحهنيمx   نگارد؟را بر روي كدام ناحيه مي  

1 (u 1  2 (v 1  3 (v 
1
2  4 (u 

1
vو 2 1  

  : 2«گزينه پاسخ «  w iz i i(x iy) i y i(x ) u iv          1      
xv x x v v v          1 1 1 1  

  
 يتصوير دايره :60مثالx y a 2 2 wتحت نگاشت 2 z   را بيابيد. 2
 : يمعادله دايره پاسخx y a 2 2 izدر مختصات قطبي به صورت  2 ae  باشد و چون نگاشتميw z ، زاويه را دو برابر و همچنين اندازه 2

iwرساند، لذامي 2را به توان  a e  2 uاي به صورتخواهد بود، يعني معادله دايره 2 v a 2 2 اي بـه مركـز   ، به عبارت ديگر تحت اين نگاشـت دايـره  4
x)در صفحهaمبدأ و شعاع y) اي به مركز مبدأ و شعاعبه دايرهa2 در صفحه(u v) شود.تبديل مي  

  
  
  
  
  

2w z

a

a

a

a
x

y

o

2a
u

v

2a

2a

2a

o
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2i

2i

1

2i

2i

1

i

2 2

v

i

2 2

v v v

uuuu

 تابع :61مثالw z yناحيه مثلثي بين خطوط 2 x  وy    كند؟را به كدام ناحيه تبديل مي 1
  
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  
  : 4«گزينه پاسخ«    

wبا توجه به نگاشت z     داريم: 2

u x y
w (x iy) x y ixy

v xy

        


2 22 2 2 2
2

  

yتصوير خط 1 تحت نگاشتw با توجه به روابط به دست آمده برايu وv   بـه صـورتu x 2 vو 1 x تـوان بـه صـورت    اسـت كـه آن را مـي    2
v (u ) 2 4 )با رأسنوشت كه يك سهمي افقي  1 , )1  ) جا پاسخ به تست تمـام اسـت ولـي بـراي تمـرين      ) صحيح است. همين4است. بنابراين گزينه
yدهيم: براي خطهاي بيشتر را نيز انجام ميبيشتر بررسي x،u   وv x yطو براي خ 22 x به صورت ،v x  و در نتيجه تصـوير خـط    22

y x  خطبه صورت پارهu   وv  2 xاست. (دقت كنيد 2 v x  2 22 xو چون 2 1لذا ،v  2   به دست آمد.) 2

 
 ي نشان داده شده در شكل زير تحت نگاشتناحيه  :62مثالw z   چقدر است؟ Dشود، مساحتتبديل مي Dيبه ناحيه 2

1 (11
6  2 (8

3  

3 (11
12  4(  4

3  

  : ابتدا نگاشت»  2«گزينه پاسخw z   نويسيم:را به شكل مقابل مي 2

  u x y

v xy

  




2 2

2
w z x y ixy    2 2 2 2  

  هائي تبديل خواهند شد. كنيم هر چهار خط به چه ناحيه حالا بايد بررسي
yكنيم كهرا بررسي مي OAابتدا   وx 1توان براي آن نوشت، لذا داريم:، را مي  

u , v  1   
xتحت اين نگاشت، با توجه به ABتبديل 1:لذا داريم ،    

v
u  

2
1 4

u y

v y

   


21
2

  

yتحت اين نگاشت، با توجه به BCتبديل 1 :برابر است با    
v

u  
2

14
v x

v x

   


2 1
2

  

x، با توجه بهCOتبديل   :برابر است با    

u  1 yu y
y

v

 


         


2 1 21  

uگيريم:ي فوق نتيجه مياز چهار رابطه  1   ) به شكل زير داريم:v(نسبت به محوري يكديگر و دو منحني قرينه 1

v v
u , u   

2 2
1 14 4  

y xy x 

y 1

v

u

A

C
B

y

x
O

1

1
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u

v

A

B2

C
11

O

  ها شكل مقابل را داريم:و با رسم خطوط و منحني
  كنيم.با توجه به شكل مساحت را با استفاده از انتگرال حساب مي

v v
S ( )dv [v ] ( )


        

2 22 3 8 16 82 1 2 2 2 24 12 12 12 3  

vي برخورد منحنيدقت كنيد نقطه
u  

2
vيا 14

u  
2

1 uبه ازاي vبا محور 4  برابر ،v    .گيري لحاظ شدي انتگرالآيد كه در بازهبه دست مي 2

  

 تصوير خط: 63مثالy x 
1
wوسيله نگاشتبه  2

z


  كدام است؟ 1

  گذرد.اي كه از مبدأ نمي) دايره4  گذرد.اي كه از مبدأ مي) دايره3  گذرد.) خطي كه از مبدأ نمي2  گذرد.) خطي كه از مبدأ مي1

  : 3«گزينه پاسخ        «      v u v u u v
u v u v

u v u v u v (u v )

 
          

   


2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 22 2
  

  .كندشود كه از مبدأ عبور مياي تبديل ميكند به دايرهالبته با توجه به نكات فوق چون خط از مبدأ عبور نمي كند.ز مبدأ عبور مياي است كه ادايره معادله فوق
 

 اينقش ناحيه زاويه: 64مثال
   4 با تبديلi

w
z

    عبارتست از: 2

1 (
   2  2 (

   
3
2  3 (

   2  4 (
   

3 22  

  : ناحيه»  2«گزينه پاسخ
   wتحت نگاشت 4 z 2

به ناحيه 1
   1 wشـود و نگاشـت  تبديل مي 2

z
2 2

ايـن ناحيـه را بـه ربـع      1

wنگارد و در نهايتمي مچهار iw 3 ناحيه را 2 9 دهد. پس ناحيهدوران مي
   

3
  جواب است. 2

  

 هرگاه: 65مثالz x iy  وw u iv آنگاه تحت نگاشت ،w sin z خطx


   هاي زير تبديل خواهد شد؟ به كداميك از منحني 4

1 (u v 2 2 1
2  2  (u v 2 2 1

4  3 (u v 2 2 1
2  4 (u v 2 2 1

4  

 : 3«گزينه  پاسخ«  u v
u v u v

sin ( ) cos ( )
       

 

2 2 2 2 2 2
2 2

11 2 2 1 2
4 4

  

 

 نگارد، كدام است؟نگاشتي كه ناحيه نشان داده شده را به داخل دايره واحد مي  :66مثال  

1 (z i
w

z i






4
4

2  2 (z i
w

z i






4
4  

3 (z i
w

z i






4
4

2  4 (z i
w

z i






4
4  

 
  : توان با يك تبديل خطي به آن رسيد. ابتدا بـا تبـديل  ي نهايي دايره واحد است؛ لذا نميكه ناحيهبا توجه به اين  »4«گزينه پاسخw z 4

ناحيـه   1

wي بالائي تبديل كرده و سپس با تبديلفوق را به نيم صفحه i
w

w i





1

2
1

  شود:ه داخل دايره واحد نگاشته ميي فوقاني ب، نيم صفحه

  
  
  

x

y

4



o x

y

4


4

1w z 1u

1v

1
2

2

w i
w

w i




 2u

2v
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 تصوير ناحيه: 67مثال{z :| z | , Im(z) }  1 1  تحت تبديلz
w

z


   كداميك از نواحي زير است؟ 2

  ) ربع چهارم4  ) ربع سوم3  ) ربع دوم2  ) ربع اول 1

  : روش اول:   »3«گزينه پاسخ    
|z |z w w w

w zw w z z(w ) w z z | | | w | | w |
z w w w

  
                  

   
1 12 1 12 1 2 1 1 1 12 1 1 1  

uگردد نقاطي مدنظر هستند كه فاصله آنها تا نقطهتوجه به نامساوي فوق ملاحظه مي با  1كوچكتر از فاصله اين نقاط تا نقطهu 1 و يـا   باشد، پس ربع سـوم

w  تواند جواب باشد، از طرفي داريم:چهارم مي w(w )
Im(z) Im( ) Im[ ] Im[| w | w] Im(w)

w | w |
    

         
 

2
2

2 1
1 1

  

  ا در ناحيه سوم جواب است.و لذ

iنقطهروش دوم: 
z  1                   در ناحيه موردنظر قرار دارد، لذا داريم: 2

i i i
i

w i
i i i

     
      

     

11 1 1 1 3 42 2 2 4
1 5 51 2 1 1 12 2 2 4

  

  اي واقع در ربع سوم است.كه نقطه
 

 ناحيه  :68مثالIm(z)  w)، تحت نگاشت وارون zاز صفحه  1 )
z


  شود؟اي تبديل ميبه چه ناحيه wدر صفحه  1

1 (| w | 
1 1
2 2  2 (i

| w | 
1

2 2  3 (| w | 
1 1
2 2  4 (i

| w | 
1

2 2  

  : با جايگذاري  »4«گزينه  پاسخz
w


Im(z)در معادله  1 1 :خواهيم داشت  

u iv v
Im( ) Im( ) Im( )

w u iv u v u v

 
      

  2 2 2 2
1 11 1 1 1  

u v v (u) (v )      2 2 2 21 1
2 4  

iاي به مركز رابطه فوق نشان دهنده نقاط خارج دايره
( , )2 و شعاعR 

1
i  آنرا به صورت روبرو نوشت:توان باشد كه ميمي 2

| w | 
1

2 2  

 

 6تبديلي كه يك قطاع: 69مثال   از دايره واحد در صفحهz  بالايي صفحه را به روي نيمهw نگارد كدام است؟مي  

1 (z
w ( )

z


 



3 2
3

1
1

  2 (z
w ( )

z






3 3
3

1
1

  3 (z
w ( )

z






3 3
3

1
1

  4 (z
w ( )

z


 



3 2
3

1
1

  

  : اين قطـاع بـه وسيلـه تبديـل»  4«گزينه پاسخw z 3
wشود و توسط تبديلدايره نگاشته ميبـه روي نيـم 1

w i
w


 


1

2
1

1
اين ناحيه به روي  1

wرم و در نهايت توسط تبديلربع اول و چها (w ) 2
3   شود.نگاشته مي wصفحه بالايي صفحهناحيه به نيم 2

  

 ي دايرهتبديل يافته  :70مثالz cos t i sin t  ،( t )  2 تحت نگاشتz
w

z
 ست؟كدام ا  

)و مركز 2دايره به شعاع ) 1 , ) 1دايره به شعاع) 2  1
  و مركز مبدأ 2

)به شعاع يك و مركز دايره ) 4  دايره به شعاع يك و مركز مبدأ) 3 , )1  
  : ابتدا نگاشت  »3«گزينه پاسخw u iv  نويسيم:هاي موهومي و حقيقي ميرا با تفكيك قسمت  

x y xy
u , v

x y x y


 

 

2 2
2 2 2 2

2z z z x y ixy x y xy
w i

z zz | z | x y x y x y

  
      

  

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2  
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  از طرفي با توجه به صورت سؤال داريم:

  x cos t
z cos t isin t

y sin t


    

  

  داريم: vو uهايدر ضابطه yو xبا جايگذاري مقادير

cos t sin t
u cos t sin t cos t

cos t sin t u v cos t sin t u v
(cos t)(sin t)

v cos t sin t sin t
cos t sin t


    

       
    

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2
2 2 1

2 2 2
  

  
 تابع    :71مثالArc tan Z  توانيم بنويسيم؟ را به كدام شكل ديگر ميZ 90(سراسري   يك متغير مختلط است؟(  

1 (i i Z
ln

i Z

 
  2  2 (Z

ln
Z

 
  

1 1
2 1  3 (i Z

ln
Z

 
  

1
2 1  4 (i Z

ln
i Z

 
  

1
2  

  : 1« گزينهپاسخ«   
  w Arc tan z tan w z    

iw iw
i w

i wiw iw

e e
sin w ei

z
cos w i ee e





   
  

  

2
2

1
1 12

1 1
2

  

iweكنيم فرض مي x : بنابراين  

  x
iz x izx iz ( iz)x iz

x


        



2 2 2 2
2

1 1 1 1
1

  

i wiz iz i z
x e ln ln i w

iz iz i z

  
    

  
2 21 1 21 1  

i z i i z i i z
w ln ln ln

i i z iz i z

  
   

 
1
2 2 2  
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  ششم فصل
  »گيري از توابع مختلطو انتگرال ها، بسط تيلور و لوران و محاسبه ماندهسري«

 شعاع همگرايي :1مثال


n

n

(cos in)z



 برابر كدام است؟  

1 (e1  2 (e2  3 (e12  4 (e  

 :جمله عمومي به صورت»  1«گزينه  پاسخna cosin دانيمباشد. ميمي
iz ize e

cos z


 ، لذا2
n n

n
e e

a cosin
 

    :پس داريم 2
(n ) (n )

(n ) (n )
n

n n n nn n nn

e e
a e e

Lim | | Lim | | Lim( )
R a e e e e

  
  


   




  
 

1 1
1 1

11 2

2

  

nبا توجه به اينكه هايي با بزرگترين توان حاكم هستند:، لذا جمله  
n n

n nn n

e e .e
Lim( ) Lim( ) e R e

R e e




 
    

1 1 11  

 

 شعاع همگرايي تابع :2مثال
z

f (z)
e




1
1

z، حول نقطه i      كدام است؟4

1 (  4  2 ( 2 4  3 (4  4 ( 4 4  
 :نوشتن بسط تيلور تابع حول»  2«گزينه  پاسخz i zرسد، نقاط غير تحليلي تابعمشكل به نظر مي 4   و همچنينz n i 2 د كـه بـه   باشمي

zيك از اين نقـاط از شود، حالا بايد ببينيم فاصله كدامازاي آنها مخرج صفر مي i nكـوچكتر از بقيـه اسـت. بـه راحتـي مشـخص اسـت بـه ازاي         4 1 ،
zنقطه i 2 كمترين فاصله را ازz i   دارد. 4

  | i i | | ( )i |       2 4 2 4 2 4  
zبراي مثال نقاط ديگر مثل   ياz i 4شان بيشتر است:، فاصله  

(از 2 |   بزرگتر است.) 4 i | | i |   4 4 4  
(از 2 |   ت.)بزرگتر اس 4 i i | | ( )i |       4 4 4 4 4 4  

  باشد.مي i4از i2بيشتر از فاصله نقطه i4شان ازبقيه نقاط نيز به همين ترتيب فاصله
 

 ي همگراييناحيه  :3مثالn
n

n n

n
(z i)

(z i)

 

 
  

 
 

1 1
1

1
  كدام است؟ 

1( | z i |  1 1  2 (| z i |  1 1  3 (| z i |   1 1  4.سري واگراست (  
   :ها جداگانه حساب شود، با توجـه بـه سـري اول كـه عبـارت      با توجه به وجود دو سري لازم است ناحيه همگرايي هر كدام از سري  »4«گزينه پاسخ
  كنيم:منفي است)، از روش سري تابعي (روش كلي) استفاده مي nدر مخرج كسر است (توان zشامل

n

n n
n

n

n(z i)
Lim | | Lim | | . | |

n n z i | z i |

(z i)



 



   
    

 

1
1

1 11
1 1 1

1

  

    باشد: 1عبارت فوق بايد كوچكتر از

  | z i |1 1
| z i |

 
 

1 11  

nCرويم، چون سري تواني است وحالا سراغ پيدا كردن ناحيه همگرايي سري دوم مي 1 هاي انجام شـده  است و طبق صحبت 1، لذا شعاع همگرايي برابر
  هاي تواني داريم:راجع به ناحيه همگرايي سري  | z i |1 1  

  جا واگراست.باشد، لذا سري (منظور مجموع دو سري) همهتهي مي اشتراك ناحيه همگرايي دو سري،
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 ناحيه همگرايي سري: 4مثالnz

n

ne







2

1
  كدام است؟  

1 (x y 2 2 1  2 (| x | | y |  34  ) تمام صفحه مختلط (| x | | y |  

  : باشد، لذا داريم:برابر يك مي حاصل حد » 2«گزينه پاسخ             
n

n
Lim | |

n




1 1  

z y x i xy y x| e | | e .e | e y x y x | y | | x |              
2 2 2 2 22 2 2 2 21 1 1  

yبراي روشن شدن روش حل فوق لازم به توضيح است، چون بايد ضرب دو عدد x i xy| e | . | e | 2 2 iكوچكتر از يك باشـد و همـواره   2 xy| e | 2 ، لـذا  1

y x| e | 
2 2

yو براي اين منظور بايد 1 x  2   باشد  2
 

 شعاع همگرايي كدام جفت سري زير با هم يكسان است؟  :5مثال  
  يكسان است. bبا سري a) فقط شعاع همگرايي سري1
  يكسان است. dبا bو شعاع همگرايي سري cبا سري aي) شعاع همگرايي سر2
  يكسان است. dبا cو شعاع همگرايي سري bبا a) شعاع همگرايي سري3
  با هم يكسان است. dو c) فقط شعاع همگرايي سري4

n

n

n
b) z

n






 1
21

1 n

n

n
a) z

n






1

1  

n

n

n
d) z

n







2 1

1

1 n

n

c) z
n





 1

1

1  

 :گيري است. اما با كمي ها با يكديگر كار وقتها و مقايسه آنشايد لازم به توضيح نباشد كه محاسبه شعاع همگرايي هر يك از سري»  2«گزينه  پاسخ
  يكي است. bبا dو همچنين cبا aباشد و لذا شعاع همگراييمي bمشتق دوم سري dو همچنين سري c، مشتق سريaدقت مشخص است، سري

n n

n n

a) z (n )z
n n

 


 
  1

1 1

1 1 1  

n n n n

n n n n

n (n )(n ) n(n ) n
b) z z z ( )z

n n n n

   
  

   

    
     

2 21 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1  

nاگر سري تواني  :6نكته 
n

n

a (z z )



 


nkباشد، سري تواني  R، داراي شعاع همگرايي 

na (z z )  داراي شعاع همگراييk R باشدمي.  

  

 اگر  سري  :6مثال


z n

n

(ie )



 شود، 4، همگرا به عددz برابر كدام گزينه است؟  

1 (Ln( ) i


 
4
3 2  2 (Ln( ) i


 

4
3 2  3 (Ln( ) i




4
3 2  4 (Ln( ) i




4
3 2  

   :با يك سري هندسي با قدر نسبت ي سري مشخص استبا توجه به ضابطه  »1«گزينه پاسخzie رو هستيم كه جمله اول آن برابر يـك اسـت،   روبه

  لذا داريم:
zie




1
1

جمله اول 
  مقدار سري هندسي با جملات نامحدود1قدر نسبت - 

  شود، لذا داريم: 4گفته شده مقدار سري بايد برابر 
z z z z

z
ie ie e e i z Ln( i)

iie
             



1 3 3 34 1 4 4 4 3 4 4 41
  

yدانيم:اما از فصل اول كتاب مي
Ln(x iy) Ln x y itg

x
   2 2   برابر با مقدار زير است: z، پس مقدار1


  z Ln( ) i

4
3 2z Ln ( ) itg z Ln( ) itg ( ) Ln( ) i


 
 

           2 1 1
3

3 3 34
4 4 4 2  

 گيريمميLnاز طرفين

 مشتق

 مشتق مشتق
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 لورن تابعبسط مك :7مثالz
f (z)

z


4 9
  كدام است؟ 

1(
n n

n
n

( ) z
, | z |









4 1
2 2

1 3
3

  2(
n n

n
n

( ) z
, | z |









4 1
2 1

1 3
3

  

3(
n n

n
n

( ) z
, | z |









2 1
2 2

1 3
3

  4(
n n

n
n

( ) z
, | z |









2 1
2 1

1 3
3

  

 :براي حل اين مثال بايد شكل تابع را به صورت»  1«گزينه  پاسخ
u

1
  ز فرمول اين بسط استفاده كنيم:در آوريم تا بتوانيم ا 1

z z z
f (z) ( )

z z z
( )

  


 
4 4 4

1
99 9 1 19 9

  

|دانيم با شرطمي z |1 :بسط مقابل را داريمn n

n

( ) z
z




 

 1 11 
z، حالا اگر فرض كنيم،

| |
4

|و يـا بـه عبـارت ديگـر     19 z | تـوانيم از  ، مـي 3

fرمول اين بسط برايف (z) .استفاده كنيم    
n n

n n n n
n

n n n

z z ( ) z
( ) ( ) ( ) ( )

z

  

  


    


  

4 4 4
4 2 2

1 11 19 3 31 9
  

  

fپس (z) شود:به شكل مقابل نوشته مي  
n n n n

n n
n n

z ( ) z ( ) z
f (z)

 


 

 
  

4 4 1
2 2 2

1 1
9 3 3 

    

  
 سري لوران تابع: 8مثالf (z)

z z


 2
3

2
|در ناحيه  z |   كدام است؟ 2

1 (
n n

n
n

( )

z

 



 
12 1  2 (

n n

n
n

( )

z

 




 
1

1
2 1  3 (

n n

n
n

( )

z





  2 1  4 (
n n

n
n

( )

z






  1
2 1  

  :2«گزينه پاسخ «f (z) توان به صورترا با استفاده از روش تجزيه كسرها ميf (z)
z z

 
 
1 1

2 |نوشت، از طرفي در ناحيه 1 z |   :داريم 2
n

n
n

n n

.( ) ( )
z z z z z

z

 


 

  
 

  1
1 1 1 1 2 2

22 1  
  

|وقتي z | |، پس حتما2ً z |1 گيريم: و به راحتي نتيجه مي
| z |


1 ، پس بسط1

z



1

  ناحيه موردنظر به صورت زير است:در  1

n n
n n

n n
n n n

( ) ( ) ( ).( ) ( ) ( )
z z z z z z z

z

  


  

   
      

 
  

1
1

1 1 1 1 1 1 1 1111 1   
  

  :لذا داريم
n n

n
n

( )
f (z)

z

 




 
 

1
1

2 1  

 

 بسط تابع: 9مثال| z |  1،z
f (z)

z z




 2
1   برابر كدام گزينه است؟  2

1 (...z z
z
   21 1  2 (...z z z   2 31  3 (...z z  21  4 (...z z

zz
    2

2
1 1 1  

  : جمله » 1«گزينه پاسخ
z

z    نويسيم:خود به خود وجود دارد و بسط جمله دوم را مي 1
f (z)

z zz z


  

 2
1 2 1 1

1  

... ...z z z f (z) z z z
z z
           


2 3 2 31 11 11  
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 انچند جمله اول سري لور: 10مثالzf (z) z e
1

  به مركز صفر كدام است؟ 2

1 (z
!z !z

   2
1 1 1
2 3 4

  2 (z
z !z

  2
1 1

2 3
  3 (z z  2 1

2   4  (z z
z !z

   2
2

1 1
2 3

  

 :رسـند، بـا نوشـتن    ن بسط توابع به صورت مستقيم به جواب مياي و كسري نيستند با نوشتها چون از نوع چند جملهاين نوع تست»  3«گزينه  پاسخ

به zو تبديل zeبسط
z

z  در طرفين تساوي داريم: 1 ze z z e ( )
! z ! z

       
1

2
2

1 1 1 11 12 2  

zf (z) z e z [ ( ) ] z z
z ! z

        
1

2 2 2
2

1 1 1 11 2 2   

  
 وران تابعسه جمله اول سري ل: 11مثالsin z

f (z)
z

   است؟ حول مبدأ مختصات كدام 3

1 (z

z
 

2
2
1 1

6 12  2 (z

zz 
 

2
2
1 1

12  3 (z

zz 
 

2
2
1 1

6 12  4 (z

z z 
 

2
2

1 1
12  

  : 1«گزينه پاسخ «          sin z z z z... ...(z )
! !z z z 

       
3 5 2

3 3 2
1 1 1

3 5 6 12  

 

 بسط لوران: 12مثال
ze

f (z)
(z )




2
31

zدر       كدام يك از عبارات زير است؟ 1

1(e e e e e ...(z )
z(z ) (z )

     
 

2 2 2 2 2
3 2

2 2 4 2 11 3 31 1
  2(e ...e { (z ) }

z(z ) (z )
     

 

22
3 2

1 1 1 2 4 11 3 31 1
  

3(e e e e ...e (z )
z(z ) (z )

     
 

2 2 2 2 2
3 2

2 3 3 4 11 41 1
  4(...e { (z ) }

z(z ) (z )
    

 
2

3 2
1 2 3 4 11 31 1

  

  : لورانابتدا بسط مك»  1«گزينه پاسخze نويسيم:را مي  z z z
e z

! !
    

2 3
1 2 3  

zبا تغيير متغير u 1 :داريم  
z (u )

ue e e e ( u) ( u) ( u)
f (z) .e [ u ]

! ! !(z ) u u u



        



2 2 1 2 2 2 3 42
3 3 3 3

2 2 21 2 2 3 41
  

  e e e e ue e e e
e (z )e

u (z )u u (z ) (z )
             

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 2 3 2

2 2 8 4 2 2 4 2 16 6 1 3 31 1
  

 

 در سري لوران تابع :13مثالz
f (z)

z z






2
3 5

1 |يروي ناحيه 2 z |  1ضريب ،
z

  برابر كدام گزينه است؟ 1

1 (1-  2 (
!

1
2  3 (1  4 (

!


1
2  

 :بهتر است با توجه به وجود»  3«گزينه  پاسخz 21 zدر صورت كسر و  2   در مخرج آن، از يك روش ابتكاري بهره ببريم: 21
z z z z

f (z) ( ) ( ) [ z ( )]
z ( z ) z z z z z z

  
     

   

2 2 2 2 2
3 2 3 2 3 2 3 2
1 2 1 1 1 1 11 1

1 1 1 1
  

با استفاده از بسط
u

1
z  داريم: 1 z z

[ z ( z )] z
! ! z !z z

            
4 6 32 2

3 3
1 1 11 1 2 3 2   

طور كه مشخص است، ضريبهمان
z

  است. يك، برابر 1
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 براي تابع: 14مثالf (z) z z 4   كدام گزينه صحيح است؟ 24
1(z   صفر مرتبه دوم وz i 2 .2  صفرهاي ساده تابع هستند(z   صفر مرتبه سوم وz i 2 .صفرهاي مرتبه دوم تابع هستند  
3(z   صفر مرتبه دوم وz i 2 .4  صفرهاي مرتبه دوم تابع هستند(z   صفر مرتبه سوم وz i 2 .صفرهاي ساده تابع هستند  

  : 1«گزينه پاسخ«    f (z) z (z ) z , z i       2 2 4 2    
f ( )

f (z) z z
f ( i) ( i) ( i) i

      
    

3
34 8

2 4 2 8 2 16
  

zدقت كنيد i zو به همين ترتيب2 i 2        چون اولين مشتق آنها مخالف صفر شده لذا صفر مرتبه اول (ساده) هسـتند، امـا بـراي تعيـين مرتبـه صـفر
zبراي   :بايد دوباره مشتق بگيريم  f (z) z f ( )      212 8 8  

 

 مانده تابع: 15مثالf (z)
z(z )


 3
1

2
zدر نقطه   2 كدام است؟  

1 (1
4  2 (1

8  3 (
1
4  4 (

1
8  

  :گرددملاحظه مي»  4«گزينه پاسخz  2 :قطب مرتبه سوم تابع است، لذا داريم  

z z zz

d
Resf (z) Lim [(z ) ] Lim [ ] Lim

( )! zdz z(z ) z  
      

 

2 3
2 3 32 2 22

1 1 1 1 1 2 123 1 2 2 82
  

 

 مانده تابع :16مثالf (z) z cos
z

 7
2
  كدام است؟ 1

i) 2  ) صفر 1
1

12  3 (1
24  4 (1

8  

 دانيم نقطهمي»  3«گزينه  خ:پاسz  ، تكين اساسي تابعf (z) باشد، تنها راه، نوشتن بسط لورانميcos( )
z2
  باشد:مي 1

( ) ( ) ( )
z z zz z zcos( ) f (z) z cos( ) z

! ! !z z !z !z !z
           

2 4 6
7 7 72 2 2 7 7

2 2 4 8 12

1 1 1
1 11 2 4 6 2 4 6

   

ضريب
z

در بسط فوق برابر 1
!

1
1باشد، پس مانده برابرمي 4

  است. 24

 

 مانده تابع: 17مثالf (z) (z )sin
z

 

13 zدر نقطه تكين 2  2  كدام است؟  

  +5) 4  1) 3  -5) 2  ) صفر1

  : باشد:تقريباً شبيه تست بالايي مي  »2«گزينه پاسخ       ...sin
z z !(z )

  
   3
1 1 1

2 2 3 2
  

(z ) (z ) ...f (z) (z )sin( ) [(z ) ]sin( )
z z z z!(z ) !(z )

 
         

    3 2
1 1 2 2 5 53 2 52 2 2 23 2 3 2

  

گردد مانده يا همان ضريبملاحظه مي
z 

1
   است. -5برابر  2
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 مانده تابع: 18مثالz
f (z)

(z )(z )


  21 1
zدر نقطه   1 برابر كدام گزينه است؟   

1 (1
4  2  (

1
2  3 (

1
4  4 (1

2  

  : 3«گزينه پاسخ«  z  1 :قطب مرتبه دوم است                 

   
z zz

d z
Resf (z) Lim[ ( )] Lim

( )! dz z (z ) 


   

   21 11

1 1 1
2 1 1 41

  

  

 تابع: 91مثال
ze

f (z)
(z )




2
41

zدر   1:   

  ) بسط لوران ندارد.2  ) داراي بسط تيلور است.1

e2) داراي بسط لوران با مانده3

e24) داراي بسط لوران با مانده4  است. 4
  است. 3

  : 4«گزينه پاسخ  «z 1 :قطب مرتبه چهارم تابع است                     z

zz 1

e e
Resf(z) Lim(e )

( )! !
  



2 22
1

1 8 4
4 1 3 3  

 

 مانده تابع: 20مثالz
f (z)

z z z




 

2
4 3

1
4 3

zدر   1  كدام است؟  

1 (
1
3  2 (1

3  3 (i


2
3  4 (i

 3  

  : با در نظر گرفتن »  1«گزينه پاسخg(z) z 2 h(z)و 1 z z z  4 34     داريم: 3

z

g( ) ( )
Resf (z)

h ( ) ( ) ( )

  
   

     

2
3 21

1 1 1 1
1 316 1 9 1 1

  

  
 حاصل انتگرال: 21مثال

i

i
z dz






4 2

1
در طول بيضي 2

x t
t ,

y t

  


    برابر است با:  22

1 (i 21 3  2 (i 32 9  3 (i 
73 45  4 (i 

86 63  

  : تابع  »4«گزينه پاسخf (z) z   كنيم:مي گيري استفادهتحليلي است. بنابراين از فرمول عادي انتگرال 2

  
i

i

i

i

z ( i ) (i ) i i i i i i i i i i
z dz i









                 
        
  


4 2

1

4 23 3 3 3 2 3 22

1

4 2 1 64 96 48 8 3 3 1 64 96 48 8 3 3 1 8663 3 3 3 3 3 3  

  

 در صورتي كه :22مثالz يك متغير باشد، مطلوب است مقدار
C

f (z)dz وقتي كهf (z) x iy   ، مسير انتخاب C. در اين انتگرال، منحني21

yشده روي خط x باشد كه از مبدأ مختصات تا نقطهمي( , )1     يابد.امتداد مي 1

1 (i2  2 (i
8 12
3 7  3 (i2  4(i

7 11
6 6  

 :4«گزينه  پاسخ«    
y xf (z) x iy f (z) x ix      2 21 1  

y xz x iy z ( i)x dz ( i)dx       1 1  

c

x ix i i
f (z)dz (x ix )( i)dx ( i)[ x ] ( i)( ) ( i)( ) i                 

1 12 32 1 3 7 111 1 1 1 1 12 3 2 3 2 3 6 6
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 حاصل انتگرال: 23مثال
|z|

I zdz


  1
  كدام است؟ 

1 (i  2 (i2  3 (i
2  4 (i2

3  

  : گيري به صورت دايره واحد داده شده لذا بهتر است، انتگرال را در مختصات قطبي حل كنيم:چون مسير انتگرال  »2«گزينه پاسخ  

|z|

i iI zdz e i.e d i




       
2

1
2

   ، i i iz cos isin e z e , dz ie d             

  

 حاصل: 24مثال
|z|

I | z || dz |


  1
    كدام است؟            

1 (  2 (2  3 (3  4 (4  

  : بهتر است انتگرال را در مختصات قطبي حل كنيم:»  2«گزينه پاسخ  i i iz e dz ie d | dz | | ie | d          
i| ie | | i(cos isin ) | | i cos sin | ( sin ) cos              2 2 1  

|پس dz | d  از طرفيi| z | | e | 1 :و لذا داريم  
|z|

I | z |dz d [ ]




        
2

1
21 2
  

 

 حاصل: 25مثال
i

I z cos zdz 


  كدام است؟ 

e) 2  ) صفر1

e

1  3 (e

e

1  4 (sinh cosh1 1  

 : تابع»  2«گزينه  پاسخf (z) zcosz گيري كه براي اين انتگرال روش جزء به هاي عادي انتگرالدر كل صفحه مختلط تحليلي است لذا از فرمول
  كنيم:جزء است، استفاده مي

i ii i e
zcos zdz [zsin z] sin zdz isin i [cosz] i(isinh ) cosh sinh cosh

e


            

11 1 1 1 1 1
  

  

  
 حاصل: 26مثال

C

dz
I

z
  روي منحني بستهC كه شامل مبدأ مختصات است، كدام است؟  

  i2  3 (i3  4 (i) 2  ) صفر1
  : منحني بسته را دايره»  2«گزينه پاسخ| z |1 نتگرال كوشي با توجه به اينكهكنيم و بر طبق فرمول اانتخاب ميf (z) 1 :است، داريم  

|z|

f (z)dz
I if ( ) I i

z

      1
12 2  

 

 حاصل: 27مثال
C

ze
dz

z   كدام است؟باشد،  4و i4مربعي با رئوس Cدر صورتي كه 4

1 (i
 3  2 (i

3  3 (i

!

4
3  4 (i

!




4
3  

  : تابع»  2«گزينه پاسخzf (z) e در كل صفحه مختلط تحليلي است و واضح است كهz  باشد، پس داريم:داخل مربع فوق مي  

C

z
( )e i i i

dz f ( ) e
! !z

  
     3

4
2 2
3 3 3
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 اگر :28مثالf تابعي تام باشد و براي هرzعددي مثبت مانند ،k وجود داشته باشد كه| f (z) | k | z |ورت، در اين صf:  
  به ازاي اعداد حقيقي، مقداري حقيقي دارد. f) 2  ) تابعي ثابت است.1
3 (f .4  به ازاي اعداد موهومي، مقداري موهومي دارد (f تابعي است به صورتf az،(a R)  
 :چون»  4«گزينه  پاسخ| f (z) | k | z |پس به ازاي ،z   رابطه| f ( ) | تواند منفي شود، پسبرقرار است و چون اندازه نميf ( )   .  

|دايره Cض كنيماز طرفي اگر فر z | R باشد در اين صورت به ازاي هرz درC :داريم  | f (z) | M | z | MR   

nبا توجه به نامساوي كوشي براي  MR!  داريم: 2 M
| f (z ) |

RR
  2

2 2
  

Rتوانيم فـرض كنـيم  تابعي تام است، پس در كل صفحه مختلط تحليلي است و مي fبه دليل اينكه    در ايـن صـورتf (z)     پـس بـه ازاي ،
z،fهر (z) az b  و با توجه به اينكهf ( )   لذاb    و در نتيجهf (z) az .خواهد بود  

  

 اگر تابع :29مثالAzf (z) e ،آنگاه مقدار در كل صفحه مختلط كراندار باشدA   كدام است؟  
1 (  2 (1  

3 (
z2
1  4 (A تواند داشته باشد.هر مقدار مي  

 :دانيم تابعمي»  1«گزينه  پاسخAzf (z) e باشد، پس طبق قضـيه  راندار نيز ميدر تمام صفحه تحليلي است و چون در صورت سئوال گفته شده ك
Azf  :ليوويل بايد تابعي ثابت باشد و اين يعني مشتق آن صفر باشد (z) Ae A       

 

 انتگرال  :30مثال


cos x

( x )

 


 2

1 2
2 1

  كدام است؟ 

1 (( e )
 214  2 (( e )

 214  3 (( e )


 214  4 (( e)


14  

  : كنيم:انتگرال را به دو بخش تقسيم مي  »2«گزينه پاسخ  

  dx cos x
I

( x ) ( x ) 

 
 

 
 2 2

1 1 2
2 21 1

  

dx  انتگرال اول: 
I [Ar ctg x] Arctg( )

x 

   
      


1 2

1 1 1 1
2 2 2 2 2 41

  

هاي تابع اما براي حل انتگرال دوم، بايد مانده
i ze

f (z)
z




2
21

fهـاي تـابع  ايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارنـد، حسـاب كنـيم، قطـب    هرا در قطب  (z) 

zبرابر i  باشند كه فقطميz i :بالاي محور حقيقي قرار دارد و لذا داريم  
i z i z i (i)

z i z i

e e e e
lim[(z i) ] lim

(z i)(z i) z i i i i



 
    

   

2 2 2 2

zمانده در  2 i  

1داده شده لذا بايد ضريبتا ي انتگرال ازپس حاصل انتگرال با توجه به اينكه بازه
eضرب شود. برابر i2در 2 e

i ( )
i

 
   

2 212 2 2 شود و ، مي2

1ود صورت سئوال ضريب چون خ
eپشت انتگرال  قرار داده، پس 2

I



2

2 I  خواهد بود، پس داريم: 4 I I e I ( e )   
      2 2

1 2 14 4 4  
  

 مقدار انتگرال: 31مثال
C

z
I dz

z



3

3   دايره يكه باشد، كدام است؟ Cها در حالتي كهبه كمك قضيه مانده 1

1 (i
2
3  2 (i

4
3  3 (i  4 (i2  

  : ريشة مخرج»  1«گزينه پاسخz 
1
  ار دارد:است و واضح است اين نقطه داخل دايره يكه قر 3

z zz

z z i
Res( ) Lim(z ) Lim z I i

z (z ) 


        

 1 11
3 33

3 1 3 1 1 2213 1 3 3 3 33 3
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 حاصل انتگرال: 32مثال
C

z
I dz

z z




 3 2
1

2
|اي به معادلهدايره Cكه  z i |  2   باشد، كدام است؟مي 2

i3) 2  ) صفر1
2  3 (i




3
2  4 (i

2
3  

  : تابع داراي قطب مرتبه دوم»  2«گزينه پاسخz  و قطب سادهz  zباشد كه فقطمي 2    قرار دارد: Cداخل دايره 2

z

i
Resf (z) I i

( ) ( )

 
      

22
2 1 3 3 324 4 23 2 4 2

  

zطور كه قبلاً نيز اشاره شد با قرار دادنهمانتوضيح:    وz  |در معادله 2 z i |  2 توانيم بودن يا نبودن نقاط را درون ناحيه بررسي كنيم، مي 2
|چون i |   2 5 2 باشد، پسميz .داخل ناحيه قرار ندارد 

 

 حاصل انتگرال: 33مثال
|z|

z z
I dz

(z )

 


 1

2
3

5 3 2
1

  كدام است؟ 

1 (i2  2 (i4  3 (i8  4 (i1  
  : ب مرتبه سومتابع داراي قط»  4«گزينه پاسخz 1 :است  

z zz

d z z
Resf (z) Lim [(z ) . ] Lim( z z ) I i i

( )! ! !dz (z )

 
 

              
 

2 23 2
2 31 11

1 5 3 2 1 11 5 3 2 5 5 2 13 1 2 21
   

 

 فرض كنيد :34مثالC معرف دايره| z | در جهت مثلثاتي باشد. مقدار انتگرال 2
C

(z )
dz

z z z



 
2

6 4 2
1

6 5 برابر كدام گزينه است؟  

1 (i
 4  2 (i

4  3 (  4 (i
2  

 :دهيم:واضح است ابتدا بايد نقاط تكين تابع تحت انتگرال را حساب كنيم، براي اين منظور مخرج را مساوي صفر قرار مي»   3«گزينه  پاسخ  
z z z z (z z ) z (z )(z ) z , z ,z                6 4 2 2 4 2 2 2 26 5 6 5 5 1 5 1     

zاز بين نقاط فوق، فقط نقاط  1 وz  داخل دايره ،| z |   كنيم:، قرار دارند و لذا مانده در اين نقاط را حساب مي2

z z

z z(z z ) ( z z)(z )
Lim( ) Lim

z z (z z ) 


 

       
   

2 4 2 3 2
4 2 4 2 2

1 2 6 5 4 12 1
6 5 6 5

zمانده در     

z z

z z(z z z ) z z z

 
      

      

2 2
6 4 2 5 3

1 1 2 2 1
1 1 6 24 1 8 46 5 6 24 1 

zمانده در  1  

zبه همين طريق مانده در  1 برابر
1
    آيد و لذا حاصل انتگرال برابر است با:به دست مي 4

I i( )    
1 12 4 4   

 

 حاصل انتگرال: 35مثال
C k

cot g z
dz

i z 


  2 1
1

xعبارتست از بيضي Cكه 2 y 2 24    عدد طبيعي) kكدام است؟ ( 1

1( 1-  2(   3( 1  4(   
  : 2«گزينه پاسخ«      

ضريب
z


zمانده در 1 z    كيننقطه تها = مجموع مانده

C k
cot g z

dz
i z 


  2 1
1

2    

اما تابع
k

cot g z

z 


2 يابد. بنابراين ضريببسط مي zهاي زوجيك تابع زوج است و لذا برحسب توان 1
z

  اهد بود.در بسط اين تابع صفر خو 1
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 حاصل انتگرال: 36مثال
C

ze
I dz

z (z )


 3 2 1
|مرز ساده و بسته Cوقتي  z |

1
  در جهت مثبت باشد، كدام است؟ 2

i  3 (i2  4 (i) 2  ) صفر1 2  

  : قطبهاي تابع»  2«گزينه پاسخz i وz هستند كه فقط نقطـهz  كه يك قطـب مرتبـه سوم است درون دايره| z |
1
  قررا دارد، لذا داريم:  2

                       
z z

z zz

d e e
Resf (z) Lim [z . ] Lim[ ]

( )! !dz z (z ) z   
 

  

2 3
2 3 2 2

1 1
3 1 21 1

  

zگيـري از عبــارات داخــل پرانتــز و محــاسبه حــد عبــارت در نقطـه       پـس از دو بـار مشتـق    باقيمانـده برابـر
1
بـه دسـت خواهـد آمـد پـس       2

I i ( ) i     
12   خواهد شد. 2

  

 حاصل انتگرال  :37مثال
C

ze
I dz

z sinz



  كدام است؟ 2

1 (i6  2 (i12  3 (i66
5  4 (i33

5  

 :واضح است»  3«گزينه  پاسخz  توانـد جالـب باشـد،    هـاي مانـده نمـي   د، استفاده از فرمـول باشباشد، اما چون قطب مرتبه سوم ميقطب تابع مي

sinو zeنوشتن بسط دو تابع z و تقسيم صورت بر مخرج و تعيين ضريب
z

  بهترين راه است. 1

z
z z

( z ) z z z z z ze ! ! ! !f (z)
z sin z z z z z z !

z (z ) ( z )
! ! ! ! ! !

 

  

          
   


       

2 3 2 3 2 3

3 5 3 5 3 2

2 22 1 2 2 2 22 2 3 2 2
313 5 3 5 3 5

  

( )z

z z
( z z )( ) ( z z )( ) ( z z )

z z z z



  
 

 

            

 
2

2 23 2 2
3 2 3 3

11 1

6 1 6 6 6 122 2 2 2 1 2 212 1261 12

  

( )
 

   
1 66 336 1 1 1 ضريب 5

z


1  

iلذا حاصل انتگرال برابر
I i


   

33 662 5   خواهد بود. 5
  

 حاصل انتگرال: 38مثالd
I

cos

 


 
2

2
  كدام است؟ 

1 (
1
2  2 (2  3 (i2  4 (1  

  : با جايگزيني»  2«گزينه پاسخcos (z )
z

  
1 1
  داريم: 2

|z|

dz dz
dz dziz izI

i iz (z ) z z z z(z )
z z




   

      
   1 2 2 2

1 2 1 2
1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 12 2 2

     

z  كنيم:هاي تابع را حساب ميبا صفر قرار دادن مخرج كسر، قطب z z , z       2 2 2 1 2 1 2 1  
zكه از بين دو قطب فوق فقط  2 |درون دايره 1 z |1 :واقع است، لذا داريم  

z z
I i Res f (z) i Rez [ ] i i( ) i

z ( )zz z   


            

    22 1 2 1
2 1 12 2 4 4 2

2 2 2 2 2 1 2 22 12 2 1
  

دقت كنيد پشت انتگرال ضريب
i

Iداشتيم، پس 1 ( i)
i

   
1 2 2.  
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 حاصل: 39مثالdx

(x )(x )



   2 21 9
  كدام است؟ 

1 (
4  2 (

12 3 (
3  4 (

2 

  : قطبهاي تابع  »2«گزينه  پاسخz i  وz i 3 باشند، كه فقطميz i وz i   بالاي محور حقيقي هستند: 3

z i z i

z i z i

z i z i
Lim Lim

i(z )(z ) (z i)(z i)(z )
I i( ) i( )

z i z i i i i
Lim Lim

i(z )(z ) (z )(z i)(z i)

 

 

                      
     

2 2 2

2 2 23 3

1
161 9 9 1 1 3 12 23 3 1 16 48 48 12

481 9 1 3 3

  

 

 حاصل: 40مثالcos x
I dx

x






 2
2

9
  كدام است؟ 

1 (
e


33

  2 (
e


63

  3 (
e


39

  4 (
e


69

  

  : مانده تابع براي محاسبه انتگرال فوق كافي است»  2«گزينه پاسخ
ize

z 

2
2 9

  .هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند، حساب كنيمرا در قطب 

iz iz iz

z i
z i

cos x e e e e
dx Re[ i Res ] Re[ i Res ] Re [ i ] i.

z i ix z z e
[ ]











         

  
2 2 2 6

32 2 2 63
2 2 2 2 3 39 9 9 3

  

 
  

 حاصل انتگرال  :41مثالcos x
dx

x x







 
 4 25 4

)برابر كدام گزينه است؟  )      

1 (( e e )  
 224  2 (( e e )  

 226  3 (( e e )  
 224  4 (( e e )  

 226  

   :براي تابع فوق»  2«گزينه پاسخf (z)
z z


 4 2

1
5 4

  كنيم:هاي تابع را حساب ميگيريم. ابتدا قطبدر نظر مي 

z z (z )(z ) z i ,z i           4 2 2 25 4 1 4 2   

حالا كافيست مانده
i ze

z z



 4 25 4
  هاي بالاي محور حقيقي حساب شود:، در قطب

e e
I Re[ i( )]

i i

  



     




2
2 6 12

( e e )  
 226

i z i (i)e e e

z i iz z (i) (i)

  
  

 3 3 64 1 4 1 
z مانده در i

i z i ( i)e e e

z i iz z ( i) ( i)

   
   

 

2 2
3 32 124 1 4 2 1 2 

z مانده در i 2
  

 

 حاصل: 42مثال


cos x
I dx

(x )





 2 24

    برابر كدام گزينه است؟ 

1 (e 23
16  2 (e 23

32   3 (e  23
16  4 (e  23

32  

   :انتگرال را به صورتنهايت است. ابتدا بايد بازه با توجه به كران انتگرال كه از صفر تا بي»  2«گزينه پاسخ



  تبديل كنيم، چون تابع زير انتگرال

  پذير است و لذا داريم:امكان زوج است اين موضوع
cos x

I dx
(x )






 2 2
1
2 4
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براي محاسبه اين انتگرال بايد مانده
ize

(z )2 24
zهاي بالاي محور حقيقي حساب كنيم. تنها قطب تابع كه بالاي محور حقيقي قرار داردرا در قطب  i 2 

  باشد و لذا داريم:مي
iz iz iz i( i) i( i)

z i z i

e (z i) ie (z i) (z i)e ie ( i i) ( i i)e
Lim[ ] Lim

! (z i) (z i) (z i) ( i i) 

        
   

2 2 2 2 2
2 2 4 42 2

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 2 2 2

zمانده در  i 2  

ie


23
32

e ( i) ( i)e ( i)e    
  



2 2 2
4

16 2 4 24
16 164

  

e 23
32

ie e
I Re[ i( )] I ( ) I

  
      

2 21 3 1 322 32 2 16  
  

 حاصل  :43مثال


I sin x dx


  xeكدام است؟ (در حل سؤال از تساوي 2 dx


 


2

2
  ، استفاده كنيد)

1 (1
2 2  2 (1

2 4  3 (
2  4 (

4  

 :گيريم:گيري را مطابق شكل زير در نظر ميمسير انتگرال»  1«گزينه  پاسخ  

انتگرال براي حل اين سؤال بايد حاصل
C

ize dz
2

  حساب كنـيم. يـك حـدس بـراي انتخـاب ايـن       را

ixe  انتگرال به دليل تساوي مقابل است: cos x isin x 
2 2 2  

ي تيكني در مرز داده شده ندارد، لذاكنيد، تابع زير انتگرال هيچ نقطهطور كه ملاحظه ميهمان
C

ize dz 
2

 با تفكيك اين انتگرال داريم: ، حالا  

OA AB BO

iz iz ize dz e dz e dz    
2 2 2

  

zداريم OAاما روي  x از)x   تاx R روي (AB داريمiz Re  از)   تا
  داريم BO) و بالاخره روي 4

i
z xe



 4   

x(از R تاx  توان نوشت:ها را به صورت زير مي) بنابراين انتگرال  
iR i

R

iix iR (e ) i ix (e )e dx e (i Re d ) e .e dx

 



     

42 2 2 2 2 4


 
  

R

R

iix (iR cos R sin ) i i(x )(i)e dx e .i Re d e .e dx ( )*

 
       

42 2 2 22 2 4


 
  

Rخب حالا حد عبارات فوق را وقتي  شود:كنيم. قدر مطلق انتگرال دوم از سمت راست به شكل زير حساب ميرا حساب مي  

(iR cos R sin ) i R sin

R sin

R
| e .i Re d | e Rd d

e

  

    


      
4 4 42 2 2

2
2 2 2

2  
  

در عبارات فوق
  2 2 بنابراين ،sin  2  و بنابراين وقتيR  ر اين انتگرال صفر است. مقدا  

Rپس معادله (*) در  شود:به صورت زير بازنويسي مي  
ix x ix xe dx e (cos isin )dx e dx ( i ) e dx

  



  
        

2 2 2 22 2
4 4 2 2



  
  

بر طبق صورت سؤال انتگرال سمت راست برابر
   است و لذا داريم: 2

(cos x isin x )dx ( i )
 

   2 2 2 2
2 2 2

  
  

sin  ي و موهومي را برابر قرار دهيم، داريم:هاي حقيقاگر قسمت x dx ( ) ( )
  

  2 2 1
2 2 2 2

    ،     cos x dx ( ) ( )
  

  2 2 1
2 2 2 2

  
  شوند.معروف هستند. كه در بحث تفرق امواج ظاهر مي» فرنل«هاي هاي فوق به انتگرالانتگرالتوضيح: 

y

x4


R

B

AO

C
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 ي مثال قبل، حاصل انتگرال با استفاده از نتيجه  :44مثالI ln(cos x)dx



 
2


  كدام است؟ 

1 (ln
1 22  2 (ln 

1 22  3 (ln 2  4 (ln 2  

 :اگر در سؤال قبل از تغيير متغير»  2«گزينه  پاسخx tg استفاده كنيم آنگاه ،dx ( tg )d   21:و لذا داريم  

ln(tg )
( tg )d ln ln( )d ln (ln ln cos )d ln

tg cos

  

 
              

  
  

2 2 22 2 2
2 2

1 11 2 2 1 2
1  

  

ln 
1 22ln(cos )d ln ln(cos )d

 

          
2 2

2 2
 

  

  

 اگر :45مثال    f (z) z iz z i5 23 2 ، آنگاه حاصل1
C

f (z)dz

f (z)


در صورتي كه منحني ،C مام صفرهايشامل تf (z) باشد، كدام است؟  

i4   3 (i) 2  ) صفر1 1  4 (i8  

 :اولاً چون ضـريب كنيم. در اين تست از قضيه اساسي جبر و همچنين قضيه شناسه براي پاسخ دادن استفاده مي  »3«گزينه  پاسخz5    مخـالف صـفر
fلذا است، 5است و معادله از درجه  (z)  ها داخلصفر) دارد و طبق صورت تست همه آن 5ريشه ( 5درستC قرار دارند، از طرفي واضح استf (z)  هيچ

  بي ندارد، لذا طبق قضيه شناسه داريم:قط
C

f (z)
dz i(N P) i( ) i

f (z)
 


        2 2 5 1  

  

 كنيد فرض   :46مثالf يك تابع تحليلي بر| z | Rباشد. در اين صورت مقدار انتگرال
|z| R

f (z)dz


 با: برابر است    

1(  2(iR f ( )  22   3(iR f ( ) 2   4(iR f ( ) 22   

 :2«گزينه  پاسخ«    
i

i i i
i

iR e d R dz
z Re dz i Re d dz i Re d

R e z


   


  

         
3 2
2 2 2  

|z| R z

f (z)( R dz) f (z) f (z)
f (z)dz R dz R [ i Res ] iR f ( )

z z z 

           
2 2 2 2

2 2 22 2


    

 

 حاصل انتگرال  :47مثالxsin( x)
dx

(x )(x )



  
 2 2

3
3 1

    برابر كدام گزينه است؟  

1 ((e e ) 
3 3 3

4  2 ((e e ) 
3 3 3

2  3 ((e e ) 
3 3 3

4  4 ((e e ) 
3 3 3

2  

   :با توجه به تابع زير انتگرال بايد مانده تابع  »4«گزينه پاسخ
i zze

(z )(z ) 

3
2 23 1

هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند) هاي آن (قطبرا در قطب 

zهاي بالاي محور حقيقي فقططبحساب كنيم، ق i zو 3 i :هستند، لذا داريم  
i z i (i)ze ie ie e

z i iz(z ) z(z ) i(i ) i(i )

 
   

     

3 3 3 3
2 2 2 2 4 42 1 2 3 2 1 2 3

zمانده در  i  

i z i (i )ze ie ie e

i ( )z iz(z ) z(z ) (i )[(i ) ) (i )[(i ) )]

 
   

     

3 3 3 3 3 3 3
2 2 2 2

3 3
42 3 232 1 2 3 2 3 3 1 2 3 3 3

zمانده در  i 3  

    ر مقدار زير است:بنابراين حاصل انتگرال براب

(e e ) 
3 3 3

2
e e

I Im[ i( )]
 

   
3 3 3

2 4 4  
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 اگر  :48مثالn عددي طبيعي باشد، آنگاه حاصل انتگرال
 n

dx
I

(x )







 2 11

    برابر كدام گزينه است؟ 

1 (
n

( n!)

(n!)


2

2
2

  2 (
n

( n!)

(n!)


2 1 2
2

2
  3 (

n

(n!)

( n!)


22 2

  4 (
n

(n!)

( n!)


2 12 2
  

   :ي آن (با توجه به زوج بودن تابع زير انتگرال)ي انتگرال امكان استفاده از فرمول وجود ندارد، اما با تغيير بازهبا توجه به بازه  »2«گزينه پاسخ 

  اريم:توانيم از فرمول استفاده كنيم، بنابراين دمي

n

dx
I

(x )



 



 2 1

1
2 1

  

كافي است مانده تابع
n

f (z)
(z ) 


2 1
1
1

zهاي بالاي محور حقيقي تعيين شوند، تنها قطب تابع كه بالاي محور حقيقي قرار دارد،در قطب  i باشدمي ،

zلذا با توجه به اين كه i يرتبهقطب م(n )   است، داريم: ام1

(n ) n
n

(n ) n n n nz i z i

d d
Lim [(z i) ( )] Lim [ ]

(n )! n!dz (z i) (z i) dz (z i)

 


     
  

    

1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 zمانده در 1 i  

  ام برسيم:nي كلي در مورد حاصل مشتق گيريم تا بتوانيم به يك ضابطهچند بار ديگر مشتق مي
n n n

n n n n n nz i z i z i

d (n ) d (n )(n ) d (n )(n )(n )
Lim [ ] Lim [ ] Lim [ ]

n! n! n!dz (z i) dz (z i) dz (z i)

  

       

       
  

  

1 2 3
1 2 2 3 3 4

1 1 1 1 2 1 1 2 3  

  صورت زير باشد: رسد فرمول كلي مشتق بهبه نظر مي

n n

n n

nz i

n

n

( ) (n )(n ) (n n) ( ) (n )(n )(n ) (n n)
Lim[ ] [ ]

n! n! ( i)(z i)

( ) (n )(n )(n ) ( n)
[ ]

n! ( i)

 



  



        
 



   


1 2 1

2 1

1 1 1 3 1 1 1 2 3
2

1 1 1 2 3 2
2

  

)براي اين كه بتوانيم عبارت صورت كسر بالا را به صورت n)!2 بنويسيم، لازم است جملات قبل از(n )1       نيز اضـافه شـود، بنـابراين در صـورت و مخـرج

n)كسر عبارت  ) (n ) n      1 2 2 1 كنيم.را ضرب مي  
( n)!

n

n

( ) (n ) (n ) n (n ) ( n)
[ ]

n! [ (n ) (n ) n]( i) 
           


      

2

2 1
1 1 1 2 2 1 1 2

1 2 2 1 2


 


  حاصل عبارت 

  شود:داريم بنابراين عبارت به صورت زير بازنويسي مي !nبود و لذا در مخرج !nعبارتي كه ضرب كرديم، همان
n n

n n

( ) ( n)! ( ) ( n)!
[ ]

n! ( i) n! (n!) ( i) 
 

 2 1 2 2 1
1 1 2 1 2

2 2
  حاصل عبارت 

n n n

n n n n n n n

( n)!( ) ( n)!( ) ( n)!( ) ( n)!
I [ i( )] [ i( )] [ i( )]

(n!) . .(i) (n!) . .(i ) i (n!) . .( ) i (n!)    
   

      
2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1

1 2 1 1 2 1 1 2 1 22 2 22 2 22 2 2 1 2
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 حاصل انتگرال حقيقي  :49مثال


cosx
dx

x



 با توجه به مسير داده شده كدام است؟  

1 (1
2 2  2 (

2  

x

y

O r R

 

 
3 (

2  4 (3
2  

 :براي اين انتگرال با در نظر گرفتن»  3«گزينه  پاسخ
ize

J dz
z

 واضح است ،z   اي تابع تحت انتگرال اسـت كـه درون و روي   ي شاخهنقطه

. بنابرايننداردمسير قرار 
C

ize
dz

z
 مسير مختلف است: 4هاي جديد بر روي مسيرهاي متفاوت، كه شامل ن انتگرالرويم سراغ نوشت، حالا مي  

i i
R r

r R

ix i Re i y ire i

i i

e e .Rie e e (re d )
dx d i dy ( )*

x iyRe re


 



  

 


       

2

2




  

Rهاي دوم و چهارم وقتيانتگرال  وr   شوند، زيرا داريم:به صفر نزديك مي  

i(R cos iR sin ) iR cos R sin i iR cos
i i

R siniR R R

e e R i e e R
Lim Rie d Lim d Lim (i e )d

R eR. e  


  
     

 
  

  
       

2 2 2
  

iRيددقت كن توضيح: cos| e | 1 و لذا وقتيR كندنهايت و در نتيجه كل كسر به سمت صفر  ميل مي، آنگاه مخرج عبارت تحت انتگرال به سمت بي.  

i(r cos ir sin ) i
ir cos rsin i

ir r

e r ie
Lim d Lim e r i e d

r. e  


 
  

  
 

 
      

2 2
  

)بنابراين تساوي   شود:نوشته مي مقابلبه شكل  *(
ix ye e

dx idy
x iy






  




  

yبا تغيير متغير u dy، داريم2 udu   و لذا خواهيم داشت: 2
y u

ue e
(idy) (i udu) i e du i i

iy i u



 

 
 

          
  

2
2

2 2 2 2
 


  

ixe cos x isin x cos x sin x
dx dx dx i dx i ( i )

x x x x

   
           

2 2
2 2   

  

cos x
dx

x

 
 2

cos x
dx

x


    

2
2

  

  
 ايهتعداد ريشه  :50مثالz z z z    5 4 22 6 |يي چندگانگي آنها در ناحيهبا احتساب مرتبه 1 z | 1   برابر است با: 2

1(4 2(3 3(2 4( 1  
 :هاي داخل دايرهبا استفاده از قضيه روشه تعداد ريشه»  2«گزينه  پاسخ| z |1 يابيم:را مي  

  z z z z     5 4 22 6 1    
fبراي محاسبه اندازه (z) وg(z) كنيم:از دو نامساوي مقابل استفاده مي  

  | z z | | z | | z | | f (z) | | z | | z |        5 4
1 2 1 2 2 2 1 3  

| z z z | | z | | z | | z | | g(z) | | z | | z |            2
1 2 3 1 2 3 6 1 6 1 1 4  

| f (z) |
| f (z) | | g(z) |

| g(z) |

 
   

3
4  
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fهايپس تعداد ريشه (z) g(z) هايبرابر با تعداد ريشهg(z) درون دايره| z |1 باشد.مي  g(z) z , z    
1 1
3 2   

zهاي معادلهتعداد ريشه z z z   5 4 22 6 |درون دايره 1 z |   آوريم:را هم به دست مي 2
f (z) z z | f (z) | | z | | z |

| g(z) | | f (z) |
g(z) z z | g(z) | | z | | z |

        
 

            

5 4 5 4

2 2
2 2 2 32 16 48
6 1 6 1 6 4 2 1 27

  

fهايپس تعداد ريشه (z) g(z) هايبرابر با تعداد ريشهf (z) درون دايره| z |   باشد.مي 2

ريشه دارد.                    5با احتساب چندگانگي 
z

f (z) z z z ( z )
z





      

 

5 4 42 2 1 1
2

  

|پس در ناحيه z | 1 معادله 2 5 2   ريشه دارد.  3

  

 مقدار انتگرال :51مثال


xe dx



كدام است؟ 4



t z( e t dt (z))


      )89(سراسري   1

1(( )!
1
2  2(( )!

1
4  3(

!

1
4  4(

!

2
4  

  :تعريــف  »2«گزينــه پاســخt z(z) e t dt    1


را داريــم. انتگــرال مــورد نظــر 

nx dxe


  را بــه صــورت تــابع گامــا در بيــاوريم. بــا تغييــر

nxمتغير t :خواهيم داشت  

  x t x t dx t dt


    
1 3

4 4 41
4  

  كنيم:گذاري ميين مقادير را در انتگرال جايا

  t t t zI e ( t )dt e t dt e t dt
          

3 3
14 41 1 1

4 4 4  
  

  و داريم: 

  z    
3 11 4 ). در نتيجه4 ) I 

1 1
4 4  

  و نيز تعريف تابع گاما و ارتباط آن با تابع فاكتوريل بدين گونه است:

  (z) (z )! I ( ) ( )! ( )!        
1 1 1 1 11 14 4 4 4 4  

 4از مرتبه 
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  هفتمفصل 
  »ي فوريه، انتگرال و تبديل فوريهسر«

fدوره تناوب  :1مثال (x) cos x كدام است؟   

1 (2  2 (
2  3 (  4 (3  

 : دانيم دوره تناوب مي»  3«گزينه  پاسخx)=cosxf( برابرT  1 باشد ، اما باتوجه به نكته فوق با قرار دادن نصف دوره تنـاوب فـوق خـواهيم    مي 2
fديد تابع  (x) cos x  استمتناوب .  

 

 كداميك از توابع زير زوج است؟  :2مثال  

1 (y xsin x  2 (y x cos x  3 (y x 3  4 (y x sin x 7  

 : تابع فرد است      »  1«گزينه  پاسخ            ) f (x) x f ( x) x f (x)       1  
(تابع زوج است    f (x) cos x f ( x) cos(x) f (x)     2  

f(تابع فرد است   (x) sin x f ( x) sin( x) sin x f (x)         3  
yتابع با توجـه به نكات فوق xsin x  حاصلضرب دو تابع فرد است، پس تابعي زوج است و تابعy x cos x  تابعي فرد است و همچنينy x sin x 7 

  مجموع دو تابع فرد است و لذا خود تابعي فرد است.
 

 فرد و نه زوج هستند؟كداميك از توابع زير فرد، زوج يا نه   :3مثال  
(|x| زوج : e7 : فرد ) x | x |1 
( نه فرد و نه زوج : Lnx8 : نه فرد و نه زوج) sin x cos x2
( زوج : x sin nx9 : فرد ) sinh x3 

(x د و نه زوج :نه فر e10 : زوج ) cosh x4 
( نه فرد و نه زوج : x x ( زوج : 211 x cos nx25 
( زوج : | x ( فرد : 312| x cos x6 

 

 حاصل انتگرال : 4مثالI sin xdx    كدام است ؟ 4

1 (x
sin x sin x c  

3 1 12 48 4 32  2 (x
sin x sin x c  

3 1 12 48 4 32  

3 (x
sin x sin x c  

3 1 12 48 8 32  4 (x
sin x sin x c  

3 1 12 48 8 32  

  : 2«گزينه پاسخ  «              cos x
I sin x dx ( ) dx ( cos x cos x)dx


       4 2 21 2 1 1 2 2 22 4  

cos x x
I [ cos x ( )]dx x sin x x sin x c sin x sin x c


           

1 1 4 1 1 1 1 3 1 11 2 2 2 4 2 44 2 4 4 8 32 8 4 32  
 

 حاصل انتگرال : 5المثI xcos xdx    كدام است؟ 3

1 (x sin x cos x
c 

3 3
3 9  2 (x cos x sin x

c 
3 3

3 9  3 (x sin x cos x
c 

3 3
3 9  4 (x cos x sin x

c 
3 3

3 9  

  : با استفاده از روش جدول داريم : »  1«گزينه پاسخ  

      

x cos x

x sin x cos x
sin x I c

cos x



   



3
1 3 331 3 3 9
1 39

  



  
 

 

رياضي فيزيك  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  86

 حاصل انتگرال: 6مثالI xsinnxdx



   به ازايnهاي زوج كدام است؟  

1 (
n


  2 (

n

  3 (
n

2  4 (
n




2  

  : به جزء (روش جدول) داريم: با استفاده از روش جزء»  4«گزينه پاسخ  
x

I [ cos nx sin nx]
n n




   2

1 

sin( n)
I cos n sin n cos( n) cosn

n n nn n

    
         

 2 2
1 2 

 

ncosاز طرفي n ( )  1 شود و به ازاي تعريف ميn باشد لذامي+» 1«هاي زوج برابرI
n


 

    است. 2

 

 فرض كنيم :  7مثالf (x) x , x     2 وf (x) f (x )  2 باشد، مقدار ثابت اين تابع در بسط سري مثلثاتي (فوريه) كدام است؟   

1 (a



3
2  2 (a




2

3   3 (a



22

3  4 (a  
33  

  : ع دوره تناوب تاب»  2«گزينه پاسخT  2 لذا داريم:باشدمي ،  
L

L

x ( )
a f (x)dx x dx [ ] ( ) ( )

L

 
 

   
      

    
3 3 3 3 221 1 1 1 1 2

2 2 2 3 2 3 3 2 3 3  

nbواضح است، باشدمي شود چون تابع زوجسؤال  nbاگر در اين سؤال مقاديرتوضيح:    .خواهد بود  
 

 تابع:  8مثال


k ; x
f (x)

k ; x

   
    

  است؟ مفروض است. ضريب جملات سينوسي اين تابع در بسط مثلثاتي سري فوريه كدام 

1 (nb    2 (n
k

b ( cosn )
n

  


2 1  3 (n
k

b ( cosn )
n

  


2 1  4 (n
k

b ( sin n )
n

  


2 1  

 : دوره تناوب تابع»  3«گزينه  پاسخT  2 باشد و اين يعنيميL   :است  

 n
n x k k k

b f (x)sin dx ksinnxdx ksinnxdx cosnx [ cosnx] ( cosn )
n n n





 

 

 
              
  








1 1 2 1  

 

 سري فوريه تابع: 9مثالf (x) x در صورتي كهx  1   كدام است؟ 1

1 (
n

n

( )
f (x) cosn x

n

 




 


1

1

1 1  2 (
n

n

( )
f (x) sin n x

n

 




 


1

1

1 1  

3 (
n

n

( ) sin n x
f (x)

n

 



 



1
2

1

2 1  4 (
n

n

( )
f (x) sin n x

n

 




 


1

1

2 1  

 : تابع فرد و داراي دوره تناوب»  4«گزينه  پاسخT  naباشد، لذامي 2   وa   خواهد بود، اما براي محاسبهnb :داريم  

n n
x sin n x

b xsin n xdx xsin n xdx b [ cosn x ]
n n


        

   

1 1 1

1 2 2
1 2 21  

n n n
cosn ( )

n
n

cosn ( ) ( )
b f (x) sin n x

n n n

  
  



  
      

  
1 1 11

1

2 2 1 2 1  

x sinnx

cosnx
n

sinnx
n



 2

11

1
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 سري فوريه مثلثاتي تابع متناوب: 10مثالf با ضابطه
 

L L
, x

f (x)
L L

, x , x L

   
    


31 2 2
3 22 2

Tو  L   كدام است؟ 2

1 (
n

n

( ) ( n )
cos x

( n ) L





 


 
1

1 1 2 1
2 2 1  2 (

n

n

( ) n
sin x

n L

 



 


1

1

1 1 2
2  

3(
n n

n n

( ) ( n ) ( ) n
cos x sin x

( n ) L n L

 

 

   
  

  
1 1

1 2 1 2 1 1 2
2 2 1

  4 (
n

n

( ) ( n )
cos x

( n ) L





 
 

 
1

1 2 1 2 1
2 2 1  

 : 4«گزينه  پاسخ  «  
 نادرسـت باشـند  كه شامل جمـلات سينوسـي مـي    3و  2هاي گردد تابع زوج است لذا گزينهملاحظه مي

nدانـيم سـري فوريـه بـه صـورت     مي 4و  1هاي هستند، از طرفي از بين گزينه
n

n
a cos x

L






1

بيـان   

  ) صحيح است.4خبري نيست لذا گزينه ( از 1گردد كه در گزينه مي
 

 هرگاه  : 11مثالf (x) x sin x   وx    در بسط فوريه مثلثاتي ،f  ضريب جمله ،sinx : برابر است با          
  ) صفر4  3) 3  2) 2  1) 1
   :دانيم سري فوريه تابعمي  »3«گزينه پاسخsin x برابر خودsin x است، لذا كافي است سري فوريه تابع فردg(x) x    را به دست آوريـم. چـون

sinضريب x اخواسته شده لذb1 كنيم:را حساب مي  

b x sin xdx b [ x cos x sin x]
 

     
  

1 1
2 2 2  

sinضريب xدر بسط تابعg(x) x  به دست آمد و چون 2برابرf (x) x sin x  تعريف شده است، لذا ضريبsin x باشد.مي 1+2=3برابر  
 

 مقدارسري فوريه تابع: 12مثال
L

, x
f (x)

L
, x L

   
  


  2
1 2

Lدر نقطه 
x    كدام است؟ 2

1) 3  ) صفر2  1) 1
  ) قابل محاسبه نيست.4  2

 : تابع در نقطه»  3«گزينه  پاسخL
x            مقدار تابع برابر است با:انفصال دارد و  2

L L
f ( ) f ( )L

f ( )


 
 

  
1 12 2

2 2 2 2  

  
 در بسط تابع پريوديك: 13مثالf (x) به سري فوريه، ضرايبna وnb :با روابط زير به دست آمده است  

n n
( e ) n( e )

a , b (n )
n n

   
  

   

1 1
2 2 2

2 1 4 1
1 4 1 4

   

  كدام گزينه صحيح است؟       
f) تابع1 (x) هاي بالاتر ناپيوسته است.و مشتقات مرتبه اول و دوم آن پيوسته بوده ولي مشتقات مرتبه  
  ي يك تابع پريوديك باشد.توانند بيانگر ضرايب فوريه برانمي nbو na) عبارات داده شده براي2
f) تابع3 (x) باشد.حداقل داراي يك نقطه انفصال در پريود اصلي خود مي  
  توانند پيوسته يا ناپيوسته بودن تابع پريوديك را مشخص نمايند.) ضرايب فوريه به تنهايي نمي4

  : يه (يعنيبا توجه به اينكه يكي از ضرايب فور»  3«گزينه پاسخnb مانند) با سرعتيc

n
بايـد داراي  شود، لذا طبق مطالـب بيـان شـده تـابع     صفر مي 

  رشته برق دانشگاه سراسري بوده است. 74هاي آزمون سال حداقل يك نقطه ناپيوستگي باشد. لازم به ذكر است تست فوق از تست

f (x)  

x  

1  

L 
2

3 
L

2  L 
2

-  -2 L  3 
L
-  

  گيري جزء به جزءانتگرال
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 بسط فوريه تابعاگر : 14مثالf با ضابطه


, x
f (x)

, x

    
    

1
sinبه صورت  1 x sin x sin x ...f (x) [ ]   


4 3 5

1 3  باشد، آنگاه بسط فوريه  5

x    وg(x) | x | كدام است؟  

1 (
k

cos( k )
dx c

k








  
4 2 1

2 1  2 (
k

sin( k )
dx c

k








  
4 2 1

2 1  

3 (
x

k

sin( k )x
dx c

k








  
4 2 1

2 1  4 (
x

k

cos( k )x
dx c

k








  
4 2 1

2 1  

 : تابع»  3«گزينه  پاسخg در واقع انتگرال تابعf گيري داريم:باشد، لذا با انتگرالمي  
x x

k

sin x sin x sin( k )x...g(x) f (x)dx ( )dx dx c
k 






     

    
4 3 4 2 1

1 3 2 1  

  

 ابعاگر ت  :15مثالf (x)  يدر بـازهx      بـه صـورت
x ; x

f (x) ; x ,

x ; x

     
  

   

2







آن بـه صـورت    ، تعريـف شـود و سـري فوريـه    

n

sin nx
f (x)

n






  

1

2
x(xباشد، عبارت 2 )  يدر بازهx   نه خواهد بود؟برابر كدام گزي  

1 (
n

cos nx

n






   2

1

2
6  2 (

n

cos nx

n






   2

1

2
6 2

  3 (
n

cos nx

n






  

2
2

1

2
6  4 (

n

cos nx

n






  

2
2

1

2
6 2

  

   :با توجه به سري فوريه  »3«گزينه پاسخf (x) ابطه ضروري باشد:گيري از طرفين ررسد، انتگرالها به نظر ميو گزينه  
x x x x x

n n

sin nx
f (x)dx dx dx f (x)dx x [ cos nx]

n n    

 

 

 
          2

1 1

2 1 22 2 2
    

xبا توجه به اين كه صورت سؤال شرط كرده  لذا ،f (x) x :و در نتيجه داريم  

n n

cos nx
x(x ) ( )*

n n

 

 
    2 21 1

2 1
n n n

x cos nx
x (cos nx ) x x

n n n

  

  


          

2 2
2 2 2

1 1 1

1 2 12 12 2 2
  

ي صحيح لازم است مقدار) جواب نيستند، براي انتخاب گزينه4) و (2هاي (تا اينجا معلوم شد كه گزينه
n n




 2

1

، معلوم شود، براي به دسـت آوردن مقـدار   1

سري
n n




 2

1

)، با توجه به رابطه1 بايد بگوييم سري *(
n n




 2

1

x(xه تابعمقدار ثابت بسط فوري 1 )  :است  

x x
x(x )dx [ ] [ ]

    
      

  
3 2 3 3 21 1 1

3 2 3 2 6
  

  ) صحيح است.3بنابراين گزينه (
 

 اگـر سـري فوريـه تـابع    : 16مثال


x x
f (x)

x x

  
    

1
2 بـه صـورت   1

n

n

( )
f (x) sinn x

n





 
  

 1

2 1 2  بيـان گـردد آنگـاه مقـدار     11

...   
1 1 11 3 5   ؟برابر كدام است 7

1 (3
4  2 (3

2  3 (
4  4 (2

3  

  

  2ضرب در 



  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  89  رياضي فيزيك

 : 3«گزينه  پاسخ«                    

...f (x) [ sin x sin x sin x sin x sin x ]                

2 1 1 1 11 3 2 3 3 4 3 52 3 4 5  

xبــا قـــرار دادن  
1
fمقـــدار ،در طرفيـــن تســــاوي فـــوق   2 (x)  كـــه از ضابطـــه دوم تـابـــع ، در سمــت چـــپf   آيــد بـرابـــر بــه دســـت مــي

f ( )   
1 1 522 2   خواهد بود و داريم: 2

... ...[ sin sin sin sin sin ] [ ]
  

              
  

5 2 1 3 1 3 5 3 2 3 31 3 2 3 12 2 2 2 4 5 2 2 5 7  

... ... 
          

3 3 3 1 1 13 1 14 5 7 4 3 5 7  
 

 ريه تابعاگر سري فو  :71مثالf (x) xsin x :به صورت زير تعريف شود  
cos x cos x

xsin x cos x ( )     
 

1 2 31 2 22 1 3 2 4   
  آنگاه حاصل سري عددي زير برابر كدام گزينه است:

S   
   2 2 2 2 2 2

1 1
1 2 3 2 3 4

  

1 ( 24 39
16  2 ( 2 32

4  3 ( 24 39
4  4(  2 32

16  

   :از تابع»  1«گزينه پاسخxsin x در فاصله[ , x] كنيم:گيري ميانتگرال  
x x cos x cos x

x sin xdx [ cos x ( )]     
  

1 2 31 22 1 3 2 4 
  

sin x sin x
x cos x sin x x sin x ( )       

   
1 2 322 1 2 3 2 3 4   

sin x sin x
x cos x x sin x ( )      

   
3 2 322 1 2 3 2 3 4   

xتابع x cos x گيري از سري فوريه، عبارت سمت راست سري فوريه اين تابع است. بنابراين طبق قضـيه  تابعي فرد است و در نتيجه طبق قضيه انتگرال
  پارسوال داريم:

n n n
n

f (x)dx a (a b ) b b







    

   2 2 2 2 2 2
1

2

1 2  

(x x cos x) dx (x cos x x x cos x)dx ( )
 

 


         

   
22 2 2 2 2 21 1 2 15 152 2 4 2  

( ) S ( ) S S
 

               
   

22 2
2 2 2 2 2 2

15 9 1 1 9 15 9 4 394 4 42 4 4 2 4 161 2 3 2 3 4
  

 
 سري فوريه مختلط تابع: 81مثالf (x) x در بازه 2 x  2 اگرf (x ) f (x)  2 باشد، كدام است؟  

1 (inx

n

n i
f (x) e

n






  
  

2
2

4 2 2
3  2 (inx

n

n i
f (x) .e

n





  
  

2
2

2 2 2
3  

3 (inx

n

n i
f (x) e

n






  
  

2
2

2 2 2
3  4 (inx

n

n i
f (x) .e

n





  
  

2
2

4 2 2
3  

 : 4«گزينه  پاسخ«       x
C x dx [ ]

  
  

  


2 23 221 1 4
2 2 3 3  

inx inx inx
inx

n n
x e xe e i in

C x e dx C [ ] [ ]
in nn in n n

   
    

        
    

2 22 22
2 3 2 2

1 1 2 2 1 4 4 2 2
2 2 2  

  3طرفين تقسيم بر 
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 با نوشتن انتگرال فوريه براي تابع: 19مثالxf (x) e مقدار انتگرالcos x sin x
d

    


  21
xبراي    كدام است؟  

) 2  ) صفر1
2  3 (xe  4( xe


2  

 : با فرض»  3«گزينه  پاسخxf (x) e :داريم  

  xA( ) f (x)cos xdx e cos xdx ( )
 

     
      2
1 1 1 1

1 
  

xB( ) f (x).sin xdx e sin xdx ( )
 

 
     

      2
1 1 1

1 
  

xf (x) e xcos x sin x
f (x) [ .cos x .sin x]d d e

      
      
      2 2 2
1 1

1 1 1
  

  
 با نوشتن انتگرال فوريه براي تابع: 20مثالxf (x) e


 2،x  با فرض اينكهf (x) f ( x)     مقدار انتگـرال



xsinkx
I dx

x




 21

برابـر كـدام    

  گزينه است؟

1 (ke

2  2 (ke


2  3 (ke  4 (ke  

 1«گزينه  : پاسخ «        x x sin x
B( ) e .sin xdx e d

 

 
     

      
    2 2
2

2 21 1
  

k         تبديل شود داريم:  kبه xو xبه اگر در طرفين تساوي فوق xsin kx
e dx

x





 22 1

  

 

 استفاده از انتگرال فوريه تابع با  :12مثال; | x | a
f (x)

; | x | a


  

1


sin، حاصل انتگرال
d

 



3


  شود؟برابر كدام گزينه مي 

1 (
8  2 (

3  3 (
4  4 (

6  

 ي تابع، نمودار آن شكل زير است:با توجه به ضابطه»  4«گزينه :  پاسخ  
  
  
  

  زوج است و لذا داريم: fكنيد، تابعطور كه ملاحظه ميهمان
a

f (x) A( )cos( x)d A( ) f (x)cos( x)dx cos( x)dx sin( a)
 

           
    
2 2 2

  
  

sin(a )
f (x) [ ]cos( x)d

 
   

 
2


  

fواضح است ( ) 1:بنابراين داريم ،  sin(a ) sin(a )
f ( ) cos( )d d

  
    
    
2 21

 
   

aبا تغيير متغير uآنگاه ،du
d

a
 :لذا داريم ،  

sin u
du

u

 
 2

  

uاگر مجدداً از تغيير متغير t duاستفاده كنيم، 3 t dt     و لذا داريم: 23
sin t

( )dt
t

 


3

6

sin t
( ) t dt

t

 
 

3 2
3 3 2

  

f (x)

aa
x

1

0
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 تبديل فوريه تابع: 22مثال







, t

t , t
f (t)

t , t

, t

    
        
   

1
1 1
1 1

1

  كدام است؟ 

1 (cos 

2
1

2
  2 (( cos ) 

2
2 1  3 (cos 

2
1 2  4 (cos 

2
2 1  

  : ها رابطه تبديل فوريه، به شكل زير است:با توجه به گزينه  »2«گزينه پاسخ  

  i tF( ) f (t)e dt f (t)(cos t isin t)dt
 

 

         

fبا رسم شكل تابع (t)توان مشاهده كرد تابع زوج است، لذا حاصل انتگرال، ميf (t)sin tdt



    ،با توجه به اينكه تابع زير انتگرال تـابعي فـرد اسـت 

)F  برابر صفر است. لذا داريم: ) f (t)cos tdt f (t)cos tdt ( t)cos tdt
 


         

1
2 2 1
 

  

t  با حل انتگرال به روش جزء به جزء داريم: ( cos )
F( ) [ sin t cos t] cos F( )



  
          

    

1
2 2 2 2

1 1 2 2 2 12    

وست داشته شود آقاي طراح كدام فرمول را بيشتر دها معلوم ميها با توجه به گزينهدر اين تست نيز راديكال پشت انتگرال استفاده نشد، در آزمونتوضيح: 
  راديكال؟!يا بيباراديكال

  
 تبديل فوريه سينوسي تابع:  23مثال


, x

f (x)
, x

 
  

1 1
  كدام است؟ 1

1 (cos 


1  2 (cos
.
 

 
2 1  3 (cos 


1  4 (cos

.
 

 
2 1  

  : 4«گزينه پاسخ  «  

         s
cos

F {f} sin xdx .


 
  

  
12 2 1  

 

 با استفاده از تبديل فوريه كسينوسي تابع  :24مثالa xf (x) e
2 aكه به صورت 2

cF [f (x)] e
a






2
24

شود. تبديل فوريه سينوسي تعريف مي 2

xfتابع (x) كدام است؟  

1 (a
a

e




 

2
2

2
4

4
  2 (a

a
e




 

2
2

2
4

2
  3 (a

a
e




 

2
2

3
4

4
  4 (a

a
e




 

2
2

3
4

2
  

   :اگر از»  3«گزينه پاسخcF {f (x)} نسبت به :مشتق بگيريم، داريم  

a x a x a xc
c

dF {f (x)} d
F {f (x)} e cos( x)dx [ e cos( x)dx] xe sin( x)dx

d d

  
         

   
2 2 2 2 2 2

  
  

aشود؛ انتگرال سمت راست در واقع تبديل فوريه سينوسي تابعطور كه ملاحظه ميهمان xxe
2 2

xfيا همان  (x) باشد، لذا داريم:مي  

cتبديل فوريه سينوسي تابع[
d

[F {f (x)}] [xf (x)
d

 


  

a a ad
[ e ] ( )( )e e

d a aa a

  
      

    


2 2 2
2 2 24 4 4

2 3
2

2 24 4
xfتبديل فوريه سينوسي تابع (x)  
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 معادله ديفرانسيل: 52مثال
x

x
y y

e x

   


24
 


)Yرا y(x)را در نظر بگيريد. چنانچه تبديل فوريه  ) ،بناميمY( ).را بدست آوريد  

1 (Y( )
(i )( )

 
 2

1
2 4

  2 (Y( )
(i )( )

 
 2

1
2 4

  3 (Y( )
( i )( )

 
  2

1
2 4

  4 (Y( )
( i )( )

 
  2

1
2 4

  

  : گيريم:از طرفين معادله داده شده تبديل فوريه مي  »2«گزينه پاسخ  

i i x x(i ) Y( ) Y( ) e f (x)dx ( )Y( ) e .e dx


 



             2 2 24 4    

Y( )
(i )( )

 
  2

1
2 4

( )Y( )
s is

    
 

2 14 2  

  
 ي فوريه سينوسي تابعي دوم سرجمله  :26مثالxf (x) e،x   برابر كدام گزينه است؟  

1 (( e )
[ ]sin x

 


4 1 25  2 ((e )
sin x

 


2 1 25  3 (( e )
[ ]sin x

 


2 1 25  4 ((e )
sin x

 


4 1 25  

   :ن كه سري فوريه سينوسي است، لذا داريم:با توجه به اي»  1«گزينه پاسخ  
axe sin bxx

nb e sin(nx)dx


 
 
2


  

x

n
e

b [ (sin nx n cosnx)] [e (sin n n cos n ) e (sin( ) n cos( ))]
n ( n )

        
   2 2
2 2

1 1
    

ncos(n ) ( ) n
nb [ e n( ) n]

( n )

       
 

1
2

2 1
1

  

nي دوم به ازايجمله    شود:، حاصل مي2
( e )

sin x
 


4 1 25( )( e )sin x  
  2
2 1 2 2 2

1 2
  

 

  رال فوريه تابع زوج انتگ  :27مثال


cos x , | x |
f (x)

, | x |

    


2

2

    كدام است؟            

1 (
cos( )cos( x)

d






  2
2 2

1
  2 (sin( )cos( x)

d
  


  2
2

1
  

3 (cos( )cos( x)
d

  


  2
2

1
  4 (

sin( )cos( x)
d


 


  2
2 2

1
  

   :1«گزينه پاسخ  «              

A( ) f (x).cos xdx cos x.cos xdx [cos( )x cos( )x]dx

 


         
      

2 22 2 1 1 1  

sin( ) sin( ) cos cos cossin( )x sin( )x
[ ] [ ] [ ] [ ]



          
      
             

2
2

21 1 1 1 1 12 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

  

 انتگرال
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 اگر سري فوريه تابع  :28مثال
x

sin( ) ; x
f (x)

x
sin( ) ; x

    
    


2
22


xبه ازاي هر    :به صورت زير تعريف شود  

n

n

nsinnx
f (x) ( )

n





 
 
 1

21

8 1
4 1

  

آنگاه حاصل
k

k

( ) (k )
S

k k






 


 


1

21

11 2
3
16

    ، برابر كدام گزينه است؟

1 (
2  2 (

2
  3 (

2 2
  4 (2  

   :ي اصلياگر در ضابطه  »2«گزينه پاسخf (x) ،x


 f    را قرار دهيم، داريم: 2 ( ) sin( )
 

 
2

2 4 2  

fقدار برابر با مقدار سري فوريه تابعاين م (x) يدر نقطهx


   است: 2

 n n

n n

n n
nsin( ) nsin( )

( ) ( )
n n

 
 

 

 


    
  
 1 1

2 2
1 1

2 8 22 21 12 164 1 4 1
  

nهاي زوج حاصل سري سمت راست صفر است، پسnخب به ازاي k 2   كنيم:حل مي در نظر گرفته و تست را 1

k
k

( )

k n

( ) ( k )sin( k ) ( k )sin( k )

( k ) ( k )

 
 

 

 
     

  
   

 
2

2
1 1

2 2
1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 12 22 2
16 164 2 1 1 4 2 1 1

  

)sinعبارت k )


2 1 )kتوانيم بنويسيمرا مي 2 )    لذا داريم:، 11
k k

k n

( ) ( k ) ( ) ( k )

( k k ) k k

  

 

    
 

    
 

1 1
2 2

1 1

2 1 2 1 1 2 1
16 4 4 4 1 1 16 16 3

  

kبا توجه به عبارت مخرج كسر و وجود عبارت 
1
  هايي انجام شود، لذا داريم:، لازم است، فاكتورگيريSدر صورت كسرِ سري 2

k

k

( ) (k )

k k






 


 


1

21

112 2
32
16

k

k

k k

(k ) ( ) k
( )

(k k ) (k k )


 



 

  
   

   
 

1
1

2 21 1

1 12 12 2 21 3 316 16 816 16

  

 

 اگر تبديل فوريه  :29مثالte
eبرابر 29




2
361

18
tfباشد آنگاه تبديل فوريه تابع  (t) te

  ، برابر كدام گزينه است؟293

1 (i
e




2

36
18 2

  2 (i
e






2

36
18 2

  3 (i
e




2

36
9 2

  4 (i
e






2

36
9 2

  

   :با فرض»  2«گزينه پاسخtg(t) e
tg، واضح است29 (t) te  

  كنيم:اين خاصيت استفاده مي، لذا از 2918

i
e






2
36

18 2
t t t i .F{ te } F{ te } F{g (t)} (i )F{e } e


           

2
2 3 29 9 9 361 1 1 13 186 6 6 6 18

  

 



  
 

 

رياضي فيزيك  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  94

  هشتمفصل 
  »تبديل لاپلاس و كاربردهاي آن«

 مقدار  :1مثالtt e dt

  2   برابر است با: 3

1(1
27  2(2

27  3(3
27  4(4

27  

 :حاصل انتگرال مفروض برابر است با مقدار تبديل لاپلاس تابع  »2«گزينه   پاسخf (t) t sبه ازاي  2  3.  

Ln
n
n!

t
s

s
!

I ( )
s



  
1

33
2 2

27

st
s s

e fdt L[f ]|
t

sI t e dt I L[t ]

 





   2 3 2
3


  

 

 لاپلاسيل بدت  :2مثالL[ sin t cos t]5 2 3   عبارت است از: 2

1(s

s






2

1 3
4

  2(s

s






2

1 3
4

  3(s

s



2
5 3

4
  4(s

s



2
5 3

4
  

 :با توجه به خطي بودن عملگر تبديل لاپلاس داريم: »2«گزينه   پاسخ  
F(s) L[ sin t cos t] L[sin t] L[cos t]   5 2 3 2 5 2 3 2  

L La s
(sin at ) & (cosat )

s a s a s s
F(s) ( ) ( )

s s s

 
  

   
  

2 2 2 2
2 2 2

2 1 35 3
4 4 4

  

 

 تبديل لاپلاس معكوس :3مثالs

(s )

2
2 21

  برابر است با: 

1((sin t t cos t)
1
2  2(sin t t cos t  3((sin t t cos t)

1
2  4(sin t t cos t  

 :باشد:ضرب دو تابع زير ميعكوس لاپلاس تابع داده شده به صورت تبديل معكوس لاپلاس حاصلتبديل م »3«گزينه   پاسخ  

s s s.f (t) L L
(s ) (s ) s

    
    

       

21 1
2 2 2 21 1 1

  

  ها داريم:آنضرب دو تابع برحسب پيچش با استفاده از بيان تبديل معكوس لاپلاس حاصل

L [FG] L [F] L [G]* s s
f (t) L L f (t) cos t cos t* *

s s

       
      

    

1 1 1 1 1
2 21 1

  

fبراي محاسبه تابع  (t)كنيم:، عبارت سمت راست را با استفاده از تعريف پيچش توابع محاسبه مي  
t

tf g f (t x)g(x)dx
f (t) cos(t x)cos xdx

  
  


  

  كنيم:عبارت زير انتگرال را با استفاده از روابط مثلثاتي به صورت زير ساده مي

tcos cos (cos( ) cos( ))
f (t) (cos t cos(t x))dx

    
    

1
2 1 22  

  t
f (t) (cos t.(x) sin(t x)) f (t) (t cos t sin t)     

1 1 122 2 2  
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 س تابع تبديل لاپلا  :4مثال
t; t

f (t) t ; t

t ; t


   
  

2
1 2 3
1 3

  ست از:ا عبارت 

  

1(
s sse se

s

  2 3
2

1 2  2(
s sse se

s

  2 3
2

1 2  3(
s sse se

s

  2 3
2

1 2  4(
s sse se

s

  2 3
2

1 2  

 :اي داده شده را برحسب تابع پله ابتدا تابع چندضابطه »1«گزينه   پاسخau (t) كنيم:بازنويسي مي  
f (t) t u (t)((t ) t) u (t)((t ) (t ))        2 31 1 1  

  با لاپلاس گرفتن از هر يك از جملات عبارت فوق داريم:

s s
s s se se

f (t) t u (t) u (t) L[f (t)] e e L[f (t)]
s ss s

 
   

        
2 32 3

2 3 2 2
1 1 2 1 22  

 

 تبديل لاپلاس تابع  :5مثالf (t) ؟ر استيك از مقادير زيكدام ،كه نمودار آن در شكل نشان داده شده است  

1(
s

se
F(s) ( e )

s


 1  2(F(s)

s s
 

 
1 1

1 2  

3(
s se e

F(s)
s s

 
 

 

2

1 2  4(u(s ) u(s )
F(s)

s s

 
 

 
1 2

1 2  

 :تابع  ، ضابطهبا استفاده از نمودار داده شده »1«گزينه   پاسخf (t) :برابر است با  
t

f (t)
t , t

 
   

1 1 2
1 2

  

auايپله اي حاصل را برحسب توابعتابع چندضابطه (t) كنيم:بازنويسي مي  

f (t) u (t) u (t) L[f (t)] L[u (t)] L[u (t)]    1 2 1 2  
  اي داريم:با استفاده از تعريف تبديل لاپلاس توابع پله

L as
au (t) e

s s s s sF(s) e e F(s) e ( e )
s s s

         
1

21 1 1 1  

  
  

 اگر  :6مثال 
 

t
(t)

t

 
   

  ؟باشديك تابع پيوسته باشد، كدام رابطه صحيح نمي g(t)و 

1((t)dt

  1  2((t)g(t)dt g( )


    3((t a)g(t)dt g(a)


    4((t a)g(t)dt g( )


     

 :نيست اين رابطه صحيح با توجه به خواص تابع دلتاي ديراك»  4«گزينه   پاسخ.  
 

 مقدار انتگرال :7مثالt(t)e dt



 كدام است؟  

  e)4  - 1) 3  1) 2  ) صفر1
 :با توجه به روابط بيان شده براي تابع دلتاي ديراك داريم:  »2«گزينه   پاسخ  

(t)g(t)dt g( ) t(t)e dt e

  




    1

   
 

2

1

1
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 حاصل  :8مثال(t )sint dt





    كدام است؟ 4

2)4  ) صفر3  1) 2  2)1
2  

 :با استفاده از رابطه مربوط به تابع دلتاي ديراك، حاصل عبارت داده شده برابر است با:  »4«گزينه   پاسخ  

(t a)g(t)dt g(a)
(t )sin t dt sin( )








    
    

2
4 4 2  

 

 انتگرال : 9مثالixx sin xe (x )dx



  
2 2   برابر است با: 2

1(  2 (1  3هيچكدام4  ) صفر (  
 :كنيم:عبارت زير انتگرال را به صورت زير بازنويسي مي »3«گزينه   پاسخ  

  ix ixI x sin x e (x ) dx (x )(x sin x e ) dx
 

         
2 22 22 2  

;با توجه به تعريف t a
(t a)

; t a

 
    

  :داريم 

ix(x (x ) ) I (x )(x sin x e )dx



            2 2  

  با توجه به روابط بيان شده براي تابع دلتاي ديراك داريم:

x

(t a)g(t) dt g(a) sinixI (x sin xe ) | I






   
    22 2  

  
  

 است. تبديل لاپلاس آن كدام است؟ زيرموج مثلثي متناوب، داراي نمودار  :10مثال  

1(
as

as

e

s ( e )






2
1
1

  2(
as

as

e

s ( e )



2
1

1
  

3(
as

as

e

s ( e )






2
1
1

  4(
as

as

e

s( e )








1
1

  

 :تابع مفروض يك تابع متناوب با دوره تناوب  »3«گزينه    پاسخT a ]است، كه در يك دوره تناوب 2 , a]   از دو خط زير تشكيل شده است: 2

t ; t a
f (t)

a t ; a t a

 
    2 2

  

  ابع متناوب با استفاده از تعريف برابر است با:تبديل لاپلاس اين ت در نتيجه
a

st
s a

L[f (t)] e f (t)d ; ( )
e


 

 
2

2
1 1

1 
  

  پردازيم:ابتدا به محاسبه انتگرال فوق مي بنابراين
a a a

a

st st stJ e f (t)dt e f (t)dt e f (t)dt       

2 2
  

fبا جايگذاري تابع  (t) :در تساوي حاصل داريم  

 
a a a a

a a

st st st st

u dv dvu

J e (t)dt e ( a t)dt t e dt ( a t) e dt             
2 2

2 2
   

  

2aa

a

3a 4a
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  كنيم:جزء استفاده ميهاي فوق از روش جزءبهيك از انتگرالبراي حل هر 

         st st

u a t du dt

dv e dt v e
s

 

    



   

2
1                        st stu t du dt & dv e dt v e

s

        
1  

  جزء داريم:با جايگذاري عبارات فوق در قاعده حل انتگرال به روش جزءبه
aa a

a

udv uv vdu st st st stt ( a t)
J (( e ) | e dt) (( e ) | e dt)

s s s

            
21 2

 
  

asa aas st as st as as as
a

a a ( e )
J e e e e J ( e e e ) J

s ss s s s


       

           

22 2
2 2 2 2
1 1 1 11  

  ) داريم:1با جايگذاري عبارت فوق در تساوي (
as as as

as as as as
( e ) ( e ) e

L[f (t)] . . L[f (t)]
e s ( e )( e ) s s ( e )

  

   
  

   
   

2 2
2 2 2 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1

   

 

 تبديل لاپلاس تابع :11مثال
 

 
t

f (t) n t n ; n , , ,

n t n


    
    

1 2 2 1 1 2
1 2 1 2 2

  كدام است؟

1(s.L[f (t)] cotg
s


1

2  2(
s

s

e.L[f (t)]
s e









1 1
1

  3(
s

s

e.L[f (t)]
s e









1 1
1

  4(

s

s

e
L[f (t)]

e










2

2

1

1
  

 :تابع مفروض يك تابع متناوب با دوره تناوب»  2«گزينه    پاسخT  nاست، كه با جايگذاري 2  در يك دوره تناوب ،[ , ]   ست از:ا ضابطه تابع مفروض عبارت 2
; t

f (t)
; t

 
   

1 1
1 1 2

  

Tيل لاپلاس تابع متناوب فوق با دوره تناوب تبد    برابر است با: 2
st

s
L[f (t)] e f (t)dt ; ( )

e




 
2

2
1 1

1 
  

  پردازيم:مي موجودصورت ابتدا به محاسبه انتگرال  در اين

st st stJ e f (t)dt e f (t)dt e f (t)dt       

2 1 2

1
  

fاكنون مقادير مربوطه تابع  (t) هاي فوق جايگذاري كنيم:از انتگرال را در هر يك  

st st st stJ e ( )dt e ( )dt e dt e dt             
1 2 1 2

1 1
1 1

 
  

  هاي معين فوق داريم:پس از محاسبه انتگرال
s s s

st st s s s e e ( e )
J e | e | ( e e e ) J

s s s s s

  
       

         


1 2

1

2 221 1 1 1 2 11  

f) تبديل لاپلاس تابع 1با جايگذاري عبارت فوق در تساوي ( (t) :برابر است با  

 
s s s

s s s s
( e ) ( e ) e. . .L[f (t)] L[f (t)]

s s se ( e )( e ) e

  

   
  

   
   

2 2
2

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

  



  
 

 

رياضي فيزيك  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  98

 اگر تبديل لاپلاس توابـع  :12مثالsin t وcos t )       پـارامتر حقيقـي ثابـت) بـه ترتيـب برابـر
s



 2 sو 2

s  2 باشـند، تبـديل لاپـلاس     2

ttتابع sin t e cos t  ) و :پارامترهاي حقيقي ثابت) برابر است با  

1(s s

( s ) (s )

  


   2 2 2 2
2

1
  2(s s

( s ) (s )

 


   2 2 2 2
2

1
  3(

s d s

(s )

  


    
 2 2 2 1

  4(s s

s (s )

 


  2 2 2 1
  

 :ية مشتق و تبديل لاپلاس و قاعدة اول انتقال در تبديل لاپلاس داريم:با استفاده از قض »2«گزينه   پاسخ  

  t tF(s) L[t sin t e cos t] L[t sin t] L[e cos t]        
  

  

at
s s a

s s
L[tf ] (L[f ]) & L[e f ] L[f ]|

F(s) (L[sin t]) L[cos t] |





 
      

  

s s

s s s
F(s) ( ) ( ) | F(s)

s s (s ) (s )
        
      2 2 2 2 2 2 2

2
1 1  

 

 تبديل لاپلاس  :13مثالt (t )    ست از:ا عبارت 3

1(se33  2(
se

s

3
  3(se33  4(

se

s

3
  

 :از قاعدة سوم انتقال در تبديل لاپلاس داريم: با استفاده» 1«گزينه   پاسخ  
asL[ (t a)f ] e f (a) s s

t
F(s) L[t (t )] L[ (t ) t] F(s) e (t) F(s) e

    


         3 3
33 3 3  

 

 تبديل لاپلاس تابع  :14مثالte (t)sin t با: برابر است  
1(e  2 (1-  3 (1  4صفر (  
 :با استفاده از قاعدة سوم انتقال داريم: »4«گزينه   پاسخ  

L[ (t) f (t)] f ( )t t t
t

F(s) L[e (t)sin t] L[ (t)(e sin t)] F(s) (e sin t) F(s)
 


       


   

 

 مبدل لاپلاس معكوس :  15مثال
se

F(s)
s






2
2

2
4

  ؟باشديك از توابع زير ميكدام 

1(u (t)sinh(t )2 4  2(u (t)sinh( t )2 2 2  3(u (t)sinh(t )2 2  4(u (t)sin h( t )2 2 4  
 :با استفاده از قاعدة دوم انتقال در تبديل لاپلاس داريم: »4«گزينه    پاسخ  

as
a t t aL [e F] u (t)L [F]

t t
f (t) u (t)L

s




  
 



 
   

 

1 1 1
2 2 2

12
4

s
se

f (t) L L e
s s


     

    
    

21 1 2
2 2

2 12
4 4

  

  

f (t) u (t)sinh (t ) 2 2 2   as a
L [ ] sin h at

t t
f (t) u (t) ( sin h t)







  

1 1 12 2
2 2

12 22   

  
  
  

 مفروض هاي ارائه شده در مسألهبا توجه به فرمول
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 تبديل لاپلاس تابع  :16مثالte cos t   كدام است؟ 2

1(s

s 2 1
  2(s

s s



 2
1

2 5
  3(s

s 2 1
  4(s

s s



 2
1

2 5
  

 :شود:عده اول انتقال لاپلاس عبارت داده شده به صورت زير تبديل ميدر صورت استفاده از قا »4«گزينه   پاسخ  

at
s s a

s ss s

L[e f ] L[f ] s s
F(s) L[cos t] F(s) ( )

s (s )







 
    

  11 2 2
12

4 1 4
tF(s) L[e cos t] 2  

 

 معكوس لاپلاس  تبديل : 17مثالs

s s



 2
1

2 5
  كدام است؟ 

1(t te cos t e sin t2 2  2(te sin t2 3(te cos t2  4(te (cos t sin t) 2 2  
 :كنيم:سازي ميابتدا تابع مفروض را به صورت زير ساده »3«گزينه   پاسخ  

s s (s )
f (t) L L L

s s s s (s )

          
       

            

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 5 2 1 4 1 4

  

 

  اول انتقال در تبديل لاپلاس داريم: با استفاده از قاعدة
atL [F(s a)] e L [F(s)] t ts

f (t) e L e cos t
s

        
 

1 1 1
2 2 2

2
  

  

 

 اگــر  :18مثالg(t)
f (t)

t
،t  ع وابـ لاس fو اگـر تـ ل لاپـ گاه فـرض مي باشنـد، F(s)داراي تبــديـ s)كــنيم     آنـ )

F(s) Ln

s

 


1
2 2 4

1
2

4 ، 

  صورت: ابت، در اينحقيقي و ث است عددي

1(f (t) cos t  1 2  2(cos t
g(t)

 


1 2
2  3(g(t) cos t  1 2  4(cos t

g(t)
 


1 2

2  

 :توان نوشت:، با استفاده از خاصيت حاكم بر توابع لگاريتمي مياز يك طرف»  2«گزينه   پاسخ  

  (s )
F(s) Ln Ln(s ) Lns

s

 
    

1
2 2 4 2 2

1
2

4 1 144 2  

  داريم: sگيري از طرفين عبارت حاصل نسبت به حال با مشتق

u
Lnu

u s s. .F (s) F (s) ; ( )
s ss (s )




      
   2 2 2 2

1 2 1 1 1 14 2 24 2 4
  

g(t)صورت با توجه به تساوي در اين
f (t)

t
 :و استفاده از قاعدة مشتق و تبديل لاپلاس داريم  

L[tf ] (L[f ])g(t) tf (t) L[g(t)] L[tf (t)] L[g(t)] F (s) g(t) L [F (s)]
           1  

  ) در عبارت حاصل داريم:1با جايگذاري تساوي (
s s

g(t) L [ ( )] (L [ ] L [ ])
s ss s ( )

        
   

1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 24 2

  

  با محاسبه لاپلاس معكوس عبارات فوق به صورت جداگانه داريم:
L Ls

( cos t)&( )
ss cos t

g(t) (cos t )

 
  

  
     

1 1
2 2

1 1 1 1 22 12 2  

  )1با جايگذاري تساوي (
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 تبديل لاپلاس  :20مثالf (t) t sinh( t)   برابر است با: 2

1(s

(s )2 2
4

4
  2(s

(s )



2 2
4

4
  3(s

(s )2 2
4

4
  4(s

(s )



2 2
4

4
  

 :با استفاده از قاعدة مشتق و تبديل لاپلاس داريم: »1«گزينه   پاسخ  
   L[tf ] L[f ] s

L[f (t)] L[t sinh t] L[sinh t] ( )
s (s )

        
 2 2 2
2 42 2

4 4
  

  

 اگر  :21مثال


st s
L[cosat] e cosatdt

s a


 


 2 L[tآنگاه 2 cosat] :برابر است با  

1 (s a

(s a )





2 2
2 2 2  2(s a

(s a )





2 2
2 2 2  3(s a

(s a )





2
2 2 2  4(a

(s a )





2
2 2 2  

 :با استفاده از قاعدة مشتق و تبديل لاپلاس داريم: »1«گزينه   پاسخ  
L s

cosat
L[tf ] (L[f ]) s a s s a

F(s) (L[cosat]) F(s) ( )
s a (s a )


         

 

2 2 2 2
2 2 2 2 2F(s) L[t cosat]  

 

 تبديل لاپلاس  :22مثالtf (t) e t cos t   عبارت است از: 2

1(s

(s )





2
2 2

4
4

  2((s )

((s ) )

 

 

2
2 2

1 4
1 4

  3(s

(s )





2
2 2

4
4

  4((s )

((s ) )

 

 

2
2 2

1 4
1 4

  

 :كنيم:ابتدا از قاعدة اول انتقال در تبديل لاپلاس به صورت زير استفاده مي» 2«گزينه   پاسخ  
at

s s a
s s

L[e f ] L[f ]|
F(s) L[tcos t] |







  12tF(s) L[e (t cos t)] 2  
  حال با استفاده از قاعدة مشتق و تبديل لاپلاس داريم:

s s s s s s
L[tf ] (L[f ]) s s (s )

F(s) (L[cos t]) | ( ) | | F(s)
s (s ) ((s ) )

  
           

   
1 1 1

2 2
2 2 2 2 2

4 1 42
4 4 1 4    

  

 تبديل لاپلاس  :23مثال


t

sin h xdx   كدام است؟ 2

1(
s 2

2
4

  2(
s(s )2

2
4

  3(
s 2

2
4

  4(
s(s )2

2
4

  

 :داريم:» تبديل لاپلاس و انتگرال«با استفاده از قاعدة » 4«گزينه   پاسخ  

  
t

t L[ fdx] L[f ]
s .I sinh xdx I L[sinh t]

s s s





   




1

2
1 1 22 2

4
  

 

 معكوس تبديل لاپلاس   :24مثال
s (s )2

1
1

  برابر است با : 
1(sin t1  2(cos t1 3(sin t 1  4(cos t 1  
 :كنيم:لاپلاس معكوس عبارت داده شده را به صورت زير محاسبه مي» انتگرال و تبديل لاپلاس«با استفاده از قاعدة  »2«گزينه   پاسخ  

.f (t) L [ ] L [ ]
ss(s ) s

  
 

1 1
2 2
1 1 1

1 1
  
  

t t t tL [ F] L [F]dt
s f (t) L [ ]dt sint dt cos t f (t) cos t

s


 

 


       


 
1 11

1
2
1 1

1
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 تبديل لاپلاس تابع  :25مثال

t

f (x) (x a) dx  ست از:ا عبارت  

1(ase f (a)
s

2  2(ase f (a)
s

1  3(ase f (a)
s

1  4(ase f (a)
s

2  

 :م:طبق قاعدة تبديل لاپلاس و انتگرال داري »3«گزينه   پاسخ  
t

t L[ f dx] L[f ]
sF(s) L[ f (x) (x a)dx] F(s) L[f (t) (t a)] L[ (t a)f (t)]

s s


         

1
1 1


  

  اكنون با توجه به قضيه سوم انتقال در تبديل لاپلاس داريم:
asL[ (t a)f (t)] e f (a) as.F(s) e f (a)

s

    
1   

  

 تبديل لاپلاس  :62مثال
at bte e

f (t)
t


 با شرطa,b  كدام است؟  

1(s b
Ln

s a




  2(s a
Ln

s b




  3(s b
Ln

s a




  4(s a
Ln

s b




  

 :داريم:» انتگرال و تبديل لاپلاس«با استفاده از قاعدة  »1«گزينه   پاسخ  

s

s

fat bt L[ ] L[f ]ds
at btte e

F(s) L[f (t)] L[ ] F(s) L[e e ]ds
t




      

  اكنون با محاسبة لاپلاس توابع زير انتگرال داريم:
TT

ss s
T T

F(s) ( )ds Lim ( )ds Lim (Ln(s a) Ln(s b)
s a s b s a s b



 
        

    
1 1 1 1  

  هاي انتگرال داريم:استفاده از خواص توابع لگاريتمي و جايگذاري كرانبا 
T
s

T T

s a T a s a s a s b
F(s) Lim (Ln ) Lim (Ln Ln ) Ln F(s) Ln

s b T b s b s b s a 

    
      

    
  

 

 اگر : 27مثال



sin( t)
t

f (t) t
t

  
  

f، آنگاه تبديل لاپلاس  (t) :برابر است با  

  

1(s
tan





1

2  2(s
tan


 


1

2  3(s
sin


1  4(s

cot


1  

 :كه يياز آنجا»  2«گزينه   پاسخ
t

sin t
Lim

t


 


  لذا با توجه به قاعده انتگرال و تبديل لاپلاس داريم:است،  

fL[ ] L[f ]ds
t s

s s

T

s
T

sin t
L[f (t)] L L[sin t]ds ds Lim ds

t s s


  





              
  2 2 2 2  

T

s
T T

s T s s.L[f (t)] Lim ( tan ) Lim (tan tan ) L[f (t)] tan   

 


      

    
1 1 1 11

2  

 

 رضبا ف :28مثالa  مقدار انتگرال ،sinax
dx

x

 كدام گزينه است؟  

1(
2 2(  3(  4(  
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 :داريم:» ل لاپلاسانتگرال و تبدي«طبق قاعدة   »1«گزينه   پاسخ  
f

dt L[f ]ds
tsin ax a

I dx I L[sin ax]ds ds
x s a

 
   

    


   
   2 2  

  هاي انتگرال داريم:با محاسبة انتگرال و اعمال كران
T T

T T T

a s T
I Lim ds Lim tag I Lim(tag tag ( )) I

a as a

  

  


      


 1 1 1

2 2 2
  

 

 مقدار انتگرال  :29مثال
x xe e

dx
x

  


3
  برابر است با: 

1(Ln
1
    4(Ln3)3  صفر )2  3

 :توان نوشت:مي» انتگرال و تبديل لاپلاس« با اعمال قاعدة  »4«گزينه   پاسخ  
fx x dt L[f ]ds

x xte e
I dx I L[e e ]ds ( )ds

x s s

 
    

  
     

   
3 3 1 1

1 3
 

  
  

  با محاسبة انتگرال حاصل  و استفاده از خواص توابع لگاريتمي داريم:

 T T T

T T T

s
I Lim ( )ds Lim Ln(s ) Ln(s ) I Lim Ln( )

s s s    


        

  
1 1 11 31 3 3  

T

T
I Lim (Ln Ln ) Ln I Ln

T


     


1 1 1 33 3 3  

 

 با فرض  :30مثال
te

L[ ] Ln( )
t s


 

1 ، تبديل لاپلاس تابع 11
te

f (t)
t




  كدام است؟ 31

1(Ln ( )
s


31  2(Ln( )

s


1 313  3(Ln( )
s


11 3  4(Ln( )

s


13 1 3  

 :نويسيم:را به صورت روبرو مي عبارت مفروض »1«گزينه   پاسخ  
t te e

f (t) ( )
t t

 
 

3 31 13 3  

از يك طرف، با فرض 
te

f (t)
t




f  داريم:: 1 (t) f ( t) L[f (t)] L[f ( t)]; ( )  3 3 3 3 1  

  از طرف ديگر، با توجه به قضيه تبديل لاپلاس و تغيير مقياس داريم:

s
s

k s s
s s

L[f (kt)] L[f (t)]|
k

L[f ( t)] L[f (t)] | L[f (t)] | ; ( )


  
3 3

1
1 13 23 3



   

  داريم: )1ساوي () در ت2با جايگذاري تساوي (

s
s

L[f (t)] Ln( )
s L[f (t)] Ln( ) | Ln( )

s s

 
    

3

11 1 31 1L[f (t)] L[f ( t)] L[f (t)] L[f (t)]   
13 3 3 3  
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 اگر  :31مثالF(s) تبديل لاپلاس تابعf (t) باشد، تبديل لاپلاس تابعtf (at) با فرضa  كدام است؟  

1(s
F ( )

aa
2

1  2(s
F ( )

a a
1  3(s

F ( )
a a


1  4(s

F ( )
aa

 2
1  

 :داريم:» مشتق و تبديل لاپلاس«با توجه به قاعده  »4«گزينه   پاسخ  
L[tf ] (L[f ])F(s) L[tf (at)] F(s) (L[f (at)])

      
  آيد:غيير مقياس حاصل مطلوب به دست مياكنون با استفاده از قضيه تبديل لاپلاس و ت

s
s

k
L[f (kt)] F(s)|

k s s s
F(s) ( F( )) (F( )) F(s) F ( )

a a a a aa



         

1

2
1 1 1  

 

 هرگاه  :32مثالy ( )   وy( )  وy y y t    آنگاهL[y] :برابر است با  

1(s

s (s s )



 2 2
1

1
  2(s

s (s s )



 2 2
1

1
  3( 

s (s )2
1

1
   4( 

s (s s ) 2 2
1

1
  

 :گيريم:از طرفين معادله داده شده لاپلاس مي» 4«گزينه   پاسخ  
y y y t L[y ] L[y ] L[y] L[t]           

(n) n n (n )L[f ] s L[f ] s f ( ) f ( ) (s L[y] sy( ) y ( )) (sL[y] y( )) L[y]
s

           
1 1 2

2
1       

برابر است با: yبا جايگذاري شرايط اوليه داده شده عبارت لاپلاس تابع 
  

y( ) y ( ) s L[y] sL[y] L[y] (s s )L[y] L[y]
s s s (s s )

          
 

   2 2
2 2 2 2
1 1 11

1
  

 

 جواب معادله ديفرانسيل همگن  :33مثالf (t) f (t) f (t)   8 fبا شرايط اوليه 16 ( )  fو 2 ( )    برابر است با: 1

1(tf (t) ( t)e  42 5  2(t tf (t) ( e e ) 4 41 7 98  3(t tf (t) ( e e ) 2 21 3 54  4(tf (t) ( t)e  42 9  

 :گيريم:ابتدا از طرفين معادله ديفرانسيل داده شده لاپلاس مي» 4«گزينه   پاسخ  
  f (t) f (t) f (t) L[f (t)] L[f (t)] L[f (t)]          8 16 8 16  

  كنيم:لاپلاس مشتق را در تساوي حاصل جايگزين مي
(n) n n (n )L[f ] s L[f ] s f ( ) f ( ) (s L[f ] sf ( ) f ( )) (sL[f ] f ( )) L[f ]

           
1 1 2 8 16        

  وليه داده شده داريم:با اعمال شرايط ا

f ( ) & f ( ) (s L[f ] s ) (sL[f ] ) L[f ] (s s )L[f ] s               2 1 2 22 1 8 2 16 8 16 2 17  

s s (s )
L[f ] f (t) L L

(s ) (s ) (s )

       
      

        

1 1
2 2 2

2 17 2 17 2 4 9
4 4 4

  

  اكنون معكوس لاپلاس عبارت فوق با استفاده از تعريف برابر است با:
atL [F(s a)] e L [F(s)] t t ts

f (t) e L e L f (t) e ( t)
ss s

           
         

   

1 1 4 1 4 1 4
2 2

2 9 2 9 2 9  

  ايزنجيرهقاعده 
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 جواب مسأله با مقدار اوليه  :34مثال
  

y y f (x)

y( ) y ( )

  
  

  عبارت است از: 
  

1(x
y cos(x t) f (t)dt   2(x

y (x t) f (t)dt 
2  3(x

y (x t)f (t)dt   4(x
y sin(x t) f (t)dt   

 :گيري از طرفين معادله ديفرانسيل داده شده داريم:با لاپلاس»  4«گزينه   پاسخ  y y f (x) L[y ] L[y] L[f (x)]       

  دهيم:مي فرمول لاپلاس مشتق را در عبارت حاصل قرار
L[f ] s L[f ] sf ( ) f ( ) (s L[y] sy( ) y ( )) L[y] L[f (x)]

           
2 2  

  پس از جايگذاري شرايط اوليه داده شده داريم:
y( ) y ( ) s L[y] L[y] L[f (x)] (s )L[y] L[f (x)] L[y] : L[f (x)]

s

        


2 2
2
11

1
    

  كافيست از تساوي حاصل معكوس لاپلاس بگيريم: yبراي يافتن تابع 
.L [F G] L [F] L [G]*.y L [ L[f (x)]] y L [ ] L [L[f (x)]] y sin x f (x)* *

s s

        
 

1 1 11 1 1
2 2
1 1

1 1
  

  اكنون با استفاده از تعريف پيچش دو تابع داريم:

  
x

xf g f (x t)g(t)dt*
y sin(x t)f (t)dt

 
  


  

 

 تبديل لاپلاس جواب معادله زير كدام است؟  :35مثال    
  xy ( x)y y ; y( ) , y ( )        1 1 1  

  

1(s

s(s )



1
1  2(

s 
1

1  3(s

s


2
1  4(s

s


2
1  

 :ابتدا از عبارت »  2«گزينه   پاسخx گيريم:گيريم و سپس از طرفين معادله لاپلاس ميدر معادله ديفرانسيل فوق فاكتور مي  

  xy ( x) y y x (y y ) y y L[x(y y )] L[y ] L[y]                      1  

L[tfبا توجه به تعريف  ] (L[f ])  :عبارت فوق برابر است با  L[tf ] (L[f ]) (L[y y ]) L[y ] L[y]
            

  با جايگذاري لاپلاس مشتق در عبارت حاصل داريم:
(n) n n (n )L[f ] s L[f ] s f ( ) f ( ) (s Y(s) sy( ) y ( ) sY(s) y( )) (sY(s) y( )) Y(s)

               
1 1 2         

  كنيم:اكنون شرايط اوليه داده شده را در عبارت فوق جايگذاري مي
y( ) & y ( ) (s Y(s) s sY(s) ) sY(s) Y(s)

           1 1 2 1 1 1    

)  گيري از عبارت اول داريم:با مشتق s Y s Y Y s Y ) sY Y             22 1 1  
  

  

dY dY s
(s s)Y sY (s s) sY ds ds

ds Y ss s

           


2 2
2

1
1  

  گيري از طرفين تساوي حاصل داريم:المعادله مرتبه اول حاصل از نوع جداشونده است، كه با انتگر

LnY Ln c(s ) Y(s)
c(s )

    


11 1  

cبا فرض  1 ) تواند صحيح باشد.) مي2تنها گزينه  

 قضيه پيچش لاپلاس
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 هرگاه  :36مثالs
f (t) L ( )

(s )(s )
 


 

1 2 1
2 fباشد آنگاه 1 ( ) : برابر است با  

1(4
3  2(2

3  3 (2  4(3
5  

 :براي محاسبه »  3«گزينه   پاسخf ( ) :كافيست از قضيه مقدار آغازي استفاده كنيم، لذا  

  
s s

s ( s )
f ( ) Lim sF(s) Lim

(s )(s ) 


  

 
2 1 22 1  

 

 تبديل لاپلاس جواب مسأله : 37مثال  xy ( x)y y ; y( ) , y ( )        1 1   ؟كدام است1

1(s

s


2
1  2(s(s )

s



2
1
1

  3(
s(s )

1
1  4(s

s 2 1
  

 :با استفاده از قضيه مقدار آغازي داريم:» 1«گزينه  پاسخ  y( )

s s
y( ) Lim sL[y] Lim s L[y]

 
  1 1  

  باشد.نهايت و صفر ميها به ترتيب برابر با بيتوانند صحيح باشند، زيرا حد حاصل فوق به ازاي اين گزينهنمي 3و  2هاي در نتيجه، گزينه

  اكنون با استفاده از قضيه مقدار آغازي مشتق داريم:

y( ) & y ( )

s s
y ( ) Lim (s L[y] s y( )) Lim (s L[y] s) ; ( )

 

 
      1 12 2 1 1    

  ) باشد، داريم:4در اين صورت، اگر لاپلاس جواب برابر گزينه (

s s s

s s s
L[y] Lim (s L[y] s) Lim ( s) Lim

s s s  


      

  


32
2 2 21 1 1

  

  تواند صحيح باشد.) نيز نمي4) گزينه (1در نتيجه با توجه به تساوي (
  

 تبديل لاپلاس جواب معادله  :83مثال  xy ( x)y y ; y( ) , y ( )        1 1     كدام است؟1

1(
s



1 11  2(

s 
1

1  3(
s



1 11  4(

s



1 1

1 2 

 :با توجه به قضيه مقدار آغازي داريم:  »2«گزينه   پاسخ  y( )

s s
y( ) Lim sF(s) Lim sF(s)

 
   1 1  

  تواند صحيح باشد.) مي2ها، تنها گزينه (كه با توجه به گزينه
 

 تبديل لاپلاس تابع  :39مثالt
f (t) (t ) sin d


       برابر است با: 3

1(
s (s )4 2

3
1

  2(!

s (s )4 2
3

1
  3(

s (s )4 2
3

1
  4(!

s (s )4 2
3

1
 

 :گيري از طرفين عبارت مفروض داريم:با لاپلاس  »2«گزينه   پاسخ  

  
t t

f (t) (t ) sin d F(s) L[f (t)] L[ (t ) sin d ]            3 3
 

  
    داريم: با استفاده از تعريف پيچش

L[f g] L[f ]L[g]* ! .F(s) L[t ].L[sin t]
s s

  


3
4 2

3 1
1

t
f (t x)g(x)dx f g*

F(s) L[t sin t]*
 

  3  
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 جواب معادله انتگرالي  :40مثالt x(x) t e (t x) dx


    2 كدام گزينه است؟  

1(t
t 

32
6  2(t t


2 3

2 6  3(t
t 

32
3  4(t t


2 3

2 3  

 :كنيم:ه شده را با استفاده از تعريف پيچش دو تابع به صورت زير ساده ميمعادله انتگرالي داد  »3«گزينه   پاسخ  
t

t f (x)g(t x)dx f g*x t(t) t e (t x)dx (t) t e (t)*
  

         2 2


  
  گيريم:از طرفين عبارت حاصل، لاپلاس مي

L[f g] L[f ]L[g]t t*L[ (t)] L[t ] L[e (t)] L[ (t)] L[t ] L[e ]L[ (t)]*
         2 2  

s s
L[ (t)] L[ (t)] ( )L[ (t)] L[ (t)] L[ (t)] ( )

s s ss s s s s s


               

  3 3 3 4 3 4
2 1 1 2 2 1 1 11 2 21 1 1  

  t t t
(t) L [ ] ( ) (t) t

s s

        
2 3 31 2

3 4
1 12 2 2 6 3  

 

 پاسخ معادله انتگرال  :41مثالx x tsin x e f (t) dt


   برايf (x) كدام است؟  

1((cos x sin x)

1  2((cos x sin x)


1  3((sin x cos x)   4((cos x sin x)   

 :كنيم:را به صورت زير بازنويسي مي با استفاده از تعريف پيچش، معادله انتگرال داده شده  »2«گزينه   پاسخ  
t f (t x)g(x) dx (f g)(t)x x t xsin x e f (t) dt sin x (e f (x))

   
      


  

  گيريم:حال از طرفين معادله به دست آمده تبديل لاپلاس مي

L[f g] L[f ]L[g]x x* . .L[sin x] L[e f (x)] L[sin x] L[e ]L[f (x)] L[f (x)]*
ss

        
2

1 1
11

  

s s.L[f (x)] ( )
s s s


  
   2 2 2
1 1 1 1

1 1 1
  

s  با گرفتن معكوس لاپلاس از طرفين تساوي حاصل داريم:
f (x) L [ ] f (x) (cos x sin x)

s s

    
  

1
2 2

1 1 1
1 1

  

 

 جواب معادله انتگرالي  :42ثالمt
y y y( )d


     2 وy( )    برابر است با: 1

1(ty(t) e ( t) 1  2(ty(t) e ( t) 1  3(ty(t) e ( t) 1  4(ty(t) e ( t) 1  

 :گيريم:عادله انتگرالي داده شده لاپلاس ميابتدا از طرفين م  »2«گزينه   پاسخ  
t t

y y y( ) d L[y ] L[y] L[ y( ) d ]
 

             2 2  

  با استفاده از فرمول لاپلاس مشتق و لاپلاس انتگرال داريم:
t

L[f ] sL[f ] f ( ) & L[ f dt] L[f ]
s (sL[y] y( )) L[y] L[y]

s



 

   
    

1
12  

  باشد:با جايگذاري مقدار اوليه داده شده، تبديل لاپلاس پاسخ معادله انتگرالي مفروض به صورت زير مي

y( ) s
sL[y] L[y] [y] (s )L[y] L[y]

s s (s )

          


1
2

1 11 2 2 1
1
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s  گيريم: حال از عبارت به دست آمده معكوس تبديل لاپلاس مي (s )
y L [ ] L [ ]

(s ) (s )

   
 

 
1 1

2 2
1 1

1 1
  

  براي تعيين جواب معادله مفروض كافيست از قاعده اول انتقال استفاده كنيم:

atL [F(s a)] e L [F(s)] t ty e L [ ] y e ( t)
s s

          
1 1 1

2
1 1 1  

 

 جواب معادله انتگرالي   :43مثال



t

y(t) (t u)y(u)du ; t   1     :عبارت است از 2

1(cos t2  2(sin t2  3(t cos t2  4(t sin t2  
 :گيريم:ابتدا از طرفين معادله انتگرالي داده شده لاپلاس مي  »1«گزينه   پاسخ  

t t

y(t) (t u)y(u)du Y(s) L[y(t)] L[ (t u)y(u)du]
 

        1 2 1 2  
  استفاده از تعريف پيچش دو تابع داريم:حال با 

t f (t x)g(x)dx f g L[f*g] L[f ]L[g]Y(s) L[ ] L[t y(t)] Y(s) L[t]L[y(t)]
s

    
       

11 2 2  
s

( )Y(s) Y(s)
ss s

   
2 2

2 11
2

Y(s) Y(s)
s s

  2
1 2  

  با گرفتن لاپلاس معكوس از عبارت حاصل، جواب معادله انتگرالي مفروض برابر است با:
s

y(t) L [ ] y(t) cos t
s ( )

  


1
2 2 2

2
  

 

 جواب  :44مثالf (t) در معادله انتگرالي
t

tf (t) te f (t )e d


       :برابر است با  

1(t( e ) ; t 21 1 22   2(t( e ) ; t 21 12   3(t( e ) ; t 21 1 22   4(t( e ) ; t 21 1 22   

 :داده شده داريم: گيري از طرفين معادله انتگراليبا لاپلاس  »2«گزينه   پاسخ  
t t

t tf (t) te f (t )e d F(s) L[f (t)] L[te f (t )( e )d ]
 

                 
  كنيم:تساوي حاصل را به صورت پيچش دو تابع بازنويسي مي

L[f g] L[f ]L[g] t t* F(s) L[te ] L[f (t)]L[te ]    

t
f (t x)g(x) dx f g* t tF(s) L[te ] L[f (t) te ]*

   
     

  اكنون با استفاده از قضيه انتقال در تبديل لاپلاس داريم:
at

s s a
s s s s

L[e f ] L[f ]|
F(s) (L[t] | ) F(s)L[t] | F(s) F(s)

(s ) (s )


 


 


      

 
1 1 2 2

1 1
1 1

  

(s )
( )F(s) F(s) F(s)

(s ) (s ) (s ) (s ) (s )

 
     

     

2
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 11
1 1 1 1 1 1

  

  كنيم:گيريم. براي اين منظور از تفكيك كسرها استفاده ميبراي يافتن جواب مطلوب از عبارت فوق معكوس لاپلاس مي

 f (t) L [F(s)] L L L L
s(s ) s s(s ) s s

        
                   

1 1 1 1 1
2 2

1 1
1 1 1 2 2

2 21 1 2
  

  t tf (t) L L ( ) e f (t) ( e )
s s

                  
1 1 2 21 1 1 1 1 1 11 12 2 2 2 2 2  
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  فصل نهم
  »آشنايي با مفاهيم اوليه معادلات ديفرانسيل معمولي« 

 چنانچه  :1مثالny (x ) 2   باشد، داريم: 1
1((x )y n xy 2 21 2  2(n(x ) y nxy 2 1 2  3((x )y nxy 2 1 2  4((x )y nx y 2 21 2  

 ها مشتقِ اولِاز آنجايي كه در تمامي گزينه  »3«گزينه  :پاسخy     داده شـده در صـورت سـؤال مشـتق مرتبـه اول       موجـود اسـت، از طـرفين عبـارت
  شود.ها استخراج ميگيريم و با عمليات جبري جواب از بين گزينهمي

  n n ny (x ) y n( x)(x ) y nx(x )         2 2 1 2 11 2 1 2 1  

n(x ) (x ) yn(x )y nx(x ) (x )y nxy          
2 21 12 2 21 2 1 1 2  

 

 چه مقدار  يبه ازا  :2مثالm يك جواب معادله ديفرانسيلx y y  2 برابرmy x ،است؟  

1(1 2
2  2(1 5

2  3(1
2  4(

1
2  

 براي يافتن مقدار  »2«گزينه  :پاسخm بايد از عبارتy مشتق بگيريم و در معادله ديفرانسيل داده شده قرار دهيم: دوبار  
m m m(y x y mx & y m(m ) x )      1 21  

m m m m mx y y x m(m )x x m(m ) x x (m m )x              2 2 2 21 1 1    

  قابل محاسبه است: mمقادير مختلف  mحالا با حل معادله درجه دوم برحسب

m(m m ) x m m m


        2 2 1 51 1 2   
 

 هاي به معادلهمعادله ديفرانسيل سهمي  :3مثالy cx d 2 ،كدام است؟  
1(x y xy y   2 2   2(y (x x) y y    2 2   3(xy y     4(xy x y y   22   
 گيريم:اي دو ثابت است، ابتدا دوبار از آن مشتق ميچون دسته منحني داده شده دار »3«گزينه  :پاسخ  

(y cx d y cx ( ) & y c) ( )      2 2 1 2 2  

y  ) خواهيم داشت:1و جايگذاري در معادله ( y) برحسب2از معادله ( cبا محاسبه 
y x xy y


      2 2   

 

 لي كه جواب آنمعادله ديفرانسي  :4مثالy csin x x  كدام است؟ ،باشد  
1(y x (y )tagx  1  2(y (y ) tagx x  1  3(y (y )tagx x  1  4(y (y )tagx x   1  

 براي يافتن معادله ديفرانسيل كافيست معادله مفروض را نسبت به   »2«گزينه  :پاسخc گيري كنيم:  و از طرفين آن مشتق حل كرده  

d
dxy x (y )sin x cos x(y x)

y csin x x c
sin x sin x

   
      2

1  

(y )sin x (y x)cos x y x (y )tagx y x (y ) tagx            1 1 1  
  

 (طرفين)

 مفروض با جايگذاري در معادله

گيريها به كمك مشتقحذف ثابت

 (طرفين)
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 ها به معادلهمعادله ديفرانسيل سهمي  :5مثالx c y c 2
1   ست از:ا عبارت 2

1(y yy  2   2(yy y  2   3(y yy  2   4(y y y  2 2   
 گيري حذف شوند:ها به كمك مشتقكافيست ثابت  »1«گزينه  :پاسخ  

d d
dx dx (y yy )

x c y c c yy c y yy
yy ( yy )

 
              

 

22 2
1 2 1 1 2

1 21 2 2 2
  

  
 هايمسيرهاي قائم خانواده منحني  :6مثالy

x
b

 
22
2   ر ثابت حقيقي است، عبارت است از:يك پارامت bكه در آن 1

1(x xy x c  3 21 1
3 2  2(x y x c  3 21 1

3 2  3(x y Lnx Lnc  2 21 1
3 2

  4(x y Ln(cx) 2 2 2  

 4«گزينه  :پاسخ«  
ري از طـرفين معادلـه بـه راحتـي معادلـه ديفرانسـيل حـاكم بـر ايـن معادلـه جبـري               گي ـكنيم تـا بـا مشـتق   را از معادله داده شده جداسازي مي b2ابتدا 

  مفروض به دست آيد:

  y y y
x x b

b b x
      



2 2 22 2 2
2 2 21 1

1
  

yy ( x ) xy xy
y ( x ) xy y

( x ) x
 

            
 

2 2 2
2 2 2

2 1 2 1
1 1

  

از عبارت yحال براي يافتن مسير قائم، به جاي
y



  كنيم:را جايگزين كرده و معادله ديفرانسيل حاصله را حل مي 1

y
y xy x dy x x

y ydy dx
y xy dx xy xx

 
            

 

1 2 2 2
2

1 1 1 1
1

  

k Lncydy dx xdx y Lnx x k y Ln(cx) x y x Ln(cx)
x

               22 2 2 2 2 2 2 21 2
  

 ابع بسل  :7مثالnJ (x) توسط رابطه
x

(t )
nt

n
n

e J (x)t



 

1
  )89سراسري (  شود. كدام گزينه در مورد اين تابع صحيح است؟تعريف مي 2

1(n n nJ (x) J (x) J (x)   1 1 2  2(n n n
n

J (x) J (x) J (x)
x   1 1

2  

3(n n nJ (x) J (x) J (x)   1 1 2  4(n n n
n

J (x) J (x) J (x)
x   1 1 

 تابع مولد به صورت  »1« گزينه :پاسخ
x

(t ) nt
n

n

e J (x)t



 

1
  گيريم.مشتق جزئي مي xتعريف شده است. از طرفين رابطه نسبت به  2

x
(t ) nt

n
n

[e ] [ J (x)t ]
x x

  


  
1

2  

x
(t ) n n nt

n n n
n n n

(t )e (t ) J (x)t J t J t
t t

          
1

1 121 1 1 1 1 1
2 2 2   طرف چپ 2

n
n

n

J (x)t  طرف راست  

 (طرفين) (طرفين)

 : گام اول گيريثابت به كمك مشتقحذف 

 : گام دوم

  : گام سوم  (طرفين) 
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ت چـپ  در سري اول سم nها را حذف كرد و به عبارت ديگر اثر وجود سري را ناديده گرفت بايد ntدهيم. براي اينكه بتواندو طرف را مساوي هم قرار مي
n

n
n

J t  n)را به 1 )1 تبديل كنيم يعنيn
n

n

J t n)در سري دوم سمت چپ را به nو  1 )1  تبديل كنيم يعنـيn
n

n

J t  nبـه   1
n

n

J t 1 

n  رابر قرار دادن دو طرف تساوي داريم:شود. با بتبديل مي n n
n n n

n n n

J (x)t J (x)t J (x)t     1 1
1 1
2 2  

n  در دو طرف خواهيم داشت: ntبا حذف سري و برابر قرار دادن ضريب n nJ J J   1 1 2  
 

 به ازاي كدام تابع   :8مثالy(x)مقدار تابعي ،
x

x

y
I[y(x)] dx

y





2

1

2
2

  )89(سراسري   اكسترمال (فرين) است؟ 1

1(sin x  2(cos x  3(cosh(x)  4(sin h(x)  

 دانيم كه بايد مي از حساب وردش  »4« گزينه :پاسخf كند:دله مقابل صدق ميدر معا  f d f

y dx y

 
 

 
  

y  تابع زير انتگرال است. يعني داريم: fكه در آن  f d f y y y ( y )
f

y d y(y ) (y ) (y ) (y )

   
      

    

2 2
2 2 2 4

1 2 3 1  

y  حال بايد اين معادله ديفرانسيل را حل كنيم. در ادامه داريم: y

y (y )




 2 21
  

yكند تابعداريم، و تنها گزينه كه اين شرط را احراز مي yبراي  حل اين انتگرال سر راست نيست اما ما چهار گزينه sinh(x) :است چون  

cosh (x) sinh (x) 2 2 1    ;      d
sinh(x) cosh(x)

dx
    ;     d

cosh(x) sinh(x)
dx

  

 

 اگر يك جواب معادله ديفرانسيل   :9مثالy (x) x,x y xy y    2
1  90(سراسري   باشد جواب دوم اين معادله كدام است؟(  

1 (x2  2 (x 2  3 (x2  4 (
x


1

2  

 دانيم در معادلة ديفرانسيل مي »4« گزينه :پاسخy p(x)y Q(x)y      اگر جـواب اول ،y (x)1       باشـد جـواب دوم از ايـن رابطـه بـه دسـت
  آيد: مي

x x

y
y (x) y (x) exp p(t)dt

        
1

2 1
1
2  

  در اين صورت داريم: 
x x

x

ln x dx
y x exp dt x e dx x

t x x

         
   1

2

2 2 3
1 1  

x
xx


  2

1 1
22

  

 

 بسل«معادله ديفرانسيل   :10مثال «s equation)’(Bessel از مرتبة m :سراسري   به صورت زير است)90(  

m
d d

x x (x m ) J (x)
dxdx

 
    

  

22 2 2
2  

fدو تابع   (Wronskian)رانسكين  (x)  وg(x) شود:بصورت زير تعريف مي  
f (x) g(x)

W(x)
f (x) g (x)


 

  

mJرانسكين دو حل  (x)  وmJ (x)  بالا  بصورت چه نوع تابعي از » بسل«معادلةxباشد (ميC) ثابت عددي)؟x (.متغير حقيقي است  

1 (C

x
  2 (C  3 (C x  4 (C ln x  
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 دانيم در معادلة ديفرانسيل مي »1« گزينه :پاسخy p(x)y Q(x)y     هـاي معادلـه   ، اگر جـوابy , y2 باشـد، ايـن رابطـه بـراي رنسـكين      1

dwها برقرار است. جواب
pdx

w
     

       پس:
x

a

x
w w(a)exp p(t)dt , p

xx

       2
1  

  در نتيجه داريم: 
x

a

dt x a
w w(a)exp w(a)exp ln w(a)

t a x x

              


2  

 

 جواب معادله    :11مثالx(x )y ( x )y y     1 3   )91(سراسري   اعداد ثابتي هستند. Bو  Aبرحسب سري فروبينوس كدام است؟  1

1(y A( x x ...) Bln x( x x ...)        2 3 21 1  
2(y A( x x x ...) Bln x     2 31  
3(y A( x x x ...) Bln x( x x ...)        2 3 21 1  
4(y A( x x x ...) Bln x( x x x ...)         2 3 2 31 1  

 جايگذاري با  »1« گزينه :پاسخry(x) a x






 


  آوريم:در معادله بدست مي 

  r ra x ( r) a x ( r)
 

 
 

 
       2 21

 
  

(r)   آيد.بدست مي xي انديس از كمترين توان معادله r  2    
  آيد:ي بازگشتي ذيل بدست ميي مضاعف دارد، يك جواب از رابطهكه اين معادله ريشه

  a ( ) a ( ) a a           2 2
1 11 1   

y(x)  لذا پاسخ اول: A( x x ...)   21  
  ول پس:جواب ا Lnxبنابراين با توجه به مضاعف بودن ريشه جواب دوم برابر است با 

  y(x) A( x x x ...) BLnx( x x ...)        2 3 21 1  
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z
x z zyx x z y z z zx x z yx x

y x yx xz

y xx

  


             

  


4 2
5 5

3

3
3

3
1 1

  دهمفصل 
  »هاي جزئيمعادلات ديفرانسيل با مشتق« 

 درمورد معادله با مشتق جزئي: 1مثالu u u
x y y

xx y

  
  

 

2 2 2
2 2   ؟ نيستكدام گزينه صحيح  3

xy) در ناحيه1   گون و در ناحيهبيضيxy  گون است.سهمي  
xy) در ناحيه2  گون و در ناحيههذلوليxy  گون است.بيضي  
xy) در ناحيه3  گون و در ناحيهبيضيxy  گون است.هذلولي  
xy) در ناحيه4  گون و در ناحيههذلوليxy  گون است.سهمي  
  : در اين تست»  2«گزينه پاسخA x،B  وC y باشد لذاميB AC xy  2 4 xyخواهد بود كه در ناحيه 4  گـون،  معادله بيضي

xyدر ناحيه  گون و به ازايهذلوليxy  .معادله سهموي است  
 

 با كدام تغيير متغير معادله: 2مثالxx xyxu yu  شود؟ به فرم كانوني (نرمال) تبديل مي  

1( v x ,z x y    2( v x ,z x y    3( v y ,z xy   4( x
v xy,z

y
   

  : با توجه به معادله مقادير  »3«گزينه پاسخA وBوCآوريم:را به دست مي  
  xx xyxu yu A x ,B y,C          

dy
y c v y

dy dy dy dy dx
x( ) y( ) ( ) x( ) y

dy dy dxdx dx dx dx x y xdy ydx xdy ydx
dx y x

                           


1
2


 

 
  

c c
Lny Lnx c Lnx Lnc Ln y c xy z xy

x x
           3 3

2 3 3  

 

 فرض كنيد: 3مثالz z(x, y)يدر معادلهz y
( , )

xx
 3 ،صدق نمايدz كند؟مي در كدام معادله ديفرانسيل صدق    

1(z z
x y z

x y

 
 

 
3  2(z z

x y
x y

 
 

 
  3(z z

x y z
y x

 
 

 
2 3  4(z z

x y z
x y

 
 

 
2 2 2  

  : با فرض  »1«گزينه پاسخz
u

x
 yو 3

v
x

 :داريم  

  

  
  

 هاي معادله ديفرانسيل با مشتق جزئيجواب: 4مثالxy xu u  م است؟كدا  
1(yf (x)e g(x)  2(yf (x)e g(y)  3(xf (y)e g(x)   4 (xf (y)e g(x)   
  : با فرض»  2«گزينه پاسخxu P :معادله به صورت زير تبديل خواهد شد  

y y y
y

P P
P P dy ( )dy LnP y Ln[k(x)] P k(x)e

P P
              1 1  

y yPdx k(x)e dx u f (x)e g(y)        
fاين رابطه كه در (x) k(x)dx  است.  
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 جواب معادله: 5مثالu u
x

x y

 
 

 
  كدام است؟ 2

1 (y x x
u e  
 

22 1
2  2 (x

u f (y x)  
2

2 2  3 (x
u sin(y x)   

2
2 12  4 (u sin(y x) x  2  

  : معادلــهعمــومي جــواب »  2«گزينــه پاســخx yu u  2  بــا توجــه بــه اينكــه در ايــن تســتa 1،b  cو 2  باشــد، بــه صــورتمــي 
u f (y x) 2 ايد جواب خصوصي را نيز به دست آورده و به جواب عمومي اضافه كنيم، با توجه به طرف دوم و ، اما چون اين معادله همگن نيست باست

kدر نظر بگيريم، با قرار دادن آن در معادله kx2ها اگر جواب خصوصي را به صورتگزينه 
1
  به دست خواهد آمد. 2

  
 يفرانسيل با مشتق جزئيپاسخ معادله د: 6مثالu u u

x yx y

  
  
  

2 2 2
2 2

  كدام است؟ 2

1(f (x y) xg(x y)    2 (xf (x y) yg(x y)    3(f (x y) xyg(x y)    4 (f (x y) f (x y)   2  
  : دهيم:ابتدا معادله مشخصه را تشكيل مي»  1«گزينه پاسخ   ( )           2 22 1 1 1   

u(x,y)         است: مقابللذا جواب عمومي به صورت  f (x y) xg(y x)   u(x, y) f (y x) xg(y x)       1   
 

 جواب معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي  :7مثالz z
y x

x y

 
 

 
      كداميك از توابع زير است؟ 

1 (x
z f ( )

y
 )f 2  پذير)تابع دلخواه ولي مشتق (z f (x y ) 2 2 )f پذير)تابع دلخواه ولي مشتق  

3 (z f (xy) )f 4  پذير)تابع دلخواه ولي مشتق (z f (x y)  )f پذير)تابع دلخواه ولي مشتق  
   :2«گزينه پاسخ«              

z f (x y ) 2 dxيا2 dy x y
xdx ydy c x y c x y c u(x, y) c v h(u)

y x
               

2 2 2 2 2 2
1 122 2  

  
 كداميك از موارد زير حل معادله: 8مثالx yu u با شرط 4 yu( ,y) e   باشد؟مي 38

1 (x yu(x, y) e  12 38  2 (x yu(x, y) e  12 38  3 (x yu(x, y) e  4 38  4 (x yu(x, y) e  12 38  
  : با استفاده از دستگاه لاگرانژ داريم:»  1«گزينه پاسخ  

  dudx dy du
u c , x y c

dx dy





        

1 2441 4  

x ye 12 38
yu( ,y) e y (y x)

u( ,y) f (y)
u(x, y) f (y x) f (y) e f (y x) e

   


       

38 3 3 44 8 4 8


  

  
 توان با روش جدا كردن متغيرها حل كرد؟كداميك از معادلات زير را مي: 9مثال  

1 (u
a bu

x y


 
 

2
  2 (u u

x y
x y

 
 

 

2 22
2   صحيح هستند. 2و1هايگزينه) 4  ) هيچكدام3  2

  : با فرض»  4«گزينه پاسخu(x, y) F(x).G(y) :داريم  
F (x) bG(y)

) aF (x)G (y) bF(x)G(y) a k
F(x) G (y)




       


1  

x F (x) G (y)
) x F (x).G(y) yF(x).G (y) y k

F(x) G(y)


 
      

222  
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 جواب معادله: 10مثالu
x y u

x y


 

 

22   كدام است؟ 23

1 (
( ky )
kxu ce

 


31
  2 (

( kx )
kyu ce

 


31
  3 (

( ky )
kxu ce




31
  4 (k(x y )u ce 

3
  

  : با فرض»  1«گزينه پاسخu(x, y) F(x).G(y) :داريم        

    F G
x .F .G y .F.G x . y k

F G



       


2 2 2 2

13 3  
k

x k ky y
( )

x k x k

y

k

kF (x) F
x k Ln F(x) c e

F(x) c x
u(x, y) c .c e ce

G(y) G y
y . k Ln G(y) c e

G (y) c k



   



       
   

      



1
3 31 1
1 13

1

2 1
1 1

1
1 2

32
1 2

2 1
3

  

kبا فرض
k

1
)جواب به صورت 1 ky )

kxu ce
 


31

  شود.نوشته مي 

  
 مسأله با مقدار مرزي: 11مثالx[x e (x)] x (x) cos x. (x) , x

           2
2 )با شرايط مرزي  2 ) ( )

   22 2، ( ) ( )
     2 2 

  ؟هاي زير صحيح استدو تابع ويژه مختلف براي اين مسأله باشند، در اين صورت كداميك از گزارهnو m، اگراستمفروض 

1 (n m(x). (x)cos xdx






   
2

2

2  2 (n m[ (x) (x) ]cos xdx






    
2

2

1 2  

3 (n m n(x) (x)cos xdx (x)dx

 

 
 

    
2 2

2 2

2  4 (n m[ (x). (x) n]cos xdx 






   
2

2

  

  : تابع وزني»  2«گزينه پاسخh(x) cos x داريم: )2ي (گزينه ، و براي انتگرالاست   

n m(x) (x)cos xdx cos xdx 

 

 
 

       
2 2

2 2

2 2  

 

 جواب مسأله با مقادير مرزي: 12مثال  y y , y( ) y( )     1 كدام است؟  

1 (csin n x  2 (csin(n )x  3 (ctg(n )x  4 (ctg( n )x  

  : يك مسأله اشتورم ليوويل با مقدار ويژه»  2«گزينه پاسخn (n )   nyو تابع ويژه 2 csin n x  است.  

  

 جواب مسأله موج: 31مثال
tt xx

t

u u ; x , t

u(x, ) ,u (x, ) , x

u( , t) u( , t) , t

    
     
    

1
 

   
  

  است؟  

1 (u(x, t) sin t cos x 1  2 (
n

u(x, t) cos( n )xsin( n )t
n




  
 

1

4 1 2 1 2 12 1  

3 (
n

u(x, t) cos( n )t sin( n )x
n




  
 

1

4 1 2 1 2 12 1  4 (
n

u(x, t) cos( n )t sin( n )x
n




  
 

1

1 1 2 1 2 12 1  
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  : بع ويژه به صورتبا توجه به شرايط مرزي تا»  3«گزينه پاسخn nF (x) sin x  وn
n

( ) n


  


2 باشد، لذا مانند مثال قبـل جـواب   مي 2

  به صورت زير خواهد بود.

n
n

u(x, t) G (t)sin nx



 

1
  

nكه n nG (t) a cosnt b sin nt  باشد و لذا داريم:مي  n n
n

u(x, t) (a cosnt b sin nt)sin nx



 

1
  

tuبا توجه به شرط (x, )   به راحتي ،nb   و كافيست مقدارna :حساب شود  

n
n

n

, n
a sin nxdx [( ) ] u(x, t) cos( n )t sin( n )xn

n n
, n

 




          

   


1

42 2 4 11 1 1 2 1 2 12 1 
  

د؛ بـا توجـه بـه شـرط     تر به سؤال جواب داد. دقت كنيتوان به طريقي راحتلازم است داوطلب اين موضوع را در نظر بگيرد در روز آزمون ميروش تستي: 
)uمرزي , t) u( , t)    درست است! حال با توجه به 4يا  3ي شويم كه گزينهمتوجه ميu(x, ) 1ي تابع ، كافي است در سري فوريهf (x) 1 

b) صحيح است 3گزينه (  حساب كنيم: b1فقط sin xdx



  
 1
2 4  

 

 از حل  معادله ديفرانسيل: 14مثال
tx

  

 

2
2

(L,t)تحت شرايط مرزي ـ  اوليه؛  1 (L, t)
x


   


و( , t)   ،(x, ) g(x)    در بـازه

x L آيد؟ذيل به دست ميهاي ، كدام فرم از جواب  

1( nt
n n

n

(x, t) D sin( x)e





  

1
  2( nt

n n
n

(x, t) D cos( x)e





  

1
  

3( nt
n n n

n

(x, t) D [cos( x) sin( x)]e





    

1
  4( nt

n n
n

(x, t) g(x) D sin( x)e





   

1
  

  : با توجه به اين كه شرط مرزي به شكل»  1«گزينه پاسخ( , t)   باشد لذا تابعميnF (x) .:به صورت سينوسي است  
  معلوم شود، لذا داريم: nبينيم لازم نيستها ميبا دقت در گزينه

n

n n
n n n n

n
t

n n n n

G (t) G (t)
G (t) G(t) dt

G(t) G (t)

Ln[G (t)] t G (t) D e

 
         

    

 
  

 

 مسأله حالت پايدار جواب: 15مثال
   

t xxu u

u( , t) , u( , t) , u(x, )




  

2
1 3 4     كدام است؟ 25

x) 3  25) 2  ) صفر1 1 1  4 (x x  2 7 1  
  : لذا با توجه به نكات فوق داريم:استچون دماي ميله در دو طرف آن ثابت »  3«گزينه پاسخ ،  

x x
u(x, t) u (u u ) u(x, t) ( ) x

L
            1 2 1 1 4 1 1 13  

  

 مقدار :16مثالu( , )
1   ي موج زير كدام است؟براي معادله 22

tt xx

t

x x

u u ; x , t

u(x, ) , u (x, ) sin x ; x

u ( , t) u ( , t) ; t

    
     
   

3
1

1 1
1

  

  
  

  

1( 

8

3  2( 

81 3  3(   4 (1  

  فرد
  

 زوج
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 :دهيم. در اين سؤال با توجه به شرايط مرزي كه هر دو بـراي مشـتقات  با روش دالامبر به اين سؤال جواب مي»  4«گزينه  پاسخu  شـده اسـت،   داده
Tدوره تناوب L T، يعني2   2 1   باشد.مي 2

* * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]            
1 1 1 1 1 1 12 1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 2 2 2 2   

)يدر بازه xدقت كنيدنكته مهم:  , ) xرا در G*و f*تعريف شده اما ما مقادير توابع 1 
5
xو 2  

3
)يدر بـازه  xخواهيم، براي اين كهمي 2 , ) 1 

  اين شرايط را به وجود بياوريم. Gو fتوابعقرار گيرد بايد با توجه به دوره تناوب تابع و همچنين توجه به گسترش زوج يا فرد 

Tبا توجه به اين كه دوره تناوب تابع  *باشد، پسمي 2 * * *G (x ) G (x) , f (x ) f (x)   2 *  لذا داريم:  2 *u( , ) [ f ( )] f ( ) 
1 1 1 12 22 2 2 2  

fبنابراين كافي است مقدار ( )
1
fرا حساب كنيم، با توجه به اين كه 2 (x) u(x, ) 1  داده شده است، پس به ازاي تمـامx  هـا، مقـدارf    1برابـر عـدد 

fاست، پس ( ) 
1 )uو در نتيجه 12 , ) 

1 2 12.  * * *[f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]  
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2  

 

 اي زير، مقداراوليه ـ كرانه ربراي مسأله مقدا: 17مثالL
)

11
Lو 4

u(   را پيدا كنيد. 3
  

   
  

tt xx

t

u u , x L , t

u(x, ) x(L x) , x L , u (x, )

u( , t) u(L,t) , t

    
     
   

   

1 (L


223
144  2 (L


223

72  3 (L223
72  4 (L223

144  

  : 1«گزينه پاسخ«      f (x) x(L x) , g(x)     

L  با توجه به حل دالامبر موج داريم: L L L L
u(x, t) [f (x ct) f (x ct)] [f ( ) f ( )] [f ( L) f ( )]


         

1 1 11 11 1 29 37
2 2 3 4 3 4 2 12 12  

,u(xاز طرفي )  فقط در بازهx L  ه است. در صورتي كهداده شدL


29
12   وL

L
37
12  

fلذا بايد تابع  استه لبا توجه به اينكه شرايط مكاني مسأله از نوع ديريك (x) x(L x)   را كه فقط در بازهx L  تعريف شده گسترش فرد بدهيم:  


L L L L L

f ( ) f ( ) f ( L ) f ( )


 
       

229 29 5 5 35212 12 12 12 144  

  دوره تناوب لطو               

  همچنين داريم:
L L L L L L L L L L

f ( ) f ( L) f ( ) f ( ) u( , ) [ ]


   
         

2 2 2 237 37 11 11 11 11 1 35 11 23412 12 12 12 144 3 4 2 144 144 144  

  مضربي از طول دوره تناوب                           
 

 در مسأله لاپلاس زير:  :18مثال  

rr r

r r

u u u u , r
r r

u ( , ) sin , u ( , )


      

     

2
2

1 1 1 2

1 2




  

,u(rجواب نهايي ) به كدام شكل است؟  

1 (a (r )sin
r

  
1 4
2  2 (a (r )sin

r
  

1 4
2  3 (a (r )sin

r
  

1 4
3  4 (a (r )sin

r
  

1 4
3  

   :باشد:طور كه گفتيم جواب كلي به صورت زير ميهمان  »3«گزينه پاسخ  

n n n n
n n n n

n

u(r, ) a b Lnr [(a r b r )cosn (c r d r )sin n ] 


 


        

1
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ruبا اعمال شرط مرزي ( , ) sin  1   ريم:دا 2

  n n n n
n

sin b [n(a b )cosn n(c d )sin n ]



       

1
  

  گيريم:از تساوي بالا روابط زير را نتيجه مي

n n

n n

b

a b ; n , , ,
( )

c d

c d ; n , ,


      
   

1 1

1 2 3 11
2 3

 
 

 

  

ruبا اعمال شرط مرزي ( , ) 2  :داريم  

  n n n n
n n n n

n

n( a b )cos n n( c d )sin n


     


      1 1 1 1

1
2 2 2 2  

  گيريم:از تساوي بالا روابط زير را نتيجه مي
n n

n n

n n
n n

a b , n , , ,

d
c ( )

c d , n , ,

  

  

   

  

   

1 1

1
1

1 1

2 2 1 2 3

24
2 2 2 3

 



 

  

  گيريم:) نتيجه مي2) و (1از روابط (

n n n nn n
n n n n

n nn n n n

a b c da c
; n , , , , ; n , ,

b da b c d     

                    
1 1 1 11 2 3 2 3

2 2 2 2
  

 
  

  

c d d

d
c

c

      
     

1 1 1
1

1 1

41
3
1

4 3


  

,u(rها در رابطهحال با جايگذاري مقدار ضريب ) :داريم    

u(r, ) a (r )sin
r

    
1 4
3  

  
 اگر تابع  :19مثالx ; x

f (x)
x ; x

  
   

1
2 1




  ي سوم كدام است؟ابع لژاندر بسط دهيم. ضريب جمله، را بر حسب تو

1 (
7

16  2 (5
16  3 (3

4  4 (  

   :ي سوم يعنيضريب جمله  »2«گزينه پاسخc2:لذا داريم ،  

c f (x)P (x) f (x)P (x)dx f (x)P (x)dx
 

 
    

1 1

1 12 2 2 2
2 2 1 5 5

2 2 2



   

c (x) ( x )dx ( x) ( x )dx ( x x)dx ( x x)dx
 

           
1 1

1 1
2 2 3 3

2
5 1 5 1 5 53 1 2 3 1 3 32 2 2 2 4 2

 

   

x x x x
[ ] [ ] [ ( )] [( ) ] ( ) ( )


                

1

1

4 2 4 25 3 5 3 5 3 1 5 3 1 5 1 5 1 5 5 5
4 4 2 2 4 2 4 4 2 2 4 2 4 4 2 4 16 8 16




   

  



  
 

 

رياضي فيزيك  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 118

 جواب مسئله لاپلاس زير كدام است؟  :20مثال  
xx yy

y y

u u ; x a , y b

u( , y) u (x, ) u (x,b)

u(a,y) f (y)

     


  




  

    

1 (n n n
n

A x D sin x cosh y



  

1
  2 (n n n

n

A y D sin x cos y



  

1
  

3 (n n n
n

A y D sin x cosh y



  

1
  4 (n n n

n

A x D sinh x cos y



  

1
  

   :ها، واضح است مسئله براي متغيربا نگاهي به شرط  »4«گزينه پاسخy داراي شرط نيومن استy y(u (x, ) u (x,b) )     بنابراين تابع ويـژه
nبه صورت yبراي nG (y) cos y  با توجه به شرطباشدمي ،u( , y)  ) تواند صحيح باشد.) مي4واضح است فقط گزينه  

داده شوند، امـا در برخـي مسـائل ممكـن اسـت،       xايم، هميشه شرايط مرزي و توابع ويژه بر حسبدقت كنيد با توجه به جدول ما عادت كردهتذكر مهم: 
   عوض شود و اين موضوع نبايد شما را گمراه كند. yو xنقش

,u(aبا توجه به شرط حل با استفاده از نكته گفته شده در مورد معادله لاپلاس: y) f (y)واضح است، جواب بر حسب ،y  يعنـي  مثلثاتي است و اين
)u) غلط هستند و با توجه به شرط3) و (1هاي (گزينه , y)   ) نيز غلط است. 2واضح است گزينه (  

 

 جواب معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي زير كدام است؟  :21مثال  
1 (te sin x64 2  
2 (te sin x34 3  
3 (te sin x t cos x 124 2  
4 (te sin x124 2  

u u
; x , t

t x
u( , t) u( , t) , u(x, ) sin x ; x , t

 
    

 
        

2
23

4 2

 

    
 

   :با توجه به شرايط مرزي،  »4«گزينه پاسخn
( )

L


 2 Lو با توجه به اين كه 2  لذا ،n n  گفتـه   ، بنابراين با توجه به جـدول و مطالـب  2

  شده، جواب كلي معادله به صورت زير خواهد بود:

nc t
n

n

u(x, t) a e sin nx


 


 

2

1
  

n  كنيم:، از شرط مكاني داده شده استفاده ميnaبراي مشخص شدن مقدار
n

u(x, ) sin x sin x a sin nx



   

1
4 2 4 2  

sinسري فوريه تابع ضريب naبا نگاهي به تساوي فوق، واضح است x4   است و لذا داريم: 2

n
; n

a sin( x)sin(nx)dx [ sin x sin(nx)dx]
; n

 



       
   
 

4 4 22 1 84 2 22 2 
  

nفقط براي naپس  te  شود و لذا داريم:مي 4وجود دارد و مقدارش برابر  2 sin x124 2tu(x, t) a e sin x  3 4
2 2  

در قسمت حل انتگرال، براي راحتي در حل، از نتايج توابع متعامد كه در فصل سري فوريه گفتيم، استفاده شد و انتگرال را بـه جـاي  توضيح: 


  نوشـتيم ،





1
  ، تا بتوانيم از فرمول مقابل استفاده كنيم:2

L

L

L , m nn m
sin( x)sin( x)dx

, m nL L

 
  

 
  

Lكه در اين سؤال   وm    است.  2
sinالبته دقت كنيد، اصلاً لازم نبود اين محاسبات انجام شود، چون سري فوريه x4   شود. محاسبات براي تمرين ارايه شدند.خودش مي 2
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 عبارت پتانسيل الكتريكي: 22مثالu(x, y) در ناحيه نيم نوار داده شده و با شرايط مرزي نشان داده شده به چه شكل خواهد بود؟  

1 (pxu(x, y) D(p)cosh(py)e dp


   

2 (u(x, y) D(p)sinh(px)cos(py)dp


   

3 (u(x, y) D(p)sin(px)cosh(py)dp


   

4 (pxu(x, y) D(p)cos(py)e dp


   

  : د فاصـله بـراي  توجـه شـو  »  3«گزينـه  پاسخx         پـس داري بـراي مسـأله وجـود دارد،    نامتنـاهي اسـت و يـك شـرط ديريكـه و يـك شـرط كـران 

  2،F (x) sin x   لازم اسـت ، و چـون  ) درسـت اسـت.)  3شود كه گزينه (جا معلوم مي(همينG (y)  در شـرطu
(x, )

y
 



 ،صـدق كنـد   

nGبنابراين (y) cosh y خواهد بود: زيرجواب به صورت  است، پس    

u(x, y) c( )sin x.cosh yd



      

  جواب است. 3گردد، گزينه قرار دهيم ملاحظه مي pدر رابطه كه اگر به جاي
nFاز همان ابتدا معلوم بود تابعتر: روش ساده (x)مثلثاتي است، چون ،u(x,a) f (x) ) اين شرايط را دارد.3و فقط گزينه (  

  

 اگر تبديل لاپلاس تابع: 32مثالu(x, t) جواب مسأله
  

x tu xu

u(x, ) , u( , t) t

 


 
   ؟كنددر كدام معادله زير صدق مي u نمايش دهيم، آنگاه u(x,s)را با 

1 (xu x su  2  2 (xu xsu    3 (xu x su  2  4 (xu sxu    

  : 2«گزينه پاسخ «  u(x, )
x xu x[su u(x, )] u xsu          

 

 تبديل لاپلاس جواب مسأله: 24مثال 
    

x tu xu , x

u(x, ) , x , u( , t) t , t

    


     
  كدام است؟ 

1 (
sx

u(x,s) e
s




2

2
2
1  2 (

sx

u(x,s) e
s




2

21  3 (
sx

u(x,s) e
s


 2

2
1  4 (

sx

u(x,s) e
s


 21  

  : ادله داريم:با تبديل لاپلاس گرفتن از طرفين مع»  1«گزينه پاسخ   
  x xu x[su u(x, )] u xsu         

  نويسيم:و جواب عمومي آن را به صورت زير مي است xمعادله به دست آمده يك معادله ديفرانسيل معمولي با متغير مستقل
sx

sx
u(x,s) k(s)e u( ,s) k(s)

k(s) u(x,s) e
s su( , t) t u( ,s)

s



 





       
   

2
2

2 2
2 2

2

1 1
1

  

  
  
  

u (0 , y) = 0  
u (x , a) = f (x)  

a  
u = 02   

u 
y  = 0  

  گيريماز طرفين تبديل لاپلاس مي
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 متغيري موج ناهمگن زير با تغيير اگر معادله  :25مثالu(x,t) v(x, t) w(x, t)  اي با شرايط مكاني همگن بر حسـب به معادلهv(x, t)   تبـديل
tvشود. آنگاه (x, ) برابر كدام گزينه است؟  

1 (x
g(x) [b ( ) a ( )]

L
     

tt xx

t

u c u h(x,t)

u( , t) a(t)

u(L, t) b(t)

u(x, ) f (x)

u (x, ) g(x)

  



 
 



2






 
2 (x

g(x) a ( ) [b ( ) a ( )]
L

        

3 (x
f (x) [b ( ) a ( )]

L
     

4 (x
g(x) a ( ) [b ( ) a ( )]

L
        

   :4«گزينه پاسخ«    
t t t

t t t t t

v(x, t) u(x, t) w(x, t) v (x, t) u (x, t) w (x, t)

v (x, ) u (x, ) w (x, ) w (x, ) g(x) w (x, t)

    

        
  

x  طور كه عنوان شد، تغيير متغير مناسب به صورت مقابل است:همان
w(x, t) [b(t) a(t)] a(t)

L
    

twبنابراين (x, t)  زير است:برابر با مقدار  

t t
x x

w (x, t) [b (t) a (t)] a (t) w (x, ) [b ( ) a ( )] a ( )
L L

                

t
x

v (x, ) g(x) a ( ) [b ( ) a ( )]
L

           
 

 ي موج غير همگن زير كه بر حسباگر معادله  :26مثالu است با تغيير متغيرu(x, t) w(x, t) (x)  اي همگـن بـا شـرايط مكـاني     ، به معادله
  كدام است؟(x)ي تابعتبديل شود، ضابطه wهمگن بر حسب

1 (x
(x) ( sin x)

c
  

2
1 6 3  

2 (x
(x) ( sin x)

c
  

2
1 2  

3 (x
(x) (sin x )

c
  

2
1 2  

4 (x
(x) ( sin x )

c
  

2
1 63  

tt xx

t

u c u sin x , x , t

u( , t) u( , t)

u(x, ) u (x, )

     


  

  



2
2

2

 

 

  

 

   :يير متغير داده شده داريم:با توجه به تغ  »3«گزينه پاسخ  u(x, t) w(x, t) (x)    
  ، داريم:xو tگيري بر حسببا دو بار مشتق

tt tt xx xxu w , u w (x)       
  ي اصلي داريم:هاي فوق در معادلهبا قرار دادن تساوي

  tt xx tt xxw c [w (x)] sin x w c w c (x) sin x         2 2 2  
  طرفي با توجه به شرايط اوليه، داريم:از 

w( , t) ( )    u( , t) w( , t) ( )       

w( , t) ( )
 

  2 2 u( , t) w( , t) ( )
  

   2 2 2  

cهمگن شود، بايد مقدار wبراي اين كه معادله بر حسب (x) sin x 2 شود و براي اين كه شرايط مرزي صفر شود، بايد داشته باشيم: برابر صفر  

( ) , ( )  
   2  

  است: مقابل، جواب مسأله (x)پس
c (x) sin x

( ) ( )



 

   
 
   


2

2
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n

n

a

A , n

A , n



 

  


1
8

1 82

  ، داريم:معادله گيري از طرفينبراي حل معادله فوق با دو بار انتگرال

(x) sin x (x) sin xdx (x) (cos x k )
c c c

           12 2 2
1 1 1  

(x) (sin x k x) k
c

   1 22
1

(x) (cos x k )dx
c

    12
1  

  كنيم:، استفاده مياز شرايط اوليه به دست آمده براي k2و k1براي به دست آوردن مقدار

( ) [(sin( ) k ( )] k k
c

        1 2 22
1       

k
( ) [sin k( )] ( ) k

c c

   
          

2 2
1 1 212 2 2 2    

  به صورت زير است: (x)بنابراين معادله
x

(x) (sin x )
c

  
2

1 2  

 

 در مسأله مقدار مرزي زير، مقدار  :27مثالu( , )1 برابر كدام گزينه است؟    

xx tt

x x

t

u u , x , t

u ( , t) u ( , t)

u(x, ) cos( x) , u (x, ) cos( x)

   
  
      

4
4

2 5 1 2

 
 
 

  

1 (4  2 (5  3 (7  4 (3  
  :با استفاده از روش جداسازي متغيرها داريم:  »1«گزينه  پاسخ  

F (x)

F(x)
u(x, t) F(x).G(t)

G (t)

G(t)

       


  

nبا توجه به شرايط مرزي، مقادير ويژه به صورت
n

( )


   2
و 4  است، برايn

n
( )


   2
  داريم: 4

n n n n
n x G (t) n n n

F (x) cos( ) , ( ) G (t) A sin( t) B cos( t)
G(t)

   
     2

4 4 4 4  

براياما   :داريم  G (t)
G (t) G(t) at b

G(t)
 


       

n  بنابراين جواب كلي به صورت مقابل است: n
n

n x n t n t
u(x, t) at b cos( )[A sin( ) B cos( )] ( )*





  
   

1 4 4 4  

,u(xكنيم، با توجه به شرطحالا شرايط اوليه را لحاظ مي )ي، لازم است در رابطه(   ها صفر قرار دهيم:tبه جاي تمام *(

t
n n

n
n

b
n x

u(x, ) cos( x) cos( x) b B cos( ) B , n

B , n







           

  


1

5
2 5 2 5 44 2 4

   

tuبا توجه به شرط (x, )ابتدا از رابطه ،(    دهيم:ها صفر قرار ميtگيريم، بعد به جاي تماممشتق مي tنسبت به *(

t
t n

n

n n
u (x, ) cos( x) cos x a ( )A cos( x)







           




1

1 2 1 2 4 4  

   شود:بنابراين جواب نهايي به شكل زير نشان داده مي

u(x, t) t cos( x)cos( t) cos( x)sin( t)       

15 2 2 22  
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)u  با توجه به مقدار خواسته شده داريم: , ) cos( )cos [cos( )sin ]   4         

11 5 1 2 2 5 1 22  

  با استفاده از روش دالامبر داريم: روش دوم:
* * * *[f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]    

1 11 1 1 12 2
* * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]        

1 11 1 1 1 12 2      

xنسبت به fبا توجه به شرايط مرزي، بايد  گسترش زوج يابد، بنابراين* *f ( ) f ( ) 1 x، نسبت بهgو همچنين 1 رش زوج و در نتيجـه  ، گست
G بايد نسبت بهx  گسترش فرد يابد، لذا* *G ( ) G ( )  1   شود:، پس جواب به شكل زير خلاصه مي1

u( , ) [ f ( )] [ G( )] f ( ) G( )   
1 11 2 1 2 1 1 12 2  

G(x)  شود:ي مقابل حساب مياز رابطه G(x)اما g(x)dx ( cos x)dx x sin x      
 
11 2 22  

)Gبنابراين ) 1    و لذا داريم: 1

u( , ) cos( ) sin( ) ( )            

11 2 1 5 1 2 1 2 1 5 1 42   

 

 گيريم:پتانسيل الكتريكي در داخل دايره يكه با شرايط مرزي زير را در نظر مي  :28مثال  

;
u( , ) ,

;

                 


1 2 21 3
2 2

  

  است؟ مقدار پتانسيل در مركز اين ديسك چقدر
1 (1  2 (1

2  3 (1
4  4 (  

   :باشد. بنابراين داريم: مقدار پتانسيل در مركز ديسك، ميانگين مقدار پتانسيل روي مرزهاي ديسك ميروش اول: »  2«گزينه پاسخ  

u ( , ) u ( , )d d




 


 
 

         
 

 
2

2

1 1 11 12 2 2   

n  باشند:پاسخ معادله لاپلاس در داخل دايره به صورت مقابل ميش دوم: رو
n n

n

u(r, ) A [A cosn B sin ]r



     

1
  

n  باشد. بنابراين:برابر صفر مي rبديهي است كه در مركز دايره مقدار
n n

n

u( , ) A [A cosn B sin n ]( ) A



     

1
     

A  ن چنين نوشت:توابا توجه به فرمول محاسبه ضرايب سري فوريه، مي u( , )d d




 


     
  

2

2

1 1 11 12 2 2  

 

 پتانسيل در ناحيه نيمه محدود شكل زير با شرايط مرزي ذكر شده، كدام است؟  :29مثال  

  
x

V
( ,y) , y

x
V

(x, ) , x
y

V(x, ) e x

    
  


  


1

1

  

  



    

1 (cosh(kx)sin(ky)
dk

( k )cosh k



 
 2

2
1

  2 (cosh(kx)cos(ky)
dk

( k )cosh k



 
 2

2
1

  

3 (cos(kx)cos(hky)
dk

( k )sinh k



 
 2

2
1

  4 (cos(kx)cosh(ky)
dk

( k )cosh k



 
 2

2
1

 

0

y

x

1

V(x,y) ?
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   :با توجه به توضيحات مندرج در كتاب جواب در داخل ناحيه داده شده به صورت زير خواهد بود:»  4«گزينه پاسخ  
xV(x, ) e xV(x, y) A(k)cosh kycoskx dk e A(k)cosh k coskx dk

     1
 

  

A(k)coshبراي راحتي در محاسبات از تغيير متغير k B(k)كنيم:استفاده مي  xe B(k)coskx dk


    

x  توان چنين نوشت:باتوجه به فرمول انتگرال فوريه مي
sB(k) e cos kx dx L[coskx] | B(k) ( )

k




   
   
 1 2

2 2 2 1
1

  
  شود:به صورت زير نوشته مي A(k)بنابراين ضريب

B(k)
A(k)

cosh k ( k )cosh k
 

  2
2

1
  

  بنابراين جواب نهايي به صورت زير است:



coskxcoshky
V(x, y) dk

( k )coshk



 
 2

2
1

  

  
 پاسخ معادله؛   :30مثالV 2  در بين دو صفحه در شكل زير كه با هم زاويه

سازند، موردنظر است. با توجه به شرايط مـرزي نشـان داده   مي 3

  ساز زاويه دو صفحه كدام است؟شده، اختلاف پتانسيل بين صفحه بالايي و يك نقطه روي نيم
1 (V  
2 (V2   

3 (V

2
  

4 (V
3
2   

 y

x
6



3



3V
 نيم ساز

V 

   :با استفاده از معادله لاپلاس در مختصات قطبي ضابطه  »1«گزينه پاسخV ت:به صورت زير اس  
v

V V k k
r


      



22
1 22 2

1     

V kV V

V V
V V V k V k V V

       
    
                 

2

1 1
6 63 33 3 3



 
   


  

V  ساز دو صفحه برابر است با:پتانسيل بروي نيم V


   1 26   

)ساز زاويه داده شدهاختلاف پتانسيل بين صفحه بالايي و نيم )


  V  برابر است با: 6 V V V V V     13 3 2    

  
  
  

  

  


