
 
  1 كنترل فرآيند

  

  
  
  
  
  
  
  

  اولفصل 
  » تبديل لاپلاس« 

ها، دست آمده از حل سيستممعادلات به. باشدترين مسائلي كه در درس كنترل فرآيند با آن مواجه خواهيم شد، حل معادلات ديفرانسيلي مييكي از مهم
  . تر حل و فصل نماييمت سادهها را بصوردنبال روشي هستيم كه از طريق آن سيستماز اينرو به. اغلب معادلاتي پيچيده هستند

. اي كاربردهاي فراواني داردباشد كه در حل معادلات ديفرانسيلي معمولي و پارهروش تبديل لاپلاس يك روش خاص جهت حل معادلات ديفرانسيلي مي
توان عكس العمل و باشد، مي سيستم مييكي از مزاياي روش تبديل لاپلاس اين است كه بدون حل معادلات پيچيده ديفرانسيلي كه بازگو كننده شرايط

  .بيني نمودعملكرد سيستم را پيش

  تعريف تبديل لاپلاس

fاگر   (t)       تابعي پيوسته از متغير مستقل t   براي t         باشد، تبديل لاپلاس تابع با L{f (t)}   بـه  روبـرو شود كه مقدار آن از رابطـه         نشان داده مي  

stF(s)  :آيددست مي  L[f (t)] f (t).e .dt



    

fتبديل لاپلاس تابع  (t)طور اختصار با  را بهF(s) نمايش داده كه s باشد بوده و در حالت كلي عددي مختلط مي در تبديل لاپلاس يك پارامتر.  

 تبديل لاپلاس تابع   :1مثالf (t)    :عبارتست از 1

1 (F(s)
s


1  2 (F(s) s  3 (F(s) 1  4 (sF(s) e  

 گرفتن تبديل تابع ابتدا تابع براي »  1«گزينه  :پاسخf (t)كنيم كنيم و سپس انتگرال حاصل را حل مي را در فرم اصلي معادله تبديل لاپلاس جايگزين مي.  
t

st st st st st
t t t

t
L[f (t)] f (t).e .dt L[ ] .e .dt Lim e .dt L[ ] Lim( .e ) Lim( .e . )

s s s   

 
    

  
           

1 1 11 1 1     

xبا توجه به تساوي 
x
Lim e 


 حد  فوق زماني وجود دارد كه ،s  صورت خواهيم داشت باشد، در اين:  L[ ] ; s

s
 

11   

 ي راجع به رفتار تابع      اتبا توجه به تعريف تبديل لاپلاس، اين تابع هيچ نوع اطلاع            :1 نكتهf (t)    به ازاي t  )    ايـن  البتـه   . دهـد نمـي ) متغير زمان
ها به ازاي زمان مثبـت       رفتار سيستم  باشد و   ها زمان مي     براي اين سيستم   t متغير مستقل  كند زيرا هاي كنترل محدوديتي ايجاد نمي    نكته در مطالعه سيستم   

  .گيردمورد بحث قرار مي

 تبديل لاپلاس تابع زير عبارت است از  :2مثال:  
 

n

t
f (t)

t t

 


1  

1( n(n ) .L[t ]
s
1                   2( n(n ).L[t ]1  3( nn .L[t ]

s
                          4( nn.L[t ]  

 ست آوردن تبديل لاپلاس، تابع را به فرمدبراي به»  1«گزينه  :پاسخF(s)نويسيم مي:  stF(s) f (t).e .dt



   

n  :شودهاي مثبت بررسي مي  با توجه به رابطه، تابع به ازاي زمان stF(s) t .e .dt



   1  



 
تبديل لاپلاس:  اولفصل  2  

  

  

  :كنيمگيري جز به جز استفاده ميبراي گرفتن انتگرال مقابل، از روش انتگرال

st n n st(n )F(s) vu udv F(s) ( e t ) t .e .dt
s s 

 
   

      11 1stst

n n

e ue .dt du
s

t v (n )t dv





   
   

1

1

1
  

tدر سمت راست تساوي، ترم اول در      و t  برايRe(s)   شـويم عبـارت داخـل    متوجـه مـي  . مانـد باشدو فقـط تـرم دوم بـاقي مـي    صفر مي

nfادل تعريف لاپلاس  انتگرال،مع  (t) tباشد مي:  n st n(n ) (n )F(s) t .e .dt .L[t ]
s s


 

  
1 1  

 تبديل لاپلاس براي توابعي موجود است كه در فاصله كه بايستي به اين نكته توجه داشت  :2 نكتهt  تعريف شده باشد وتابعي پيوسته باشد .  

 باشد؟ داراي لاپلاس ميروبروابع تحقيق كنيد ت  :3مثال  cos t
f (t)

t


 2

1  
tچون در بازه) 1  داراي حد متناهي در) 2  . پيوسته نيست، داراي لاپلاس نيستt  باشد  نمي.  
  .باشد به طور مشروط داراي لاپلاس مي) 4  .باشد تابع داراي لاپلاس مي) 3
 با توجه به فرم تابع مشخص است كـه تـابع در فاصـله             »  3«گزينه   :پاسخt      حـال بايـستي تحقيـق شـود كـه تـابع در             . باشـد  پيوسـته مـي

,هاي   قسمت   باشد يا خير داراي حد متناهي مي.  
t t t

t t tsin sin ( )Hop Hopcos tlim lim lim ( )
t t t t    


   

2 2 2

2 2 2 2

2 21 1 12 2 22 2 4 2  
  

t

cos tlim
t


2

1   
fبنابراين تابع  (t)باشد داراي لاپلاس مي.  

  تبديل معكوس لاپلاس

f لاپلاس تابع تابع F(s)اگر  (t) باشد، تابع f (t) را تبديل معكوس لاپلاس F(s)نامند و آن را با علامت  ميL1دهند نشان مي  
f (t) L [F(s)] 1  

  هاي تبديل لاپلاسويژگي
  :توان آن را به صورت رياضي به شكل زير نشان دادباشد كه ميتبديل لاپلاس و تبديل معكوس لاپلاس داراي خاصيت خطي مي :خاصيت خطي

L[c f (t) c f (t)] c L[f (t)] c L[f (t)] ;c ,c R   1 1 2 2 1 1 2 2 1 2  
n n

i i i i i
i i

L[ c f (t) c .L[f (t)] ;c R ,i { , ,....,n}
 

   
1 1

1 2  

  :و همچنين براي تبديل معكوس روابط زير را داريم
L [c F (s) c F (s)] c L [F (s)] c L [F (s)] ;c ,c R     1 1 1

1 1 2 2 1 2 2 1 21  
n n

i i i i i
i i

L [ c F (s) c .L [F (s)] ;c R ,i { , ,....,n} 

 
   1 1

1 1
1 2  

  هامشتقلاپلاس تبديل 

cL{fرسند و همانند مورد     نظر نمي  به tتر از توابع     آسان sدهدتوابع  تغيير مي sرا به تابعي از     tتبديل لاپلاس صرفا تابعي از       (t) c}
s

     ممكن اسـت 
 مشتق گرفته شود ، با توجه بـه تعريفـي كـه در              tنسبت به   در واقع ويژگي برجسته اين تبديل آن است كه هر كجا لازم باشد از تابعي                . تر هم باشد  پيچيده

  .اين ويژگي در حل معادلات ديفرانسيلي بسيار مفيد خواهد بود. شود ضرب ميs مربوط به آن تابع فقط در sشود تابع زير آورده مي
df (t)L{f (t)} F(s) L[ ] sF(s) f ( )

dt
      

  :هاي بالاتر بنويسيم به رابطه كلي زير خواهيم رسيدهاي مرتبهاگر رابطه بالا را براي مشتق
  n

n n n ( ) (n ) (n )
n

d f (t)L[ ] s F(s) s f ( ) s f ( ) sf ( ) f ( )
dt

            1 2 1 2 1   



 
  3 كنترل فرآيند

  

f(n)در رابطه بالا  ( )مشتق مرتبه دهنده  نشانn تابع f (t)متغير نسبت به tبه ازاي  t  است .  

fعنوان مثال مشتق مرتبه دوم تابع به (t)نوشته خواهد شدروبروصورت  به :  d f (t)L[ ] s F(s) sf ( ) f ( )
dt

  
2 2

2    

fبايستي توجه نمود كه دو ترم آخر عبارت سمت راست تساوي مربوط به  (t) به ازاي t  را با باشد و نبايد آن ميF(s) به ازاي s  اشتباه گرفت .  
  .شودها مربوط مي به تعداد مشتقهادهد، كه تعداد ضرب تغيير ميsگيري از يك تابع را به عمل ضرب تبديل آن در  عمل مشتق،تبديل لاپلاس بنابراين

 تبديل لاپلاس تابع    :4مثالf (t)كند پيدا كنيد؟ را كه در معادله ديفرانسيلي و شرايط اوليه زير صدق مي  
  d f d f df df ( ) d f ( )

f , f ( )
dt dtdt dt dt

      
3 2 2

3 2 25 6 2 8  

1(
 s( s s s )  3 2

8
5 6 2

         2(
 

s
( s s s )  3 2

8
5 6 2

  3(
 s( s s s )  3 2

2
5 6 8

         4(
 

s
( s s s )  3 2

2
5 6 8

  

 دست آوردن لاپلاس بايستي از دو طرف معادله ديفرانسيلي تبديل لاپلاس گرفته شود و هر دو طـرف را مـساوي هـم قـرار                         براي به »  1«گزينه   :پاسخ
  .باشدها نيز مياد، زيرا مساوي بودن توابع به معني مساوي بودن تبديلات آند

  :شود،لذا خواهيم داشتبراي حل اين معادله خاصيت خطي بودن تبديل لاپلاس نيز استفاده مي

[s F(s) s f ( ) sf ( ) f ( )] [s F(s) sf ( ) f ( )] [sF(s) f ( )] F(s)
s

           3 2 2 85 6 2       
  .هيم رسيددست آمده به رابطه نهايي زير خوابا جايگذاري شرايط اوليه مسئله در عبارت به

F(s)
s( s s s )

 
  3 2

8
5 6 2

  

ته خشوند و معادلات حاصل به طريق جبري براي اين تابع ناشـنا           در روش تبديل لاپلاس براي حل معادلات ديفرانسيل، توابع به تبديلات خود برگردانده مي             
  .باشدتر از حل يك معادله ديفرانسيل مياين كار بسيار آسان. شوندحل مي

   بع سادهتبديلات توا

  :پردازيماكنون به محاسبه تبديلات بعضي از توابع مفيد وساده مي
  ايتابع پله  الف ـ

t(هاي مثبت   ثابتي است كه در زمان   تابعاي از نظر فيزيكي به صورت       با توجه به شكل، تابع پله       (   و بـه صـورت
  .م در آن ثابت باقي خواهد ماندشود و شرايط سيستناگهاني به سيستم اعمال مي

t
u(t)

t


  1
 


  

   ايتبديل تابع پله
  .باشد كه روش تعيين تبديل لاپلاس در اين مثال توضيح داده شده استاي ميمثال اول اين فصل مربوط به يك تابع پله

tازاي  رفتار تابع بـه   . باشدراي اهميت نمي  هاي منفي براي ما دا    همانطور كه قبلا اشاره شد در حل مسائل مربوط به كنترل، زمان                   روي تبـديل لاپـلاس

f  . هيچ اثري ندارد (t) L[f (t)] L[ u(t)]
s

    
11 1  

 هر عدد ثابت     :3 نكتهA  صورت تابع   توان به  را ميf (t) A.u(t)        صورت  به در نظر گرفت، لذا تبديل آنAF(s)
s

   بـه طـور كلـي      . خواهد بـود

  .شود خودداري ميu(t)باشند كه اغلب از نوشتن  ميg(t).u(t)شود به فرم توابعي كه در كنترل در نظر گرفته مي
  :نماييمصورت زير عمل مياگر تابعي به فرم زير داشته باشيم براي حل و تبديل آن به 

a t
f (t) b t f (t) a.u(t ) (b a).u(t ) (c b).u(t ) c.u (t )

c t

   
               
    

1 2
2 3 1 2 3 4
3 4

  

t

f (t)

1



 
تبديل لاپلاس:  اولفصل  4  

 تبديل لاپلاس تابع مقابل برابر است با :5مثال:  

1(F(s) s 5  2( F(s)
s


5  

3( F(s)  5  4( F(s) s 5 

 ثابت باقي خواهد ماند5دهد و با گذشت زمان اين مقدار برابر بت، تغيير ثابتي در سيستم رخ ميهاي مثبا توجه به نمودار در زمان»  2«گزينه  :پاسخ .  
t

f (t)
t


  5
 


  

  :آوريمبراي تعيين تبديل لاپلاس، تابع را به صورت فرم رياضي تبديل لاپلاس در مي
st st stF(s) f (t)e .dt e .dt e ( )

s s s 




 
    

      
1 5 55 5 1  

tترم نمايي در  باشد برابر صفر مي.  

 نمودار تابع  :6مثالf (t) در شكل نشان داده شده است كدام يك از مقادير تابع f (t)كند؟ را تعريف مي  
1( u(t ) u(t )  1 3                                                         
2( u(t ) u(t ) u(t )    1 2 3  
3( u(t ) u(t )  1 3                                                            
4( u(t ) u(t )  1 3  
 نويسيمر را ميبديل لاپلاس ابتدا فرم رياضي نمودابراي تعيين ت»  4«گزينه  :پاسخ:  

t
f (t) t

t

  
  
   

1
1 1 3

3




  

f  : نوشتمقابلتوان به صورت با توجه به نكته ذكر شده ، تابع را مي (t) ( )u(t ) ( )u(t ) u(t ) u(t )         1 1 1 3 1 3   
تابع ضربانيب ـ 

   
با توجه به شكل، از نظر فيزيكي تابع ضربان واحد به صورت تغييري است كه در يك محدوده زماني مشخص به 

  .گردديط سيستم به شرايط اوليه خود باز ميشود و پس از سپري شدن زمان معين شراسيستم اعمال مي
t

f (t) t h
h

t h


  




1
 





  

f  :شود نوشته ميمقابلصورت اي ذكر شد بهاي كه در قسمت تابع پلهتابع ضربان با توجه به نكته :تبديل تابع ضربان (t) .[u(t) u(t h)]
h

  
1  

  :واهيم رسيددست آمده، به رابطه نهايي زير خبا لاپلاس گيري از معادله به
  .)نحوه چگونگي تبديل لاپلاس ترم دوم عبارت سمت راست در قسمت قضيه انتقال تبديل توضيح داده خواهد شد(

h.seF(s) .[ ]
h s s


  

1 1 

 كه مقدار   در تابع ضربان در صورتي     :4 نكتهh     ه مقدار آن همه جا صفر است جز در مبداء، دست خواهد آمد كبه سمت صفر ميل كند، تابع جديدي به
آل واحد ناميـده    اين تابع جديد تابع ضربان ايده     . ماندالبته بايد توجه داشت كه سطح زير اين تابع هميشه برابر واحد باقي مي             . شودكه مقدار آن بينهايت مي    

:باشدصورت زير ميشود و شكل رياضي آن بهمي
هاي كنترل مورد اسـتفاده قـرار       ها و طرح سيستم   آل، در تحليل  وان يك تغيير ايده   آل واحد به عن   تابع ضربان ايده   

  .گيردمي

(t).dt



   1  

t 
h

f (t )

1

h

(t)

t

t

f (t)

5

f (t) 

t  
321

1



 
  5 كنترل فرآيند

 تبديل لاپلاس تابع زير را بيابيد   :7 مثال.  
1( as kse ( e ) 1        

3( 
as

kse ( e )
ks


1       

2 (
as

kse ( e )
k


1  

4( as kske ( e ) 1       





t a

f (t) / k a t a k

a k t

   
   
    

1  

 تابع در تمامي نقاط به غير از بازه زماني     »  3«گزينه   :پاسخa t a k  باشد، براي تعيين لاپلاس ابتـدا فـرم   باشد و تابع ضربان مي برابر صفر مي
  :نويسيم رياضي تابع را مي

f (t) ( ).u(t a) ( ).u(t a k) [u(t a) u(t a k)]
k k k

           
1 1 1   

  :كنيمبراي تعيين لاپلاس، از خاصيت خطي تبديل لاپلاس استفاده مي

F(s) L{ [u(t a) u(t a k)]} {L[u(t a)] L[u(t a k)]}
k k

          
1 1  

  :با توجه به روابطي كه براي تابع ضربان ذكر شد، خواهيم داشت
as (a k)s as

kse e eF(s) ( ) ( e )
k s s ks

   
    

1 1  

 تابع نماييج ـ 

شود و با   هاي مثبت به سيستم اعمال مي     در زمان با توجه به شكل،تابع نمايي به صورت تغييري است كه           
  .كندسپري شدن زمان، شرايط سيستم رفته رفته به شرايط اوليه سيستم ميل مي

at
at

t
f (t) u(t).e

e t




 


 

  
  تبديل تابع نمايي

  .نماييمگيري مي آمده انتگرالدستكنيم و سپس از رابطه بهبراي گرفتن تبديل تابع نمايي ابتدا تابع را در رابطه تبديل لاپلاس جايگذاري مي
st at st (a s)tL[f (t)} f (t).e .dt L[f (t)] u(t).e .e .dt e .dt

  

  
         

  
(a s)t (a s)t

t t

t t
L[f (t)] Lim ( .e ) Lim ( .e . )

(a s) (a s) (a s) 
   

 
     

  
1 1 1  

a)با اين شرط كه  s)   يعني s a خواهد شدمقابل صورت  باشد، تبديل لاپلاس تابع نمايي به:  L[f (t)]
(a s)



1  

 كه در مثال بالا صورتيدر  :5 نكتهsيك عدد مختلط باشد، بايستي شرط زير براي وجود تبديل لاپلاس برقرار باشد :                 Re(s) a   

 عبارت است ازروبرو تابع  لاپلاستبديل   :8  مثال :  tjf (t) e 5  

1( 
(s j)

1
5                            2( j

(s j)
5

5  3( 
(s j)

1
5                            4( 

(s j)



1
5  

 با جايگذاري تابع »  3«گزينه  :پاسخf(t) فرم تبديل لاپلاس خواهيم داشت در:  
( j s)t

( j s)t eF(s) e .dt
( j s) 

 
 

 


55
5

tj tj stF(s) L[e ] e e .dt ;



  5 5  

)در رابطه بالا، با اين شرط كه  j s) 5  يعني s j   :صورت زير خواهد شد باشد، تبديل لاپلاس تابع نمايي به5

t در  باشد، عبارت نمايي برابر صفر مي.  
( j s)teF(s) ( )

( j s) ( j s) (s j)

 
   

  

5 1 115 5 5


  

 كه تابع نمايي به فرم      در صورتي  :6 نكتهjatf (t) e           تـوان از رابطـه       باشد يعني توان نمايي مختلط داشـته باشـد مـيjate cosat jsin at  
a) فرمو همچنين چنانچه تابع نمايي به. استفاده كرد bj)tf (t) e توان از رابطه زير استفاده نمود باشد مي   :   

(a bj)t atf (t) e e (cosbt jsin bt)  jatf (t) e cosat jsin at ;    

1

f (t)

t



 
تبديل لاپلاس:  اولفصل  6  

 تابع تبديل   :9 مثالcosh t6برابر است با :  

1( s[ ]
s 2 2

1
2 6

                       2( s[ ]
s 2 2

1
2 6

  3( s[ ]
s 2 26

                          4( s[ ]
s 2 26

  

 طريق زير عمل نمودتوان با تبديل تابع مثلثاتي به فرم نمايي، بهمي»  3«گزينه  :پاسخ :  

دانيممي
at ate ecosh at


 f بنابراين تابع 2 (t)برابر خواهد بود با :  

t t t t
t te e e ef (t) cosh t F(s) L[ ] {L[e ] L[e ]}

 
 

     
6 6 6 6 6 616 2 2 2  

  :دست آمده در قسمت تبديل لاپلاس تابع نمايي، رابطه نهايي به صورت زير خواهد بودبا استفاده از روابط به
s sF(s) [ ] .[ ] [ ]

s s s s
    

   2 2 2 2
1 1 1 1 2
2 6 6 2 6 6

  

  تابع سينوسي و كسينوسيد ـ 
t

f (t) u(t).sin kt
sin kt t


  

 


  

t
g(t) u(t).coskt

coskt t


  

 


  

  .كند يصورت تناوبي و با دامنه مشخص حول شرايط اوليه سيستم نوسان مبا اعمال توابع سينوسي و كسينوسي به سيستم، شرايط سيستم به با توجه به شكل،
  و كسينوسيتبديل تابع سينوسي 

jkteبا توجه به رابطه      coskt jsin kt       تـوان تـابع تبـديل توابـع       دست آورده بـوديم مـي     اي كه براي تبديل تابع نمايي به       و همچنين با توجه به رابطه
f (t),g(t)را تعيين نماييم :  

atL[eدانيم كه مي ]
s a



a، با قرار دادن 1 jk) j 1(خواهيم داشت:  

jkt (s jk) (s jk) s kL[e ] j
s jk (s jk)(s jk) s k s k s k

 
    

     2 2 2 2 2 2
1  

jkteبا توجه به نتايج فوق و مقايسه رابطه ايجاد شده با رابطه  coskt jsin kt توان به نتايج زير رسيد مي:   

jkt

sL[coskt]
s k s kL[e ] L[coskt jsin kt] L[coskt] jL[sin kt] j

ks k s k L[sin kt]
s k

         
   

 

2 2
2 2 2 2

2 2

  

  پذيري تبديل لاپلاس استفاده شده استصيت جمعدر حل معادله بالا از خا
 عبارت است ازروبروتبديل تابع  :10 مثال :  tjf (t) e 5  

1( 
(s j)

1
5                            2( j

(s j)
5

5  3( 
(s j)

1
5                            4( 

(s j)



1
5  

 توان به صورت زير عمل نمودبراي حل تست با استفاده از نكته ذكر شده در قسمت انتهايي تبديل تابع نمايي مي»  3«گزينه  :پاسخ:  
tjf (t) e cos t jsin t  5 5 5  

F(s)  : در فرم تبديل لاپلاس خواهيم داشتf(t)با جايگذاري تابع   L[f (t)] L[cos t jsin t]  5 5  
  :با استفاده از خاصيت خطي تبديل لاپلاس خواهيم داشت

F(s) L[cos t] jL[sin t] 5 5  
s (s j) (s j) (s j)F(s) j

(s j)(s j) (s j)s s (s ) (s ( j) )
  

     
     2 2 2 2 2

5 5 5 5 1
5 5 525 25 25 5

  

  . خواهيم رسيد3شود از اين روش نيز، به گزينه مشاهده مي

f (t)

t t

g(t)



 
  7 كنترل فرآيند

 عبارت است ازروبروحل معادله   :11 مثال :    td f
f e ; f ( ) f ( )

dt

    
2

2 9  

1( t(e cos t sin t)  
1 13 31 3

    2( t(e sin t) 
1 31 


  

3( t(e cos t sin t)  
1 13 36 3

                                        4( t(e sin t) 
1 36 


  

 بـراي حـل معادلـه بـالا از     . توان معادلات ديفرانسيلي پيچيـده را تحليـل نمـود         قبلا اشاره شد توسط روش لاپلاس مي      همانطور كه   »  1«گزينه   :پاسخ

td  .گيريم طرفين معادله تبديل لاپلاس مي  fL[ f ] L[e ] s F(s) sf ( ) f ( ) F(s)
sdt

        


2 2
2

19 9 1  

  :با جايگذاري شرايط اوليه سيستم در عبارت بالا، به رابطه زير خواهيم رسيد

s F(s) F(s) (s )F(s) F(s)
s s (s )(s )

      
   

2 2
2

1 1 19 91 1 1 9
  

fحال براي به دست آوردن تابع  (t)گيريم از تابع تبديل بالا، معكوس لاپلاس مي:  f (t) L [F(s)] L [ ]
(s )(s )

  
 

1 1
2

1
1 9

  

ين صورت كه عبارت بايست عمليات تفكيك كسرها انجام شود؛ به ا، ابتدا مي)باشدها حاصلضرب چند عبارت ميتوابعي كه مخرج آن( براي حل اين نوع توابع
  .گيريمها تبديل لاپلاس و يا تبديل لاپلاس معكوس مينماييم و سپس از آنكسري مورد نظر را به صورت حاصلجمع چند عبارت كسري مناسب تبديل مي

A B C
(s )(s j)(s j) (s ) (s j) (s j)(s )(s )

   
      2

1 1
1 3 3 1 3 31 9

  

A(s j)(s j) B(s )(s j) C(s )(s j)
(s )(s j)(s j)(s )(s )

       


   2
1 3 3 1 3 1 3

1 3 31 9
  

As  :باشد مي1دانيم صورت كسر مقابل، معادل مي A Bs Bjs Bs Bj Cs Cjs Cs Cj         2 2 29 3 3 3 3 1  

A
(A B C)

j(A B C)s (B C Bj Cj)s ( A Bj Cj) (B C Bj Cj) B
( A Bj Cj) jC








 
   

                    
     



2

1
1
33 3 9 3 3 1 3 3 69 3 3 1 3
6

  

j jF(s) ( ) ( )
(s ) s j s j  

   
     

  
1 1 3 1 3 1

1 1 6 3 6 3  

at(L[eكنيم، از تبديل تابع نمايي استفاده مي      F(s) براي معكوس گيري از    ] )
s a

 

 عددي مختلط است تغييري در نتيجـه ايجـاد          aاين موضوع كه    . 1

t  :نخواهد كرد jt jtj jf (t) L [F(s)] e e e     
   1 3 31 3 3

1 6 6  
  

a)با استفاده از اتحاد  bj)t ate e (cosbt jsin bt)  خواهيم داشت :  
jt jte (cos t jsin t) (cos t jsin t) ; e (cos t jsin t)        3 33 3 3 3 3 3  

t j jf (t) L [F(s)] e (cos t jsin t) (cos t jsin t)     
     1 1 3 33 3 3 31 6 6  

  

tf (t) (e cos t sin t)  
1 13 31 3

  

)Ramp (تابع خطيذ ـ 
شود و با سـپري     سيستم اعمال مي  هاي مثبت به    تابع خطي به صورت تغييري است كه در زمان         با توجه به شكل،     

  .گيردكند و از شرايط اوليه سيستم فاصله مي صورت خطي تغيير ميشدن زمان شرايط سيستم دائما و به
t

f (t) t.u(t)
t t


  

 


  

f (t)

t



 
تبديل لاپلاس:  اولفصل  8  

دسـت آمـده    ابطـه بـه   كنـيم و سـپس از ر       ابتدا تابع را در رابطـه تبـديل لاپـلاس جايگـذاري مـي              خطيبراي گرفتن تبديل لاپلاس تابع       :تبديل تابع خطي  
  .نماييمگيري مي انتگرال

stL[t.u(t)]  :   براي حل انتگرال حاصل، بايستي از روش انتگرال گيري جزء به جزء استفاده نماييم t.e .dt



  

  
stst

st stv e te .dt dv L[t.u(t)] v.x v.dx .e .e .dts
s st x dx dt  

 
 

         
  

 
1 1  

tدر سمت راست تساوي فوق، عبارت اول در و t   با شرطs   بنابراين مقدار نهايي تبديل لاپلاس برابر خواهد بود با .باشدصفر مي:  

L[t.u(t)]
s

  2
1stL[t.u(t)] (e )

s
 

  2
1


  

 تبديل لاپلاس تابع   :12 مثالf(t)برابر است با :  f (t) t 2 1  

1 (s
s
 2

3
3                              2( s

s
 3

2
2  3( s

s
 3

2
3                             4( s

s
 2

3
2  

 با استفاده از تعريف تبديل لاپلاس خواهيم داشت»  4«گزينه  :پاسخ:  st st stF(s) L[t ] (t ).e .dt t e .dt .e .dt
  

  
         2 2 21 1 1  

  :شود استفاده ميء به جزءبراي تعيين انتگرال اول عبارت سمت راست تساوي از روش انتگرال جز

st st st st
stst

t.dt dut u
t .e .dt ; t .e .dt ( e .t ) te .dt

s se ve dt dv s
  

  
   



       
  

  
2

2 2 2
2 1 2

1  

tترم اول عبارت سمت راست تساوي در  , t  باشد، براي تعيين ترم دوم بايستي از روش انتگرال جز به جز استفاده نماييم برابر صفر مي:  

st st
stst

dt dut u
t .e .dt te .dt

s e ve dt dv
s

 

 
 



      
  

 2 2
1  

st st st sttt .e .dt te .dt {( .e ) e .dt}
s s s s  

  
   

     2 2 2 1  

tترم اول عبارت سمت راست تساوي در  , t  نظر برابر خواهد بود باباشد و نهايتا مقدار انتگرال مورد  برابر صفر مي:  
st st.dt st stt .e .dt ( e ) ( e ) ( ) t .e .dt

s s ss s s s  




  
    

         2 2
2 3 3 3

2 1 2 1 2 2 21  

st  :گرديمحال به قسمت اول مسئله باز مي st sF(s) t e .dt .e .dt
ss s 

 
  

     
22

3 3
2 1 21  

  :ها مواجه شويم، آمده استدر جدول زير تبديل لاپلاس برخي از توابع مهم كه ممكن است در حل مسائل با آن
  تابع  تبديل لاپلاس  تابع  تبديل لاپلاس

s
s k2 2  coskt.u(t)  

s
1  u(t)  

k
s k2 2  sin kt.u(t)  n

n!
s 1  n.t .u(t) : n   

s
s k2 2  cosh kt.u(t)  n

(n )
s 

 
1
1  nt .u(t) :n   

k
s k2 2  sin h kt.u(t)  

s a
1  ate .u(t)  

(s a)
(s a) k



 2 2  ate .coskt.u(t)  n
n!

(s a)  1  n att .e .u(t)  

k
(s a) k 2 2

ate .sin kt.u(t)
   



 
  9 كنترل فرآيند

 دست آوريد؟تبديل لاپلاس تابع زير را به   :13 مثال  f (t) cos t 2  

1(
 

s( )
s s


2
1 1
2 4

                   2(
 

s( )
s s


2
1

4
  3(

 

s( )
s s


2
12

4
                  4(s( )

s s
 

2
1 1
2 4

  

 هايي كه در آن را به يكي از فرمكنيم تا معادله را از حالت تواني خارج سازيم و براي سادگي كار براي تبديل معادله، ابتدا سعي مي  »1«گزينه  :پاسخ

cosبراي اين منظور معادله را با استفاده از روابط مثلثاتي به صورت . نماييم ميجدول آورده شده است، ارائه  t ( cos t) 2 1 1 . نماييم جايگذاري مي22
  :باشدهاي ارائه شده در جدول ميشود هر دو ترم سمت راست عبارت مشابه فرمهمانطور كه مشاهده مي

F(s)  :وجه به خاصيت خطي تبديل لاپلاستبا  L[cos t] L[ ( cos t)]  2 1 1 22   

sF(s) (L[ ] L[cos t]) F(s) ( )
s s

    
2

1 1 11 22 2 4
  

 معكوس تبديل لاپلاس    :14 مثالs
F(s)

s s




 2
5

2 3
  : برابر است با

1(
 

t te e32                       2(
 

t te e32  3(
 

t te e 32                       4(
 

t te e 32  
 بايست عمليات تفكيك كسرها انجام شود؛ به اين صورت كه عبارت كسري مورد نظر را به صورت حاصلجمع براي حل تابع ابتدا مي  »1«گزينه  :پاسخ
  .گيريمها تبديل لاپلاس و يا تبديل لاپلاس معكوس مينماييم و سپس از آن عبارت كسري مناسب تبديل ميچند

s s A B As A Bs B (A B)s (A B)
(s )(s ) s s (s )(s ) (s )(s )s s

       
    

        2
5 5 3 3

3 1 3 1 3 1 3 12 3
  

(A B) A
(A B)s (A B) s

(A B) B
   

           

1 23 5 3 5 1  

s
s ss s

 
 

  2
5 2 1

3 12 3
  

توانيم با استفاده از خاصيت خطي معكوس تبـديل لاپـلاس، از            اكنون مي تر تبديل شده است و      شود كه عبارت كسري به دو عبارت كسري ساده        ملاحظه مي 

.دست آمده تبديل معكوس بگيريم  عبارات به
  

sf (t) L [ ] L [ ] L [ ] L [ ]
s s s ss s

   
    

    
1 1 1 1

2
5 2 1 1 123 1 3 12 3

  

t  : خواهيم رسيدروبروبا استفاده از روابط ذكر شده در جدول تبديلات به رابطه نهايي  tf (t) e e 32   

 دست آوريد؟ را بهروبروس لاپلاس توابع تبديل معكو   :15 مثال
  

F(s)
s (s )




1
5

  

1(t( e ) 51 15                       2(t( e ) 51  3(t( e ) 55 1                        4(t( e ) 51 15  

 بايست عمليـات تفكيـك كـسرها انجـام         ، ابتدا مي  )باشدها حاصلضرب چند عبارت مي    توابعي كه مخرج آن   ( براي حل اين نوع توابع      »4«گزينه   :پاسخ
هـا تبـديل لاپـلاس و يـا          و سپس از آن    نماييمشود؛ به اين صورت كه عبارت كسري مورد نظر را به صورت حاصلجمع چند عبارت كسري مناسب تبديل مي                  

. گيريمتبديل لاپلاس معكوس مي
  

A B A s A B s ( A B )s AF (s )
s ( s ) s s s (s ) s ( s )

   
    

   
1 5 5

5 5 5 5
  

   :باشدصورت كسر ظاهر شده، معادل عبارت كسري مورد نظر مي

A A
(A B )s A F (s )

s sA B B

        
    



1 1 15 1 5 5 55 1 1 5
5

  

  :نماييمبراي تعيين لاپلاس معكوس تابع مقابل از خاصيت خطي استفاده مي

f ( t ) L [ ] L [ ] L [ ] L [ ]
s (s ) s s s s

       
  

1 1 1 1
1 1 1 1

1 5 5 5 5
5 5 5  



 
تبديل لاپلاس:  اولفصل  10  

:خواهيم رسيدمقابل ها در جدول ارائه شده است، به جواب نهايي  توجه به روابطي كه براي توابع و تبديلات آنبا
  

tf (t) ( e )   51 15  

 كه در مخرج كسر، تـوان عبـارت         اي مواجه شويم كه نياز به تفكيك كسرها داشته باشد و در صورتي            چنانچه با مسئله   :7 نكتهs       بـالاتر از يـك باشـد
  .صورتي نوشته شود كه توان آن يك واحد از توان مخرج كمتر باشدبايستي به شودعبارتي كه در صورت نوشته مي

 دست آوريد؟تبديل معكوس تابع مقابل را به   :16  مثال                                              F(s)
s (s )2

1
5

  

1(
 

t[ t e ]  51 1 525       2(
 

t[ t e ]
  51 1 52 5

  3(
 

t[ t e ]
  51 1 52 5

     4(
 

t[ t e ]
  51 1 525  

 را به صورت مجموع كـسرهاي      كنيم و آن  براي تعيين تبديل معكوس تابع توسط عمليات تفكيك كسرها، عبارت كسري را ساده مي               »2«گزينه   :پاسخ

: نويسيمقابل تبديل مي
  

As B CF(s)
ss (s ) s


  

2 2
1

55
  

As As Bs B Cs (A C)s ( A B)s BF(s)
s (s ) s (s )

       
 

 

2 2 2
2 2

5 5 5 5
5 5

 

   :باشدصورت كسر ظاهر شده، معادل عبارت كسري مورد نظر مي

(A C)s ( A B)s B A , B , C
        2 1 1 15 5 1 25 5 25  

s sF(s) .( ) ( )
s s s ss (s ) s s s


   

       
  2 2 2 2

1 1 1
1 1 5 1 1 1 5 125 5 25

5 25 5 25 55
  

  :ها در جدول ارائه شده است، به جواب نهايي زير خواهيم رسيدبا توجه به روابطي كه براي توابع و تبديلات آن
tf ( t ) L [ F ( s ) ] [ t e ]     

11 51 52 5
  

 تبديل لاپلاس تابع   :17 مثالf (t) sin t cos t 3 4   : عبارت است از3

1(
 

s
s


2
1

4
                              2(

 

s
s


2
1

4
  3(

 

s
s


2
3 4

9
                             4(

 

s
s


2
3 4

9
  

 با توجه به فرم رابطه        »3«گزينه   :پاسخf (t)     بايـستي از دو تـرم        ، براي گرفتن تبديل لاپـلاس sin t3  وcos t4  تبـديل گرفتـه شـود، لـذا از          3
  :كنيمخاصيت خطي تبديل لاپلاس استفاده مي

L[f (t)] L[sin t cos t] L[sin t] L[cos t]   3 4 3 3 4 3  
  ها در جدول، تابع تبديل به فرم زير خواهد بودبا توجه به روابط ارائه شده براي توابع و تبديلات آن

s sL[f (t)] L[sin t cos t] ( ) ( )
s s s


    

  2 2 2
3 3 43 4 3 4

9 9 9
  

 در هـر دو تـرم سينوسـي و          tهاي صحيح باشند زيـرا ضـريب      توانند گزينه  نمي 2و1هاي  ها، متوجه خواهيم شد گزينه    با كمي دقت در گزينه    : روش تستي * 
  . حذف خواهند شد2و1هاي م داشت و بنابراين گزينه را خواهي32باشد و با توجه به جدول در تبديل اين دو تابع، در مخرج عبارت  مي3برابر  كسينوسي،

  اي از قضاياي مهم و كاربردي  مجموعه

  قضيه مقدار نهاييالف ـ 
f تبديل لاپلاس F(s)اگر   (t) شودبيان ميمقابل  باشد قضيه مقدار نهايي به صورت:

  t s
Lim[f (t)] Lim[sF(s)]

 
  

Re(s) كه در رابطه     s براي تمام مقادير     sF(s)كه   مشروط بر اين   اين رابطه     تـوان مقـدار     با استفاده از اين قضيه مـي      . نشودنهايت  بي كند، صدق مي
fتابع  (t)آورددست به)  سيستم پايدارحالت ( نهايت  را در زمان بي.  

 كـه   در شـرايطي  .توان مشخص نمود كه سيستم با توجه به تغييرات حاكم، حالـت پايـدار يـا حالـت ناپايـدار دارد                    با استفاده از قضيه مقدار نهايي مي       :8 نكته
t  و مقدار ،f (t) باشدصورت سيستم پايدار ميدر غير اين .نرسيده استپايدار به حالت  به سمت حدي ميل نكرد، در اين صورت سيستم ناپايدار بوده و.  


