
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  مباني آناليز رياضي

  اولفصل 

  » دستگاه اعداد حقيقي و مختلط «

  

فرض كنيم كه :1مثالA اي مجموعهn  عضوي باشد(n ) باشد؟در اين صورت كدام گزينه درست نمي  

n) تعداد كل روابط انعكاسي 1 n2
) تعداد كل روابط متقارن 2  است. 2

n n2

  است. 22

) تعداد كل روابط انعكاسي و متقارن 3
n n2

n) تعداد كل روابط متقارن 4  است. 22 n2
  است. 2

  :توان فرض كرد كهبراي حل اين تست مي»  4«گزينه پاسخ nA a ,a ,...,a 1 خواهيم روابط انعكاسي و متقارن را در اين صورت چون مي 2
Aبشماريم مجموعه A آوريم:را به دست مي   n n n n nA A (a ,a ),..., (a ,a ),(a ,a ),..., (a ,a ),..., (a ,a ),..., (a ,a )  1 1 1 2 1 2 1 

باشد Aاي بر روي مجموعهرابطه Rفرض كنيم كه R A A پردازيم:. اكنون به بررسي حالات زير مي  
ــف ــر       R) ال ــه ازاي ه ــد ب ــون باي ــت چ ــن حال ــت. در اي ــي اس iaانعكاس A  :ــيم ــته باش داش i ia ,a R   ــام زوج ــد تم ــذا باي ــال ــب ه ي مرت

n n(a ,a ),(a ,a ),...,(a ,a )1 1 2 هاي مرتب ذكر شده را شامل نباشـد!) امـا در   تواند انعكاسي بوده و يكي از اين زوجنمي Rرا در برداشته باشد. (يعني  2
iها داريم:هاي مرتبي كه در آنهاي مرتب، يعني زوجرابطه با ساير زوج j(a ,a iكه  ( jرابطه ،R هاي مرتب باشـد و  تواند شامل هر كدام از اين زوجمي

Aمجموعـه ) از آنجا كـه تعـداد كـل اعضـاي     Rحالت وجود دارد (بودن يا نبودن در مجموعه 2ها يا  نباشد پس براي هر كدام از اين زوج A  برابـرn2 
هـاي اول و دوم  هـاي مرتبـي كـه مؤلفـه    باشد، پس تعداد كـل زوج مي nاند برابرها مساويهاي اول و دوم آنهاي مرتبي كه مؤلفهباشد و تعداد كل زوجمي

n متمايز دارند برابر است با n2:لذا داريم .  
n n n n n n(a ,a ) (a ,a ) (a ,a ) (a ,a ) (a ,a ) (a ,a )

n n n





1 1 1 2 1 1 1

2

1 1 2 2 2 2
   
     

  بنابراين طبق اصل ضرب در تركيبات داريم:

تعداد كل روابط انعكاسي n n

n n n





      
2

2
1 1 2 2 2   

  ) درست است.1بنابراين گزينه (
iهاي مرتبمتقارن است: در اين حالت الزامي به اينكه زوج Rـ ب i(a ,a   Rباشـند، عضـو   ي اول و دوم آنها يكسـان مـي  هاي مرتبي كه مؤلفهيعني زوج (

هاي مرتبي بـه شـكل   ورد زوجباشند و يا نباشند و لذا براي هر كدام دو حالت امكان دارد. اما در م Rتوانند عضوها ميباشند نيست پس هركدام از اين زوج
i j(a ,a iكه  ( j  اگرi j(a ,a ) R از آنجا كهR  متقارن است پس بايدj i(a ,a ) Rهـاي مرتـب  . بنابراين زوجi j(a ,a jو ( i(a ,a يـا هـر دو    (

  ديگر متقارن نباشد. لذا داريم: Rگردد كهموجب مي Rيباشند، زيرا عضويت فقط يكي از آنها در رابطه Rباشند و يا هر دو نبايد عضو  Rبايد عضو
  

n n n n n n(a ,a ) (a ,a ) (a ,a )(a ,a ) (a ,a )(a ,a ) 1 1 1 2 2 1 1 1
1 1 2 2

 
   

  بنابراين طبق اصل ضرب داريم:

   
n n

n n n





      

2

2

2

2

1 1 2 2 2  تعداد كل روابط متقارن و انعكاسي  

  توان با مثال نقض برقرار نبودن آن را نيز نشان داد.) پاسخ تست است كه البته مي4) نيز درست است. لذا گزينه (3بنابراين گزينه (

  هاي تأليفي فصل اولتست

  زوج مرتب
  تعداد حالات

تا تا

تا تا

  زوج مرتب
  تعداد حالات



 
  

 

مباني آناليز رياضي 2  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ارزي بر مجموعهي همهكدام گزينه يك رابط :2مثال  ؟باشدنمي  
1((a ,b) (c,d) ad bc    2 ((a ,b) (c,d) a d c b     
3((a ,b) (c,d) ac bd   4 ((a ,b) (c,d) |a c 3 

   :اين رابطه خاصيت انعكاسي ندارد، زيرا اگر»  3«گزينه پاسخ(a ,b) (a ,b) بايدaa bb پسa b2 باشـد.  كه در حالت كلـي برقـرار نمـي    2
ارزي بـر  ي هـم يـك رابطـه   Rگوييم ارزي بودن ساير روابط سرراست است. توجه شود كه وقتي ميارزي نيست. اثبات همي همبنابراين اين رابطه يك رابطه

Rآنگاه است Xمجموعه  X X گوييم كه مي. بنابراين زمانيR     يـك رابطـه بـر مجموعـه  2       اسـت، در ايـن صـورتR    بايـد زيرمجموعـه
)مجموعه ) ( )    2 2      .باشد  

  
يدر مورد رابطه :3مثالf {(a, ), (m n, ),( ,m n )}   2 2 1   ؟كدام گزينه درست است 1

a) اگر 1 1 توانباشد، ميm وn را چنان يافت كهf  باشد. يكبهيكتابعي  
  باشد.نميتابع  a،f) به ازاي هيچ مقداري از2
  باشد. يكبهيكتواند تابعي نمي f ي، رابطهaتابع است ولي به ازاي هيچ مقداري از  a،f) به ازاي بعضي مقادير3
  است. يكبهيكتابعي  a،f) به ازاي هر مقداري از4
  :كنيم كهفرض مي»  1«گزينه پاسخa 1 باشد در اين صورت( , ) f1 )، چون2 ,m n ) 1  fاهيم كـه  اسـت، اگـر بخـو    fنيز عضو مجموعه 1

mتابع باشد بايد  n  1 داراي  2باشـد بايـد    يـك بـه يـك تابعي  fشود، زيرا تصوير هر عضوي از دامنه توسط تابع يكتا است. از طرفي اگر بخواهيم 2

mيكتا باشد لذاتصوير پيش n 1 :با حل دستگاه مقابل داريم  m n
m , n

m n

  
    

1 2 11  

aاگـر   4ي براي رد گزينـه كند اما را نيز رد مي 3و  2هاي باشد. درستي اين گزينه، گزينه يكبهيكتابعي  fرا چنان يافت كه nو  mتوان بنابراين مي  5 
mباشـد لـذا   يـك بـه يك، طبق ادعاي مطرح شده در اين گزينه، بايد تابعي fباشد آنگاه چون  n  mحـال اگـر   5  nو  3  ايـن صـورت   باشـد در   2

m n  )بوده و داريم:  5 ,m n ) ( , ) ( , )    1 1 11 1 1 ). پس 2 , ) f1 )و 2 , ) f5   است. در تناقضfبودن تابع  يكبهيككه اين با 2
  

؟باشدنميكدام گزينه درست  :4مثال  
Aاي دلخواه باشد، تابع مجموعه X) اگر1 : X { , }  1  به ازاي بعضي ازA ها كهA X تواند پوششي باشد. مي  
f) تابع ثابت2 : X Y باشد.گاه پوششي نميهيچ  
A) تابع3 : X { , }  1  به ازاي بعضي ازAتواند پوششي نباشد.ها مي  
f) تابع ثابت4 : X Y تواند به ازاي بعضي از مقادير ميY .پوششي باشد  
   :فرض كنيم كه»  2«گزينه پاسخf : X Y :يك تابع با شرايط مقابل باشدx X ; f (x) c,Y {c}   در اين صورت .f   تابعي ثابـت و

Im(fپوششي است (زيرا ) {c} Y غلـط بـوده و    )2توان با تغيير برد به تابعي پوشا تبديل ساخت. لذا گزاره آمده در گزينه ()، بنابراين توابع ثابت را مي
  ) درست است.4گزينه (

Aو Xبه ازاي مجموعه دلخواه Aدانيم كه تابعها، مياما در مورد ساير گزينه X گردد:به صورت زير تعريف مي  

A
a A

(a)
a A


   

1


 

Aاگر   گردد، زيرا: باشد در اين صورت اين تابع به تابع ثابت صفر تبديل مي                Aa X ; a A (a)       

Aچنين اگرباشد. همكه پوششي نمي X گردد، زيرا:در اين صورت اين تابع به تابع ثابت يك تبديل مي  
X A

Aa X a A (a)     1  

Aباشد. اما اگركه باز هم پوششي نمي X   در اين صورت ،A باشد، زيرا حداقل يك تابعي پوششي ميa X A   و يكb A موجود است

A  و داريم:

A

(a)

(b)

 
 1


 

  دهد.) را نشان مي1) و (3هاي (هاي مطرح شده در گزينهپوششي است. اين درستي گزاره Aو لذا
  

  



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   3  مباني آناليز رياضي

 كدام گزينه در مورد ساختار مجموعه :5مثال درست است؟  
1 (sup{q | q }   .2  موجود است (sup{q | q }   باشد.موجود نمي  
3 (sup{p | (p ) (p )}    2 2 2   4 (sup{(p | (p ) (p )}    2 4 2  

   :دهيم:اي كه براي سوپريمم بودن يك عضو بيان كرديم درستي اين گزاره را نشان ميبه كمك قضيه»  4«گزينه پاسخ  
فرض كنيم كه   با شرط          داده شـده باشـد بايـد نشـان دهـيم كـه بـه ازاي يـكq   عضـو

p}مجموعــــه | (p ) (p )}   2 4  داريــــمq   2  جــــا كــــه . از آن2

لذا  


2 2
2  و  2، اين نقطه، نقطه وسط بين دو عدد گوياي 2 .است  

اكنون بايد دو مطلب را نشان دهيم اول آنكه  2 2
 4مثبت است و دوم آنكـه مربـع آن از عـدد     2

ــرا فقـــط در ايـــن صـــورت اســـت كـــه  كوچـــك ــر اســـت (زيـ تـ  2 2
ــو مجموعـــه  2 عضـ

{p | (p ) (p )}   2 4  گردد). شرط مثبت بودنمي 4
اين اسـت كـه   2  ، لـذا  4

اگر  باشد، مسئله حل است اما اگر 4  باشد در اين صورت 4  


2 2
2  شود در اين مي

زيرا كنيممورد نظر را برابر عدد يك اختيار مي qحالت  1  و 21 1 4.  

qبنابراين در اين حالت نيز مسئله حل است. در واقع
 

   
 

1 4
2 2 42

). فقط بايد نشان دهيم كه )
  

22 2 42.  

( ) ( ) ( )
     

         
2 22 22 2 2 4 2 4 22 2 4 4  

  از طرفي:  
          

2 2
4 8 2 2 24 4 4

   

)  ا:لذ ) ( ) ( )


    
          

2 2 2
4

2 22 4 2 4 44 4 2  

و اين يعني در حالتي كه  عدد گوياي 4  2 2
p}عضو مجموعه  2 | (p ) (p )}   2 4   چنان موجود است كـه  

   
2 22 22 ،

p}سوپريمم مجموعه 2پس عدد  | p ) (p )}   2 4  باشد.مي  
pبوده و واضح است كه نيز عضو مجموعه p2باشد در اين صورت عدد pفرض كنيم كه 1در مورد گزينه  p . لذا به ازاي هر عدد گويا عـددي  2

مشـابه گزينـه    2و اين يعني مجموعه اعداد گويا و به طور مشابه مجموعه اعداد گوياي مثبت كران بالا ندارد. در مورد گزينه  تر از آن موجود استگويا بزرگ
sup{p توان نشان داد كه:مي 4 | q }     تواند درست باشد.نمي 4نيز با توجه به يكتايي سوپريمم و اثبات آمده براي گزينه  3. گزينه  

  

 كنيمضرب مي          در 

2   2 2

2

   2

2   0 1 2
  حالت دوم

0 2   2
  اولحالت 



 
  

 

مباني آناليز رياضي 4  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 آزمون فصل اول  
  

 1 باشد؟ها برقرار ميكدام گزينه در مورد اجتماع و اشتراك مجموعهـ  
1 (i i

i I i I

B ( A ) (B A ) 
 

    2 (i i
i I i I

B ( A ) (B A ) 
 

    

3 (i i
i I i I

B ( A ) (B A ) 
 

    4 (i i
i I i I

B ( A ) (B A ) 
 

  

 2 اگر ـnA [ , ]
n

    اين صورت: در 11

1  (n
n

A ( , )





2

1
2  2 (n

n

A [ , ]





2

1
2  3 (n

n

A [ , )





2

1
2  4 (n

n

A [ , ]





2

1
2  

 3 كدام گزينه غلط است:ـ  
  تهي است.درهاي باز را از بازه) هر اشتراك شما1
  هاي باز مجزا)ممكن است تهي گردد (بازه در  بازهاي بازه) اشتراك شمارايي از 2
  ا)زهاي بسته مجممكن است تهي گردد. (بازه هاي بسته در ) اشتراك شمارايي از بازه3
  هاي باز مجزا)مكن است تهي گردد. (بازهم هاي باز در ) اشتراك ناشمارايي از بازه4

 4 ارزي درست است؟(هاي همكدام گزينه در رابطه با كلاسـ[a] ارزي عضو = كلاس همa(  
[a]ها داشته باشيم: a) ممكن است به ازاي بعضي از 1 .  2 ([a] [b]  آنگاهa b.  
a) اگر 4  ارزي مجزا تهي است.س هم) اشتراك هر دو كلا3 b  آنگاه[a] [b] باشد.ولي عكس آن الزاماً برقرار نمي 

 5 فرض كنيد ـf : X Y نادرست است؟ يك تابع باشد در اين صورت كدام گزينه  
1 (x X ; f ({x}) {f (x)}    2 (f (Y) X f (X) Y  1  
3 (A B X f (A) f (B)    4  اگر (A B Y f (B) f (A)    1  اگر 1

 6 كدام گزينه درست نيست؟ (ـf : X Y  تابع است وB Y, A X (  
1 (f (x) f (A) x A    2 (y f (A) x A y f (x)      
3 (x A f (x) f (A)    4 (x f (B) f (x) B  1 

 7 باشد؟ (كدام گزينه درست نميـf : X Y  تابع است وB Y, A X (  
1(f (x) B x f (B)   1  2(y B x f (B) f (x) y    1  
3 (x f (B) f (x) B  1  4 (x A f (x) f (A)   

 8 اگر ـA  اي از بالا كراندار باشد، آنگاه كدام گزينه درست است؟َ مجموعه  
1 (; sup( A) inf A        2 (; inf( A) supA        
3 (; sup( A) sup A       4 (; inf( A) inf A      

 9 فرض كنيد كه ـA B   در اين صورت كدام گزينه درست است؟(A )   
supموجود باشد آنگاه  supA) اگر 1 A supB.  2 اگر (sup B موجود باشد آنگاهsup A supB.  
inf) اگر 3 B  موجود باشد آنگاهinf A inf B.  4 اگر (inf A  موجود باشد آنگاهinf B inf A. 

 10 باشد؟كدام گزينه درست نميـ  
1 (( ; x ) x     2   2 (( ; x ) x        
3 (( ; | x | ) x        4 (( ; x ) x       

  



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   5  مباني آناليز رياضي

 11 باشد؟در مورد اعداد حقيقي كدام گزاره درست ميـ  
  از صفر موجود است.ترين عدد حقيقي كوچكتر ) بزرگ2  تر از صفر موجود است.ترين عدد حقيقي بزرگ) كوچك1
 تر از صفر موجود است.ترين عدد گويا بزرگ) كوچك4  تر از يك عدد حقيقي موجود است.ترين عدد صحيح كوچك) بزرگ3

 12 اگر ـX اي نامتناهي باشد، آنگاه كدام گزينه در مورد مجموعه مجموعهX باشد؟صادق نمي  
  نامتناهي است. Xاي شامل ) هر مجموعه2  ن شمارا است.مجموعه متناهي از آشمارا باشد، هر زير X) اگر 1
3 (X اگر 4  اي شمارا نامتناهي است.مجموعهداراي زير (X مجموعه نامتناهي از آن ناشمارا است.ا باشد، هر زيرناشمار 

 13 باشد؟كدم گزينه در مورد ميدان و فضاي برداري درست نميـ  
1 (برداري بر ميدان  يك فضاي .فضاي برداري متناهي وجود ندارد.2  است (  
3 (  يك فضاي برداري بر ميدان .هر ميدان، يك فضاي برداري است.4  است ( 

 14 در يك فضاي ضرب داخلي ـV ت؟كدام گزينه نادرست اس  
1 (x,cy c x, y     2 (|| x || x,x 2 .يك نرم است  
3 (x, y z x, y x,z        4 (xy,z x,z y,z    

 15 باشد؟كدام گزينه در مورد اعداد مختلط درست نميـ  

1 (z z
Rez


 2  2 (Re(z z ) Rez Rez Imz Imz 1 2 1 2 1 2  

3 (z z
Im z

i


 2  4 (Im(z z ) Rez Imz Rez Imz 1 2 1 2 2 1 

 16 كدام گزينه درست است؟ـ  
  توان مرتب كرد.) هر ميداني را تنها به يك طريق مي2  اند.هاي مرتب همگي با هم يكريخت) ميدان1
 اند. هاي مرتب، همگي ارشميدسي) ميدان4  هاي مرتب غير ارشميدسي وجود دارد.) ميدان3

 17 در يك ميدان كدام گزينه درست است؟ـ  
  خاصيت ارشميدسي ) مرتب بودن 2  اصل كمال )خاصيت ارشميدسي 1
 بودن مرتب ) اصل كمال 4  خاصيت ارشميدسي ) اصل كمال 3

 18 كدام شرط زير با يك به يك بودن تابع ـf : X Y باشد؟معادل نمي(A,B X)  
1 (A,B X ; f (A B) f (A) f (B)      2 (Yg : Y X fog I     
3 (A,B X ; f (f (A)) A  1  4 (xg : Y X gof I    

 19 اگر ـA
x A

(x)
x A


   

1


  در اين صورت كدام گزينه نادرست است؟ 

1 (A B A B      2 (A B A B A B         
3 (B AA B     4 (A B A A B      

 20 فرض كنيد كه ـA,B   ،sup A sup B  وinf A inf B در اين صورت كدام گزاره نادرست است؟  
  ها با هم برابر است.بازه باشند طول بازه Aو  B) اگر 2  ناشمارا باشند، با هم برابرند. Bو  A) اگر 1
3 (; a A b B | a b |           4ممكن است نه (A B  و نهB A 
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  دومفصل 

  » فضاهاي متريك و توپولوژيك «

  

 فرض كنيم كه  :1مثالX اي ناتهي ومجموعهd وd  دو متر بر مجموعهX :باشند كه  a,b X;d'(a,b) d(a,b)   

  در اين صورت كدام گزينه درست است؟
1 (d d 'a X , r ; B (a;r) B (a;r)      
2 (d da X , r ; B (a;r) B (a;r)      
3 (d ' da X , r ; B (a;r) B (a;r)      
  حالات بالا ممكن است رخ دهد. هركدام از rو شعاع  aي بسته به نقطه) 4

  :فرض كنيم كه »  1«گزينه پاسخdy B (a;r) :دراين صورت  

 dy B (a;r) z X d(a,z) r (y X) (d(a, y) r)         

dاكنون چون  '(a, y) d(a, y)  لذاd '(a, y) r :و اين يعني dy B (a;r) z X d '(a,z) r      بنابراينd dB (a;r) B (a;r)  و اين
  يعني گزينه يك درست است.

 

 كدام گزينه در مورد مجموعه :2مثال
nB (x;r)  كهnx  وr   باشد؟ درست مي)n (.را با متر اقليدسي در نظر بگيريد  

  ) اين مجموعه غيرمحدب است.2  تواند محدب و يا نامحدب باشد.مي rبسته به مقدار  )1
 ) اين مجموعه همواره محدب است.4  تواند محدب يا نامحدب باشد.اين مجموعه مي x) بسته به مقدار 3

   :اين مجموعه همواره محدب است، فرض كنيم كه  دهيم كهنشان مي»  4«گزينه پاسخna,b B (x;r)


  در اين صورت 

n n
n(a,b ) (d (a,x) r) (d (b,x) r)    

 
  

بايد نشان دهيم كه اگر   1 :باشد آنگاهna ( )b B (x;r)    1


ndو اين يعني:   ( a ( )b, x) r    1


اقليدسي دانيم كه متر . مي

  از نرم گرفته شده است به بيان ديگر: nموجود بر روي 
  nd (a,b) || b a || 


  

nكه  n|| x || || (x ,..., x ) || x ... x   2 2
1  هاي ذكر شده معادل است با اينكه:. بنابراين شرط1

(|| a x || r) (|| b x || r) || a ( )b x || r


          1 1


 

  به شكل توجه شود:

  
||دانيم كه نرم داراي خاصيت مي t s || || t || || s ||    و|| s || | |.|| s ||    به ازاي هرnt,s  و:است. لذا داريم  

|| a ( )b x || || a ( )b x ( )x || || (a x) ( )(b x) ||                     1 1 1 1  

|| (a x) || || ( )(b x) || | | || a x || | | || b x ||             1 1  






xr

a

b

a (1 )b   

nB (x;r)

  دومهاي تأليفي فصل تست
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و  اما چون  1 اند، لذا داريم:هر دو اعدادي مثبت               || a x || ( ) || b x || r ( )r r            1 1  

nd بنابراين ( a ( )b,x) || a ( )b x || r          1 1


naو اين يعني:   ( )b B (x;r)    1


.  

  اند. قل از مركز و شعاعشان) همواره محدب(مست nهاي باز در فضاي در نتيجه گوي
 

 گزاره بيان شده در كدام گزينه درست است؟ :3مثال  

  است. زيرمجموعه بازي از مجموعه مجموعه) 2  است. زيرمجموعه بازي از مجموعه cمجموعه) 1

 است. زيرمجموعه بازي از مجموعه cمجموعه) 4  است. زيرمجموعه بازي از مجموعه مجموعه) 3

   :ديديم كه» 1«گزينه پاسخ لذا مجموعه در مجموعه باشد و به طور مشابهباز نميc نيز در مجموعه باشـد. حـال بـه    باز نمي
  ).اي از مجموعهباشد (به عنوان زيرمجموعهباز نمي كنيم كه مجموعهپردازيم. ادعا مياعداد صحيح مييعني مجموعه  بررسي مجموعه
rو aفرض كنيم كه  :به شكل زير توجه شود .  

  

B (a;r)

a 1 a r a y a r a 1  
rشكل با فرض    رسم شده است 1

  شامل حداقل يك عدد گنگ است. اي در در فصل اول ديديم كه هر بازه
yچنان موجود است كه yلذا حداقل يك عدد گنگ مانند (a,a r)   يعنيو اينd(a, y) r لذا ،y B (a;r) بنابراين .B (a;r)  توانـد  نمـي

Bباشد (توجه شود كه اگر زيرمجموعه مجموعه (a;r) زيرمجموعه مجموعه گاه بايدباشد آنy كه محال است). بنابراين مجموعه  به عنوان
  باشد. اي باز نميزيرمجموعه اي اززيرمجموعه

  د در فصل اول ديديم كه:باش caفرض كنيم كه دهيم:) را نشان مي1اكنون درستي گزينه (
 

n n a n     1  
  

  دهيم:برديم قرار ميبه كار مي هاي باز دراي كه براي اثبات باز بودن بازهمشابه ايده

   r min d(a,n ),d(a,n) min n a,a n     
1 11 12 2  

cBكنيم كه:در اين صورت ادعا مي (a;r)   

Bطور نباشد بايداگر اين (a;r)    :لذاm m B (a;r)      :پس  

a m r a n a n a m a n m n              

a m r n a n a a m n a m n                1 1 1 1 

nو nعــددي صــحيح بــين دو عــدد صــحيح متــوالي mو ايــن يعنــي 1 دانــيم ايــن غيــرممكن اســت. لــذا فــرض خلــف باطــل بــوده و اســت كــه مــي
cB (a;r)  بنابراين مجموعه .c اي ازبه عنوان زيرمجموعه اي باز است.مجموعه  

ــده راه ــه در آين ــادهالبت ــن مســئله حــل س ــراي اي ــري ب ــه خــواهيم داد راه ت ــازه ارائ ــودن ب ــاز ب ــه از ب ــي ك ــايحل n,n)ه )1 ــه ــه  در مجموع و اينك
c

n

(n,n )


 1


  گيرد.بهره مي  

  

 راست از نامساوي سمت

 از نامساوي سمت چپ

n a n 1

d(a,n) d(a,n 1)
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 باشد؟هاي زير در يك فضاي متريك درست ميچه تعداد از گزاره :4مثال  
aاي نامتناهي ومجموعه A ـاگرالف Aآنگاه diam A di am(A a ) اگر   ـ. بA اي دلخواه و مجموعه diam A di am(A a )   :اـه aآنگ A. 
Aـ اگر ج B   وA,B  :آنگاهdiam(A B) di am(A) diam(B ) ـ اگر . دA اي ناتهي دلخـواهي از فضـاي  زيرمجموعهX   باشـد

diam(A')آنگاه: diam(A).  
1 (  2 (1  3 (2  4 (3  

 باشند و لذا صحيح نيسـتند. بـراي رد گـزاره الـف فـرض كنيـد كـه        هاي بالا داراي مثال نقض ميتمام رابطه» 1«گزينه : پاسخ   A ,  1 و  2
a  diamدر اين صورت  2 (A)  ولي  2   diam(A a ) diam( , )    1 1 1  باشد. براي رد گـزاره  ه درست نميبنابراين رابطه ذكر شد

ب فرض كنيم كه  A , , 1 2  وa 1  در اين صورت diam A diam(A a )  2  ولي مجموعهA      هيچ نقطـه حـدي نـدارد و لـذاa 1 
هاي توان مجموعهباشد. براي رد گزاره ج نيز ميباشد، لذا اين گزاره نيز در حالت كلي درست نمي Aموعه تواند متعلق به مجنمي A    و B  1 

diam(Aرا در نظر گرفت در اين صورت B) 1 ولي diam(A) diam(B)       بنابراين رابطهdiam(A B) diam(A) diam(B)  

Aباشد. براي رد گزاره د نيز مجموعه نيز در حالت كلي برقرار نمي | n
n

   
 

1     را در نظر بگيريد در ايـن صـورت diam(A ') diam( )   

diam(A)ولي 1باشد.ت كلي برقرار نمي، لذا اين رابطه نيز در حال  
  

 هاي زير درست است؟ (يك از گزارهكدام :5مثال(X,d) (.فضاي متري گسسته است  
Aاگر ـالف X  وa A  آنگاهa يك نقطه حدي براي مجموعهA ـ اگر است.بA X  آنگاهA هاي ـ تمام زيرمجموعهنقطه حدي ندارد.جX اند.كامل  
Aاگر دـ X .كامل باشد متناهي است 

 الف و ج )4 ) ج و د3 ) فقط ب2 ) الف و ب1

  :اگر»  2«گزينه پاسخA X وa X باشد ديديم كه XB (A; ) a
1
را بـه   Aباشد كه مجموعهداراي يك همسايگي مي aبنابراين نقطه 2

  كند به بيان ديگر:قطع نمي aطهجز احتمالاً در نق     X(B (a; ) a ) A ( a a ) A A    
1
2    

ندارد. توجـه   Xهيچ نقطه حدي در مجموعه Aاي دلخواه بود بنابراين مجموعهنقطه aباشد. حال چوننمي Aيك نقطه حدي براي مجموعه aبنابراين
يـن  نقـاط تنهـا بـراي ا    Aباشند نيز براي اين مجموعه يك نقطه حدي نيسـتند و لـذا تمـام نقـاط مجموعـه     مي Aشود كه حتي نقاطي كه عضو مجموعه

  اند. بنابراين گزاره الف نادرست و گزاره ب درست است. مجموعه
Aدر مورد گزاره ج و د ديديم كه اگر  X باشد، مجموعهA كه براي كامل بودن يك مجموعه مانندنقطه حدي ندارد. در صورتيA   تمام نقاط آن بايد

  هاي ج و د نيز نادرست است.ي كاملي وجود ندارد. پس گزارهحدي باشد لذا در فضاي متري گسسته هيچ زيرمجموعه
  

 هاي ذكر شده درست است؟يك از گزارهكدام :6مثال  
فشـرده نباشـد، يـك     Aمجموعـه اگـر  ـ برا بپوشاند. Aدارد كه مجموعهفشرده نباشد، هر پوشش باز آن هيچ زيرپوشش متناهي ن Aاگر مجموعهـ الف

موجود است كه فشرده باشد، يك پوشش باز از آن چنان  Aاگر مجموعه ـجپوشش باز از آن چنان موجود است كه اين پوشش هيچ زيرپوشش متناهي ندارد.
  فشرده باشد، هر پوشش باز از آن داراي يك زيرپوشش متناهي است. Aاگر مجموعه متناهي است. دـ Aهر زيرپوشش از اين پوشش براي مجموعه

  ) الف و ج4  ) د و ج3  ) ب و د2  ) الف و ب1

  :به زبان رياضي به صورت زير نوشت:توان همان تعريف مجموعه فشرده است. اين تعريف را ميگزاره د » 2«گزينه پاسخ  
فشرده است.  A X F  A است)  F يك پوشش باز براي مجموعه ) ; E F   متناهي بوده)    E ) (A E)   

  گزاره معادلي نوشت: A توان براي فشرده نبودن مجموعهبه كمك اين تعريف مي
فشرده نيست.  A X F   A است)  F يك پوشش باز براي مجموعه ) ; E F ;  متناهي باشد E  A E   

باشد اگر و تنها اگر پوشش بـازي از آن چنـان موجـود باشـد كـه هـيچ زيرپوششـي متنـاهي از آن نتوانـد          فشرده نمي Aبه بيان ديگر مجموعه 
  را بپوشاند. Aجموعه م
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 است؟ نادرستكدام گزينه  :7مثال 

 هاي يك مجموعه كلاً كراندار، كلاً كراندارند.) زيرمجموعه1

 اي وجود دارند كه كلاً كراندار نيستند.هاي فشرده) مجموعه3

 هاي بسته از يك فضاي متري فشرده، كلاً كراندارند.) زيرمجموعه2

 كلاً كراندار است. در مجموعه  [a,b]) بازه 4

  :فرض كنيم كه  1باشند، لذا اين گزينه نادرست است. در مورد گزينه هاي فشرده، كلاً كراندار مياثبات كرديم كه مجموعه» 3«گزينه پاسخ
B A X  وA دهيم كه مجموعه اي كلاً كراندار باشد نشان ميمجموعهB گونه است، فرض كنيم كه نيز اين    داده شده باشد، طبق فرض

  داريم:  Aكلاً كرانداري مجموعه 
n

n X i
i

x ,x ,..., x A A B x


     1 2
1
  

  به شكل زير توجه كنيد:

  
نيز زيرمجموعه Bبنابراين مجموعه 

n

i
i

B(x ; )



1
  و اين يعنيB اي كراندار كلي است. مجموعه  

 

 به طور مستقيم، درستي قضيه بولتزانو ـ وايراشتراس را در فضاي  :8لمثا .تحقيق كنيد  

   :اين است: هر زيرمجموعه نامتناهي و كراندار در فضاي "ـ وايراشتراسبولتزانو"دانيم كه صورت قضيه ميپاسخn  داراي حداقل يك نقطه حدي در
  تحقيق كنيم.   خواهيم درستي اين قضيه را براي مجموعه اعداد حقيقي، يعني مجموعهاين فضا است. مي

چنان موجـود اسـت    [a,b]دار است، لذا طبق تعريف كرانداري بازهكران Kباشد، چون  اي نامتناهي و كراندار اززيرمجموعه Kفرض كنيم كه مجموعه 

Kكه  [a,b]هايكنيم، اگر بازهور را به دو بازه افراز مي. بازه مذكa b
[a, ]


aو 2 b

[ ,b]

باشـد   Kهر دو شامل تعداد متناهي از اعضـاي مجموعـه    2

ناميم. مي I1است، آن را  K هاي مذكور شامل نامتناهي از اعضاي مجموعهنيز بايد متناهي گردد، كه تناقض است. پس حداقل يكي از بازه Kپس مجموعه 
  كنيم.  را انتخاب مي I2را نصف كرده و بازه I1با استدلالي مشابه بازه

nبا اين روند دنباله n{I }1 ايم:هاي زير ساختهرا با شرط  

nـ 1 nI I 1     2 ـn n

b a
x, y I ; d(x, y)


  

2
nپس n

b a
diam(I )




2
  اي فشرده است.مجموعه nIـ هر مجموعه 3   

nهاي تودرتو بازه طبق قضيه
n

I


1
ناتهي بوده بنابراينn

n

x ; x I



  

1
 نيم كه نقطه ك. ادعا ميx   يك نقطه حدي براي مجموعـهK    اسـت. بـراي

اثبات اين ادعا فرض كنيم      داده شده باشد، عدد طبيعـيn          كنـيم كـه   را طبـق خاصـيت ارشميدسـي مجموعـه اعـداد حقيقـي چنـان انتخـاب مـي

n

b a
 

2
nyبا شرط  را y. عضو  I K كنيم، در اين صورت چون انتخاب ميnx I  لذا

n

b a
d(x, y)


  

2
 x، پس هر همسايگي از نقطه 

  است. بنابراين قضيه اثبات شد. نقطه حدييك  Kبراي مجموعه  xرا دارد در نتيجه نقطه  Kاي از مجموعه نقطه

 








 





A

B

(X,d)
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 آزمون فصل دوم  
  

 1 ـ فرض كنيد كه(X,d)  يك فضاي متري وA X  باشد، كدام گزينه در مورد مرز مجموعهA  باشد؟درست مي  
1 (cA (A )   2 (cA A (A )  

A) 4 هم باز است و هم بسته. Xدر  Aمجموعه ) مرز 3 A A   

 2 طبيعي مجموعه اعداد ـ  را با مترx y
d(x,y)

x y




 1   صورت: درنظر بگيريد در اين 2

1 (B ( ; ) ( , )
1 1 31 4 2 2 2 (B ( ; ) { }

11 14 3 (B ( ; ) ( , )
1 3 51 4 4 4 4(B ( ; ) 

11 4  

 3هاي همبند يك فضاي متري درست است؟كدام گزينه در مورد زيرمجموعه ـ  
 بند است.بند، هم) درون يك مجموعه هم2 بند است.بند، هم) مرز يك مجموعه هم1

 رد.بند بودن، مستقل از زيرفضايي است كه مجموعه در آن قرار دا) هم4 اند.هايي كامل، مجموعهبند در هاي هم) مجموعه3

 4 كدام گزينه در مورد زيرفضاي يك فضاي متري برقرار است؟ـ  
 اند.بند هر فضايي نامتناهيهاي همعه) زيرمجمو2 باشند.بند مياي وجود دارند كه كلاً ناهمهاي فشرده) زيرمجموعه1

 اند.فشردهبند هر فضايي هاي هم) زيرمجموعه4 باشند.بند ميهاي فشرده هر فضايي هم) زيرمجموعه3

 5 كدام گزينه غلط است؟ ـA,B X  وX  است. يك فضاي متري  
1 ((B A) B A    2 (A B A B  3 ((B A) A B    4 (A B A B  

 6 اگر ـn n{F }1هاي فضاي متري اي از زيرمجموعهدنباله(X,d)  باشند كهn nF F 1 :در اين صورت  

1 (n
n

F



 

1
 2(n

n

x X F {x}



  

1
 

nF) 4 تهي گردد. nF) ممكن است اشتراك 3    اگر و تنها اگرnF.ها بسته باشند 

 7 اگر  ـA X در فضايX گال باشد آنگاه كدام گزينه در مورد مجموعه چA است؟ غلط  
 چگال است. Xدر هر زيرمجموعه باز ناتهي از  A) مجموعه 2  برابر است. Xبا عدد اصلي  A) عدد اصلي مجموعه 1

 مجزاست. Aتنها مجموعه بازي است كه از مجموعه  )  4  كند.را قطع مي Xمجموعه باز ناتهي هر زير A) مجموعه 3

 8 گر ا ـd  يك متر بر روي فضايX  باشد آنگاه كدام گزينه يك متر كراندار بر رويX گردد؟مي  

1(
d(x, y)

xبه شرط 1 y  و اگرx y 2  .فاصله صفر باشد (d(x, y) 

3 (d (x , y)2 4 (d(x, y)

nd(x, y)1 كهn  

 9 كدام گزينه در مورد مجموعه كانتور غلط است؟ـ  
 ) كامل ولي كلاً ناهمبند است.2 ) ناشمارا ولي كراندار است.1

 ) بسته ولي درون آن تهي است.4 ها در هر مرحله است.فقط شامل نقاط انتهايي بازه) 3

 10 دانيم كه براي ميـA X قطر مجموعهA گردد.مقابل تعريف مي به صورتdiamA sup{d(x,y) x,y A} :در اين صورت  
1 (A diamA    2(A diamA  .متناهي است 

3 (A diamA  .اگر 4 ناشمارا نامتناهي است (x A  آنگاهdiam(A {x}) diamA  

 



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  11  مباني آناليز رياضي

 11 ــــ فاصـــله نقطـــهx X  از زيرمجموعـــهA X را در يـــك فضـــاي متـــري(X,d) كنـــيم: بـــه ايـــن صـــورت تعريـــف مـــي
d(x, A) inf{d(x,a) a A} در اين صورت كدام گزينه غلط است؟  

1(d(x,A) x A   2 (cx (A ) d(x,A)    

3 (d(x,A) x A   4 (A B X d(x,A) d(x,B)    

 12 مجموعه فشرده مجموعه در مورد يك زيرـA  از فضاي متريX درست است؟ كدام گزينه  
1 (A 2 نباشد. الزاماً كراندار است ولي كلاً كراندار ممكن است (A بند باشد.تواند كلاً ناهمنمي 

3 (A 4 پذير است.جدايي (A .متناهي يا ناشمارا نامتناهي است 

 13 كدام گزينه در مجموعهـ2 باشد؟ هيچ جاچگال نمي  

1 (  2(  3({ n }
n

 21
 4 (  

 14 مقاديري از به ازاي چه ـa ناتهي  تابع مقابل بر روي فضايX  متر است؟   x y
d(x, y)

a x y


 

               

d : X X [ , )    

1(a   2 (a a     3 (a a    1 4(a a  1 

 15 اگر ـn n{A }1هاي چگال فضاي متري اي از زيرمجموعهدنباله(X,d)توان گفت؟(هر ها چه ميباشد در اين صورت در مورد اشتراك آنnA  در
X (.چگال است  

nها باز باشدnA) اگر يكي از 1
n

A


1
  درX .همواره 2  چگال است (n

n

A


1
 درX .چگال است 

n) اگر 3
n

A


1
  ناتهي باشد درX اگر همه4  ست.ا چگال (nA درX  باز باشندn

n

A


1
 نيز درX .چگال است 

 16 توان دنباله براي كدام دنباله ميـn n n . . .  1 2 از اعداد طبيعي را يافت به طوري كه 3
in

i

lima


  موجود باشد؟ 

1 (na nsin( )
n


1

 2(na n sin(n) 3(na sin(n)
n


1

 4 (na n sin( )
n

 2
1

 

 17 اگر  ـA X درX  كامل باشد آنگاه كدام گزينه در مورد مجموعهA غلط است؟  
A) اگر 1     A اگر 2 چ عدد گويايي نباشد.تواند شامل هيمي (A   وnX    آنگاهA .ناشمارا است 

3 (A  4 تواند باشد.بند نميناهمبند باشد ولي كلاً تواند ناهممي (A .نقطه تنها ندارد 

 18 كدام گزينه در يك فضاي متريك دلخواه در حالت كلي معادل فشردگي است؟ براي يك ـA X ، A . . . فشرده است اگر و تنها اگر  
1 (A .نامتناهي از  ) هر زيرمجموعه2 بسته و كراندار باشدA داراي نقطه حدي در مجموعهA .است 

3( A ً4 كراندار باشد. كلا (A بند و كامل باشد.هم 

 19 باشد:با تغيير متر يك فضا كدام گزينه صحيح نميـ 

 كراندار تبديل كرد. كران را به مجموعهتوان زيرمجموعه بي) مي2  كرد.اي فشرده تبديل اي را به مجموعهتوان زير مجموعه نافشرده) مي1

 توان عدد اصلي مجموعه را تغيير داد.) مي4  بند تبديل كرد.بندي را به فضايي ناهمتوان فضاي هم) مي3

 20 اگر  ـn n{A }1 هاي فضاي مترياي از زيرمجموعهدنبالهA X  باشند كهn nA A 1  وn
n

lim diam(A )


 د آنگاه اگر به ازاي هر عد

n nAطبيعي    داريم(منظور از اينكه خانواده باشدn{A   بسته (فشرده) است): nAبسته (يا فشرده) است اين است كه هر مجموعه  {

1 (n
n

A


1
 .اگر 2 حتماً تهي است (n{A nبسته باشد، آنگاه {

n

A


1
 .ناتهي است 

n{A) اگر 3 nفشرده باشند  {
n

A


1
 ها درست است.) بسته به شرايط تمام گزينه4 قطه است.فقط شامل يك ن 
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  سومفصل 

  » دنباله و سري «

  

 فرض كنيد كه :1مثال(X,d) يك فضاي متري وn{x nاي از اعضاي آن باشد كه: دنباله {
n
lim x x


  در اين صورت كدام گزاره زير معادل همگرايي

  است؟ xاين دنباله به نقطه
n{xشامل نامتناهي نقطه از دنباله xهر همسايگي از نقطه  ـالف n{xشامل تمام اعضاي دنباله  xهر همسايگي از نقطه  ـاست.ب { به غيـر از تعـداد    {

  باشد.متناهي جمله از آن مي
  كدامهيچ) 4  هر دو گزاره) 3  فقط گزاره ب) 2  فقط گزاره الف) 1
   :اي اش، گـزاره م ظـاهر بسـيار فريبنـده   رغ ـدهيم كه گزاره الف، علـي درستي گزاره ب را در قضيه قبل نشان داديم. اكنون نشان مي» 2«گزينه پاسخ

n{aنادرست است. دنباله  n                       با ضابطه مقابل را در نظر بگيريد:  {

n
na

n
n


 
 


1

11

Z»p

jo 
  

,اول اين دنباله به اين صورت است: چند جمله , , , ,...
1 4 1 6 1
2 3 4 5 نقطه صفر شامل نامتناهي جمله از اين دنباله است، ولـي   . توجه شود كه هر همسايگي از6

n
n
lima


  باشد.باشد (زيرا اساساً اين حد وجود ندارد). بنابراين گزاره الف درست نميبرابر صفر نمي 

  

 كدام گزينه درست است؟ :2مثال ) na و nbو دنباله حقيقي مقدار هستند.)د  
nاگر از جايي به بعد) 1 na b  آنگاه همگرايي سريnb همگرايي سريna دهد.را نتيجه مي  
nاگر از جايي به بعد) 2 na b  آنگاه واگرايي سريnb واگرايي سريnb دهد.را نتيجه مي  
nاگر از جايي به بعد) 3 na b و دنباله na مثبت باشد آنگاه همگرايي سريnb همگرايي سريna دهد.نتيجه مي را  
nاگر از جايي به بعد) 4 na b و دنباله nb مثبت باشد آنگاه همگرايي سريnb همگرايي سريna دهد.را نتيجه مي  
   :از آنجا كه دنباله»  3«گزينه پاسخ na اي با جملات مثبت است، لذادنبالهn na a  بنابراين شرطn na b دهد كهنتيجه ميn na b پس ،
هاي دنباله na  و nb آزمون مقايسه صدق كرده و همگرايي سري در تمام شرايط قضيهnb همگرايي سريna دهد.را نتيجه مي  

nb) قرار دهيد1براي رد گزينه (   وna n  به ازاي هرn وارهدر اين صورت همn na b و سريnb  همگرا است، ولي سـريna 
na) دنباله4واگرا است. براي رد گزينه (

n
 

nbو 1
n

 2
nهمگرا بوده و همواره nbگيريم، در اين صورت سريرا در نظر مي 1 na b  ولي سري

na .واگرا است  
  

 عبارت بيان شده در كدام گزينه درست است؟ :3مثال 

 نظر كند.اظهار تواندهاي ريمان نميسري pام در موردn) آزمون ريشه1

 نظر كند.تواند اظهارهاي تواني نميسري ام در موردn) آزمون ريشه2

ام همگرايي اين سري n) آزمون ريشه3
n

n


3
 دهد.را نتيجه نمي 

 ها درست است.) تمام گزينه4

   :در مورد سري» 1«گزينه پاسخ
pn

 p  بريم:ام را به كار ميnآزمون ريشه 1 pnn n
p pn n

r limsup lim ( lim )
nn n 

    
1 1 1 1 1 

nتواند نظر بدهد. اما در مورد سري هندسي ام درمورد اين سري نميnبنابراين آزمون ريشه

n

a






nnr    داريم:   limsup a limsup a a   

  سومهاي تأليفي فصل تست
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rلذا a و اگرr a 1 غلط  2هاي هندسي به دست آورديم. بنابراين گزينه اي است كه از قبل در مورد سرياين سري همگرا است و اين نتيجه

  گزينه سوم دقت شود كه: است. در مورد
n

n
n nn

n n n
r limsup lim


      1 13 33 3

 

  ) نادرست است.3پس گزينه (
  

 است؟ نادرستكدام گزينه  :4مثال 

) اگر1
n

n
( )

a
n




1
2

nدر اين صورت سري 1
|n

a
2

 همگراي مطلق است. 

) اگر2
n

n
( )

a
n




nدر اين صورت سري 11
|n

a
2

 واگرا است. 

naاگر) 3
n

 2
nهاي زوج و nبراي 1 n

a



1

2
 همگراي مطلق است. naهاي فرد، آنگاه سريnبراي 

) سري4
|n n

2

 همگرا است. 1

   :گفتيم كه اگر سري»  4«گزينه پاسخna   هـاي همگراي مشروط باشد، آنگـاه سـريnp  وnq     هـر دو واگراانـد و اگـر سـريna 
n) سري به طور مطلق همگرا است، لذا سري1همگرااند. در گزينه ( nqو npهايهمگراي مطلق باشد، آنگاه سري n

|n

q a  
2

همگرا است  

nاند، پس سريعلامت و چون جملات اين سري همه هم
|n

a
2

چـون سـري  » 2«ابه در گزينـه  همگراي مطلق است. به طور مش ـ 
n( )

n


همگـراي   11

nمشروط است، لذا سري n
|n

q a  
2

  واگرا است.  

na  به صورت مقابل است: na) توجه شود كه سري3در مورد گزينه (         1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 36  

npبايد هر دو سرياگر اين سري همگراي مشروط باشد، 
n

  2
nو  1 n

q   1
2

  مطلق است.   يواگرا باشند كه اينگونه نيست. بنابراين اين سري همگرا 

واگرا  داريم:» 4«اما در مورد گزينه 
|n k kn k k

 

 
    

2 1 1

1 1 1 1
2 2  

بنابراين سري
|n n

2

  باشد.همگرا نمي 1

  

 هايكدام گزينه در مورد سري :5مثال
n( )

n


 1

و 1
n( )

n




 1

1
 درست است؟ 

 اند و حاصلضرب كوشي سري دوم در خودش همگرا است.) هر دو سري همگراي مطلق1

 اند و حاصلضرب كوشي سري دوم در خودش همگرا است.) هر دو سري همگراي مشروط2

 اند و حاصلضرب كوشي سري اول در خودش همگرا است.ي همگراي مشروط) هر دو سر3

 اند و حاصلضرب كوشي سري اول در خودش همگرا است.) هر دو سري همگراي مطلق4

   :هايدانيم كه سريمي»  3«گزينه پاسخ
n

 pو 1
n

 تر مسـاوي عـدد يـك اسـت واگراانـد.      ها كوچكبراي آن pـ سري بوده و چون مقدار 1

بنابراين همگرايي دو سري
n( )

n


 1

و 1
n( )

n




 1
1

ها ديديم كه حاصلضـرب كوشـي سـري   همگرايي مشروط است. در تمرين 
n( )

n




 1
1

در خـودش   

كوشي سري واگرا و حاصلضرب
n( )

n


 1

  ) درست است.3لذا گزينه ( در خودش همگرا است (البته همگراي مشروط) 1
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آزمون فصل سوم   
  

 1 هاي آن درست نيست؟ كدام گزينه در مورد ارتباط يك دنباله با زيردنباله ـ  
  ه باشد. ي همگرا نداشتدنبالهاي وجود دارد كه هيچ زيردنباله )1
  كند. (دنباله حقيقي)  ميل مي يا  دنباله است كه به كران داراي يك زيرهر دنباله بي )2
  دنباله از آن واگرا است. اي واگرا باشد، هر زيرر دنباله) اگ3
  ست. دنباله همگرا دارد، همگرا ا) دنباله كوشي كه يك زير4

 2 ي حقيقياگر براي دنباله ـn{a } ،nlim infa    :گردد در اين صورت  
1 (n

n
lim a


   

ي دنباله) زير2 kna  از اين دنباله چنان موجود است كه
kn

k

lima


   

  دنباله همگرايي ندارد. هيچ زير) دنباله 3
4 (nlimsupa    

 3 توان گفت؟در مورد تجديد آرايش يك دنباله چه مي ـ  

  اي واگرا تبديل كرد. ي همگرايي را به دنبالهتوان با تجديد آرايش، دنباله) مي1
  بديل كرد. ي واگرايي را به دنباله همگرا تتوان با تجديد آرايش، دنباله) مي2
  ها است. ارزي بر روي مجموعه همه دنبالهتجديد آرايش هم بودن يك رابطه هم) 3
  كران تبديل كرد. ي كرانداري را به دنباله بيتوان با تجديد آرايش، دنباله) مي4

 4 ي حد دنباله ـ
n

n

(n!)

 
  
 
 
  

  كدام است؟ 1

1 (e1  2 (  3 (e  4 (  

 5 فرض كنيد كه  ـ nx  و ny  دو دنباله در فضاي متري(X,d)  .باشند nz هاي اين صورت از دنباله را به nx  و ny سـازيم كـه   مي
n nz x2   وn nz y 2   در  اين صورت كدام گزينه درست است؟  1
1 ( nz  همگرا است اگر و تنها اگر nx  و ny  .همگرا باشند  
) اگر 2 nz  همگرا باشد nx  و ny ولي ممكن است حدهاي متفاوتي داشته باشند.  ،اندهمگرا  
3 ( nx  و ny آنگاه  ،همگرا باشند nz .همگرا است  
) اگر 4 nx  و ny نقطه هر دو به x دنباله آنگاه  ،همگرا باشند nz نقطه نيز به x  .همگرا است  

 6 اي هاگر سري ـna  وnb باشد؟ هر دو همگرا باشند، آنگاه كدام سري الزاماً همگرا نميn(a )   
1(n na a  1    2 (n na b به شرط )nb  (  
3 (na 2  4 (nb 2  

 7كدام گزينه يك سري همگرا است؟  ـ  

1 (
n

n!

n
  2 (

n

n

(n )
 1

  3 (
n

n! 2
  4 (

nn

n!
  

 8 مقاديري از به ازاي چه ـx گرا است؟ مقابل هم سري  
n n

n

x

( x)
 2

1
  

1 (( , ]
1 13  2 ([ , ]

1 13  3 ([ , )
1 13  4 (( , )

1 13  
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 9 در مورد سري  ـ
n 

 2
1

1
  تواند اظهار نظر كند؟كدام آزمون نمي 

  ) آزمون مقايسه حدي4  ) آزمون مقايسه  3  ) آزمون نسبت (دالامبر)2  نتگرال  ) آزمون ا1

 10 هاي همگرايي كدام گزينه درست است؟ در مورد آزمونـ  
  دهد. ) اگر آزمون ريشه همگرايي سري را نتيجه دهد، آزمون نسبت نيز همگرايي را نتيجه مي1
  دهد. ون ريشه نيز همگرايي را نتيجه مي) اگر آزمون نسبت همگرايي سري را نتيجه دهد، آزم2
n) در آزمون تراكم كوشي، همگرايي 3

n a   باشد. دهد ولي عكس آن الزاماً برقرار نميرا نتيجه مي naهمگرايي  22

nهمگرايي  na) در آزمون تراكم كوشي، همگرايي 4
na   باشد. دهد ولي عكس آن  الزاماً برقرار نميرا نتيجه مي 22

 11 باشد؟ كدام گزينه در مورد فضاهاي تام درست نمي ـ  
  مجموعه بسته از يك فضاي تام، تام است. ) هر زير1
  ) هر فضايي قابل نشاندن در يك فضاي تام است. 2
  اي همگرا در فضاي تام است. بالهدن) هر دنباله كوشي داراي زير3
  ) هر فضاي تامي كراندار است. 4

 12 اگر ـp q  باشد آنگاه كدام گزينه درست است؟  

n) همگرايي سري 1
q

a

n
  همگرايي سريn

p

a

n
 دهد.را نتيجه مي  

n) همگرايي سري 2
p

a

n
  همگرايي سريn

q

a

n
 دهد.را نتيجه مي  

  دهد. ها همگرايي ديگري را نتيجه نمي) همگراي هيچ كدام از سري3
na) اگر 4    درست است.  1باشد آنگاه گزينه  

 13 فـرض كنيـد كـه    ـ nx اي در فضـاي متـري   لـه دنبا(X,d)     ي همگرايـي نيسـت. در ايـن صـورت اگـر      باشـد كـه داراي هـيچ زيردنبالـه
 nA X x | n    :آنگاه  

1 (A  .2  باز است (A  .3  كراندار است (A  .4  بسته است (A هم  
  بند است. 

 14 است؟ در مورد آزمون مقايسه كدام گزينه درست ـ  
n n) اگر به ازاي هر 1 n|a | | c |,  آنگاه همگراييnc  همگرايي سريna كند. را ايجاب مي  
n ،n) اگر به ازاي هر 2 na c نگاه همگرايي آnc  همگرايي سريna كند.  را ايجاب مي  
n ،n) اگر به ازاي هر 3 na |c | و ،n

n
lim a


   آنگاه همگراييnc  همگراييna كند. را ايجاب مي  

n ،n) اگر به ازاي هر 4 n|a | c   آنگاه همگراييnc سري همگرايي na كند. را ايجاب مي  

 15 كدام گزينه درست است؟(ـ nxاي حقيقي) دنباله  
nlimsup) اگر 1 x   آنگاهnsup{x | n }  نيز برابر  .است  
nsup{x) اگر 2 | n }    آنگاهnlimsup x  نيز برابر  .است  
) اگر 3 nx  صعودي باشد، آنگاهn nlimsup x sup{x | n } .  
) اگر 4 nx  نزولي باشد، آنگاهn nlimsup x sup{x | n } .  

 16 اگر ـn n( ) ( )
na [( ) ] [( ) ]

  
11 13 3

2   در اين صورت:  5

1 (n nlimsupa , liminfa  2  
   2 (n nlimsupa , liminfa  2  

3 (n
n
lima


 2  4 (n nlimsupa , liminfa  2  
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 17 فرض كنيد كهـ na اي حقيقي و مثبت ودنباله ns هاي جزئي سريدنباله مجموعna سري باشد. اگرna  :واگرا باشد در اين صورت  

n) سري 1

n

a

s
 n) سري 2  واگرا است.  2 na s .همگرا است  

n) سري 3

n

a

s
   ) بسته به شرايط هر كدام ممكن است رخ دهد. 4  همگرا است.  2

 18 نه نادرست است؟ كدام گزيـ  

) تجديد آرايش از سري 1
n( )

n

   همگراست.  هاي جزئي آن به موجود است كه دنباله مجموع 1

) هر تجديد آرايشي از سري 2
/n

 2 1
  همگراست.   1

) تجديد آرايشي از سري 3
n

 2
  همگراست.  موجود است كه به  1

) هر تجديد آرايشي از سري 4
n

n
2

2
  همگراست.   

 19 در مورد ضرب كوشي دو سري كدام گزينه درست است؟ ـ  
  ها نيز همگرا است.   ند، ضرب كوشي آنهمگرا باش nbسريو  na) اگر سري 1
  ) اگر يكي  از دو سري همگراي مطلق و ديگري همگرا باشد ضرب كوشي دو سري همگراست.  2
  هاست.  هاي جزئي آنضرب كوشي دو سري كرانداري مجموع) شرط لازم براي همگرايي حاصل3

) ضرب كوشي سري 4
n( )

n




 1
1

  در خودش همگراست.  

 20 هاي فشرده درست است؟ كدام گزينه در مورد مجموعهـ  
  اي، فشرده پوششي است.  ) هر مجموعه فشرده دنباله1
  بند است. اي همي فشرده) هر مجموعه2
  اند. ههاي تام، فشرد) مجموعه3
  اند. اي و فشرده پوششي يكسانهاي فشرده دنباله) در فضاهاي متريك مجموعه4
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  چهارمفصل 

  » حد و پيوستگي «

  

 قضيه بولتزانو را به طور مستقيم اثبات كنيد. :1مثال  

 :فرض كنيم كه  پاسخf :[a,b]  تابعي پيوسته وf (a)f (b)  . خواهيم نشان دهيم كه تابع ميf  شـود حداقل يكبار در اين بازه صفر مـي .
fتوان فرض كرد كه بدون از دست دادن كليت مي (a)  . ي مجموعهA  را به صورتA {x [a,b] | f (x) }    كنيم. چـون  تعريف ميa A، 

Aلذا    و چونx A ; x b  . ي مجموعه لذاA يمجموعه ندار است. بنابراين بنا به اصل كمال دركرا، supA    موجود است. فـرض كنـيم
cكه supA  اگرf (c)  .، هاي اين فصل طبق تمرينx (c ,c ) ; f (x)            

cاگر  y c    ، آنگاهf (y)    و اين تناقض با فرضsup  بودنc  دارد لذاf (c)   .است  
fاگر  (c)   ،در اين صورت با استدلالي مشابه:  باشدx (c ,c ) f (x)          .    بنـابراين اگـرc z c      باشـد آنگـاه

f (z)    و اين يعنيx A : x z  .  پسz  يك كران بالا براي مجموعهA  است كهz c كـه  شـود كه تناقض است. از دو استدلال بالا نتيجه مي 
f (c)  يك  . بنابراين به ازاي حداقلc [a,b] داريم: f (c)  .  

 

 روي دايـره عظيمـه   بـر  فرض كنيد كه درجه حرارت در سطح زمين تابعي پيوسته باشد، نشان دهيد كـه   :2مثال
  ها يكسان است.ي زمين دو نقطه متقاطر وجود دارند كه دماهاي آنكره
  :توان به صورت يكتا به كمك يك زاويه مشخص كرد.يره عظيمه زمين را ميهر نقطه بر روي داپاسخ  

,x)تاييتابعي باشد كه به هر سه Tبنابراين اگر y,z)     بر روي سـطح زمـين دمـاي آن را
دانست (زيرا بر روي  توان بر روي دايره عظيمه آن را تابعي فقط از متغيرنسبت دهد، مي

zدايره عظيمه   وx cos  وy sin  :است) يعني  
  T(x, y, ) T(cos ,sin , ) T( )       

]تابعي است از مجموعه Tاكنون , ]2 به فضاي  زيرا به هر)دهد.) با اين خاصيت كهيي يك عدد حقيقي نسبت ميT( ) T( ) 2  صورت سوال .
]يعني نشان دهيم كه: , ] T( ) T( )       2 ),   (متقاطراند  

f  را به صورت مقابل نوشت: fتوان تابع مي Tبه كمك تابع :[ , ]

f (x) T(x) T(x )

  
    

2   

]تابعي پيوسته بر بازه  fبه وضوح تابع , ] 2 است، اگرT( ) T( )   :باشد كه مساله حل است، در غير اين صورت  
  f ( )f ( ) (T( ) T( ))(T( ) T( )) (T( ) T( ))(T( ) T( ))             2 2     

  اكنون طبق قضيه بولتزانو:
  [ , ] f ( )     2   

  و اين يعني: 
  f ( ) T( ) T( ) T( ) T( )               

  خواستيم.  و اين همان چيزي است كه مي
  
  

  

 چهارمهاي تأليفي فصل تست

 

z

x






 دايره عظيمه زمين
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 تابع   :3مثال f : ( , ) 1 داراي اين ويژگي است كه



x

x
f (x) f ( )

lim
x


2 و 




x

limf(x)


  نشان دهيد كه



x

f (x)
lim( )

x
.  

 :فرض كنيم كه پاسخ   داده شده باشد. در اين صورت   :چنان موجود است كه  
x

f (x) f ( )
x x | |

x



     2  

x   بنابراين: 
x | f (x) f ( ) | x      2  

xاگر   وn  آنگاه
n

x
  

2
     :پس داريمx x x x x x

| f (x) f ( ) | | f (x) f ( ) | | f (x) f ( ) | | f ( ) f ( ) | x          2 24 2 2 22 2
  

x x x x x x
| f (x) f ( ) | | f (x) f ( ) | | f ( ) f ( ) | x

 
        3 2 2 3 222 2 2 2 2

  

    توان نتيجه گرفت كه: بنابراين با استقرايي ساده مي

        
n n n

x x x
| f (x) f ( ) | (x ... ) x( ... )


          1

1 112 22 2 2
  

كنون طبق دستورا
k

k




 1 1

2
  و صعودي بودن جملات سري داريم: 

  
n n

x x x
| f (x) f ( ) | (x ... ) x x


         1 22 2

  

نهايت داريمبه سمت بي nبا ميل دادن 
n

x
f ( ) f ( )


12

 لذا ،| f (x) | x  و اين يعني
x

f (x)
lim

x



.  
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  آزمون فصل چهارم

 1 فرض كنيد ـf : (a,b]  تابعي نزولي باشد. اگرf (a) موجود باشد، آنگاه كدام گزينه درست است؟  
1 (f ((a,b]) [f (a),f (b)]  2  (f ((a,b]) [f (b),f (a)]  3 (f ((a,b]) [f (a),f (b))  4 (f ((a,b]) [f (a),f (b))  
 2 كدام گزينه درست است؟ـ  

  ي يكنواخت است.) هر تابع پيوسته و صعودي پيوسته1
  ) هر تابع صعودي اكيد يك به يك است.3

  ) هر تابع صعودي يك به يك است.2
  ) هر تابع پيوسته و صعودي يك به يك است.4

 3 اي بسته نيست: (كدام گزينه  مجموعهـ،f  وg يتوابعي پيوسته بر مجموعه مقداراند.)و حقيقي  
1 ({x | f (x) }    2 ({x | f (x) }    3 ({n | f (x) x}   4 ({x | f (x) g(x)}   
 4 كدام گزينه نادرست است؟ تابع ـf گاهناميم هر را ليپ شيتز ميMe چنان موجود باشد كه به ازاي هرfx,y D :داشته باشيم  

  | f (x) f (y) | M | x y |    
  شيتز است.) هر تابع محدب، ليپ4  شيتز، محدب است.) هر تابع ليپ3  شيتز، پيوسته است.) هر تابع ليپ2  ) هر تابع محدب پيوسته است.1
 5 كدام تابع ناپيوسته است؟ـ  

1 21

 f :[ 1,1] {2} 

1 21

f :[ 1,2] 

1 21

f :[ 1, 2] {1}  

1 21

 f :[ 1,1] {2}   
)1(  )2(  )3(  )4(  

 6 در مورد ناپيوستگي كدام گزينه نادرست است؟ـ  
  ) هر تابع حداكثر در شمارا نقطه، ناپيوستگي نوع اول دارد.1
  ) ناپيوستگي توابع يكنوا، از نوع اول است.3

  واند ناشمارا باشد.تي نقاط ناپيوستگي نوع دوم مي) مجموعه2
  ) ناپيوستگي توابع يكنوا، از نوع دوم است.4

 7 فرض كنيد كه ـf : (a,b)   وnx , ..., x (a,b)1برقرار است؟ ي روبرو. در چه صورت رابطه  nc (a,b) f (c) (f (x ) ... f (x ))
n

     1
1  

  ) هيچ شرطي وجود ندارد كه براي هر تابعي برقرار باشد.1
  پيوسته و يكنوا باشد. f) تابع 3

  پيوسته باشد. f) تابع 2
  يكنوا و بازه بسته باشد. f) تابع 4

 8 فرض كنيد كه ـc (a,b) , f : (a,b)    و






h

h

I lim | f (c h) f (c) |

II lim | f (c h) f (c h) |




   

     

  . در اين صورت:

1 (II I  3 (I II  2 (I II  4.براي هر طرف مثال نقض وجود دارد (  

 9 كدام تابع بر ـ[a, ) :پوشا است  
1 (f  صعودي اكيد وImf   
3 (f  صعودي اكيدImf { }   

2 (f  پيوسته وImf { }   
4 (f  پيوسته وImf    

 10 كدام گزينه درست است؟ـ  
  ي يكنواخت، حافظ كرانداري است.) هر تابع پيوسته2  ي يكنواخت است.) هر تابع پيوسته و كراندار، پيوسته1
 ي يكنواخت است.) هر تابع پيوسته و حافظ كرانداري، پيوسته4  ) هر تابع پيوسته، يكنواخت و كراندار است.3

 11 اگر ـf : (a,b)   پيوسته باشد، آنگاه كدام گزينه شرط كافي براي پيوسته يكنواخت بودن تابعf :است  
  ) حدهاي يك طرفه در نقاط انتهايي موجود باشند.2  كراندار باشد. (a,b)بازه بر fتابع  )1
fمجموعهبر هر زير مجموعه فشرده از  fتابع  )4  نگردد. يا ) حدهاي يك طرفه برابر3 (a,b) .كراندار باشد 
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 12 اگر ـf : (X,d) (Y,d ) :پيوسته باشد آنگاه  
 فشرده است.Yمجموعه فشرده، آنگاه X مجموعه) اگر1
A) اگر 2 X  بسته، مجموعهf (A) .بسته است  
Aفشرده و  X مجموعه ) اگر3 Y  فشردهf (A)1 مجموعه در X  .فشرده است  
A) اگر4 Y  باز و مجموعهXفشرده آنگاهf (A)1در مجموعهX.بسته است  
 13 تابع ـf : (X,d) (Y,d )  :داراي اين خاصيت استXx X r y B (x;r) f (y)         :در اين صورت  

  نگاشتي باز است.f)2  متحد با صفر است.f)تابع1
 متحد با صفر است. fبند باشد، تابع هم X) اگر مجموعه 4 پيوسته باشد، متحد با صفر است. f) اگر تابع3

 14 كدام گزينه غلط است؟ـ  
  ه بر مجموعه اعداد گويا پيوسته است.) تابعي وجود دارد ك2 ) تابعي وجود دارد كه فقط در يك نقطه پيوسته است.1
 نقطه پيوسته است. 2) تابع وجود دارد كه در 4 ) تابعي وجود دارد كه بر مجموعه اعداد گنگ پيوسته است.3

 15 كدام تابع بر مجموعهـ باشد:پيوسته يكنواخت نمي  

1 (f (x)
x


 2
1

1
  2 (h(x) x xاگر 2 [ , ) 1  وh(x ) h(x) 1  

3 (g(x) x  4(s(x) sin x 2 

 16 فرض كنيد ـ f : [ , ]1 تابعي با ضابطه مقابل باشد، در اين صورت كدام گزينه غلط است؟  x x
f (x)

x x

 
 

1 


  
1(f (x y) f (x) f (y)   .2 همواره گنگ است(f (f (x)) x  

 

3 (f (x) f ( x)  1 1  4 (f  فقط درx 
1
 پيوسته است. 2

 17 فرض كنيد ـf : (X,d) (Y,d )  پيوسته باشد، در اين صورت كدام گزينه غلط است؟تابعي  
Aاي فشرده و مجموعه X) اگر 1 Y  فشرده باشد، آنگاه مجموعهf (A)1  درX .فشرده است  
Aاي فشرده و مجموعه Y) اگر 2 X اشد، آنگاه مجموعه بسته بf (A) .فشرده است  
Aگسسته و  X) اگر فضاي 3 X بند باشد، آنگاه مجموعه همf (A) اي تك عضوي است.مجموعه  
Aگسسته و  Y) اگر فضاي 4 Xفشرده باشد، آنگاه مجموعهf (A)اي متناهي است.مجموعه  
 18 تابع ـ  a ,f :  هاي و دنبالهn n{b },{a   چنان موجود است كه: {

nالف: nn ; a ,b a  :ب ،n nb ,a a  وقتيn  :ج ،n nn ; f (a ) f (b )      . در اين صورت كدام گزينه صحيح است؟  
fتابعي پيوسته باشد آنگاهf) اگر1 (a)  .است 
2  (f (a) .صفر است  
  ) تابعي با اين ويژگي وجود ندارد.3
  اي را با اين خاصيت يافت.توان تابع ناپيوستهاي با اين ويژگي وجود ندارد ولي ميابع پيوسته)  ت4
 19 اگر ـ( ,d)  مجموعه  با متر| x y |.( ,| |) , d(x,y)

n | x y |




 1  مجموعه  اين صورت بـه ازاي  با متر معمولي باشد. در     ميـزان
   بايد چگونه باشد تا تابع هماني  .I : ( ,d) ( ,| |) پيوسته گردد؟  

1 (
n

 
1  2 (

n


 

 1  3 (    4 (
n


 

 1  

 20 تابع ـ f :   در شرط| f (x) f (y) | M x y   كند (صدق ميM :يك عدد مثبت ثابت است.). در اين صورت  
 يك همسانريختي استf) تابع1
 پيوسته باشد، يك همسانريختي است f) اگر تابع3

  پيوسته است f) تابع2
  دو سويي است. f) تابع4
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  پنجمفصل 

  » گيريمشتق «

  

 فرض كنيم :1مثالf : [ , ]1  پذير ومشتق fz {x [ , ] f (x) }  1 :نامتناهي باشد در اين صورت  
1 (f f» .2  صفر مشترك ندارند (x [ , ] 1   چنان وجود دارد كهf (x ) f (x )      
3 (f fcard(z ) card(z )  4 (f fcard(z ) card(z )  

 :روش حل كاملاً مشابه حل تست قبل است.   »2«گزينه  پاسخ  

  
 فرض كنيد  :2مثالf  وg   روي[a,b]  پيوسته و روي(a,b) پذير باشند و همچنين مشتقf (a) f (b)  :آنگاه  

1 (x (a,b)  هست كهg(x)f (x) f (x)     2 (x (a,b)  هست كهg (x)f (x) f (x)     
3 (x (a,b)  هست كهg (x)f (x) f (x)      4 (x (a,b)  هست كهg(x)f (x) f (x)    
 :قرار دهيد »  2«گزينه  پاسخg(x)h(x) e f (x)  اكنون تابعh ل صدق ميدر شرايط قضيهكند بنابراين ي رc (a,b)  :هست كه  

  g(c)h (c) (g (c)f (c) f (c))e g (c)f (c) f (c)            
fاست چنين است با ضريب پيشرو 1اي درجه چندجمله g(x)توجه شود حالتي كه در آن  (c) f (c)    .  

  

 اگر  :3مثال  
n n

n na a aa a

n n


     



2 1
1 2 12 2 2 2

1 2 3 كه در آن  1  na ,a , ,a1 :ثوابتي حقيقي هستند آنگاه  

nي ) معادله1 n
n na a x a x a x  
    1 1

1 1   ي حقيقي بين دست كم يك ريشه( , )1 .دارد  
xي ) معادله2 n x n x

n na a x a x a x    1 12 2 2   ي حقيقي بين ك ريشهدست كم ي( , )1 .دارد  
nي ) معادله3 n

n na a ( x) a ( x) a ( x)
    1

1 12 2 2   ي حقيقي بين دست كم يك ريشه( , )1 .دارد  
nي ) معادله4 n

n na a Lnx a Ln x a Ln x
    1

1 1   ي حقيقي بين دست كم يك ريشه( ,e   دارد. 21(

 :قرار دهيد  »4«گزينه  پاسخ
n

jn jn

j

aa aa a
f (x) Ln x Ln x Ln x Lnx Ln x

n j
 


     

 1 3 2 12 1
1 3 2 1 1




  ي  مقـدار  . اكنـون قضـيه

]روي fميانگين يا رل را براي  ,e   بريم. به كار مي 21[
j jn n n n

j j j jj j

j j j j

a a a a
f ( ) , f (e ) (Lne ) ( Lne)

j j j j


 

   
      

      
1

2 2 1 1 2 2
1 2 2 21 1 1 1   

    

cشود كه عـدد  مي ي مقدار ميانگين نتيجهحالا از قضيه ( ,e ) fچنـان وجـود دارد كـه   21 (e ) f ( ) (e )f (c)     2 21 1    لـذاf (c)     

اما
n

j
j

j

f (c) ( a Ln c)
c

   1


cو چون    پس بايد
n

j
j

j

a Ln c





  است.  4كه همان گزينه  

 

 تابع  :4 مثال


,
,

x x
f (x)

sin x x


  

  اين صورت: مفروض است در  

1 (f يدر نقطهx   پذير است ومشتق| f | ( )  .2  موجود است (f  درx   پذير است و مشتق| f | ( ) .موجود نيست  
3(| f xيدر نقطه |   كدام ) هيچ4  پذير است. مشتق 

 :دهيم كه ابتدا نشان مي»  2«گزينه  پاسخf يدر نقطهx   1(  پذير است: مشتق(         
t t

f (t) f ( ) f (t)
f ( ) lim lim

t t 


 

  


  

  پنجمهاي تأليفي فصل تست

 فرض
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چون همواره
t t

sin t t
lim , lim

t t 
 1 1

 
 1) به سمت عدد 1در هر حال حد موجود در طرف راست عبارت (گنگ باشد يا گويا، پس  tنظر از اينكه صرف 

fكند بنابراينميل مي ( ) 1اگر .x   دهيم كه نشان ميf  درx پيوسته نيست با توجه به چگال بودن وc در هـاي توان دنبالـه ميn(q از  (
n(tاعداد گويا و nاز اعداد گنگ را چنان يافت كه( nt x , q x  .  

nحالا n
n n
lim f (t ) sin x , lim f (q ) x
 

  :در اين صورت  

|الف) اگر x |1 ه ، چون هميش| sin x |1 پسn n
n n
lim f (t ) lim f (q )
 

 و در نتيجه
t x
lim f (t)


  پيوسته نيست.  xدر  fبنابراين  موجود نيست 

|ب) اگر x | 1 يبا توجه به معلومات رياضي عمومي چون تنها جواب معادلهsin x x ي بازه در[ , ]11 افتد و چون در ي صفر اتفاق مي، در نقطه
xاينجا   پس دوبارهn n

n n
lim f (t ) lim f (q )
 

  و در نتيجهf  درx    ي توجـه اگـر معادلـه   [پيوسـته نيسـتsin x x  در[ , ]11 اي جـواب  دار

c    باشد و آنگاهc  نيز يك جواب ديگر خواهد بود بدون كاستن از كليت فرض كنيدc     بنابراين تـابعg(x) x sin x   روي[ , ]11  داراي
,cي سه ريشه ,c  ل،خواهد بود بنا به قضيهي رg بايد در دو نقطهc ,c2 c؛1 c c c    1 2   ي ؛ صفر شود، معادلاً ايـن يعنـي در دو نقطـهc1 

coscداريم c2و cosc 1 2   ].  كه غيرممكن است 1
|از طرفي f n(qپذير نيست چون اگردر صفر مشتق | nqاز اعداد گوياي مثبت باشد كه يك دنباله  (   وn(p نفـي باشـد   اي از اعداد گوياي مدنباله (

npكه      :آنگاه  n n n n

n n n nn n n n

| f | (q ) | f | ( ) q | f | (p ) | f | ( ) p
lim lim , lim lim

q q p p   

  
    

 
1 1 

 
  

بنابراين 
t

| f | (t) | f | ( )
lim

t







|موجود نيست در نتيجه  f | ( )   .موجود نيست  

 

 فرض كنيد  :5مثالf پذير باشد در اين صورت حاصل عبارت مشتق
x a

xf (a) af (x)
l im

x a




    كدام است؟  
1 (f '(a) af (a)  2 (f (a) af '(a)  3 (af '(a) f (a)  4 (af (a) f '(a)  
 :2«گزينه  پاسخ «  

      
x a x a x a

xf (a) af (x) (x a)f (a) a(f (x) f (a)) f (x) f (a)
lim lim f (a) a lim f (a) af '(a)

x a x a x a  

    
    

  
  

  
 فرض كنيد تابع حقيقي مقدار  :6مثالf ي نقطه ي باز حولدر يك بازهa ي تعريف شده و در نقطهa پذير باشد.مشتقn(x n(yو ( را دو دنبالـه در   (
nبوده و همواره aگرفته كه هر دو همگرا به  fي دامنه ny a ,x a  در اين صورت:  

n) اگر همواره1 nx y اهآنگn n

n n n

f (x ) f (y )
lim f (a)

x y

 


  

n) اگر همواره2 nx y آنگاهn n

n n n

f (x ) f (y )
lim f (a)

x y

 


2  

n) اگر همواره3 nx a y  آنگاهn n

n n n

f (x ) f (y )
lim f (a)

x y

 


  

n) اگر همواره4 nx a y  آنگاهn n

n n n

f (x ) f (y )
lim f (a)

x y

 


2  

 با توجه به مفروضات قرار دهيد:»  3«گزينه  اسخ:پ  n n n n n n

n n n n n n n n

f (x ) f (y ) f (x ) f (a) x a f (y ) f (a) a y. .
x y x a x y y a x y

    
 

    
  

n  كه در آن: n n n

n n n n n n n n

x a a y x a a y
, ,

x y x y x y x y
    
     

   
1 1 1  

n  بنابراين:  n n n

n n n n

f (x ) f (a) f (x ) f (y ) f (y ) f (a)

x a x y y a
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n  حال با استفاده از قضيه ساندويچ و وجود حدود در دو طرف نامساوي بالا داريم:  n

n n n

f (x ) f (y )
lim f (a)

x y

 


  

xتوسط تـابع  1جه شود كه مثال نقض براي گزينه تو sin x
f (x) x

x

  
 

2 1 

 

,

,
aي و نقطـه      هـاي  و دنبالـهn nx , y

( n ) n
 
  

2 1
4 1 2 

nفراهم است چون n

n n n

f (x ) f (y )
lim f ( )

x y
 



    
 

2 .  

 

 فرض كنيد  :7مثال f : [ , ] 1 پذير است ومشتقf وf   :هيچ صفر مشتركي ندارند در اين صورت    
]در fي صفرهاي ) مجموعه1 , ]1  .متناهي است  
]در fي صفرهاي ) مجموعه2 , ]1  .شماراي نامتناهي است  
]در fي صفرهاي ) مجموعه3 , ]1  .ناشماراست  
fي صفرهاي) مجموعه4  تر از مجموعه صفرهاي از لحاظ كارديناليته بزرگf .است  

 :فرض كنيم»  1«گزينه  پاسخfZ {x [a,b]:f (x) }    ي صفرهاي مجموعهf در[ , ]1 1باشد چون
fZ f { }   وf     پيوسـته اسـت پـس

fz در[ , ]1 باشد. فرض خلف كهبسته و لذا فشرده هم ميfZ نامتناهي باشد پسfZ ي حـدي چـون   داراي يك نقطهx [ , ] 1    هسـت و چـونfZ 
fxبسته است داريم Zي. لذا دنبالهn(x nxچنان موجود است كه fZدر  ( x  :حالا .  

n

x x n nn n

f (x) f (x ) f (x ) f (x )
f (x ) lim lim lim

x x x x x x

 


  

 
  

    
  

  

fو اين يعني (x ) f (x )    كند. بنابراين بايدكه فرض مسئله را نقض ميfZ  .متناهي باشد  
 

 فرض كنيد :8مثالf : [a,b] داراي مشتق مرتبه دوم پيوسته روي[a,b] در اين صورت: باشد  
fداراي حداقل دو صفر متمايز باشد آنگاه [a,b]در  f) اگر 1 (x) f (x) f (x)   حداقل يك ريشه در[a,b] .دارد  
fداراي حداقل سه صفر متمايز باشد آنگاه [a,b]در  f) اگر 2 (x) f (x) f (x)    حداقل يك ريشه در[a,b] .دارد  
fداراي حداقل دو صفر متمايز باشد آنگاه [a,b]در  f) اگر 3 (x) f (x) f '(x)    دارد. [a,b]حداقل يك ريشه در  2
fداراي حداقل سه صفر متمايز باشد آنگاه [a,b]در  f) اگر 4 (x) f (x) f (x)     دارد. [a,b]حداقل يك ريشه در  2

 :تابع »  4«گزينه  پاسخxg(x) e f (x) را روي[a,b]  در نظر بگيريد، لذاg  روي[a,b]  از كـلاسC2  ضـمن   اسـت. درg روي[a,b]  داراي
xgرل سه صفر متمايز است پس بنا به قضيه (x) e (f (x) f (x)))   داراي دو صفر متمايز در[a,b]   ل در مـورد است. دوباره بنا بـه قضـيهي رg ،

xgگيريم كهنتيجه مي (x) e (f (x) f (x) f (x))    2 در[a,b]  .يك ريشه دارد  

  
 كدام گزينه درست است؟  :9مثال  

fاي ماننـد ) تابع پيوسته1 :[ , ] 1       يي ناشـماراي سـره  هسـت كـه مشـتقش در يـك زيرمجموعـه[a,b]   مثـلA   موجـود نيسـت وf  روي
[ , ] \ A1   صفر است و با اين وجودf  .تابع ثابت هم نيست  

f) اگر2 :[a,b]  پذير باشد آنگاهمشتقf ([a,b]) ي مجزا باشد. تواند اجتماع دو بازهمي  
f، تابعي فرد باشد،f) اگر تابع 3   .در صورت وجود فرد است  
fتابعي حقيقي و [a,b]بر  f) فرض كنيد 4  روي(a,b) موجود و همواره ناصفر است اگرf (a) f (b)    آنگاهf در(a,b) .ريشه دارد  

 :كنيد) فرض 1»  1«گزينه  پاسخA C ي كانتور باشد در اين صورت تابع زير كه به تابع كانتور مشهور است داراي خاصيت مـذكور اسـت   مجموعه
  براي ساختن اين تابع ابتدا مقدماتي نياز است. 

 با توجه به وجود مشتق
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xهر [ , ] 1   باشـد يعنـي  مـي  3ي داراي يك بسط بـه پايـهj
j

j

x a







1
jaكـه   3 { , , } 1 2         ايـن بسـط يكتاسـت مگـر اينكـه بـراي اعـداد صـحيح

kx p , k,p jها اگر داراي دو بسط است: براي يكي از اين بسط x. در حالت اخير 3 k  آنگاهja    ديگري اگر و برايj k  آنگـاهja  2  .
kaامُ خـود  kها در محل پذير نباشد، يكي از اين بسطبخش 3بر  pاگر عدد صحيح  1     يـا  2«را دارد و ديگـري در همـين مكـانka   «  را دارد. لـذا

kaيا  2امُ  kرا انتخاب كنيم كه در مكان  xكنيم كه آن بسطي از يقرارداد م   بينيم كه:را دارد. پس مي  a x   1
1 21 3 3  

  a , a x x      1 2
1 2 7 81 1 9 9 9 9  

jطور. در ضمن برايو همين j
j jy b , x a   3 n  داريم: 3 n j jx y n s.t a b ; a b for j n      1  

xبرابر است با تمام آن Cي كانتور در اين صورت مجموعه [ , ] 1 كهj
jx a  jaو 3 { , } 2از طرفي اگر .jI   ي يـك زيربـازه[ , ]1    باشـد كـه

kpست آنگاه نقاط انتهايي آن به فرمحذف شده ا Cبراي به دست آوردن  3           2هستند و توجه داريـم كـه ايـن نقـاط انتهـايي را بـه فرمـي بنويسـيم كـه 
kaيا   اكنون تابع كانتور .f :[ , ]1 شود:ي زير داده ميبا ضابطه    

  

i ii
i

i i

ii

i

a
( ) ; x a C

f (x)
b

( ) ;

 
 

 







 


 




 



1 1

1

2 32
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پيوسته اسـت.   fدهيم هاي محذوف ثابت است (به شكل رجوع شود). نشان ميروي بازه fدقت شود كه 
ارائه داد بـه ايـن صـورت كـه فـرض       fتوان تعريف جديدي از ايد مياگر حتي قرارداد بالا را متوجه شده

xكنيــد [ , ] 1  ــر مبنــاي ــه صــورت 3داراي بســط ب xب ( / x x ) 1 2 3  وقــت بســط باشــد، آن  
yدو ـ دويي f (x) به صورت( / y y )1 2 2   :است كه در آن  

k

i i

k i s.t x

y x ,

  

  

1
1 1


k

i
i i

k i s.t x

x
x x ,

 

  

1

22  kk i s.t x






  


1

  

]اي عناصري ما راجع به بسط سه ـ سه به هرحال با توجه به قرارداد اوليه , ]1؛ تعريفy f (x) ي قبلي خوش تعريف است اما خـوش تعريفـي   در ضابطه

فرض كنيد  fتعريف جديد تابع كانتور نياز به اثبات دارد. براي پيوستگي       داده شده اسـت. عـدد طبيعـيk      را چنـان اختيـار كنيـد كـه
k
 

1
2

  .

ــر اگ
k

x x 
1

3
ــه    ــط س ــاه در بس ــه آنگ ــ س ــر    k؛ xو xاي ـ ــي اگ ــد يعن ــل اول برابرن xمح ( / x x ) 1 2 3  وx ( / x x )   1 2 3   ــاه آنگ

k kx x , , x x  1 1  در نتيجه بنا به تعريفy f (x)  داريم كه
k

f (x) f (x )


   1
1

2
  پيوسته است. fو لذا 

fغلط است چون  2) گزينه 2 ([a,b]) .طبق خاصيت مقدار مياني مشتق بايد همبند باشد  
fفرد باشد fغلط است چون اگر  3) گزينه 3   وجود زوج است. و اگر در صورتf زوج باشدf   .در صورت وجود فرد است  
cتواند ريشه داشته باشد چون اگرنمي (a,b)در  f) اصلاً 4 (a,b) چنان موجود باشد كهf (c)    ل را بـر آنگاه قضـيهي ر[c,b] , [a,c]    بـه كـار

ــي ــام ــريم ت dب (a,c)1 وd (c,b)2  ــه ــوند ك ــت ش fياف (d ) f (d )  1 2  ــاره قضــيه ــورددوب fي رل را در م   ــي ــار م ــه ك ــد  ب ــذا باي ــريم ل ب
d (d ,d ) 1 fكه موجود باشد 2 (d)    .و اين آشكارا با فرض در تناقض است  

  
  

يا

 يا

1

9

2

9

1

3

2

3

7

9

8

9

1

1

4

1

2

3

4

i
i

i

x b







1
  ي كانتور باشد دست آوردن مجموعهدر به jIي محذوف مثل هايي سمت چپ هر بازهانت ينقطه 3
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 در مورد تابع  :10مثال
 

,
,

xe xf (x)

x


  
 

2
1

  كدام گزينه درست است؟  

1 (C  است اماC  .براي هر عدد طبيعي 2  نيست ((n)f ( )     

  ي موارد) همه4  در صفر پيوسته است.  n،(n)f) براي هر3

 :دهيم كه براي هرابتدا نشان مي»  4«گزينه  پاسخ(n)f ( ) , n توان اثبـات كـرد كـه    را نشان دهيم. با استقرا مي 2ي .كافي است درستي گزينه

(*)                             داريم:  p(x)مانند اي حقيقيبراي هر چندجمله
xx

p(x)
lim

e
   

xو هـر  nكنـيم كـه بـراي هـر    اكنون ادعا مـي   ؛(n) x
nf (x) e p ( )

x


 2

1

3
nPكـه در آن  1 (t)3   ي اي حقيقـي از درجـه  چندجملـه يـكn3 

n)است )كنيم.. از استقرا استفاده مي  

nبراي   داريم( ) x xf (x) f (x) e e P ( )
x

 
  2 2

1 1
1

 كه در آنP (t) 1 .  

nبراي 1 نيز( ) x xf (x) f (x) e e P ( )
xx

 
  2 2

1 1
1

33
2 Pه در آنك 1 (t) t 3

3 2 .  

nحالا فرض كنيد ادعاي مذكور براي k دهيم برايبرقرار باشد، نشان ميn k 1  :نيز برقرار است  

(k ) (k) x x
k k kf (x) (f (x)) (e P ( )) e {[ ( ) P ( )] [( ) P ( )]}

x x x x x

 
     2 2

1 1
1 3 2

3 3 3
1 1 1 1 12  

kاما k[ t P (t)] [t P (t)]3 2
3 kيهاي حقيقي از درج ـيك چندجمله 32 3 kPاسـت كـه اگـر آن را بـا     3 (t)3 نشـان دهـيم آنگـاه خـواهيم داشـت       3

(k ) x
kf (x) e P ( )

x




 2
1

1
3 3

بـريم تـا نشـان دهـيم كـه      . بنابراين ادعـاي مـذكور طبـق اسـتقراي رياضـي اثبـات شـد. حـالا از ايـن ادعـا بهـره مـي            1

(n)n f ( )  براي .n    .كه واضح است  

nفرض كنيد كه براي k برقرار باشد يعني(k)f ( )    نشان خواهيم داد كـه بـراي .n k 1   نيـز داريـم(k )f ( ) 1        و دوبـاره حكـم بنـا بـه
  اضي برقرار است. حال:استقراي ري

xk k k tk
k k

tt t

e P ( ) tP (t) tP (t)f (x) f ( ) f (x) ex ( )( )
x x x ee e




 



2

2 2

1

3 3 3
1




  

tتوجه داريد كه در قسمت آخر تساوي بالا از تغيير متغير
x


tاستفاده شده است لذا 1 x     :بنابراين  

k (k) t
k k

t ttx

tP (t)f (x) f ( ) e
f ( ) lim lim ( )( )

x e e







 

 2
1 3



 


  

(n)توان ديد كه:لا ميي خط با) شبيه همين رابطه3ي (براي گزينه (n)

x
lim f (x) f ( )


 


 لذا .(n)f  .در صفر پيوسته است  

nسري naاگر بسط تيلور را حول صفر بنويسيم چون ضرايب 1براي گزينه 
n

n

a h






ياز رابطه 
(n)

n
f ( )

a
n!


 شود كه آيند پس نتيجه ميمي به دست

  حول صفر، صفر نيست.  fسري صفر است در حالي كه تابع 
  پذير است (هموار است) اما تحليلي نيست.نهايت بار مشتقبي fلذا تابع

 فرض استقرا

 ادعاي بالا فرض استقرا

 از (*)
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 كدام گزينه درست است؟  :11مثال  
1(  33  2(ee    

) اگر 3
   2  وp 1  آنگاهp(cos ) cos(p )    4 اگر (

   2 آنگاهsin  

2  

 :براي»  1«گزينه  پاسخx      قـرار دهيـدxf (x) x لـذا  33
x

f (x) (xLn )
x

  4
3 3 xكـه بـراي   3

Ln


3
fداريـم  3 (x)    لـذا .f  روي

( , )
Ln


3

صعودي است و چون 3
Ln

  
3 fپس 33 ( ) f ( )


   

3
31 بنابراين 3 3 هـا  هاي ديگر، جهت نامسـاوي دقت شود كه در گزينه. 3

xرا از طريق تابع 2ها برقرار شود. گزينه بايد برعكس شود تا نامعادله
g(x) Lnx

e
  ي مقـدار ميـانگين بررسـي كنيـد     هاي ديگر را از طريـق قضـيه  و گزينه

pقرار دهيد 3گزينه  مثال نقض آورد مثلاً در 4و  3هاي توان براي گزينه(البته مي ,


  
1
2 قرار دهيد 4و در گزينه  2

  4(  .  

 

 فرض كنيد :12مثال f : [ , ]1 پيوسته و روي( , پذير بوده ومشتق 1( f ( )   اضافي باشد. آنگاه تحت كدام شرطf  روي[ , متحداً صـفر   1[
  خواهد شد؟ 

1 (M   موجود باشد كه براي هرx ( , ) 1،f (x) M f (x) .  
 2 (M   موجود باشد كه براي هرx ( , ) 1،f (x) M f (x) .  
3 (f   .داراي مشتق كراندار باشد  
4 (f  در شرطf (x) f (y) x y    .صدق كند  

 :قرار دهيد »  2«گزينه  پاسخf}يروي فاصله[ , x] صفر شودA {x [ , ] |  1اولاً چون .A  پسA   يبه عنـوان زيرمجموعـه[ , ]1   نـاتهي
sموجود است. قرار دهيد supAشود كهاز خاصيت كمال نتيجه مي Aاست و با توجه به كراندار بودن  supA چون .f   ي پيوسته است پـس مجموعـه

A باشد و لذابسته ميs A كافي است نشان دهيم .s 1.  

sفرض خلف كه 1  بنابراين عدد حقيقيr    هست كـهr
M


sو  1 r 1   ي . بـراي هـر نقطـهx (s,s r)  ي مقـدار ميـانگين وجـود    ، قضـيه

c (s,x)  را با شرطf (x) f (s) f '(c)(x s)  كند و چونتضمين ميs A پسf (s)    و لذاf (x) f '(c)(x s)     از طرفـي بـراي هـر .
x [s,s r]   :داريم  

s t s r
f (x) f (c)(x s) x s f (c) rM f (c) rM max f (t)

  
        

  از سمت چپ خواهيم داشت:  maxهمچنين با گرفتن 
s x s r s t s r

max f (x) rM max f (t)
     

  

قرار دهيد
s u s r

B max f (u)
  

 لذاB rMB اما چونrM 1 پس بايدB rMB B B   1      كه به وضوح تناقض اسـت. بنـابراين فـرض خلـف

sباطل و 1  خواهد شد و اين يعنيf روي[ , ]1  .صفر است  

]در برهان از نقاط انتهايي : توجه , ]1 اي به جزهيچ استفادهr
M


fذا همين استدلال براي هر تابعنشده، ل 1 :[a,b]  كـه روي[a,b]  پيوسـته و

fپذير  ومشتق (a,b)روي (a)   درست است، كافي است كهb
r

M
 .اتخاذ شود  
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  آزمون فصل پنجم      

 1 فرض كنيدـc,a ،اعداد حقيقي بودهc   وf  بر[ , ]1 يبا ضابطه 1
 

a cx sin x , x
f (x)

x

  


  تعريف شده باشد. در اين صورت: 

1(f ( )  وجود دارد اگر و فقط اگرc 1 همچنينf ( )  وجود دارد اگر و فقط اگرc a 2 .  
2(f ( )  وجود دارد اگر و فقط اگرa 1 همچنينf ( )  وجود دارد اگر و فقط اگرa c 2 .  
3(f ( ) وجود دارد اگر و فقط اگرc 1 همچنينf ( )  وجود دارد اگر و فقط اگرc a 2 .  
4(f ( ) وجود دارد اگر و فقط اگرa 1 چنينهمf ( )  وجود دارد اگر و فقط اگرa c 2 .  

 2 كدام گزينه درست است؟  1با مفروضات سوال ـ ،  
1(f   كراندرا است اگر و فقط اگرa c 1 همچنين .f  ندار است اگر و فقط اگر كراa c 2 2.  
2(f   كراندرا است اگر و فقط اگرa c 1 همچنين .f   كراندار است اگر و فقط اگرa c 2 2.  
3(f   كراندرا است اگر و فقط اگرc a 1 همچنين .f   كراندار است اگر و فقط اگرc a 2 2.  
4(f   كراندرا است اگر و فقط اگرc a 1 همچنين .f   كراندار است اگر و فقط اگرc a 2 2.  

 3 فرض كنيد ـn n(y ),(x n(xي ي حقيقي باشند. گوييم دنبالهدو دنباله ( n(yي تحت تسلط دنباله ( nنويسيم است و مي ( nx O(y )   هرگـاه

nكه 

n

x

y
nyي كافي بزرگ بايد هاي به اندازه nكراندار باشد [البته توجه داريد كه براي     اكنون فرض كنيد تابع [f ي روي فاصله(a,b) نهايت بـار  بي

ــذير باشــد، فــرض كنيــد  مشــتق ــازه [c,d]پ ــر ب ــازهيــك زي ــاز ي بســته از ب صــفر شــود و  [c,d]ي نهايــت نقطــهدر بــي fباشــد و (a,b)ي ب

 (n)sup | f (x) | :x (a,b) O(n!)  در اين صورت  :  
1 (f روي[c,d]  .2  برابر صفر است (f روي[c,d]  .برابر يك مقدار ثابت ناصفر است  
3 (f ي باز روي يك زير بازه(a,b)  .4  برابر يك مقدار ثابت ناصفر است (f ي باز روي يك زير بازه(a,b)  .برابر صفر است 

 4 فرض كنيد ـf وسته رويي دوم پيداراي مشتق مرتبه( , ) باشد و
x x
lim xf (x) l im xf (x) L
 

  در اين صورت
x
lim xf (x)


  كدام است؟  

1 (L 2 (L
 2  3(L

2  4 (L  

 5 فرض كنيد ـf  روي( , ) مشتق پذير باشد و
x
l im f (x)


   قرار دهيد .g(x) f (x ) f (x)  1 :در اين صورت  

1 (
x
lim g(x) c


    2 (
x
lim xg(x)


   3 (
x
lim sin(g(x)) 


  4 (
x
lim g(x)


  موجود نيست.  

 6 يقي تابع حقـf ) را رويa,bمحدب خوانند هرگاه برروي هر (x,y (a,b) هر( , )  1  داشته باشيم  
f ( x ( )y) f (x) ( )f (y)        1 1 .  

  پذير باشد. در اين صورت:مشتق g[ تعبير هندسي اين معادله چيست؟] فرض كنيد  
1 (g محدب است اگر و فقط اگرg    2  (g محدب است اگر و فقط اگرg  به شرط وجود ) .g (  
3(g محدب است اگر و فقط اگرg  .4  صعودي باشد (g  محدب است اگر و فقط اگرg   .صعودي باشد   

 7 فرض كنيد ـf  روي[a,b] پيوسته و دوبار روي(a,b)  مشتق پذير باشد اگرf  هرگز روي(a,b)  صفر نشود وg  تابع معكوسf :باشد در اين صورت  

1 (f (x)
g (x)

[f (x)]

 
 2  2(f (x)

g (x) g (x)
[f (x)]

 
 2  3(f (g(x))g (x)

g (x)
[f (g(x))]

 
  

 2  4 g (x)
g (x)

[f (g(x))]

 
 2  

 8 كدام گزينه درست است؟ ـ  
پذير است چنان وجود دارد كه نهايت بار مشتقكه بي f) يك تابع يكنواي 1

x x
lim f (x) , lim f '(x)
 

     

  مثبت است اما در هيچ همسايگي آن نقطه يكنوا نيست.  ) تابعي مشتق پذير هست كه مشتقش در يك نقطه2
  توان تابعي ساخت كه ناپيوسته باشد اما همه جا مشتق پذير باشد. ي اعداد حقيقي مي) در دستگاه وسعت يافته3
  ) هر سه گزينه درست است. 4
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 9 كدام گزينه غلط است؟ ـ  
  پذيري نيست.  نهايت بار مشتقهاي هيچ تابع بيي ريشهوجود دارد كه مجموعه يي بسته) يك زير مجموعه1

g) فرض كنيد2 (a),f (a)  ،موجودf (a) g(a) ,g (a)    در اين صورت
x a

f (x) f (a)
lim

g(x) g (a)





 .  

pمثبت بوده و pو  q) اگر اعداد 3 q 1  و تابعf ير معادلهدf (x) f (y)
f (px qy)

x y

  


xبراي  y  صدق كند آنگاهf اي يك چند جمله

  است.  2ي از حداكثر درجه

)روي f) اگر 4 , ) پذير بوده ومشتق
x

f (x)
lim

x
  آنگاه

x
lim f (x)


    .  

 10ـ اگر  f  روي[a,b] پيوسته و روي(a,b)  مشتق پذير كهa  :باشد در اين صورت  

1(x (a,b)1 هست كهbf (a) af (b)
x f (x ) f (x )

b a

  
 1 1 1  2(x (a,b)1 هست كهbf (a) af (b)

f (x ) x f (x )
b a

  
 1 1 1  

3(x (a,b)1 هست كهbf (a) af (b)
f (x ) x f (x )

b a

  
 1 1 1  4(x (a,b)1 هست كهbf (a) af (b)

x f (x ) f (x )
b a

  
 1 1 1 

 11 ـf روي[ , ] پيوسته، روي( , )پذير ومشتق f ( )  ر اين صورت:. د  

aاعدادي مثبت و  aو  b) اگر1 f (x) b   آنگاه(a b)
f (x) x


 2.  

aاعدادي مثبت و   aو  b) اگر2 f (x) b   آنگاهf (x) x.  

f) اگر3  صعودي باشد آنگاه تابعf (x)

x
xبراي     .صعودي است  

f) اگر4  صعودي باشد آنگاه براي تابعf (x)
g(x)

x
 كهg , x    .نيز صعودي است  

 12 فرض كنيد ـ f ( )   وf  درx   مشتق پذير باشد. اگرk  عددي طبيعي باشد آنگاه حاصل
x

x x
l im (f (x) f ( ) ... f ( ))

x k
  

1
  كدام است؟ 2

1(( k)f ( )  1 2    2(( )f ( )
k

   
1 1 11 2 3    3(kf ( )   4(f ( )

k
1   

 13 فرض كنيد تابع ـf ي در نقطهx   مشتق پذير است و f ( )  در اين صورت حاصل





x

x

f (x)e f ( )
l im

f (x)cos x f ( )




  كدام است؟  

1 (f ( )

f ( )
2 


  2 (f ( ) f ( )

f '( )

  


  3 (f ( )

f ( )



  4 (f ( ) f ( )

f ( )

 

 


  

 14 اگر ـf  روي(a,b) مشتق پذير بوده و
x a x b
l im f (x) , l im f (x)

  
   و اگرx (a,b) f (x) f (x)    2   آنگاه: 1

1 (b a    2 (b a    3 (b a    4 (b a    

 15ايضرايب چند جمله ـm m
m mp(x) a x a x a x a

    1
1 maحقيقي بوده، 1  اي و چند جملهp ،m   .صفر متمايز و حقيقـي دارد

Q(x)ايدر اين صورت در مورد چند جمله (p(x)) p (x) 2 توان گفت؟ چه مي  
mفرد باشد،  m) اگر 1 1 مجزا دارد و اگر  ريشهm  زوج باشدm    ريشه مجزا دارد.  2
mزوج باشد،  m) اگر 2 1  ريشه مجزا دارد و اگرm  فرد باشدm    ريشه مجزا دارد.  2
mفرد باشد،  m) اگر 3 1 رد و اگر ريشه مجزا داm  زوج باشدm  .ريشه مجزا دارد  
mزوج باشد،  m) اگر 4 1  ريشه مجزا دارد و اگرm  فرد باشدm 1  .ريشه مجزا دارد  

 16 براي كدامـa ( , ) 1 نامساويa xx a  براي هرx ( , ) 1 درست است؟  
1(a e  2(a    3(a  2  4(a  3  
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 17 براي كدام مقدار ـa سري ،a

n

( sin )
n n






1

1    همگرا است؟ 1

aهمگرا است اگر و تنها اگر ) سري 1  a) سري همگرا است اگر و تنها اگر 2  3 
1
3  

a) سري همگرا است اگر و تنها اگر 3 1  4 سري همگرا است اگر و تنها اگر (a  2  

 18 فرض كنيد ـf  روي[ , ]1   :داراي مشتق مرتبه سوم پيوسته باشد در اين صورت 1

) سري 1
n

{ (f (n) f ( n)) f ( )}
n




  

1

1 2   .همگرا است  

) سري 2
n

{n(f ( ) f ( )) f ( )}
n n




  

1

1 1 2   .همگرا است  

) سري 3
n

{n(f ( ) f ( )) f ( )}
n n




  

1

1 1 2   .واگرا است  

) رفتار سري 4
n

{n(f ( ) f ( )) f ( )}
n n




  

1

1 1 2   ي تابع به ضابطهاز لحاظ همگرايي و واگراييf   .بستگي دارد  

 19 كدام گزينه درست است؟ ـ  
x) براي هر1 te x , x    اگر و تنها اگرt e  2 براي هر (x te x ,x    اگر و تنها اگرt e  
xاي هر) بر3 te x ,x    اگر و تنها اگرt e   4 براي هر (x te x ,x    اگر و تنها اگرet e   

 20فرض كنيد  ـf  روي( , )1 ي دوم پيوسته دارد و مشتق مرتبه 1 f ( )   در اين صورت مقدار


x

x k

l im f(kx)


 
  

 


1

1
كدام است؟ (      به معنـي

  جزء صحيح است).

1 (f '( )
1
2   2 (f '( )  3 (f ''( )  4 (f ''( )

1
2   

 21 اگر ـf ي در نقطهx a  مشتق پذير باشد، مقدار حد مقابل كدام است؟  
n

n
l im (f (a ) f (a ) ... f (a ) nf (a))

n n n
      2 2 2

1 2  

1 (f '(a)  2(f '(a)2  3 (f '(a)
1
2  4 (  

 22 مقدار حدـ
n

a a na
l im (( )( ) ( ))

n n n
  2 2 2

21 1 1  كدام است؟  

1 (
a

e2  2 (ae  3 (ae
1
2  4 (ae2  

 23 فرض كنيد تابع حقيقي ـf  سه بار بر ، ,1 fمشتق پذير باشد به طوري كه 1 ( )   وf ( ) 1 1،f ( )   ،f ( ) 1  :در اين صورت  
)ي در x) به ازاي 1 , )11،( )f (x) 3 )ي در x) به ازاي 2  3 , )11،( )f (x) 3 3  
)ي در x) به ازاي 3 , )11،( )f (x) 3 )ي در x) به ازاي 4  3 , )11،( )f (x) 3 3  

 24 فرض كنيدـf (x) وf (x) ،موجودند  

h

f(x h) f (x h) f (x h) f (x)
L l im

h

     
3 3

3 3 2 و  3
h

f (x h) f (x h) f (x)
L l im

h

   
2 2

2 2


و 
h

f (x h) f (x) f (x h)
L l im

h

   
1 2

2  

  در اين صورت: 
1(L L f (x) , L f (x)   1 2 3 3  2(L L f (x) , L f (x)   1 2 3  
3(L f (x) ,L f (x) , L f (x)     1 2 3  4 (L f (x) ,L f (x) , L f (x)     1 2 3  
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 25فرض كنيد  ـ(n )f (x)1   ناصفر باشد وموجود و
n n

(n ) (n)h h
f (x h) f (x) hf '(x) ..... f (x) f (x)(x (h)h)

(n )! n!


       



1 1
  در اينصورت:   1

1 (
h
lim (h)


 


  2 (
h
lim (h)

n
 


1

1
  3 (

h
lim (h)

n
 

1


  4 (
h

(h)
lim

h





  

 26 فرض كنيد ـf  سه بار روي( , ) پذير بوده و مشتقf ,f ',f ''   اگر .
x

f '(x)f '''(x)
l im c

(f ''(x))
 2 آنگاه مقدار  1

x

f (x)f ''(x)
l im

(f '(x))    كدام است؟ 2

1  (
c

1
2  2  (

c
1

1  3 (
c

2
1  4 (

c 
1

2  

 27 فرض كنيد ـf روي از كلاسnC  باشد. در اين صورت مقدار حد
 

n
n k n

knh k

l im (( ) ( )f (a kh))
h



 
 1   برابر است با: 1

1 ((n )f (a)1  2 ((n)(n )f (a)1  3 ((n)f (a)  4 ((n)n!f (a)  

 28 فرض كنيد ـf  ،n بار روي پذير است،مشتقn  (k)و  2
kM sup{| f (x) |: x }     كهk , , , ,n 1 2  :در اين صورت  

k) براي هر1 n  1 1 ،
k(n k) kk

nn
k nM M M





k) براي هر2  124 n  1 1،

k k
n n

k(n k)

k nM M M



1

24  

k) براي هر3 n  1 1،
k k
n n

k(n k)

k nM M M



1

k) براي هر4  22 n  1 1 ،
k k
n n

k(n k)

k nM M M



1

22 

 29 كدام گزينه درست است؟ ـ  
f) اگر1 :   بالا كراندار باشد آنگاه محدب و ازf  .تابع ثابت است  
f) اگر2 : (a, )    محدب و كراندار باشد آنگاهf  .تابع ثابت است(a ).  
fاگر) 3 : ( ,a)    محدب و كراندار باشد آنگاهf  .تابع ثابت است(a ).  
  باشد. هر سه گزينه صحيح مي )4

 30 فرض كنيد ـ
n

k n
k

x x , x ,x , ...., x ( , )
n 

   1 2
1

  . در اين صورت:  1

1 (
n

k
k

sin x sin(nx)



1

  2 (
n

nk

kk

sin x
(sin x)

x


1
  3 (

n
n

k
k

sin x (sin x)



1

  4 (
n

k
k

sin x n sin x



1
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  ششمفصل 

  » يسانتگرال ريمان ـ اشتيل «

  

 فرض كنيد  :1مثالf R(f ) بر[a,b] در اين صورت مقدار
b

a
fdf كدام است؟  

1({(f (b)) (f (a)) }2 21
2   2({f (b) f (a)}

1
2   3((f (b)) (f (a))2 2   4(f (b) f (a)   

 :ـاشتيل يس استفاده مي  »1«گزينه  پاسخ  كنيم. بنا به فرض براي هراز تعريف دوم انتگرال ريمان     افرازي مانندnP {a x x x b}      1   از

[a,b]  هست كه براي هر افرازP،P P :داريم
b

a
| S(P,f ,f ) fdf |    .(*)  

Pي بالا براي خودو رابطه P  :نيز برقرار است بنابراين  
n

i i i i i i
i

S(P ,f ,f ) f ( ){f (x ) f (x )} [x ,x ]  


     1 1
1

   

  گيريم بنابراين:  را هر دفعه يكي از نقاط انتهايي مي iحالا
n n

i i i i i i
i i

S(P ,f ,f ) f (x )(f (x ) f (x )) , S(P ,f ,f ) f (x )(f (x ) f (x ))    
 

    1 1 1
1 1

  

  اكنون با جمع زدن دو تساوي بالا داريم:
n

i i i i
i

S(P ,f ,f ) {f (x ) f (x )}{f (x ) f (x )}  


   1 1
1

2  

n

i i
i

(f (x )) (f (x )) (f (b)) (f (a)) S(P ,f ,f ) {(f (b)) (f (a) )} 


       2 2 2 2 2 2
1

1

1
2  

  شود. و با جايگذاري در (*) و يكتايي انتگرال، نتيجه حاصل مي
  

 فرض كنيد  :2مثال  x c
(x)

c x

 
    1 ]يك عدد ثابت در cكه  1 , ]روي  fاست. در اين صورت براي تابع حقيقي و كراندار 1[ , ]1:  

1(f R( )  اگر و تنها اگرf درx cاز چپ پيوسته باشد. در اين حالت ،fd f (c) 
1


.   

2 (f R( )  اگر و تنها اگرf درx cاز چپ پيوسته باشد. در اين حالت ،fd f (c)( c)  
1

1


.  

3 (f R( )  اگر و تنها اگرf درx c، از راست پيوسته باشد، در اين حالتfd f (c) 
1


.  

4 (f R( )  اگر و تنها اگرf درx c، از راست پيوسته باشد، در اين حالتfd f (c)( c)  
1

1


.  

 :بايد  2ي با توجه به نكته »3«گزينه  پاسخf  درc از راست پيوسته باشد تاf R( )  اگر افراز. اماnP {x , ,x }    را داده باشند و فرض كنيم

c ي افراز باشد يعني براي يك يك نقطهi ،ix c 1   آن وقـت بـرايi ic t x    و افـرازP  :داريـم
n

k k i
k

U(P,f ) f (t ) f (t )


   
1

. حـال اگـر   

iـ ت استفاده كنيم آنگاه:1ي را انتخاب كنيم و از نكتهPتر ازافرازهاي ظريف
n x c

fd lim f (t ) lim f (x) f (c)
  

   
1


  .  

  

 يي فشردهپذيري ريمان را روي بازهكدام گزينه درست است؟ (فرض كنيد انتگرال :3مثال[a ,b]   گيـريم و در نظـر مـيn   طبيعـي
  خواه است). دل

nf)  اگر1 R آنگاهf R.  
nfاگر ) 2 R 2 fآنگاه  1 Rهمچنين اگر .g   وng R2 آنگاهg R.  
fgگر) ا3 R آنگاهf ,g R. 

m) اگر4 ,f R  موجود باشد كه| f | m   آنگاه ممكن است كهR
f


1.  

 ششمهاي تأليفي فصل تست
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 :اگر»  2«گزينه  پاسخnf R 2 :، تابع  1  يرا با ضابطهn(x) x  2 پيوسـته اسـت، لـذا روي هـر      در نظر بگيريد. بـه وضـوح    1
ــازه ــرال ب ــم انتگ ــرده ه ــب  ي فش ــون تركي ــت اكن ــذير اس nfپ of  2 ــيه   1 ــه قض ــه ب ــا توج ــرال 7ي ب ــر  انتگ ــت. و اگ ــان اس ــذير ريم nfپ R2 

n(x)و x , f  2 شود كه، با استدلال مشابهي نتيجه ميnf | f | of R  2 .  

n) با اتخاذ3) و (1هاي (گزينه  xو تابع 2
f (x) g(x)

x


 

1
1
IÄ¼¬
ª¹¬

fgشوند چونرد مي  f 2 و  fپذير است اما نه لوح ريمان انتگراكه به وض 1

  پذير ريمان نيستند (محك لبگ را به ياد بياوريد). هيچكدام انتگرال gنه 

مجموعه نقاط ناپيوستگي تابع  Dباشد آنگاه  fهاي ي ناپيوستگيمجموعه D) نيز غلط است چون اگر 4ي (گزينه
f

  ك لبگ: نيز هست اكنون بنابر مح 1

D f R  پوچ باشدR
f
 

1 .  

توجه داريد كه شرط  x a,b | f (x) | m     ي بالا درست نيست چون ممكن است كهلازم است وگرنه نتيجه
f

  كران شود. بي 1

  

 مقدار  :4مثال
b

a
f (x)d x 

  fكدام است؟  2 پيوسته، ( a b هاي زير روي اعداد صحيح و مجموعk شود.)گرفته مي  

1(
a k b

f (k)
 
  2(

a k b

f ( k )
 
   3(

a k b

f ( k )
 
   4(

a k b

f (k)
 


2
  

 :نقاط جهش»  3«زينه گ پاسخx 
 

}عبارتند از 2 a , a , , b }           
2 2 21 2  و جهشx 

 
ي واحد است. اكنون به اندازه 2

كند. توجه شود كهكار را تمام مي 12ي قضيه
[b ]

a k b [a ] k [b ] k [a ]

f ( k ) f ( k ) f ( k )
     

   
2

2 2 2 1
.  

  
 يسي و ريماني) درست است؟هاي ريمان ـ اشتيلها (حالتل مقدار ميانگين براي انتگرالهاي اوكدام گزينه در مورد قضيه :5مثال  

  

  لازم نيست.  Pلازم است در حالت ريماني، پيوستگي  f) در حالت ريمان ـ اشتيل يسي، پيوستگي 1
Pلازم نيست و در حالت ريماني، كافي است كه  f) در حالت ريمان ـ اشتيل يسي، پيوستگي 2 R .  
Pلازم نيست ولي بايد  Pكه در حالت ريماني، پيوستگي لازم است در حالي f) در حالت ريمان ـ اشتيل يسي، پيوستگي 3 R .  
  لازم است.  Pو  f) در هر دو حالت، پيوستگي 4

  :پيوسته بودن » 3«گزينه  پاسخf  طور مثال قرار دهيديسي لازم است. بهدر حالت ريمان ـ اشتيل(x) x ،f (x) x   وx  2 حال .

f d dx dx    
2 1 2

1
1 1

 
پس اگر قرار باشد كه .c [a ,b] با شرطf (c) f d

( ) ( )
 
  

21
cموجود باشد بايد 2 f (c) ( )    

1 112 كه  2

Pيك تناقض است. اما در حالت ريماني كافي است كه R چون اگر .m  وM  به ترتيب مقادير مينيمم و ماكزيمم تابعf  باشند پسm f (x) M  

بنابراين
b b b

a a a
m P f P M P    از طرفي تابع

b

a
h(x) f (x) P(t)dt   روي[a ,b]  ميانيپيوسته است. لذا مقدار

b

a
f P  را به ازاي يك نقطه

c،c [a ,b] كند. پس بايداتخاذ مي
b

a
h(c) f P و چون

b

a
h(c) f (c) P   پس داريم

b b

a a
fP f (c) P  .  

  
 فرض كنيد :6مثالf R بر[a ,b] ،f نامنفي و

b

a
f صورت: . در اين  

1 (f روي[a ,b] .2  مثبت است (f روي يك زيربازه[a ,b] .مثبت است  

3( f ك زيربازهروي ي[a ,b] .به ازاي هر تابع پيوسته و صعودي 4  پيوسته است (h،
b

a
fh   .  
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 :فرض كنيد براي »  2«گزينه  پاسخM  ،مثبتيf (x) M   و
b

a
I f (x)dx كهI  د. قرار دهيI

h
M b a


 

1
hبنابراين 2   اگر .

Tينشان دهيم كه مجموعه {x : f (x) h}  شامل يك زيربازه از[a ,b]  است، كار تمام است. از تعريف دوم انتگرال ريمان ـ اشتيل يس استفاده

Iكنيم. فرض كنيدمي
 a]از Pداده شده است بنابراين افراز 3 ,b] يسچنان است كه هر مجموع ريمان ـ اشتيلS(P,f متناظر آن در  (

I
| S(P,f ) I |  Iكند لذاصدق مي 3

S(P, f ) . اما2
n

k k
k k A k A

S(P,f ) f (t ) x
  

     
1

kكه در آن  kA {k : [ x , x ] T} 1 .

x ،fبراي هر  Aشامل يك زيربازه شود. اگر Tتا  Aكافي است نشان دهيم (x) h

  وليkf (t ) hحال .  

k k k
k A k A

S(P,f ) f (t ) x h x h (b a) ( )
 

       1  

Iاز طرفي چون
S(P,f ) h (M b a )   2 ) داريم: 1پس از نامساوي اخير و رابطه (  h (M b a ) h (b a)     

Aكه آشكارا تناقض است. لذا بايستي   بنابراين براي يكk،k k[x ,x ] T 1  و با توجه به تعريفTروي ،k k[x ,x ]1 داريمf h  .  
  

 گيريم :7مثال f :[ , )  پيوسته و
x
lim f (x) L


  و



x
lim f(x)


  و   وL  اگر .b  وa  دو عدد مثبت باشند آنگاه مقدار



f (ax) f (bx)
dx

x

 
  كدام است؟  

1 (a
( L) Ln

b
  1  2 (b

( L)Ln
a

   3 (a
(L ) Ln

b
  1  4 (b

(L )Ln
a

  

 :گيريم »  2«گزينه  پاسخa b  بنابراين براي هر دو عد حقيقيt T   :داريم  

T T T aT bT aT

t t t at bt at

f (ax) f (bx) f (ax) f (bx) f (x) f (x) f (x) f (x)
dx dx dx dx dx dx dx

x x x x x x x


           




  

bT aT bT bt bT

bt at bt at aT

f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x)
dx dx dx dx dx dx dx dx

x x x x x x x x

  

  
                

p(x)با اتخاذ
x


atوC2وC1دهد كه نقاطي مانندها نتيجه ميي اول مقدار ميانگين انتگرالبينيم كه قضيهمي 1 C bt 1وaT C bT 2  چنان

                   موجودند كه 
bt bt

at at

f (x) b
dx f (C ) dx f (C )Ln

x x a
  1 1

1  

bT bT T

aT aT t

f (x) b f (ax) f (bx) b b
dx f (C ) dx f (C )Ln ( ) dx f (C )Ln ( ) f (C )Ln ( )

x x a x a a


      2 2 1 2

1  

T

t Tt t
T

f (ax) f (bx) f (ax) f (bx) b b
dx lim dx lim f (C )Ln lim f (C )Ln

x x a a



   


 
    1 2

  
  

f (ax) f (bx) b b b
dx Ln L Ln ( L)Ln

x a a a

 
        

bرا عوض كنيد آنگاه با توجه به  bو  aتوجه داريد كه اگر جاي  a
Ln ( ) Ln ( )

a b
ي قبل روشن است. توجه كنيد كه ، ارتباط بين اين مسئله و مسئله

  نويسيم.به صورت نمادين مي
a

b

f (ax) f (bx) b a
dx (f ( ) f ( ))Ln ( ) (f ( ) f ( ))Ln ( ) f (x)] Lnx ]

x a b

 
        

   

xfمثلاً قرار دهيد  (x) e  ،f (x) tan x   دست آوريد. نتايج جالب بهو . . . و  1
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  آزمون فصل ششم  

 1 ـ قرار دهيد
n

n k

n
A lim tan ( )

n k



 



 1

2 21
و  

n

n k

k
B lim tan( )

k n 





1

1
4   در اينصورت:  4

1(tan x
B dx , A

x




 

2

2  2(tan x
B dx , A

x




 

2

4  

3(tan x
B dx , A

x




 

4

4  4(B A


  4  

 2فرض كنيد  ـn(a xاي از اعداد حقيقي بوده، براي دنباله (   كنيم تعريف مي
x

n n
n x n

A(x) a a
  

 
  

1
xكه در آن،     همان جزء صحيح ،x 

]ي در بازه fگيريم. همچنين فرض كنيد فر ميهاي تهي را برابر صاست و مجموع ,a]1  مشتق پيوسته داشته باشد در اينصورت مقدارn
n a

a f (n)

 است؟  كدام  

1 (
a

A(a)f (a) A(x)f (x)dx 1  2(
a

A(a)f (a) A(x)f (x)dx  1  

3(
a

A(x)f (x)dx A(a)f (a) 1  4(
a

A(x)f (x)dx A(a)f (a) 1  

 3 ـ فرض كنيدx x x
(x)

x

        
 

1
1
2 

 
و  

x

(x) (t)dt  2 1


f. اگر    بر[ ,n]1  پيوسته باشد آنگاه مقدار
n

k

f (k)



1
  كدام است؟ 

1(
n n f ( ) f (n)

f (x) (x)f (x)dx
    1 1 2

1
2  2(

n n f ( ) f (n)
f (x) (x)f (x)dx

    1 1 2
1

2  

3(
n n f ( ) f (n)

f (x) (x)f (x)dx
   1 1 2

1
2  4(

n n f ( ) f (n)
f (x) (x)f (x)dx

   1 1 2
1

2 

 4 ـ فرض كنيد, :[a ,b]    دو تابع صعودي و تابعf : [a ,b]   ـ  رض نسبت به هر كدام از آنها، ريمان ـ اشتيل يس انتگرالپذير اسـت. ف

كنيد 
b

a
I( ) fd



    و
b

a
I( ) fd



    :در اينصورت  

1( I ( ) I ( ) I ( ) , I ( ) I ( ) I ( )          

2(I ( ) I ( ) I ( ) , I ( ) I ( ) I ( )           
3( I ( ) I ( ) I ( ) , I ( ) I ( ) I ( )           
4(I ( ) I ( ) I ( ) , I ( ) I ( ) I ( )           

 5 قرار دهيد ـ


x (t )e
g(x) dt

t

 



2 21 1
2 1

  ،


x
tf (x) ( e dt) 
2 g(x)در اينصورت مقدار  2 f (x)  :كدام است  

1(
4  2(

2  3(  4(2

4  

 6 ـ مقدار


sin xxe dx


  .كدام است  

1(  2(e 21
2  3(sin xe dx


2 

  4( 1  

 7 ـ توابعf  وg  را روي[ , با ضوابط  1[

 

x sin x
f (x) x

x

  
 

2 1
و  

 

x sin x
g(x) x

x

  
 

1
  كنيم. در اينصورت: تعريف مي 

1( f  وg  .هيچكدام از  )2  با تغيير كراندارندf  وg .با تغيير كراندار نيستند  
3( g  با تغيير كراندار است اماf .4  با تغيير كراندار نيست( f  با تغيير كراندار است اماg  .با تغيير كراندار نيست  
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 8ـ فرض كنيدf  روي[ ,a]  پيوسته باشد اگرx [ ,a]   تعريـف كنيـدf (x) f (x)  و


 
x

n
nf (x) (x t) f (t)dt , n , , ,

n!   1
1 1 در  2

  اينصورت: 
1((n)

nf f هايو تعداد تغييرعلامتf ي در بازه[ ,a] ي مرتبها در مجموعهاز تعداد تغييرعلامتnf (a),f (a), ,f (a)1  نيست.  بيشتر
2((n)

nf f هايو تعداد تغيير علامتf ي در بازه[ ,a] رتبي مها در مجموعهاز تعداد تغييرعلامتnf (a),f (a), ,f (a)1 .كمتر نيست  
3((n) (n)

nf f هايو تعداد تغيير علامتf يدر بازه[ ,a] ي مرتبها در مجموعهاز تعداد تغييرعلامتnf (a),f (a), ,f (a)1 كمتر نيست.  
4((n) (n)

nf fهايو تعداد تغيير علامتf يدر بازه[ ,a] ي مرتبها در مجموعهاز تعداد تغييرعلامتnf (a),f (a), ,f (a)1 بيشتر نيست.  

 9 ـــ فــرض كنيــدf  روي[ , ي طهبــا ضــاب 1[ 
 

n n n, x , n , , ,
f (x)

x

       


12 2 2 1 داده شــده اســت همچنــين فــرض كنيــد  2



x

F(x) f (t)dt   وLnx / LnA(x)     .كه در آن نماد  22    همان جزء صحيح يك عدد حقيقي است. در اينصورت براي x    داريم:  1

1(F (x) xA(x) A(x)   21
3  2(F(x) xA(x) A(x)  21

3  

3(F (x) xA(x) A(x)   21
2  4(F(x) xA(x) A(x)  21

2  

 10 ـ فرض كنيد مشتقf  بر[a ,b]  نزولي بوده و براي هرx  در اين بازهf (x) m   اينصورت  در  

1(
b

a
| cos((f (x))dx |

m
 

2  2(
b

a
| cos((f (x))dx |

m
 

2  

3(
b

a
| cos((f (x))dx |

m


2  4(
b

a
| cos((f (x))dx |

m


2    

 11 كدام گزينه درست است؟ ـ  

وجود دارد كه براي آن  fتابعي مانند  )1
x

g(x) f (t)dt ي ولي مجموعهپذير است جا مشتقموجود و همه{x:g (x) f (x)}    يـك

  ي چگال است. مجموعه

fتابعي مانند  )2 :[ , )  1   وجود دارد كه پيوسته و مثبت بوده، همچنينf (x)dx


1  موجود است ولي
x
lim f (x)


.  

a]و  [b,c]ي روي هر دو بازه gنسبت به fوجود دارند كه  gو  fتوابعي مانند  )3 ,b]  انتگرالپذير ريمان ـ اشتيل يس است وليf    نسـبت
a]روي  gبه  ,c]  .انتگرالپذير ريمان ـ اشتيل يس نيست  
  هر سه گزينه صحيح است.  )4

 12 ـ فرض كنيد  f :[ , ] [ , ] 1 ي با ضابطه 1


x
f (x , y)

y x


 

1
قرار دهيد  2


I f (x ,y)dx



 
1

و  


I f (x , y)dx



 
1

  در اينصورت:  

1 (
 y

I

y y

   
  


11 2
12 12

و    
y y

I

y

   
  


12 2
11 12

  2 (
y y

I

y

   
  


12 2
11 12

و    
y y

I

y

   
  


12 2
11 12

  

3 (
y y

I

y

   
  


12 2
11 12

و    
 y

I

y y

   
  


11 2
12 12

  4 (
 y

I

y y

   
  


11 2
12 12

و    
 y

I

y y

   
  


11 2
12 12
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 13 ـ تابعf  سوال قبل را در نظر بگيريد اين دفعه قرار دهيد


I f (x ,y)dy


 
1

و  


_

I f (x , y)dy 
  در اينصورت:   1

1(I I 1  2(I I 2 1  

3(
x x x

I , I

x x x

        
    
  

1 11 22 2
1 12 1 1 12 2

 
  4 (

x x x
I , I

x x x

        
    
  

1 12 12 2
1 11 1 2 12 2

 
  

 14 ـ تابعf  دهيد را در نظر بگيريد. قرار  18سوال


t

A(x , t) f (x ,y)dy  :در اينصورت  

1(t x Q
A(x , t)

t x Q


 2  2(

t x Q
A(x , t)

t x Q




2  3(t x Q
A(x , t)

t x Q

 


2
  4(t x Q

A(x , t)
t x Q


 

2  

 15 را در نظر گرفته، قرار دهيد  18ـ دو بازه تابع سوال


F(x) f (x ,y)dy 
1

  رت:در اينصو 

1(F(x)dx
1

1


  2(F(x)dx
1 1

2
  3(F(x)dx

1
2


  4( F  انتگرالپذير نيست  

 16ي ـ دو گزارهp  وq  به صورت زير داده شده است. كدام گزينه در مورد آنها درست است؟  

p ( هرگاهf  روي[a ,b fبوده و براي هر  انتگرالپذير [ (x) , x [a ,b]   آنگاه
b

a
f (x)dx.  

q اگر (
b

a
f  آنگاهf ي روي يك زيربازه[a ,b]  .مثبت است  

1( p  غلط است وq  .2  درست است( p  درست است وq غلط است .  
  هيچكدام درست نيستند.  qو نهpنه)4 اند.، هر دو درست qو هم pهم)3
 17ي ـ دو گزارهp  وq اند. كدام گزينه در مورد آنها درست است؟ به صورت زير داده شده  

p (اگرf  روي[a ,b h ،fhي انتگرالپذير بوده و براي هر تابع پيوسته [   آنگاهf   روي[a ,b] .  

q فرض كنيد (f  روي[a ,b] پيوسته و نامنفي بوده و g  روي[a ,b]  صعودي اكيد باشد. در اينصورت
b

a
fdg   اگر و تنها اگرf   روي[a ,b] .  

  درست است.   qغلط و  p )2  اند.  درست qو  pهر دوي  )1
3(pت، درسq   .نه)4  غلط استpو نهq  .هيچكدام درست نيستند  
 18ـ فرض كنيدf : [a ,b]   پيوسته و بر(a ,b) مشتقاتf  وf  موجود باشند. اگرf (a) f (b)  وm sup{| f (x) |:a x b}   آنگاه  

1(
b

a

m(b a)
| f (x) |dx




2

4  2(
b

a

m(b a)
| f (x) |dx




3

6  

3(
b

a

m(b a)
| f (x) |dx




3

12  4(
b

a

m(b a)
| f (x) |dx




3

6  

 19 ـ قرار دهيد


n

n

x
A lim dx

x



1

1 ، 


n

n

ny
B lim dy

y







1 1

  در اينصورت:  1

1(B A   2(A 
1
2  ،B    3(B A 

1
2  4(A   ،B

1
2  

 20 ـ فرض كنيد g : [ , ] 1  انتگرالپذير است در اينصورت مقدار
 x

g(t)dt dx 
1 1

  كدام است؟  

1(t g(t)dt
1 2


  2(tg(t)dt
1


  3(g(t)dt

1


  4(g( ) g( )1   

 21 ـ قرار دهيد
n

sin(nx)
B lim dx

x
 

2

1
و  



n

n
A lim nx( x ) dx


 

1   در اينصورت:  21

1(A B 
1
2  2(B 

1
2  ،A    3(B   وA 

1
2  4(A B   
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 22 ـ مقدار


dx
I

(tan x)






 2
21

  كدام است؟  

1(  2(
2  3(

  وجود ندارد. )4  4

 24 ـ فرض كنيد f :  ي تناوب پيوسته و متناوب با دورهT  ،T    باشد. فرض كنيـدa b    و قـرار دهيـد
b

an
A lim f(nx)dx


  ،

همچنين فرض كنيد  g :[ , ] 1  پيوسته باشد و قرار دهيد
n

ng(x)
B lim dx

n x





1

2 21
  كدامند.  Bو  A. در اينصورت 

1(
Tb a

A f (x)dx ; B g( )
T


    2(

Tb a
A f (x)dx ; B g( )

T

 
  2

  

3( 
T

A (b a) f (x)dx ; B g( )



   2  4(B  اماA موجود نيست  

 25هاي ـ منحني ir :[ , ] 2  ،i , , 1 2   با ضوابط زير در نظر بگيريد.  3
it sin

tr (t) e



12

itrو  3 (t) e 2
itrو  2 (t) e1  كه در آنie cos i sin    :در اينصورت ،  

rاين سه منحني يك برد دارند و  )1 r r,       1 2 3
1 4 22  

rاين سه منحني داراي بردهاي متفاوتي هستند و  )2 r r,       1 2 3
1 4 22  

r اين سه منحني داراي بردهاي متفاوتي هستند و )3 r r,      1 2 3
1 22  

rاين سه منحني داراي بردهاي يكساني هستند و  )4 r r,      1 2 3
1 22  

 26 ـ فرض كنيدf C([ , ]) 1 قرار دهيد  1


n

n
A lim f(sin x)dx

n
 

و  1


n

n
B lim f(| sin x |)dx

n
 

  در اينصورت:  1

1(A f (sin x)dx , B f (sin x)dx
 

 
  

21 1
2 

  2(A f (sin x)dx , B f (sin x)dx
 

 
  

21 1
2  

  

3(A f (x)dx , B f (x)dx
 

 
  

21 1
2 

  4(A f (x)dx , B f (x)dx
 

 
  

21 1
2  

 

 27 ـ برايf C([a ,b])  قرار دهيد
b

an
A lim f(x)sin (nx)dx


  gو همچنين اگر  2 C([ , ]) 1   قرار دهيد: 1

n
B lim xg(sin( nx))dx


 

1
2  

  صورت:در اين 

1(
b

a
A f (x)dx , B g(sin x)dx


 

 
21 1

2 4 
  2(

b

a
A f (x)dx , B g(sin x)dx


 

 
41

2 
  

3(
b

a
A f (x)dx , B g(x)dx


 

 
21

4 
  4(

b

a
A f (x)dx , B g(x)dx


 

 
41

2 
  

 28 ـf  روي  پيوسته است مقدار


b

ah
lim (f (x h) f (x))dx

h
 

  كدام است؟  1

1(f (a) f (b)  2(f (b) f (a)  3(f (a) f (b)
2  4(f (b) f (a)

2  

 29ي ـ در مورد انتگرال ناسره
p qx Ln (x)



2
  توان گفت؟ چه مي 1

pاگر  )1 1  وq اگر  )2  نگاه انتگرال همگراست.  آp 1  وq   .آنگاه انتگرال واگرا است  
pاگر  )3 1  آنگاه انتگرال همگرا است اگر و تنها اگرq 1  4(  .هر سه گزينه درست است  
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 30نيد ـ فرض كf روي[a ,b انتگرالپذير ريمان است. قرار دهيد  [
b b

a a a

b
A f (x)sin xdx , B f (x)cos xdx , C f (x)dx       در اينصورت:   2

1(A B C 2 2  2(A B (b a)C  2 2  3(A B C 2 2  4(A B (b a)C  2 2  
 31 ـ فرض كنيدf  روي[a ,b] :مثبت و انتگرالپذير ريمان باشد در اينصورت  

1(
b b

a a
(b a) f (x)dx dx

f (x)
  

1  2(
b b

a a
(b a) f (x)dx dx

f (x)
  2 1  

3(
b b

a a
(b a) f (x)dx dx

f (x)
  

1  4(
b b

a a
(b a) f (x)dx dx

f (x)
  2 1  

 32هاي ارهـ در مورد گزp  وq توان گفت؟ زير چه مي  

pي ) تابع پيوسته f :[ , )   و عددc 1  طوري هستند كه
c

f (x)
dx

x




1

  داريم  bو  aاي هر دو عدد مثبت همگراست. در اينصورت بر 


f (ax) f (bx) b

dx f ( )Ln( )
x a

 
  

qي ) تابع پيوسته f :( , )   و عددc 2  طوري هستند كه


c f (x)
dx

x
2

همگراست و نيز  
x
lim f (x) L


 دهيم ، قرار ميL f( )  .

  داريم:  bو  aدر اينصورت براي هر دو عدد مثبت 


f(ax) f (bx) a
dx f ( )Ln

x b

 
   

  اند. درست qو  pهر دوي  )4  غلط است.  pدرست ولي p )3  است.  غلط qدرست ولي  p )2  اند.غلط qو  pهر دوي  )1

 33ـ فرض كنيدaوb وaوb  مثبت بوده و a b  ر دهيد قرا


b sina x a sinb x
B dx

x

    
  و  2



sinaxsinbx
A dx

x


  در اينصورت :  

1(b a a
A Ln ; B a b Ln

b a b

    


1
2  2(b a b

A Ln ; B a b Ln
b a a

    


  

3(b a b
A Ln ; B a b Ln

b a a

   


1
2  4(b a b

A abLn ; B a b Ln
b a a

   


  

 34 ـ فرض كنيد تابع حقيقيf ي رو[ , ]  پيوسته بوده و
x

x
lim (f (x) f (t)dt)


 


  موجود و متناهي باشد در اينصورت:  

1( 
x
lim f (x)


  2( 
x
lim f (x) c


    

ممكن است كه  )3
x
lim f (x)


   4(  ممكن است كه
x
lim f (x)


  وجود نباشد. م 

 35ـ فرض كنيد تابع حقيقيfروي[ , ] پيوسته و نامنفي باشد و


f (x)dx


 در اينصورت در مورد


n

x
lim xf (x)

n 
  . كدام گزينه درست است1

  توان گفت. هيچ چيزي نمي )4  همگرا به يك عدد ناصفر است. )3  است. همگرا به  )2   است. واگرا به )1
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  هفتمفصل 

  » هاي توابعها و سريدنباله «

  

 فرض كنيد  :1مثالn E
f f  وn E

g g ين صورت:در ا  

1(n n E
f g f g   

2(n E
cf cf ,c   

nكراندار باشند آنگاه Eروي  ngو هرnf) به علاوه اگر هر3 n
E

f g fg
  

  ي موارد) همه4

 :از خواص قدرمطلق (نامساوي مثلث و  با استفاده 2و  1اثبات   »4«گزينه  پاسخ| c | c| . | نويسيمكنيم. ابتدا براي شروع ميرا اثبات مي 3) است. لذا فقط:  

n n n n n n n n| f (x)g (x) f (x)g(x) | | f (x)g (x) f (x)g (x) f (x)g(x) | | f (x) f (x) || g (x) | | g (x) g(x) || f (x) | ( )        1  
 n n n| f (x)g (x) f (x)g(x) | | g (x) | | f (x) | ( )   2  

پذير است. خوب اجازه دهيد امكان pي گزارهو به كمك  fه كمك كرانداري در سمت راست خلاص كنيم و اين امر ب nو  x) را از قيد 1) (يا 2ي (لذا بايد رابطه
اند يا هركدام پيوسته يا بعكه اثبات را از نو بنويسيم، اين مقدمه جهت اشاره به اين ايده بود كه در جاهايي كه برخي توابع، خواص زيادي دارند، مثلاً دنباله توا

nfلث و كم و زياد كردن جملات مناسب و . . . مفيد است. اولاً چون كراندارند و ... استفاده از نامساوي مث f و هرnf كراندار است پسf  نيز كراندار

xاست لذا E | f (x) | M   ng. دوباره بنابر همان مثال (چون1 g  و هرng يپس) دنباله كراندار استn(g كراندار يكنواخت است،  (

nMلذا x E , n | g (x) | M      2 2 اكنون اگر .   آوريم: را داده باشند بنا به تعريف همگرايي يكنواخت به دست مي    

          n nN N( ) n N , x E | f (x) f (x) | , | g (x) g(x) | ( )
(M ) (M )

 
           

 


2 1
32 1 2 1  

nلذا اگر N وx E ) خواهيم داشت كه،3) و (1آنگاه با استفاده از (  

n n| f (x)g (x) f (x)g(x) | M M
(M ) (M )

   
      

 2 1
2 12 1 2 1 2 2  

nو لذا  nf g fg.  

  

 هفتمهاي تأليفي فصل تست
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 هايسري :2مثال
n

x
A

[ nx ][ (n )x ]






  


2
2 21 1 1

و
n

n n
B x( )

n x (n ) x






 

  
 2 2 2 21

1
1 1 1

]روي  , چه  Bو Aاند. در مورد داده شده 1[

  توان گفت؟ مي
1 (A  همگراي يكنواخت است اماB   .همگراي يكنواخت نيست  
2 (A  همگراي يكنواخت نيست اماB  .همگراي يكنواخت است   
  اي است.  ) همگرايي هر دو صرفاً نقطه3
  ) هر دو همگراي يكنواختند.  4

 :ي عمومي جمله »3«گزينه  پاسخA را به صورتn
x

f (x)
[ nx ][ (n )x ] nx (n )x

  
     

2
2 2 2 2

1 1
1 1 1 1 1 1

  كنيم بنابراين: بازنويسي مي 

N

N n
n

S (x) f (x)
(N )x

  
 

 2
11

1 1
  

p.wشودپس ديده مي
NS S  كه; x

S(x)
; x


 1
 


  .  

Nاكنون با تشكيل دادن NM sup{| S (x) S(x) | : x [ , ]}   NMبينيم كه مي 1 1  لذاNM    پس همگرايي سريA براي وار است. نقطه

مشابهاً داريم كه Bسري 
N

N n
n

N
U (x) g (x) x[ ]

x (N ) x


  

  
 2 2 2

1

1 1
1 1 1

p.wاكنون 
NU U  كه

; x

U(x) x
; x

x


   21

 


اكنون  .

NM را با قراردادنN NM sup{| U (x) U(x) | : x [ , ]}   بينيم كه تشكيل داده و با استفاده از روش مشتق براي ماكزيمم ـ مينيمم مي 1

NM  
1
2  بنابراينNM    يعني همگرايي سريB  وار است. نيز نقطه 
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  هفتمفصل  آزمون 

 1ي دو دنباله ـn n(g )1  وn n(f )1  رويE [ , ]   با ضوابطnx
ng (x) x e nxو  2

nf (x) xe اند در اينصورت: داده شده  
n(f) همگرايي 1 n(gاي است، اما همگرايي صرفاً نقطه (   يكنواخت است. (
n(f) همگرايي 2 n(gيكنواخت است، اما همگرايي  (   اي است.صرفاً نقطه (
  ) همگرايي هر دو يكنواخت است.3
 وار است.) همگرايي هر دو صرفاً نقطه4

 2يدودنباله ـn n(g )1  وn n(f )1 روي با ضوابطn
x

g (x) Arc tan(nx)


nfو   2 (x) Arc tan(nx)

  اند در اينصورت:اده شدهد2

n(f) همگرايي 1 n(gاي است، اما همگرايي صرفاً نقطه (   يكنواخت است. (
n(f) همگرايي 2 n(gيكنواخت است، اما همگرايي  (   اي است.صرفاً نقطه (
  ) همگرايي هر دو يكنواخت است.3
 اي است.) همگرايي هر دو صرفاً نقطه4

 3فرض كنيد  ـn n(f ) ته روي فضاي متريـك  ي از توابع حقيقي پيوسادنباله,d)X(   باشـد  وp.w
nf f  رويX   در اينصـورتf  يدر نقطـه 

c X ترين شرط ممكن را انتخاب كنيد).پيوسته است اگر و تنها اگر (ضعيف  
1 (n, N s.t d(x,c) , n N | f (x) f (x) |             .  
2 (N, N s.t d(x,c) , | f (x) f (x) |            .  
3 (m n, N s.t d(x,c) , m,n N | f (x) f (x) |             .  
4 (NN s.t d(x,c) , | f (x) f (x) |             . 

 4؟ي داده شده به طور يكنواخت همگراستهاي زير در  دامنهكداميك از دنباله ـ  

1(
n

n
x

( )
n


1  روي هر[ ,a]  كهa   2 (

n

n
x

( )
n


1 روي 

3 (
n

nn

x
( )

x





11

) 4اي كه شامل عدد يك نباشد.ي بستهروي هر مجموعه 
n

nn
x

( )
n x





]روي  1 , )1 

 5ي داده شده به طور يكنواخت همگراست.هاي زير روي دامنهكداميك از دنباله ـ  

1 (n n(f )1  ،n n
nx [ , ] , f (x) cos x( cos x)

 
  14 2 2 (n n(f )1،n n

nx [ , ] , f (x) cox x( cos x)


  12 

3 (n n(f )1 ،nx [ , ] , f (x)
(nx )

 
  2

11
1 1

 4 (n n(f )1،n
x

x [ , ] , f (x)
x (nx )

 
 

2
2 21

1
 

 6تابع   ـ f :  ر دهيد: پذير است. قرامشتقnQ (x) n(f (x ) f (x))
n

  
  در اينصورت:  1

f) اگر 1   پيوسته باشد آنگاهnQ f
  روي. 2 اگر (f  ي يكنواخت باشد آنگاه پيوستهnQ f

  روي. 

nQي يكنواخت  باشد آنگاه پيوسته f) اگر 3 f
  روي. 4 اگر (f  پيوسته باشد آنگاهnQ f

  روي. 

 7ي شود كه دنبالهفته ميگ ـn(f xاگـر  « همگراست هر گاه داشته باشـيم   fابع ، به طور پيوسته به تd)(X,روي فضاي متري  ( X  وnx x 
nآنگاه  nf (x ) f (x) .«) .در اينصورت كدام گزينه درست استnf ها وf  رويX اند)در نظر گرفته شده  

  ها ناپيوسته باشند)nfپيوسته است (حتي اگر  fهمگرا باشد آنگاه  fبه طور پيوسته به تابع  nf) اگر 1
nf) اگر 2 f

  رويX  وf  پيوسته باشد آنگاهnf  به طور پيوسته به تابعf .همگرا است  
  است.» fبه  nfيهمگرايي به طور پيوسته«معادل » fبه  nfهمگرايي يكنواخت «پيوسته باشد آنگاه  fفشرده بوده و  X) اگر 3
 اند.) هر سه گزينه صحيح4
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 8كدام گزينه درست است؟  ـ  
  ي يكنواخت است.هواخت، پيوستني يكاي از توابع پيوسته) حد يكنواخت دنباله1
n(fيي توابع پيوستهدنباله) 2 n  ،nfطوري است كه براي هر  [a,b]ي روي بازه (   روي(a,b)      ي موجود اسـت. همچنـين فـرض كنيـد دنبالـه

n(f ) وار به طور يكنواخت كراندار باشد. در اينصورت همگرايي نقطهn(f   دهد.مي [a,b]همگرايي يكنواخت آنرا روي  [a,b]روي  (

xx) تابع 3 e در ها نيست.ايجمله حد يكنواخت چند  
  اند.) هر سه گزينه صحيح4

 9كدام گزينه غلط است؟ ـ  

nي ) دنباله1 n(f )1  به صورتc n
nn , x [ , ] f (x) n x( x )     21 1  تعريف شده است كه در آنc   عددي حقيقي است. در اينصـورت

c ،n(fبراي هر    نقطه به نقطه همگرا است. (

n(f، 1ي ) در گزينه2 cوقتي به طور يكنواخت همگراست كه  ( 
1
2.  

nينبالهد) 3 n(f )1  رويe[ ,e ]

1
nfه صورت بازگشتي تعريف شده است: ب 1 (x)

nf (x) x , f (x) x   به طور يكنواخت به  nfدر اينصورت  11

fتابع  (x)f (x) x .همگرا است  

nي ) دنباله4 n(f )1  روي[ , ]11 ي با ضابطهn
x

f (x)
n x


 2 31

nي مشـتقات،  تعريف شده است. در اينصورت دنبالـه   n(f ) ]، روي 1 , ]11 

 همگراي يكنواخت است. 

 10نيست؟واخت ي داده شده، همگراي يكنهاي داده شده روي مجموعهكداميك از سري  ـ  

1 (
n

n

( ) x
sin( )

nn








1

1 )  2روي 1
n n

n

x x
( )

n n

 




 
2 1 1

2 1 2 2
]روي   , ]1 

3 (x
n

n

a n







1
]روي   , ) به شرطي كه ،n

n

a





1
)4 همگرا باشد. 

n

n

( )

n x








1

1

]روي 1 , ) 

 11فرض كنيد  ـn
n

a





1
xهمگرا باشد، در اينصورت مقدار

n
x o n

lim a n





 


1
  كدام است؟ 

  3(nيا  ) 2 ) معلوم نيست1
n

a





1
 4 (n

n

Ln(| a |)





1
 

 12قرار دهيد  ـ
s

n

(s)
n




  

1

  در اينصورت كدام گزينه غلط است؟ 1

,a]ي ) سري مربوطه روي هر بازه1 )  ،a 1،مگراي يكنواخت است.ه  

2 (
k

(k) k
s

n

(Ln(n))
(s) ( )

n




   

1
)روي  1 , )1  

3 (
s

x
(s) s dx

x

     1  

4 (
s

x xs
(s) s dx

s x




     

 1 s، و اين انتگرال براي هر 11     .همگراست 
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 13كدام گزينه درست است؟ ـ  

nي توابع ) دنباله1 n(f )1  روي[ , ) ي با ضابطهnx
nf (x) n xe   براي 1 .همگراي يكنواخت است  

n)  سري 2

n

(xLnx)






)روي    , )1 .همگراي يكنواخت است  

nي توابع) دنباله3 n(f )1  و تابعf از[a,b]  به پذيرند. اگرتوابع مشتقاين د و همگي انداده شده
[a,b]

nf f
  آنگاه

[a,b]
n nf (b) f (b) f f

     

n) تابع 4
n

f (x) sin( x) 1 3
3

xي همه جا پيوسته است. همچنين در نقطه   پذير است. مشتق 

 14توابع  ـ




n

n x n n

n

x

f (x) sin x

x






 

  




1
1

2 1 1
1

1
و  

n

n x n n

n

x

g (x) cos x

x






 

  




1
1

2 1 1
1

1





  داده شده اند. در اينصورت: 

n(fي ) هر دو دنباله1 n(gو  ( ا همگـرا       ngو  nfهـاي  كنند. سريبه طور يكنواخت به صفر ميل مي ( ي بـه طـور مطلـق همگراسـت امـ
  يكنواخت نيست.

n(fي ) هر دو دنباله2 n(gو  ( . نيسـت طور مطلق همگراست ولـي همگرايـي يكنواخـت    به nfكنند. سري به طور يكنواخت به صفر ميل مي (
  يكنواخت است. مطلق و همگراي ngسري 

n(fي) دنباله3 n(gكند، در حاليكه همگرايي ميل مي fوار به تابعي چون صرفاً نقطه ( لقـاً همگـرا و همگرايـي    مط nfيكنواخت است. سري  (
  يكنواخت نيست.  مطلقاً همگراست ولي همگراي ngسري .يكنواخت است

n(fي ) هر دو دنباله4 n(gو  ( ا     به ط ngو  nfهايكنند. ضمناً سريوار به حدهايشان ميل ميصرفاً نقطه ( ور مطلـق همگـرا هسـتند امـ
 يكنواخت نيستند.    همگراي

 15ـ n n(f )1  روي[ , ) ؛ وn n(g )1 روي     :با ضوابطnn x n
n ng (x) e ; f (x) ( x )

n
  

12 21   اند. در اينصورت:داده شده 1

1 (n(f ) بوده و  همگرا به طور يكنواختn nlimf (limf )  ؛n(g ) نيز به طور يكنواخت همگرا بوده وn nlimg (limg ) ؛  
n(gباشد. همگرايي پذير است همگرايي يكنواخت ميناپذير بوده و به تابعي كه در يك نقطه مشتقمشتقnf) هر 2 )  اي است.نيز صرفاً نقطه  
n(f) همگرايي 3 n(g پذير است. همگرايبع حدي آن مشتقو تاصرفاً نقطه به نقطه است ( ) .يكنواخت است  
n(f) همگرايي 4 nصرفاً نقطه به نقطه بوده و ( nlimf (limf )  و نيز ،n nlimg (limg )  . 

 16كدام گزينه غلط است؟ ـ  

x) سري 1

n

Ln(n)
( )

n






2
)روي   , )1  .سري 2 همگراست (Ln(n)

n

x





1
)روي   , )

e

1 .همگراست 

) سري3
n

sin ( n x )



  2 2 22


) سري 4 واگراست. xبراي هر 

n

n n
n

x

( x )( x )




  


1
1

1 1 1
\روي   { }1  .همگراست 

 17كدام گزينه غلط است؟ ـ  

n) سري 1
n

n

sin
x






1

12
3

)روي   , ) .همگراي يكنواخت است  

) سري 2
n

x
Ln( )

nLn (n)






2
2

2
aروي  1 , ( a,a) .همگراي يكنواخت است ،  

n) سري 3 |x|

n

n x e







22 2
1

  همگراي يكنواخت است. روي  

) سري 4
n

n

Ln( nx)

nx






1

]روي 1 , )2 .همگراي يكنواخت است 
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 18 هاي دنباله ـn(f n(gو  ( ]روي  ( , ]1  با ضوابط
 

n n

n n n

n n n n

x x

f (x) x

x [ , ] x [ , ]

 

 

    

 


 

1 1
2 1 2 1

1 1
2

1 1 1 1
2 1 2 2 2 1

1
طـوري   »خطـي «كه منظـور از   

 پيوسته شود. نيـز   nfبوده و نمودار پاره خط   هاازهبر آن ب nf نمودار است كه


n n
n

x
ng (x) 

   


1
1 1 1

2 بـراي همگرايـي   . در ايـن صـورت   2

nf  وng توان گفت؟چه مي  
  هستند. به طور يكنواخت همگرا ngو  nfـ ويراشتراس  M) بنابر آزمون 1
  توان بكار برد.يراشتراس را نميـ و  Mآزمون  ngپيوسته است. ضمناً براي  nfـ ويراشتراس M) بنابر آزمون  2
پيوسـته   nfيكنواخت است. و نيـز   ngو  nfتوان براي هيچكدام به كار برد ولي همگرايي هر دوي ويراشتراس را نمي ـ  Mآزمون  ) 3

  است.
 هر دو پيوسته خواهند شد.  ngو  nfتوان به كار برد و ويراشتراس را نمي ـ Mآزمون   )4

 19 كدام گزينه غلط است؟ـ  

) مجموع 1
n

n

x sin(nx)

n!







n) مجموع 2 ي كراندار پيوسته است.روي هر بازه 

n

| x |





2


]روي  , ]11 .پيوسته است 

n) مجموع 3

n

| x |





1
)روي  , )11 .مجموع 4 پيوسته است (

n

sin(n x)

n






2
2

1
 پيوسته است. روي

 20 كدام گزينه درست است؟ ـ  

nبه طور يكنواخت همگرا باشد آنگاه  Aروي  nfپيوسته بوده و  Aروي nf) اگر هر 1 n
x x n n

lim f (x) f (x )
 

  
 

1 1
 

n همگرا باشد آنگاه na) اگر 2
n n

x n

lim a x a




 
 

1 1
.  

]روي nf) اگر هر 3 , ]1 پيوسته بوده وnf  روي[ , )1 به طور يكنواخت همگرا باشد آنگاهn
n

f ( )





1
  همگرا است.1

 ) هر سه گزينه درست اند. 4

 21 فرض كنيد ـf C ([ , ]) fو  1   ؛(n)n N { } f ( )     ي ؛ و دنبالهn(a (n)طوري است كه  (
n

n

a f (x)





1
]روي   , ]1    بـه طـور

nيكنواخت پيوسته است در اينصورت مقدار 
n
lim n!a


  كدام است؟ 

1 ( 2(  3 ( 4.معلوم نيست ( 

 22 ي دنباله ـn n(f )1 روي  چنين تعريف شده است كهnf (x) ي بيانگر فاصلهx مخرج  اتا نزديكترين عدد گويا بn :است. در اينصورت  
1 (nf  روي .2 همگراست (nf روي  .3 همگراست (nfروي\ .4 واگراست (nf روي است.واگر 

  (تذكر: مسأله بالا سنگين است و فقط براي اطلاع دانشجو آمده است.)

 32 تابع پيوسته ـ f :   داده شده است، قرار دهيدnf (x) f (nx) ي و فرض كنيد خانوادهn{f ]روي  { , ]1 همپيوسته باشد. در اينصورت
  كدام گزينه نادرست است؟

1 ( f 2 اي غيرثابت است. چند جمله (f .تابع ثابتي است 

n(fي ) دنباله3 n(fي) دنباله4 به طور يكنواخت همگرا است.(  ي همگرا است.داراي زير دنباله (

در غير اين صورت

خطي

 يا

 يا
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 24 كدام گزينه درست است؟ـ  

) سري 1
n

x sin(n x)

n






2
2

1
  وار است، اما مجموع آن پيوسته است.همگراي نقطه روي 

) همگرايي 2
n

sin(n x)
x

n






2
2

1
  يكنواخت است. روي 

) همگرايي 3
[ x ]

n

( )
x

n(n x)









1

]روي 1 , )  است.وار صرفاً به طور نقطه  

4 (
x n

x
lim

n x



 







2 2
2 2

1 161
 

 25 ي تابع پيوستهـ f : [ , ) ي طوري است كه براي آن دنبالهn n(f )1  با ضابطهn
nf (x) f (x )ي روي مجموعه[ , ]2 ته اسـت  همپيوس

  است؟  نادرستدر اينصورت كدام گزينه 
1 (n(f n(f) 2 اي از توابع پيوسته است.دنباله(  اي ثابت است.دنباله (

3 (n(f n(f) 4 اي ثابت نباشد.تواند دنبالهمي ( ]بر  ( , )  .به طور يكنواخت همگراست 

 26 ي تابع پيوستهـ f : ( , ) 1 :داده شده است در اينصورت  
1 (f ها روي ايحد يكنواخت چند جمله( , )   است. 1
2 (f هـــا رويايحـــد يكنواخـــت چنـــد جملـــه( , ) ]روي  Fاســـت اگـــر و تنهـــا اگـــر تـــابع پيوســـته   1 , ]1  چنـــان موجـــود باشـــد كـــه

x ( , ) F(x) f (x)  1  
3 (f ها روي ايحد يكنواخت چند جمله( , ) ]روي Fاست اگر و تنها اگر تابع كرانداري مانند  1 , ]1 باشد كهx ( , ) F(x) f (x)  1  
4 (f  حد يكنواخت توابعي به صورتx a a sin x a sin x ...   1 2 2  .است 

 27 است؟ كدام گزينه درستـ  

]روي  f) اگر 1 , ]1  پيوسته باشد وnf ( x )dx 
1 2 1


  آنگاهf (x)   x [ , ]  1  

]روي  f) اگر 2 , ]11  پيوسته باشد وnf ( x )dx 
1 2 1


  آنگاهf (x)   x [ , ]  1  

]روي  f) اگر 3 , )1  پيوسته باشد وnx f (x)dx


1   آنگاهf (x)   x [ , )  1  

 اند. ) هر سه گزينه صحيح4

 28 كدام گزينه درست است؟ ـ  

]تـــوابعي پيوســـته روي gو  f) اگـــر 1 , ]1  بـــراي هـــر  كـــهباشـــند بـــه طـــوريn ، n nx f (x)dx x g(x)dx 
1 1

 
آنگـــاه بـــراي  

fهر (x) g(x) , x [ , ]  1 

fاگر )2 :[ , )   براي هر   پيوسته و كراندار باشد وn ، nxf (x)e dx


    آنگاهf اش صفر است.روي دامنه  

fاگر )3 :[ , ) 1  براي هر   پيوسته و كراندار باشد وn ، nx f (x)dx


 1   آنگاهf است.اش صفر روي دامنه  

 اند.هر سه گزينه صحيح )4

  
  



 
  

 

مباني آناليز رياضي 46  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 29 ـ X  بند و فضاي متريك (يا توپولوژيك) همA ي همپيوسته از يك زير مجموعهC(X,   است. در اينصورت: (
f}) براي يك عضو 1 (x ) : f A} , x X   .كراندار است  
f}) براي هر 2 (x) : f A} , x X  .كراندار است  
f}عضوي چون  اگر براي )3 (x ) : f A} , x X    كراندار باشد آنگاه براي هر{f (x) : f A} , x X  .كراندار است  
f}راي عضوي چون ) اگر ب4 (x ) : f A} , x X   كراندار باشد آنگاه ممكن استA اي به طور يكنواخت همگرا نباشد. شامل زير دنباله 

 30 كدام گزينه درست است؟ ـ  
n، nfبراي هرفرض كنيد ) 1 :    ي چگـالِ  يكنواست اگر زير مجموعـهA  از      چنـان موجـود باشـد كـهn

n
lim f (x)


بـراي هـر    

x A  موجود باشد آنگاهn
n
lim f (x)


\روي   Bموجود است كه در آن B ي شماراي يك زير مجموعه  .است  

p.wبـوده و   Eي اي نزولي از توابـع نـامنفي روي مجموعـه   دنباله nf) اگر 2
nf   آنگـاهnf  واخـت اسـت اگـر و تنهـا اگـر      نهمگـراي يك

n nn(f f )   واخت باشد.نهمگراي يك 1

ــوع ســري 3 nx) مجم

n

   ــا  3 ــاي    S(x)را ب ــدد گوي ــر ع ــد. اگ pنشــان دهي

q
ــه    ــي باشــد ك ــه فرم (p,q)ب , q , p  1     ــاه آنگ

k

p p
S( ) S( )

q q q k

  


  3 3

1

1 1  

 اند. ه صحيح) هر سه گزين4

 31 فرض كنيد ـf در اينصورت  باشد پيوسته


n

n
lim n x f (x)dx

 
1   كدام است؟ 1

1 ( 2(f ( )1 3(  4.موجود نيست ( 

 32 فرض كنيد ـf  پيوسته باشد، در اينصورت مقدار


n

n
lim x f (x)dx
 

1
  كدام است؟ 

1 (f ( )1 2( 3(f ( )  4  هيچكدام ( 

 33 مقدار  ـ


n

n

nx
A lim dx

x







1 1

1 و 1


n

n
A lim x f (x)dx


 

1
  پيوسته است.) fكدامند؟ (2

1 (A A  2 1 2(A f ( ) , A 2 1 1 3(A f ( ) , A 2 1
1
4 4(A f ( ) , A 2 1

11 2 

 34فرض كنيد  ـnf C [ , ] 2 1 nfو  1 ( )  1  وn sup
f    در اينصورت در مورد سري .na  كهn na f (t)cos(nt)dt

n 
 

1

1
  توان گفت؟چه مي 1

 ) هيچكدام4 همگراست. اً) سري مطلق3 ) سري واگراست.2 ) سري همگراست.1

 35 عملگر   ـT : C[a,b] C[a,b] ي با ضابطهf Tf  داده شده است كهt

a
(Tf )(t) f (s)ds  :در اينصورت  

f) اگر1 .w
nf f  آنگاهnTf Tf

.  

f) اگر2 .w
nf fيو دنبالهn(f يهمپيوسته باشد آنگاه براي هر زير دنباله(

kn(f n(fاز ( داريم كه  (
knTf 
 Tf  

  پيوسته است. Tرا در نظر بگيريم آنگاه ||.||supنرمC([a,b])) اگر روي فضاي برداري3
 ) هيچكدام  4



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  47  مباني آناليز رياضي

  هشتمفصل 

  » چند تابع خاص «

  

 فرض كنيد:  :1مثال


  
,
,

,
ij ij

j i

i j

(i, j) a i j , b

i j

 


      




1
2

  است؟ غلطكدام گزينه   

1 (ij
j i

a   2 (ij
i j

a   2  

i ijbو  j) اگر براي هر 3    آنگاهij ij
i j j i

b b   4هيچكدام (  

 :1ي برهان گزينه» 4«گزينه  پاسخ:j N هاي جزئيرا ثابت گرفته و مجموعij
i

a





1
كنيم، يعنيرا حساب مي 

M

ij
i

a



1
  گيريم.را درنظر مي 

jM M M
j i

j ij ij jj ij M j
i i i j i j

S (M) a ( a ) a ( a ) ( ) ( ) ( ) ( )





     
              

1

1 1 1 1

11 2 1 1
2

  

M

ij ij ijM jM Mi i j i j

a lim a lim ( a ) ( )
   

     
           

1 1 1 1 1

1
2

    

ijهاي جزئي سريرا ثابت گرفته و مجموع iاكنون
j

a





1
كنيم. يعنيرا حساب مي 

N

ij
j

a



1
  گيريم.را در نظر مي 

N i N i
j i i i

i ij ij ii ij
j j j i j

S (N) a ( a ) (a ) ( a ) ( ) ( ) ( ) ( )
 

   

    
                

1 1 1
1 1 1 1

2 1 1 2 1 2 2  

N
i i i

ij ij ij
N Nj j i j i

a lim a lim ( a )
   

  

     
                   

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 1 2  

ijكار ببريم. اولاً اگرن دفعه بهي تعويض را چندي) كافي است قضيه3ي (براي گزينه
j

b





1
ijهمگرا باشد چون جملات سري نامنفي است پـس   ijb | b |  و

ijآيد. ثانياً اگري تعويض بدست ميلذا در اين حالت تساوي از قضيه
j

b





1
ijواگرا باشـد پـس بايـد    

j

b



 

1
ijو لـذا   

i j

b      ا اگـر ijامـ
i

b 

ijبخواهد همگرا باشد و
i j

b    ي تعـويض (چـون   نيز متناهي شود آنگـاه بنـابر قضـيهij ijb | b | بايسـتي (ij ij
i j j i

b b        كـه

ijالت هم بايدتناقض است لذا در اين ح ij
i j j i

b b   .  

iي تعويض همگراييبينيد كه در قضيهپس مي ij
j

C | a |





1
  واقعاً موردنياز است و نامنفي بودن جملات براي تساوي سري دوگانه كافي است. 

 هشتمهاي تأليفي فصل تست
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  هشتمفصل  آزمون 

 1 شعاع همگرايي سري ـn
Ln(n)

x
n

 و شعاع سري  R1را  1
n

nn
x

n!راR2 :بناميد. در اينصورت  

1( R e , R 2 1 1  2( R , R
e

 2 1
1 1  3( R , R

e
 2 1

11  4(R , R e 2 11  

 2كدام گزينه غلط است؟ ـ  

f) اگر 1 C ([ , ]) 3 آنگاه 11
n

[n(f ( ) f ( )) f ( )]
n n





  

1

1 1   واگراست. 2

) سري 2
n

( n)!( n)!

n!( n)!






1

2 3
  همگراست. 4

) سري 3
nn n




 111

  واگراست. 1

aاگر  )4 ,a ,...1 nهمگرا باشد آنگاه  naاي از اعداد مثبت بوده و دنباله  2 na a    همگراست.1

 3 براي حداقل كدام ـx ها وa هاي ها سري
x

n

n n

n





 
1

aو 1

n

( sin )
n n






1

1   شوند؟همگرا مي1

1( a , x 
1 1
3 2  2( a , x 

1 1
3 2  3( a , x 

1 1
3 2  4(a , x 2 2  

 4 تعريف كنيد ـ
 

xe xf (x)
x


  
 

1
و   2


n

n

cos(n t)
g(t)

e




 

2
nهـاي . در اين صورت تساوي

nf ( )
f (x) x

n!
  و

(n)
n

n

g ( )
g(t) t

n!




 



  

  افتد.ها اتفاق مي tها و  xبراي كدام 
1( x    هر ،t 2( t x    3( ي همهxيها و همهtهر  )4  هاx ؛t    

 5 فرض كنيد ـnb  وnaهاي تواني هايي مثبت هستند و سريدنبالهn
ng(x) b x   وn

nf (x) a x   1هر دو  داراي شعاع همگرايي برابر 

هستند و نيز 
xx

lim f (x) lim g(x)
  

  
11

n. در اين صورت اگر 

n n

a
lim A

b
  ،A [ , ]   آنگاه

x

f (x)
lim

g(x)1
  كدام است؟ 

1 (A2  2 (
A

Aبراي  1    و برايA   شود.صفر مي برابر  

3 (A2  4 (A  

 6 فرض كنيد ـ
 

n n

n n

x x
g(x) , f (x)

( n)! ( n )!!

 

 
 

 
3 2 1

3 2   در اينصورت:1

1 (xg (x) g (x) g(x) e , f (x) xf (x)      2 1  

2(xg (x) g (x) g(x) e , f (x) xf (x)      2 1  

3(xg (x) g (x) g(x) e , f (x) xf (x)      1  

4(xg (x) xg (x) x g(x) e , f (x) xf (x)      2 1  
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 7 توان گفت؟هاي مثلثاتي داده شده چه ميدر مورد سري ـ  
n

sinnx
, i

n






   
1

1
2                  ،

n

sinnx
ii

Lnn






2
  

  ي همگرا هستند اما سري فوريه نيستند.) هر دو سري مثلثات1
2 ((i)  ا سري فوريه نيست. در حاليكهسري مثلثاتي همگراست ام(ii) .سري مثلثاتي همگرا و سري فوريه است  
3 ((i)  سري مثلثاتي همگرا و سري فوريه است. در حاليكه(ii) .ا فوريه نيستسري مثلثاتي همگراست ام  
  اند. و سري فوريه) هر دو سري مثلثاتي همگرا 4

 8 ي تابع سري فوريهـf (x) a x 2 ]روي  2 a,a] كدام است؟  

1 (
n

n

( ) n x
a { cos }

an





 


2

2 2
1

1 1 14 6  2(
n

n

( ) n x
a { cos }

an





 


2

2 2
1

1 1 14 3  

3(
n

n

( ) n x
a { cos }

an





 


2

2 2
1

1 1 14 12  4(
n

n

( ) n x
a { cos }

an





 


2

2 2
1

1 1 14 6   

 9 ي فوريهسري ـsinx  روي[ , ] كدام است؟  

1 (
n

sin nx

n




 
  

 2
1

2 4 2
4 1

  2 (
n

cos( nx)

n






  
 2

1

2 4 2
4 1

  

3( 
n

sin( n )x

(n )








   
 2

1

2 4 2 1
16 1 1

  4(
n

cos( n )x

(n )






 
   

 2
1

2 4 2 1
16 1 1

 

 10 براي ـ x   ،ي بسط فوريهcosx كدام است؟  

1 (
n

sin( nx)

n



 
 2

1

2
2 1

  2 (
n

n cos( nx)

n



 
 2

1

8 2
4 1

  

3( 
n

n sin( nx)

n



 
 2

1

8 2
4 1

  4(
n

cos( nx)

n



 
 2

1

2
2 1

 

 11 فرض كنيد ـ
n n








2
21

1
؛ و 6

n

x sinnx

n





 
 

xبراي  12      اكنـون قـرار دهيـد ،
n

cos(nx)
f (x)

n




  21

و    
n

sin(nx)
g(x)

n




  31

  ،

  كدام گزينه درست است؟

1 (x x x x x
g(x) ; f (x)

   
     

3 2 2 2 2

12 6 4 6 2 4  2(x x x x x
g(x) ; f (x)

   
     

3 2 2 2 2

12 6 4 6 2 4  

3(x x x x x
g(x) ; f (x)

   
     

3 2 2 2 2

12 4 6 6 2 4  4(x x x x x
g(x) ; f (x)

   
     

3 2 2 2 2

6 4 12 6 4 2 

 12 فرض كنيد  ـa  ي در اينصورت بسط فوريهaxe كدام است؟  

1 (
a

n

e a cosnx nsin nx
x , ( )

a a n


 



 
   

 


2
2 2

1

1 12 2  

2(
a

n a

n

e a cosnx
x , ( (( ) e ) )

a a n

 





     

  
 2 2

1

1 2 1 1  

3(n a

n

n sin(nx)
x , ( ( ( ) e ) )

a n





    

 
 2 2

1

2 1 1  

  ) هر سه مورد صحيح است. 4
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 13 فرض كنيد  ـna , f R([ , ])    وnb ي ضرايب فوريهf :باشند در اينصورت  

1 (n n n

n n

| a | | b | b
, ( x)f (x)dx

n n

 

 


  

  
2

1 1

1
2 

  همگرا است.

2( n n n

n

| a | | b | b
, ( x)f (x)dx

n n






  

  
2

2
1

1
2 

  واگرا است.

3( n n n

n

| a | | b | b
, ( x) f (x)dx

n n






  

  
2 2

1

1
2 

  همگرا است.

4( n n n

n

| a | | b | b
, ( x)f (x)dx

n n






  

  
2

2
1

1
2 

  همگرا است.

 14 كدام گزينه در مورد ـp  وq درست است؟  
(p ي تناوب ي يك تابع پيوسته از دورهسري فوريه2 .كه براي آن ضرايب فوريه نامنفي است به طور يكنواخت همگراست  

(q  اگرf , f R([ , ])    پيوسته و
n

k k
n k

lim k a b
n 

  2 2
1

1  ي آنگاه سري فوريهf  به طور يكنواخت بهf كند.ميل مي  

1 (p  درست است وليq .2  غلط است (p  وq د.هر دو درست ان  
3 (p  نادرست است وq .4  درست است (p  وq اند.هر دو نادرست  

 15 هاي كدام گزينه در مورد گزارهـp  وq صحيح است؟  
(pn(b nbي نزولي از اعداد مثبت و همگرا به صفر است. در اينصورت: يك دنباله ( sin(nx)  به طور يكنواخت روي[ , ]2  همگراست اگر و تنهـا
nاگر 

n
lim nb


 .  

(qn(b nbي قبل در اينصورت: مثل گزاره ( sin(nx) گر ي يك تابع پيوسته است اگر و تنها اسري فوريهn
n
lim nb


 .  

1 (p  درست است وq .2  غلط است (p است و  غلطq .3  درست است (p  وq .4  هر دو درست اند (p  وq  اندغلطهر دو.  
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 پاسخنامه آزمون ها   
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