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   فصل اول
  مقدمه و يادآوري

  مقدمه
كه در آن اثرات اجسام و نيروهاي متقابل بر روي يكديگر از            ترين علم فيزيكي است       دمت، قديمي اي از علم فيزيك است كه از لحاظ ق          مكانيك شاخه 

ده است، اگر چه تئـوري نـسبيت انـشتين       بناش) 1642-1727(مكانيك جديد بر اساس قانون نيوتن     . گيرد  نظر حركت و سكون مورد مطالعه قرار مي       
محدوديتهائي براي قانون نيوتن ايجاد كرده ولي اين محدوديتها براي اجسام و فواصل معمولي و مورد مطالعه مهندسي و براي حركاتيكه نـسبت بـه              

3/سرعت نور (باشند  تر مي سرعت نور آهسته     باشد بل صرفنظر كردن ميناچيز و قا) كيلومتر در ثانيه.  

  )زمان و جرم، طول(ابعاد و واحدهاي اصلي مكانيك 

، شـتاب،   نيـرو، سـرعت    ،طول، سطح، حجم، زمان   . گيرند  مورد استفاده قرار مي   گيري    هاي مختلف در طبيعت واحدهاي اندازه       گيري پديده   براي اندازه 
هـا    گيري كميت مربوط به هر يك از اين اشـياء و پديـده              براي اندازه . گيري شوند     زه كه هر كدام بايستي با واحد مربوطة خود اندا         …درجه حرارت و    

  .گردد  استفاده مي…، اينچ واي طول از واحدهايي نظير ميليمتر، سانتيمتر، متر، فوتمثلاً بر. يك واحد معين انتخاب شده است
  شوند م نيز خود به خود تعيين ميبديهي است در صورتيكه واحد طول معين شود واحدهاي سطح و حج: 1نكته.  

 يـا فرعـي     واحدهاي ثـانوي  شوند را      يا اوليه و واحدهايي مانند سطح و حجم كه بر مبناي واحد اصلي تعيين مي               واحد اصلي واحدي مثل طول را     
، لـذا زمـان    اي بـا آن نـدارد       طـه دد كه زمـان راب    گر   ملاحظه مي  "L"بعد از انتخاب واحد طول      ). واحدهاي اصلي مستقل از يكديگر هستند     (نامند    مي
  .باشد مي” ثانيه“واحد اصلي زمان ، دهيم  نمايش مي"T"توان آنرا يك واحد اصلي ناميد، زمان را با  تواند واحد فرعي طول باشد، پس مي نمي

يك جـسم مقـدار طـول پيمـوده     سرعت . توان سرعت و شتاب را تعريف و واحد آنها را معين كرد اند مي اكنون كه واحدهاي طول و زمان معين شده  
  . شده توسط جسم در واحد زمان و شتاب، تغيير سرعت آن جسم در واحد زمان است

. توان گفت زماني دو ماده داراي يك جرم هستند كه در يك نقطه معين از زمين وزن مـساوي داشـته باشـند                        جرم خاصيتي است كه هر ماده دارد و مي        
  :كنيم تر جرم دو قانون نيوتن را بيان مي براي تعريف جامع.  است كيلوگرمواحد اصلي جرم. دهند  نشان مي"M"را با  جرم يك واحد اصلي است كه آن

  قانون جاذبه عمومي نيوتن) الف
 مطابق شكل قرار گرفته باشند، قـانون جاذبـه عمـومي نيـوتن     B و   Aمادي  ذره  فرض كنيد دو    

اي وجود دارد به نحوي كه اثر هـر يـك از              بهكند كه بين اين دو نقطة مادي نيروي جاذ            بيان مي 
 و  B به جرم    F نيروي   Aيعني جرم   . باشد  نقاط مادي روي ديگري مساوي و مختلف الجهت مي        

 نيـروي جاذبـه     B و   Aيعني بين نقاط مادي     (كنند     وارد مي  A به جرم    F نيروي جاذبه    Bجرم  

A  :و داريم ) وجود دارد Bm m
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 گردد؟ اگر فاصله دو ذره نصف شود، نيروي جاذبه بين آنها چند برابر مي :1مثال  

1)2   برابر 2 ) 1
  كند تغييري نمي) 4   برابر4) 3   برابر2

 نيروي جاذبه بين دو ذره با توان دوم معكوس فاصله متناسب است، لذا»  3«گزينه  :پاسخ :  

r r
F

r F F

   
 

2

11 2
4

  

  

  A F F B mA mB 

 r 

 »1شكل «



مقدمه و يادآوري :فصل اول     2 مدرسان شريف

 

 

  قانون دوم نيوتن) ب
    F=Ma  :يعني. باشد   جرم جسم مي،عدد ثابت تناسب،  تناسب مستقيم با نيرو دارد  F شتاب حركت يك جسم تحت اثر نيروي 

  گيري مطلق سيستم واحدهاي اندازه

  سيستم متريك) الف
واحد نيرو در ايـن سيـستم نيـوتن    . شود اميده ميدر اين سيستم جرم يك كيلوگرم در سطح دريا واحد جرم است كه كيلوگرم جرم ن            : MKS) الف

شـتاب جاذبـه زمـين برابـر     چـون در سـطح دريـا    . است، يك نيوتن نيروئي است كه به يك كيلوگرم جرم شتابي معادل يك متر بر مربع ثانيه بدهد   
g / m /S 29 8 665باشد، بنابراين وزن يك كيلوگرم معادل     مي/ 9 8 Fنيوتن   . نيوتن است665 mg /   1 9 8 665  

اسـت و  ” ديـن “واحد نيـرو در ايـن دسـتگاه    . شود در اين دستگاه جرم يك گرم در سطح دريا واحد جرم است كه گرم جرم ناميده مي        : CGS)  ب
gچون  / cm /S 298   .باشد  دين مي981 است پس هر گرم وزن تقريباً 665

  انگليسيسيستم ) ب
بنـابراين واحـد    . شود  ناميده مي » پوند جرم «باشد واحد جرم است و        در اين سيستم جرم يك ماده كه داراي وزني معادل يك پوند در سطح دريا مي               

ئيـد كـه    توجـه نما  . شـود   ناميده مي » پوندال«شتاب يك فوت بر مربع ثانيه بدهد كه         » پوند جرم «نيروئي است كه به جرم يك       ،  نيرو در اين سيستم   
Fوزن يك پوند جرم مساوي       Mg       پوندال است كه در آن g       اگر محل آزمايش سطح دريـا باشـد، وزن         .  شتاب ثقل زمين در محل آزمايش است

gو چون در سطح دريا    ) بنا به تعريف پوند جرم    (اين جرم مساوي يك پوند است        / Ft /Sec 232 174 زن يك پونـد معـادل       است، بنابراين و   5
  :باشد، به عبارتي  مي1745/32پوندال 

)پوندال  Ft /Sec ) /  21 32 174 ) = 1745/32) يك پوند جرم(5 / Ft /Sec ) 232 174    1پوند ) = يك پوند جرم (5

  گيري مهندسي سيستم واحدهاي اندازه

   (MKS)سيستم متريك ) الف
به آن وارد شود شتاب ) كيلوگرم وزن(واحد نيرو است، واحد جرم در اين دستگاه جرمي است كه اگر واحد نيرو          » كيلوگرم وزن «در اين دستگاه يك     

9/شود كه اين واحد  ملاحظه مي. واحد پيدا كند   . برابر كيلوگرم جرم خواهد بود81
  نگليسي سيستم ا) ب

باشد، يك اسلاگ جرمي است كه تحت اثر           مي »اسلاگ«واحد نيرو است، واحد جرم      ) وزن يك پوند جرم در كنار دريا      (» پوند وزن «در اين سيستم    
)يك پوند وزن شتاب واحد     Ft /Sec Fدر كنار دريا مساوي پوند    ) اسلاگ(بنابراين وزن واحد جرم     .  پيدا كند  21( Mg ( ) ( / )  1 32  و جرم   2

32/اين وزنه پوند جرم و معادل  32/بنابراين هر اسلاگ معادل . باشد  مي2   .  پوند است2
   ار عددي جرم آن بـه  به طور خلاصه وقتي وزن در كنار دريا داده شده باشد مقدار عددي جرم آن به پوند جرم همان وزن است و مقد             : 2نكته

32/اسلاگ وزن آن تقسيم بر    .باشد  مي2
   3/وزن اين جسم در محلي كه شتاب ثقل زمين .  پوند است644وزن يك جسم در كنار دريا      :2 مثال 5 فوت بر مربع ثانيه است، بر حسب

  پوند كدام است؟
1 (#257  2 (#61  3 (#91  4 (#357  
   اگر از فرمول      »2«گزينة  :  پاسخF Ma  كه  ،   استفاده كنيمM      بر حسب اسلاگ و a           بر حسب فوت بر مجذور ثانيه است خواهيم داشـت   :

W) يادر كنار در( M( / ) 32 2 و در محلي با شتاب ثقل g : W Mg اگر Mرا در اين دو رابطه حذف كنيم خواهيم داشت :  
W g g

W W
W / /

  32 2 32 2


  

/
W #

/

  
3 5644 6132   باتوجه به معلومات مسأله : 2

 7وزن جسمي در شرايط متعارف : 3 مثال باشد؟ جرم آن بر حسب اسلاگ چقدر مي. پوند است  
1 (7/21  2 (6/65  3 (7  4 (3/71  

 جرم جسم بر حسب اسلاگ   »1«ة گزين:  پاسخ/
/


721 7 32 2
 باشد  مي.  
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  :دستگاه واحدهاي معمول

  مهندسي آمريكائيواحد   ليسيانگواحد   C.G.Sواحد   M.K.Sواحد   كميت
  اسلاگ   پوند جرم   گرم  كيلوگرم جرم   جرم

  فوت   فوت   متر سانتي  متر  طول 
  ثانيه   ثانيه   ثانيه   ثانيه   زمان 
  پوند نيرو   پوندال   دين   نيوتن  نيرو 

  :ها واحد تبديل
   سانتيمتر  54/2 اينچ 1

 /3 اينچ  12 فوت 1 5سانتيمتر / 3 5  متر 1
528  مايل   

   پوند جرم  2/32 اسلاگ 1
/ گرم  1  32 2 5 1  پوند جرم  /  4685 1  اسلاگ   
   اونس 16 پوندال  2/32 دين  445 پوند نيرو 1
   دين  51 نيوتن 1

  آل نمودن مسائل مكانيك ايده

اكثـر مـسائل    .آل كـردن آن مـسائل اسـت    يكي از مسائل مهمي كه در مهندسي بايد به آن توجه كرد فرضيات در حل مسائل و به عبارت ديگر ايده                
آورد كـه حـل آن اگـر بـا معلومـات        مـي  به وجود  رياضي    شود مسئله پيچيدة    رياضي از روي آن ساخته مي     باشند و وقتي مدل       مهندسي، پيچيده مي  

كنند به نحوي كه قابل حل شود و يا مـسئله   در چنين شرايطي يا با فرضياتي مسئلة مكانيك را ساده مي     . حاضر غيرممكن نباشد بسيار مشكل است     
اي باشند كه جواب و ماهيت   اين جا هدف روش اول است با اين شرط كه فرضيات ساده كننده بگونهدر. كنند رياضي بدست آمده را تقريبي حل مي      

  :اند  ها ذكر شده آل سازي در زير چند نمونه از اين ايده. مسئله را عوض نكند
  ماده متصل 

از . ي بين الكترونها و هـسته هـر اتـم وجـود دارد            دانيم مواد در طبيعت هر چقدر هم كه بهم فشرده شده باشند متصل نبوده و فضائ                 همانطور كه مي  
لذا از اين   ،  كه در مهندسي با موادي به مراتب بزرگتر از اتم سروكار داريم و فقط مقدار و ميانگين خواص در حجم معين مورد استفاده دارند                        ييآنجا

  . استمتصليم كه جسم يك ماده، بهم پيوسته و كن صرفنظر كرده و فرض مي) آيند  ميبه وجودكه بعلت به هم فشرده نبودن جسم (فضاها 
  ) سخت(جسم صلب 

در مقاومت مصالح خواهيد ديد كه هر جسمي هـر چنـد كـه سـخت                . منظور از جسم صلب جسمي است كه در اثر نيروهاي وارده تغيير شكل ندهد             
 صلبولي در فرضيه جسم     ) ت تئوري وجود ندارد    به صور  صلباز لحاظ علمي جسم     . (دهد  باشد تحت اثر هر نيروئي هر چند كوچك تغيير شكل مي          

از اين فرضيه در حـل  . باشند كه اثر قابل توجهي نداشته و در نتيجة مسئله اثري ندارند    شود كه تغيير شكلها آنقدر كوچك مي        اين گونه استدلال مي   
  .گردد مسائل استاتيك استفاده مي

  دار جرمذره 
 هندسـي بـدون بعـد و    ذرهانـد در مـورد    اند، يعني قوانين نيوتن كه اصول مكانيك بر آن بنا شـده      شده دار وضع    هندسي جرم  ذرهقوانين نيوتن براي    

 بدون بعد و جرم داري در طبيعت وجود ندارد، ولي با فرض وجـود آن بـسياري مـسائل مكانيـك حـل                        ذرهواضح است چنين    . باشند  داراي جرم مي  
  .كنيم دار فرض مي  جرماي ذرهو آنرا به صورت ) به طور فرضي( در مركز آن متمركز كرده شود و در بسياري از موارد جرم تمام ماده را مي

  نيروهاي متمركز
توان تمام نيروها را با يك نيـرو جـايگزين       مي،  دانيم  در مواردي كه محل اثر نيرو يك سطح كوچك از جسم است و انتشار نيرو را در روي سطح نمي                   

بديهي است كه در طبيعت نيروئي وجود ندارد كه بر يك           ،  نقطه اثر تمام نيروها فرض كرد     ) كه يك نقطه است   (جسم  كرده و نقطة اثر آن نيرو را در         
آل كردن نيرو در سهولت محاسبات بسيار موثر است و همانطور كه بعداً در تعادل نيروهـا خـواهيم ديـد                   هندسي وارد شود ولي اين فرض و ايده        ذره

  .گردد ر جسم در مباحث استاتيك توصيه مياستفاده از نيروهاي متمركز د
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  هاي غيرجبري بردارها و كميت

  . شوند هاي فيزيكي به دو دسته اسكالر و برداري تقسيم مي كميت
  . باشند جرم، طول، زمان و درجه حرارت مي: هايي هاي چنين كميت نمونه. داراي يك مقدار است كميتي است كه فقط) اي عددي، نرده(كميت اسكالر 

 ذرهمثلاً براي بيان سـرعت يـك   .بيش از يك مقدار جبري لازم استآنها براي توصيف هاي برداري قرار دارند كه  هاي اسكالر، كميت ر مقابل كميت  د
  :مادي بايد اطلاعات زير داده شوند

  )…مثلاً فوت بر ثانيه يا متر بر ثانيه و (گيري   مقدار آن كميت بر حسب واحد اندازه-1
، به اين ترتيـب كـه از يـك قطعـه خـط اسـتفاده                )توان از يك دستگاه مختصات ثابت استفاده كرد         براي اين منظور مي   ( مادي   ذره جهت حركت    -2

 پيكـان و آن را بوسـيلة يـك        ) مقـدار سـرعت   (باشـد   ” 1“مساوي مقدار داده شده در قـسمت        ،  گيري طول   كنيم كه طول آن با واحد معين اندازه         مي
( ) اين قطعه خط را بردار و امتداد اين بـردار را راسـتا يـا محمـل آن                  .  جهت حركت را نشان بدهد     پيكانكنيم به طوريكه سر       دار مي    جهت
  . نامند  ميبرداري كميت نيز دارند  راستا و جهت ،هائي مثل سرعت، شتاب، نيرو و گشتاور را كه علاوه بر مقدار كميت. ناميم بردار مي
  :ر حسب كاربرد سه نوعندبردارها ب

  بردار آزاد ) 1
در همان جهت و با ، توان آنرا بدون تغيير اثر به هر نقطة فضا انتقال داد به شرطي كه راستاي آن موازي راستاي اوليه                 برداري است كه مي    ،بردار آزاد 

بـردار گـشتاور،   : ماننـد  . نامنـد   مـي همـسنگ ، مساوي باشنددو بردار آزاد را در صورتيكه موازي، هم جهت و از نظر مقدار   . همان مقدار اوليه باشد   
  ).جفت نيرو(برآيند نيرو و كوپل 

  بردار لغزان ) 2
 ،اگر دو بـردار لغـزان بـر روي يـك راسـتا            ،   منتقل كرد  ي آن بردار  توان آنرا با حفظ جهت اوليه به هر نقطه از راستا             برداري است كه مي    ،بردار لغزان 

  .كند بردار نيرويي كه به يك جسم صلب اثر مي: مانند . نامند  ميارز همچنين دو برداري را ، اند باشند مساويداراي يك جهت و يك مقدار 
  بردار بسته ) 3

 مادي در   ذرهنمونه بردار بسته، بردار مكان يك       .  برداري است كه متعلق به يك موقعيت واحد است و به هيچ وجه قابليت جابجايي ندارد                ،بردار بسته 
  .باشد  مختصات دكارتي ميدستگاه

  جبر بردارها

  و حاصلضرب بردار در يك عدد جبري) مقدار يا اساس(بردار، قدر مطلق 
 بردار را نشان خواهد      جهت،  سهم يا نشان هر قطعه خط     . دهيم  همانطور كه قبلاً گفته شد يك بردار را توسط قطعه خط مستقيم و محدود نشان مي               

توجـه نمائيـد كـه منظـور از         . شـود   اساس و يا مقدار مطلق آن بردار ناميده مي        ،  مقدار جبري آن كميت است مقدار     طول قطعه خط كه نماينده      . داد
Aلذا مقدار يك بردار مانند. باشد مقدار يك بردار، عدد مثبت طول آن مي


| هميشه مثبت است و با A |


  . شود  نمايش داده مي

x: به دست آوردن مقدار برداري مانندبراي  y zA A i A j A k  
   

x      :كنيم   از رابطه زير استفاده مي y z| A | A A A  2 2 2
  

A“بردارها را با حروف بزرگ يا كوچك لاتين و خط سهمي داري در بالاي آن          


و يا خطي سـاده در  ، ”
كـه   نحويه دهيم، ب  و گاهي با نامبردن حروف اول و آخر قطعه خط نماينده بردار نشان مي  ” A”زير آن   

ABمثل بردار (جهت بردار از طرف حرف سمت چپ به طرف حرف سمت راست باشد 


  ).AB  يا بردار 
Aهـاي تـشريحي از نمـاد        هاي انتهاي فـصل و پاسـخ         در اكثر تست   ولي.  نمايش داده شده است    A با نماد    Aدر متن درس بردار دلخواه      : توضيح


 

A و Aبه هر حال دو نماد . استفاده شده است


  . ندارندتفاوتي با هم 
 و مقـدار آن برابـر       Aي راسـتاي بـردار      ، بـرداري اسـت كـه راسـتاي آن مـواز           A در يـك بـردار آزاد        حاصل ضرب يك عدد جبري      ،  بنا به تعريف  

 . منفي باشـد اگر شدبا  ميAدر جهت عكس و  مثبت باشد اگرباشد   مي A است و جهت آن در جهت و عدد | A |ضرب مقدار بردار حاصل
   :مانند . است Aدر جهت عكس آن  و Aبردار اندازه  مساوي -Aبردار اندازه توجه كنيد كه 

A A

/ A A ( / )

/ A A ( / )

 
         
      

1 5 1 5
2 5 2 5
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2.5 A 

-1.5 A 
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  5 مدرسان شريف  استاتيك و مقاومت مصالح  

  جمع و تفريق بردارها 

  جمع بردارها
 Aكنيم دو بردار آزاد  ميگيرد كه فرض  اين ترتيب صورت ميه جمع بردارهاي آزاد طبق قانون مثلث ب    

A بـردار    A1 و از نقطة     A همسنگ بردار    OA1 بردار   Oطه اختياري   از نق .  داشته باشيم  Bو   B1   را 1
OB   بردار  B و   A مجموع دو بردار     ،بنا به تعريف  . كنيم   رسم مي  Bهمسنگ بردار    R1 باشـد     مي

  R = A + B = B + A  :شود كه ملاحظه مي . R = B + A: لذا 
  
   توان به اختصار گفت براي جمـع           براي تعميم تعريف فوق در حل مسائل مي        :3نكتهn 

دار بردار بايد بردارها را متوالياً دنبال يكديگر ترسيم كرده، در اين حالت برداري كه ابتداي بـر                
اولي را به انتهاي بردار آخري وصل كند بردار مجموع يا بـردار برآينـد نـام دارد، ماننـد بـردار              

  . »5«برآيند در شكل
توان به بيش از دو بردار نيز تعميم داد، به اين صـورت كـه جمـع سـه                     اين جمع كردن را مي    . كند  پذيري پيروي مي    جايي  جمع بردارها از قانون جابه    

A)  : بدين ترتيب قابل انجام استC , B , Aبردار  B) C R C ; A B R       
A)  : شود كه و به سادگي ملاحظه مي B) C (A) (B C) (A C) B         

  تفريق بردارها
A: عبارت است از   B A ( B)     ،       يعني براي تفريـق بـردارB     از بـردار A    در واقـع 

)بردار   )B B  1   دار   را با برA  به بيـان ديگـر    . كنيم   جمع مي :C A B      بـه ايـن 
C  : معني است كه  B A   

OA  :بنابراين OB BA   
  : همچنين . توجه كنيد كه مجموع و تفاضل دو بردار در صفحة آن دو بردار است

A A ( )A       
  

  شود  ها در مثلث استفاده مي براي جمع دو بردار و پيدا كردن برآيند آنها از قانون كسينوس: 4نكته:  
| R | | A | | B | | A || B |Cos(A,B)  2 2 2 2  

   چنانچه دو بردار  : 5نكتهA


Bو


يـر   بسازند، اندازه بردار حاصل جمع از رابطة ز         با يكديگر زاويه     
  .حاصل خواهد شد

| R | | A B | | A | | B | | A || B |Cos     2 2 2  
Aدر اين حالت اندازة بردار  B

 
  :   برابر است با 

 | S | | A B | | A | | B | | A || B |Cos     2 2 2  
 جمع دو بردار داده شده در شكل مقابل را پيدا كنيد؟ :4 مثال  
 از قانون كسينوسها در مثلث داريم: پاسخ :  

#

F ( ) ( ) ( )( )Cos

| F | /

   

 

2 2 215 1 2 15 1 6
13 2

    

  

 سه بردار  :5 مثال 
V i k 1 3، 

V j k  2  و2 
V i j  3 3 حاصل. در نظر است 2  

(V V V ) 1 2    كدامست؟ 3
1 (  2(k


  3 (i j6 4

 
   4(i j k 6 4 2

  
   

 جمع و تفريق بردارهاي»3«گزينه  :پاسخ  V1،V2و V3 گردد به صورت زير انجام مي :  
V V V ( i k) ( j k) ( i j) i j          1 2 3 3 2 3 2 6 4

         
  

A 

10 # 10 # 

90 30 

F 

15 #

B 

60 
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1 
2 

3 

4 R 
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B 

A A 

-B 

 A - B

A + B 

B 

A 

O 

 

B 
 

A 
 

R 
 

-B 
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مقدمه و يادآوري :فصل اول     6 مدرسان شريف

 

 يكي از آنها باشد آن است كه چهار نيروي نشان داده شده در شكل برابر رآينداندازه بشرط آنكه   :6 مثال :  
1(  45  2(  6   
3(  9   4( 12   
 اسـت كـه زاويـه       برابر يكي از آن دو گردد، آن      برآيند دو نيروي مايل     نكه  شرط آ . برآيند دو نيروي در يك راستا صفر است       »  2«گزينه   :پاسخ 
12 دو نيروبين يعني   6  باشد .  
 صفر باشد، آن است كهبرآيند سه نيروي نشان داده شده در شكل شرط آنكه   :7 مثال :  

1(   1 2   2(    3 1 2  
3(    1 2 3  4(   1 2 9   
 تقارن كامل داشته باشد، يعنيكه شكل برداري آنهاخواهد شد آنها صفر در صورتي برآيند اند، لذا  چون سه نيرو هم اندازه»  3«گزينه  :پاسخ  :  

     1 2 3 12   
 در اهرم :8 المث9شكل زير، مقدار نيروي وارد بر محور Aكدامست؟   

1(N645  
2(/ N768 5  
3(/ N957 1  
4(N138   

 وارد بر محور نيروي »  2«گزينه   :پاسخAلذاند دو نيروي وارده،   برابر است با برآي :  R / N  2 265 41 768 5   

 برآيند بردارهاي زير كدامست؟  :9 مثال  
1 (F   
2(F 2   

3(F
3

2   
4(   
 12برآيند دو بردار مايل بدليل زاويه     . داري عمودي صفر است   برآيند دو بر  »  4«گزينه   :پاسخ     ،برابر  بين آنهاF         و در خلاف جهـت بـردار F 

R  :  خواهد شد، لذاافقي موجود F F     

  )واحد(بردار يكه 

 قرار گرفته و طول Aاي بردار   بر راست  aكنيم بردار     گيريم و فرض مي      را در نظر مي    A بردار آزاد   
ملاحظـه  .  اسـت  معروف Aيكه يا بردار واحد در جهت بردار          به بردار  aبردار  . واحد داشته باشد  

A: شود كه     مي A a       يا به طور معادل داريم  :A
a A

A A
  

بنابراين هر برداري را     . 1

در اين صـورت    . توان به صورت حاصل ضرب مقدار آن بردار در بردار واحد در جهت آن نوشت                مي
B   :توان نوشت  يك بردار آزاد است و ميaبردار  B a  
 ،oz و ox، oyي   گوينـد محورهـا    ، را در نظـر بگيـريم      Oxyz بعـدي سـه   دستگاه مختـصات    اگر  

اي باشد كه وقتي شخـصي روي   اند اگر نحوه استقرار محورها به گونه      دستگاه مستقيم درست كرده   
 باشد حركت محور    Z و سرش به طرف جهت مثبت محور         O ايستاده و پاي او به طرف        Ozمحور  

x     به طرف محور y     از طرف زاويه كوچكتر از 18     هـاي سـاعت    خلاف عقربـه  (در جهت مثلثاتي (
در محاسـبات معمـولاً از سيـستم محورهـاي          . در غير اين صـورت دسـتگاه معكـوس اسـت          . باشد

 z و در جهت     jبه   y در جهت ،  i به xيكه در جهت     بردار. مختصات مستقيم استفاده خواهد شد    
  . نمايش داده خواهند شد،kبه

a 

A 

a 
B 
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F 
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F 

F 3 

650N 
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A 

F 
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F 
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F 
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  7 مدرسان شريف  استاتيك و مقاومت مصالح  

  ها تجربة يك بردار به مؤلفه 

  .ناميم عمل عكس جمع كردن بردارها را تجزيه مي
  تجزيه يك بردار به دو مؤلفه 

اي كـه      داده شده باشد، به گونه     oy و   oxو دو خط مشخص و متقاطع        Aفرض كنيم بردار    
   oy و ox قــرار داشـــته باشــد، از محــل تقــاطع دو خـــط     oxyفحه در صـ ـ Aبــردار  

  .كنيم  رسم ميAبرداري همسنگ بردار )  در شكل مقابلOنقطه (

) Aانتهاي بردار  (Aاز نقطة . مشخص است) زاويه  (OXو محور اند، زاويه بين بردار   داده شدهoy و ox و خطوط Aتوجه كنيد كه چون بردار      
ــه مــوازات  ــه ترتيــب     رســم مــيoy و oxخطــوطي ب ــا ب : شــود كــه ملاحظــه مــي.  قطــع كننــدA1 و A2 را در نقــاط ox و oyكنــيم ت
A OA OA 1  Aد   موازي و بـا امتـدا      y و   xدر صورتيكه خطوط    .  تجزيه شده است   oy و   ox در دو جهت داده شدة       Aبنابراين بردار   ،  2

توان مقـدار و يـا        اكنون از راه مثلثات مي    . متقاطع باشند اين تجزيه امكان ندارد و در صورتيكه هر سه خط موازي باشند مسئله بينهايت جواب دارد                 
تـصويرهاي   را مؤلفـه يـا       OA2 و   OA1 برهم عمـود باشـند،       oy و   oxگر دو محور    ا.  را پيدا كرد   OA2 و   OA1طول هر يك از بردارهاي    

OA:  باشـند، داريـم    j و iنامند، اگر بردارهاي يكه محورهـاي مـذكور بـه ترتيـب                مي برداري قائم  A cos i 1   و OA A sin j 2   يـا 
OA A cos j 2  

  
  
  

  
  

  
  »11شكل «

cos(A,x):به علاوه cos    وcos(A, y) cos m   بردارهاديهاي  كسينوس به Aشود كه ملاحظه مي.  موسومند:A yj


 .  
,A(xهمچنين اگر مختـصات نقطـه        y)    باشـد  :OA xi , OA yj 1 A:   لـذا   2 xi y j .     در صـورتيكه A      مـوازي محـور oy  باشـد  

A yj و در صورتيكه A موازي محور oxباشد A xiباشد  مي .  
  توان از رابطه زير استفاده كرد  مؤلفه اصلي مجهول است مي2 يا 1براي حل مسائل سه بعدي كه در آن : 6نكته:  

Cos Cos Cos    2 2 2 1  
  . است1 مساوي با ،هاي هادي ربع كامل تمامي كسينوس م مجموعيعني
   هـا بـه      قـانون سـينوس   ،   نيرو در يك نقطه متقاطع باشـند       سه زماني كه    :7نكته

F  : شود استفاده ميصورت مقابل  F F

Sin Sin Sin
 

  
1 2 3  

  

  

 گرد با خروج از مركز     يك بادامك  :10 مثال mm(e ) mm(rو شعاع  2 ) 4  براي . مفروض است
موقعيت  3           نيروي عمودي سطح زيرين سوپاپ در نقطه تماس با بادامكF N 4      رو به پايين بر

  كدامست؟  بادامك به مركز محور دوراناصل محل تماس  خط ومولفه اين نيرو در جهت. كند آن وارد مي

1(N373  

2(N378  

3(N295  

4(N298  

 y 

A2 

 j 

 i A1 

  

 

 A

x

 y 

A2 

 j 

 i A1 

  

 

 A

 x 
oo 

O 
A1 

A2 
A 

 
 

 y

 x 
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 خط نيروي مورد نظر در امتداد  »  2«گزينه   :پاسخAB در مثلث  . قرار داردOAB داريم :     9 12    
mmOB e  2       mmOA r  4   

mmAB    : ها داريم از قانون كسينوس OA OB (OA)(OB)cos /    2 2 2 52 92   

OB    :ها داريم از قانون سينوس AB OB
sin sin /

sin sin OA
     

 
19 9  

F Fcos cos / N    4 19 9 378    
 مقدار زاويهاگر برآيند وارده بر ميخ نشان داده شده در امتداد عمود باشد، مطلوبست  :11 مثالنيروي ، كه به ازاء آن Pحداقل باشد؟   

1(3  
2(6   
3(9   
  هيچكدام ) 4
 كه برآيند دو نيروي در صورتي»  3«گزينه  :پاسخ P12 و،لذا. تس پس مولفه افقي برآيند صفر ا نيوتني در امتداد عمود باشد :  

Psinعدد ثابت sin P sin     12 25  
ازاءدر  حداكثر مقدار را داشته باشد كه sin حداقل مقدار ممكن باشد، بايدPبراي اينكه   9 افتد  اتفاق مي .  

  دو بردار) جبري يا عددي(حاصلضرب داخلي 

حال يك نوع تركيب به نـام ضـرب         . ايم  تاكنون عمل جمع دو بردار را تعريف كرده       
 ضـرب   ،بنـا بـه تعريـف     . كنيم  را براي دو بردار تعريف مي     ) عددي يا جبري  (داخلي  

 نمايش داده شده و نتيجـه آن عـددي          A.B به صورت    B و   Aداخلي دو بردار    
جبري است كه مقـدار آن برابـر حاصلـضرب مقـدار دو بـردار در كـسينوس زاويـة             

A.B: كوچك بين دو بردار است، يعني A B cos    
  

 باشـد،  9 كمتـر، بيـشتر و يـا مـساوي         نفي و يا صفر باشد، بسته به اين كه زاويـه            م،  شود كه اين عدد جبري ممكن است مثبت         ملاحظه مي 
i.i   :بنابراين j.j k.k , i.k i.j k.j     1   
A.B  :پذير است جابجايي ضرب داخلي دو بردار ،به علاوه B.A  

  C.A+B.A)=C+B.(A   : ب داخلي بردارها صادق استرابطه روبرو در ضر
x:  به صورتهاي  B و Aفرض كنيد بردارهاي   y z x y zA A i A j A k , B B i B j B k                داده شده باشـند، در اينـصورت ضـرب  
ــردار  ــي دو بـ ــه B و Aداخلـ ــسب مولفـ ــر حـ ــ  بـ ــا بـ ــورته هـ x: صـ x y y z zA.B A B A B A B  ــي ــف مـ ــردد  تعريـ ــابراين. گـ  :بنـ

x y zA.A A A Cos( ) A A A A    2 2 2 2 .   
A.B:  بر هم عمود باشندB وA غير صفربردار اگر دو  و بالعكس يعني   :   A.B A B    
 بردارهاي :12 مثال L i j k  2 3 Aو 6 i j k  3 5   كدام است؟، L در جهت Aاند، تصوير جبري بردار    داده شده6

1 (2
7  2 (7  3 (18

7  4 (27
7  

 براي تعيين تصوير جبري بردار   »4«گزينة : پاسخA روي بردار L بايستي حاصلضرب داخلي L
A.

| L |
  : را بدست آورد

x x y y z z
L

A. A L A L A L
| L |

                
     

2 3 6 273 5 67 7 7 7  

 براي تصوير كردن بردار : 1 تذكرA به روي بردار L بايد بردار يكه Lردد، يعني خواهيم داشت  را به دست آورد، سپس ضرب داخلي انجام گ :  
A.nB تصوير بردار A در B  و  B.nA تصوير بردار B در A  

  .)باشد  ميB بردار يكه nB وA بردار يكه nAدر روابط بالا،(

120N P 

 25 

A 

 
 

A 

B 
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  9 مدرسان شريف  استاتيك و مقاومت مصالح  

  بردار دو) برداري(حاصلضرب خارجي  

C بردار سومي است كه به صورت      B و A حاصلضرب خارجي دو بردار    ،بنا به تعريف   A B    اندازه بردار . شود     نشان داده ميC،A B sin 
sinهمواره. (  باشد  B و   A كوچكترين زاويه بين     ط كه   باشد با اين شر     مي   .(  بردارراستايC  اي كه   اي است كه همواره بر صفحه        به گونه 

  .عمود استهند، د تشكيل مي B وAدو بردار
A   :باشند ي بردارها قابل استفاده ميروابط زير براي ضرب خارج B B A     

A (B C) A B A C

mA nB mn(A B)

     
  

 

) و غير صفر   شود كه دو بردار موازي      با توجه به تعريف ضرب خارجي دو بردار ملاحظه مي          )        پـس  ،  هـستند  داراي حاصلـضرب خـارجي صـفر
A   :توان نتيجه گرفت كه  مي B A || B    

i  : گردد كه همينطور ملاحظه مي . حاصلضرب خارجي يك بردار در خود آن بردار صفر است  j k j k i k i j       
j i k k j i i k j

i i j j k k

        

      
  

ايـره انتخـاب و بـه ترتيـب در جهـت        ها اين است كه يك د       يك روش ساده براي به خاطر سپردن اين حاصلضرب        
حال براي تعيين حاصلضرب هر دو بردار دلخواه اگر همينطـور كـه   . دهيم  را قرار ميk و i ،jحروفمنفي مثلثاتي   

دايره حركت كنيم حاصلضرب بـردار سـوم باعلامـت          مثلثاتي  كنيم در جهت      از چپ به راست بردارها را ضرب مي       
  .آيد دست مي بهمثبت با علامت ) بردار سوم(ركت كنيم همان بردارحدر جهت خلاف مثلثاتي و اگر منفي 

i: بعنوان مثال j
k


)خلاف جهت مثلثاتي(    k j

i


 )  مثلثاتيجهتدر (  

  :باشند ها به صورت زير قابل محاسبه مي هاي بردار حاصلضرب خارجي بر حسب مولفه مؤلفه
x y z x y z

x y z x y z

x y z x x y z y x y z z

A A i A j A k B B i B j B k

A B (A i A j A k) (B i B j B k)

(A i A j A k) B i (A i A j A k) B j (A i A j A k) B k

     

      

           

  

  : استفاده كردنتوان از  اين دترمينا براي به خاطر سپردن اين حاصلضرب مي

       y z x yx z
x y z

x zy z x y
x y z

i j k
A A A AA A

A B A A A i j k
B BB B B B

B B B

      

 بردارهاي : 13 مثالA ( , , ) 2 3 B و 5 ( , , ) 1 1مؤلفه طولي بردار حاصلضرب خارجي  .  مفروضندA و  B؟  كدام است  
1 (2  2 (3-  3 (8-  4 (4  
 مؤلفه طولي ، هاي ضرب خارجي دو بردار طبق تعريف مؤلفه: حل   »2 «هگزين:  پاسخA B عبارت است از :  

y z z yA B A B ( ) ( )      3 1 5 3  

 ضرب خارجي و داخلي بردار يكهحاصلاندازه  :14 مثال
V كدامست؟ )از راست به چپ(به ترتيب اش  هقرين در   

1( 2  -1 و( و-1) 3  1 و   4 (1و   
 قرينه بردار »  1«گزينه   :پاسخV  برابرV- باشد، لذا مي :  V.( V)

 
  1        V ( V)  

 
  

 كدام گزينه برابر عبارت :15 مثال 
A.(B C) است؟   

1 ((A C).B
  
  2(B.(A C)

 
  3((B A).C

 
  4(( B A).C 

 
  

 فاده از ويژگي حاصلضرب مختلط بردارها داريم  با است»4«گزينه  :پاسخ:  
A.(B C) C.(A B) (A B).C ( B A).C       
          

  

i 

k 

j _ 
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مقدمه و يادآوري :فصل اول     10 مدرسان شريف

  چند بردار خاص 

  بردار مكان) الف
,x) با مختصات   Pنقطة   y,z) را در دستگاه مستقيم xyzبرداري كـه  . گيريم  در نظر مي

 باشد، بردار مكان    P به   O وصل شود و جهت آن از        Pبه نقطة   ) مركز مختصات  (Oاز نقطة   
  :شود   ناميده ميPنقطة 

OP r xi y j zk     
  

Q(xاگر , y ,z )  بردار، ديگري از فضاي نامبرده شده باشد  نقطة PQبه بردار تغيير مكان از نقطة Pبه Qموسوم است .  
q PPQ OQ OP r r x i y j z k xi y j zk

(x x)i (y y) j (z z)k

           

      
  

  
   

  لنگر يك بردار نسبت به يك نقطه) ب
 بـه   O   نـسبت بـه نقطـه      Fبه تعريف لنگـر بـردار        بنا. گيريم   را در نظر مي    Oي     و نقطه  Fبردار لغزان   

oMصورت   r F   گردد، كه در آن        تعريف ميr        برداري اسـت كـه از O    بـه A )      واقـع بـر راسـتاي
M:وق طبق تعريف ضـرب خـارجي چنـين اسـت          رابطه ف . گردد  وصل مي ) Fنيروي   rFSin    كـه 

اگر  9  و داريم  :o| M | r F   
 نيروي كششي  :16 مثالT  با اندازهKN1    كه متصل به  به كابلي(A)     يـك ميلـه

 : كدامستهاZحول محور Tگشتاور نيروي. شود  وارد ميلب است،صپرچم 

1 (/42 4  
2(/56 6  
3(/7 7  
4(/84 9  

 كنيم    را محاسبه ميبردار فاصلهابتدا اندازه   »4«گزينه   :پاسخ:   m| AB | /    2 2 29 15 12 45 21 2


  

T ( i j k) ( / i / j / k)
/ / /

     
12 15 91 1 566 7 7 42421 2 21 2 21 2

     
       

O zM R T j ( / i / j / k) ( / k / i ) M / /
       

                    15 1 566 7 7 424 15 566 424 15 566 84 9  
  )هاzگشتاور در امتداد محور مولفه (
 نيرويگشتاور  :17 مثال 6 نسبت به نقطه نيوتنيO  كدامست؟  

1(N.m 24  2(N.m  12  

3(N.m261  4(N.m184   

 كنيم، لذا داريم ميتجزيه هاي افقي و عمودي  نيرو را به مولفه»  3«گزينه  :پاسخ :  

OM ( sin ) ( cos )         6 4 2 6 4 4  

/ / /  771 35 1838 5 26 9 8 261    
 گشتاور حاصل از دو نيروي نشان داده شده در نقطه :18 مثالA چند نيوتن متر است؟   

1(/292 82  
2(/1 2 41  
3(/79 63  
4(/53 59  

o 

r   
P (x,y,z) 

Q (xo , yo , zo) 

x 

 y 

 z 
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