
  
  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  آناليز عددي 

   
   اولفصل 

  »حساب كامپيوتري«
هاي واقعـي متفـاوت اسـت    . چون حساب كامپيوتري با محاسبهشودناميده ميگري مانند كامپيوتر، حساب كامپيوتري هاي محاسبهاصول محاسبه در ماشين

  كنيم.عدد در حساب كامپيوتري را بررسي مي هاي ذخيرهها و روش، اين تفاوتاين فصلدست آمده از آن نيز متفاوت خواهد بود. در ، نتايج بهدرنتيجه

 نمايش اعشاري اعداد حقيقي
  

nصورتبهبراي هر عدد حقيقي نمايشي در آناليز مقدماتي  n(a a a / b b )  1 1 2  اين نمايش  در شود.نظر گرفته ميدر  اعشاري نام  نمايشمبناي
}متعلق به مجموعههستند و اعشاري  نمايشهاي ها رقمjbو ia از يك است. تربزرگدارد و عددي طبيعي و  , , , }1 1  در اين نمايش  .هستند

امين رقم قبل از  iو  iداراي ارزشibامين رقم بعد از مميز يعني i ،اين صورت كهكند. بهو ارزش ارقام را مشخص ميمميز اعشار نقش مهمي دارد 
  : استزير  اين نمايش مربوط به عدد حقيقي با ارزش بنابرايناست.  iداراي ارزشiaمميز يعني

n
i i n n

n n i i n n
i i
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  1 1 2
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i ia , b { , , , } 1 1   
  شوند:بندي ميزير دسته صورتبه هاآنهاي با توجه به ويژگي هاي اعشارينمايش

 ناميم.را يك عدد صحيح مينمايش اعشاري آن  ،صفر باشنداعشار هاي بعد از مميز اگر كليه رقم) 1
پايان يا نامختوم گوييم و در غير اين صورت آن را بي پايان يا مختوم را بانمايش اعشاري هي باشد، متنااعشار ارقام غير صفر بعد از مميز  اگر تعداد) 2

  ناميم.مي
شكل كلي يك  وييم.گشاري را متناوب مياع نمايشبه تناوب تكرار شوند، آن  kcو  و c2وc1پايان، ارقامي ماننداعشاري بينمايش اگر در يك ) 3

   :زير است صورتاعشاري متناوب بهنمايش 

n n m k k n n m k(a a a / b b b c c c c c c ) (a a a / b b b c c c )     1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2           
kcكه بخش c c1 2  گوييم. مي نمايش اعشاري ا تناوبيرا يك دوره گردش  

 حاصل  :1مثال( / )1 كدام است؟  
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 :آيد. مي دستبه زير صورتبهاين مقدار  ،با استفاده از دستور محاسبه حد مجموع سري هندسي »4«گزينه  پاسخ  
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 حاصل  :2مثال ( / z) كدام است؟(z : )   1  
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حساب كامپيوتريفصل اول:    2  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 :شودمحاسبه مي زير صورتبهمقدار  اين ،از دستور محاسبه حد مجموع سري هندسيبا استفاده   »2«گزينه  پاسخ:   

( / z) ( )( ) ( )
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 :نمايش اعشاري يك عدد حقيقي در مبناي قضيهشود نمايش اعشاري اعداد حقيقي يكتا باشديكتا نيست. هريك از دو شرط زير موجب مي:  

  وم آن انتخاب شود.هاي متفاوت يك عدد، نمايش مختاز بين نمايش) 1
  باشد. 1نهايت رقم از ارقام نمايش اعشاري متفاوت با رقمبي) 2

4/به تساوي مثالبراي  توجه كنيد كه اين دو شرط معادل هستند. 3 99  توجه كنيـد  ،باشدعدد چهار در مبناي دهدهي ميكه دو نمايش متفاوت از. 
  انتخاب شود.  ،است 9نهايت رقم از آن متفاوت با كه هم مختوم است و هم بي 4شود كه نمايش و شرط موجب ميهر د

 حقيقي عدد مثالعنوان به يك عدد حقيقي ممكن است در يك مبنا داراي نمايش مختوم و در مبناي ديگر داراي نمايش نامختوم باشد. :1نكته 
1

1 1 در مبناي 1/ داراي نمايش مختوم  داراي نمايش نامختوم 2و در مبناي( / )211    است.  

 اعداد حقيقي گويا و گنگ
  نيم اعداد حقيقي را به دو گروه گويا و گنگ تقسيم كنيم.توامي ،اعشاري انجام داديم هايبندي كه براي نمايشمطابق تقسيم

  :از دو وضعيت زير باشد يداراي يك  اگر نمايش اعشاري آن در مبناي ،يك عدد حقيقي گويا است
 نمايش بسط اعشاري آن باپايان (مختوم) باشد.) 1
  پايان (نامختوم) و متناوب باشد.نمايش بسط اعشاري آن بي) 2
   پايان (نامختوم) و نامتناوب باشد.بي  گنگ است اگر نمايش بسط اعشاري آن در مبناييك عدد حقيقي  و

 از اعداد زير گنگ است؟ يككدام :3مثال  
1( ( / )21 1 1 1      2( ( / )21 1 1      3(( / )21 1 1 1      4( ( / )211 11 11 11       
 :عدد حقيقي  »3«ه گزين پاسخ( / )21 1 1 1           رو به افزايش  ،تعداد صفرهاي بين دو رقم يك متوالي زيرا .استنامتناوب  نامختوم و
).هستندو اعداد ديگر نامختوم و متناوب  باشدميپس يك عدد گنگ  ،است / ( , / ( , / ( )     11 3 1 2 1 1  

 

 از اعداد زير گويا است؟  يككدام :4مثال  
1( ( / )31 1 1 1            2( ( / )31 11 111 1111       
3( ( / )31221122111221111   4( ( / )31 1 1 1       
 :عدد حقيقي  »4«گزينه  پاسخ( / )31 1 1 1     زيرا ؛ب هستندديگر نامختوم و نامتناو و اعداد يك عدد گويا است بنابراينو متناوب و  نامختوم 
  ، رو به افزايش است.  22هاي بين دو عدد ) تعداد يك3هاي بين دو رقم صفر و در گزينه (تعداد يك، )2) تعداد صفرهاي بين دو رقم يك، در گزينه (1گزينه (در 

 

  نمايش اعشاري در تبديل مبنا
تبـديل   بنـابراين شود. استفاده مي 2گر از مبناهاي ديگري مانند مبناي هاي محاسبهاما در ماشين ؛شونديانجام م 1ها در مبنايمحاسبه ،در حساب واقعي

  كنيم.  نمايش اعشاري و روش آن را بررسي ميمبنا در 
  تبديل از مبناي ده به مبناي ديگر

  گيريم:مي درنظرالت زير را ح دوبه مبناي ديگر  1اعشاري از مبناينمايش براي تبديل 
  :  كنيمزير استفاده مي صورتبههاي متوالي ، از روش تقسيمبه مبناي 1از مبناي Aبراي تبديل عدد صحيح  حالت اول:

 را برابر صفر قرار دهيد. iي بگيريد و شمارنده درا از ورو و  A :1گام  

AAرا برابر ia:2گام   [ ]


 است.) بر Aمانده تقسيم (اين مقدار باقي دهيد.قرار  



  
  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   3  آناليز عددي 

]Aاگر :3 گام  ]


 از مقسوم عليه شود ادامه دارد.) تركوچكيم تا زماني كه خارج قسمت (يعني عمل تقس برويد. 6به گام  ،برابر صفر است 

]Aرا برابر A: 4گام  ]


  قرار دهيد. 

 برويد. 2يك واحد اضافه كنيد و به گام  iبه شمارنده  :5گام 

iعدد: 6گام  ia a a a1 1 چاپ كنيد. را 

  آورده شده است.  جداگانهدر اين جدول هر بخش از الگوريتم در ستوني زير استفاده كرد.  صورتهبتوان از جدولي براي راحتي مي

A[ ]


  i
Aa A [ ] 


  i    A  

          
  

A   شوند. هاي متوالي مقابل انجام مين الگوريتم تقسيمبا عمل به اي ،واقعدر 


a
a1



na 1
na

  
Aبراي تبديل عدد حقيقي حالت دوم: 1 1از مبناي به مبناي   و تعيينn رقم بسط اعشاري آن در مبناي  كنيماز الگوريتم زير استفاده مي  :  

 را از ورودي بگيريد.و  A :1گام 

  دستورات زير را انجام دهيد. nتا  1از  iبراي  :2گام 
]را برابر  ib(آ)  A] .قرار دهيد  

iAرا برابر A) ب( b  .قرار دهيد  
  انجام دستورات را خاتمه دهيد. ،بر صفر بودبرا A) اگر پ(

/nعدد :3گام  b b ...b1 2  .را چاپ كنيد  
  آورده شده است. جداگانهالبته براي چنين تبديلي بهتر است از يك جدول به شكل زير استفاده كنيم. در اين جدول، هر بخش از الگوريتم در ستوني 

  

iA - b ib   = [ A] A i  A 
          

 است؟  4در مبناي  31نمايش عدد  يككدام :5مثال  
1(( )4133  2(( )4313  3(( )4331  4(( )4113  

 :صورتبهبراساس الگوريتم بالا  4مبناي  در 31ايش عدد نم  »1«گزينه  پاسخ( )41 3   است. 3
A[ ]


 i
Aa   =A-  [ ]


 i   A 

[ ] 31 74  a [ ]  
3131 4 34    4  31  

[ ] 7 14  a [ ]  1
77 4 34  1  4  7  

[ ] 1
4   a [ ] 2

11 4 4  2  4  1  

  
 عدد   :6مثال /   كدام است؟ 2مبناي  در 3

1(( / )21 1      2(( / )21 1    3(( / )    21 1  4(( / )21 1     

 :د.آيمي دستبه، جدول زير در حالت دوم مطابق الگوريتم تبديل  »4«گزينه  پاسخ    

31 4
728 4

3 4 1
3



  
  

  

خطاهافصل دوم:    24  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

   
  فصل دوم

  »خطاها« 
  منابع خطا

د. منابع خطاهاي احتمالي در اين فرآينـد  شوها انجام مياس آن مدل، بررسيسپس براس ؛اغلب براي بررسي يك پديده واقعي، مدلي رياضي براي آن طراحي
  بندي كرد. توان به شكل زير دستهرا مي

  گيرد.  هايي براي ساده شدن مدل صورت مينويسيشود يا سادهمينظر ي صرفئدر طراحي مدل رياضي، از عوامل جز خطاي مدل:
  شوند. گيري ميگيري كه دقيق نيستند اندازههاي مورد نياز در مدل رياضي، با وسايل اندازهداده ها:خطاي داده

  گـر  ري بـا خطـا در وسـايل محاسـبه    محـدوديت در نگهـداري ارقـام بسـط اعشـاري اعـداد، تقريبـاً تمـام اعـداد اعشـا           دليـل بـه  :خطاي نمـايش اعـداد  
  شوند. ذخيره مي

  كنند.  ، ايجاد خطا مياعمال رياضي بر روي اعداد تقريبي خطاي اعمال رياضي:
  آورند كه دقت آن به نوع روش و مرحله توقف آن بستگي دارد. مي دستبههاي عددي معمولاً تكراري هستند و تقريبي از جواب را روش خطاي روش:

 ؟نيستكدام جزء منابع خطا  :1مثال  
  ) خطاي برشي 4  ) خطاي مدل 3  ) خطاي روش 2  ها  ) خطاي داده1
 :باشد.  هاآن وتواند جزبا توجه به منابع خطا، خطاي برشي نمي  »4«گزينه  پاسخ  

  خطاي مطلق و نسبي
  

كمتر باشد  A، از مقدار دقيق aشود. اگر مقدار تقريبي استفاده مي تفاوت داشته و به جاي آن در محاسبات A، عددي است كه با عدد دقيق aعدد تقريبي 
/مثال چون عنوانبهگوييم. تقريب را اضافه مي ،باشد A، بيشتر از مقدار دقيق aتقريب را نقصاني و در صورتي كه مقدار تقريبي  /  3 14 3 اسـت   15

  هستند.  ي عدد تقريبي اضافي برا 15/3تقريبي نقصاني و  14/3پس 
  خطاي مطلق

  كنيم:زير تعريف مي صورتبهنمايش داده و  e(a)باشد را با نماد مي Aكه يك تقريب از  aخطاي مطلق عدد تقريبي 
e(a) A a   

به همين منظـور هـر كـران بـالاي      ؛دقيق قابل محاسبه نيست طوربه e(a)بنابراين  ؛مجهول است Aشود و هاي عددي محاسبه ميبا روش Aاغلب تقريب 
e(a)  را خطاي مطلق حديa ناميم و آن را با ميae دهيم. نمايش مي  

ــواره  ــابراين هم ae(a)بن e   ــه ــد ك ــه كني ــي e(a)اســت. توج ــا م ــا يكت ــد، ام ــي،   aeباش ــين نيســت. از طرف aAچن a e  ــابراين ؛اســت  بن
a aa e A a e    پس ،A  متعلق به بازهa a[a e ,a e ]  به همين دليل  ؛باشدميA  را به شكلaA a e  نويسيم.مي  

 اگر  :2مثالA / / 2 7 4   باشد حدودAكدام است؟  
1(/ A / 2 66 2 74  2(/ A /  2 7 2 7  
3(/ A /   4 4  4(A / A / 2 74 2 66IÄ  
 :چون  »1«گزينه  پاسخA / /  2 7 aeپس ،است 4 / 4 ،A [ / / , / / ]     2 7 4 2 7   است.  4



  
  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   25  آناليز عددي

  خطاي چهار عمل اصلي  

  خطاي نسبي
بگيريد. اولي در يك سال و دومي در يك دهه به اندازه يك دهـم ثانيـه دچـار     درنظرتواند دقت يك تقريب را مشخص كند. دو ساعت را خطاي مطلق اغلب نمي

معرفـي   هـا تقريـب تر است، بنابراين بايد معيار ديگري بـراي تعيـين دقـت    دقيق يساعت دوم اما ؛شود. هر دو داراي خطاي مطلق حدي يكساني هستندخطا مي
  كنيم:را به شكل زير تعريف مي aباشد خطاي نسبي (خطا در واحد كميت)  Aتقريبي براي عدد غيرصفر  aكنيم و آن، خطا در واحد كميت است. اگر 

A a e(a)(a)
A A


    

  كنيم.  ممكن نيست، پس با استفاده از خطاي مطلق حدي كران بالايي براي آن محاسبه مي aمحاسبه خطاي نسبي  بنابراينهول است مج Aچون اغلب مقدار 

 اگر :1 قضيه a  تقريبي ازA  وae  يك خطاي مطلق حديa گاهآن ،باشدa

a

e(a)
| a | e

 


|در مقايسه با  aeاگر  همچنيناست.   a كوچك  |

ae(a) گاهآنباشد، 
|a |

   .است  

|در مقايسه با  aeاگر a aeدهيمقرار ميكوچك باشد،  |
(a)

| a |
  دي و آن را خطاي نسبي حa گوييم. مي  

 كدام در مورد :3مثال(a) برقرار است؟  

1 (e(a)(a)
| a | e(a)

 


  2 (e(a)(a)
| a | e(a)

 


  3 (a

a

e
(a)

| a | e
 


  3و  2 گزينه) 4  

 :چون  »1«گزينه  پاسخe(a) خود يك خطاي مطلق حدي a  آيد.مي دستبه) 1گزينه ( ،1است، با استفاده از قضيه  
 

 در چه صورت  :4مثال ae
(a)

| a |
  است؟  

1 (a| a | e  2 (ae | a |  3 (ae | a |  4 (ae | a |1  

 :بايد 1با توجه به قضيه   »1«گزينه  پاسخae  در مقايسه با| a   كوچك باشد. |
 

 اگر  :5مثالa  تقريبي ازA  وb  تقريبي ازB كه طوريهب باشدA a
B b
 كدام درست است؟ گاهآن  

1 (e(a) e(b)  2 (a be e  3 ((a) (b)   4 (2و  1 گزينه  

 :فرض كنيم   »3«گزينه  پاسخA a d
B b
  توانيم رابطه بين پس مي ،باشد(a)  و(b)  زير مشخص كنيم.  صورتبهرا  

|A a | | Bd bd | |B b |(a) (b)
| A | | Bd | | B |
  

      
  

  

  كند.را نيز به دست آورد. قضيه بعد كران بالايي براي خطاي محاسبه دو مقدار ارائه مي هاآنتوان خطاي محاسبه بين و مقدار، ميبا داشتن خطاي د
  

مطلق اعمال حسابي) اگر خطاي ( :2 يهقضa  وb يي از هاتقريبA  وB گاهآن ،و همگي اين اعداد مثبت باشند:  

1 (e(a b) e(a) e(b)    2 (e(a b) e(a) e(b)    3 (e(ab) ae(b) be(a)   4 (a ae(b) be(a)e( )
b b


 2  

  
Aتنها اگر اگر و  قرار استبر تساويتوجه كنيد كه در بند سوم  a  وB b  .هم علامت يا برابر صفر باشند  

 اگر  :6مثالA /3 Bو  14 / 2 e(ab)، تساوي Bو  Aبراي  ترتيببه bو  aباشد به ازاي كدام تقريب  71 ae(b) be(a)  برقرار است؟  
1 (/ b , a /  2 71 3 14  2 (b / , a / 2 71 3 14  3 (/ b , a / 3 14 2 71  4 (b / , a / 3 14 2 71  

 :2(تنها در گزينه   »2«گزينه  پاسخ( / a3 /و  14 b 2   هم علامت يا برابر صفر هستند.  71



  
  

 

خطيحل عددي معادله غيرفصل سوم:    44  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

   
   سومفصل 

  »غيرخطي هحل عددي معادل«
شـود.  پردازيم. ريشه يك تابع، عددي است كه موجب صفر شـدن آن مـي  هاي يك معادله ميهاي عددي يافتن تقريبي براي ريشهبه روش ،رو در فصل پيش

fاي براي تابعريشه اگر  (x) عدد طبيعي  گاهآن ،باشدm  و تابعg(x) طوري كه،توان يافت بهرا مي  
mf(x) (x ) g(x) ; g( )       

 g(x)گويند. گاهي يافتن تابع ده ميرا سا برابر يك است ريشه  mدر حالتي كه  .شودناميده مي ، مرتبه تكرار (يا چندگانگي) ريشه mعدد طبيعي 
  باشد. مي fكنيم كه مبتني بر مشتق تابع براي مشخص كردن مرتبه تكرار يك ريشه از قضيه زير استفاده مي بنابراين ؛دشوار است

 عدد :1 قضيه  ريشه با مرتبه تكرارm  براي معادلهf (x)  :است اگر و فقط اگر  
(m ) (m)f ( ) f ( ) ... f ( ) , f ( )        1    

  است.  برابر مرتبه تكرار ريشه  ،كندآن را صفر نمي كه  fاز تابع ين مرتبه مشتقي تركوچكبه عبارت ديگر، 

 مرتبه تكرار ريشه   :1مثالx   براي معادلهxtan x sin xكدام است؟ ،  
  ) چهار4  ) سه3  ) دو2  ) يك1
 :فرض كنيم   »1«گزينه  پاسخf (x) x tan x sin x   گـاه آن ؛باشـد f (x) tan x xsec x cos x   2  اسـت و از آن ،f ( ) 1  نتيجـه
xين بنابرا .شودمي   .يك ريشه ساده براي اين معادله است  

 تعيين تعداد و حدود ريشه ها
  

هاي زير را براي روش اي از يك معادله، با دقت مطلوب، نياز است كه تقريبي از آن ريشه يا بازه كوچكي كه شامل آن باشد را بيابيم.اغلب براي تعيين ريشه
fهاي معادلهريشهتعيين تعداد و حدود  (x)  كنيم. بررسي مي  

  روش ترسيمي
  :گرفت درنظرتوان دو حالت زير را مي fتابع  ضابطهدر اين روش با توجه به 

yمنحني) 1 f (x) كنيم. سپس محل تلاقي اين منحني را با محور را رسم ميx هاي معادلهشهري تلاقي نقاط يابيم. طولميf (x)   .هستند  
fتفاضل دو تابع، يعني  صورتبهرا  f(x)تابع ) 2 (x) f (x) f (x) 1 fنسـبت بـه    پيچيـدگي كمتـري   هـا آن از هريك نويسيم كه رسممي 2 (x)  .دارد

yهايسپس منحني f (x) yو 1 f (x) fهاي معادلهريشه ،تلاقي نقاطيابيم. طول ي اين دو منحني را ميكنيم. محل تلاقرا رسم مي 2 (x)   .هستند  

 معادله :2مثالx sin x   چند ريشه مثبت دارد؟  1
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 :صورتبهمعادله را   »3«گزينه  پاسخx sin x

1 نويسـيم، خـط  ميxy


1  درx 1   مقـدار

yپذيرد. پس تقاطع اين خط با منحني يك را مي sin x  بر بازه( , ) 1 افتد كه تعـداد آن  اتفاق مي
  است.  3ر مطابق شكل براب

1
y

 2 3 10 x
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 معادله  :3مثال(x )cos x xsin x 1  چند ريشه بر بازهk( , )2 دارد؟  

k) 2  ) صفر1 1  3 (k  4 (k[ ]1
2  

 :صورتبهمعادله را  »4«گزينه  پاسخx tan x
x



xنويسـيم (توجـه كنيـد كـه    مـي  1   و

x k 
  xyمنحني  .هاي معادله نيستند)ريشه 2

x



اسـت و منحنـي    y1داراي مجانـب   1

y tan x ادلـه  هايي به معداراي مجانب( n )x  


2 1
اسـت. مطـابق شـكل نقـاط برخـورد دو       2

)هايمنحني بر بازه n) ( n )( , )  2 2 1
2 ]kبنابراين تعداد نقاط برخورد برابراست.  واقع 2 ]1

. است 2

kگرفتن  درنظرتوجه كنيد كه با  1  وk    توان به پاسخ درست رسيد. و نمودار مي 3

  
 روش تحليلي

هـا  ها و بعضي براي يافتن تعداد ريشهداريم. برخي از اين قضايا براي تعيين حدود ريشهنياز به يادآوري چند قضيه از حسابان  ،براي استفاده از روش تحليلي
اي در شـرايطي خـاص اسـتفاده    جملـه اي چندهاي مثبت يا منفـي معادلـه  براي تعيين تعداد ريشهمثال، قضيه علامت دكارت فقط  عنوانبه مناسب هستند.

  .شودمي

 اگـر تـابع    :رشـتراس) يــ وا  (بولتزانـو  :2قضيهf   بـر بـازه[a ,b]    پيوسـته و دو مقـدارf(a)  وf(b)  هـاي مختلـف باشـند يعنـي؛    داراي علامـت 
f (a)f (b)   ،تابع  گاهآنf  بر بازه(a,b) حداقل يك ريشه دارد. علاوه بر اين، اگر تابع ،f بر بازه[a ,b]       (يعنـي صـعودي يـا نزولـي اكيـد) يكنواي اكيد

  باشد، اين ريشه يكتا خواهد بود.
a)ـ وايرشتراس بر بازه ضيه بولتزانوتوجه كنيد كه در صورت برقراري شرايط ق :1نكته  ,b)  كـافي اسـت كـه     ،، براي يكتا بـودن ريشـهf (x)   بـر  
           [a ,b] موجود و بر(a ,b)    ايرشـتراس  مخالف صفر باشد. همچنين اگر در شرايط قضيه بولتزانـو ـ وf (a)f (b)  ،تـابع   گـاه آن باشـدf   بـر  
           (a ,b)  .يا ريشه ندارد و يا ريشه تكراري با چندگانگي زوج دارد  

 معادله :4مثالx ( x)  2 31  چند ريشه مثبت و چند ريشه منفي دارد؟  ترتيببه    
  ) سه و صفر 4  ) دو و يك3  ) يك و صفر 2  فر ) صفر و ص1
 :فرض كنيم  »2«گزينه  پاسخf (x) x ( x)  2 f بنـابراين  ؛باشـد  31 (x) x ( x) x x      2 22 3 1 3 4 fمبـين چـون  اسـت.   3 (x) 

fمنفي است پس (x)  همواره مثبت است و تابعf  حداكثر يك ريشه دارد. چون بنابراين .خواهد بودصعودي اكيدf ( )  1 وf ( ) 1 پس بنابر قضيه  1
  و ريشه منفي ندارد.  ن معادله داراي يك ريشه مثبت استاي ولتزانو ـ وايرشتراسب

 

 معادله   :5مثالx x k  1389  ؟چند ريشه حقيقي دارد  
1(k  2(1  3 (3  4 (1389  
 :فرض كنيم  »2«گزينه  پاسخf (x) x x k  1389  ،گاهآنباشد،

x
lim f (x)


  و
x
lim f (x)


 .پس اعداد حقيقي استa  وb 

ــد  ــاموجودنـ fتـ (a)  وf (b)   .ــد ــابراينباشـ ــه   بنـ ــو معادلـ ــيه بولتزانـ ــق قضـ fطبـ (x) ،   ــي دارد ــه حقيقـ ــك ريشـ ــداقل يـ ــا ؛حـ  امـ
f (x) x x   13881389 1   است، پس تابعf معادله داراي يك ريشه حقيقي است. درنتيجه اكيد و يصعود ،  

 

 3قضيه:  (لقضيه ر) تابع اگرf (x)  بر بازه[a ,b]  پيوسته و بر بازه(a ,b) ي كـه  طـور بهپذير باشد، مشتقf (a) f (b)  عـددي   گـاه آن، باشـد
a)متعلق به cمانند  ,b fوجود دارد كه  ( (c)    .است  

 ل :4قضيهل، اگر تابع) (نتيجه قضيه ربا شرايط قضيه رf (x) بر بازه(a ,b)  دارايn تابع گاهآن ،ريشه باشدf (x) بر اين بازه دارايn1  .ريشه است  

 لطاگر عدد مخت :5قضيه ريشه معادلهP(x)   ،ج آن،مزدو گاهآنباشد .اياگر درجه چندجملـه بنابراين  نيز چنين استP(x)    ،فـرد باشـد
  حداقل يك ريشه حقيقي دارد.

y

2
  3

2
 x
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 دكارت) هاي(قاعده علامت  :6هقضي  
 هايها و تعداد تغيير علامت(تعداد ريشه هاآنهاي ضرايب آن است و اختلاف برابر تعداد تغيير علامت P(x)ايهاي مثبت چندجملهحداكثر تعداد ريشه

 ضرايب) عددي زوج است.
)Pايهاي ضرايب چندجملهبرابر تعداد تغيير علامت P(x)ايهاي منفي چندجملهحداكثر تعداد ريشه x)  ها و (تعداد ريشه هاآناست و اختلاف
 هاي ضرايب) عددي زوج است.تعداد تغيير علامت

 هاي منفي معادله تعداد ريشه :6مثالP(x) x x x    3 2 1 4  كدام است؟  
  3) 4  2) 3  1) 2  صفر) 1
 :چون   »2«گزينه  پاسخP( x) x x x     3 2 1 است. بنابراين طبق قاعده علامات دكارت معادله  1است. پس تعداد تغيير علامت ضرايب آن  4

P(x)   و چون  منفي است يك ريشه دارايحداكثر
x
lim P(x)


   وP( )  P(x)ي پس معادله 4  ي منفي است. داراي يك ريشه  

 حل عددي معادله غيرخطي
  

fهاي عددي براي حل معادله در روش (x)  بازه، ابتدا[a ,b] يابيم كه شرايط قضيه بولتزانو ـ وايرشـتراس بـراي آن برقـرار شـود. (يعنـي       را طوري مي
a)صورت بازه اين اي يكتا از معادله در آن باشد.) درريشه ,b)  را براي تابعf دنبالهسپس  گوييم.غيربديهي ميn{x دنباله حاصـل از روش عـددي   را كه  {

n{xهـاي دنبالـه  هاي عددي محاسبه جملـه در الگوريتم روشمعادله همگرا شود.  موردنظرسازيم كه به ريشه طوري مي ،شودناميده مي تـا زمـاني انجـام     {
 هـا كـه در آن عنوان شـرط توقـف درنظـر گرفـت     توان بهرا مي براي مثال هريك از موارد زير وم به شرط توقف برقرار شود.سشرطي خاص مو كه شودمي

  عددي مثبت و مفروض است. 
n n

n

x x
| |

x





 1

1
nو   n| x x |  1  وn| f (x ) |   

  مرتبه همگرايي دنباله
n{xاگــر دنبالــه   ي كــهطــوربــهموجــود باشــد  cعــدد مثبــت  هرگــاه .اســت pمرتبــه همگرايــي آن برابــر گــوييم مــيهمگــرا باشــد،  عــدد بــه  {

n
pn n

x
lim | | c

(x )








  گوييم. را مجانب خطي يا ثابت همگرايي دنباله مي cعدد در اين صورت  1

n{x اگر دنبالههمچنين  است.  ترسريعهمگرايي آن  ،باشد تربزرگهرچه مرتبه همگرايي دنباله  :2نكته   همگرا بوده و  به عدد {
n

qn n

x
lim | |

(x )








1  مرتبه همگرايي دنباله از  باشد در اين صورتq  خواهد بودبيشتر .  

  روش دوبخشي (تنصيف)
  

f، تنها ريشه معادلههرگاه (x)    بر فاصله(a,b) نقطه وسط بازه يعني ،بخشي، در روش دوباشدa bc 
  اولين تقريب براي ريشـه   عنوانبهرا  2

  دارد.  ، سه امكان وجودcگيريم، براي مقدار ميدرنظر 
fاگر )1 (c)    باشد، در اين صورت ريشه برابرc  .است  
fهاي مقاديراگر علامت )2 (a) وf (c) ريشه معادله در فاصله گاهآن ،متفاوت باشند(a ,c)  .قرار دارد  
fهاي مقاديراگر علامت )3 (b) وf (c) ريشه معادله در فاصله گاهآن ،متفاوت باشند(c,b)  .قرار دارد  

  شوند. در هر مرحله نصف مي هاآنكنيم كه طول تجو ميهايي جسبه اين ترتيب، با ادامه اين روش، ريشه معادله را در بازه
nهايبخشي، دنباله بازهدر روش دو ،درواقع n(a ,b   آيند:زير پديد مي صورتبه (




n n n n
n n n n n

n n n n

(a ,x ) ; f (x )f (a )
(a ,b ) : (a,b) , (a ,b ) : ; x : (a b )

(x ,b ) ; f (x )f (b ) 


    
1 1 1 1

1
2  

nهاينقاط مياني بازه n(a ,b ، يعني دنباله( nx هايي براي ريشهتقريب  آيند. مي دستبههستند كه به وسيله روش دوبخشي  
  شود. ردنظر نصف ميزيرا در هر مرحله از اين روش بازه مو ؛باشددر روش دوبخشي داراي كران بالاي زير مي براي ريشه  nxخطاي مطلق تقريب

n n
n n n

b a b ae(x ) x
 

    2 2
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 شود. قضـيه زيـر همگرايـي روش دوبخشـي را بـا     كران، به صفر نزديك ميبي طوربه nبا افزايش  nxدهد كه خطاي مطلق تقريبنشان مي ذكر شدهرابطه 
  كند. جزئيات بيشتري مطرح مي

 به تنها ريشه معادله دوبخشيش حاصل از رو دنباله :7قضيهf (x)  بر بازه(a ,b)  .و ثابـت   1علاوه بر اين، مرتبه همگرايـي آن برابـر   همگرا است

1همگرايي آن برابر
nباشد. يعني،مي 2

n n

x
lim

x








1 1

2 .  

   دوبخشيالگوريتم روش 
f، تابع پيوستهbو  aاعداد حقيقي  ورودي: (x)  و عدد مثبت  

fتقريبي از ريشه معادله  خروجي: (x)   بر بازه(a ,b)  با دقت  

aدهيدقرار  :1گام  bc 
 2  

fاگر  :2گام  (c)   ،باشدc  .ريشه است  
fاگر  :3گام  (a)f (c)   دهيدباشد، قرارa c .دهيدقرار  صورتدر غير اينb c .  
  . يدبرو 1مناسبي براي ريشه است وگرنه به گام  تقريب c ،اگر شرط توقف برقرار است :4گام 

 اگر :7مثالn{x xبراي حل عددي معادله  دوبخشيدنباله حاصل از روش  { x  5 1  باشد، x3 كدام است؟  

1(1
8  2(3

8  3(5
8  4(7

8  

 :فرض كنيم   »4«گزينه  پاسخf (x) x x  5 fباشد. چـون   1 ( )  1 fو  1 ( )  1  پـس معادلـه بـر     ،اسـت[ , ] يـك ريشـه دارد.    1

xراين بناب 
1

1
2
  وf ( )1

2  .پس استf ( ) f ( ) 1 ]و بازه  12 , ]1 xبنابراين غيربديهي است.  12


 2

1 1 32
2 fو  4 ( )3

4  بنـابراين باشـد.  مي 

f ( )f ( ) 3 ]و بازه  14 , ]3 x غيربديهي است. بنابراين 14


 3

3 1 74
2   باشد. مي 8

 
  هاي روش دوبخشيويژگي

فاده باشند كه ما را در استها از آن جهت داراي اهميت ميبيان كرد. اين ويژگيآن هاي زير را براي توان ويژگيبا دقت بيشتر بر روي روش دوبخشي مي
  كنند. مناسب از اين روش راهنمايي مي

  كه معادله در آن فقط يك ريشه داشته باشد. نياز داريم اي اما همواره به بازه ؛ها در اين الگوريتم زياد نيستند) تعداد ورودي1
  است.  1رتبه همگرايي روش دوبخشي برابر م ،كه در قضيه قبل بيان شدطورباشد. همانن همگرايي كند ميولي اي ؛) روش دوبخشي همواره همگرا است2
توان تعداد تكرارهاي روش براي رسيدن به دقتي خاص ها، ميهاي مشابه، آن است كه قبل از محاسبه دنباله تقريب) برتري روش دوبخشي بر ديگر روش3

  كافي است روش دوبخشي را به تعداد زير تكرار كنيم: ،كمتر باشد اگر بخواهيم خطاي مطلق روش دوبخشي از مقدار  درواقعرا محاسبه كرد. 

n n
b ae(x ) x n [log ( )]

       
2 1  

    بستگي دارد. كنيم و مقدار اي كه ريشه را در آن جستجو ميبلكه به بازه ؛كنيد كه تعداد تكرارها به معادله وابسته نيستمشاهده مي
nاي يعني ممكن است در مرحله ؛شوندشدن به ريشه از آن دورتر مي ترنزديكر روش دوبخشي دنباله تكرارها به جاي ) گاهي د4 nx x    1 

xباشد، براي روشن شدن موضوع به شكل زير توجه كنيد. در اين شكل  x  1   است.  2
 

a 1x 2x b



  
 براي حل معادله دوبخشيچند تكرار از روش  :8المثx  1389 5   نياز است تا خطاي آن كمتر از21 باشد؟  

1 (6   2 (7   3 (8    4 (9   
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 :فرض كنيم   »2«گزينه  پاسخf (x) x 1389 fباشد، پس  5 ( )  1 fو  4 ( )   13892 2 بنابر قضيه بولتزانو ـ وايرشتراس  بنابرايناست.  5
)معادله بر بازه  , )1 fداراي يك ريشه است (توجه كنيد كه  2 (x)  (ود:شاز رابطه زير محاسبه مي موردنظرتعداد تكرارهاي لازم براي رسيدن به دقت بنابراين  ؛  

[ log ]    23 2 5 3 4 7n [log ( )] [ log ]



   2 22
2 1 1 2 1 1
1

  

 

 اگر :9مثالn{x nمقدار  ،دنباله حاصل از روش تنصيف باشد { nx x 1 كدام است؟  

1(n
b a




12
   2(n

b a
2

   3(n
b a




12
    4(n

(b a)



1
3

2
   

 :اگر بازه  »3«گزينه  پاسخ[a ,b] را بهn12گاهآن ،زير بازه با طول برابر افراز كنيمnx  وnx 1 بـا   درواقعاز خواهند بود. دو نقطه مجاور از اين افر

nxمتنــاظر Bيــا  Aيكــي از نقــاط  ،توجــه بــه الگــوريتم روش تنصــيف در شــكل 1 .چــون طــول هــر بخــش از افــراز برابــر اســتn
b a




12
 ،اســت پــس 

n n n
b ax x 


 1 12
      باشد.مي 

  روش نابجايي
  

f، تنها ريشه معادله اگر  (x)    بر بازه(a,b) اصل دو نقطهخط ونقطه تلاقي پاره جايينابهوش در ر ،باشدa
A

f (a)
bو  

B
f (b)

را ها با محور طول 

  آيد.مي دستبهزير  صورتبه، نقطه تلاقي Bو  Aاز دو نقطه  ابا نوشتن معادله خط گذر .گيريممي درنظريب براي ريشه اولين تقر عنوانبه
a f (a) a f (b) b f (a)c
b f (b)f (b) f (a) f (b) f (a)


 

 
1  

واقع است.  (c,b)يا ريشه در بازه  ،قرار دارد (a,c)ريشه معادله است، يا ريشه در بازه  c، سه امكان وجود دارد؛ يا c، براي مقدار دوبخشيمشابه روش 
  كنيم:هاي زير جستجو مي، ريشه معادله را در بازهجايينابهبنابراين با تكرار روش 




n n n n n n
n n n

n nn n n n n n

(a , x ) ; f (x )f (a ) a f (a )
(a ,b ) : (a,b) , (a ,b ): ; x

b f (b )(x ,b ) ; f (x )f (b ) f (b ) f (a ) 


  
 

1 1 1 1
1  

fبه تنها ريشـه معادلـه    جايينابهدنباله حاصل از روش  (x)     بـر بـازه(a ,b)   همگـرا
ــت.  ــين اس ــههمچن n(xنقط , )   ــور ــاطع مح ــل تق ــه از دو    xمح ــت ك ــي اس ــا خط ب

nنقطه n(a ,f (a nو (( n(b ,f (b   گذرد.مي ((
  
  

توانـد حتـي كنـدتر از    د همگرايي ميها همگي در يك طرف ريشه باشنnxما اگرا ،است دوبخشياز روش  ترسريعمعمولاً  جايينابهروش  :3نكته 
  است. دوبخشي، دو برابر و نيم تعداد عمليات لازم براي روش جايينابهباشد. تعداد عمليات لازم براي روش  دوبخشيروش 

   جايينابهالگوريتم روش 
fپيوسته، تابع bو  aاعداد حقيقي  ورودي: (x)  و عدد مثبت  

fتقريبي از ريشه معادله  خروجي: (x)   بر بازه(a ,b)  با دقت  

aدهيدقرار  :1گام  f (a)
c

b f (b)f (b) f (a)



1  

fاگر  :2گام  (c)   ،باشدc  .ريشه است  
fاگر  :3گام  (a)f (c)   ،قرار دهيدباشدa c .صورت قرار دهيد  در غير اينb c.  
  . يدبرو 1ام تقريب مناسبي براي ريشه است وگرنه به گ cاگر شرط توقف برقرار است  :4گام 

y

x
a 1x

f (x)

2x b

 na A nx B nb
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 معادله :10مثالx sin x 1 در بازه [ , ]
2 يك ريشه دارد. مقدارx1  آيد، كدام است؟دست ميبه جايينابهكه از روش  

1(
 
3

2   2(
 
3

2   3(
 
3

2   4(
 
3

1   

 :فرض كنيم   »2«گزينه  پاسخf (x) x sin x  1  .درنتيجهباشد،f ( ) f ( ) 
      2 12 2  »  .فرمـول  بنابراين با توجه به است

  :خواهيم داشت جايينابهروش 

f ( )
x

f ( ) f ( ) f ( )

       
   

             
1

1 421 2 32 2 2 2 1 12 2 212

  

 

 ؟نيست جايينابههاي روش ويژگي از وردكدام م :11مثال  
  ) تعداد عمليات زياد2  ) همگرايي  1
  ها در الگوريتم آن كم است.  ) ورودي4  بيشتر است.  دوبخشي) سرعت همگرايي آن همواره از روش 3
 :كندتر از روش دوبخشي باشد.  جايينابههمگي در يك طرف ريشه باشند ممكن است روش  جايينابههاي روش اگر تقريب  »3«گزينه  پاسخ  

 
  جايينابهروش اصلاح شده 

اي كـه  توان با نصف كردن عـرض نقطـه  محدب يا مقعر باشد. مي ،يعني تابع ،در يك طرف ريشه قرار گيرند جايينابهچه جملات دنباله حاصل از روش چنان
  گويند. مي جايينابهروش اصلاح شده  ثابت مانده است به همگرايي سرعت بخشيد. اين روش را

b,f)خطي را از  ،به ريشه نزديك شوند bاز سمت  اگر جملات دنباله (b))  به(a , f (a))1
 كنيم. رسم مي 2

n n
n

n n n n

a f (a )
x

f (b ) f (a ) b f (b )




11 21
2

  

a)خطي را از  ،به ريشه نزديك شوند aاگر جملات دنباله از سمت  ,f (a))  به(b, f (b))1
 كنيم. رسم مي 2

n n
n

n nn n

a f (a )
x

b f (b )f (b ) f (a )




1
11
22

  

 جملات دنباله از سمت  ،جايينابهاگر در روش  :12مثالb براي محاسبه  جايينابهفرمول روش اصلاح شده  ،به ريشه نزديك شوندx1 كدام است؟  

1(af (a) bf (b)
f (a) f (b)




2
2  2(af (b) bf (a)

f (b) f (a)



2
2  3(af (a) bf (b)

f (a) f (b)



2
2  4(af (b) bf (a)

f (b) f (a)



2
2  

 :براي محاسبه  جايينابهدر اين حالت فرمول روش اصلاح شده   »2«گزينه  پاسخx1 چنين است:   

af (b) bf (a)a f (a) af (b) bf (a)x
f (b) f (a)f (b) f (a) f (b) f (a)b f (b)

 
  

 
1

111 2221 1 2
2 2

  

   روش تكرار ساده
  

fريشه معادله  اگر (x)   معادله ،باشد، در روش تكرار سادهf (x)   را به شكلx g(x) ي كه طوربه ؛نويسيممي اي از آن باشد. سپس ريشه
n{xگيريم و دنبالهمي درنظررا xمانند دقيق از  چنداننهتقريبي  nبا ضابطه { nx g(x ) 1 سازيم. قضيه زير شرايط كافي براي همگرايي را مي
n{xدنباله   كند.را مهيا مي به {

1x
a

b

a 1x
b
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 اگر :8قضيه g(x) برپذير تابعي مشتق[a ,b] بتوي[a ,b] و براي هر  باشدx از[a ,b |داشته باشيم؛  [ g (x) | L  1داريم . در اين صورت:   
xمعادله  )1 g(x) تنها يك ريشه حقيقي متعلق به[a ,b]  .دارد 

a]از xبه ازاي هر )2 ,b] دنباله ،n{x nكه { nx g(x ) 1 باشد، به تنها ريشه حقيقي معادلهx g(x)  .همگرا است 

n{xتوان نتيجه گرفت كه دنبالهشرط قضيه برقرار نبود نمياگر يك يا هر دو  شود كه از بلكه توصيه مي ؛همگرا نيست به ،حاصل از روش تكرار ساده {
n{xسرعت همگرايي دنبالهزيرا،  ؛در اين قضيه بسيار مهم است Lهمچنين مقدار استفاده نشود.  g(x)اين  به صفر  Lبستگي دارد، هرچه Lبه مقدار {

  است. بيشترسرعت همگرايي  ،باشد ترنزديك

 روش تكراري  :13مثال
nx

n
ex


 1 xxeبراي محاسبه ريشه معادله  3 3   همگرا است؟ ،به ريشه معادله xبه ازاي كدام مقادير 1

1(x    2(x e
 3   3(x ln

1
3   4(ex  3   

 :فرض كنيم   »3«گزينه  پاسخ
xeg(x)


 پس ،باشد 3

xeg (x)


  |است. اگر  3 g (x) | 1 گاهآن ،باشد xe  xو  3 ln
1
  است.  3

 

 برقرار باشد و دنباله قبل شرايط قضيه  اگر :9قضيهn{x xريشه معادله  به  { g(x) ،مطلق  يروابط زير براي خطا ،در اين صورت همگرا باشد
  :برقرار هستند nxهايتقريب

n
nx L x                                      n

nx L Max x a , b x         
n

n
Lx x x

L   
 11                           n n n

Lx x x
L    

 11  

gدر آن همسـايگي   ،اگر علاوه بر ايـن  (x)     ،جمـلات متـوالي دنبالـه    گـاه آنباشـد nx     حاصـل از روش تكـرار سـاده در دو طـرف ،     قـرار دارنـد و

n n n
Lx x x

L    
   است. 11

 اگر  :14مثالg (x) L   و دنباله  1 nx  باn nx g(x ) 1  به كران بالاي  ،همگرا باشدn nx x   شود؟ شد تا خطاي دنباله كمتر از كدام با 1

1( L( )
L



1   2( L( )

L


1   3( L( )
L



1   4( L( )

L


1   

 :با توجه به قضيه قبل   »3«گزينه  پاسخn n n
Lx x x

L    
 n :ست. پس كافي است داشته باشيما 11 n

Lx x ( )
L


  1
1.  

  

 اگر دنباله  :15مثالn{x nxكه  {
nx e

e   1
xxريشه معادله  به  1 e

e
  

x)همگرا باشـد، كـدام دربـاره علامـت     1 )(x )   1 9 ،

  درست است؟
xبه علامت  )4  علامت آن مثبت است.  )3  بستگي دارد.  xبه علامت  )2  علامت آن منفي است.  )1 x   بستگي دارد.  1

 :فرض كنيم   »1«گزينه  پاسخxg(x) e
e

  
xgباشد. چون 1 (x) e       و بـرايx   همـواره ،| g (x) | 1  شـرايط   بنـابراين  ،اسـت

  علامت اين عبارت منفي است.قرار دارند و بنابراين  هاي متوالي در دو طرف قضيه قبل برقرار بوده و تقريب
 

  كند. وش تكرار ساده را در شرايط مختلف بررسي ميقضيه زير مرتبه همگرايي ر
 تكرار ساده به  روشكنيم دنباله حاصل از  فرض :10قضيه،  تنها ريشه معادلهx g(x) همگرا باشد، در اين صورت:  

gاگر  )1 ( )    اله برابر يك و ثابت همگرايي برابر باشد، مرتبه همگرايي دنبg ( )  .است 

k)اگر  )2 )g ( ) g ( ) g ( )          1  و(k)g ( )  مخالف صفر باشد، مرتبه همگرايي دنباله برابرk  و ثابت همگرايي برابر(k)g ( )
k!


 است. 1

k)اگر ) 3 )g ( ) g ( ) ... g ( )       1   ،مرتبه همگرايي دنباله حداقل  گاهآنباشدk  .است  
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   چهارمفصل 

  »ييابدرون«
ياب و درون يابي  تابع درون

  
هاي سرشماري، جمعيت كشور را در سـالي  توان با استفاده از اطلاعات سالشود. به نظر شما آيا ميجمعيت سرشماري مي ،در كشور ما هر پنج سال يك بار

  تخمين زد؟ ،كه سرشماري در آن انجام نشده است
 هاي واقع در فاصلههر پنج سال يك بار در كشور انجام شده باشد، اين عمل تخمين را اگر براي سال 139تا 132از سالفرض كنيد سرشماري جمعيت 

]139 132]و گويند. ي ميياببرون ،داده شده باشد ي و اگر براي سالي خارج از فاصلهيابدرون ،باشد  
fاگر مقادير تابعدر حالت كلي  (x)  نقاطدرnx , ,x ,x1  برابر مقاديرnf , ,f ,f1   ،ي روندي براي تخمـين مقـادير تـابع   يابدرونباشندf (x)   بـين

nxنقاط , ,x ,x1   .ي تخمين مقادير تابعياببرونهمچنين استf (x) براي نقاطي خارج از بازهn[x ,x ]  .است  
fتابع (x) دهيم:زير نمايش مي صورتبهناميم و آن را كه با استفاده از چند نقطه مشخص شده است را يك تابع جدولي مي  

i n

i i n

x x x ... x
f f (x ) f f ... f

1
1




  

fتابع جدولي يابدرونرا  F(x)تابع (x) هرگاه شرايط زير برقرار باشد: ،گوييممي  
i iF(x ) f ; i , ,...,n  1  

 اگر تابع  :1مثالg تابع  يابدرونf در نقاطnx , ,x ,x1 iتابعي باشد كه براي hو  1 , , ,n  1  ،
i in

; i n
h(x )

; i n


    

براي  گاهآن ،1

nxدر نقاط fتابع  يابدرون g + chتابع  cكدام مقدار  , , x ,x1 است؟  

1(n nf g(x )  2(n nf g(x )   3( n ng(x ) f   4( n

n

g(x )
f

   

 :چون براي  »1«گزينه  پاسخi n   iداريم 1 ig(x ) f، مقدار تابع  پسg ch در نقطهix آيد. مي دستبهزير  صورتبه  
nn nn n

i i i
ii in i

g(x ) c ;i ng(x ) c ;i n g(x ) c ;i n
(g ch)(x ) g(x ) ch(x )

f ;i ng(x ) c ;i n g(x ) c ;i n
                       

  

nپس كافي است كه ng(x ) c f  يعني ،باشدn nc f g(x )   .است     
 

 اگر :1قضيهA(x) تابع يابدرونf (x) در نقاطnx , , x ,x 1 fتابع يابدرون B(x)و تابع 1 (x) در نقاطnx , , x ,x 2  گاهآن ،باشد 1
nxدر نقاط f(x)تابع  يابدرونزير  تابع , , x ,x1  .خواهد بود  





n

n

(x x)A(x) (x x )B(x)
F(x)

x x
  




  

 اگر :2مثالA(x) تابع  يابدرونf (x)  در نقاط , , ,1388 fتابع يابدرون B(x)و تابع 1 (x)   در نقـاط, , ,1389 2 تـابع   گـاه آنباشـد،   1
(x) A(x) (x)B(x)   كه در آن(x) (x)   fتابع  يابدروناست  1 (x)  در نقاط , , , ,1389 2   :است هرگاه 1

1( ( ) ( )  1389   2( ( ) ( )  1389 1   3( ( ) ( )  1389     4( ( ) ( )  1389 1   



  
  

 

يابيدرونفصل چهارم:    88  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 :چون   »2«گزينه  پاسخA( ) f ( )   و( ) ( )  1  .با تشكيل  بنابراين، استf ( )  .خواهيم داشت  
f ( ) ( )A( ) ( )B( ) ( ) f ( ) ( ( ))B( )    1          

)، درنتيجه ( )) f ( ) ( ( ))B( )  1 1    است. چون مقدارB( ) تواند باشد پس هر مقداري مي( ) 1       است. بـه همـين ترتيـب بـا قـرار دادن
)شرط  يابدروندر تابع  1389 ) 1389   شود.حاصل مي 1

  چند جمله اي درون ياب 
  

fتابع يابدروناي جملهرا چند P(x)ايجملهچند (x) در نقاطn n(x ,f ), ,(x ,f ) , (x ,f )1 1   گوييم اگر علاوه بر برقراري شرطميi iP(x ) f 
iبراي , , ,n 1 اي جمله، درجه چندP(x)  نيز حداكثر برابرn   .باشد  
ــر nاگ

nP(x) a a x a x a x     2
1 ــد،  2 ــاهآنباش ــرط  گ iش iP(x ) f  ــا ب

i , , ,n 1 يابدروناي جمله، براي چندP(x)  روبـه روبه شكل دستگاه معادلات خطي 
naشود كه در آنتبديل مي , ,a ,a1   يـاب دروناي جملـه ضرايب چنـد P(x)  .هسـتند 

  دترمينان ماتريس  نامند.تگاه معادلات خطي را ماتريس واندرموند ميماتريس ضرايب اين دس

n

n

n n nn n n

x x x a f
a fx x x

a fx x x

                         

2

2 1 11 1 1

2

1
1

1

    


    



  

jواندرموند برابر i
i j n

(x x )
  




nxچون اين دترمينان براي مقادير متمايز ،است , , x ,x بنـابراين دسـتگاه معـادلات خطـي      .، مخالف صفر اسـت 1

nدر نقاط متمايز  يابدروناي ندجملهچ بنابراين داراي جواب يكتا است. يابدروناي چندجمله n(x ,f ), , (x ,f ),(x ,f )  1    موجود و يكتاست. 1

 اگر :3مثالP(x) نقاط  يابدروناي جملهچند( , )و  1( , )1 )و  2 , )2   كند؟ را مشخص مي P(x)باشد، جواب كدام دستگاه ضرايب  3

1(
a
a
a

    
        

    
    

1
2

1 1
1 1 1 2
1 2 4 3

 
  2( 

a
a
a

    
        

    
    

1
2

1 1
1 1 2 1
1 2 3 4

 
   3(

a
a
a

    
        

    
    

1
2

1 1
1 2 1 1
1 3 4 2

 
  4( 

a
a
a

    
        

    
    

1
2

1 1
2 1 1 1
3 2 4 1

 
   

 :اگر »  1«گزينه  پاسخx    وx 1 xو  1 2   فرض شوند ماتريس ضرايب دستگاه موردنظر طبق مطالب بالا چنين خواهد بود: 2
x x

x x

x x

 
  
           

 

2

2
1 1

2
2 2

1 1
1 1 1 1

1 2 41

   
  

  
اي براي تعيين آن وجود ندارد. يعني ممكن است با اما قاعده ،ي استيابدرونط كمتر يا مساوي تعداد نقا يابدروناي جملهدرجه چند :1نكته 

 تغييري نكند. يابدروناي جملهي درجه چنديابدرونافزايش نقاط 

 تابع يابدروناي جملهچند :4مثال
n n[ ] [ ]

f (x) x x
 

 
1 1

2 fنقطه برابر خود  ي چنديابدرونبراي  2 (x) است؟  

1 (n n[ ] [ ] 


1 1
2 2  2 (n[ ]


1 12  3( n   4( n 1

2   

 :باشد. پس جواب درست ايچندجملهي واحد بيشتر از درجه 1 ،بايد تعداد نقاط»  2«گزينه  پاسخ n[ ]


1    اشد.بمي 12

  
nتابع يابدروناي جملهچند: 2نكته 

nP(x) a a x a x   1   ي يابدرونبرايk  نقطه كهk n 1  است باP(x)  .برابر است  

 اگر  :5مثالP(x) نقاط  بيادروناي جملهچند ( ,f ) , , ( ,f ) , ( ,f )1 2 11 2   گاه:زير باشد، آن نقاط يابدروناي جملهچند Q(x)و  1
    ( ,f ) , ( , f ) , , ( ,f ) , ( , f )11 1 2 111 1 2 1  

1( deg(P) deg(Q)  2( deg(P) deg(Q)   3( deg(P) deg(Q)   4(   .مشخص نيست  
 براي مقادير مختلف  3و  2و  1هاي گزينه  »4«گزينه  :پاسخf11 بيني نيست. پس اين موضوع قابل پيش ،امكان رخ دادن دارند  

  
ن، اسـپلاين و هرميـت   ي لاگرانژ، تفاضلات تقسيم شده نيـوت يابدرونها، وجود دارند. از جمله اين روش يابدرون ايچندجملههاي متفاوتي براي يافتن روش

  دهيم. را مورد مطالعه قرار مي هاآنمجزا  طوربههاي بعدي است كه در بخش
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  روش درون يابي لاگرانژ
  

iتابع جدولي يابدرون ايچندجملهلاگرانژ براي يافتن در روش  n

i n

x x x x
f f f f

1
1






 هاي درج ايچندجملهn صـورت بهiL (x) ; i , , ,n 1  

    كنيم:ميمعرفي  هاي لاگرانژ،ايچندجملهموسوم به  را

i j ij
;i j

L (x ) ; i , , ...,n
;i j


   

1 1


  

  زير هستند: صورتبههاي لاگرانژ توان نشان داد كه چندجملهبا كمي محاسبه مي

j i

n ji i n
i

i i i i i i n i jj

(x x )(x x ) (x x )(x x ) (x x )
L (x)

(x x ) (x x )(x x ) (x x ) (x x )


 

  

   
 

    1 1
1 1 1





 
 

  

nxهاي لاگرانژ تنها به مقادير ايجملهكنيد چندطور كه مشاهده ميهمان , , x , x1      وابسته هسـتند و بـه مقـاديرnf , , f ,f1    .بـا   بسـتگي ندارنـد

نقاط متمايز  يابدرون ايچندجملهتوان ها، ميايچندجملهاستفاده از اين 
n

ii i{(x ,f )}


  :آورد دستبهزير  صورتبهبه روش لاگرانژ را  

n

n n i i
i

P(x) f L (x) f L (x) f L (x) f L (x)


    1 1 


  

  هاي لاگرانژايچندجملههاي ويژگي

nF(x)اگر) 1 (x x )(x x ) (x x )    1  ،هاي لاگرانژ را از رابطه ايچندجملهتوان مي گاهآنباشدi
i i

F(x)L (x)
(x x )F (x )




  .محاسبه كرد 

  هاي لاگرانژ برابر يك است يعني،ايجملهمجموع چند) 2
n

i n
i

L (x) L (x) L (x) L (x)


     


1 1  

nيعني اگر تركيب خطي  اند.هاي لاگرانژ مستقل خطيايجملهچند) 3 nc L (x) c L (x) ... c L (x)  1 1   ،تمام ضرايب برابـر   گاهآنبرابر صفر باشد
  صفر خواهد بود. 

kباشد و  kاز درجه  ايچندجملهيك  Q(x)گر ا) 4 n  لاگرانژ در رابطه  ايچندجمله، گاهآن
n

i i
i

Q(x )L (x) Q(x)





  .دكنصدق مي 

  دستگاه معادلات حاصل از روش لاگرانژ يك دستگاه قطري است.) 5

 اگر  :6مثالiL (x) برايi , , 1   اي زير كدام است؟ جملهباشد، درجه چند x2و  x1و  xهاي لاگرانژ در نقاط ايجملهچند 2
 P(x) ( x )L (x) ( x )L (x) ( x )L (x)     1 1 2 22 1 2 1 2 1  

1 (1  2 (2   
  بستگي دارد.  x2و x،x1به نقاط )4   3) 3

 :هاي لاگرانژايجملهچندبراي  4بنابر ويژگي شماره   »1«گزينه  پاسخ، P(x) x 2   باشد. است كه درجه آن يك مي 1

  
 اگر  :7مثالiL (x)  براي i , , , 1 )در نقاط  ،هاي لاگرانژايجملهچند 6 , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )6 7 5 6 4 5 3 4 2 3 1 2 درجه باشند.  1
P(x)اي جملهچند L (x) L (x) L (x)   1 2   كدام است؟ 6

1 (3  2 (4   3 (5   4( 6  

 :هـاي لاگرانـژ   ايجملـه چنـد بـراي   2بنابر ويژگي شماره   »4«گزينه  پاسخL (x) L (x) L (x)   1 61      اسـت. پـسP(x) L (x) 1  
iL(هر كدام ازاست  6باشد كه درجه آن برابر مي (x)باشند).  مي 6 ا داراي درجهه  
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 اگر  :8مثالnF(x) (x x )(x x ) (x x )   1   و



n

i

i ii

F (x)
(x x )F (x )




 حاصل  ،باشدn    1  كدام است؟  

1 (nx x x  1   2 4   1) 3  ) صفر( nF(x x x )  1   

 :چون  »2«گزينه  پاسخ
n

i

i ii

F(x)
(x x )F (x )







 خواهيم داشـت  1ه از ويژگي شماره پس با استفاد ،است ،
n n

i
i i

i ii i

F(x) L (x)
(x x )F (x ) 


  

 
 

 

nهاي لاگرانژ مستقل خطي هستند پس ايجملهچند 3اما بنابر ويژگي شماره     1   باشد، يعني ميn    1   .است  
 

 تابع جدولي  يابدروناي جملهاگر چند :9مثالi

i

x
f

1 2 4 8
1 3 7 باشد. حاصل  P(x)برابر  11 P( ) L ( )7  كدام است؟  

1 (76
7  2 (64

21  3 (292
21  4( 292

7  

 :كنيم. را محاسبه مي مربوط به اين تابع جدولي هاي لاگرانژايجملهابتدا چند  »3«گزينه  پاسخ  
(x )(x )(x )L (x) (x )(x )(x )
( ) ( )( )
  

    
  2
1 2 8 1 1 2 84 1 4 2 4 8 24  (x )(x )(x )L (x) (x )(x )(x )

( ) ( ) ( )
  

    
  
2 4 8 1 2 4 81 2 1 4 1 8 21  

(x )(x )(x )L (x) (x )(x )(x )
( )( ) ( )
  

    
  3

1 2 4 1 1 2 48 1 8 2 8 4 168  (x )(x )(x )L (x) (x )(x )(x )
( ) ( ) ( )
  

    
  1
1 4 8 1 1 4 82 1 2 4 2 8 12  

iي برابر تابع جدول يابدروناي چندجمله بنابراين، i
i

P(x) f L (x) L (x) L (x) L (x) L (x)


    
3

1 2 33 7 11


)Pكـه از آن  باشـد.  مي  ) 767 7 

Lاست. اما  ( ) 64
21  بنابراينباشد. مي P( ) L ( )   

76 64 2927 7 21 21   .است  

 
  ي لاگرانژيابدروناشكالات روش 

  توان موارد زير را نام برد:ه ميي لاگرانژ داراي اشكالاتي است كه از آن جمليابدرونروش 
نياز به انجام  با اين روش يابدرون ايچندجملهكننده است. حتي با استفاده از كامپيوتر هم محاسبه بسيار زياد و خسته روش هاي بزرگ عملياتn) براي 1

  ساده نيست) هم روش نويسيبرنامه كهاين. (علاوه بر عمليات زياد دارد
  معلوم نيست. يابدرون ايچندجملهليات درجه ) قبل از اتمام عم2
  ) با اضافه كردن يك يا چند نقطه تقريباً تمام عمليات بايد از ابتدا انجام شوند.3
  يابد.ي در نقاط انتهايي كاهش مييابدروندقت  ايچندجمله) معمولاً با افزايش درجه 4

 ؟ستنيي لاگرانژ يابدروناز اشكالات روش مورد كدام  :10مثال  
  ييابدرونانجام  از قبل يابدروناي جمله) معلوم نبودن درجه چند2  ) عمليات زياد1
  پذير نيست.استفاده از اين روش همواره امكان )4  شود. ) با افزايش نقاط تمام عمليات تكرار مي3
 :ي لاگرانـژ باشـد. چـون ايـن روش همـواره      يابدرونكالات روش تواند از اشنمي 4گزينه  ،با توجه به موارد ذكر شده در قسمت قبل  »4«گزينه  پاسخ
  تواند مورد استفاده باشد. مي

 تفاضلات تقسيم شده نيوتن
  

روش نيوتن است. براي اين منظور نياز به ابزاري موسوم به تفاضلات تقسـيم شـده    ،دهيممورد بررسي قرار مي يابدرون ايچندجملهروش دومي كه براي محاسبه 
nxفرض كنيم نقاط است.  نيوتن , ,x , x1  متمايز باشند. تفاضلات تقسيم شده نيوتن در نقاطn n(x ,f ), ,(x ,f ),(x ,f )1 1   شوند. چنين تعريف مي  

ix:  iتفاضلات مرتبه صفر در if[x ] : f  

ixو ixه اول دربرتتفاضلات م 1:   i i
i i

i i

f ff[x ,x ] :
x x










11
1

  

iدر نقاط  kتفاضلات مرتبه  k i ix ,..., x , x 1:   i i k i i k
i i i k

i i k

f[x ,..., x ] f[x ,..., x ]f[x ,x ,..., x ] :
x x

   
 







1 1

1  
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   پنجمفصل 

  »عدديگيري مشتق «
تـابع داراي فرمـول    يـا  شـود محاسبه عددي مشتق تابع به دو علت بررسـي مـي  هاي عددي محاسبه مشتق تابع را بيان خواهيم كرد. در فصل پيش رو روش

 دستبهتجربي  طوربه آنمقادير  كه شده استداده مقادير تابع در چند نقطه به شكل يك تابع جدولي  يا گيري از آن دشوار استاي است كه مشتقپيچيده
گيـري عـددي از لحـاظ    مشتقانجامد. بنابراين گيري عددي ميآمده به روش تجربي براي تابع، معمولاً به ناپايداري در مشتق دستبهخطاي مقادير  آيند.مي

  عددي ناپايدار است و در صورت امكان نبايد از آن استفاده كرد. 

 مشتق عددي با درون يابي
  

fهاي اساسي يافتن تقريب عددي براييكي از روش (x)اي، استفاده از مشتق چندجملهP(x) است كهf (x)     اي معـين  را در يـك مجموعـه نقـاط گـره
  كند.مي ييابدرون

iنيوتن براي تابع جدولي  لاگرانژ و ييابدرونبا توجه به روش  n

i n

x x x x
f f f f

1
1






  گيريممي درنظردو حالت زير را:  

 لاگرانژ: ييابدرونمشتق عددي با ) 1

n

n n k k
k

f (x) p (x) L (x)f L (x)f ... L (x)f L (x)f


          1 1 


  

  :نيوتن ييابدرونمشتق عددي با ) 2
  

  




f (x) P (x) f [x ,x ] ((x x ) (x x ))f [x , x ,x ]
[(x x )(x x ) (x x )(x x ) (x x )(x x )]f [x ,x , x ,x ]

      

         
1 1 1 2

1 2 1 2 1 2 3
  

 تابع جدولي اگر   :1مثال



i

i

x x x x
f f f f

1 2
1 2

ifداده شده باشد،  (x ) كدام است؟  

1(if [x ,x ] (x x )f [x , x , x ] 1 1 2    2(if [x ,x ] (x x)f [x , x , x ] 1 1 2   
3(if [x ,x ] ( x x x x )f [x ,x ,x ]   1 1 2 1 23    4(if [x , x ] ( x x x )f [x ,x ,x ]  1 1 1 22     
 :آيد. مي دستبه نيوتن ييابدرونگيري عددي با با توجه به فرمول مشتق  »4«گزينه  پاسخ  

i i i if (x ) f [x , x ] ((x x ) (x x ))f [x ,x , x ] f [x , x ] ( x x x )f [x ,x , x ]        1 1 1 2 1 1 1 22       

 مشتق گيري عددي با تفاضلات پيشرو
  

sنقطه  پيشروي نيوتن در يابدروناي طور كه در فصل چهارم آموختيم چندجملههمان ix x x hs   :به شكل زير است  

n
s i i i i

s s s
P(x ) f f f f

n
     

            
     

2
1 2   

fداريم درنظر (x) را باP (x) ه از رابطه بالا تقريب بزنيم، اماآمد دستبهdP ds dPP (x)
ds dx h ds

   
گيـري عـددي بـا    فرمـول مشـتق   بنابراين .است 1



  
  

 

گيري عدديمشتقفصل پنجم:   134  ارشناسي ارشدك يكمدرسان شريف رتبه 

  :توان با دستور زير بيان كردتفاضلات پيشرو را مي

n
i i i

s s sd d df (x) ( f f f )
nh ds ds ds

                
     

21
1 2   

ixاي دوم، ، نقطه گرهixاي اول، نقطه گره فرمول مشتق عددي با تفاضلات پيشرو و معمولاً در 1  گرهو نقطه وسط اين دو ،i
hx    گيرد. ، مورد استفاده قرار مي2

  اي اول: مشتق عددي در نقطه گره
  شود.اي اول حاصل ميفرمول مشتق عددي در نقطه گره ،ابر صفر قرار دهيمرا بر sاگر در فرمول مشتق عددي با تفاضلات پيشرو مقدار 

i i i i i if f (x ) ( f f f f )
h

         2 3 41 1 1 1
2 3 4   

  شوند.گرفته مي درنظردر محاسبه مشتق عددي با استفاده از اين فرمول، تعدادي از جملات آن 

i  :ايدونقطه فرمول ii
i

f ff
f

h h
 

  1  

i  :پيشرو)(فرمول تفاضل  اينقطهسهفرمول  i i i i if ( f f ) ( f f f )
h h         2

2 1
1 1 1 4 32 2  

i  :اينقطهچهارفرمول  i i i i i i if ( f f f ) ( f f f f )
h h            2 3

3 2 1
1 1 1 1 2 9 18 112 3 6 

 براي تابع جدولي  :2مثال    
    

i

i

x / / / /
f / / / /

1 2 3 4
1 11 21 fبا استفاده از فرمول تفاضل پيشرو حاصل  33 ( / )   كدام است؟ 1

1( 18   2( 1   3( 2   4( 33   
 :طول گام برابر  ،با توجه به تابع جدولي  »2«گزينه  پاسخh /   :است. بنابراين با استفاده از فرمول تفاضل پيشرو خواهيم داشت 1

f ( / ) ( / ( / ) ( / ))
( / )

    
11 21 4 11 3 1 12 1     


  

 
  اي دوم:گره مشتق عددي در نقطه

  آيد:مي دستبهاي دوم فرمول مشتق عددي در نقطه گره ،يمرا برابر يك قرار ده s اگر در فرمول مشتق عددي با تفاضلات پيشرو مقدار

i i i i i if f (x ) ( f f f f )
h          2 3 4

1 1
1 1 1 1

2 6 12   

  شوند.گرفته مي درنظردر محاسبه مشتق عددي با استفاده از اين فرمول، تعدادي از جملات آن 

i  :فرمول تفاضل پسرو  i i if f (f f )
h h    1 1
1 1  

i  :فرمول تفاضل مركزي  i i i if ( f f ) (f f )
h h      2

1 2
1 1 1

2 2 

i   :اينقطهچهارفرمول   i i i i i i if ( f f f ) ( f f f f )
h h             2 3

1 3 2 1
1 1 1 1 6 3 22 6 6 

  اي اول يكسان است. براي مشتق عددي در نقطه گره ايدونقطهاي دوم با فرمول توجه كنيد كه فرمول تفاضل پسرو براي مشتق عددي در نقطه گره

 تفاضل مركزي حاصل  فرمولبا استفاده از  2براي تابع جدولي مثال   :3مثالf ( / )   كدام است؟ 2
1(1   2(/1   3(/ 5   4(/ 5    
 :با توجه به تابع جدولي طول گام برابر   »1«گزينه  پاسخh / 1 ضل مركزي خواهيم داشتاست. بنابراين با استفاده از فرمول تفا:  

f ( / ) ( / / )
( / )

      

12 21 1 12 1  



  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  135  آناليز عددي 

  مشتق عددي در نقطه وسط گره اول و دوم:

1را برابر sاگر در فرمول مشتق عددي با تفاضلات پيشرو مقدار 
  شود.فرمول مشتق عددي در نقطه وسط گره اول و دوم حاصل مي ،قرار دهيم 2

i i i ii

hf f (x ) ( f f f )
h

        3 4
1
2

1 1 1
2 24 24   

  شوند.گرفته مي درنظردر محاسبه مشتق عددي با استفاده از اين فرمول، تعدادي از جملات آن 
  
  
  
  

 مقدار  2در تابع جدولي مثال  :4مثالf ( / )   كدام است؟ 15
1 (/ 99   2(/ 95   3(/2 83   4(/2 38   
 :با توجه به تابع جدولي طول گام برابر   »1«گزينه  پاسخh / 1 داريم: است. بنابراين   

/f ( / ) ( / ( / ) ( / ) ( / )) /
( / ) /

             

1 2 3815 33 3 21 21 11 23 1 9924 1 2 4  

 مشتق گيري عددي با تفاضلات پسرو
  

sوي نيوتن در نقطهپسر يابدروناي چندجملهبا توجه به مطالب فصل چهارم،  ix x x hs   :به شكل زير است  

n
s i i i i

s s s n
P(x ) f f f f

n
       

            
     

21 1
1 2   

fخواهيممي (x) را باP (x)  آمده تقريب بزنيم. چون دستبهكه از رابطه بالاdPP (x)
h ds

 
گيـري عـددي مبتنـي بـر     بنابراين فرمـول مشـتق   است، 1

  توان با دستور زير بيان كرد:تفاضلات پسرو را مي

n
i i i

s s s nd d df (x) ( f f f )
nh ds ds ds

                   
     

21 11
1 2   

ixآخر،  ماقبلاي ، نقطه گرهixاي آخر، فرمول مشتق عددي با تفاضلات پسرو معمولاً در نقطه گره 1  اين دو گرهوسط و نقطه،i
hx    گيرد.، مورد استفاده قرار مي2

  اي آخر:گره مشتق عددي در نقطه
  شود.اي آخر حاصل ميرا برابر صفر قرار دهيم فرمول مشتق عددي در نقطه گره sاگر در فرمول مشتق عددي با تفاضلات پسرو مقدار 

i i i i if f (x ) ( f f f )
h

       2 31 1 1
2 3   

  شوند.گرفته مي درنظراستفاده از اين فرمول، تعدادي از جملات آن  در محاسبه مشتق عددي با

i i
i i i i i i i i

f f
f f ; f ( f f ) [ f f f ]

h h h h
 

 


        1 2
1 2

1 1 1 1 3 42 2  

  اي ماقبل آخر:مشتق عددي در نقطه گره
  شود.اي ماقبل آخر حاصل ميگره فرمول مشتق عددي در نقطه ،قرار دهيم - 1را برابر  sاگر در فرمول مشتق عددي با تفاضلات پسرو مقدار 

i i i i if f (x ) ( f f f )
h        2 3

1 1
1 1 1

2 6   

 i i ii
f f (f f )

h h 

   1 1

2

1 1

 i i i i i ii
f ( f f ) ( f f f f )

h h   

        3

1 3 2 1
2

1 1 1 3 21 2324 24
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  شوند.گرفته مي درنظردر محاسبه مشتق عددي با استفاده از اين فرمول، تعدادي از جملات آن 

i i
i i i i i i i

f f
f f ; f ( f f ) (f f )

h h h h
 

  


       1 2
1 1 2

1 1 1 1
2 2  

  :آخر ماقبلمشتق عددي در نقطه وسط گره آخر و 

را برابر sاگر در فرمول مشتق عددي با تفاضلات پسرو مقدار 
1
  آيد.مي دستبهقبل آخر ق عددي در نقطه وسط گره آخر و مافرمول مشت ،قرار دهيم 2

i i ii

hf f (x ) ( f f )
h

      3
1
2

1 1
2 24   

  شوند.گرفته مي درنظردر محاسبه مشتق عددي با استفاده از اين فرمول، تعدادي از جملات آن 

i i
i i i i i ii i

f f
f f ; f ( f f ) ( f f f )

h h h h
 

 
 


        1 3

1 1 2 3
2 2

1 1 1 1 23 324 24  

 ؟نيستاضلات پسرو فرمول مشتق با تف يككدام :5مثال  

1(i ii
f (f f )

h



  3

1
2

1 1
24   2(i i if ( f f )

h   2
1

1 1
2   3(i i if ( f f )

h
   21 1

2   4(i i if (f f )
h   1
1   

 :نادرست است.  )1(تنها گزينه  ،هاي مشتق با تفاضلات پسروبا توجه به فرمول  »1«گزينه  پاسخ  

  درون يابي خطي مشتق
  

iي كه طوربه xنقطه  در f تابع  اگر مشتق ix x x   ixو ixرا در نقـاط  f مورد نظر باشد ابتـدا مشـتق   1 1    گيـري عـددي بـا    بـا اسـتفاده از مشـتق
f خطي ييابدرونآوريم و سپس از مي دستبهتفاضلات پيشرو يا پسرو  (x)  كنيم.استفاده مي زير صورتبهدر اين دو نقطه  

i i
i i

i i i i

x x x x
f (x) f (x ) f (x )

x x x x



 

 
  

 
1

1
1 1

  

 مقادير تابع  :6مثالf جدولي صورتبه 


i

i

x
f




1 1 2
1 2 f.داده شده است 9 ( / )      كدام است؟ 4

1(/ 6   2(/ 2   3(/ 2   4(/ 6   
 :جدول تفاضلات پيشرو براي تابع جدولي   »4«گزينه  پاسخf استرو روبه صورتبه.  

fابتدا تقريبي از = 1hبراي  ( ) 1 وf ( )  ده از رابطهبا استفاi
i i

ff (x ) ( f )
h

   
21
2 

  :آوريممي دستبه

f ( ) ( ) , f ( ) ( )       
1 4 1 41 1 3 3 11 2 1 2    

/  :آيدمي دستبهخطي  ييابدرونس با توجه به رابطه پ / ( )f ( / ) f ( ) f ( ) / ( ) / ( ) /
( )

             
   

4 4 14 1 4 3 6 1 61 1
       

 
  

  مشتق عددي مراتب بالاتر
  

fي تقريبي برا f(x)تابع  يابدرون ايچندجملهتفاده از گونه كه با اسهمان (x) بـراي مشـتق مراتـب بـالاتر نيـز بـه همـان روش عمـل          .آورديـم  دستبه

  :به عبارتيكنيم. مي
k

(k) (k)
k

df (x) P (x) P(x)
dx

  

i i i i ix f f f f






  


 

2 3

1
1 1

1 2 3 4
2 9 7 4
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   ششمفصل 

  »عددي گيريانتگرال«
هاي عددي براي محاسبه تقريبي يك انتگـرال معـين؛   دلايل استفاده از روشكنيم. هاي عددي محاسبه انتگرال معين يك تابع را بيان ميدر اين فصل روش

  نقطه است.  يهيافتن آن و يا وجود اطلاعات جدولي از انتگرالده در تعدادي متنا يعدم وجود تابع اوليه، دشوار

iجدولي صورتبه fمقادير تابع فرض كنيد  n

i n

x x x x
f f f f

1
1






 داده شده است كهnx , , x , x  تقريـب بـراي   هسـتند.  [a,b]نقـاطي از بـازه   1

b

a
f (x)dx از مجموع

n
i i

i
w f (x )





ايـن   مجهول باشـند. بنـابراين   )هاگره( هاixبرخيو ) هاوزن( هاiwبرخيكه در آن ممكن است  يمكناستفاده مي 

kxو ... و xو  1برابـر   ترتيـب بـه را  f(x)ورت مجهول بودن، تابع ها در صiwها و ixبراي محاسبه مقادير مجهول است. n 2+ 2تقريب حداكثر داراي  1 
 آيد كه با حل آن مقادير مجهولمي دستبهمجهول  kمعادله و  kترتيب يك دستگاه معادلات با  نها است. بديبرابر تعداد مجهول kدهيم كه در آن قرار مي

  ند.شومشخص مي
يك فرمـول بـدون خطـا     nهاي تا درجه حداكثر ايچندجملهاست، هرگاه فرمول براي همه  nعددي برابر عدد طبيعي  گيريانتگرال لدرجه دقت يك فرمو

كـافي اسـت    گيـري انتگـرال دقيق است.  بـراي يـافتن درجـه دقـت فرمـول       nهاي حداكثر از درجه ايچندجملهگوييم فرمول براي در اين حالت مي ،باشد
kكه kxرا بيابيم كه فرمول براي nد طبيعي ين عدتربزرگ n  است، بدون خطا باشد. معمولاً درجه دقت فرمول، يك واحد كمتر از مرتبه مشتق موجود

 در رابطه خطا است.

در  bو  aشود و اگر حداقل يكي از دو نقطه انتهايي ود، فرمول بسته ناميده مياستفاده ش bو  aعددي كه در آن از هر دو نقطه انتهايي  گيريانتگرالفرمول 
  ناميم.مورد استفاده نباشد آن فرمول را باز مي ،آن

 اگر   :1مثالE  مضربي از  گيريانتگرالخطاي فرمول( )f ( )1389 باشد، درجه دقت فرمول كدام است؟  
1 (1388   2 (1389   3 (139  4 (694   

 :درجه دقت فرمول، يك واحد كمتر از مرتبه مشتق موجود در رابطه خطا يعني  »1«گزينه  پاسخ 1389 1   است.  1388
 

 باز است؟ گيريانتگرالكدام فرمول  :2مثال   
  ها برابر يكي از نقاط انتهايي است.) تنها يكي از گره2  هايي نيست.ها برابر نقاط انتاز گره يكهيچ) 1
  2و  1 گزينه) 4  ها هستند.) هر دو نقطه انتهايي جزء گره3
 :مورد استفاده نباشد.  ،در آن مطابق تعريف فرمول باز بايد حداقل يكي از نقاط انتهايي  »4«گزينه  پاسخ  

 كوتسنيوتن فرمول هاي بسته 
  

nxها،نيوتن كوتس گرهدر روش  , , x , x1  هاوزن، معلوم و اغلب فاصله و،nw , ,w  ها با شوند. بنابراين براي يافتن مجهولگرفته مي درنظرمجهول
nx جايگذاري , , x,1 1 به جايf (x) معادلات با در رابطه زير، يك دستگاهn 1 معادله وn 1 شود. مجهول ايجاد مي  
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xn

x

n

n n i i
i

i i i

f (x)dx w f w f w f E w f E

f f (x ) ; x x ih ; i , , ,n


      

   

 1 1

1
  

nاين دستور را فرمول 1 اي چندجملـه يـن روش  آوردن ايـن فرمـول وجـود دارد. در ا    دسـت بـه گوييم. روش ديگري نيـز بـراي   اي نيوتن كوتس مينقطه
iدر نقاط fتابع  يابدرون , , ,n 1  وix x ih   را جايگزين تابعf كنيم. نتيجه همان فرمولدر انتگرال ميn 1 اي نيوتن كوتس خواهـد  نقطه

  به عبارت ديگر: .عد از طرفين با هم برابرندالبهاي متساويجملهبود. نكته جالب در فرمول نيوتن كوتس آن است كه ضرايب 
 i n iw w ; i , , , ,n  1 2  

nخطاي روش 1 اي نيوتن كوتس متناسب بانقطهkh  است كه در آن برايnهاي فردk n 2  و برايnهاي زوجk n  عـددي   kاست. پـس   3
  .باشدميتر هاي زوج مناسبn فرد است و استفاده از اين روش براي 

 آوريد. دستبهاي نيوتن كوتس را نقطه 4فرمول  :3مثال    

 :كنيمبراي راحتي فرض مي پاسخx   صورتبهپس فرمول  ،باشد
h

i i
i

f (x)dx w f E


 
3 3

 
xاست كه در آن   ،x h1،x h2 2 

xو h3 Eو x3و x2و xو  1را برابر  f(x)ها تابع iwباشد. مطابق روشي كه گفته شد براي يافتنمي 3   دهيمقرار مي:  
h

f (x) : dx h w w w w     
3

1 2 31 1 3


  
h hf (x) x : xdx hw hw hw    

3 2
1 2 3

9 2 32
  

h
f (x) x : x dx h h w h w h w    

32 2 3 2 2 2
1 2 39 4 9


  

h hf (x) x : x dx h w h w h w    
3 43 3 3 3 3

1 2 3
81 8 274

  

h  آيند.  مي دستبه روروبه صورتبهمقادير  ،كه پس از ساده كردن h h hw , w , w , w   1 2 3
3 9 9 3
8 8 8 8  

 

 است.  كوتس خطا متناسب با .................نيوتن اي نقطه 1389در فرمول  :4مثال  
1 (h1389  2 (h139   3 (h1391  4 (h1392  
 :چون  »3«گزينه  پاسخn  1 nhپس خطا متناسب با ،زوج است n1388و 1389 h 3   است.  1391

 

 خطاي روش :5مثالn    تواند باشد؟كدام مي  nاست،  h12اي نيوتن كوتس متناسب بانقطه 1
1 (9   2(1   3 (11  4 (وجود ندارد   
 :تواند متناسب با توان زوجي از خطاي روش نيوتن كوتس نمي»  4«گزينه  پاسخh .باشد  

 
  فرمول نيوتن كوتسچند 

nدر اين فرمول :اي سادهفرمول ذوزنقه 1  باشد. اي نيوتن كوتس مينقطه 2است و يك فرمول  

  

  
nدر اين فرمول :ساده سيمپسونرمول ف      باشد. اي نيوتن كوتس مينقطه 3است و يك فرمول  2
  

  

xi

xi
i i i i

h hf (x)dx (f f ) f ( ) ; x x


       
1 3

1 12 12 



xi

xi

( )
i i i i i

h hf (x)dx (f f f ) f ( ) ; x x


         
2 5 4

1 2 243 9
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   هفتمفصل 

  »حل عددي معادلات ديفرانسيل«
، در حالت كلي به شكل kمعادلات ديفرانسيل است. يك معادله ديفرانسيل از مرتبه ،هاي مهم در رياضيات كه كاربرد فراواني نيز دارديكي از شاخه

(k)f (x, y, y , y , , y )    باشد. تابعميy y(x) ي تحليلي فراواني براي حل هاروشهرگاه در آن صدق كند.  ،جواب اين معادله ديفرانسيل است
 هاآنقابل حل نيستند و يا روش حل  هاروشكه با استفاده از اين  هاي ديفرانسيل هستنداما بعضي معادله ،معادله ديفرانسيل در حالت كلي وجود دارد

معادله  ،بسيار مفيد و پركاربرد باشد. براي شروعتواند عددي معادله ديفرانسيل مي به محاسبات طولاني دارد. بنابراين حلپيچيده، دشوار و يا نياز 
  گيريم:مي درنظرديفرانسيل مرتبه اول زير را 

 y f (x,y) ; y(x ) y    

fي مشخص ومقدارها yو xكه در آن (x, y) ي عددي حل معادله ديفرانسيل، عدد حقيقيهاروشباشد. در متغيره و معلوم ميتابعي دوh  عنوانبهرا 
nxگرفته و نقاط درنظرگام  x nh   آوريم. هرگاه تابعمي دستبهراy y(x) ،جواب اين معادله ديفرانسيل باشدny(x ترتيب مقدار را به nyو (

  گيريم.مي درنظر nxبه ازاي yواقعي و تقريبي تابع

 روش تيلور و اويلر
  

fفرض كنيد تابع (x, y) ديفرانسيل مرتبه اول در معادلهy f (x, y)  به اندازه كافي نسبت به متغيرهايx وy بنابراين با استفاده از  باشد،پذير مشتق
  آورد: دستبهصورت زير را به yهايتوان مشتقاي، ميقاعده زنجيره

x y x y

xx xy yy y x y

y f (x,y) f
y f x f y f f f

y f f f f f f f f f

  
     

     2 22
  

fرا محاسبه كرد. حتي اگر yهاي مرتبه بالاتر تابعتوان مشتقبه همين ترتيب مي (x, y)  ها طولاني و بعد از چند مرحله، محاسبه باشد،تابعي ساده
  :زير استفاده كنيم صورتبه، yدهيم كه از سري تيلور محدود تابعبا وجود امكان ايجاد خطاي قابل توجه ترجيح مي بنابراين ،خواهد شدپيچيده 

k (k)y(t h) y(t) hy (t) h y (t) h y (t) E
! k!

       21 1
2   

ntاگر اين سري را براي  x  بنويسيم، تقريبي برايny(x )1 برحسب مقادير تابع ،y آيدمي دستبههاي آن به شكل زير و مشتق:  
k (k) k

n n n n n ny(x ) y(x h) y(x ) hy (x ) h y (x ) h y (x ) O(h )
! k!


         2 1
1

1 1
2   

  kالگوريتم روش تيلور از مرتبه
yبراي محاسبه جواب تقريبي معادله ديفرانسيل مرتبه اول f (x, y)  با شرط اوليهy(x ) y  كنيم:ترتيب زير عمل ميبه  

ixگرفته و نقاط درنظررا  hگام )1 x ih   را براي مقاديرi , , ,n 1  كنيم.محاسبه مي 
 :آوريممي دستبه yرا براي تابع  ...، y1 ،y2هاي يببا استفاده از دستور زير دنباله تقر )2

k (k)
n n n n ny y hy h y h y

! k!      2
1

1 1
2   
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n  كه داريم:  n ny f (x , y )   
  n x n n y n n n ny f (x , y ) f (x , y )f (x , y )    

  n xx n n xy n n n n yy n n n n y n n x n ny f (x , y ) f (x , y )f (x , y ) f (x , y )(f (x , y )) f (x , y )f (x , y )    22  

  y n n n n(f (x , y )) f (x , y ) 2  

 مسأله مقدار اوليه :1مثال


y x y
y( )
  

  hازايبه .بگيريد درنظررا  1 / 1 مقدار تقريبيy( / )1 :از روش بسط تيلور مرتبه سوم برابر است با  

1(/ 1 1   2 (11/1   3(13/1   4(/1 3  
 :براي»  2«گزينه  پاسخf (x, y) x y  وh / 1 وx   وy 1 مقادير ،y  وy  وy كنيم.  را محاسبه مي  

dy (x y) y , y y
dx

           1 1 1 1 2         وy x y , y x y          1 1  

dy (x y) y , y y
dx

        
2
2 2  

      :شودزير محاسبه مي صورتبه y1بنابراين، با توجه به فرمول روش تيلور مرتبه سوم مقدار 
h h h / ( / ) ( / )y( / ) y y y y y /
! ! ! ! ! !   

                
2 3 2 3

1
1 1 11 1 1 2 2 1 111 2 3 1 2 3  

  

 با استفاده از روش تيلور مرتبه  :2مثالk  براي معادله ديفرانسيل مرتبه اولy x y    با شرط اوليهy( )  ، كدام رابطه جواب تقريبي 1
n n

n n

y x
y x
  
 
1 1

  باشد؟مي 1

1 (kh h h
! k!

  21 1
2   2 (kh h h

! k!
   21 11 2   

3 (kh h h
! (k )!

   


2 11 11 2 1  4 (kh h h
! k !

  


2 11 1
2 1 

:چون » 2«گزينه  پاسخx   وy 1 وf (x, y) x y  بنابراين ،استy f (x, y) x y    هاي مرتبه دوم و سوم تابعو مشتقy  به
  :شوندشكل زير محاسبه مي

       y f (x, y) x y y x y , y y x y y x y                       1 1 1 1 1  

y(k)توان نشان داد كه به همين ترتيب مي x y  1 داريم: است. بنابراين  
k

n n n n n n n ny y h( x y ) h ( x y ) h ( x y )
! k!           2

1
1 11 1 12   

nعبارت سمت راست از اگر در  nx y 1 شود.فاكتور بگيريم نتيجه مطلوب حاصل مي  
k

n n n ny x ( h h h )( x y )
! k!         2

1
1 11 1 12   

  
 معادله ديفرانسيل  :3مثالxyy e   با شرط اوليه  1 y( )   بگيريد. مقدار  درنظرراy( / )1  با استفاده از روش بسط تيلور مرتبه دو با گام

h / 1 كدام است؟  
1 (/ e5   2 (/1 5   3 (/ 5   4 (/ e1 5   

 :در روش تيلور مرتبه دوم » 4«گزينه  پاسخh hy(x ) y y y y
! !
   

2
1 1 1 2   است. ابتداy ( )  وy ( )  كنيمرا محاسبه مي:  

y( )

xy xy y( )

y ( ) e e

y (xy ) e (y xy )e , y ( ) [y( ) y ( )]e e

 

   

  

           

1

1 1 11
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)yمقدار ،بنابراين با جايگذاري اين مقادير در رابطه روش تيلور مرتبه دوم / )1 آيدمي دستبهزير  صورتبه:  
/ ( / )y( / ) y y( ) y ( ) y ( ) / e / e / e
! !

       
2

1
1 11 1 5 1 51 2

             
  

kبه شكل h، با گام kخطاي برشي روش تيلور مرتبه  :1نكته  (k )E h y ( )
(k )!

  


1 11
khاست كه متناسب با 1 1 باشد و خطاي كليمي 

  است. khآن متناسب با 
  روش اويلر 

در روش بسط تيلور كافي است از روش بسط تيلور مرتبه يك استفاده كنيم. اين روش، به روش اويلر  yهاي مراتب بالايبراي دوري از محاسبه مشتق
   :باشدزير مي صورتبهمشهور است و دستور آن 

n n n n n ny y hy y h(x ,y )    1  
توان نشان داد كه حتي با انتخاب گام بايد بسيار كوچك انتخاب شود. اما مي hآيد، گام  دستبه تريدقيقبراي آنكه با استفاده از روش اويلر جواب تقريبي 

ny(xبسيار دور از مقدار دقيق  nyبسيار كوچك نيز امكان دارد مقدار تقريبي    باشد. بنابراين روش اويلر از لحاظ عددي ناپايدار است. (
|كران بالاي Mو كران بالاي خطاي مطلق گردكردن محاسبات در هر مرحله باشد  اگر درواقع y (t) | يدر بازه[a,b]  ،بهترين انتخاب  گاهآنباشد

h  مقابل است:  صورتبهدر روش اويلر  hبراي طول گام 
M



2  

Eبه شكل hخطاي برشي روش اويلر، با گام :2نكته  h y ( ) 21
  است.  hخطاي كلي آن متناسب با و باشدمي h2ست كه متناسب باا 2

 مسأله مقدار اوليه :4مثال


y x y
y( )
  

  hازايبهبگيريد.  درنظررا  1 / 1 مقدار تقريبيy( / )1 روش اويلر برابر است با از ..........:  

1 (1/1   2 (2/1   3 (3/1   4 (4/1   
 :براي»  1«گزينه  پاسخf (x, y) x y  وx   وh / 1 مطابق روش اويلر، مقدارy1 آيدمي دستبهزير  صورتبه:  

y( / ) y y hf (x , y ) / ( ) /          11 1 1 1 1 1  
هاي رانگه كوتا روش

  
fزيرا در آن فقط يك بار تابع  باشد،روش اويلر داراي دقت از مرتبه فقط يك است با اين حال بسيار ساده و راحت مي (x, y)  در نقطهn n(x , y ) 

fكوتا با از دست دادن اين سادگي محاسبه در روش اويلر، مقدار تابع ي رانگه هاروششود. در محاسبه مي (x, y)  را در چندين نقطه مابين دو نقطه
 n nx , y(x و  ( n nx , y(x ) 1 صورت زير ي رانگه كوتا بههاروشبا اين هدف كه به دقت بالاتري دست يابيم. براي مثال يك خانواده از  ،يابيممي 1

  :بگيريد درنظررا 

   
n n

n n n n

y y aF bF

F hf x ,y , F hf x h,y F
   

     

1 1 2

1 2 1
  

aباشد كه با فرضمي هاروشن خانواده از بايد تعيين شوند. توجه كنيد كه روش اويلر متعلق به اي و a،b،كه در آن پارامترهاي 1 وb    حاصل
  :كنندتوان نشان داد كه پارامترها در روابط زير صدق ميدر اين صورت با كمي محاسبه مي باشد،شود. اگر بخواهيم اين روش داراي دقت دو مي

, a , b ;       
 
1 11 2 2   

 ي اصلاحهاروشي رانگه كوتاي مرتبه دوم، هاروشمثال از  سهباشد. مي h2و خطاي كلي آن متناسب با h3متناسب با hخطاي برشي اين روش با گام
  باشند.مي و نقطه مياني هيون ،شده اويلر

كافي است كه ي ميانينقطهبراي رسيدن به روش  ي:ميان ينقطه روش 
1
 :شودفرض  2

 

n n

n n n n

y y F

F hf x ,y , F hf (x h,y F )

  

   

1 2

1 2 1
1 1
2 2
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aبا انتخاب :يلروا اصلاح شدهروش  1  آيدمي ستدبهزير  صورتبهيا رانگه كوتاي مرتبه دوم ي ايلر اصلاح شدهروش ديگري موسوم به روش: 

   
n n

n n n n

y y [F F ]

F hf x ,y , F hf x h,y F

   

   

1 1 2

1 2 1

1
2 

با انتخابروش هيون:  
2
n   داريم: 3 ny y (F F )   1 1 2

1 nكه 34 nF hf (x , y )1  وn n
hF hf (x , y F )  2 1

2 2
3 3   

 دله ديفرانسيل مرتبه اول، كدام رابطه جواب تقريبي معايلروي ااصلاح شدهبا استفاده از روش   :5مثالy y  )yبا شرط اوليه  2 )    باشد؟مي 1

1 (n
ny ( h h )   21  2 (n

ny ( h h )   21 2  3 (n
ny ( h h )   21 2 2  4 (n

ny ( h h )   22 2  
 :تاي مرتبه دو را براي تابع روش رانگه كو» 3«گزينه  پاسخf (x, y) y   :نويسيممي 2

k k k k k k k k

k k k k k k

F hf (x , y ) hy , F hf (x , y F ) hf (x ,( h )y ) h( h )y

y y (F F ) y [ hy h( h )y ] ( h h )y

       

         

1 2 1
2

1 1 2

2 2 1 2 2 1
1 1 2 2 2 1 1 2 22 2

  

kبا قرار دادن   در اين رابطه وn 1 تواند درست باشد. حال رابطه را براياست كه مي» 3«ها فقط گزينه در گزينهk , , ,n 1 1   هاآننوشته و 
nكنيم، رابطهرا درهم ضرب مي

ny ( h h ) y   21 2 2  آيد.مي دستبه  
 

 مسأله مقدار اوليه :6مثالy y x
y( )

   


 

2

1
hرا با طول گام   /    كدام است؟  y1با روش رانگه ـ كوتاي مرتبه دوم مقدار  .بگيريد درنظر 1

1 (/1 155  2 (/ 1 1 55  3 (/ 1 15 5  4 (/ 1 5 15  
 :براي »  2«گزينه  پاسخf (x , y) y x  xو  2   وy 1  وh /   برابر است با:  F2و  F1، مقدار 1

F / f (x h , y F ) / f ( / , / ) /          2 11 1 1 1 1 Fو        11 hf (x , y ) / f ( , ) /      1 1 1 1  
  چنين خواهد بود.  y1مقدار  درنتيجه

y y (F F ) ( / / ) /         1 1 2
1 11 1 111 1 1 552 2  

 
  روش رانگه كوتاي مرتبه چهارم

، روش هاروشرود. يكي از پركاربردترين اين مي كاربهي رانگه كوتاي از مراتب بالاتر هاروشيك تجزيه و تحليل مشابه اما با پيچيدگي بيشتر براي يافتن 
  باشد:زير مي صورتبهرانگه كوتاي مرتبه چهار كلاسيك است. دستور اين روش 

n n

n n n n

n n n n

y y (F F F F )

F hf (x ,y ) , F hf (x h,y F )

F hf (x h,y F ) , F hf (x h ,y F )

     

   

     

1 1 2 3 4

1 2 1

3 2 4 3

1 2 26
1 1
2 2

1 1
2 2

  

  است. h4و خطاي سراسري آن متناسب با h5متناسب با hخطاي برشي روش رانگه كوتاي مرتبه چهارم، با گام

 مسأله مقدار اوليه :7مثال


y x y
y( )
  

  hازايبهگيريم. مي درنظررا  1 / 1 مقدار تقريبيy ( / ) 1 برابر است با:   با روش رانگه ـ كوتاي مرتبه چهارم  

1(/ 1 113 4   2(/1 11 34   3(/1 11 11   4(/1 111 1   
 :براي»  2«گزينه  پاسخf (x, y) x y  وx   وy 1 وh / 1  مقاديرF1  وF2  وF3  وF4 آيدمي دستبهزير  صورتبه:  

F h(x , y ) / ( ) /    1 1 1 1      

F hf (x h, y F ) / ( / / ) /      2 1
1 1 1 5 1 5 112 2        
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  فصل هشتم

  »عددي جبرخطي«
  ماتـريس

  
mيك ماتريس n مانندAكه دراست اي مستطيلي از اعداد ، آرايهm سطر وn انـد. ستون آرايش يافتهij m nA (a )    اي مـاتريس شـكل درايـهA 

iAهمچنين است. Aام ماتريس jام و ستون  iدرايه واقع در سطر  ijaكه در آن است   سطربراي نمايش i ام وjA   سـتون  براي نمايشj   ام مـاتريس
A شود. استفاده مي  

  خاص ماتريسچند 
 يم.گويها را بردار نيز ميناميم. اين ماتريسماتريس سطري و ستوني مي ترتيببهرا  m1و  n1هاي ماتريس :ماتريس سطري و ستوني

mهاي آن برابر صفر است. ماتريس صفرتمام درايه ماتريس صفر: n را باm nO  دهيم.نشان مي 

  آن برابر است. يهاستونماتريسي كه تعداد سطرها و  ماتريس مربعي:
ijفرض كنيم  n nA (a )  ر اين صورتيك ماتريس مربعي باشد. د:  

ija  :ماتريس قطري ; i j     هسنبرگي:پايينماتريس  ija ; j i  1  

ij  :ماتريس واحد (هماني) ij
; i j

a
; i j


    

1


ija  هسنبرگي:بالاماتريس     ; i j  1  

ija  بالامثلثي:ماتريس  ; i j    قطري:سهيس ماتر  ija ; i j  1  
ija  مثلثي:پايينماتريس  ; i j       

ijAدر ماتريس مربعي دهيم.نشان مي nIرا با  n(هماني) مرتبه  ماتريس واحد توجه كنيد كه (a )هـاي  ، درايهiia  هـاي قطـري و مجموعـه    را درايـه
nD صورتبههاي قطري آن ماتريس قطري را با استفاده از درايهيك  ناميم.هاي قطري را قطر اصلي ماتريس ميدرايه diag(d ,d , ... ,d )  1   دهيم.نشان مي 2

 باشد؟تريس قطري در حالت كلي مييك ما درايه دهندهنشاناز روابط زير  يككدام :1مثال  
1 (i ijd   2 (kl ijd   3 (ik k kja d   4 (ijk  

 :ماتريس قطري  »1«گزينه  پاسخnD diag(d ,d , .. . ,d ) 1   :داريم گيريم. بنابراينمي درنظررا  2

i
ij i i ij

d ; i j ; i j
d d d

; i j; i j
  

       

1


 

 
  هاماتريس بر روي چند عمل

  :ها به شرح زير هستنداعمال جبري ماتريس
ij   :هاي متناظر برابر داشته باشنداگر و تنها اگر درايه ،دو ماتريس برابرند :تساوي ماتريسي ijA B a b      

i  :شودضرب مي )يا مختلط (عدد حقيقي اسكالرهاي ماتريس در يك همه درايه :ضرب اسكالر در ماتريس , j ij ijB A ; b a        

ij   :شوندميجمع هاي متناظر با هم درايه :جمع ماتريسي ij ijC A B c a b       
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   باشد. در ماتريس دوم در ماتريس اول برابر تعداد سطرها هاستوناست كه تعداد  پذيرامكانزماني ماتريس دو  ضربحاصل :ضرب ماتريسي
p

m n m p p n ij ik kj i j i j ip pj
k

C A B c : a b a b a b a b  


          1 1 2 2
1

  

kبطه رابا  Aام ماتريس مربعي k، توان kعدد طبيعي براي  :ماتريس توان kA : A A   Aشود. توجه كنيد كه تعريف مي 1 : I .است  
ijدر ماتريس مربعي اثر ماتريس: n nA (a ) هاي قطري را اثر ماتريس، مجموع درايهA گوييم و آن را با نمادميtrace(A) دهيم. نشان مي

، درواقع
n

nn ii
i

trace(A) a a a a


      11 22
1

   است. 

 اگر :1 قضيهA،B وC سه ماتريس و و روابط زير برقرار هستند گاهآن ،دو اسكالر باشند:   

) trace(AB) trace(BA) ) (A B) A B        1 2  

)A ريس ماتm n است. (n m) AO OA O ) AI I A A       3 4  

) (AB)C A(BC) ) A(B C) AB AC    5 6  

ABيعني  ،جايي نيستبهضرب ماتريسي در حالت كلي جا) 7 BA  
  پايين) مثلثي است.، بالا (مرتبههم) دو ماتريس بالا (پايين) مثلثي ضربحاصلمجموع ( )8

trace [A B] traceA traceB   )9  

T T| trace(AB) | {trace[AA ]} {trace[BB ]}
1 1
2 2 )10  

 اثر كدام ماتريس متفاوت است؟ :2مثال  
1 (ABC  2 (BCA  3 (CAB  4 (BAC  
 :از قضيه قبل خواهيم داشت5) و (1بنابر بندهاي (»  4«گزينه  پاسخ (:  

 trace(ABC) trace (AB)C trace(CAB)         و trace(ABC) trace A(BC) trace(BCA)   
  متفاوت است. BACبنابراين اثر ماتريس 

 
  ماتريس ترانهاده

mيك ماتريس يهاستوناگر سطرها و  n مانندA ماتريسي با ابعاد ،جا شوندبا يكديگر جابهn m دهنهـا اشود كه آن را ترحاصل ميA   ناميـده و بـا 
TA دهيمنشان مي:  T

ij m n ji n mA (a ) A (a )     

 اگر :2 قضيهA وB دو ماتريس و روابط زير برقرار هستنديك اسكالر باشد. در اين صورت ،:   
 T T T T T) (A B) A B ) ( A) A         1 2  

T T T T T) (AB) B A ) (A ) A  3 4  
T n n T T T) (A ) (A ) ) trace(A B) trace(AB )  5 6  

  برابرند. TAو Aهاي قطري دو ماتريس) درايه7
  (بالا) مثلثي است. (پايين) مثلثي يك ماتريس پايين يك ماتريس بالا ترانهاده) 8

 هايبراي ماتريس :3مثالA وBكدام رابطه معادلT(AB BA) است؟  
1(T(BA AB)  2(T T T TA B B A  3(T T T TB A A B  4(T T(BA) (AB)  
 :آيد.  دستبهتا نتيجه مطلوب  بريم كاربهماتريس را  ترانهادههاي كافي است ويژگي  »3« گزينه پاسخ  

T T T T T T T(AB BA) (AB) (BA) B A A B      
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  ماتريس تقارن 
TAهرگاه ،را متقارن گوييم Aتريس مربعيما A هرگاه ،باشد و آن را پادمتقارن گوييمTA A  .باشد  
 اگر ماتريس :4مثالA براي همه بردارهاي گاهآن ،پادمتقارن باشدx داريم:  

1 (Tx Ax    2 (Tx Ax    3 (Tx Ax    4 (Tx Ax    
 :چون   »3«گزينه  پاسخTx Ax داريم: برابر يك ماتريس مرتبه يك يعني اسكالر است، بنابراين  

T T T T T T T Tx Ax (x Ax) x A x x ( A)x x Ax x Ax          
 

 زير هستند صورتبه متقارن و پادمتقارن هايماتريسهاي ويژگي :3قضيه:  
انـد و  هاي متقـارن نسـبت بـه قطـر اصـلي قرينـه      در ماتريس پادمتقارن، درايه) 2 هاي متقارن نسبت به قطر اصلي برابرند.در ماتريس متقارن، درايه) 1

 نيز متقارن است. nA،متقارن باشد Aاگر ماتريس ) 3 صلي برابر صفر هستند.هاي واقع بر قطر ادرايه

 اثر ماتريس :5مثالTB A A  كهA اگر و تنها اگر  ،يك ماتريس حقيقي است برابر صفر است. ...........  
  متقارن باشد. A) ماتريس2  مربعي باشد. A) ماتريس1
  برابر ماتريس صفر باشد. A) ماتريس4    پادمتقارن باشد. A) ماتريس3
 :فرض كنيم  »4«گزينه  پاسخTC A سپ ،باشدB CA وij jic a است. بنابراينii ik ki ki ki ki

k k k
b c a a a a     باشـد.  مـي  2

ii  داريم: بنابراين ik i , k ik
i i k

trace(B) b a ; a A o           2   

iديگر مثال بالا درست نيست. مثلاً اگر ،هاي مختلط باشديك ماتريس با داريه Aتوجه كنيد كه اگر 
A

i



 
   

1
TtraceAگـاه آن 1 A   در  ،اسـت

Aحالي كه  .است   
 

 كنيم فرض :4قضيهA يك ماتريس مربعي وP  اي ماتريسيچندجملهيكm m
m mP(A) c A c A c A c I

      1
1 1     باشـد. در ايـن

  اريم:د صورت
 ،يـك مـاتريس مثلثـي باشـد     Aاگـر ) 2 نيـز يـك مـاتريس بـالا (پـايين) مثلثـي اسـت.        P(A)گـاه آن يك ماتريس بالا (پايين) مثلثـي باشـد،   Aاگر) 1
iiP(aگاهآن  يك ماتريس پادمتقارن باشد. Aفرض كنيم) 4 نيز متقارن است. P(A)متقارن باشد، Aاگر )3  است. P(A)درايه قطري ماتريس (
  پادمتقارن است. P(A)باشد، Aي فردهاآنتنها شامل تو P(A)اگرـ 
  متقارن است. P(A)باشد، Aي زوجهاآنتنها شامل تو P(A)اگرـ 

 اگر :6مثال
 



 
A

 
   
  

1
2 1

3
Bاثر ماتريس ،باشد  A A I  3   برابر است با: 2

  2  3 (3  4 (3) 2  ) صفر1
 :اگر  »3«گزينه  پاسخP(x) x x  3 2 B گـاه آن ،باشـد  1 P(A)   .از طرفـي اسـتA  پـس  ،اسـت  مثلثـي پـايينP( )Pو 1( )1 وP( ) 
trace(B)  :داريم هستند. بنابراين Bهاي قطريدرايه P( ) P( ) P( )         1 1 1 4 2 3   

 
  مزدوج ترانهاده

T*Aصـورت بـه نشـان داده و   A*را بـا  Aمزدوج ترانهادهماتريس  گاهآن ،اشدهاي مختلط باگر ماتريسي با درايه A   كنـيم كـه در آن  تعريـف مـيA 
A*هرگاه  ،را هرميتي گويند Aيهستند. ماتريس مربع Aهاي ماتريسهاي آن مزدوج مختلط درايهماتريسي است كه درايه A  .بديهي است كـه  باشد

  باشد.  هر ماتريس متقارن و حقيقي، هرميتي مي
  هستند.   هاي قطر اصلي يك ماتريس هرميتي، حقيقيدرايه :1نكته 
 كدام رابطه درست است؟: 7مثال  

1 (* * *(AB) B A  2 (* * *(AB) A B  3 (* * *(AB) A B AB   4 (* * *(AB) B A BA   

 :آيد:مي دستبهماتريس  ترانهادهبا استفاده از تعريف و ويژگي »  1«گزينه  پاسخ  T T T* T * *(AB) (AB) (AB) B A B A     
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  هاي بلوكي (افراز شده)ماتريس
  افراز نمود. ،دنشوتر كه زيرماتريس ناميده ميهايي با مراتب پايينتوان با رسم خطوط افقي و عمودي به ماتريسيك ماتريس را مي

اگر  :هاي بلوكيجمع ماتريس
n

m mn

A A
A

A A

   
   
   

11 1

1

   و
n

m mn

B B
B

B B

   
   
  

11 1

1

  هاي و ماتريسijA  وijB گاهآن ،شندداراي ابعاد يكساني با:  

n n

m m mn mn

A B A B
A B

A B A B

   
    
    

11 11 1 1

1 1

  

ي هاماتريس :ي بلوكيهاماتريسضرب 
n

m mn

A A
A

A A

   
   
   

11 1

1

   و
p

n np

B B

B
B B

   
 

  
    

11 1

1

   يهـا مـاتريس يد. اگـر  بگير درنظرراikA  وkjB 

   :برابر است با BوAيهاماتريس ضربحاصلدر اين صورت  ،باشد kjBبرابر تعداد سطرهاي ماتريس  ikAماتريس يهاستونطوري باشند كه تعداد 

p

ij i j in nj

m mp

C C

AB C A B A B
C C

   
 

      
    

11 1

1 1
1

   

  زيرماتريس

اصـلي  زيرمـاتريس  آيـد. مـي  دستبه A ، ماتريس مربعي است كه از حذف چند سطر و ستون ماتريسAماتريس  اصلي زيرماتريسيك 
k

k

k kk

a a
A

a a

 
   
  

11 1

1

   

ijAاز ماتريس (a ) ،اصلي پيشرو زيرماتريسkشود.ام ناميده مي  

  دترمينـان
  

  .شودميداده نشان  Aياdet(A)يك عدد حقيقي است كه با نماد ،nاز مرتبه  Aماتريس مربعي ترميناند
nاگر) 1 1 يعني  ،باشدA (a) داريم: گاهآن   det(A) a  

nاگر) 2     داريم: گاهآن ،باشد 2
n n

ij ij ij ij
j i

det(A) a N a N
 

   
1 1

  

هـم عامـل    گـوييم. ام مـي  jام و مجموع دوم را بسط دترمينان برحسب سـتون   iسطر  مجموع اول را بسط دترمينان برحسبدر اين تعريف،  توجه كنيد كه

ijN با رابطهi j
ij ijN ( ) M 1 كه در آن مينور شودتعريف ميijM   حاصـل از حـذف سـطر    زيرمـاتريس عبارت است از دترمينـانi  ام و سـتونj ام

Tماتريس .Aماتريس T
ijN (N ) را ماتريس الحاقي ماتريسA گوييم و آن را با نمادميadj(A) دهيم.نشان مي  

  :آيندمي دستبهبه شكل زير  3و  2رتبه هاي مدترمينان ماتريس
a b

) det ( ) a det(d) ( ) bdet(c) ad bc
c d

  
       

 
1 1 1 21 1 1  

a b c
e f b c b c

) det ( ) a det ( ) ddet ( ) gdetd e f
h i h i e f

g h i
a(ei hf ) d(bi hc) g(bf ec)

  
 

                          
     

1 1 2 1 3 12 1 1 1  

  ماتريس هاي دترمينانويژگي
   :هاي دترمينان ماتريس به شرح زير هستندويژگي

 ماتريس مضربي از هم باشـند، دترمينـان آن صـفر اسـت.    اگر دو سطر يا دو ستون از ) 2 اگر يك سطر يا ستون از ماتريس صفر باشد، دترمينان آن صفر است.) 1
 شود.برابر مي cدترمينان  ،ضرب كنيم cاگر يك سطر يا ستون را در اسكالر ) 4 شود.دترمينان قرينه مي ،اگر جاي دو سطر يا دو ستون را عوض كنيم) 3
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هاي قطري درايه ضربحاصلدترمينان هر ماتريس مثلثي برابر ) 6 دهد.ديگر دترمينان را تغيير نمي (ستون) به سطر (ستون) ك سطرافزودن مضربي از ي )5
mاگر ) 7 آن است. nA   وn mB   وm n گاهآن ،باشد det(AB)   .8است(T *det(A ) det(A) , det(A ) det(A)      

detگاهآن ،مربعي باشند Bو  Aاگر ) 9 (AB) det (A)det (B)  .دو ماتريس اگر) 10استA وD داريم: گاهآن ،مربعي باشند  

A B det(A)det(D CA B) ; det(A)
det

C D det(D)det(A BD C) ; det(D)





       
    

1

1



Aو           B

det det(A)det(D)
o D
 

 
 

 

T   داريم: گاهآن ،باشند n1از مرتبه dو  cبردارهايو nاز مرتبه  A ماتريس مربعياگر ) 11  Tdet(A cd ) det(A)( d A c)   11 
nيك ماتريس cاگر ) 12 n ي كه ستون (سطر) طوربه ،باشدj امc  (سطرهاي)  يهاستونمساوي مجموعj امB  وA  (سطرهاي)  يهاستونباشد و ساير

det[C]  : داريم گاهآن ،يكسان باشند Cو  Bو  Aسه ماتريس  det A det B  

]ndetگاهآن ،يك عدد حقيقي باشد اگر )13 A] det[A]   كه ماتريسيn n  .است 

 كدام همواره برقرار است؟ :8مثال  
1(det(A B) det(A) det(B)    2(det(A B) det(A) det(B)    

3(A B
det det(A)det(D) det(C)det(B)

C D
 

  
 

  4(det(AB) det(A)det(B)  

 :ي هاماتريس » 4«گزينه  پاسخA I  وB I  ) ي هـا مـاتريس  ) هستند.1مثال نقض براي گزينهA B I      ) 2مثـال نقـض بـراي گزينـه (
Aي هاماتريس هستند. D O   2 Bو  2 C I   2  ) هستند.3مثال نقض براي گزينه ( 2

 

 اگر  :9مثالA 4 Bو  7 7   ...........: گاهآن ،باشد 4
1 (det(AB)    2 (det(BA)    3 (det(AB)    4 (det(BA)    
 :چون7طبق ويژگي شماره ( »2«گزينه  پاسخ (7 det(BA)پس ،است 4   باشد.مي  

 

 اگر :10مثالA  يك ماتريسn n باشد، حاصلA A2 :برابر است با  

1(A  2(nA  3(nA 1  4(nA 2  

 :چون) 4( طبق ويژگي»  4«گزينه  پاسخ| A n  خواهيم داشت:بنابراين  ،يك اسكالر است | n nA A A A A A A   2 22 2  
  

 اگر :11مثالA ،دترمينان گاهآنيك ماتريس پادمتقارن از مرتبه فرد باشدA :برابر است با  
  بستگي دارد. Aبه مرتبه  )1  4)3  1)2  صفر)1
 :چون  »1«گزينه  پاسخTA A  وn مرتبه ماتريسA داريم بنابراين ،فرد است:  T ndet(A ) det( A) ( ) det(A) det(A)     1  

Tdet(Aاز طرفي چون ) det(A) پس ،باشدميdet(A) det(A)  يعنيdet(A)   .است  
 

  ماتريس منفرد، نامنفرد و قطر غالب
detگاههر ،گويند (تكين) را منفرد Aماتريس A   گاههر ،گويند تكين)نا( و نامنفردdet A    .يماتريس مربعهمچنين باشدijA (a ) از مرتبه 

n هرگاه براي هر ،را قطر غالب گويندi داشته باشيم:

j i

n
ii ij

j
a a





1

  گوييم.ماتريس را قطر غالب اكيد مي ،تبديل شود به اگر .

  نامنفرد است. ، قطر غالب اكيد ماتريس: 2نكته 

  وارون ماتريس
  

ABموجود باشد كه Bاگر ماتريس مربعي ،گوييممي پذيررا وارون Aماتريس مربعي BA I . در اين صورتB را وارونA ناميم و آن را با نمـاد مي 
A1 دهيم.نشان مي  
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 كنيم  فرض :5قضيهA وB ستروابط زير برقرار ا گاهآن ،پذير باشنددو ماتريس وارون:   

) (AB) B A ) (cA) A
c

      1 1 1 1 111 2  
n n T T) (A ) (A ) ) (A ) (A )     1 1 1 13 4  

) det(A ) ) (A ) A
det(A)

    1 1 115 6  

A o A o A C A A CB
) )

o B o Bo B o B

    

 

      
          
         

1 11 1 1 1

1 17 8  

det(A)اگر و تنها اگر ،پذير استوارون A) ماتريس9   .باشد  
  پذير بالا (پايين) مثلثي است.وارون ،وارون يك ماتريس بالا (پايين) مثلثي )10

adj(A)Aگاهآن ،پذير باشدوارون A) اگر ماتريس11
det(A)

 1 .است  

a) وارون ماتريس12 b
A

c d
 

  
 

dبرابر  b
A

c aad bc
  
    

1    است. 1

ABاز تساوي گاهآن ،پذير باشدماتريس وارونيك  A) اگر13 AC شودنتيجه ميB C .  
ABمربعي بوده و  Bو A) اگر دو ماتريس14 I گاهآن ،باشد BA I .است  

 يهاماتريساگر  :12مثالA وB وA B در اين صورت كدام متفاوت است؟ ،پذير باشندوارون  
1(A B  2((A B )  1 1 1  3( A A B B 1  4(B(A B) A 1  
 :ماتريس  »1«گزينه  پاسخA(A B) B Aماتريسوارون  1 B 1   :زيرا ،است 1

[A(A B) B] B (A B)A (B A I)A B A             1 1 1 1 1 1 1 1  
A)بنابراين B ) A(A B) B     1 1 1 A)   :توان نشان داد كهاست. به همين ترتيب مي 1 B ) B(A B) A     1 1 1 1  

 
 دترمينان ماتريس الحاقي ماتريس  :13مثالn nA :برابر است با  

1( nA 1  2( nA  3( nA 1  4( nA 2  
 :چون  »1«گزينه  پاسخadj(A) det(A)A |و است 1 A   داريم: پس باشد،يك اسكالر مي |

   n n ndet adj(A) A A A A A A A     1 11 1   

 

 اگر  :14مثالABC I كدام متفاوت است؟ گاهآن ،باشد  
1(ABC  2(BCA  3(CAB  4(BAC  
 :آيدمي دستبه هاماتريسب رض پذيريشركتبا توجه به نكته قبل و   »4«گزينه  پاسخ:  

I ABC (AB)C I CAB           وI ABC A(BC) I BCA     

 ماتريس هاي متعامد و يكاني
  

Tهرگاه  ،گوييمرا متعامد مي Aماتريس TAA A A I   .ماتريس مربعباشدA هرگاه  ،هاي مختلط را يكاني نامندبا درايه* *A A AA I  .باشد  

 زير است صورتبههاي ماتريس متعامد ويژگي :6قضيه:  
TA گاهآن ،ماتريسي متعامد باشد Aاگر ) 1 A 1  .اگر ) 2 استA گاهآن ،ماتريسي متعامد باشد det(A)  1 .دو ماتريس  ضربحاصل) 3 است

در  هـا سـتون طول سـطرها و   )5ت در ماتريس متعامد برابر صفر است. داخلي دو سطر يا دو ستون متفاو ضربحاصل )4 متعامد يك ماتريس متعامد است. 
  ماتريس متعامد برابر يك است. 



  
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  247  آناليز عددي 

   
  فصل نهم

  »دستگاه معادلات خطي«

 معرفي دستگاه معادلات خطي
  

nاي به شكلمعادله معادله خطي na x a x a x b     1 1 2 nxبرحسب متغيرهاي 2 ,x naكه در آناست  1 ,a  bضرايب معادلـه خطـي و   1
 :استمجهول، در حالت كلي به شكل زير  nمعادله و mيك دستگاه معادلات خطي با شود و همگي اعدادي حقيقي هستند.ست ناميده ميمقدار سمت را

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b



       
       

   
      

11 1 12 2 1 1
21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

   
 

Axصورتبهبالا  شكل ماتريسي دستگاه معادلات خطي b  ،كـه در آنij m nA (a )    مـاتريس ضـرايب وT
mx (x x x )    1 بـردار مجهـول و    2

T
mb (b b b )    1 دستگاه معـادلات مربعـي    ،دستگاهي كه تعداد معادلات آن با تعداد مجهول آن برابر باشد شود.بردار مقادير سمت راست ناميده مي 2

bاگر شود. ناميده مي o دستگاه همگن و اگر  ،باشدb o ماتريس بلوكي دستگاه ناهمگن است. ،باشد(A | b) ماتريس افزوده دستگاهAx b .است 

 يكسان داشته باشند. هايجواب كههستند دو دستگاه ارز معادلات خطي هم هايدستگاه

Axدستگاه در حالت كلي : 1نكته  bنهايت جواب دارد.، يا جواب ندارد، يا جواب يكتا دارد، يا بي  

 دستگاه  هايجوابتواند تعداد نمي يككدام :1مثالAx b باشد؟  
  نهايت ) بي4  ) دو 3  ) يك 2  فر ) ص1

 :دستگاه   »3«گزينه  پاسخAx b تواند دو جواب داشته باشد.نمي  
 

 فرض كنيم   :1قضيهA  يك ماتريس مربع مرتبهn باشد. در اين صورت:  
rank(Aاگر )1 | b) rank(A) .باشد، دستگاه جواب ندارد 

rank(Aاگر )2 | b) rank(A) n  .باشد، دستگاه جواب يكتا دارد 

rank(Aاگر) 3 | b) rank(A) n  نهايت جواب دارد.باشد، دستگاه  بي 

xرابطه يك دستگاه مربعي جواب يكتا دارد اگر و فقط اگر ماتريس ضرايب آن نامنفرد باشد و اين جواب از  A b   آيد.مي دستبه 1
 اگر  :2مثالrank(A | b) rank(A) دستگاه معادلات مربعي گاهآن ،باشدAx b . ................  

  ) جواب دارد. 4  ) جواب ندارد. 3  نهايت جواب دارد. ) بي2  ) جواب يكتا دارد. 1

 :نهايت جواب داشته باشد.دستگاه ممكن است يك يا بيدر اين حالت  ،قضيه قبل 3و  2توجه به بند  با  »4«ينه گز پاسخ  
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 دستگاه معادلات  :3مثال
x x x
x x x
x x x

  
   
     

1 2 3
1 2 3

1 2 3

3
2 3 6

2 3
  ؟نيستدر چه صورت داراي جواب  

1 (,    4 9   2 (,    4 9   3 (  4  4 (  9  
 :كنيم.ماتريس افزوده دستگاه را به شكل سطري پلكاني تبديل مي  »2«گزينه  پاسخ  

       
                
                       

1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3
1 2 3 6 1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 3 2 3 1 2 6 4 9

  
  

  

اگر     4 گاهآن ،باشد «9  rank(A)A b  3   نيست. دستگاه معادلات داراي جوابو  2
 

  اعمال سطري مقدماتي
  :زير خواهند بود صورتبهاعمال سطري مقدماتي  نشان دهيم، iEام دستگاه معادلات خطي را با  iاگر معادله 

i   :يك معادله دستگاه در يك عدد ناصفرضرب  iE cE ; c     
i   :معادله از دستگاه جاي دو تعويض jE E 

i       :مضربي از يك معادله دستگاه به معادله ديگري از آن افزودن i jE E cE    

 ماتريس ضرايب دستگاه ندارد. پذيريمعكوساثري در جواب دستگاه معادلات خطي و وضعيت  اعمال سطري مقدماتي :2قضيه  

 ؟نداردال سطري مقدماتي بر كدام اثري اعم :4مثال  
  هر سه مورد) 4  دستگاه هايجوابتعداد ) 3   ي ماتريس ضرايبپذيروارون) 2    جواب دستگاه) 1
 :دستگاه اثري ندارند.  هايجوابي ماتريس ضرايب و تعداد پذيروارونطبق قضيه قبل اعمال سطري مقدماتي بر جواب دستگاه،   »4«گزينه  پاسخ  

 

 اگر  :3ضيهقA  ماتريس مربع مرتبه يكn موارد زير معادلند گاهآن ،باشد:  
ــاتريس  )1 ــامنفرد) اســت.  پــذيروارون Aم ــان مــاتريس   )2 (ن ــفر اسـ ـ  Aدترمين det(A):تمخــالف ص  . 3(   ــه مــاتريس  nبرابــر Aرتب

rank(A):است n . 4(  سطرهاي ماتريسA .ماتريس  هايستون )5 مستقل خطي هستندA .ستگاه معادلات د )6 مستقل خطي هستندAx b 
xداراي جواب يكتاي  A b  مقدماتي است. هايماتريس ضربحاصل Aماتريس  )7 است. 1

 روش هاي حل دستگاه معادلات خطي
  

  :دكر بنديدستهزير  صورتبهتوان حل دستگاه معادلات خطي را مي هايروش
 تكراري هايروش) 3اي              تجزيه هايروش) 2              مستقيم هايروش) 1

 مستقيم هايروش

  .انجامندمستقيم در نهايت به حل يك دستگاه قطري يا مثلثي مي هايروش
  روش حل دستگاه قطري) 1

  :است مقابل صورتبهشكل كلي اين نوع دستگاه 

iو جواب آن براي  , , ,n1 iبه شكل 2
i

ii

bx
a

 .است  

 (جايگذاري پسرو) مثلثيبالاروش حل دستگاه ) 2
iكه در آن زير است صورتبهنوع دستگاه  كلي اينشكل  , , ,n1 iia؛ 2  .است  

n

n

nn n n

a a a x b
a a x b

a x b

     
     
     
     
     
     

11 12 1 1 1
22 2 2 2



   

  

nn n n

a x b
a x b

a x b

     
     
     
     
     
     

11 1 1
22 2 2
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  كرد:توان از روابط زير محاسبه ناميم. در اين روش مقدار متغيرها را ميرا جايگذاري پسرو مي روش حل اين دستگاه



n

i ij j
j in

n i
nn ii

b a x
bx , x ; i n , ,
a a

 


   


1 1 1  

 (جايگذاري پيشرو) مثلثيپايينروش حل دستگاه ) 3

iكه در آن  زير است صورتبهاين نوع دستگاه  شكل كلي , , ,n1 2 ؛iia   .است  

n nn n n

a x b
a a x b

a a x b

     
     
     
     
     

    

11 1 1
21 22 2 2

1

   


  

  كرد: توان از روابط زير محاسبهناميم. در اين روش مقدار متغيرها را ميحل اين نوع دستگاه را جايگذاري پيشرو مي روش
i

i ij j
j

i
ii

b a x
b

x , x ; i , ,n
a a






  


1

11
1

11
2   

 گويند؟روش حل كدام دستگاه را جايگذاري پسرو مي :5مثال  
  قطري) 4  مثلثي) 3    مثلثيپايين) 2    مثلثيبالا) 1
 :گويند.را جايگذاري پسرو مي مثلثيبالاروش حل دستگاه   »1«گزينه  پاسخ  

 

n(nحل يك دستگاه مثلثي نياز به  :2نكته  )1
n(nعمل جمع،  2 )1

  عمل تقسيم دارد. nعمل ضرب و  2

 براي حل يك دستگاه مثلثي مرتبه :6مثالn نياز به انجامa عمل جمع وb عمل ضرب داريم. مقدارa b :برابر است با  

1 (n2  2 (n 2 1  3 (n n2  4 (n n2  

 :بنابر نكته قبل   »4«گزينه  پاسخn(n )a b 
 

1
aبنابراين ،است 2 b n(n ) n n    21 باشد.مي  

  روش حذفي گاوس
  

و سپس معادلات بـا جايگـذاري    تبديل ك روش مستقيم براي حل دستگاه معادلات خطي است كه در آن ماتريس ضرايب به يك ماتريس مثلثياين روش ي
  زير است: صورتبهالگوريتم روش حذفي گاوس  شود.پسرو و يا پيشرو حل مي

  )1حذف در ستون ( 1گام 
aكنيمفرض مي 11. حلهدر اين مرa11 ناميم.درايه محوري و سطر اول را سطر محوري مي  

naدر اين گام , ,a ,a1 31 زيـر را تعريـف    شوند. براي ايـن منظـور ضـربگرهاي   هاي زير قطر اصلي در ستون اول با عمليات سطري صفر مييعني درايه 21

i  كنيم:مي
i

a
m ;i , ,n

a
  1

1
11

2  

imسپس اعضاي سطر اول ماتريس افزوده را در   كنيم. ام جمع مي iكنيم و با اعضاي متناظر از سطر ضرب مي 1
  :آيدمي دستبهماتريس زير  الگوريتم روش حذفي گاوس اول در پايان گام

  
( )

ij i ijij
( )

i ii

a a m a
;i, j , , ,n

b b m b

 


 

1
1

1
1 1

2 3           و

n
( ) ( ) ( )

n( ) ( )

( ) ( ) ( )
n nn n

a a a b

a a b
(A b )

a a b

 
 
   
 
  

11 12 1 1
1 1 1

22 2 21 1

1 1 1
2



 
   

 

  

  رسيم.مي kبا ادامه اين روند به گام 
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  )k(حذف در ستون  kگام 
k)كنيمفرض مي )

kka  1در اين مرحله .(k )
kka 1  درايه محوري و سطرk شود.ام سطر محوري ناميده مي  

k)در اين گام ) (k )
nk (k )ka , ,a 


1 1

زير را تعريف  شوند. براي اين منظور ضربگرهايام با عمليات سطري صفر مي kستون هاي زير قطر اصلي در يعني درايه 1

  كنيم:مي
(k )
ik

ik (k )
kk

a
m ; i k , ,n

a





   

1

1 1  

k)ام ماتريس kسپس اعضاي سطر  ) (k )(A | b ) 1    كنيم. ام جمع مي iكنيم و با اعضاي متناظر از سطر ضرب مي ikmرا در 1
(k)ماتريس  kر پايان گام د (k)(A ,b   آيد كه در آن:مي دستبه (

(k) (k ) (k )
iki i kb b m b ; i , j k , ,n    1 1 1          و(k) (k ) (k )

ikij ij kja a m a  1 1  
nاين روند را تا گام 1 كنيم.سرو مقادير متغيرها را محاسبه ميو سپس با جايگذاري پ شود مثلثيبالادهيم تا ماتريس ضرايب به شكل ادامه مي  

 در حل دستگاه معادلات :7مثال
x x x
x x x
x x x

   


  
   

1 2 3
1 2 3
1 2 3

2 8
2 3 13

3 4 5
    كدام است؟ m32و  m31و  m21مقدار 

1 (m ,m ,m    32 31 21
1 1 23   2 (m ,m ,m    32 31 21

1 2 23  

3 (m ,m ,m   32 31 21
13 22  4 (m ,m ,m     32 31 21

1 1 23 3 

 ابتـــدا مـــاتريس افـــزوده  »1«گزينـــه پاســـخ(A b)
 
   
   

1 2 1 8
2 1 3 13
1 3 4 5

aپـــس ،دهـــيمرا تشـــكيل مـــي 
m

a


    31
31

11

1   و 11

a
m

a
     21

21
11

2   آيد.مي دستبهسطر دوم و سوم  ترتيببهدر سطر اول و جمع با  m31و m21با ضرب ضربگرهاي 21

( ) ( )(A b )
 
    
  

1 1
1 2 1 8

3 1 3
1 5 13




  

 پس
( )

( )
a

m
a


     



1
32

32 1
22

1 1
3   است.  3

 

 ماتريس افزوده دستگاه  :8مثال
x x x
x x x
x x x

  
   
   

1 2 3
1 2 3
1 2 3

2 8
2 3 13

3 4 5
  به روش حذفي گاوس كدام است؟ 

1 (
 
   
 
 

14
3

1 2 1 8
3 1 3

14


 
  2 (

 
   
  

1 2 1 8
3 1 3

5 13

 

  3 (
 
  
 
 

14
3

1 2 1 8
3 1 3

14


 
  4 (

 
  
  

1 2 1 8
3 1 3

5 13

 

  

 :ماتريس افزوده دستگاه يعني   »1«گزينه  پاسخ( ) ( )(A b )
 
   
   

1 1
1 2 1 8
2 1 3 13
1 3 4 5

  كنيم.  تبديل مي مثلثيبالارا به شكل  

( ) ( )

am
a

A b
am
a

       
      

       

2121
11 2 2
3131
11

2 2 1 2 1 81 3 1 31 1 1 5 131




  

( ) ( )m (A b )

 
            
 

14
3

3 3
32

1 2 1 8
1 1 3 1 3
3 3 14



 
  

 :پاسخ
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  فصل دهم

  »مربعاتكمترين  تقريب«

 دستبهها، يك منحني داده يابيدروناست. در اين حالت، اغلب به جاي  دست آمدهگيري يا آزمايش بهبگيريد كه مقادير آن با اندازه درنظرتابع جدولي را 
هاي آن را آوردن منحني كمترين مربعات و ويژگي دستبه آوريم كه از نزديكي نقاط تابع جدولي بگذرد و خطاي آن حداقل باشد. در اين فصل روشمي

  كنيم.بررسي مي

 چندجمله اي كمترين مربعات
  

nاز نزديكي نقاط P(x)اينمودار كدام چندجمله n(x , y ), , (x , y ),(x , y ) 2 2 1 ي كه خطاي آن كمترين مقدار ممكن باشد؟ فرض طوربه ،گذردمي 1
  :هستيم تا مجموع زير كمترين مقدار را داشته باشد P(x)اييعني به دنبال چندجمله ،د نظر، خطاي كمترين مربعات باشدكنيد خطاي مور

       
n

i i n n
i

E y P(x ) y P(x ) y P(x ) y P(x )


         2 2 2 2
1 1 2 2

1
 

m صورتبهاي مورد نظر آن را براي يافتن چندجمله
mP(x) a a x a x    1 كه تابعاز حسابان براي آن اينويسيم. بنابر قضيهميm 1  متغيره

mE(a ,a , ,a ) 1  لازم است كه در شرايط زير صدق كند باشد،كمترين مقدار را داشته:  

          
k

E ; k , , . . . , m
a


 


1  

mبنابراين دستگاه معادلات خطي با  1  معادله وm 1  گويند.آيد. اين دستگاه معادلات را دستگاه معادلات نرمال ميمي دستبهزير  صورتبهمجهول  
n

k m
i i i m i i

i
x a a x a x a x y ; k , , . . . , m



            2
1 2

1
1             

  پذيرد.را مي nتا  1مقادير طبيعي از  iباشد. توجه كنيد كه انديس زير مي صورتبهشكل ماتريسي دستگاه معادلات نرمال 

i

i

m
iim

mx x x a yi ii
m x ya ix x x xi i i i

m m m m x yx x x x ai i i i



 

                                                     

1

21
2 3 1

1 2 2

 

  اي كمترين مربعات داراي جواب يكتا است.دستگاه معادلات نرمال چندجمله :1 نكته 

 اي درست است؟ملهين مربعات با چندجكمتركدام درباره دستگاه معادلات روش  :1مثال  
  ) ممكن است جواب نداشته باشد.2  ) داراي جواب يكتا است.1
  ) در شرايط مختلف هر سه حالت امكان دارد.4  نهايت جواب داشته باشد.) ممكن است بي3
 :اي در هر شرايط داراي جواب يكتا است.ين مربعات با چندجملهكمتردستگاه معادلات روش »  1«گزينه  پاسخ  

  
TAاي كمترين مربعات، به شكلماتريس ضرايب دستگاه معادلات نرمال چندجمله :2نكته  A است كهij n (m )

A a
 

    و  1  j
ij ia x    باشد.مي 1
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 اي درست است؟ا چندجملهكدام درباره ماتريس ضرايب دستگاه معادلات برازش ب :2 مثال  
TAتوان به شكلآن را مي) 1 A .توان به شكلآن را مي) 2  نوشتP AP1 .نوشت  
TPتوان به شكلآن را مي) 3 AP .در شرايط مختلف هر سه حالت امكان دارد.) 4  نوشت 

 :توان به شكلبق نكته قبل ماتريس ضرايب را ميط »1«گزينه  پاسخTA A .نوشت  

 خط كمترين مربعات
  

P(x)گوييم. دستگاه معادلات نرمال خط كمترين مربعاتآن را خط كمترين مربعات مي باشد،اي كمترين مربعات خط در حالتي كه چندجمله a x a 1 
هايهبراي داد     n nx , y , , x , y , x , y 2 2 1   زير است: صورتبه 1

i i

i ii i

n x a y
a x yx x

     
     
        

 

  2 1

  

  آيد:مي دستبهمقادير زير  a1و  aاز حل اين دستگاه با استفاده از روش كرامر، براي
i i

i i i i i i i i

i i i

i i

y x

x y x y x x x y
a

n x n x x
x x




 
   

 
     

  
 

2 2

22
2

 

i

i i i i i i i

i i i

i i

n y
x x y n x y x y

a
n x n x x

x x


 

   


    

  
 

1 22
2

 

 دستگاه معادلات برازش خطي تابع جدولي :3مثالx
y

 2 1 1 3
1 2 3 3 4

 


  ، كدام است؟

1 (a
a
    
    

    1

5 1 13
1 15 11  2 (a

a
    
    

    1

15 1 13
1 15 11  3 (a

a
    
    

    1

5 1 11
1 15 13  4 (a

a
    
    

    1

15 1 13
1 5 11  

 :دهيم. را تشكيل مي مقابلها، جدول ت دادهبا استفاده از اطلاعا»  1«گزينه  پاسخ

aدستگاه معادلات درنتيجه
a
    
    

    1

5 1 13
1 15   آيد.مي دستبه 11

  
  
  

  
 خط كمترين مربعات براي تابع جدولي  :4مثالx

y
 2 1 1 3
1 2 3 3 4

 


  ، كدام است؟

1 (y x  74 184 42  2 (y x  47 184 74  3 (y x  47 74 184  4 (y x  184 74 47  

 :جواب دستگاه ،با توجه به مثال قبل و به كمك روش كرامر»  1«گزينه  پاسخa
a
    
    

    1

5 1 13
1 15   :زير است صورتبه 11

a a      1

13 1 5 13
11 15 1 11184 42
5 1 5 174 74
1 15 1 15

  

  براي تابع جدولي در گزينه اول آمده است.بنابراين خط كمترين مربعات 

i

i i i i i

x y x x yi i i i

x y x x y

  

   

 
 

   2

2

1 13 15 11

2 1 4 2
1 2 1 2

3
1 3 1 3
3 4 9 12
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yاگر :3نكته  ax b  هايخط كمترين مربعات داده     n nx , y , , x , y , x , y 2 2 1   ها در معادله iyها وixميانگين گاهآن ،باشد 1
  ج

nxكند. به عبارتي، اگردق ميخط ص xx
n

  
 nyو 1 yy

n
  

 yگاهآنباشند،  1 ax b  .است  

 كدام درباره خط كمترين مربعات رئوس يك چندضلعي درست است؟ :5مثال  
  كند.عبور مي ) از وسط دو ضلع چندضلعي2  كند.) حداقل از دو رأس چندضلعي عبور مي1
  كند.از وسط يك قطر چندضلعي عبور مي) 4  كند.) از مركز ثقل چندضلعي عبور مي3
 :يتوجه داشته باشيد كه مركز ثقل همان نقطه كند.بنابر نكته قبل اين خط از مركز ثقل چندضلعي عبور مي»  3«گزينه  پاسخ(x , y) باشد. مي  

  
 هاي دله خط كمترين مربعات دادهمعا :6مثال( , )1 )و  1 , )2 )و  1 , )3   كدام است؟ 3

1 (y x2  2 (y x 3 3 1  3 (y x  4 (y x 2 3  

 بنابر نكته قبل اين خط از نقطه »2«گزينه  اسخ:پ(x , y) ( , ) ( , )   
      

1 2 3 1 1 3 523 3 گذرد. اما اين نقطه فقط در خط گزينه دوم مي 3

  كند.صدق مي
 چند تقريب كمترين مربعات ديگر

  
تقريب بزنيم. اين موضوع زماني رخ را با يك تابع ديگر  هاآناي مناسب نيست و بهتر است ها طوري هستند كه تقريب با يك تابع چندجملهگاهي داده

ها در يك دستگاه مختصات، مجموعه نقاط رسم شده شبيه يك منحني خاص باشد. اما در اين حالت دستگاه معادلات حاصل غير دهد كه با رسم دادهمي
  گوييم.سازي ميآورد. اين فرآيند را خطي هايي به شكل خطي درتوان اين توابع را با جانشانيخطي است. براي رهايي از اين مشكل، برخي اوقات مي

  تقريب نمايي
bxyصورتبهها داده yو  xاگر رابطه بين  ae اي خطي بينباشد، رابطهx وln y به شكلln y bx ln a   برقرار خواهد بود. با جانشاني

Y ln y  سازيخطيY bx ln a  زير است: صورتبهآيد. دستگاه معادلات نرمال اين تقريب كمترين مربعات مي دستبه  

i

i i
x i ii

n x lnylna
x lnybx

    
    
        

 

  2  

  تقريب هذلولي

y صورتبهها داده yو  xاگر رابطه بين 
ax b



و  xاي خطي بين باشد، رابطه 1

y
axبه شكل  1 b

y
 

Yبرقرار خواهد بود. با جانشاني  1
y


1 

Y سازيخطي ax b  زير است: صورتبهآيد. دستگاه معادلات نرمال اين تقريب كمترين مربعات مي دستبه  

yi

xii yi

i

xi

n x a
bx

 
    
    
         




  
2

1
  

  تقريب مثلثاتي
yمثلثاتي صورتبهسب متناوب تكرار شوند، منحني تقريب منا صورتبهها ها در دادهiyاگر b a cos x   كه در آن  است باشد. مقداري معلوم مي

X با جانشاني cos x  سازيخطي y aX b  ر است:زي صورتبهآيد. دستگاه معادلات نرمال اين تقريب كمترين مربعات مي دستبه  

 

i i

i ii i

x y

y xx x

n cos a
cosbcos cos

                

 


   2  

  تقريب كسري
xyصورتبهها داده yو xاگر رابطه بين

ax b



xو xاي خطي بينباشد، رابطه 

y
xبه شكل  ax b

y
  برقرار خواهد بود. با جانشانيxY

y
 

Y سازيخطي ax b  زير است: صورتبهآيد. دستگاه معادلات نرمال اين تقريب كمترين مربعات مي دستبه  
xi
yi i

xi i
yi

x

x i

n a
bx
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تقريب كمترين مربعات:  فصل دهم 280  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

تقريب تابع با روش كمترين مربعات
 

f تابع پيوسته (x)  بر بازه a , b  ايخواهيم اين تابع را با يك چندجملهمي .داده شده استP(x)  چنان تقريب بزنيم كه كمترين خطاي ممكن ايجاد
  را طوري بيابيم كه عبارت زير كمترين مقدار را داشته باشد.  P(x)ايبايد چندجمله بنابراين ؛بگيريد درنظرشود. خطاي كمترين مربعات را 

 b
a

E f (x) P(x) dx  2  

fاي تقريب كمترين مربعات تابعرا چندجمله P(x)ايدر اين صورت چندجمله (x) بر بازه a , b  اي مورد نظر آن را ناميم. براي يافتن چندجملهمي

m صورتبه
mP(x) a a x a x   1 اي از حسابان براي آن كه تابعنويسيم. بنابر قضيهميm 1 متغيرهmE(a ,a , ,a ) 1  كمترين مقدار را

  :دلازم است كه در شرايط زير صدق كن باشد،داشته 

k

E ; k , , . . . , m
a


 


1          

  
mبنابراين دستگاه معادلات خطي با  1  معادله وm 1  گويند.آيد. اين دستگاه معادلات را دستگاه معادلات نرمال ميمي دستبهزير  صورتبهمجهول  

b k m
ma

x a a x a x a x f (x) dx ; k , , . . . , m            2
1 2 1           

  
  پذيرد.را مي nتا  1مقادير طبيعي از  iباشد. توجه كنيد كه انديس زير مي صورتبهگاه معادلات نرمال شكل ماتريسي دست

m
bm

mm m m m

aI I I b
aI I I

aI I I b
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1

11 2 1
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  روابط زير محاسبه كرد: توان ازرا مي kbو  kIكه در آن 

k kb bk k
k ka a

b aI x dx ; k , , m b x f (x)dx ; k , , . . . , m
k

 
    

 
1 1

1 2 11                   

]اگر تقريب تابع با روش كمترين مربعات بر بازه  :4نكته  , ]1      موردنظر باشد، ماتريس ضرايب دسـتگاه معـادلات حاصـل بـه شـكلm m( )
i j 

1   
  

  ناميم.است كه آن را ماتريس هيلبرت مي

 :اگر تعريفf (x) پذير بر بازهتابعي انتگرال[a ,b] باشد، نرمp  صورتبهآن را 
b

a

p p
p|| f || : ( | f (x) | dx) 

1
نهايـت آن  كنـيم و نـرم بـي   تعريف مي 

با
a x b

|| f || : Max | f |
 

 شود.تعريف مي  

 اگر :7مثالnT (x) اي چبيشف درجهچندجملهn باشد، مقدارn|| T || كدام است؟  

1 (
n
1  2 (| cos |

n
1  3 (| cos |

n
  4 (1  

 :اي چبيشــف، چــونبنــابر مطالــب فصــل چهــارم دربــاره چندجملــه  »4«گزينــه  پاســخn| T (x) |1 وk
n

kT (cos ) ( )
n


 1 بنــابراين ؛اســت 

n n
x

|| T || Max | T |
 

 
1

  باشد.مي 1
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