
   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  2و  1مكانيك كوانتوم 

    

  فصل اول
     »مباني تجربي پيدايش نظريه كوانتومي«

هـاي فيزيكـي   هاي آغازين قرن بيستم، لزوم كنار نهادن مفاهيم كلاسيك را در توضيح دقيق پديدهپردازيم كه در سالهايي ميدر اين فصل به مطالعه پديده
 شناسيم.كوانتومي مياي شد كه آن را به نام نظريه بر ما آشكار ساخت و منجر به تولد نظريه

 
  هاي تجربيآزمايش ):1درسنامه (

  
  

  پردازيم.شود ميهايي كه منجر به تولد مكانيك كوانتوم ميدر اين درسنامه به آزمايش

  تابش جسم سياه

شود كه تابع دمـاي  ) ميهاموجارتي طول كنند. در حالت تعادل نور گسيل شده شامل طيفي از تمام بسامدها (يا به عباجسام به واسطه دمايي كه دارند، تابش مي
)T گسيل) جسم است. توانE( ,T)  انرژي گسيل شده در واحد سطح در واحد زمان و در طول موج  در دمايT   است. ضريب جـذبA( ,T)   اجسـام

Eكند. به ازاي يك طول موج معين نسبت جذب مي در طول موج  كسري از انرژي فرودي است كه جسم

A
  براي همه اجسام ثابت است. 

Aكند و بنابراين براي آن شود كه تمامي تابش فرودي را جذب مي: به جسمي اطلاق ميجسم سياه 1 و در نتيجه E( ,T)   تـابعي  براي جسم سـياه
   جهاني است.

اند و يك روزنه بسيار كوچـك رو بـه   گرم شده Tهاي آن تا دماي اي تو خالي را مجسم كرد كه ديوارهتوان محفظهبراي دست يافتن به طيف جسم سياه مي
تابشي به اين روزنه فرود آيد ديگر امكان خـارج شـدن از آن را نـدارد و از ايـن رو روزنـه       نامند. در اين صورت هراي را كاواك ميبيرون دارد. چنين محفظه

  است.» تابش جسم سياه«تقريباً يك جذب كننده كامل بوده و بنابراين تابش ناشي از آن 
تواند بهتـرين نمونـه عملـي از جسـم سـياه      دهد كه ميشكل روبرو كاواكي را نمايش مي

اند. تابش از روزنه وارد كـاواك شـده و امكـان خـارج     گرم شده Tماي ها تا دباشد؛ ديواره
  شدن ندارد.

  
  

)uتوان نشان داد چگالي انرژي الكترومغناطيسي درون كاواك با توان گسيل آن رابطهمي :1 نكته  ,T) E( ,T)
c

  
  است. سرعت نور cدارد كه در آن  4

19ل تا پيش از سا :براي توصيف طيف انرژي گسيل شده از جسم سياه دو فرمول پيشنهاد شده بود ،  

)Tu   يك ثابت است): عبارتي بسامدهاي بزرگ) صادق است (در اين رابطهي كوتاه (و بههاموجكه براي تابش با طول  فرمول وين ـ1 ,T) e



  3  

  ثابت بولتزمن است): kكند (در اينجا ي بلند (و به عبارتي بسامدهاي كوچك) صدق ميهاموجكه در مورد تابش با طول  جينز فرمول ريلي ـ ـ2

u( ,T) kT
c


 

2
3

8  

جينز (انتگـرال چگـالي انـرژي روي     ـرابطه ريلي   و دهدش ناشي از جسم سياه را توضيح توانست به طور كامل توزيع طيفي تابيك از دو رابطه بالا نميهيچ
  .كه به فاجعه فرابنفش معروف استكرد بيني مينهايت پيشتمامي بسامدها) را بي

 Tهايي در دماي كاواك با ديواره



  

  

مباني تجربي پيدايش نظريه كوانتوميفصل اول:    2  كارشناسي ارشد يكبه مدرسان شريف رت

 

19در سال   يـك كوانتـوم انـرژي   از  (صـحيحي)  تنها به صورت مضارب درسـتي  ترومغناطيسي راهاي كاواك انرژي الكديوارهكرد كه ماكس پلانك فرض  
  گسيل كنند. جذب و يا، پايه 

فرمول پلانك به صورت
kT

u( ,T)
c

e
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1
hاست كه در آن     وh  ثابت پلانك بوده و در دستگاهSI مقدار آن/ J.s 346 63 1  .است

  دماي كاواك است. Tبسامد تابش و  ر در خلأ، سرعت نو cدر اين رابطه 
Eدرون كاواك به صورت نوسانگرهاي ديوارهبنابر رابطه كوانتش پلانك،  n  شود كه در آن رد و بدل ميn .عددي درست و نامنفي است  

  يابد:جينز تحويل مي ـهاي وين و ريلي لبه اين ترتيب فرمول پلانك در موارد حدي به فرمو

  هاي بزرگفرمول پلانك در حد فركانس فرمول وين 

  هاي كوچكفرمول پلانك در حد فركانس جينز ـفرمول ريلي 

 ـ رابطه شود، انرژي تابشي ه انتگرال چگالي انرژي كل با استفاده از فرمول پلانك حاصل ميبولتزمن كه از محاسب ـمطابق رابطه استفان   :بولتزمن استفان 
Uكل در واحد حجم متناسب با توان چهارم دماي جسم است:  T 4.  

اي دارد كه با دماي جسم سياه مرتبط اسـت؛  ، بيشينهحسب طول موج بر Tطيف انرژي گسيل شده از يك جسم سياه در دماي  :جايي وينهقانون جاب

maxرخ دهد، مطابق اين رابطه، maxاگر بيشينه گسيل انرژي در طول موج T
 

ي هـا مـوج بنابراين با افزايش دماي جسم، بيشـينه تـابش در طـول     1
maxTدهد، به عبارت ديگرتر رخ ميكوتاه b   كه در آنb جايي وين است.همقداري ثابت است؛ اين همان قانون جاب 

 اي دو برابر شعاع خورشيد است؛ اگر شدت تابش گسيلي در سطح دو ستاره يكسان باشد، دماي سطح سـتاره  شعاع ستاره :1مثالs(T بـا دمـاي    (
(Tسطح خورشيد    اي دارد؟چه رابطه (

1 (sT T 2  2 (sT T 2  3 (sT T   4 (sT T 2  
 :بولتزمن انرژي تابشي كـل  ـ   ه بنابر رابطه استفانكنند، آنگاها (از جمله خورشيد) مانند اجسام سياه رفتار مياگر فرض كنيم ستاره » 1«گزينه  پاسخ

U) متناسب است؛ به عبارت ديگرT) با توان چهارم دماي سطح آن (Uستاره ( T    بولتزمن است. به اين ترتيب داريم: -ثابت استفان ، كه در آن4

s s s sU T U T
( ) (I)

U TU T

    
  

4
4

4   
 

U(انرژي تابشي در واحد سطح) رابطه Iبا شدت تابش  Uرژي الكترومغناطيسي اما ان
I

A
  دارد كه در آنA    :مساحت سطح جسم است. در اين صورت داريم  

s s sU I A

U I A


  
  

sIاما بنابر فرض مسأله  I  وsR R 2  اي به شعاع از آنجا كه مساحت سطح كره وR  برابر باR   است داريم: 24

s s s s sRU A R R U
( ) ( ) (II)

U A R R UR


     



2
2 2

2
24 4

4


    
  

s  شود كه:) ملاحظه ميII) و (Iاز روابط ( s
s

T T
( ) T T
T T

     4 44 4 2 2 
 

  

  اثر فوتوالكتريك     

  توالكتريك نام دارد.از سطح فلز به وسيله تابش نور، اثر فو هاالكترونخروج 
  هاي زير را مشهود ساخت:مشاهدات تجربي، واقعيت

  كند.گيرد ممكن است الكترون گسيل كند، اما هيچ يون مثبتي گسيل نميوقتي يك صفحه فلزي صيقلي شده در معرض تابش نور قرار مي ـ1
)به بسامد ،گسيل الكترون از اين صفحه ـ2 ) اي وجود دارد آستانهبسامد ستگي دارد. نور ب( ) كند؛ كه به طور كلي از يك فلز به فلز ديگر فرق مي

)تواند جريان فوتوالكتريك توليد كند كه بسامدش بيش از بسامد آستانه فلز باشد نور به شرطي مي )  .  
i)چشمه نور است تابش يد شود متناسب با شدتبزرگي اين جريان اگر تول ـ3 I) .  
E)كند مستقل از شدت چشمه نور است اما با بسامد نور فرودي به صورت خطي تغيير مي هاالكترونانرژي فوتو ـ4 )  .  

e  نور  الكترون

  لزف



   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   3  2و  1مكانيك كوانتوم 

  با شدت آن متناسب است و به بسامد آن ارتباطي ندارد.  در نظريه الكترومغناطيس كلاسيك، انرژي موج الكترومغناطيسيالف) 
وري كـه پـس از سـپري    كند به طهاي موج پخش است، هر جبهه موج، انرژي اندكي به الكترون منتقل ميانرژي امواج الكترومغناطيس بر سطوح جبههب) 

  شود.گيري است، الكترون از فلز جدا ميكه قابل اندازهشدن مدت زماني
  توان در چارچوب نظريه الكترومغناطيس كلاسيك توصيف كرد.اثر فوتوالكتريك را نمي )الف و ب(لايل فوق بنا به د

  بسامد نور است. در نظر گرفت كه در آن hهايي با انرژيآلبرت اينشتين تابش را متشكل از كوانتوم
دهـد، اگـر الكتـرون بـا جـذب ايـن       افزايش مي hبعدها فوتون ناميده شده) در برخورد با الكترون درون فلز، انرژي الكترون را به اندازه هر كوانتوم نور (كه

دن از سطح فلز كافي نيست. همين امـر  شود. اما در برخي موارد انرژي الكترون براي جدا شانرژي، بتواند از سطح فلز بگريزد، جريان فوتوالكتريك پديدار مي
يـا مسـاوي    تربزرگشود، كه اگر انرژي الكترون مشخص مي Wكند. در واقع هر فلزي با يك تابع كار وجود فركانس آستانه را در اثر فوتوالكتريك توجيه مي

  تواند از سطح فلز جدا شود.تابع كار فلز باشد در آن صورت الكترون مي

Wبا رابطه  فركانس آستانه 

h
  شود.به تابع كار فلز مربوط مي  

hاگر انرژي فوتون تابشي بيش از تابع كار فلز باشد ( W  در اين صورت الكتروني كه فوتون را جذب كرده با انرژي مازاد (K     (انـرژي جنبشـي)، سـطح
hگويد:ك ميفلز را تر W K   اي خطي با فركانس نور دارد:              از اين رو انرژي جنبشي فوتوالكترون رابطهK h W h( )        

  

tan)) است:    hهمان ثابت پلانك ( حسببر Kشيب منحني  h)   
) I) با افزايش شدت نـور فـرودي (  iافزايش جريان فوتوالكتروني ( ،وصفبا اين 

شود. به اين ترتيب كه بـا افـزايش شـدت چشـمه، در واقـع تعـداد       توجيه مي
ي خروجي و در نتيجـه  هاالكترونشود و بنابراين تعداد زياد مي هاالكترونفوتو

  يابد.شدت جريان افزايش مي
  

) Vفلزي را به پيلي (با اختلاف پتانسـيل  صفحات  روروبهاگر مطابق شكل 
را بـه دسـت    هاالكترونجريان فوتو Vتوانيم پتانسيل توقف متصل كنيم مي

  را محاسبه كنيم: هاالكترونآورده و از آنجا انرژي فوتو
برسـانند در ايـن صـورت     ها بتوانند خود را بـه صـفحه جمـع كننـده    اگر الكترون
K eV توان با تنظيم . ميV  هموارهV.(پتانسيل توقف) را محاسبه كرد  

  

 آستانه فوتوالكتريك براي تنگستن  :2مثال


 A23  شده از سطح تنگستن توسط نـور فـرابنفش بـا طـول مـوج      ي كنده هاالكتروناست. انرژي


 A19  :كدام است؟ (فرض كنيد hc eV.nm12(  
1 (eV1  2 (/ eV1 6  3 (/ eV2 2  4 (eV3  
 :هاالكترونرابطه ميان انرژي فوتو»  2«گزينه  پاسخ )Kها ()، انرژي فوتونE) و تابع كار فلز (Wبه صورت (E W K      است. در اينجـا بـه دنبـال

K هستيم؛K E W اينشتينـ   . اما مطابق رابطه پلانكhc
E h  


 )  طول موج نور فرودي است). از طرفي رابطه تابع كار فلز با بسامد آستانه

Wبه صورت  h   است. از اين روhc
W 


hc  و به اين ترتيب داريم:  hc

K hc( )   
   

1 1
 

  

hc  اما مطابق فرض مسأله eV.nm , A , A   12 19 23 
     

K (eV.nm)( ) (eV.nm)( / / ) K / eV
nm nm nm

      31 1 112 12 5 3 4 3 1 1 219 23    
 

 

  
  
  
  
  
  

  

 (tan h) 

V
V

K



V

e e

e
ee

صفحه جمع كننده صفحه فلزي
 نور



  

  

مباني تجربي پيدايش نظريه كوانتوميفصل اول:    4  كارشناسي ارشد يكبه مدرسان شريف رت

 

  
 

  خاصيت موجي و پراكندگي ):2درسنامه (
  

  اثر كامپتون

توان مشاهده كرد كه مقدار آن به زاويـه  ميها را آن (يا به طور معادل طول موج) جايي در بسامدهشوند، جابپراكنده مي هاالكتروناز  Xكه پرتوهاي هنگامي
  توضيح دادند. دوبرويرا براساس نظريه  كشف كرد و به طور همزمان او و دباي آن 1923اين اثر را كامپتون در سال پراكندگي بستگي دارد. 

  رو است:هبه صورت شكل روب مسأله شماتيك
  
  
   

  

  

)از اصول پايستگي تكانه خطي و انرژي، رابطه ميان طول موج فوتون پراكنده شده ) فرودي فوتون جو طول مو( ) و زاويه پراكندگي آيد:دست ميه ب  

e

h
( cos )

m c
       1  

بـه طـور كلـي    سرعت نور اسـت.  cجرم الكترون و  em،ثابت پلانك hدر اين رابطه 
e

h

m c
شـود و مقـدار آن   ج كـامپتون الكتـرون خوانـده مـي    طـول مـو   

/تقريباً A24 
 .شود كه الكترون مقداري از انرژي فوتون فرودي را جذب كرده و در نتيجـه انـرژي فوتـون پراكنـده شـده      در اينجا به وضوح ديده مي است

hcبنابر رابطه در نتيجه يابد؛ كاهش مي
E 


  از طول موج فوتون تابشي است. تربزرگطول موج فوتون پراكنده همواره  

م، در ايـن صـورت بـه علـت     جايگزين كنـي است بايد در رابطه  تربزرگ(جرم اتم) را كه بسيار  em،Mاگر پراكندگي از اتم را در نظر بگيريم به جاي 

hالعاده كوچكي فوق

Mc
  شود.  ناچيز مي و ، اختلاف ميان

شود ايـن اسـت كـه    بنابراين آنچه به طور تجربي از اثر كامپتون مشاهده مي
شـود،  لفه تشـكيل مـي  ؤاز دو م تابش پراكنده شده در يك زاويه معين عملاً

اي كه طول موج آن همان طول موج تابش فرودي اسـت (مربـوط بـه    لفهؤم
 طـول مـوج   بـه  لفه ديگري كه طول مـوج آن نسـبت  ؤپراكندگي از اتم) و م

فرودي به مقداري كه بستگي به زاويه دارد انتقال يافته است (مربـوط   فوتون
  كنيد: به پراكندگي از الكترون) شكل را ملاحظه

        ج فـرودي را تـابش   ها به نوسان وا داشته شده و همـان بسـامد مـو   ها، آنخلاف نظريه فوتوني نور، در نظريه كلاسيك در برخورد موج الكترومغناطيسي به الكترونرب
 هاي نظريه كلاسيك است.بينيندارد. اما مشاهدات تجربي كاملاً مخالف پيشبستگي به طول موج نور فرودي  كه شدت مشاهده شده در زاويهكنند به طوريمي

 :شماريم:هاي مربوط به اثر كامپتون بايد در نظر گرفت، بر ميدر اينجا نكاتي را كه در حل تست  توجه  
E رابطه انرژي و تكانه فوتون به صورت ـ1 pc  است كه در آنc  باشدميسرعت نور.  

hرابطه ميان تكانه فوتون و فركانس (و يا طول موج) آن به صورت ـ2 h
P

c


 


  است. 

داراي انرژي سـكون   mاي به جرم ) بايد به صورت نسبيتي در نظر گرفته شود؛ به عبارت ديگر ذرههاالكترونهاي ذرات مادي (مانند انرژي ـ3

m c2 انرژي جنبشي ،K  و انرژي كلE :است، به طوري كه       E mc m c K (m c ) P c    2 2 2 2 2 2  

mتكانه خطي ذره مادي است كه آن نيز بايد به طور نسبيتي تعريف شود:  Pدر اينجا  v
P mv

v

c

 


2
21

  ).سرعت ذره است v(در اينجا  

و  Xي كوتـاه (اشـعه   هاموجانرژي الكترون پراكنده شده مستقيماً با انرژي فوتون متناسب است. پس اثر كامپتون تنها در حوزه امواج با طول  ـ4
  ) قابل مشاهده است.اشعه 

  

(طول موج) 

  مربوط به پراكندگي از اتم  مربوط به پراكندگي از الكترون

I(R)(شدت)  

)فوتون پراكنده  ) 

 زاويه پراكندگي 

 زده الكترون پس

( ) فوتون تابشي
الكترون ساكن كه در 
ابتدا ساكن بوده است.





  

  

شرودينگر معادله و قطعيت عدم روابط موج، هايبستهفصل دوم:   10  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

     
  دومفصل 

  »موج، روابط عدم قطعيت و معادله شرودينگر يهاستهب«
 

  ير موجيها با تعبهذر ):1درسنامه (
  

  

  هاي موج بسته      

hز رابطهكه ا ، خصلتي موج گونه با طول موج pتوان به ذرات مادي با تكانه خطي گونه كه دوبروي پيشنهاد كرده بود، ميهمان

p
  آيد، نسبت داد. مي بدست

اي شوند. اين امواج  فقـط در ناحيـه  هم نهي امواج با بسامدهاي مختلف حاصل ميجايگزيده تعريف كرد كه از بر» وجهاي مبسته«توان با گونه را مياين خصلت موج
  توان از لحاظ رياضي به شكل زير تفسير كرد:برند. اين مطلب را ميرا خنثي كرده و از بين مي كه ذرات حضور دارند غيرصفر هستند و در بقيه فضا يكديگر

با طول موج  ikxeرا حاصل بر هم نهي امواجي به شكل f(x)توان تابع مي
k


 

ikxf  دانست: 2 (x) dkg(k)e



   

   است. kبا عدد موج  ikxeابع وزن) ضريب بسط مربوط به موج(ت g(k)كه در آن 

k)، را تابعي گاوسي در نظر بگيريم، به عبارت ديگر g(k)اگر  k )g(k) e 
2

 صورت ، حاصل انتگرال فوق به
x

ik xf (x) e e







2

4 آيـد و  ميدر

  ست از: عبارت ا f(x)مربع قدر مطلق تابع 
x

| f (x) | e






2
2 2  

xاين تابع در    حسب اندازهرسد و بربه اوج مي دهد كه پهنبسته موجي را نمايش مي )   ) بزرگ) يـا بسـيار باريـك  ابراين كوچـك ) اسـت. بن ـ
|توانيممي f (x)    در نظر بگيريم. را نمايانگر حضور ذره در 2|

|درexpبا قرار دادن توان xيعني xپهناي بسته موج در فضاي f(x) xبه صورت  1برابر با 2|  2 آيد. همچنين پهناي بسـته  به دست مي 2

|در expبا قرار دادن توانkيعني kموج در فضاي g(k) kبه صورت 1برابر با 2| 


2
2

  آيد. به دست مي
xضرب اين دو پهنا برابر با حاصل k  4از مرتبه يك و مستقل از ،   ابعي كـه در  است. اين ويژگي توابعي است كه تبديل فوريـه يكديگرنـد، يعنـي ت ـ
  بسيار باريك (پهن) خواهد بود. kبسيار پهن (باريك) است در فضاي xفضاي

 اي با تابع وزن تواند معرف بسته موج جايگزيدهيك از توابع زير ميكدام :1مثال


a a
C ; k

g(k)
;

   


2   ثابت است) عددي Cباشد؟ (فرض كنيد 2

1 (
ax

cos( )

x
2  2 (

ax
cos ( )

x

2

2
2  3 (

ax
sin( )

x
2  4 (

ax
sin ( )

x

2

2
2  

 :بايد انتگرال » 4«گزينه  پاسخikxf (x) g(k)e dk



   را محاسبه كنيم؛ از آنجا كه در خارج از ناحيهa a

k  2 صفر است و  g(k)، تابع 2

  ، داريم:g(k)=Cدر داخل اين بازه
a a

a a

a aikx i( )x i( )xikx ikx

a
k

e C
f (x) Ce dk C e dk C( ) (e e )

aix ix
k 


    

 
 

2 2

2 2

2 22

2

  

 جاهاي ديگر



   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   11  2و  1مكانيك كوانتوم 

i(eاما از رابطه اويلر cos isin )      :داريمi ie e isin    2   

  آيد:ميه رو دربنابراين رابطه بالا به صورت روب
ax

sin( )C ax
f (x) ( isin( )) f (x) C

ix x
   22 22  

بنابراين
ax

sin( )
f (x)

x
 است بنابراين f(x)مطلق تواند معرف ذره باشد مجذور قدري؛ اما آنچه م2

ax
sin ( )

| f (x) |
x



2
2

2
2.   

  هاي موج در زمان، سرعت فاز و سرعت گروهانتشار بسته     

iتابعيت زماني به صورت ikxeاگر به موج تخت te  توان وابستگي زماني تابعنسبت دهيم ميf (x, t) حسب امواج رونده به دست آورد. را بر  
i(kx t)f (x, t) dkg(k)e    

(k)است و رابطه kتابعي از  به طور كلي  منتشر  امواج الكترومغناطيسي) كه در خلأ مورد نور (و به طور كلي به رابطه پاشندگي موسوم است. در

ik(x  است، بنابراين: سرعت نور در خلأ cكه در آن kcشوند مي ct)f (x, t) dkg(k)e f (x ct)    
tبنابراين تابعي كه در     درx    بود، اكنون در جايگزيدهx ct يابد.جايگزيده است. اين موج نوري بدون واپيچش در فضا انتشار مي  

i(kx  به سادگي اين رابطه در مورد نور نيست؛ در اين مورد داريم: (k)در مورد ذرات مادي، رابطه پاشندگي (k)t)f (x, t) dkg(k)e    
kرا حول  (k)توانيم) پهناي مناسبي داشته باشد، ميxو فضاي  kخواهيم بسته موج در هر دو فضا (فضاي كه مياز آنجا  k   بسط تيلور دهيم كه به

g(k)  تقريب عبارت است از: (k ) v (k k ) (k k )       2
  k k

d d
(k) (k ) (k k )( ) (k k ) ( )

dk dk

 
       

22
2

1
2      

gبالادر رابطه  k k
d

v |
dk 


        و سرعت گروه نام دارد؛ در اصل سرعت وابسته به ذره مادي، سرعت گروه (سرعت پوش) بـر هـم نهـي امـواج در فضـايk 

  ) كمتر است.cاست. اين سرعت همان سرعت انتقال انرژي است و لازم به ذكر است كه همواره مقدار آن از سرعت نور (

phvسرعت فاز در مقابل سرعت گروه،
k


 را داريم؛ هم برابر باk k

d
( ) |
dk






2
2

1
   است. 2

هـاي فـاز   متفاوت، سـرعت هم پاشندگي دارند. به عبارت ديگر امواج با عدد موج (طول موج)  واج نوري، امواج مادي حتي در خلأبرخلاف ام  :1 نكته 

ph  روابط روبرو را داريم: phvمختلفي دارند، براي سرعت فاز 
E mc c

v
k k p mv v

 
    

2 2


  

cاز آنجا كه همواره   :2 نكته  vتر از سرعت نور اسـت. پـس ايـن سـرعت     همواره بزرگ ر خلأرعت فاز ماده از نظر موجي د، مطابق رابطه بالا، س
كنند. در واقع سرعت گروه موج مـاده  تواند با سرعت خود ذرات يكي باشد و از آنجا كه ذرات داراي جرم هستند، خيلي كندتر از نور حركت مينمي

gvهمان سرعت ذره است يعني  v  بنابراينph gv v c 2.  

k)براي بسته موج گوسي ( :3 نكته  k )g(k) e 
2

 ،(f (x, t) و| f (x, t)     آيند:به صورت زير بدست مي 2|

g(x v t)

( t )| f (x, t) | e
t

 


 


 

2

2 2 222 2
2 2 و             2

g(x v t)

i(k x (k )t) ( i t)f (x, t) e e
i t




  


  
 

2

4  

|ه بالا براي رابط f (x, t) يابد، اما پهناي ثابتي ندارد. به عبارت ديگر بسـته مـوج در طـول    انتشار مي gvنمايانگر بسته موجي است كه قله آن با سرعت  2|
  شود.زمان پهن مي

  بزرگ (كوچك) باشد، يعني اگر بسته موج در زمان اوليه از لحاظ فضايي بزرگ (كوچك) باشد، آهنگ پهن شدن كوچك (بزرگ) خواهد بود. اگر :4 نكته 



  

  

شرودينگر معادله و قطعيت عدم روابط موج، هايبستهفصل دوم:   12  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

  

  روابط عدم قطعيت ):2درسنامه (
  

  حالت خاص روابط عدم قطعيت     
وجـه بـا   هـيچ ) وجود دارد كـه بـه  x) و موقعيت آن (vگيري همزمان سرعت ذره (ن در اندازهها و ذرات زير اتمي) محدوديتي بنياديدر دنياي ميكروسكوپيك (دنياي اتم

ــي       ــيك م ــك كلاس ــع در فيزي ــت. در واق ــازگار نيس ــيك) س ــك كلاس ــوتني (فيزي ــك ني ــاهيم مكاني ــرعت ذره      مف ــان ذره، س ــان ـ زم ــي مك ــوان از روي منحن   ت
   معني است.ت آورد و به اين ترتيب مسير ذره را مشخص كرد. مفهوم مسير ذره در مكانيك كوانتومي به معناي كلاسيكي آن كاملاً بي(برداري مماس بر منحني) را بدس

pدر واقع برحسب تكانه خطي ذره ( mvگيري مكان ذره ميان ميزان خطا در اندازه ،) رابطه بنيادين زير( x) گيـري تكانـه آن   و ميزان خطا در انـدازه

( p):وجود دارد كه به رابطه عدم قطعيت هايزنبرگ معروف است  x p ~  2
  

شـود، نسـبت   سيك مسـلم فـرض مـي   بسازيم، آنگاه بر خلاف آن چه در فيزيك كلا xاي در فضاي بنابر رابطه بالا اگر سعي كنيم بسته موج بسيار جايگزيده
شود كه در يك محدوده باريك تعريـف شـده   اي مشخص ميشود. به همين ترتيب، بسته موجي كه با تكانهدادن يك تكانه كاملاً معين به آن غير ممكن مي

لاسيك بـراي توصـيف يـك سيسـتم فيزيكـي      است بايد از لحاظ فضايي بسيار پهن باشد. اين محدوديتي است كه مكانيك كوانتومي بر استفاده از مفاهيم ك
شوند. در مكانيـك كوانتـومي مكـان و تكانـه     ها به درجات آزادي متفاوتي مربوط ميكند. مفاهيم كلاسيك مكان و تكانه مستقل از يكديگرند؛ آنتحميل مي

  حد بتوان هر دو را همزمان تعيين كرد.داند كه در آن واهاي مكمل يكديگر هستند و تئوري هيچ آزمايشي را ممكن نمييك سامانه، ويژگي
Eگيري زمان و انرژي در مكانيك كوانتومي وجود دارد كه طبق آن همچنين رابطه عدم قطعيتي براي اندازه t   .است 

 اي به جرمكمينه انرژي ذره: 2مثال m  عدييك در چاه پتانسيلبmgx x
V(x)

x


  




xكه از رابطه عدم قطعيت  p     آيـد كـدام   به دست مـي

 )93(فيزيك ـ سراسري   است؟

1 ((mg )
1

2 2 33  2 ((mg )

1
2 2 33

2   3 ((mg )
1

2 2 35
2  4 ((mg )

1
2 2 32   

 :وجه به تعريف انرژي مكانيكي (هاميلتوني سيستم)، داريم:با ت »2«گزينه  پاسخ  k
p

E E V(x) mgx
m

   
2

2  
xاز طرفي طبق رابطه عدم قطعيت p    كمترين مقدار انرژي به ازاي كمترين عدم قطعيت يعنيx p    توانيم به اين آيد. پس ميبه دست مي

  تعريف كنيم. xرا فقط برحسب متغيرترتيب انرژي 

k
p

E E V(x) mgx
m E mgx

mx
p x px p

x


       

       

2
2

2
2

2


 
  

E  شود. يعني داريم:صفر مي xنسبت به Eآيد كه در آن مشتقبه دست مي xكمينه انرژي به ازاي مقداري از

x





  

mg mg m gx x x ( )
mx mx m g m g

           
12 2 2 22 3 2 3 3

3 3 2 2
      

  دست آوريم:توانيم مقدار كمينه انرژي كه همان انرژي حالت پايه است را بهمشخص شده است، مي xحال كه مقدار

m g m g mg
E mgx ( ) mg( )

mmx m g
m m g

      

4 2 22 12 2 2 2 2 3 3 33 3
2 2 2 4 2 1

3 3 3
22

2
 



    




  

m g m g
m g (mg )  

2 1 2 1 2 2 2 1 2 13 3 3 3 3 3 2 23 3 3 33 3
2 1 2 2

     

  

هـاي بـالاتر از  انرژي بدين معني است كه براي يك عـدم قطعيـت در انـرژي حتمـاً در زمـان      و ي عدم قطعيت زمانرابطه :5 نكته 
E
  تـوان  مـي

  دسترسي پيدا كرد نه كمتر از آن زمان.
  هاي كوانتومي در برخي موارد ساده استفاده كرد.دست آوردن تقريبي انرژي حالت پايه سامانهه رگ در بتوان از رابطه عدم قطعيت هايزنبمي :6 نكته 



   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   13  2و  1مكانيك كوانتوم 

 اي با جرمذره :3مثالm ايتأثير پتانسيل مركزي جاذبهتحت


a
U(r) U ( )

r
  اي به شعاعبه دور مركز نيرو و روي دايرهr ) حركت مقيد داردU وa   اـدير مق

عدم قطعيت فيزيكي مثبت هستند.) بر مبناي رابطه
rp . r   دام است؟ك Vو Uانرژي حالت پايه اين ذره بر حسب 2

 


(V )

m a


2
24

 ـسراسري       )96(فوتونيك 

1 (U
( )U

V


1
2





  2 (U

( )U
V


3
2





  3 (U

( )U
V

 



  4 (U

( )U
V

3 



  

 :ورد كرد.آها را در فيزيك ميكروسكوپيك براز كميت توان مقادير بعضيهاي عدم قطعيت ميبا استفاده از رابطه  »1«گزينه  پاسخ  

rP  دانيم كه طبق رابطه عدم قطعيت تكانه و مكان داريم:  مي . r P.r P
r

       2 2 2   

ضرب تكانه و مكان از مرتبهارت فوق به اين معني است كه حاصلعب
  مكان تخمين بزنيم. توانيم تكانه را برحسباست، بنابراين مي 2

P  بيان كنيم: rتوانيم انرژي را برحسب به اين ترتيب مي U a a
V(r) U

m r rmr
   

2 2
22 8

  


P
E

m
 

2

2   
  آيد:مقدار كمينه انرژي كه همان انرژي حالت پايه سيستم است از رابطه زير به دست مي

E U a
U a

r mrmr r r
 

 
   

              

2 2
3 2 2

1
44

 U a r
mr mU a

   
2 2

4 4  
 

   

توانيم به راحتي انرژي در اين مكان را به دست آوريم. (مكان مورد نظر در حقيقت شعاع ايم، ميحال كه مكان مربوط به انرژي حالت پايه را مشخص كرده

m  اي حالت پايه سيستم است.)مسير دايره U a U a mU a mU a U

Vm

 
     

2 2 2 2 2 2 2
4 2 2

16 4 2 1
28

        




  

r r
a

E U |
rmr

 
2

28 


 
  

        طعيتروابط كلي عدم ق     
A  شود:رو تعريف ميبه صورت روبه نسبت به حالت  Âپذيركميت مشاهدهپاشندگي (عدم قطعيت)  A A      

( A) A A A A A A                 2 2 2 2 22  
Aبه صورت  Âپذير) بنابراين عدم قطعيت در كميت (مشاهده A A      2   جا نشوند رابطه عدم قطعيت وجود دارد.هپذير (عملگر) كه جابميان هر دو مشاهده :7 نكته   شود.تعريف مي2

ˆكلي اگر به طور ˆ[A,B]   :داريم  ˆ ˆ( A) ( B) | [A,B] |        2 2 21
4  

) اسـت. در واقـع بـا توجـه بـه ايـن كـه        p) و تكانه خطي (xهاي يكسان مكان (لفهرابطه عدم قطعيت هايزنبرگ براي مؤرابطه عدم قطعيت تعميمي از اين 

[x,p] i  :داريم  ( x) ( p) | i | ( x) ( p)                
22 2 2 2 21

4 4
    

  پردازيم:بعدي) مي 1سائل كيد بر مي روابط بسيار مهم و اساسي (با تأدر اين قسمت به مرور برخ
)دهنديك تابع موج نسبت مي mـ در مكانيك كوانتومي به هر ذره مادي به جرم 1 )       كه عمومـاً وابسـته بـه مكـان و زمـان اسـت( (x, t))   و در

i  كند:معادله شرودينگر صدق مي (x, t) (x, t) V(x, t) (x, t)
t m x

 
     

 

2 2
22

  
,V(xوقدر رابطه ف t).(انرژي) پتانسيل ذره است ،  

,x)ـ تعبير فيزيكي تابع موج2 t) احتمال يافتن ذره جايي ميان {  شود:با تعبير احتمالاتي بورن داده ميx وx dx  در لحظه| (x, t) | dx { 2t  
به ازاي هر متغير از رابطه Pـ مقدار ميانگين يك توزيع گسسته با ضريب احتمال 3

j

f ( j) f ( j)P( j)   آيد.دست ميه ب  

اشـد. شـرط   واقع باشد، توابع موجي مورد قبول هستند كه به واحد، بهنجار شـده ب » جايي«ـ بنابر اصل پايستگي احتمال و اين كه در هر حال ذره بايد در 4

|  توان به صورت مقابل بيان كرد: بهنجارش را مي (x, t) | dx



  2 1  

هستند. تمامي متغيرهاي ديناميكي ديگر به صـورت تـوابعي از ايـن     )pو تكانه خطي ( )xـ مهمترين متغيرهاي ديناميكي در مكانيك كوانتومي، موقعيت (5

x  آيند:دست مي هب مقابلشوند. مقادير چشمداشتي متغيرهاي ديناميكي از روابط ميظاهر  (Q(x,p))دو متغير x | (x, t) | dx



    2  

*p i ( (x, t) (x, t))dx
x






     

  

*Q(x,p) (x, t)Q(x, i ) (x, t)dx
x






     

   



   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   35  2و  1كوانتوم  مكانيك 

   
  سومفصل 

 »معادله شرودينگر مستقل از زمان«

 
   معادله ويژه مقداري انرژي ):1درسنامه (

  
  

  معادله ويژه مقداري شرودينگر     

توان معادله را با روش جداسـازي متغيرهـا حـل كـرد؛ در ايـن روش      در معادله شرودينگر هرگاه تابع انرژي پتانسيل وابستگي صريح زماني نداشته باشد، مي

,x)كنيم فرض مي t) (x)T(t)   :در اين صورت داريم   i (x, t) (x, t) V(x) (x, t)
t m x

  
     

 

2 2
22  

iEt iEt

i T (t) (x)
i (x)T (t) (x)T(t) V(x) (x)T(t) V(x)

m T(t) m (x)

i T (t)
E T(t) e (x, t) (x)e

T(t)

 

            



      

2 2

2 2

 

  


  

  كند:در معادله زير صدق مي (x)ثابت جداسازي است و  Eدر اينجا 

d (x)
V(x) (x) E (x)

m dx

 
    

2 2
22

  

  شود.شرودينگر خوانده ميرابطه بالا، معادله مستقل از زمان 

Ĥتوان به صورتمعادله شرودينگر مستقل از زمان را مي (H)ˆبرحسب عملگر هاميلتوني E  .بيان كرد  

  حالت متناظر آن است. ويژه و (H)ˆويژه مقدار عملگر هاميلتوني Eدر اين رابطه 
  ها يافتن ويژه مقادير و ويژه حالات است.شوند و منظور از حل آنبه طور كلي معادلات ويژه مقداري در فيزيك كوانتومي به وفور يافت مي

حاصل برابر با حاصلضرب يك ضريب ثابت به نـام ويـژه مقـدار    ) عمل كرده و f(x)) بر تابعي (مانند L̂در واقع در يك معادله ويژه مقداري، عملگري (مانند 
L̂  ) در خود تابع است:(مانند  f (x) f (x)   

 اي به جرمموج ذره در يك بعد تابع: 1مثالm و انرژي معين به شكل



x

xnx
(x) A( ) e

x


   آناست كه درA ،n وx هاي ثابت غيرصفر كميت

xهستند. انرژي پتانسيل اين ذره كه در حد  93(فوتونيك ـ سراسري   به صفر ميل كند كدام است؟( 

1 (n(n ) n
( )

m x xx




2
2

1 2
2 

  2 (n(n ) n
( )

m x xx




2
2

1
2 

  3 ((n ) n
( )

m x xx




2
2
1

2 

  4 (n(n ) n
( )

m x x x




2
2

1 2
2 

  

 :با استفاده از معادله ويژه مقداري شرودينگر داريم: » 1«گزينه  پاسخ  
d m

(V(x) E)
dx


   

2
2 2

2


d d
V(x) E (V(x) E)

m mdx dx

 
        

2 2 2 2
2 22 2

   

  



  

  

معادله شرودينگر مستقل از زمانفصل سوم:    36  كارشناسي ارشد يك مدرسان شريف رتبه

  را پيدا كنيم. V(x)داده شده را به دست آوريم و سپس با استفاده از معادلة بالا مقدار براي حل اين مسئله لازم است ابتدا مشتق دوم تابع موج
x x

x xn nAn x A x
( ) e ( ) e

x x x x

 
 1  

   

x x

x xn nd (x) x x
An( ) . e A( ) e

dx x x x x

 


   1 1 1 

   

x

xnx
(x) A( ) e

x


  


  

x x x x

x x x xn n n nd An (n ) x An x An x A x
( ) e ( ) e ( ) e ( ) e

x x x x x xdx x x x

   
   

    
2 2 1 1

2 2 2 2
1    

       
  

x x x

x x xn n nAn (n ) x An x A x
( ) e ( ) e ( ) e

x x x x xx x

  
 

  2 1
2 2

1 2  

     
  

d n(n ) n
[ ]

xxdx x x

 
   

2
2 2 2

1 2 1
 

e

x
n xd x n(n ) x n x

A( ) [ ( ) ]
x xdx x x x x

 
    

2 2
2 2 2 2 2

1 2 1  

   
   

  حال با استفاده از معادله شرودينگر داريم:
m n(n ) n

(V(x) E) [ ]
xxx x


    2 2 2

2 1 2 1
 

m n(n ) n
(V(x) E) [ ]

xxx x


      2 2 2

2 1 2 1
 

m(V(x) E) d

dx

 
 

2
2 2

2


  

n(n ) n
V(x) [ ]

m xxx

E
mx

 
 

 
  


2
2

2
2

1 2
2

2








  

 

و  gو fاين خاصيت را دارند كه بـه ازاي توابـع  (L)ˆشوند. عملگرهاي خطياميده ميرده خاصي از عملگرها وجود دارند كه عملگرهاي خطي نعملگر خطي: 
ˆ  :bو aاعداد ثابت (مختلط) ˆ ˆL(af bg) aLf bLg    

*الحاقي يا هرميتي است اگرخود L̂عملگر خطيعملگر هرميتي:   *ˆ ˆL dV (L ) dV      1 2 1 پذير مجـذوري  توابع انتگرال2و1آن كه در 2
  اند.دلخواه

هم نهي برقرار اسـت و ويـژه مقـادير حقيقـي     و خطي باشند. در اين حالت اصل برالحاقي ومي لازم است كه همه عملگرها خوددر مكانيك كوانت :1 نكته 
  د. در نتيجه مقدار چشمداشتي حقيقي خواهد بود.هستن

* * * * *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆL L dV (L ) dV [ (L )dV] L                

 ياگر تابع موج يك دستگاه فيزيكي در لحظه :2مثالt  وt T 95تونيك ـ سراسري و(ف  حقيقي باشد، ويژه مقادير انرژي اين دستگاه كدام است؟(  

1 (nh

T
nكه  , , ,...  1 2  2 (nh

T2 كهn , , ,...  1 2  

3 (h
(n )

T


1
nكه 2 , , ,...  1 2  4 (h

(n )
T


1
2 nكه 2 , , ,...  1 2  

 :اگر تابع موج را »2«گزينه  پاسخ(x) در نظر بگيريم، در لحظهt :تحول زماني تابع موج عبارت خواهد بود از  
iEt

(x , t) (x)e


     

نتيجه به صورت Tكه در لحظه مشخص
iET

(x ,T) e (x)


    آمد. با توجه به معادله شرودينگر (معادله ويژه مقداري) داريم:درخواهد  
iET

H E He (x) E (x)


        

يعني ويژه توابع انرژي متناسب با
iET

e

  .هستند. بنابراين بايد اين كميت يك مقدار حقيقي باشد  

iET
T ET

e cos isin
 

 
 

  

ETد بايدبراي اينكه اين كميت حقيقي باش
sin  


ET    شود.  ET n n h nh

sin n E
T T T

 
       

2 2


 
  

nبايد برقرار باشد؛ يعنيnكه به ازاي همه مقادير صحيح ; ; ,  1 2 .  
  



   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   37  2و  1كوانتوم  مكانيك 

 ذره در جعبه نامتناهي يك بعدي     

  پردازيم:عادله مستقل از زمان) براي پتانسيلي به شكل زير ميدر اين بخش به حل معادله ويژه مقداري شرودينگر (م
, x a

V(x)
,

   
 

  

d (x)
V(x) (x) E (x)

m dx

 
    

2 2
22  

xدر ناحيه aوx  هاي معادله شرودينگر مستقل از زمان صفر است: ، جواب( (x) )   قع در نـواحي كـه پتانسـيل نامتنـاهي باشـد امكـان       در وا
  حضور ذره وجود ندارد.

V(x)در ناحيه داخل چاه كه براي آن    معادله شرودينگر به صورت ،d (x) mE
(x)

dx


  

2
2 2

2 


E)هـاي منفـي   آيد. به ازاي انرژيدر مي  )  

x)هايي از جنس توابع هيپربوليك هستند و در مرزهاقابل قبولند چرا كه جوابلحاظ فيزيكي غير معادله بالا به هايجواب a) صفر خواهنـد  مقداري غير
  كند.داشت كه پيوستگي تابع موج در مرز را نقض مي

E)هاي مثبت به ازاي انرژي ) ر دهيم اند و اگر قراها نوسانيجوابmE
k 


2

2
cosدر اين صورت 2 kxو(x) sin kx    جوابي كه شـرايط مـرزي .

( (x ) (x a) )       آورده سازد سينوسي است و از اين رو: را بر(x) Asin kx اي را جـه بينيم كه اعمال شرايط مـرزي نتي . در اينجا مي
xزند كه مشابه كلاسيكي براي آن وجود ندارد و آن كوانتش انرژي است. در واقع در مرزدر مكانيك كوانتومي رقم مي a،(x) بايد صفر شود از اين رو

sin ka   و بنابراينka n  عبارتي  و بهn
k

a


  كه در آنn , , ,1 2 3 .  

n  آيد:بدست ميEوkبا توجه به رابطه ميان
n

E ;n , , ,
ma


 

2 2 2
2 1 2 3

2
   

توانـد مقـادير   هاي ذره در چاه كلاسيك كـه مـي  كند (برخلاف انرژيتغيير ميشود كه انرژي ذره در جعبه نامتناهي به صورت گسسته از رابطه بالا ديده مي
  پيوسته به خود بگيرد.)

 ن اسـت كـه در مكانيـك كلاسـيك     هاي اساسي آن با مكانيـك كلاسـيك در اي ـ  هاي خاص مكانيك كوانتومي و تفاوتيكي ديگر از ويژگي  :2 نكته 
v)در جعبه) مربوط به ذره ساكن كمينه انرژي ذره ( )  با انرژيE   ذره در جعبه نتومي كمينه انرژي براي كه در مكانيك كوااست در حالي

E  صفر دارد و به انرژي حالت پايه موسوم است: نامتناهي مقداري غير
ma




2 2
1 22

  

nهاي بهنجار ذره در جعبه از رابطهط بهنجارش در نهايت، ويژه حالتبا استفاده از شر
n x

(x) sin
a a


 

nبا2 , , ,1 2 3  آيند.به دست مي  

E)حالت با انرژي كمينه  xشود: حالت پايه خوانده مي 1(
(x) sin

a a


 1

2  
  به ازاي چند حالت اوليه ترسيم كرد:ها را توان ويژه حالتمي
  
  
  
  

  

داشـتي  يابد. در واقـع مقـدار چشـم   شود، انرژي افزايش ميها بيشتر ميچه خميدگي جوابشود هرهاي بالا ديده مياز شكل طور كههمان :3 نكته 

dانرژي جنبشي از رابطه (x)
T dx | |

m dx


   

2 2
2
 چه تغييـرات  طور كه مشخص است هرمانآيد. هبدست مي    نسـبت بـهx    بيشـتر باشـد

d(يعني 

dx

 تر است.تر باشد). متوسط انرژي ذره بزرگبزرگ  

*عبارت ديگر  كنند. بهويژه توابع ذره در جعبه در رابطه راست ـ هنجاري صدق مي  :4 نكته 
n m nmdx (x) (x)       ويژه توابع مربـوط بـه )

nmتابع دلتاي كرونكر است كه به صورت  nmجا ويژه مقادير متفاوت، متعامدند). در اين
n m

n m


   

1


  شود.تعريف مي 

در جاهاي ديگر

V(x)

V   V  V 0

a0
x

0 a
x

(x)

 (x);E1 1

(x)

0 a x

(x); E E 2 2 14

(x)

0 a
x

(x); E E 3 3 19
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 ــال ــد   :3مث ــا بع ــرت ب ــاي هيلب ــك فض ــتگاهيNدر ي ــاميلتوني دس n، ه n
ˆH | |     1  ــه ــت، ك mاس m| mm        

mو , , , ... , N  1 2  )95تونيك ـ سراسري و(ف  ها كدام گزينه است؟ي تبهگني آناست. ويژه مقادير انرژي اين دستگاه و مرتبه mو 3

1 ( با درجه تبهگنيN    
Nبا درجه تبهگني غيرتبهگن و 1) 2 1    
3 ( و 2تبهگن به ترتيب با درجه تبهگني 1وN  2   
4 (1 غير) با درجه تبهگني 1تبهگن)، وبا درجه تبهگني يكN 1    
 :با استفاده از معادله ويژه مقداري داريم: »4«گزينه  پاسخ  H | E |   

  توانيم بنويسيم:براي هاميلتوني مشخص شده در صورت مسئله مي

m n n m m n nm| | | | |          1 1 
m m m| E |    m m m n nH | E | { | |}       1   

nتواند رخ دهد يادو حالت مي m است و ياn m  كنيم.جداگانه بررسي ميكه دو حالت را  
mبراي n :داريم  n n m n n n nn n n m nH | E | | | ( ) | E |             1 1  

n  كه فقط يك امكان دارد يعني تبهگني يگانه دارد. mE   1  
mبراي  n :داريم  m n m mH | E |    

nm
m m mn m n m m| | | E |

 
       1 1  

nتبهگني آن به اندازه بعد سيستم به جز حالتكه  m است. يعنيN 1 .گانه  n mE  1  
pبراي ذره در جعبه نامتناهي   :5 نكته      .است  

nگي زماني هر ويژه حالت با توجه به اين كه وابست (x)  با
nE t

i
e

 هاي ذره در جعبه (نامتناهي) را به صورت زير نمايش داد:توان حالتشود، ميداده مي  

nE t
i n

i tn n ma
n

n n

(x, t) (x)e n x
(x, t) sin e

a an n x
E ; (x) sin

a ama

 



      

     

2 2
22

2 2 2
2

2
2

2




  

nهاي حالت (x, t) هايي وابسته به زمان نيسـت و همـواره   ت اين نامگذاري آن است كه چگالي احتمال چنين حالتهاي مانا (پايا) موسومند. علبه حالت

  ثابت است:
n nE t E t

i i* * *
n n n n n n n n nP (x, t) | (x, t) | (x, t) (x, t) (x)e (x)e (x) (x) | (x) |


            2 2   

Eي وجود ندارد (هاي مانا عدم قطعيتي در انرژهر حالت مانا انرژي كاملاً معين مخصوص به خود را دارد؛ به عبارتي براي حالت  :6 نكته   (  
  هاي انرژي ذره در چاه پتانسيل نامتناهي بدست آوريم:در اينجا مناسب است رابطه عدم قطعيت را براي ويژه حالت

x x x      2 pو 2 p p      2 2  
xابتدا  آوريم:را بدست مي  

a a a a
*
n n

n x n x n x n x
x dx (x)x (x) dx sin x sin x sin ( )dx x( )( cos )dx

a a a a a a a a

   
           22 2 2 2 1 212  

  
a a aa an x x a n x a n x

{ xdx x cos dx} { [x sin ] sin dx}
a a a n a n a

  
    

   
21 2 1 2 2

2 2 2   
  

aa a a a n a a
{ sin n ( )cos } x

a n n n a


         

  

2 21 222 2 2 2 2 2
  

  شود:نيز به همين ترتيب محاسبه مي x2داشتيمقدار چشم
a a

*
n

n x n x
x dx (x)x (x) dx sin (x ) sin

a a a a

 
      2 2 22 2

 
  

a a a an x n x n x
x sin ( )dx x ( )( cos )dx { x dx x cos dx}

a a a a a a  
  

       2 2 2 2 22 2 1 2 1 212  
aa ax a n x a n x

{ [x sin ] sin ( xdx)}
a n a n a

 
  

  
3 21 2 2 23 2 2  

  



 
نوسانگر كوانتوميفصل چهارم:  62  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

  مچهارفصل 
 »نوسانگر كوانتومي«

 
  ا توصيف عملگرينوسانگر ب ):1درسنامه (

  
  

رو حـول نقطـه تعـادل خـود     واقع در پتانسيل سهمي شـكل ماننـد روبـه    mاي به جرم ذره
  دهد.  (كمينه انرژي پتانسيل) حركت رفت و برگشتي انجام مي

  نقاط برگشت كلاسيك هستند.   mxوmxنقاط 
اي) آويـزان از  تواند شامل جرمـي (نقطـه  مي كلاسيكي هايي از نوسانگر هماهنگ سادهمثال

و يا جرم متصل به فنـري كـه    ي نوسانات كوچك)(در محدوده ريسماني (بدون جرم) باشد
  تعادل خارج شده است: روي سطح بدون اصطكاكي از حالت

  

ها است. دو روش مرسـوم بـراي حـل    كنيم: هدف يافتن ويژه مقادير انرژي و ويژه حالتله نوسانگر هماهنگ كوانتومي را در يك بعد بررسي ميدر اينجا مسأ
  پردازيم.تنها به روش دوم يعني روش عملگري مي ،در اين فصلمسأله نوسانگر وجود دارد: روش تحليلي و روش عملگري، 

ˆp̂تعادل خود جابجا شده است با رابطه  هاز نقط xكه به اندازه  mبه جرم  هاميلتوني نوسانگر هماهنگي ˆH k x
m

 
2 21

2 (ثابـت فنـر) را    kشود، داده مي 2

)ي آن ا) و بسامد زاويهmتوان برحسب جرم ذره (مي )  به صورتk m 2 :نوشت. در اين صورت  p̂ˆ ˆH m x
m

  
2 2 21

2 2 

ˆپتانسيل  ˆV(x) m x 2 21
بـه صـورت   هـا جـواب است: بنابراين  مستقل از زمان 2

niE t

n n(x, t) (x)e


      بـه دنبـال ويـژه توابـع      .خواهنـد بـود

n
(x)  و ويژه مقادير انرژيnE  ،به صورتيراك ري دادگذااز نمهستيمnĤ | n E | n   كنيم واستفاده مي| n است.ها هستند، ويژه حالت  

  عملگرهاي نردباني

  كنيم:را به صورت زير تعريف مي â†و âبراي حل مسأله نوسانگر هماهنگ دو عملگر
†ˆ ˆm p m p

ˆ ˆˆ ˆa x i , a x i
m m

 
   

 2 22 2  
 

|را عملگرد نابودي (پايين آورنده) ويژه حالت âعملگر  n و عملگر†â  را عملگر آفرينش (بالا برنده) ويژه حالت| nنامند.مي  

 د.پذيرهاي فيزيكي باشنتوانند نمايانگر مشاهدهن رو نمي(عملگرهاي نردباني نوسانگر هماهنگ) هرميتي نيستند از اي â†و âعملگرهاي : 1نكته  

†        ها  به صورت روبرو است:شوند، در واقع رابطه جابجايي آنبا هم جابجا نمي â†و âهاي عملگر: 2نكته  † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[a ,a ] aa a a  1 

  
  
  

E

x
mxmx x

V(x)

 (نقطه تعادل)

m
 فنر

m

 ريسمان
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 در مسئله نوسانگر هماهنگ يك بعدي به جرم  :1ثالمm ايو بسامد زاويه  ،اگر عملگر مكـان
 

m i
a x p

m


 

2 2
ضـريب ثـابتي    kو 

ikx[aجاگرباشند، حاصل جابه ,e   )93(فوتونيك ـ سراسري   كدام است؟ [

1 (ik
m2
  2 (ikxik e

m
  3 (ik

m
  4 (ikxik e

m2
  

 :جاگربراي محاسبه جابه » 4«گزينه  پاسخikx[a ,e   مقدار را محاسبه كنيم. pو xجاييتوانيم با استفاده از جابهبه راحتي مي [

ikx ikxm i
[x ,e ] [p,e ]

m


 

2 2 
ikx ikxm i

[a ,e ] [ x p,e ]
m


 

2 2 
  

x]با استفاده از دو رابطه ,f (x)]   وdf
[p,f (x)]

i dx

 :خواهيم داشت  

ikx ikx ikxi
[a ,e ] ike ik e

i mm
    

 22
 


  

  به صورت زير به دست آورد:âو نابودي  â†را برحسب عملگرهاي آفرينش  (p)ˆو تكانه خطي  (x)ˆتوان عملگرهاي مكان مي: 3نكته  
† †m

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆx̂ (a a ) , p i (a a )
m


    

2 2
 

 

ˆ†به صورت  â†و âهاميلتوني نوسانگر هماهنگ ساده برحسب  و ˆ ˆH (a a )  
1
2 .در خواهد آمد  

  نقش عملگر تعداد

ˆ†عملگر  ˆa a  را عملگر تعدادN̂ نامند. مي† ˆˆ ˆ(a a N) ي است. عملگري هرميت ،عملگر تعداد†ˆ ˆ(N N)  پـذير  مشـاهده  يـك كميـت   دهكنن ـتوصـيف و
 فيزيكي است.

ˆ†و رابطه جابجايي  (N)ˆبا توجه به تعريف عملگر تعداد  :4نكته  ˆ[a , a ] 1 توان نوشت:مي               † ˆˆ ˆa a N 1 

  † †ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[H , a] a , [H , a ] a       
|اگر  n  ويژه حالتĤ  با ويژه مقدارnE  باشد، آنگاهâ | n  نيز ويژه حالتĤ  با ويژه مقدارnE   :است  

n n
ˆ ˆ ˆ ˆH | n E | n H(a | n ) (E )(a | n )          

âبنابراين  | n  متناظر با حالتي است كه انرژي آن به اندازه كاهش يافته است. به همين دليلâ نامند.را عملگر پايين آورنده (كاهنده) مي  
âرا بر حالت  âاگر مجدداً عملگر  | n ويژه مقدار انرژي به اندازه  ،اعمال كنيم2 روند كاهش در جـايي كـه حالـت پايـه اسـت قطـع        .يابدكاهش مي

|د، حالت پايه را با شومي  دهيم:نمايش مي  â |     

ˆ†  آيد:به اين ترتيب انرژي حالت پايه به دست مي ˆ ˆH | ( a a) | | E               
1 1 1
2 2 2 

است در حالـت كوانتـومي همـواره يـك انـرژي زمينـه        صفر برخلاف حالت كلاسيك كه كمينه انرژي مربوط به ذره ساكن در نقطه تعادل : 5 نكته 

) برابر با غيرصفر )
1
2  .وجود دارد  

|اگر  n  ويژه حالت عملگرĤ  با ويژه مقدار انرژيnE  باشد، در آن صورت†â | n حالت عملگر  نيز ويژهĤ مقدار انرژي با ويژه nE   :است  
† †

n n
ˆ ˆ ˆ ˆH | n E | n H(a | n ) (E )(a | n )          

â†بنابراين  | n  متناظر با حالتي است كه انرژي آن به اندازه  افزايش يافته است. به همين دليل†â نامند.ه) ميرا عملگر بالا برنده (افزايند  

|)بر حالت پايه  â†بار اعمال عملگر  nبا  ) ،n ،امين حالت برانگيخته(| n )  با ويژه مقدار انرژيn  
1
2  آيد.به دست مي  

nE  رو است:به صورت روبههماهنگ  به اين ترتيب ويژه مقادير انرژي نوسانگر (n ) , n , , , ,     
1 1 2 32 

  است.مقدار ثابت ير انرژي در نوسانگر هماهنگتوجه كنيد كه فاصله ويژه مقاد :6نكته 
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N توان از حالت پايه امين حالت برانگيخته نوسانگر هماهنگ را مي(| ) آوردبه دست  مقابلرابطه از  استفاده با:  † nˆ| n (a ) |
n!

  
1

 

(در اينجا 
n!

|ضريب بهنجارش حالت  1 n (است  

nmn  كنند: هاي نوسانگر هماهنگ در رابطه راست هنجاري صدق ميويژه حالت | m     

nm كرونكر است:  دلتايتابع  nm
, n m

, n m


   1

  

|)هاي انرژي نوسانگر هماهنگ ويژه كت:  7نكته  n ) هاي عملگر تعداد همان ويژه كتˆ(N) ارهاي با ويژه مقدn هستند:  
N̂ | n n | n , n , , , ,     1 2 3  

  بسط داد: ها آن توان برحسبرا مي |دهند، هر حالت دلخواه هاي نوسانگر هماهنگ تشكيل يك مجموعه كامل مياز آنجا كه ويژه كت
n

n

| c | n    

ncرابطه از  ncضرايب بسط  n |   آيند.به دست مي  
|احتمال قرار گرفتن سامانه در ويژه حالت : 8نكته  n  برابر با مجذور قدر مطلقnc :است  n nP | c | 2  
  برابر است با: |مقدار چشمداشتي انرژي (هاميلتوني) نسبت به حالت : 9نكته  

n n n
n n n

Ĥ E P (n ) | c | (n )| n | |             2 21 1
2 2  

 اي به صورت اگر حالت سامانه :2مثالi
| | | |      

1 2 21 2 33 3 |باشد، مقدار چشمداشتي انرژي اين سامانه كدام است؟ ( 3 n ها ويژه حالات

  اند)نوسانگر هماهنگ ساده

1 (
5

18   2 (
1
9   3 (

5
9   4 (

17
6   

 :احتمال يافتن ذره در حالت »  4«گزينه  پاسخ| n مجذور قدر مطلق ضريب  برابر| n  است اگر حالت|  درست بهنجار شده باشد بايد مجموع

n  شود: در اينجا: 1احتمالات برابر 
n

i
P P P P | | | | | |           2 2 2

1 2 3
1 2 2 1 4 4 13 3 3 9 9 9 

|پس مطمئن شديم كه   رويم:ن مقدار چشمداشتي انرژي ميتعيياينك به سراغ  .بهنجار است  

n
n

ˆ ˆH (n )P ( )P ( )P ( )P { } H                               1 2 3
1 1 1 1 3 1 5 4 7 4 171 2 32 2 2 2 2 9 2 9 2 9 6  

 

ˆبه صورت N̂توان برحسب عملگر تعدادهاميلتوني نوسانگر هماهنگ را مي:  10نكته   ˆH (N )  
1
2  .نوشت  

N̂  برقرار است: N̂و تعداد â، نابودي â†روابط عملگري زير براي عملگرهاي آفرينش: 11نكته   | n n | n    

†

â | n n | n (n , , )

â | n n | n (n , , , , N )

    

      

1 1 2
1 1 1 2 1
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  هاي نوسانگرحالت ):2درسنامه (
  

   فضاي مكان (تابع موج)      

(x)  شود: داده مي (x)با تابع موج  (x)در فضاي مكان |نمايش حالت x |     
  توان ويژه توابع نوسانگر هماهنگ ساده را به دست آورد:مي پس

(x) : حالت پايه x |     (x) : اولين حالت برانگيخته        ,           x |   1 1  

mبا حل تحليلي براي پتانسيل  x2 21
  آيند:هاي هرميت به دست ميايويژه توابع انرژي نوسانگر هماهنگ ساده متناسب با چند جمله 2

 : حالت اوليه

m x
m

(x) ( ) e




 


21
4 2 

 

 :nامين حالت برانگيخته

m x
n

n
m m d

(x) ( ) ( x ) e
m dxn!


 

  
 

21
4 21

2 2


 
 

 است شوند. در واقع حالت پايه زوجها به دو دسته فرد و زوج تقسيم مياست، جواب xاز آنجا كه پتانسيل نوسانگر هماهنگ تابعي زوج از : 12نكته  
  الي آخر. به همين ترتيب واست ، دومين حالت برانگيخته زوج است داولين حالت برانگيخته فر

)n عبارتام نوسانگر هماهنگ از  nپاريته ويژه حالت : 13نكته   )1 آيد.به دست مي  
ˆقع اوابع عملگر پاريته هم هستند، (در وويژه توابع نوسانگر هماهنگ، ويژه ت: 14نكته   ˆ[H , ]  هاي نوسانگر هماهنـگ پاريتـه خـود را    ) حالت

  ماند.كنند به عبارت ديگر حالتي كه از ابتدا فرد باشد، تا ابد فرد و حالتي كه در آغاز زوج باشد براي هميشه زوج ميحفظ مي
)هاي زير ويژه توابع در شكل (x))  و چگالي احتمال(| (x) | )   اند.هماهنگ ترسيم شدهبراي سه حالت اول نوسانگر  2

  

  
  د.كناست نفوذ مي» ممنوع«اي كه به لحاظ كلاسيكي تابع موج نوسانگر كوانتومي در ناحيه: 15نكته    

  پردازيم:خصوص ويژه حالات نوسانگر هماهنگ در يك بعد ميدر اينجا به بررسي چند نكته در
nˆـ حاصل 1 | x | m   جز برايn m 1 .صفر است  

† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆx (a a ) n | x | m n | a a | m { n | a | m n | a | m }
m m m

  
              

  2 2 2 

n ,m n ,mˆ{ m n | m m n | m } n | x | m { m m }
m m

 
                 

  1 11 1 1 12 2 

nˆتوان نشان دادمي ـ2 | p | m   جز برايn m 1 :مقداري برابر صفر دارد  
† † †m m m

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆn | p | m n | ( i) (a a ) | m i n | a a | m i { n | a | m n | a | m }
    

                2 2 2 

n ,m n ,m
m m

ˆi { m n | m m n | m } n | p | m i { m m } 
 

                1 11 1 1 12 2
 

 

mˆˆعبارتـ با استفاده از راست هنجاري ويژه حالات نوسانگر هماهنگ 3 |[x ,p] | n  بر براmni  در آن  است كهmn.دلتاي كرونكر است  
  تكانه خطي براي نوسانگر هماهنگ: هاي مكان ودم قطعيت ميان مولفهمحاسبه رابطه ع

| براي ويژه حالت p̂و x̂ يابيم كه مقادير چشمداشتيميدر بلافاصله 2و  1از نكات  n :نوسانگر هماهنگ صفر است  
ˆ ˆx n | x | n       ( n n 1 زيرا) 
ˆ ˆp n | p | n       ( n n 1  ( زيرا

x x

پتانسيل

(x) 2| (x)|
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  پنجمفصل 
 »اي و ذرات يكسانهاي بس ذرهمانهسا«

 

 تكانه و تابع موج كلي  ):1درسنامه (

  
  پردازيم. هاي كوانتومي بيش از يك ذره و در يك بعد ميفصل به مطالعه سامانهدر اين 

  مقدمه
  

N(xذره با تابع موج  Nشامل اي كلي سامانهبه طور ,x , ,x t) 1   نجار شده است: به زيرد كه به شكل شومشخص مي 2

N Ndx dx dx | (x ,x , , x t) |      2
1 2 1 2 1  

N| (x ,x , , x t) | 
2

1   است.  tو در لحظة  Nxدر مكان  Nذره  و ... و x2در مكان  2، ذره  x1در مكان  1چگالي احتمال يافتن ذره  2
  شود: داده مي راي با معادله شرودينگذره Nاي سامانه موج تحول زماني تابع

  N N
ˆi (x ,x , , x t) H (x ,x , , x t)

t
  

    
 1 2 1 2  

  شود: داده مي زيريلتوني سامانه است كه به صورت م، ها Ĥدر رابطه بالا عملگر 

  
N

i
N

ii

p̂ˆ ˆH V(x ,x , , x t)
m




  
2

1 2
1 2  

به صورت  ip̂ام يعني  iخطي ذره  در اينجا عملگر تكانه
i

i
x





 شود. در فضاي مكان تعريف مي 

  ، به عبارت ديگر: شوندشوند، با هم جابجا ميوقتي به ذرات مختلف مربوط مي ،كننداي را توصيف ميعملگرهايي كه مشاهده پذيرهاي تك ذره  :1نكته  
  i j ijˆˆ[x ,p ] i   

ij  شود: بوده و چنين تعريف مي كرونكردلتاي  ijدر رابطه بالا 
, i j

, i j


   

1  

 است؟  نادرستكدام گزينه   :1مثال  
1 (ˆˆ[x ,p ] i1 1   2 (ˆˆ[x ,p ] 1 2   3 (ˆˆ[x ,p ] i2 3   4 (ˆˆ[x ,p ] 3 1   

 :براي عملگرهاي مكـان  اين كه با توجه به  »3«گزينه  پاسخˆ(x)  خطـي  تكانـه و ˆ(p)  دو ذرةm  وn   رابطـهn m nmˆˆ[x ,p ] i     ،برقـرار اسـت
x]ˆˆروشن است كه  ,p ] 2 3  نادرست است و بنابراين پاسخ صحيح به اين مثال است.  3هاي موجود، گزينه و بنابراين ميان گزينه  

  



 
اي و ذرات يكسانهاي بس ذرهسامانهفصل پنجم:  82  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

NV(xاي به طور كلي با عبارت ذره N(انرژي) پتانسيل يك سامانه  ,x , ,x t) 1 شود؛ چنانچـه پتانسـيل مسـتقل از زمـان باشـد و      داده مي 2
هاي الكتريكي و مغناطيسي خارجي) وجود نداشته باشند، انرژي پتانسـيل تنهـا بـه    هاي گرانشي زمين يا ميدانهاي خارجي (مانند ميدانميدان

  فاصله نسبي ذرات بستگي دارد: 
  N NV V(x x ,x x , ,x x )   1 2 2 3 1 

iدر غياب ميدان خارجي) به صورت( ني) پتانسيلي كولهامانند نيرو( در مورد نيروهاي دو جسمي :2نكته   j
i j i

V V(x x )


 1
  آيد. درمي 2

iي يجابجـا ( ) تحت انتقالVاز جمله پتانسيل ( هاي مهم فيزيكيكلي در غياب عوامل خارجي، تمام كميتبه طور  :3نكته   ix x a (  انـاورد 
  و بستگي پتانسيل به فاصله نسبي ميان ذرات پيامد اين واقعيت است.  مانندميباقي (يكسان) 

ماند. همين نتيجه در مكانيك كوانتومي نيز صادق است و اين اي پايسته ميذره Nدر مكانيك كلاسيك و در غياب نيروهاي خارجي تكانه خطي يك سامانه 
 يكسان ذرات است. هاميلتوني تحت انتقال  مطلب ناشي از ناوردايي

  تكانه خطي كل در مكانيك كوانتومي

  شود: شود و چنين تعريف ميداده مي P̂اي در مكانيك كوانتومي با عملگر ذره Nتكانه خطي كل يك سامانه 

  
N N

i
ii i

ˆ ˆP p i
x 


  

 
1 1

 

اي تحـت انتقـال   د انتقال فضايي است و چنانچه هاميلتوني يـك سـامانه بـس ذره   لك كوانتومي عملگر تكانه خطي موكلي در مكانيبه طور  :4نكته  
ˆشود: با عملگر تكانه خطي كل، جابجا مي )يعني هاميلتوني( بماند به اين معناست كه اين عملگر ناوردا ˆ[H,P]    .  

واجد ايـن شـرايط اسـت)،     P̂چنانچه( چنين است) و با هاميلتوني جابجا شود P̂چنانچه در مورد ( ي صريح زماني نداشته باشددانيم هرگاه عملگري وابستگاما مي
 . خواهد بودثابت حركت 

ˆرابطه عملگري  :5نكته   ˆ[H,P]   دهد كه تكانه كلنشان ميP̂ اي، ثابت حركت است. اين يك پيامد بسيار مهـم  مربوط به يك سامانه بس ذره
 ـو ناوردا هسـتند  انين فيزيكي تحت يك جابجايي ثابت، ايي وجود ندارد، يعني قودحكمي درباره ماهيت فضا است. اين حكم كه مبو  ه يـك قـانون   ب

  قانون پايستگي تكانه خطي كل) ( شود.نجر ميپايستگي م
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   ايسامانه دو ذره ):2درسنامه (
  

  دهيم:  پردازيم؛ اين كار را براي دو حالت انجام مياي يعني سيستمي شامل تنها دو ذره ميترين سامانه بس ذرهدر اين قسمت به ساده
  كنش متناسب با فاصله دو ذره از هم كنشي با انرژي برهماي برهمذرهسامانه دو  -2كنش      اي بدون برهمسامانه دو ذره -1

  
  

  كنشبدون برهم ايسامانه دو ذره
 

V(xكنشي ندارند (بـه عبـارتي   با هم اندر ذرات آن غير يكسان) منزوي كه( اييك سيستم دو ذره ,x ) 1 2 (    شـوند.  در واقـع دو ذرة آزاد محسـوب مـي

ˆ  درخواهد آمد:  مقابلن سامانه به صورت هاميلتوني اي ˆp p
Ĥ { }

m m m mx x

  
   

 

2 2 2 2 2
1 2

2 21 2 1 21 2

1 1
2 2 2 

برابر با حاصل ضرب  x2در مكان  2و ذره  x1در مكان  1كنشي با يكديگر ندارند، چگالي احتمال يافتن ذره دو ذره هيچ برهماز آنجا كه   :6نكته  
P(x  اي است، به بيان ديگر داريم: هاي احتمال تك ذرهچگالي ,x ) P(x )P(x )1 2 1 2  

  ها مستقل از يكديگرند.رابطه بالا به اين معناست كه چگالي
  ذره است:  دواي وابسته به رهضرب دو تابع موج تك ذكنش برابر با حاصلاي بدون برهمذره دوپيامد رابطه فوق اين است كه تابع موج سامانه 

  (x , x ) (x ) (x )   1 2 1 1 2 2  
  اي غير بر هم كنشي به شكل زير درخواهد آمد: به اين ترتيب معادله حاكم بر يك سامانه دو ذره

( ) (x ,x ) E (x ,x ) (x ,x ) (x ) (x )
m mx x

  
         

 

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 22 21 21 22 2  

  رابطه بالا با روش جداسازي متغيرها قابل حل است، نتيجه دو معادله زير است: 
d (x ) d (x )

E (x ) , E (x ) E E E
m mdx dx

 
        

2 22 2
1 1 2 2

1 1 1 2 2 2 1 22 21 21 22 2
   

  يم: دآورهاي آن را بدست معادلات بالا، معادلات حاكم بر دو ذرة آزاد است كه در فصول قبل جواب
ik x ik xm E m E

(x ) e ; k , (x ) e ; k   1 1 2 22 21 1 2 2
1 1 1 2 2 22 2

2 2 
 

  

ik  آيد: كنشي بدست مياي غير بر همه يك سامانه دو ذرهبه اين ترتيب تابع موج توصيف كنند x ik x(x , x ) Ce   1 1 2 21 ، به طوري كه تابع موج كـل از  استاي ذره 1سامانه  Nكنشي، قابل تحويل به غيريكسان) غير برهم( ذره Nهاي شامل كلي سامانهبه طور  :7نكته   2
  آيد: اي بدست ميهاي تك ذرهاي و انرژي كل از حاصل جمع انرژيك ذرهتضرب توابع موج حاصل

  N N N N(x ,x , , x ) (x ) (x ) (x ) E E E ... E          1 2 1 1 2 2 1 2  
و  m1و x1را به ترتيب بـا  1كنيم: اگر مكان و جرم ذره مييكسان را در چارچوب مركز جرم و مختصات نسبي بررسي كنش و غيرسأله دو ذره بدون برهمم

  آيد: بعد به صورت زير بدست مي 1آنگاه مختصات مركز جرم در  ،نمايش دهيم m2و x2را به ترتيب با 2همچنين مكان و جرم ذره
x) ( فاصله ميان دو ذره  x x 1 2  

m( مختصه مركز جرم)  x m x
X

m m





1 1 2 2

1 2
  

m   تعريف كرد: مقابلرا به صورت  kبي نس عدد موج و Kتكانه خطي) كل ( د موجدتوان عبه  همين ترتيب مي k m k
K k k k

m m


   


2 1 1 2

1 2
1 2

  

iKXآيد: اي بدست ميذره دوبه اين ترتيب تابع موج اين سامانه  ikx(x ,x ) Ce e 1  iKXeيك ضريب ثابت است). در اين رابطه عامـل   Cدر اينجا ( 2

K  چنين است:  Eتابع موج داخلي است. انرژي كل سامانه، يعني ikxeدهد و حركت مركز جرم را نمايش مي k
E

M
 



2 2 2 2

2 2
    

M)جرم كل سامانه Mدر رابطه بالا  m m ) 1 جرم كاهش يافته است كه به صورت  و 2
m m

 
 1 2

1 1 انرژي يـك   ،له اولمشود. جتعريف مي 1

mاي به جرم سيستم دو ذره m1 Pاست كه آزادانه با تكانه كل  2 K (k k )  1 2  اي آزاد بـه جـرم   انرژي تك ذره ،كند و جمله دومحركت مي
 نه است كه با تكاp k   .جرم كاهش يافته  :8نكته   در حركت است( ) هايهمواره از هر يك از جرمm1 وm2 ماننـد ( راماي يكي از اج ـكوچكتر است. چنانچه در يك مسأله دو ذرهm1(  از

m)جرم ديگر   ) است و جرم كل تقريباً برابر با جرم بزرگتر است:  m2يعنيه تقريباً برابر با جرم كوچكتر (بسيار بزرگتر باشد، در اين صورت جرم كاهش يافت 2(
M m

m m
m


  

1
1 2

2




  
  

x
    1x

x
X 2x
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  كنش متناسب با فاصله دو ذره از همكنشي با انرژي برهماي برهمسامانه دو ذره
  
  

 هاي ميان ذرات تابع فاصله ميـان در اينجا تمام برهمكنش است. به اين صورتكنش كولني همها تابع فاصله ميان ذرات است؛ برها در بسياري از موارد تنكنشبرهم
كنش متناسب با فاصله است. به اين ترتيب هاميلتوني يـك  اي با برهماز يك سامانه دو ذرهك پروتون و يك الكترون) نمونه بارزي است. اتم هيدروژن (شامل يها آن

H    است: مقابلبه صورت  دارد اي با پتانسيلي كه تنها به فاصله نسبي دو ذره بستگيسيستم دو ذره V(x x )
m mx x

 
    

 

2 2 2 2
1 22 21 21 22 2

   

x) ، معادله حاكم بر تابع موج سامانه،با توجه به هاميلتوني بالا ,x ) 1   عبارتست از:  2

Ĥ (x , x ) E (x ,x ) ( ) (x , x ) V(x x ) (x , x ) E (x ,x )
m mx x

  
           

 

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 21 21 22 2  

V(x  خواهد بود: xكنيم. به اين ترتيب پتانسيل تنها تابع در اينجا مجدداً از مختصات مركز جرم و فاصله نسبي استفاده مي x ) V(x) 1 2   
iKX(x,X)  آيد: درمي زيرترتيب تابع موج سامانه به صورت  ذره آزاد حركت خواهد كرد. به اينبه مانند يك همچنان  Xو مركز جرم  e (x)   
  كند:  تابع موج داخلي است كه در معادله زير صدق مي (x)در رابطه بالا

 :  dداخلي و انرژي اي به جرمذره تكمعادله شرودينگر  (x)
V(x) (x) (x)

dx


    



2 2
22

  

K  عبارتست از: در اينجا 
E

M
  

2 2

2  
  انرژي كل است. Eدر رابطه بالا 

 دو الكترون هريك به جرم  :2مثالem بعديدر نظر بگيريد كه حالت اسپيني يكساني دارند و تحت پتانسيل يك     V | x x | a
V(| x x |)

   
  

1 2
1 2  

  )90(فيزيك ـ سراسري          است. Kترين تراز انرژي حالت سيستم دو الكتروني كدام است؟ فرض كنيد عدد موج دوبروي مربوط به تكانه كل دو الكترون قرار دارند. پايين

1(
ee

h K
V

mm a
 

2 2 2
2 24 

  2( 
ee

K
V

mm a
 

2 2 2
2

5
4 

   3( 
ee

K
V

mm a
 

2 2 2
2

5
2 

   4( 
ee

h K
V

mm a
 

2 2 2
2 44 

  

 :كنيم:شود استفاده مياز تبديل مختصات كه به صورت زير تعريف مي » 4«گزينه  پاسخ  
e

e

M m m m

m

m m

  

    

1 2

1 2

2
1 1 1

2
   ;  

x x x

m x m x
X

m m

 
   

1 2
1 1 2 2

1 2

  

E E E E[ V ] u (x ,x ) Eu (x , x ) [ V ]u (x,X) Eu (x,X)
m m Mx x X x

     
      

   

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 22 2 2 21 21 22 2 2 2 

     

| x | | x x | a | x | a    1 2  
Eu (x,X) (X) (x)    

  از جداسازي متغير معادله شرودينگر فوق داريم:

c

r

c r

d (X)
E (x) (I)

M dX

d (x)
V (x) E (x) (II)

dx
E E E







 
 


      


  



2 2
2

2 2
2

2

2  

iKXc  گيريم:نتيجه مي Iاز معادله 
c

e

ME K
K (X) e E

m
     

2 22
2

2
4



  

r  داريم: IIو از معادله 
n

E V
a


  



2 2 2
22 


  
rq (V | E |)

y qa

y n


 


 

2
2

2



  

minr
e

E V
m a


 

2 2
2 
  

hبا توجه به رابطه  
2 :داريم  

e ee e

K K h
E V E V

m mm a m a


       

2 2 2 2 2 2 2
2 24 4 4 

    

 جاهاي ديگر
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  ششمفصل 
 »مباني رياضي و اصول موضوعه مكانيك كوانتومي و نمادنگاري ديراك«

 

 

 اي توضيحات پايه ):1درسنامه (
  

  استفاده خواهيم كرد. بِرا وكت  بسياري از جاهاي ديگر كتاب از نمادنگاري در در اين فصل و

  فضاي كت
  

خواننـد و  . چنين برداري را كت ميشودداده مي نمايش ،لت واقع در يك فضاي برداري مختلطتوسط يك بردار حا ،يك حالت فيزيكي ،در مكانيك كوانتومي
  تمام اطلاعات در مورد حالت فيزيكي را در بر داشته باشد.ود چنين كت شدهند. فرض مينمايش مي |با

|    توان با هم جمع كرد، حاصل يك كت جديد است:ـ دو كت را مي | |      
(c)  ضرب كرد، حاصل كتي جديد است: cرا در يك عدد (به طور كلي مختلط)  |توان ـ مي | c |     
c  كند:اصل هيچ تفاوتي نميتواند سمت چپ و يا راست كت قرار بگيرد، حميcعدد | | c    

c)صفر باشد cدر حالت خاصي كه ) نامند.كت حاصل را كت پوچ مي  | | 0    
c)و|است كه  مبني بر اين ،ـ يكي از فرضيات فيزيكي )c | در فضـاي  » جهـت «به عبارت ديگر تنهـا   ؛دهندحالت فيزيكي يكساني را نمايش مي
  برداري حائز اهميت است.

كلي يك عملگر از سـمت چـپ   ، در فضاي برداري مفروض نمايش داد. به طور Âتوان توسط يك عملگر، مانندپذير (مانند تكانة خطي) را ميـ يك مشاهده
ˆ  كند:  بر يك كت عمل مي ˆA(| ) A |    
Âـ به طور كلي حاصل |يك ثابت ضرب در|تهـاي عملگـر  اي وجود دارند كه به ويـژه كـت  هاي ويژهنيست. با اين وجود كÂرا هـا  آن سـومند، مو

|با a , | a , | a ,    را دارند:  روروبهدهيم و ويژگي نمايش مي  ˆ ˆA | a a | a , A | a a | a ,            
aدر اينجا '،a،a د اعداو مجموعة  عدد هستند …وa '،a،a كه به طور فشرده به صورت …و{a } مجموعة ويـژه مقـادير    ،شوندنمايش داده مي
  م است.موسو ،يك ويژه كت، به ويژه حالت بهفيزيكي منتسب  د. حالتنشوده ميخوانÂعملگر

ت   مـي » پوشـانده «Aپـذير كـت مشـاهده  ويـژه Nبعدي كـه توسـط  Nـ در يك فضاي برداري  تـوان بـه صـورت   را مـي  |دلخـواه   حالـت  شـود، هـر كـ

a
a| c | a

     د.بسط داac .يك ضريب مختلط است  

  هاي داخليفضاي برا و ضرب
}وگان فضاي وجود دارد. فضاي برا توسط ويژه براهاي دتصوير در فضايي  ،دهيمنمايش مي|، يك برا كه با|به ازاي هر كت a |}ر با ويژه ظكه متنا

|}هايكت a }شود. بِراي متناظر با كتهستند، ساخته مي c |،*c | است نهc |     ـ و اين نكته بسيار مهمـي اسـت. بـه طـور كلـي  راي متنـاظر  بِ
cبا | c |    به صورتc | c | 

     .است  
|  كنيم كه بِرا در چپ و كت در راست قرار داشته باشد:اي تعريف ميت را به گونهكضرب داخلي يك براوِ ( |).(| )      

  يك عدد مختلط است. ،به طور كلي حاصل ضرب داخلي
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  هاي داخليدو ويژگي بنيادي ضرب

|*ـ1 |    به عبارت ديگر ،| و|  ،ـ همواره2 ديگر هستند.هميوغ مختلط يك|     
|شوند هرگاهمتعامد خوانده مي|و|ـ دو كت     آن كه (به شرط| |    (  

|توان كت بهنجار مي|كت غير پوچ ـ با :را تشكيل داد| ( | )
|

  
 

|به طوري كه 1   1  

  عملگرها

  دهند.كنند، نمايش مياثر مي ي حالتهاپذيرها را با عملگرهايي كه بر روي كتدههي مشادر مكانيك كوانتوم
|)X̂كند و حاصل يك كت جديد است:ـ يك عملگر از سمت چپ بر يك كت اثر مي ) |    البته خود)|  (بايد كت حالت پوچ نباشد  

ˆهرگاه: ،را مساوي گويندŶوX̂ـ عملگر ˆX | Y |  كه در آن| تواند باشددلخواهي (به غير از كت پوچ) ميكت  هر.  
X̂داشته باشيم:|هكت دلخواهر هرگاه براي  ،نامندرا عملگر پوچ ميX̂ـ عملگر |    

ˆ  پذير هستند:و شركت پذيرجاييجابه ،عمليات جمع .توان با يكديگر جمع كردعملگرها را مي ـ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆX Y Y X , X (Y Z) (X Y) Z         
ˆهر گاه: ،را خطي گويندX̂ـ عملگر ˆ ˆX(c | c | ) c X | c X |           

)ˆكند:ـ يك عملگر همواره از سمت راست بر يك بِرا اثر مي |)X |   ،.حاصل يك بِراي جديد است  
X̂ متناظر بِراي عبارت | ،†ˆ| Xاست . عملگر†X̂ رميتيهرا هميوغX̂نامند.مي  

ˆ†هرگاه ،خوانندرا هرميتي ميX̂ـ عملگر  ˆX X.  
†خوانند هرگاهرا يكاني مي X̂ـ عملگر †ˆ ˆ ˆ ˆXX X X    است.)عملگر يكه (واحد)  1̂(در اينجا  1
   ضرب

  توان در يكديگر ضرب كرد.را ميŶوX̂عملگرهاي
ˆجا پذير نيستند:ـ در حالت كلي عمليات ضرب، جابه ˆ ˆ ˆXY YX  

ˆ:هستندـ عمليات ضرب مانند جمع، شركت پذير  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆX(YZ) (XY)Z XYZ  

ˆهميوغ هرميتي:  1نكته   ˆXY به صورت ،† †ˆ ˆY X :است† † †ˆ ˆ ˆ ˆ(XY) Y X  
  ضرب خارجي (ضرب بيروني) 

|)  شود:تشكيل مي خارجي،ضرب ضرب كنيم، حاصل|را از سمت چپ در بِراي  |اگر كت ).( |) | |    

|: 2نكته   | طور اساسي با ضرب داخلي يك عملگر است، بنابراين به| كند.فرق مي ،كه يك عدد است  

  هاي ممنوعبضر
|ˆهايي چونضرب X  وX̂ | .ت، نه بِرا و نه عملگر هستندهايي چونمعني هستند. ضرببيها آن نه ك| |  و| |   و ضـرب|  و|  
 ممنوع است. ،باشندنوط به فضاي كت يكسان بردارهاي كت مرب وقتي

|عبارت : 3نكته   |  توان به دو گونه تعبير كرد:را مي  
|توان مي |  ضرب بيرونيرا به صورت يك حاصل| | كه بر يك كت| دانست:   ،كندعمل مي  | | (| |). |      
|توانمي | ضرب عددرا به صورت حاصل|  دركت|:تعبير نمود  | | (| ).( | )      

|ملگرع: 4نكته   | كت ،| را در جهت كت|چرخاند.مي  

X̂اگر:  5نكته   | |  آنگاه†X̂ | |   

†  همواره برقرار است: روروبهرابطه ، |و|هاي حالتو كتX̂ملگربراي ع:  6نكته   *ˆ ˆ| X | | X |     

ˆ*صورترابطه بالا به X̂براي عملگر هرميتي:  7نكته   ˆ| X | | X |    .در خواهد آمد 
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 اگر : 1مثالAيك عملگر يكاني با ويژه بردار و ويژه مقدار باشد، آنگاه ويژه مقدارهاي عملگر†(A A )  كدامند؟    
  )95يك ـ سراسري تونو(ف

|) 3   1و    2 (1و 1) 1 | 2   4 ( و*   
 :ادله ويژه مقداري چونطبق مع »2«گزينه  پاسخA  برداريك عملگر يكاني با ويژه| و ويژه مقدار توانيم بنويسيم:است مي  A | |     

†  از طرفي اگر الحاقي رابطه بالا را در نظر بگيريم داريم: *|A |     

AA†يك عملگر يكاني است از رابطه Aاز طرفي چون 1 تـوانيم معادلـه ويـژه مقـداري را بـراي عملگـر      كند. حال مـي پيروي مي†(A | | A )   
  معرفي شده در صورت مسئله بنويسيم: 

  
*

† † * *(A A ) (A )( A ) ( )( )
   

                 
1

  

  توانيم معادله ويژه مقداري را حل كنيم:نيز مي Aبه يك روش ديگر با استفاده از خاصيت يكاني بودن
† † †A A A A AA          2

1
1 1 1 1  

  ها را برابر در نظر بگيريم. يعني:توانيم آنچون هر دو رابطه يكسان هستند پس مي

   * *

i

  
            

11 1 k{IM Â£Ã£e o¬H
k{IM Â¶¼À¼¶ o¬H

  

  

 عملگر :2مثال
ˆiA
ˆiA




1
  )96(فوتونيك ـ سراسري   عملگري ......... باشد. Âدر صورتي يكاني است كه عملگر 1

  ) متقارن4  ) هرميتي3  ) يكاني2  ) پادهرميتي1
 :براي آنكه وارون آن برابر باشد، به عبارتي عملگري يكاني است خوانند كه الحاقي آن با را يكاني مي عملگري  »3«گزينه  پاسخ†ˆ ˆU U   باشد. 1

ˆ†  ضرب كنيم، داريم: Ûاگر طرفين اين تساوي را در ˆ ˆ ˆUU UU 1  
ˆ†توانيم از شرطبنابراين به سادگي براي تشخيص يكاني بودن يك عملگر مي ˆ ˆUU I استفاده كنيم. كه در آنÎ .عملگر واحد است  

در مثال حاضر داريم
ˆiA

Û
ˆiA





1
1

بنابراين خواهيم داشت: 
†

†
†

ˆiA
Û

ˆiA






1
1

  توانيم شرط يكاني بودن عملگر را بررسي كنيم.در نتيجه مي 

† † † †
†

† † †

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆiA iA ( iA)( iA ) iA iA AAˆ ˆ ˆUU I
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆiA iA ( iA)( iA ) iA iA AA

      
    

      

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

 

  كسر فوق با عملگر واحد برابر باشد، بايد صورت و مخرج كسر با هم برابر باشند؛ يعني:براي اينكه 

  † † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi(A A) i(A A ) (A A) (A A )         † † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆiA iA AA iA iA AA      1 1  
† †ˆ ˆ ˆ ˆA A A A   2 2  

ه عملگرعبارت به دست آمده شرط هرميتي بودن يك عملگر است؛ بنابراين براي اينك
ˆiA
ˆiA




1
1

  يك عملگر هرميتي باشد. Âيك عملگر يكاني باشد، بايد عملگر 
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كوانتومي و نمادنگاري ديراك  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

 هاي ماتريسينمايش هاي پايه وكت ):2درسنامه (
    

  پذيريك مشاهدههاي تويژه ك      
  

  شوند.پذيرهاي فيزيكي با عملگرهاي هرميتي نشان داده ميمي، مشاهدهدر مكانيك كوانتو:  8نكته  
 :ويژه مقادير يك عملگر هرميتي (مانند قضيهÂ(، م عمودند، به زبان رياضيناظر با ويژه مقادير متفاوت، بر ههاي متكت ويژه و حقيقي هستند:  

*a a   و†ˆ ˆA A اگر Â | a a | a     وA | a a | a      :آنگاهa | a (a a )        . 

  پذيرهاي فيزيكي، ويژه مقادير حقيقي دارند.عملگرهاي مشاهده:  9نكته  

  ها هستند. پذيرهاي فيزيكي متناظر با آنداشتي مشاهدهه مقادير عملگرهاي فيزيكي همان مقادير چشمويژ:  10نكته  

  هاي پايهها به عنوان كتويژه كت
تـوان بـر حسـب ويـژه     ا ميها ردهند، به طوري كه هر كت دلخواه در فضاي كتتشكيل يك مجموعه كامل راست هنجار ميÂهاي بهنجار عملگرويژه كت

  بسط داد:Âهاي عملگركت
a

a| c | a
      

|ـ عملگر  a a | را عملگر تصوير در امتداد كت پايه| aنامند، زيرا هنگامي كه بر حالت دلخواهمي| كنـد، بخشـي از   عمل مـي|   را كـه در امتـداد
| a گزيند:برمي ،است  a(| a a |) | | a a | c | a            

به طور كلي يك كت دلخواه است داريم:|از آنجا كه
a

ˆ| a a | 1


   ي كامليت يا تماميت موسوم است.عملگر يكهّ است و اين رابطه به رابطه1̂در اينجا  

aعملگر تصوير را با 
ˆ دهيم: نمايش ميa

ˆ | a a |     رابطه تماميت به صورت بنابراين؛
a

a 1̂
   آيد.ميدر  

  يسنمايش ماتري      
  

ها با يك ماتريس مربعي نمايش داد. ابعاد اين ماتريس، همان ابعاد فضاي كت مورد را در فضاي كتX̂توان عملگر دلخواههاي پايه، ميبا مشخص شدن كت
|}(i)ييعن ـÂهـاي عملگـر  هاي فضاي كت، ويـژه كـت  بررسي است. به طور كلي اگر پايه a } بـاi , , ,1 2 صـورت نمـايش ماتريسـي    ، در ايـن باشـند  3

  در اين فضا چنين است:X̂عملگر
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆa | X | a a | X | a

ˆ ˆ ˆX a | X | a a | X | a




  

    
 
     
 
 
 

1 1 1 2

2 1 2 2  

(i)ان به صورتتورا ميX̂ماتريس ijXعنصر ،كليبه طور ( j)
ij

ˆX a | X | a  .نمايش داد 

هاي پايه به كار روند، قطري است. به عبارت ديگر ماتريس هاي آن به عنوان كتكه ويژه كتدر صورتي ،Aپذيرنمايش ماتريسي مشاهده  :11نكته  
  پذير هستند:صر قطري همان ويژه مقادير مشاهدهقطري است. عنا ،پذيرهاي خود آن مشاهدهويژه كت يدر پايه ،فيزيكي پذيرمتناظر با هر مشاهده 

( )

( )

( )

(N)

a

a
Â

a

a


   

   

  

  

 
 
 

  
 
 
  

1

2

3  

  دهند.هاي سطري نمايش ميهاي ستوني و براها را با ماتريسهاي حالت را با ماتريسهاي مربعي، كتپذيرهاي فيزيكي را با ماتريسمكانيك ماتريسي، مشاهده در

 aبراي يافتن ويژه مقادير و ويژه توابع يك ماتريس لازم است معادله ويژه مقداري را براي آن ماتريس حل كنيم. براي اينكه ويژه مقـادير  :  12نكته  

A  وجود داشته باشند بايد دترمينان ضرايب كت حالت صفر باشد يعني: | a a | a

Det(A a I)
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  هفتمفصل 

  »بعدسه مكانيك كوانتومي در «
 

 

 هاي مختصات چندبعديدستگاه معادله شرودينگر در):1درسنامه (
  

ها در سطح ميكروسكوپيك نيازمند بسط نظريه كوانتومي به فضاي سه بعدي است. در ايـن  دنياي واقعي يك دنياي سه بعدي است و درك بسياري از پديده
   پردازيم.نتومي در سه بعد ميفصل به بررسي مكانيك كوا

  در سه بعد شرودينگرمعادله 

iˆ  شود:داده مي شرودينگرقرار دارد، با معادله  Vكه تحت تأثير (انرژي) پتانسيل  mاي به جرم معادله حاكم بر تحول زماني تابع موج ذره H
t


 


  

,r)در اين رابطه t)


(r)كلي تابعي از مكانمشخصه ذره است كه به طورج تابع مو
   و زمـان(t)   اطلاعـات سـامانه فيزيكـي اسـت     تمـامي  اسـت و حـاوي. 

Ĥگرهاي انرژي جنبشيلعملگر هاميلتوني ذره در سه بعد است كه به صورت مجموع عمˆ(K)ي پتانسيلو انرژˆ(V) شود:تعريف مي  
  ˆ ˆ ˆH K V   

p̂  ارتباط داد: (p)ˆبه عملگر تكانه خطي  روبرو توان به صورتعملگر انرژي جنبشي را مي ( i )
K̂

m m m

 
    

2 2 2 2
2 2 2


   

  در سه بعد است.  يلگر لاپلاس، عم2لگرمجا عدر اين

i  آيد:در مي مقابلدر سه بعد به شكل  شرودينگربه اين ترتيب معادله  (r , t) (r , t) V(r , t) (r , t)
t m


      



2 2
2

     

 بنـابراين  يم.كن ـموكول مي 9هاي وابسته به زمان را به فصل تر پتانسيلبحث كلي .پردازيم كه وابستگي زماني ندارندهايي مير اين قسمت تنها به بررسي  پتانسيلد
Vداريم: V(r)


 . يك بخش فضايي است: در ضرب يك بخش زمانيمتناسب با حاصل ،قابل جداسازي است و تابع موج شرودينگردر اين صورت معادله  

 
E

i t
V V(r) (r , t) (r)e


        

Ĥ  مستقل از زمان صادق است: شرودينگربخش فضايي تابع موج در معادله  (r) E (r) (r) V(r) (r) E (r)
m

          
2 2

2
       

(r)و ويژه توابع (يا بطور كلي ويژه حالات)  (E)هدف بدست آوردن ويژه مقادير انرژي 


  لاپلاسـي را در دسـتگاه   بايـد  هـاي معلـوم اسـت.    بـراي پتانسـيل
  مختصات مناسب با مسأله خاص مورد بررسي، بدانيم. 

  مختصات دكارتي و كروي خواهيم پرداخت.دو دستگاه در  ينگرشروددر اين فصل به بررسي معادله 
V(r)به شكل تابعي پتانسيل شرودينگرمختصات مناسب براي حل معادله  دستگاه انتخاب :1 نكته 

      بسـتگي دارد. بـه عنـوان مثـال مسـأله ذره در
ي) را بـا حـل معادلـه    نشود و مسأله ذره در ميدان نيروي مركزي (مانند پتانسيل كولمختصات دكارتي بررسي ميدر  شرودينگرجعبه با حل معادله 

   رسانيم.  به انجام ميدر مختصات كروي  شرودينگر
    كنيم.اي و كروي معرفي مياستوانهدستگاه مختصات دكارتي،  3لگر لاپلاسي را در مدر اين قسمت ع
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rچارچوب مرجع را با يك مبدأ  يت يك ذره نسبت بهچنانچه موقع كليبه طور
 :نمايش دهيم داريم  

  
  
  
  
  
  
  

  

   در مختصات دكارتي:  يعملگر لاپلاس
x y z

  
   

  

2 2 22
2 2 2  

)  اي: عملگر لاپلاسي در مختصات استوانه )
z

   
    

     

2 22
2 2 2

1 1  

r)  گر لاپلاسي در مختصات كروي:  عمل ) (sin )
r rr r sin r sin

    
    

     

22 2
2 2 2 2 2
1 1 1  

    نويسند: هاي زير ميگاهي عملگر لاپلاسي را در مختصات كروي به شكل  :2 نكته 

(r ) (sin ) (sin )
r r r rr r sin r sin r r sin r sin

         
         

            

2 2 22 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 1  

 اي به جرم هاميلتوني ذره :1مثالm صورتبعد بهدر يكp
H mgx

m
 

2

، (p)، تكانهاست. كدام گزينه ممكن است تابع موج اين ذره در فضاي  2

 )97(فيزيك ـ سراسري   ويژه مقدار انرژي ذره است.)   Eضريب ثابت و(Nباشد؟

1(
p Ep

i( )
m mg(p) Ne


 

2

2   2(
p Ep

i( )
mgm g(p) Ne


 

3
26   

3(
p p

i( )
mm g(p) Ne


 

3 2
2 26   4(

p Ep
i( )

m mg(p) Ne


 

2

2    

 :براي حل اين سؤال بايد معادله شرودينگر را در فضاي تكانه نوشته و حل كنيم.  »2«گزينه  پاسخ 

p d
(p)) (p) E (p) ( mg E) (p)

m i dp
       

2

2
 V

p
H E ( v

m
    

2

2    

V(x)كه از آنجايي mgx :است، در فضاي تكانه، پتانسيل عبارت است از  d
mg( ) mg

i p i dp


   


 

V(p)   

  دست آمده در فضاي تكانه را به راحتي حل كنيم:توانيم معادله شرودينگر بهحال مي

p d i p d (p)
( E) (p) mg (p) ( E)dp

m i dp mg m (p)


      



2 2

2 2



   

  ن رابطه فوق خواهيم داشت:گيري از طرفيبا انتگرال

i p d (p) i p (p) i p
( E)dp [ Ep] ln( ) (p) Nexp{ [ Ep]}

mg m (p) mg m N mg m

 
       

 
2 3 3

2 6 6  
  

p Ep
i[ ]

mgm g(p) Ne


  

3
26    

  
  

z

r


z
y

x

x y

o

rدستگاه مختصات دكارتي: r(x ,y , z)
 

 

(x , y , z)p

z

r


z
y

x

o

rاي:دستگاه مختصات استوانه r( , ,z)  
 

 

( , , z) 




p

z

r


z
y

x

o

rي: دستگاه مختصات كرو r(r , , )  
 

 

(r , , ) 



r



p
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  در مختصات دكارتي شرودينگرمعادله 

Vپتانسيل مستقل از زمان  تحت تأثير هك mاي به جرم حاكم بر ذره شرودينگرمعادله مستقل از زمان  V(x ,y,z)به صورت زير است:  است  

( ) (x ,y,z) V(x ,y,z) (x ,y,z) E (x ,y,z) (I)
m x y z

  
       

  

2 2 2 2
2 2 22

  

  باشد:  جداسازيبه صورت زير قابل  zو  x  ،yگيريم كه بر حسب متغيرهاي مستقل جا پتانسيلي را در نظر ميدر اين
V(x ,y,z) V (x) V (y) V (z)  1 2 3  

x)  توان جداسازي كرد: را مي شرودينگردر اين حالت جواب معادله  ,y,z) (x) (y) (z)    1 2 3  
  ود:شبه سه معادله ديفرانسيل كامل يك بعدي تبديل مي(I)ب معادله ديفرانسيل جزئي سه بعدي به اين ترتي

E1 يراستا: ويژه مقدار انرژي ذره در x   d (x)
V (x) (x) E (x)

m dx


    

22
1 1 1 1 122

  

E2 يستارا: ويژه مقدار انرژي ذره در y   d (y)
V (y) (y) E (y)

m dy


    

22
2 2 2 2 222

  

E3 يراستا: ويژه مقدار انرژي ذره در z    d (z)
V (z) (z) E (z)

m dz


    

22
3 3 3 3 322

  

Eاز رابطه  Eذره، يعني در روابط بالا، ويژه مقادير انرژي  E E E  1 2  .ندبدست مي آي3

 عدي به طولنهايك چاه بي الكتروني در :2مثاليت عميق دوبa و عرضa3    زنداني است. اگر اين الكترون از اولين حالت برانگيخته چاه بـه حالـت
  )94(فوتونيك ـ سراسري   ثابت پلانك است. hسرعت نور در خلأ و cپايه آن برگردد، طول موج فوتون گسيلي در اين انتقال كدام است؟ 

1 (em ca

h

2
8  2 (em ca

h

2
24  3 (em a

ch

2
4  4 (em a

c h

3
28  

 :هدانيم كه طول موج فوتون گسيلي با استفاده از رابطمي  »2«گزينه  پاسخhc
E 


هـا منتقـل شـده    با تفاوت انرژي دو ترازي كه الكترون بين آن 

  نهايت دوبعدي مذكور را محاسبه كنيم.تراز پايه و انرژي اولين تراز برانگيخته براي چاه بي است متناسب است. بنابراين لازم است ابتدا انرژي

yx  ترازهاي مختلف برابر است با:نهايت انرژي براي چاه پتانسيل دوبعدي بي

e x e y

n hn h

m L m L


2 22 2
2 28 8

 
x yn ,nE   

,  بنابراين براي تراز پايه انرژي برابر است با:
e x e y e e e

h h h h h
E

m L m L m a m ( a ) m a
    

2 2 2 2 2
11 2 2 2 2 2

1
8 8 8 8 9 72

   

مربوط به بعـدي از چـاه كـه بزرگتـر      nمشخص كنيم اولين تراز برانگيخته كمترين انرژي پس از تراز انرژي پايه را دارد. براي اينكه اولين تراز برانگيخته را
yLدهيم. در اين مثالاست را يك واحد افزايش مي a ynرا يـك واحـد افـزايش داده و    ynبعد بزرگتر اسـت، بنـابراين   3  يم. از گيـر در نظـر مـي   2

xnطرفي 1 ماند بنابراين داريم:باقي مي  ,
e e e

h h h
E

m a m ( a ) m a
  

2 2 2
12 2 2 2

4 13
8 8 9 72

   

  بنابراين تغيير انرژي الكترون در گذار از اولين حالت برانگيخته به حالت پايه انرژي برابر است با:

e e e e

h h h h

m a m a m a m a
  

2 2 2 2
2 2 2 2

13 1 3
72 72 72 24

 , ,E E E   1 2 1 1  

e   طول موج فوتون گسيلي برابر است با:بنابراين 

e

m a chc

hh

m a


2

2
2

24

24

 hc hc
E

E
     

 
  

 
   تبهگني

هـاي اعـداد   برابـر بـا تعـداد مجموعـه     Eبه ازاي يك مقدار معـين   هاجوابتعداد  :خوردبه چشم ميتوجه داشته باشيد كه تبهگني در اين مسأله بسيار زياد 
n)طبيعي  ,n ,n )1 2 nمقدار يكساني ازاست كه به 3 n n 2 2 2

1 2    شوند.منجر مي 3

 :را  هـا ويـژه حالـت   گوئيم تبهگني داريم؛ اينچنينيكساني منجر شود، در اين صورت مي هر گاه بيش از يك ويژه حالت به ويژه مقدار انرژيِ يادآوري
  نامند.  يي را درجة تبهگني سيستم ميهاحالتنند و تعداد چنين ويژه خواي تبهگن (يا واگن) ميهاحالتويژه 
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  نكاتي در خصوص تبهگني:  
 جعبـه برابـر اسـت،    طـول جا كه در هر سـه راسـتا   ناشي از تقارن در هاميلتوني مسأله است. در مسأله ذره در جعبه مكعبي از آن ،تبهگني :3 نكته 

  نيست.) 3ي تبهگني (ولي لزوماً درجهشود. ميتبهگني ايجاد 
  گاه تبهگني نداريم ولي براي حالات آزاد ممكن است داشته باشيم.، براي حالات مقيد هيچدر مسائل يك بعدي  :4 نكته 
|دار انرژي) ناتبهگن است. در مورد ذره در جعبه مكعبي ويژه حالـت  باكمترين ويژه مقحالتي ويژه حالت پايه (ويژه   :5 نكته  111    بـا ويـژه مقـدار

انرژي 
ma




2 2
23

2
 پايهE  ي برانگيخته همگي تبهگن هستند.  هاحالتتنها حالت غير تبهگن است و ويژه  

 ـ  در ايـن  .كه ناشي از تقارن مسـئله اسـت   جا شونده است،هلاً ناشي از وجود عملگرهاي جابتبهگني معمو :6 نكته   ،جـا شـونده  هجـا عملگرهـاي جاب

xĤ،yĤوzĤ شوند:تعريف مي مقابلكه به صورت هستند   yx z
x y z

p̂ˆ ˆp pˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH V (x) ; H V (y) ; H V (z)
m m m

     
22 2

1 2 32 2 2  

x y z i j
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH H H H ; [H , H ] ; i , j x ,y ,z      

 عدي بيدرون يك چاه سه :3مثالنهايت مكعب مستطيلي به طولبa3عرض ،a و ارتفاعa2 هـا  سه الكترون قرار دارند. از برهمكنش ميان الكترون

گرفتن اسپين الكترون، انرژي حالت پايه اين مجموعه چند برابر شود. با در نظرميپوشي چشم
e

h

m a

2
 )94(فوتونيك ـ سراسري   است؟ 2

1 (49
24  2 (31

48  3 (53
96  4 (191

288  

 :ترازها عبارت است از: چاه مكعبي انرژيبراي  »3«گزينه  پاسخ   
x y z

yx z
n ,n ,n

x y z

n hn h n h
E

mL mL mL
  

2 22 2 2 2
2 2 28 8 8

  

xبراي چاه مكعبي ذكر شده در اين مسئله داريم: y zL a ,L a ,L a  3 2.  

yx   بنابراين خواهيم داشت: zn hn h n h

ma ma ma
  

2 22 2 2 2
2 2 272 8 32x y z

yx z
n ,n ,n

n hn h n h
E

m( a) ma m( a)
  

2 22 2 2 2
2 2 28 3 8 8 2

  

گيرند. طبق اصل طرد پاولي دو الكترون در نخستين تراز انرژي و الكترون سوم در تراز بعدي انرژي قرار مي الكترون در اين چاه قرار دارند، 3از طرفي چون 
,بنابراين لازم است كه دو تراز اول انرژي كه در اينجا ,E1 1 ,و 1 ,E2 1   هستند را محاسبه كنيم. 1

, ,
h h h h

E
ma ma ma ma

   
2 2 2 2

2 1 1 2 2 2 2
4 61

72 8 32 288
              , ,

h h h h
E

ma ma ma ma
   

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 2

49
72 8 32 288

  

,   بنابراين انرژي حالت پايه در اين شرايط برابر است با: , , ,
h h h

E E E
ma ma ma

    
2 2 2

1 1 1 2 1 1 2 2 2
98 61 532 96288 288

  

  

  خصوص ذره آزاد در فضاي سه بعدي: نكاتي در
Eدهند،ويژه مقادير انرژي ذره آزاد تشكيل يك طيف پيوسته مي  :7 نكته     
  ذرة آزاد فيزيكي (بسته موج) است: وناگون نمايانگر يكگ kهاي آزاد با مؤلفه ي ذرههاحالتدرست مانند مورد يك بعدي، تركيب خطي از   :8نكته  

ik.r(r)(بسته موج سه بعدي نمايانگر ذره آزاد)  g(k)e d k
 

   3  

pويژه توابع ذره آزاد، همان ويژه توابع تكانه خطي با :9 نكته 
k




  .است و تكانه خطي يك ذرة آزاد ثابت حركت است)ˆ ˆ[H,p] (  

  به مكعبيكنش در جعفرميون يكسان بدون برهم Nمحاسبه انرژي حالت پايه 
اعداد درسـت   از ، براي هر سه تاييليئواد پين الكترون و اصل طرپآوريم. با توجه به اسبدست مي L3اي به حجمالكترون را در جعبه Nپايه  جا انرژيدر اين
n) مثبت ,n ,n )1 2 n)هايدر اين جا هدف يافتن تعداد تركيب .توان دو الكترون در نظر گرفتمي3 ,n ,n )1 2  Eانـرژي  هـا  آن كه بـراي  است ايبه گونه3

با تقريـب بسـيار    دباش اگر تعداد اين نقاط بسيار زياد ودهد باشد. هر سه تايي يك نقطه شبكه در يك فضاي سه بعدي تشكيل مي FEرميفانرژي  كمتر از

FmEطوري كه: به  قرار داشته باشند Rاي به شعاع بايد در كرهها آن توان گفت كهخوب مي L
n n n R   

3

22 2 2 2
1 2 2 2

2


 د برابر يـك هشـتم  اين تعدا 

  )اند.ها مثبتinي آن تمامبرا هك(است.  كره حجم
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  فصل هشتم
 »ايهاي زاويهاسپين و جمع اندازه حركت«

  

 

 اي ذاتيتكانه زاويه ):1درسنامه (
  

  اسپين
L)اي مداري اي متصور است: تكانه زاويهيهودو نوع تكانه زا ،مكانيك كلاسيك براي جسم صلب r p) 

   م است، و اسـپيني  كه مربوط به حركت مركز جر
(S I ) 
  مداري كه منسوب به گردش سالانه آن حول خورشيد است و  ايتكانه زاويه ،منتسب است. براي مثال، كره زمين ،كه به حركت حول مركز جرم
  شود را داراست. اي اسپيني كه از چرخش روزانه آن حول محور شمال ـ جنوب ناشي ميتكانه زاويه

  

  

  

  

Sاست، زيرا اگر دقت كنيم سادهاي اسپيني عمدتاً اي مداري و تكانه زاويهيان تكانه زاويهدر مكانيك كلاسيك تمايز م


هاي جز جمع كل تكانهچيزي نيست  
مكانيـك كوانتـومي رخ    حول محور است. اما مـورد مشـابهي در  ها آن سازند كه ناشي از چرخشهايي كه زمين را ميها و كلوختمام سنگ» يرامد«اي زاويه
هـاي  هماهنـگ  ه حركت الكترون پيرامـون هسـته (كـه بـا    اي، (در مورد هيدروژن) مربوط باساساً بنيادي است. علاوه بر تكانه زاويه ،تمايزها آن دهد و درمي

هيچ تابعي از متغيرهاي مكـان   با د (و بنابرايناي است كه ربطي به حركت آن در فضا ندارديگري از تكانه زاويه شود)، الكترون حامل شكلكروي توصيف مي
r ،و شود.)  شود)، اما كمابيش مشابه اسپين كلاسيك است (كه به همين دليل براي آن از همان واژه استفاده ميتوصيف نمي  

اش اي مـداري اجـزاي تشـكيل دهنـده    توان به تكانة زاويهاي اسپيني آن را نميون ساختار است، و تكانه زاويهاي بددانيم) يك ذره نقطهون (تا جايي كه ميرالكت
(L)»غير ذاتي«اي ه ذرات بنيادي علاوه بر تكانه زاويهك مكنيبه گفتن اين نكته بسنده مي تفكيك كرد. تنها


(S)اي ذاتيحامل تكانه زاويه


  هستند.   

  هاي اسپين: روابط جابجايي بنيادين حاكم بر مولفه
   اسپين وجود دارند. براي روابط جابجايي بنيادي زير

x y z y z x z x y
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[S ,S ] i S , [S ,S ] i S , [S ,S ] i S      

توان ايـن روابـط   مي kو   i  ،jهاي اي شاخصي ويتا و جايگشت چرخهگيريم، برحسب نماد لوي ـ چظر ميروابط بالا را به عنوان اصول موضوعة اسپين در ن

i                                                                                 را به صورت فشرده نمايش داد: j ijk k
ˆ ˆ ˆ[S ,S ] i S   

  
  

  خواهد بود. 1، صورتدر غير اين ijk ،1هاي بالا باشنددر جهت فلشبه ترتيب  kو  i ،jحركت اي به اين صورت است كه اگرجايگشت چرخه

x  هاي آن در فضاي دكارتي توصيف كرد: توان برحسب مولفهاسپين را مي» بردار«ـ  y z
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆS xS yS zS  


  
  

اي مداري زمين)ويه(تكانه زا
L 

Lاي مداري تكانه زاويه


  و اسپيني 
S


 زمين در حركت انتقالي و محوري 
 خورشيد

  اي(تكانه زاويه
 اسپيني زمين)


S

 زمين

k

i

j
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   روابط ويژه مقداري حاكم بر اسپين
s  : حاكمند zŜو Ŝ2بر عملگرهاي مقابلمداري، روابط اي درست مانند تكانه زاويه s z s s s

ˆ ˆS | s ,m s(s ) | s,m ; S | s,m m | s,m      2 2 1  

|sهاي حالتقابل توصيف برحسب توابع فضايي نيستند، مجبوريم از كتهاي اسپيني از آنجا كه حالت: 1نكته   s,m  هاي براي توصيف ويژه حالت
  اسپيني استفاده كنيم. 

  عملگرهاي نردباني اسپين
  

ˆعملگر افزاينده (كاهنده) اسپين را با  ˆ(S )S  هـاي  دهـيم و برحسـب مولفـه   نمايش ميxŜ  وyŜ    بـه صـورتx y
ˆ ˆ ˆS S iS  ،x y

ˆ ˆ ˆ(S S iS )   
  كنيم. عملگرهاي نردباني در روابط زير صادقند: تعريف مي

s s s sŜ | s,m s(s ) m (m ) | s,m       1 1 1  

 s s s sŜ | s,m s(s ) m (m ) | s,m       1 1 1  

ˆدر حقيقت عملگر  ˆ(S )S   ويژه كتs| s ,m   را صرفنظر از يك ضريب ثابت به ويژه كتs s(| s ,m ) | s,m   1 بـه عبـارتي   و  كنـد تبديل مـي  1
s(mعدد كوانتومي مغناطيسي اسپيني  دهد. را يك واحد افزايش (كاهش) مي (

بـريم  كار ميه را ب، شاخص m(از اين به بعد براي عدد كوانتومي مغناطيسي  mو  برخلاف اعداد كوانتومي smو  sاعداد كوانتومي :2 نكته 
    .، تنها مقادير نامنفي مدنظر است)sصحيح نيز به خود اختصاص دهند (البته در مورد عدد كوانتومي مقادير نيمه، توانندميمتمايز شود)  smتا از 

s , , , ,
1 312 2   

s sm s s , s , ,s ,s ,s s m s           1 2 2 1  

sتواند مي smمفروض،  s، به ازاي يك mدرست مانند عدد كوانتومي  :3 نكته  2 از  1حالت را بگيرد كه هر يك از اين مقادير با اختلاف  1
ss  هم متمايزند:  m s    

مشخصة آن  ،يك ذره sاختيار كند، عدد كوانتومي آن را تواند برحسب انرژي خود مقادير مختلف كه يك ذره مي وميبرخلاف عدد كوانت: 4 نكته 
  كنيم.  آن استفاده مياي ذاتي براي تواند تغيير كند به همين دليل از واژة تكانه زاويهاست و هرگز نمي

1اسپين هاالكترونناميم؛ است كه آن را اسپين آن موجود خاص مي sاص و تغييرناپذير ـ هر ذره بنيادي داراي مقدار خ
دارنـد؛   1 هـا اسـپين  دارند؛ فوتون 2

3اسپين دلتاها
تواند هـر مقـدار   مي اي مداري تومي تكانه زاويهدر مقابل، عدد كوان .هستند و به همين ترتيب الي آخر 2ها داراي اسپين است؛ گراويتون 2

ثابت اسـت و ايـن امـر نظريـه      sتواند از عددي به عدد ديگر تغيير كند. اما براي هر ذره، و هرگاه سيستم مختل شود، مي به خود اختصاص دهدصحيحي را 
  سازد. اسپين را نسبتاً ساده مي
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 رفتارهايي از اسپين):2امه (درسن
  

1اسپين هاي فرميون
2  

  ه در طبيعت دو نوع ذره وجود دارد: كنيم كيادآوري مي
   .شودمي اعمالها آن كنند و اصل طرد پاؤلي در موردصحيح هستند و از آمار فرمي ـ ديراك پيروي ميها كه داراي اسپين نيمهفرميونذرات موسوم به  ـ1
هـا  آن تـرين مهـم  و ترينگوناگون، ساده هايفرميونكنند. ميان شتين تبعيت مينيپين صحيح بوده و از آمار بوز ـ ا ها كه داراي اسات موسوم به بوزونرذـ 2

1اسپين  هاي فرميون
1هـا). بـا درك اسـپين   ها و نـوترون ، پروتونهاالكترونسازند (يهستند، چرا كه اين مورد اسپين ذراتي است كه مواد معمولي را م 2

2 ،

1در اينجا بر روي ذرات اسپينبالاتر ديگري ساده است. بندي هر اسپين فرمول
  كنيم.  تمركز مي 2

1هاي معرف ذرات اسپين ويژه كت
2:  

sبراي 
1
sm، تنها دو حالت ممكن با 2  

1
smو  2  

1
  :  نددهنامند و چنين نمايش ميين مييرا به ترتيب اسپين بالا و اسپين پاها آن وجود دارد كه 2

:| ,  
1 1
2 )اسپين بالا ويژه كت 2 )    

:| ,  
1 1
2 )ينيويژه كت اسپين پا 2 )  

هـا  توان بر حسب اين ويژه كـت يك سيستم دو حالته را مي دلخواه هاي پايه استفاده كنيم، براساس اصل بسط، هر كت حالتها به عنوان كتاگر از اين كت
  نامند) بسط داد: يرا اسپينور مها آن (كه

    يا| , 
1 1
2 |يا   2   

    يا| ,  
1 1
2 |يا   2   

  شود: اصل بسط به صورت زير بازنويسي مي ،به اين ترتيب .دهيماي نمايش ميمولفه ودر نمايش ماتريسي، هر حالت را با يك ماتريس ستوني د
a

a b ,
b    
     

              
     

1
1



o«º IÄIμº n¼¹ÃPwH o«º IÄIμº n¼¹ÃPwH

I²IM¸ÃPwH ¸ÃÄIQ¸ÃPwH
  

در اينجا ويژه اسپينور نمايانگر اسپين بالا را با  
 
 

1


ين را با يو ويژه اسپينور نمايانگر اسپين پا  
 
 1
 دهيم. مي نمايش  

1اسپين هاي فرميونپذيرهاي اسپين براي مشاهده
2 :  

1در مورد ذرات با اسپين 
2ي هاسماترياز  zŜو  Ŝ2است و از اين رو براي نمايش عملگرهاي  2، بعد فضاي هيلبرت، 2   كنيم:  استفاده مي 2

z
ˆ ˆ ˆS 1 ; S

 
   

2 2 13
14 2
 


Ŝيا       

 
 
 

2 2 13
14


 


  

1هاي اسپين فرميون حاكم بربه اين ترتيب معادلات ويژه مقداري 
z  است:  مقابلبه صورت  2

ˆ ˆS , S         2 23
4 2

  

ˆماتريسي عملگرهاي نردباني نمايش  ˆ(S ,S )  1هاي با اسپين فرميون
  است:  زيربه صورت  2

ˆ ˆS , S 
   
   
   

1
1

  
  

  
  

ˆ   :شود كهبه اين ترتيب به سادگي مشاهده مي ˆS , S           
ˆ ˆS , S           

  

| c | , c | ,      
1 1 1 1
2 2 2 2

 ها: ويژه كت

s

s

m
S :

m

   
  


1
1 2

12
2

 اسپين بالا 

 اسپين پايين 
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  به صورت زير است:  xŜ، yŜب نمايش عملگرهاي به اين ترتي

xx y
x x

x y y

ˆ ˆ ˆS (S S )ˆ ˆ ˆS S iS
ˆ ˆS [ ] S

ˆ ˆ ˆS S iS ˆ ˆ ˆS (S S )
i

     
   

 

  

                      
          



1
1 112

1 11 2 2
2

  

y y
iˆ ˆS [ ] S

ii i

       
                 

1 11 1
1 12 2 2

       
    

  

1اسپين يلي براي ذرات فرميونوي پاهاماتريس
2 :  

1راي اسپين توان بردار اسپين ذرات دابه طور كلي مي
Sلي به صورت را برحسب بردار اسپين پائو 2 2

    نمايش داد. در اينجا
  تـوان در فضـاي   را مـي

x  تجزيه كرد: zو  yو  xهاي مولفه به دكارتي y zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆx y z      
  

i)ها iدر رابطه بالا  x, y,z) ي مربعي هاماتريس2  و  اي اسپين كه با اسپينورهاي ضلي هستند. در في اسپين پائوهاماتريسموسوم به  2

x  چنين است:  ها آن شود، نمايش ماتريسيتوصيف مي y z
i

ˆ ˆ ˆ, ,
i

     
            

1 1
1 1
  

  
  

  

1هاي اسپينلي فرميونوي پاهاماتريسهاي ويژگي
2 :  

x  كنند: ي پاؤلي در روابط زير صدق ميهاماتريس y z
ˆˆ ˆ ˆ ˆ 1     2 2 2 2 3  

i i j i j ijk k
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 ; { , } ; [ , ] i         2 2  

  كنند.صدق مياي هاي چرخهدر جايگشت kو  i ،jدر روابط بالا 
iروابط جابجايي  j i j j iˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ]       ،و پاد جابجاييi j i j j iˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{ , }       هاي بالا برقرارنده صورتب .  

2س واحد در فضاي ماتري 1̂ـ در اينجا  1̂است:  2
 

 
 

1
1



  

xبدست آورد:  zSو  xS ،ySتوان از رابطه زير برحسب مقادير چشمداشتيرا مي S2داشتيمقدار چشم:  5نكته   y zS S S S          2 2 2 2  

 چنانچه :1مثال
x

 
   

 

1
xهاي پائولي باشد حاصليكي از ماتريس 1

i
exp[ ]


2  91(فوتونيك ـ سراسري  كدام است؟(  

1 (
cos sin

isin cos

  
 
 

  
 
 

2 2

2 2

  2 (
cos isin

isin cos

  
 
 

  
 
 

2 2

2 2

  

3 (
isin cos

cos isin

  
 
 

  
 
 

2 2

2 2

  4 (
cos isin

sin cos

  
 
 

  
 
 

2 2

2 2

 

 :با توجه به بسط تيلور تابع نمايي داريم:  »2«گزينه  پاسخ  

 

n
x

x x x x
x x

n

i
( )i i i i i i

exp[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ...
n! ! ! !






         

         
2 3 4 52 3 4 52 12 2 2 2 2 3 2 4 2 5  

  x x x x
x

i
( ) i( ) ( ) i( )

! ! ! !

       
        

2 3 4 52 3 4 51 2 2 2 2 3 2 4 2 5  

xحال كافي است با استفاده از ماتريس 
 

   
 

1
1



xهاي اتريسم 
2 ،x

x  دست آوريم. و ... را به 3
  
  

    
       

    
2 1 1 1

1 1 1I  

x x
    

        
    

3 1 1 1
1 1 1
  

  
 

k

i

j
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  نهمفصل 
  »نظريه اختلال«

ي تقريبـي  هاروشاندك است. بنابراين، بايد از  ،معادله شرودينگر حل دقيق دارد (مانند نوسانگر هماهنگ و اتم هيدروژن)ها آن هايي كه برايتعداد پتانسيل
   .پردازيمدر اين فصل به بررسي نظريه اختلال مي. ين ويژه مقادير و ويژه توابع استفاده كنيم براي تعي

 
  

 نظريه اختلال مستقل از زمان):1درسنامه (
  

Vدر اين قسمت به بررسي نظريه اختلال در مورد انرژي پتانسيل مستقل از زمان V(r)
تر پتانسيل اختلالي وابسته بـه زمـان   پردازيم و حالت عموميمي

  كنيم.را به آينده موكول مي

  اتبهگنمستقل از زمان ن     
)ايـم: فرض كنيد معادله شرودينگر (مستقل از زمان) را براي پتانسيلي معلوم حل كرده ) ( ) ( ) ( )

n n nĤ E            و مجموعـه كـاملي از ويـژه حـالات راسـت
nهنجار،

 ها،و ويژه مقادير متناظر آنnE منديم ويـژه توابـع و ويـژه مقـادير جديـد را      كنيم. علاقهك پتانسيل را اندكي مختل ميايم. اينرا بدست آورده
nبيابيم: nĤ E  هـاي دقيـق و معلـوم    هاي تقريبي مسأله مختل شده، با استفاده از جوابدست آوردن جوابه . نظريه اختلال فرآيندي اصولي براي ب

  مورد مختل نشده است.
)  هاميلتوني به صورت مجموع دو عبارت است: تفكيك اولين گام )ˆ ˆ ˆH H H    
م تـا بتـوانيم از بسـط اسـتفاده     گيـري نظر ميرا عدد كوچكي در دهد.) وهمواره كميت مختل نشده را نمايش مي اختلال است (بالا نوشت  Ĥدر اينجا

اي است در محدودةپارامتر پيوسته هاميلتوني صحيح خواهد بود (در واقع Ĥدهيم كه در آن صورتقرار مي 1مساوي آن را كنيم، بعداً   1.(  

  اول مرتبهاختلال       

  حيح مرتبه اول انرژيتص
)  توان به صورت مقابل بيان كرد:را مي (II)در نمايش ديراك رابطه ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n
ˆ ˆH | n H | n E | n E | n         1 1 1  

)طرفين رابطه بالا را از چپ در )n | كنيم:ضرب مي    
( ) ( )

n

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

n |E

ˆ ˆn | H | n n | H | n E n | n E n | n
 

       



          1 1 1  

)كه پ تساوي برابر با جمله اول طرف راست تساوي است. با توجه به اينبه اين ترتيب جمله اول طرف چ ) ( )n | n   1    به اين ترتيب به رابطـه بسـيار

)  رسيم:مهم روبرو مي ) ( ) ( )
n

ˆE n | H | n   1  
رژي يك حالت برابر با مقدار چشمداشتي پتانسـيل اختلالـي   ي اول است. بنابراين رابطه تصحيح مرتبة اول اني اختلال مرتبهرابطه بالا، نتيجه بنيادي نظريه

  نسبت به همان حالت مختل نشده است.
  تصحيح مرتبه اول تابع موج:

  آوريم.در اينجا تصحيح مرتبه اول تابع موج را در نظريه اختلال مستقل از زمان مي
)هماهنگونه كه ديديم، تصحيح مرتبه اول انرژي از رابطه ) ( ) ( )

n
ˆE n | H | n   1 آيد.بدست مي  
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كنيم. تصحيح مرتبه اول ويژه حالـت در  پردازيم؛ تنها به ذكر نتيجه بسنده ميدر اينجا به بيان جزئيات نحوه بدست آمدن تصحيح مرتبه اول ويژه حالت نمي
  آيد:نظريه اختلال مستقل از زمان ناتبهگن، از رابطه مهم زير بدست مي

( ) ( )
( ) ( )m n
n m( ) ( )

m n n m

ˆ| H |
| |

(E E )

 


 


  
    


1  

 :اي باشود (زيرا هيچ جملهمخرج تا زماني كه طيف انرژي قبل از اعمال اختلال، ناتبهگن است، صفر نمي توجهm n       نداريم). ولـي اگـر دو حالـت مختـل نشـده
  تبهگن نيازمنديم كه در آينده به آن خواهيم پرداخت.شويم؛ در اين مورد به نظريه اختلال يكساني داشته باشند، با مشكلي جدي مواجه مي مختلف، انرژي

)    زند:تقريب مي مقابلو ويژه مقادير انرژي را به صورت  هاحالتبه اين ترتيب نظريه مرتبه اول اختلال، ويژه  ) ( ) ( )
n n n n

ˆE E | H |        
( ) ( )

( ) ( )m n
n n m( ) ( )

m n n m

ˆ| H |
| | |

(E E )

 
 

 


  
      


  

 انرژي  پايه اي داراي حالتسامانه كوانتومي دو لايهيك  :1مثال  با مقدار ويژه و حالت برانگيخته      بـا مقـدار ويـژه    باشـد.  مـي
Vبرهمكنش U  در آن گردد كه در يك لحظه بر اين سامانه اعمال مي:عدد مثبت و نزديك به صفر است و نيز داريم  

  U U

U U

    


   

  

  1  

  )91(فيزيك ـ سراسري  كنند؟كديگر پيدا مي، دو تراز انرژي جديد چه وضعيتي نسبت به يدر مقايسه با گاف انرژي اوليه  اكنون در اولين تقريب غير صفر 
  كند.) گاف بين دو تراز انرژي جديد همان گاف قبلي است و تغييري نمي1
) به اندازه 2 24 شوند.به يكديگر نزديكتر مي  
) به اندازه 3 22 شوند.از يكديگر دورتر مي  
) به اندازه 4 24 شوند.از يكديگر دورتر مي  
 :پردازيم. هاي مرتبه اول و دوم انرژي ميمسأله حاضر، يك مثال از اختلال مستقل از زمان است. بنابراين به بررسي اختلال  »3«گزينه  پاسخ  

)  در تصحيح مرتبه اول اختلال ويژه مقادير انرژي داريم: ) ( ) ( )
n n n

ˆE H   1   

   بنابراين براي حالت پايه و اولين حالت برانگيخته معرفي شده در صورت سؤال داريم:
حالت پايه  ( ): E U U     1

        
اولين حالت برانگيخته  ( ): E U U          1   

  خواهيم پرداخت:  شود. بنابراين به اختلال مرتبه دومدر اختلال مرتبه اول تغييري در گاف انرژي مشاهده نمي
( ) ( )
m n( )

n ( ) ( )
n m n m

H
E

E E

   





2
2

 

  

 پردازيم:دوباره به بررسي پايه انرژي و اولين حالت برانگيخته به صورت جداگانه مي

حالت پايه  ( )
( )( )

H U U
: E

( )E E

            
      

     

2 2 22 2 2 22 2
   

  
 

اولين حالت برانگيخته  ( )
( ) ( )

H
: E

E E




  
 



2
2

 


 | | U | |   
 

    

2

 

 U    




22 2   
   



2 2 2  

)  بنابراين فاصله ايجاد شده در تراز انرژي در اين حالت برابر است با:  ) ( )E E ( )          2 2 22 
 

يعني ترازهاي انرژي در اين حالت به اندازه  22 شوند.از هم دور مي  
  

 انتومي به جرمبعدي كويك نوسانگر هماهنگ يك: 2مثالm ايو بسامد زاويه  تحت تأثير نيروي ثابت اختلالي

F   در همان راستاي نوسان قـرار

x)†كدام است؟ ام انرژي نوسانگرnگرفته است. اولين تصحيح اختلالي غيرصفر در تراز (a a )
m

 
2
  97(فوتونيك ـ سراسري(  

1 (F

m




2
22

  2 (nF

m




2
22
  3 (F

m2
  4 (nF

m2
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 :چون نيروي  »1«گزينه  پاسخF


Fوسانگر وارد شده است، بنـابراين پتانسـيل اختلالـي   به ن xدر راستاي   x        بـه نوسـانگر وارد خواهـد شـد. پـس

P  هاميلتوني كلي سيستم عبارت است از:
H H H m x F x

m
     

2 2 2
1

1
2 2  

Hبنابراين پتانسيل اختلالي F x 1  جايي انـرژي در مرتبـه اول اخـتلال برابـر بـا مقـدار       ل مرتبه اول، جابهبه سيستم وارد شده است. بنابر نظريه اختلا
|هاي نوسانگر هماهنگ را باهاي مختل نشده است. ويژه حالتچشمداشتي پتانسيل اختلالي نسبت به حالت n  دهيم. بنابراين در نمايش ديراك نشان مي

nآنچه بايد محاسبه شود عبارت است از F x n  :به اين ترتيب داريم .  
( )
nE n | F x | n F n | x | n     1

  تصحيح مرتبه اول انرژي: 

nعلــت صــفر شــدن عبــارت x n در ايــن اســت كــه پاريتــه حالــت| n  نوســانگر هماهنــگn( )1  اســت و پاريتــهx) ،1 -(  اســت. بــه ايــن ترتيــب
nعبارت x n داراي پاريتهn( )( )  21 nيا به عبارتي پاريته فرد است و چون پتانسيل نوسانگر هماهنگ، متقارن است، پـس حاصـل   1 x n    صـفر

|هايو تعامد ويژه حالت a , †aاست. بدون ملاحظات پاريته و برحسب عملگرهاي نردباني  n آيد:، همين نتيجه به دست مي  †ˆ ˆx (a a )
m

 
2


 

†  بنابراين داريم: †n x n n a a n { n a n n a n }
m m

         
 2 2
 

 

|هايچون تأثير عملگرهاي نردباني بر حالت n  رو است:  بنابر روابط روبه  †â | n n | n ; a | n n | n |      1 1 1  

n  به اين ترتيب داريم: | x | n { n n | n n n | n }
m

          


1 1 12
   

  پردازيم:هاي بالاتر اختلال را در نظر بگيريم. به محاسبه تصحيح مرتبه دوم انرژي ميها دست يافت، بايد مرتبهتوان به طيف انرژيبنابراين از نظريه مرتبه اول نمي
( ) ( )

( )
n ( ) ( )

m n n m

| n | H | m |
E

E E

 





2
2 1

 

  

Hدر اينجا F x 1  .است( )
nE , ( )

mE     انـد كـه بـه ترتيـب برابـر بـا      ويژه مقادير انـرژي نوسـانگر مختـل نشـده(n ) 
1
2  , (m ) 

1
2   .هسـتند

( )| n ( )| m , اند. بنابراين داريم:هاي نوسانگر هماهنگ مختل نشدهكتهم ويژه  
( ) ( ) ( ) ( )

( )
n

m n

F n | x | m m | x | n
E

n m

  
 

 
22    



( ) ( ) ( ) ( )
( )
n

m n

n | F x | m m | F x | n
E

(n ) (m )

    


   
2

1 1
2 2

   
 

 
 

ˆبرحسب عملگرهاي نردباني به صورت x̂اما چون عملگر ˆx̂ (a a )
m

 
2
 شود، به اين ترتيب داريم:بيان مي  

( ) ( ) ( )
( )
n

m n

ˆ ˆ ˆ ˆF n | a a | m m( ) | a a | n
E ( )

m n m

 



    


  
22

2
  

  


  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m n

ˆ ˆ ˆ ˆF ( n | a | m n | a | m )( m | a | n m | a | n )

n mm
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m n

F [ m n | m m n | m ][ n m | n n m | n ]

n mm 

               





2
2

1 1 1 1 1 1
2

       
  

n,m n,m m,n m,n

m n

( m m )( n n )F

n mm

   



       





2 1 1 1 1
2

1 1
2
  

)  ايم:هاي نوسانگر استفاده كردهدر محاسبات بالا از راست هنجاري ويژه حالت ) ( )
nmn | m     

nmع دلتاي كرونكربا توجه به خاصيت تاب
;n m

( )
;n m


   

1


  آوريم:حاصل عبارت بالا را به دست مي 

( )
n

F
E

m
  



22
22

( )
n

F F( n )( n ) n n
E { } { (n ) n}

n (n ) n (n )m m

 
     

    

2 22
2 2

1 1 11 12 2
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  توان طيف انرژي سيستم را مشخص كرد.با استفاده از مربع كامل كردن معادله هاميلتوني مي روش تستي:
F F FP

m (x x [ ] [ ] )
m m m m

     
  

2 2 2 2 2
2 2 2

1
2 2

  FP P
H m x F x m (x x)

m m m
       



2 22 2 2 2
2

21 1
2 2 2 2


  

F FP
m (x )

m m m
    

 

22 2 2
2 2

1
2 2 2

 F FP
m [(x ) ]

m m m
    

 

22 2 2
2 2 4

1
2 2

  

F  بنابراين طيف انرژي سيستم عبارت است از:
(n )

m
  



2
2

1
2 2

طيف مجاز  

F  يعني تصحيح انرژي عبارت است از:
E

m
 



2
22

  
  

  

 يلتونيبعــدي بــا هــامنوســانگر هماهنــگ يــك :3مثــال 


xP
H m x

m
  

2 2 21
2 در معــرض ميــدان الكتريكــي ثابــت و  qبــا بــارالكتريكي 2

يكنواخت 


xˆE E e در يك محيط چسبنده با انرژي چسبندگي استهلاكي
xp


 يـك   اند؟ (كدام را در نظر بگيريد. ترازهاي انرژي اين نواسانگر 2

  )96(فوتونيك ـ سراسري   باشد)ثابت فيزيكي مي

1 (q E
(n ) m (v ) )

m
   


2 21 1

2 2
 

  
 

  2 (v q E
(n ) m (( ) ( ) )

m
   


2 21 1

2 2 2
  

 
 

  

3 (q E
(n ) m (v ) )

m
   


2 211 2

 
  

 
  4 (v q E

(n ) m (( ) ( ) )
m

   


2 211 2 2
  

 
 

  

 :تر گونه مسائل از يك روش كوتاهگير و طولاني است؛ بنابراين در حل اينم معمولاً بسيار زمانروش محاسبه اختلال مرتبه دو» 2«گزينه  پاسخ
    شود:كنيم كه با مربع كامل كردن هاميلتوني سيستم انجام مياستفاده مي

xP
H m x q E x

m
    

2 2 21
2 2    


xP


 2
x

x
P

P
m


 

2

2 2



m x q E x  2 21

2      

x x{P m P }
m

  21
2  


m {x q E x}
m

  


2 2
2

1 2
2    

 
x x{P m P

m
  21

2  


m V m V }  2 2 2 21 1
4 4     

m q E q E
{x q E x ( ) ( ) }

m m m


  

  

2 2 2 2
2 2 2

2
2
     

 
     

 

x x{P m P m } m m
m

       2 2 2 2 21 1 1 1
2 4 8 2       


q E q E q E
{x x ( ) }

mm m
  

 

2 22 2
2 2

2
2

     

    
 

x(P m )
m

   21 1
2 2  


q E
m (x ) m V

m
   


2 2

2
1 1
2 8

 
  

 
2


q E

m




2 2
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  توانيم انرژي سيستم را به دست آوريم:به اين ترتيب مي

nE (n ) m V   
1 1
2 8  q E

m
 



2 22
22

 


 
(n ) m   

1 1
2 2  q E

( ) ( )
m

 
  

2 2
2
  

 
  

 

 اي به شكل زير است. كه در آن هاميلتوني سيستم مختل شده :4مثال  1 ترين مقدار انرژي اين سيستم تا مرتبه اول ايين. پ چيست؟  
  )91(فيزيك ـ سراسري  

  H

    
      
     

2 2 2
1

2 3
  

1 ( 1  2(  1  3(  1 2  4(  1 2  
 :هاميلتوني معرفي شده در صورت سؤال از دو بخش تشكيل شده است. يكي هـاميلتوني اصـلي پـيش از اعمـال اخـتلال و ديگـري         »2«گزينه  پاسخ

H  هاميلتوني مختل شده. H H

 
 
 

           
                   

                
1

2 2 22 2 2
1 1

2 3 3 2
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  دهمفصل 
  »مباحث تكميلي«

تـوان از  شـود، امـا نمـي   مطرح مي هاآن الات كمي ازؤچه سپردازيم كه گركانيك كوانتومي ميبه بررسي مسائل باقي مانده درس م ،در اين فصل نسبتاً كوتاه
  اهميتشان چشم پوشيد.

 
  

 هاي وردشيروش): 1درسنامه (

  تعريف      
دهـد.  ني اصلي است، معلوم باشد، جواب مـي واي كه هاميلتوني آن به قدر كافي شبيه هاميلتي دقيق مسألههاجوابماني كه نظريه اختلالي فصل پيشين تا ز

  آيد.كار ميهي دقيق در دسترس نيستند، بهاجوابهنگامي كه  ،Eروش وردشي در تخمين انرژي حالت پايه
در  شـود زده مـي حـدس   ،اسـت  كه تقريبي از تابع موج واقعي حالت پايـه  را با در نظر گرفتن تابع موج آزمايشي Eدر اين روش انرژي حالت پايه

|  كنيم:تعريف مي روصورت روبهرا به  Hاينجا H |
H

|
 

 

 
 

  


  
  

 در روش وردشي اگر مقدار چشمداشتي تابع هاميلتوني را با هر تابع آزمايشي بهنجار با :1مثالH و انرژي حالت پايه دستگاه را باE :نشان دهيم، داريم  
1(H E   2(H E   3(H E   4(H E   
 :هاي انرژي هاميلتوني ويژه كتاين كه با  »1«گزينه  پاسخH توان چنين تصور كرد كه تابع موج آزمايشي قابل بسط بر حسـب ويـژه   دانيم، ميرا نمي
  باشد: Hي دقيق انرژي هاحالت

k
k

ˆ| | k k | ; H | k E | k            

k  به اين ترتيب داريم:
k k

ˆ ˆH | H | k k | E | k k |                

k  و بنابراين: k
k k

ˆ| H | E | k k | E | k | |                     2  

از طرفي
k k

| | k k | | k | |                       و بنابراين داريم: 2
k

k

k

E | k | |
| H |

H
| | k | |


 

  


 
  

  
  

 
     





2

2  

kEعبارت kEاكنون به جاي E E   دهيم:مي را قرار  
k

k

k

(E E ) | k | |

H E
| k | |

 








   

 
  





2

2  

kEحالت پايه (يعني حالتي با كمترين انرژي) است، پس همواره Eاز آنجا كه E        و از اين رو جمله اول رابطه بالا همـواره مقـداري نـامنفي اسـت. بـه
Hعبارت ديگر E   و از اين روH E .  

  دهد.بدست مي ،روش وردشي همواره حد بالايي را براي انرژي حالت پايه با در نظر گرفتن توابع موج آزمايشي گوناگون: 1نكته  
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  نوسانگر هماهنگ و مسائل ديگر      
گر هماهنـگ يـك   خواهيم انرژي حالت پايه نوسانروش وردشي در تخمين تراز پايه انرژي يك سيستم، فرض كنيد مياي از كاربرد در اينجا به عنوان نمونه

d  بعدي را بيابيم:
H m x

m dx
   

2 2 2 2
2

1
2 2
  

bx(x)  نظر گرفت:را يك تابع گاوسي در» آزمايشي«ج توان تابع مومي Ae  
2

  
  ثابت بهنجارش است. Aمقداري ثابت و bدر اينجا 

|bx  را بدست آوريم: Aپيش از هر كاري بايد  (x) | dx | A | e dx
 

 

    
22 2 21 1  

xeتوان از رابطهاما حاصل انتگرال را مي dx




 



2

bxe  بدست آورد:  dx
b





 


22
2  

|بنابراين A |
b


2 1

2
bو از اين رو 

A ( )


1
42.  

bxbبه اين ترتيب تابع آزمايشي به صورت
(x) ( ) e 



2
1
42 آيد.در مي  

ˆ  پردازيم:حال به محاسبه مقدار چشمداشتي هاميلتوني مي ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH T V H T V            
  را محاسبه كنيم: Tابتدا مقدار چشمداشتي انرژي جنبشي 

bx bx bx bxp̂ b d b dˆ ˆˆT dx (x)p (x) e ( i ) e dx T e e dx
m m m dx m dx

  
  

  

                 
   

2 2 2 22 2 22 2
2

1 1 2 2
2 2 2 2  

d:استفاده كرديم،  )x(در فضاي مكان  p̂(در اينجا از نمايش عملگر
p̂ i

dx
 (  

bx bxb d
T̂ e { bxe }dx

m dx

 



      
 

2 22 2 22  

bx bx bx bxb b
e ( b){e x( bx)e }dx ( b)( bx )e dx

m m

 

 

           
  

2 2 2 22 2 2 22 22 2 2 1 22 2
   

bx bx bxb b b b
( bx )e dx { e dx b x e dx}

m m

   

  

     
   

2 2 22 22 2 2 2 22 21 2 2  

bxb b d b b d b
{ b e dx} { b } (I)

m b d( b) m b d( b) b m

  



  
    

 
22 2 222 22 22 2 2 2 2 2  

  آيد:ي انرژي پتانسيل بدست ميداشتبه همين صورت مقدار چشم

bx bxb b
V̂ m x m ( ) e x ( ) e dx





        
 

2 21 1
2 2 2 24 41 1 2 2

2 2  

bx bxm b m b d
x e dx ( ) e dx

d( b)

 

 

  
  

  
2 22 22 2 22 2

2 2 2
  

m b d m b m mˆ( ) ( )( )( b) b( ) V (II)
d( b) b bb b

    
          

 

32 2 2 2
22 2 1 11 2 22 2 2 2 2 4 82 2

  

b   آيد:مقدار چشمداشتي هاميلتوني بدست مي (II)و  (I)با استفاده از روابط  mˆ ˆ ˆH T V (III)
m b

 
         

2 2

2 8  
Hبنا بر رابطه E  ترين كران،يابي به نزديكدست ، برايH  كنيم:را كمينه مي  

ˆd H m b m m
( )b b

db m mb

     
        

2 2 2 2 2 22
2

412 8 28
   


  

Ĥ، كمينه(III)در رابطه  bبا جايگذاري   آيد:بدست مي  min min
m mˆ ˆH ( ) ( ) H

m m

   
          



2 2 2 1
2 2 8 4 4 2
    


  

  نگ يك بعدي است!مقدار بدست آمده همان انرژي حالت پايه نوسانگر هماه
ه ما را به ويژه * توجه كنيد كه در روش وردشي انتخاب تابع موج آزمايشي از اهميت خاصي برخوردار است، در واقع انتخاب تابع گاؤسي در مسأله بالا بود ك

  رهنمون ساخت. ،مقدار انرژي زمينه درست
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 ستفاده از روش وردشي به صورت داشتي هاميلتوني با ابراي يك نوسانگر هماهنگ مقدار چشم :2مثال
H m b

mb
  

2 2 2
2

1
24

محاسبه شـده   

  )96(فوتونيك ـ سراسري   باشد. مقدار كمينه انرژي كدام است؟ پارامتر وردشي مي bاست، كه در آن

1 (  2 (
2

2   3 (
1
2   4 (

3
2   

 :در روش وردشي بنابر رابطه  »2«گزينه  پاسخH E ترين كران،يابي به نزديك، براي دستHكنيم:را كمينه مي  
d H d

m b
db db mb

       
  

2 2 2
2

1
24

   m b m b
mb mb


      

2 22 2
3 32 2

   

m b b b
mm

      


22 2 2 4 4 2
2 22

22
    

  محاسبه شده است، مقدار كمينه انرژي به راحتي قابل محاسبه است: bحال كه پارامتر وردشي 

b
m

H | m
mm

m




   




22

2 2

2

1
2 24

2


 


    
    

2 2 2 2
4 4 4 22 2
      

  بعدي است. دست آمده همان انرژي حالت پايه نوسانگر هماهنگ يكمقدار به
 

  

 فرض كنيد: 3مثالE وE1 ويژه مقادير انرژي حالت زمينه و اولين حالت برانگيخته هاميلتوني مستقل از زمانH است. اگرE وE1  با استفاده از
اده از توابع موج آزمايشيروش وردش و با استف 1 دست آمده باشد، كدام گزينه امكان صحيح بودن براي حالت زمينه و اولين حالت برانگيخته به «

 )97(فيزيك ـ سراسري   ؟  ندارد

1 (E E E E 1 1  »  2 (E E E E 1 1  »  3(E E E E 1 1  »   4(E E E E 1 1  »   

 :هاي خلاف روش اختلال، متكي بر پاسخمي است كه برهاي سيستم كوانتودست آوردن پاسخروش وردشي يك روش تقريبي براي به »3«گزينه  پاسخ
كه ويژه هاميلتوني شناخته شده در حالييك هاميلتوني از قبل حل شده ساده نيست. اين روش براي تعيين مقادير حد بالاي ويژه مقادير انرژي سيستم با 

نظر است. يك سيستم فيزيكي دلخواه در ويژه براي تعيين حالت پايه يك سيستم مناسبرود. اين روش بهمقادير و ويژه حالات آن معلوم نيست، به كار مي
  كاملاً گسسته و ناتبهگن باشد: Ĥبگيريد كه هاميلتوني آن مستقل از زمان باشد و فرض كنيد كه طيف

  n n nĤ | E | ; n , , ,...     1 2 

|هاي مربوطه معلوم نيستند. يك كت دلخواهو ويژه حالت nEمعلوم است اما الزاماً ويژه مقادير Hاگرچه هاميلتوني    از فضاي حالت اين سيستم را

|  دار متوسط هاميلتوني بر روي اين كت عبارت است از:نظر بگيريد. مقدر
| H |ˆE H E E E

|
   

     
         

Eانرژي حالت پايه سيستم است. بنابراين امكان ندارد كه Eكه در آن E  ) تواند صحيح باشد.) نمي3شود. پس گزينه  
  

 اي در يك بعد با هاميلتوني تابع موج آزمون ذره :4مثال
p

H V
m

 
2

x|(x)|به صورت 2 e   است كهVباشد. شرط آن كه پتانسيل ثابتي مي
  )92فيزيك ـ سراسري (  آيد منفي باشد، كدام است؟انرژي حالت پايه اين ذره كه از روش وردش به دست مي

1 (V
m



2

  2 (V
m


23

2
  3 (V

m


2

2
  4 (V

m


22


  

 :بنابر اصل وردشي حد بالايي براي انرژي حالت پايه عبارت است از  »3«گزينه  پاسخ :  
ˆ| H |

H E
|

   
 

     

p̂و انرژي جنبشي  V̂عملگر هاميلتوني (برابر مجموع عملگرهاي انرژي پتانسيل  ̂در رابطه فوق 

m

2

انرژي حالت پايه كه طبـق صـورت    E) ذره است. 2
  آزمون بهنجار است.تابع موج  (x)مسئله منفي است و 

Eبه اين ترتيب طبق صورت مسئله چون     :است داريم  H    

p  براي مسئله حاضر داريم:  d
Ĥ V V

m m dx
    

2 2 2
22 2 

  

x(x) e   
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x  بنابراين خواهيم داشت: xdx e e
      

2 21 1
2 2




x xe dx e
 


 2 2


x|x| |x|(x) | (x) e e dx e dx
 

 

        2  

{ e e e e } { }       
1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 2
   

x x |x| |x| x xp d d
(x) H (x) e ( V )e dx e ( V )e dx e ( V )e dx

m m mdx dx

 

  

                
2 2 2 2 2

2 22 2 2


  
 

 

x x x xd
e ( V )e dx e ( V )e dx

m mdx





       
2 2 2

22 2



 

 
 

x xe ( V )e dx ( V )
m m


      

2 2

2 2
 

  x xe dx ( V ) e dx
m

 
  

22 2
2



 
  

x x( V ) e ( V ) e ( V ) ( V ) V
m m m m m

                               

2 2 2 2 22 21 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2    

     
 

Vابر است با: بر Hبه اين ترتيب 
m

 
2

2 
(x) | H | (x)

H
(x) | (x)

   
 

   
H   طبق فرض اوليه مسئله داريم:  V V

m m
      

2 2

2 2 
     

  

 اي بـه جـرم  تـابع هـاميلتوني ذره   :5مثالm   عـد بـه شـكل   در يـكبp
H x

m
  

2 4
مقـدار ثـابتي اسـت. بـا انتخـاب تـابع        اسـت كـه   2

bx(x)آزمون Ae 
  )94(فوتونيك ـ سراسري   بهترين تخمين براي انرژي حالت پايه ذره كدام است؟ 2
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