
  
  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  عاشاتارت

   
  فصل اول

»مفاهيم اوليه ارتعاشات«  

 ارتعاش  
  

هـايي از ارتعـاش   شود. نوسان يك آونگ و حركت يك تار كشـيده شـده نمونـه   مي خواندهارتعاش يا نوسان  شودهر حركتي كه پس از يك بازه زماني تكرار 
  روهاي همراه با آنها سروكار دارد.باشند. نظريه ارتعاش با مطالعه حركت رفت و برگشتي اجسام و نيمي

  هاي اوليه سيستم ارتعاشيبخش 
سـازي انـرژي پتانسـيل (فنـر يـا      اي بـراي ذخيـره  يك سيستم ارتعاشي شامل وسـيله ، طور كليبه

اي بـراي هـدر دادن   اينرسي) و وسـيله  اي براي ذخيره انرژي جنبشي (جرم ياالاستيسيته)، وسيله
  باشد.كننده) ميتدريجي انرژي (دمپر يا ميرا

بـه صـورت    ،ارتعاش يك سيستم شامل تبديل انرژي پتانسـيل آن بـه انـرژي جنبشـي و بـالعكس     
متناوب است. اگر يك سيستم ميراشونده باشـد مقـداري از انـرژي در هـر سـيكل ارتعاشـي هـدر        

  رود و در صورت تمايل به حفظ يك ارتعاش پايدار بايد با يك منبع خارجي جايگزين شود.مي
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رهـا   ايجـايي زاويـه  هپس از جاب mدر نظر بگيريد. فرض كنيد كه جرم  ،نشان داده شده استبالا  كه در شكل را ارتعاش يك آونگ ساده ،به عنوان نمونه

انـرژي   بـه عنـوان مرجـع،    2بـا در نظـر گـرفتن نقطـه      اين در حالي است كه ابر صفر است.، سرعت جرم و بنابراين انرژي جنبشي آن بر1شود. در موقعيت 
mgاين جسم برابر پتانسيل ( cos ) 1 اينكه نيروي جاذبه  باشد. به خاطرميmg شامل گشتاورmg (sin )  حول نقطهo موقعيـت از  جرم ،باشدمي 

  كند.شروع به نوسان به سمت چپ مي 1

رسد همه انرژي پتانسيل آن به انـرژي  مي 2دهد و زماني كه به موقعيت هاي ساعت به جسم مياي خاصي را در جهت حركت عقربهاين گشتاور شتاب زاويه
 ،ناي ـوجـود   دهـد. بـا  ادامـه مـي   3ن خود تا رسـيدن بـه موقعيـت    بلكه به نوسا ؛ايستداز حركت بازنمي 2بنابراين جرم در موقعيت  ؛شودجنبشي تبديل مي

هاي ساعت به علت نيروي جاذبـه بـر آن   يك گشتاور در خلاف جهت حركت عقربه ،3و تا رسيدن به موقعيت  كندعبور مي 2كه از موقعيت متوسط هنگامي
اين لحظه همه انرژي جنبشي آن به انرژي  رسد. دربه صفر مي ،)3( گردد. سرعت جرم در آخرين نقطه سمت چپسبب كاهش سرعت جرم مي ،عمل كرده

بنابراين جرم شروع بـه   ؛گرددهاي ساعت ميداراي سرعتي در خلاف جهت عقربه اين جرم هم به خاطر گشتاور نيروي جاذبه، . بازشده استپتانسيل تبديل 
 در عمل حركت نوساني خواهد داشت. و آونگ كندمياين فرايند ادامه پيدا  كند.ور ميهم از موقعيت متوسط عب باز ،نوسان برگشتي با سرعت افزاينده كرده

به تدريج كاهش پيدا كرده و در نهايت آونـگ بـه خـاطر مقاومـت (ميرايـي) اعمـال شـده از طريـق محـيط اطـراف (هـوا) از حركـت              مقدار نوسان يعني
  رود.مي هدربه ارتعاشات در هر سيكل ارتعاشي به خاطر ميرايي هوا انرژي اين بدان معني است كه مقداري از  ايستد.بازمي

  درجات آزادي
درجـات آزادي آن سيسـتم    ،نيـاز اسـت   تم در هـر لحظـه از زمـان   س ـهاي يـك سي كه براي تعيين كامل موقعيت همه بخش را كمترين تعداد مختصات مستقلي

باشـند.  ميايشگر يك سيستم تك درجه آزادي ، نمبعدهاي نشان داده شده در شكل و نيز هر كدام از سيستم بالا ه نشان داده شده در شكل. آونگ سادگويندمي
 ،دنبراي بيان حركت اسـتفاده شـو   yو  xتصات بيان كرد. اگر مخ yو  xيا برحسب مختصات كارتزين  توان برحسب زاويهحركت آونگ ساده را مي ،براي مثال

xها از طريق معادلهاين مختصات مستقل از هم نيستند. آن بايد به ياد داشت كه y l 2 2 بنـابراين هـر    ؛باشدطول ثابت آونگ ميlارتباط دارند كه در آن 2
باشـد. بـراي   مـي  yيـا   xتـر از انتخـاب   آسـان  به عنوان مختصه مستقل انتخاب ،اين مثال تواند حركت آونگ را توصيف كند. درمي واه ديگري نيزدلخ مختصه



  
 

مفاهيم اوليه ارتعاشات: فصل اول  2   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

بـراي سيسـتم   و  x، مختصه خطـي  bتوان براي بيان حركت استفاده كرد. در شكل را مي xمختصه  ياو  ايمختصه زاويه يا aلغزنده نشان داده شده در شكل
  حركت استفاده كرد.شخص كردن متوان براي را مياي ، مختصه زاويهcپيچشي (ميله طولاني با يك ديسك سنگين در يك انتها) نشان داده شده در شكل 
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 (c)سيستم پيچشي  (a)مكانيزم لغزنده ـ لنگ ـ فنر 
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 (b)سيستم جرم ـ فنر

x

  
 هاي تك درجه آزاديسيستم

جـرم و دو   دهنده يك سيسـتم داراي دو نشاناول اند. شكل نشان داده شده بعدشكل دو هاي دو و سه درجه آزادي به ترتيب در هاي سيستمبرخي از نمونه
كـت آن را  باشـد كـه حر  يك سيستم داراي دو جرم چرخشـي مـي  دهنده نشان bبخش تواند بيان شود. مي x2و  x1فنر است كه توسط دو مختصه خطي 

 uو x ،yيـا توسـط    و  uتوان به طور كامل توسطرا مي c بخش. حركت سيستم نشان داده شده در بيان كرد 2و1حسبتوان به طور كامل برمي
xتوسط  yو  xهاي بايد توجه داشت كه مختصه ،ن شوداين سيستم توسط روش دوم بيا توصيف كرد. در صورتي كه حركت y l 2 2 شـوند  مقيد مـي  2

  باشد.داراي همان دو درجه آزادي مي همچنان بنابراين سيستم ؛مقدار ثابتي است l كه در آن
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 هاي دو درجه آزاديسيستم

  

ixمختصات هاي زيردر شكلداده شده هاي نشان براي سيستم (i , , )1 2 iو  3 (i , , ) 1 2  cو aهـاي سيستم براي بيان حركت به ترتيب توانرا مي 3
iمختصات bشكلدر  در مورد سيستم نشان داده شده كار برد.هب (i , , ) 1 2 imهايهاي جرممكان 3 (i , , )1 2 كنـد. يـك روش ديگـر    را مشخص مي3

i)در آنكه است iyوixحسببر سيستم توصيفبراي  , , )1 2 i اين مـورد قيـدهاي   در بايد توجه داشت كه ولي ؛باشدمي 3 i ix y l (i , , )  2 2 2 1 2 3 
  جاي شش درجه آزادي، داراي سه درجه آزادي مستقل است.نتيجه سيستم به وجود دارند و در
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  ه درجه آزاديهاي سسيستم

 كانيكي: تعداد درجات آزادي يك سيستم م  :1مثال  
   .) برابر با تعداد اجرام آن سيستم است1
  ) برابر با حداقل مختصات مستقل آن سيستم است.3

  ) برابر با تعداد فنرهاي آن سيستم است.2
  ) برابر با حداكثر مختصات مستقل آن سيستم است. 4

 :صحيح است.   )3(ي ه به مطالب بيان شده گزينهبا توج  »3«گزينه  پاسخ   
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 سيستم هاي گسسته و پيوسته  
  

 قبـل هـاي  هاي ساده نشـان داده شـده در شـكل   توان با استفاده از تعداد متناهي درجات آزادي مانند سيستمهاي عملي را ميتعداد بسيار زيادي از سيستم
. بـه عنـوان يـك    باشـند تعداد درجات آزادي نامتناهي مـي داراي  ،هستندمل اعضاي الاستيك پيوسته ها به ويژه آنهايي كه شاتوصيف كرد. برخي از سيستم

بـراي مشـخص كـردن     بنـابراين  ،اسـت  داراي تعداد نامتناهي نقاط جرمـي  ن تيراي اينكه را در نظر بگيريد. به خاطر زيرتير يك سرگيردار شكل  ،مثال ساده
تيـر يـك سـرگيردار داراي تعـداد نامتنـاهي درجـات آزادي اسـت. بسـياري از          در نتيجـه  ؛نياز است نامتناهي مختصات به تعدادحالت تغيير شكل يافته آن 

  .باشندمي بنابراين داراي تعداد نامتناهي درجات آزادي اند؛پذير (الاستيك) اي و ماشيني داراي اعضاي تغييرشكلهاي سازهسيستم
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  يك تير يك سرگيردار (يك سيستم داراي تعداد نامتناهي درجات آزادي)
و آنهايي كه داراي تعداد نامتنـاهي درجـات   شود گفته ميمتمركز  ـ هاي گسسته يا پارامترسيستم ،اندكه داراي تعداد متناهي درجات آزادي يهايمسيستبه 

  شوند.هاي پيوسته يا توزيع شده خوانده ميسيستم ،اندآزادي
   .شـود هـا بـه صـورت نقـاط مجـزا در نظـر گرفتـه مـي        ل مركـز جـرم آن  هاي مختلف سيستم به صورت متمركز در محقسمت جرم ،هاي گسستهدر سيستم

معادلـه حركـت،    ،باشد و به تعداد درجـات آزادي سيسـتم  هاي گسسته به صورت دستگاه معادلات ديفرانسيل معمولي ميهمچنين معادلات حركت سيستم
و واضـح اسـت كـه     باشـد مـي جزئـي  وع معادلات ديفرانسيل با مشتقات هاي پيوسته از نارتعاشي وجود دارد. معادلات حركت سيستممود فركانس طبيعي و 

  ارتعاشي هستند.مود  نهايت فركانس طبيعي و شكلهاي پيوسته داراي بيسيستم

 طبقه بندي ارتعاشات  
  

  باشند:هاي مهم به صورت زير ميديبنبندي كرد. برخي از طبقهتوان به چندين شيوه طبقهارتعاشات را مي
  تعاشات آزادار

هـيچ  ن حالـت  اي درشود. به عنوان ارتعاشات آزاد شناخته مي حاصلارتعاشات  ،آزادانه و به خودي خود ارتعاش كند ،اش اوليهپس از يك اغتش اگر سيستمي
  .استاي از ارتعاشات آزاد نمونه . نوسان يك آونگ سادهباشدمياوليه و در واقع ارتعاشات حاصل پاسخ به تحريك شود وارد نمينيروي خارجي بر سيستم 

  ارتعاشات واداشته
. نوساني گوينديا اجباري ميارتعاشات حاصل را ارتعاشات واداشته  شونده)يك نوع نيروي تكرار يك نيروي خارجي قرار گيرد (اغلب تحت تأثير اگر سيستمي
  شات واداشته است.اي از ارتعاآيد، نمونهوجود ميههاي ديزل بها مانند ماشينكه در ماشين

بـه  دهـد و نوسـانات شـديدي    شرايطي به نام تشديد رخ مي ،هاي طبيعي سيستم تطابق داشته باشدبا يكي از فركانس (تحريك)اگر فركانس نيروي خارجي 
  است. ها و بال هواپيماها با رخ دادن تشديد همراهها، توربينها، پلهايي مانند ساختمان. شكست سازهشودسيستم وارد مي

  ميراغيرارتعاشات ميرا و 
ي از انرژي قدارشود و اگر هيچ مناميده مي ارتعاشات از نوع ميرا ،در رودهاي ديگر هاگر مقداري از انرژي سيستم در حال ارتعاش در اثر اصطكاك يا مقاومت

اي كوچك اسـت كـه بـراي    مقدار ميرايي به اندازه ،فيزيكي هايدر بسياري از سيستم باشد.سيستم در حال ارتعاش از بين نرود ارتعاشات از نوع غيرميرا مي
حـائز  هاي ارتعاشـي نزديـك تشـديد بسـيار     در نظر گرفتن ميرايي در تحليل سيستم ،اين وجود باشد. بانظر كردن ميبسياري از مقاصد مهندسي قابل صرف

  است. اهميت 
  هاي خطي و غيرخطيسيستم

نامند. از ميارتعاشات خطي  راارتعاشات حاصل  ،ت خطي عمل كنندكننده) ـ به صور و دمپر (ميرا فنر، جرمـ  ارتعاشي هاي اصلي يك سيستمؤلفهاگر همه م
. معادلات ديفرانسـيل حـاكم   گويندميارتعاشات غيرخطي  ارتعاشات حاصل را ،ه صورت غيرخطي عمل كندهاي اصلي بلفهؤاز م حداقل يكياگر  ،طرف ديگر
در ارتعاشـات   ،خطـي بـرخلاف ارتعاشـات غير  باشـند.  خطي و غيرخطي مـي  معادله ديفرانسيل صورتبهاشي خطي و غيرخطي، به ترتيب هاي ارتعبر سيستم

 ـ. ن اصـل اسـتفاده كـرد   اي ـ هـاي خطـي از  تحليـل سيسـتم  در تـوان  باشد و ميزيشن) برقرار مينهي يا جمع آثار (سوپرپواصل بر هم خطي  اينكـه  ه خـاطر ب
هـا  ات غيرخطـي سيسـتم  هاي ارتعاشي واقعي بايد از تحليل ارتعاشبراي سيستم ،تمايل به رفتار غيرخطي دارند اشي با افزايش دامنه نوساني ارتعهاسيستم

امـا در ارتعاشـات غيرخطـي     ،فركانس طبيعي به خواص ذاتي سيستم بستگي دارد و به مقدار تحريك اوليه وابسـته نيسـت   در ارتعاشات خطي .استفاده كرد
  تحريك اوليه نيز وابسته است. دامنه و فركانسبه  كانس طبيعي سيستمفر
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  ارتعاشات معين و تصادفي
ارتعاشـات   گوينـد و معين  را آن تحريك ،شونده بر يك سيستم ارتعاشي در هر لحظه از زمان داده شده باشد) اعمالمماناندازه تحريك (نيرو يا  اگر مقدار يا

  شود.عين شناخته ميحاصل شده به عنوان ارتعاشات م
قابـل   مقـدار تحريـك   ،مشـخص در يك زمـان  و در نتيجه  يا تصادفي است نيستقابل تعيين اعمال شده بر يك سيستم ارتعاشي تحريك  در برخي از موارد

ادفي، سـرعت بـاد، نـاهمواري    هـاي تص ـ هايي از تحريـك . مثالبه ارتعاشات حاصل شده در اين حالت ارتعاشات تصادفي (اتفاقي) گويند .باشدنميبيني پيش
آن را  و نيـز تصـادفي اسـت    هااين سيستممورد ارتعاشات تصادفي بايد توجه داشت كه پاسخ ارتعاشي د. در نباشلرزه مياي و حركت زمين هنگام زمينجاده
  باشد.و تصادفي ميهاي معين هايي از تحريكدهنده نمونهنشان زيرهاي آماري توصيف كرد. شكل توان تنها برحسب كميتمي
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 (a)تحريك معين يا تناوبي 

0

يرو
ن

 

 زمان

 (b)تحريك تصادفي
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  هاي معين و تصادفيتحريك

 هاي الاستيك (فنرها)المان  
  

 شـود. نظـر مـي  د و معمولاً از جرم و ميرايي آنها صرفندهالعمل نشان ميهاي ارتعاشي هستند كه در برابر تغيير مكان از خود عكسفنرها اجزايي از سيستم
ل متناسـب  نيروي فنر با مقدار تغيير شـك  براي فنرهاي خطي .وجود داشته باشدنسبي  جاييهجاببين دو انتهاي آن آيد كه وجود ميه ب ونير در فنر هنگامي

  :آيدبه دست مي زيرو توسط معادله  است
( )1F kx  

 kجايي يك انتها نسبت به انتهاي ديگر فنـر) و هميزان تغيير شكل فنر (جاب xنيروي فنر،  Fكه در رابطه فوق 
 باشد. با توجه به رابطه نيرو ـ تغيير مكان فوق براي فنرهاي خطـي، شـكل تغييـرات نيـرو      سختي يا ثابت فنر مي

  توان به صورت مقابل رسم كرد:برحسب تغيير مكان را مي
  تر باشد شيب خط بيشتر خواهد بود.هرچه فنر سخت ،شودطور كه در شكل نيز ديده ميهمان

 

x

F  فنر سخت

 فنر نرم
k

1

  
  :يدآبه دست مي ه زيرو توسط معادل شودميدر فنر ذخيره  ،كار انجام شده براي تغيير شكل يك فنر به صورت انرژي كرنشي يا پتانسيل

( )2U kxdx kx  21
2 

  A(پـس از نقطـه  رود كه تغيير شكل از مقـدار خاصـي بـالاتر    . هنگاميكنند) پيروي مي1معيني از رابطه (و تنها تا تغيير شكل  اندفنرهاي واقعي غيرخطي
شود كه تغيير فرض مي شد. در بسياري از كاربردهاي عمليتغيير شكل غيرخطي خواهد  -و رابطه نيرو رودمي) تنش از نقطه تسليم ماده بالاتر يرزدر شكل 

Fند و از رابطه خطي معادله اها كوچكشكل kx شود. استفاده مي  

1 2x x x 

2x 1x

تنش

 كرنش

Aنقطه تسليم 
A

(x) 

(F)       نيرو

Aنقطه تسليم
A

  
 )A(نواحي بعد از نقطه  احي بالاتر از حد تناسبخطي نبودن در نو

توان آن را با يك فنر خطي سازي ميبا استفاده از فرآيند خطي ،)فنر غيرخطي باشد (فنر غيرخطياگر رابطه نيرو ـ تغيير شكل يك   :1نكته 

  آيد: ميدست به مقابل تقريب زد. ثابت خطي شده فنر معادل از رابطه
*

eq
x x

dF
K

dx 
  

  باشد. دهنده نقطه تعادل استاتيكي فنر مينشان ،در رابطه فوق x*كه  
بـراي   در نظـر بگيريـد.   بعد همانند شكل  mيك تير يك سرگيردار را با يك جرم انتهايي  ،براي مثال كنند.هاي الاستيكي مانند تيرها به عنوان فنر عمل ميالمان

  صورت زير است: تغيير شكل استاتيكي تير در انتهاي آزاد آن به دانيم كهنظر شده است. از مقاومت مصالح ميصرف mسادگي از جرم تير در مقايسه با جرم

  st
Wl

EI
 

3

3  



 
 

آزاديدرجههاي تكشات آزاد سيستمارتعادوم: فصل   52 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    

 مانند براي بلند كـردن وزنـه   يك جك قيچي :25مثالW 
ماننـد  ههـا  و لغزنده استهاي جك صلب شود. ميلهاستفاده مي
را  k2و k1بلغزند و فنرهايتوانند به راحتي روي ميله شكل مي

. فركانس طبيعي ارتعاش وزنه را در جهـت عمـودي   فشرده كنند
  آوريد. دستبه

1

W 

1 1

1 1

شفت


1k 2k

لغزندهلغزنده

ميله

  
 :شكل سيستم پس از حركت وزنه پاسخw به ميزان كوچكy بل در راستاي عمودي به صورت مقا
 باشد.وزنه مي جاييجابهميزان  yلغزنده در جهت افقي و جاييجابهميزان  x. در اين شكلاست

 

y

y





x

  
eqن فركانس طبيعي با توجه به رابطهبراي يافت

n
k

m
  دل سيستم داده شده در راسـتاي عمـودي را بيـابيم و بـراي ايـن منظـور       ابتدا بايد سختي معا

eqk  دهيم، يعني:  هاي پتانسيل در دو حالت بيان شده را با هم برابر قرار ميبيان شد، انرژي همانطور كه قبلاً y k x k x (*) 2 2 2
1 2

1 1 1
2 2 2  

  است با:  برابر xجايي هميزان جاب .را بيابيم yو  xست كه رابطه بين ا حال كافي

y lysin
x l (lsin y) lcos l cos y lysin lcos lcos lcos

l cos l cos


                  

 

22 2 2 2 2
2 2 2 2

22 1  

y  داريم:  yبراي مقادير كوچك  y
y , y

L cos
     



22
2 21 1 12

Lysin Lysin ysin

L cos L cos Lcos



   
  

  2 2 2 2 2
2 1 21 12  

ysin  برابر است با:  xبنابراين  ysin
x Lcos ( ) Lcos ytg

cosLcos
  

      
21  

eq  داريم: (*)لذا با جايگذاري در رابطه eqk y k (y tg ) k (y tg ) k (k k )tg       2 2 2 2 2 2
1 2 1 2  

eq  خواهد بود: مقابلبه صورت بنابراين فركانس طبيعي 
n

k (k k )g
tan

m W


   1 2  

  
 يك وزنه با استفاده از شش ميله صلب و دو فنر به دو شـيوه مختلـف    :26مثال

  سيستم داده شده را بيابيد. دو معلق شده است. فركانس طبيعي نوسان

  

  

  

 :كنيم:دو حالت را به طور جداگانه بررسي مي  پاسخ  

   ؛مـوازي هسـتند نـه سـري     k2و k1شـود فنرهـاي   برخلاف آنچه كه در ظاهر تصور مي) aحالت
  باشند. طول يكسان مي تغيير داراي فنرها ،هاي صلبزيرا به واسطه ميله

: x Lsin  1 x:ميله  به ازاي دوران كوچك k1تغيير طول فنر2 Lcos  1   k1طول فنر 2
: x Lsin  2 x:ميله  به ازاي دوران كوچك   k2تغيير طول فنر2 Lcos  2   k2طول فنر 2

  ند، لذا: اباشند و با هم موازيداراي تغيير طول يكسان مي k2و k1شود كه فنرهاي ديده مي

eq
eq n

k k
k k k k k k

m m
       1 2

22  

W W

(a) (b)

k

k
k

k

l l l l

l l l l

l l l l

l l l l

2k k

l l

l l

l l

l l

1k k
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جـايي جـرم بـه    فصل قبل به دست آمد، در اثـر جابـه   15 طور كه در مثالهمان )bحالت
   شوند:فشرده مي sxهر كدام از فنرها به اندازه، xاندازه

s
b

x x l
b

 
222

4 

eq  كنيم:استفاده مي در دو حالتانرژي پتانسيل  بريبرا ، ازدر راستاي عمودي آوردن سختي معادل دستبهبراي و  sk x ( kx )2 21 122 2  

  s
eq

x b k b
k k( ) k( )(l ) (l )

x b b
    

2 22 2 2
2 2

4 82 2 4 4  

eqmxبا توجه به معادله حركت k x   آيد:مي دستبه مقابل، فركانس طبيعي به صورت  eq
n

k k b
(l )

m b m
   

22
2
8

4  

 

 ك جرم كوچك دهنده يشكل زير نشان :27مثالm       اسـت كـه توسـط چهـار فنـر
 xاي نسبت به محور درجه 45، و با زاويه قرارگيري lالاستيك خطي، هر كدام با طول آزاد 

 xهـاي كوچـك جـرم در جهـت     جـايي جابهنگه داشته شده است. معادله حركت را براي 
  آوريد. دستبه

 

1k

1k 2k

2k

45

45
x

ll

ll

y

m

  
 :داده شده در جهت معادله حركت سيستم  پاسخx  است: مقابلبه صورت  eqmx k x    

 ازبراي يافتن سختي فنرهاي تحت زاويه  بيان شدهرا بيابيم. از طرفي با توجه به نكته  xاست كه سختي معادل سيستم داده شده در راستاي بنابراين كافي
  كنيم:رابطه زير استفاده مي

x

y

k k cos

k ksin

   
 

2

2  

eqk  بنابراين براي سختي معادل سيستم داده شده داريم: k cos k cos k k k k       2 2
1 2 1 2 1 2

1 12 45 2 45 2 22 2  

mx    خواهد بود: روروبهبنابراين معادله حركت به صورت  (k k )x   1 2  
  

 سختي  بادو فنر  :28مثالk و يك جرم  به دو نيم تقسيم شدهm  اسـت. دوره زمـاني طبيعـي ايـن سيسـتم       قرار گرفتهدو نيمه همانند شكل  بين
/برابر 5 تقسيم كنيم كه يك چهارم طول اوليه آن به يك سمت همان جرم و سه چهارم طول اوليه آن بـه   ايباشد. اگر يك فنر مشابه را به گونهثانيه مي

  دوره طبيعي نوسان سيستم چه مقدار خواهد بود. ،شكل بسته شودطرف ديگر همانند 
 

1

2

1

2

(a)

1

4

1
3

4

(b)

mmm

  
 :كه در شكل به جرم  را فنرهايي پاسخm شـود.  زيرا تغيير شـكل يكسـاني بـر آنهـا اعمـال مـي       ؛توان فنرهايي موازي به حساب آورداند ميبسته شده

توان سختي هـر بخـش را بـا اسـتفاده از قاعـده فنرهـاي سـري        بنابراين مي ؛آيد دستبهبا سختي اوليه  ايد فنرذاردن دو بخش فنر، بهمچنين با كنار هم گ
  محاسبه كرد.

 ) aحالت 
totalk k k

 
1 1

1 1 1  

total
k

k k; k k  1 1 22  

l

k

1k 1k

1

2

1

2

 x

k
y F

b
ll

ll

x

W
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خواهـد بـود. پـس    k4، ضريب فنريت معادل برابـر  aه به موازي بسته شدن آنها در سيستم باشد كه با توجمي k2برابر هابنابراين سختي هر كدام از بخش

n  خواهيم داشت:
eq

m m m
/

k k k
       


12 5 2 4 2  

تاي ديگـر را بـه   و سه كنيم كه يكي از آنها را به سمت چپقسمت مساوي تقسيم مي 4ابتدا فنر را به  )bحالت (حالت دوم براي به دست آوردن سختي در 
  كنيم، لذا:متصل مي mسمت راست جرم

k k k
k k k k k k k

         
     2

1 1 1 1 1 4 1   با هم سري هستند kچهار فنر 4

l3با طول k3فنر kسه فنر سري با سختي
  دهند، لذا:را تشكيل مي 4

k k
k k

k k k k k k


         

    3 3
3 3

1 1 1 1 3 1 4
3 3  

lبنابراين فنر با طول 

kداراي سختي  4 k2 l3باشد و فنر با طول مي 4
kداراي سختي  4

k 3
4
  داريم:   bتوجه به موازي بسته شدن آنها در سيستم  باشد كه بامي 3

n n
n eqeq

m m m
(s)

kk kk
( )

m

   
            

 1
2

2 2 2 3 3 1 32 2 16 4 2 2 4
3

eqدوره طبيعي 
k k

k k   
4 164 3 3  

بررسي چگونگي محاسبه فركانس طبيعي سيستم هاي قرقره اي   
  

تي معادل كل سيسـتم را  سخ ،ي قبلهاي بيان شدهبهتر است ابتدا با استفاده از روش ،اي يك درجه آزاديهاي قرقرهبراي محاسبه فركانس طبيعي سيستم

eqدست آوريم و سپس از رابطهبه
n

eq

k

m
   براي به دسـت آوردن معادلـه حركـت و فركـانس طبيعـي      را استفاده كنيم و يا روش اصل پايستگي انرژي

  .كار بريمبهسيستم 

 فركانس طبيعي سيستم نشان داده شده برابر است با: :29مثال  

1 (k

m
  2 (k

m

2  

3 (k

m

1
2  4 (k

m
2  

  :شودنظر مياز اثر وزن صرف 6كته (با توجه به ن با استفاده از روش پايستگي انرژي داريم  »3«گزينه پاسخ(:  

eV k(r ) kr   2 2 21 1
2 2    ;     T m( r ) mr   2 2 21 2 22

   

e n
d k k

(T V ) mr kr m k
dt m m

            2 2 14 4 4 2
     

 
 معادله حركت شكل زير را با رسم دياگرام آزاد جسم و استفاده از قانون دوم نيوتن بيابيد. :30مثال  

  
 :با همـديگر سـري باشـند (ايـن     هاطنابها (توسط فرض كنيد كه فنرهاي متصل به قرقره  پاسخ (

  رم طناب، فرض صحيحي است). فرض، با توجه به ناچيز بودن ج

  در اين صورت داريم:
eqk k k

 
1 1 1

5  

  eqk k
5
6  

2k 3k

l

4

3l

4

k k k k


2k

5k

m 

k
2r

r

x(t)

C r r 
r

2r

قرقره كوچك 
 بدون جرم

m 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  ارتعاشات  55 

. از x2ها) برابر است بـا باشد، كشيدگي طناب (متصل شده به قرقره xبرابر  mجايي جرم هحال اگر جاب
    به صورت زير است: mله حركت جرم دياگرام آزاد جسم نشان داده شده، معاد

eqmx kx k ( x)    2 2  

mx kx 
11
3

   

  
 و جرم ناچيزي دارند. اندبدون اصطكاك هاآوريد. فرض كنيد كه قرقره دستبهرا زير فركانس طبيعي سيستم نشان داده شده در شكل  :31مثال  
 :و برابـر بـا    استها كشش طناب ثابت ك بودن قرقرهبه خاطر بدون جرم و بدون اصطكا پاسخ
  باشد. مي Wوزن 

  
T W   

  

eqبراي يافتن فركانس طبيعي سيستم داده شده با توجه به رابطـه  
n

k

m
 ،  سـت كـه   ا كـافي

  داريم:  رزيرابطه سختي معادل فنرها را بيابيم و براي اين منظور با استفاده از 
وزن 

  mجايي خالص جرم هجاب=  ثابت فنريت معادل

  يابيم: را مي mجايي خالص جرم هبنابراين ابتدا جاب
  mجايي خالص جرم هبه بالا)= جاب رو 1جايي مركز قرقره هبه پايين+ جاب رو 2جايي مركز قرقره ه(جاب× 2

  داريم:  2و1هاي جايي قرقرههو براي محاسبه جاب
w

k x w x
k

   1 1 1
1

   1: قرقره                   22

w w
: x ( )

k k
  

1 2

2   m جايي خالص جرم هجاب 22

  w
k x w x

k
   2 2 2

2

  2: قرقره                     22

 2 2k x

2x
B

B

W W

2 2

2
2

k x 2W

2W
x

k





1 1k x

A

A

WW1x

1 1

1
1

k x 2W

2W
x

k




(b)

W mg

O
m

mx

O

1 2x 2(x x ) 

W

  
eq  ريم: دا (*) بنابراين با جايگذاري در عبارت

k kw w
:k

x (k k )w( )
k k

  


1 2
1 2

1 2

1 1 44
  ثابت فنريت معادل 

eq    فركانس طبيعي سيستم داده شده برابر است با: ،در نتيجه
n

k k k rad

m m(k k ) see
  


1 2
1 24  

n    و يا به عبارت ديگر: 
n

k k cycles
f

m(k k ) sec


 

  
1 2
1 2

1
2 2 4  

 

I   

m  

پولي 

2k

1k

(a)

m 

T 

W 

2 2k x

2T 2w

m 

1T

2kx
x(t)

2T 2w

1 1k x
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 وزنه  :32مثالW  با سختي توسط سه قرقره بدون اصطكاك و بدون جرم و يك فنرk   هماننـد
  .آوريد دستبهبراي نوسانات كوچك را   Wشكل نگه داشته شده است. فركانس طبيعي ارتعاش وزنه 

 :جـرم   جـايي جابـه با توجه به شكل، براي  پاسخm    بـه انـدازهx بـه   3و  2، 1هـاي  ، قرقـره
براي محاسبه فركانس طبيعي از اصل پايستاري انرژي جا خواهند شد. هجاب x8و x2،x4ترتيب

 mزيرا بـا افـزايش جـرم    ؛گيريماثر وزن را در نظر نمي 6و  3كنيم و با توجه به نكته استفاده مي
  ، بنابراين:شودكند و از حال تعادل خارج ميسيستم شروع به حركت مي

: T mx 21
2
 انرژي جنبشي  

: U k( x) kx 2 21 8   انرژي پتانسيل 322

d
: (T U) mx kx

dt
    64  اصل پايستاري انرژي  

n  بنابراين فركانس طبيعي برابر است با:
k k

m m
  

64 8  

  
 يك بلوك صلب به جرم  :33مثالM   قـرار  شـكل   روي چهار نگهدارنده الاسـتيك هماننـد

چسـبد.  سقوط كرده و بدون برگشت به بلوك صلب مـي  lاز ارتفاع  mبه جرم  . جسميگرفته است
فركانس طبيعي ارتعاش سيستم  ،باشد kهاي الاستيكي برابر اگر ثابت فنريت هر كدام از نگهدارنده

حاصل شـده   بيابيد. همچنين حركت mجرم  با در نظر گرفتن ، (ب)mجرم  نظر ازبا صرفرا (الف) 
   سيستم را در حالت (ب) پيدا كنيد.

 m

Mk

k k

k

l

  
 :اند و جرم كل در حالت اول برابربا توجه به اينكه فنرها به صورت موازي بسته شده  پاسخM و در حالت دوم برابرM m داريم: ،است  

nالف)     
k

M
 

nب) ،    4
k

(M m)
 


4  

v  كننده در لحظه برخورد با بلوك برابر است با:سرعت جرم سقوط شرايط اوليه: u gl v gl   2 2 2 2


  
در لحظـه برخـورد    ،به سمت پايين باشـد  د)انموقعيت تعادل (حالتي كه هر دو جرم به همديگر چسبيده دو جرم نسبت به جاييجابه، ميزان xاگر مختصات 
بـالاتر قـرار    رم نسـبت بـه موقعيـت تعـادل    (زيرا دو ج ـ استباشند كه اولاً منفي مي xصورت نپذيرفته، دو جرم در موقعيت  جاييجابهگونه كه هنوز هيچ

mg                  آيد:مي دستبهاند) و ثانياً مقدار آن از تقسيم وزن بر سختي فنرها گرفته
x x(t )

k
    4   

  داريم: ،خطي از قانون پايستگي اندازه حركت يه اين سيستم (دو جرم با همديگر)آوردن سرعت اول دستبهحال براي 

(M m)x mv m gl ;   2  
m

x x(t ) gl ;
M m

  


2         nx(t) A sin( t )              

  ابراين پاسخ كامل به صورت زير خواهد بود:بن

n g(M m)x
tan ( ) tan ( )

x lk





   
  1 1

8n

x m g m gl
A x ( ) ;

k(M m)k
   

 

2 2 22 2
2 216


 

  

 خواهد بود: روروبهصورت به شده حركت هارمونيك حاصل نتيجه و در

mg kL k g(M m)
x(t) ( ) sin( t tan ( ))

k g(M m) M m KL
 

  
 

18 414 8  

m w 

3F

2F

1F

3

2

1

0F

1F

2F

3F

kk

8x

4x

2x

x
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 در شكل زير جرم   :34مثالm1 از فنري با سختيk آويزان است و در تعادل استاتيكي قرار دارد. جرمm2  از
 به m2د. ماكزيمم شتاب مجموعه بعد از چسبيدن جرمچسبمي m1كند و بدون واجهشي به جرمسقوط مي hارتفاع 

m1 كدام است؟  

  
 :براي يافتن شتاب ماكزيمم سيستم پس از برخورد جرم پاسخm2  بـهm1،     بايـد ابتـدا معادلـه

  حركت آن را بيابيم، لذا:
(m m )x kx (m m )x kx         1 2 1 2  

افـزايش نيـروي وزن سيسـتم در     ،زيرا همانطور كه قبلاً بيـان شـد   ؛نظر شده استكه از اثر نيروي وزن در دياگرام آزاد نيروهاي فوق صرفبايد توجه داشت 
  شود. پاسخ معادله فوق به شكل كلي زير است:حالت تعادل استاتيكي سبب حركت سيستم مي

n n n
k

(m m )x kx x(t) Asin t Bcos t ,
m m

         
1 2

1 2
   

جايي اوليه ابتدا تغيير مكان اسـتاتيكي قبـل و بعـد از برخـورد     هآوردن جاب دستبهلذا براي  ايد از شرايط اوليه استفاده كنيم؛ب Bو Aهايبراي يافتن ثابت

st  كنيم:را محاسبه مي m1به m2جرم st
m g

m g k
k

     1
1 1 1  

st st
(m m )g

(m m )g k
k


      1 2

1 2 2 2  

نوشته شده است، بنابراين تفاوت دو مقدار تغييـر مكـان اسـتاتيكي     m1به m2از آنجايي كه معادله حركت حول نقطه تعادل استاتيكي بعد از برخورد جرم
  دهد:را نتيجه مي جايي اوليه سيستمهجاب ،فوق

st st
m g (m m )g m g

x( )
k k k


       1 1 2 2

1 2  

V  داريم: x(t)و براي سرعت اوليه V2 2 gh V gh

  2 2  

m  از بقاء تكانه حركت خطي در راستاي برخورد داريم:
m V (m m )V V V

m m
    


2

2 1 2
1 2

  

m m
V gh V gh x( ) gh

m m m m
     

 
2 2

1 2 1 2
2 2 2  

n n n n n nx(t) Asin t Bcos t x(t) A cos t B sin t            

n

n n

k

m m

n

m g m g
x( ) B,x( ) B

k k
m m

x( ) A ,x( ) gh A gh
m m m m

m gh
A gh A m

(m m ) k(m m )

 


      

      
  

   
  

1 2

2 2

2 2
1 2 1 2

2
2

1 2 1 2

2 2

22

 

    

n n
m ggh

x(t) m sin t cos t
k(m m ) k

    


2
2

1 2

2  

n n n n
m ggh

x(t) m sin t cos t
k(m m ) k

       


2 22
2

1 2

2  

max n n n
m ggh k

[x(t)] m ( ) ,
k(m m ) k m m

     
 

2 4 2 4 22
2

1 2 1 2

2  

max
m kgh

[x(t)] ( ) g
m m m m

 
 

22
1 2 1 2

2  

h 

m1 

m2 

m1+m2 m1+m2 

kx 
1 2(m m )x 
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 مطابق شكل در يك لحظه معين نخ  .دو جسم از نخ آويزان هستند  :35مثالA سوزانيم و اجسام را با كبريت مي
  كدام گزينه صحيح است؟ كنند.سقوط مي

  در لحظه اول سقوط، شتاب جسم پائيني از شتاب جسم بالايي بيشتر است.) 1
  اول سقوط، شتاب جسم بالايي از شتاب جسم پائيني بيشتر است. يهدر لحظ) 2
  اول سقوط، شتاب هر دو جسم مساوي است. يهدر لحظ) 3
  شتاب ثقل است. (g)ر اول سقوط، شتاب هر دو جسم مساوي و براب يهدر لحظ) 4
  :يهپس از پاره شدن نخ از نقط  »2«گزينه پاسخ A هر دو جرم خواهيم داشت: براي را  روروبه، دياگرام آزاد   

ه فنر در اثر آويزان شدن جرم پائيني است. همانطور كه ملاحظ يهتغيير طول اولي يهبه منزل در اين دياگرام،
باعث كم شدن  kولي نيروي نندكسقوط مي gهر دو جرم با شتاب  kدر صورت عدم وجود نيروي شودمي

دقت شود كه در اينجا فنر بالايي هيچ تأثيري  شود.شتاب سقوط جرم پائيني و بالاتر رفتن شتاب جرم بالايي مي
  هاي پاييني ندارد.در شتاب جرم

  
 كدام است؟حركت سيستم  يه. معادلكنيمپاره ميناگهان طناب را  در سيستم نشان داده شده در شكل مقابل :36مثال  

1 (mg k
x cos t

k M


2  2 (g k
x sin t

Mk
m

   

طناب 

k 

M

m  
3 (mg k

x cos t
k M

  4 (mg k Mg
x cos t

k M k
   

 :جرم   »3«گزينه  پاسخm جايي اوليه براي سيستم جرمهيك جاب يهبه منزلM و فنر k جايي برابر است با:هاز حالت تعادل است. اين جاب  
mg

x( )
k

  

kبا فركانس kو  Mدر هنگام بريده شدن طناب، سيستم 

M
  بنابراين پاسخ سيستم برابر است با: ؛صفر است شروع به نوسان خواهند كرد و سرعت اوليه اين نوسان 

    

k k
x(t) Acos t Bsin t

M M
x( )

mg kmg mg, x(t) cos tmg x( ) A k Mx( ) k kk

x( ) B

  



   


  

        
   

  شرايط اوليه 

  

 به جـرم اوليـه    گرميكيلو 8كه جرم اضافي باشد. هنگاميهرتز مي 3طبيعي يك سيستم جرم و فنر برابر فركانس :37مثالm   شـود اضـافه مـي،   
  را بيابيد. mو جرم  k يابد. سختيهرتز كاهش مي 1 فركانس طبيعي آن به

 :را داريم: روروبه در حالت اول روابط پاسخ  n
rad k

f Hz f
s m

      3 2 6  

k  خواهد بود: روروبه صورتبه mو  kبنابراين رابطه  m 6  

n  خواهد بود: مقابلكيلوگرمي، فركانس جديد ارتعاش به صورت  هشتودن جرم با افز
k k rad

m m sec


    

 
28 

k  بنابراين داريم: m m    2 8 6  
m  توان نوشت:ميپس  m , m kg  8 3 8  

N
k ( ) m

m
   2 26 36  

m 

mg K 

m 
K 

mg 

k 

A 

m 

m 

K 
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  آزمون فصل چهارم
  

 1 روي يك سطح هموار با شيب  سيستم جرم فنر شكل زير برـ3 لغزد. بيشترين مقدار نيروي منتقل شده به جرم ميm  در لحظه برخورد فنر به

  گاه چقدر است؟تكيه

1 (max n
n n

gh g
F m ( )  

 
2 2

2 2
2  2 (max n

n n

gh g
F m ( )  

 
2 2

2 2  

  3 (max n
n n

gh g
F m ( )  

 
2 2

2 2
2

2
 4 (max n

n n

gh g
F m ( )  

 
2 2

2 22
 

 2 دهد؟ان ميحركت سيستم ارتعاشي را بعد از باز شدن شير نش يههاي زير معادليك از گزينهكدامـ  

1(n
n

x(t) sin( (t ))
m

   

1  

2(
t

t
n

n
x(t) ( e ) sin( (t ))d

m
     

 3 15 1

  

3(n
n

x(t) cos( (t ))
m

   

1  

4 (
t

t
n n

n n
sin( (t )) ( e ) sin( (t ))d

m m
        

  31 15 1

  

 

d 

m  

k 

t 

P(t)فشار گاز 
P=50(1-e-3t)  

  

 3 بـراي سيسـتم    .برابر صفر فرض شود) تحت تحريك ضربه واحد داريم (شرايط اوليه زيرمپر مطابق شكل دـ  وزنهدرجه آزادي فنرـ  سيستم يكـ

  اي در نظر بگيريم، تا پاسخ ارتعاش آن مشابه حالت اول باشد؟بدون ورودي، چه شرايط اوليه

1(x( )

x( ) m




 
 

  2(x( ) m

x( )





  

  

m

x(t) > 0

δ(t)

k

C
 

3(
x( )

x( )
m




1

 
    4(x( )

m
x( )





1
  

  

 4لب به جرم زيرارتعاشي  ـ در سيستمتير صm1لب به جرمهمواره در حين ارتعاش با جسم ص ،m2 در يك نقطه(B) در تماس است و جرمm2   مقيد بـه

  :هاي مسئله برابر است باوارد شود، پاسخ ارتعاش سيستم با توجه به داده m2به جرم (t)احدباشد. اگر بار ضربه وحركت در شيار قائم مي

1(x(t) / sin( t) 15 1   

2((t) sin( t)  3 1  

3(x(t) sin( t) 2 1   

4((t) / sin( t)  3 1    

 δ(t)

A
B CE

1m =2kg
2m =1.5kg

x>0
2k =600kg

1
200

k = kg3

θ

D

 

 5اگر همان سيسـتم را بـدون ورودي در نظـر بگيـريم،      ـ دمپر يك درجه آزادي با ارتعاش اجباري تحت ضربه واحد داريم.ـ يك سيستم فنرـ وزنه  
  با ورودي ضربه واحد مساوي شود؟ در چه صورت امكان اين وجود دارد كه پاسخ سيستم بدون ورودي به شرايط اوليه با پاسخ سيستم بدون شرايط اوليه

)x) اگر1 )    .اگر2  باشد (x( )   .امكان ندارد.4  ) اگر شتاب اوليه صفر باشد.3  باشد (  
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 6 ديسك يكنواختي به جرمـm و شعاعR  تحت تحريك متناوبمطابق شكلF(t) قرار گرفته است. پاسخ ارتعاش اجباري سيستمx(t)  عبارت
)xاست از: (فرض كنيد: ) x( )   (  

1(
i

i
cos( t)

F F t
x(t)

k m i
i ( k )

t

  









 
 

 
2 2 221

2

2
2 9
3 2 6

   

2(
i , , , , , ,...

i
cos( t)

F F t
x(t)

k m i
i ( k )

t







 
 

 
2 2 2212 4 5 7 8

2

2
9

3 2 6
  



   

3(
i

i
cos( t)

F F t
x(t)

k m i
i ( k )

t







 
 

 
2 2 221

2

2
9

3 2 6
  



   

4(
i , , , , , ,...

i
cos( t)

F F t
x(t)

k m i
i ( k )

t







 
 

 
2 2 2212 4 5 7 8

2

2
2 9
3 2 6
  



   

 7 تبديل لاپلاس پاسخ ارتعاش اجباري سيستم ارتعاشي داده شده با كدام گزينه برابر است؟ (ديسك به جرمـm و شعاعR  به يك فنر با ثابـتk 
به صورت شكل زير داده شـده اسـت و شـرايط     M(t)كند. تحريك گشتاور خارجيدوران مي با سرعت ثابت ABموعه حول محورمتصل شده و مج

)اوليه ) ( )     (است  

1(
t s t sM e e

(s)
kt s s ( )
m

  
 

 

2
2 2 2

2 1 2
23
3

 


  

2(
t s t sM e e

(s)
kt s s ( )
m

  
 

 

2
2 2 2

1 2
2
3

 


   

3(
t s t sM e e

(s)
kmR t s s ( )
m

  
 

 

2
2 2 2 2

2 1 2
23
3

 


   

4(
t s t sM e e

(s)
kmR t s s ( )
m

  
 

 

2
2 2 2 2

1 2
2
3

 


   

  

 8 تير صلب بدون جرمـAD به طوl در نقطهA مفصل شده و در نقاطB وD توسط دو فنر با ثابتk      مهار شده اسـت. ديسـك يكنـواختي بـه
روي يك نخ غيرقابل انعطاف قرار گرفته كـه دو انتهـاي    مركز ديسك قرار گرفته است، بر Eاي واحد در نقطهكه تحت تحريك ضربه Rو شعاع mجرم

)xمتصل شده است. با فرض k2اين نخ به ديوار و فنر ) x( )   انتگرال كانولوشن پاسخ ،x(t) سيستم به ضربه واحد(t) :برابر است با   

1(t
n n

n

k
, x(t) sin (t ) ( )d

m m 


        
 

8 2
19 3  

2(t
n n

n

k
, x(t) sin (t ) ( )d

m m 


        
 

16 2
57 3  

3(t
n n

n

k
, x(t) sin( ) (t )d

m m 
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19   
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 9 به شعاع2) و (1دو ديسك بدون جرم (ـ (R مطابق شكل در نظر بگيريد. فرض كنيد ميلهAB به جرمm و طولl كه حول نقطهA  مفصل شده
)ايط اوليـه ) متصل شده، مهار شده باشد. با در نظـر گـرفتن شـر   2كه به مركز ديسك ( k2و فنرCاست، توسط دمپر ) ( )         و نيـروي ضـربه

  ، عبارت است از: (s)از ميله، تبديل لاپلاس پاسخ تير به ضربه واحد؛ Bدر انتهاي (t)واحد

1((s)
cL kL

m s ( )s ( )
 

 2
3

3 81
4 32

  

2(/
(s)

c k
ms ( )s ( )

 
 2

1 5
3 81
4 32

   

3((s)
c k

ms ( )s ( )
 

 2
3

3 81
4 32

   

4(/
(s)

cL kL
m s ( )s ( )

 
 2

1 5
3 81

4 32
   

 10 كنيم فشار مخزن سيال برابر بادهد. فرض ميگيري فشار را نشان ميسيستم شكل زير مكانيزم يك دستگاه اندازهـtp(t) e sin( t)   .باشد
pبرابر Rهاي خطي است يعني تغييرات فشار بر اثر عبور از مقاومتيال از نوع مقاومتجريان س Rمقاومت R. q   باشد كه در آنميq  تغييرات

)xبا در نظر گرفتن شرايط اوليه x(t)باشد. انتگرال كانولوشن پاسخدبي جريان سيال عبوري مي ) x( )    براي جرمm  :برابر است با  

x

mR
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K
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d d
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k RA Ae
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  فصل پنجم

  »هاي دو درجه آزاديسيستم«
 مقدمه  

  
هـا  گونـه سيسـتم  به ايـن  .باشديك درجه آزادي در سيستم مي كه هر مختصه بيانگر ها نياز به بيش از يك مختصه استبراي توصيف حركت برخي سيستم

  باشد.تعداد مختصات لازم براي توصيف حركت مي Nهاآن يند كه درگودرجه آزادي مي Nچند درجه آزادي يا
  باشد.درجه آزادي، دو درجه آزادي مي Nترين سيستمساده

 Nدرجـه آزادي داراي  Nكـه سيسـتم  بـه طـوري   ،هاي طبيعي استكانسدرجه آزادي در تعداد فر 1درجه آزادي با سيستم  Nتفاوت عمده يك سيستم
د نرمـال  ود طبيعـي يـا م ـ  وهاس طبيعي، يك حالت طبيعي نوسان با يك وضعيت تغيير مكان بـه نـام م ـ  باشد و براي هر يك از فركانسفركانس طبيعي مي
  (اصلي) وجود دارد.

ها بستگي دارند. هنگـامي كـه سيسـتم در    ي توزيع آنسختي (سفتي) سيستم و نحوهو ارتعاشات آزاد ناميرايي هستند كه به جرم  ،د طبيعيوتعاشات در مار
كنند. بـراي  يزمان از وضعيت تعادل خود عبور مكند، كليه نقاط سيستم داراي حركت هارمونيك ساده بوده و به طور همدهاي طبيعي ارتعاش ميويكي از م

تـر ممكـن   د طبيعي باشد و براي شرايط اوليه عمـومي وي سيستم بايد منطبق بر همان مشرايط اوليه ،د طبيعي معيني به ارتعاش درآيدواينكه سيستم در م
  دهاي طبيعي باشد.وم تركيبي از تماماست ارتعاشات شامل 

  گيرد.هاي دو درجه آزادي مورد بررسي قرار ميارتعاشات سيستم ،آزاديهاي چند درجه يان مفاهيم اصلي سيستمبدر اين فصل به منظور 
توان آن را به صورت يـك  مي ،كنددر صفحه عمودي ارتعاش مي يد. با اين فرض كه سيستمرا در نظر بگير aپمپ نشان داده شده در شكل -سيستم موتور

توان اين سيستم در هر لحظه را مي حركتقرار دارد.  bهمانند شكلk2و k1در نظر گرفت كه روي دو فنر به سختي oIو ممان اينرسي mجرم جسم با 
، مشـخص كـرد.   باشـد مـي  آن جـرم  حـول مركـز   mدوران جـرم   و (.C.G)جـرم   جايي عمودي مركزهكه به ترتيب نشانگر جاب (t)وx(t)دو مختصهبا 

xتوان از، مي(t)وx(t)به جايهمچنين  (t)1 وx (t)2 به عنوان مختصات مستقل بـراي مشـخص كـردن حركـت سيسـتم      كل زير مشخص شده در ش
  باشد.ميداراي دو درجه آزادي  شكل زير بنابراين سيستم ؛استفاده كرد

 

(a)

پمپ موتور

 پايه

x(t)

(t) C.G.
om,I

1x (t)

1k 2k

C.G.

(b)

2x (t)

  
  پايه الاستيكسيستم موتور و پمپ روي 

  ي زير محاسبه كرد:توان با استفاده از رابطهمي در حالت كلي را تعداد درجات آزادي سيستم: 1نكته 
  هاي ممكن براي هر جرمهاي سيستم ضرب در تعداد حركتتعداد درجات آزادي سيستم = تعداد جرم

داريـم و اگـر    بنابراين براي سيستم دو درجه آزادي دو معادلـه حركـت   يك معادله حركت وجود دارد؛ ،تر براي هر درجه آزاديبراي هر جرم يا به طور دقيق
دو فركـانس   تـوان بـا اسـتفاده از ايـن معادلـه مـي      كه شدهمعادلات حركت منجر به يك معادله فركانسي  مختصه به صورت هارمونيك فرض شود،پاسخ هر 

  . آورد دستبه را طبيعي سيستم
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 ،و به ازاي شـرايط اوليـه خـاص   مود نرمال ارتعاش خواهد بود يندي از دو ابر به وجود آمدهارتعاش آزاد  ،شود اعمالاگر يك تحريك اوليه دلخواه به سيستم 
هاي ، همانند سيستماگر سيستم تحت اثر يك نيروي هارمونيك خارجي ارتعاش كند دهاي طبيعي (نرمال) اتفاق بيفتد.واز م يتواند تنها در يكارتعاشات مي

سيسـتم   طبيعـي  هـاي كه فركانس نيرو برابر يكـي از فركـانس   و در صورتي ددهرخ مي تحريكارتعاش هارمونيك در فركانس نيروي  ، يكيك درجه آزادي
آزادي به صورت كوپـل  شوند. در حالت كلي معادلات ديفرانسيل حركت يك سيستم دو درجه هاي دو مختصه ماكزيمم ميو دامنه دهدميتشديد رخ  ،باشد

هر يك از معادلات حركـت تنهـا شـامل     ،است به ازاي يك مجموعه مختصات خاص يعني هر معادله شامل همه مختصات است. البته ممكن باشند؛شده مي
كه باعث به وجود  را اي از مختصاتتوانند به صورت مستقل حل شوند. چنين مجموعهبدين ترتيب معادلات حركت از هم مجزا شده و مي .يك مختصه باشد

  .گويندمختصات اصلي مي ،شوندآمدن معادلات حركت دي كوپله مي

 (اجباري) معادلات حركت براي ارتعاش واداشته   
  

در نظـر بگيريـد. حركـت ايـن سيسـتم بـه طـور كامـل توسـط           ،اسـت  نشـان داده شـده   زيـر  كه در شكل را دو درجه آزادي و دمپر فنر ،يك سيستم جرم
xمختصات (t)1وx (t)2 هـاي كه مكان جرمm1 وm2  نيروهـاي   شـود. ، توصـيف مـي  باشـد مـي  هـاي تعـادل متنـاظر   زمـان از موقعيـت   لحظـه از  در هـر
Fخارجي (t)1 وF (t)2 هايبه ترتيب روي جرمm1 وm2 هـاي جـرم  نيروهاي وارد بر هاي آزادد. دياگرامكننعمل ميm1 وm2  در شـكلb   نشـان داده

  دهد:را نتيجه مي زير ها، معادلات حركتاند. اعمال قانون دوم نيوتن براي حركت هر كدام از جرمشده
m x (c c )x c x (k k )x k x F      1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1    
m x c x (c c )x k x (k k )x F      2 12 2 1 2 3 2 2 1 2 3 2 2    

يعني حركت  ،بنابراين سيستم دو درجه آزادي فوق داراي معادلات كوپل شده است ؛باشندمي x2و x1شود كه معادلات فوق شامل هر دو مختصهديده مي
  توان به شكل ماتريسي زير نوشت:معادلات را مياين  د بود.نر از يكديگر خواهمتأث m2و m1هايجرم

[m]x(t) [c]x(t) [k]x(t) F(t)  
     

  
 

1 1x , x

1F (t)

2 2 1k (x x )

 2 2 1C (x x )

1 1k x

1 1c x
1m

3 2k x

3 2c x2m

2 2x ,x

2F

2 تحت كشش براي 2kفنر  مثبت2x تحت فشار براي 3kفنر 1x x1فنر  مثبتk 1 تحت كشش برايxمثبت  

(b)

1k

2C1C 3C

2k 3k

1x ( t )

1F (t)

2x (t)

2F (t)

(a)

2m1m

  
  با دو درجه آزادي دمپر - فنر  –يك سيستم جرم 

  :آيندرابطه زير به دست مي ازكه  باشندميهاي جرم، ميرايي و سختي به ترتيب ماتريس [k]و [c]،[m]رابطه فوقكه در 
k k k

[k]
k k k

  
    

1 2 2
2 2 3

     ;       c c c
[c]

c c c

  
    

1 2 2
2 2 3

    ;      m
[m]

m

 
  
 

1
2




  

x(t)و
 وF(t)


x  :عبارتند ازباشند و يي و نيرو ميجاجابهبردارهاي  به ترتيب  (t)

x(t)
x (t)

 
  
 

1
2

    و     F (t)
F(t)

F (t)

 
  
 

1
2


  

2هايهمگي ماتريس [k]و [c]،[m]هايتوان ديد كه ماتريسمي هـاي معلـوم   ها، ضرايب ميرايـي و سـختي  جرم هاي آنها به ترتيبهستند كه المان 2
  اي كه:باشند به گونهمتقارن مي ،كه سيستم خطي است تا زماني هاكه اين ماتريس شودديده مي باشند. همچنينسيستم مي

T T T[m] [m] , [c] [c] , [k] [k]    
  باشد.ترانهاده ماتريس مي ،T كه در روابط فوق بالانويس

cزماني كه k  2 در چنـين حـالتي    باشـد. مـي  m2و m1هـاي دهنده عدم ارتباط فيزيكي جـرم كه نشان كوپل خواهد بودمعادلات حركت دي ،باشد2
  شوند. قطري مي [k]و [c]،[m]هايريسمات
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ارتعاش آزاد يك سيستم بدون ميرايي   
  

F،قبل براي تحليل ارتعاش آزاد سيستم نشان داده شده در شكل (t)1وF (t)2  دهـيم. افـزون بـر ايـن اگـر ميرايـي در نظـر گرفتـه         قـرار مـي   را برابـر صـفر
cشودن c c  1 2 3  شوند:بوده و معادلات حركت به صورت زير ساده مي  

m x (t) (k k )x (t) k x (t)   1 1 1 2 1 2 2   
m x (t) k x (t) (k k )x (t)   2 2 2 1 2 3 2   

زمـان از  هـم  اسـت و ها داراي حركت هارمونيك با فركـانس و فـاز يكسـان    طبيعي نوسان تمام جرم ر مودد نرمال (طبيعي) را بررسي كنيم. دوخواهيم ممي
  توان نوشت:بنابراين براي اين حركت مي ؛كنندوضعيت تعادل عبور مي

x (t) X cos( t )  1 1  
x (t) X cos( t )  2 2  

xهاي ماكزيممهستند كه نشانگر دامنههايي ثابت X2وX1كه در آن (t)1وx (t)2 باشند ومي ايـن  گـذاري  ي. بـا جا اسـت  زاويـه فـاز  دهنـده  نيز نشان
  داريم: حركت معادلات در معادلات

[{ m (k k )}X k X ]cos( t )

[ k X { m (k k )}X ]cos( t )

       

        

2
1 1 2 1 2 2

2
2 1 2 2 3 2




  

  بنابراين داريم: ،ها بايد برابر صفر باشندهاي بين براكتجمله برقرار باشند، tدلات بايد براي همه مقادير زمان معا اين با توجه به اينكه
{ m (k k )}X k X

k X { m (k k )}X

     

      

2
1 1 2 1 2 2

2
2 1 2 2 3 2




  

Xبـديهي  بـا پاسـخ   ايـن معـادلات   توان ديد كهيباشد. ممي X2وX1هايدهنده دو معادله جبري همگن با مجهولنشان معادلات فوق X 1 2    ارضـا
  برابر صفر باشد:X2وX1دترمينان ضرايب بايد ،X2وX1باشد. براي يك پاسخ غيرصفر برايمي دهنده حالت سكون و بدون ارتعاشنشاند كه نشومي

{ m (k k )} k
det

k { m (k k )}


     
  
      

2
1 1 2 2

2
2 2 2 3

  

نتيجـه  هـا يـا مقـادير مشخصـه ايـن سيسـتم را       زيرا پاسخ اين معادله فركـانس  ؛شودمعادله فركانسي يا مشخصه ناميده مي ،معادله حاصل از دترمينان فوق
  دهد.مي

)هـاي نسـبت  تـوان مـي  ، تنهـا حركـت  دارنـد. بـه خـاطر همگـن بـودن معـادلات      بسـتگي   2و1هاي طبيعـي به فركانس X2وX1مقادير )X
r { }

X
 12

1
1

 و 

( )X
r { }

X
 22

2
1

براي .باشد)ه فركانس طبيعي مي) مربوط ب2) و (1(بالانويس ( پيدا كرد را   2 2
و 1  2 2

  شود كه:نتيجه مي همگن حركتمعادلات  از ،2

( )X m (k k ) k
r { }

X k m (k k )

   
  

   

2
12 1 1 1 2 2

1 21 2 2 1 2 3
  

( )X m (k k ) k
r { }

X k m (k k )

   
  

   

2
22 1 2 1 2 2

2 21 2 2 2 2 3
  

irبراي هر كدام از به دست آمدهتوجه كنيد كه دو نسبت  (i , )1 2ند. مودهاي نرمال ارتعاش متناظر باامشابه ها در اين معادله2
2و 1

تـوان بـه   را مـي  2
  به صورت زير بيان كرد: ترتيب

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

X X /
X

X r X r

X X /
X

X r X r

    
        
     

    
        
     

1 1
1 11

1
2 1 1 1

2 2
1 12

2
2 2 1 2

1

1

  

  
  

  باشند.دهاي طبيعي نرماليز شده سيستم ميوم 2و1كه در رابطه فوق
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روش محاسبه فركانس طبيعي و مودهاي طبيعي   
  

ابتدا بايد معـادلات حركـت    ،هاي چند درجه آزاديدهاي طبيعي سيستموي فركانس و مطور كه در مراحل حل مسئله قبل مشاهده شد، براي محاسبههمان
  گيرد:كار به دو روش انجام ميرا استخراج كرد كه اين

  نيوتن قوانين )1
 معادلات لاگرانژ )2

تـوان  بنـابراين مـي   ؛شـوند هاي جرم، سفتي و ميرايـي مشـخص مـي   ماتريس شود. بعد از استخراج معادلات حركتده ميدر اين فصل از روش اول استفاكه 
  معادلات را به فرم ماتريسي نوشت:

  [m]x [c]x [k]x    
  دهيم:را برابر صفر قرار مي مقابلنان هاي طبيعي سيستم، دترميي فركانسبراي محاسبه

 idet([k] [m]) ,     2  
)iهاي طبيعي سيستمبا حل معادله فوق (معادله مشخصه) فركانس ) د طبيعي وطور كه اشاره شد براي هر فركانس طبيعي يك مآيند. همانبه دست مي

  د طبيعي همان فركانس را تعيين كرد.وتوان بردار ويژه مربوط به ميعي به دست آمده در معادلات زير ميارتعاش داريم كه با قرار دادن فركانس طب




n

X

X
([k] [m])X , X

X

 
 
      
 
  

1
2  

Xاز روابط فوق نسبت

X
1
2

Xو 

X
1
3

د طبيعي وم ها)كردن دامنه نرماليزه(ها دادن يكي از دامنه قرار 1آيد كه با برابر براي هر فركانس طبيعي به دست ميو ...  

  آيد.به دست مي ،شودنشان داده مي iكه با
 (i)

i i
i

/X
r { } ;

rX

 
    

 
1
2

1  

  د.نباشدر فاز مخالف مي ،فاز هستند و چنانچه منفي باشدها همچنانچه نسبت دو دامنه مثبت باشد، دو درجه آزادي مربوط به اين دامنه: 2نكته 

 هاي طبيعي و شكل مودهاي يك سيستم جرم و فنر نشان داده شده فركانس :1مثال
  بيابيد.  ،تواند در راستاي عمودي حركت كندرا كه تنها مي روروبهدر شكل 

 :اگر پاسخx1 وx2   هـاي را از موقعيت تعادل اسـتاتيكي جـرمm1 وm2    بـه عنـوان
  نيوتن داريم: ن دومبا استفاده از قانو ،مختصات براي اين سيستم در نظر بگيريم

ix iF mx   
k x k (x x ) m x   1 1 2 1 2 1 1  

k (x x ) k x m x  2 1 2 3 2 2 2  

x  نويسيم:معادلات را به شكل ماتريسي مي xm k k

m k kx x

      
             

1 1
2 2

2
2





  

i،2 با فرض پاسخ هارمونيك 1 وi ix (t) X cos( t )    :داريم  idet([k] [m]) ,     2  
( k m ) k

( k m )( k m ) k k mk m k
k ( k m )

  
              

  
2 2 2 2 22 2 2 4 22     

k k
m mk k ,

m m
         2 2 2

1 2
34 3   

k  هاي طبيعي سيستم برابر است با:فركانس بنابراين k
,

m m
   1 2

3  

1k k

1m m

2k k

1x

2x
2m m

3k k

1kx

1m

2 1 2k (x x )
1x

2x
2m

3 2k x

2 1 2k (x x )
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  د طبيعي داريم:وبراي محاسبه بردار ويژه مربوط به م
( k m )X kX

kX ( k m )X

   
    

1 2
1 2

2
2




  

/k k
( k m )X kX kX kX X X

/m m

 
             

 
1 1 2 1 2 1 2 1

12 1
 


 

  اگر 

/k k
( k m )X kX kX kX X X

/m m

 


 
 

                
2 1 2 1 2 1 2 2

13 32   اگر 1

  باشد:زير مي بنابراين پاسخ سيستم براي مودهاي اول و دوم به صورت

          پاسخ سيستم به ازاي مود اول:  
( )x / k

c cos( t )
x / m

   
     

  

1
1

1 1
2

1
1
 
 

  

پاسخ سيستم به ازاي مود دوم:       
( )x / k

c cos( t )
x / m

   
       

2
1

2 2
2

1 3
1
 
 

  

دهد كه طول فنر ميـاني ثابـت بـاقي    باشند. اين نشان ميهمانند هم مي هاي دو جرمدامنه ،كه هنگام ارتعاش سيستم با مود اول شوداز معادله مود اول ديده مي
مـود   معادلـه  ،كنـد در مود دوم خود ارتعاش مي را ببينيد). هنگامي كه اين سيستم a(شكل استفاز ، با همديگر همm2وm1هايبنابراين حركت جرم ؛ماندمي
18، بـه انـدازه  m2و m1هـاي جـرم  بنابراين حركت ؛باشندهاي مخالف ميهاي دو جرم داراي مقادير مساوي و علامتييجاجابهدامنه دهد كه نشان مي دوم  

يـك نـود    ايمانـد. چنـين نقطـه   ، ثابت باقي مـي tهاي براي همه زمان نقطه مياني فنر وسط ر اين حالترا ببينيد). دbدرجه با همديگر اختلاف فاز دارند (شكل
)شود. با استفاده از معادلات(گره) ناميده مي ){x(t)} )و 1 ){x(t)}   ير بيان كرد:توان به صورت ز، حركت (پاسخ عمومي) اين سيستم را مي2

 

1m

2m

(a)

1m 2m

1m

2m

(b)مود اول 
 مود دوم

گره

1m

2m

 گره

  
  يك سيستم دو درجه آزادي مودهاي ارتعاشي

x k k
c cos( t ) c cos( t )

x m m

     
              

1
1 1 2 2

2

1 1 3
1 1  

شرايط اوليه   
  

اوليـه تعيـين    توان ارتعاشات آزاد سيستم را براي هـر شـرايط  زني مناسب مودهاي طبيعي ميها و مودهاي طبيعي سيستم با جمعي فركانسبعد از محاسبه

  توان ارتعاشات آزاد مربوط به يكي از مودها را داشت.كرد. براي شرايط اوليه خاص مي
(i)

i i i i
x

C sin( t )
x

 
    

 

1
2

  

  باشد.مودهاي طبيعي مي تركيبي از تمامتر ارتعاشات شامل براي شرايط عمومي
n

i i i i
i

x
C sin( t )

x 

 
    

 
1

2 1
  

x  آيند.هايي هستند كه با توجه به شرايط اوليه زير به دست ميثابت iو iCكه ( ) , x ( ) ; x ( ) , x ( )1 1 2 2      
  
 :توانند به صورت كسينوسي بيان شوند.همچنين مي ؛اندروابط به صورت سينوسي نوشته شده توجه  



  
  

هاي دو درجه آزاديسيستمفصل پنجم:                   160   كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر

 2) در مـود اول، و ( 1را طوري بيابيد كه باعث ارتعاش آن ( مثال قبلداده شده در شكل  شرايط اوليه مورد نياز براي اعمال به سيستم نشان :2مثال (
  در مود دوم شود.

 :ها با معادلاتبراي شرايط دلخواه اوليه، حركت جرم پاسخ( )x (t)1 و( )x (t)2 بـراي ايـن    ،طور كه در مثـال قبـل ديـده شـد    همانشود. توصيف مي
rمسئله 1 rو 1  2   شود:معادلات به صورت زير نوشته مي اين بنابراين ؛باشدمي 1

k k
x (t) C cos( t ) C cos( t )

m m
     1 1 1 2 2

3  

k k
x (t) C cos( t ) C cos( t )

m m
     2 1 1 2 2

3  

  آورد: دستبه اين شرايط اوليه توان با استفاده ازرا مي2وC1،C2،1هاي، ثابتكلي قبلبا فرض شرايط اوليه 

m
C {[x ( ) x ( )] [x ( ) x ( )] }

k
    

1
2 2 21 1 2 1 2

1
2

      

m
C {[ x ( ) x ( )] [x ( ) x ( )] }

k
     

1
2 2 22 1 2 1 2

1
2 3

      

m[x ( ) x ( )] m[x ( ) x ( )]
tan { } ; tan { }

k[x ( ) x ( )] k[ x ( ) x ( )]
   

   
  

1 11 2 1 2
1 2

1 2 1 23
      
   

  

 آيد:مي به دست زير معادله ازمود نرمال اول اين سيستم 

( )

k
C cos( t )

m
x (t)

k
C cos( t )

m

 
     

    

1 1
1

1 1

  

Cدهد كه حركت سيستم تنها در صورتي مشابه با مود نرمال اول است كه داشته باشيمنشان مي اول و آخر مقايسه معادلات 2 بنـابراين بـا توجـه بـه      ؛
x  :داريم C2رابطه فوق براي ( ) x ( ) 1 xو2 ( ) x ( )1 2    

 :آيدبه دست ميمعادله زير  از مود نرمال دوم اين سيستم

( )

k
C cos( t )

m
x (t)

k
C cos( t )

m

 
     

     

2 2
2

2 2

3

3
  

Cبا مود نرمال دوم منطبق است كه داشته باشـيم  تنها در صورتي دهد كه حركت اين سيستمنشان ميه اول و اين معادله مقايسه معادل 1 بنـابراين بـا    ؛
x  داريم: C1توجه به رابطه فوق براي ( ) x ( )  1 xو2 ( ) x ( ) 1 2    

 سيستم پيچشي  
  

هـاي فنريـت   داراي ثابـت  محـور خـش ايـن   در نظر بگيريد. سه ب زيراند همانند شكل شده نصب محوركه روي يك  را يك سيستم پيچشي شامل دو ديسك
tkپيچشي 1،tk tkو 2 tMو گشتاورهاي اعمال شدهJ2وJ1با ممان اينرسي جرمي هاباشند. ديسكمي 3 tMو 1 در  2و1و درجـات آزادي پيچشـي   2
  آورد: دستبهر توان به صورت زيرا ميJ2وJ1هايحركت پيچشي براي ديسك اند. معادلات ديفرانسيلنشان داده شدهشكل 

  t t tJ k k ( ) M        1 1 1 1 2 2 1 1  
t t tJ k ( ) k M        2 2 2 2 1 3 2 2  

  آيد:ميبه صورت زير در مجدد آرايشكه پس از 
   t t t tJ (k k ) k M      1 1 1 2 1 2 2 1  

t t t tJ k (k k ) M      2 2 2 1 2 3 2 2  
t  :شوندتبديل ميبه صورت زير  تعاش آزاد اين سيستم، معادلات فوقبراي تحليل ار t tJ (k k ) k      1 1 1 2 1 2 2   

t t tJ k (k k )      2 2 2 1 2 3 2   
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  فصل ششم

  »يچند درجه آزاد يهاستميس«
  مقدمه  

  
 يهاستميس يل ارتعاشياند. تحلينامحدود از درجات آزاد يتعداد يدارا ،وسته بودهيپ يمهندس يهاستمياز س ياريبس، شدبيان كه در فصل اول  گونههمان

 ،از طـرف ديگـر   .و در بسياري مواقع پاسخ تحليلي براي اين معادلات وجود ندارد ده استيچياً پدارد كه نسبتنياز  يل جزئيفرانسيوسته به حل معادلات ديپ
ل، ي ـتحل يسـادگ  ين، بـرا يانـد. بنـابرا  دارد كـه نسـبتاً سـاده   نيـاز   يل معموليفرانسياز معادلات د يابه پاسخ مجموعه يستم چند درجه آزاديك سيل يتحل
  زنند.ين ميتخم يچند درجه آزاد يهاتمسيوسته را اغلب به صورت سيپ يهاستميس

را تـوان معـادلات حركـت    ها مـي براي اين سيستمبسط داد.  يچند درجه آزاد يهاستميس يماً برايتوان مستقيشده در فصل قبل را م يم معرفيهمه مفاه
شـوند، بـه   وش معادله لاگرانژ كه در اين فصل توضيح داده مـي آزادي با استفاده از قانون دوم نيوتن و يا روش ضرايب تأثير و ر هاي دو درجههمانند سيستم

  وجود دارد. ديفرانسيل دست آورد. براي هر درجه آزادي يك معادله 
هماننـد فصـل قبـل     هـا داراي شـكل مـودي مربـوط بـه خـود هسـتند.       وجود دارد كه هر كـدام از آن  يعيفركانس طب n ،يدرجه آزاد nستم يك سي يبرا

  ، ايـن  بـا وجـود   محاسـبه كـرد.   توان از طريق صفر كردن دترمينان و به دست آوردن معادله مشخصهدرجه آزادي را مي nهاي سيستمهاي طبيعي فركانس
 اسـت معروف  تعامد مودهاد كه به دهياز خود نشان م يتيشكل مودها خاصهمچنين شود. يتر م، حل معادله مشخصه مشكليش تعداد درجات آزاديبا افزا

  كند.يرا فراهم م يچند درجه آزاد يهاستميل سيان ساده كردن تحلو اغلب امك

  مدل سازي سيستم هاي پيوسته به صورت سيستم هاي چند درجه آزادي  

  
ع ي ـجـرم توز  ينيگزيك روش ساده شامل جاي. شودمياستفاده  يستم چند درجه آزاديك سيوسته به عنوان يستم پيك سين يتخم يبرا يمختلف يهاروش
متمركـز از   يهـا جـرم  كـه  شوديفرض م در اين روش باشد.يصلب م يهاا جسميمتمركز  يهااز جرم يمحدودستم با تعداد يع شده سيتوز ينرسيا ايشده 
 يهـا ف حركـت جـرم  يتوص ـ ي) بـرا ياهي ـا زاوي ـ( يمختصات خط ـ همچنين باشند.يگر متصل ميبدون جرم به همد يهاراكنندهيك و ميالاست يق اعضايطر

ف يتوص ين تعداد مختصات لازم برايكمترگويند. هايي، سيستم با جرم متمركز يا جرم گسسته ميه چنين مدلبشود. يا اجسام صلب) استفاده ميمتمركز (
 متمركز استفاده شده در مدل يهاهرچه تعداد جرم ،يعيكند. به طور طبين مييستم را تعيس يا اجسام صلب، تعداد درجات آزاديمتمركز  يهاحركت جرم

  ر است.شتيب ليدقت تحل ،شتر باشديب
   ،دندر برخي مسائل نوع مدل بـا پارامترهـاي متمركـزي كـه بايـد اسـتفاده شـو       

سـه   سـاختمان دل ارائه شده بـراي  ممثال،  يبرابه سادگي قابل تشخيص است. 
  . باشـد مـي  b، سه جرم متمركز همانند شـكل aطبقه نشان داده شده در شكل

فرض شـده   يابه صورت متمركز در سه جرم نقطه ستميس ينرسيا ،ن مدليدر ا
  اند. ن شدهيگزيجا ييها با فنرهات ستونيو فنر

  
  
  
  
  
 يرهـا ي(ت ياز چهار جرم متمركز و چهـار المـان فنـر    bشكل از توان با استفادهيرا م aنشان داده شده در شكل يكننده شعاعن سوراخيطور مشابه، ماشبه

  مدل كرد. bك) همانند شكليالاست

  ساختمان سه طبقه
 

3m

2m

1m

a b
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2k

1k

3k 4k

 

4m3m1m

2m

(b)(a)

Column 

Base 

Arm 

Head 

  
  يشعاعكننده تراش سوراخن يماش

كوچـك   يهـا از المـان  ياديتعداد ز ستم بايآن س ينيگزيشامل جا ،يستم چند درجه آزاديك سيوسته به عنوان يستم پيك سين يگر تخميد يروش عموم
  را به دست آورد. هيستم اوليس يبيپاسخ تقرتوان مي هر المان يك پاسخ ساده براياست. با فرض 

 استفاده از قانون دوم نيوتن براي تعيين معادلات حركت  
  

  ش گرفت:يركت در پح يوتن برايبا استفاده از قانون دوم ن يستم چند درجه آزاديك سيآوردن معادلات حركت  دستبهتوان جهت ير را ميزروند 
 يرا بـرا  يمثبـت مناسـب   يهـا هـت جد. ي ـار كني ـسـتم اخت يصـلب در س  يهـا مختلف و جسـم  يانقطه يهاجرم ف مكانيتوص يمختصات مناسب را براـ 1

 د.يريها و اجسام صلب در نظر بگجرم يهاها و شتابها، سرعتجاييجابه

 د.يكن يريگاندازه را آنها يكيتعادل استات يهاتيها و اجسام صلب از موقعجرم ييجاجابه ،ن كردهييستم را تعيس يكيشكل تعادل استاتـ 2

 را ا جسـم صـلب  ي ـكننده بـر هـر جـرم    عمل يخارج يروهايراكننده و نيد. فنر، ميستم را رسم كنيا جسم صلب داخل سيهر جرم  نيروهاي اگرام آزاديدـ 3
 د.يمشخص كن ،شوديسم صلب داده ما جيا سرعت مثبت به آن جرم ي جاييجابهكه  يهنگام

  د:ير اعمال كنيرا به صورت ز جسم اگرام آزاديا جسم صلب نشان داده شده توسط ديحركت هر جرم  يوتن برايقانون دوم نـ 4

i i ij
j

m x F  براي هر جرم)im(  

  يا

i i ij
j

I M   با ممان اينرسي(براي جسم صلبiI(  

ijكه در آن
j

F جـرم  يكننـده رو عمـل  خـارجي  يروهـا يدهنده جمع همه ننشانim وij
j

M خـارجي  يروهـا يهمـه ن  گشـتاور دهنـده جمـع   نشـان   

  باشد.يبر جسم صلب م كنندهك محور مناسب) عملي(حول 

 راكننده نشان داده شده در شكليم -فنر -ستم جرميس يمعادلات حركت را برا :1مثالa د.يآور دستبه، زير  

 

i i ix , x ,x   

iF (t)

(b)

imi i i 1k (x x )

i i i 1c (x x ) 
i 1 i 1 ik (x x )  

i 1 i 1 ic (x x )   

1F (t) 2F (t) iF (t) jF (t) nF (t)

im2m1m jm nm

   nنقطه  jنقطه  i 1نقطه  2نقطه  نقطه 

1k 2k ik jk nk n 1k 

n 1C nCjCiC2C1C
1x 2x ix jx nx

(a)
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 :ها،جرم كننده مكانفيمختصات توص پاسخix (t)همانند آنچه در شكل هاآن متناظر يكياستاتل تعاد تي، از موقعa  يري ـگانـدازه  ،نشان داده شـده 

iاز رابطه imجرمر بنيروهاي وارد آزاد اگرام يدد. نشويم i ij
j

m x F  براي هر جرم)im( ،جـايي جابـه  يمثبـت فـرض شـده بـرا     يهابه همراه جهت ،

  دهد:يمنتيجه ر را ي، رابطه زimحركت جرم يوتن براينشان داده شده است. اعمال قانون دوم ن bدر شكل سرعت و شتاب آن
i i i i i i i i i i i i i i im x k (x x ) k (x x ) c (x x ) c (x x ) F ; i , ,...,n                1 1 1 1 1 1 2 3 1      

  اي
  i i i i i i i i i i i i i i i i im x c x (c c )x c x k x (k k )x k x F ; i , ,...,n                 1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 1     

  باشد:به صورت زير مي nmو m1يهادلات حركت جرممعا

  
n n n n n n n n n n n n n

m x (c c )x c x (k k )x k x F

m x c x (c c )x k x (k k )x F   

      
       

1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1
1 1 1 1

  
  

  

  : نكات
x[m]  :نوشت مقابلتوان به شكل ماتريسي طور كه در فصل قبل اشاره شد، معادلات حركت سيستم را ميهمان ـ1 [c]x [k]x F

       
  :براي سيستم فوق عبارتند از شوند ويده مينام (سفتي) يو سخت ييرايجرم، م يهاسيب ماتريبه ترت [k]و [c]،[m]آن ركه د

n

m

m

m m

m

 
 
 
 
 
 
  

1
2

3

    
    
    
     
    

  

n n n

(c c ) c

c (c c ) c

c (c c )[c]

c (c c )

   
  

   
     

 

  
    
  
 
 
   

1 2 2
2 2 3 3

3 3 4

1

  

n n n

(k k ) k

k (k k ) k

k (k k )[k]

k (k k )

  
  

   
     
    

  
    
  
 
 
   

1 2 2
2 2 3 3

3 3 4

1

  

xو
،x

،x
 وF


  :رو بوده و عبارتند ازين ، سرعت، شتاب وجاييجابه يبردارها 

n n n n

x (t) x (t) x (t) F (t)

x (t) x (t) x (t) F (t)
x , x , x , F

x (t) x (t) x (t) F (t)

 
    

   
 

       
       
                 
       
              

1 1 1 1
2 2 2 2  

ic(با رابطهبدون ميرايي هاي ستميس يبرا ـ2 ,i , ,...,n  1 2 1شوند:يساده م )، معادلات حركت به صورت مقابل  [m]x [k]x F
     

باشد. در يم يكل يدرجه آزاد nراكننده يم -فنر -ستم جرميك سيك حالت خاص از يدر نظر گرفته شده در بالا،  ر)پ(دم راكنندهيم -فنر -ستم جرميس ـ3
 :باشندبه صورت زير مي يو سخت ييرايجرم، م يهاسين حالت، ماتريتريكل

n

n

n n n nn

m m m m

m m m m
[m]

m m m m




    


 
 
 
 
 
 

11 12 13 1
12 22 23 2

1 2 3
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n

n

n n n nn

k k k k

k k k k
[k]

k k k k




    


 
 
 
 
 
 

11 12 13 1
12 22 23 2

1 2 3

و         
n

n

n n n nn

c c c c

c c c c
[c]

c c c c




    


 
 
 
 
 
 

11 12 13 1
12 22 23 2
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ك مختصـه  يش از يباشند؛ هر معادله شامل بي) كوپل مaن فصل (شكليستم جرم و فنر در نظر گرفته شده در مثال اول ايل سيفرانسيد كه معادلات ديتوان ديم
د كـه  ي ـتوان ديم ،نيزمان حل شوند. علاوه بر اتوانند به صورت هميآنها تنها م .و جدا از هم حل كرد ييتوان به تنهاياست كه معادلات را نم ين بدان معنياست. ا

 يس جـرم دارا ياگر مـاتر  ،گريباشد. از طرف ديرصفر ميغ يرقطريك عبارت غي ياراكم ددست يس سختيرا ماتريز ؛باشدي، كوپل ميكيستم از لحاظ استاتين سيا
 يس سختيس جرم و هم ماترين اگر هم ماتريكوپل شده است. افزون بر ا يكيناميستم از لحاظ ديشود كه سيگفته م ،رصفر باشديغ يرقطريك عبارت غيكم دست
  باشد.يكوپل شده م يكيناميو هم از لحاظ د يكيستم هم از لحاظ استاتين سيود اشيگفته م ،رصفر باشنديغ يرقطريغ يهاعبارت يدارا

 شكلواگن ستم آونگ متصل به يك سيمعادلات حركت  :2مثالa  د.يآور دستبهرا  
 

C

tM (t)

l
2

O

x(t) ,F(t)

آونگ مركب به   
 l   و  طولmجرم

 Mواگن به جرم    

   Mجرم 

y

(a)

2c

2k1k

1c

(t)

1k x

1c x
2k x

2c x

  x, x, x,F(t) 

O

2m
2

 

  t, , ,M (t)   

mg

Mg

cJ 
mx

lm
2


(b)

(M m)g

2

 (M m)g

2



Mx

  
 :مختصات پاسخx(t) و(t) متناظر خـود   يكيتعادل استات يهااز مكانمركب آونگ  ياهيزاو جاييجابهو واگن  يخط جاييجابهف يتوص يب برايبه ترت

 ،فـوق نشـان داده شـده اسـت     bهمانند آنچـه در شـكل   اند.فوق مشخص شده bدر شكل ، (t)و x(t)يهاجاييجابه ير مثبت برايشوند. مقادياستفاده م
kفنر يروهاي، نF(t)اعمال شده يروين نيروهاي خارجي واگن شامل x1 وk x2 يـي رايم يروهايو نc x1 وc x2  آونـگ   يرو يخـارج  يروهـا ين و باشـند يم ـ

tMگشتاور اعمال شده شامل مركب (t)جاذبه يرويو ن mg شـكل در  ني، با خطوط نقطـه چ ـ مركبو آونگ  واگن بر كنندهعمل ينرسيا يروهايد. ننباشيمb 

mو برابـر ) Oبه سمت داخل (به سـمت   يشعاع يرويك ني O يحول لولامركب آونگ  يد كه حركت دورانيد. توجه كنانشدهنشان داده 
 2
 يروي ـك ني ـو  2

m) و برابرOC(عمود بر  يعمود
 2 همانند شكلb دهد:يجه ميرا نت زيررابطه  يدر جهت افق يحركت انتقال يوتن برا. اعمال قانون دوم نيردآوبه وجود مي  

l l
Mx mx m cos m sin k x k x c x c x F(t)               2

1 2 1 22 2  

  دهد:يجه مير را نتيرابطه ز O يحول لولا يحركت دوران يوتن برايبه طور مشابه، اعمال قانون دوم ن

t
l l l l l

(m ) (m ) (mx) cos (mg) sin M (t)        
2

2 2 12 2 2
    

 باشند.يم يرخطيغ sinشامل ييهاكت به خاطر وجود عبارتد كه معادلات حريتوان ديم

)شامل يهاكه عبارت يدر صورت ) sin 2    كـه  ياهـا كوچـك فـرض شـوند بـه گونـه      جـايي جابـه و  كنـيم كـردن فـرض    نظـر صـرف را كوچـك و قابـل 

cos 1وsin   بيان كردر يتوان به صورت زيشده را م يمعادلات خط شوند.، معادلات خطي ميباشد: 

l
(M m)x (m ) (k k )x (c c )x F(t)       1 2 1 22

   

t
ml ml mgl

( )x ( ) ( ) M (t)    
2

2 3 2  

 ضرايب تأثير  
  

را ر يب تـأث يضـرا شـوند.  ياسـتفاده م ـ  ايسـازه  يع در مهندسير نوشت كه به طور وسيب تأثيضرااستفاده از  با توانيرا م يستم چند درجه آزاديك سيمعادلات حركت 
معـروف   (جـرم)  ينرس ـيو ا ير سـخت يب تـأث يب با نام ضـرا يبه ترتدو  اين به دست آورد كه ضرايب تأثير متناظر با هر يك از و جرم يسخت يهاسيماتر برحسبتوان مي
  تر است.س جرم سادهيا معكوس ماتريمعروف است)  يس نرمي(كه به ماتر يس سختيمعادلات حركت با استفاده از معكوس ماتر يسيز موارد، بازنوا يدر برخباشند. يم
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  ير سختيب تأثيضرا
 جاييجابهن يتوان رابطه بيمتر دهيچيپ يهاستميشود. در سيده ميفنر نام يش طول واحد، سختيجاد افزايا ياز برايمورد ن يروين ،ساده يك فنر خطي يبرا

نشـان داده   ijkكـه بـا   ير سختيب تأثيان كرد. ضرايب ير سختيب تأثيستم را با استفاده از ضرايگر سيكننده در نقاط مختلف دعمل يروهايك نقطه و نيدر 
ثابـت باشـند.    jر از نقطه يكه همه نقاط غ يهنگام ،شوديف ميتعر jاحد در نقطه و جاييجابهك يبراي ايجاد ، iدر نقطه مورد نياز  يرويبه صورت ن ،شوديم

روهـا در اثـر همـه    يتـوان بـا جمـع ن   يرا م ـ iFو i كـل در نقطـه   يروي ـن زيـر، ستم جرم و فنر نشان داده شـده در شـكل   يس يف، براين تعريبا استفاده از ا
jxيهاجاييجابه ( j , ,...,n)1   ان كرد:يب زيربه صورت  2

n

i ij j
j

F k x , i , ,...,n


 
1

1 2  

 1F (t) 2F (t) iF (t) jF (t) nF (t)

im2m1m jm nm

point npoint j point i point 2 point 1 

1k 2k ik jk nk n 1k 

1x 2x ix jx nx

(a)

i ix , x 

iF (t)

(b)

imi i i 1k (x x ) i 1 i 1 ik (x x )  

  
  درجه آزادي nسيستم جرم ـ فنر 

F  نوشت: مقابل يسيتوان به شكل ماتريمعادله را ماين  [k]x
 
  

xكه در آن
 وF


  :باشدمي زيراست كه به صورت  يس سختيماتر [k]بوده ورو يو ن جاييجابه يبردارها 

n

n

n n nn

k k k

k k k
[k]

k k ... k




   

 
 
 
 
 
 

11 12 1
21 22 2

1 2

  

  باشند:نكات زير در مورد ضرايب تأثير سختي قابل توجه مي
 jاز در نقطـه  ي ـمورد ن يرويگر، با نيه نقاط دير شكل صفر در كلييو تغ jحد در نقطه ر شكل واييجاد تغيا يبرا iاز در نقطه يمورد ن يروينكه نيبه خاطر اـ 1
  م:يدار ،مكسول) يريپذه معكوسيكسان است (قضيگر ير شكل صفر در همه نقاط دييو تغ iر شكل واحد در نقطه ييك تغيجاد يا يبرا

ij jik k  

 ك جامدات محاسبه كرد.يك و مكانيعمال اصول استاتتوان با ايرا م ير سختيب تأثيضراـ 2

 ،شـود يم ـ ياهي ـزاو جاييجابه اين جاديكه باعث ا يواحد و گشتاور ياهيزاو جاييجابهتوان برحسب يرا م يچشيپ يهاستميس يبرا ير سختيب تأثيضراـ 3
 ياهي ـزاو جـايي جابهبراي ايجاد ) i(روتور  iدر نقطه  مورد نياز توان به صورت گشتاوريرا مijkيچند روتور يچشيستم پيك سيدر  ،مثال يف كرد. برايتعر

 ف كرد. يگر تعريه نقاط ديصفر در كل ياهيزاو جاييجابهو  jواحد در نقطه 

  ن كرد:يير تعيتوان به صورت زيرا م يستم چند درجه آزاديك سي ير سختيب تأثيضرا
jبراي شروع( jxجاييجابه يمقدار واحد را براـ 1 1 گـر يد يهـا جاييجابههمه  ي) و مقدار صفر را براباشدمي j j n(x ,x ,..., x ,x ,..., x ) 1 2 1 در نظـر   1

jحالـت  ايـن  سـتم را در ين سي ـا ي كـه يروهـا يف، مجموعـه ن ي ـن تعري ـ. بـا ا بگيريد j j n(x ,x x ... x x ... x )        1 2 1 ، داردينگـه م ـ  11

ijk (i , , ,n)1 2 و مجموعـه   اعمـال  هـا هر كـدام از جـرم   يبرا يكين صورت، معادلات تعادل استاتيدر ا باشد.ميn  افتن ي ـ يبـرا  معادلـهn  ريب تـأث يضـر 

ijk (i , ,...,n)1   شود.يحل م 2
jيل مرحله اول برايپس از تكمـ 2 1يبراروند ن ي، ا j , , ,n 2 3 شود.يتكرار م 
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 ستم نشان داده شده در شكليس ير سختيب تأثيضرا :3مثالa د.يابيرا ب زير  

 :ديـــفـــرض كن پاســـخx1،x2 وx3 ب نشـــانگر يـــتبـــه تر
 ير سختيب تأثيد. ضرانباش m3و m1،m2يهاجرم يهاجاييجابه

ijk يفنرهـا  يتوان برحسب سـخت يستم را مين سياk1،k2 وk3 
ابتـدا   ،نشـان داده شـده اسـت    bهمانند آنچه در شكل .آورد دستبه

x)را برابر واحد قرار داده m1جاييجابه )1  m2يهاجاييجابهو  1
 يروهـا يشـود مجموعـه ن  يفرض م .ميهديرا برابر صفر قرار م m3و

ik (i , , )1 1 2 اگرام ي ـدارد. ديدمان نگـه م ـ ي ـن چيدر استم را يس 3
نشـان داده شـده اسـت.     c، در شكل bمتناظر با شكل يهاجرم آزاد

، يدر جهـت افق ـ  m3و m1،m2ياه ـجـرم  يتعـادل بـرا   يروهاين
  دهد:يجه مير را نتيز يهارابطه

m : k k k  1 1 2   جرم11
  m : k k 2 21   جرم2

m : k 3   جرم31
  

  
  
  
  
  
  
  
  

k  دهد:يجه ميرا نت مقابلطه معادلات، راب اين پاسخ k k ,k k ,k     11 1 2 21 2 31  
xنشان داده شده، به صورت dها همانند آنچه در شكلجرم جاييجابهسپس  1 ،x 2 xو 1 3  يروهـا يشـود ن ي. فـرض م ـ شـود در نظر گرفته مي 

ik (i , , )2 1 2 رسـم   است، نشان داده شده eتوان همانند آنچه در شكليها را مجسم آزاد جرم يهااگراميد .دندارينگه محالت ن يستم را در اين سي، ا3
  ر است:يها به صورت زجرم ييرويكرد. معادلات تعادل ن

m : k k  1 12   جرم2
m : k k k 2 22 3   جرم2
m : k k 3 32   جرم3

k  شود:يم مقابل روابطمعادلات، منجر به  اين پاسخ k ,k k k ,k k     12 2 22 2 3 32 3  
ikيروهايشود مجموعه نيت فرض ميدر نها (i , , )3 1 2 xحالتدر ستم را ين سي، ا3 1 ،x 2  وx 3 جسم  يهااگرامي). دfدارد (شكلينگه م 1
  شود:ير ميمنجر به روابط ز ييروينشان داده شده و معادلات تعادل ن gدمان، در شكل ين چيمختلف در ا يهاجرم آزاد

m : k k3 33 m  جرم3 : k k  2 23 m  جرم3 : k 1   جرم13
k  دهد:يجه ميرا نت مقابلمعادلات رابطه  اين حل ,k k ,k k   13 23 3 33 3  
  :آيداز رابطه مقابل به دست مي ستمين سيا يس سختيماتر ،نيبنابرا

(k k ) k

[k] k (k k ) k

k k





  
     
  

1 2 2
2 2 3 3

3 3
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 كل زير برابر است با:ماتريس سختي براي ش: 4مثال  
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 : م متناظر است. در اينجا به جرم اينرسيبرابر سختي معادل براي جر ماتريس سختي، عناصر روي قطر اصليبراي »  3«گزينه  پاسخJ1فنرهاي ،K1 
J1 (Kجرم 1پس عنصر اول قطر اصلي (مربوط به مختصات ؛شونداعمال مي K2و K1 ه طريق مشابه، عنصر دوم و سوم قطر اصلي بـه  خواهد بود. ب 2

Kترتيب K2   د بود. همچنين ماتريس سختي بايد متقارن باشد.نخواه K3و 3

  
 قاب نشان داده شده در شكل يس سختيماتر :5مثالa ياعضا يمحور يد. از اثر سختين كنييرا تع زير AB  وBC د.يكن نظرصرف  
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 :يهانكه بخشيبه خاطر ا پاسخ AB  وBC جاد يا يتوان برايرها را مير شكل تييتغ-روين يهافرمول ،ر در نظر گرفتيتوان به صورت تين قاب را ميا
 يهـا مختصـه  يها در راستاجاييجابهك مختصه، با صفر نگه داشتن ي يدر راستا يجايجابهجاد يا يلازم برا يروهاين قاب استفاده كرد. نيا يس سختيماتر

همانند آنچـه    و x ،yممكن  جاييجابهسه  يدارا Bن اتصال يو بنابرا اندثابت Cو  A ي، انتهاaنشان داده شده است. درشكل bر در شكليك تيگر يد
به ر يرابطه ز از Bدر اتصال  و  y يصفر در راستا جاييجابهو  x يواحد در راستا جاييجابهنگه داشتن  ياز برايمورد ن يروهايباشد. نينشان داده شده م

b:(  x(از شكلآيد دست مي BC y BC
EI EI EI EI

F ( ) ,F ,M ( )
l l l l

    3 3 2 2
12 3 6 3

2 2
  

نگـه   ياز بـرا ي ـمـورد ن  يروهـا ين ،داده شـود  و  x يصفر در راستا يهاجاييجابهبا  Bدر اتصال  y يواحد در راستا جاييجابه كه يبه طور مشابه، هنگام

  :نوشت مقابلبه صورت  bتوان از شكليرا محالت ن يداشتن ا
BAx y BA

EI EI EI EI
F ,F ( ) ,M ( )

l l l l
       3 3 2 2

12 24 6 12  

  ، bاز شـكل  Bدر اتصـال   yو  x يصـفر در راسـتا   يهـا جـايي جابـه و  يواحـد در راسـتا   جـايي جابـه  نگـه داشـتن   ياز بـرا ي ـمورد ن يروهايت، نيدر نها
  :شودمحاسبه مياز رابطه زير 

x BC y BA
EI EI EI EI

F ( ) ,F ( )
l l l l

     2 2 2 3
6 3 6 12

2
  

BC BA
EI EI EI EI EI

M ( ) ( )
l l l l l     

4 4 2 8 1  
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