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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

  ي لاپلاسبررسي معادلهحل و  :4درسنامه
 

  

ي لاپلاس (پتانسيل) معادله  
  

u(xفرض كنيد , y) يي انرژي پتانسيل ذخيره شده در هر نقطهدهندهنشان(x , y)       از يك نوار مستطيل شكل باشد كـه طـول و عـرض آن ممكـن اسـت
xxي ناهمگنمعادلهد. متناهي يا نامتناهي باشن yyu u f (x, y)  نامنـد.  مـي  لاپـلاس ي ي پوآسون معروف است و شـكل همگـن آن را معادلـه   به معادله  

xx yyu u را گاهي باu2 دهند و به آن لاپلاسينِنمايش ميu لاپلاس به صورت هابراين معادلگويند. بنميu 2   بـه هـر حـال    قابل نمايش اسـت .
  هاي زير الزامي است:ترتيب بررسيرعايت  به جواب داشته باشيم، براي رسيدن براي آن كه رهيافت مناسب و كارآمدي

)به طور معمول در يك نوار مستطيل شكل،) 1 y b , x a)    مرز داريم كه دو تا مربوط به چهارx  و دو تا مربوط بـهy     هسـتند. البتـه ممكـن
xاست   براي باشد و فقط يك مرزx يا يمداشته باشx    زي برايباشد و اصلاً مرx نداشته باشيم. به همين ترتيب در موردy  ممكن

به هر حال، ابتدا با دقت به شرايط مرزي داده شده، متغيري را انتخاب كنيد كه شـرط  است فقط يك مرز داشته باشيم يا اصلاً مرزي نداشته باشيم. 
  شد.مرزي ناهمگن نداشته با

متغيري است كـه شـرط مـرزي     xكنيماين ويژگي را داشته باشد. به هر حال ما فرض مي yها ممكن استاست. اما در برخي از مثال xمعمولاً اين متغير
nFشرايط همگن دارد.) در اين صورت ناهمگن ندارد. (يعني اصلاً شرط مرزي ندارد يا (x) يك عبارت مثلثاتي وnG (y)  يـا هيپربوليـك  يك عبارت نمايي 

fيك راه تشخيص خوب اين است كه اگر شرط مرزي ناهمگن تابعي به صورت خواهد بود. (x) ،باشدx به صورت مثلثاتي وy      نمـايي اسـت. بـالعكس اگـر
fشرط ناهمگن به صورت (y) ،باشدy مثلثاتي وx .نمايي است  

  است: زير فرم كلي جواب به صورت) 2
)متناهي باشد xاگر x a) :  

n n

nn

y y
n n n n n n

n G (y)F (x)

u(x,y) a (a cos x b sin x)(A e B e )


  


     

1
   

xنامتناهي يا نيمه متناهي باشد xاگر )   يا( x  :  

y y

F (x) G (y)

u(x ,y) (a( )cos x b( )sin x)(A( )e B( )e )d

 

               

  

  آوريم:تر بدست ميمقادير ويژه و توابع ويژه را به صورت دقيق اكنون با استفاده از شرايط مرزي،

xوقتيالف)  a  :باشد  
xدهـد. در ي مـوج و حـرارت داشـتيم رخ مـي    مواردي مشابه آنچه در مورد معادله   شـرط ،u( , y)     دهـد كـه  نشـان مـيnF (x)    سينوسـي اسـت

xuو ( , y)   گويدميnF (x) ،كسينوسي است. اما در شرايط تناوبيnF (x) .شامل هر دو جمله خواهد بود  
xسپس با اعمال شرط مرزي در a بندي هم قابل استفاده است:نيز تعيين كنيم. البته اين جمعتوانيم مقادير ويژه را مي  

xهر گاه دو شرط يكسان در   وx a داشته باشيم (هر دو رويu يا هر دو رويxu باشند) داريمn
n

a


   و اگر دو شرط مخلوط (يكـي رويu 

n) داشته باشيمxuديگري روي
( n )

a

 
 

2 1
xبراي نقاط است. در شرايط تناوبي 2   وx a نيزn

n

a


 

  است. 2

xوقتيب)    ياx    :باشد  
در اين حالت  2 است. اگر شرط مرزيu( , y)   ،را داشتيمF (x) sin x   است و اگر شرط مرزيxu ( , y)    را داشـتيم F (x) cos x   

  است.

xدقت كنيد كه وقتي :1نكته     باشد، متغيرx اصلاً مرزي ندارد. حال اگر ساير شرايط مرزي نيز مستقل ازx جـواب  ،باشندu(x, y) 
u(xاست. در واقع در اين حالت  yو تابعي يك متغيره بر حسب xمستقل از , y) Ay B  شود.مي  
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

nGبحث در مورد   (y) 
  

nGيهاي ويژهگفتيم كه جواب (y) اگرy دار باشد، به صورتكرانn ny y
n nA e B e   يخواهيم فقط با دقت كردن به محدودههستند. حالا ميy فرم ،

  :ر داشته باشددر جواب حضو eگاه نبايدي كلي آن است كه هيچتر جواب را پيدا كنيم. قاعدهدقيق
yاگر) 1 b  توانند در جواب حضـور يابنـد. در ايـن حالـت،    باشد، هر دو جمله ميn ye  وn ye       ِبـا كمـك هـم توابـع هـذلولويncosh y 
nsinhو y توان نوشت:كنند. پس در اين حالت ميرا ايجاد مي  n n n n nG (y) A cosh y B sinh y     
yاگر )2   باشد فقطn ye  .را خواهيم داشت  
yاگر )3    باشد، فقطn ye  .را خواهيم داشت  
yاگر) 4    باشد هيچكدام از جملاتn ye  وn ye  شوند. در واقع در اين حالت جواب مستقل ازدر جواب ظاهر نميy :است و داريمu Ax B   

داريم و وقتي كه انتگرال فوريه ،(تمام موارد فوق  2 (.است نيز برقرارند  
nGاگر :2نكته  (y) ) شرط همگن در بوليك) در آمد، وهيپربه صورت هذلولويy   توانيد يكـي از توابـع هـذلولوي را حـذف     مي ،داشته باشيد
u(xدهـد. اگـر  ي مثلثاتي رخ مـي ين كار هم مشابه چيزي است كه در مورد توابع ويژهكنيد. ا , )     باشـد، فقـطnsinh y   مانـد. اگـر  در جـواب مـي 

yu (x , )   باشد، فقطncosh y  .در جواب خواهد ماند  

 كلي جواب مسأله انتقال حرارت پايدار دو بعديفرم  :1مثالxx yyT T , x L , y L

T( ,y) T(L,y) T(x, ) , T(x,L) f (x)

     


   

  

  
  كدام است؟ 

1 (n
n

n x n y
T(x, y) A sin( )sinh( )

L L





 
 

1
  2 (n

n

n x n y
T(x, y) A cosh( )sin( )

L L





 
 

1
  

3 (n
n

n x n y
T(x, y) A cosh( )sinh( )

L L





 
 

1
  4 (n

n

n x n y
T(x, y) A sinh( )sinh( )

L L





 
 

1
  

  : همه شرايط مرزيِ مربوط به » 1«گزينه پاسخx بنابراين ،همگن هستندnF (x) مثلثاتي است وnG (y)    نمايي (يا هذلولوي) خواهد بود. بـه بيـان
nFاســت، xديگــر از آن جــا كــه شــرط مــرزي نــاهمگن بــر حســب  (x)  ومثلثــاتيnG (y) .در نمــايي خواهــد بــودx   شــرطT( , y)    نشــان

nدهدمي nF (x) sin x  سينوسي است و شرطT(L, y)   گويـد ميn nF (L) sin( L)     در نتيجـهn L n    و داريـمn
n

L


  .

nGمعلوم شد به پيروي از آن، nحال كه (y) ِتركيب خطي
n

y
Le


 و
n

y
Le


)،yدار بـودنِ است. با توجه به كران y L)   هـا در جـواب   هـر دوي آن
nحاضرند و توابع هذلولويِ

cosh y
L

 وn
sinh y

L

 كنند. حال شرط همگنرا توليد ميT(x , )   به ازاي كه دهدنشان ميy    بايد جواب صفر شود

nيعني
n

G (y) sinh y
L


 :است  n

n

n n
T(x , y) A sin x sinh y

L L





 
 

1
  

 

 جواب مسأله لاپلاس  :2مثالxx yyu u ; x a , y b

u( ,y) u(a,y) u(x, ) , u(x,b) f (x)

     


   

  

  
  كدام است؟ 

1(
n

y
a

n
n

n
A e sin( x)

a

 




1

    2(n
n

n n
A sinh( x)sin( )y

a a





 
1

   

3(n
n

n n
A sinh( y)sin( )x

b b





 
1

  4(n
n

n n
A sin( x)sinh( )y

a a





 
1

  

 :توجه كنيد كه براي متغير  »4«گزينه   پاسخy يك شرط ناهمگن درy b ي شرايط مرزيداريم اما همهx،  همگن هستند، بنـابراينnF (x)   بـه
nGصورت مثلثاتي و (y)  چـون شـرط مـرزي نـاهمگن     بگـوييم  ديگر آن است كـه  استدلالبه شكل نمايي خواهد بود (يكu(x , b) f (x)  برحسـبx 

nFاست؛ (x) شود)، درمثلثاتي ميx   داريم؛u  ، بنابراينn nF (x) sin x   سينوسي اسـت. همچنـين درx a  داريـمu(a , y)    بنـابراين 

n nF (a) sin( a)   ،  .پساستn a n   در نتيجه وn
n

( )
a


  nGاست. 2 (y) نيز از تركيب خطي

n
y

ae



و 

n
y

ae


 شود. از آنجا كـه ساخته مي 
y b  شوند:جاد ميي (هيپربوليك) ايوها، توابع هذلولتوانند در جواب حاضر باشند و از تركيب خطي آنمي دار است، هر دو جملهكران    

n n n
n n

G (y) A sinh y B cos h y
a a

 
   

u(xاز طرفي شرط مرزي , )   دهدنشان ميnB   است و فقطn
sinh y

a

 نويسيم:ماند. اكنون فرم كلي جواب را ميباقي مي  

  n
n

n n
u(x , y) A sin x sinh y

a a





 
 

1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

 جواب مسأله لاپلاس زير كدام است؟  :3مثال  
xx yy

y y

u u ; x a , y b

u( ,y) u (x, ) u (x,b)

u(a,y) f (y)

     


  




  

    

1 (n n n
n

A x D sin x cosh y



  

1
  2 (n n n

n

A y D sin x cos y



  

1
  

3 (n n n
n

A y D sin x cosh y



  

1
  4 (n n n

n

A x D sinh x cos y



  

1
  

 :بينيد متغيرطور كه ميهمان  »4«گزينه   پاسخx يك شرط ناهمگن درx a  دارد. اما شرايط مـرزيy   بنـابراين در ايـن مثـال    هسـتند همگـن ،
nF (y) مثلثاتي وnG (x) شرط مرزينمايي و به نوعي هذلولوي است. (به بيان ديگر ،u(a , y) f (y) را داريم كه بر حسبy     است. طبـق نكتـه گفتـه
nFايجواب بر ،شده (y)     مثلثاتي اسـت.) پـس يـافتن پاسـخnF (y)  .در اولويـت داردy    شـرطyu (x , )     دهـد نشـان مـيn nF (y) cos y  

yuاز طرفي شـرط  كسينوسي است. (x, b)     دهـد نتيجـه مـيn n nF (b) sin( b)        دانـيم كـه در ايـن حالـت    مـيnsin b     اسـت

nپس b n   و در نتيجهn
n

( )
b


  nخواهد بود. به اين ترتيب 2

n
F (y) cos( y)

b


 است وnG (x)  يداراي دو جملـه

n
x

be


و 
n

x
be



خواهـد   

xبود. از آنجا كه a  (هيپربوليـك) ايجـاد   ها، توابـع هـذلولوي   وانند در جواب حضور يابند و از تركيب خطي آنتدار است، هر دوي اين جملات ميكران

)uشوند. البته شرط همگنمي , y)   دهد فقطنشان ميn
sinh x

b

 فرم صحيح دارد4ي (باقي خواهد ماند. به اين ترتيب فقط گزينه (.  
 

 جواب كدام معادله لاپلاس زير، به صورت  :4مثال
n

( )x
a

n
n

n
u(x,y) c e sin( y)

a

 




 

1
  باشد؟مي 

1 (xx yy

x

u u ; x ; y a

u ( , y) u(x, ) , | u( , y) | M , u(x,a) f (x)

      


    

  

  
  2 (

xx yyu u , x a , y a

u( , y) u(a, y)

u(x, ) , u(x,a) f (x)

     


 
  

  

 
 

  

3 (xx yy

x

u u ; x ; y a

u(x, ) u(x,a) , | u( , y) | M , u ( , y) g(y)

      


    

  

  
  4 (

xx yy

x x

u u x a , y b

u ( , y) u (a, y)

u(x, ) , u(x, b) f (x)

     


 
  

  

 
 

  

 :تواننـد  هاي اين سؤال به تنهايي ميهر كدام از گزينه كه تشريحي اين سؤال، لازم است به اين موضوع اشاره كنم قبل از ارائه پاسخ  »3«گزينه  پاسخ
ها در قالب يك سؤال، ارائه يك مثال كامل با در نظر گرفتن شرايط مـرزي  هاي كارشناسي ارشد مطرح شوند. هدف از طرح آنبه عنوان يك سؤال در آزمون

  كنم، حتماً پاسخ را به طور كامل مطالعه كنند.باشد. به داوطلبان توصيه مينحوه استفاده از جدول مي مختلف در كنار هم و
x[uمعادله داده شده داراي يك شرط نيومن در): 1بررسي گزينه ( ( , y) ]x      داريو يك شـرط كـران[| u( , y) | M]   باشـد، بنـابراين جـواب    مـي

xحــال از آن جــا كــه .بــه صــورت كسينوســي اســت xحســببر   كــران اســتبــي،  2 خواهــد بــود و چــون درx   داريــمxu    پــس
F (x) cos x   دار بودنكران .استy دهدنشان ميG (y)  از طرفـي شـرط   بوليك دارد.هيپرشكلu(x, )      گويـد بـه مـا مـيG (y) sinh y    

  :و لذا جواب به صورت زير است

u(x,y) c cos( x)sinh( y)d


   


  

  نيمه متناهي تعريف شده است.) xدانيد؟ (چونوشته شد را كه مياين كه چرا جواب به صورت انتگرال ن

nبا توجه به اين كه دو شرط ديريكله داريم، لـذا ): 2بررسي گزينه (
n

a


     و توابـع ويـژه بـه صـورتn

n
F (x) sin( x)

a


   .بـراي تعيـين   خواهنـد بـود 

nG (y) با توجه به اين كهy باشد، لذا جواب به صورت هيپربوليكي خواهد بود و چونمحدود ميu(x, )   لذا ،n
n

G (y) sinh y
a


   پس فـرم كلـي ،

  جواب به صورت زير است:

n
n

n n
u(x,y) c sin( x)sinh( y)

a a





 
 

1
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xuداري و يـك شـرط نيـومن (يعنـي    ممكن است دنبال يك شرط كـران  .اندازداين معادله كمي شما را به اشتباه مي ):3بررسي گزينه ( ( , y) g(y) (
nFعوض شـده و شـما بـه جـاي     yوxتمام ذهن شما به هم بريزد. اما دقت كنيد در اين معادله نقش g(y)برويد و با ديدن (x)   در واقـع دنبـالnF (y) 

,u(x]هستند yهستيد كه شروط مرزي از نوع ديريكله و بر روي ) u(x,a) ]   نيد:پس هميشه منتظر نباشيد، فرم متعارف را ببي  

nديريكله داريم با توجه به دو شرط
n

a


     و جـواب بـر حسـبy    سينوسـي يعنـي بـه شـكل ،n nF (y) sin y   امـا در مـورد   .اسـتnG (x)   چـه

nGتابع نمايي؟ در حالت كليهايي داريم؟ سينوس هيپربوليك؟ كسينوس هيپربوليك؟ يا انتخاب (x) از تركيب خطيn xe  وn xe شـود.  ساخته مي

xاما چون   است وn xe  وقتيx  شودكران ميميل كند، بي،nG (x) فقط شاملn xe  .خواهد بود  
  شود:پس جواب كلي به صورت زير نوشته مي

n
( )x

a
n

n

n
u(x,y) c e sin( y)

a

 




 

1
  

متناهي تعريف نشده بـود؟ امـا بـراي آن يـك     نيمه xوجه در ذهنتان نگفتيد؛ چرا از انتگرال استفاده نشد؟ مگردانم شما جزء داوطلبان باهوش هستيد و به هيچمي
است كه دو شـرط همگـن    y) گفته شد، در اين مسأله، اين متغير3طور كه در ابتداي بررسي گزينه (شوم هماندرصدي كه اينجوري فكر كردند، مجدداً متذكر مي

yكند سري فوريه داريم يا انتگرال فوريه. حال چوناست كه تعيين مي yدارد. پس متغير a  دار است، جواب به شكل سري فوريه خواهد بود. اگر دنبال كران
  :كنيمديگر را نيز بررسي مي ي) صحيح است، اما ما كه فقط دنبال پاسخ صحيح نبوديم! پس گزينه3جا معلوم شد، گزينه (پاسخ صحيح بوديد، همين

ــه ( xدو شــرط نيــومن داريــم كــه واضــح اســت): 4بررســي گزين x[u ( , y) u (a, y) ]   .بنــابراينn
n

a


  وn

n
F (x) cos( x)

a


 ــراي ، امــا ب

nGتعيين (y)از آنجا كه ،y b  دار است،كرانn ye  وn ye      شـوند. حـالا   بوليـك مـي  هيپرهر دو در جواب حضور دارند و باعـث ايجـاد توابـع
u(xچون , )   است، فقطn nG (y) sinh y  تواند صحيح باشد و چونميxنويسيم:باشد، لذا جواب را به صورت سري ميي ميمتناه  

n
n

n n
u(x,y) c y c cos( x)sinh( y)

a a





 
  

1
  

cيدقت كنيد، چون هر دو شرط مرزي نيومن هستند، جمله y .در بيرون سري ايجاد شد  
 

 يك نوار نيمه متناهي به عرض :5مثال دماي يك  .اي مطابق شكل داده شده استاند، با شرايط كرانهبندي شدهكه وجوه زير و روي آن كاملاً عايق
  نقطه دلخواه از آن در حالت تعادل كدام است؟

1 (
n

ny

n

( )
sin nx.e

n





 
  2

1

2 1 1              2 (
n

ny

n

( )
sin nx.e

n





 
 

1

2 1 1   

3 (
n

ny

n

( )
sin nx.e

n






 
 

1

2 1 1           4 (
n

ny

n

( )
sin nx.e

n






 
  2

1

2 1 1   

  : طور كه از شكل پيداسـت شـرايط مـرزي همگـن را در    همان»  3«گزينه پاسخx   وx    .داريـم(u( , y) u( , y) )     بنـابراينnF (x) 
ــاتي و nGمثلث (y) ــايي اســت. در xنم   ــم uداري  ، ــس nپ nF (x) sin( x)   ــرط ــي اســت. ش )uسينوس , y)    ــي ــه م ــز نتيج ــد ني ده

n nF ( ) sin( )     ، بنابراينn n    و داريمn n به اين ترتيب .nF (x) sin nx است. جوابnG (y)   خطـيِ  شـامل تركيـبnye 

yاست. اما در اين مثال داريم nyeو  بنابراين .nye تواند در جواب ظـاهر شـود. در نتيجـه   شود و نميكران ميبيny
nG (y) e    .خواهـد بـود

ny  نويسيم:سريِ جواب را مي
n

n

u(x , y) B sin nxe





 

1
  

u(xاز شرط مرزي ناهمگن nBيبراي محاسبه , ) 1   ه ازايكنيم. باستفاده ميy   :داريم  n
n

B sin nx



 

1
1  

n  از آناليز فوريه داريم:
nB sin nxdx cos nx [ ( ) ]

n n

 
     
  
2 2 21 1 1


    


  

 

100      

0  

0  0  

y  

x  
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 عبارت پتانسيل الكتريكي :6مثالu(x,y) اده شده به چه شكل خواهد بود؟در ناحيه نيم نوار داده شده و با شرايط مرزي نشان د  

1 (pxu(x, y) D(p)cosh(py)e dp


   

2 (u(x, y) D(p)sinh(px)cos(py)dp


   

3 (u(x, y) D(p)sin(px)cosh(py)dp


   

4 (pxu(x, y) D(p)cos(py)e dp


   

  : براي متغير»  3«گزينه پاسخy يك شرط مرزي ناهمگنu(x ,a) f (x) را داريم. اماx         .فقط يـك شـرط مـرزي دارد كـه آن هـم همگـن اسـت
  نيز نمايي (يا هذلولوي) است. G(y)كند كه جواب به شكل سري است يا انتگرال.مثلثاتي است؛ و تعيين مي F(x)بنابراين

xچون   كران است، پسبي  2   و جواب به شكل انتگرال فوريه اسـت. همچنـينu( , y)     اسـت در نتيجـهF (x) sin x     سينوسـي
Gخواهد بود. جواب (y) نيز شاملye وye است. از آنجا كهy a  توانند در جـواب حاضـر باشـند و از تركيـب     دار است؛ هر دو جمله ميكران

coshهاخطي آن yوsinh y ساخته شوند. اما شرط همگنyu (x , )    دده ـنشان مـيG (y)      (البتـه كسـينوسِ هيپربوليـك) .كسينوسـي اسـت  
  به اين ترتيب داريم:

  u(x , y) A( )sin x cosh yd


       

 استفاده شده است.) pاز ها به جاي) است. (در گزينه3ي (كه همان گزينه

  

 جواب معادله لاپلاس مقابل   :7مثال

u u

x y

u( ,y) , x

u( ,y) , y

u(x , ) sin ( x)

 
 

 


  
  
  

2 2
2 2

3

1
1

2



  
 



  دار است، كدام گزينه است؟ تابعي كران u(x,y)، كه در آن 

1 (y ye sin ( x) e sin ( x)    33 12 64 4  2 (y ye sin ( x) e sin ( x)     2 63 12 64 4  

3 (y ye sin ( x) e sin ( x)   2 63 12 64 4   4 (y ye sin ( x) e sin ( x)   2 63 12 64 4  

 :در اين مثال » 2«گزينه   پاسخx 1 متناهي است وy   ي پتانسيل متناهي فرض كنيم كه سري فوريه دارد يا نامتناهي. آيا اين را يك مسأله
دو شرط همگن  xداري) است. در اين مثالكدام متغير داراي شرايط مرزي همگن (يا كرانببينيم براي يافتن پاسخ بايد اي نامتناهي كه انتگرال فوريه دارد؟ مسأله

xشـود. در متناهي است، جواب عمومي به شكل سـري فوريـه نوشـته مـي     xدارد. بنابراين چون     شـرط همگـنu( , y)       دهـد را داريـم كـه نشـان مـي 

n nF (x) sin( x)  سينوسي است. حالا شرط مرزيu( , y) 1  دهد كهنشان ميnF ( ) 1  پس ،استnsin( )   و در نتيجهn n    خواهد
fراه ديگر آن است كه چون شرط مرزي ناهمگن به صورت بود. (يك (x) sin ( x) 3 مثلثاتي است و ايـن متغيـر اسـت     xپس متغير ،است xيعني بر حسب 2

uجواب .)كندرا تعيين مي كه (x , y)  است:  زيربه فرم    

nn ny n y
n n n

n n

u (x , y) B e sin x u (x , y) B e sin n x
      

 
     

1 1
  

uبا اعمال شرط مرزي (x , ) sin ( x) 3 2ضريب ،nB كنيم همچنين از اتحاد مثلثاتيرا محاسبه ميsin ( x) sin ( x) sin ( x)    3 3 12 2 64 نيز  4

  كنيم:استفاده مي

  n
n

u (x , ) sin ( x) sin ( x) sin ( x) B sin n x



       3

1

3 12 2 64 4  

nه به تساوي طرفين، فقط دو مقدار ويژه به ازايبا توج , 2 y  در جواب خواهيم داشت:  6 yu (x , y) e sin ( x) e sin ( x)      2 63 12 64 4  

  

u (0 , y) = 0  

u (x , a) = f (x)  
a  

u = 02   

u 
y  = 0  

x 

y 
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 چقدر است؟ ،پتانسيل در ناحيه نيمه محدود شكل زير با شرط مرزي نشان داده شده  :8مثال  

1 (
n

x
a

n , , ,...

u n
e cos( y)

n a

 




 

1 3 5

2 1  

2 (
n

x
a

n , , ,...

u n
e sinh( y)

n a

 




 

1 3 5

4 1  

3 (
n

x
a

n , , ,...

u n
e sin( y)

n a

 




 

1 3 5

4 1  

4 (
n

x
a

n , , ,...

u n
e sin( y)

n a

 




 

1 3 5

2 1  

u  

u  

u u 

0

y

x

a

2u 

 

u(x,y) ?

 

   :در اين ناحيه،»  3«گزينه پاسخx   كران است، امابيy a  يدار است. اگر براكرانx داري) داشته دو شرط مرزي همگن (يا كران
xكند كه جواب به صورت انتگرال فوريه باشد. (چونشود و اين متغير تعيين ميمثلثاتي مي xباشيم جواب   است.) اما اگرy شرط مرزي  دو

yكند كه جواب به صورت سري فوريه باشد. (چونشود و اين متغير تعيين ميمثلثاتي مي yداري) داشته باشد آنگاه جوابهمگن (يا كران a  (.است  
xبه شرايط مرزي دقت كنيم، به ازاي   گنشرط ناهمu( , y) u  ِداده شده اما در هر دو مرزy   وy a داريمu(x , ) u(x ,a)   .

yبه صورت نمايي خواهد بود و چون xبه شكل مثلثاتي و yبنابراين a  شرط مرزيدار است بايد سري فوريه نوشته شود. كرانu(x , )    نشان

nدهدمي nF (y) sin( y)  سينوسي است و از شرط مرزيu(x ,a)   :داريمn nF (a) sin( a)    پس .n a n   و n
n

( )
a


    است.  2

nGهايجواب (x) به صورتn xe  ياn xe  پاسخ معادله لاپلاس در اما شرط كرانداريِتوانند باشند. ميx   كند كهايجاب ميnG (x) صورتبه 

n xe  :باشد. بنابراين داريم  
n

x
a

n
n

n
u(x, y) B e sin y

a

 




 

1
  

)uاكنون شرط مرزي ناهمگن , y) u  بنديم:را به كار مي  n
n

n
u B sin y

a






 

1
  

  ل ضرايب سري فوريه چنين خواهند بود:باتوجه به فرمو nBببه اين ترتيب، ضراي
a a

n n

; n
u u ( cos n )n y a n y

B u sin dy [ cos ] B u
a a a n a n ; n

n

         
   


2 2 12 4



 
 

 Z»p

jo 
  

n  بنابراين، جواب نهايي به صورت مقابل خواهد بود: x

a

n , , ,...

u n y
u(x,y) e sin

n a

 






 
1 3 5

4 1  

 

 پتانسيل در ناحيه نيمه محدود شكل زير با شرايط مرزي ذكر شده، كدام است؟  :9مثال  

1 (cosh(kx)sin(ky)
dk

( k )cosh k



  2
2

1
  

2 (cosh(kx)cos(ky)
dk

( k )cosh k



  2
2

1
  

3 (cos(kx)cosh(ky)
dk

( k )sinh k



  2
2

1
  

4 (cos(kx)cosh(ky)
dk

( k )cosh k



  2
2

1
  

x

V
( ,y) , y

x
V

(x, ) , x
y

V(x, ) e x

    
  


  


1

1

  

  



 

0

y

x

1 2u 

 

V(x,y) ?

 

 :در اين ناحيه،»  4«گزينه   پاسخy متناهي وx ي شـرايط مـرزي  نامتناهي است. اگر همهx   گـاه جـواب  همگـن باشـند آنx   مثلثـاتي اسـت وV   
به صورت سري فوريه خواهـد بـود. بـا     Vمثلثاتي خواهد بود و yاشند، جوابهمگن ب yآيد، اما اگر همه شرايط مرزيبر حسب انتگرال فوريه به دست مي
yبينيم كه دردقت به شرايط مرزي داده شده مي 1 شرط مرزي ناهمگن داريم. اما برايx  مرزي داريم كه آن هم همگن است. بنابراينفقط يك شرطx 

yآيد. البتهبه صورت نمايي (هذلولوي) در جواب مي yبه صورت مثلثاتي و 1 دار است پس جواب آن به شكل هذلولوي اسـت. در ضـمن چـون    كران
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xدر   داريمxV   و درy   داريمyV  ها به شكل، جوابcos(kx) وcosh(ky) .با توجه به توضيحات مندرج در كتاب، در ناحيه  خواهند بود

  داده شده داريم:
xV(x, ) e xV(x, y) A(k)cosh (ky)cos(kx)dk e A(k)cosh(k)cos(kx)dk

     1
 

  

A(k)coshبراي راحتي در محاسبات از تغيير متغير k B(k)كنيم:استفاده مي  xe B(k)cos(kx)dk


    

x  توان چنين نوشت:باتوجه به فرمول انتگرال فوريه مي
sB(k) e cos kx dx L[cos kx] | B(k) ( )

k




   
    1 2
2 2 2 1

1
  

  باشد.يل لاپلاس ميعملگر تبد Lكه در آن
  شود:به صورت زير نوشته مي A(k)بنابراين ضريب

B(k)
A(k)

cosh(k) ( k )cosh(k)
 

  2
2

1
  

  پس جواب نهايي به صورت زير است:
cos(kx)cosh(ky)

V(x,y) dk
( k )cosh(k)




  2
2

1
  

xeتوضيح:  cos(kx)dx L[cos(kx)]
s k

   
  2

1
1 1

.  

  
 له پتانسيل با شرايط مرزي زير كدام است؟جواب معاد :10مثال  

1 (sinh (b y)
u(x , y) sin x d

sinh b
   

  
  2
4

1
  

2 (sinh (b y)
u(x , y) sin x d

sinh b

   
  
  2
2

1
  

3 (sinh (b y)
u(x , y) sin x d

sinh b

  
  
  2
2 1

1
  

4 (sinh (b y)
u(x , y) sin x d

sinh b
  

  
  2
4 1

1
  

xx yy

x

u u , y b , x

u(x , ) e , x

u( ,y) u(x,b) , y b , x



    
  
     

  

 
   

 

   :شرط مرزي ناهمگن  »2«گزينه پاسخxf (x) u(x , ) e  دهد كه متغيرشان مينx به صورت مثلثاتي وy در  (هيپربوليك) به شكل نمايي
xد. درنشوجواب ظاهر مي   داريمu( , y)   بنابراينF(x) sin( x)  يسينوسي است. از طرفx   بنابراين ،كران استبي    و جواب

Gبه شكل انتگرال فوريه است. جواب كلي (y)تركيب خطيye وye چوناست .y b  در ها در جواب هستند و است پس هر دوي آن داركران
u(x  :داريم سازند. بنابراينتوابع هيپربوليك را ميواقع  , y) sin x[A( )cosh y B( )sinh y]d


          

)Aيرا براي محاسبه شرايط مرزيساير  حالا  ) وB( )گيريم:به كار مي  u(x , b) sin x[A( )cosh b B( )sinh b]d


              
A( )cosh b B( )sinh b (I)         

x x xu(x , ) e e sin x[A( )cosh( ) B( )sinh( )]d e A( )sin xd
                 

    

x  داريم: ي سينوسيضرايب انتگرال فوريه طبق فرمولِ
sA( ) e sin xdx L[sin x] (II)

ss

 


 
      

      1 2 2 2
2 2 2 2

1 1
  

cosh  خواهيم داشت: (I)يبا قرار دادن اين تساوي در رابطه b cosh b
B( ) A( )

sinh b sinh b

  
     

  2
2

1
  

)Aبا جايگذاري ) وB( ) :در جواب داريم  cosh b
u(x , y) sin x[cosh y sinh y]d

sinh b

  
     
  2
2

1
  

    ي مستقيم براي عبارت داخل كروشه داريم:با انجام يك محاسبه
cosh b sinh b cosh y cosh bsinh y sinh (b y)

cosh y sinh y
sinh b sinh b sinh b

       
    

  
  

sinh  به اين ترتيب جواب برابر است با: (b y)
u(x , y) sin x d

sinh b

   
  
  2
2

1
  

)sinh  ايم:ي مقابل استفاده كردهاز رابطه قمحاسبات فودر توضيح:  ) sinh cosh cosh sinh        
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 مسأله مقدار مرزي زير را در داخل يك مستطيل به طول  :11مثالa و عرضb .از سؤالات رياضي مهندسي دانشگاه   حل كنيد)arwardH(  

xx yyT T T ; x a , y b

T( ,y) T(a,y) ; y b

T(x, ) , T(x,b) f (x) , x a

       
    
    

2   

  
  

  

  

 :جواب كلي را به شكلكنيم. حل مي ييك سؤال در اين مبحث را به روش ضرب ،براي تمرين  پاسخT(x, y) F(x)G(y)   گيـريم و بـا   در نظـر مـي
  جايگزيني آن در معادله داريم:گيري و مشتق

  G (y) F (x)
F (x)G(y) F(x)G (y)

G(y) F(x)

 
       

  ها ثابت هستند. بنابراين داريم:هد كه اين نسبتاست. اين تساوي نشان مي yو سمت چپ بر حسب xعي بر حسبسمت راست، تاب
G (y) F (x)

G(y) F(x)

 
     

n  :كه جواب عمومي اين معادله چنين است ديديمپيش از اين  n n n nF (x) a cos x b sin x     
)uحال از شرط , y)   داريمnF ( )   و در نتيجهn n nF (x) b sin x  سينوسي است. همچنين از شرط مرزيu(a , y)    داريـمnF (a)   

nپــس nb sin a  اگــر .nb   باشــد كــه بــه جــواب بــديهيnF (x)   رســيم پــس فــرض كنــيممــيnsin a   يعنــي ،باشــدn a n   

nو
n

( )
a


    . خواهد بود 2

Fداشتيم، معادلات ديفرانسيل را به شكل yمگن براي، دو شرط هxجا توجه كنيد كه اگر به جاي متغيرهمين (x) G (y)

F(x) G(y)

 
     و از نوشـتيم  مـي

Gيحل معادله (y)

G(y)


  كرديم.آغاز مي  

nحال با داشتن
n

a


  ي مربوط بهبه حل معادلهG پردازيم:مي  n n n

n n n y
G G G (y) C cosh( y) D sinh( )

a aa

       
2 2

2   

)Gبا توجه به شرط )  واضح است ،nC   است و لذاn n
n y

G (y) D sinh( )
a


شود، پس جواب كلي به شكل زير نوشته مي:  

n n n n n
n y n

T (x, y) F (x)G (y) B D sinh( )sin( x)
a a

 
   

nبا فرض n nE B D :داريم  

n
n

n y n
T(x,y) E sinh( )sin( x)

a a





 
 

1
  

T(x,b)با اعمال شرط اوليه f (x) :داريم  n
n

n n
f (x) E sinh( b)sin( x)

a a





 
 

1
  

  داريم:ي است. لذا دامنه سينوسداراي سري فوريه نيم fبه راحتي معلوم است
a

n
n n

E sinh( b) f (x)sin( x)dx
a a a

 
 

2


  
  برابر مقدار زير است: nEبنابراين

a
n

n
E f (x)sin( x)dx

n b aasinh
a




 
2


  

  

T(x,b) f (x)

2T 

 T(x, )  (a, )
x

y

( ,b)

T(a,y) 



T( ,y)  


