
  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  الكترومغناطيس 

  فصل اول
  »آناليز برداري«

  
 طول تصوير بردار :1مثال


ˆ ˆA i j 2 بر بردار

 ˆ ˆ ˆB i j k   :برابر است با  

1( 2
5  2( 3

5  3( 3
3  4( 2

3  

 جا طول تصوير برداردقت كنيد كه در اين»  3«گزينه : پاسخA


Bبه روي بردار 


  كنيم:خواسته شده است. بنابراين از رابطه اول استفاده مي 

  A
B

| A.B | | ( ) |
Proj

| B | ( ) ( ) ( )




 
      

   
 2 2 2

2 1 1 1 1 1 3
331 1 1

     

  

 تصوير بردار :2مثال


ˆ ˆ ˆA i j k   2 بر روي بردار 3
 ˆ ˆ ˆB i j k  2   كدام است؟ 2

1( ˆ ˆ ˆi j k 
1 1 1
2 4 2  2( ˆ ˆ ˆi j k 

4 2 4
9 9 9  3( ˆ ˆ ˆi j k


 

2 4 6
9 9 9  4( ˆ ˆ ˆi j k


 

1 1 3
4 4 4  

 بردار تصوير را از ما خواسته است. پس ابتدا بايد طول تصوير بردار اين مثال»  2«گزينه : پاسخA


Bروي بردار 


آوريـم و سـپس آن را در   را به دست  
Bبردار يكهّ بردار


  شود:در صفحه قبل استفاده كنيم كه به صورت زير بيان مي )2توانيم مستقيم از رابطه (كنيم. يا اين كه ميضرب مي 

A
B

A.B B A.B ( ) ( ) ˆ ˆ ˆProj ( ) ( )B ( )( , , ) ( , , ) i j k
| B | | B | | B | ( ( ) ( ) ( ) )

      
        

  
2 2 2 2 2

1 2 2 1 3 2 2 4 2 42 1 2 2 1 29 9 9 92 1 2




    
      

  

 مختصات بردار واحد (يكه) عمود بر دو بردار :3مثال


ˆ ˆ ˆA i j k  4 و 3
 ˆ ˆ ˆB i j k   2   كدام است؟ 2

1( ( , , )1 2 2  2( ( , , )
1 2 2

3 3 3  3( ( , , )
1 2 2
3 3 3   4( ( , , )1 2 2  

 طور كه گفتيم، بردار عمود بر دو بردارهمان»  3«گزينه : پاسخA


Bو 


  توانيم بنويسيم:پس مي باشد.ضرب خارجي آن دو بردار ميبرابر حاصل 
ˆ ˆ ˆi j k

N A B ( , , )     
 
4 1 3 1 2 2
2 1 2

   

Nحالا بردار واحد متناظر با


N  آوريم:را به دست مي
N ( , , )

â ( , , )
| N | ( ) ( ) ( )

 
  

  2 2 2
1 2 2 1 2 2

3 3 31 2 2


  

  

 بردار  :4مثال
x y zˆ ˆ ˆA a a za  2   تقريباً چقدر است؟ zسازد. مقدار مي 3زاويه xyبا صفحه  3

1 (1  2 (1/2  3 (2/3  4 (2/4  
 :تجزيه بردار»  2«گزينه   پاسخA


  به صورت زير است: xyروي صفحه  

  t nA A A
z n z z z t x yˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆn:a :A (A.a )a za A a a

         2 3  

n
n t

t

| A |
tg | A | | A | tg z tg z . /

| A |
         

113 3 13 2 1
3


  
   

  
  
  
  

  تأليفي فصل اول هايتست



  
 

 

الكترومغناطيس  شناسي ارشدكار يكمدرسان شريف رتبه  2

 معادله خط گذرنده از نقطه :5مثال( , , )2 3 xو موازي صفحات 4 y z  2 3 4 xو 5 y z  3 4 5   كدام است؟ 6

1( x y z  
 


2 3 2

1 1 2  2( x y z  
 


2 3 4

2 1 1  3( x y z  
 


2 3 4

1 2 1  4( x y z  
 

 
2 3 4

1 2 1  

 توانيم معادله خطي كه موازي با خط فصل مشترك دو صـفحه اسـت را بـه    عادله خط موازي با دو صفحه خواسته شده است، ميم چون»  4«گزينه : پاسخ
آيـد تـا   به كمك ما مي 2دست آوريم. براي اين كه خطي كه با خط فصل مشترك دو صفحه موازي باشد حتماً با خود دو صفحه موازي است. اينجاست كه تذكر 

رويم. با توجه به معادله دو صفحه داده شـده، بردارهـاي عمـود بـر آنهـا      ربوطه را به دست آوريم. ابتدا به سراغ بردارهاي عمود بر دو صفحه ميبردار هادي خط م
Nعبارتند از: ( , , )1 2 3 4


Nو   ( , , )2 3 4 5


  .  

N1خارجي حال براي به دست آوردن بردار هادي خط مربوطه بايد جواب ضرب


N2و 


  را پيدا كنيم: 
x y zˆ ˆ ˆa a a

V N N ( , , )     1 2 2 3 4 1 2 1
3 4 5

    

x      ي خط را به اين صورت بنويسيم:توانيم معادلهبا داشتن يك نقطه و بردار هادي، مي y z  
 

 
2 3 4

1 2 1  

  
 اگر  :6مثال

x y zˆ ˆ ˆA a a a    و 
yˆB (A.A)a

1
باشد، حاصل  2 

A B كدام است؟  

1 (yâ
3
2  2 (yâ

3
2  3 (x zˆ ˆa a 

3 3
2 2  4 (x zˆ ˆa a

3 3
2 2  

 :بردار»  3«گزينه   پاسخB


  برابر است با: 
y y y yˆ ˆ ˆ ˆB (A.A)a | A | a ( )a a     2 2 2 21 1 1 31 1 12 2 2 2

   

  بنابراين داريم:
x y z y z xˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA B (a a a ) a a a      

3 3 3
2 2 2

   

  
 حاصل  :7مثالr r zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ| a (a .a )a a |   چقدر است؟  

1 (3  2 (3  3 (2  4 (2  
 :خواهد:اين سؤال اندازه بردار زير را از ما مي»  4«گزينه   پاسخ  

  r r z z z rˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA a (a .a )a a a ( a ) a (a a ) a A a a | A |
  

                   1 2  

  
 بردار  :8مثال 

rˆ ˆA a sin a
R   
)در دستگاه كروي داده شده است. اندازه اين بردار را در نقطه 1 , , )3   .كه در دستگاه دكارتي بيان شده، بيابيد 4

1 (5  2 (5
2  3 (2  4 (2 5  

 :با توجه به نقطه  »1«گزينه  پاسخ( , , )3 4 :داريم  

  R x y z     2 2 2 2 23 4 5  
z

cos , sin cos sin cos sin
R

                 2 2 21 1 1 1  

  است، مؤلفه مثبت قابل قبول است. مثبت yمقدار مقدار مثبت يا منفي به مكان نقطه بستگي دارد. با توجه به اينكه 

r r rˆ ˆ ˆ ˆA a a A a a | A | A A A              2 2 2 2 21 2 2 1 55
    

  



  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   3  الكترومغناطيس 

 بردار  :9مثال
Rˆ ˆA a a 2 ,R)در دستگاه كروي داده شده است. معادل اين بردار در نقطه  3 , ) ( , , )

 
   1 3   در دستگاه كارتزين چگونه است؟ 6

1 (x y zˆ ˆ ˆA a ( )a ( )a    
3 3 31 12 4 2


  2 (x y zˆ ˆ ˆA a a ( )a   

3 3 3 12 4 2


  

3 (x y zˆ ˆ ˆA ( )a ( )a ( )a     
3 3 3 3 3 3 312 4 2 4 2


  4 (x y zˆ ˆ ˆA ( )a ( )a ( )a     

3 3 3 3 3 3 312 4 2 4 2


  

 :ن نوشت:توان برحسب بردارهاي يكه مختصات كارتزيبردار داده شده در مسأله را مي»  3«گزينه   پاسخ  

x y z x y zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA (sin cos a sin sin a cos a ) (cos cos a cos sin a sin a )               2 3
  

,R)اين بردار در نقطه , ) ( , , )
 

   1 3   برابر است با: 6

x y z x y zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA (sin cos a sin sin a cos a ) (cos cos a cos sin a sin a )
         

     2 33 6 3 6 3 3 6 3 6 3
  

x y z x y z x y zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA ( a a a ) ( a a a ) A ( )a ( )a ( )a
 
            

3 3 1 3 1 3 3 3 3 3 3 3 32 3 14 4 2 4 4 2 2 4 2 4 2
  

  

 حاصل  :01مثالcos tan   در نقطه(x,y,z) ( , , ) 3 4   كدام است؟ 5

1 (3
5  2 (

2
5  3 (2

5  4 (
3
5  

 :توانبه سادگي مي»  2«گزينه   پاسخو را برحسبx  وy  وz د:به دست آور  

x y
tan

z
cos tan

x
cos

x y

      
     
   
  

2 2 2 2

2 2 2 2

3 4 1 25
3 3 5

53 4

  

  
 بردار  :11مثال

ˆA a
R

 2
27 )در نقطه 2 , , )2 2   در دستگاه مختصات قائم كدام است؟ 1

1 (x y zˆ ˆ ˆa a a 2 2 2 2 4  2 (x y zˆ ˆ ˆa a a 2 2 2 2 2  3 (x y zˆ ˆ ˆa a a 4  4 (x y zˆ ˆ ˆa a a  4  

 :در نقطه با استفاده از رابطه بين مختصات كروي و دكارتي،   »3«گزينه  پاسخ( , , )2 2   داريم:1

  R x y z      2 2 2 2 2 22 2 1 3  
z z

cos sin cos ( )
Rx y z

           
 

2 2
2 2 2

1 1 2 21 13 3 3  

x x
cos sin cos ( )

rx y
            



2 2
2 2

2 1 1 11 1
2 2 2 2 2

  

Aبنابراين بردار


x  آيد:به صورت زير به دست مي  y zˆ ˆ ˆA [cos cos a cos sin a sin a ]       2
27 2

3


  

x y z x y zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA [ a a a ] a a a       
27 2 1 1 1 1 2 2 49 3 3 32 2


  

  
 زاويه بين دو بردار  :12مثال

Rˆ ˆ ˆA Ra Ra a   2 2 و 5
r zˆ ˆB a a a  5  در نقطه( , , )

1 2 1
4 4 4

  تگاه دكارتي) كدام است؟(در دس 

1 (cos ( ) 1 5
7  2 (cos ( )1 3

7  3 (cos ( ) 1 4
7  4 (cos ( )1 5

7  



  
 

 

الكترومغناطيس  شناسي ارشدكار يكمدرسان شريف رتبه  4

 :در نقطه  »3«گزينه   پاسخ( , , )
1 2 1
4 4   داريم: 4

  R
z

ˆ ˆ ˆA a a a , cos
R


        

1
145 1 2

2

R x y z ( ) ( ) ( )      2 2 2 2 2 21 2 1 1
4 4 4 2  

     R r z R r R z r z
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(a a a ).(a a a ) ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(a .a a .a a .a a .a )A.B

cos
| A || B |

 
             

   


5 5 5
77 7

  

sin cos cos sin cos
cos cos ( )

      
        1

12 55 2 5 4 42
7 7 7 7 7  

 دو بردار  :13مثال
x y zˆ ˆ ˆA a a a  3 2 و 2

Rˆ ˆB a a 2   اند؟يك از نقاط زير با هم موازيدر كدام 3
1 (( , , )2 2  2( ( , , ) 2 2  3( ( , , )2 2  4 3و2) گزينه  
 :بردار   »1«گزينه   پاسخB


  كنيم.را به دستگاه دكارتي منتقل مي

x y z x yˆ ˆ ˆ ˆ ˆB (sin cos a sin sin a cos a ) ( sin a cos a )            2 3


  

x y zˆ ˆ ˆB ( sin cos sin )a ( sin sin cos )a cos a

         2 3 2 3 2  

x  در تمامي آنها:يابيم كه ها درمينگاهي به گزينهمبا داشتن ني
cos

R
     

x y zˆ ˆ ˆB sin a sin sin a cos a      3 2 2


  

sin  رو برقرار باشد:: براي اينكه دو بردار با هم موازي باشند، بايد رابطه روبه sin sin cos   
 

3 2 2
3 2 2

  

z، 1با توجه به گزينه 
cos

r
  

2
2

yاست و  
sin

R
  1  وsin cos    2 21 2

باشد؛ پس: مي  
2 2 2 21
2 2 2 2

.  

 

 سطح قسمتي از كره : 14مثالx y z  2 2 2 zكه محدود به مخروط2 x y 2 و صفحات2   و
    باشد، كدام است؟مي 2

1( ( ) 2 2  2( ( )


2 2 2  3(  2 2  4(   2 2  

  براي حل اين سوال دو روش داريم:   »2«گزينه : پاسخ  

ds  توان چنين نوشت:باشد، ميهاي دستگاه كروي ميكه رويه مورد نظر منطبق با سطحبا توجه به اين روش اول: R sin d d   2  

تاازاز طرفي
xكند. همچنين با توجه به رابطه بيان شده در بخش دستگاه مختصات كروي تغيير مي2 y

tg
z


 

2 2
، زاويـه رأس مخـروط بـا محـور     

z برابرهاx y
Arc tan Arc tan

z

 
 

2 2
1 تااز بوده و لذا در رويه مورد نظر حدود تغييرات 4

  باشد. مي 2است و شعاع كره برابر 4

  بينيد.بنابراين داريم:گيري را در شكل روبرو ميناحيه انتگرال
  

S R sin d d sin d d [ cos ] ( ) ( )
   



    


                   
2 4 2 42 4 22 1 2 22 2  

  

  

  

y

z

x

2


 

4


 

گيريناحيه انتگرال



  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   5  الكترومغناطيس 

,g(xفرض كنيد روش دوم: y,z) x y z    2 2 2 2 توانيم بنويسيم:. حالا مي  

   | g | ( x) ( y) ( z) x y z       2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2


  

z| g | | z | x y   2 22 2 2  

ــي ــين م ــه  همچن ــورد روي ــل برخ ــه مح ــيم ك xدان y z  2 2 2 ــروط 2 zو مخ x y 2 ــه  2 ب

xصورت y ( x y )   2 2 2 2 2 xاست كه با ساده كردن آن داريم:2 y 2 2 . پس مرز برخورد 1

xكره y z  2 2 2 z با مخروط 2 x y 2 شـعاع يـك و تصـوير آن روي    شود يك دايره به مي 2
x)هم يك دايره به شعاع يك  xyصفحه  y ) 2 2    خواهد بود كه در شكل مقابل نشان داديم. بنابراين: 1

  
zS D D

| g |
S ds dA dxdy

| g | x y




  
 

   2 2
2 2

2 2
  

xبا توجه به مقدار y 2 rگرال ساده نيست، ولـي بـا توجـه بـه مقـدار     گيريم كه حل اين انتمي در زير راديكال در مخرج نتيجه 2 x y 2 2 در مختصـات   2
  اي داريم:توانيم اين انتگرال را در اين دستگاه به راحتي حل كنيم. با انتقال انتگرال بالا به مختصات استوانهاي مياستوانه

  S ( r ) rdrd ( )
 


 

     
12 1

2 22 2 2 22  
 

 مقدار :15مثال
S

zds3  كه در آنS قسمتي از مخروطz x y 2 zزير صفحه 2    باشد؟هاي زير مييك از گزينهبرابر كدام است، 1

1( 2  2( 2  3(   4( 2 2   
  4«گزينه : پاسخ«     

مربـوط بـه ايـن سـطح از رابطـه       باشـد. بـراي محاسـبه مقـدار    ثابـت) در دسـتگاه كـروي مـي     منطبق با سطح مخروطي شـكل (  Sسطح روش اول: 

x y
tan

z


 

2 2
x  كنيم:استفاده مي y z

tan ( ) tan ( )
z z

  
   

2 2
1 1

4  

كه روي سطح مخروطيبا توجه به اين
   dRكننـد. از طرفـي ضـريب طـولي جزءهـاي ديفرانسـيلي      تغيير مي و Rثابت است، پس فقط  مقدار 4

Rو 1به ترتيب  dو sin باشد، بنابراين داريم:مي  

  ds R sin dRd RdRd    
2

2  

z شود.به صورت روبرو بيان مي و Rبرحسب  zطور كه در بخش دستگاه مختصات كروي گفتيم، مقدار همان R cos R  
2

2  

Rبا توجه به شكل مقابل داريم:  2 و   2.  

  دهيم:حال با استفاده از روابط به دست آمده، انتگرال داده شده را به مختصات كروي انتقال مي

S

zds ( R)( RdRd ) d R dR
 

         
2 2 2 2 22 2 33 3 2 22 2 2   

  y

z

x

2

z 1
4


 

y

z

x

r 1

2 2x y 1 

2 2x y 1  S

D
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zل برخورد رويهدانيد از مححتماً ميروش دوم:  x y 2 zو صفحه 2 1 آيد؟ بله! دايرهچه شكلي به دست ميx y 2 2  S. بنابراين تصـوير رويـه  1

xناحيه داخل دايره ، xyروي صفحه  y 2 2 ,g(xخواهد بود. از طرفي با انتخاب1 y,z) z x y   2 2 :خواهيم داشت  

  z
x y

| g | ( ) ( ) , | g |
x y x y

 
     

 

2 2
2 2 2 2

1 2 1


  

  
zS D D

| g |
zds x y ( )dA x y dA

| g |


     2 2 2 23 3 3 2


  

    اي تبديل كنيم به جواب نهايي خواهيم رسيد.    حالا اگر مختصات دكارتي را به استوانه

D

x y ( dA) r( rdrd ) ( d )( r dr)
 

          
2 1 2 12 2 23 2 3 2 2 3 2 2
   

  
  

 مقدار انتگرال :16مثال
D

x
dxdydz

x y
 2 zناحيه محصور به صفحه  Dكه در آن 2  و خـارج نـيم    2و  1هـاي  ، دو كره به مركز مبدأ با شـعاع

zمخروط x y 2  هاي زير است؟يك از گزينهباشد، برابر كداممي 2

1(


2
2  2(   3(   2

2  4(  ( ) 2 2
6  

  ناحيه   »2«گزينه : پاسخD باشد. بنابراين بهتـر اسـت از روش تبـديل مختصـات دكـارتي بـه كـروي        منطبق با مرزهاي دستگاه مختصات كروي مي
  كند.)تغيير مي 2تا  1از  Rآيد. (به دست مي 2و  1هاي زهاي كروي به شعاعبا توجه به مر Rاستفاده كنيم. دقت كنيد كه محدوده تغييرات 

zرا با توجه به مرزهاي مخروطي شكل و محدوده تغييرات    وz x y 2   كنيم.  تعيين مي 2

  x y x y
z tan tan tan

z
    

       
2 2 2 2

1 1 1
2


  

  x y z
z x y tan tan tan

z z
   

       
2 2

2 2 1 1 11 4  
  است. 2تانيز از حدود تغييرات

dxdydzحالا با توجه به روابط R sin d d dR   2 وx R sin cos   وy R sin sin   وريم:آپاسخ را به دست مي  

  x R sin cos
dxdydz R sin dRd d cos d d RdR

x y R sin

 
 

 

 
        

       
2 2 2 22 2

1 1
4 4

2
2 2 2 2 

  

  

 حجم محصور بين سطوح :17مثالz x y  2 zو21   كدام است؟  

1(
2  2(  3(2  4( 1  

 هاي حجمي و سطحي هميشه بهتر است شكل محدوده انتگرال را در ذهـن تجسـم كنـيم. مـثلاً در ايـن تسـت، شـكل رويـه         در انتگرال  »1«گزينه : اسخ پ
z (x y )  2  ها بـه انـدازه يـك واحـد بـه سـمت بـالا منتقـل شـده اسـت (توجـه كنيـد كـه شـكل رويـه                zيك سهموي برعكس است كه روي محور  21

z (x y ) 2 محـل برخـورد دو سـطح    دانيـد كـه   مـي هـاي مختلـف الان ديگـر بـه راحتـي      بـا حـل مثـال    بينيـد. يك سهموي است) كه در شكل آن را مي 2
z x y  2 zو21   شود دايرهميx y 2 2 xداخل دايرهرا ناحيه  D. حال اگر 1 y 2 2     در نظر بگيريم، خواهيم داشت: 1

x y

D D

V { dz}dxdy ( x y )dxdy


 
     

2 21 2 21  

xكه تابعبا توجه به اين y 2   اي (قطبي) نوشت، داريم: توان بر حسب مختصات استوانهرا مي Dو ناحيه  21
  
  
  

V ( r )rdrd d r( r )dr
   

  
         

2 1 2 12 21 1 2  
  

y

z

x
2 2x y 1 

z 1
D
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 اگر بردار  :18مثال
r zˆ ˆ ˆF sin a cos a a    

1
Fباشد، كار انجام شده توسـط بـردار   2

      جهـت تغييـر مكـان جسـمي از نقطـه A( , , بـه نقطـه    1(

B( , , )2   ، كدام است؟Bبه Aدر دستگاه دكارتي در امتداد يك خط مستقيم از 1

1 (9
4  2 (3

2  3 (2  4 (
1
2  

 :با توجه به اينكه نقاط در دستگاه دكارتي داده شده است، پس  »2«گزينه  پاسخdl


Fتي است و برداردر دستگاه دكار 


  را بايد به دستگاه دكارتي منتقل كنيم.

x y x y zˆ ˆ ˆ ˆ ˆF sin (cos a sin a ) cos ( sin a cos a ) a           
1
2


  

x y z y zˆ ˆ ˆ ˆ ˆF (sin cos sin cos )a (sin cos )a a a a          2 2 1 1
2 2


  

F.dl dy dz y | z |


        
2 12 11 1 1 322 2 2 2  


  

  
 اگر  :19مثال

Rˆ ˆ ˆA R sin sin a R cos sin a R cos a        2 2 23 2 2 2 باشد  2 
A.dl از نقطهP ( , , )

 
1 2 6 Pبه نقطه 4 ( , , )

 
2 1 2 كدام  3

ــرل   ــير انتگ ــت؟ مس ــد:     اس ــر بگيري ــش در نظ ــه بخ ــامل س ــري را ش ــ 1گي Rـ :
 

    2 14 6» ــ 2، « :ـ R :
  

    14 6 2» » ،

:ـ3 R
  

     14 3 2»   باشد)ي مي(مختصات نقاط در دستگاه كرو «

1 (( ) 
7 314 2  2 (( ) 

7 312 2  3 ( 
32 2  4 ( 

34 2  

 :بايد سه انتگرال  »4«گزينه   پاسخR sin sin dr  23 R و2 cos sin d   3 Rو 2 sin cos d   32   گيريم. را حل كنيم. سه مسير را در نظر مي 2

:Rمسير اول: 2 در اين مسير 1
  و 6

  4:  

R
R sin sin dr R ( )( )




 


    
161 2 3

2 2
4

1 73 2 12 2  

:مسير دوم:
 

 6 Rو به ازاي 2 1 و
  4:  

R

R cos sin d ( )( )sin



  
       

1
232

6 4 6

1 12 1 1 1 2 2  

:مسير سوم:
 

 4 Rبه ازاي 3 1 و
  2:  

R
( )

R sin cos d sin sin



  


        

1
333

4 2 4

2 1 2 32 2 2 1 12 3 2  

  حال جواب كلي مجموع سه جواب بالاست:      
7 1 3 31 42 2 2 2  

 بردار  :20مثال
x y z

xz
ˆ ˆ ˆF a xya a  

422 را در نظر بگيريد.  3 B

A
F.dl متـر از  1اي بـه شـعاع   دايرهروي مسير نيمA( , , ) 1  بـهB( , , )  1   

 كدام است؟

1 (4
3  2 (

4
3  3(  4 (2

3  
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 :دايره در صفحهدقت كنيد كه نيم  »1«گزينه   پاسخxyياz   قرار دارد؛ بنابراينz    و تغييراتz باشد؛ در نتيجـه هم صفر ميx
xz

â 2  .

zâاز طرفي 
4
  را بررسي كنيم: yâگيري ندارد، پس فقط كافي است مؤلفه هم تأثيري در انتگرال 3

y r rˆ ˆ ˆ ˆ ˆxya r cos sin (sin a cos a ) cos sin a cos sin a            2 2 22 2 2 2  
xزگيري اچون مسير انتگرال   بهx   باشد، پس تغييرات مي  بايد از   تا   .باشد  

rچون مسير روي دايره 1 باشد،ميdr  و در نتيجه مؤلفهrâ گيري ندارد. پس پاسخ برابر است با:تأثيري در انتگرال  

F.dl cos sin d


      2 42 3


  

 اگــر   :21مثــال
x y zˆ ˆ ˆF x ya za a  23 2 zباشــد، انتگــرال روي مســيري كــه از برخــورد ســطوح  4 x yو2  شــود را از حاصــل مــي 5

Pنقطه ( , , )1 2 5 Pتا 4 ( , , )2 1 5   محاسبه كنيد. 1
1 (33  2 (31  3 (33  4 (31  
 :واضح است كه  »3«گزينه   پاسخy    توان نوشت:نيز صفر است، پس ميy(dy)ثابت بوده و تغييرات5

P

P
F.dl x ydx dz x | z | ( ) ( )


            

1 12
2 41

1 12 3
2 43 4 5 4 5 1 8 4 1 4 45 12 33


  

  

  

 اگر بردار :22مثال
x y zˆ ˆ ˆA xa ya za   ،باشد 

A.ds يزاويهروي سطح مخروطي با نيم
  rو اندازه يال  4    كدام است؟3

1 (3 2  2 (18 2  3 (  4 (( )  
227 12  

 :دقت كنيد بردار مكان  »3«گزينه   پاسخx y zˆ ˆ ˆA xa ya za  


RˆAمعادل با   Ra


در دستگاه كروي است. با توجـه بـه سـطح بيـان شـده،       
ˆds R sin dRd a  

 باشد كه حاصل ميA.ds 
   .است  

  

 اگر بردار :23مثال
x y zˆ ˆ ˆA xa ya za   ،باشد 

A.ds اي كه محور آنروي سطح جانبي استوانهzبوده و ارتفاع آن ازz  3 تاz  تغييـر  3
rكند و شعاع آنمي    است محاسبه كنيد. 2

1 (72  2 (48  3 (  4 (12  
 :بردار مكان   »2«گزينه  پاسخx y zˆ ˆ ˆA xa ya za  


rمعادل با   zˆ ˆA ra za 


اي است. پس با توجه به سطح بيـان شـده   در دستگاه استوانه 

rˆds rd dza 
داريم:باشد و مي  A.ds r d dz d dz   2 4

   

s z
A.ds d dz



 
        

3 2
3 4 4 2 6 48



   

 اگر بردار :24مثال
Rˆ ˆ ˆA Ra a tan a

sin     


باشد، 21 
A.dsرا روي سطح جانبي استوانه با شعاعr  بوده و يك  zكه محور آن محور 1

zو قاعده ديگر آن روي صفحه xyقاعده آن روي صفحه    واقع است محاسبه كنيد. 2

1 (4  2 (  3 (( ) 2 5 1  4 (8  

 :با توجه به اينكه شعاع ثابت است  »4«گزينه  پاسخrˆds rd dza 
   اي كـافي اسـت فقـط مؤلفـه    . پس در تبديل دستگاه كـروي بـه اسـتوانهrâ  را

r         محاسبه كنيم. rˆ ˆA.a R(sin ) (cos ) A.a r cot
sin

 
       


1  

  

 r

z
cos z zR ˆcot A.a r

rsin r r
R


      


zيا 

cot
r

    

z z
A.ds (r z)d dz A.ds (r z)d dz ( z)d dz

 

   
               

2 2 2 22 2 1 8
   

    

  ضلع مجاور به زاويه
 ضلع مقابل به زاويه

r

R
z 
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 مقدار انتگرال :25مثالds  روي سطح يك كره به شعاعR كدام است؟  

1 (r 24  2 (3  3 (  4 (3  

 :براي سطح يك كره داريم:  »3«گزينه  پاسخ  Rˆds R sin d d a   2  
ي پايـه دسـتگاه دكـارتي    توانيم آن را از انتگرال بيرون آوريم و بايد برحسب بردارهاكند، پس نميتغيير مي وبا تغيير  Râتوجه داشته باشيد كه چون

x  ند. پس داريم:اثابت zâوyâوxâهايبيان شود. زيرا جهت y zˆ ˆ ˆds R sin d d (sin cos a sin sin a cos a )
 

             
2 2
 

   

dsشود كهو به طور كلي نيز اثبات مي


 اه صفر است.براي هر سطح بسته دلخو  
  

 اگر بردار :26مثال
x y zˆ ˆ ˆA a a xya

x y
  

1 باشد، 1 
A.ds زاويه را روي سطح جانبي مخروطي با نيم

  Rو انـدازه يـال   4  و تغييـرات  2

 
  4   محاسبه كنيد. 2

1 (1
4  2 (

1
4  3 (  4 (1

3  

 :با توجه به اينكه  »2«گزينه   پاسخ
  dsˆباشد و ثابت مي 4 R sin dRd a  

  ،پس در تبديل به دستگاه كروي فقط مؤلفـه استâ  آن را

  كنيم.محاسبه مي

  A (cos cos ) (cos sin ) R sin sin cos ( sin )
R sin cos R sin sin            

   
2 21 1  

cos cos
A R sin sin cos

R sin R sin
 

     
 

2 3  

A ds ( R sin sin cos )dRd      3 4  

( )      
1 1 14 14 4 4R

R
A ds R sin sin cos drd | cos |







  
           

2 2

4

42 3 42

4

1 1 24 4 4
  

  

 اگر بردار :27مثال
r zˆ ˆ ˆA a sin a za

r    
1 باشد، 3


A.ds اي با شعاعرا روي سطح بسته استوانهr   zكه محور آن منطبـق بـر محـور    2

zاست و ارتفاع آن از  2تاz    كند، به دست آوريد.تغيير مي 2
1 (48  2 (56  3 (24  4 (8  

 :نويسيم:انتگرال را روي دو قاعده و سطح جانبي استوانه مي  »2«گزينه  پاسخ  
                                                

s s s

A.ds A.ds A.ds A.ds     
1 2 3

1 2 3
      
  

z z
s s

ˆ ˆA.ds ( za ).(rdrd a ) ( ) rdrd


        
1 1

2 2
1

2

3 3 2 24
 

 

“I •{¾M½oÄHjSeIv¶

  

z z
s s

ˆ ˆA.ds ( za ).(rdrd ( a )) ( )( ) rdrd


           
2 2

2 2
2

2

3 3 2 1 24
 

 

“I •{¾M½oÄHjSeIv¶

  

r r
s s

ˆ ˆA.ds ( a ).(rd dza ) d dz
r




        

3 3

2 2
3 2

1 8


   

A.dsدر نتيجه به جواب رسيديم:                                                                                      56
 
  

  

Z

1S

3S

2S
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 اگــر :28مثــال
x y zˆ ˆ ˆA xa ya za   ،باشــدAdv

 1را روي بخشــي از يــك كــره كــه در
اول فضــا واقــع اســت (محــدود بــه صــفحات  8

x  وy  وz   و به شعاع (r    به دست آوريد.1

1 (x y zˆ ˆ ˆa a a


 
1 1
2 2 16  2 (x y zˆ ˆ ˆa a a

 
 

2 1
32 2 32  3 (x y zˆ ˆ ˆa a a

  
 16 16 16  4 (x y zˆ ˆ ˆa a a

  
 8 8 8  

 :بهتر است برداراز آنجا كه قرار است روي يك كره انتگرال بگيريم،   »3«گزينه  پاسخA


  را در دستگاه كروي بيان كنيم: 

  x y zˆ ˆ ˆA R sin cos a R sin sin a R cos a       


  

x y zv v v v
ˆ ˆ ˆAdv R sin cos dRd d a R sin sin dRd d a R sin cos dRd d a


                 3 2 3 2 3  

x y zˆ ˆ ˆ[a a a ]


  16x y z
r

ˆ ˆ ˆ] { [ sin ] sin ] a [ sin ] cos ] a sin ] a }

    


             
4 1 22 2 2 2 21 1 1 1 12 24 2 2 2 2 2 2       

  

 ديورژانس ميدان برداري :29مثال
r zˆ ˆ ˆT rsin a r z a z cos a    2 كدام است؟  

1( sin cos    2( sin cos 2  3( sin cos   4( sin cos 2   
  انس توانيم ديورژاي خيلي راحت ميبا توجه به رابطه داده شده براي ديورژانس در مختصات استوانه»  2«گزينه : پاسخT :را به دست آوريم  

.T (r sin ) (r z) (zcos ) .T sin cos
r r r z

  
         

  
2 21 1 2

   
  

  

 بردار :30مثال
x y zˆ ˆ ˆR xa ya za   و

| R | R است. حاصلncurl(R R)كدام است؟ 

1(  2(R
r

1  3(nR


  4(n
R

r


   

 كه ميدان برداري مورد نظـر در راسـتاي  اينبا توجه به   »1«گزينه : پاسخRâ     بـوده و فقـط تـابعي ازR  باشـد (آهنـگ تغييـرات آن نسـبت بـه      مـي
  توانستيم به اين نتيجه برسيم.صفر است)، كرل آن صفر خواهد بود. با محاسبه ساده كرل هم مي ومتغيرهاي

  

 كرل بردار :31مثال


r zˆ ˆ ˆp sin a r za z cos a    2 در نقطه( , , ) 1 كدام است؟  
1(r zˆ ˆa a  2(r zˆ ˆa a  3(r zˆ ˆa a   4(r zˆ ˆa a    
 با توجه به بردار»  3«گزينه : پاسخp


  كنيم:اي داده شده است و با استفاده از رابطه بالا، كرل آن را محاسبه ميكه در مختصات استوانه 

r z

r z

ˆ ˆ ˆa ra a

cos
ˆ ˆp p (zsin r )a ( rz )a

r r z r r

sin r z zcos



   
       

  

 

3

3

1 1 3
  

  

)حال با قرار دادن نقطه , , )1  :در جواب داريم  r zˆ ˆp( , , ) a a    1


  
  

 لاپلاسين :32مثالS R sin cos  21 كدام است؟  

1(cos
( cos )

R


 

1 1 2 2  2(cos
( cos )

R


  

1 1 2 2  3(cos
( cos )

R


  

1 1 2 2  4(cos
( cos )

R


 

1 1 2 2   

  با توجه به اسكالر »  4«گزينه : پاسخS توانيم با استفاده از رابطه لاپلاسين در مختصات كروي كـه در بـالا   كه در مختصات كروي داده شده است، مي
  بيان كرديم لاپلاسين آن را به دست آوريم:

S ( R sin cos ) ( R sin sin cos ) ( R sin cos )
RR R sin R sin

cos cos
S ( sin cos cos ) ( cos )

R R

  
          

   
 

       

22 2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 11 1 2 1

1 12 2 2 2 1 1 2 2
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 توان برحسب كرل يك بردار نوشت؟يك از بردارهاي زير را ميكدام :33مثال  

1 (rˆcos a
ˆA za

r 


 


  2 (rˆ ˆA ra sin a  


  3 (ˆA a


  4 (RˆA a


  

 :كنيم:) را بررسي مي1توان برحسب كرل يك بردار ديگر نوشت. گزينه (باشد ميبرداري را كه ديورژانس آن صفر »  1«گزينه   پاسخ  

r
A z

.A (rA ) (cos )
r r r r r r

  
      

   
1 1 1 1

  

اي در مختصات استوانه 2و 1هاي ايد كه بردارهاي گزينهها صفر نيست. حتماً دقت كردهبينيد كه ديورژانس آنهاي ديگر را خودتان بررسي كنيد. ميگزينه
  اند!در مختصات كروي نوشته شده 4و3هاي هو بردارهاي گزين

  

 اگر  :34مثالC  قطعه خط واصل از نقطه( , )به نقطه 1( , )2 و 1
x yˆ ˆF(x,y,z) (x y)a (x y )a   2 باشد، حاصل2

C

F.dl
كدام است؟  

1( 4  2( 3  3( 2  4( 2-  
  معادله قطعه خط   »2«گزينه : پاسخC توان به صورت زير نوشت:را مي  

  y
y x dy dx

x

  
     

 
1 11 2 1  

C C C C

F.dl [(x y)dx (x y )dy] (x y)dx (x y )dy

          2 2 2 2  

  خواهيم داشت: بنويسيم، xرا بر حسب  yكند. اگر مقدار تغيير مي 2تا  1از  xبا توجه به شكل بالا، مقدار 

  F.dl [x (x )]dx [x (x ) ]dx [x x ]dx [ x x ]dx

                

2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 21 1 1 3 1 3  

 

 اگر  :35مثالC اي به مركز مبدأ مختصات و شعاع دايرهنيمa   واقع در صـفحهxy   و محـدود بـه      و نيـز 
rˆF sin a 2  باشـد، حاصـل 

 C

Fdl
كدام است؟ 

1( xˆaa  2( yˆaa  3 (xˆaa   4( yˆaa  

  از آنجايي كه ميدان   »2«گزينه : پاسخF


را بر حسب دانيم كه بايد آن مي كند،باشد و اين بردار در نقاط مختلف تغيير ميمي râشامل بردار واحد  
  اي به دستگاه دكارتي كه قبلاً معرفي كرديم، داريم:كه همواره ثابت هستند، بنويسيم. با توجه به تبديل دستگاه استوانه yâو xâبردارهاي واحد

r x yˆ ˆ ˆa cos a sin a     
hهـم برابـر   dكند. ضريب طولي جزء ديفرانسيليتغيير ميمقدار شعاع ثابت است و فقط Cروي بردار خم  r a 2 باشـد و  مـيdl ad   ،بـوده

    گونه بنويسيم:توانيم اينبنابراين مي

r x y x y y
C

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆFdl ( sin a )(ad ) a sin [cos a sin a ]d a[ sin cos d a sin d a ] aa
   

    
                      22 2 2  

  
 كرهشار گذرنده از نيم :36مثالx y z , z   2 2 2 توسط ميدان برداري 1

x y zˆ ˆ ˆF(x,y,z) xza yza a     هاي مثبت كدام است؟ zدر جهت  2

1( 5
2  2( 


5
2  3( 2

3  4( 
2
3  

  كنيم:اي شكل را به صورت زير تعريف ميكرهدر اين مسأله معادله رويه نيم  »1«گزينه : پاسخ  
  S: g(x, y,z) x y z z     2 2 2 1    

  

y

x
21

c1
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gكه بردار عمود بر سطح رويه از رابطهبا توجه به اين
n̂

| g |







 اشت:آيد، خواهيم دبه دست مي    

x y zˆ ˆ ˆxa ya zag
n̂

| g | | g |

 
 

 

2 2 2
   

)  بنابراين داريم: x, y, z)
ˆF.n (xz, yz, ). (x z y z z)

| g | | g |
   

 
2 22 2 2 22 2


   

  در نتيجه مقدار شار گذرنده از رويه برابر است با: 

  
S S

ˆ(F.n)ds (x z y z z)ds
| g |

  
  2 22 2


  

كرديم، انتگرال سطحي به دسـت آمـده در    اي كه در قسمت انتگرال سطحي توابع اسكالر معرفياي است.پس با توجه به رابطهانتگرال فوق يك انتگرال رويه

  كنيم:بالا را حل مي
S D

z

| g |
fds f dA

| g |


 


  

، مقدار صـفر  zكه در بالا معرفي كرديم به جاي  gاست. خب، پس براي به دست آوردن آن در معادله رويه  xyروي صفحه  gناحيه تصوير  Dدانيم كه مي
  دهيم:را قرار مي

z
S D D

g | g |
ˆ| g | | | | z | (F.n)ds (x z y z z). dA (x y )dA

z z| g |


 

        
   2 2 2 222 2 22  

xناحيه  Dدر اين جا  y 2 2 ds(F.n)ˆ است، پس بهتر است انتگرال فوق را در مختصات قطبي محاسبه كنيم:  1 (r )rdrd
 

     
2 1 2 52 2 


  

 

 ــال ــته   :37مث ــطح بس ــده از س ــار گذرن ــفحات   Sش ــه ص ــدود ب zمح   وz L ــتوانه ــطح اس rايو س a   ــرداري ــدان ب ــط مي توس


r zˆ ˆ ˆF(r, ,z) rcos a rsin a a     كدام است؟  

1(a 22  2(a 2  3(  4(a  22  
  سطح بسته  توانيممي  »3«ه گزين: پاسخS :را به صورت سه سطح مجزاي زير در نظر بگيريم  

  

zˆS : z , r a ds rdrd ( a )      1
   

zˆS : z L, r a ds rdrd ( a )      2
  

rˆS : r a, z L ds ad dz(a )     3
  

  

Sهايرا به سه انتگرال روي سطح Sحال انتگرال سطحي روي سطح  ,S ,S3 2   آيد:به صورت زير به دست مي شكنيم كه پاسخمي 1
a a L

S S S S

F.ds F.ds F.ds F.ds rdrd rdrd a cos d dz a a
  

                       
2 2 2

1 2 3

2 2 2
     

          

  

 اگر  :38مثالS اي به شعاعكرهسطح نيمaمركز با مبدأ مختصات و واقع در ناحيـه ، همz  و
   2   و نيـز

ˆF Rcos a  ـ  د، حاصـل  باش


S

Fdsكدام است؟  

1( z
a

â
 34
3  2( z

a
â




34
3  3( z

a
â

 32
3  4( z

a
â




32
3  

  ميدان برداري طور كه در توضيحات قبل هم گفتيم،همان» 4«گزينه : پاسخF


باشد. پس لازم اسـت كـه ايـن بـردار را  بـر      مي âشامل بردار واحد 
  بنويسيم. zâو yâوxâحسب بردارهاي واحد

  x y zˆ ˆ ˆ ˆa cos cos a cos sin a sin a          
  كنند، بنابراين داريم:تغيير مي وقدار شعاع ثابت بوده وم Sاز طرفي بر روي سطح 

  ds a sin d d   2  
  

3S

2S

1S
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  توانيم به اين صورت ادامه دهيم كه:پس مي
  x y z

S

ˆ ˆ ˆFds a cos [cos cos a cos sin a sin a ](a sin d d )             2
  

  x y zˆ ˆ ˆa [ sin cos d cos d a sin cos d sin d a sin cos d d a ]

  
  

                     
2 2 22 2 23 2 2 2

     
  

sinكه با توجه به اين d cos d
 

      
2 2

 
 وsin cos d



   
2 2 1

3
z  توان نوشت:در نتيجه مي 

s

a
ˆFds a


 

32
3

  

در الكترومغناطيس با انتگرال برداري به شكل
V

Fdv


شوندگي كل ناشي از حجم نيز سروكار داريم. به طور مثال، در محاسبه بردار مغناطيسV  چگالي با

Fگشتاور دو قطبي مغناطيسي


Fكنيم. در اين مورد هم يادتان باشد كه اگر ميداناز چنين انتگرال حجمي استفاده مي 


و Râ،âشامل بردارهـاي واحـد   
در zâو yâوxâها را بر حسب بردارهاي واحدتوانيم اين بردارها را از انتگرال بيرون آوريم. بلكه بايد ابتدا آنها، نميباشد، با توجه به متغير بودن آن âيا

  از آن انتگرال را حل كنيم.دستگاه دكارتي بنويسيم و بعد 
  

 اگر :39مثالV 1حجم
هم مركز با مبدأ مختصات و محـدود بـه   aاي به شعاع كره 8 

   و2 
   بـوده و  2

RˆF a
R

 2
باشـد، حاصـل    1

V

Fdv
كدام است؟  

1( x y
a

ˆ ˆ(a a )


4  2( x y z
a

ˆ ˆ ˆ(a a a )


 4  3( x y z
a

ˆ ˆ ˆ(a a a )


 4  4( x y
a

ˆ ˆ(a a )


4  

 المان حجمي و بردار  »2«گزينه : پاسخRâ آيد:دست ميصورت زير بهبه  
  R x y zˆ ˆ ˆ ˆa sin cos a sin sin a cos a , dv R sin d d dR           2  

  شود: سازي ميصورت زير سادهانتگرال حجمي در نهايت به

a a a

x y z
V

ˆ ˆ ˆFdv dR sin d cos d a dR sin d sin d a dR sin cos d d a
        


          

     
                   
     
     

         
2 2 2 2 2 22 2  

cos  بنابراين با استفاده از روابط مقابل:  d sin d , sin cos d , sin d
   

   


              

2 2 2 2 211 2 4    

x  خواهيم داشت:  y z
a

ˆ ˆ ˆFdV (a a a )


   4


  

  
 ار انتگرالمقد :40مثال

C

xdy ydx

x y



 2 Cروي منحني2 : x y x y   2 )از 2 , )تا  1( ,  در جهت مثلثاتي كدام است؟ 1(

1(
 2   2(   3( 

2  4(2   

  ميدان   »3«گزينه : پاسخx y
y x

ˆ ˆF a a
x y x y


 

 2 2 2 2


)در كليه نقاط به جز  , )  توان چنين نوشت:پايستار است. به عبارت ديگر مي  

  y
F (tan )

x
  1 

  

  بنابراين داريم:
( , )

( , )
c

F.dl ( ).dl ( , ) ( , ) tan ( ) tan ( )




     


   
          

1

1
1 111 1 1 2 2  
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 در صورتي كه :14مثال
x y zˆ ˆ ˆF xa ya za    وS گونسطح بيضيx y z

a b c
  

2 2 2
2 2 2 مقدارباشد،  Sبردار يكه قائم خارجي  n̂و 1

S

ˆF.nds


 كدام است؟  

1(abc
2
3  2(abc

3
2  3(abc2  4(abc4  

  توان چنين نوشت:با استفاده از قضيه ديورژانس مي  »4«گزينه : پاسخ  
V

S

ˆ(F.n)ds ( .F)dv
  

     

Fاز طرفي ديورژانس تابع برداري


x  باشد:به صورت مقابل مي y zˆ ˆ ˆ.F .(xa ya za )
  
     3  

( abc) abc   
43 گون)(حجم بيضي43

S

ˆ(F.n)ds dv


   3 3  
 

 مقدار انتگرال :42مثال

S

ˆ(F.n)ds  كه در آنS كرهسطح بسته محدود به نيمz a x y  2 2 zاز بالا و صفحه  2  ايين است،از پn̂  بردار

بوده و  Sقائم يكه خارجي 
F(x,y,z) (xz ,x y z , xy y z)  2 2 3   باشد، كدام است؟مي 22

1(a 52
3   2(a 54

3  3(a 54
5  4(a 52

5  

  شود. طبق اين قضيه داريم: ي ديورژانس حل مياين مثال هم از قضيه  »4«گزينه : پاسخ  
V

ˆ(F.n)dS ( .F)dv
  

     

Fبا محاسبه ديورژانس بردار


  آوريم:ي زير را به دست مي، رابطه

  (xz ) (x y z ) ( xy y z)
.F z x y

x y z

    
      

  

2 2 3 2 2 2 22   

Rكهبا توجه به اين x y z  2 2 2 پس براي محاسـبه انتگـرال حجمـي طـرف دوم      اي شكل است،كره هم Sمحصور شده توسط سطح بسته و حجم  2
  بهتر است از دستگاه مختصات كروي استفاده كنيم:

  
a

V

a
(x y z )dxdydz R (R sin dRd d )


 

         
2 2 52 2 2 2 2 2

5  
  

 

 با استفاده از قضيه استوكس مقدار انتگرال :43مثال
C

I x y dx ydy zdz   2 دايره Cكه در آن 3


x y R

z

  




2 2 2
  باشد، كدام است؟مي 

1( I R  2  2( R
I




2

2  3( R
I




3

2  4( R
I




6

8  

  خمروي   »4«گزينه : پاسخ C  مقدارz رالي به شكل مقابل مواجه خواهيم بود:برابر صفر است، پس با انتگ  
C

I x y dx ydy  2 3  

xحالا با در نظر گرفتن ميدان برداري yˆ ˆF x y a ya 2 3
  داريم: 

x y z

z

ˆ ˆ ˆa a a

ˆF x y a
x y z

x y y

  
   

  
2 2

2 3

3
 



  

zˆds  به صورت مقابل است: Cبردار جزء ديفرانسيلي سطح محصور شده توسط مرز  dxdya
  

  توان نوشت:ابراين با استفاده از قضيه استوكس ميبن
C S x y R

I F. dl ( F).ds ( x y )dxdy
   

 

      
2 2 2

2 23  

  اي استفاده كنيد.كنيم كه از دستگاه مختصات استوانهباشد، توصيه ميبه شكل دايره مي Sكه سطح با توجه به اين
xپس با قرار دادن r cos , dxdy rdrd     وy r sin  انتگرال بالا داريم:  در  

S

I (rsin ) (r cos ) rdrd     2 23  

rاست، بنابراين Rسطح يك دايره به شعاع  Sاز آنجايي كه  R   و   2 هاي انتگرال داريم:باشند. حالا با قرار دادن بازهمي  
R R

I r cos sin drd
 

      
2 65 2 23 8 
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 بردار :44مثال
Rˆ ˆ ˆA tan a cos a a

R sin
     

3
باشد،مي1 

A.dl اي به شعاعرا روي مسير محصوركننده ربع كرهa   كه توسط صـفحات

xyوxzوy   وz  .محدود شده است را بيابيد  

1 (a  2( a  3 (a
 2  4(a

2  

 :كنيم.از قضيه استوكس استفاده مي  »2«گزينه  پاسخA.dl A.d.s  
  

 وrˆds R sin d d a   2 پس ما فقط به مؤلفهRa :نياز داريم  

R

R

ˆ ˆ ˆa Ra R sin a

sin
ˆA a

R R sinR sin

tan R cos
R




 

    
   

   

 

2

2

1

1

  

s

sin
( A).d.s .R sin d d R sin d d a

R sin  

 




 
 

           
   2 2  

  
 ميدان برداري  :45مثال

x y zˆ ˆ ˆF yza zxa xya  :  
  باشد.باشد، اما كرل هيچ برداري نميسكالر مي) گراديان يك ا2  باشد.) گراديان يك اسكالر و كرل يك بردار مي1
  باشد.) گراديان هيچ اسكالر و كرل هيچ برداري نمي4  باشد.باشد، اما كرل يك بردار مي) گراديان هيچ اسكالري نمي3
 :ديورژانس و كرل»  1«گزينه   پاسخF


  كنيم:را حساب مي 

F


F) باشد.كرل يك بردار مي  A) 
  .F (yz) (zx) (xy)

x y z

  
     

  

 
  

F


F) باشد.گراديان يك اسكالر مي  ) 
  

x y z

x y z

ˆ ˆ ˆa a a

ˆ ˆ ˆF (x x)a (y y)a (z z)a
x y z

yz xz xy

  
         

  

 
  

 ،xyzتوان دريافت كه يك جواب برايبه سادگي مي  باشد. براي يافتنميA


  نويسيم:، مي
yz

z y

x z
x z

y x y x

AA
yz A y z f (x,z) ; A yz g(x, y)

y z

A A
xz A z x h(x, y) ; A zx j(y,z)

z x
A A A x y k(y,z) ; A xy l(x, y)xy
x y

                       
         

2 2

2 2

2 2

1 1
4 4
1 1
2 4
1 1
4 4

  

x  ها با هم داريم:با در نظر گرفتن همه اين مؤلفه y zˆ ˆ ˆA {x(z y )a y(x z )a z(y x )a }     2 2 2 2 2 21
4


  

Aو هاييادتان باشد كه پاسخ


  ها يافت.هاي ديگري براي آنتوان جوابكدام منحصر به فرد نيستند و ميهيچ 
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آزمون فصل اول   
  

 1معادله صفحه مماس بر سطح   ـx y z  2 2 24 2   ) كدام است؟ 2و1و1در نقطه ( 1
1 (x y z  2 5  2 (x y z  2 3  3 (x y z  2 5  4 (x y z  2 3  

 2از سطح 1و1و6فاصله نقطه ( ـ (x y z  2  كدام است؟  
1 (5 2  2 (3 2   3 (5 3   4 (2 3   

 3حاصل انتگرال حجمي   ـr cos dv rمحدود به سطوح  حجم Vكه در آن  2  zو  2  zو  3  3 باشد، كدام است؟ مي  
1 (12  2 (14  3 (16   4 (18  

 4تابع عددي   ـzv (sin x)(sin y)e
 

 2 )pدر نقطه  Vافزايش داده شده است. اندازه حداكثر نرخ  2 , , )1 2   كدام است؟  3

1 (/212  2 (/ 782    3 (/ 154    4 (/ 26    

 5تابع برداري  ـ
x yˆ ˆE ya xa   داده شده است. حاصل انتگرال خطي 

E.dL  از نقطهp ( , , )1 2 1 pتا نقطـه   1 ( , , )2 8 2 در امتـداد سـهمي    1

x y   كدام است؟  22
1 (1  2 (12  3 (14  4 (16  

 6ميدان برداري  ـ
x y zˆ ˆ ˆF a a a  2 داده شده است. حاصل انتگرال  3 

F.ds      روي سطح مسطح مربعـي شـكل كـه رئـوس آن در ( , , و  2(
( , , )2 )و  2 , , )2 و  2 ( , ,   هستند، كدام است؟  2(

1 (2   2 (15  3 (1   4 (5   

 7حاصل انتگرال  ـ
c

F.dL
 

 ن آ را كه در
ˆ ˆ ˆF x yz y ( y z)z   26   باشد، كدام است؟ مثلثي نشان داده شده در شكل مي مسير cبوده و  3

1 (4
5  2 (3

7    

x

z

y

2

1

 
3 (5

3   4 (8
3  

 8حاصل انتگـرال   ـ
s

D.ds
     را كـه در آن بـردار

D    بـه صـورت
ˆˆ ˆD r sin r r cos r tan     2 سـطح جـانبي ناحيـه     sبـوده و   24

 r R   و 
   و  6    2 باشد، كدام است؟ مي  

1 (R
( )


 

4
2 3 36  2 (R

( )



4

2 9 312   3 (R
( )


 

4
2 3 36   4 (R

( )


 
4

2 3 312   

 9حاصل انتگرال   ـ
v

r̂
(r ) .( )dv

r
  2

22   كه در آنv اي به شعاعحجم كره R باشد، كدام است؟ واقع در مبدأ مي  

1 (3   2 (6    3 (4   4 (8  

 10حاصل ضرب خارجي بردارهاي  ـzâ  وRâ م است؟ كدا  
1 (ˆsin a   2 (ˆcos a   3 (xˆsin a  4 (xˆcos a   

 11 زاويه ميان دو قطر مكعب كدام است؟ـ  

1 (cos ( )1 1
3

   2 (cos ( )1 1
3   3 (

2  4 (cos ( )1 1
4
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 12 اگرـ
x y zˆ ˆ ˆA a a a  2 xو 2 y xˆ ˆ ˆB a a a  3 4  باشد و رابطه بـينAوBوC    بـه صـورت[A (B C)] [B[A.(B A C))]     

     
 

Cباشد،
 .را به دست آوريد  
1 (x y xˆ ˆ ˆC a a a


  2 5   2 (x y zˆ ˆ ˆC a a a


   2 5   3 (  4به ازاي تمامي مقادير (C


  برقرار است. 

 13 ـA
وB

وC
 سه برداري هستند كه از مبدأ به نقاطAوBوCاي كـه از نقـاط  اند. كداميك از بردارهاي زير به صـفحه متصل شدهAوBوC 

  گذرد عمود است؟مي
1 (D (A B) (B C) (C A)

     
       2 (D (A B) (B C) (A C)

     
       

3 (D (B A) (B C) (A C)
     

       4 (D (B A) (B C) (C A)
     

       

 14 انتگرالـ 

S

S ds   برداري سطح مساحتS برداري بيضوي شكل زير كدام است؟ د. مساحتشوخوانده مي  

  ) صفر1
2 (ˆabcz  
3 (ˆabcz2  

4 (ˆabcz

2  

 15 حاصل انتگرالـ
v

( )dV
r


  ، چقدر است؟باشدمي واقع در مبدأ Rشعاع اي به حجم كره Vكه در آن 1

1 (rˆRa 4   2 (rˆRa4   3 (  4 (râ4  

 16انتگرال ـ S
A.ds را براي بردار

rˆ ˆA rsin a cos sin a      در مختصات كروي كه سطحS  و به مركز مبدأ  2اي به شعاع كرهصورت نيمبه
  باشد، به دست آوريد.مي xyمختصات و محدود به صفحات 

22  3 (24  4 () 2  ) صفر1 22  

 17انتگرال ـ N

M
A.dl را در امتداد مسيرC دست آوريد. برداربه

A  صورتبه
r zˆ ˆ ˆA rcos a sin a cos a     3 4 شـامل   Cاست. مسير 2

خط از نقطهيك پاره M( , , )Pبه نقطه  2( , , )2   ير است.دايره مطابق شكل زو يك نيم 2

1 (2   
2 (2  
3 (1   
4 (4  
  

 18انتگرال ـ
A.ds دست آوريد.را براي سطح مثلثي شكل زير به

ˆ(A y) 3   

1 (a29  
2 (a218  

3 (a21
21

  

4 (a29
21

  

 19در ناحيه محدود به سطوح ـx ،y ،z  وx y z  2 yچگالي بار الكتريكي 2     دست آوريد.ت. بار الكتريكي داخل اين ناحيه را بهاس 2

1 (
8
3  2 (

8
3  3 (

14
3  4 (14

3  

  

ba

x

y

z

c

(0,0,a)

(2a,0,0)

(0,a,0)

x

y

z

(0,0,2)

(2,0,0)

(2,0,2)
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 20اي به شعاعدر كره ـR لي حجميو مركز مبدأ مختصات باري با چگا(R z)   .توزيع شده است، كل بار داخل كره را به دست آوريد  

1 (R 44
3   2 (R 42

3   3 (R  42
3   4 (R 34

3   

 21خط تشكيل شده است. حاصلبع دايره و دو پارهز دو رامسير نشان داده شده در شكل زير  ـ 
A.dl را كه

ˆA  

  است، روي اين مسير به دست آوريد. 1

  ) صفر1

2 ((R R )


2 12   

3 ((R R )


 2 2
2 12   

4 ((R R ) 2 2
2 1   

 22باشد؟روابط زير برقرار نمي يك ازكدام ـ  

1 (
S C

f ds fdl
 

      )f (يك تابع اسكالر است  

3 (
S

( A)dv A ds
  

     )A


  يك تابع برداري است) 

2 (
V S

( f )dv fds
 

    )f (يك تابع اسكالر است  

4 (( f ) ( f )
 

   2 2 )f  تابع اسكالر است)يك  

 23و مركز 1دايره به شعاع مسير نشان داده شده در شكل زير يك نيم ـ ( , , است. انتگرال ميدان برداري 1(
A      را بر روي ايـن مسـير بـه دسـت

آوريد.
ˆˆ ˆ(A z sin cos cos z)        2 2 2   

1 (2
3   2 (

2
3   

3 (4
3   4 (

4
3   

 24روي سطح مخروط شكل زير،  ـ 
S

A.ds              .را به دست آوريد
ˆˆA rcos r r sin   2   

1 (a 41
8   2 (a 43

8   

3 (a  43
8   4 (a 41

4   

 251شكل زير ـ
zرا در فضـاي  1اي به شـعاع  كره 8   وy  وx    ـنشـان مـي  د. اگـر ده

ˆ ˆˆA r       باشـد، حاصـل 
A.dl  را روي

cمسير c c 1 2   حساب كنيد. 3

1 (   2 (
2   

3 (2   4 (3
2   

 26سه بردار ـ
ˆ ˆA x z 2 و

ˆ ˆB x y  و 5
ˆ ˆ ˆC x y z   داراي مبدأ مشترك  O( , , باشـند. مسـاحت   هستند كه مركز مبدأ مختصات مي (

  باشند را به دست آوريد. Cو  Bو  Aمثلثي كه رئوس آن نقاط انتهايي بردارهاي 

1( 98
2   2 (98

4   3 (98   4 (98
8   

  

s

60
a

y

z

x

2R
1R

(1,0,0)

x

y

z


2

(1,0,0)

x

y

z

1c

(0,1,0)

(0,0,1)
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 27ـ  
A.dl را براي

ˆ ˆA (xy x )x ( x y)y   2   شكل زير به دست آوريد. Cو مسير بسته  22

1) 2   ) صفر1
3
  

3 (5
3   4 (

5
3   

 28حاصل انتگرال ـ
Ads اي به شعاع را روي كرهR و به مركز مبدأ مختصات براي r

ˆA r
r h


2   به دست آوريد. 2

R) 2  ) صفر1
ẑ

R h





3
2 2   3 (R

ẑ
R h





3
2 2

2   4 (R
ˆ ˆ ˆ(x y z)

R h
  



3
2 2   

 29سطح بسته  ـS اي به شعاع كه در شكل زير نشان داده شده است، بخشي از كرهR كه براي آن   و يك دايره به شعاعRsin  است، براي

ميدان برداري k kˆ ˆA
r rsin

   


1 حاصل 2 A.ds .را به دست آوريد  

1 (2   
2 (4   
3 ( 4   
4 (   

 30حاصل انتگرال ـ 
C

A.dl ي ميدان برداريرا برا
ˆ ˆˆA (rcos )r (rsin cos ) r       2   روي مسير شكل زير پيدا كنيد. 3

  ) صفر1
2 (2   
3 (   

4 (3
2   

 

x

y

coÃv¶

1

1

y

z

x

S

R


y

z

x

(0,1,1)

(0,1,0)(1,0,0)

C
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  دومفصل 
  »ميدان الكتريكي ساكن در فضاي آزاد يا خلأ« 

  
 بر روي چهار گوش مربعي به ضلع :1مثالa ،4 كند برابر اند. اندازه نيرويي كه هر بار از طرف ساير بارها احساس ميواحد بار الكتريكي قرار گرفته

  چند نيوتون است؟  

1 (k
( )

a
 2

12 2  2 (k
( )

a
 22 1

2
  3 (k

( )
a

 2
12
2

  4 (k
( )

a
 22 1  

 :الگوريتم حل در اين مرحله به صورت زير است:  »1«گزينه  پاسخ  
  كنيم.ـ ابتدا شكل را رسم مي1
  
  
  

  
 كنيم.ديگر را محاسبه مي ) و سپس نيروي بين آن بار و بارهاي1ـ باري كه قرار است نيروي وارد بر آن را به دست آوريم تعيين كرده (مثلاً بار 2

R x
q q

ˆ ˆF k a k a ,
R a

 
 1 221 2 2

1 1    x y
R

ˆ ˆa aq q
ˆF k a k ( ) ,

R a

 
 1 331 2 2

1 1
22

     R y
q q

ˆ ˆF k a k a
R a


 1 441 2 2

1 1
 

x  كنيم:ـ نيروها را با يكديگر جمع مي3 y yx
x y

ˆ ˆ ˆa a aâ k
ˆ ˆF F F F k[ ] [( )a ( )a ]

a a a a


         21 31 41 2 2 2 2

1 11 1
2 2 2 22 2

   
  

k k k k
F ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a a a
         2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 11 1 2 1 2 22 22 2 2 2 2 2



  
  

 بار  :2مثالQ  را به دو قسمتq  وQ q كنيم. اگر اين دو قسمت را به فاصله معيني قرار دهيم اندازه بار تقسيم ميq   چقدر باشد تا اين دو بـار
               حداكثر نيروي دافعه را بر يكديگر وارد كنند؟

1 (Q2
3  2 (Q

2 3 (Q

3  4 (Q

4  

 :براي به دست آوردن بار »  2«گزينه  پاسخqبايد از اندازه نيروي دافعه ،F


  و آن را برابر صفر قرار دهيم: مشتق بگيريم qنسبت به  

  
R

q(Q q) qQ q
ˆF k a F k

R R

  
  

2
2 2

  
d F k Q

(Q q) q
dq R



    2 2 2  
  

 دو گلوله كوچك، هر يك داراي وزن  :3مثال / گلوله پاييني در  اند.توانند به طور عمودي حركت نمايند، توسط نخ نايلوني آويزان شدهگرم كه مي1
ها داراي بار مثبت سطح ثابتي قرار گرفته است. به دست آوريد فاصله بين اين دو گلوله را اگر هر يك از گلوله c81باشد؟    

1 (/ cm82  2 (/ cm1 62  3 (/ cm2 44  4 (/ cm3 3  

 :كنيم.كنيم و نيروهاي وارد بر گلوله پاييني را تعيين ميابتدا شكل را رسم مي»  4«گزينه   پاسخ  
  كند:نوع نيرو را احساس مي 3مانند آونگ، گلوله پاييني 

eF) نيروي الكتريكي1


  كنند. دفع ميها همنام است پس يكديگر را : چون بار گلوله
gF) نيروي گرانشي2


 : نيروي گرانشي زمين هميشه عمود بر زمين و رو به پايين است. 

  دومهاي تأليفي فصل تست

 



2q 1q

x
a

2

a

2


a

2
3q 4q

a

2

y

T

T

eF

gF
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T) نيروي كشش نخ3


T: نخ به گلوله بالايي نيروي

 و به گلوله پاييني نيرويT


  كند.را وارد مي 

خواهيم گلوله پاييني در سطح ثابتي قرار بگيرد، پس بايد در حال تعادل باشد. يعني برآيند نيروهاي وارد بر آن صفر شود. چون صورت مسأله گفته كه مي
eFاما چون


gFو  


Fاند، نيروي كلجهتهم 


T  شود.    برابر صفر نمي  T

 
  

e g eF T T F F F mg
     

       

  ها ناهمنام باشند (يكي داراي بار مثبت و ديگري داراي بار منفي)، آنگاه نيروي الكتريكي از نوع جاذبه و رو به بالا خواهد بود.ولي اگر گلوله

e g e eF T T F F F mg F F mg
       

           
    براي آنكه گلوله پاييني در حال تعادل باشد بايد:       

e
Q Q Q Q

F k mg R (k ) R ( ) / (m) / (cm)
mgR / /

 




        
 

1 18 891 2 1 2 2 2
2 3

1 19 1 3 3 3 3
1 1 9 8

      
 

  

ها به علت اشكال تايپي اشتباه به نظر بيايند (حق با شماست). ولي با كمي دقت و اين سؤال براي آن بيان شد كه به شما بگوييم ممكن است برخي از تست
  ا كرده و آن را حل كنيم.توانيم اشكال را پيدهوش خودمان مي

  

 ايسه بار نقطه  :4مثالQ1،Q2 وQ3 اند. برآيند نيروي وارد بر بارهاي يك مثلث مانند شكل زير قرار گرفتهدر رأسQ1 كدام است؟  
  

1 (yâ

1

2 
  2 (yâ


1

4 
  

3 (x yˆ ˆa a




2
2 

  4 (x yˆ ˆa a




2
4 

  

 :ابتدا نيرويي كه بار  »2«گزينه  پاسخQ2 برQ1 آوريم. از قانون كولن داريم:ه دست ميكند را بوارد مي  

Q Q r r
F

| r r || r r |




 
1 2

21 2
1

4 

 
    

x
x

ˆr a
ˆr r a | r r |

r

  
       

 

2 2 2


   
 

  

(r)در مبدأ مختصات قرار دارد، پس بردار مكان آن Q1به شكل نگاه كنيد، بار
 باشد. با جايگذاريصفر ميr r

  :در رابطه بالا داريم  
x

x
ˆQ Q Q Qa

ˆF a


  
 

1 2 1 221 2
1 2 1

4 2 4 42 


  

  آوريم. با استفاده از قانون كولن و با توجه به شكل زير داريم:كند را به دست ميوارد مي Q1بر بار Q3حال نيرويي كه بار
Q Q r r

F
| r r || r r |




 
1 3

31 2
1

4 

 
    

x y
x y

ˆ ˆr a a
ˆ ˆr r (a a ) | r r |

r

            
 

2


   
 

  

rبا جايگذاري r
  در رابطهF31


x  داريم:  y

x y

ˆ ˆa aQ Q Q Q
ˆ ˆF ( a a )

( )

 
   

 
1 3 1 3

31 2
1 1

4 42 2 22 


  

F21حالا با جمع


F31و 


  آيد:ميبه دست  Q1برآيند نيروي وارد بر 

  x x y x y
Q Q Q Q Q Q Q Q

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆF F F [ a (a a )] F [ ( )a a ]
 

   
          

 
1 2 1 3 1 2 3 321 31

1
4 4 4 42 2 2 2 2 2

  

Fدر Q3و Q1،Q2در اين قسمت با جايگذاري مقادير


  :آوريم، برآيند نيروي خواسته شده را به دست مي

  x y yˆ ˆ ˆF [ ( )a a ] a      
 
1 11 14 4 


  

x
2Q1Q r



y

x
1Q

3Q

1

1

r


y

x
2Q1Q

3Q

1

1

2

Q C

Q C

Q C



 



1
2

3

1
4

2 2
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 ايبار نقطه دو :5مثالq وq2
1

 به ترتيب در مبدأ مختصات و در نقطه),,a(  اي روي محوردر چه نقطه .اندقرار گرفتهx    ميـدان الكتريكـي
  شود؟صفر مي

1(a
x  2  2(x ( )a 2 2 3(x a 2  4(x ( )a 2 2  

 :بـار صـفر    اي خـارج از فاصـله بـين دو   ميدان الكتريكي در نقطـه  پس ،هستندبارها غيرهمنام دانيم كه با توجه به صورت سوال مي»  4«گزينه  پاسخ
  باشد.ندازه بار منفي است، در نتيجه نقطه موردنظر نزديك به بار مثبت مياز طرفي اندازه بار مثبت كمتر از ا .شودمي

  

x

x

q
ˆE (a )

x
( )a

E E xq
( )a

ˆE (a )
(x a)

           
 

 
  

1 2

2 1

2 2

4 2 2
2 22

4







 


  

 

 يك توزيع بار خطي با چگالي بار  :6مثالz l

l z

  
     




يريم. اندازه گشتاور دوقطبي گدر نظر مي را يك عدد ثابت استlكه در آن 

(Dipole moment)                                                                  :اين توزيع بار برابر است با        

1 (l 2  2 (l 22  3 (l 2

2  4 (l 24  

 :طبق روابط ارائه شده داريم:» 1«گزينه  پاسخ  
l

z

l ldq dl
z zˆr z a l l

ˆ ˆP dqr P ( dz )(z a ) ( dz )(z a ) ( dz ) l
 

   
                  2

 

   
  

 مطابق شكل دو ميله پلاستيكي نازك با چگالي بار خطي :7مثال و  در صفحهxyاي به شعاع ، دايرهR دهند. (توزيع باركيل ميتش  فقـط
  در ربع اول قرار دارد) اندازه ميدان الكتريكي در مركز دايره چقدر است؟

1 (
R


4  2 (

R




2
4  

 



 

y

x

 
3 (

R


2

  4 (
R



13

4  

 :م و چهارم يكـديگر را خنثـي مـي   به علت تقارن، ميدان »3«گزينه  پاسخهـاي  كننـد. از طرفـي ميـدان   هاي الكتريكي ناشي از بارهاي واقع در ربع دو
ها (مثلاً بار واقع در ربـع اول) را  ز يكي از آناندازه هستند. بنابراين كافي است ميدان ناشي االكتريكي ناشي از بارهاي واقع در ربع اول و سوم هم جهت و هم

  ضرب كنيم. 2محاسبه كرده و نتيجه را در عدد 
Eبراي محاسبه 


Eكنيم و اي است مانند مثال قبل عمل ميبا توجه به اينكه شكل دايره 


Eبه صورت زير  


در ربـع اول بـه دسـت     را براي توزيع بار  

آوريم مي
   2:  r

dq
ˆE a

R 







2
24

   

dq  با توجه به اينكه بار به طور يكنواخت روي ميله قرار گرفته است، داريم:
dq dl dq Rd

dl
          

d  به مختصات دكارتي داريم: râدر رابطه بالا و تبديل  dqحال با قرار دادن  ˆ ˆ ˆ ˆE (cos i sin j) (i j)
R R  




  
     

 
2

4 4  

Eبراي به دست آوردن كل ميدان، مقدار 


ˆ  كنيم:ضرب مي 2را در   ˆE E (i j)
R


  


2 2 

 
  

|  با:كه اندازه آن برابر است  E |
R R

 
 

 
2

2 2 


  

 غيرقابل قبول
x=0 x=a x 
-q 2E1Eq

2 

كل

كل
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 يك صفحه دايروي مانند شكل زير با چگالي بار الكتريكي يكنواخت  :8مثالs  در صفحهz    قرار گرفته است. شدت ميدان الكتريكي در نقطه
A  روي محورz باشد؟چقدر مي  

1(s
z

z
â [ ]

z z a




 2 2
1 1

2 
  2 (s

z
z

â [ ]
z z a




 2 2
1 1

4 
  

3 (s
z

z
â [ ]

| z | z a




 2 2
1 1

2 
  4( s

z
z

â [ ]
| z | z a




 2 2
1 1

4 
   

 :هـا  تر و از طريق بررسي گزينهك روش سريعطور مفصل و با روش تشريحي حل كرديم. در اينجا قصد داريم با يقبلاٌ اين مثال را به»  3«گزينه  پاسخ
  آن را حل كنيم.

شود و همانطور كه قـبلاً اشـاره شـد، ميـدان يـك صـفحه نامحـدود برابـر         نهايت ميل دهيم، صفحه تبديل به يك صفحه نامحدود ميرا به سمت بي aاگر 

sبا
nˆE a




2 


  باشد. تواند جواب درست مي 3نهايت فقط گزينه به سمت بي aبا ميل دادن باشد. بنابراينمي 

  

  

 دو سيم بسيار بلند با چگالي بارهاي خطي  :9مثال به فاصله ،d اي كه فاصـله آن از هـر دو   ر نقطهاز يكديگر قرار دارند. اندازه ميدان الكتريكي د
  باشد؟هاي زير مييك از گزينهكدام است، d2سيم

1 (
d



15

8  2 (
d



17

8  3 (
d



15

4  4 (
d



17

4  

 :ان الكتريكي در فاصله اندازه ميد  »1«گزينه  پاسخr از خط بار نامتناهي با چگالي برابر| E |
r




2 


  باشد.مي 

E
( d)

 


2 2 Eو                        2
( d)

 


1 2 2   

Eهاي الكتريكيبرآيند شدت ميدان


Eو 1


    آوريم:را از رابطه زير به دست مي 2

  T

d
( d) ( )

E E cos cos ( )
d d d d  

  
  

     
  

2 2

1
2 1522 2 2 2 8  

  

 اي به شعاعميدان الكتريكي در نقاط روي سطح كره  :10مثالRبه شكلˆ ˆE E sin ( i j)  
 لكتريكي داخل اين كره كدام است؟ است. مقدار بار ا

)مختصه دستگاه كروي وE(.مقدار ثابتي است  

E) 2  صفر) 1 R



2 2

2    3 (E R 21
2    4 (E R 24    

 :كنيم:استفاده مي از قانون گاوس» 2«گزينه   پاسخ   x y Rˆ ˆ ˆQ E.ds E sin a a . R sin d d a             2
  

 
   

 Q E R sin sin sin cos sin sin d d         2
   

Q E R (sin cos sin sin sin )d d
 

 

        
2

2 2 2 2
 

 
  

sin  ها داريم:با جداسازي انتگرال cos cos cos
Q E R d d d

   

  

                   
  

2 222 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 

  

  

sin sin
Q E R E R ( ) E R     

 



 

 

                               

2
22 2 2

1 12 22 2
2 2 2 2 

y

x

z
A

a


a


z

 d
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 ايبار نقطه  :11مثالQ متر است. مطلوب است محاسبه شار  4متر واقع است. فاصله بار مذكور از مركز دايره  3اي به شعاع رهدر بالاي يك سطح داي
  اي:الكتريكي گذرنده از سطح دايره

1 (Q

5  2 (Q

1  3 (Q

2  4 (Q3
2  

 اي است. ابتدا بياييد با هم شكل مسأله را رسم كنيم. مسأله ساده » 2«گزينه   :پاسخ  
كنيم. دهيم و شار گذرنده از سطح دايره كه همان  شار گذرنده از قسمتي از كره است را محاسبه ميرا در مركز يك كره قرار مي Qاي به اين صورت كه بار نقطه

به مساحت كره، شار موردنظر سؤال را  S1توان از روي نسبت مساحت. بنابراين با توجه به تقارن موجود، مياست Qبرابر با كل شار عبوري از سطح كره دانيم مي
  محاسبه نمود.

           

                                                                            R   2 23 4  شعاع كره5

tan tan

Q R sin d d Q sin d d
S

Q
S R

 
 

   

     

   


   
1 13 3

4 42 2
2

1
2 44

   
½o¨

  

   tanQ Q Q Q
cos cos(tan ( )) /





         

13
4 1 3

41 1 82 2 2 1 


  

 باشد.  صحيح مي 2در نتيجه گزينه 
  

 ميدان الكتريكي   :21مثالx y zˆ ˆ ˆE(x,y, z) E [ i j k]
a a a

  
 چه مقـدار بـار الكتريكـي     در فضا وجود دارد. در حضور اين ميدان الكتريكي

  گيرد؟رو قرار ميدرون مكعب شكل روبه
E) 2  ) صفر1 a  26  

3 (E a  22
3  4 (E a  23  

 :با توجه به شكل انتگرالي قانون گاوس خواهيم داشت: » 4«گزينه  پاسخ  
  in

z z a x x a y y a

Q E.ds [ E.ds E.ds E.ds E.ds E.ds E.ds]
     

               
  

              

  [ a a a ]E E a             2 2 2 23  
  

 يك بار خطـي بـا     :13مثالl
C

m
  اي از هـا در فضـاي آزاد  قـرار گرفتـه اسـت. مؤلفـه      zدر امتـداد محـور    15

D     كـه در راسـتاي بـردار

x y zˆ ˆ ˆa a a  2 )در نقطه 2 , , )2  .است را به دست آوريد  

1 (/ C

m
2 5  2 (C

m 2
5  3 (/ C

m 2
7 5  4 (C

m 2
1  

 :اي با شعاعاستوانه»  1«گزينه   پاسخR  و طول واحد در راستاي محورz گيريم:حول توزيع بارخطي در نظر مي  
(D)، چگالي شار الكتريكيzبه دليل تقارن چگالي بارالكتريكي نسبت به محور 


مؤلفـه   râفقط در جهت 

  توانيم آن را از انتگرال بيرون آوريم.ت، پس ميدارد. همچنين مقدار آن روي سطح استوانه ثابت اس
r rˆD D a


  

l r r r lˆ ˆD.ds dL D a .dsa (L)      
 


¾ºH¼TwH¾TvMc‰w

  

L L
r l r rˆD ( r)L L D D a

r r

 
       

 
2 2 2


  

x

y

z

54
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1S




Q

 سطح سطح سطح سطح سطح سطح

x 
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a  

a  
a  

R RˆD a

L

x

y

z
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Dشود، زيراگيري روي سطح استوانه، انتگرال روي دو قاعده استوانه برابر با صفر ميلازم به ذكر است در انتگرال


هـاي اسـتوانه،   بر بردارهاي عمود بر قاعـده  
r  عمود است: zˆ ˆa ( a )     

)چون مقدار مؤلفه را در نقطه , , ) 2 توان نوشت:خواسته شود، بنابراين مي  r y yˆ ˆ ˆr y , a a D a    


152 4


  

Dو حالا مؤلفه


xدر راستاي  y zˆ ˆ ˆ( a a a )  2 x  آوريم:را به دست مي 2 y z
y x y

ˆ ˆ ˆ( a a a ) / C
ˆ ˆ ˆ ˆD a .( a a az) ( )

m

  
      

    2
2 2 5 5 2 52 24 21 4 4


  

  

 اي به شعاع يك خط بار خيلي بلند در امتداد محور دايره :14مثالR    قرار دارد به طوري كه يك انتهاي آن در مركز دايره واقع شده است. خـط بـار
     هاي زير به درستي داده شده است؟يك از گزينهاست. شار الكتريكي عبوري از سطح مقطع دايره در كدام اخت داراي  باري با چگالي يكنو

1 (R
4  2 (R

2  

  
3 (R  

  
4 (R2  

 :همانطور كه قبلاً بيان كرديم، ميدان الكتريكي در انتهاي پايين خط باردار و در فاصله»  2«گزينه  پاسخr باشد:از آن به صورت زير مي  

r zˆ ˆE (a a )
r


 

4 


  

  كنيم:براي به دست آوردن شار از سطح مقطع دايره از رابطه مقابل استفاده مي
s
D.ds  
   

D


Eتوانيم از ميدانرا مي 


r  به دست آوريم:   zˆ ˆD E D (a a )
r

   
    

4  

 zâكنيم كه بردار عمود بر سطح دايـره در جهـت   فرض مي كنيم واي استفاده ميباشد، از مختصات استوانهسطح مقطع يك دايره مي Sبا توجه به اينكه
zˆds  باشد. بنابراين:مي rdrd ( a )  

  

Dحال با جايگذاري


dsو 


  داريم: در رابطه 
R R

r z zs

R
ˆ ˆ ˆD.ds (a a ).( a )rdrd drd

r   

     
         

     
2 2

4 4 2  
  

 يك فضاي آزاد ميدان الكتريكي با شدت در :15مثالzyx âzâyâxE 


اي بـه  وجود دارد. فلوي الكتريكي كـه از سـطح جـانبي اسـتوانه     
  كدام است؟ گذردز مبدأ مختصات ميبه مرك zو محور Rو شعاعLطول

1(LR 22   23  ) صفر(LR 2
  4(LR 23   

 :طبق تعريف شار الكتريكي داريم:»  1«گزينه  پاسخ  D.ds  
   

Eبا توجه به 


x  توان نوشت:ر صورت سؤال ميداده شده د  y zˆ ˆ ˆD (xa ya za )

     

dsخواهيم،ها را ميzچون شار گذرنده از سطح يك استوانه هم محور با محور
  به صورتrˆds rdzd a 

   خواهد بود. بـا جايگـذاريD


dsو 
  در

x  داريم: رابطه y z rˆ ˆ ˆ ˆ(xa ya za ).(rdzd a )        
  :دهيمرا به مختصات دكارتي انتقال مي râبراي اعمال ضرب داخلي بين دو بردار بايد هر دو بردار در يك دستگاه مختصات بيان شوند، بنابراين 

r x yˆ ˆ ˆa cos a sin a     

x y z x yˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(xa ya za ).(cos a sin a )rdzd (rx cos rysin )dzd                   
xحال با قرار دادن r cos  وy rsin  :در رابطه بالا داريم    

L

r (cos sin )dzd R dzd LR


            
22 2 2 2 22
 

    

  
  



R
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 داخل يك تيغه تخت به ضخامت   :16مثالd2رض نامتناهي، بار حجمي با چگالي و طول و ع
| z |

(z) ( )
d

   1  توزيع شده است. مبدأ مختصات
zعمود بر سطح تيغه است. اندازه ميدان الكتريكي در نقطه  zدر مركز تيغه و محور  d   كدام است؟ 2

1 (d






  2 (d




2  3( d






2  4 (d






4  

 :چگالي بار حجمي داده شده، فقط تابعي از »  2«گزينه  پاسخz باشد. بنابراين خواهيم داشت:بوده و نسبت به آن زوج مي  
dd

din

z
( )dzdzQ dd| E | | |
 

   

 
  

   
   

 2 1
2 2 2 2  

  

 حجمي بار به وسيله يك سطح كروي به شعاع يك توزيع   :17مثالa   محدود شده است. چگالي بار در داخل كـره برابـر
r

( )
a

   1  باشـد.  مـي

  هاي زير به درستي بيان شده است؟ يك از گزينهميدان الكتريكي در داخل اين سطح كروي در كدام

1 (r
[ ]

a r









2 1
4  2 (r r

[ ]
a










2

4 3  3( r a
[ ]

ra









2
2  4 (r r

[ ]
a










2

3 4  

 :كه چگالي بار حجمي داده شده فقط تابعي از با توجه به اين »4«گزينه  پاسخr باشد، بنابراين با استفاده از تقارن كروي بار و قانون گاوس خواهيم داشت:مي  

  

rr

in

r
r ( )drr sin d d drQ r ra

E [ ]
ar rr sin d d
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2

22 2
2 22

4 1

3 44 4
   

 




 

  

  

 اي به شعاعكره  :18مثالR و با چگالي بار اي در بيرون كره حساب كنيد.داريم. ميدان را در نقطه  

1 (r
a

â
r



 23 
  2 (r

a
â

r





3
23 

  3 (r
r

â
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  4 (r
a

â
r





2
23 

  

   :كنيم.چون توزيع بار يكنواخت است، پس تقارن كروي خواهيم داشت و از قانون گاوس استفاده مي»  2«گزينه پاسخ  
a

D.ds dV D.r sin d d r sin d d
   

                
2 22 2

     

a

r
r a

ˆD( r ) ( ) | D a E a
r r

 
        



3 32 3
2 24 4 3 3 3



  

  

 لاي به طواستوانه :19مثالL و شعاعR داريم كه بار حجمي  به طور يكنواخت درون آن توزيع شده است. ميدان الكتريكي در بيرون و درون
  استوانه به ترتيب در كدام گزينه به درستي بيان شده است؟

1 (r
R

â
r
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2
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r
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rو 

r
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 :كنيم. از قانون گاوس داريم:توانه را محاسبه ميابتدا ميدان خارج اس»  1«گزينه   پاسخ  
  گيريم. ابتدا محاسبه ميدان خارج استوانه:در نظر مي rاي به شعاعسطح گاوس را استوانه

r

r

D (r).rdrdz rdrd dz

R R
ˆD( rL) ( L) E a

r

  


      



 
2 2

2 2 2 2









  

r  محاسبه ميدان داخل استوانه: L r
r

r r
ˆErdrzd rdrd dz ( rL) E ( L) E a

        

  
            

    
22 2 2 2 2 2  

  

L

R
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 تريكي مثبت بار الك  :20مثالq1 و بار الكتريكي منفيq2 را در نظر بگيريد. يك خط نيرو با زاويه نسبت به خط واصل بين دو بار ازq1  خارج
qشود. با توجه به اين كه وارد مي q2به خط واصل دو بار به  نسبت و با زاويه  q1     است، كدام گزينه صحيح است؟ 2

  
) همواره 1    
) همواره 2    
) همواره 3    
  باشد.تواند بزرگتر، كوچكتر يا برابر مي ته به فاصله دو بار، زاويه ) بس4
 :تر هستند و گفتيم كه خطوط ميدان متناسب با مقدار بار است و هر چه مقدار آن بيشتر باشد خطوط به يكديگر نزديكتر و فشرده»  1«گزينه   پاسخ

كه بيشتر است، كمتر q1كه مربوط به بار  توانيم بگوييم زاويه تر هستند. بنابراين مير چه مقدار بار كمتر باشد خطوط ميدان از يكديگر دورتر و پخشه
  درست است. 1باشد. پس گزينه كه كمتر است ميq2كه مربوط به بار  از زاويه 

  

 در ناحيه هاشور خورده توزيع ميدان   :12مثالrˆ ˆE cos a rcos a   2اي بـا  اي يك كـولمبي در نقطـه  باشد. چنانچه يك بار نقطهمفروض مي
r)مختصات  / m, )   5   شود؟ (شعاع دايره=يك متر)اي از ناحيه هاشور خورده خارج ميشود، در چه نقطهرها   

1 (r m,   1 45 

2 (r m,    1 3  
3 (r m,   1 61  
4 (r m,   1 84  
 :قطعاً به ازاي شعاع ت، بار نقطهها هم پيداسطور كه از صورت گزينههمان»  2«گزينه   پاسخr m1 شود. ولي بـراي پيـدا كـردن    از ناحيه خارج مي
  كنيم، داريم:بايد معادله خطوط ميدان را به دست آوريم. از آنجا كه با مختصات استوانه كار مي زاويه

r

dr rd dr rd
dr cos d r sin c

E d r coscos

 
          

 2  

r)كنيم. بار موردنظر مسأله در ابتدا در نقطـه هاي مسأله استفاده مياز داده cيداكردن ثابتبراي پ / m, )  5        قـرار دارد. بنـابراين معادلـه خـط
/  آيد:گذرد، به اين صورت به دست ميميداني كه از آن مي sin( ) c c / r sin /      5 5 5     

rكند و دردر راستاي خط ميدان حركت مي بار مسأله m1 :(محل خروج از ناحيه هاشورخورده) داريم  sin /   1 5 3    
3پس اين بار با زاويه  شود.خارج مي  

  

 مختصات واقع است. يك الكترون را در نقطهيك دوقطبي الكتريكي در مبدأ   :22مثال (R , , ) ( , , )   1 دهيم. اين الكتـرون در چـه   قرار مي 3
  كند؟ها برخورد ميxاي از مبدأ مختصات به محورفاصله

x) 2    كند.ها برخورد نميx) به محور1 Ln 1 2 2    
3 (x Ln  1 2   كند.ها برخورد ميxنهايت به محور) در بي4    2

 :ميدان دوقطبي الكتريكي برابر با»  3«گزينه   پاسخrˆ ˆE [ cos a sin a ]
r




   
 3 2

4 
  نويسيم:است. حال معادله خطوط ميدان را مي 

dr d d dr d rdr cos
d

Er rd rsin E cos r sin sin

   
      

     2 2
  

r  دهيم.نقطه موردنظر را در معادله قرار مي kراي پيدا كردنب
Ln | sin | k   

2

2  

r
( , , ) Ln k k Ln Ln Ln | sin | Ln            

21 1 1 1 1 11 3 2 22 2 2 2 2 2 2   

x

0.5

y1

1
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ها برخورد كند، بايدxحال اگر به محور   و
    شد، در نتيجه:با2

x x
Ln | sin | Ln Ln x Ln x Ln


            

2 2 21 12 2 1 2 2 1 2 22 2 2 2 2  

xكند، پسچون بار موردنظر الكترون است، پس در خلاف جهت خطوط ميدان حركت مي Ln  1 2 2.  
  

 ايبار نقطه دو :23مثالq وq2
1

 دأ مختصات و در نقطهبه ترتيب در مب),,a(  اي روي محوردر چه نقطه .اندقرار گرفتهx   ميدان الكتريكـي

  شود؟صفر مي

1(a
x  2  2(x ( )a 2 2 3(x a 2  4(x ( )a 2 2  

 بـار صـفر    اي خـارج از فاصـله بـين دو   ميدان الكتريكي در نقطـه  پس ،هستندبارها غيرهمنام دانيم كه با توجه به صورت سوال مي»  4«گزينه  اسخ:پ
  باشد.از طرفي اندازه بار مثبت كمتر از اندازه بار منفي است، در نتيجه نقطه موردنظر نزديك به بار مثبت مي .شودمي

  

x

x

q
ˆE (a )

x
( )a

E E xq
( )a

ˆE (a )
(x a)

           
 

 
  

1 2

2 1

2 2

4 2 2
2 22

4







 


 

  
 بار مثبت خطي با چگالي  :24مثال

l
x   ، O. دامنه ميدان الكتريكي را در نقطهتوزيع شده استدر فضاي آزاد  aاي به شعاعدايرهمنيروي  2

  دايره حساب كنيد. مركز نيم

1(| E |
a




6





  2(

a
| E |






6 




   

x 

y 

a 
 

3 (| E |
a




6





  4( 

a
| E |




6





  

   :4«گزينه پاسخ«                                 
      ldq dl ad (a cos ) ad         2

   

r r
a cos ddq

ˆ ˆdE ( a ) ( a )
a

  
   



2
2 44






  

dEبا تجزيه بردار


x  خواهيم داشت: yâو xâهاي در راستايبه مؤلفه  yˆ ˆdE | dE | cos ( a ) | dE | sin ( a )     
  

  
  توان نوشت: ابراين ميصفر خواهد بود، بن xâبه دليل تقارن، مؤلفه ميدان الكتريكي در راستاي

y y y y y
a cos sin d a a

ˆ ˆ ˆE dE ( a ) cos sin d a ( a )
     

         
    

2 2
4 4 6

  

  

 
  

 
 اي به شعاعروي ديسك دايره :25مثالaهم مركز با مبدأ مختصات و واقع در صفحه ،z ، سطحي بار الكتريكي با چگاليrk

s   شده است. توزيع
zهم مركز با مبدأ مختصات و واقع در ناحيه Rست محاسبه فلوي الكتريكي كه از نصف سطح كروي به شعاعا مطلوب  گذردطرف خارج آن ميه از داخل ب، 

كه طوريه ب aR عبارتند از بارت ديگر خصوصيات اين سطحه عب باشد.مي) :R شعاع, ,


        22.(  

1(k a


3

3



  2(k a



32
3



  3(k a



34
3



  4(k a



3



  

 x=0 x=a x غيرقابل قبول
-q 2E1Eq

2 

dl = ad  
  




dE


dE

y

 
| dE | | dE |
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 :شده از كـره بـه شـعاع    رابطه گاوس حل كنيم. ابتدا كل شار خارجتوانيم با استفاده از اين مثال را بخاطر تقارن مي»  1«گزينه  پاسخR   را محاسـبه
D.ds  كنيم. طبق قضيه گاوس داريم:مي Q  

   
Q الكتريكي گذرنده از كل سطح كروي برابر مقدار بار درون آن است. بـا  گيريم كه فلوي كل بار قرار گرفته در سطح كروي است. بنابر رابطه بالا نتيجه مي

s  توجه به چگالي سطحي ديسك، مقدار بار قرار گرفته در سطح كروي برابر است با: s s
dq

dq ds Q ds
ds

         

,  باشد بنابراين داريم:سطح يك دايره مي dsاز آنجا كه r a      2  
a a

Q (k r)(rd dr) k


    
2 3

2 3 
   

a  در نتيجه فلوي الكتريكي گذرنده از كل سطح كروي برابر است با:
Q k     

3
2 3  

a  تقسيم كنيم: 2را بايد بر  اما صورت تست مقدار فلوي گذرنده از نيمكره بالايي را خواسته است، پس
k


   

3

2 3  
 

 يك فضاي آزاد ميدان الكتريكي با شدت در :26مثالzyx âzâyâxE 


اي بـه  وجود دارد. فلوي الكتريكي كـه از سـطح جـانبي اسـتوانه     
  كدام است؟ گذردبه مركز مبدأ مختصات مي zو محور Rو شعاعLطول

1(LR 22   23  ) صفر(LR 2
  4(LR 23   

 :طبق تعريف شار الكتريكي داريم:»  1«گزينه  پاسخ  D.ds  
   

Eبا توجه به 


x  توان نوشت:ده شده در صورت سؤال ميدا  y zˆ ˆ ˆD (xa ya za )

     

dsخواهيم،ها را ميzچون شار گذرنده از سطح يك استوانه هم محور با محور
  به صورتrˆds rdzd a 

   خواهد بود. بـا جايگـذاريD


dsو 
  در

  داريم: رابطه 
  x y z rˆ ˆ ˆ ˆ(xa ya za ).(rdzd a )        

  دهيم:ل ميرا به مختصات دكارتي انتقا râبراي اعمال ضرب داخلي بين دو بردار بايد هر دو بردار در يك دستگاه مختصات بيان شود، بنابراين 
r x yˆ ˆ ˆa cos a sin a     

x y z x yˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(xa ya za ).(cos a sin a )rdzd (rx cos rysin )dzd                  
xحال با قرار دادن r cos  وy rsin  :در رابطه بالا داريم    

L

r (cos sin )dzd R dzd LR


            
22 2 2 2 22
 

    
  

  

  

 كل كل

 كل
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 آزمون فصل دوم  

  
 1روي نوار به عرض  ـ( a y a , x , z ) a         كولن بر مترمربع قرار دارد. شدت ميدان الكتريكي در فاصله  باري به چگالي يكنواخت 2

D  از نوار و بالاي محور آن كدام است؟  

1(a
ˆtan z

D



1


  2(a

ˆtan z
D




1
2 

  
 z 

y 

x 

D 

a 

-a 

 

3(a
ˆtan z

D



1 2


  

  
4(a

ˆtan z
D




1 2
2 

  

 2دو كره يكي به شعاع  ـR و چگالي بار  و ديگري به شعاعR 2 و چگالي بار   مطابق شكل با هم همپوشاني دارند. ميدان الكتريكي در نقطـه
A   فاصله داخل ناحيه همپوشاني دو كره و بهr  از مركز كره به شعاعR ) كدام است؟


a  برداري است كه مركز كره به شعاعR  را به مركز كره به شعاعR2 

  كند)وصل مي

1(a

3 


  2(r


3 


   

O O 
a 
 

r 
 

-  

A 

 
3((r a)




3 

 
  4(a r r a

( )
r (r a)

 


 

2
2 23 

  
  

 3شـود.  تدريج بـار اضـافه مـي    قرص يكنواخت نازك فلزي بزرگي روي صفحه رساناي نامحدودي قرار دارد. در ابتدا قرص و صفحه بدون بارند و سپس به ـ
  ست.)شتاب جاذبه ا gمساحت قاعده قرص و  Aجرم قرص،  mچگالي بار الكتريكي صفحه چقدر باشد تا قرص از صفحه جدا شود؟ (

1(mg
( )

A


1
22    2(mg

( )
A


1
2

4
   A 

m 
 3(mg

( )
A


1
2  4(mg

( )
A


1
2

2
  

 4بار ـQ در مبدأ مختصات قرار دارد. شاري كه از سطح مربعي شكلx  و 1 z  و 1 y    گذرد، كدام است؟مي 1

1(Q

1  2(Q

24  3(Q3
8 4(Q

8  

 5ايبار نقطه ـ q هاياي با زاويهي پوسته استوانههااي به نحوي قرار دارد كه لبهروي محور يك پوسته استوانه و شود. شاري كه از از محل بار ديده مي
  گذرد كدام است؟اي ميسطح جانبي پوسته استوانه

1(q
(cos cos )  

2 
  2(q

(cos cos )  
2 

  
 

 

q 

 

3(q
(sin sin )  

2 
  4(q

(sin sin )  
2 

  

 6بار سطحي به چگالي ـs
c

m
  xاي به معادلهروي صفحه 23 y z   توزيع شده است. شدت ميدان الكتريكي در سمتي كه مبدأ واقع است كدام  1

  باشد؟گزينه مي

1(( i j k) 

3

2 

  
  2(( i j k)


 


3

2 

  
  3(ˆ ˆ ˆ(i j k) 


3


  4(ˆ ˆ ˆ(i j k)


 


3
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 7بار الكتريكي با چگالي يكنواخت ـ دار مطابق شكل توزيع شده اسـت. ميـدان الكتريكـي در درون    اي حفرهكولن بر مترمكعب در حجم كره
  حفره كدام است؟

1(
ˆ ˆi j

( )
 
3 2

  2(
ˆ ˆd i j

( )
 
3 2

  
 

d 

R 

x 


4 

 
3(d

î

3 

  4(î

3 

  

 8نهايت باري با چگاليروي يك صفحه بي ـ اي به شعاع قرار دارد. دايرهa ر نقطه روي اين صفحه در نظر بگيريد كه مركز آن تصويP  بر صفحه باشد. فاصله
  از بارهاي موجود در داخل دايره ناشي شود؟ Pاست. شعاع دايره چقدر باشد تا نصف شدت ميدان الكتريكي در نقطه  hتا صفحه  Pنقطه 

1(a h  
2(a h 2  
3(a h 3  
4(a h 2  

 
h 

a 

P 

 
 9اي بار نقطه ـQ اي از خطدر مبدأ مختصات قرار گرفته است. در چه نقطهx m zو 1 m   حداكثر خواهد شد؟ yEميدان 3

1(y / m1 22  2(y / m1 84  3(y / m 2 1  4(y / m 3 16  

 10اي به شعاع بار موجود در كره ـm2 به مركز مبدأ مختصات حاوي چگالي بار حجميv r( cos )sin


   2 1   كدام است؟ 2

1(c8  2(c16  3(c32  4(c64  

 11چگالي بار سطحي ـ cos    ) اي به شعاع روي سطح كره ) مقدار ثابتa الكتريكي در مركز كره كدام است؟ توزيع شده است. شدت ميدان  

1(ẑ





  2(ẑ




2



  3(ẑ




3



  4(ẑ


2



  

 12معادله خطوط ميدان الكتريكي ناشي از يك دو قطبي الكتريكي كدام است؟ ـ  
1(r Asin 2  2(r Acos 2  3(r Asin 2  4(r Acos 2  

 13اي بار نقطه ـq  در داخل كره هادي به شعاعa قرار دارد. كره هادي به پتانسيلV        متصل است. شار خارج شـونده از سـطح كـروي فرضـي بـه شـعاع
(R a)R و هم مركز با كره هادي كدام است؟  

1 (q  2(q V a 4   3(q V a 2   4(V a4   

 14هاي بار سطحينهايت پهناور مطابق شكل با چگاليسه صفحه موازي بي ـ  , ,    قرار دارند. شدت ميدان الكتريكي در نقطهA  چند برابر شدت ،
  باشد؟مي  Bميدان الكتريكي در نقطه 

1 (1  
2 (2  
3 (1-  
4 (2-  

 

a b 

A B 

   

 
 15حجم مكعبي به ضلع كل بار موجود در  ـm2 موازي با محورها در ناحيهz   وx  وy   با يك گوشه در مبدأ مختصات و چگالي بـار حجمـيxy

z
 


2

1 

  كدام است؟
1(c/8 8  2(c/13 5  3(c64  4(c89  

16بار حجمي ـc
( )

x m
 

 2 3
1

4
)Pدر فضاي آزاد در مختصات قائم پخش شده است. شدت ميدان الكتريكي در نقطة  , , )1 1  برابر است با:         1

1(/



 13  2(/



 23  3(/



 32  4(/



 46  
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 17در مختصات كروي، چگالي بار سطحي يكنواخت ـs
c

( )
m

 zهم مركز با مبدأ مختصات در ناحيـه  aاي به شعاع روي سطح نيمكره 2    مطـابق

zشكل مفروض است. شدت ميدان الكتريكي در صفحه  در سطح دايره ناحيةa r .به صورت زير است    

  است. zâو râ) داراي دو مؤلفه در جهت1
  است. râ) تنها داراي يك مؤلفه در راستاي2
  است. âاي) تنها داراي يك مؤلفه در راست3
  است. zâ) تنها داراي يك مؤلفه در راستاي4

 18در يك ناحيه كروي به شعاع  ـR چگالي بار طوري است كـه ميدان الكتريكي در نقطهr داخل كره به شكل E r
ˆE ( )r

R
  است. چگالي بار،  2

    در اين ناحيه برابر است با:

1 (E
r

R


2

4    2 (E
r

R


2

3    3 (E
r

R

 2
3

4    4 (E
r

R

 2
3
   

 19اي بار نقطه ـQ مختصات كروي قرار دارد. شار عبوري از يك لايه كروي كه با  أدر مبد      شود  برابر كدام است؟مشخص مي  

1 (Q
( )(cos cos ) 
2 

    2 (Q
( )(cos cos )  
2 

    

3 (Q
( )(cos cos )  


    4 (Q
( )(cos cos )  


    

 20داراي بار سطحي يكنواخت با چگالي زيرپوسته نيم كروي شكل  ـs
c

m
 را در مركز اين نيم  sهمنام با Qو بار  mباشد. يك ذرة باردار با جرم مي 2

      شتاب ثقل زمين است.) gالكتريك فضاي آزاد وضريب دي ( بايد چقدر باشد تا ذره سقوط نكند؟ mجرم  دهيم.كره قرار مي

1(sQ

g


2  2(

s

Q

g





4  
 

 
 +      +   +   +   

 
  +  +  +   +       

s 

az 

Q

 

3(
s

Qg

 

2  4(
s

Qg

 

4
 

 21اي بار نقطه ـQ ر دارد. يك مكعب به ضلع در مبدأ مختصات قراm1  كه مركز آن بر بارQ منطبق است، در نظر بگيريد.  مقدار شار ميدانD  كه از
   شود، برابر است با: سطوح جانبي مكعب خارج مي

1(Q

6  2(Q

2
 

 

1m 
1m 

Q 

1m 

az  

ay  

ax   

3(Q2
3  4(Q2

4  

 22جايي بردار جابه ـ qk
D r

a


 34
است. چگالي بار الكتريكي متناظر با اين بردار  

D ) كدام است؟k الكتريك است.)ضريب دي    

1 (qkr

a 4
3
4

  2 (qk

a 34
  3 (qk

a 3
3
4

  4 (  

z 

y 

x 
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 23شكل مقابل قسمتي از سطح مقطع يك رساناي كامل كه در امتداد ـz دهـد. در نقطـه  شود را نشان مينهايت فرض ميبي( , , )2 روي مـرز   6
sحيرسانا و هوا چگالي بار سط  1 وجود دارد. برداري مثلx yˆ ˆA a a 3  در اين نقطه بر سطح رسانا مماس است. شدت ميدان الكتريكي در

            اين نقطه كدام است؟
1 (x yˆ ˆE a a  3  
2 (x yˆ ˆE a a   3  
3 (x yˆ ˆE (a a ) 1 3  
4 (x yˆ ˆE ( a a )  1 3  
  

  24ايبار نقطه ـq اي به شعاع بر سطح كرهR قرار دارد. فلوي الكتريكي عبوري از سطح كره كدام است؟     

1(q

2 
  2 (q

4 
  3 (q

3 
  4 (q


  

 25باري برابر با ـ در مبدأ مختصات و در فضاي آزاد قرار گرفته است. چه باري در نقطه 91 ( , , )در نقطـه  yEبايد قرار گيـرد تـا   4( , , )4 3 2 
    ؟برابر صفر گردد

1(/ nc  3  2(/ nc  25 3(/ nc  25  4(/ nc  3  

 26در يك كره به شعاع  ـR  بار الكتريكي چنان توزيع شده است كه چگالي آن برابر باC

r
  باشد كه درآن ميC  مقداري ثابـت وr   فاصـله از

    ؟از مركز كره  چقدر است rاي به فاصله مركز كره است. اندازه ميدان الكتريكي در داخل كره در نقطه

1 (C
E 

2 
  2 (Cr

E
R


2 

  3 (CR
E

r




2
22 

  4 (CR
E

r


2 
  

 27اي به شعاعروي سطح دايره ـaمختصات و واقع در صفحه أمركز با مبد ، همz  سطحي بار الكتريكي با چگاليs k r  )r   در مختصـات
هـم مركـز بـا     R) كه از نصف سطح كروي به شعاعEست محاسبه شار الكتريكي (توسط ميدانا مقدار ثابت) توزيع شده است. مطلوب kاي واستوانه

zمختصات و واقع در ناحيه أمبد  كه گذرد به طورياز داخل به طرف خارج آن ميR a  .باشد    

1(k a





3

3  2(k a 





32
3  

 

+ + + +
+ + + 

R 

z 

a 

x 

y 

 

3(k a





3

3  4(k a 





32
3   

 28هـا  (در  اين عبارت اي از فضا باشد كه فاقد بار الكتريكي است؟تواند معرف ميدان الكتريكي در ناحيههاي زير ميكداميك از عبارت ـA   مقـدار
ˆثابتي است و  ˆj, i  وk̂  بردارهاي يكه در راستاي محورهايy,x وz  (.هستند    

1(ˆ ˆA( xyj xzk)   2(ˆ ˆA( xyj xzk)2 3(ˆ ˆA(xzj xzj)  4 (ˆ ˆAxy(i j)  

 29دانيم كه ميدان الكتريكي حاصل از يك پوسته نيم كروي با توزيع بار يـكنواخت اگر ب ـ  در مركز نيم كره



4  ميدان در مركز پوسـته   ،است

    كروي شكل كامل زير كه به چهار ربع مساوي با توزيع بارهاي مختلف تقسيم شده است چقدر است؟

1(
3 

  2 (


2
2 

  

3(
2 

  4(
2 

  

y 

x 

-6 
P  

A

2 

3  

-  
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 30اي بسيار طويل به شعاع استوانه ـR  داراي چگالي حجمي بار ثابت اي به  ابعاد الكتريكي كه از صفحه است. شار ميدانR1 كه مطابق  2
         شكل ( دور از دو انتهاي استوانه ) واقع شده، چقدر است؟

1 (R


2

2



  

3 (R


3 2
2



  

2 (R


3

2



  

4 (R


2

2



  

 31بار سطحي يكنواخت ـsنهايت، روي صفحه بيx y z  2 4 4 )توزيع شده است. ميدان الكتريكي را در نقطه 1 , , )1 1   به دست آوريد. 1

1 (s ˆ ˆ ˆ(x y z)


 


2 26 
   2 (s ˆ ˆ ˆ(x y z)


  


2 26 

   3 (ˆ ˆ ˆ(x y z)


 


2 22 
   4 (s

2 
   

 32طور يكنواخت با چگاليبار الكتريكي به ـ الاضلاعي توزيع شده است. ميدان الكتريكي را در مبدأ مختصات حساب كنيد.روي اضلاع مثلث متساوي  

1 (ˆ ˆ ˆ(x y z)


  
2 

   2 (ˆ ˆ ˆ(x y z)


  


2
2 

  

3 (ˆ ˆ ˆ(x y z)


  
2 2 

  4 (ˆ ˆ ˆ(x y z)


  
4 

  

 33بار خطي با چگالي ـ3 در نقطهA و بار خطي با چگالي در نقطهB ند. خط نيرويي كه با زاويهقرار دار9 نسبت به خطAB به نقطهB 
  شود؟جدا مي Aاي ازشود با چه زاويهوارد مي

1 (3    2 (6    

3 (45   4 (cos ( )1 1
3   

 34اي با مقاديرچهار بار نقطه ـq ،q2،q3 وq2 ابق شكل زير روي محورهاي طمx  وy شان تا مبدأ ند و فاصلهقرار دارd  است، روي محورz 
  هاي زير متناسب خواهد بود؟يك از گزينهاي بسيار دور ميدان الكتريكي با كدامو در فاصله

1 (k
E

z
 1

2   2 (k

z
2   

k) 4  ) صفر3

z
3
3   

 

 35گاليبار الكتريكي با چ ـ در ناحيه| z | d اي به شعاع به جز در درون كرهa كه چگالي توزيع بار در آن برابر 2  .است، توزيع شده است

qمركز كره منطبق بر مبدأ مختصات است. ميدان الكتريكي را در
z    در درون كره به دست آوريد. 2

  

1 (a
ẑ







azˆ) 3  ) صفر2   




6



   4 (ẑ




6



   

 36اي ميدان الكتريكي به صورتدر مختصات استوانه ـˆˆE cos sin     2 نيروي گذرنده از نقطه طداده شده است. معادله خ 2 ( , , )2 3  
  كدام است؟

1 (
sin

 


2 2
2   2 (

cos
 


2 2

2  3 (
sin

 


2 2 2
2  4 (

cos
 


2 2 2

2  

1m

2
R

2

R

(0,0,1)

(0,1,0)

(1,0,0)

BA
 

90








y

x

2q

3q

q

2q


a

z



  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  35  الكترومغناطيس 

 37اي خطوط ميدان دو بار نقطه ـq  شكل زير را در نظر بگيريد كه در نقاطA  وB خط ميداني كه با زاويهاندقرار گرفته .    از بـار واقـع درA   جـدا
كند. اگرقطع مي Cدر نقطه  را با زاويه ABشود در نقاط بسيار دور مجانبي دارد كه خط مي    ست آوريد.را به د باشد، زاويه 9

1 (
  4   

2 (cos ( )  1 1
2   

3 (sin ( )  1 1
2   

4 (3    

 38در محيطي ميدان الكتريكي به صورت ـˆ ˆ ˆE xx yy zz   اي به شعاع داده شده است. شاري را كه از استوانهR رتفاع و اl گذرد، به دسـت  مي
  و مركزش مبدأ است. zمحور با محور آوريد. استوانه هم

lR) 2  ) صفر1 22    3 (IR 2
   4 (IR 23    

 39بار الكتريكي با چگالي يكنواخت ـ اي به شعاعدايرهروي نيمa  در 
  

3
2   در Mتوزيع شـده اسـت. ميـدان الكتريكـي را در نقطـه       2

x a .حساب كنيد  

1 (
tan

ˆLn( )a
a tan






3
8

8
8




   2 (

tan
ˆLn( )x

a tan






3
8

4
8




  

3 (
tan

ˆLn( )x
a tan






3
8

2
8




  4 (

tan
ˆLn( )x

a tan






3
8

8




  

 40اند، چقدر است؟ اي كه به صورت زير توزيع شدهنهايت بار نقطهشدت ميدان الكتريكي در مبدأ مختصات ناشي از بي ـ
n

( )
n








2
21

1
6   

1 (q
ˆ ˆ(x y)

a

 


 248 
   2 (q

ˆ ˆ(x y)
a

 


 224 
  

3 (q
ˆ ˆ(x y)

a




 248 
  4 (q

ˆ ˆ(x y)
a




 224 
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3a 3q
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a 2a 3a


x

y
 



  
 

 

الكترومغناطيس  شناسي ارشدكار يكمدرسان شريف رتبه  36

  سومفصل 
  »پتانسيل الكتريكي«

 

  
 اي شكلجهت حركت يك بار نقطه  :1مثال(q )  كه زير اثر يك ميدان الكتريكي خارجي

E شود. قرار دارد به صورت زير تعيين مي  
Eن جهت بستگي به علامت بار الكتريكي مولداي) 1


  تابع محيطي است كه بار الكتريكي در آن قرار دارد. ) 2  دارد.  

Eجهت حركت موافق جهت) 3


Eحركت در جهت خلاف) 4  است.  


 گيرد.  صورت مي 

 :اگر بار »  4«زينه گ  پاسخQ  كه مولد ميدان الكتريكيE


است را مثبت فرض كنيم، بار  
را منفي فرض  Qكند و اگر بار تحت تأثير اين ميدان در خلاف جهت آن حركت مي qاي نقطه

  كند. در خلاف جهت ميدان حركت مي qكنيم، باز هم بار 

Eبنابراين همواره حركت در خلاف جهت  


  گيرد.صورت مي 
 

 كار انجام شده براي جابجايي بار  :2مثالC2 هدر صفحz  از نقطهx  xبه نقطه  2  در حضور ميـدان الكتريكـي   8
x yˆ ˆE ya xa   در

xامتداد منحني هذلولي 
y



8

7   چقدر است؟ 3

1 (J4  2 (J12  3 (J18  4 (J28  
 :ايد. اما نيازي به اين كار نيست؛ چونبراي حل اين مسأله، احتمالاً شما يك انتگرال پيچيده را در امتداد هذلولي حل كرده»  4«گزينه   پاسخE


است پايستار  

توانيم با استفاده از نقاط ابتدايي و انتهايي، مسير ديگري را پيدا كنيم كه ار الكتريكي به مسير بستگي ندارد و تنها به نقاط ابتدايي و انتهايي بستگي دارد؛ پس ميو ك
   يابيم.ها را ميyها، مقدار xشده و مقدار شناسيد!؟ پس با رابطه منحني داده تر از يك مسير خطي ميتر باشد و چه مسيري سادهگيري از آن سادهانتگرال

x
y y

x x


   

8 7 87 3 3 

( )
if x y

( )


   

7 8 88 23 8
( )

if x y ,
( )


   

7 2 82 13 2 

y آيد: در نتيجه معادله خط به صورت مقابل به دست مي y
y y (x x ) y (x ) y x , dy dx

x x


 


 
          

 
1
1

2 1 1 2 11 28 2 6 3 6  

 توانيم كار را محاسبه كنيم.حالا ميو 

 

B

x y x y
A x

x x

ˆ ˆ ˆ ˆW Q E.dl ( ) [( x )a x a ].[dxa dx a ]

x
( x )dx x J



 

       

 
         

  

 



8

2
88 2

2 2

1 2 12 6 3 6

1 2 2 22 2 32 16 2 4 283 3 3 2 3



   

Eشايد براي شما اين سؤال پيش بيايد كه آيا ميدان
         داده شده در اين مسأله واقعاً يك ميدان الكتريكـي سـاكن اسـت؟ آيـا واقعـاً پايسـتار اسـت؟

Eتوان ميدان برداريكنيم كه آيا ميبنابراين با هم بررسي مي
 :را به صورت گراديان يك تابع اسكالر نوشت  

E y , x ,
x y z

  
     

  

 
  

xyكه اين شرايط را C   كند. پسبرآورده ميE
 پايستار است. (با بررسيE

  توانستيم به اين نتيجه برسيم.)ميهم  
  

  سومهاي تأليفي فصل تست

Q q Q q
 هدافع جاذبه
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 هاي باتري يك خودرو برابراختلاف پتانسيل الكتريكي پايانه  :3مثالV3است. اگر بار الكتريكيC2   از پايانه مثبت تا پايانه منفي باتري جابجـا
  كند؟  زه و چگونه تغيير ميشود، انرژي پتانسيل الكتريكي آن چه اندا

 :دانيم ميدان الكتريكي از قطب مثبت به سمت قطب منفي است. بار در جهت ميدان كند. ميابتدا بگوييد انرژي پتانسيل چگونه تغيير مي  پاسخ
دهد. در واقع انرژي پتانسيل بار ام نميالكتريكي حركت كرده است، يعني خود ميدان الكتريكي روي بار كار انجام داده و عامل خارجي روي آن كاري انج

 كاهش يافته است. پس انتظار داريم جواب منفي به دست آيد.

    W
V W q V q(V V ) ( ) J

q
  

          2 3 6  

J6بنابراين انرژي پتانسيل الكتريكي اين بار به اندازه  .كاهش يافته است  
 

  

 گر پايانه مثبت يك باتريا  :4مثال (V)1 را به زمين وصل كنيم، پتانسيل پايانه منفي آن چند ولت خواهد شد؟ 

 :پاسخ     V V (V) V (V) V (V)             1 1 1  
 

 شدت ميدان الكتريكي  :5مثال 
r

V
ˆE a ( )

mr


 2

)شـده اسـت. اخـتلاف پتانسـيل نقطـه     در مختصات كروي داده  1 , , )
 2 2 نسـبت بـه نقطـه     2

( , , )


5   چقدر است؟  4

1 (V3  2 (V6  3 (V3  4 (V6  
 :هاي غلط را كنار بگذاريم. از همه بياييد بدون محاسبه، گزينه اول»  1«گزينه   پاسخ  

Eميدان الكتريكي


بار از مختصات  باشد. در نتيجه اگرمي râالجهت بودن آن با مؤلفهباشد. زيرا علامت منفي نمايانگر مختلفمي rخلاف جهت افزايش 
r  rبه مختصات   5  منتقل شود، در جهت ميدان حركت كرديم و در واقع كار منفي انجام داديم. پس انتظار داريم پتانسيل الكتريكي كاهش يابد و  2

  علامت اختلاف پتانسيل منفي گردد.
  را پيدا كنيم. BAVخواهيمد و اما برويم سراغ حل رياضي آن. مينادرست هستن 3و  2هاي پس گزينه

)Bاگر پتانسيل نقطه  , , )
 2 2 )Aو پتانسيل نقطه BVرا  2 , , )


5   توان نوشت:بناميم، مي AVرا 4

 
B

r
BA B A r rr

A r r

ˆ ˆV V V E.dl ( a ).(dr a ) dr V
rr r

   


 

            


  
222

2 25
5 5

1 1 1 5 2 3  

  

 خط بارداري با چگالي بار خطي   :6مثال C
m

  )Bها در دست است. اگرzروي محور 91 , , ) ,A( , , )
 34 4 32 2  ،باشدABV كدام است؟  

1 (/ V3 26  2 (/ V4 42  3 (/ V5 18  4 (/ V2 14  
 :كنيم. ابتدا ميدان الكتريكي ناشي از توزيع بار خطي را به كمك قانون گاوس محاسبه مي»  3«گزينه   پاسخ  

l
r

dzQ
E.ds E

rr d dz


   
  

 

91
2 

    

r r rˆ ˆ ˆE k a a a
r r r

 
      

9 991 1 182 2 9 1
   

  را به دست آوريم: Bو  Aتوانيم اختلاف پتانسيل الكتريكي بين دو نقطه مي ،حال كه ميدان الكتريكي را داريم

  
r

A

AB A B
B r

V V V E.dl .dr ln r ln ( ) ln( ) / / (v)
R 



            4

3
3

4

18 18 18 3 4 18 29 5 18


  

rبه مختصات Aشود. زيرا اگر بار را از نقطهدانستيم كه پاسخ مثبت ميبدون حل هم مي  rبه مختصات Bبه نقطه 3  هدايت كنيم، در جهت  4
Bيابد.ميدان حركت كرده و پتانسيل آن كاهش مي A(V V ) پسA BV V شود.مثبت مي  
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 ريك خط باردار با چگالي با  :7مثالC
L m

( ) بر روي محورzاي ها و بار نقطهQ / nc 1 در مختصات 8 ( , , انـد. بـا   در فضاي آزاد قرار گرفتـه  1(
فرض B( , , و  5( A( , , ABV، اگر4( V   كدام است؟  Lباشد، 1

1 (C
m

/  118 76 1  2 (C
m

/   118 76 1  3 (C
m

/  114 16 1  4 (C
m

/   114 16 1  

 :كنيم. ميدان الكتريكي ناشي از توزيع يك بار خطي را محاسبه مي گام اول:»  2«گزينه   پاسخ  

L   توان نوشت: طبق قانون گاوس مي L
r rˆ ˆE a k a

r r

 
 

1 22 

L dzQ
E .ds | E |

r d dz


   
  

 
1 1

 

 
  

  آوريم. نمايش داده و آن را به دست مي V1ناشي از اين بار خطي را با  ABVحال

   
A

L
L L LR

B r

V E .dl dr ln r ln ln /
r 




                

4 49 9 9 9
1 1 5

5
2 9 1 18 1 18 1 4 5 4 2 1


      

 كنيم. را محاسبه مي Qاي ميدان الكتريكي ناشي از بار نقطه گام دوم:

RR

R

ˆ(r r ) (R )aˆr R aQ
E k (r r ) ,

ˆ r r (R )r ar r

             
2 3

1
1

   
    

R R
kQ Q

ˆ ˆE (R )a k a
(R ) (R )

  
 

2 3 21
1 1


  

 برابر است با: V2اي پس اختلاف پتانسيل ناشي از بار نقطه
A

RB r

/
V E .dl dR / / / V

R(R )





                    
4 49 9

2 2 2 55

9 1 1 8 1 1 1 116 2 16 2 1 351 3 41
    

  آوريم:را به دست مي  ABVاز جمع آثار استفاده كرده و  گام سوم:
C  باشد.) مي2نزديكترين گزينه به پاسخ ما گزينه (

L m
/ ( )    118 71 1AB LV V V / /       9

1 2 4 2 1 1 35 1   

  
 اي در مبدأ مختصات قرار گرفته است. اگر اختلاف پتانسيل بين دو نقطهيك بار نقطه  :8مثال A( , , و 1( B( , , ABVبرابر باشد با   2( (v) 1 ،

BCVاز مبدأ چقدر باشد تا Xروي محور Cفاصله نقطه (v)   شود؟ 6
1 (m5 2 (m3  3 (/ m1 4  4 (/ m1 2  
 :كنيم. ابتدا از اختلاف پتانسيلطبق الگوريتم گفته شده عمل مي گام اول: » 1«گزينه   پاسخABV كنيم تا مقدارداده شده استفاده ميa  را به

AB  دست آوريم.
Q Q

V    
 

1 28 4 
 

A

AB
rB r

Q Q Q
V E.dl dr

rr 

            
1 1

2 22

1
4 84  


  

  را پيدا كنيم. Cكنيم تا نقطه استفاده ميBCVاز اختلاف پتانسيل داده شده گام دوم:
B

BC
r cC r C r C

Q
V E.dl dr dr

r Cr r

/ / C (m)
C C



   

  

 

               

         

  
2 2 2

2 2
2 1 1 12 2 24

1 1 16 2 3 5 52
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 بار سطحي  :9مثال   ضلاعي به ضلعالاروي سطح مثلث متساويa  هـاي مثلـث را   توزيع شده است. پتانسيل الكتريكي روي يكـي از رأس
  حساب كنيد.

1 (a
ln 34  2 (a

ln( )
3 2 34  3 (a

ln( )2 34  4 (a
ln

3 34  

 :رو كـه نصـف   الزاويه به شكل روبهابتدا پتانسيل الكتريكي را براي يك مثلث قائم » 4«گزينه   پاسخ
برابـر   2الاضـلاع،  كنيم. در اينصورت سپس پتانسيل مثلث متساويالاضلاع است، حساب ميمثلث متساوي

  كنيم.)اي استفاده مياين مقدار خواهد بود. (براي حل مسئله از دستگاه مختصات استوانه
  

  

  

a a a a
ln(sec tan ) | ln[ ] ln ln      

33 3 2 3 3 3 3 3 38 8 3 8 3 83




a

cos

a
d d

V d
cos


  

  
  

    

3
2

3 3
3

1 2
4 4

 
  

  

aپس جواب برابر
ln

3   است. 34

 

 اي در مكاناگر يك بار نقطه :10مثال( , , )2 1 )قرار داشته باشد، نسبت پتانسيل الكتريكي نقطه 3 , , )1 1 به پتانسيل نقطه( , , )1 1  چقدر است؟  
1 (/ 68  2 (/ 75  3 (/ 88  4 (/ 95  
 :اي به فاصله نقطهپتانسيل الكتريكي »  3«گزينه   پاسخr اي از بار نقطهq  زير است: صورتبه  

  V(R ) Rq
V(R)

R V(R ) R
  


1 2
2 14 

  

  به دست آوريم: qاي پس كافي است فاصله نقاط نامبرده در مسأله را از بار نقطه

R ( ) ( ) ( )       2 2 2
2 1 2 1 1 3 14R ( ) ( ) ( ) ,       2 2 2

1 1 2 1 1 3 3 2  

V(R )
/

V(R )
 1

2

14 88
3 2

  

 
 بار :11مثالQ به صورت يكنواخت روي سطح يك پوسته كروي به شعاعRپخش شده است. از طرفي در مركز اين كره يك ابر كروي با شعاعR

2 ،
  از مركز آن به چه صورت است؟ rن ابر كروي به فاصله اي دروقرار دارد. پتانسيل در نقطهQچگالي بار يكنواخت و بار كل

1 (Q r
[( ) ]

R R
 


2 1
2  2 (Q r

[( ) ]
R R




2 1
2  3 (Q r

[( ) ]
R R

 


2 1
4  4 (Q r

[( ) ]
R R




2 1
4  

 :بر طبق قانون گاوس داريم:  »2«گزينه   پاسخ  

r

r

rQ R
â , r

R
( )

E Q R
â , r R

r
, r R


   
 



    






3

2

1
4 2

2
1

4 2











    

  
  



a a

2

a 3

2

ds
60

x

y
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Rنهايت، پتانسيل درر در نظر گرفتن پتانسيل در بيبا صف
r    شود.به صورت زير حاصل مي 2

r

R

R
r R

r r r rR
Q rQ

ˆ ˆ ˆ ˆV(r) E.dl dl ( ) a .a dr ( ) a .a dr
Rr ( ) 

 


 
       

    2
2 3

2

1 1
4 4

2

  

Q  و در نتيجه داريم: r
V(r) [( ) ]

R R
 


2 1
2

  

  

 اگر در سطح بسته   :21مثالS نه بار الكتريكي موجود نباشد و تمامي نقاط اين سطح بسته داراي پتانسيل معلوم هيچگوV   باشند، در مورد نقـاط
  توان گفت: داخل اين سطح بسته مي

  ) شدت ميدان الكتريكي برابر صفر است. 2  ) پتانسيل برابر صفر است. 1
  ) شدت ميدان الكتريكي برابر مقدار ثابتي مخالف صفر است. 4  متفاوتند.  ) در حالت كلي پتانسيل نقاط داخل سطح بسته3
 :براساس قانون گاوس خواهيم داشت: آوريم.ابتدا ميدان الكتريكي درون سطح بسته را به دست مي»  2«گزينه   پاسخ   

 Q
E . ds E



     
 

  باشد.درست مي 2يچ ترديدي گزينه بينيد بار داخل سطح بسته صفر است، پس بدون ههمانطور كه مي

  
 پتانسيل الكتريكي بر روي محور  :31مثالz در نقطه ( , , z) وقتيL

z  مقابل است، براي يك توزيع بار الكتريكي خطي يكنواخت مطابق شكل  2

  كدام است؟   lو چگالي بار Lو به طول
  

1 (l

L
z

V ln
L

z




 

2
4

2


  2 (l

L
z

V ( )
L

z




 

22
4

2


  

3 (l

L
z

V ( )
L

z




 

22
4

2


  4 (l

L
z

V ln
L

z




 

2
4

2


  

 :نويسيم.پتانسيل الكتريكي ناشي از يك بار خطي را ميفرمول مربوط به محاسبه »  4«گزينه   پاسخ  
L

l
L

dl
V

r r

 


  2

2
4 

   

  براي محاسبه آن لازم است كه برخي از پارامترها را تعيين كنيم.

l l z zˆ ˆ, dl dz , r za , r z a , r r z z             
    

 

L
l l

L
dz L L

V ln z ln z
z z

                      
 2

2
4 4 2 2 

 

 

l l

L
zL L

V ln z ln z ln
L

z

                         
 

2
4 2 2 4

2
 

  

اي داشت؟ پس منتظر يك مژده باشيد كه بتوانيد از گيري پيچيدهآيد چه انتگرالايم. يادتان ميسؤال را محاسبه كردهراستي! يك بار ميدان الكتريكي اين 
  روي پتانسيل الكتريكي، ميدان الكتريكي را به دست آوريد.

 

zâ( , ,z) 
L

2


o yâ

L

2
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 ديسك بارداري به شعاع  :41مثالm5  با كل بار C81 بر روي صفحهz   قرار گرفته است. پتانسيل حاصل از اين ديسك در نقطه ( , , را  5(
  به دست آوريد.

1 (/ (V)8 9  2 (/ (V)1 3  3 (/ (V)12 6  4 (/ (V)14 9  
 :نويسيم.  رابطه زير را براي محاسبه پتانسيل ديسك مي » 4«گزينه   پاسخ   

s sds ds
V k

r r r r
   

    
 

    4  

  حال بايد هر يك از پارامترها را در رابطه مشخص كنيم.

s
Q

, ds r dr d
S ( )

 
         



8 8
2

1 1
255

  

z

r

ˆr a
r r ( r )

ˆr r a


    

 

1
225

25


 
  

  دست خواهد آمد.با يك جايگذاري ساده، پاسخ سؤال به

   
rr

r dr d
V r V / V

( r )





    

   
                 

  1
2

8
2 5 5 29 2

2

1
9 9259 1 25 5 5 2 14 925 2525

 


    

 
 پتانسيل الكتريكي در مركز يك حلقه با چگالي بار الكتريكي : 15مثال كدام است؟  

1 (
4



  2 (

2



   

a
x

y

 3 (


4 


  4 (


2 


  

 :با توجه به رابطه پتانسيل الكتريكي براي توزيع بار خطي داريم:»  2«گزينه  پاسخ   

r
r

r
ˆ| r r | | aa | a

ˆr aa

        

   


dl
V(r) ,

| r r |




  4



   

rچون پتانسيل در مركز حلقه خواسته شده است، 
  شد وباميr

 نقاط روي دايره است. بنابراينrˆr aa 
طور كـه در فصـل اول گفتـيم، جـزء     . همان

dl)ديفرانسيل طولي ) اي برابردر مختصات استوانهdl ad   است. با قرار دادنr
 وr

 وdl :در رابطه بالا داريم( )   2  
ad

V(r)
a

    
    

  
2

24 4 2
  

  
  

  

 عاعاي به شكولني مطابق شكل مقابل روي محيط دايره 1،  -2، 3، -1اي چهار بار نقطه  :61مثالa  مفــروض است. هر يك از اين بارها را  به ترتيب
    چرخانيم. كل كار انجام شده چقدر است؟در جهت عقربه ساعت مي 45روي محيط دايره به اندازه

1 (( )q


23 4
  ) صفر2  2

 

a 

3 C 

-2 C 

1 C 

-1 C 

 

3 (( )q


22 3 3
2  4 (q



23 3 2
4  

 :كند، بنابراين انرژي الكتريكي در هر دو حالت يكسان اسـت و بنـابراين   با توجه به اينكه موقعيت بارها نسبت به يكديگر تغيير نمي  »2«گزينه   پاسخ
  كار انجام شده برابر صفر است.
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 ريكينسبت انرژي الكت  :71مثالW لازم براي تشكيل يك لايه بار الكتريكي در فضاي خالي بين دو سطح كرويr a وr a با چگالي حجمي  2
  يه چقدر است؟موجود در لا Qبه كل بار الكتريكي ثابت

1 (W a

Q






215
24




  2 (W a

Q






247
7




  3 (aW

Q
 

235
48

  4 (W a

Q






231
35




  

 :براي حل اين سوال ابتدا بياييد كار لازم براي تشكيل لايه را محاسبه كنيم. »  2«گزينه   پاسخ  W Vdq V dv     
Wدر انتگرال V dv   فقطrهاي مربوط به ناحيه بار(a R a)  a. بنابراين به ازايهستندتأثيرگذار  2 R a    داريم: 2

[ ( R a )]dvQ (R a )
V

R R R R

    
   

      


3 3 3 3
4
3

4 4 4 3
 

   
 

a

R a

a

R a

(R a )
W ( R sin dR d d ) (R R a )sin dRd d

R

R R a a a a a a

 

  



  
         

 

        
           

            

   
2 23 3 22 4 3

22 5 2 3 2 5 5 5 5 2 5

3 3

4 4 32 4 4 47
3 5 2 3 5 2 5 2 3 1

 


   

  

   

       

  رابر است با: ب Qو اما مقدار بار 

  
a

R a

Q dv R sin dr d d
 

  

         
2 2

2
 

 
 

   
a

R a

R
cos a a a 

 


                     

23 2 3 3 34 48 73 3 3    

 آوريم:و حالا آنچه را مسأله از ما خواسته به دست مي
a

W a

Q a

   
     

    

2 5
2

3

4 47
473 1

4 773










 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  

  



  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  43  الكترومغناطيس 

  آزمون فصل سوم 

 1روي سطح يك نيمكره و قاعده آن باري با چگالي يكنواخت ـ قرار دارد. پتانسيل در مركز قاعده آن كدام است؟  

1(a
2 

  2(a


2


  3(a



2

2 
  4(a


  

 2سه كره يكسان به شعاع  ـa الاضلاع به طول در سه رأس يك مثلث متساويL ها به ترتيـب اند. در ابتدا پتانسيل كرهفتهقرار گر , ,V     و بـار آنهـا بـه
qترتيب ,q ,q  باشد. اگر هر سه كره را به پتانسيل يكسان ميV بار هر يك از آنها برابر ،متصل نماييمq ست؟خواهد شد. كدام رابطه زير صحيح ا  

1(V
q ( q q )

V
  2


  2(V

q ( q q)
V

  2


  
q 

q q 
 

V 



 

3(V
q ( q q)

V
  2


  4(V

q ( q q )
V

  2


  

 3كره هادي به شعاع  ـa  توسط يك پوسته كروي هادي هم مركز با آن به شعاع داخليb  و شعاع خارجيc اي بـار نقطـه    ه است.احاطه شدq   را روي كـره
را از كره داخلي بـه پوسـته بيرونـي     qگردد. اگر بار مي Vنهايت برابر اي در بيدهيم، پتانسيل پوسته بيروني در اين حالت نسبت به نقطههادي داخلي قرار مي

  نهايت چقدر خواهد شد؟اي در بيمنتقل كنيم پتانسيل كره  داخلي نسبت به نقطه
1(a

V
c

  2(a
V

b
   

a b 

c 

 

3(V  4(a
V

c b  

 4هايدو بار خطي با چگالي ـ و به ترتيب درd
y  dو 2

y   ,P(rقرار دارند. پتانسيل الكتريكي در نقطه 2 ) كدام  است؟(r d)  

1(dsin
V

r

 


2 
  2(dsin

V
r

 


2 
   

 - 

z 

P 

r 

x 

y 

 

 

3(dcos
V

r

 


2 
  4(dcos

V
r

 


2 
  

 5در يك ميدان يكنواخت اختلاف پتانسيل بين نقاط ـ A( , , و 1( B( , , باشد. هرگاه داشته  باشيمولت مي 1برابر  2( C(c , , BCVو ( v در  6
  كدام است؟ cاين صورت مقدار 

1(9/5 2(2/3 3(6/2 4 (8/1  
  
 6شدت ميدان الكتريكي ـ

 
rˆE a

r


 2

)در مختصات كروي داده شده است. پتانسيل نقطه 1 , , )
 2 2 )نسبت به نقطه 2 , , )


5   كدام است؟ 4

1(v3 2(v6 3(v3 4(v6  

 7اياختلاف كار لازم براي آوردن بار نقطه ـncQ  rنهايت به نقطهاز بي 5 m rنهايت به نقطهيو از ب 3 m در ميـدان الكتريكـي   5
 

rˆE a
r


41 

  باشد؟كدام گزينه مي
1(/ J  52 55 1  2(/ J  51 65 1 3(/ J  53 35 1  4(/ J 54 25 1  
 8الاضلاع قرار دارند. كره اول را توسط يك باتري به پتانسيل در سه رأس يك مثلث متساويسه كره هادي هم اندازه  ـV  وصل  كرده و سپس آن را از باتري

ماند. حال اگر كره روي اين كره باقي مي Q2كنيم. باروصل كرده و آن را جدا مي Vماند. سپس كره دوم را به پتانسيل روي اين كره باقي مي Q1كنيم. بارجدا مي
 كنيم چه باري روي آن خواهيم داشت؟ وصل كرده و آن را از باتري جدا Vسوم را به پتانسيل 

1(Q
Q

Q
 23

1
  2(Q Q Q 3 2 1  3(Q

Q
Q


2
23
1

  4(Q Q
Q

Q Q



1 23

1 2
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 9دو پوسته كروي هم مركز به شعاع  ـa وc (c a) اي اند. بار نقطهبه زمين متصل شدهq  را در فاصلهr (a r c)  دهيم. بار ها قرار مياز مركز  پوسته
  شده روي پوسته خارجي كدام است؟ ءالقا

1(a(c r)
q

r(c a)





  2(c(r a)

q
r(c a)





   

c  

r 

a 
q 

 
3(a

q
a c




2
2 2  4(a(c r)

q
c(r a)





  

 10پتانسيل الكتريكي ـV V sin 2 اي به شعاع روي محيط حلقهR توزيع شده است. پتانسيل در مركز حلقه كدام است؟  

1(V  2(V

3
  3(V

2
  4(V2   

 11اي رسانا به شعاع پتانسيل كره ـR،V  است. اين كره توسط يك پوسته كروي رساناي بي بار به شعاع داخليR1  و خارجيR2  پوشانيده شده
    است. پتانسيل كرة داخلي كدام است؟

1 (V  2 (R R
V ( )

R R  
2 1

1 3(R R
V ( )

R R  
2 1

1  4(V R

(R R R )


 1 2
  

 12ي يكنواختچگالي بار الكتريك ـ
C

( )
m

 حضـور دارد. پتانسـيل الكتريكـي     الكتريكو ضريب دي aاي از عايق كامل به شعاعدر حجم كره 3

    داخل عايق چقدر است؟

1 (a r
 


 
 



2 2
6 6  2 ((a r )

( )




  




2 2
6 3 (a r

[ ]



   



 

2 2

6  4 (a
(a r ) 



 
 

 

22 2
6 3  

  13پتانسيل الكتريكي در صفحه ـz  با رابطةx(x,y) e sin y   داده شده است. اگر يك الكترون در نقطهP( , )

قرار داده شود، زاويـه   3

   ها و جهت شروع حركت الكترون چند درجه است؟   yبين محور

1 (3  2 (6   

x 

y 

E
P 

 

3 (12  4 (15  

  

 14سه بار الكتريكي ـq با جرمm الاضلاع به ضلعدر رئوس يك مثلث متساويa اند. اگر يكي از بارها مجـاز بـه حركـت باشـد و تنهـا      قرار گرفته
   است با:نهايت برابر نيروهاي كولني حضور داشته و فضاي آزاد بدون اصطكاك فرض شود، سرعت آن در بي

1 (q
v

ma




3  2 (q
v

ma



  3 (q

v
ma


2

  4 (q
v

ma




3
3

  

 15خود انرژي يك توزيع بار الكتريكي به شعاع  ـR  و چگالي يكنواخت :عبارت است از    

1 (R




2 54

15 
  2 (R





2 53

4 
  3 (R





2 53

14 
  4 (R





2 54

3 
  

 16بار سطحي  ـ    بزرگ روي بيضي به قطرa   كوچكو قطرb ).توزيع شده است ست ثابت و ا مقـداري     شـعاع در مختصـات قطبـي
    اي است). پتانسيل الكتريكي در مركز بيضي كدام است؟استوانه

ab) 2  ) صفر1 
4 

  3((a b )



 


2 2

4  4 (ab




8  
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 17اي دو بار نقطه ـq1  وq2  در نقاطr1
  وr2

 ها در نقطه هاي الكتريكي آنقرار دارند و ميدانr
   به ترتيب برابر بـاE (r)1

  وE (r)2
   باشـد.  مـي

rچگالي انرژي الكتريكي اين دو بار در نقطه
 كدام است؟    

1 (w E .E  1 2
 

  2 (w E E .E


  2
2 1 22



 

  

3 (w E E .E


  2
1 1 22



 

 4 (w E E E .E
 

   2 2
1 2 1 22 2

 


  
 

 18جمي ثابتاي با چگالي حبراي تشكيل كره ـ  و شعاعb كدام انرژي لازم است؟    

1(b






2 54

3  2 (b






5 24

3  3 (b






5 24

15  4 (b






2 34

9   

 19اي يكنواخـت نامتنـاهي بـه چگـالي    سـاناي مـوازي نامتنـاهي، بـار صـفحه     هماننـد شـكل در فضـاي بـين دو صـفحة ر      ـ    .موجـود اسـت

اگر


 V / m





    دهد؟ولتاژي را نشان مي همتر متصل به دو صفحه چ، ولت1

1(/ V  2  
2(/ V 2  
3(/ V  1  
4(/ V 1  

 

V 
 +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +

4mm 

10mm 

 20پتانسيل الكتريكي را در ناحية ـz  به صورت در خلأ
kxV V e sin(kz) كنيم، كه در آنفرض ميV وk  باشـند. اگـر   ي ميتاعداد ثاب

zسطح   يك رساناي كامل باشد، مقدار بار نوار x    و y  zواقع بر صفحه 1  .را به دست آوريد   

1(V   2(V   3(V

k
 

 2  4(V

k
 

2  
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  چهارمفصل 
 »هاها و هاديالكترواستاتيك عايق«

  
 اي به شعاع چگالي حجمي توزيع بار الكتريكي در كره :1مثالR  با رابطهrcos    شود كه درآن داده مي منفي است و  و ثابتr  و 

    مختصات در مركز كره واقع شده است. كدام گزينه صحيح است؟ أمختصات كروي است و مبدمربوط به 
  ها است.zو در راستاي مثبت محور  R2اسب با ) گشتاور دو قطبي اين كره متن1
  مختصات است. أ) گشتاور دو قطبي اين كره مستقل از محل مبد2
  ) گشتاور دو قطبي اين كره صفر است.3
 ها است.zاي منفي محورو در راستR5) گشتاور دو قطبي اين كره متناسب با4
 :ي گشتاور دو قطبي خواهيم داشت:از رابطه  »4«گزينه   پاسخ  

ˆ ˆˆP (r)rd r r cos r drd(cos )d r(zcos i sin cos jsin sin )              3 2


   

sinايم. انتگرالكه در آن برداري را به مختصات دكارتي تجزيه كرده
d

cos

  
   


2


 ياست. بنابراين تنها مؤلفهz :باقي خواهد ماند  

R
ˆP z r cos sin d d dr

 
       

2 4 2
   


  

متناسب است لذا  R5است و با ẑدر راستاي ي انتگرال نيست، زيرا به طور واضح گشتاور دو قطبي با توجه به منفي بودندقت كنيد نياز به محاسبه
 ) درست است.4ي (گزينه

  

 با توجه به رابطه  :2مثال ij i j ij
V

Q ( x x r ) r dv          گشتاور چهارقطبي توزيع بار مقابل كدام است؟ xxQمؤلفه  23

1 (qa 212  
2 (qa 21  
  ) صفر3
4 (qa22  

 



y

2q


O

2q
x

2q

 
 :تانسور گشتاور چهار قطبي برابر است با:  »2«گزينه    پاسخ ij i j ij

v

Q ( x x r ) (r )dv        23  

  آيد:چون بارها گسسته هستند پس تانسور گشتاور چهار قطبي به شكل زير درمي
  

N

ij im jm ij m m
m

Q ( x x r )q


     2
1

3  

  بنابراين با توجه به موقعيت بارها داريم:

xx yyQ qa , Q qa qa


   2 2 21 4 4 zz yy xy zx zy, Q qa Q Q Q Q     22  
 

  چهارمهاي تأليفي فصل تست

y

2q

a

2qa
oa2q
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 يك استوانه به شعاع  :3مثالa  و طولL به صورت دائمي پلاريزه شده است به طوري كه


zˆP P a       كدام گزينـه بارهـاي مقيـد حجمـي و  سـطحي را .
  كند؟درستي مشخص ميبه

  به ترتيب در قاعده بالا و پايين استوانه  Pو  Pر و بار مقيد سطحي با چگالي ) بار مقيد حجمي صف1
  به ترتيب در قاعده بالا و پايين استوانه Pو  P) بار مقيد حجمي صفر و بار مقيد سطحي با چگالي 2
  در داخل استوانه Pار حجمي به چگالي ) ب3
  ) صفر4
 : دانيد بردار عمود بر سطح جانبي استوانهطور كه ميهمان  »1«گزينه  پاسخrâ  و بردار عمود بر سطح بالاييzâ و بر سطح پايينيza باشد. مي

Pبا ضرب داخلي اين پارامترها در


  ها را به دست آوريم.توان چگالي بار پلاريزه سطحي آنمي 

r z r

sb n z z z

z

ˆ ˆ ˆP.a P a .a

ˆ ˆ ˆP.a P.a P a .a P

ˆP.( a ) P

  
    
   



 






 


 

Pاز طرف ديگر چگالي بار پلاريزه حجمي از طريق ديورژانس بردار


vb آيد:به دست مي  .P
 

     
  

 اي نشان داده شده در شكل به طور خطي ازالكتريك عايق بين صفحات خازن استوانهضريب دي :4مثال1 روي صفحه داخلي تا2  روي صفحه
  به چه صورت است؟ كند. بردار قطبي شدگيخارجي تغيير مي

1(r
Q

ˆ[ ]a
r (r R )

R R




     


2 2 1 1 1
2 1

1
4

  2 (r
Q

â
r (r R )

R R




     


2 2 1 1 1
2 1

4
  

 

 2R1R

Q

Q
 

3 (r
Q

ˆ[ ]a
r (r R )

R R




     


2 2 1 1 1
2 1

1
4

  4 (Q

r (r R )
R R


     


2 2 1 1 1
2 1

4
  

 :طبق قانون گاوس داريم: »3«گزينه   پاسخ             r
Q

ˆD a
r




 24
  

r)  توان نوشت:از طرفي مي R )
R R

  
    


2 1 1 1
2 1

  

r  باشد:بنابراين ميدان الكتريكي به صورت مقابل مي
D Q

ˆE [ ]a
r (r R )

R R

 
      


2 2 1 1 1
2 1

1
4


  

r  آيد:در نتيجه بردار پلاريزاسيون از رابطه مقابل به دست مي
Q

ˆP D E [ ]a
r (r R )

R R


    

     


2 2 1 1 1
2 1

1
4




  
  

اگر محيط همگن باشد، يعنيروش رد گزينه:     1 2  ،) تواند صحيح باشد.) مي3آنگاه بايد بردار پلاريزاسيون صفر شود، بنابراين فقط گزينه  
 

 در يك استوانه عايق به طول  :5مثالL كه محور آن روي محورzâ ا قرار دارد، بردار قطبي شدگي الكتريكي يكنواخت بوده و  برابر است ب
zˆP P a 

 :ميدان و پتانسيل ناشي از اين قطبي شدگي در مركز استوانه عبارت است از .  
  است. zâ) پتانسيل صفر و ميدان در جهت 2  است. zâ) پتانسيل صفر و ميدان در جهت 1
  ) ميدان صفر و پتانسيل منفي است.4  ست.) ميدان صفر و پتانسيل مثبت ا3
  : 1«گزينه پاسخ«                               sb n bˆP.a .P

  
       

nروي سطح جانبي استوانه نيز rˆ ˆa a جود داردو بنابراين چگالي بار مقيد سطحي صفر است. در نتيجه بار سطحي فقط روي قاعده بالائي و پاييني استوانه و:  

z
sb

z

ˆP.a P

ˆP.( a ) P

   
  







  

 خواهد شد  zâكنند). ميدان كل هم در جهت پس پتانسيل كل در مركز صفر خواهد شد (پتانسيل ناشي از بارهاي منفي و مثبت يكديگر را خنثي مي

 (از مثبت به منفي).

  (سطح جانبي)
  ي)ي(سطح بالا

  (سطح پاييني)

 قاعده بالايي
 قاعده پاييني
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 ايبار نقطه :6مثال q اي با شعاع در مركز كرهR س عايقي خطي با پذيرفتارياز جنeX قرار دارد. بار مقيد روي سطح كره چقدر است؟  

1(e

e

qX

( X )R  24 1
  2 (e

e

X
q

X1  3 (e

e

qX

( X )R  24 1
  4 (e

e

qX

( X )R  22 1
  

   : ريم:طبق قانون گاوس دا  »2«گزينه پاسخ       r r
e

q D q
ˆ ˆD.ds q D a E a

r ( X )r

  
      

   2 24 4 1
                  

e              بنابراين بردار قطبش برابر است با:
e r

e

qX
ˆP X E a

( X )r
  

  24 1
 

  

e  شود:چگالي بار مقيد سطحي از رابطه مقابل حاصل مي
sb r r R

e

qX
ˆP.a |

( X )R
  

  24 1


    

e  بنابراين كل بار مقيد سطحي برابر است با:
s sb

e

X
Q ( R ) q

X
   


24 1  

 

 شعاع يك استوانه عايق به   :7مثالa ارتفاع  بهh  هم محور با محورz به صورت
r zˆ ˆP a za

r
 

به طور دائمي پلاريزه شده است. چگالي بار  1

  روي سطح جانبي استوانه كدام است؟  sbپلاريزه سطحي

1(sb ah
 

1   2 (sb a
 

1  3(sb     4(sb  1   

 :چگالي بار سطحي  »2«گزينه  پاسخsb آيد: از رابطه مقابل به دست مي  sb nˆP.a 


  

nنبي استوانه بردار واحد عمود بر سطح به صورتروي سطح جا rˆ ˆa a باشد. بنابراين: مي  r a
sb r z r sbˆ ˆ ˆ( a za ).a

r r a
      

1 1 1  

  
 بار   :8مثالq  در فاصلهr توان به يك كره رسانا به شعاع از يك كره رسانا قرار دارد. كمترين بار مثبتي كه ميa فزود تا چگالي بار سطحي كره در ا

   تمام جاي سطحش مثبت باشد، كدام است؟

1(a ( r a)

r(r a)




3 3   2 (a
q q

r
  

3(a
q

r
   4(a ( r a)

r(r a)




2 3   

 :تصوير بار ناشي از بار   »3«گزينه  پاسخq در فاصلهa
r

r
 

2
aبرابر است با 

q q
r

 حال بار .q  كه بايد به كره اضافه كرد تا بار سطحي كره در

qتمامي نقاط مثبت باشد برابر است با q   :در نتيجه .  a
q q

r
    

  
 ناحيه :9مثالx  از ماده عايق ناهمگن

F
( )

x m
   

xپر شده و در ناحيه 11   كه هوا است، ميدان الكتريكي x
V

ˆE E a
m

  .وجود دارد

xچگالي حجمي بارهاي مقيد در ناحيه  چقدر است؟    

1(b    2(b
x c

E ( )
x m

 


   3
1  3(b

x c
E ( )

x m
   

 31  4(b
E c

(x ) m
 

 
 2 31

  

 :ابتدا با استفاده از شرايط مرزي، ميدان در داخل ناحيه  »4«گزينه   پاسخx   وريم:آرا به دست مي  t t x tˆE E E a E  1 2 2
    

xبنابراين ميدان در ناحيه   برابرxˆE a باشد. براي به دست آوردن چگالي بار حجمي مقيد بايد ابتدا بردارميP


  را به دست آوريم: 

r d r b
r

E E E
P ( )E ( ) , .P

x (x )

 
            

   21 1 1 1
    

 

   
  

 

q

a
r
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 ناحيه :10مثال| y | d  الكتريك نسبيبا عايقي به ضريب دي زيردر شكلr پر شده است. در صفحهy   بار سطحي نامتناهي به چگالي
yشدگي فضاي وجود دارد كه باعث قطبي sثابت d وy d  است  چگالي بار سطحي مقيد شده است. مطلوبsb  ناشي از اين قطبي شدگي بر

yروي فصل مشترك d.   

1 (
sb

r
s

r

 
  


1
2  2(sb s

r


  


1  

s

 

  +  +  +  +  +  +  +  +
d 

d

y 

r 

r  
3(sb s    4(r

sb s
r

 
  

 
1
1  

 :ابتدا ميدان الكتريكي در ناحيه  »1«گزينه    پاسخ| y | d كنيم. سپس با استفاده از شرايط مرزي ميدان در را با استفاده از قانون گاوس پيدا مي

yناحيه d آوريم.را به دست مي  s
yˆE a y d


  

2 


  

    با استفاده از شرايط مرزي داريم (توجه شود كه در مرز دو ناحيه بار آزاد وجود ندارد):
S s

n n S n n r n n yˆD D D D E E a
 

          
1 2 1 2 1 12 2


  

nEچون ميدان مؤلفه مماسي ندارد بنابراين E1 1
 

Pتدا بردارباشد. پس ابمي 


  آوريم:را به دست مي sbو سپس 
s r

d z sb z s
r

ˆ ˆP ( )E ( ) a , P.( a )
  

            
 

1
2 2 

  
  

 

 هايسه محيط با گذردهي  :11مثال  1 و 2  2 و  2 Vمطابق شكل زير به پتانسيل 2 (v) اند. ميدانمتصل 3
E2 و

E3  به ترتيب
  كدام است؟

1 (V V
,

m m
1 2  2 (V V

,
m m

1 1  

3 (V V
,

m m
2 1  4 (V V

,
m m

2 2  

 :طبق نكته بيان شده»  2«گزينه   پاسخV V
E E E

m m
   1 2 3

3 13
  

  ) صحيح است.2پس گزينه ( 
  

 كره  :12مثالR  )رساناي كامل است. در نقطه 3 , , )1 2 ميدان به صورت 2
x x y z zˆ ˆ ˆE E a a E a  2هاي. مجهولxE وzE .را پيدا كنيد  

1 (z xE ,E  2   2 (z xE ,E 2 1  3 (z xE ,E   2 1  4 (z xE ,E  2 1  

 :سانا ميدان به فرمروي سطح كره ر»  4«گزينه   پاسخrˆE a






)است. پس بايد در نقطه  , , )1 2 2 ،râ .را به دست آوريم  

x y z
r r x y z x y z

ˆ ˆ ˆa a aR
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa a a a a E [ a a a ]

| R |

  
         



2 2 1 2 2 1 2 2
3 3 3 3 3 3 3

   

xاز طرفي ميدان داده شده در صورت مسأله x y z zˆ ˆ ˆE E a a E a  2 :است. پس  

x z( ) E ( ) ( ) , E ( ) ( )
   

            
   

2 1 1 2 22 3 3 1 3 23 3 3 3 3   
  

  

 در مثال بالا نيرويي كه دو بار  :13مثالq1 وq2 كنند، كدام است؟به هم وارد مي  

1 (q q

R
1 2

24 
q) 3  ) صفر2   q

R



1 2

24 
  4 (q q

(R R ) 
1 2

2
1 24 

  

   :طبق نكته بالا ميدان خارج حفره به داخل حفره اثري ندارد، پس جواب صفر است.»  2«گزينه پاسخ  

V 3 1 2 3 d 3
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 فضاي بيرون يك حفره كروي به شعاع   :14مثالR  به طور يكنواخت در راستايx .قطبيده شده است. ميدان مركز حفره را پيدا كنيد  

1 (x
P

â
6





   2( y

P
â

3





  3 (x

P
â

3





  4 (y

P
â

6





  

 :از آنجا كه به طور بكنواخت قطبيده شده پس»  3«گزينه   پاسخ.P

  و  :بار مقيد سطحي روي سطح داخلي حفره  

b r x rˆ ˆ ˆP.( a ) P a .( a ) P sin cos 


           

rˆRحال: Ra

    bds

E R
.| R |




 4 34
   

r x y z
P sin cos P

ˆ ˆ ˆ ˆE .R sin d d ( Ra ) E sin cos [sin cos a sin sin a cos a ]
R

 
  

                        
  

2 2 2
3 44

   

x
x

ˆP a P
ˆsin cos d d a

  
      

  
2 3 2

4 3
 

  
   

 

 صفحه رسانا واقع دردو نيم  :15مثال  و
  باشند. ناحيهمي  Vهاي صفر واي به ترتيب داراي پتانسيلدر دستگاه مختصات استوانه 2 

   3  

و ناحيه 1الكتريكرا عايق كاملي با ضريب دي 
  3   فرا گرفته است. (شكل زير) به فرض اينكه تابع پتانسيل  2كتريكالرا عايق ديگري با ضريب دي 2

ها در مرزباشد چگالي بارهاي سطحي مقيد حاصل از دو قطبي شدن عايق فقط تابع
  ˆrبرابر است با: (در مختصات قطبي 3 ˆa a

r r 
 

  
 

 1
  (   

1(sb
V ( )

( )r
   

 
  

2 1
2 1

 2(sb
V ( )

( )r
    

 
   

2 1
1 22  

 

3

 1 

 

2 V V

 
3(sb

V ( )

( )r
    

 
   

2 1
1 2

  4(sb
V ( )

( )r
    

 
   

2 1
1 2

6
2  

 :4«گزينه  پاسخ«    
هرگاه  روش اول:  1 اند) همچنين چگـالي  نادرست 2و 1مقيد روي سطح مشترك دو عايق صفر خواهد بود. (گزينه  در اين صورت مقدار بار سطحي 2

)را فلز در نظر بگيريم  1الكتريكبار سطحي مقيد در حالتي كه كل ناحيه با ضريب دي ) 1 ]اي با بار خازن صفحه
  با چگالي بار سطحي  ]6

بار خازن صفحه با [=را فلز در نظر بگيريم  2الكتريك مقيد در حالتي كه كل ناحيه با ضريب دي
  يكسان نخواهد بود. زيرا ظرفيت خازني ناحيـه   ]3

  وجود دارد. 4باشد. اين ويژگي فقط در گزينه مي 1يت خازني ناحيه دو برابر ظرف 2الكتريك دي
  دهيم.باشد كه در چند فصل بعد آن را توضيح ميحل اين تست با استفاده از معادله لاپلاس مي روش دوم:

Vبا توجه به معادله لاپلاس


 2 ودن پتانسيل بهو همچنين فقط وابسته ب :داريم  
پتانسيل در ناحيه يك 
 پتانسيل در ناحيه دو

V A BV

V A B

 
      

2 1 1 1
2 2 2 2

  

A
V ( ) B , V ( ) V A B B V

 
          21 1 2 2 2 22 2 2     

Eبا استفاده از رابطه V
 
  آوريم:ميدان الكتريكي را دو ناحيه به دست مي  

V A V A
ˆ ˆ ˆ ˆE a E a ; E a E a

r r r r   
 

         
 

1 1 2 2
1 1 2 2

1 1     

وجه به شرايط مرزي دربا ت
  Dهاي عموديچونكه بار آزاد وجود ندارد مؤلفه 3

 :بايد مساوي باشند  

n n

n

n

D D
A A

D E A A
r r

D E

 
 

       
  

1 2
1 2 1

1 1 1 1 2 2 1
2

2 2 2




  

هاي بالا و شرط پيوسته بودن پتانسيل دربا استفاده از شرط
    داريم: 3
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V ( ) V ( ) A A B V
A

A A
V

A
A

B V

   
                     

         


1 2 1 2 2 2
1

2 11
2 1

12 2
2 12

2

63 3 3 3
2

6
2

2







  

sb  آوريم:حال چگالي بار سطحي مقيد را به دست مي r
V

ˆ( )E .a ( )
r


         

   1
2

1 1 1
2 1

61 2


 
  

sb r
V

ˆ( )E .( a ) ( )
r


          

   
1

2 2 2 2
2 1

61 2


 
  

مقدار كل بار مقيد روي مرز
  sb  برابر است با: 3 sb

V

r

  
   

   
2 1

1 2
1 2

6
2

   

  
 تواند بدون اصطكاك حول محورش دوران كند، همانند شكل در ميدان الكتريكي يكنواختيك دو قطبي الكتريكي كه مي  :16مثال


E   قرار گرفتـه

بوده و زاوية اوليه دو قطبي با خطوط mاست. اگر جرم كل دو قطبي

E كند؟ بسيار كوچك باشد، دو قطبي با كدام فركانس حول محورش نوسان مي  

  )80(برق ـ سراسري   ها برحسب هرتز هستند.)(جواب

1(q | E |

ma



2  

2(q | E |

ma



  

3(q | E |

ma



1  

4(q | E |

ma



2  

 +q 

-q 

a 

جرم ميله صفر است 

E 

 :قطبي انرژي يك دو  »3« گزينه  پاسخP


Eدر ميدان الكتريكي خارجي 


U :برابر است با  P.E 
 

  (P qa)   

aveU      آيد:از رابطه مقابل به دست ميمتوسط اين انرژي در هر نوسان  qaE 
1
2  

U                آيد:از رابطه مقابل به دست مي  fو فركانس A از طرفي انرژي يك نوسانگر با دامنه نوسان mA . f 2 2 21 42  

a   :خواهيم داشت بنابراين
qaE m( ) . f 

2 2 21 1 42 2 2  

qE
f

ma



1  
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 آزمون فصل چهارم  

  
 1دو قطبي الكتريكي ـˆP P z اي بـه مركـز مبـدأ و بـه     در مبدأ مختصات واقع است. انرژي الكترواستاتيكي موجود در فضاي بيرون از كره

  كدام است؟  Rشعاع 

1(P

R

2
332 

  2(P

R

2
316 

  3(P

R

2
312 

  4(P

R

2
364 

  

 2يك پوسته كروي به شعاع داخلي  ـa  و شعاع خارجيb از عايقي با ضريب گذردهي الكتريكي  اي ساخته شده است. بار نقطـهQ    در مركـز ايـن
   در پوسته كدام است؟ شده پوسته قرار دارد. انرژي ذخيره

1(Q
( )
a b




2 1 1
4  2(Q

( )
a b




2 1 1
8  

 

a 

b 

Q 

 
3(Q

( )
a b




2 1 1
16  4(Q

( )
a b




2 1 1
12  

 3بار  ـQ بر روي يك هادي كروي به شعاعR1 قرار دارد. اطراف اين هادي را تا شعاعR2 پوشانيم. اگر گـذردهي الكتريكـي عـايق   با عايقي مي 
  باشد، چقدر انرژي صرف پوشاندن كره هادي شده است؟

1(Q
( )( )

R R
 

  

2

1 2

1 1 1 1
4 

  2(Q
( )( )

R R
 

  

2

1 2

1 1 1 1
8 

  

3(Q
( )

( ) R R


   

2

1 2

1 1
4 

  4(Q
( )

( ) R R


   

2

1 2

1 1
8 

 

 4بار  ـQ  به طور يكنواخت روي يك كره هادي به شعاعR كننـد؟  بر يكديگر وارد مـي  ييتوزيع شده است. نيمكره بالايي و نيمكره پاييني چه نيرو
  (كره در فضاي آزاد قرار دارد)

1(Q

R

2
216 

  2(Q

R

2
28 

  3(Q

R

2
232 

  4(Q

R

2
212

  

 5ها از يكديگر برابر دو قطبي الكتريكي يكسان مطابق شكل قرار دارند. فاصله مراكز دو قطبيدو  ـr ها با هم زاويهبوده و راستاي بردار دو قطبي
4 

   كنند كدام است؟ها بر هم وارد ميسازند. نيرويي كه اين دو قطبيمي

1(P ˆˆ( r )
r

 


2
4

3 2 3 2
2 42

  2(P ˆˆ( r )
r

 


2
4

22 22 
  

 


4 

P


P


zâ


4 

 
3(P ˆˆ( r )

r
 



2
4

3 2 2
2 22 

  4(P ˆˆ( r )
r

 


2
4

22 22 
  

 6الكتريك خطي و همگن با ضريب نفوذپذيري الكتريكيدر يك دي ـ r    جمي آزاد و مقيد را به ترتيب باچنانچه چگالي بارهاي ح
f

 و
b

  نشان
  باشد؟دهيم، كدام رابطه صحيح مي

1(f

f b
r


 

 
  2(f

f b
r


 

 
  3(f b

f
r

 
 


  4(f b

f
r

 
 


  

 7صفحه ـy x z  2 2 rهاي نسبيمرز بين دو ناحيه با گذردهي 5 / 1 4 rو 5 2 بـه   1قـرار دارد. اگـر ميـدان ناحيـه      1است. مبدأ در ناحيه  3
ˆصورت ˆ ˆE x y z   1 4 2   ؟كدام است 2ميدان در ناحيه  ،باشد 6

1(ˆ ˆ ˆE x y z  2 6 8  2(ˆ ˆ ˆE x y z   2 6 8  3(ˆ ˆ ˆE x y z   2 6 8  4 (ˆ ˆ ˆE x y z   2 6 3 6  
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 8اي بار نقطه ـq  به فاصلهd از مرز عايقي با گذردهي الكتريكي نسبيr قرار دارد. كل بار القا شده روي سطح مرزي عايق كدام است؟  

1(r

r
q



 1  2(r

r
q

 

 

1
1  3(r

r
q



 1  4(r

r
q

 

 

1
1  

 9اي با ضريب گذردهي نسبيماده ـ
z

( )
d


 

 2
4

1
در فضاي  z d  قرار دارد. ميدان الكتريكي


ˆE E z   كنـيم. چگـالي   را به اين ماده اعمـال مـي

zبارهاي سطحي مقيد روي سطوح  وz d به ترتيب كدامند؟  
1( وE  3  2(E  3 و  3( وE   4(E  و  

 10الكتريك بزرگ به ضريب نفوذپذيري الكتريكيدر داخل يك قطعه دي ـ r   اي كروي به شعاع ، حفرهa    ـ  ر شـدت ميـدان   ايجـاد شـده اسـت. اگ
الكتريك يكنواخت و به صورتالكتريكي در داخل قطعه دي


ˆE E z باشد؟باشد، شدت ميدان الكتريكي در داخل حفره كدام گزينه مي  

1(r

r
ˆE z


 
2

1   2(r

r
ˆE z


 
3

2 1    

E 

ˆE E z 


 r   

 
3(r

r
ˆE z


 
3

2   4(
r

ˆE z
 

3
2   

 11كره هادي به شعاع  ـR  هاي الكتريكيدر مركز دو ناحيه با گذردهي1 و2 گذرد. اگر بار قرار دارد، به نحوي كه مرز دو ناحيه از مركز كره ميq  روي كره
   كدام است؟ 1شده در ناحيه  ءگالي بارهاي سطحي القاقرار داشته باشد چ

1(( )

R ( )

  


   
2
2

1 22
  2(( )

R ( )

  


   
1
2

1 22
  

 
E2 

E1 

q 
 2ناحيه 
 1ناحيه 

 3(( )

R ( )

   

   
1

2
1 24
  4(( )

R ( )

  


   
2
2

1 24
  

 12شود؟اي است كه باعث ايجاد چگالي بار مقيد حجمي درون عايق ميام گزينه ميدان به گونهاي عايق ميدان الكتريكي برقرار است. در كددرون ماده ـ  

1 (rE
r sin


2

1  2 (E
r sin

 
2

1  3 (rE
r

 2
1  4 (E

r
  2

1  

 13گشتاورهاي يكسان در مبدأ مختصات قرار دارنـد. ميـدان الكتريكـي در كـدام جهـت داراي       مطابق شكل دو دوقطبي الكتريكي عمود بر هم با ـ
  بيشترين مقدار است؟

1 (
  6  2 (

  4  

3 (
  3  4 (

  2  

 14بار سطحي با چگالي ـ  روي سطح يك سهمي فلزي به معادلهy x )قرار دارد. ميدان الكتريكي در نقطه  2 , , )1 1   به كدام صورت است؟ 2

1 (ˆ ˆE ( x y)


 
 


1 2
5

  2 (ˆ ˆE ( x y)


 


1 2
5 


  3 (ˆ ˆE (x y)


 


1 2
5 


  4 (ˆ ˆE ( x y)


  


1 2
5 


  

 15اي به ارتفاعمحور استوانه ـh و شعاع قاعدهa با محورz زاويه سازد. درون اين استوانه بردار قطبي شدگي به صـورت ميzˆP P a 
   وجـود

  دارد. كل بار حجمي مقيد درون استوانه برابر است با:
1 (bQ ahP sin    2 (bQ ahP sin    3 (bQ ahP sin  2   4 (bQ ahP sin   2   

 
 

 

zâ

yâ
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  پنجم فصل
  »هاخازن«

  
 الكتريك مجهول قرار گرفته است و خازن از خود ظرفيت هاي يك خازن موازي ـ صفحه يك دين صفحهبي  :1مثالC الكتريك را دهد. ديرا نشان مي

)الكتريكگيريم. در اين حالت ظرفيت نصف شده است، ثابت ديكنيم و ظرفيت آن را اندازه مياز بين صفحات خازن خارج مي ) ؟قدر بوده استچ  

1 (1
2  2 (2  3 (

2
  4 (2   

 :الكتريك برابرتوجه داشته باشيد كه ظرفيت خازن در حالت بدون دي  »4«گزينه  پاسخC C
1
2 باشد. بنابراين:مي  

  

C C

C C

C

C

  

  


  

21
2 2




 

    

 

 ايخازن استوانه دو  :2مثالC1 وC2 هاي داخلي به شعاعa  خارجيهاي شعاعوb1 وb2 و طولL در صورت برابر بودن بار الكتريكي . اندضمفرو

qشده در خازن از رابطه؟ (انرژي ذخيرهباشد C1نصف خازن C2خازنانرژي ذخيره شده در  چقدر بايد تا b2ذخيره شده در دو خازن،
W

C


21
2 

    آيد.)دست ميبه

1(ab1  2 (ab12  3(a

b

2

1
  4(b

a  1
2  

 :ي انرژي و صورت سؤال خواهيم داشت:توجه به رابطهبا »  1«گزينه  پاسخ  

  
b

lnq q aW W W r ab
bC C ln
a

      
12 2

1 2 1 121 2

1 1 22 2 2
        ;       L

C
b

ln
a




2  

 

 الكتريكالكتريك با ثابت ديدي 3هاي يك خازن مسطح مطابق شكل زير بين صفحه  :3مثال, ,  3 2 ايم. ظرفيت خازن در اين حالت قرار داده 1
الكتريكالكتريكي با ثابت ديخازن ديهاي نسبت به حالتي كه بين صفحه    1 2   باشد؟قرار گرفته است چقدر مي 3

1( b b b   
    

1 1 2 2 3 3
1 2 3

  2( 
b b b

   
 

1 2 3
1 2 3

   

1 2 3

1b 2b 3b

d

a

 
3( b b b

b b b

  
 

1 1 2 2 3 3
1 2 3

  4( b b b

( )(b b b )

   
     

1 1 2 2 3 3
1 2 3 1 2 3

  

 آيد:در حالت اول سه خازن موازي داريم كه ظرفيت معادل از جمع ظرفيت اين سه خازن به دست مي  »4«گزينه  خ:پاس  
ab ab ab a

C C C C C ( b b b )
d d d d

               1 1 2 2 3 3
1 1 2 3 1 1 1 2 2 3 3  

الكتريكالكتريكي با ثابت ديها خارج كنيم و ديها را از بين صفحهالكتريكحال اگر دي    1 2   خازن برابر است با:قرار دهيم، ظرفيت  3
( )a (b b b )

C
d

       1 2 3 1 2 3
2  

C  پس نسبت ظرفيت خازن در هر دو حالت برابر است با: b b b

C ( )(b b b )

     


      
1 1 1 2 2 3 3
2 1 2 3 1 2 3

  

 پنجمهاي تأليفي فصل تتس
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 ظرفيت خازن زير كدام است؟ (  :4مثالA  سطح مقطع صفحات وd (فاصله بين صفحات است  

1 (A

d

  
    

3 1 2
1 2 3

   2 (( )A

d

   
    
3 1 2
3 1 2

2
2  

3 (( )A
( )

d

   
    

3 1 2
3 1 2

4  4 (A

d

    
  

3 1 2
1 2 3

  

 :مرز مشترك دو محيط»  2«گزينه   پاسخ1  و2  پس دو  ،عمود بر صفحات خازن است
سري هستند. زيرا مرز مشتركشان   C3اند و معادل اين دو خازن با خازنبا هم موازي  C2و  C1خازن

   نويسيم:موازي صفحات خازن است. پس معادل شكل مقابل را در زير مي
  

TC (C C ) || C 1 2 3   
A A

A A A A
C , C , C

d d dd d d

    
     

1 21 2 3 31 2 3
22 2

2 2 2

   

T

A A( ) ( )AA d dC ( ) ||
Ad d [ ]
d

       
     

        

2
3 1 2 3 1 2231 2

3 1 23 1 2

2 2
2

22
  

 

 مساحتاي داراي صفحاتي است به يك خازن صفحه :5مثالcm21  كه به فاصله mm1 الكتريك اند. بين دو صفحه، دياز يكديگر قرار گرفته
rغيرهمگني با تغييرات خطي   rتا  1       قرار گرفته است. ظرفيت اين خازن كدام است؟  21

1( / 5 42  2 (/ 6 57  3 (/ 7 81  4 (/ 8 63  

 :هاي خازن و خازن عمود بر محور تغييرات در جهت عمود بر صفحهكنيم كه فرض مي  »2«گزينه  پاسخx.ها باشد  
  باشد:به صورت زير مي rبا توجه به مقادير داده شده رابطه خطي

r x  2 1    

  هاي سري كه در متن درس معرفي كرديم داريم:حال با استفاده رابطه انتگرالي خازن
/ /dx

ln ( x )
C /( x )ds

ln
C /

C

   
  

   


 
1 11 1 1 2 11 22 1

1 21 6 572

   

 




  
  



  

 
 اي فلزي به شعاع كره :6مثالa در فضاي آزاد، هم مركز با مبدأ مختصات و داراي پتانسيلV است. انرژي پتانسيل الكتريكي كل سيستمW ؟ چقدر است

CV21ه در خازن از رابطهشد(انرژي ذخيره
  شود.)محاسبه مي 2

1(aV  22   2(a V

a

 



2 2

2
2

2
   3(aV  21

2   4(a V

a





2 2

2
2

2
    

 :فلزي منفرد برابر است با: طور كه در تذكر قبل گفتيم، ظرفيت الكتريكي كره همان  »1«گزينه  پاسخ  C a 4  

W  متصل است، بنابراين براي انرژي خازن خواهيم داشت:  Vبا توجه به اينكه كره رسانا به پتانسيل CV aV    2 21 22  

 

2C

1C

3C

1 2

3

abb

d

2
d

2

10mm

y

x



  
 

 

الكترومغناطيس  شناسي ارشدكار يكمدرسان شريف رتبه  56

 1سانتيمتر داراي ظرفيت 5يك كره مسي به شعاع  :7مثالC الكتريك يكنواخت به ضخامت اي از ديباشد. اگر لايهميd  بر روي كره مسي كشيده
الكتريك) و ظرفيت بين دو كره هم مركز به (دي 3r( شود. 12Cخازن مجموعه جديد برابر با ظرفيت را طوري تعيين كنيد كه d ،باشد شده

را برابر با   bو aهاي عشعا
ba

C 11
4



 در نظر بگيريد(.  

1(cm5 2(cm1 3(cm2  4 (cm15      
  : توان نوشت:با توجه به ظرفيت خازن كروي مي»  4«گزينه پاسخ     C a 1 4  (كره منزوي)  

rالكتريكالكتريك معادل دو خازن سري شده يكي با ضريب ديي ديظرفيت سيستم پس از كشيدن لايه  R(از 3 a تاR a d  و يكي با (
Rالكتريك هوا (ازدي a d   نهايت)تا بي  

r r

da a d ( . )
C (a d) a d a(a d)  


   

       2

1 1
1 1 1 1 1

4 4 4   

r r

r r

d (a d) (a d) d
( ) C C C a a d a a.

d dC (a d) a a
a a





  
           

    
 

2 2 1
2

1 1 41 2 2 2 24 1 1
   

r r

r

d a
a d a d( ) a a a d , a          

  


2 22 1 2 521
   

r d cm       


5 53 3 5 152 11 3 3

   

 

 1و 4 داخلي و خارجي هاييك خازن كروي به شعاع :8مثال الكتريك مفروض است. ضخامت عايقي كه با ثابت دي هوامتر با عايق تيسان
rنسبي      متر است؟بايد روي سطح رساناي داخلي قرار دهيم تا ظرفيت خازني سه برابر شود، چند سانتي 5

1(2 2(5/2 3(3 4 (4  

  :است با در حالت اول ظرفيت خازن كروي برابر  »4«گزينه پاسخ:   ( )
C a b

 
1

1 1 1 1
4   

)  توان به منزله دو خازن سري با هم در نظر گرفت:مجموعه را مي ،در حالت دوم ) ( )
C a d d b

   
 2

1 1 1 1 1 1 1
4 4 

  

d a cm   Cضخامت عايق  4 C d cm   2 13 8  
  

 پذيري الكتريكيالكتريك به شكل زير و ضريب نفوذدي ظرفيت خازني با :9مثال  اي از يك مخروط با زاوية فضائي قطعه چقدر است؟ خازن شامل
    ) .ها صرفنظر شود(از  اثر  لبهاست. با سطح مقطع به شكل روبرو  r2و  1rهاياستراديان و  محدود بين قسمتي از دو كره به شعاع سأر

1(r r

r r  
1 2

1 2

1


  2 (r r

r r

1 2

1 2
  r1 

r2 

0 

 

3 (r r

r r


 

1 2
1 2

1


  4 (r r

r r
 


1 2
1 2

 

 : تواند صحيح باشد.مي 2الكتريك نسبت مستقيم دارد، فقط گزينه ظرفيت با ضريب ديبا توجه به اينكه روش اول (رد گزينه): »  2«گزينه پاسخ  

  كنيم:از رابطه محاسبه مستقيم خازن استفاده ميروش دوم:   
r

r

dr dr

C r sin d d r sin d d
 

        
 

1

22 2
1  

sinاز طرفي d d    كه در اين جا برابر استهمان زاويه فضائي بنابراين خواهيم داشت: باشد.مي  

r

r

r rdr
C

C r r r rr


 

  
        


1

2
1 2

2 2 1 1 2

1 1 1 1 1
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 الكتريك كه داراي تغييراتنهايت مطابق شكل بوسيله يك ديدو صفحه هادي موازي بي :10مثال(x)
x

d


 


2
21

3

 اندباشد، از هم جدا شدهمي. 

   كدام است؟ظرفيت سيستم براي واحد سطح 
1(F

C
d m


 2

9
4
  2(F

C ( )
d x m

d




2 2
2

1

1
3

   

d  (x) 

x 

 

3(F
C

d m
 2

9
8  4(F

C ( )
d x m

d




2 2
2

2 1

1
3

  

  :در فرمول ساختاري دانيدطور كه ميهمان»  3«گزينه پاسخdx

C ds


 
از متغير با انتگرال معين سروكار داريم، بنابراين ظرفيت نهائي مستقل  1

  اند.نادرست 4و  2 هايگزينه پس .خواهد بود xگيري انتگرال
d ddx dx

C C(x)dydz

x ds

d

 


  
   
 
 

 
 

 
2

2

1 1

1
3

   

بنابراين از ما خواسته شده،ظرفيت در واحد سطح  از آنجايي كه  1ds باشد. در نتيجه خواهيم داشت:مي  

  
d

x d F
x , C

C dd m

  
    
   

3
2 2

1 1 8 9
9 89



 

  

  
 در نظر  بگيريد كه سطح هر جوشن آنرا يك خازن مسطح  :11مثالS بوده و در ناحيهdz  ها غير يكنواخت بوده قرار دارد. عايق بين جوشن

(و ضريب نفوذپذيري الكتريكي آن توسط رابطه 
d

z
(  1 خازن  را به يك باطري با ولتاژ هاي اينشود. جوشنبيان ميV كنيم. قدر وصل مي

  مطلق بار جمع شده روي صفحات خازن چقدر است؟    
1 (V S

d

   2 (V S

d

2    3 (V S

dln


2 2
   4 (V S

dln


2

   

 :هاي خازن ابتدا بايد ظرفيت خازن را پيدا كنيم؛ سپس با استفاده از رابطهبراي به دست آوردن بار روي صفحه»  4«گزينه  پاسخQ CV  مقدار
ازن از رابطه باشد بنابراين براي به دست آوردن ظرفيت خهاي خازن ميالكتريك در جهت عمود بر صفحهآن را به دست آوريم. چون تغييرات ضريب دي

  كنيم.هاي سري استفاده ميانتگرالي معرفي شده در قسمت خازن

  
d dz dln S

C
zC S dln( )S
d


   

 


1 2
21





  

  ها برابر است با:باشد مقدار بار روي صفحهمي Vبا توجه به اين كه ولتاژ دو سر خازن برابر

  SV
Q CV Q

dln
 




   2  
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 هاي هم محور فلزي به شعاعبين دو استوانه  فضاي :12مثالa  وb  و طولL اندازه به18 1از ماده با ضريب نفوذ الكتريكي  2باو بقيه  پر شده
   است. ظرفيت برابر است با:

1( L( )
C

b
ln( )

a

   
 1 2  2 (

b
ln

aC L 
  1 2

 
 

2 
1 a 

b 

3 (L( )
C

b a

   



1 2  4 (L( )

C
b a

   



1 2

2 2  

  :ظرفيت به فرم  ،الكتريك آن همگن باشداي كه ضريب ديدر خازن استوانهتوجه داشته باشيد كه روش اول (رد گزينه):  » 1«گزينه پاسخ
 2گزينه  دهدكه اين نشان مي الكتريك نسبت مستقيم داردظرفيت با ضريب دي دانيم كهمي همچنين .اندنادرست 4و  3 هايگزينه است. پسلگاريتمي 

  است. نادرست هم
  كنند بنابراين ظرفيت معادل برابر است با:با توجه به اين كه دو نيم استوانه همانند دو خازن موازي عمل ميروش دوم: 

L L L( )
C , C C C C

b b b
ln ln ln( )

a a a

       
     1 2 1 21 2 1 2  

 

 اي بسيار بلند با چگالي بارهايدو هادي رساناي استوانه  :31مثال و  در فاصله بسيار دور از هم قرار دارند. اگر فاصله بين دو استوانه را دو
  يكي پر كنيم تا ظرفيت خازني تغيير نكند؟الكتربرابر كنيم، فضاي موجود را با چه دي

1 (r  2  2 (r  2  3 (r 
1
  ) اطلاعات مسأله كافي نيست.4  2

 :هاي اي بلند با شعاعظرفيت خازني دو هادي استوانه»  4«گزينه  پاسخa  وb  و فاصله زيادd رابر است با:از هم ب  C
d

ln( )
ab


  

  موردنظر، بايد معادله زير را حل كنيم: rبراي به دست آوردن

r
r r

d
ln( ) ln( )

d d abln( ) ln( ) ln( )
d d dab abln( ) ln( ) ln( )
ab ab ab


  

     
2

22
   

  ره نشده است.ها اشارا داشته باشيم كه در مسأله به آن dو  a ،bبايد مقادير  rبراي به دست آوردن
 

 كنند نصف اند، چند برابر شود تا نيروي الكتريكي كه بر همديگر وارد ميفاصله بين دو استوانه فلزي  بلند كه به موازات يكديگر قرار گرفته  :14مثال
  است.) وها شود؟ (چگالي بار روي استوانه

1 (4  2 (2  3 (2  4 (2 2  
 :ها،كنيم شعاع استوانهطبق شكل فرض مي»  2«گزينه   پاسخa1 وa2  و فاصله بين

Cظرفيت واحد طول اين خازن از رابطه باشد. xهاآن
x

ln
a a




1 2

 آيد.به دست مي  

  آيد:گيري از انرژي سيستم (خازن) به دست ميها به كمك مشتقنيروي وارد بر واحد طول استوانه
x W

W ln | F | | | ( )
C x xa a

   
    

  

2 2 2

1 2

1 1 1 1
2 2 2 

  

  ها دو برابر شود.فاصله آنبنابراين براي آن كه نيروي الكتريكي بين دو استوانه نصف شود، بايد 



2a

x





1a
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 35تا 25خازن متغيري با عايق هوا، به طور خطي از  :15مثال  پيكوفاراد، به ازاي چرخش با زاوية  18از صفر تا كند. چنانچه اختلاف مي درجه تغيير
Vنپتانسيل دو سر خاز (V) 4  باشد، گشتاور نيروي اعمالي به هر يك از صفحات خازن در              درجه چقدر است؟ 9

1(T / (N.m)   68 28 1   2(T / (N.m)   69 26 1  3(T / (N.m)   61 26 1  4(T / (N.m)   62 48 1  
 :ابتدا با توجه به مقادير داده شده رابطه خطي بين   »1«گزينه  پاسخC و آوريم:را به دست مي  

  C      


 12 12325 1 25 1        
pF

pF

C
C A B

C

     
   

25
35




  

Wآوريم، سپس با استفاده از رابطهابتدا انرژي ذخيره شده در خازن را به دست مي


  يابيم:گشتاور را مي 

edW
T / (N.m)

d
     

 
6 626 1 8 28 1          eW CV 21

2  
 

 يك خازن متغير داراي ظرفيت ماكزيمم :16مثال pF1 نيممو ظرفيت ميPF1 كه ظرفيت خازن ماكزيمم است آن را تا  لتيدر حا .باشدمي
پتانسيل 3 رسانيم، كار مكانيكي لازم براي اين تغيير چقدر است؟كنيم، سپس ظرفيت خازن را به حداقل ميولت شارژ مي     
1( /4 5 4/) 2  ميلي ژول 4/) 3  ژولميلي 5 5 4/) 4  ميكروژول   ميكروژول 5
  : ها براي به دست آوردن كار مكانيكي لازم بايد انرژي ذخيره شده در خازن را براي هر دو حالت محاسبه كنيم و سپس تفاضل آن  »3«گزينه پاسخ

  را به دست آوريم. 
Q  كنيم.ا محاسبه ميابتدا بار خازن در حالت اوليه ر C V            12 8

1 1 1 1 1 3 3 1  

Q  انرژي خازن برابر است با:
W W /

C
   

2
61

1 1
1

4 5 12  

Q           :توان نوشتميبار روي صفحات خازن تغيير نكرده است از آنجايي كه 
W

C
  

2
62

2
2

45 12     Q Q    8
2 1 3 1  

W W W / / J      6
2 1 4 5 1 4 5    
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 آزمون فصل پنجم  

  
 1هـاي آن در اي كه مطابق شكل يكي از جوشـن براي عايق بين دو جوشن خازن صفحه ـx   و ديگـري درx  ضـريب نفوذپـذيري بـه    قـرار دارد،   1

(x)صورت
k( x )

 
 2

1
1 3

  شود) ها صرفنظركند. مقدار ظرفيت خازن چقدر است؟ (از اثر لبهميتغيير  

1(A
C

K
  2(A

C
K

 2  
x 1 

x   

 Aمساحت سطح جوشن خازن =  

 
3(K

C
A


2  4(K

C
A


4  

 2صفحات يك خازن مسطح در ـZ   وZ d     قرار دارد. ضريب نفوذپذيري الكتريكي عايق بـين صـفحات تـابعz   و بـه صـورت

z

d


 


2
2

4

1
 

  ؟باشد. ظرفيت خازن بر واحد سطح كدام استمي

1(
d

3   2(
d


3
  3(

d

3
4
  4(

d

4   

 3هـاي  فضاي بين دو اسـتوانه فلـزي بـا شـعاع     ـa  وc    متـر بـه طـور يكسـان مطـابق شـكل از دو نـوع عـايق پـر شـده اسـت.             1و بـا طـول  
  ر است با:دست آمده اين مجموعه برابباشند. از اثرات لبه صرفنظر كنيد. ظرفيت خازن بهدو استوانه هم محور مي        

1(( )
c

ln
a

   

 

1 2

1 2
  2(( )

c
ln

a

   1 2   

1 

2 
a 

c 

 
3(

c
( )ln

a

 

  

1 2

1 2
  4(

c a
ln ln

a c

 

  

1 2

1 2

2  

 4دو صفحه رساناي موازي را كه ابعاد آنها در مقايسه با فاصله آنها  ـ(d) الكتريك به ضخامتدي گيريم. يك تيغهخيلي بزرگ است در نظر ميd

را  2

الكتريكدهيم. گذردهي ديبين آنها قرار مي r    هاو اختلاف پتانسيل بين صفحهV الكتريك،است. شدت ميدان الكتريكي درون ديd(E كدام  (
   گزينه است؟

1(
r

V

d
  2(

r

V

( )d 1
   

0 

d 

0 r 

V0 

 

3(
r

V

( )d 
2

1
  4(

r

V

( )d 
2

1
  

 5ـ  ـ  ب نفوذپـذيري الكتريكـي  يضـرا  ادر يك خازن مسطح فضاي بين دو صفحه از دو مـاده ب  1 و  2 و هـدايت  مخصـوص   4 1 2 
و 2 بردارهاي  شود. بعد از مدت طولاني اندازهولت متصل مي 1پر شده است. خازن به يك باتري 3


D1 و


D2 :برابر است با  

1(,
d d

 4    2(,
d d

 3 2    

10 V 

1 = 2 

d 3 = 3 

1 = 0 

2 = 40 

 
3(,

d d

 16 16   4(,
d d

 12 2   
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 6اي مسي به شعاعكره ـr cm داراي ظرفيتC1 الكتريك يكنواختي به ضخامتباشد. لايه ديميcm15 وr  ايـم بـه   بر روي كره قرار داده 3
  ؟چقدر است (r)افزايش يابد. شعاع كره مسي  C12كه ظرفيت جديد به طوري

1 (cm4  2 (cm5  3 (cm6  4 (cm7  

 7ظرفيت خازن مقابل كدام است؟ ـ  

1(AC
d


   2(A

C
d


8   

d
2 

d
2 2r 3  

3r 
1r

4  d 

 
3(A

C
d




3   4(A
C

d




4   

 8طور خطي از مقدار اي مقابل به الكتريك خازن صفحهضريب گذردهي الكتريك دي ـ  درz  تا مقدار2 درz d كند. ظرفيت تغيير مي
  اين خازن كدام است؟

1(A
C

d


   2(A

C ln
d
 2   

d 
z = d 

z = 0   = مساحت سطح جوشن خازنA 
 

3(A
C

dln
 2  4(A

C
d


 2

  

 9ها دهند. طول پوستههاي يك خازن را تشكيل مياي هادي هم محور جوشندو پوسته استوانه ـL    و شعاع اسـتوانه  داخلـيa    و شـعاع اسـتوانه

rاست. گذردهي نسبي عايق بين اين دو استوانه bخارجي  r
  

  است. ظرفيت خازن حاصل كدام است؟ 42

1 (L
b

b a ln
a




 


4
22 2

  2 (L
b

b a ln
a




 


2
22 2

  3 (L
b

ln
a





4
2
2

  4 (L
b

ln
a





2
2
2

  

 10مطابق شكل، يك مخروط فلزي با زاويه رأس ـركـز يـك صـفحه    ، در م
چقدر باشد تا ظرفيـت خـازن ايجـاد     قرار دارد. زاويه Rدايروي فلزي به شعاع

Cشده برابر  R 2  شود؟  

1 (tg (e)1  2 (tg ( )
e

1 12  

3 (sin (e)12  4 (sin ( )
e

1 1  

 11الكتريك نسبير يك پيستون از جنس عايق با ضريب دي در انتهاي باز يك كابل هم محو ـr داده شده است. اگر اخـتلاف   مطابق شكل زير قرار
       وي كلي وارد بر پيستون عايق چقدر است؟باشد نير Vپتانسيل بين دو هادي 

1 (V ( )
F

b
ln

a

    


2
  

2 (
r

b
V ln

aF





2
   2 b 

2 a 



V

 
3 (rV

F
b

ln
a

 


22   4 (rV
F

b
ln

a

 


2
  

 12كابل هم محوري منطبق بر محور  ـx  لي داخمفروض است. شعاع هاديa  و شعاع هادي خارجيb مـاده عـايق    بـين دو رسـانا از  باشد. فضـاي  مي
x|e|الكتريكناهمگني با ضريب دي   نهايت را محاسبه كنيد.بي  پر شده است. ظرفيت خازني چنين كابلي با طول    

  

1(
b

ln( )
a

4   

  

2(
b

ln( )
a

2   3(b
ln

a
4  4(b

ln
a

2  

R
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 13دو خازن يكسان با هم موازي شده و به يك باطري با ولتاژ ـv مانند و ها همچنان موازي باقي مياند. سپس باطري جدا شده ولي خازنوصل شده
    شود؟ها چقدر مياختلاف پتانسيل نهايي بين خازن. شودپر مي rك نسبيالكترياي با ضريب ديها با مادهيكي از خازن

1(
r

v
v 

 


1  2(
r

v
v 


  3(

r

v
v 

 
2
1  4(r

r

v
v

( )




  


1  

 14الكتريك نسبياي عايقي با ضريب ديتيغه ـr  سـت  ا مطابق شكل قـرار گرفتـه اسـت. مطلـوب     vاي با ولتاژ ثابتدر داخل خازن صفحه 4
bمحاسبه نيروي وارده بر اين تيغه اگر: cm 1،l cm 1،d cm vو 1 v 1  كه  ريه طوبl و خازن در جهت  طول تيغهz هـاي  بوده و از تقريب

    توان استفاده نمود.خازن با ابعاد بزرگ مي

1(N75 

2(N  1  
3(N 15  
4(N175  

V



 

 

b 

d ro 

y 

x 

 
 15اختلاف پتانسيل ـVرا بين دو رساناي موازي كه به فاصلهx ي كه هر صفحه بر صـفحه ديگـري وارد   يكنيم. نيرواز يكديگر قرار دارند اعمال مي
    كند برابر است با:مي

1(V A

x


2
  2 (V A

x


2
22  3 (V A

x


2
22

  4 (V A

x


2
24
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  ششم فصل
  »معادله پواسون و لاپلاس«

  
 گيريم كه در شرايط حدي معيني صادق باشند. در اين صورت:دو پاسخ از معادله لاپلاس در نظر مي  :1مثال  

  شود.پاسخ عمومي از تفاضل اين دو پاسخ حاصل مي) 2  از هم متمايز نيستند. هاپاسخ) 1

  هايي به دست آورد.توان چنين پاسخ) نمي4  ) تفاضل اين دو پاسخ مقداري است ثابت.3

 :درست است. 1با توجه به مطلب گفته شده بدون ترديد گزينه (»  1«گزينه   پاسخ (  

  

 اي كه سطحدر ناحيه بسته  :2مثالS معادله لاپلاس برقرار است. كدام گزينه درست است؟ ،آن را دربرگرفته است  
  ) حداقل در يك نقطه داخل ناحيه بسته پتانسيل ماكزيمم است.1
  تواند داخل آن محيط بسته مينيمم شود.) پتانسيل مي2
  شود، نه مينيمم.داخل ناحيه بسته پتانسيل نه ماكزيمم مييك از نقاط ) در هيچ3
  ) پتانسيل در تمام نقاط داخل ناحيه بسته ثابت است.4
 :ي لاپـلاس صـدق   ي لاپلاس را بلد باشيم. هر تـابعي كـه در معادلـه   هاي معادلهبراي حل اين سؤال بايد يكي ديگر از خواص پاسخ»  3«گزينه   پاسخ

گيري دارند. اين خاصيت به اين معنـي اسـت كـه پتانسـيل     توان نشان داد كه توابع هارمونيكي خاصيت متوسطكي نام دارد. به راحتي ميكند، تابع هارموني
اي به مركز همان نقطه و به شعاع دلخواه است به شـرطي كـه درون كـره بـار الكتريكـي      الكتريكي در هر نقطه از فضا برابر ميانگين پتانسيل روي سطح كره

  داشته باشيم. بيان رياضي اين موضوع به صورت زير است:ن

a(شعاع كره          :(         V Vds
a


 2
1

4 q¨o¶ ½o¨
   

x)توان از اين خاصيت، خاصيت ديگري از توابع هارمونيكي را كه در حل اين سؤال مطرح شده، نتيجه گرفت. اگر تابع اسكالرحال مي , y,z) اي از در ناحيه
ها روي تواند داخل اين ناحيه باشد و همه اكسترمماي از اين تابع نميي بيشينه يا كمينهگيري باشد، هيچ نقطهداراي خاصيت متوسط Sي فضا محدود به رويه

روي اين كره از  توان در نظر گرفت كه مقادير تابعي به مركز اين نقطه مياقرار دارند؛ چرا كه اگر مثلاً يك بيشينه در داخل ناحيه باشد، يعني كره Sمرز 
 اي بهروي هر كره گيري در تناقض است چرا كه ميانگين مقاديري بيشينه) و اين با خاصيت متوسطي بيشينه، كمتر است (خاصيت نقطهمقدارش در نقطه

  در آن نقطه كمتر باشد. در آن نقطه بايد برابر باشد و اگر نقطه بيشينه باشد، ميانگين مقادير روي كره بايد از مقدار مركز آن نقطه با مقدار
 

 53ناحيه  :3مثال  2اي شامل عايق غيرهمگن با ر بين دو هادي استوانهمت
1


r باشد. مي(a در ناحيه بين دو استوانه  آيا معادله لاپلاس

  دست آوريد.را بهولت باشد معادله پتانسيل  2ولت و پتانسيل هادي خارجي  1اگر پتانسيل هادي داخلي b)صادق است؟ 
V) معادله لاپلاس صادق است 1   2145 V) معادله لاپلاس صادق نيست 2 5 / ln  272 156 6  

V) معادله لاپلاس صادق نيست 3   2145 V) معادله لاپلاس صادق است 4  5 / ln  272 156 6  
 : بلكـه بايـد از شـكل     اسـتفاده كنـيم؛  معادله لاپـلاس   توانيم ازنيست، پس نميمحيط همگن  دانيم كهمسأله مي صورتا توجه به ب  »3«گزينه  پاسخ

Dتوان نتيجه گرفت كهبا توجه به شرايط مرزي مي  ديفرانسيلي قانون گاوس استفاده كنيم.


 فقط مؤلفه شـعاعي دارد. بنـابراين شـكل ديفرانسـيلي قـانون      
  شود:گاوس به صورت زير مي

k k
ˆ.D ( D ) D k D D a
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  باشد) مي (با توجه به تقارن، ميدان فقط در راستاي

 ششمهاي تأليفي فصل تست
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  خواهد بود؟  به نظر شما اگر پتانسيل در راستاي دو مؤلفه تغيير كند، تابع آن به چه صورت
  يم. يگودر درس رياضي مهندسي به بحث پيرامون آنها پرداخته شده است. در اينجا فقط نكات مفيد و مهم را به شما مي

  رسيم.هيپربوليكي مي باشد. از حل معادله لاپلاس به يك تابع بر حسب توابع مثلثاتي و يا نمائي و يا y,xفرض كنيد تابع پتانسيل شامل دو متغير
V V

x y
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 بين صفحات خازني كه در  :4مثالz d zو  2 d
2
zقرار دارند، ماده عايقي با ضريب گذردهي الكتريكي   3 z d   2 ا پر شده است. ب  2

  روي صفحات بالا و پايين اختلاف ولتاژ بين صفحات خازن كدام است؟  sفرض چگالي بار
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d
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 :4«گزينه   پاسخ  «  
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 روي صفحه (مرز) پايين :  
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zبراي محاسبه اين انتگرال از تغيير متغير dsecu كنيم. در اين صورت داريم:استفاده مي  z d
secu u cos ( )

d z
   1   

 dz d.secu.tanu.du  

z d d sec u d d (sec u ) d .tan u d.tan u      2 2 2 2 2 2 2 2 21  

dz d.secu.tan u.du u d
du cos ( )

d.secu.d.tan u d d d zz z d
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  بنابراين:
d
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V .cos ( ) (cos ( ) cos ( )) ( )

d z d d d
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 كند؟هاي زير در معادله لاپلاس دو بعدي صدق ميكداميك از توزيع پتانسيل  :5مثال  

1 (V(r , ) r cos    2 (V(r , ) r( sin )   1  3 (V(r , ) r ( cos )   1  4 (V(r , ) r( sin )   1  

 :كنيم. شروع مي 1ها را در معادله صدق دهيد. پس از گزينه كافي است معادله لاپلاس را نوشته و گزينه»  1«گزينه   پاسخ  
V V

V (r ) (sin )
r rr r sin
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1 1  

cos cos
( rcos ) ( rsin cos )

r rr r sin
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1 1 2 22 2 (r cos ) (r cos ) (sin ( r sin ))

rr r sin
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  :2بررسي گزينه 

  (r( sin )) (r ( sin )) (sin . r cos ) ( r( sin )) (r(cos sin ))
rr r sin r r sin
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( sin ) cos sin sin sin cos sin sin

r r sin r sin rsin
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  :3بررسي گزينه 

(r( cos )) (r ( cos )) (sin .( r sin ))
rr r sin
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  :4بررسي گزينه 

(r( sin )) (r .( sin )) (sin ( rcos )) ( r( sin )) ( r(cos sin ))
rr r sin r r sin

( sin ) cos sin sin sin cos sin sin

r r sin r sin rsin
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 شعاعي هادي كامل در دو صفحه  :6مثال  1 و  2 هايداراي پتانسيلV1 وV2  الكتريـك بـا   هستند. بين اين دو صفحه توسط يـك دي
  به كدام صورت است؟پر شده است. بردار قطبي شدگي  rثابت 
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 :پاسخ معادله لاپلاس در حالتي كه پتانسيل فقط تابعي از»  4«گزينه   پاسخ زير است: باشد، به صورت  

V V
k

V( ) V k k V
V k k

V( ) V k k V V V
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 دو قاچ كروي در :7مثال
  و 6

  Vها به ترتيب برابرقرار دارند و پتانسيل آن 3  وV باشد. ميدان الكتريكي بين دو قاچ به كدام صورت است؟مي  

1 (ˆE a
R sin
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R sin
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 :مطابق مطالب فوق، پتانسيل تابعي خطي از»  1«گزينه   پاسخ :است  V A B   

  آوريم:با اعمال شرايط مرزي، تابع پتانسيل را به دست مي
V( ) V

A V
V V V

B VV( ) V
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A  ميدان الكتريكي برابر است با:
ˆ ˆE a a

R sin R sin 


  
  

12 1
    

نيم؛ چون كه جهت خطوط ميدان الكتريكي از پتانسيل بيشتر به پتانسيل كمتر است. اما را رد ك 4و  3هاي توانستيم گزينهتوجه كنيد كه از همان اول مي
  جهت ميدان به اين صورت نيست. 4و  3هاي در گزينه
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 مطابق شكل در  :8مثالz    پتانسيل صفر و درz d  پتانسيل
x

V V sin
d

  قرار دارد. تابع پتانسيل درz d   كدام است؟  

1 (
z

sinh xdV sin
sinh d 1   2 (

z
sinh xdV cos
sinh d 1  

3 (
z

sinh xdV cosh
sinh d 1  4 (

z
cosh xdV sin
cosh d 1  

 :پتانسيل تابع »  1«گزينه   پاسخy نيست، زيرا ساختار در راستاي y  نامحدود است. از آنجا كه در راستايx   پتانسيل به صورت متنـاوب
  تناوبي نخواهد بود، پس در حالت كلي: zشود، براي راستاي تكرار مي

V(x ,z) [Asinh kz Bcosh kz][Csin kx Dcoskx]     
  كنيم:از شرايط مرزي استفاده مي Cو  A ،B ،Dبراي پيدا كردن ضرايب مجهول 

V(z ) B[Csin kx Dcos kx] B            
V(x ,z) (Csin kx Dcoskx)sinh kz    

x
V(z d) V sin Csin kx.sinh k d Dcoskx.sinh kd

d      

oV
Csinh kd V C zsinh kd V sinhV xdDsinhkd D V(x ,z) sinh kz.sin kx sin
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 صفحات شعاعي هادي كامل در :9مثال  ,  3 كه از 45  r / m rتا 2 / m rدر Eاست. اگرادامه دارند، در دست  5 / m و 2

  برابر با 36 V

m
و در 24 45  پتانسيل برابر صفر در نظر گرفته شود، به فرض اينكه تابع پتانسيل فقط تابع  باشد (با توجه به خيلي بزرگ

 فرض كردن صفحات فلزي)، اختلاف پتانسيل بين اين دو صفحه را محاسبه كنيد.
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 :گيريم (چون باري در محيط وجود ندارد) و آن را به صورت زير ميبراي حل اين سؤال از معادله لاپلاس كمك مي»  3«گزينه   پاسخ-

  نويسيم:
V

V
r
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V  باشد، بنابراين:مي فقط تابعي از تغييرات  Vاز آنجا كه تابع پتانسيل V
k V k k 

     


2
1 1 22  

  را بايد از شرايط مرزي داده شده به دست آورد.  k2و k1حال

1 (   V( ) k k  
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k
E (r / m , ) k

/
  




        1 12 36 24 24 482  

k  آوريم.را نيز به دست مي  k2)،1در رابطه ( k1ا جايگذاري و ب k
 

    2 1 48 124 4 

V  پس تابع پتانسيل به صورت مقابل است:    48 12  

,حال اختلاف پتانسيل بين دو صفحه   3 45   يابيم. را مي  V V V ( ) ( )
 

           2 1 2 148 48 46 4  

  در رابطه فوق لحاظ نشد؟!!  12پس چرا 

V  خوب دقت كنيد: V ( ) ( )
   

           2 1 48 12 12 48 46 4 6 4

V ( )

V ( )
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2

48 126
48 124

  

  

 گذردهي نسبي متغير (نسبت به شعاع اي طويل داراي عايقي ناهمگن با يك خازن استوانه :01مثالr ،(r
a

b r
 


اعداد ثابت اند).  b,aباشد (مي 

  هاي غيرصفرند).ثابت ,AC,Bير است؟ (هاي زشود. تغييرات پتانسيل بين صفحات به كداميك از شكلفرض ميVاختلاف پتانسيل بين صفحات 
1 (A Bln r  2 (A Br Cln r   3 (A Br Cln(r b)    4 (A Bln r Cln(r b)    
 :توان از معادلات لاپلاس و پواسون استفاده كرد. پس چه بايد كرد؟د كه من ناهمگنم. يعني نميزنخود سوال داد مي»  2«گزينه   پاسخ  

  كنيم. درسته از الگوريتم خودمان استفاده مي
Dپيدا كردن ) 1

 :  r r r r r
k k

ˆ.D (r D ) (r D ) rD k D D a
r r r r r
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1  

E) پيدا كردن 2
:  
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r ra
r b r

k (b r)D D
ˆ ˆE a a

a r 
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V(x): ولي به خاطر اينكه در اينجا شرايط مرزي داده نشده از فرمولV) پيدا كردن 3 V(a)

V(b) V(a)




را به دست Vكنيم و مستقيماً خود تابعاستفاده نمي 
  آوريم.مي

   
r r

r
r

r r

k k kb
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bk عبارتند از: CوA،Bهايه ترتيب ثابتكه ب
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 يك متغير است. rكه ثابت و يك عدد است، در حالي rدقت كنيد كه در اين مسئله
 

 چگالي بار  :11مثال( ) asin   5 بر روي سطح يك استوانه نامتناهي به شعاعR انسيل در داخل و خارج كره به چه صورت است؟قرار داده شده است. پت  

1 (r / R , r Ra sin
V(r, )

R / r , r R

     

5 4

6 5
5

1  2 (r / R , r Ra sin
V(r, )

R / r , r R

     

4 3

5 4
5

5  

3 (r / R , r Ra sin
V(r, )

R / r , r R

     

5 4

6 5
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5  4 (r / R , r Ra sin
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R / r , r R

     

4 3

5 4
5

1  

 :پتانسيل در داخل استوانه به صورت مقابل است:»  1«گزينه   پاسخ  n
n n

n

V(r, ) a r (a cosn b sin n ) , r R



     

1
  

rتوجه كنيد كه در داخل استوانه در نقطه   ،lnr وnr شوند، بنابراين در عبارت پتانسيل وجود ندارد.نامحدود مي  
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n  پتانسيل در خارج استوانه به صورت مقابل است:
n n

n

V(r, ) a r (c cosn d sin n ) , r R





     

1
  

rهم توجه كنيد كه در خارج استوانه دراينجا    ،lnr وnr شوند، پس در عبارت پتانسيل وجود ندارند.نامحدود مي  

out  توان نوشت:با توجه به شرط مرزي روي سطح جانبي استوانه مي in
r R

V V
( ) |

r r 
 

   
   

n  توانيم بنويسيم:نابراين ميب
n n n nn

n

n
a sin { (c cosn d sin n ) nR (a cosn b sin n )}

R
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1
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nواضــح اســت كــه بــه اســتثناي  aهمــه صــفر هســتند. همچنــين بايــدndوna،nb،nc، ضــرايب5 ( d R b )
R

   4
5 56

15  ،همچنــين .V 

rدر Rپيوسته است، به عبارت ديگرa R b sin a d sin
R

    5
5 55

15 5  باشد. بنابراينميa a  ها را برابر صفر توان هر دوي آن(كه مي

  گرفت. 
Rهمچنين  b R d5 5

5 dيا 5 R b 1
5 5

 باشد. با تركيب اين نتايج داريم:مي  
a aR

b , d
R  
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5 54 11

   a (R b R b ) R b ,     4 4 4
5 5 55 1  

  بنابراين توزيع پتانسيل در داخل و خارج استوانه به صورت زير است:
r / R , r Ra sin

V(r, )
R / r , r R

     

5 4

6 5
5

1 
  

 آيد.ها هم در كنكور مياشد كه از اين سؤالسؤال سختي بود. نه؟! بايد حواستان ب
 

 بار الكتريكي   :12مثال
x

( x )
  

 2 21
  در فضا توزيع شده است. پتانسيل ناشي از اين توزيع بار در كدام گزينه آمده است؟  

1 (tg x
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2   2 (Lnx




2  3 (

x
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  نهايت) بي4  

 :چون بار تابع »  1«گزينه   پاسخx  دارد، پس پتانسيل هم فقط تابعيتx :را دارد و از معادله پواسون داريم  
V V x V xdx V

A A
x xx x ( x ) ( x ) ( x )

  

   

       
           

         
2 2

2 2 2 2 2 2 21 1 2 1
   

V tg x Ax B




   


1

2  

xبه دليل تقارن موجود در توزيع بار: در    بايدB V      
  نهايت صفر است. بنابراين:از طرفي ميدان در بي

V
ˆE [ A)x E( ) A V tg x

x ( x )

  
           

  
1

2 22 1
 



 
    

 

 متر به صورت  3اي به شعاع در فضاي خالي تابع پتانسيل الكتريكي در ناحيه داخل كره  :13مثالV(x,y,z) x y z  2 26 5 داده شده است.  4

Fكل بار موجود در داخل اين كره كدام است؟
( )

m
  


91 136   

1 (nc8  2 (nc2  3 (nc1  4 (nc4  

 :2«گزينه   پاسخ  «  v v v vV V V
V

x y z

     
          

     

2 2 22
2 2 2 12 8 2

   
  

v v vQ V ( a ) ( ) nc                 


3 9 34 1 42 2 1 3 23 36 3     
  حيف تست به اين راحتي نيست كه در كنكور زده نشود؟!!
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 هاي خازن مسطحي كه در نقاطجوشن  :14مثالx  وx  و هـاي اند (طبق شكل ) به ترتيب در پتانسيلواقع شده 1 1     ولـت قـرار دارنـد
و ( x )      باشد. تغييرات ولتاژ كدام است؟  مي 21

1(x
V sin


1 2    2(V x1     2(1 x )   

x

x 1x  
3(V ( x ) x  21 1 1     4(V tan x


14    

 :تـوانيم از معادلـه لاپـلاس اسـتفاده كنـيم. در      الكتريك محيط همگن نيست، بنابراين نميبا توجه به اينكه ضريب دي  »4«گزينه  پاسخ
D.  فضاي بين دو صفحه خازن بار الكتريكي وجود ندارد، بنابراين:  .( E) ( ).E .E          

       
    

x
x

dE
xE ( x )

dx
    22 1    

x  :  از حل معادله فوق خواهيم داشت
x

x

dE x k
dx E

E x x
   

 2 2
2

1 1
  

Vبا استفاده از رابطه E.dl 
 توان نوشت: مي  k

V dx k tan x k
x

    


 1
221

  

x  با توجه به شرايط مرزي خواهيم داشت:  V k , x V k


         
2
41 1      

V  بنابراين تغييرات ولتاژ برابر است با:  tan x


14    
 

 تغييرات  ،باربدون در يك ماده غيرهمگن و  :15مثال  در جهاتx  وy يكسان است يعني
yx 




 :در اين صورت  

V) معادله لاپلاس صادق است يعني1 2   

xصادق است يعني yو  x) معادله لاپلاس در جهات 2

y

V

V

 

 

2

2



   

V) معادله لاپلاس صادق نبوده و بجاي آن3 V.
 

   2 .صادق است  
4 (zV 2   

 :شكل ديفرانسيلي قانون گـاوس اسـتفاده كنـيم     از اگر .پس معادله لاپلاس برقرار نيست ،چون محيط غيرهمگن است  »3«گزينه  پاسخ
    اشت:دخواهيم 

             .D .( E) .E ( ).E .( V) ( ).( V) V . V
            

                        2  
  

 ضريب نفوذپذيري الكتريكي نسبي بين صفحات خازن طبق رابطه  :16مثالze   كند. تابع پتانسيلتغيير ميV چگونه است؟  
1 (V z1    2 (z

V sin
/





1 2 1

 
   

0.01 

0 

V = 10 v 

V = 0 v 
 

3 (
z

/

[e ]
V

e







1

1 1
1 

  4 (
z

/

[e ]
V

e



 



1

1 1
1 


 

  : اسـتفاده كنـيم. پـس    معادلـه لاپـلاس  توانيم از مين بنابراين نيست،الكتريك همگن ضريب ديدانيد طور كه ميهمان »3«گزينه پاسخ 
zˆ.D            بريم.                       را به كار ميشكل ديفرانسيلي قانون گاوس  D ka   

  
  

z

/

zzz

zz / /

z

k
dz ek V(z) ( ) V(z) ee

ˆE a V(z)
V( / ) V( ) ke e edz

e



  



            
   






1 1 1

1 11
1 1 1 1
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 يك قطعه عايق كامل به ابعاد  :17مثالa  وb نهايـت  بي نهايت بين چهار صفحه فلزيو بطول بي
انـد.  باشد. پتانسيل صفحات مطـابق شـكل داده شـده   كه مقطع آن نشان داده شده است، محصور مي

  كدام است؟؟پتانسيل در فضاي داخل عايق 
   
  

1 (
n , , ,

n a n y
sinh (x ) sin

V b b
n an

sinh
b





     
  

 
 


1 3 5

4 2

2

  2 (
n , , ,

a n y
cosh n (x ) / b sin

V b
n an

cosh
b





           
  

 
 


1 3 5

4 2

2

  

3 (
n , , ,

n y n x
sinh( )sin( )V a b

n an sinh( )
b





 

 


1 3 5

4  4 (
n , , ,

n y n x
cosh sin

V b a
n an cosh

b





    
      

  
 
 


1 3 5

4   

 :با توجه به اينكه شرايط مرزي در راستاي   »1«گزينه  پاسخy بنابراين تـابع پتانسـيل برحسـب    ،تكراري (متناوب) است y   مثلثـاتي
yهمچنين چون در .باشدمي   گيريم جواب برحسبباشد، نتيجه ميپتانسيل صفر ميy تبايد به صورnsin( y)  باشد و با استفاده از

(x,b)شرط   انتظار داريم كهnsin( y) هاي سينوسصفر شود، بنابراين با توجه به ريشه(n ) مقدار ،n  به صـورتn
n

b


    بـه

بايد هيپربوليكي يا نمايي بشود كه به  xمثلثاتي شد بر حسب yهاي معادله لاپلاس چون پتانسيل بر حسبآيد. با توجه به جوابدست مي
يـك تـابع زوج    coshگيـريم. از طرفـي تـابع   را به صورت هيپربوليكي در نظر مي x، جواب بر حسبxخاطر محدود بودن ناحيه در جهت

بايـد بـه صـورت سـينوس      xباشـد؛ بنـابراين جـواب در راسـتاي    داراي تقارن فـرد مـي   xباشد در صورتي كه شرايط مرزي در راستايمي
كنيـد كـه شـرايط    جا به اين نكته توجـه  باشد. در اينهيپربوليك باشد. چون سينوس هيپربوليك نسبت به مبدأ مختصات يك تابع فرد مي

aنسبت به خط xمرزي در راستاي
x  aرا به اندازه xفاده از سينوس هيپربوليك بايدتقارن فرد دارند، بنابراين براي است 2

به سمت بالا  2

aجا كنيم كه مبدأ مختصات درجابه
x  nبه صورت xقرار بگيرد؛ پس جواب بر حسب 2

a
sinh( (x ))  واهد بود كه با ضـرب هـر دو   خ 2

n  جواب داريم: n n n
n

a n
A sinh( (x ))sin y ,

b






       2

  

آوريم. با اعمال يكـي  را به دست مي nA) است. ولي براي اينكه بهتر ياد بگيريم مقدار ضرايب1جا جواب تست را پيدا كرديم كه گزينه (تا اين
)از شرايط مرزي , y) V   يا(a, y) V  توانيمميnA را به دست آوريم. با اعمال شرط(a, y) V  :داريم  

n
n

n a n
V A sinh( )sin y

b b





 
  2


  

نوسي بسط دهيم. با استفاده از تعريف سري فوريه سينوسي مقـدار  را به صورت سري فوريه سي Vگيريم كهبا توجه به فرم تابع بالا نتيجه مي
  آيد:ضرايب ثابت آن به صورت زير به دست مي

b

n n n
n

n

n n a
V B sin y , B A sinh( )

b b

n V
B V sin y dy n , , ,

b b n





 
 


  







2
2 4 1 3 5







 

  

Bداريم: (مقدار nBبا توجه به مقدار   باشد.)مي  

n
n , , ,...

n a n
sinh( (x ))sin yV V b bA ,

n a n an nsinh( ) sinh( )
b b





 


  
  

1 3 5

4 1 4 2

2 2

   

  

  

0V-=    
y  

x  

 = 0 

0= +V   

= 0  2  = 0   

a 

b 
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 در ناحيه  :18المثd z d    باري با چگالي
z

sin
d


    قرار دارد، پتانسيل در ناحيه| z | d  كدام است؟ (پتانسيل درz    برابر صفر

  است).

1 (d z
( ) cos

d




 
 

2   2 (d z
( ) cos

d




 

 

2  3 (d z
( ) sin

d




 
 

2  4 (d z
( ) sin

d




 

 

2  

 :توجه كنيد كه چون بار فقط تابعيت » 3«گزينه   پاسخz را دارد، پس پتانسيل فقط تابعz   اسـت. در ناحيـه| z | d  بـاري وجـود    كـه
|ندارد، معادله لاپلاس برقرار است و در ناحيه z | d .معادله پواسون برقرار است  

V
| z | d V Az B

z


     


2
2   

V z d z
| z | d sin V(z) ( ) sin A z A

d dz
 

  

     
         

   

2 2
3 42   

  آيد:صورت زير درميپس معادله پتانسيل به
z d A z B

d z| z | dV(z) ( ) sin A z A
d

z d A z B

 
       
   

1 1
2

3 4

2 2




   

|مجهول داريم. اولاً پتانسيل در 6دست خواهيم آورد. ي مجهولات را بهحال با اعمال شرايط مرز z |  ،بايد متناهي باشد
Aپس A  1 2.  

|پتانسيل الكتريكي در فصل مشترك z | d:پيوسته است، يعني ،  
z d : B A d A ( ) , z d : B A d A ( )       1 3 4 2 3 41 2   

|ركدر فصل مشت z | d بار سطحي وجود ندارد، پس چگالي شار الكتريكي در| z | d :پيوسته است  z zD D1 2   

z d z d

V V d d
( ) A A ( )

z z  

   
       

     3 3 

 
   

z d B

d z d
V(z) ( ) sin ( )z A| z | d

d

Bz d

 

 


         
  

1
2

4

2

   

zاز طرفي تقارن فرد داريم، پس در  بايدV( ) :بنابراين ،A 4   

d  ) داريم:2) و (1حال طبق روابط ( d
B , B 

 

 
  
   

2 2
1 2   

d  توان نوشت:در نهايت مي z d
| z | d V(z) ( ) sin ( )z

d
 

 

  
   

   
2  
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 آزمون فصل ششم  

  
 1عبارت پتانسيل الكتريكي ـu(x, y) در ناحيه نيم نوار داده شده و با شرايط مرزي نشان داده شده به چه شكل خواهد بود؟  

1(pxV D(p)cosh pye dp



   

2(V D(p)sinh px cospydp



   

3(V D(p)sin px coshpydp



   

4(pxV D(p)cos py e dp



   

 

x

y 

V (x , a) = f(x) 

2V  

V

y







V  

 
 2كند. عبارت پتانسيلاي با شرايط مرزي نشان داده شده و معادله لاپلاس صدق ميپتانسيل الكتريكي در داخل مربع دايره ـV(r, )  كدام است؟  

V V
V (r )

r r r r

  
   

  

22
2 2

1 1  

1(r sin 2 2  2(r
sin 

2
22  

 

V (2,) = sin2 
V(r, )

2


 

V(r, )  
 

3(r
sin2  4(r

sin 
2

24  

 3دايره كدام است؟در شكل زير پتانسيل در مركز نيم ـ  
1(   2(V  



 V(a, )

V(a, ) V

     
       


4

4

  
 


4 

a V 

 
3(V

2
  4(V3

4
  

 4استوانه داخلي به پتانسيل ،اي بلنددر يك خازن استوانه ـV و استوانه خارجي به پتانسيلV1   متصل است. پتانسيل الكتريكي در فضاي بـين دو
  باشد)مي bو شعاع استوانه خارجي  aانه داخلي استوانه كدام است؟ (شعاع استو

1(ab(V V ) bV aV

b a r b a

 


 
1 11   2(V V V a V b

r
a b a b

 


 
1 1   

3(V V V lna V lnb
lnr

lna lnb ln a ln b
  


 

1 1  4(n

V (r a) cos(n )
n

V (b r) cos(n )
n






  





   


1

1

1

1


  

 5و 5هاي هاي قائم به شعاعهاي موجود بين استوانههرگاه اختلاف پتانسيل ـ1 به ترتيب11 و22 باشد، پتانسيل بين دو استوانه كدام است؟  
1(V lnr 11 11   2(V lnr 22 11   

3(ln
V lnr ( )

ln
  

222 22 1 5   4 (ln
V lnr ( )

ln ln
  

11 511 12 2
   

 6الكتريك با ضريب نفوذپذيري الكتريكيدي هدر داخل يك كر ـr  وجـود دارد. كـره    aمركز با آن به  شـعاع  اي كروي و هم، حفره bو شعاع  5
  كدام است؟ دهيم. شدت ميدان الكتريكي در داخل حفرهقرار مي Eالكتريك را در يك ميدان الكتريكي يكنواخت به شدتدي

1(E
15
11   2(E

77
45   

 

a

b 

r 5  

E = E0 az 
 

 

3(E
45
77   4(E

11
15   

1V  b  
a  

V  
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 7هاي صفر ودر شكل مقابل در فضاي بين دو صفحه موازي نامتناهي با پتانسيل ـV چگالي بار الكتريكيkx     توزيع شده اسـت. پتانسـيل در
  فضاي بين دو صفحه كدام است؟

1(V k
V x (x Lx)

L
  


2

3



  2(V k

V x (x L x)
L

  


3 2
6




   

x   x L 

V 
kx  

 

3(V k
V x (x Lx)

L
  


2

6



  4(V k

V x (x L x)
L

  


3 2
3




 

 8كره هادي به شعاع ـr cm Vداراي پتانسيل 2 v 25 مركز با كره اول بـه شـعاع  و پوسته كروي هادي، همr cm Vبـا  35 v در  15
rالكتريكدست است. اگر فضاي بين اين دو كره با دي /  5   .دست آوريدپر شده باشد، چگالي بار سطحي را در كره كوچكتر به 1

1(nc

m2421  2(nc

m2524  3(nc

m2322  4(nc

m2623  

 9كره رسانايي به شعاع  ـa  در پتانسيلV  قرار دارد و توسط يك پوسته كروي به شعاعb  با بار سطحيk cos    .احاطه شده است
  پتانسيل را در ناحيه بين دو كره به دست آوريد.

1 (aV (b a )k cos
V(r, )

r r

 
  



3 3
23




  2 (aV (b a )k cos

V(r, )
r r

 
  



3 3
23




  

3 (aV (r a )k cos
V(r, )

r r

 
  



3 3
23




  4 (aV (r a )k cos

V(r, )
r r




 
  



3 3
22

  

 10اي به شعاعيك پوسته استوانه ـ a مطابق شكل حامل بار سطحي يكنواختبر روي نيمه بالايي و بار  .بر روي نيمه پاييني است
  تابع پتانسيل درون استوانه به چه صورت است؟

1 (k

k , , ,

a a
V(R, ) sin k ( )

Rk


 


  

  2
2 4 6

2 1  

2 (k

k , , ,

a R
V(R, ) sin k ( )

ak


 


  

  2
2 4 6

2 1  

3 (k

k , , ,

a a
V(R, ) sin k ( )

Rk


 


  

  2
1 3 5

2 1  

4 (k

k , , ,

a R
V(R, ) sin k ( )

ak


 


  

  2
1 3 5

2 1  

 11دو الكترود به شكل نيم صفحه به زمين متصل شده و به فاصلة  ـb اند. الكترود سوم عمود بر اين دو و بـه طـور مجـزا بـه    از يكديگر قرار گرفته 
  در ناحية بين الكترودها كه در اين  شرايط مرزي مناسب صدق كند برابر است با: مطابق شكل وصل گرديده است. شكل مناسب پتانسيل Vپتانسيل

 

1 (
n n

n x n
C exp( )sin y

b b

  
   2 (

n n

n x n
C exp( )sin y

b b

 
   

3 (n n
n x n

C exp( )cos y
b b

 
   4 (n n

n x n
C exp( )cos y

b b

  
  

 12پتانسيل استتار شده كولني  ـ
r

q e

r


 

4 
  است. چگالي بار الكتريكي متناظر با اين پتانسيل كدام است؟ 

1 (
r

qe [ (r) ]
r


  

2
1

4
  2 (

r
qr

e



24
  3 (

r
r

q[ (r) ]e

 

24
  4 (

r
r

q[ (r) ]e 
24

  

y

x





a

x  

y  

b  

 = 0  

0= V   

 = 0  
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 13اند يكي در پتانسيل صفر (زمين) و ديگـري  دو سطح رسانا با ابعاد بسيار بزرگ عمود بر هم كه در گوشة قائم از هم به فاصله خيلي كم جدا شده ـ
    سازد كدام است؟با سطح زمين مي اند. پتانسيل سطحي كه زاويه نگه داشته شده Vپتانسيل  در

1 (V



2  

2(V cos  
3(V sin  

4(V 

  

 14رابطه:نيست از  أاي از فضا كه شامل مبدچگالي حجمي يك توزيع بار الكتريكي در ناحيه ـx y x z y z
(x,y,z) a

x y z

 
  

3 3 3 3 3 3
3 3 دسـت  بـه  32

  پتانسيل در هر نقطه از فضا چقدر است؟ ،مقدار ثابتي است. اگر پتانسيل ناشي از اين توزيع بار در بي نهايت صفر باشد aآيد كه در آنمي

1(a x y x z y z
(x, y,z)

x y z

 
 



2 2 2 2 2 2
2 2 2

2
 2 (a x y x z y z

(x, y,z)
x y z

 
  



2 2 2 2 2 2
2 2 2

2  

3 (a xy xz yz
(x, y,z)

xyz

 
  


  4 (a xy xz yz

(x, y,z)
xyz

 
 


  

 15وجه رسانايي مكعب شكل به زمين و وجه ششم به طور مجزا به پتانسيل  5در شكل زير  ـ  پتانسيل الكتريكي در مركز مكعب  .متصل است
    ؟كدام است

1 (
1
6  2 (

1
5  

3 (
5
6  4 (  

  

O  

V

  

V

0  
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  هفتم فصل
  »روش تصاوير«

  
 بار  :1مثالq  به فاصلهa مين وصل شده است قرار دارد. كدام گزينه صحيح است؟     از صفحه رساناي نامحدودي كه به ز    

و بـار تصـويري    q) انرژي الكترواستاتيكي اين سيستم دو برابر انرژي الكترواستاتيكي سيستم بـار  1
q .است  
 qو بار تصويري   qستاتيكي سيستم بار انرژي الكترواستاتيكي اين سيستم برابر انرژي الكتروا )2

  شود.از آن كم مي qهنگامي كه خود انرژي بار  است
 qو بار تصـويري   q) انرژي الكترواستاتيكي اين سيستم برابر انرژي الكترواستاتيكي سيستم بار 3

  است.
انرژي الكترواسـتاتيكي ايـن سيسـتم     ،) چون ميدان الكتريكي در سمت چپ صفحه رسانا صفر است4

  است. qو بار تصويري  qانرژي الكترواستاتيكي سيستم بار   نصف
 :باشد. بايد توجه داشت كه ميـدان در  صحيح مي 4ميدان الكتريكي در سمت چپ صفحه رسانا صفر است و لذا گزينه   »4«نه گزي  پاسخ

  وجه به درون رسانا نفوذ نخواهند كرد.خطوط ميدان به هيچ، بنابراين درون رسانا صفر است
 

 اي نقطهبار   :2مثالq  به جرمm صله به فاd كشد تا بار به صفحه برخورد كند؟شود. چقدر طول ميبه زمين از حالت سكون رها مي از يك صفحه متصل  

1 (d
( ) md

q 



2 2  2 (d

( ) md
q 


22  3 (d
( ) md

q 



4 2  4 (d

( ) md
q 


2  

 :ع در ارتفا»  4«گزينه   پاسخx الاي صفحه، نيروي وارد بر بq :برابر است با  

  q d x d x A q
F m , A

mx dt dt x 
      

 

2 2 2 2
2 2 2 2

1
4 164

  

dxبا ضرب كردن رابطه فوق در
V

dt
 توان نوشت: مي  dV A dx d d A A

V ( V ) ( ) V C
dt dt dt dt x xx

      2 2
2

1 1
2 2  

xاز آنجايي كه در d،V  باشد، داريم:مي  A
C

d


  

dx  بنابراين خواهيم داشت: A d x
A

dt x d d x


   

1 1 22V A( )
x d

  2 1 12    

t

d

x A A
dx dt t

d dd x
   

 
2 2


  

x  كنيم:براي محاسبه انتگرال سمت چپ از تغيير متغير زير استفاده مي u dx udu  2 2  

dd d

x u u d u
dx du d u sin ( ) dsin ( ) d

d x dd u

            
  

 
2 2 1 1

2
2 2 12 2 2

   

d  كشد تا بار به صفحه برخورد كند برابر است با:مدت زماني كه طول مي در نتيجه d d d d
t m md

A qq

  
    

2 2
2 16 22 2 4 2    

  

 هفتمهاي تأليفي فصل تست

q  
a  
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 دوقطبي  :3مثالP  در فاصلهh از يك صفحه زمين شده قرار دارد. اندازه گشتاور وارد بر دوقطبي كدام است؟   

P) 2  ) صفر1

h

2
316 

   

3 (P

h

2
332 

  4 (P

h

2
364 

  

 :تصوير دوقطبي »  1«گزينه   پاسخP آوريم.را به دست مي  
  
  

  ميدان دوقطبي پايين در محل دوقطبي بالا:

  R z z z
P P P P

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆE [ cos a sin a ] | E [ a ] a a
r ( h) h h       

   3 3 3 3
22 2

4 4 2 32 16
   

    

Tاز طرفي گشتاور P E
  
  :است. پس داريم  z z

P
ˆ ˆT Pa a

h
  

 316 


   

  

 هادي به شعاع  يك كره  :4مثالa  زمين شده است. (پتانسيل صفر) و دو بار مثبتq وq به ترتيب در طرف چپ و راست كره و به فاصلهa2وa4 
  كدام است؟ qرار دارند. نيروي وارد بر باراز مركز كره و روي يك قطر ق

q) جاذبه است اگر1
q 

25
q) دافعه است اگر2  144

q 
25
q) دافعه است اگر3  144 q 

144
q) جاذبه است اگر4  25 q  4  

 :اگر بارهاي تصويري   »2« گزينه پاسخq وq را به ترتيب باq1 وq1 :نشان دهيم، خواهيم داشت  

a q a a
q q d

a a
a q a aq q da a

       
           

2
1 1

2
1 1

2 2 2 2

4 4 4 4

  

q  آيد: از رابطه مقابل به دست مي qنيروي وارد بر بار x
q q q q qq

ˆF [ ]a
a a ( a)( a ) ( a )


   

  
  

1 1
22 2

1
4 64 44 2



  

q  از نوع دافعه باشد، لازم است كه عبارت داخل كروشه مثبت باشد، بنابراين داريم:  qبراي آنكه نيروي وارد بر
q 

25
144  

  

 ايبار نقطه :5مثالq1 در فاصلةa2 از مركز كرة رساناي كامل بدون بار و به شعاعa      قرار دارد. انرژي كل سيستم صـرفنظر از انـرژي سـاخت بـار
    را به دست آوريد. q1اينقطه

1(e
q

W
a




2
1

4  2 (e
q

W
a




2
116  3 (e

q
W

a






2
1

96  4 (e
q

W
a




2
1

16  

 :باشد، بارچون بار روي كره صفر مي  »3«گزينه   پاسخq  .طبق روش تصاوير خواهيم داشت: بايد طوري انتخاب شود كه مجموع بارهاي تصوير صفر شود
    

qq
q q

d

    1
2  

a a
d

d
  

2

2  

q
q  1

2  

h

P

2h

P

P

q1q1qq xâ

q q 
d 

q1 

d = 2a 
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qq        چنين است:q1پتانسيل در محل بار q
V

a ( a) a( )

  
  

   

1
1 3 4 2 484 2

  

e  پتانسيل كره فلزي باشد خواهيم داشت:  V2با فرض آنكه  s e
q

W q V dVV q V W
a

 
     


2
11 1 2 1 1

1 1 1
2 2 2 96  

 

 ايبار نقطه :6مثالq  در فاصلهr  از مركز يك كره رساناي بدون بار به شعاعa قرار گرفته است. نيروي وارد بر بارq ؟تكدام اس  

  ) صفر1

qa) مجموع نيروي ناشي از بار تصويري 2
q

r

  كه در فاصلهa

r

2
qتصويري از مركز و نيروي ناشي از بار  q       كـه در مركـز كـره

  قرار دارد.

qaيو بار تصوير q) نيروي بين بار 3
q

r

   كه در فاصلهa

r

2
  از مركز قرار دارد. 

qaو بار تصويري  q) نيروي بين بار 4
q

r

  .كه در مركز كره قرار دارد  

  ايطبق روش تصاوير، اثر تصويري بار نقطه  »2«پاسخ:  گزينهq توان توسط بار تصويريرا ميqa
q

r
     كـه در فاصـلهa

r

2
از مركـز قـرار دارد    

qباشد، ناچاريم بار تصويريرسانا بدون بار مي سازي نمود. از طرفي چون كرهمدل q   توان نيروي وارد بـر يـك   ره در نظر بگيريم. لذا ميرا در مركز ك
  شود پنداشت.بار خارج از كره را ناشي از نيروي وارد بر آن بار كه از طرف دو بار تصوير وارد مي

  
 يك بار خطي يكنواخت :7مثالL موازي با صفحهXOY  و به فاصله يك متري از آن و در صفحهXOZ  واقع است. مقدار بار القاشده روي صفحه در فاصله

yنواري شكل     و بر واحد طول آن چقدر است؟  1

1 (L
4  2(L

2   3 (L
8  4 (L  

 :كنيم. كنيم و صفحه فلزي را حذف ميبا توجه به توپولوژي شكل، بار تصويري را رسم مي» 2«گزينه  پاسخ  
zبراي محاسبه بار القاء شده روي صفحه    ابتدا بايدD

 ي شار الكتريكي) (چگال
 آوريم. را به دست  Qرا پيدا  كرده و   sناشي از دو بار خطي را محاسبه و سپس 

 را به ياد داريد ...؟؟  2هاي گفته شده در فصل به شكل خوب نگاه كنيد. آيا تقارن
دارد. با توجه به مساوي بودن چگالي  zâبينيد كه فقط يك مؤلفه در جهتمي

  كنيم. ضرب مي 2بار، چگالي الكتريكي يكي از بارها را محاسبه و سپس در 
  برداري كه عمود بر جريان خطي و در جهت نقطه مشاهده است.) Râطبق قانون گاوس داريم: (

L L L L L
R Sˆ ˆ ˆ ˆD a cos ( z) ( z) D D D ( z) | |

R ( y ) ( y ) ( y )y


  

    
             

       
2 2 222 2 1 1 12 1

®¨   

y x

L L L L
SQ dS dydx tan y | ( )

( y )  

    
      

    
1 1 1

11
1

2 2 21
   

  

y

D

D®¨


( )D 


x



z

1
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 نامتنـاهي حامـل بارهـاي خطـي و     دو سيم راست و طويـل    :8مثال
مطابق شكل در دو طرف يك استوانه رسانا قرار داده  يكنواخت و مخالف

از محـور   aها به فاصله است و سيم Rاند. استوانه بدون بار داراي شعاع شده
قرار دارند. پتانسيل را در نقطه آن

r بيابيد .  
 :مطابق شكل مقابل، خط جريـان  پاسخ  را درy b   و خـط

yرا در جريان b  دهيم:قرار مي  
  
  

R
b

a


2
                              

  

  برابر است با: Pپتانسيل در نقطه 
r r r r r r [(y a) z ][(y b) z ]

V [ln( ) ln( )] [ln( ) ln( )] V ln( ) V ln
r r r r r r [(y a) z ][(y b) z ]

                           

2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 3 1 1 3

2 2 2 2 2 2 2 24 2 4 2 4 22 4 4 4   
  

yبا استفاده از روابط  r cos وz r sin  توان نوشت:مي  
ar

(r a ar cos )[( ) R ar cos ]
RV ln
ar

(r a ar cos )[( ) R ar cos ]
R

       
         

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
4 2 2

  

  

 هاي زير است؟يك از شكليك توزيع بار خطي در كنار يك كره فلزي زمين شده قرار دارد. تصوير اين توزيع بار روي كره فلزي، قسمتي از كدام :9مثال  
  ) هذلولي4  ) دايره3  ) سهمي2  ) بيضي1
 :مطابق شكل، يك جزء بار از توزيـع بـارخطي را بـا فاصـله     »  3«گزينه   پاسخd  از

d)گيريم و فاصله تصوير آن را از مركز كرهره در نظر ميمركز ك ) آوريم:به دست مي  
R R R

d sin
dd d( )

sin
 

    



2 2 2  

  آوريم:به دست مي zو  yسپس مختصات بار تصوير را برحسب 

d
cos y

R
d

sin z
R





   

  


2

2

22 1

22

R R cos
y ( sin )sin y

d dy d sin

z d cos R R sin
z ( sin )cos z

d d

   
    

              
 

2 2

2 2

1 2
2

2
2

 

 

  

d d R R
( y) ( z) (y ) z

d dR R
 

 
       

2 42 2 2 2
2 2

2 21 1 2 4
  

Rبنابراين مكان بار تصوير، قسمتي از يك دايره به مركز
(y,z) ( , )

d


2

Rو شعاع 2

d

2

  است.2

  
  
  

R
a a


r



  

P

4r3r2r

b b




a b

2

 a b

2




y
 

R

1r

z

y

a



d

z

R



z

y


d

d
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 فلزي با شعاع اي يك هادي استوانه  :10مثالa  و پتانسيلV  در ارتفاعh (h a) الكتريكي ذخيره شده  از سطح يك زمين رسانا قرار دارد. انرژي
  در فضا به ازاي واحد طول هادي چقدر است؟

1 (V
h

ln( )
a

 2
2
  2 (V

h
ln( )

a

 22
2
  3 (V

h
ln( )

a

 2
22
  4 (V

h
ln( )

a

 2
24
  

 :ظرفيت خازني سيستم مورد اشاره در مسأله برابر است با:  »3«گزينه   پاسخ  C
h

ln( )
a




2
2
  

W  انرژي ذخيره شده در فضا طبق تئوري تصاوير برابر است با: ( CV ) CV V
h

ln( )
a


  2 2 21 1 1

22 2 4 2
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 آزمون فصل هفتم  

  
 1اي بار نقطه ـq  در فاصله بسيار كوچكd  از صفحه رساناي نامحدودxoy در نقطه ( , ,d) ازه مؤلفه عمـودي ميـدان الكتريكـي در    قرار دارد. اند

x)از مبدأ xفاصله بسيار زياد  d) :روي صفحه رسانا (در صفحه افق) برابر است با  

qd)2  ) صفر1

x 3


  3(qd

x 32 
  4(qd

x 34 
  

 2الكتروني در فاصله  ـa نهايت بزرگ قرار گرفته است. بار القائي سطحي بر حسب يك سطح فلزي بي ازr كدام است؟  

1(ea

(r a ) 

2
3

2 2 22
  2(ea

(r a ) 
3

2 2 22
  3(e a

(r a ) 

2
3

2 2 22
  4(e a

(r a ) 

2 2
3

2 2 22
  

 3اي بار نقطه ـq  در فاصله بسيار كوچكd امحدود از صفحه رساناي نxoy و در نقطه ( , ,d)     قرار دارد. اندازه ميـدان الكتريكـي در بـالايq  در
نقطه ( , , z)  و برايz بسيار زياد(z d) كدام است؟  

qd)2  ) صفر1

z 3


  3(qd

z 24 
  4(qd

z 32 
  

 4بار  ـq در فاصلهd a   حركت بماند؟بي qچقدر باشد تا بار  Vپتانسيل .قرار دارد Vو پتانسيل aاز كره فلزي به شعاع  2

1(q

a
2

9 
  2(q

a9 
  3(q

a4 
  4(q

a8 
  

 5دو صفحه هادي پهناور به موازات يكديگر و به فاصله  ـd اي از هم قرار دارند. بار نقطهq  را به فاصلهx شده  ءدهيم. بار القااز صفحه پاييني قرار مي
  كدامند؟روي صفحات پاييني و بالايي به ترتيب 

1(x (d x)
q , q

d d


   2(d x x

q, q
d d


    

d q 
x 

 
3(q q

, 2 2  4((d x ) x
q, q

d d

 
 

2 2 2
2 2  

 6دو پوسته كروي هادي هم مركز به شعاع ـR a وR a Rرا در qاي اند. بار نقطهه پتانسيل صفر وصل شدهب 3 a  ءدهيم. بار القـا قرار مي 2
  شده روي كره داخلي و خارجي به ترتيب كدام است؟

1(q q
,

 3
4 4  2(q q

,
 
2 2   

3a 

2a 
a 

q 

 

3(q q
,

 3
4 4  4(q q

,
 4

5 5  

 7هايبه ترتيب در پتانسيل 2و  1دو هادي  ـV1 وV2  قرار دارند. پتانسيل نقطهP در اين حالت برابرPV باشد. اگر دو هادي را به زمـين وصـل   مي
  گردد؟مي ءالقا 2قرار دهيم، چه باري روي هادي  Qبار  Pقطه كنيم و در ن

1(PV V

V V




2
1 2

  2(PV V

V V




1
2 1

  
 

Q P 

2 1 

 

3(V
Q

V
2
1

  4(PV
Q

V V1 2
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 8يك دو قطبي الكتريكي ديفرانسيلي با گشتاور ـ


| P | P نهايت مطابق شكل به فاصله اي در بيكولن متر از نقطهd     از يك صـفحه فلـزي زمـين
  گردد. كار انجام شده توسط عامل خارجي كدام است؟، منتقل ميهشد

1(P

( d)

2
32 2




  2(P

( d)

2
34 2




   

d 
ˆP P z

 
3(P

( d)

2
3

3
4 2




  4(P

( d)

2
3

3
2 2




  

 9بار سطحي يكنواخت ـ
s

 اي به شعاعرا روي سطح كرهR1  هم مركز با كره فلزي زمين شده به شعاعa    پخـش شـده اسـت(R a)1.   چگـالي

  ر كدام است؟سطحي كره تصوي

1(
s

a
[ ]
R

 2
1

  2(
s

R
[ ]

a
 31  3(

s

a
[ ]
R


1

  4(
s

a
[ ]
R

 3
1

  

 10كره فلزي به شعاع  ـa مفروض است. بار سطحي يكنواخت
s
 اي به شعاعروي سطح كره(b a)b   هم مركز با كره  فلزي در فضاي آزاد حضـور

  شود؟مي ءدارد. اگر كره فلزي بدون بار باشد چه پتانسيلي روي آن القا

)2  ) صفر1
s

b

a


2
  3(

s

b





  4(sa

b




2


  

 11بار خطي يكنواخت ـ
c

( )
m

  روي محورyها ازy   تاy y از بار خطـي   R1با پتانسيل صفر در فاصلة aمفروض است. كرة فلزي به شعاع  1

   القايي در كره برابر كدام است؟ بار .شودديده مياز مركز  زاويه با  مطابق شكل مفروض است به طوري كه طول بار خطي

1(sin
a ln

cos
 

 


1
 2(cos

a
sin


 

  1  
 

a 
 

y1 

y 

x 
O 

R1  
3(sin

a cos

  



 1  4(cos

lna
sin



 1  

 12بار  ـq  به شعاع در مقابل كرة هاديa اگر در اين حالت چگالي بار كره .مطابق شكل قرار دارد  ـ  در  daعنصـر سـطح    رباشد، نيـروي وارد  ب
,a)اي با مختصات نقطه , )  كدام گزينه است؟    

daو اندازه  zدر راستاي محور )1





2

da) در راستاي عمود بر سطح و اندازه 2  2





2
  

daدر راستاي عمود بر سطح و اندازه  )3





2

daو اندازه  q) به سمت 4  2





2
 

 13يك دو قطبي الكتريكي با بردار گشتاور ـP مانند شكل در فاصلهd        به موازات يك صـفحه رسـاناي نامتنـاهي قـرار دارد. پتانسـيل نامتنـاهي
d)الكتريكي در نقطه مشاهده دور r) چه تابعيتي ازr دهد؟(فاصله اين نقطه تا صفحه) نشان مي   

1(
r2
1  2(

/r3 2
1  P

 

r 

d 
نقطه مشاهده 

 
3(

/r5 2
1  4(

r3
1  

  

d

x  
q  

  
a  
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 14بار الكتريكي مثبت  ـq در فاصلهd كه متصل به زمين است، قرار دارد. اگر شعاع كره به طور خطي با سرعت ياز مركز يك كره رسانايV  افزايش يابـد
(r Vt) است؟ ، شدت جريان بين زمين و كره رسانا چقدر و جهت جريان كدام  

d( توجه: در اين مسأله همواره  r (.فرض شده است    

1(qV

r
qV) 2  به سمت كره است.و  

d
  و به سمت زمين است. 

d 
q>0 

I               
3 (qV

d
qV) 4  ت كره است.و به سم 

r
  و به سمت زمين است. 

 15اي از بارهاي الكتريكي به شعاع، حلقهزيردر شكل  ـR و چگالي خطي ثابت   در مركز يك پوستة كروي رسانا قرار گرفته است. مركز پوسـته
)نقطة c , , )   بوده و پوسته به پتانسيلV نهايت متصـل اسـت. شـار   اي در بينسبت به نقطهE.ds

    عبـوري از صـفحةx      از چـپ بـه راسـت  
    كدام است؟ 

1(bV 2  

2(R
bV

 
 







2  

3(R
bV

 
 





2 

4(bV 4  

 

V

 
 R 

+ +
+

+++

+++
+

++

y 

+
+



a 

b 

x

z 

OV 

 پوسته كروي رسانا
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  هشتمفصل 
  »هاي الكتريكي دائمجريان«

  
 مقاومتي به صورت كروي شكل نيمي از يك كره را با شعاع داخلي  :1مثالR1 و شعاع خارجيR2 دهـد. اگـر رسـانايي ايـن كـره بـه       تشكيل مي

صورت
R

r
   1

   اي را حساب كنيد.كرهباشد، مقاومت اين دو سطح نيم  2

1 (R R

R




2 2
2 1

1

1
4 

   2 (

R
Ln

R



2
1

2 
   

3 (R R

R




2 1
1

1
4 

   4 (R R

R




2 1
1

1
2 

   

 :داريم طبق رابطه كلي مقاومت»  3«گزينه   پاسخ:  

  R R R

R R R

dr dr dr
R R

Rr sin d d R ( ) sin dr sin d d
r

   
   

         
  

   
2 2 2

1 1 12 22 21 12 2    

   

R

R

dr
R (R R )

R ( ) R
   

   2
1 2 1

1 1

1
2 2 4 

  

  
 مقدار مقاومت الكتريكي بين دو كره هم مركز به شعاع  :2مثال(R R ) R ,R1 2 2 اي با ضريب رسانشبه شرطي كه ماده 1

k
( )

r
   1  فضاي

  مقدار ثابتي است)  kبين آن دو را پر كرده باشد، چقدر است؟ (

1(R (R k)
R ln[ ]

k R (R k)




  
1 1
2 2

1 24   2 (R (R k)
R ln[ ]

k R (R k)




  
2 1
1 2

1
4  

3( R kk
R ln[ ]

R k




 
1
24   4( R R

R ln[ ]
k R k


  

2 1
2

1
4  

 كنيم:  با توجه به اينكه مقاومت بين دو كره هم مركز خواسته شده، بنابراين از فرمول ساختاري زير استفاده مي  »2«گزينه  خ:پاس  
R R

R R

du dr dr
R

h h r(r k)kdu du ( )r sin d d
h r

   
      

  
  

2 2
21 1

1
2 3 22 3

1
41

 




  

R

R

R (R k)r
( ) ln( ) | ln
k r k k R (R k)


 

    
2
1

2 1
1 2

1 1 1
4 4 

  

  

 در شكل مقابل جرياني در جهت  :3مثال̂ در گوه با رسانايي بيند؟شود. اين جريان چه مقاومتي را ميجاري مي  

1 (R
bln(a a )



 2 1

  2 (R
bln(a a )



 2 1

2  

3 (R
a

bln( )
a



 2

1

  4 (R
a

bln( )
a



 2

1

 

 :توان نوشت:ه فرمول ساختاري مقاومت الكتريكي ميبا توجه ب»  4«گزينه   پاسخ  

b a

a

d d
R R

a a
drdz bln( ) bln( )

r a a

   
   

  
 
  2

1
2 2
1 1

1 


  

 هشتمهاي تأليفي فصل تست

1R

2R



1a

2a



  b
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 در نقطه  :4مثالP( , , )1 در فضا چگالي جريان  1
ˆ ˆ ˆJ x yx y zy zx z  2 3 22   Pآهنگ تغيير چگالي بارهاي الكتريكي درنقطـه   برقرار است.  3

  كدام است؟
1(3 2(3 36) 4 ) صفر  

 :طبق قانون بقاي بار الكتريكي»  1«گزينه   پاسخ.J
t


  



 
J.پس بايد  .

 
  را حساب كنيم.  

P
.J ( )( ) ( )( ) ( ) |

t


        


2 1 6 1 3 1 3 3


  P.J xy y z x    2 22 6 3

 ¾‰£º nj   
  

 متر نقطه 2ب به اضلاع مركز مكع  :5مثال  P( , , است. در داخل حجم اين مكعب، چگالي جريان  (
ˆ ˆ ˆJ xyzx y y zyz  26 6 برقـرار اسـت.     2

  جريان خارج شده از اين مكعب چقدر است؟
  8 4 (16)3 8)2 ) صفر1
 :دانيم:مي»  1«گزينه   پاسخ

s V v
J .ds ( .J)dv


  

  
.   پس به جاي آنكه جريانI  سطح جانبي مكعب به دست آوريم، 6را روي.J

 
را  

  گيريم.كنيم و روي حجم مكعب از آن انتگرال ميپيدا مي

.J yz y y I ( yz y)dx dydz yz( )dydz ( ) ydydz
      

               
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 16 12 2 6 1 6 2 2 1

 
    

  
 در لحظه  :6مثالt  ع در مركز يك كره به شعاR و با رسانايي ويژه و نفوذپذيري شود. در با چگالي حجمي غيريكنواخت پخش مي بارالكتريكي

چه زماني بار درون كره به
e

  رسد؟مقدار اوليه مي 1

1 (
e




1  2 (


  

3 (


  4 (
e




1  

 :مقدار كل بار داخل كره (در زمان »  3«گزينه   پاسخt( آيد:دست مياز رابط مقابل به  t
Q Q e



   

tباشد و در زمانبار اوليه كره ميQدر اين رابطه   كل بارهQ شود. براي محاسبه زمان موردنظر داريم:به سطح كره منتقل مي  

  t t
Q Q e e e t

e e

 
    

      


11 1
  

  

 الكتريكي با ضريب گذردهيمحيط دي  :7مثال  و ضريب هدايتg مفروض است. بارQ مدت زماني كه طول  .دهيمرا در مركز اين محيط قرار  مي
    كشد تا مقدار بار در مركز اين محيط به نصف كاهش يابد، كدام است؟مي

1(ln
g

 2  2 (
g

2  3(
g

1
2  4 (e

g
 2  

 :ي كاهش بار در يك محيط با رسانندگيبا استفاده از رابطه  »1«گزينه  پاسخg و گذردهي ي واهلش) داريم:(رابطه  

  
g

t
Q Qe t ln

g


 

  
1 22     ;        

g
t

Q Qe

   

  

 ي يچگالي بار سطحي در مرز بين دو محيط با ضريب رسانا  :8مثال1 و2  و ضريب گذردهي1 و 2 كدام است؟    

1 (n( )E


  


22 1 2
1

  2 (n nE E  2 2 1 1  3 (n( )E


  


22 1 1
1

  4 (n( )E


  


22 1 2
1

  

 :با توجه به شرايط مرزي داريم:  »4«گزينه   پاسخ  n n s n n sD D E E       2 1 2 2 1 1  

s  بايست پيوسته باشد:جريان نيز در عبور از مرز مياز طرفي چگالي  n( )E


    


22 1 2
1

    ;     n n n nJ J E E    1 2 1 1 2 2  
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 دار بين الكترودهاي مثبت و منفي قرار دارد. اگر ضخامت تيغه دو برابر شود، در ايـن صـورت بـار    الكتريك تلفمقابل يك تيغه ديدر شكل  :9مثال
  ره شده و جريان عبوري (در حالت پايدار) چند برابر خواهد شد؟الكتريكي ذخي

1و 2) 1
2  

  2و  2) 2

1و 4) 3
4  

4 (1
1و  2

2  

 :آيد:طه مقابل به دست ميبار ذخيره شده روي صفحات الكترود از راب»  4«گزينه   پاسخ  Q CV CRI I


  


  

Vشود بنابراينبا دو برابر كردن ضخامت تيغه، مقاومت آن دو برابر مي
I

R
 شود، در نتيجه بار نصف ميQ شود.نيز نصف مي  

  

 1الكتريك به ترتيب با ضخامتيك خازن از دو تيغه دي صفحه موازي هاي بين دوالكتريكدي :10مثالd 2وd الكتريـك)  ويته (ضريب دييو پرميت
1 2و ب هدايت كميو ضرا1 و2 صفحه هادي موازي اگر اختلاف پتانسيل بين دو .است تشكيل شدهV   باشد دانسيته بار آزاد در حالت پايـدار در

  سطح تماس دو محيط برابر است با:

1 (s    2 (s V
d d

    
 

  
2 1 1 2

1 2 2 1
  3 (s

V

d
  2

2
  4 (s

V

d
  1

1
  

 :الكتريك برابر باشدهرگاه ثابت زماني دو دي دانيمميروش اول (تستي):   »2«گزينه   پاسخ( )
 


 

1 2
1 2

در اين صورت چگالي بار آزاد در سطح تمـاس   ،

  تواند صحيح باشد.) مي2شود. بنابراين فقط گزينه (دو محيط صفر مي
s  سيم:توانيم اين گونه بنويميروش دوم: n n n nD D E E      1 2 1 1 2 2  

n
n n n n

n n
n

V
E

d dJ J E E

E d E d V V
E

d d

             
   

21
1 2 2 11 2 1 1 2 2

1 1 2 2 12
1 2 2 1

  

s V
d d

    
 

  
1 2 2 1
1 2 2 1

  

  
 ناحيه  :11مثالa R b  الكتريكاي با ضريب ديدر مختصات كروي در فضاي آزاد از ماده نشو ضريب رسا    پر شـده اسـت. بـارQ  را در

tلحظه    به طور يكنواخت روي سطحR a دهيم. چگالي بار سطحي روي سطحقرار ميR b .را به دست آوريد  

1 (
t

s
Q

e
b


 

 24
  2 (

t

s
Q

( e )
b


  

 2 1
4
  3 (

t

s
Q

( e )
b

 
  



2
2 1

4
  4 (

t

s
Q

( e )
b


  

 2 1
4
  

 :در لحظه  »4«گزينه  پاسخt   چگالي بار سطحي روي سطحR b نهايتصفر است؛ اما در بي(t ) كل بارQ به سطحR b  منتقل شده و

Qچگالي بار سطحي روي آن

b 24
 شود. بنابراين با توجه به رابطه معرفي شده در بالا، داريم:مي  

  
t

t

s
Q Q Q

( )e ( e )
b b b


 
      

  2 2 2 1
4 4 4
    

  
  

  

V
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 دار، ضـريب هـدايت  كتريك تلفالدر يك دي  :12مثالR  و ضـريب عـايقي   2 sin     باشـد. اگـر چگـالي جريـان در محـيط بـه       مـي
Jˆصورت cos a 

  باشد، كل بار آزاد درون يك كره به مركز مبدأ مختصات و شعاعa چقدر است؟  

1 (
4
3  2 (

2
) 4  ) صفر3  3

4
3   

 :ابتدا بايد با استفاده از رابطه»  3«گزينه   پاسخJ E 
 

(D)، ميدان الكتريكي و سـپس چگـالي شـار الكتريكـي    


را بـه دسـت آوريـم و سـپس بـا       
D.رابطه 

 
  ، چگالي بار حجمي و نهايتاً بار كره را به دست بياوريم:

J cos cos
ˆ ˆE a D E sin a

R R
 

 
       
 2 2

    

sin

R

 
   3

cos sin
.D ( sin ) ( sin )

R sin R sinR R

   
         

  2 2
1 1 


   

a
Q ( sin )R sin dRd d

R

  
        

2 2
3


  
  

  
 ق شكل) با هدايت الكتريكيدار (مطابخايك استوانه هادي سور :13مثال مفروض است و جرياني به چگالي

r
k

ˆJ a
r

 از مقطـع   ،در امتداد شعاعي
arگذرد. مقاومت الكتريكي بين سطوحآن مي   وbr  چقدر است؟  

1(
b

ln( )
a
d2  2(

a
ln( )

b
d

   

a

b

d

 3(
b

ln( )
a
d

  4(
b

kln( )
a
d

  

 : داريم با توجه به فرمول ساختاري مقاومت »1«گزينه  پاسخ:          
b b

da a

dr dr b
R ln

rd d ard dz

 

  
   

 
2

1
2 2

1

  

ابستگي ندارد، بنـابراين  وهاي الكتريكي و به كميت شوديك جسم از مشخصات فيزيكي آن محسوب ميبا توجه به اينكه مقاومت الكتريكي شايان ذكر است، 
 4بستگي نخواهـد داشـت (گزينـه     kبه ضريب ، پس نيز انتظار داريم كه مقاومت الكتريكي جسم موردنظر مستقل از توزيع چگالي جريان باشد مثالدر اين 
  ). است نادرست

  رود كه مقدار مقاومت جسم نيز افزايش يابد:يابد لذا با افزايش فاصله شعاعي انتظار ميدر راستاي شعاعي انتشار مي ياناز آنجايي كه جرهمچنين 

                                             b
R

a
   

  باشد. نيز نادرست مي 2گزينه  پس
  

 داخلي و خارجي هاي دو ميله ربع دايروي با شعاعمطابق شكل  :14مثالa  وb و ضخامت ،d   اي بـا  هـا از مـاده  انـد. ايـن ميلـه   به هم متصـل شـده
  چقدر است؟ Bو  Aاند. مقاومت الكتريكي بين دو نقطه تشكيل شدهرسانايي

1 (
b

d ln( )
a




  2 (

b
d ln( )

a



2
  

3 (
b

d ln( )
a





2  4 (
b

d ln( )
a





3
2

 

 

B

A

a b
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 :آيد:با استفاده از فرمول ساختاري، مقاومت الكتريكي يك ميله ربع دايروي از رابطه زير به دست مي»  1«گزينه   پاسخ    

b d

a

d d
R

b b b
dzdr d ln( ) d ln( ) d ln( )

r a a a

 


  
   


  

 
 

2 2 2
2 



  

  هاست:اند پس مقاومت كل، برابر مجموع مقاومت آنميله ربع دايروي با هم سري شده به اين ساختار نگاه كنيم، دو ABاگر از دهنه 

R
b b

d ln( ) d ln( )
a a

 
 

 
2

2
®¨

  

  

اي با مشخصهكه از مادهزير شكل  بهمقاومت الكتريكي يك گوه  :15مثال
m

mho71 با:برابر است  ، در جهت شعاعيساخته شده  

1 (ln




 4
2

5 1
  

2 (ln




 4
2

5 1
  

3 ( 42 1  
4 ( 42 1  

 

1m  2m  

0.05 m  
 = 0.1 rad  

  

 
 : بيند:اگر در جهت شعاعي، جرياني در گوه جاري شود، مقاومت زير را در سر راه خود مي  »1«گزينه   پاسخ  

                
/ /

dr dr dr dr ln
R

ds rd dz rrd dz
  

 

 
     

     
      

2

5 11

2
4 41

2
5 1 5 1

  

  
 يك مخروط ناقص با ضريب هدايت   :16مثال/ mho 62 55  mm/1يني آن به ترتيب بـا يي و پايسانتيمتر و شعاع دواير بالا 16داراي ارتفاع 1

/و mm    يني اين مخروط ناقص برابر است با:يي و پايقاومت تقريبي مابين صفحه بالاباشد. ممي 2
1(/ 1  2 (/ 2  3 (/ 3  4 (/ 4     
 : الايي و پاييني از رابطه انتگرالـي كـه بـراي مقاومـت در مـتن درس معرفـي كـرديم        براي محاسبه مقاومت الكتريكي بين صفحه ب  »1«گزينه   پاسخ

كنـد. در  تغييـر مـي   zقرار گرفته باشد با حركت از صفحه بالايي به سمت صفحه پاييني،  zكنيم. اگر فرض كنيم كه مخروط در راستاي محوراستفاده مي
باشـد. بنـابراين   مي (r)كند ولي تغييرات سطح مقطع وابسته به شعاعجا شدن در راستاي محور مخروط تغيير ميحالي كه سطح مقطع مخروط هم با جابه
  كنيم.حسب يكديگر به دست آوريم. سپس از رابطه انتگرالي استفاده مي را بر rو zابتدا بايد با استفاده از مشخصات مخروط،

x
tg

h z
 


  

R R
x (h z)tg (h z)

h


     2 1  

R R
r R x R (h z)

h


     2 1

1 1  

(R R )
dr dz

h


  2 1  

R

R

dz dz hdr h h
R /

(R R ) r (R R ) R Rrdrd (R R ) r. r


                       
  

1

2
22 2 1 2 1 1 22 1

1 1 1 112 2

 

  

  
x  z  

1R  

1R  

h  

2R  
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 آزمون فصل هشتم  

  
 1اي هادي به وزن كره ـW الكتريكي با گذردهيدر مايع دي       قرار گرفته و يك چهارم آن در مايع فرو رفته است.  كـره بايـد بـه چـه پتانسـيلي

  رسانده شود تا نيمي از آن در مايع فرو رود؟

1(W
V

( )


   
2




  2(V
W

  


2


  
V







 
3(W

V
( )


  2


  4(W

V
( )


   
1 2




  

 2 اگر چگالي جريان در مختصات كرويـ

 r

zˆJ / e a zباشد كل جرياني كه صفحه 1  را در جهتzâ وريد؟دست آكند بهقطع مي   
1(A/125  2(A/218  3(A/ 414  4(A/ 628  

 3 چگالي جريانـ


r
A

ˆJ sin a
m

  rاي بـه شـعاع  كرهدر مختصات كروي داده شده است. مطلوب است جرياني كه از سطح نيم 2 cm عبـور   1

zكره دركند. نيممي  واقع بوده و مركز آن بر مبدأ مختصات واقع است؟  

1 (mA 7/19  
2 (mA 4/39  
3 (mA 3/49  
4 (mA 1/59  

 z 

y 

x  
 4 سيم هادي به طول ـL و ضريب هدايت الكتريكي ست است. اگر سطح مقطع اين سيم در يك طرف د درA طرف  يك و درkA  بوده و اين سطح

  افزايش يابد، مطلوب است محاسبه مقاومت اين سيم؟ Lمقطع به طور خطي در طول 

1(L lnk

A k


 1  2(L k

A lnk





2  3(L lnk

A k


 2  4(L k

A lnk





1  

 5 بين دو كره فلزي هم مركز به شعاع داخلي ـa  و شعاع خارجيb اختلاف پتانسيلV شود به طوريكه كره  بزرگتر زمين است اگر مـاده  برقرار مي
  ت؟باشد تلف حرارت كدام اس بين دو كره داراي ضريب هدايت الكتريكي

1(V ab

b a




22   2(V ab

(b a)




2

4
  3(V ab

b a




24   4(V (b a)

ab

 24   

 6 ناحيــهـــx  داراي ضــريب هــدايت ( )
x

   
و ضــريب عــايقي 12 ( )

x
   

محــيط داراي  در ايــن  DCگــر جريــان باشــد. امــي 12

چگالي
z

z
e

ˆJ a
x





  باشد، چگالي بار الكتريكي ساكن در اين محيط برابر است با: 

1(
ze

x







  2(

ze

x



 2



  3(

ze

x







  4(

ze

x



 2



  

 7 هاي رساناي هم مركز به شعاع بين دو كرهـa  وa2 اي عايق با گذردهي الكتريكيماده و رسانايي ويژه    وجود دارد. مقاومت بـين ايـن دو
  كره كدام است؟

1(
a

1  2(
a

1
2  3(

a
1

4  4(
a

1
8  

 8 اي از فضا برابرچگالي جريان در ناحيهـ


x
A

ˆJ cya [ ]
m

 مختصات و دو ضـلع آن مـوازي    در مبدأ aعددي ثابت است. يك رأس مربعي به ضلع  cاست.  2

  اندازه جريان گذرنده از سطح مربع را تعيين كنيد. سازد.مي زاويه xzبوده و با صفحه  zمحور 

1(ca sin 3 21
2  2(ca sin 3 22  3(ca sin 3 24  4(ca sin 3 21

4  
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 9  دو رسانا با رسانشــ1 و2 اي مطابق شكل به ضخامت مقاومت به شكل نيم استوانه دايره تشكيل يكd اند.  مقاومت الكتريكي بين اين را داده
  دست آوريد؟صفحات را به

1(
b

( )ln
a

d(b a)

 



1 22
   2(

b
ln

a ( )
d


 1 2

2 1 1    

a b 
1 2 

1 2  3((b a)d

( )(b a)


   1 2

  4(( )
b

(ln )d
a


 1 2

1
2

  

 10 ناحيه بين خازن مسطحي به سطح واحد از عايق غيركاملي با رسانشـ

z

de


   هـاي  نظر كردن از ميـدان مطابق شكل پر شده است. با صرف

G)ها كدام است؟ي بين صفحهيپراكندگي رسانا )
R


1  

1(G
(e )d




1
  2(G

ed


    

 
z = d 

z = 0 

 = 0 

 = V0  3(G
(e )d






2

1
  4(G

e d

 




2 2

1
  

 11در مختصات كروي فضاهاي  ـa r b,r a   الكتريـك ب رسانش و دييي با ضرايهابه ترتيب از محيط, 1 1،, 2 پـر شـده اسـت. بـار      2

sسطحي يكنواخت
C

( )
m

 tرا در لحظه 2   از:  ( ايم. چگالي جريان دو محيط عبارتنددر مرز دو محيط قرار داده1 و2  دگي در به ترتيب زمان آسـو

    باشد)         هر يك از دو محيط مي

1(t /
s

r

J

a e
ˆJ a

r

 











 2
1

2
2 2

2

  2(

t /
s

r

t /
s

r

a e
ˆJ a

r

a e
ˆJ a

r

 

 

  


  


1

2

2
1

1 2
2

2
2 2

4

4




  

3(t /
s

r

J

a ( e )
ˆJ a

r

 



   





 2
1

2
2

2 2
4 1  4(

t /
s

r

t /
s

r

a e
ˆJ a

r

a ( e )
ˆJ a

r

 

 






 








1

2

2
1 2

2
2 2

4
1
4

  

 12هاي داخلييك كابل هم محور به شعاع ـa  و خارجيb  مفروض است. چنانچه طول كابلL و رسانندگي  الكتريكي   باشد، مقاومت الكتريكي
    آن برابر كدام است؟

1(b
ln

L a
1  2 (b

ln
L a

1
2  3 (

L
1

2  4 (a
ln

L b
1

4  

 13يهاي ناحيدر مختصات استوانه ـ/ m r m 5 3 وz m  1  و   2  از مايعي با ضريب رسانشmho

m
  پـر شـده اسـت.     2

rسطوح / m 5 وr m بخواهد در مايع به صورت حرارت تلف شود،  kw1شود. اگر توانبين آنها فرض مي Vاين ناحيه از رساناي كامل با ولتاژ 3
    چقدر بايد باشد؟       Vمقدار

1 (85/11  2 (94/11  3 (/12 6  4 (13/12  
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 14اي از رساناي كامل به شعاعكره ـa    به طور نيمه داخل زمين قرار دارد. رسـانش زمـين در ناحيـهa r b   برابـر1  و در ناحيـهb r   
    شود به دست آوريد.فرض شده است. مقاومت زمين را وقتي توزيع جريان يكنواخت در نظر گرفته مي 2برابر

1(R ( ) ( )
a b b

  
 2 1

1 1 1 1 1
2 2  

2 (R ( ) ( )
a b b

  
 1 2

1 1 1 1 1
4 4  

3(R ( ) ( )
a b b

  
 1 2

1 1 1 1 1
2 2  

4( R ( ) ( )
a b b

  
 2 1

1 1 1 1 1
4 4  

  هوا 

زمين 

a 

b 

r 

1 2

 

 15هاي رسانايياي مطابق شكل از دو ماده مختلف با ضريبيك مقاومت استوانه ـg1 وg2 هايو ضرايب گذردهي1 و2  و سطح مقطعA   ساخته شـده

C(بر حسب متصل است. چگالي بار سطحي Vاطري با نيروي محركهاين مقاومت به يك ب است.

m2در سطح مشترك دو ماده كدام است؟ (    

1 (    

2 (I
(g g )

A
    1 1 2 2  

3 (I
( )

A g g

 
   1 2

1 2
 

4 (g gI
( )

A e e
  1 2

1 2
  

 

2g

2

1g

1

I

V
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  نهمفصل 
 »ميدان مغناطيسي ساكن«

  
 يك صفحه با ابعاد  :1مثالx     و| y | kˆداريم كه از آن جريان سطحي  1 | y | x

  گذرد. اندازه ميـدان مي
B   در نقطـه( , , )  چقـدر    1

  است؟

1 (Ln


22   2 (Ln


1
2 2  

3 (Ln


24  4 (Ln


1
4 2  

 :انون بيوساوار داريم:از ق»  2«گزينه   پاسخ  
k R

B ds
| R |



 
 


  

1
314


 
   

ˆ ˆ ˆR r r z x x y y | R | x y             2 21 1
     

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ| y | x [z x x y y] | y | [ y y z]
B dx dy dx dy

[ x y ] [ x y ]

 

   

               
 

      

   
1 1

3 31 1
2 2 2 22 2

4 4
1 1

 
   

ˆ ˆ| y | ydy | y | y zdy
dx

( x y ) ( x y )



  

  
  
            
   
        
  

  

  
1 1

3 31 1
2 2 2 22 2

4
1 1






  

| y | dx dy dx
ˆ ˆB y y | y |dy

[ x y ] [ x y ]

 

   

         
 

      

   
1 1

3 31 1
2 2 2 22 2

4 4
1 1

 
   

y
x | y | | y | dy

ˆB y | y |dy [ | ] B ( )dy
y y( y ) x y



  

              
        
  

1 1 1
2 21 1 12 2 2

24 4 21 11 1
  

   

y
dy (Ln( y ) | ) Ln Ln

y 
   


           
   

11 2
2

11 22 2 2 21
   

  

 روي خط  :2المثy | x |  جريانI  به شكل زير قرار دارد. ميدان
B  در نقطه(x ,y) ( , )      كدام است؟  1

1 (I
ˆ( )z





214 2

   2 (I
ˆ( )z





1 24

  

3 (I
ˆ( )z





1 22

  4 (I
ˆLn( )z





212 2

  

  

  نهمهاي تأليفي فصل تست

z

1

1

k
 y

x



I

(1)

(2)
1

y

x
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 :برابر است با:1سيم ( ميدان ناشي از»  3«گزينه   پاسخ (  I
ˆB [ ]z


  

1
21 22 2


    r , , 

    
2

2 4   

I  ) برابر است با:2ميدان ناشي از سيم (
ˆB [ ]z


  

2
21 22 2


     r , , 

    
2

2 4   

I
ˆ: B B B ( )z


   

1 2 1 22
  

  ميدان كل 

  
 دو پيچه مشابه به شعاع  :3مثالr را مطابق شكل در مجاورت هم و به فاصلهb2 دهيم. صفحه اين دو پيچه موازي هم است. اگر از يكديگر قرار مي

    كه در وسط محور دو پيچه قرار  گرفته، كدام گزينه صحيح است؟ Pقدار جريان در دو پيچه برابر و هم جهت باشد، براي نقطه م

d) همواره 1 B

dz


2
dBو  2

dz
 باشد.مي  

d) همواره 2 B

dz


2
dBي مقدارول 2

dz
  ممكن است صفر يا غيرصفر باشد. 

dB) همواره3

dz
  ولي مقدارd B

dz

2
  ممكن است صفر يا غيرصفر باشد. 2

dB) مقدار 4

dz
dو   B

dz

2
   چه دارد.بستگي به فاصله دو پي  2

  

r 

I 

r 

I 
2b 

z 

P 

 

 :در وسط محور دو پيچه مقدار   »3«گزينه   پاسخB  پس شودميحداكثر:dB

dz
 . اماd B

dz

2
فقط در صـورتي در وسـط محـور دو پيچـه صـفر       2

bگردد كهمي r2هولتز باز گرديم كه در آني هلمكلاسيك پيچه باشد. يعني به مثالb r2 ي مياني مشتق اول و دوم صفر اسـت،  است و در نقطه
  است. بنابراين ميدان يكنواخت

  

 هايدو حلقة سيمي به شكل دايره به شعاع :4مثالa وa2 جهت، بـه ترتيـب  هاي همبا جريانI1 وI2  در صـفحةz      و متحـدالمركز مفـروض
    كدام است؟ I2و I1رابطة بين ،ميدان مغناطيسي يكسان توليد نمايند، باشند. اگر هر دو حلقه در مركز خودمي

1 (I I1 2
1
2  2 (I I1 2

1
2

  3 (I I1 2
1
3

  4 (I I1 2
1
4  

 :اي به شعاعمغناطيسي در مركز يك حلقه دايره ميدان  »1«گزينه  پاسخR كه حامل جريانI آيد:رابطه به دست مياين باشد، از مي  I
B

R


 2

  

I  بنابراين طبق فرض مسأله خواهيم داشت: I I
I

a ( a)
  1 2 212 2 2 2

    
 

 ع داخليبر روي يك حلقه دايروي به شعا  :5مثالa   و شـعاع خـارجيb ،
Jˆتوزيع جريان J ra 

 وجود دارد. ميدان مغناطيسي
B در مبدأ چقدر است؟  

1 (zˆB J (b a)a   


  2 (z
b

ˆB J a
a

  


  

3 (z
J

ˆB (b a)a


 2
 

  4 (z
J b

ˆB a
a


 2

 
  

 :ابتدا يك جزء ديفرانسيل حلقه به ضخامت»  3«گزينه   پاسخdr گيريم كه ميدانرا مانند شكل زير درنظر ميB


در  
  مركز آن برابر است با:

z z
J r dr J

ˆ ˆdB a dB dr a
r

      
2 2

    
z z

I Jdr
ˆ ˆdB a dB a

r r

 
  

 2 2
    

aگيري روي بازهبا انتگرال r b  از رابطهdB


b  داريم:  b
z za a

J J
ˆ ˆB dH dr a (b a)a

      2 2
    

  
  

  
  

a b
y

z

x

drr
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 روي يك مخروط ناقص با مشخصات  :6مثالR r R  و  3
  kˆجريان سطحي ، 6 k r 

  گذرد. ميدانميB
 در مبدأ مختصات كدام است؟   

1 (k R
ẑ 

2   

2 (k R
ẑ 

4  

3 (k
ˆLn z  32  

4 (k R
ˆLn z  34  

 :ابتدا يك حلقه كوچك به ضخامت » 2«گزينه   پاسخdr گيريم كه ميدان روي مخروط در نظر مي

Iناشي از آن در مبدأ مختصات برابر
ˆdB z

(z )

 




2
3

2 2 22


    است.  

R  ميدان كل برابر است با: حال  R

r R R

k r
ˆB dB dr z

(z )


 
 



 
23 3

3
2 2 22

  
   

r
r sin , I | k | dr k rdr     2 


   

R R

R R

r
k dr k k k k.B dr ( R R) R R

r

    
      

3
3 3

3
4 3 28 8 8 4

         
   

  
 جريان سطحي :7مثالˆk | y | x

  روي نواري به عرضR2 كه در صفحهz    گذرد. ميدانواقع است، ميB
  را روي محورz  .حساب كنيد   

1 (z z
ˆLn y

z R

 

2
2 22   2 (z z

ˆLn y
z R


 

2
2 24  

3 (z z
ˆLn y

z R

 

2
2 24  4 (z z

ˆLn y
z R


 

2
2 22  

  

 :از قانون بياساوار داريم:»  4«گزينه   پاسخ  k R
B

| R |


   


  34   

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆr r zz x x y y , r zz , r x x y y              
R

R

ˆ ˆ ˆ ˆ| y | (x (zz x x y y)
B dx dy

[z x y )



 

       


  

  3
2 2 2 2

4
   

zB  گيريم.صفر است، زيرانتگرال تابعي فرد است و روي بازه متقارن انتگرال مي  
R R

y R

z | y | z y z z
B dx dy dy Ln

z y z R
[z x y ]



 

        
   

  

  
2

3 2 2 2 2
2 2 2 2

2
4 2 2
  


   

  
  
  
  

2R

x

y

z

k




dr

z

2R

R
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 ي مخروطيروي پوسته  :8مثال  3  .R r R  rيبار سطح  2   توزيع شده است. ميدان مغناطيسيB    را در مبدأ مختصات حسـاب
  بچرخد.  zحول محور  كنيد. با شرط آنكه پوسته با سرعت زاويه
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2 (ˆR z  33
4   

3 (ˆR z  23
64  

4 (ˆR z  23
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 :كنيم.چگالي با جريان سطحي را حساب مي»  3«گزينه   پاسخ  
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 يك ديسك بسيار نازك با شعاع  :9مثالa داراي چگالي بار سطحي يكنواختs اين ديسك حول محور خود با سرعت  .باشد(كولن بر مترمربع) مي
چگالي شار مغناطيسياندازه چرخد. (راديان بر ثانيه) مي اي ثابتزاويه

(B)  چقدر است؟در مركز ديسك  

1 (s a   2
  2(s a   2

2
  3(s a  

2
  4(s a    

 : چگالي جريان سطحي ناشي از حركـت بارهـا برابـر اسـت      »3«نه گزي پاسخ
sبا s s ˆJ v r a    

  اي به ضخامت اگر حلقه. بنابراينdr  در اين ديسك در نظر را
  جريان عبوري از آن برابر است با:  ،بگيريم

sI | J | dr


  
  برابر است با: drچگالي شار مغناطيسي ناشي از حلقه به ضخامت

  s srdr drI
| dB |

r r

     
  2 2 2

 
  

  برابر است با:  حلقهكل چگالي شار مغناطيسي ناشي از بنابراين، 
a

s sdr a
| B |

     
  2 2

 
  

  

 جريان ثابت ،از سيمي مطابق شكل مقابل  :01مثال I يسيكند. چگالي شار مغناطعبور مي
(B) است؟ در مركز مختصات چقدر   
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  : صفر استحامل جريان سيم ميدان مغناطيسي در امتداد  »1«گزينه پاسخ      . CD ABB B 
 

   
                                                                 در نتيجه چگالي شار مغناطيسي برابر است با:

BC z z z
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 جريان دائم الكتريكي  :11مثالI اي به شعاع بع دايرهمطابق شكل از سيم نازكي منطبق بر رa گذرد. ميدان مغناطيسـي  هم مركز با مبدأ مختصات مي
    كدام است؟در مبدأ 
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 :هاي بلند افقي و عمودي قرار دارد و لذا ميدان مغناطيسي ناشي از اين دو قسـمت در مبـدأ   نقطه مبدأ در امتداد سيم  »2«گزينه   پاسخ
  دست آوريم كه برابر است با:را در مركز آن به aصفر بوده و فقط لازم است ميدان مغناطيسي ناشي از ربع حلقه به شعاع 

  z z
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ˆ ˆB ( )a a
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 سيم بلندي حامل جريان   :21مثالI در صفحهz  است؟ كداممختصات  أمطابق شكل مقابل قرار دارد. چگالي شار(فلوي) مغناطيسي در مبد  
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  : هاي اگر سيم بلند را به قسمت »2«گزينه پاسخAB  وBC  وCD داريم: كنيم، تقسيم  

z
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  ABچگالي شار مغناطيسي ناشي از  
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 1   باشد.مي 2

z                     داريم:  CDبه همين ترتيب در مورد سيم 
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   CDچگالي شار مغناطيسي ناشي از  

zنوشت:                        توان نيز مي BCبراي سيم 
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 آزمون فصل نهم  

  
 1اي عمود بر هم به شعاع دايرهيك سيم حامل جريان از دو حلقه نيم ـR كه در صفحاتz  وx   .قرار دارند مطابق شكل تشكيل شده است

ميدان مغناطيسي

B ها كدام است؟در مركز نيم حلقه  

1(I
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   4(I Iˆ ˆi k
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 2اي به شعاع اي دايرهحلقه ـb داراي بار خطي يكنواخت
L

c
( )
m

 است. اگر حلقه در صفحهz  و به مركز مبدأ  مختصات در جهت̂  با سرعت

دوران كند، چگالي شار مغناطيسي ايزاويه

B  روي محور حلقه به ارتفاعz چقدر است؟  

1(L b
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ẑ
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 3اي به شعاع كرهروي سطح نيم ـR چگالي جريان سطحي


ˆJ J sin a   ـبرقرار است. چگالي شار مغناطيسي در مركز  نـيم    ره كـدام اسـت؟   ك
  باشد)كره منطبق بر مبدأ مختصات مي(مركز نيم
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 4ايجريان صفحه ـ


s x
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m

1 zدر صفحه 1  اي ديگري باهاي صفحهو جريان
 

s s x
A

ˆJ J a
m

  2 3 zدر صفحات 5 m zو 5 m 5 

yاند. اندازه چگالي شار مغناطيسي كه صفحهقرار گرفته  را در جهتyâ حاتقطع كرده و بين صفx  وx m zو 2  وz m واقع شـده   5
  ؟باشداست كدام گزينه مي

1(wb2  2(wb 2  3(wb 5  4(wb5  

 5عنصر جرياني ـ


 ˆIdL a
  44 در 1 (x / , y / , z )  8 6 ست محاسبه شدت ميدان مغناطيسي كه توسط ا مفروض است. مطلوب 3

شود؟عنصر جريان فوق در مبدأ مختصات توليد مي  H
( )

m
   74 1  

1(x y
A

ˆ ˆa a
m
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m


15 2  3(x y

A
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m


 15 2  4(x y

A
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 6اي به شعاع كره ـa و چگالي بار حجمي ايبا سرعت زاويه  حول محورz ددست آوريچرخد. شدت ميدان مغناطيسي در مركز كره را بهمي.  
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  ) صفر4  3

 7اي نازك به شعاع يك ميله شيشه ـR  و طولL داراي بار يكنواخت سطحي به چگالي    اياست. اين ميله را حول محورش بـا سـرعت زاويـه 
dچرخانند. ميدان مغناطيسي در فاصلهمي R از مركز ميله كدام است؟  
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 8از يك سيملوله به طول  ـL  شامل ،N  دور سيم، جريانI گذرد. اندازه چگالي شار مغناطيسي در نقطه ميP  داخل سيملوله (روي محور آن) كه از
  شود، كدام است؟ديده مي 2و 1دو انتهاي سيملوله با زواياي

1(NI
(cos cos )

L
   1 24  2(NI

(cos cos )
L
   1 22   

1 2 

 
3(NI

(sin sin )
L
   1 22  4(NI

(sin sin )
L
   1 24  

 9اي به طول استوانه ـL حامل جريان سطحي با چگالي


ˆJ J a باشد. محور استوانه بر محور ميz   واقع است. هرگاه طول استوانه را بسـيار بلنـد 
  چگالي شار مغناطيسي در مركز استوانه كدام است؟ ،فرض نماييم

1(J
B


 2

   

2(B J    

3(J
B
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4(B J 2    

 
z =  

L
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z = - L 
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ˆJ a

 
 10اي به شعاع دو حلقه دايره ـR  حامل جريانI  هاي نشان داده شده در شكل به فاصله جهتدرd قرار دارند. از يكديگر d كنيم را چنان انتخاب مي

Bهاكه در وسط حلقه

z





2
  ها كدام است؟صفر باشد. در اين حالت ميدان مغناطيسي در وسط حلقه 2
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8
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8
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z = 0 d 

z =  d
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z = -  d
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3(I

R

4
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  4(I

R

4
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 11جريان سطحي ـˆk | y | x
 از روي نواري به عرضR2كه در صفحهz   ـ  واقع است، مي  Bيگذرد. چگـالي ميـدان مغناطيس

   را روي محورهـا
  حساب كنيد.
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 12در يك استوانه طويل به شعاع ـ b  يك حفره به شعاعc مركز حفره با مركز استوانه ايم. فاصله ايجاد كردهd   است. چگالي جريان استوانه به غيـر از
Bاست. ميدان Jناحيه حفره برابر 

  را در نقطهA .حساب كنيد  

1 (J b c ˆ( )
a a d
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 13جريان  ـI از يك سيم نازك درz          عبـور كـرده و در يـك لايـه مخروطـي كـه فضـاي   3   شـود.  را ايجـاد نمـوده، توزيـع مـي     6
را در Bميدان مغناطيسي    3   دست آوريد.به 6

1 (I ˆ ˆ( cos )
( )

  
 

3
22 3 1

   

2 (I ˆ( cos )
( )

  
 

3
23 1

  

3 (I ˆ( cos )
( )

   
 

3
22 3 1

  

4 (I ˆ( cos )
( )

  
 

1
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 14يك حلقه مثلثي حامل جريان ـIه را در مبدأ مختصات حساب كنيد.قرا در نظر بگيريد، ميدان مغناطيسي ناشي از اين حل  

1 (I
ˆ ˆ ˆB (x y z) 

  
4   

2 (I
ˆ ˆ ˆB (x y z) 

  
2  

3 (I
ˆ ˆ ˆB (x y z) 

  


  

4 (I
ˆ ˆ ˆB (x y z) 
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 15روي مخروط ناقص شكل زير جريان سطحي ـˆk k r 
 گذرد، ميدان مغناطيسي را در مبدأ مختصات حساب كنيد.مي  

1 (k sin (b a)    2   

2 (k
sin (b a) 
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2  

3 (k
sin (b a ) 
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sin (b a ) 
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  دهمفصل 
  »قانون آمپر«

  
 صفحة نامتناهي  :1مثالxy  را در نظر بگيريد كه داراي چگاليyˆJ Ja )J  ثابت و  واحد آن آمپر بر متر) است. شدت ميدان مغناطيسـي

H  در
    ، كدام است؟xyبالاي صفحة

1 (zˆJa  
2(xˆJa  
3 (zˆJa

1
2

  

4(xˆJa
1
2

  

 

y 

z 

x 


yˆJ Ja 

 :از قانون بياساوار داريم  »4«گزينه   پاسخk R
B dB

| R |


 

  

 34
Rكه  r r    چون صفحه نامتناهي است، در هر نقطه بالاي صفحه

  گيريم:ها در نظر مي zاني به دست خواهد آمد، براي سادگي نقطه موردنظر را روي محور بخواهيم ميدان را حساب كنيم، ميدان يكس
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆr zz , r x x y y R zz x x y y


             

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆJy [zz x x y y] J[zx x z]
B dx dy dx dy

[z x y ] [z x y ]

     

   

           

        

   3 3
2 2 2 2 2 22 24 4

   

x
J z J dy

ˆB x dx dy z dx

[z x y ] [z x y ]

    

   

    
 

      

   3 3
2 2 2 2 2 22 2

4 4   

J y J dx ( )
z dx | z

x z(z x ) z x y

 



 

 

    
       
  2 22 2 2 2 2 2

1 1
4 4   

x
J x J z J J

ˆ ˆz[ tan | ] [ ] x H x
z z z

  


     

     
 

11
2 2 2 2 2 2   

zBو از طرفي   زيراx dx

(z x y )





 

  

 3
2 2 2 2

  صفر است.  

  

 اي چگالي جريان سطحيكرهروي سطح نيم  :2مثالˆk k sin 
  توزيع شده است. ميدان مغناطيسي در مبدأ كدام است؟   

1 (k
ẑ6   2 (k

ẑ2  

3 (k
ẑ3  4 (ˆk z

2
3  

 :هـاي بـه شـعاع   ابتـدا چگـالي جريـان را بـه حلقـه     »  3«گزينه   پاسخ  و ضـخامتad 
k)كنيم كه هر حلقه جريانبندي ميتقسيم sin )ad   دانسـتيم  كند. از قبـل مـي  را حمل مي

   عبارت است از: Iو جريان  Rكه ميدان ناشي از حلقه جريان به شعاع 

 IR
ˆH z

(R z )






2
3

2 2 22
   

  دهمهاي تأليفي فصل تست



a
z

R

I

z
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dHحال
 :ناشي از هر حلقه جريان برابر است با  (k sin )ad

ˆdH z

[ z ]

 


 

2
3

2 2 22

   

zكه a  2 2 aو 2 sin  :  
(k sin )ad (a sin ) k sin d k sin k k k

ˆ ˆ ˆdH dH z H d z sin d ( ) z
a

     
 

        
           

2 3 3 32 23
2

2 2 2 2 3 32
   

  
 

 روي صفحه   :3مثالxy رو را داريم:توزيع جريان روبه| y | a 2  ˆJ J cos( y)x
a


  ميدانH 

|را در فضاي ناشي از اين جريان پيدا كنيد. به شرط آنكه y | a 2 .   
  
  
 :آيد:دست ميصورت زير بهطبق قانون آمپر ميدان مغناطيسي به  پاسخ 

H.dl Jds 


  

a

a

a

y a
a a

y H l l J ( y)dy L J sin y | J L
a a 

 
    

 
2

2

22

2
2     

z :yميدان روي محور 
a

H J 


   
yy

y y yy

a
ˆH L L J ( y)dy LJ sin( y) | H a J sin( y)

a a a a  
   

     
 2 22 2   

 

 نهايت بلند، نقطه روي يك سيم بي :4مثالA با قابليت ذخيره بار الكتريكي مفروض است به طوري كه جريانA2   بـه آن وارد و جريـانA1  از آن
H.dlشود. مقدارخارج مي

 
 مركز  اي شكل بهروي مسير بسته دايرهA و شعاعm3  واقع در صفحه عمود بر سيم كدام است؟  

1(/ A1 5   
2(A3   
3(/ A4 5   
4(A4  

 





 

3

C

2I 2A

1I 1A

A

 
 :كنيم.از نتيجه نكته اخير استفاده مي ل:روش او» 1«گزينه  پاسخ  

  I I
H.dl /


  
    1 2 1 2 3 1 52 2 2   

و يك سيم  A1نهايت بلند با جريانصورت يك سيم بيجريان موجود را بهروش دوم: 
  (مطابق شكل) در نظر بگيريم: A1نيمه بر نهايت با جريان 

ˆ ˆIa Ia I
H H H H.dl ( ) /

r r

   
            

  1 2
1 12 1 1 1 52 4 2 2 2   

  

  
  
  
  

aa

a

2

a

2


x

y

z

2I 1

11 I

 نهايتنيمه بي

 نهايتبي

z

A
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 اي به شعاع درون استوانه :5مثالa يك جريان يكنواخت مارپيچي با چگالي جريانz zˆ ˆJ J a J a  
    وجود دارد. ميدان مغناطيسـي بيـرون از

   اين استوانه به كدام صورت است؟
1 (

z z
a

ˆ ˆH J a a J a
r


   

2 2
2  

2 (z z
a

ˆH (J J )a
r


 

2

2  3 (z z
a

ˆ ˆH J a aJ a
r


  

2

2  4 (z
a

ˆH J a
r




2

2  

 :طبق قانون آمپر، مؤلفه»  4«گزينه   پاسخâ كند. ميدان ايجاد شده توسط مؤلفه جريان، ميداني در بيرون استوانه ايجاد نميzâ  جريان به
  صورت زير است:

  z z
z

I ( a )J a
ˆ ˆ ˆH a a J a

r r r


  


  

 

2 2

2 2 2
  

  
 هايي وجود دارد؟ براي افزايش ميدان مغناطيسي درون يك چنبره چه راه  :6مثال  

 :با توجه به رابطه پاسخNI
B

r




2توان با قرار دادن هسته مغناطيسي درون چنبره ، مي( ) ،   افزايش تعداد دورهاي چنبـره(N )  و

I)هاي چنبرهيا افزايش جريان عبوري از سيم )  ميدانB .را افزايش داد  
  

 اگر در محيطي با ضريب نفوذپذيري :7مثالاطيسي برابر، چگالي فلوي مغن zˆA xa )A    مقدار ثابت) باشد، چگالي جريـان الكتريكـي در آن
  محيط عبارت است از: 

1(y
A

â





2   2( yˆA a



2 


   3( y

A
â






   4( y
A

â





2   

 :آوريم:با استفاده از چگالي فلوي مغناطيسي، ميدان مغناطيسي را به دست مي  »3«گزينه  پاسخz z
B A x

ˆ ˆB A xa H a


 

 
  

 
  

Hحال كه


Jرا داريم، با استفاده از رابطه  H
 
  توانيم بردارميJ


 آوريم:را به دست  

x y z

y

ˆ ˆ ˆa a a

A
ˆJ H a

x y z

A x









  

 

   
   

   



 

  

 اي به شعاع در يك سيم استوانه  :8مثالa اي به شعاعحفره استوانهb  موازي با سيم وجود دارد ( شكل زير). فاصله محور حفره از محور سيمd 
bاست ( d a b   اگر چگالي جريان در مقطع سيم يكنواخت و برابر .(J مقدار ميدان مغناطيسي ،باشدB  فره چقدر است؟حدر درون    

1 (Jb
B


 2    

2(B Jb   
3(B Jd        

4(Jd
B


 2

  

 

O  

a  

d  
2b  

O  

 

 :اي برابر است با:با توجه به رابطه معرفي شده در متن درس ميدان مغناطيسي ايجاد شده در حفره استوانه  »4«گزينه   پاسخ  

                          J OO Jd
B | B | 

   
  2 2 
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 در داخل يك استوانه هادي توپر به شعاع  :9مثال/ cm1هادي كدام است؟ ، شدت ميدان مغناطيسي به صورت زير داده  شده است، كل جريان  





r r A
ˆH ( / )( )a

m
  



24
24 77 1 2 3 1

  
1( / A5   2 (/ A6   3 (/ A4   4 (/ A8   

   :از قانون مداري آمپر داريم:    »1«گزينه   پاسخ                        H.dl I


   
  كنيم. را بپوشاند محاسبه مي اياي كه تمام سطح مقطع استوانهرا روي مسير دايره Hمقدار انتگرال خطي 

ˆ ˆI / ( ) a .( d a )
  

  
     

  


24
24 77 1 2 3 1

  

/ ( ) I A 
 

    


2
2 34

2 12 4 77 1 52 3 1 



I / ( ) d




 

    
 

22 34
24 77 1 2 3 1 




  

 

 اي به شعاعكره  :10مثالa m به مركز 5 ( , , zاي از سطح كره باشد كه درقطعهS1در  دست است. فرض كنيد 3(   قرار گرفته است. اگر در

مختصات كروي A
ˆH ra ( )

m باشد، حاصل 2  
S

( H).ds 1
  چقدر است؟ 

1(16   2(32   3(48   4(64   

 :با استفاده از قضيه استوكس داريم:  »4«گزينه  پاسخ  
S

C

( H).ds H. dl  
1

     

rاي به شعاعدايره Cدر اين رابطه،   باشد.         مي 4
C

ˆ ˆH.dl ( ra ).rd a d


        
2

2 32 64



   

  
  

  

53

r 4C
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 آزمون فصل دهم  

  
 1اي به شعاعكره ـr m به مركز 4 ( , , zسـطحي از كـره باشـد كـه در ناحيـه      S1قرار گرفته است. اگر 3(    حاصـل داشـته باشـد  قـرار ، 



S
( H).ds

1
در صورتي كهرا  


ˆH ra   باشد كدام است؟ 3

1(A113  2(A132  3(A15   4(A169  
 2اي به ارتفاع رسانايي ويژه استوانه ـL  و شعاعa توانه است. بين دو قاعده اخـتلاف پتانسـيل   تابعي از فاصله شعاعي تا محور اسV    ايجـاد شـده و

ميدان مغناطيسي ناشي از جريان گذرنده استوانه


ˆB kr a   است. مقاومت استوانه كدام است؟ 2

1(V
R

ka



 2
  2(V

R
ka




 32
  3(V

R
ka




 22
  4(V

R
ka



 3
  

 3در فضاي آزاد ميدان مغناطيسي به صورت ـ


ˆB r sin a     داده شده است. جرياني كـه از عـرقچين كـروي  ,r    2 و 1 
   6 

  گذرد، كدام است؟مي

1(
2 

  2(

3
2 

  3(


  4(

3


  

 4اي شكل بلندي به شعاع در داخل كابل استوانه ـb اي به شعاع اي استوانهحفرهa  وجود دارد. محور حفره به موازات  محور كابل و به فاصلهd  از آن
  دازه چگالي شار مغناطيسي در داخل حفره كدام است؟كند. اناز مقطع كابل عبور مي Iقرار دارد. جريان كل 

1(Id
2
  2(Id

(b a )



 2 22
   

d

x

y

 

3(Id

(b a)


 2
  4(Id

2
  

 5اي غيرمغناطيسي به شعاع سطح مقطعاز يك سيم استوانه ـcm1 و طول m1 جريان كل A1 بـراي  گذرد. اگـر ميcm  1،ˆJ k a 
 2 

Aچند kفاصله از محور استوانه است، مقدار  يك ثابت و kباشد كه 

m3 راستاي محور استوانه را محور  ؟است)z (در نظر بگيريد  

1(/  41 5 1  2( 25 1  3( 52 1  4( 35 1  
 6دو صفحه موازي طويل به عرض ـW  هر كدام جريان كل كهI دهند، مطابق شكل به فاصله هاي مخالف هم، عبور ميرا به طور يكنواخت و در جهت

d از هم قرار دارند اندازه چگالي شار مغناطيسي در فاصله بين دو صفحه كدام است؟  

1(I
B

dW
  2(Id

B
W
  

 P 

d 

W 

 
3(I

B
W
  4(IW

B
d
  

 7يك سيم بلند كه جريان  ـI دهد در مركز و روي محور يك استوانه ديگر قرار گرفته كه جريان كل را عبور ميI دهـد.  را در جهت مخالف عبور مي
است  1اي كه پرمابليته آنپر شده است. شدت ميدان مغناطيسي در ناحيه 2اي با پرمابليتهو نصف ديگر با ماده 1اي با پرمابليتهنصف استوانه از ماده

  باشد؟كدام گزينه مي

1(I
H

r( )

 

  

1 2
1 2

  2(I
H

r( )



  

1
1 2

   

2 

1 

I 

I 

 
3(I

H
r( )



  

2
1 2

  4(I
H

r( )

  1 2
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 8استوانه داخلي به شعاع  ـa  جريان كلI دهد و استوانه خارجي كه شعاع داخلي آن را از خود عبور ميb اش و شعاع خارجيc باشد، جريان كل مي
I غناطيسي در فاصله دهد. اندازه شدت ميدان مرا در خلاف جهت اولي عبور ميr (b r c)  از مركز استوانه كدام است؟  

1(I
| H |

r


2  2(Ir
| H |

a


 22
  3(I c r

| H | ( )
r c b




 

2 2
2 22  4(Ir

| H |
(c b )


 2 22

  

 9نهايت طويل با هسته هوايي شامل يك سلونوئيد بي ـn ها به صورت مايل با زاويهپيچچ به هم فشرده در واحد طول است. سيمپيدور سيم  بوده
  از مركز آن كدام است؟ rباشد. چگالي شار مغناطيسي در بيرون سلونوئيد و به فاصله مي Iو جريان عبور كننده از آن 

1(Icos
ˆB a

r 
 


2


  

2(z
Icos

ˆB a
r

 


2


  

3(z
Isin

ˆB a
r

 


2


  

4(Isin
ˆB a

r 
 


2


  

 

 

 

 10اي به شعاع داخلي يك پوسته استوانه ـa  و شعاع خارجيa2 داراي جريان با چگالي


z
R

ˆJ J a
a

 باشد، سيمي حامل جريان ميI   در محور ايـن

Rچقدر باشد تا ميدان در Iشود، جريان مي پوسته قرار داده a   صفر باشد؟ 2

1(J a  28
3
  2(J a  27

3
  3(J a  213

4
  4(J a  214

3
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  يازدهم فصل
» سكالرپتانسيل مغناطيسي برداري و پتانسيل مغناطيسي ا«  

  
 يك از توابع زير يك تابع پتانسيل مغناطيسي اسكالر براي ميدانكدام  :1مثالr

r
ˆH a

r d





2   اي هستند.)شود؟ (مختصات استوانهمحسوب مي 2

1 (mV ln(r d ) 2 2  2 (mV ln r d 2 2  3 (mV ln
r d


2 2
1  4 (mV ln

r d


2 2
1  

 :رابطه ميدان مغناطيسي و پتانسيل اسكالر به صورت زير است:»  4«گزينه  پاسخ  

m
m m r m

r V r
ˆH V V a V ln(r d ) ln

rr d r d r d


            

  

2 2
2 2 2 2 2 2

1 1
2

  
  

 
 اگر  :2مثال


ˆA k r  باشد، آنگاه توزيع جرياني كه اين

A را به دست داده، كدام است؟  

A) هيچ جرياني قادر به ايجاد اين1


  نيست.  

3  (k
ˆJ

r
 


   

Aتواند اسن) هر جريان دلخواهي مي2


  را به دست دهد.  
  

4 (ˆJ k Lnrr 


   

 :از رابطه»  1«گزينه   پاسخA J  2 
A  داريم:  ( .A) A A ( .A) A

           
       2 2   

ˆˆ ˆr r r sin

.A A A ( ) A J J
rr sin r sin

k

   
     

 

 
  

            
   

2
2 2

1 1  

 

 روي صفحه  :3مثالxy  چگالي جريانˆJ J y 
   برداريپتانسيل برقرار است، اندازهA

 ) در بالاي صفحه كدام است؟k (.عددي ثابت است  

J) 2  ) صفر1 z k  
1
2     3 (J z k 

1
2    4 (J z k    

 :ن در بالاي صفحه برابر است با:از قبل به دست آورديم كه براي اين توزيع جريان، ميدا» 2«گزينه   پاسخ  ˆB J x 
1
2  


   

yz  حال: AA
B A J

y z


     

 
1
2  

 
  

  تقارن داريم، پس: yو  xاز طرفي نسبت به 
x y

 
 

 
   

y
y

A
J A J z k

z


       


1 1
2 2      

  

 :ميدان مغناطيسي  مثال
B حاصل از پتانسيل برداري

z
I

ˆA ln(x y )a


  


2 2
    كدام است؟ 4

1 (x yˆ ˆI(ya xa )

(x y )

 

 


2 22
  2 (x yˆ ˆI( ya xa )

(x y )

  

 


2 22
  3 (x yˆ ˆI(xa ya )

(x y )

 

 


2 22
  4 (x yˆ ˆI(xa ya )

(x y )

 

 


2 22
  

 :با استفاده از رابطه»  2«گزينه   پاسخB A 
 

z  داريم: 
I

ˆA ln(x y )a


  

 2 2

4 

  يازدهمهاي تأليفي فصل تست
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x y
x y

ˆ ˆ( ya xa )I y I x I
ˆ ˆB a ( ) a ( )

x y x y x y

   
    

    2 2 2 2 2 2
2 2

4 4 2
      

x y zˆ ˆ ˆa a a

B
x y z

I
ln(x y )

  
 

  








  2 2
4

  

 كنيم اين كار را انجام دهيد.اي نيز حل كرد. توصيه ميتوان اين مسئله را در دستگاه استوانهميتذكر: 
 

 هاي مؤلفهاگر   :5مثالx  وy برداري مغناطيسي به صورت پتانسيلxA yzوyA xzباشند و در موردzA   ،مؤلفـه  اطلاعاتي نداشـته باشـيمx 
  تواند باشد؟چگالي شار مغناطيسي به كدام صورت زير مي

1 (z x  2 (z x  3 (y x  4 (y x  

 :دانيم ديورژانس پتانسيل بردارطور كه ميهمان»  3«گزينه   پاسخA


  برابر صفر است: 

yx z z
z

AA A A
.A A f (x, y)

x y z z


  

  
         

   
  

  است. چگالي شارمغناطيسي برابر است با: yو  xز فقط تابعي ا zAپس

  yz
x

AA f
B A B (x, y) x

y z y

   
      

  
  

  داراي فرم بالا است. 3ها، فقط گزينه در بين گزينه

  
 يك استوانه به شعاع از  :6مثالR1 جريان ،I  ر در جهت محوzگذرد، پتانسيلها مي

A  درr b   به كدام صورت است؟  
(توجه كنيد كه پتانسيل برداري

A  رويr R   صفر است.)  1

1 (RI
ˆA Ln z

r





1

2


   2 (I r
ˆA Ln z

R




 12


  3 (I
ˆA Ln(r R )z


 

 12


  4 (I
ˆA (r R )z


 

 12


  

 :ميدان خارج استوانه برابر است با»  2«گزينه   پاسخI
ˆB

r


 

2


B. حال طبق  A
 

 :داريم  

r R
z

z z z
A I I I I I r

ˆA Lnr c A | LnR c c LnR A Ln z
r r R

     
             

     1 1 1
12 2 2 2 2

    
    

  

 مطابق شكل از يك حلقه سيم به مساحت   :7لمثاA جريان ،I كند. پتانسيل برداري مغناطيسي در فواصل دور به كدام صورت است؟عبور مي  

1 (R
IA

ˆ ˆA (sin a cos a )
r




   
 24


  2 (IA
ˆA sin a

r



 

 24


  

3 (IA
ˆA sin a

r



 

 22


  4 (IA
ˆA cos a

r



 

 24


 

 :كنـيم.  سـازي مـي  از آنجا كه پتانسيل برداري در فواصل دور از حلقه خواسته شده است، آن را با يـك دوقطبـي مغناطيسـي مـدل    »  2«ه گزين پاسخ
  ناشي از دوقطبي مغناطيسي را كه به ياد داريد؟) (پتانسيل

r z r
z R z

ˆ ˆ ˆm a (IA)a a IA IA
ˆ ˆ ˆ ˆA a (sin a cos a ) A sin a

r r r r


     
         

   2 2 2 24 4 4 4
   
 

  

Aبينيد كه پتانسيلمي


Bهايدانو همچنين مي 


Hو 


  اند.در فواصل دور ارتباطي به شكل حلقه ندارند و فقط به مساحت آن وابسته 

z

y

x

I
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  يازدهم آزمون فصل  

 1اي به صورتبردار پتانسيل مغناطيسي در ناحيه ـy
zˆA A e sin xa 

 كه در آن، شودفرض ميA و   اعداد ثابتي هستند. در اين صـورت
  بردار چگالي شار مغناطيسي برابر است با:

1 (y
x yˆ ˆA e (a sin x a cos x)

     2 (y
x yˆ ˆA e (a sin x a cos x)

      

3 (y
x yˆ ˆA e (a sin x a cos x)

    4 (y
x yˆ ˆA e (a sin x a cos x)

      

 2تانسيل مغناطيسي در يك استوانه هادي به شعاعبردار پ ـa را در نظر بگيريد. اگر كل جريان را در استوانه هادي برابرI A 4  و در جهـتzâ 

با
A  درr a ست محاسبها د. مطلوبفرض كني

A درa
r  3 :  

1 (zˆ/ a62   2 (zˆ/ a 78  3 (zˆ/ a1 43   4 (zˆ/ a1 85   

 3اي طويل به شعاعسيملوله ـR كه محور آن منطبق بر محورz باشـد داراي ميn     دور در واحـد طـول بـوده و جريـانI  در راسـتايâ  از آن
  از محور آن كدام است؟ rهگذرد. بردار پتانسيل مغناطيسي در خارج از سيملوله و در فاصلمي

1 (nIR
ˆA a

r





 2  2 (nIR
ˆA a

r






2

4  
 

r 
P 

 

3 (nIR
ˆA a

r






2

2  4 (nIR
ˆA a

r





 4  

 4ـ پوسته كروي به شعاعR داراي بار سطحي با چگالي ثابت اي ثابترا با سرعت زاويه چرخانند. پتانسيل مغناطيسي بـرداري حاصـل در   مي
  از مركز آن كدام است؟ rاي خارج از پوسته و به فاصلهنقطه

1 (R
ˆr sin a

 


3  2 (R sin
â

r


  
4

23  
 

 
r 

 

 
3 (z

R
ˆr sin a

 


3  4 (z
R sin

â
r

  
4

23  

 5هاي مخالفدو سيم بلند حامل جريان ـI وI به ترتيب درd
y  dو 2

y   انـد. بـردار پتانسـيل مغناطيسـي ناشـي از دو سـيم در       واقـع  2

P(rنقطه , ) كدام است؟(r d)  

1 (z
Isin

ˆA a
r

 


2


  2 (z
Idsin

ˆA a
r

 


2


  
 

I -I 

d
2 

d
2 

- 

z 

P 

r 

x 

y 

 

 

3 (Idsin
ˆA a

r 
 


2


  4 (Isin

ˆA a
r 

 


2


  

 6ميدان مغناطيسي ـzˆB(t) B za 
 اي داده شده است. (در دستگاه مختصات استوانهB   مقدار ثابتي است) با فرض تقارن نسبت بـه محـورz 

  يل مغناطيسي كدام است؟بردار پتانس

1 (B rz
ˆA a
 2  2 (z

B rz
ˆA a

 4  3 (B rz
ˆA a


2

2  4 (z
B rz

ˆA a


2

2  
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 7جريان سطحي با چگالي ـ


yˆJ J a در صفحهz  سيل مغناطيسي در ناحيهبرقرار است. بردار پتانz     كدام است؟ (با فرض اينكـه بـردار

zپتانسيل مغناطيسي در z (صفر باشد  

1 (y
J

ˆA (z z ) a


  2
2
 




  2 (y
J

ˆA (z z )a


 2
 




  

3 (y
J

ˆA (z z ) a


  2
2
 




  4 (y
J

ˆA (z z )a


 2
 




  

 8اي به شعاعدايرهنيم ـaحامل جريانI و در صفحهxy كه مركز آن مبدأ مختصات است. پتانسيل مغناطيسي برداري روي محور بوده به طوريz 
  دايره كدام است؟از مركز نيم hبه فاصله

1 (a
x

I
â

a h



 2 22
  2 (a

y
I

â
a h



 2 22
  3 (aI â

a h




 2 22
  4 (a

z
I

â
a h



 2 22
  

 9اي بردار پتانسيل مغناطيسي به صورتاي از فضا در دستگاه مختصات استوانهدر ناحيه ـ


ˆA A a )A  چگـالي   .باشـد عدد ثابتي است) مـي

)توزيع جريان مربوط به آن كدام است؟ (راهنمايي A ( .A) A    
     2   

1 (A
ˆJ a

r 






  2 (A

ˆJ a
r


 2





  3 (A r

ˆJ a






  4 (A r

ˆJ a


2





  

 10اگر ـ
U يك بردار باشد، به طوريA U 

   آنگاه ،
U تواند باشد؟ هاي زير مييك از صورتبه كدام  

(R r r )   

1 (mU B V
  
   2 (H

U dv
R




 
1

4  3 (mU V ( B)
   
    4 (B

U dv
R




 
1

4  
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  دوازدهم فصل
  »شدگيمواد مغناطيسي ـ مغناطيس«

  
 باشد؟مي هاي اتمي زير مربوط به مواد پادفرومغناطيسواره اسپينيك از طرحكدام :1مثال   

  
  
  

  

)1(  )2(  )3(  )4(  
 :هاي اتمي در ساختارهاي اسپيني منظم به شكل زير است.نمايش شماتيكي اسپين   »4«گزينه   پاسخ  

  
  
  
  

 

 ضريب نفوذپـذيري مغناطيسـي     :2مثال(permeability)      مـواد ديامغنـاطيس، پارامغنـاطيس، فرومغنـاطيس(ferromagnetic)  هـا  و فريـت
es)(Ferrit  :را به ترتيب باd  وp  و  وf دهيم. براي اين ضرايب كدام عبارت درست است؟نشان مي  

1 (p d f        2 (d p f        3 (d p f        4 (p d f        
 :طور كه گفتيم نفوذپذيري نسبي در مواد ذكر شده، به قرار زير است:همان»  3«گزينه   پاسخ  

r  ديامغناطيس 1  پارامغناطيس     ،  r 1  فرومغناطيس     ،  r 1  
dابراين بن p      ها موادي هستند كه گشتاورهاي اتمي آنها مـوازي و مختلـف  . فريت3صحيح است و يا  2است. پس تا اينجا يا گزينه-

    باشد. به عبارتي:باشند؛ يعني خاصيت مغناطيسي آنها بين مواد پارامغناطيس و فرومغناطيس ميهاي متفاوت ميالجهت ولي با اندازه
    p f      

d  ) صحيح است.3بنابراين گزينه ( p f       

  
 ناحيه  :3مثالy  1 rبا نفوذپذيري نسبي  1  rو بقيه فضا، با نفوذپذيري نسبي  2  |پـر شـده اسـت. در ناحيـه      3 y | ، چگـالي   1

جرياني A
ˆJ z( )

m
 است،  برقرار  26

M  در ناحيهy     برابر است با:  1

1 (x̂6   
2 (x̂6   
3 (x̂12   
4 (x̂12   

 :ناحيه»  4«گزينه   پاسخ| y |1  كنيم و ميدان ناشي از هر نوار دررا به نوارهاي باريكي تقسيم ميy 1  برابر است بـاˆk n
1
2


kكـه   


 

Jdyمعادل
  ،است. (طبق قانون دست راست، ميدان مغناطيسي بر مرز مشترك نواحي مماس است. پس با توجه به شرايط مـرزيH

    در سـه ناحيـه
  يكسان است.)

ˆ ˆ ˆdH dyz y xdy   
1 6 32

   

  زدهمدواهاي تأليفي فصل تست

  فرومغناطيس  پاد فرومغناطيس مغناطيسفري 

r 2 

r 3 

y 1

y 1 

r 3 

x

y
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ˆ  ا است:حال ميدان كل برابر ب ˆ ˆ ˆH dHdy dyx y x ( )x x 
         

1 1 1
11 1 3 3 3 2 6

    

rMحال ( )H  1
  كه درy 1 :  r ˆ ˆM ( )( )x x      3 2 6 12

   
  

 اي به شعاع كرهدر   :4مثالaشوندگي، مغناطيس
ˆM [z ]x    مغناطيسي سطحي مقيد برابر است با:وجود دارد. چگالي بارهاي  5

1 ([a cos ]cos cos  5     2 ([a cos ]sin  5    
3 ([a cos ]sin sin  5    4 ([a cos ]sin cos  5    

 :ابتدا»  4«گزينه   پاسخM
 نويسيم:را در دستگاه كروي مي  

  ˆˆ ˆM [R cos ][sin cos R cos cos sin ]       5
   

  حال داريم:
R am

ˆM.R | [a cos ]sin cos


     5
   

  
 اي به شعاع در استوانه  :5مثالa شوندگيمغناطيس


ˆM k r  داريم، ميدان مغناطيسي

B  داخل استوانه كدام است؟  

1 (ˆk r 2   2 (ˆk r  3 (ˆk r z2
  4 (ˆk rz  

 :كنيم.هاي مقيد را حساب ميابتدا جريان»  2«گزينه   پاسخ  

b b

ˆ ˆ ˆr r z

k r
ˆ ˆ ˆJ M J z (k r ) z k z

r r z r r r

k r


 



 

 


   

      
   

2

2

1 1 2 2   

b ˆ ˆ ˆ ˆk M n k a r k a z     2 2
 

    
  ميدان داريم. از قاعده آمپر، براي داخل استوانه: كه فقط در راستاييابيم حال از قانون دست راست درمي

r
b

( r )
ˆB.dl J .ds rB k rd dr rB k B k r

 
                

22 22 2 2 2 2      
  

 جريان آزاد وجود دارد؟يك از اين مواد چگالي باشد. در كدامشدگي زير مربوط به چهار ماده مغناطيسي مختلف ميبردارهاي مغناطيس  :6مثال  

1 (ˆM sin a


   2 (ˆM a
r




1  3 (ˆM a
rsin





1  4 (rˆM ra


  

 :چگالي جريان آزاد در صورتي وجود دارد كه بردار قطبش چرخشي باشد:»  1«گزينه   پاسخ  m f f
m

M J J M
     
     


1    

Mعبارت
 
داريم: 1برابر صفر است. براي گزينه  4و3، 2هايبراي گزينه  

rˆ ˆ ˆM (sin a ) (sin )a (r sin )a
r sin r r

  
 

 
       

  
21 1  

r f r
m

cos sin
ˆ ˆ ˆ ˆM a a J ( cos a sin a )

r r r

  
 

 
       


2 1 1 2  

  

 در فضاي  :7مثال| y | mاي با، ماده1
y

  پر شده است، اگر ميدان مغناطيسي  2
ˆB x |در  2 y | باشـد، چگـالي جريـان سـطحي مقيـد        1

yدر  1  چقدر است؟  

1 (ŷ

1


   2 (ẑ

2


   3 (ẑ

1


   4 (   
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 :داريم:»  2«گزينه   پاسخ  m ˆB ( )H H x
y

( )
     

 

21
1 2




    

m  آيد:رو به دست مياز طرفي مغناطش از رابطه روبه
y y

ˆ ˆM H ( )x x
y (y )( )

  
  

2 2
22 2

2


    

  آيد:و چگالي جريان سطحي مقيد به صورت مقابل به دست مي
ym ˆ ˆk M ( y) | z


   
1
2


    
  

 كدام گزينه در مورد خواص مغناطيسي مواد صحيح است؟  :8مثال    

ها ) در همه محيط1
M

M H
 
  كه در آن ،M اي ثابت ولي بدون بعد است.كميت نرده  

Bها ) در همه محيط2 H 
 كه در آن ،  هاي محيط است.مقدار ثابتي است كه از مشخصه  

Bها ) در همه محيط3 H M  
   كه در آن ، .ضريب تراوايي مغناطيسي خلأ است 

  كدام) هيچ4
 :رو برقرار است.بهاگر محيط همسانگرد و خطي باشد رابطه رو  »4«گزينه   پاسخ  mM H 

   
B           هاي خطي و همسانگرد)      (محيط H 

   
Bها برقرار است.      در همه محيط (H M)  

    
 

 به شعاع منظم  پيچي نازك واي بلند با سيميك پيچك استوانه  :9مثالb جريان ،I  وn طول را كه محور آن در راستاي محور  دور در واحدz  ،است
a)اي به شعاعدر نظر بگيريد. يك ميله استوانه b)a و پرمابليته دو قطبـي   گيرد. اندازه بردار چگـالي گشـتاور  پيچ قرار ميسيم محور داخلبه طور هم

rمغناطيسي به ترتيب در نواحي a  وa r b  كدام است؟    

)) در هر دو ناحيه1 )nI




1


  2(( )nI





1


)و  )nI





1


  3(( )nI





1


  ) صفر و صفر4  و صفر 

 :در ناحيه»  3«گزينه   پاسخa r b  شونده وجود ندارد و بنابراين بردار چگالي گشتاور دوقطبي مغناطيسي در ايـن ناحيـه صـفر    ماده مغناطيس
گردد كـه گشـتاور دوقطبـي    اي ميهمچنين شدت ميدان مغناطيسي ناشي از پيچك باعث مغناطيس شدن ميله استوانه .نادرست است) 2و  1است (گزينه 

r)مغناطيسي در اين ناحيه a)  به د كهشووابسته است و تنها در صورتي صفر مي   استصحيح  3. بنابراين گزينه باشد.  
  

  شدگيل مقابل به اضلاع واحد، بردار مغناطيسدرون مكعب شك  :01مثال
x y zˆ ˆ ˆM a a a  3 وجود دارد. كل جريان مقيد سطحي روي سـطح   2

  مكعب چقدر است؟
  ) صفر1
2 (1  
3 (2  
4 (3  
 :از آنجا كه»  1«گزينه   پاسخmJ M

  
 ،هـاي  مجمـوع كـل جريـان    ، بنابراين جريان مقيد حجمي درون مكعب صفر است. از طرفي

smJتوان با محاسـبه مسـتقيم   مقيد سطحي و حجمي بايد برابر صفر باقي باشد. بنابراين كل جريان مقيد سطحي هم برابر صفر است. اين را مي
  و

  هاي مكعب مشاهده كرد.هاي سطحي ايجاد شده روي وجهجمع زدن جريان
  
  
  

z

y

x

1

1

1
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  وانه مغناطيسي مقابل به شعاع در است  :11مثالa     چگالي جريان مغناطيسـي مقيـد حجمـي ثابـت ،J       .(بـه داخـل صـفحه كاغـذ) وجـود دارد
حاصل 

H.dl روي مسير نشان داده شده در شكل چقدر است؟   

1 (J a 2
  2 (a

J
 2

2  3 (a
J
 2

3  4صفر (  

 :توان نوشت:با استفاده از قانون آمپر به سادگي مي»  4«گزينه   پاسخ  
f fC

H J H.dl I
   

     

كه در آن
fJ
 چگالي جريان آزاد و

fI
باشند. در اين مسأله هيچ جريان آزادي وجود مي Cوسط مسير كل جريان آزاد عبوري از سطح محصور ت 

H.dl  ندارد. در نتيجه خواهيم داشت: 

    

  توجه كنيد كه جريان مقيد داده شده در صورت سؤال براي رد گم كني است و تأثيري در حاصل انتگرال فوق ندارد.
  زدهمدواآزمون فصل    

 1اي به شعاعكره ـR شدگي يكنواختداراي مغناطيس zˆM M a است. ميدان مغناطيسي در خارج كره كدام است؟  

1 (zˆM a
2
3    2 (zˆM a 

1
3    

3 (r
R

ˆ ˆM ( )( cos a sin a )
r

  
3
3

1 23  4 (r
R

ˆ ˆM ( )( cos a sin a )
r

  
3
3

2 23  

2ار سطحي با چگالي يكنواختب ـ اي به شعاعروي كرهR ايقرار داشته و كره با سرعت زاويه حول محورzچرخد. گشـتاور دو قطبـي   ها مي
  مغناطيسي حاصل كدام است؟

1 (zˆR a 34
3  2 (zˆR a 44

3  3 (ˆR a 34
3  4 (ˆR a 44

3  

3بار سطحي با چگالي يكنواخت ـ روي قرصي به شعاعR ايقرار دارد و قرص با سرعت زاويه  چرخـد. گشـتاور دو قطبـي    حول محورش مـي
  مغناطيسي كدام است؟

1 (R 2

4  2 (R 3

4  3 (R 4

4  4 (R 
4  

4اي به شعاعاستوانه ـa و طولL كه محور آن منطبق با محورz هاست داراي مغناطيس شدگي يكنواخت 


zˆM M a انـدازه چگـالي    .باشدمي
  شار ميدان مغناطيسي روي محور استوانه كدام است؟

1 (M
B (cos cos )


   2 12

   

2 (M
B (cos cos )


   2 12

   

3 (M
B (sin sin )


   2 12

   

4 (M
B (sin sin )


   1 22

   

 

2 

1 

 
5استوانه مدور طويلي به شعاع ـR كه محور آن منطبق بر محورzهاست داراي مغناطيس شدگي

ˆM kr a يـك عـدد    kباشد كـه در آن مي 2
  باشد. چگالي شار ميدان در داخل استوانه كدام است؟فاصله از محور استوانه مي rثابت و

1 (ˆB kra


   2 (ˆB kr a


  2  3 (ˆB kr a


  3  4 (ˆB ka


   
 
 
 

C

a
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6استوانه طويلي به شعاع ـR كه محور آن در راستايz باشد در جهت عمود بر محورش مغناطيس شده است و بردار مغناطيس شـدگي آن بـه   مي
صورت


xˆM M a وذپذيري مغناطيس استوانهباشد. ضريب نفمي1 و ضريب نفوذپذيري مغناطيس محيط اطراف آن2 باشد. چگالي شار ميـدان  مي

  مغناطيسي در داخل استوانه كدام است؟

1 (xˆB M a



   

 2
2 1

2
2  2 (x

M
ˆB a

 


  
  1
2 1

  3 (xˆB M a



   

 1
1 2

3
2  4 (xˆB a

 

  





 2
2

  

7در يك محيط مغناطيس همگن و خطي با ضريب نفوذپذيري مغناطيسي ـ r    هاي حجمي مقيد و چگـالي جريـان   رابطه بين چگالي جريان
  آزاد كدام است؟

1 (m
r

f

J

J
  1  2 (m

r
f

J

J
  1  3 (f

r
m

J

J
  1  4 (f

r
m

J

J
  1  

8بار ـQاي به شعاعبه طور يكنواخت روي كرهR ايقرار دارد. كره با سرعت زاويه رخـد. گشـتاور دو   چگذرد ميحول محوري كه از مركزش مي
  قطبي مغناطيسي حاصل كدام است؟

1( z
QR

â


3  2( z
QR

â
2

3  3( z
QR

â
2 2

3  4( z
QR

â
2

3  

9ي و هم خط شدن دوقطبـي مغناطيسـي در   الكتريك در حضور يك ميدان الكتريكي خارجهاي الكتريكي در يك ماده ديهم خط شدن دو قطبي ـ
  .طيسي خارجي را با هم مقايسه كنيديك ماده پارامغناطيس در حضور يك ميدان مغنا

  شود. ها سبب افزايش ميدان اوليه مي) در هر دو حالت هم خط شدن دو قطبي1
  شود.ها سبب كاهش ميدان اوليه مي) در هر دو حالت هم خط شدن دو قطبي2
  .دهدهاي الكتريكي اوليه را افزايش ميدهد. اما هم خط شدن دو قطبيهاي مغناطيسي، ميدان مغناطيسي اوليه را كاهش ميدو قطبي ) هم خط شدن3
هـاي الكتريكـي، ميـدان الكتريكـي     دهد. اما هم خط شدن دو قطبيهاي مغناطيسي، ميدان مغناطيسي اوليه را افزايش مي) هم خط شدن دو قطبي4

  دهد.ش مياوليه را كاه

10ضريب نفوذپذيري بين دو صفحه ـz  وz  zدر به طور خطي از 2  به3 درz  كند. اگر ميدانتغيير مي 2


zˆH H a  در بيرون
zدو صفحه برقرار باشد، چگالي سطحي جريان مغناطيسي در صفحه    كدام است؟ 2

1( yˆH a
1
3   2( yˆH a

2
3   3( yˆH a2   4( yˆH a

3
4   

11نهايت طويل با شعاع داخلييك ماده فرو مغناطيسي به شكل يك لوله بي ـa و شعاع خارجيb  شده است كه بردار دو قطبي به قسمي مغناطيس

aمغناطيسي براي r b  برابر A
ˆM a

r  هايميداناست  را ببينيد) مطلوبست. (شكل اB
 وH

 در ناحيهa r b .  

1(A
ˆB a , H

a 


  
  

2(A
ˆ ˆB a , H ( )Aa

b a r 


    1 1  

3(A
ˆB a , H

r 


  
  

4(A
ˆ ˆB a , H ( )Aa

a a r 


    1 1  
M

 , 

 , 

 

a b 

x 

y 

 
 21اي به شعاعميدان مغناطيسي را در داخل كره ـR و با چگالي دو قطبي يكنواخت zˆM a برابرB

 چگالي بار سطحي يك پوسـته  كنيم. فرض مي
Bميدانچرخد و همان مي zحول محور كه با سرعت زاويه يكنواخت Rكروي به شعاع

 كند چقدر است؟را در داخل ايجاد مي            

1(RM   2(M

R
  3(RM sin   4(M

sin
R
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 31قطعه ماده مغناطيسي بسيار نازكزيردر شكل  ـ ،(h )  نشان داده شده در امتداد محورz     مغنـاطيس شـده اسـت،    بـه صـورت يكنواخـت
يعني


zˆM M a )M است بردار پتانسيل مغناطيسي عدد ثابتي است.) مطلوب

A بسيار دور از اين قطعه.اي در نقطه    

1(ˆA M sin a
r 


 







4
  

2(ˆA M sin a
r




 






24
  

3(ˆA M Ah sin a
r




 






24
  

4(ˆA M Ah cos a
r




 






24
  

A 

 Aسطح 
 

r 

z 

h 
 

 41در يك محيط مغناطيسي با مغناطش ـM اي مغناطيسيهاي انتقالي، پتانسيل نردهو در شرايط مگنتواستاتيك و در نبود جريان*  در كداميك
       بردار عمود بر سطح در هر نقطه از مرز  محيط مذكور است.) nâهاي زير كند؟ (در گزينهاز معادلات زير صدق مي

1 (*
nˆ.M a .M


   2  2 (*

nâ .M  2  3 (*   2  4 (* .M


  2  

 15مطلوب است محاسبه قدر مطلق ـM (Magnetization) اي با ضـريب نفـوذ مغناطيسـي نسـبي    در مادهr /  1 38      و شـدت ميـدان

Aمغناطيسي
H /

m
 31.   

1 (A

m

98  2 (A

m

1 4  3 (A

m

111  4 (A

m

118  
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  سيزدهمفصل 
 »شرايط مرزي در مغناطيس ساكن«

  
 با يدر مرز بين هوا و يك ماده فرومغناطيس  :1مثال r  ميدان  6

B با خط عمود بر مرز، زاويه  بـردار اي كه سازد. زاويهمي 3
B  در

  سازد، چقدر است؟هوا با خط عمود مي

1 (cot ( )1 3
18    2 (tan ( )1 3

18   3 (sin ( )1 3
18   4 (cos ( )1 3

18    

 :طبق رابطه مقابل داريم:»  2«گزينه   پاسخ  tan
tan tan

tan

  
    

  
1 1 22 1
2 2 1

   

tan ( tan ) tan ( ) tan ( )       1 1 1
2 2

1 1 3 336 6 3 18
     

   
  

 ناحيه :2مثال(z ) I اي با ضريب تراوايي نسبي از مادهr / 1 1 (zو ناحيه 5 ) II اي با ضريب تراوايي نسـبي از مادهr 2 تشـكيل   5

  شده است. در نزديكي مبدأ مختصات روابط زير برقرار است:


x zˆ ˆB / a a (I) 1 2 4 و 1
x y zˆ ˆ ˆB / a / a a (II)  2 25 75 17 75   ، چگالي جريان سطحي موجود در مبدأ مختصات كدام است؟1

x )2  صفر )1 yˆ ˆa a
( )




5

2
  3( x yˆ ˆ(a a ) 5   4( y zˆ ˆ(a a ) 25   

 :توان چنين نوشت:با توجه به شرايط مرزي مي»  2«گزينه  پاسخ  n sâ (H H ) J  2 1
       

x y zˆ ˆ ˆ/ a / a aB
H

 
 
 

22
2

25 75 17 75 1
5 

         وx zˆ ˆB / a a
H

/ 

 
 
 

1
1

1

2 4 1
1 5  

Hبا جايگذاري


Hو1


nواهيم داشت:در رابطه بالا خ 2 zˆ ˆ(a a )  

x y
s z y x x y

ˆ ˆa a/
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆJ a [H H ] [ / a / a ] (a a ) ( )


      

  2 1
1 3 55 53 55 3 55

2  

  
  

 

 در ناحيه  :3مثال| x | d اي با نفوذپذيري، ماده
x

( )
d

    قرار دارد، در فضاي آزاد،  21


ˆB B z   د. چگـالي جريـان مقيـد    شـو اعمال مـي
|در x | d  چقدر است؟  

1 (x B
ˆ( ) y

d d



2 1 


   2 (x B

ˆ( ) y
d d

 


1 


  3 (x B

ˆ( ) y
d d




1 


  4 (x B

ˆ( ) y
d d

 


2 1 


  

 :چون ميدان اعمالي در جهت»  4«گزينه   پاسخxâ   است، با توجه به شرايط مرزي، ميدان در كل فضـا در راسـتايzâ     اسـت و بـر مـرز

ــابراين   ــت. بن ــاس اس ــواحي، مم ــترك ن Hمش
   ــر ــت و براب ــت اس ــا ثاب ــام فض Bدر تم

ˆH z





  ــه ــس در ناحي ــت. پ |اس x | d ــدانم Bي
 

xبرابر
ˆB H ( ) B z

d
    21 
  و بردار مغناطش برابرB

M H 


  :است  B x x
ˆ ˆM [ ]z Mz

d d
  


2
2

2



   

m  حال: m m
M M x B

ˆ ˆ ˆJ M J x y J ( ) y
y x d d

 
        

  
2 1 



       

  

  سيزدهمهاي تأليفي فصل تست
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 ــال ــه ( :4مث x) در1ناحي     ــا ــي ب ــاده مغناطيس rاز م / 1 2 ــه ( 5 x) در2و ناحي   ــا ــي ب ــاده مغناطيس rاز م 2 ــده 5 ــد. پرش ان

اگر


x y zˆ ˆ ˆB (a a a )   1 2 باشد، اندازه 3
B2 كدام است؟  

1 ( 53  2 (7   3 (8   4 ( 63  
 :توان چنين نوشت:با توجه به اينكه روي فصل مشترك دو محيط جريان آزاد وجود ندارد، پس مي»   1«گزينه  پاسخ  

n x
n n

y zt
t tt t

ˆB a
B B

ˆ ˆ( a a )B
H HH H

/

  
      

     

2
1 2

12 11 2
1

2 3
2 5








 

     

t
t y z t y z

r

B
ˆ ˆ ˆ ˆH / a / a B ( a a )      

 
22 2

2
8 1 2 4 6



 
  

x  بنابراين داريم: y zˆ ˆ ˆB (a a a ) | B |      2 24 6 53 
   

  

 در ميدان مغناطيسي دائم :5مثالy

y

ˆka z
H

ˆka z

  




    آورد كدام است؟جرياني كه اين ميدان را به وجود ميمفروض است،  

1(x
A

ˆka ( )
m

 x) 2  جريان حجمي 22
A

ˆka ( )
m2 جريان حجمي  

3 (x
A

ˆka ( )
m

x) 4  جريان سطحي 
A

ˆka ( )
m

2 جريان سطحي  

 :در مرز مشترك دو محيط داريم:   »4«گزينه  پاسخ             s z z y x
A

ˆ ˆ ˆ ˆJ a (H H ) a ( ka ) ka ( )
m

      1 2 2 2
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  سيزدهم آزمون فصل     
  

 1صفحه ـx  سازد درا از يكديگر جدا مياطيسي همگن رـدو ماده مغنx ،r  xو در 5 ،r   اشد. اگربـمي 2




x y z
B

ˆ ˆ ˆa a a   


2 3 

xدر  باشد، قدرمطلق
| H xرد |  را محاسبه كنيد  H

( )
m

   74 1.  

1 (A
/

m
1 63  2 (A

/
m

1 82  3 (A
/

m
1 95  4 (A

/
m

2 23  

 2ناحيه ـx  از ماده مغناطيسي باr / 1 2 و 5


x y zˆ ˆ ˆB (a a a )   1 2 xو ناحيه 3  از ماده مغناطيسي با r 2 پـر شـده اسـت.     5
زاويه بين بردارهاي

B1 و
B2 كدام است؟  

1 (/7 7  2 (/8 6  3 (/9 5  4 (/1 2  

 3صــفحه ـــx  ســازد. دراز يكــديگر جــدا مــي را مــاده مغناطيســي همگــن ودx  ،r  xو بــراي 5 ،r   باشــد. اگــرمــي 2





x y z
B

ˆ ˆ ˆa a a   


2 xدر 3   ،شدت ميدان مغناطيسي در زاويه بين بردارهايباشدx  كدام است؟  

1 (A
/

m
18 11  2 (A

/
m
12 25  3 (A

/
m
7 35  4 (A

/
m
5 43  

 4نواحي ـz  وz  به ترتيب از موادي با ضريب نفوذپذيري مغناطيسي  1 و4  2 zروي صفحه اند.پر شده 2   جريان سـطحي 


s x yˆ ˆJ a a 2 zبرقرار است و در محيط 3   ،x y zˆ ˆ ˆH a a a  


1 5   چگالي شار مغناطيسي در محيط دوم، كدام است؟ 6
1 (x y zˆ ˆ ˆB ( a a a )   


2 8 16 4  2 (x y zˆ ˆ ˆB ( a a a )


   2 16 8 2  

3 (x y zˆ ˆ ˆB ( a a a )   


2 4 8 2  4 (x y zˆ ˆ ˆB ( a a a )   


2 8 16 4 

 5ضخامت به يك قطعه بسيار بزرگ ـdاي با بردار مغناطيس شدگي دائم، از ماده
zˆM a zˆHتشكيل شده است. ميدان مغناطيسـي  3 ka

)k 
  ؟چقدر باشد تا شدت ميدان مغناطيسي درون قطعه صفر گردد kشود. مقدارعدد ثابت) به طور عمود بر قطعه به آن اعمال مي

1 (3-  2 (3  3 (1-  4 (1  

 6و ماده مغناطيسي با ضريب نفوذپذيري مغناطيسي شكل مقابل مرز مشترك بين خلأ ـ r    آزاد  روي مرز مشترك جريـان  .دهدرا نشان مي
  شدگي در داخل ماده مغناطيسي كدام است؟وجود ندارد. بردار مغناطيس

1 (rM ( )H  2 11
 

  

2 (r
r n n

r

( )
ˆ ˆM ( )H (H .a )a

 
   



  2
2 1 1

11  

3 (r
r n n

r

( )
ˆ ˆM ( )H (H .a )a

 
   



  2
2 1 1

11  

4 (r r n nˆ ˆM ( )H ( ) (H a )a
  

      2
2 1 11 1  

 0 

0 1 

H1 
 

nâ

 

 7در يك قطعه بسيار بزرگ از ماده مغناطيسي با ضريب نفوذپذيري مغناطيسي ـr  اي كروي كوچكي ايجاد شده است. اگر شدت ميدان حفره 4
مغناطيسي در داخل قطعه يكنواخت و به صورت


zˆH H a  كدام است؟ فرهميدان مغناطيسي در داخل حباشد، اندازه شدت  

1 (
4
3   2 (

1
2   

 




zˆH H a

4  



 
3 (2   4 (

1
3   
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 8محور ـzها حامل جريانI باشد. ناحيهميx  نفوذپذيري مغناطيسي ا ضريبباي از ماده1 و ناحيهx  اي با ضـريب نفوذپـذيري   از ماده
xر ناحيهپر شده است. شدت ميدان مغناطيسي د 2مغناطيسي  كدام است؟  

1 (I
ˆH a

( ) R 



  

2
1 2


    2 (I

ˆH a
( ) R 




  
1

1 2


    

3 (I
ˆH a

( ) R 
 


  

2 1
1 2


    4 (( )I

ˆH a
( R) 
 


  

1 2
1 2


    

 9جريان سطحي با چگالي ـyˆJ a 
 zدر صفحه 9  برقرار است. ناحيهz  اي با ضريب نفوذپـذيري مغناطيسـي  از ماده  1  و ناحيـه  4

z  اي با ضريب نفوذپذيري مغناطيسياز ماده  2 zپر شده است. هرگاه در ناحيه 3  چگالي شار مغناطيسي برابر


x zˆ ˆB ( a a )  1 22 24 
zشدت ميدان مغناطيسي در ناحيه ،باشد  كدام است؟  

1 (x zˆ ˆH / a a 2 14 5 24


  2 (x zˆ ˆH / a a 2 5 5 8


  3 (x zˆ ˆH / a a 2 14 5 8


  4 (x zˆ ˆH / a a 2 43 5 24


  

 10مطابق شكل، شدت ميدان مغناطيسي ـ
H1   ضـريب نفوذپـذيري مغناطيسـي   از محيطي بـا  1 وارد محيطـي بـا ضـريب نفوذپـذيري      3

مغناطيسي  2 گردد. هرگاه اندازهمي
H1 باشد، اندازه 2برابر

H2 سازد به ترتيب كدام است؟كه با راستاي عمود بر سطح مي ايو زاويه  

و 3) 1
6  

و 3) 2
4  

و 6) 3
6  

و 6) 4
4  

 

2 


3 

  

H2 
 

1 3  

1H

2  
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  چهاردهمفصل 
 »القاي الكترومغناطيسي«

  
 تيك ميلة مسي با سرع  :1مثالv ها مطابق شكل جريانكند. از سيمي به موازات اين ريلباشند حركت ميهاي يك رسانا كه موازي ميروي ريل I  

     در ميله برابر است با: كند. نيروي محركة القايي عبور مي

1 (Iv a
ln

b


4
  2 (Iv b

ln
a


4
   

v b 

I 

a 

 

3 (Iv b
ln

a


2
  4 (Iv a

ln
b



  

 :براي به دست آوردن   »3«گزينه   پاسخemf  ابتدا بايد شار گذرنده از سطح محدود بين رسانا و ميله را به دست آوريم. چون ميله با سرعتv كند، حركت مي
  آوريم: متغير با زمان خواهد بود. براي به دست آوردن شار، ابتدا با استفاده از قانون آمپر ميدان مغناطيسي حاصل از سيم جريان را به دست مي شار گذرنده از سطح مدار

I
B.dl I B( r) I B

r


       

 2 2


 


  

  كنيم: حال شار گذرنده از سطح محدود بين رسانا و ميله را محاسبه مي
x vt x vt     

Ivt b
ln

a


 

2


b Vt b

S a a
s

I I
B.d dx dr vtdr

r r

 
    

    2 2

  
  

d           آيد:ميبه دست  مقابلمقدار  emfبرايكه در نتيجه  Iv b
| | | | ln

dt a

 
  

2
  

 

 ع يك قاب چهارگوش بـا اضـلا    :2مثالa  وb       اياويـه زداريـم. ايـن قـاب بـا سـرعت   حـول محـورPQ       در ميـدان مغناطيسـي متغيـر بـا
زمان


B B sin t  چرخد. در لحظهميt  :صفحه قاب سيمي عمود بر ميدان است. مقدار نيروي محركه القايي در قاب برابر است با  

1( B ab cos t    
2 (B ab cos t 2  
3 (B ab sin t   
4 (B ab sin t 2  

  
 :اگر زاويه بين بردار عمود بر صفحه و ميدان مغناطيسي را»  2«گزينه   پاسخ ،فرض كنيمt     خواهد بود. بنابراين شار گذرنده از سـطح قـاب 

  :برابر است با
d

B.dS B.S | B || S | cos B absin t .cos t B absin t | emf | | | B ab cos( t)
dt


               

1 2 22  
    

   
  

 7اگر در مثال   :3مثال ، 


zˆB B cos ta   باشد، نيروي محركه القايي(emf) .را مجدداً محاسبه نماييد  

d  را تعيين كنيم: emfو سپس توانيم ابتدامي مانند مثال قبل حل اول:راه
emf

dt


    

L x
z zˆ ˆB ds (B cos ta ) (dxdya ) B Lx cos t    

 
           

d dx
emf B L( )cos t B L x sin t B V Lcos t B L x sin t

dt dt


                         

  

  چهاردهمهاي تأليفي فصل تست

V

x

Q

P


a

b
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  را يافت:emfتوان مستقيماً ميحل دوم: راه

c

B
emf ds (V B) dl

t

  


     
    

z z x z yC
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( B sin ta ) (dxdya ) (V a B cos ta ) (dya ) B Lxsin t B V Lcos t                           

xتوان فرض كرد كه مي x V t    كهx  موقعيت درt   .است  
  

 فرض كنيد در محيطي، پتانسيل مغناطيسي برداري  :4مثال
A اي دلخواه به شكل زير در اين محيط قرار گيرد، برقرار است. اگر حلقهemf  در

  حلقه برابر است با:
  ) صفر1
  

3 (
C

d
A.dl

dt
 


  

  

2 (
C

d
( A).dl

dt
 


  

  ) با معلومات مسئله قابل تعيين نيست.4

 :طبق تعريف »  3«گزينه   پاسخemf م:داري  d d
emf B.ds ( A).ds

dt dt
     

    

  توان نوشت:با توجه به قضيه استوكس مي
C

d
emf A.dl

dt
  


  

  

 اگر   :5مثالA
  ،پتانسيل برداري مغناطيسي باشد 

C
A.dl :برابر است با      

  I)2  ) صفر1
3 (I جريان گذرنده از سطح محدود مسير بستةC  4شار مغناطيسي گذرنده از سطح محدود به مسير بستة (C  

 :با استفاده از رابطه استوكس و  »4«گزينه   پاسخB A
 

   :داريم  s
C

A.dl ( A).ds B.d         
  

  

 طول در يك سيملوله با تعداد دورهاي واحد   :6مثالnجريان متناوب ، I I sin( t)    برقرار است. اندازه ميدان الكتريكي القايي درون سـيملوله
  چقدر است؟

1 (rI | sin( t) |   2 (rI
| sin( t) |


2

  3 (rI | cos( t) |   4 (rI
| cos( t) |


2

  

 :اندازه ميدان مغناطيسي درون سيملوله به صورت»  4«گزينه   پاسخ| B | nI 


Bباشد. از آنجا كهمي 


واخـت اسـت و مسـئله    نسبت به مكان يكن 

شود:اي دارد، اندازه ميدان الكتريكي از رابطه مقابل حاصل ميتقارن استوانه
C

( E.d l B.ds)
t


 

 
    

  B r B r
E ( r) ( )( r ) | E | | | I | cos( t) |

t t
 

       
 

22 2 2 

   
  

 كوچك به ضلع يك حلقه مربعي   :7مثالa  در مركز يك دايره با شعاعb  و جريانI ؟ارد. اندوكتانس متقابل بين دو حلقه كدام استقرار د  

1 (a

b

 2

3
  2 (a

b

 2

2
  

3 (a

b

 2

4
  4 (a

b

 2
 

  

C


a

b

I
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 :آيد:يچگالي شار مغناطيسي حلقه دايروي در مركز آن از رابطه مقابل به دست م»  2«گزينه   پاسخ  I
B

b


1 2

  

توان ميدان مغناطيسي در تمام نقاط آن را ثابت و برابر ميدان مغناطيسي در مركز دايره در با توجه به اينكه حلقه مربعي خيلي كوچك فرض شده است، مي

Ia  نظر گرفت. بنابراين: a
B .ds B a M

b I b

 
      

2 22 2121 1 2 1 212 2
  

ÍMo¶c‰w

  

  

 اندوكتانس متقابل مابين حلقه فيلامان مربعي شكل در صـفحه   :8مثالx   هـاي  بـا رأس( , , / ),( , / , / ),( , / , ),( , , )1 5 1 5 5 1 5 1          و يـك
  ها كدام است؟zنهايت در امتداد محور فيلامان بي

1 (/ H  2  2 (/ H4   3 (/ H8   4 (/ H12  
 :هـا بـا هـم    چون دو فيلامان در محيط خطي هستند، بنابراين اندوكتانس متقابل آن» 2«گزينه  پاسخ

Mباشدمساوي مي M12 كنيم كه مي ها مانند شكل فرض. براي به دست آوردن اندوكتانس متقابل آن21
دسـت  كند. سپس با استفاده از قانون آمپر ميدان مغناطيسي آن را بـه نهايت عبور مياز فيلامان بي Iجريان 

توانيم شار گذرنده از فيلامان مربعي را به دسـت آوريـم. در   آوريم. با دانستن مقدار ميدان مغناطيسي ميمي

Mنهايت با استفاده از رابطه 
I


 آوريم. مقدار اندوكتانس متقابل را به دست مي  

I  باشد با: نهايت با استفاده از قانون آمپر برابر مياندازه ميدان مغناطيسي فيلامان بي
B

y




2
  

با استفاده از رابطه 
S

SB.d  


در امتداد ضلعي از مربـع كـه روي   . توجه شود كه ميدان مغناطيسي آوريمشار گذرنده از فيلامان مربعي را به دست مي 

  توان نوشت: كند. بنابراين ميقرار گرفته است، تغيير مي yمحور 
/ /

S

I I
B.ds dydz Ln ( / )

y

 
   

   
5 1 5

1
1 52 4




    

Mتوانيم با استفاده از رابطه حال كه مقدار شارگذرنده از فيلامان مربعي را به دست آورديم، مي
I


 ها را به دست آوريم: اندوكتانس متقابل بين آن  

M Ln( / ) / H
I

 
   


1 5 44

    
  

 سيملوله با شعاع از يك   :9مثالa  وn  دور در واحد طول، جريانI چقدر است؟ گذرد. ضريب القاي خودي در واحد طول سيملولهمي  

1 (n a


 2
2
  2 (n a


2 2

2
  3 (n a 2 2

  4 (n a  2
  

 :با فرض آنكه محور سيملوله در راستاي محور »  3«گزينه   پاسخz آيد:است، ميدان مغناطيسي درون سيملوله از رابطه مقابل به دست مي  zˆH nIa
  

a  توان به صورت مقابل تعيين كرد:غناطيسي ذخيره شده را ميانرژي م
m

V

W | H | dv n I rdrd dz
 

     
1 22 2 2

2 2
 

  

  

a
m

n I n I a
W ( ) rdr

  
  

2 2 2 2 2
22 2

 


  

mW  در نتيجه ضريب خودالقايي برابر است با:
L n a

I
   2 2

2
2


  

  

 كه يك چنبره آهني با سطح مقطع مستطيلي داريم   :10مثالN   دور سيم حول آن پيچيده شده است. چنبره شعاع داخلـيa    شـعاع خـارجي ،b  و
   است.) پيچ كدام است؟ (نفوذپذيري مغناطيسي آهندارد. ضريب خودالقايي سيم dارتفاع 

1 (N d b
Ln

a




2
   2 (N d b

Ln
a




2

2  

3 (N d b
Ln

a




2

4  4 (N d b
Ln

a




2

8  

0.5

 1.51

dy

y

y

z

a


b

r
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 :طبق قانون آمپر، شدت ميدان مغناطيسي داخل چنبره برابر است با:»  2«گزينه   پاسخ  NI
H

r  2   

  بنابراين انرژي مغناطيسي ذخيره شده در چنبره برابر است با::
mW

Ld b I
m a

N I b N d b
W | H | rdrd dz dLn L Ln

a a

  
    

   
2

22 2 22 2
2 4 2 

  

  
 دو سيم بلند به فاصلة  :11مثالa9 در وسط اين دو سيم و به ابعاد  شكل از يكديگر و يك سيم مستطيلa  وb دارد. القاي  در يك صفحه افقي قرار

    ها برابر است با:متقابل آن

1 (a
ln 


1
9  2 (b

ln 


1
2 9   

b 

a 

9a  
3 (b

ln


5
4  4 (a

ln


5
4  

 :ها جريان اگر فرض كنيم كه در سيم  »3«گزينه  پاسخI مستطيل شـكل دو برابـر شـار    شار گذرنده از سطح  و در جهت خلاف هم وجود داشته باشد
  بنابراين شار گذرنده از حلقه برابر است با:  باشد.ناشي از هر سيم مي

  
a

a

Ibdr bI
ln

r

 
  

 
5

4
52 2 4

   

b  آيد:دست ميصورت مقابل بهبدين ترتيب القاي متقابل به
M ln

I

 
 


5
4

  
  

 شكل مربع به ابعاد  حلقه سيم نازكي به :12مثالa و هم مركز با مبدأ مختصات در صفحهx         مفـروض اسـت، بطوريكـه اضـلاع آن بـه مـوازات
باشند. چگالي شار مغناطيسيمي zو  yمحورهاي 


xˆB B | y | a  اي يكنواخـت در فضا حضور دارد. حلقه با سرعت زاويـه    حـول محـورz  هـا دوران

tدر حلقه كدام است؟ (حلقه در لحظه emfكند. مي  (.عمود بر جهت ميدان مغناطيسي بوده است  

1(B a
sin t




3

2
   2(B a

sin t



3

4
   

  

 


y

x

         

3(B a
sin t




3
24

  4(B a ( )sin t  3 1  

 

 :طبق تعريف كلي كه براي   »3«گزينه  پاسخemf   بيان كرديم، بايد ابتدا شار گذرنـده از
 emfدست آوريم و سپس تغييرات شار نسبت به زمان را محاسبه كنيم كه برابـر بـا   حلقه را به

  خواهد بود. 
كنيم. با توجه به شـكل، شـار عبـوري از حلقـه برابـر بـا       ميابتدا شار گذرنده از حلقه را حساب 

  كند:شاري است كه از مستطيلي با مشخصات زير عبور مي

                                 a a a a
cos t y cos t , z       2 2 2 2  

a a a a a
y cos t z cos t z cos t

a a a
y cos t z z

S
a

B.d B | y | dzdy B ydzdy B a ydy B cos t

     


   

            
2 2 2 2 2

2 2 2

3 22 2 4 


   


  

d  بنابراين خواهيم داشت:  B a
emf sin t

dt

 
   

3
24

  
  

y

x

a

2

a

2 a
cos t

2



B
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  هاردهمآزمون فصل چ  

 1كه شار متناسب با زمان و به صورت شود به طوريجريان يك سيملوله طويل به طور خطي با زمان زياد مي ـt   باشد. سـيملوله از داخـل   مي
  كدام است؟ R1گذرد. اندازه ولتاژ القا شده روي مقاومتمطابق شكل ميV2و V1مترهايو ولت R2و R1هايمداري شامل مقاومت

1 (R

R R




1
1 2

  

2 (R

R R




2
1 2

  

3 (R R

R R



1 2

1 2
  

4 ((R R )

R R

 1 2
1 2

  

 
V1 

V2 

R1 

R2 

 
 2يك ميدان مغناطيسي يكنواخت ـB(t) اي به شعاعكه مستقيماً به سمت بالاست، ناحيه دايرهR كند. اگرمطابق شكل را پر ميB   با زمان تغييـر

  اصل كدام است؟كند، ميدان القائي ح

1 (R dB
ˆE a

dt  


2  2 (z
R dB

ˆE a
dt

 


2   

R 

 
3 (dB

ˆE R a
dt  

 2  4 (z
dB

ˆE R a
dt

  2  

 3يك قرص فلزي به شعاع ـa ايبا سرعت زاويه حول محور قائمي مطابق شكل در يك ميدان مغناطيسي يكنواختB چرخد. مـداري را بـا   مي
  كدام است؟ ايم. جريان حاصل در مقاومتبه محور دوران و انتهاي ديگرش به لغزنده واقع بر گوشه بيروني تشكيل داده Rاتصال يك انتهاي مقاومت

1 (Ba
I

R


  

2 (Ba
I

R




2
  

3 (Ba
I

R




2

2  

4 (Ba
I

R


 2  

 

B B 

  (اتصال لغزان) 

I 
 

 4يك ميله فلزي به جرم ـm  كه به فاصلهبدون اصطكاك بر روي دو ريل موازي و رساناL لغزد. مقاومتاند، مياز يكديگر واقعR    بـر روي ريلهـا
شروع به حركت كند، سـرعت   Vبه طرف داخل صفحه كاغذ در كل ناحيه وجود دارد. اگر ميله در لحظه صفر با سرعت Bمتصل و يك ميدان مغناطيسي

  چقدر است؟ tآن در لحظه

1 (
mL

t
B RV V e


 2

  2 (
B R

t
mLV V e




2 2

  
 

V L R 

 3 (
B L

t
mRV V e




2 2

 4 (
mR

t
B LV V e


 2 2

  

 5ي شكل به ضلعحلقه سيم مربع ـa در ربع اول صفحهxy اي قرار دارد كه يك گوشه آن در مبدأ است. در اين ناحيه يك ميدان مغناطيسي به گونه
,zˆB(yغير يكنواخت وابسته به زمان t) ky t a 3   القائي در حلقه كدام است؟ emfثابت است) قرار دارد.يك  k(كه در آن 2

1 (kta


4

4  2 (kta


5

4  3 (kta 4

5  4 (kta 5

2  
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 6اي و در ميدان مغناطيسيدر دستگاه مختصات استوانه ـ
r

B
ˆB a

r
 يك قاب مستطيلي هادي با ابعادa وb  مطابق شكل با سرعت زاويـه  در

  شود؟ي ميجار Rكند. چه جرياني در مقاومتدوران مي âجهت

1 (  

2 (B a

R

   

3 (B

abR

  

4 (ab B

R

   

 

y 

z 

x 

a 

b 

R 

 
 

 7اي باچنبره ـr  aسطح مقطع چنبره يك مربع باشد.دور سيم مي Nداراي 1 a     بوده و شعاع متوسـط چنبـره برابـر بـاR  باشـد. بـا   مـي
Rفرض a :اندوكتانس خودي چنبره تقريباً برابر است با  

1 (N a

R




2 2
  2 (N a

R




2 2

2
  3 (N a

R




2 2

4
  4 (N a

R




2 2

8
  

 8خطوط به فاصـله  .اندگذرد با هم موازيكه صفحاتي كه از هر زوج مي اند به طوريدو زوج خط دو سيمه به موازات هم قرار گرفته ـd    از هـم قـرار
  دو زوج سيم كدام است؟ دارند. اندوكتانس متقابل بين اين

1 (L
ln( )

d





1  2 (L

ln( )
d





2 1   

d 

L  
3 (L

ln( )
d






2
212

  4 (L
ln( )

d






2
21  

 9دو حلقه بسيار كوچك حامل جريان ـI و به شعاعa در يك صفحه به فاصلهd متقابل بين دو حلقه كدام است؟ي از هم قرار دارند. ضريب القا  

1 (a

d

  4
32

  2 (a

d

  4
33

   

I1 

a 

I2 

a 

d 

 3 (a

d

  2
23

 4 (a

d

  4
34

  

 10اي طويل توپر به شعاعاز يك هادي استوانه ـa با ضريب نفوذپذيري مغناطيسي برابر يك( ) 1 هاست، جريان zكه محور آن منطبق بر محور 1

الكتريكي با چگالي


zˆJ J ra اي و(در مختصات استوانهJ گذرد. اندوكتانس داخلي اين هادي در واحد طول كدام است؟مقدار ثابتي است) مي  

1 (
8
  2 (

12
  3 (

4
  4 (

16
  

 11دو قاب مربعي به اضلاع ـa وb مانند شكل در يك صفحه قرار دارند. مربع كوچك در مركز مربع بزرگ است وa خيلي كوچكتر ازb باشـد.  مي
    بين دو قاب چقدر است؟ L12بلاندازه ضريب القاء متقا

1(a

b




2

2
  2(a

b




22
4
  

 

b 

a 

 

 3(a

b




22  4(a

b




22 2  
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 12در ميدان مغناطيسي ثابت ـ zˆB B a اي با سرعت ثابتمانند شكل ميله  xˆV V a در لحظهt   از محلx    روي ريل هادي نمايش داده

aكند. در فاصلهشده شروع به حركت مي
t

V
 


 ولتمترV دهد؟اژي را نشان ميچه ولت    

1(B V (V t a)2     

2(B V (V t a) 2     

3(B V (V t a ) 2 2    

4(B V (V t a ) 2 2    (0, a)

45
(0 , a )

B

V

45

 

x 
V

 +
-

y 

0 

 

 13بين دو قطب يك آهنرباي الكتريكي كه به شكل دوايري به شعاع ـa هستند، ميدانB
   بـه صـورتB

| B | t

  بـرايt   وr a  

چقدر باشد تا در هوا شكست عايقي رخ ندهد؟ (فرض كنيد حداكثر ميدان الكتريكـي   شود. حداقلدر شكل ديده مي Bثابت بوده و جهت Bكند.تغيير مي
    .)باشد Eبراي هوا» dielectric strength«قابل تحمل 

1(B a

E




  2(B a

E


2



  

B

 

 

3(B a

E



  4(B a

E2



  

14الاضلاع به ضلعاي به شكل مثلث متساوياز حلقه ـa جريانI اي شكل خيلي كوچك بـه مسـاحت  يك حلقة دايره زيرگذرد. مطابق شكل ميS 
Sدر مركز آن قرار دارد. (فرض كنيد aاندوكتانس متقابل (M12 بين دو حلقه كدام است؟    

1(S

a



  2(S

a




9   
 

S 

I 

a 

 
3(S

a


4
  4(S

a




9
2
  

 15سيم مستطيل شكلي به ابعاد ـa وb و سيم بسيار طويل حامل جريانI  مطابق شكل در يك صفحه و در سه محيط با  ضريب تراوايي ،1  و
2 نظر كنيد.)ها صرفقرار دارند. القاي متقابل حلقه و سيم كدام است، (از اثرات لبه    

1 (b a
( ) ln( )

d    
 1 26  2( b a

( ) ln( )
d

  
 1 23   b

3
b

3
b

3

 
0 

1 

2 

0 

I 

d 

a 

 3 (b d a
( ) ln( )

d


    
 1 26 4 (b d a

( ) ln( )
d


  

 1 23  
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  ل پانزدهمفص
  »انرژي و نيروي مغناطيسي«

  
 ميدان مغناطيسي به صورتدر مختصات كروي،   :1مثال

ˆB Rcos a  محور كه در فضا وجود دارد. انرژي مغناطيسي ذخيره شده در يك كابل هم
zآن در سطح مقطع پاييني  و سطح مقطع بالايي آن درz    دارد، چقدر است؟ bو شعاع خارجي  aقرار گرفته و شعاع داخلي  1

1 ((b a ) 


2 2

6 
  2 ((b a ) 



2 2


  3 ((b a) 



2

6 
  ) هيچكدام4  

 :اي را بااگر مختصات دستگاه استوانه»  1«گزينه   پاسخ(r, , z) :نشان دهيم، خواهيم داشت  | B | | R cos | | z |  


  
 انرژي مغناطيسي ذخيره شده برابر است با:

  b
m ma

| B | b a (b a )
W dv z rdrd dz W ( )( )

   
      

      
2 2 2 2 21 2 21 1 1 1 22 2 2 3 2 6    


  

  

 ي مغناطيسي يكنواختهاوقتي ميدان در محيط خلأ  :2مثال
H1 و

H2 كنيم در حجمهر يك به تنهايي وجود داشته باشند فرض ميV هاي ذخيره انرژي
mWبه ترتيب شده mWو 1 دانهستند. وقتي دو مي 2

H1 و
H2 با هم وجود داشته باشند انرژي ذخيره شده در حجمV چقدر است؟            

 
z zˆ ˆH H a , H H a  1 1 2 2  

1(m mW W H H V 1 2 1 2   2(m mW W H H V 1 2 1 2  3(m mW W H H V  1 2 1 2
1
2   4(m mW W H H V  1 2 1 2

1
2   

 :با استفاده از تعريف انرژي مغناطيسي داريم:  »1«گزينه  پاسخ  

V
m m m m mV

W | H H | dv W W H .H dV W W H H V         1 2 1 2
2

1 2 1 2 1 2
1
2   

   
  

  

 يك حلقه سيم به شعاع   :3مثالa  داريم كه حامل جريانI  است. يك كره به شعاعR كه(R a)  با نفوذپذيري مغناطيسـي    در مركـز دايـره
   قرار دارد. نيروي وارد بر واحد سطح كره چقدر است؟

1 (( )I ˆ ˆsin [cos sin r]
( )a

  
  

  

23
2 2
 


   

2 (( )I ˆ ˆsin [cos sin r]
( )a

  
  

  

23
4 2
 


  

3 (( )I ˆ ˆsin [cos sin r]
( )a

  
  

  

23
2 2
 


  

4 (( )I ˆ ˆsin [cos sin r]
( )a

  
  

  

23
4 2
 


  

 ميدان مغناطيسي ناشي از حلقه در مركز آن برابر است با:»  2«گزينه   خ:پاس  I
ˆB z

a


 2


   

inB  با: ميدان داخل كره برابر استتوان ميدان اعمالي به آن را همان ميدان مركز حلقه در نظر گرفت. پس چون كره خيلي كوچك است، مي B



  

3
2 

 
   

(M)شوندگي كرهغناطيسحال بردار م


  آوريم:دست ميرا به 

  in in in
in in in

B B B ( )
B (H M) M ( H ) ( ) M B

( )

 
         

      
3

2



   

        
   

 پانزدهمهاي تأليفي فصل تست

R

z

a

I
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  چگالي جريان مقيد سطحي برابر است با: (چگالي جريان مقيد حجمي برابر صفر است.)
r ams

( )I
ˆ ˆJ M r | sin

( )a
 

   
  

3
2 2





 
   

  شود:ريان مقيد سطحي است كه از رابطه زير تعيين مينيروي وارد بر واحد سطح كره معادل نيروي وارد بر واحد سطح ج

ms
( )I I ( )I ˆˆ ˆˆF J B sin . ( z) sin (cos sin r)

( )a a ( )a

     
        

     

23 3
2 2 2 4 2

   

 

  
  

  
 سيمي به طول  :4مثالa4 ايم. اگر جريان را به چهار صورت زير درآوردهI ود بر در جهت نشان داده شده از آنها بگذرد و يك ميدان مغناطيسي عم

  نيروي وارد بر سيم در كدام حالت ماكزيمم است؟   ها اعمال شود،صفحه كاغذ بر آن
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  

 :نيروي وارد بر سيمي بزرگتر است كه بردار برآيند يا انتگرال عنصر ديفرانسيلي طول آن سيم »4«گزينه  پاسخ
L

(L dl) 


 بزرگتر باشد. اين بردار 

نيز بديهي است كه بردار 4و  2برابر صفر است. از بين سيمهاي  3و  1هاي براي سيم
L

dl


  باشد. بزرگتر مي 4سيم 

  
 يك سيم طويل روي محور  :5مثالzها ميدان)

m

A
(â

y
H x

2
 را در نقطه)z,y,(P  يـك   واحد طـول  نمايد. نيروي وارد برضاي آزاد ايجاد ميدر ف

(نوار حامل جريان سطحي
m

A
(âK z yكه بين 2  yو 1      باشد؟هاي زير مييك از گزينهكدام ،قرار گرفته است xمتر در صفحه 3

1 (yˆln a4 3  2 (yˆln a 4 3  3 (xˆln a 4 3  4 (xˆln a 4 3  

 : هـاي ديفرانسـيلي  اگـر نـوار حامـل جريـان سـطحي را بـه جريـان         »1«گزينـه   پاسخ 

zˆdIL dyLa  2


Lبا طول 1 تقسيم كنيم، خواهيم داشت:متر (واحد طول (  

y

y

z x y

y y

dy
ˆ ˆ ˆdF (dIL B) ( dya ) ( a ) a

y y

dy
ˆ ˆF dF a ln a

y





 
       

      
3

1

22 4

4 4 3




 

 

   

 

 هـا جريـان درون سـوي    اند. اگر از هر كدام از سـيم الاضلاع قرار گرفتهيك مثلث متساويسه سيم نامتناهي موازي مطابق شكل در رئوس   :6مثال
كـرد؟ (از   با چه شتابي شروع به حركت خواهـد  3باشد، سيم  m، با فرض اينكه جرم واحد طول هر سيم ثابت باشند 2و1هاي عبور كند و سيم Iيكنواخت 

  نظر كنيد)ها صرفنيروي الكتريكي بين سيم

1 (I
a

md






22   2 (I
a

md






22
2

  

3 (I
a

md






23
2

  4 (I
a

md






23  

 :باشد:نيروي وارد بر سيم سوم مطابق شكل زير مي»  3«گزينه   پاسخ  

y y y
I I

ˆ ˆ ˆF | F | cos ( a ) F ( a ) F a
d d


        

 

2 2
13

3 32 3 2 2 2 2
 


   

  

y
I

ˆF ma a a
md


   



23
2

    

a

a

a

a60
2a 2a60 aa

aa

y
1 3

x

z

dy

y

x
2




d1

d d

3

y

x

 
23F


13F


F
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 صفحه مطابق شكل يك حلقه مستطيلي در   :7مثالyz  قرار دارد و جريان ثابتI گذرد. در حضور ميدان مغناطيسياز آن مي


ˆB B a  چه نيرو و
  شود؟گشتاور نيروي مغناطيسي بر حلقه وارد مي

1 (zˆ ˆF IbB a , IabB a 
 

    

2 (F ,
      

3 (ˆF IbB a ,
      

4 (zˆF , IabB a
     

 :گشتاور مغناطيسي حلقه»  2«گزينه   پاسخ(m)
 آيد:ه مقابل به دست مياز رابط  n xˆ ˆm ISa I(ab)a


    

  بنابراين گشتاور نيروي مغناطيسي وارد بر حلقه چنين خواهد بود:

x x x y zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆm B Iaba B a IabB a ( sin a cos a ) IabB cos a  
  

                

در محل حلقه،
  cosو در نتيجه 2   :است. بنابراين داريم   

   

Bبا توجه به ثابت بودن ميدان


  كنند و نيروي كل وارد بر حلقه صفر است.در سطح حلقه، نيروي مغناطيسي وارد بر اضلاع روبروي هم، يكديگر را خنثي مي 
  F Idl B  

 
  

  

 جريان مستقيم :8مثالAI 1 در صفحه كه از يك حلقه مثلثي شكلyx  كند. با فرض اينكه چگالي فلـوي مغناطيسـي  عبور مي ،واقع است 


 yˆB / a (T)    .باشندميمتر باشد، گشتاور وارد بر حلقه چقدر است؟ مقادير داده شده در شكل برحسب سانتي موجوددر محيط  5

1(m.Nâ/ z1 

2(m.Nâ/ z1  
3 (m.Nâ/ x1  
4(m.Nâ/ x1  

 
( 0 , 20) 

( 10 , 0) ( -10 , 0) 
x 

y 

 : با استفاده از رابطه گشتاور نيرو داريم:  »4«گزينه  پاسخ   

nâ عمود بر سطح حلقهيكه  : بردار                         nˆm B , m ISa   
   

                     z y xˆ ˆ ˆ( )a ( / a ) / ( a )      21 2 1 5 1      
  

 جريان  :9مثالI  در يك حلقه مربعي شكل به ضلعa  در جهت مثلثاتي جاري است. حلقه در صفحهxy    قرار دارد و محور آن  بـر محـورz   منطبـق

است. در ميدان مغناطيسي يكنواخت  yو  xآن موازي محورهاي است و اضلاع 
 

x z
Wb

ˆ ˆB B (a a )
m

   شود؟چه گشتاور نيرويي بر حلقه وارد مي 2

1(xˆT B Ia a N.m 2



  2(xˆT B Ia a N.m 21

2 


  3(yˆT B Ia a N.m 21
2 


  4(yˆT B Ia a N.m 2




  

 :ابتدا با استفاده از رابطه  »4«گزينه   پاسخnˆm ISa
 آوريم:گشتاور حلقه را به دست مي  zˆm a I a 2  

yˆT  گشتاور نيروي وارد بر حلقه برابر است با: m B a IB a   2


   

 
  
  

y

z

b

I

a

x
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 موازات يكديگر و به فاصلة دو صفحه فلزي نازك خيلي بزرگ به  :10مثالw   از هم قرار دارند. اين دو صفحه در يك طرف بـه منبـعV   و در طـرف
 ـ ديگر به وسيله سيم نازكي به هم وصل گرديده روي صـفحات فلـزي را يكنواخـت و    تـوان بـا تقريـب چگـالي جريـان سـطحي       طـوري كـه مـي   ه انـد ب

برابر



s s z

A
ˆJ J a ( )

m
 با پرمابليتهرا به طور عمود داخل مايع عايقي  فرض كرد. اين دو صفحه شود كه مايع به ارتفاع ديده مي .ايمكردهh  بين صفحات بالا

kgآيد. اگر چگالي جرمي مايع برابرمي
d( )

m3 و شتاب ثقل برابرm
g( )

s2  باشد ارتفاعh ت آوريدرا به دس.   

1(s
gd

h ( )J   2
2   

2(sh ( )J
gd

   21
2   

3(s
gd

h J
( )


 

2
2 

  

4(
s

( )gd
h

J

 
 2

2



  

sJ 





V

sJ 

 

w 

سيم نازك 

h 

az  

ay  

 

  : هاي سمت راست و چپ به ترتيب برابرميدان مغناطيسي ناشي از چگالي سطحي جريان  »2«گزينه پاسخs
x

J
ˆH a1 2






sو  
x

J
ˆH a2 2






باشـد.  مـي  

sبنابراين در بين دو صفحه، ميدان xˆH J a 

 
كند، انرژي مغناطيسي ذخيـره شـده در آن حجـم    حجمي باشد كه مايع آن را اشغال مي Vبرقرار است. اگر  

m(Wقبل m(Wو بعد 1(  از پر شدن از مايع، برابر است با: 2(

  m s
V

W | H | dv J V   2
2 21 1

2 2 


                      m s

V

W | H | dv J V   1
2 21 1

2 2  


  

s  بنابراين خواهيم داشت: s(dV)gh ( )J V h ( )J
gd

      2 21 1
2 2        m m smgh W W ( )J V    2 1

21
2   

  
 هاي شعاعق شكل، دو حلقه به مطاب  :11مثالa  وb (a b)  در فاصلهh  از يكديگر قرار دارند و حامل جريانI    .در خلاف جهت يكـديگر هسـتند

اگر حلقه پاييني روي زمين بوده و اندازه ضريب القاي متقابل دو حلقه برابر a b

(b h )

 



2 2
3

2 2 22
وجـود داشـته    mو جرم حلقه بالايي  Iباشد، كدام رابطه ميان  

  باشد تا حلقه بالايي معلق بماند؟

1 (h mg(b h )
I

ab h




 

2 2 2

3 
  2 (h mg(b h )

I
ab h




 

2 2 22
3 

  

3 (b h mg(b h )
I

ab h

 


 

2 2 2 22
3 

 4 (b h mg(b h )
I

ab h

 


 

2 2 2 22
3 

 

 :با استفاده از روابط ارائه شده خواهيم داشت: »  4«گزينه   پاسخ  
m m

d a b
| F | | W | | I I L | I I | [ ] |

dz
(b z )

    
    



2 2
1 2 12 1 2 3

2 2 22

  

I I I
m m

h h
| F | I I a b | F | I a b

(b h ) (b h )

       

 

1 22 2 2 2 2
1 2 5 5

2 2 2 22 2

3 3
2 2 

   

  براي اينكه حلقه بالايي معلق بماند، بايد داشته باشيم:
m g

h b h mg b h
| F | | F | I a b mg I

ab h
(b h )

 
      

 


2 2 2 22 2 2
5

2 2 2

3 2
2 3



   

  



 a

b

h
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 ميلة آهنربايي به طول  :12مثال L mm aو قطر 1 mm2  ت. گشتاور دوقطبي مغناطيسي كل اين ميلهها مفروض اسzمحور با محور هم 15
   zˆm a (A m )  شود و به طور يكنواخت دست آوريد. ميله به اندازة كافي بلند فرض مياست. انرژي كل مغناطيسي ذخيره شده داخل ميله را به 28

. نماييمداخل آن را  ثابت فرض مي يكه شدت ميدان مغناطيس طوريه باشد، بمغناطيس مي  H
( )

m
   74 1   

1 ((kJ) 7/5  2 ((kJ) 4/11  3 ((kJ) 8/22  4 ((kJ) 2/34  

  :شدگي را به دست آوريم:ابتدا بايد بردار مغناطيس  »3«گزينه  پاسخ   z
z

ˆm a
ˆM a

V ( a )L ( / )


  

 

9
2 2

8 8 1
7 5

    m MV


   

ms  يد سطحي برابر است با:چگالي جريان مق ،شدگيبا استفاده از بردار مغناطيس rˆ ˆJ M a a
( / )

  



  



9
2

8 1
7 5

  

   لذا خواهيم داشت:ميدان مغناطيسي درون ميله همانند ميدان مغناطيسي ناشي از يك سيملوله بلند بوده و  بنابراين

ms m ms| B | | J | W | J | ( a L) / kj      2 21 22 82 
  

 

  

 اي با بار گشتاور مغناطيسي ذره :13مثالq  تحت تاثير ميدان مغناطيسي ثابت كهB
  با سرعتv كند، برابر است با:و عمود بر جهت ميدان حركت مي    

1 (B
mv

B

2
2

1
2


  2 (B

mv
B

2
2


  3 (B

mv
B

 2
2


  4 (B

mv
B

 2
2

1
2


  

 :طبق قانون نيروي لورنتس داريم:   »1«گزينه   پاسخ  F qv B qvB  
 

 

اي از جريـان درسـت   چرخد و در واقع حلقـه طور كه اشاره شد، وقتي ذره باردار عمود بر جهت ميدان مغناطيسي حركت كند، حول خطوط ميدان ميهمان

v  توان نوشت:اي ميكند. طبق قانون دوم نيوتن براي حركت دايرهمي rv mv mv qB
| F | m qvB r ( )

r r qB m
      

2 2
 

dq  ي مقابل را داريم:براي شدت جريان هم رابطه q q B
I I q I

dt T m


     

 

2

2 2  

  با توجه به شدت جريان به دست آمده، گشتاور دو قطبي مغناطيسي برابر است با:
q q m v q B m v mv mvˆ| m | | IS | ( r ) | m | m B B

m Bq B q B B


           

  

2 2 2 2 2 2 22
2 2 2 2 2

1 1
2 2 2 2 2

   
 

  

 در صفحه  :41مثالxy شعاع  اي بهحلقهa 1و مركز مبدأ مختصات كه حامل جريانI  وجود دارد و  ،باشدهاي ساعت ميحركت عقربهجهت در خلاف
  كدام است؟كند حلقه وارد مي به 2Iي كه جريانياند. نيرواست و دو جريان از هم مستقل yâدر جهت I2حامل جريان yمحور 

1 (xˆI I a 1 2  
2( zˆI I a 1 2  
3 (yˆI I a 1 2  
4 (xˆI I a 1 2  

 

x 

y 

a 
I1 

I2 

 
  : جريان با توجه به اينكه ميدان مغناطيسي ناشي از»  4«گزينه پاسخI2  نيروي وارد بر حلقه  نيست،ثابت
در نيمـه راسـت و چـپ حلقـه متفـاوت       I2(جهت ميدان مغناطيسي ناشي از جريان شودصفر  برابر با تواندنمي

  از طرفي براي نيمه راست حلقه داريم: ،است)

z
I

ˆ ˆdF I dl B I (ad a ) ( a )
a cos

 
        

221 1 2


  

dFبارتي مشابهبراي نيمه چپ حلقه هم ع


  منفي است. cosاست اما zâدر جهت I2به دست آمده خواهيم داشت، زيرا اگرچه ميدان ناشي از 
  حال با انتگرال گرفتن از رابطه بالا روي حلقه داريم:

                     r x y x
I I I Id

ˆ ˆ ˆ ˆF dF a F d a tg d a I I a
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  پانزدهم فصلآزمون      

 1 نيروي جاذبه مغناطيسي بين دو نيمكره شمالي و جنوبي يك پوسته كروي باردار به شعاعـR كه حامل چگالي بار سطحي يكنواخت    بـوده و بـا
  چرخد كدام است؟ها ميzحول محور ايسرعت زاويه

1 (R

  2 4

4   2 (R

  2 4

8   3 (R

  2 2 4

4   4 (I1  

 2بارهاي خطي با چگالي ـ با سرعتV از دو سيم نامتناهي موازي كه به فاصلهd گذرد. سرعتاند، مياز يكديگر واقعV   چقدر باشد تا فاصـله
  باقي بماند. dدو سيم همچنان

1 (V 
 
1
 

  2 (V        

 

V 

V 
 

3 (V 
 

1
 

  4 (V      

 3 هـاي الكتريكـي  مستقيم قرار دارد. جريان و اي به شكل دلخواه نزديك يك سيم بسيار بلندحلقه بستهـI1 وI2      بـه ترتيـب از حلقـه و سـيم
  قرار دارند) yzگذرند. كدام گزينه در مورد نيروي وارد از طرف سيم مستقيم به حلقه، درست است؟ ( سيم و حلقه در صفحهمي

  ) اين نيرو برابر صفر است.1
  است.x) راستاي اين نيرو در راستاي محور2
  ها است.y) راستاي اين نيرو در راستاي محور3
  قرار دارد. اما راستاي آن بستگي به شكل حلقه دارد. yz) اين نيرو در صفحه4

 
 I1 

 I2 

 
 4اي مشابه به شعاعدو قرص دايره ـR و ضخامتd از ماده مغناطيسي دائم با بردار مغناطيس شدگي ˆM M z اند. (محور هـر دو  تشكيل شده

باشد. در مي mتوانند حركت كنند. جرم هر كدام برابرطكاك ميباشد.) اين دو قرص مطابق شكل روي يك ميله قائم بدون اصمي zقرص در امتداد محور
  ؟گيردحال تعادل قرص بالائي در چه ارتفاعي قرار مي

1 (M d R
h

mg




2 2 2
4 3

2
   2 (M d

h
mg

 


2 2
4 3

2
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h 

 

3 (M
h

mg
 




2
4 3

2  4( M d R
h

mg






2 2 2
4 3

2
   

 5 صفحهـz  حامل جريان سطحي با چگالي
xˆJ ( a ) 

1
باشد. كره مغناطيس شده دائم بـا بـردار  مي 2

zˆM a zبـالاي صـفحه   3   و در

  باشد)متر مي 1از آن قرار دارد. گشتاور مغناطيسي وارد بر كره كدام است؟ (شعاع كره  dفاصله

1 (xâ  
2 (xâ  
3 (xâ2  
4 (xâ 2  

y 

z 

x 

 M 
 

x
1

ˆJ ( a )
2

 


 
6 بار الكتريكيـq در صفحهxy حول محور z با سرعتV   اي بـه شـعاع  روي مسـير دايـرهr    هـاي سـاعت در ميـدان    در جهـت خـلاف عقربـه

مغناطيسي
ˆB a

r 

1

  ؟شودي بر دو قطبي مغناطيسي حاصل وارد ميكند. چه گشتاوردوران مي 2

1 (  2 (r
qV

â

4  3 (r

qV
ˆra


4  4 (qV

â
r
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 7 دو حلقه به شعاعـRهر يك حامل جريان ،I انـد. در ابتـدا فاصـله    باشند. صفحات دو حلقه به موازات هم واقعهاي مخالف يكديگر ميدر جهت
  كدام است؟تقريباً باشد. كار لازم براي آنكه فاصله مراكز دو حلقه را به نصف مقدار اوليه كاهش دهيم مي R2مراكز دو حلقه از هم برابر

1 (/ RI  212  2 (/ RI   28    

h = 2R 

I 

I  

3 (/ RI  232  4 (/ RI  218  

 8يك الكترون با جرم ـm و بارe ايبا فركانس زاويه اي به شعاعحول مسير دايرهr كند. سپس ميدان مغناطيسي خارجي در صفحه دوران مي
يكنواخت

B اي بههشود و در نتيجه فركانس زاويدر امتداد محور دوران، عمود بر صفحه و در جهت خلاف گشتاور مغناطيسي الكترون اعمال مي  تغيير
  اي دارد؟چه رابطه با كند.مي

1 (m
( )

eB
  2 2

  2 (m
( )

eB
   2 2
   3 (m

( )
eB

  2 2
  4 (m

( )
eB

   2 2
   

 9بـا جـرم   ض كنيد يـك بـار متحـرك    فر ـm   و بـارالكتريكيeq     در ميـدان دوقطبـي فرضـي مغناطيسـي سـاكنmq     قـرار دارد، بـه طـوري

mكه
r

q
ˆB a

r
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 باشد. در اين صورت اگرV

 سرعت بارeq باشد، آنگاهd | V |

dt


  برابر است با: 

e) 2  ) صفر1 mq q
| V r |

mr
  


 34  3 (e mq q

mr

 34  4 (e mq q

| V r |
mr
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 10ها برابر است با:اند. انرژي متقابل بين آندو دوقطبي مغناطيسي به صورت مقابل قرار گرفته ـ  

1( ˆ ˆW [m .m (m .r)(m .r)]
r


 

 1 2 1 23
1 24

      

2( ˆ ˆW [m .m (m .r)(m .r)]
r


 

 1 2 1 23
1 34

      

3( ˆ ˆW [m .m (m .r)(m .r)]
r


 

 1 2 1 23
1 22

      

4( ˆ ˆW [m .m (m .r)(m .r)]
r


 

 1 2 1 23
1 32

      

11عقربه با حلقه تماس الكتريكي دارد و هر دو از جنس رساناي كامل هستند. جريان زيردر شكل  ـI گذرد و اده شده از عقربه ميدر جهت نشان  د
مؤثر بر عقربـه بـه مرجـع     (T)به طرف داخل صفحه كاغذ برقرار شده است.  مقدار و جهت بردار گشتاور نيرو Bدر اين فضا ميدان مغناطيسي خارجي

    ست از:ا مركز دايره عبارت

1(I B a21
2   هاي ساعتدر جهت عقربه  

2 (I B a  هاي ساعتدر خلاف جهت عقربه  

3 (I B a21
2    به طرف خارج صفحه كاغذ  

4 (I B a  به طرف خارج صفحه كاغذ  

B

I

 

a 

عقربه 

 
 12از يك لوله فلزي با شعاع ـa نهايت جريانو طول بيI گذرد. ضخامت ديواره لوله ناچيز است. مقدار و جهت فشار مؤثر بـر  با توزيع يكنواخت مي

   ديواره لوله برابر است با:

1(I

a





2
2 24
 2  به طرف خارج (I

a



 42
 خارج به طرف   I  

 
3 (I

a



 42
 4 به طرف خارج (I

a





2
2 24
 به طرف داخل  
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 13اي در صفحهالكتروني در يك ميدان مغناطيسي يكنواخت بر روي محيط دايره ـz كند. با فرض آنكهحركت مي
 zˆB a wb / m 3 و سرعت اوليه  21

tالكترون در  برابر با
    xˆv a m / s ست محاسبه نيرويا باشد، مطلوب 2

| F tكه در زمان | ns   شود.بر الكترون وارد مي 6

m / kg)  319 1 eون) الكتر 1 / c)   191 6   الكترون) 1

1 (/ N 192 4 1  2(/ N 193 2 1  3(/ N 193 8 1  4(/ N 191 2 1  

 41يك سيم نازك نامحدود با جريان ثابت ـI ك جريان سطحي يكنواخت نامحدودجهت با يبه طور موازي و همA
K( )

m
لأ از آن در خ dو به فاصله 

   نيروي وارد بر واحد طول سيم كدام عبارت است؟ .قرار گرفته است

1(K I 2  و دافعه (K I 3  و جاذبه (K I
1
2  4  و دافعه (K I

1
2   جاذبهو   

 15يك سيم نامتناهي حامل جريان ـI1 روي محورz و يك قطعه سيم حامل جريانI2 درz  ،x a و y a   هـاي نشـان داده   با جهـت
   كند، چقدر است؟شده مفروض هستند. نيرويي كه سيم نامتناهي به قطعه سيم وارد مي

1(z
I I

ˆF ln a 


1 2
21 24  

2(z
I I

ˆF ln a 


1 2
21 24  

3(z
I I
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1 2
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