
 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  1 آمار و احتمال

 

 

 فصل اول

 «آنالیز تركیبي و احتمال»

 فصل اول يكنکوربندي شده هاي طبقهتست    
 

 1سه شخص ـA وB وC كنند. احتمال زدن به هدف اين سه شخص به ترتيببه هدفي تيراندازي مي
1
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 ،
1
4
و 

1
3
است. اگر بدانيم كه فقـ  يـ     

 (77)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری  به هدف خورده باشد برابر است با: Aكه تير شخص تير به هدف خورده است احتمال آن
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 2)
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 3)
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31

 

 2ـآوريم تا زماني كه همه تـوپ توپ به تصادف و بدون جايگذاري از ظرف بيرون مي 2توپ سياه است. هر بار  1توپ سفيد و 1ظرفي حاوي ـ  ا ه

 (11)مهندسی برق ـ سراسری  بيرون آورده شوند. احتمال آنكه در هر مرحله، ي  توپ سفيد و ي  توپ سياه بيرون آورده شود، كدام است؟
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 3داراي سه بخشي  سيستم كامپيوتري  ـC,B,A است. احتمال آنكهC,B,A     ـ   1هر ي  بدون خرابـي بـه مـد   ترتيـب ه سـاتت كاركنـد ب

 C,Bهـاي مستقل از كـاركرد بخـش   Aاست. كاركرد بخش 6%،ندنساتت كار ك 1هر دو به مد  C,Bهاست. احتمال آنك 7%و %8،%9

كار كنند. در اين صور  احتمال آنكه ايـن سيسـتم بـدون خرابـي بـه       C,Bهاياز بخش يحداقل يك و Aاست. براي آنكه اين سيستم كار كند بايـد بخش

 (14)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری  ساتت كار كند برابر است با : 1مد 
1 )81 % 2 )77 % 3 )11 % 4)18 % 

 4است. احتمال اينكه فردي كـه اسـتخدام    4/است در ي  آزمون استخدامي قبول شود ارشد مال اينكه فردي كه داراي مدرك كارشناسياحت ـ

اسـت.   7/ارشناسـي ارشـد باشـد   است. احتمال اينكه در اين جامعه آماري فـردي داراي مـدرك ك   3/باشد ارشد شود داراي مدرك كارشناسيمي

 (17)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری  مطلوبست احتمال اينكه ي  فرد قبول شود.
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 فصل اول يوركنکبندي شده هاي طبقهپاسخنامه تست    

 
:                    : فقط يك تیر به هدف خورده است؛ E  «2»ـ گزينه 1 A  شخصA هستیم: روروبهبا يك مسئله بیز  . به هدف بزند 
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 باشد:ها بدون جايگذاری میکنیم. توجه کنید که برداشت توپراحل برداشت يك توپ سفید و يك توپ سیاه را نوشته و تا آخرين مرحله اجرا میم  «2»ـ گزينه 2
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توپ سفید1از. در مرحله اول يك توپ شودهای سیاه کاسته میهای سفید و هم از توپهم از توپ ،توجه کنید در هر مرحله برداشت
 
 
 

1

1
و يك تـوپ از  

کنیمتوپ سیاه خارج می1
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1
 .کنیمانتخاب می هاتوپ از کل توپ 2کل هم که و در حالت 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   آمار و احتمال 2

  «3»ـ گزينه 3

     ) P A (B C) P(A) P(B) P(C) P(B C) / / / / /         9 8 7 6  )Pکردنکاراحتمال81

 
 

P(Bابتدا  ،کنیمرابطه احتمال شرطی استفاده می از  «4»گزينه  ـ4 A)  های مسئله به صورت زير است:وريم، چرا که دادهآمی به دسترا 
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P(Aاکنون در رابطه شرطی  | B) کنیم:استفاده می                                     
P(A B)

P(A | B) P(B)
P(B) P(B)
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  3 آمار و احتمال

 

 دومفصل 

 «متغیرهاي تصادفي»

 فصل دوم يكنکوربندي شده هاي طبقهتست      
 

 1اگر ـY ي  متغير تصادفي با تابع چگالي احتمال
Y

/ y

f (y) / Cy y

  


   



2 1
2    كدام است؟ Cباشد، مقدار ثابت 1

 (18)مهندسی برق ـ سراسری 

1 )4/ 2 ) 3 )4/ 4 )2/1 

 2م متغيرهــاي تصــادفيأاگــر چگــالي احتمــال تــو ـــX وY  بــه صــورy  ،
x / y y

(X,Y)

e .e
f (x,y) ; x

y

 

   باشــد، مقــدار 

E(X | Y y) (18)مهندسی برق ـ سراسری  كدام است؟ 
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y
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 3تابع چگالي احتمال توأم متغيرهـاي تصـادفي   ـY, X    بـه صـورX,Y

x x y
f (x,y)

  
 


6 1
در اينصـور ،  . زيـر مفـروا اسـت    

P(Xمقدار Y )   (12)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری  كدام است؟ 1
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 4متغير تصادفي ـ X  :داراي چگالي احتمال زير استax bx , x
f (x)

,

   
 


2 E(X)اگر بدانيم 1 / P(X ، آنگاه احتمـال 6 / ) كـدام   5

 (14)مهندسی برق ـ سراسری  است؟
1) /3 2 )/35 3 )/4 4 )/45 

 5كنيم فرا مي ـX  وY        متغيرهاي تصادفي مستقل بوده و هر كـدام بـه رـور يكنواخـت بـر بـاز[ , Zتوزيـع شـده باشـند و     2[ Y X  

Aو {| Y X | }   P(A، در اين صور 1 | X ) Zو 1 / Xf ( | /Zو 1( XF ( |  (18)مهندسی برق ـ سراسری  به ترتيب برابرند با: 1(
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 6چگالي احتمال مشترك دو متغير تصادفي  ـX  وY  تعريف شده است روروبه به صور. ،
xy , x y

f(x,y)
,
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 (18)معدن ـ سراسری  كدام است؟COV(X,Y)مقدار
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8
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 ( صفر 4  

 7اگر  ـX  وY دو متغير تصادفي با تابع چگالي احتمالX,Y
k x y

f (x,y)
  

 


2 2  (11)معدن ـ سراسری  كدام است؟ kباشد، مقدار 1

1)
1
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 3)
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 4 )1 

 8اگر ـnX ,...,X ,X2 n)تايي nي  نمونه تصادفي  1 ) XMاي با تابع مولد گشتاوراز جامعه 3 (t) ;(t )
t

 


1 1
21 2

باشد، آنگاه ميانگين و  

واريانس متغير تصادفي

n

i
i

X

X
n




 (11)مهندسی برق ـ سراسری  كدام است؟ 1

1)x X,
n

   2 1
1 2) x X,

n
   2 2

1 3 )x X, n
n

   2 2
 4 )x X,

n n
   2 2 1

 

 ساير مقادير

 در غير اين صور 

 ساير نقاط

 در غير اين صور 

 در ساير جاها



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   آمار و احتمال 4

 

 9سازي( ميانگين و واريانس دپوي حاصل به ترتيب چقدر است؟ي كه دو دپوي معدني با مشخصا  زير را با هم مخلوط نماييم )بدون همگندر صورت ـ 

 6درصد و واريانس تيار  6تن، ميانگين تيار 5ـ دپوي اول:

 (18)معدن ـ سراسری  6رصد و واريانس تيار د 3تن، ميانگين تيار 1ـ دپوي دوم:

1 )8،4   2 )1،4 3 )12،4 4 ), /6 4 5 

 11ر اگ ـX  وY  باشند، مقدار 3و2و انحراف معيارهاي به ترتيب 2دو متغير تصادفي مستقل با ميانگينE[(X Y)(X Y)] است؟ كدام 

 (88)علوم کامپیوتر ـ سراسری 

1 )7- 2) 3 )1 4 )7 

 11فرا كنيد تابع چگالي توأم متغيرهاي تصادفي  ـX  وY :به صور  زير باشد 

( x y) y x,x
f(x,y)
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f(Xمقدار | Y y)(88)معدن ـ سراسری  كدام است؟ 
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( x)( y)f (x, y)
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21تابع چگالي احتمال ي  قطعه الكترونيكي بر حسب ساتت به صور  ـ
C

x
f(x) x

x
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ي الكترونيكي حداكثر قطعه 6است. احتمال آنكه از 

 (84ـ سراسری  )مهندسی برق مستقل بودن پيشامد خراب شدن قطعا  (كدام است؟ ساتت كار كنند )با فرا 15قطعه براي حداقل  2

1 )
6

6

3
 2 )

C

6
73

3
 3 )

6
73

3
 4 )

C

6
6

3
 

 

 فصل دوم يكنکور بندي شدههاي طبقهپاسخنامه تست      
 

 ای است:شود. توجه کنید که تابع دو ضابطه 1طبق خاصیت تابع چگالی احتمال بايد انتگرال اين تابع برابر با   «4»نه ـ گزي1
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  است که بايد جداگانه محاسبه کنیم: Yه مخرج تابع چگالی کناری آوريم. توجه کنید کرا به دست می x|yابتدا چگالی شرطی   «1»ـ گزينه 2
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 کنیم:اکنون از فرمول امید رياضی شرطی استفاده می

 ساير مقادير

 در ساير نقاط

 در ساير نقاط در ساير نقاط

 در ساير نقاط در ساير نقاط
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x

x xy

y y

u x du dx

x
E(X | Y) xf (x | y)dx e dx uv vdu y

y e dx dv v e
y
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 های انتگرال دوگانه دقت کنید:روی فضای تابع چگالی احتمال، فضای احتمال را مشخص کنیم. به کرانبرای محاسبه احتمال بايد   «4»ـ گزينه 3
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 آوريم:را به دست می bو  aمقادير طبق خاصیت تابع چگالی احتمال   «2»ـ گزينه 4
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(ax bx )dx a b
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ax bx
E(X) x(ax bx )dx / / a b / a / , b /
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             کنیم:گیری میخواسته شده انتگرالفاصله روی اکنون 
/

/
/ x / x

P(X / ) ( / x / x )dx /
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]يع يكنواخت در فاصلهکدام دارای توزمستقل بوده و هر Yو  Xمتغیرهای تصادفی   «3»ـ گزينه 5 ,  هستند:2[
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Y,X f (x,y) f (x).f (y)  اندمستقل 
x y xy

f (x,y) F(x,y) dydx       
1 1 1 1
2 2 4 4 4

 

P(Aاکنون به ترتیب مقادير احتمال شرطی | X )1 وZ|Xf ( , Z||XFو 1( ( |  آوريم:را به دست می 1(

y
) P(A | X ) P(| Y X | | X ) P(| y | ) P( y ) dy             

2 21
1 1 1 1 1 1 2 1

2 2
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f (Z ,X ) f (X Y )Z Y X)f ( | )
f (X ) f (X )
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 آوريم:دست میهرا ب Yو Xایهای حاشیهابتدا چگالی E(Y)و E(X)دست آوردنهبرای باند. توجه کنید که متغیرها پیوسته  «2» ـ گزينه6

 ساير جاها ساير جاها

y نقاط ساير x

x y 1 
1

1

1

2

x x x   
1

1
2

 نقطه تلاقی

 ءبه جز ءگیری جزانتگرال

 از حل دو معادله

 و دو مجهول



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   آمار و احتمال 8

x
X

x

f (x) xydy xy x( x ) ; x     
1 1

2 28 4 4 1 1 

E(X) x ( x )dx x x       
1 1

2 2 3 54 4 4 4 8
4 1

3 5 3 5 15
 

E(Y) y dy y   
1 1

4 54 4
4

5 5

y
y

Yf (y) xydx x y y ; y    
2 38 4 4 1 

  است. E(XY)نوبت محاسبه  حال
y

y y
E(XY) x y dxdy x y dy y dy .         

11 1 6 12 2 3 2 58 8 8 8 1 4
8

3 3 3 6 3 6 9
 

Cov(X,Y)  دهیم:مقادير به دست آمده را در فرمول کوواريانس قرار می E(XY) E(X)E(Y) ( )      
4 8 4 4
9 15 5 225

 

 
 

fبا توجه به خاصیت مهم تابع چگالی توأم  «2»ـ گزينه 7 (x,y)dxdy   x بنابراين:1 y 2 2 1 

 kdxdy k dxdy k k      
   

2 1
1 1 1 1 

 x y x y   2 2 2 21 1 

 

 
 

 .با توجه به رابطه بین مولد گشتاور و گشتاورها خواهیم داشت  «2»ـ گزينه 8

E(Xبايد2برای محاسبه Var(X) را داشته باشیم:E(X)و2(
n




2
                  E(X)   

tشود. اگر يك بار مشتق بگیريم وگیری کنیم گشتاور مرتبه مشتق داده میهر بار که از تابع مولد گشتاور مشتق  يا همانباشد گشتاور اولE(X) داده

X  ... شود ومی

E(X)
(t) tt

t


    

 



1
1

1 2 

Var(X)
n n


  

2 2
E(X ) (E(X))     2 2 2 3 1 2X(t) t E(X )   2 

 
 

 کنیم.از میانگین و واريانس ادغام شده استفاده می  «2»ـ گزينه 9

 جامعه دوم باشد: واريانس22واريانس جامعه اول و21مقدار جامعه دومN2مقدار جامعه اول وN1میانگین جامعه دوم2میانگین جامعه اول و1اگر
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E(XY)مستقل باشند آنگاه Yو  Xاگر  يادآوري:  «1»ـ گزينه 11 E(X).E(Y)باشدمی. 

Var(X)يادآوري: E(X ) (E(X)) 2 2 

E((Xبرای به دست آوردن مقدار Y)(X Y)) کنیم:ابتدا پرانتزها را در هم ضرب می 

 E(X XY YX Y ) E(X ) E( XY    2 2 2 ) E( YX ) 

 ( ( ) ) ( ( ) )       2 24 2 9 2 8 13 5E(Y ) (Var(X) (E(X) )) (Var(Y) (E(Y)) )    2 2 2 
 

 امید رياضی يك

 عملگر خطی است

 1ای به شعاع مساحت کل دايره
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تمال شرطیطبق فرمول چگالی اح  .ها صحيح نيستهيچكدام از گزينهـ 11
y

f (x, y)
f (X | Y y)

f (y)
 بنـابراين بـرای مخـرج ايـن کسـر بايـد        ،باشدمی

yf آيد:به دست می روروبهبه صورت  yرا به دست آوريم که چگالی احتمال کناری  yکناری  (y) f (x,y)dx  

 بستگی دارد )برای کران انتگرال( yبه تغییرات  xاند و تغییرات به هم وابسته yو  xهای اما توجه کنید که کران

 
y x

x y
x

  
   



1
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 آيد:می به دست مقابلبه صورت  yبنابراين تابع چگالی احتمال متغیر 
y y

yf (y) ( x y)dx ( x y)dx
 

      
1 1

6 1 6 1 

 y y y y y y y (y )
(y )

        
       

2 2 2 2
22 2 2 1 2 2 2 1 1

6 6 6 3 1
2 2 2

yx ( y)
(x yx | ) ( y y( y)) 
      

2 2
1 1

6 6 1 1
2 2

 

  

) دهیم:رطی قرار میاکنون اين چگالی را در مخرج کسر فرمول چگالی ش x y) ( x y)
f (X | Y y)

(y ) (y )

   
  

 2 2
6 1 2 1

3 1 1
 

 ( صحیح باشد.4رسد با کمی اغماض گزينه )به نظر می

  
   باشند نادرست هستند.می Cهايی که برحسب آوريم. دقت کنید گزينهابتدا مقدار مجهول را به دست می  «3»ـ گزينه 12

fل: طبق خاصیت تابع چگالی احتما (x)dx  1 
c c

dx cx dx cx c
x

    
        

2 1
21 1

1 1 1 1
1 1

 

Y ای به صورتاکنون با يك متغیر دوجمله ~ Bin( ,p)6 و هستیم.رروبه  P P( ) dx
xx
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1 1 1 2
15 15 3

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
     

              
     

6 1 5 2 4
6 6 6 6

6 6 62 1 2 1 2 1 1 12 6 73
1 23 3 3 3 3 3 3 3 3 3

P(Y ) P(Y ) P(Y ) P(Y )      2 1 2 

 ساعت17حداقل 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   آمار و احتمال 1

 

 فصل سوم

 «هاي احتمال خاصتوزيع»

 فصل سومكنکوري بندي شده هاي طبقهتست      
 

 1فرا كنيد ـX ,X ,X ,X4 3 2 Yو 9و واريانس  1نمونه تصادفي از ي  توزيع نرمال با ميانگين 1 ,Y ,Y ,Y4 3 2 نيز نمونه تصادفي از ي  توزيع نرمال  1

هـاي فـوب باشـند، در ايـن     هـاي نمونـه  بـه ترتيـب ميـانگين    yو xشـوند(. اگـر  باشند )دو توزيع مستقل از هم فرا مي 4س و واريان 3ديگر با ميانگين 

P(Xصور  Y)  (78)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری  برابر است با: 2

1)
/ z

e dz







21 6 1
21

2
 2)

/ z
e dz










26 1
21

2
 3)

/ z
e dz








26 1
21

2
 4)

/ z
e dz










21 6 1
21

2
 

 2چگالي احتمال متغيرهاي تصادفي مستقل از هم ـX وY صور  به
x y

e x e y
f (x) f (y)

x y

    
  

   

2 3

1 2
2 3

 .است «

Zع آنها يعنيچگالي احتمال مجمو X Y  (18)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری  چيست؟ 

1)
z z(e e ) z

f (z)
z

   
 



2 3

3
6 2)

z ze e z
f (z)

z

   
 



2 3

3
2 3  

3 )
z z(e e ) z

f (z)
z

   
 


3

3 26 4 )
z z(e e ) z

f (z)
z

   
 


3

3 36 

 3اگر ـX ~ N( , )1 Yو 4 ~ N( , )1  ، رابطه زير برقرار است؟aمستقل باشند، آنگاه به ازاي كدام مقدار Yو X، و9

P( X Y a) P( X Y a)    2 4 2 4 

 (11)مهندسی برق ـ سراسری

1 )
1
2

 2 )
2
3

 3 )
4
3

 4 ) 

 4كنيد فرا  ـX ي  متغير تصادفي با چگاليx  f؛1 (x) x cو2    با: برابر استE[max(X,c)]تدد ثابتي باشد.1

 (17)علوم کامپیوتر ـ سراسری 

1)c3
2
3

 2)( c ) 32
1

3
 3)(c )3

1
2

3
 4)(c )3

1
2

3
 

 5اگر  ـX  وY هاي به ترتيبدو متغير تصادفي نمايي مستقل با ميانگين
1

1
و 

2

1
Zباشند، آنگاه توزيع متغير تصادفي  min(X,Y)  و ميانگين

 (18)مهندسی برق ـ سراسری آن به ترتيب تبار  خواهد بود از:

نمايی و (1
 1 2

1 1
نمايی و (2 

  1 2

1
و 2( ارلانگ مرتبه 3 

 1 2

1 1
و 2ارلانگ مرتبه  (4 

  1 2

1
 

 6باشد. رواي با تابع احتمال روبهتصادفي گسستهكنيد كه رول تمر ي  دستگاه )برحسب روز( متغير فرا  ـ f (x) ,x { , , , } 
1

1 5
51

 

 (17)علوم کامپیوتر ـ سراسری  روز كار كرده است، ميانگين تمر باقيمانده آن كدام است؟ 15اگر بدانيم كه اين دستگاه 

1 )7/11  2 )7/18  3 )18  4 )11  

 7فــرا كنيــد متغيرهــاي تصــادفي  ـــX  وY هــر دو داراي توزيــع يكنواخــت در فاصــله( ,  و مســتقل از هــم باشــند. اگــر تعريــف كنــيم1(

Z X Y ،V X Y آنگاهCov(Z,V)(11)معدن ـ سراسری  چقدر است؟ 

1 )1-  2) 3)1
2

  4 )1  



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  8 آمار و احتمال

 8متغير تصادفي  ـX  داراي تابع چگالي احتمالX

x ; x
f (x)

;

 
 


2 1
مشـاهده شـود و تـدد     xاست. اگر از اين متغير تصادفي مقـدار   

با توزيع يكنواخت در فاصله  Yتصادفي  , x  انتخاب شود، تابع چگالي احتمالy يعني ،Yf (y) (18)مهندسی برق ـ سراسری چگونه است؟ 

1) ; y 1 1 2 ); y x 2 3 ); y
x

 
1

1 4 )( y) ; y  2 1 1 

 9ريبي كنيم. احتمال تقها انتخاب ميتايي، بدون جايگذاري از اين تراشه 1تراشه معيوب است. ي  نمونه تصادفي 4تراشه توليدي  1در ميان  ـ

 (18)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری  اينكه ي  تراشه معيوب در نمونه انتخابي باشد كدام است؟

1 )( )3
5 24
2 25

 2) 
 1

7
3 2

5
 3 )( )3

24
25

 4) 
1

7
2

5
 

 11فرا كنيد  ـT يني  متغير تصادفي با ميانگو واريانس2باشد. اگرN(t)  ي  متغير تصادفي بـا توزيـعP( t)     باشـد، بـا فـرا اسـتق ل

TوN(T)مقدار ،V(N(T))(88یوتر ـ سراسری )علوم کامپ كدام است؟ 

1)t 2) 3)2 4)  2 2 

 11است: روروبهصور  تابع چگالي احتمال رول تمر ي  قطعه الكترونيكي برحسب ساتت به  ـ 
x

f(x) x


  

 



2
1

1
 

 (88)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری   ساتت كار كنند، كدام است؟  15تا براي حداقل  3قطعه الكترونيكي لااقل  6ال اينكه از احتم

1 )
72
739

 2 )
73

1
729

 3 )
73
729

 4 )
72

1
739

 

 21احتمال در مبدأ با ي  ذره واقع   ـq p,p 1  روي محورx كند. احتمال اينكه پس از به ترتيب ي  واحد به راست يا به چپ حركت ميk2  بار

k)واحد از مبدأ دور شده باشد  n2حركت  n) :(81)مهندسی برق ـ سراسری  برابر است با 

1 )k n k n k n
kc p q  
2 2 )n n n

kc (p q )2 2 2
2 

3 )k n k n k n
kc p q  
2 4 )k n k n k n n n

kc p q (p q )   2 2
2 

 31فرا كنيد ـnX , ,X1ي  نمونه تصادفي از توزيعE( nWباشد، تابع چگالي احتمال متغير تصادفي1( min(X ,X , ,X ) 1 كدام اسـت؟  2

X)اگر ~ E( )آنگاه ،x وx
f (x) e

 .)  (81)علوم کامپیوتر ـ سراسری 

1)U( ,e)1  2)E( )
n

1
  3)E( )1  4)E(n)  

 14كنيم. اگر قرار دارد. ي  مهره را به تصادف از جعبه خارج مي 4تا  1هاي مهر  سفيد با شماره 4و  16تا  1هاي مهره قرمز با شماره 16در ي  جعبه  ـ

باشد.  1كنيم تا مهر  بيرون آمده سفيد يا شمار  آن رار ميگردانيم. آزمايش را آنقدر تكرنگ آن سفيد نباشد يا شماره آن ي  نباشد. آن را به جعبه برمي

p{xرا مساوي تعداد دفعا  آزمايش فرا كنيد. احتمال Xمتغير تصادفي  n} برایn , , , 1 2  (38)مهندسی برق ـ سراسری  چقدر است؟ 3

1 )n( )
1
2

 2 )n( ) 15 3
8 8

 3 )n( )
1 3
3 4

 4 )n n( ) ( ) 1 11 3 1 7
8 8 16 8

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ساير جاها
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 فصل سومكنکوري بندي شده هاي طبقهپاسخنامه تست      

Xباتوجه به اينكه  «1»ـ گزينه 1 ~ N( , )
n




2
Yسیم،نیز بنوي yتوانیم درموردبنابراين می ~ N( , )

n




2
. 

xبايد متغیر y2 آوريم:دست میرا استاندارد کنیم، بنابراين میانگین و واريانس اين متغیر را به 

 X ~ N( , ) ; Y ~ N( , ) P(X Y) P(X Y )    
9 4

1 3 2 2
4 4

 

x y x y x y x y             2 2 2
2 2

25
2 1 6 4 4

4
 

 کنیم:اکنون استاندارد می
/

P(x y ) P(Z ) P(Z ) P(Z ) f (z)dz



          

1 64 8 8
2

5 5 5
2

 

 
 

 باتوجه به فرمول گفته شده در متن خواهیم داشت:  «1»ـ گزينه 2

z z z ze (e ) (e e )     3 2 36 1 6
z z

(z x) x z x z x
Z X Y

z
f (z) f (z y)f (y)dy e e dx e e dx e e





           
3 2 3 33 2 6 6 

 
 

xتوجه کنید که «3»ـ گزينه 3 y4 xو 2 y2 واريـانس و میـانگین آنهـا را     .بنابراين باز هم توزيع آن نرمال است ؛نرمال هستند توزيع از ترکیب خطی

 کنیم:جداگانه محاسبه کرده و آنها را استاندارد می

x y x y

x y x y

a a
P( x y a) P( x y a) P(z ) P(z )

 

 

 
        

 

2 4 2

2 4 2

4
2 4 2 4 

 کنیم:از تقارن نرمال استفاده می
a a a a

P(z ) P(z ) a
   

        
3 4 2 3 4 2 4

5 1 5 1 3
 

x y x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y

 

 

 

           
  
            
 
     

2 4 2

2 2 2 2 2 2
2 4 2

2 4 2

2 3 4 2 2

4 25 16 4 1

5 1

 

 
 

xچرا که اگر ؛نويسیمبازمیزير صورت را بهmax(x,c)ابتدا تابع «4»ـ گزينه 4 cتر باشد ايـن تـابع برابـر بـا    بزرگx   خواهـد شـد و اگـرx c    باشـد

max(x,c) برابر باc :خواهد شد بنابراين 
x x c

k max(x,c)
c x c


  


 

x اما توجه کنید که متغیر تصادفی 1باشد و همچنینمیc 1 :بنابراين 

 
c c

c c
x. xdx c. xdx x dx cxdx      

1 1
22 2 2 2

c

c

x c x
k E(k) x.f (x)dx c.f (x)dx

c x c

 
   

 
 
11

 

 c c c (c )      3 3 3 32 2 1 2 1
2

3 3 3 3 3
x

c
 

3 12 2
3

cx2

2

c
( c ) c.(c )   3 22
1

3
 

 
 

 کنیم:  دست آورده سپس مشتق گرفته تابع چگالی را محاسبه میکنیم ابتدا تابع توزيع را بهاز روش تابع توزيع استفاده می «2»ـ گزينه 5

ZF (Z) p(Z Z) p(min(X,Y) Z) p(min(X,Y) Z) p(X Z,Y Z)          1 1 
z z ( )z

X Yp(X Z).p(Y Z) [( F (Z))( F (Z))] [( [ e ])( [ e ])] [e ]
    

                  1 2 1 2
1 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

( )z
Zf (Z) ( ).e ~ exp( )

  
   

 
1 2

1 2
1 2

1
 

  

 کنیممی داستاندار
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روز کارکرد را نبايد در  17يعنی شما  ،روز کار کرده باشد 17در نظر گرفته شود و اين دستگاه  5تااگر طول عمر اين متغیر برحسب روز  «4»ـ گزينه 6

طول عمر باقیماندهدر نتیجه گیريم مینروز کارکرد را در نظر 5روز از 17پس  .نظر بگیريد 5 15 توانـد بـه   روز اسـت کـه تـابع احتمـال آن مـی     35

f صورت زير باشد. (x) x , , 
1

1 2 35
35

     

 صورت زير است:ن متغیر بهدانیم امید رياضی ايرو هستیم که میاکنون با يك تابع احتمال يكنواخت گسسته روبه

 N
E(X)

 
  

1 35 1
18

2 2
 

 
 

 :يادآوري  «2»ـ گزينه 7

1)COV(x,x) Var(x)   2)COV(x,y) COV(y,x)    3در توزيع يكنواخت )U( ,   واريانس برابر است با:1(
(b a)


2 1

12 12
  

 نويسیم:باز میزير صورت را بهCOV(Z,V)باتوجه به خواص کوواريانس مقدار

 Cov(y,y) Var(x) Var(y)    
1 1
12 12

COV(x y,x y) COV(x,x) COV(x,y)    COV(y,x) 

 
 

xشودطور که مشاهده میهمان  «4»ـ گزينه 8 1 بنابراين: ،باشدمی 1کند عدد شد پس بیشترين مقداری که اختیار میبامی 

 y x y x     1 

 
x


1

. x2
y

dx ( y) 
1

2 1
y

Yf (y) f (x, y)dx f (y | x).f (x)dx  
1

 

]در فاصله yاز آنجا که ,x] توان نوشت:براين میشود بنابا توزيع يكنواخت انتخاب می f (y | x)
x


1

 

 
 

 زنیم:ای تقريب میهستیم که آن را با توزيع دوجمله روروبهبا يك توزيع فوق هندسی   ها صحيح نيست.كدام از گزينهـ هيچ9

 

N
M

M P , n
N

n



    



1
4

4 1
1

1

 

 ( ) ( )


    


9 94 24 4 2 24
1

1 4 25 5 25
p(x ) ( ) ( )

 
     

 

1 91 4 96
1

1 1 1
x n xn

p(x x) p q
x

 
   

 
 

 
 

ز زمان نی Tاز طرفی  ،باشدمیtباشد به گفته مسئله دارای توزيع پواسون با میانگین Tتعداد اتفاقات در يك فاصله زمانی مانند N(t)اگر  «4»ـ گزينه 11

 : است بنابراين2و واريانسو يك متغیر تصادفی با میانگین

 Var(N(t)) Var(N(t)) 

 داريم: اما توجه کنید که طبق فرمول واريانس شرطی

 Var(Y) E(Var(Y | X x)) Var(E(Y | X x))     

Yجایبه N(t) جای هو بX  متغیرT دهیم:را قرار می  

 Var(N(t)) E(Var(N(t) | T t) Var(E(N(t) | T t))    

 روند.ها از بین میشرطTوN(t)دلیل استقلالاکنون به

E(N(t)) اريانس برابر است:دارای توزيع پواسون است و در توزيع پواسون امید رياضی و وN(t)توجه کنید که Var(N(t)) t   

 E( t) Var( t) E(T) Var(T)        2 2 2E(Var(N(t))) Var(E(N(t))  

 
 

 

 

 

 باتوجه به

 2و1يادآوری 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   آمار و احتمال 12

 ای سروکار داريم:شويم، با يك توزيع دوجملهبا کمی دقت متوجه می  «2»ـ گزينه 11

P(x ) P ( p) p ( p) p ( p)
     

             
     

6 1 5 2 46 6 6
2 1 1 1 1

1 2
P(x ) P(x ) P(x ) P(x )        3 1 3 1 1 

P اما توجه کنید که: P(x ) f (x)dx dx x
x

   
        

1
215 15 15

1 1 2
15 1

15 3
 

p(x بنابراين: ) (( ) ( ( ) ) ( ( ) ( ) ))             6 5 2 41 2 1 2 1 1 12 6 73
3 1 6 1 1 1

3 3 3 3 3 729 729 729 729
 

 
 

kواحد باشد بنابراين بايد nهای سمت راست و چپواحد از مبدأ دور شويم بايد اختلاف تعداد حرکت n2آنكهبرای   «4»ـ گزينه 21 n  حرکت به سمت

kراست و  n حرکت به سمت چپ و يا برعكسk n حرکت به سمت راست وk nبار  8مثلاً اگر بخواهیم پس از  .حرکت به سمت چپ داشته باشیم

k)واحد از مبدأ دور شويم 4حرکت  , n ) 3 kبايد همواره 2 n  حرکت به چپ و  7حرکت به راست و يك حرکت به چپ حرکت کنیم يا برعكس 5

چرا که در توزيع ؛ ای استدارای توزيع دوجمله pبار با احتمال  k2حرکت به راست اکنون با توجه به اينكه احتمال حرکت ثابت است توزيع تعداد حرکت  1

 صورت زير است:ای بهشود. تابع احتمال دوجملهبه تعداد دفعات تكرار می pای آزمايشی دو حالتی با احتمال ثابت دوجمله

x n xn
P(X x) p q

x

 
   

 
 

k n k n k n k nk k
p ( p) p ( p)

k n k n

      
      

    

2 2
1 1(n2)واحد از مبدأ دور شدنp 

k n k n k n k n k n
kC (p q p q )     2

k n k n k n k n k n k n
k kC p ( p) C p ( p)        2 21 1 

kعبارت بالا را در  n k np .q  کنیم:ضرب و بر آن تقسیم می 
k n k n k n k n

k n k n k n k n k n k n n n
k kk n k n k n k n

p .q p .q
C .p q ( ) C p q (p q )

p .q p .q

   
     

   
   2 2

2 2 

 
 

xfاگر :1 يادآوري  «4»ه ـ گزين31 (x) e x  گاه تابع توزيعباشد آنxF(x) e 1. 

nXاگر :2يادآوري ,X , ,X1 iYباشد تابع چگالی2 min(X ):برابر است با n
Y X Xf (y) nf (y).( F (y))   11  

x صورت است: اين چگالی و توزيع آن بهبنابراين با استفاده از دو يادآوری بالا  xf (x) e , F(x) e      1 1 

iyتابع چگالی min(X )آوريم:را به دست می 

 nyne ~ E(n)y y n y (n )yn.e ( ( e )) n.e .e        1 11 1n
Y X Xf (y) nf (y)( F (y))   11 

 
 

Rی قرمز را باهااگر مهره  «3»ـ گزينه 41 ,R , ,R1 2 Wهای سفید را باو مهره 16 ,W ,W ,W1 2 3 معرفی کنیم. طبق گفته صورت مسئله موفقیت و  4

 شوند:شكست به صورت زير تعريف می

Rموفقیت  ,W ,W ,W ,W :1 1 2 3 4 

Rشكست  ,R , ,R :2 3 16 

P P (موفقیت(  
5 1
2 4

 

Xهای لازم تا رسیدن به يك موفقیتتعداد آزمايش   رو هستیم:بنابراين با يك توزيع هندسی روبه : 

xx Ge( ) P(X x) .( )    11 1 3
4 4 4

n nP(x n) pq ( )     1 11 3 1
4 4 4


4 n n( ) ( ) 

3 1 3
3 4 3 4

 

 

 

 

 

 فصل چهارم
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 «نظريه برآورد»

 فصل چهارمكنکوري دي شده بنهاي طبقهتست    
 

 1فرا كنيد ـx   وf (x) 


1
 (18)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری  چيست؟ تايي برآورد گشتاوري n. به ازاي ي  نمونه 

1)x 2)
x

2
 3)x2 4)

x

2
 

 2كنيدفرا  ـnX , , X1 ي  نمونه تصادفي از توزيع بتا با تابع چگالي احتمالxf (x) x , x
   1 نمـايي  برآوردگـر درسـت  باشـد.   1

 (17)علوم کامپیوتر ـ سراسری  كدام است؟پارامتر (MLE)ماكزيمم 

1)
n

i
i

ln ( X )
n



 
1

1
  2) 

n

i
i

ln X
n




1

1
  3)

n

i
i

ln( X )
n



 
1

1
 4)

n

i
i

ln( X )
n




1

1
 

 

 

 

 فصل چهارمكنکوري بندي شده هاي طبقهپاسخنامه تست     
 

طبق خاصیت برآورد گشتاوری امید رياضی توزيع يكنواخت عبارت است از  «3»ـ گزينه 1


2
E(x) دهیم:قرار می x، آن را برابر با x x


    2

2
 

 
 

 دهیم.نمايی را به ترتیب انجام میردن برآوردگر درستمراحل به دست آو ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچـ 2

)L)دهیمنمايی را تشكیل می( تابع درست1 )): 

 
n

n
n i

i

x x x x   



       
1 1 1 1

1 2
1

n

i n
i

L( ) f (x ; ) f (x , ) f (x , ) f (x , )



          1 2
1

   

 گیريم:نمايی لگاريتم در پايه نپر می( از تابع درست2
n

i
i

( ) nLn ( )Ln x



    
1

1 

  دهیم:از تابع بالا مشتق گرفته آن را مساوی صفر قرار می( 3
n n

i i n n
i i

ii
ii

n n n nˆ( ) Ln x Ln x

Ln xLn x 



             
 

 
1 1

11
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 فصل پنجم

 «فرض و استنباط آماري آزمون»

 فصل پنجمكنکوري بندي شده هاي طبقهتست      

هـا  نمونه گرفته شده، تيـار ميـانگين آن   25روشنده مدتي است كه براساس برداري از ي  دپوي معدني صور  گرفته است، فدو سري نمونه ـ1 س

ها برابـر  درصد و واريانس آن6نمونه گرفته شده، تيار ميانگين برابر2است ولي خريدار مدتي است كه براساس 6ها برابر درصد و واريانس آن 62برابر 

هـا را رد كـرد.    و ......... فرا مساوي بودن ميـانگين  درصد اخت ف بين دو ميانگين معنادار ........ 95ها در سطح اتتماد ت، با فرا نرمال بودن توزيعاس 5

 (18)معدن ـ سراسری  فرا شود( 2)مقدار بحراني برابر 

 توان ( نیست، نمی4 توان ( نیست، می3 توان ( است، نمی2 توان( است، می1

 2كنيدفرا  ـX ~ Bin( ,p)4است. ت قمند به آزمونH : p 
1
3

Hدر مقابل  : p 1
1
5

 ،مشـاهده صـفر باشـد   Hهستيم. اگر م ك رد فـرا 

 (88)علوم کامپیوتر ـ سراسری  احتمال خطاي نوع اول كدام است؟

1) 
 
 

1
3

 2) 
  
 

21
1

5
 3) 

  
 

31
1

3
 4) 

 
 

42
3

 

 

 

 فصل پنجمکنکوري بندي شده هاي طبقهپاسخنامه تست      
 

 کنیم:از تعريف خطای نوع اول استفاده می  «4»ـ گزينه 1

 
x~Bin( , )

P(X | P ) ( ) ( ) ( )
 

       
 

1
4

4 43 41 1 2 2
3 3 3 3

P )
1
3

Hمشاهده صفر | ) P( رد |درست باشدP(H  

x يادآوري: n xn
X ~ Bin(n,P) P(X x) P q

x

 
    

 
 اگر

 
 

*توان آزمونH1در مقابل فرض سادهHدر آزمون فرض ساده  «3»ـ گزينه 2  1توانیم بیان کنیم کهباشد و به راحتی میمی: 

 *   1  1 

توجه کنید که مجموع 1نیست. 1باشد و لزوماً می 

 

 

 

 

 

 

 ناحیه بحرانی


