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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 
  اولفصل 

  » تابع« 

  تعريف انواع تابع و مفاهيم مرتبط با آن :1درسنامه 
  

 به ازاي كدام مقدار :1مثالx يمعادله| (x x ) ( x ) | | x x | | x |        2 24 9 2 3 4 9 2   همواره برقرار است؟ 3
1 (x 

2
3  2 (x 

3
2   3 (x 

9
4  4 (x 

4
9  

  : تساوي وقتي برقرار است كه ،با توجه به مطالب فوق»  2«گزينه پاسخx x 2 4 xو 9 2 xعلامـت باشـند. از طرفـي چـون    هم 3 x 2 4 همـواره   9

xبايد لذا ،مثبت است  2 3  يعني ،باشدx 
3
2.  

 

 يمجموعه جواب نامعادله  :2مثالx x  2 1   كدام است؟ 8
1 (x  3  2 (x 3 7  3 (x 1  4( x 1 3  

 : 1«گزينه  پاسخ«  ( ) ( )) x x x x x x x ( )
x

) x x x x x x ( )

               
             

2 11 1 1 2 1 8 3 9 3 1 3 1 32 1 1 2 1 8 7 1 2



» “IμT]H  
  

 يجواب معادله  :3مثالx x
x x x

                4  كدام است؟    
1 (x 1 2  2 (x 1  3 (x 2 3  4 (x 3 4  

 : جزء صحيح  داريم:8با توجه به خاصيت (»  2«گزينه  پاسخ (  x x
x x x x x x x

                                      
2 2 2 14 2    

  

 حاصل  :4مثالx | x |      7 xبه ازاي 5  
1
  كدام است؟ 2

1 (1  2 (3  3 (5  4 (7  

 : 4«گزينه  پاسخ   «  / / | |
                            

7 5 3 5 2 5 4 3 7 72 2  
   

 نمودار تابع  :5مثالg(x) x x x   3 21 3 6 xyو منحني 42 x y xy yx  2 2 2   ؟به ترتيب (از راست به چپ) نسبت به كدام خطوط متقارن هستند 2
1 (x  yو 2 x  2 (x  1 وy x  3 (x  yو 2 x   4( x  1 وy x   
 : بررسي تقارن منحني » 1«گزينه  پاسخxy x y xy yx  2 2 2 yنسبت به خطوط 2 x وy x  ي عبارات را به سـمت چـپ   ساده است. ابتدا همه
f  آوريم:مي (x , y) xy x y xy yx    2 2 2 2   

f  دهيم:قرار مي y،xه جايدهيم و بقرار مي x،yدر اين ضابطه به جاي (y , x) yx y x yx xy f (x , y)    2 2 2 2  
yپس اين منحني نسبت به خط x متقارن است. اما اگر به جايy،x و به جايx،y :قرار دهيم خواهيم داشت  

f ( y , x) ( y)( x) ( y) ( x) ( y)( x) ( x)( y) yx y x yx xy f (x , y)                  2 2 2 2 2 2 2 2  
yپس نسبت به خط x  .تقارن ندارد  
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تابعفصل اول:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

g(x)اكنون تقارن تابع x x x   3 21 3 6 g(aكنيم. اگررا بررسي مي 42 x) g(a x)     نسـبت بـه خـط   باشد اين تـابعx a     تقـارن دارد. اگـر بـه

g(x)  تر نوشت:توان آن را سادهاي ميتوجه كنيم، با استفاده از اتحاد مكعب دوجمله g(x)يضابطه (x x x ) (x )     3 2 31 16 12 8 22 2  

xبا بررسي تقارن نسبت به خط  )g  شت:خواهيم دا 2 x) ( x ) x x      3 3 31 1 12 2 22 2 2  

g( x) ( x ) x    3 31 12 2 22 2  

)gپس x) g( x)  2 xنسبت به خط g(x)است و نمودار 2    تقارن دارد. 2

  
 از توابع زير زوج است؟ يككدام  :6مثال  

1 (y x sin x  2 (y x cos x  3 (y x 3  4 (y log( x x )  23 9 1  

 : (.تابع فرد است  تابعي فرد است. )4(، گزينه گفته شده اتنك باتوجه به»  1«گزينه  پاسخ f (x) x f ( x) x f (x)       1  
(.تابع زوج است f (x) cos x f ( x) cos(x) f (x)     2  

( .تابع فرد است f (x) sin x f ( x) sin( x) sin x f (x)         3  
yتابع x sin xضرب دو تابع فرد است، پس تابعي زوج است و تابعحاصلy x cos x .تابعي فرد است  

  

 ؟نيستندكداميك از توابع زير يك به يك : 7مثال  

1 (y x x 3  2 (y Lnx  3 (y x x 2  4 (xy e  

  : 3توجه كنيد كه در گزينه ( گفته شدهطبق نكته   »3«گزينه پاسخ(،f ( )   وf ( ) 1 پس ،f .يك به يك نيست 

  
 تابع :8لمثاy sin x cosx  ) در كدام فاصله نزولي است؟n (عددي صحيح است  

1(n x ( n )
 
      2 2 16 6  2(n x ( n )

 
      2 2 14 4  

3(( n ) x n
 
      2 1 26 6  4(( n ) x n

 
      2 1 24 4  

 :نويسيم:مثلثاتي مقابل را مي يابتدا رابطه  »2«گزينه  پاسخ  y sinx cosx cos(x )


   2 4  

cosي مثلثاتي را تجسم كنيد، تابعاگر دايره x  يدر زاويـه    مقـدارش1   ياسـت و در زاويـه     بـه مقـدار1  رسـد. يعنـي  مـيcos x  يدر فاصـله 
     نزولي است. به همين ترتيب در دورهاي بعدي، مقـدارcos x درn  2   برابـر بـا1  اسـت و در( n )   2 cosرسـد. پـس  مـي  1بـه  1 x  

nدر فاصله x ( n )    2 2 n  نزولي است، بنابراين داريم: 1 x ( n ) n x ( n )
  

           2 2 1 2 2 14 4 4  
 

 پذير است؟يك از توابع زير وارونكدام  :9مثال  

1(x
y

x






2
2

1
2

   2(
x

x

e
y

e






1
2

   3(y x x 3 2   4(y | x | x    

 :پذير بودنشرط وارون»  2«گزينه  پاسخf (x) به وضوح يك بـه يـك نيسـت. بـراي مثـال اگـر دو عـدد       1ي (ن است كه يك به يك باشد. گزينهآ (x 1 
xو  1 را در آن قرار دهيم، مقدارy ييكسان است. البته همين گزينه در ناحيهx   بـودن يك است اما شرط مثبت  ك بهيx     .را در صـورت سـؤال نـداريم

xييك نيست، براي مثال در هر دو نقطه ) نيز يك به3ي (گزينه   وx 1 مقدارy   نيز يك به يك نيست، براي مثال در هر  )4ي (آيد. گزينهدست ميبه
xيدو نقطه   وx  1 مقدارy   يك به يك است:2دهيم گزينه (آيد. حالا نشان ميدست ميبه (  

x x
x x x x x x x x x x

x x

e e
f (x ) f (x ) e e e e e e e e x x

e e

  
              

 

1 2
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

1 21 2 1 2
1 1 2 2 2 2
2 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 اگر  :01مثالf (x) Arcsin
x



1

fباشد، 1 (x)1  كدام است؟  

1 (sin x

x

1   2 (sin x

sin x




1
1  3 (sin x

sin x1  4 (sin x

sin x

1  

 : ابتدا»  4«گزينه  پاسخx را برحسبy آوريم. سپس نقشميدست بهxوy كنيم:را عوض مي  
y xsin y sin x

y Arcsin sin y sin y x sin y x y f (x)
x x sin y sin x

 
          

 
11 1 1 111 1

j¼{Â¶ƒ¼– » y£º  
  

  

 اگر :11مثالf (x) x x  3 3 fباشد، نمودار تابع 4 1 گذرد؟از كدام نقطه مي  
  )-1و  (  4) (و  -1) (3  )1و  -1) (2  )-1و 1) (1
  : كهبا توجه به اين»  3«گزينه پاسخf ( ) 1 نقطه ،( , )1  تابع  متعلق به نمودارf است و لذا نقطه( , )1متعلق به نمودارf 1 باشدمي  .  

  

 مقدار تابع معكوس :12مثالy Ln(x x )  2 xبه ازاي 1 Ln( ) 1   كدام است؟ 2

1 (1
2  2 (1  3 (2  4 (2  

 : فرض كنيم  »2«گزينه  پاسخf (Ln( )) t  1 1 fدر اين صورت داريم ،باشد 2 (t) Ln( ) 1   خواهيم داشت:پس ، 2
Ln(t t ) Ln( ) t t t          2 21 1 2 1 1 2 1  

1رين مرحله اگر عبارت سمت چپ تساوي را با عدددر آخ tواضح است كه ،مقايسه كنيم 2 1 آيد.دست ميبه  
 

 معكوس تابع :13لمثاaf (x) log (x x )  2 a)كدام است؟ 1 )   
1( f (x) aLna sinh x 1  2( f (x) cosh(xLna) 1  3(f (x) a sinh(xLna) 1  4( f (x) sinh(xLna) 1  
 :بايد ابتدا  »4«گزينه  پاسخx را برحسبy دست بياوريم و در آخر نقشبهx وy دانيم كهرا عوض كنيم. ميy

by log a a b  ،  :پس داريم  

  
y

y y y y
a

y

a x x
y log (x x ) a a x x (a a )

a x x

 



            
    

2
2

2
1 11 2 21

¾ˆMHn »j ¸Ã o‡ ·jo¨ ´¨  

eهمچنين e
sinh

 
  Lnaaتوانيم بنويسيمو مي 2 e :و لذا داريم  y yy y Lna Lna yx (a a ) (e e ) sinh(Lna ) sinh(yLna)

     
1 1
2 2  

fرا به x،ر محاسبه تابع معكوسد 1 وyرا بهx پس داريم:  ،كنيمتبديل مي  f (x) sinh(xLna) 1  
yaيدر پاسخ اين مثال رابطه: سؤال دانشجو x x    2   چگونه به دست آمده است؟ 1

ayتابعپاسخ:  log (x x )  2 ayپس ،فرد است 1 log ( x x )    2 yaبنابراين:  1 x x    2 1.  

  

 يتابع با ضابطه :14مثال
x

; x
x

f (x)

x ; x

   
  

11
32 14

f،مفروض است  (f ( ))
3
  كدام است؟  4

1 (3
4  2 (3

2  3 (5
4  4 (9

4  

 4«گزينه : پاسخ«  f ( ) f (f ( )) f ( ) ( )         


3 3
3 3 3 3 3 3 3 94 4 2 314 2 4 2 2 4 4 431 24

  

  

 فرض با : 15مثالf (x) x 2 f، مقدار2 (f (f ( cosx)))2 كدام است؟  

1 (sin x82  2 (cos x82  3 (sin x2 8  4 (cos x2 8  
 4«گزينه خ: پاس «  f ( cos x) ( cos x) cos x ( cos x ) cos x      2 2 22 2 2 4 2 2 2 1 2 2  

f (f ( cos x)) f ( cos x) ( cos x) cos x ( cos x ) cos x       2 2 22 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 1 2 4  

f (f (f ( cos x))) f ( cos x) ( cos x) cos x ( cos x ) cos x       2 2 22 2 4 2 4 2 4 4 2 2 2 4 1 2 8  
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تابعفصل اول:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :16مثالf (x) x 2
 وn nf (x) f (f (x)) 1  (n , , , , ) 1 2 3 ، يگاه ضابطهآنf (x)1396 كدام است؟  

1 (x
13972  2 (x

13962  3 (x
13952  4 (x 2 1396  

 :يبا استفاده از رابطه » 1«گزينه   پاسخn nf (x) f (f (x)) 1 ، يضابطهf (x)1 وf (x)2 كنيم:را محاسبه مي  
n f (x) f (f (x)) (f (x)) (x ) x     2 2 2 4

1     

n f (x) f (f (x)) (f (x)) (x ) x     2 4 2 8
2 1 11 

  

f  توجه كنيم: f2و f،f1ي توابعاكنون به ضابطه (x) x , f (x) x , f (x) x  8 4 2
2 1   

nشويم كهمتوجه مي

nf (x) x



fپس: .12 (x) x

13972
1396.  

fهايبلكه با توجه به ضابطه ،شودكار رفته در حل اين مثال يك اثبات كامل محسوب نمي وش بهرتوضيح:  (x)،f (x)1 وf (x)2،  زنـيم كـه  حدس مـيnf (x) 
nصورتبه

x
12  شود.واقع اثبات كامل با استقراي رياضي انجام مياست. در  

 

 اگر :17مثالf (x) x | x |  وxg(x)      كدام است؟gofكمترين مقدارتابع ،2
1) 2  ) صفر 1

4  3 (1
2  4 (1  

 ابتدا ضابطه»  4«گزينه  خ: پاسgof (x) يدهيم، براي اين منظور در ضابطهرا تشكيل ميg(x)به جاي تمام ،xيها، ضابطهf (x) دهيم:را قرار مي    

(x |x|) |x| x
x

f (x) x | x |
gof (x)

g(x)
  



    
 

2 2
2

   

gofكمترين مقدار (x) افتد كهزماني اتفاق مي| x | x لذا داريم: ،كمترين مقدار خود را داشته باشد  

  
x x

x

x | x | x gof (x)
Min{gof (x)}

x | x | x x gof (x)





         
         

2
2 1 1

2 2 2 1

 

 

o¬H

o¬H
 

  

 اگر :18مثالf وg توابع با ضوابطf (x) x x 2 g(x)و 2 x gof)يهباشند، معادل 2 )(x) (fog)(x)  متمايز دارد؟ يريشهچند  
1 (1  2 (2  3 (3  4 (6  

 : 2«گزينه  پاسخ«     f (x) x x fog(x) (g(x)) (g(x)) (x ) (x ) x x x (x )

g(x) x gof (x) (f (x)) (x x) (x(x )) x (x )

            
        

2 2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2
  

  ازيم:پردحال به حل معادله مي
x

x (x ) x (x )
(x ) (x ) x x x x x


    

             

2 2 2 2
2 2 2 22 2 12 2 2 4 4 4 2 2


  

xي متمايزريشه 2پس معادله داراي    وx  
1
  باشد.مي 2

  

 اگر :19مثالx x
f ( )

x x

 



2 1
1 fباشد، 2 (x) : عبارت است از  

1 (x

x




2 4
2 1  2 (x

x




2 1
2 4  3 (x

x 
2

2 1  4 (x

x

2 1  

 2«گزينه : پاسخ «  
t t t

x t t t xt tt xt t x x f (t) f (t) f (x)
(t ) tx t t t x

t t

   
                   

     
 

2 2 112 2 2 1 2 1 2 11 12 2 2 2 41 1 2 4 2 4 2 4
1 1

   

  

 اگر   :20مثالsin 
1
)sin گاهآن ،بع دوم باشددر ر و انتهاي كمان  2 )


 

3
    ؟     كدام است 2

1 (2
2  2 (3

2  3 (
2

2  4 (
3

2  

 : 2«گزينه پاسخ «         
cos

cos sin cos


             2 1 3 31 1 4 2 2
SwH³»j”Mn nj ·¼a

SwHÂŸ¹¶¾ÃeIº¸ÄH nj »
  

)sin                        داريم:در اين مورد گفته شده نكته  اما با توجه به ) cos ( )

        

3 3 3
2 2 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 حاصل :21مثال( tg )( tg ) 1 12 1 33  كدام است؟    
1 (1  2 (3  3 (2  4 (4  
  : داريم: گفته شده، با توجه به نكته»  3«گزينه پاسخ                 ( tg )( tg )     12 33 45 1 12 1 33 2      

  

 حاصل :22مثالA cos(x )cos(x )
 

   
1

6 6   كدام است؟ 4

1 (
1
4  2 (1

4  3 (cos x
1 22  4 (sin x

1 22  

  : 3«گزينه پاسخ    «    A cos[(x ) (x )] cos[(x ) (x )]
              

1 1
2 6 6 6 6 4  

cos x
A [cos( ) cos x] cos cos x cos x

 
         

1 2 1 1 2 1 1 1 1 12 2 22 6 4 2 3 2 4 4 2 4 2  
  

 حاصل :23مثالtg tg
A

tg tg

 
 

 

1 25 1 2
1 25 1 2

 

 



            كدام است؟ 

1 (tg tg2 25   2 (tg tg2 25   3 (tg

tg





1 45
1 45



  4 (tg

tg





1 2
1 25




  

  : مثالشود كه در اين ملاحظه مي ،گفته شده فرعي هايتوجه به فرمول با»  1«گزينه پاسخ   و 25  2، پس داريم :  
A tg( ) tg( ) tg tg     45 25 45 2 25 2   

  
 يك از توابع زير است؟كدامنمودار روبرو مربوط به  :24مثال  

1 (f (x) sin x cos x  1 1               
2 (f (x) tg x cot g x  1 1  

3(f (x) tg tg
x x

  1 11 1                

4 (f (x) cot g x cot g
x

  1 1 1  

 1دامنه تابع در گزينه (»  2«گزينه : پاسخ،(x  1 x) واضح است كه4) و (3هاي (و براي گزينهباشد مي 1   باشد. جزء دامنه نمي  
  

مساحت محدود به تابع :25مثالy Arcsin(sin x) يدر فاصله[ , ] با محورxها كدام است؟  

1 (2

8  2 (2

4  3 (2

2  4 (2  

 ابتدا توجه كنيد كه داريم:»  2«گزينه خ: پاس  x Arcsin(sin x) x


   2 اگر :  

x x Arcsin(sin x) Arcsin(sin( x)) x
 
           2 2 : اگر  

  باشد و در نتيجه مساحت آن برابر است با:صورت زير ميتابع بهبنابراين نمودار 

S


 

  
22

2 4  

 
 مقدار :26مثالcosh(Ln   كدام است؟2(

1 (  2 (1
4  3 (

3
4  4 (5

4  

 :دانيممي » 4«گزينه  پاسخLnae a و در نتيجهLnae
a

 
coshپس با توجه به تعريف .1 x :داريم  

Ln Lne e
cosh(Ln )

 
  

2 2
12 522 2 2 4  

  

y 

x 

2



2



2

 
x

y
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تابعفصل اول:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع :27مثالy cotghx  هاي زير برابر است؟ از گزينه يككدامبا  

1 (
x

x

e

e





1
1

  2 (
x

x

e

e





1
1

  3 (
x

x

e

e





2

2
1
1

  4 (
x

x

e

e





2

2
1
1

  

  : 4«گزينه پاسخ«  
x

x x xx

x x xx
x

e
e e eey cotghx
e e ee

e






 

   
 

2
2

1
1

1 1
  

  

 28مثال: xe  از عبارات زير برابر است؟ يككدامبا  

1 (sinh x cosh x  2 (cosh x sinh x  3 (sinh x cosh x2 2  4 (
sinh x

1  

  : 2«گزينه پاسخ«  
x x x x

xe e e e
sinh x cosh x e

  
   2 2  

  

 در صورتي كه  :29مثالsinhk 
3
xياز رابطه x، مقدار عدد حقيقي4 xLn(e e ) k  2   ؟ ، برابر كدام گزينه است1

1 (Ln( )
5
4  2 (Ln Ln3 2 2  3 (Ln Ln3   شود.حقيقي يافت نمي x) هيچ4  2

 :4«گزينه   پاسخ «  

   
kk k

ek k k k k ke e
sinh k e e e e e e




            2 23 3 3 3 31 14 2 4 2 2 2 nj Jo† ¸Ã o‡  

k

k k
k k

e
e e k Ln

e ; e

           
  



2
3 9 3 54 22 4 2 2 2 212 2

2 
¾]nj ¾²jI • ¶ ®e

−¼L¤®MI¤

·¼a−¼L¤®MI¤oÃš
  

x x x x x xLn(e e ) Ln e e e e          2 2 21 2 1 2 2 1  
  .، بنـابراين سـمت چـپ هـم بايـد بزرگتـر مسـاوي از صـفر باشـد         باشـد مـي  راديكال است و بزرگتـر مسـاوي از صـفر    ،دانيم چون سمت راست معادلهاز طرفي مي

xeدر نتيجه  2.  
x x x x xe e e e e        2 2 2 54 4 1 4 5 4

·H¼U ¾M¸Ã o‡  

xeدر روند حل سؤال به اين نتيجه رسيديم كهولي   xeبنابراين ،2 
5
  حقيقي يافت نشد. xدارغيرقابل قبول است و هيچ مق 4

 
 اگر :30مثالf (x) cosh xمقدار ،f ( )1 5

  كدام است؟ 4

1 (2  2 (2  3 (Ln2  4 (Ln2
2  

  : كنيم:ابتدا از تساوي استفاده مي  »3«گزينه پاسخ  f (x) cosh x Ln(x x )    1 1 2 1  

   f ( ) Ln( ) Ln( ) Ln      1 5 5 25 5 31 24 4 16 4 4  
  

 اگر  :31مثال 
   2 sinhxو 2 tg ،coshx 78(مكانيك ـ سراسري   برابر كدام است؟(  

1(cos  2(csc  3(sec  4(sin  

 : دانيممي  »3«گزينه  پاسخcosh x sinh x 2 2 tgو 1
cos

  


2
2

  پس داريم: .11

cosh x sinh x tg cosh x sec
coscos

         


2 2 2
2

1 11 1   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 32مثال:  cosh x1 78(مكانيك ـ سراسري   برابر كدام است؟(  
1(Ln(x x ) 2 1  2(Ln( x ) 21 1  3(Ln(x x )  21  4(Ln( x )  21 1  
 : با در نظر گرفتن  »1«گزينه   پاسخf (x) cosh x تابعf (x) cosh x 1   آوريم:دست ميرا به 1

x
x x xx x x x x

x

e
e e eef (x) cosh x y e y e e e y

e

 
 

           
2 2 2

1
1 2 1 2 12 2 2

´Ã¹¨Â¶¸Ãˆw»¸Ã oŠ  

xeدست بياوريم، با تغيير متغيربهxدست آمده را برحسببه يهكه معادلبراي اين tدرجـه دوم برحسـب   يفوق به يك معادله يشود كه معادله، ملاحظه ميt 

x  تبديل خواهد شد و داريم:
x

t e

y

e t t ty y y
t t y y




  


               


2
2 2

2

4 4
2 1 2 4 4 12

  

Lnx xe y y Lne Ln(y y ) x Ln(y y )           2 2 21 1 1´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  
fكنيم و تابعرا عوض مي yوxحال نقش (x)1 آيد:دست ميبه   f (x) Ln(x x )   1 2 1  

  

 حاصل  :33مثالArcsin( ) Arcsin( ) 1   )78(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   ت؟كدام اس 1

1 (  2 (
2  3 (

4  4 (3
2  

 : 1«گزينه   پاسخ«  Arcsin( ) Arcsin ( ) ( )
 

     1 1 2 2  
  

 اگر  :34مثالf (x ) f (x)  3 2 fاي ازو مبدأ مختصات نقطه 4 (x)  ،مقدار گاهآنباشدf (   )80سراسري  صنايع ـ سيستم ـ(  چيست؟ 8(

1(15
81  2 (16

81  3 (17
81  4 (18

81  

 : اي ازچون مبدأ مختصات نقطه  »2«گزينه   پاسخf (x) لذا ،استf ( )  .خواهد بود  

x f ( ) f ( ) f ( ) f ( )        
4 162 3 4 2 4 3 4 4 43 9   ،  xf (x ) f (x) f ( ) f ( ) f ( )        

43 2 4 3 2 4 2 3  

x f ( ) f ( ) f ( ) f ( )        
52 166 3 8 6 4 3 8 4 827 81

  ،  x f ( ) f ( ) f ( ) f ( )        
16 524 3 6 4 4 3 6 4 69 27  

  

 اگر  :35مثالx
f (x) Ln( )

x




2 f،باشد 1 (Ln )1   )80(معدن ـ سراسري   كدام است؟ 3

1 (1  2 (2  3 (e 2 1  4 (Ln
3
2  

 : ي تابعدانيم دامنهمي  »1«گزينه  پاسخf 1 برد تابعfتوانيم به جايپس مي ،باشدميf (x)،Ln3 قرار دهيم وxرا كه همانf (Ln )1 دسـت  به ،باشدمي 3
    :آوريم

x x
Ln Ln x x x

x x

 
       

2 1 2 13 3 3 2 1 1  

  
 چنانچه :36مثالF(x) يك تابع زوج وG(x)  ،80(برق ـ آزاد   :گاهآنيك تابع فرد باشد(  

1 (F(G(x)) زوج است وG(F(x)) .2  فرد است (F(G(x)) فرد است وG(F(x)) .زوج است  
3 (F(G(x)) فرد است وG(F(x)) .4  فرد است (F(G(x)) زوج است وG(F(x)) .زوج است  
 : بررسي زوج يا فرد بودن تركيب دو تابع زوج و فرد اسـت.   ،شويم كه تنها كاري كه لازم است انجام شودها متوجه مياه به گزينهبا يك نگ  »4«گزينه   پاسخ
fداريم: ،تابعي زوج باشد fدانيم كه اگرمي ( x) f (x)  و اگرf م:داري ،فرد باشدf ( x) f (x)  ، :لذا داريم  

F(G(x)) زوج است.G F
F(G( x)) F( G(x)) F(G(x))  

jo  Z»p  

G(F(x)) زوج است .F
G(F( x)) G(F(x)) 

Z»p  
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تابعفصل اول:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 توابع :37مثالf {( , ) , ( , ) , ( , )} 2 2 3 4 4 gو 5 {( , ) , ( , ) , ( , )} 3 4 5 6 2 f،اندمفروض 3 g 80ـ آزاد صنايع ـ سيستم (  كدام است؟(  
1 ({( , ) , ( , )}2 3 4 6  2 ({( , ) , ( , )}2 5 3 8  3 ({( , ) , ( , )}3 5 2 4  4 ({( , ) , ( , ) , ( , )}5 6 8 1 6 8  

 : ي تابعدانيم دامنهمي »2«گزينه   پاسخf gهاي، از اشتراك دامنهf وg پس داريم: .گرددحاصل مي  f
f g

g

D { , , }
D { , }

D { , , } 
   

2 3 4
2 33 5 2  

f ( ) g( ) ( , ) f g
f g {( , ) , ( , )}

f ( ) g( ) ( , ) f g

      
  

      
2 2 2 3 5 2 5 2 5 3 83 3 4 4 8 3 8  

  

 اگر تابع :38مثالf (x) axsinx (b )x   g(x)زوج و تابع 1 (a )cosx bx  2 زوج مرتب ،فرد باشد(a,b) 80(صنايع ـ سيستم ـ آزاد كدام است؟(  
1 (( , )2 1  2 (( , )2 1  3 (( , )1 2  4 (( , )1 2  
  كه تابعبراي اين  »2«گزينه   :پاسخf (x) بايد ،زوج باشدf (x) f ( x)  :باشد، پس بايد تساوي زير برقرار باشد  

sin( x) sin xax sin x (b )x a( x)sin( x) (b )( x) ax sin x (b )x ax sin x (b )x              1 1 1 1  

(b )x (b )x b b         1 1 1 1  

 ،gكه تابعكنيم، براي اينرا هم بررسي مي gفرد بودن تابع ،ولي جهت كامل كردن حل .دي صحيح پي برتوان به گزينهها، تا اين قسمت حل ميبا توجه به گزينه
)gبايد داشته باشيم ،فرد باشد x) g(x)  . :پس تساوي زير بايد برقرار باشد  

cos( x) cos x(a ) cos( x) b( x) (a ) cos x bx (a )cos x bx (a )cos x bx               2 2 2 2  
(a ) cos x (a )cos x a a          2 2 2 2  

  

 اگر داشته باشيم :39مثالx
f (Arccos(x ))

x


 

fمقدار ،11 (x) 80(صنايع ـ سيستم ـ آزاد   كدام است؟(  

1 (cos x

cos x1  2 (cos x

cos x

1  3 (cos x

cos x

1  4 (cos x

cos x1  

 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه   پاسخ  
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

tبراي حل اين سؤال كافي است از تغيير متغير Arccos(x ) 1 :استفاده كنيم، با كسينوس گرفتن از طرفين تساوي داريم  
  t Arccos(x ) cos t x x cos t       1 1 1  

x cos t cos t
f (Arccos(x )) f (t)

x cos t cos t

  
    

 
1 1 11 1 1  

  

 توابع :40مثالf {( , ) , ( , ) , ( , )} 2 2 3 4 4 gو 5 {( , ) , ( , ) , ( , )} 3 4 5 6 2   )80(صنايع ـ سيستم ـ آزاد   كدام است؟ gof،مفروضند 3
1 (gof {( , ) , ( , )} 2 3 4 6  2 (gof {( , ) , ( , )} 3 5 2 4 3 (gof {( , ) , ( , )} 2 5 3 8  4(gof {( , ) , ( , ) , ( , )} 5 6 8 1 6 8  
 :ي تابعدانيم تعريف دامنهمي  »1«گزينه   پاسخgof (x) ت روبرو است:صوربه  gof f gD {x | x D ,f (x) D }     

f(xي هاي عضو دامنهxحال براي D )f، كنيم:ي فوق را بررسي ميرابطه  

f g gof

f g gof gof

f g gof

x D f ( ) D ( g( ) ) x D

x D f ( ) D x D D { , } gof {( , ), ( , )}

x D f ( ) D ( g( ) ) x D

        
           
         

2 2 2 2 3 2
3 3 4 3 2 4 2 3 4 6
4 4 5 5 6 4

·¼a

·¼a
  

  

 اگر :41مثال
; x

f (x) x ; x

; x

  
    
 

1 2
1 2 1

2 1
fofحاصل  ( ) (f ( ))   21   )81سراسري  صنايع ـ سيستم ـ(  كدام است؟ 1

1(  2 (1  3 (2  4 (3  
 :هاي داده شدهبا توجه به ضابطه  »2«گزينه   پاسخf ( )1 ي از ضابطهf (x) x 1 پس ،آيددست ميبهf ( )  1 باشد. حالميf (f ( )) f ( ) 1 نيز 

fياز ضابطه (x) x 1 آيد:دست ميبه  f ( )
fof ( ) (f ( ))

f (f ( )) f ( )




 
  

           
2 21 1 1 1 11 1 1  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 اگر :42مثالx
f (x)

x





1
عبارت 1

f

fof f (x)

1

nHo§U nIM

  )82سراسري  ـ سيستم ـ صنايع(  كدام است؟

1 (x  2 (
x

1   x

x




1
1 (3 4 (x

( )
x




11
1

  

 :1«گزينه   پاسخ«    

axدر تابع روش اول: b
f (x)

cx d





adكه در آن  bc   وc  هرگاه ،باشدميa d   شود، داريمfof (x) x.     در تابع داده شده شـرط ارائـه شـده

  برقرار بوده و داريم: 
n

x ; n
fof (x) x fofof (x) f (x) fofofof (x) fof (x) x fofof ...of (x)

f (x) ; n


        



¾LUo¶

k{IMZ»p
k{IMjo 

  

fكافي است چند مرحله روش دوم: (x) نيم تا به نتيجه فوق برسيم. را با خودش تركيب ك  
  

 تابع :43مثالxf (x) e :82(برق ـ آزاد   يك تابع(  

  ) هم فرد و هم زوج است.4  ) زوج است.3  ) نه فرد و نه زوج است.2  ) فرد است.1
 :تابع نمودارهمانگونه كه در متن درس هم آمده،   »2«گزينه   پاسخxe شود كـه  صورت روبرو است. ملاحظه ميبه

xfي تابعهر چند دامنه (x) e، اما تابع نه فرد است و نـه زوج (نـه    ،باشدبوده و شرط متقارن بودن دامنه برقرار مي
  .باشد)مي xeباشد و نه مبدأ مختصات مركز تقارن تابعمحور تقارن تابع ميها yمحور

x( توجه: x x xe e , e e   (  
  

  

 در صورتي كه :44مثالf (x) x x        2 fofofيباشد، مجموعه 2 (x)  چيست؟)   (.نماد جزء صحيح است  )83سراسري  صنايع ـ سيستم ـ(  

1 ({ }2  2 ({ }  3 ({ , } 4  4 ({ , } 2  

 :يادآوري:   »2«گزينه   پاسخ; x
x x

; x


            1

 


;  بنابراين داريم:،  x
f (x) x x ( x x )

; x


                       

2 2 2 2
 


  

f (x)

f (x)
fof (x) f (f (x)) fofof (x) f (f (f (x))) f ( )



 
    

2



  

IÄ  
توان گفت:براي تابع فوق مي: نكته

n

fof ....of (x)  
¾LUo¶

 ،n 1.  

  
 فرض كنيد كه :45مثال

x x(a a )
a , f (x)


  2،  در اين صورتf (x y) f (x y)   برحسبf (x) وf (y) 84(صنايع ـ سيستم ـ آزاد  كدام است؟(  

1(f (x).f (y)4  2(f (x).f (y)2  3(f (x).f (y)
1
2  4(f (x).f (y)  

 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه    پاسخ  
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

fكافي است (x y) وf (x y) سازي كنيمسادهزير صورت و سپس به كردههم جمع  دست بياوريم و بارا به:  
x y x y x y y x x y y x y y x x y ya a a a a (a a ) a (a a ) (a a )(a a )

f (x y) f (x y) f (x)f (y)
               

        22 2 2 2  

  

 تابع  :46مثالf (x)  2 ،g(x) {( , ),( , ),( , )} 1 1 2 2 3 وh(x) x x  2 2 f)اند. تابعمفروض 3 g)oh 84ـ آزاد  ـ سيستم (صنايع  كدام است؟(  
1 ({( , )} 2  2 ({( , )}1 5  3 ({( , ) , ( , )} 2 1 5  4 ({( , ) , ( , ) , ( , )} 2 1 4 2 5  
 :ابتدا تابع  »2«گزينه    پاسخf g يدهيم. دامنهرا تشكيل ميf ياما دامنه ،ي اعداد حقيقي استشامل همهg فقط شامل سه عدد{ , , }1 2 شـود مي. 

fيپس دامنه gيعني ،، اشتراك اين دو مجموعه استf g f gD D D { , , }   1 2 . در هر كدام از اين نقاط داريم:   
(f g)(x) f (x) g(x) g(x)    2 :بنابراين خواهيم داشت  f g {( , ) , ( , ) , ( , )} {( , ) , ( , ) , ( , )}     1 2 1 2 2 2 3 2 3 1 4 2 5   

f)خواهيمحال مي g)oh يرا حساب كنيم. دامنهh(x) يي اعداد حقيقي است و دامنهشامل همهf g برابر باf gD { , , }  1 2   ي تركيـب  اسـت. دامنـه

1 

Xe 
y  

x 
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تابعفصل اول:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

fهاي اعداد حقيقي است كه به ازاي آنها، شامل همهآن gh(x) D  يا 1يا  2ها خواهيم كه در آنباشد. يعني ما اعدادي را ميh(x)    باشد. با كمي كمك
xها نقاطگرفتن از گزينه , , 1 2 كنيم.را امتحان ميf gh( ) D  3 پسx   ي تركيب نيست.در دامنهf gh( ) D  1 xپس 2 1   ي عضـو دامنـه

f)تركيب است و داريم g)oh( ) (f g)( ) ( , ) (f g)oh      1 2 5 1 xدر .5  fداريم 2 gh( ) D  2 xپس .3  ي تركيـب  هـم عضـو دامنـه    2
f)  كه:نيست. نتيجه آن g)oh {( , )}  1 5  

  

 حاصل :47مثالtgh (tg ) 1
  )85هاي كشاورزي ـ سراسري (مكانيك ماشين  كدام است؟ Aاست. LnAبرابر با 6

1 (2 3  2 (2 3  3 (2 3
2  4 (2 3

2  

 :دانيممي  »1«گزينه   پاسخtg( )



3

6 tghو لذا بايد مقدار 3 ( )1 3
xحساب شود. از فرمول 3

tgh x Ln( )
x

 



1 1 1

2   كنيم:استفاده مي 1

( )( )
tg ( ) Ln( ) Ln( ) Ln Ln( )

( )( )

Ln( ) Ln ( ) LnA A


     

   
  



       

1
313 1 1 3 3 1 3 3 3 3 1 9 6 3 33

3 2 2 2 2 63 3 3 3 3 3 31 3
1 2 3 2 3 2 32

  

  

 ي منحنيمعادله :48مثالy x x  22 8 yر خطها را بxرا در نظر بگيريد. اگر فقط محور 3  5 ي اين منحني در دسـتگاه  انتقال دهيم. معادله
  )85(عمران ـ آزاد   جديد كدام است؟

1 (y x 22  2 (y x 22 5  3 (y (x )  22 4  4 (y (x )  22 2  
 :يمبدأ مختصات را به نقطه گرا  »4«گزينه   پاسخo ( , )   انتقال دهيم وX وY  و قديميمختصاتx وy  باشند، آنگاه داريم: جديدمختصات  

y Y   وx X   

Yكه در اين حالت اگر f (X) ي تابع در دسـتگاه مختصـات جديـد بـه صـورت     ي يك تابع در دستگاه مختصات قديم باشد، ضابطهضابطهy f (x )   
)يخواهد بود. در اين سؤال مبدأ به نقطه , )  ال يافته است، پسانتق 5  و  5 باشد، لذا داريم:مي  

y (x ) (x ) ( ) x X (x X ) (x )              2 2 2 22 8 3 5 2 8 8 2 4 4 2 2   
)وقتي مبدأ را بهتر: بيان ساده , ) 5 كنيم، محورمنتقل ميx واحـد بـه    5ن است كه محور سر جاي خودش باشد و منحني رود، مثل آواحد به پايين مي 5ها

y  بالا برود، پس داريم: ( x x ) (x )     2 22 8 3 5 2 2kÄk]  
  

 يمعكوس تابع با ضابطه :49مثالf (x) cosx 85(عمران ـ آزاد   يك تابع است؟ ،روي كدام بازه(  

1 (( , )
 

 2 2  2 (( , )  3 (( , )
 3
2 2  4 (( , ) 2  

 :اي مورد قبول است كهبازه  »2«گزينه   پاسخcos x  ًروي آن بازه اكيداً يكنوا (اكيداً صعودي يا اكيدا
  ) مورد قبول است.2ي (فقط گزينه ها،نزولي) باشد، با توجه به گزينه

yبينيد كه تابعدر شكل مقابل مي cos x يدر فاصله( , )  ييعني از نقطهA   يتـا نقطـهB  ًاكيـدا ،
  صعودي است.

  
  

  

 از توابع زير برابر با يككدام :50مثالsinh x1 86(مكانيك ـ سراسري   باشد؟(تابع معكوس سينوس هذلولي) مي(  
1( Ln(x x )  2 1  2( Ln( x x)  2 1  3( Ln(x x ) 2 1  4( Ln( x x) 2 1  

 :دانيممي  »2«زينه گ پاسخsinh x Ln(x x )   1 2     ، حال توجه كنيد كه داريم:1

Ln( x x) Ln( ) Ln( x x)
x x

      
 

2 2
2

11 1
1

  

  

2


2






A

B

y

x



  

11 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 دو منحني به معادلات :51مثالy (x ) 2 327 4 yو 2 x2   )87ـ سراسري  MBA(  گذرند؟اي با كدام طول از يكديگر ميدر نقطه 4
1 (8  2 (5  3 (2  4 (1-  

  :كافي است دو منحني داده شده را با هم تلاقي دهيم:  »1«گزينه  پاسخ  
y x

(x ) x x , x
y (x )

        
 



2
3

2 3

4 4 2 4 8 14 27227
  

xتوجه كنيد كه جواب  1 منحني يدر معادله اقابل قبول نيست، زيرy x2   تواند منفي باشد.نمي x، مقدار4
  

 اگر :52مثالsinx
f (x)

sin x




fگاهآن ،1 ( )1   )87(كشاورزي ـ سراسري    كدام است؟ 3

1(
 3 2(

 6  3( 
6  4(

3  

 :3«گزينه  پاسخ«   sin x
sin x sin x x

sin x

 
      

1 13 2 1 2 6  
  

 اگر :53مثالe (t)1 وe (t)2 هاي تناوب به ترتيبدو تابع تناوبي با دورهT1 وT2 به طـوري كـه   ،باشندT
p

T
1

2
fو   (t) e (mt)e (nt) 1 كـه در آن   2

m,n, p  88(رياضي ـ سراسري   كدام گزينه همواره درست است؟(  
1( T2 يك دوره تناوبf  .2  است( T1 يك دوره تناوبf  .3  است(T2 كوچكترين دوره تناوبf 4  . است(T1 كوچكترين دوره تناوبf است .  
 :چون  »2«گزينه  پاسخT1 وT2 هاي تناوب توابعبه ترتيب دورهe1 وe2 باشند، پس داريم: مي  e (t T ) e (t) , e (t T ) e (t)   1 1 1 2 2 2  

f  باشد. مي fيك دوره تناوب تابع T1كنيمحال ثابت مي (t T ) e (m(t T )) e (n(t T )) e (mt mT ) e (nt npT ) e (mt) e (nt)       1 1 1 2 1 1 1 2 2 1 2  
  

 هـاي ايجملـه كدام گزاره در مـورد چند  :54مثالn n
n nP(x) a x a x a

   1
1    كـه در شـرطP (x h) P(x) P(h)     بـراي هـرh وx 

)در , )  88(رياضي ـ سراسري   است؟ نادرست  ،صادق باشند(  
1( P( )   2( اينهايت چندجملهبيP  .با اين خاصيت وجود دارد  
)Pوجود دارد كه Pفقط يك )4  اي با اين خاصيت وجود ندارد. Pچنين )3 )1 1  
 :صورتوجود دارد كه به مورد نظراي با خاصيت نهايت چندجملهبي  »3«گزينه   پاسخP(x) mx و  )باشند (تمام خطوط گذرنـده از مبـدأ مختصـات   مي

)Pبنابراين واضح است كه )  باشد و همچنين اگرميP( )1 P(x)با اين خاصيت وجود دارد كه عبارتست از Pفقط يك ،باشد 1 x.  
  

 اگر :55مثالf (x) x x  1 h(x)و 3
f (x)




1
hگاه مقدارآن ،2 ( ) 1 21   )88(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   چقدر است؟ 2

1 (3 2  2 (3 2  3 (2 2  4 (2 2  

 :مقدار خواسته شده را  »1«گزينه   پاسخt ناميم چونميh ( ) t  1 21 h(t)لذا 2  
21 را جايگزين كنيم و  xتوانيم متغيرمي t، به جاي متغير2

h(x)لذا  
21   است. از طرفي طبق تساوي داده شده داريم: 2

( )
h(x) f (x) f (x)

f (x) f (x) ( )

 
            

   2 2
1 1 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2

  

f (x) x xf (x) x f ( ) x ( )
         

1 31 32 2 2 2 3 2  

tشده بود، پس tجايگزين متغير xچون متغير  3 2.  
  

 اگر :56مثالx xf (x) (e e ) ; x  
1
2 ، نمودارf (x)1 88(صنايع غذايي ـ سراسري   گذرد؟اي با كدام مختصات مياز نقطه(  

1(( ,Ln )
5 1
4 2  2(( ,Ln )

3 1
4 2  3(( ,Ln )

5 24  4(( ,Ln )
3 24  

 :كه داريم ابتدا توجه كنيد  »1«گزينه   پاسخ:  Ln Lnf (Ln ) f ( Ln ) (e e )    2 21 1 522 2 4  

fبنابراين ( ) Ln 1 5 1
4 fكه توجه كنيد) صحيح است. 1، پس گزينه (2 ( Ln ) 5هم با 2

xبرابر است اما چون شرط 4   .داريم قابل قبول نيست  

,x)اگريادآوري:  y) f، گاهآن(y, x) f  1.  
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تابعفصل اول:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :57مثالf (x) x  و 1
x

; x
g(x) x

k ; x

 
    
  

2 1 11
1

  )89ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  چقدر باشد تا دو تابع با هم مساوي باشند؟  kباشد، مقدار 

1 (1-   2 (2-  3 (1  4(  
 :كه دو تابعبراي اين  »2«گزينه   پاسخf وg  يدر نقطهبرابر باشند، لازم است مقدار دو تابعx  1 .يكي باشد  

  f ( )
k

g( ) k

     
    

1 1 1 2 21  

  

 اگر: 58مثال
x

x

e
f (x)

e






1
1

  )89(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   چگونه است؟ fofتابع گاهآن ،
  ) در يك بازه فرد و در بازه ديگر زوج4  زوج ) نه فرد و نه3  ) زوج2  )  فرد1

 :داريم ابتدا توجه كنيد كه  »1«گزينه   پاسخ:  
xx x x

e
x x x

e e e
f ( x) f (x)

e e e




  

      
  

1 1 1
1 1 1

´Ã¹¨Â¶Jo† nj Hn Zoh¶ »Rn¼‚  

fof)  .فرد است و تركيب دو تابع فرد، فرد است fپس تابع )( x) f (f ( x)) f ( f (x)) f (f (x))        

  
 تابع: 59مثالf (x) x     جزء صحيح)x  :(   تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري)90(  

  ) هم زوج است و هم فرد.4  .) نه زوج است و نه فرد3  .) زوج است2  .) فرد است1
  
 :براي تشخيص نوع تابع داده شده از لحاظ زوج يـا  يك راه خوب   »3«گزينه   پاسخ

fنمودار تابع توجه به ،رد بودنف (x) لذا با توجه به نمودار تابع .باشدميf (x) x   ،f 
  .نه زوج است و نه فرد

  
  

  



x

y
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شدكارشناسي ار يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  دست آوردن دامنه و برد توابعبه :2درسنامه 
  

  

 يهتابع با ضابط يدامنه :1مثالx
f (x)

x


2كدام بازه است؟ ،   
1 (( , ]   2 ([ , )1 2  3 ([ , )2  4 (( , )2  
 : 3«زينه گ پاسخ«  

  f

x x
D [ , )x

x
x

   
  

    

2 2
2

22




 S¶°–¸ÃÃ•U  

  

 تابع يدامنه :2مثالf (x) log (log (log (log x))) 3 2 3   كدام است؟ 2
1 (fD ( , ) 8  2 (fD [ , ) 5  3 (fD ( , ) 9  4 (fD [ , ) 9  
  1«گزينه : پاسخ«     flog (log (log x)) log (log x) log x x x D ( , )           3

2 3 2 3 2 21 3 2 8 8  
  

 يتابع با ضابطه يدامنه :3مثالxy log (x )    كدام است؟ 2
1( yD x | x , x   2  2( yD   2  3( yD   2  4(yD ( , ) ( , )   2 2  

 :صحيح است. 1مشخص است كه اعداد منفي جزء جواب نيستند، لذا گزينه »  1«گزينه  پاسخ  
  

 مقادير يبرد يا حوزه  :4مثال(Range) تابعx
y

x






2
2

1
1

  كدام است؟ 

1 (  2 (  3) (1  4  ]-1و ({ }    
  : ابتدابرد،  يبراي محاسبه  »3«گزينه پاسخx را برحسبy آوريم:دست ميبه  

xx y y
y yx y x x yx y x ( y) y x

y yx

   
                

 

22
2 2 2 2 2 2

2
1 1 11 1 1 1 1 11

  

yعبارت يدحال با

y




1
yبرايباشند. مي 1و 1هاي صورت و مخرج كسر به ترتيبرا تعيين علامت كنيم، ريشه 1 1 مقدار كسر منفي است. برايy  1   باز هـم

yريشه يعني ي بين دومقدار كسر منفي است، اما در فاصله  1 yدقت كنيد كه .مقدار كسر مثبت است 1 1 ي مخرج استچون ريشه ،قابل قبول نيست.  
]يبازهبرد تابع  ،فوق توضيحاتبا توجه به  , )1   باشد.مي 1

  

 يبع با ضابطهبرد تا  : 5مثالx
f (x)

x




2 1
  كدام است؟ 2

1 ( ,1 1  2 (( , )1 1  3 (( , )  1 1  4 ( ,  1 1  
 : صحيح است. )3(گزينه ، هاي گفته شدهتوجه به فرمول با»  3«گزينه  پاسخ  

  

 حداكثر مقدار تابع  :6مثالy sin x cosx 2 كدام است؟  
1 (5  2 ( 5  3 (3  4 (3-  
 : در اين سؤال توجه به فرمول با»  1«گزينه  پاسخa  bو 2 1 است، لذا داريم:  y Max(y)    5 5 5  

  

 برد تابع :7مثالy Arctg(x x )  2 6 1 :برابر است با  

1 ([ , )1  2  ([ , )  3 ([ , )
 
4 2  4 ([ , )


2  

  : ايبراي چندجمله»  3«گزينه پاسخx x  2 6 a:داريم 1 1 و  4، پسx x     21 6 بناميم اي رااگر اين چندجمله .1   1 

)Arctgنيم كهداو مي )


1 )Arctgو 4 )


  yپس ،2
 
 4 2.  
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تابع:  اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

x
x x x x x

x

x

e
y ye y e e ye y e ( y) y

e
y y y

e x Ln
y y y




            


  

     
  

1 1 1 1 1
1

1 1 1
1 1 1

 برد تابع :8مثال|x|y      برابر است با: 2
1(   2(  3({ , , , ,...}1 2 4 8  4({ , , ,...}2 4 8  
 : عبارت»  3«گزينه  پاسخ|x|   باشد، يعني:مقداري صحيح و غيرمنفي مي  |x|| x | { , , , ,...} { , , , ,.....}      

1 2 31 2 3 2 2 2 2 2  
  

 برد تابع :9مثالx |x|y e  كدام است؟  
1 (  2 (  3 (( , ]1  4 ([ , )1  
  : باشـد و از طرفـي  اعـداد مثبـت مـي    يمجموعـه تـابع نمـايي اسـت، پـس بـرد تـابع زير      چون تابع داده شده يك »  3«گزينه پاسخx | x |  نـابراين ، ب 

x |x|y e e  1.  
  

 برد تابع :10مثالx xy e e 2   كدام است؟ 4

1 (  2 (( , ) 4  3 ([ , ) 4  4 ([ , ) 2  
  : 3«زينه گپاسخ«   

x  كنيم.از روش تابع وارون استفاده مي روش اول: x x y
(e ) e y e x Ln( y)

 
        2 4 16 44 2 42  

yبايد  4  و ياy  4 .باشد    
x  روش دوم:  x xy e e (e ) y



       2 24 2 4 4


 

  

 اگر :11مثالf يتابعي حقيقي به معادلهxy e       برد اين تابع برابر است با:  گاهآنباشد،  12
1(  2(  3(( , ] 1  4(( , ) 2  
  : كنيم.استفاده مي از روش تابع وارون » 4«گزينه پاسخ  

x xy e e y x Ln( y) x Ln( y) y y                     1 12 2 1 2 1 2 2 2  
  

 برد تابع  :12مثالf يضابطه اب
x

x

e
f (x)

e






1
1

  كدام است؟ ،

1 (( , )1 1  2 (  3 ([ , ]1 1  4 ({ }   
 : آوريم.آوريم و سپس دامنه وارون را به دست ميوارون تابع را بدست مي » 1«گزينه  پاسخ  

y

y

y

y

y


   
   


  


1 1
1

1
1

1






  

)فاصله fبرد  ،با توجه به جدول تعيين علامت , )1   باشد.مي1
  

 يهوارون تابع با ضابطي هدامن  :13مثالy sechx 78اي ـ سراسري (هسته  كدام بازه است؟(  

1 (( , ] 1  2 (( , )1 1  3 (( , )   4 (( , ]1 1  

 : 1«گزينه  پاسخ «   
secي تابعدانيم دامنهميوش اول: ر h x1 برابر( , ]   باشد. مي 1

secبهتر است شكل تابعتوجه:  h x1 خاطر داشته باشيم.هرا ب  

xدانيمميروش دوم: 
sec h x Ln( )

x
  


2

1 1 secي تابعدست آوردن دامنه، پس براي به1 h x1 ي تابعبهتر است دامنهLn دست آوريـم و خـواهيم   را به

xداشت:

x
 


21 xلذا براي برقراري نامساوي كافي است ،، چون صورت كسر هميشه مثبت است1  يد نامنفي باشـد باشد و چون زير راديكال همواره با، 

x  پس بايد داشته باشيم: x x
x

: x

           
 

2 21 1 1 1 1 
´ÃT{Hj

  

  

y  

x 

1 
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شدكارشناسي ار يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 برد  :14مثال(Range) تابع
x x

x x

e e
f (x)

e e









  )80(معدن ـ سراسري    كدام است؟ 
1 (  2 (( , )1 1   3 (  4 (( , ) 1

2  

 : هر چند تابع داده شده همان  »2«گزينه   پاسخy tghx حل تشريحي هم براي آن ارائه شناسيم، با اين حال يك راهاست و ما برد اين تابع معروف را مي

  كنيم:ساده مي ،صورتي كه در روبرو نوشته شدهرا به بتدا تابع داده شدهدهيم: امي

x

x x xx

x x x x

x

e
e e eef (x)
e e e e

e






 

  
  

2
2

2 2

1
1

1 1
  

  ساده كنيم:  صورت روبروكنيم كه مخرج را در صورت بسازيم و سپس كسر را بهحال سعي مي
x x

x x x

e e

e e e

  
  

  

2 2

2 2 2
1 1 2 21
1 1 1

  

  آوريم:دست ميصورت زير بهحال به راحتي برد را به
x x

x x x
e e f (x)

e e e
  

                    
  

2 2
2 2 2

1 2 21 1 1 2 2 1 1 1 1 1
1 1 1

  دانيممي : 

  
 تابع يدامنه  :15مثالf يبا ضابطهf (x) sin x  2 80ـ آزاد صنايع ـ سيستم (   كدام است؟(  

1(   2 (  3 (  4 (  
 : چون تابع  »3«گزينه  پاسخfلذا براي يافتن دامنه كافي است زير راديكال را بزرگتر يا مساوي صفر قرار دهيم. ،ي زوج است، يك تابع راديكالي با فرجه  

sin x
sin x x

: sin x

         
  

2
2

2


 
´Ãº HjÂ¶

  

  
 تعريف تابع يدامنه  :16مثالx

f (x)
x | x |





  )80(صنايع ـ سيستم ـ آزاد   كدام است؟ 1

1 (  2 (  3 (  4 (  

 : ي تابعيين دامنهبراي تع  »3«گزينه  پاسخf (x) ياي است و داراي دامنهجملهصورت يك چند كهبا توجه به اين باشـد و چـون مخـرج يـك تـابع      مي
  :ل را بزرگتر از صفر قرار دهيم (توجه: مخرج نبايد صفر شود)كافي است زير راديكا fيلذا براي تعيين دامنه ،باشدي زوج ميراديكالي با فرجه

fD {x | x | x | } {x | x | x |}      
|دانيم كهمي x | xگاه، پس هيچx | x | لذا ،باشدنميfD   شود.مي  

  
 توابع  :17مثالf (x)

| x | | x |


  

1
g(x)و 1

x


2
كند؟ (در كدام مورد صدق مي 1   (.نماد جزء صحيح است  )82سراسري  صنايع ـ سيستم ـ(  

  برابرند. gو  fيها) دامنه2  است.gشامل دامنه g) مجموعه مقادير1
  است. fشامل دامنه f) مجموعه مقادير4  است. gزيرمجموعه مقادير f) دامنه3
 : دو تابع يابتدا دامنه  »2« گزينه پاسخf (x) وg(x) آوريم:دست ميرا به  

f
| x | x

f (x) | x | | x | D { }
| x | .| x | | x |

                      

1 1 11
 

  
 j¼{Âμº oŸ‚ oMHoMRnIL–¸ÄH½I¬_ÃÀ

  

gg(x) | x | x D { }
| x |x

        
2

1 1      

  اي از برد تابع باشد. تواند زيرمجموعهنمي ،لذا دامنه كه مقادير منفي را دارد .ا دارد، برد مقادير مثبت رgو fبراي هر دو تابع توجه:
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تابع:  اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 يهبرد تابع با ضابط  :18مثالf (x) x  1   )83(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام بازه است؟ 1
1 ([ , ] 1  2 ([ , ) 3

2  3 ([ , ]
1 12  4 ([ , )

1 3
2 2  

 : كنيم:براي تعيين برد ابتدا دامنه را تعيين مي  »1«گزينه   پاسخ  x x x
x

x x

 


             
    

1 1 1 1 1 2 1 2
1 1

  

xواضح است كه اگر ،دست آورديمحال كه دامنه را به 1 ،باشدf (x) 1 و اگرx  f،باشد 2 (x)  شود.مي  f (x)  1  
fي تابع واضح است كهبا توجه به ضابطه توجه:( (x)  و چون عبارتx  1 1 fالذ ،باشدمي 1 (x) x   1 1 fپس  .1 (x)  1 باشدمي(.    

  

 يهبرد تابع با ضابط  :19مثال
x

y
e




1
1

  )84(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام مجموعه است؟ 

1 ({x : x }  
1
2  2 ({x : x }  

1
2  3 ({x : x }  1  4 ({x : x }  1  

 : 4«گزينه   پاسخ«  

xeدانيمميروش اول:   پسxe  1 و در نتيجه 1
xe

  


1 1
1

  صحيح است. )4(لذا گزينه  ،

  خواهد بود. yهمان برد تابع yي تابع معكوسدامنه .آوريمدست ميرا به yمعكوس ابتدا تابعروش دوم: 
Lnx x x

x
y e e Lne Ln( )

y y ye

x Ln( ) y
y y y

         


          

1 1 1 11 1 1
1

1 1 11 1 1 1 

´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH

  

  

 برد تابع  :20مثال( x )
f (x) e




21   )84هاي كشاورزي ـ سراسري (مكانيك ماشين  دام بازه است؟ك 12
1 (( , e]  2 (( , )   3 (( , e)1  4 (( , )1  

 : نويسيم:ت نمايي ميضرب دو عباراست. ابتدا عبارت را به صورت حاصل ايسؤال ساده  »1«گزينه   پاسخ  
x x

f (x) e e e e
 

   
2 21 1 1

2 2 2  

خبُ در واقع بايد بدانيم حداكثر و حداقل
x

e
 21

همواره مثبت است و كمترين مقدار آن صفر است كه به ازاي آن حـداكثر  x2چقدر است؟ طبيعي است 2
x

e
 21

2 

eشود كه برابر بايحاصل م 1 است. اما حداكثرx2 كه به ازاي آن حداقل
x

e
 21

نـداريم و   xآيد، چقدر است؟ طبيعي است محدوديتي براي افزايشپديد مي 2

هاي بسيار بزرگxدلخواه بزرگ شود كه به ازاي يتواند به اندازهمي x2اين يعني
x

e
 21

شود، پس تغييـرات نزديك صفر مي 2
x

e
 21

)بـه صـورت   2 , ] اسـت و   1
fتغييرات يهم داشتيم، بازه eچون يك ضريب (x) به صورت( , e] شود.مي  

  
  

 برد تابع  :21مثالf (x) log ( cos x) 2   )84(صنايع غذايي ـ سراسري   در كدام بازه است؟ 1

1 (( , ] 1  2 (( , ]  3 ([ , ]1 1  4 ([ , ] 1  
 : دانيممي  »1«گزينه  پاسخcos x  1 cos، بنابراين1 x   1  . از طرفي چون عبارت جلوي لگاريتم بايـد مثبـت باشـد، پـس نامسـاوي بـه صـورت       2

cos x   1   كند، پس داريم:بگيريم، جهت نامساوي تغيير نمي log،تابعي صعودي است، پس اگر از طرفين نامساوي log2كند. چونتغيير مي 2
log log ( cox) log f (x)       2 2 21 2 1  

  
 برد تابع  :22مثالf (x) log( x x )    )85ـ سراسري  MBA(  ، كدام بازه است؟22

1 ([ , ]   2 ([ , ] 1  3 ([ , ] 2  4 ([ , ]1 1  
 : آوريم:       دست ميتابع را به يابتدا دامنه  »1«گزينه   پاسخ          log( x x ) x x (x ) x           2 2 22 2 1 1 1  

xيتابع فقط شامل نقطه يبنابراين دامنه 1 باشد، كه با قرار دادن اين مقدار در تابعميy f ( )  1 آيد.دست ميبه  
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شدكارشناسي ار يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 اگر   :32مثالx xf (x)  2 g(x)و  2 x 2، تابع يدامنهgof85(كشاورزي ـ سراسري   كدام بازه است؟(  
1 ( ,   2 ([ , ] 2   3 ([ , )1   4 (( , ] 2  

 : ابتدا  »1«گزينه   پاسخgof دهيم:را تشكيل مي
x x x

x x

( )    
 

2 22 2 2 1 2 1
2 2

 x x x x x
x

g(f (x)) g( )        
12 2 2 2 2 2 2

2
  

   عبارت زير راديكال بايد بزرگتر يا مساوي صفر باشد، يعني:
x

x x x
x

( )
( ) ( ) x     

            
2

2 22 1 2 1 2 1 2 1
2

  
  

 ماكزيمم ارتفاع منحني  :24مثالy cosx sin x 6   )85(معماري كشتي ـ سراسري    ها برابر است با:xدر بالاي محور 8
1 (6  2 (8  3 (1  4 (12  
 : به طور كلي داريم:  »3«گزينه   پاسخ  a b a sin x b cos x a b y         2 2 2 2 1 1   

  

 رد تابعب  :25مثالf (x) x x    )85هاي كشاورزي ـ سراسري (مكانيك ماشين  كدام است؟ 29

1 ([ , ]
9 9
4 4  2 ([ , ]

9 9
2 2  3 ([ , ]3 3  4 ([ , ]

27 27
4 4  

 : با توجه به وجود  »2«گزينه   پاسخx xدر زير راديكال، بهتر است از تغيير متغير 29 sin 3 :استفاده كنيم  

sin ( sin ) sin cos sin cos (sin )          2 2 93 9 3 3 9 9 22
  

sinو چون   1 2 sinلذا 1   
9 9 922 2 ]به صورت f، پس برد2 , ]

9 9
2   خواهد بود. 2

  
 فرض كنيد  :26مثالx   جزء صحيحx باشد. برد تابعg(x) x x    86(آمار ـ سراسري   كدام است؟(  

1( ( , ]1  2( ( , )1  3( [ , ]1  4(   
 : دانيممي  »1«گزينه   پاسخx x      x، بنابراين1 x      1.  

  

 اگر  :27مثالf (x) x x     وg(x) sin( x)  ،برد گاهآنgof 87(هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 ([ , ]1 1  2 ([ , ] 1
2  3 ([ , ]1  4 ([ , ] 1  

 : ابتدا  »4«گزينه   پاسخgof دهيم:را تشكيل مي  gof sin (x x )     
  

xدانيممي x      xهم در ، اما در كمان سينوسي1 x    ضرب شده، پس طرفين نامساوي را در لذا ،كنيمضرب مي(x x )          و ايـن
sinدر ربع اول يا دوم است، بنابراين حدود تغييرات sinيعني كمان (x x )     به صورت[ , ]   است. 1

  
 اگر  :28مثالf (x) log x g(x)و 3 sinx 1   )87(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟  fogبرد تابع ،باشند 2

1(( , ) 2(( , ]
1
2 3(( , )1 1  4(( , )

1
2 

 : 2«گزينه   پاسخ«  fog f (g(x)) log sin x  3 1 2  

sinانيمدمي x   1 2 )  :داريم بنابراين .3 , ] 
1
logبرد  2 sin x    3

11 2 2  

  
 تابع يدامنه  :29مثالf (x) Arcsin

x



1

  )87(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟  1

1(( , ] 1 2([ , ] 2 3([ , )2  4(( , ) 2  

 : به راحتي داريم:   »4«گزينه  پاسخ  
x x

x
x x

   
      

      

1 1 2
11 11 1 1 

IÄ IÄ  
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تابع:  اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 يبرد تابع با ضابطه  :30مثال(x )
f (x)

x






2 2
4

1
1

  )89ـ سراسري  MBA(  كدام بازه است؟ 

1([ , ] 2  2([ , ]
1 3
2 2  3([ , ]

31 2  4([ , ]1 2  

 : اده شده است، به روش تستي و سريع پاسخ د» ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه   پاسخ  
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

x)  نويسيم:صورت روبرو ميداده شده را به يضابطه ) x x x
y

x x x

  
   

  

2 2 4 2 2

4 4 4
1 1 2 21
1 1 1

  

xكهحال با توجه به اين

x
  



2

4
2 1

1
yباشد، پسمي  1   آيد. دست ميبه 2

xويدر بالا از نامسا توضيح:

x
  

2
21 1

1
  ايم. استفاده كرده 

  

 يتابع با ضابطه يدامنه  :31مثالf (x) x  1   )89غذايي ـ سراسري (صنايع  كدام است؟ 1
1([ , ] 1  2([ , ]

1 12  3([ , ] 1
2  4([ , ]11  

 : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه   پاسخ  
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

xكهبا توجه به اين 1 وx  تابع يدر دامنهf كه به ترتيب شامل 3 و 2هاي لذا گزينه ،كنندصدق ميx 1 وx  باشـند. امـا بـه    نادرست مـي  ،نيستند
xازاي  1 اشت:خواهيم د  f ( ) ( ) / /          1 1 1 1 1 2 1 1 4 4 

fxلذا  D  1،  باشد.هم نادرست مي 4بنابراين گزينه  
  

 اگر  :32مثالf (x) x x      وxg(x)    )90ايي ـ سراسري غذ(صنايع  كدام است؟gofبرد تابع ،2

1 (( , ]
1 12 2 ([ , )1 2 3 (( , ]1 2  4 ([ , )

1 12 

 : ابتدا ضابطه تابع  »1«گزينه   پاسخgof دهيم.را تشكيل مي    x xgof (x) g(f (x))      2  

  x x
gofx x x x gof (x) R                           

1 1 11 1 2 2 2 1 12 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  ايمفهوم فاكتوريل و بسط دوجمله :3درسنامه 
  

  

 حاصل عبارت :1مثال
n!

A

(n )!

 
 

 
 

  
 

5
3

6 23

  كدام است؟ 

1 ((n )2 2  2 (n(n )1  3 (n(n )2
2  4 (n(n )1

2  

   : 4«گزينه پاسخ «  
! ! !

( )! ! ! ! ! (n )! (n ) n n(n )
A

(n )!! ! !

( )! ! ! ! !

    
                   

      
           

5 5 4 5 3 4 5 13 5 3 3 2 3 3 1 2 1 2 1 1
2 2 26 6 5 6 3 4 5 6 23 6 3 3 3 3 3 1 2 3







  

  

 ياگر مجموعه :2مثالA  عضوي آن كدام است؟ 2هاي مجموعهگاه تعداد زيرعضو باشد، آن 5داراي  
1 (1  2 (2  3 (12  4 (15  

  : كنيم:    لذا از فرمول تركيب استفاده مي ،چون ترتيب انتخاب مهم نيست» 1«گزينه پاسخ       ! !

( )!( !) !

   
       

5 5 3 4 5 12 5 2 2 3 1 2    

 
 ب بسط عبارتيمجموع جبري ضرا :3مثال( x x ) ( x x x )      2 99 3 2 62 2 2 1   كدام است؟ 3

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  
  : 4«گزينه پاسخ   «                        [ ( ) ] [ ( ) ( ) ]           2 99 3 2 62 1 1 2 2 1 1 1 1 3 1 1 3 5  

  

 در بسط :4مثال(a )
a a


3 1
7 2

1 1  مستقل از يجملهa چندم است؟ يجمله    

1 (7  2 (8  3 (3  4 (9  

  : 2« گزينهپاسخ  «         
( k) kk k

kT (a ) (a ) a
k k

  


   
    
   

2 2 2 2113 7 3 71
1 1    

  لذا داريم: ،باشد aصفر شود تا جمله مستقل از aبايد توان

)  (جمله هشتم) k) k k k        
2 21 7 1 83 7   

  

 بسط در :5مثال(a b ) 3 62 aشامل يضريب جمله 1 b6   كدام است؟ 3
1 (8   2 (16   3 (48   4 (16   
  : اگر بخواهيم جمله  »3«گزينه پاسخa b6   باشيم، بايد جمله عمومي را به شكل زير بنويسيم:را داشته  3

! !
T (a ) .( b) ( ) (a )( b )( ) a b a b a b

! ! ! ! ! ! !

    
            


3 2 3 1 6 3 6 3 6 3 6 36 3 4 5 6 12 12 82 1 8 1 8 482 3 1 2 3 2 2

   

  

 ضريب :6مثالx y z3 4 xy)در بسط 5 yz zx)    كدام است؟ 6
1 (32  2 (64  3 (3    4 (6    

  : براي تشكيل  »4«گزينه پاسخx y z3 4 !     ي عمومي را به شكل مقابل تشكيل دهيم:توانيم جملهمي 5 !
T (xy) (yz) (zx) x y z

! ! ! !
 


1 3 2 3 4 56 6

1 3 2 2 3   

xيبضربنابراين  y z3 4 !  برابر است با: 5

!

    
    


3 4 5 6 4 5 6 2 5 6 63 2 2   
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تابع:  اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  هاي درجه دو)(منحني مقاطع مخروطي :4درسنامه 
  

  

 يمعادله :1مثالx y x  2 2  كدام است؟       ي دهندهنشان                         

  لولي ذ) ه4  ) سهمي 3  ) دايره 2  ) بيضي 1

  : ضريب ،) مطالب فوق4( توجه به بند با » 3«گزينه پاسخy2 باشد. لذا معادله ذكر شده مربوط به سهمي مي .صفر است  
  

 معادلات پارامتري   :2مثالx x acosht

y y bsinht

 
  




a)كدام منحني است؟ يدهندهنمايش  )   

  ) شاخه راست هذلولي4  ) بيضي3  ) سهمي افقي2  ) سهمي قائم1

 شود:از معادلات داده شده نتيجه مي»  4«گزينه   سخ:پا  

cosh t sin h t

x x
cosh t

x x y ya ( ) ( )
y y a b

sinh t
b

 

        


2 2 1 2 2 1


 


  

coshtكـه دهنـد ولـي بـا توجـه بـه ايـن      بنابراين معادلات داده شده يك هذلولي افقي را نمايش مي 1  پـس  ،باشـد مـيx x

a


1  و بنـابراينx x a  ،  

  باشد.قسمت سمت راست هذلولي افقي جواب صحيح مي يعني فقط
  

 اي كه نقاطي دايرهمعادله   :3مثال( , )3 )و 2 , )5   )88(مهندسي پزشكي ـ آزاد   دو انتهاي يك قطر آن باشند، كدام است؟ 6

1 ((x ) (y )    2 21 4 2  2 ((x ) (y )    2 25 3 1  3 ((x ) (y )    2 26 2 1  4 ((x ) (y )    2 24 1 2  
  

 :باشند، بنابراين مختصات وسط اين دو نقطه، يعنير قطر ميداده شده دو س يچون دو نقطه  »1«گزينه   پاسخ( , )1 شعاع آن نصف طول قطر مركز دايره و  4
  كند.) صدق مي1نيازي نيست طول قطر را حساب كنيم، چون مختصات مركز فقط در گزينه ( .است
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كارشناسي ارشد يكن شريف رتبه مدرسا  )1رياضي عمومي (

 
  دومفصل 

  » حد و پيوستگي« 
  

 مفهوم حد و قضاياي مربوط به آن :1درسنامه 

  
 اگر :1مثالx

f (x)
x

 


1
37 ، گاهآن 1

x
lim f (x)


  كدام است؟ 
1 (  2 (7  3 (  4 (7-  
 : ابتدا توجه كنيد كه  »4«گزينه  پاسخ| f (x) |   بنابراين داريم: ،بزرگتر يا مساوي صفر است 7

  
x x

x x x
| f (x) | lim ( ) lim | f (x) | lim

x x  
      

 

1 1
3 37 71 1   

x x x x
lim | f (x) | lim | f (x) | lim | f (x) | lim f (x)
   

              

37 7 7 7


       
  

 حاصل :2مثال
x
lim cosx


  كدام است؟ ،  
1 (  2( 1-  3( 1  4 (.وجود ندارد  
  با توجه به وجود جزء صحيح بايد حد چپ و حد راست را جداگانه حساب كنيم:   »2«گزينه  :پاسخ    

xاست. -1حد تابع برابر با 

x

lim cos x cos

lim cos x cos












          
         

1

1
    

cosدانيممي ؛دقت كنيد  1وقتـي  .بايد به جايگاه نقطه توجه كنـيم  كسينوس است، اما در مورد علامتx        يعنـي در ربـع دوم قـرار داريـم و علامـت 
xاين ربع منفي است و وقتي در كسينوس   در اين ربع هم منفي است.  كسينوس يعني در ربع سوم قرار داريم و علامت  

xدر اين تست ؛دقت كنيدتوضيح:    ي تابعطول نقطه مينيمم نسبx بود، براي همين تابع در اين نقطه حد داشت، اما اين تابع مثلاً، وقتيx


  .حد ندارد 2

  
 مقدار  :3لمثا

x

Lnx
lim ( )

x
  كدام است؟ 

1 (  2 (1  3(   4 (1-  

  : 3«گزينه پاسخ      «       
x x x

Lnx
lim lim (Lnx) lim A ( )( ) ( )

x x      
       

1  
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 در اثبات: 4مثال
x

x x x
lim

x

  




5 4 3
21

2 6 6 2 2
1

ي بينبا استفاده از استلزام منطقي (تعريف حد) رابطه    و   كدام است؟  

1 (    2 (
  2  3 (

 
3

2  4 (
  3

2  

 :كنيمبا استفاده از تعريف حد ثابت مي  »4«گزينه   پاسخ
x a
lim f (x) L


در اين مثال ،a 1 وL  |اسـت. ابتـدا   2 f (x) L |   دهـيم و  را تشـكيل مـي
|كنيم از آن عاملسعي مي x a | :را خارج كنيم  

x x x x x x x x x x x
| f (x) | | | | | | |

x x x

          
    

  

5 4 3 5 4 3 2 5 4 3 2
2 2 2

2 6 6 2 2 6 6 2 2 2 2 6 6 22 2
1 1 1

  

x (x x x ) x (x ) x
| | | | | x | | |

x x x

   
   

  

2 3 2 2 3 23
2 2 2

2 3 3 1 2 1 21
1 1 1

  

|عامل x | xكنيم. واضح است كهايجاد شده است. عبارت دوم را با بيشترين مقدار ممكن آن جايگزين مي 31

x




2
2 1

1
xپس 

x




2
2
2 2

1
  بنابراين داريم: 

x
| f (x) | | x | | | | x |

x
    



23 3
2
22 1 2 1

1
  

|خواهيمما مي f (x) |  2 باشد، كافي است كاري كنيم كه| x |  32 |شود. يعني 1 x |


 31 |. به عبارتي كـافي اسـت داشـته باشـيم:    2 x |


  31 2.  

انتخاب پس
  3

  :داريم از آن هم مناسب است. بنابراين را پيدا كرديم، هر مقدار كوچكتر مناسب است. طبق درسنامه، وقتي مقدار مناسب 2
  3

2  
   

 كدام گزينه در مورد :5مثال
n
lim cos( )

n

 78(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   صحيح است؟(  
  ) حد موجود نيست.4  است. -1موجود و برابر ) حد 3  ) حد موجود و برابر صفر است.2  ) حد موجود و برابر يك است.1

 : كافي است بدانيم  »1«گزينه   پاسخ



 خواهيم داشت:شود، بنابراين مي  

n
lim cos( ) cos( ) cos( )

n

 
  


1  

  

 اگر :6مثال
n

nn

log( x) x sin x
f (x) lim

x

 




2
2

2
1

،
x
lim f (x)

1
  )79(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (  2(log 3  3(sin 1  4(  
 نظر ابتدا لازم است ضابطه تابع براي محاسبه حد مورد  »3«گزينه  :پاسخf  ازايرا بهx 1  كهاينمشخص كنيم. بنابراين با فرضx 1 باشد، ضابطهf   

  شود.ساده مي مقابل صورتبه
n n

n nn n

log( x) x sin x x sin x
f (x) lim lim ( ) sin x

x x 

 
    



2 2

2 2
2

1
   

بنابراين:
x x
lim f (x) lim ( sin x) sin

  
   

1 1
1.  

  

 اگر :7مثالna Arccotg
n


n، مقدار1

n
lim a


  )80اي ـ سراسري (هسته  كدام است؟ 

) 2  ) صفر1
4  3 (

2  4 (  

 : 3«گزينه   پاسخ«  n
n n
lim a lim Arccotg( ) Arccotg( ) Arccotg( )

n 


   


1 1

2  
  

 اگر :8مثالna
n n n n

   
  2 2 2

1 1 1
1 2

مقدار ،n
n
lim a


  )80(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 

) e  4) 3  1) 2  ) صفر1
e

1  

  در ضابطه داده شده،  »2«گزينه  : پاسخna دارايn يعنـي   ،باشـند آخر بزرگتر مـي ي هاول كوچكتر و از جملي هتك جملات از جملباشد كه تكجمله مي

تك جملات مابينتك
n 2

1
1

و 
n n2

nn  نامساوي مقابل را داريم: ،جمله است nداراي naلذا چون .قرار دارند 1 a n
n n n

   
 2 2

1 1
1

  

حال توجه كنيد كه
n

n
lim

n n


2
و 1

n

n
lim

n


2
1

1
n  (ساندويچ) داريم: ي فشردگيهپس طبق قضي 

n
lim a


1  
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كارشناسي ارشد يكن شريف رتبه مدرسا  )1رياضي عمومي (

 با فرض :9مثالf (x) x   
xكه در آن 21   جزء صحيحx است

x
lim (fof )(x)

1
  )80آزاد  سيستم ـ ـ صنايع(  كدام است؟ 

1 (1
2  2 (  3 (1  4 (2  

 : ابتدا تابع  »3«گزينه   پاسخfof (x)  گيريم:آوريم و سپس حد ميمي دستبهرا  

x x
f (x) x fof (x) f (f (x)) (f (x)) ( x ) lim fof (x) lim ( ( x ) )

  

                                   
2 2 2 2 2 2

1 1
1 1 1 1 1 1  

x x x x            
2 21 1 1 1   چون  

x x x
lim fof (x) lim ( ( ) ) lim ( )

    
        

2
1 1 1

1 1 1  

  

 حد چپ تابع :10مثالx | x | ; x
f (x)

x | x | ; x

      
    

1
xيدر نقطه 1  1 ) كدام است؟   (.نماد جزء صحيح است  )81سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(  

1 (2-  2 (1-  3 (  4 (1  
 : براي تعيين حد چپ تابع  »2«گزينه   پاسخf (x) يهنقط درx  1 ) يعني از ،) نزديك شويم-1كافي است از سمت چپ بهx  1 :پس داريم  

x ( ) x ( ) x ( ) x ( )
lim f (x) lim ( x | x |) lim ( | x |) lim ( | x |) | |

   


       
                  1 1 1 1

1 2 2 1 1  
  

 حاصل :11مثال
x
lim (Arcsecx)


  )81سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(  كدام است؟ 

1 (  2 (1  3 (
2  4 (  

 : 3«گزينه   پاسخ«  
x x
lim Arcsec x lim Arccos Arccos( ) Arccos( )

x 


   


1 1

2  
  

 حد عبارت :12مثال
x

x






1

1

1

1 2
xوقتي     )82(معدن ـ سراسري   بر است با:، برا1

1 (  2 (  3 (  4 (2  

 : كنيمراست را جدا محاسبه مي براي حد خواسته شده، حد چپ و  »1«گزينه   پاسخ:  
x

x

x
lim










   


 

1 11
1

1
11 2

1 2 1 2

   


  

  دهيم:اما جهت اطلاع حد راست را هم مورد بررسي قرار مي است،صحيح  )1(شود كه گزينه حظه ميها ملابا توجه به گزينه

x
x

x
lim










   


 

1 11
1

1
1 2

1 2 1 2

      

  

 تابع :13مثالF يهبا ضابط

x
; x

F(x) ; x

; x

 

   






1 12
2 1 23
1 2

مفروض است. 
n
lim [F( ) F( )]

n n
  

1 11    )83(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (1-  2 (
2
3  3 (

1
3  4 (  

 : چون  »1«گزينه   پاسخn  لذا ،باشدمي
n

 
11 )nFپس ؛است1 )

n n

  
  

11 11 11 2 و نيز 2
n

 
12 )Fباشـد، پـس  مـي 2 )

n
 

12 حـال بـه    .1

  پردازيم:محاسبه حد مي
n n
lim (F( ) F( )) lim ( )

n n n 

 
          


1 1 1 11 2 1 1 1 12    
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 براي اثبات حد تابع :14مثالf (x) x x 24 xدر همسايگي 4  
1
2 با انتخاب 

1
  )87سيستم ـ سراسري(صنايع ـ   كدام است؟ ، حداكثر64

1 (1
4  2 (1

16  3 (1
64  4 (1

128  

 شـود كـه  ي سـاده معلـوم مـي   بـا يـك محاسـبه     »2«ينـه  گز  :پاسخ
x

lim ( x x)


    2
1
2

4 4 1 2 f پـس در ايـن مثـال    ،اسـت  1 (x) x x 24 4، 

a x  
1
Lو 2  1 است. مقدار كنيم كه از نامساويرا طوري پيدا مي| x |  

1
|بتوان نتيجه گرفت 2 f (x) |  1 كنـيم از  . ابتدا سـعي مـي  است

|عبارت f (x) |1 عامل| x |
1
|  را استخراج كنيم. 2 f (x) | | x x | | ( x ) | | (x ) | | x |         2 2 2 2 21 11 4 4 1 2 1 2 42 2  

|براي آن كه f (x) |  1  كافي استباشد| x |  214 |باشد. به عبارتي 2 x |


 21
2 |و در نتيجه 4 x |


 

1
2 2.  

شويم كه انتخاببه اين ترتيب متوجه مي
  دانيم كه هر مقدار كوچكتر از آن نيز مناسب خواهد بود، پسمناسب است. البته مي 2

  است. در صورت  2

سؤال 
1
داده شده است، بنابراين 64  

1
164

2 1برابر است با آيد. حداكثر مقداربه دست مي 16
16.  

  
 در اثبات :15مثال

x

x
lim

x


21
2 1

1
  )88 سراسري فلسفه علم ـتاريخ و (  به طريق استلزام منطقي چه شرايطي بايد داشته باشيم؟ 

1 (    2 (    3 (  2  4 (  
3
2  

 : ين مثالدر ا  »2«گزينه   پاسخx
f (x)

x


2
2

1
،a 1 وL 1 است. بايد مقدار را طوري پيدا كنيم كه از نامساوي| x |  1   :بتوان نتيجـه گرفـت 

| f (x) |  1براي تشخيص . كنيمابتدا سعي مي| f (x) |1 را نوشته و عامل| x |1  كنيمرا از آن خارج:  

x x x (x x ) | x |
| f (x) | | | | | | |

x x x x

     
     

   

2 2 2

2 2 2 2
2 2 1 2 1 11 1

1 1 1 1
  

|حالا كه عامل x |1  دانيم كهايگزين كنيم. ميها جعوامل ديگر را بايد با كران بالاي آن كرديم،را ايجادx  2 1 است، بنابراين 1
x


2

1 1
1

    در نتيجه داريم: 

| x |
| f (x) | | x |

x


   



2 2
2

11 1
1

  

|پيدا كنيم. براي آن كه را برحسب توانيم مقدارحالا مي f (x) |  1 باشد، كافي است| x |  21 باشد، يعني| x |  1   شود، پس انتخـاب   
مناسب است. حالا به اين موضوع توجه كنيد كه وقتي   ند حد را ثابت كند، پس توامناسب باشد، هر مقدار كوچكتر از آن نيز مي   است.  

  
 شكل مقابل نمودار تابع :16مثالlog(f (x)) ضابطه ،استf (x) 88سراسري  ـ (صنايع غذايي  كدام است؟(  

1 (| x |  2 (
x

1  
 

x

y

  
3 (

| x |

1  4 (x2  

 : نمودار تابع  »3«گزينه   پاسخy(x) log(f (x)) يدر نقطهx    از چپ و راست به سـمت     ميـل كـرده اسـت. از تسـاويy(x) log(f (x)) 
y(x)f داريم (x) 1،  :در نتيجه داريم  y(x)

x x
lim f (x) lim 

 
   1 1

 
   

ها، فقطدر بين گزينه
| x |

  كند. ميل مي هست كه در صفر از هر دو طرف به 1

yدهـد كـه تـابع   هـا تقـارن دارد. ايـن نشـان مـي     yنمودار رسـم شـده نسـبت بـه محـور      :تذكر log(f (x))   زوج اسـت؛ پـسlog(f (x)) log(f ( x))    يعنـي
f (x) f ( x) به عبارتي ،f (x) هاي ديگر به اين موضوع هم توجه داشته باشيدها زوج هستند اما در مثالتا از گزينه 3 ،ته در اين مثالبايد تابعي زوج باشد. الب.  
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  هاي مبهمصورت :2درسنامه 
  

  

 حد عبارت  :1مثالx x
A

Ln( x)






32

xوقتي 2    كدام است؟  1

1 (
5
3  2 (

4
3  3 (3

4  4 (5
3  

  :حالت  »1«گزينه پاسخ


              كنيم: استفاده مي هوپيتالاز روش ، است 
x

x
xA lim

x


 
    

 
 

3 2

1

1 12 2 53 3
1 1 3

2 2 1




  

  

 حاصل :2مثال
x

Arccos x
lim

x  21 1
  چقدر است؟  

1 ( 2  2 (
2

2  3 (1
2  4 (1  

  مبهم صورتبهحد داده شده »  4«گزينه : پاسخ


به معناي استفاده از قاعده » HOP«كنيم. (كلمه ز قاعده هوپيتال استفاده ميبراي محاسبه حد ا است،

  ه است.)هوپيتال در اين كتاب به كار رفت
x x x

Arccos x HOP xlim lim lim
x xx
x

    



  



2

21 1 1
2

1
11 121

2 1

  

  

 حاصل  :3مثال
x

cot gx
lim ( )

cot g x
 2

  كدام است؟  3

1 (
1
3  2 (1-  3 (1

3  4 (1  

  :3«گزينه پاسخ«  HOP

x

( cot g x)
A lim

( cot g x)


  
    

 

2
2

2

1 1 1
3 33 1 3


x

cot gx
A lim

cot g x




2
3  

  

 طول نقطه حدي تقاطع دو خط به معادلات  :4مثال(c )x ( c )y c    21 2 1 xو  3 y 3 5 cوقتي 1     كدام است؟ 2
1 (  2 (18  3 (12  4 (18  
 :ببينيم وقتي بايد آوريم، سپسمي دستبهرا  خطي برخورد دو ابتدا طول نقطه  »4«گزينه   پاسخc  چـه  آمـده بـه    دسـت بهكند، طول ميل مي 2به سمت

توانيد نمي به عبارتيتوانيد ترتيب كارها را عوض كنيد. شما نميكه اينر داشته باشيد. ي مهم را بايد به خاطسؤالات يك نكته گونهمقداري ميل خواهد كرد. در اين
cاز همان ابتدا  زيـرا يـا    !ها را پيدا كنيد. اگر دانشجويي بخواهد مسأله را با اين روش دور بزند به در بسته خواهد خوردقرار داده و سپس محل برخورد منحني 2

  دهيم:. بنابراين ابتدا دو منحني را با هم تلاقي ميرسدآيد يا به جواب نادرست مينمي دستبهي برخوردي طهنق
x x

y x y (c )x ( c )( ) c
 

         21 3 1 35 1 3 1 2 1 35 5  

HOP

c c

c c c c c
cx x c cx x c x lim lim

c c 

    
              

  

2 22
2 2

5 2 16 5 2 16 1 25 5 2 6 1 3 5 15 182 2 1
 


  
 

 به ازاي كدام مقدار :5مثالn وm دو تابعf (x) x x 2 ng(x)و 2 mx وقتيx   ارزند؟هم  

1 (n 
1
mو  2 1  2 (n  mو  2 1  3 (n 1 وm  2  4 (n 1  وm 

1
2  

 بايد ،ارزبا توجه به تعريف دو تابع هم  »3«گزينه  :پاسخ
x

f (x)
lim

g(x)
1


  :داريم باشد، بنابراين 

n n n nx x x x

x x x(x ) x
lim lim lim lim m , n

mx mx mx mx    

  
       

2
1 1

2 2 2 2 1 2 1
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 متفاوت است؟   بقيهحاصل كدام حد با   :6مثال  

1 (
x

arctgx
lim

x

 
  

  2 (
x

arcsin x
lim

x

 
  

  3 (
x

sin x
lim

x

 
  

  
  
4 (

x

lim sin x



  

2

  

 :ريم:) دا1ي (كنيم. در گزينهها را بررسي ميتمام گزينه»  2«گزينه  پاسخ  
x x

x
x x

L lim lim
x



 

  
          

3
2

1 3 1 13 
  

  :است مقدار حد برابر با صفرصورت مشابه به) نيز 3( در گزينه
x x x

x
xsin x x

L lim lim lim
x x



  

                  

3
2

3
6 1 16  

  

نزديك به ي نقاطكنيم كه در همه) از اين نكته استفاده مي4ي (در گزينه
sinچه از چپ و چه از راست داريم 2 x 1:  

x

L lim sin x 




       4
2

1   

  ها مقدار حد برابر با يك است:) برخلاف ساير گزينه2ي (اما در گزينه
x x

x
x

x
L lim lim

x


 

  
          

3
2

2
6 1 1 16 

  

 x2محاسـبات نهـايي   در اما چـون  .چون جزء صحيح داريم براي احتياط بيشتر بايد حدود چپ و راست را جداگانه حساب كنيم حدود فوقدر محاسبات توضيح: 
xكندداريم، فرقي نمي   ياx  ، چون به هر حالx2 به سمت كند.ميل مي  

 

 تابع نهايت كوچكيب قسمت اصلي  :7مثالf (x) cosx cosx وقتي ،x   شود.)ارز مي(به عبارتي اين تابع با كدام گزينه هم كدام است؟  

1 (x2

2  2 (x2

4  3 (x 2

4  4 (x 2

2  

   :وقتي  »3«گزينه پاسخx  ،x
cos x ~ 

2
1 nارزي، بنابراين با توجه به هم2 u

u ~
n

 1   شود:نتيجه مي 1

x x x x x
f (x) ~ ~ ( )


      

2 2 2 2 2
1 1 1 12 2 2 4 4    

  

 اگر  :8مثالa(x) ارز عبارتنهايت كوچك باشد، همبيn[ a(x)] 1   كدام است؟  1
1 (a(x)  2 (a(x)

n
  3 (na(x)1  4 (na(x)  

  :وقتـي  طور كه گفتـيم، همان»  4«گزينه  پاسخu    داريـم :n( u) ~ n u  1  باشـد نهايـت كوچـك مـي   بـي  a(x)در ايـن تسـت گفتـه شـده كـه      .1
(a(x) ) ، :لذا داريم      n n[ a(x)] ~ n a(x) [ a(x)] ~ n a(x)    1 1 1 1  

  

 حاصل  :9مثال
x

tg x tg x tgx
A lim

sin x

 
 3

3 2


  برابر است با: 
1 (3-  2 (3  3 (6  4 (6-  

   :به حالت»  3«گزينه پاسخ


  لذا داريم:  ،كنيمبرخورد مي 

                       ارزي)هماستفاده از ( :روش اول
x x

x x x x x x x
A lim A lim

x x 

    
   

3 3 3 3

3 3

8 1 183 9 2 3 3 3 6
 

  

tg                   (استفاده از اطلاعات مثلثاتي) روش دوم: tg tg tg tg tg            اگر  

x

( x)( x)( x)
x x x tg x tg( x) tg( x) tg x tg( x) tg( x) A lim

x

 
               3

3 23 2 3 2 3 2 6


  
  

 حاصل  :10مثال
x

cos(Arcsin x)
A lim

sin x


 2

1


  برابر است با: 

1 (1
  1) 4  2) 3  ) صفر2  2

  :1«گزينه  پاسخ«           x

x x

x
Arcsin x ~ xcos(Arcsin( )) cos x

A A lim lim
sin x ~ xsin ( ) x x



 

       


2

2 22 2 2
1 1 12

2
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 حد تابع  :11مثالx x
y

x
sin

  


3 1 1

6
xقتي و    كدام است؟  

1 (  2 (1-  3 (1+  4 (1
6  

  :ارزيهمبا توجه به   »2«گزينه  پاسخn

u

u
u

n
 1 1

           :داريم        

x

x x
( ) ( )

y lim ( )
x

   
   

11 13 2 6 11
6 6


  

  

 حاصل حد  :12مثال
x

x
lim

x




25 7
    كدام است؟     1

1 (-  2 (   5) 4  ) صفر3  5

  :2«گزينه پاسخ«                   
x x x

x | x | x
lim ~ lim lim

x x x  

 
  

  

25 7 5 5 51 1 1  

  

 حاصل  :13مثال
x

x
lim

x 3
  كدام است؟ 2

1 (2  2 (1  3 (  4 (+  
  :مطابق قانون رشد چون رشد»  4«گزينه  پاسخx2 نهايت ازدر بيx3 نهايت است.بيشتر است، لذا حاصل حد برابر بي  

  

 حاصل  :14مثالx

x
lim x e



1
2


  كدام است؟ 

1) 3  1) 2   صفر )1
2  4 (  

  :كنيمفرض مي  »4«گزينه پاسخt
x


x، بنابراين وقتي1  گاه، آنt  در نتيجه حد

t

t

e
lim

t را داريم و چون رشـد صـورت بيشـتر از رشـد      2

  شود.مي مخرج است، لذا حاصل حد
  

 حاصل  :51مثال
x
lim x x cot gx


  


  كدام است؟ 

  ) 4  ) صفر3  -1) 2  1)  1
 :2«گزينه  پاسخ   «  

x x x x x

x x
A lim x x cot gx lim x cot gx lim ( x)cot gx ( ) A lim A lim

tgx x        

 
                      1

    

 


ÁpnH´À  
  

 مقدار :61مثال
x

a
lim x (cosh )

x
2   كدام است؟ 1

1  (a

2  2 (a2

2  3 (  4 (1  

 :حالت »  2«گزينه  پاسخ لذا داريم ،باشدمي:  
x x x x

a a a aa ( )sinh ( )( )cosha ax xx x xlim x (cosh ) lim lim lim
x

x x x

   

 
    

 

22 22

2 3 3

1
1 1 2 2 2  

  

 حاصل  :17مثال
x
lim ( x x x)


 2 كدام است؟         

1 (3
2  2 (2  3 (1  4 (1

2  

 :حالت مبهم»  4«گزينه  پاسخ :است               
x x x
lim ( x x x) lim (| x | x) lim (x x)
  

       2 1 1 1
2 2 2  
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 حاصل :18مثال
x

A lim ( )
x x

 
 32
1 12

2 8
  كدام است؟ 

1 (1
12  2 (1

2  3 (4  4 (5-  

  :2«گزينه  پاسخ  «  
x x x

(x x ) (x )(x ) x
A lim lim A lim

x (x )(x x ) x x  

     
      

     

2
3 2 22 2 2

2 4 12 2 4 4 6 1
12 28 2 2 4 2 4




   
  

 حاصل  :19مثال
xx

lim( )
x e




1 1
1

   كدام است؟     

1 (
1
2  2 (1

2  3 (1-  4 (1  

  :2«گزينه  پاسخ«      
x x x

x x x x x xx x x

(e x) e e eHOP HOP
A lim lim lim

x(e ) e xe e e xe e  

  
    

     

1 1 1
21 1 2



  

 
  

  
  

 حاصل حد تابع  :20مثال( x x) 1 وقتي كهx     كدام است؟  
  -+  4 (1) 3  ) صفر2  1) 1
  :2«گزينه  پاسخ«       

x x x x

x x x x
lim ( x x ) lim ( x x ) ( ) lim lim

x x x x x x   

   
          

       
1 1 1 1 11 1
1 1 1

  
  

 مقدار :21مثال Lnx

x
lim (sin x)



1


  كدام است؟ 

1 (  2 (1  3 (e  4 (  

  :كهاينبا توجه به   »3«گزينه  پاسخLn    باشد، لذامي
Lnx

  كند:به سمت صفر ميل مي 1

x
lim (Lnsin x)

Lnx
Lnx

x x x

cos x
HOPLnsin x sin xC lim (sin x) C e , L lim lim C e e

Lnx
x


    

        

11
111



  
  

  

 اگر  :22مثالLn( x)

x
A lim( x ) 


 

1
2 1

1
و  1

sinh x

cosh x
x

B lim e








1
  )Harvard(با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه   گاه كدام گزينه صحيح است؟آن 1

1(A B  2(A B   3(A B 2  4(B A 2  
 :در مورد  »1«گزينه  پاسخAفرم مبهم ، با پس ،دهدرخ ميLn داريم: گرفتن از طرفين    

x x x x

x

Ln( x ) x( x )
LnA lim Ln( x ) lim lim lim

Ln( x) Ln( x) x
( x)

   


      

  


2 22
1 1 1 1

2
1 1 211 111 1 1

1

−ITÃQ¼À  

LnA 1، بنابراينA e كافي است، Bياست. براي محاسبه 1
x

sinh x
LnB lim

cosh x






1
  :داريم هيپربوليكرا محاسبه كنيم. با استفاده از تعريف توابع معكوسِ 1

x x

sinh x Ln(x x )
LnB lim lim

cosh x Ln(x x )



 

 
 

 

1 2
1 2

1
1

  

xداريم: ،نهايتها در بيارزي راديكالبا استفاده از هم | x |2 1  وx | x |2 1  و چونx  داريم، لذا:| x | x. :به اين ترتيب خواهيم داشت    

x

Ln(x x)
LnB lim

Ln(x x)


 


1  

Bپس e Aديديم كهاست. به اين ترتيب  1 B e   
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 مقدار :23مثالsinx

x
C lim (cotgx)





  ؟كدام است 

1 (  2 (1  3 (  4 (e1  

  :2«گزينه  پاسخ   « x
lim sin x Ln cot gx

sin x

x
C lim (cotgx ) ( ) C e 


     


  

  گيريم:ي هوپيتال كمك مياز قاعده Lي حدبراي محاسبه
x x x

( cot g x)
(sin x)( )

sin xcotgx sin xL lim lim lim C e
cos x cos x cotgx cos x

(sin x)
  

 

      


2
2

2
2

2

1 1
1

  
  

 

 مقدار :24مثال
x
lim x[Ln(x a) Lnx]


 كدام است؟  
1 (a  2 (1-  3 (– a  4 (1  

 :1«ينه گز پاسخ        «             x

x x x

x a x a
A lim x[Ln(x a) Lnx] lim xLn( ) lim Ln( )

x x  

 
      

x

a
lim ( )x

x x a ax

x x

L

x a x a
Ln lim ( ) , L lim ( ) ( ) L e e A Lne a

x x


 

 
        1


  

  هاي گفته شده قبلي محاسبه كنيم. ، بايد حدودي را با قاعدهeگفته شده در توان صورتبهپس از نوشتن حد  ،بينيدكه مي طورهمان
  

 حاصل  :25مثالx

x

(cosh x )
lim

x

 
  

2
1

2
2 1


  كدام است؟ 

1(e12   2(e


1
6  3(e

1
6  4(e

1
12  

 :با حدي به فرم شويممتوجه مي اولين نگاهدر   »4«گزينه  پاسخ( )



روبرو هستيم. براي تشخيص بهتر نوع اين ابهام، بهتر است كمي به كسر داده شـده   

xارزيتوجه كنيم. با توجه به هم
cosh x 

2
1 2 كسر شويم كهمتوجه مي(cosh x )

x


2

2  1بـا حالـت مـبهم    در واقـع  كند، بنابراين مابه سمت يك ميل مي 1

x  رو هستيم:روبه x
x x

x
( )(cosh x )

lim[ ] lim[ ]
x x



 

 
2 2

2
1 1

2 2

2 1 12 1 2 1
 

  

coshارزيدست آوريم، لازم است همكه بتوانيم حاصل حد را بهاما براي آن x  ي حـدي كـه   كـار بگيـريم. در ضـمن از ايـن قاعـده     را با تعداد جملات بيشتري بـه
  كنيم:است استفاده مي 1مخصوص حالت مبهم

x x
( ) x x x(cosh x ) ! ![ ] [ ] [ ] [ x ]

xx x x x x x x
x x x x x
lim e lim e lim e lim e lim e e

   
    

    
    

2 4 2 4 22
22 2 2 2 2 2 2

12 1 11 2 1 1 1 1 1 12 4 121 1 1 1 112 12 12
    

  
  

 اگر  :26مثالcoshx

x
A lim (tgh x)


 و

x

x x
B lim x[Ln( ) Ln( )]


  1 2 Aگاه مقدار، آن2 B كدام است؟  

1 (e 1  2 (e 1 2  3 (1  4 (1  

 :يابتدا به محاسبه»  4«گزينه  پاسخA پردازيم. هرگاهميx ، داريـم:  گـاه آن
x x x

x x x

e e e
tgh x

e e e






 


1 و
x x xe e e

cosh x


  2 2 

cosh  كنيم:ي آن به اين صورت عمل ميرا داريم و براي محاسبه 1پس فرم x(tgh x )

x
A lim e 


 1  

x  پردازيم:مي eي توانِبه محاسبه

x x x x

sinh x
lim cosh x(tgh x ) lim cosh x( ) lim (sinh x cosh x) lim ( e )

cosh x


   
       1 1   
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Aبنابراين e 1. براي محاسبهB  مبهمحالت دقت كنيد كه .ابتدا از خاصيت لگاريتم يعني استA
LnA LnB Ln

B
  كنيم:استفاده مي  

x x x x x

x
x x x

B lim x(Ln( ) Ln( )) lim xLn lim xLn( ) lim xLn( ) lim x( )
x x x x    

 
        

1 2 2 221 1 22 2
2

  

)Lnارزيدر قسمت آخر از هم u) u1  وقتيu   وقتي استفاده كرديم)x  گاهآن
x


2 (.  پايان داريم:درA B    1 2 1.  
 

 حاصل  :(سخت) 27مثال
n

cosec( n )

n

( )
lim ( )

n
 






2   كدام است؟ 111

1 (1  2 (e
4

  3 (e
2

  4 (e
1

  

 :سؤال جالبي است، احتمال خطا و انتخاب گزينه غلط در حل اين سؤال بسيار زياد است:»  3«گزينه  پاسخ    
n

cosec( n )

n

( )
lim ( )

n
  




 

2 111 1  

e
2

n
n

n n
n

( )( )
( ) ( ) cosec ( n )

( )cosec ( n ) ( ) nsin( n )n n
n n n n
lim e lim e lim e lim e


          

   
   

22 2

111 1 1 11 1 1 1 2  

براي محاسبهتوضيح: 
n
lim nsin( n )


 2   كنيم:ورت زير عمل ميصبه 1
n n n
lim n sin(n ) lim n sin(n ( )) lim n sin(n )

nn n  


      2 2

1 11 1 22
  

n n n

n n n
lim n[sin(n )cos( ) cos(n )sin( )] lim n[ ( ) sin( )] lim n ( ) ( )

n n n n  

    
          1 1 12 2 2 2 2   

 

 حاصل :28مثالx
x
lim (coshx)


1
  )78(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟ 

1(1
2  2 (1  3(e

2  4(e  

  : دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »4«گزينه  پاسخ  

ارزياز همروش اول: 
x

x

e
cosh x ~
   داريم: 2

xx x
x x

x x x
x

e e e e
lim (cosh x) lim ( ) lim e
  

    

1
1 1

12 12
2

  

x  لذا با توجه به مطالب كتاب داريم: ،مبهم است چون حد از نوعروش دوم: 

Ln(cosh x)
lim

xx
x
lim (cosh x) e 


  
1

  

e e 1حاصل حد
x x x x

sinh x
HOPLn(cosh x) sinh xcosh xlim lim lim lim tg h x

x cosh x   


     


11  

  
 حد تابع :29مثال

x

x | x |
lim

| x |

  


2

1
1 1

  )78سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(              چه مقدار است؟ 1
1 (99/2-  2 (3-  3 (99/2+  4 (  
  : در هنگـام   ،ها منفـي خواهـد شـد   قدرمطلق توجه شود كه چون درون ها را برداريم.مطلقتوانيم قدرمي ،چون حد چپ خواسته شده است  »2«گزينه پاسخ

  شود، پس داريم:برداشتن قدرمطلق عبارت درون قدر مطلق در يك منفي ضرب مي

x x x x x

x | x | x (x ) x x (x )(x ) x
lim lim lim lim lim

| x | (x ) (x ) (x )        

          
      

        

2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 1 2 2 3 31 1 1 1 1 1  
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 مطلوبست تعيين حد تابع داده شده:  :30مثال
x

y lim( cotgx)
x

 
1


  )87سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(  

1 (y


 2  2 (y    3 (y 1  4 (y    

 : به جاي  »4«گزينه   پاسخcotg x،
tg x

هـاي ارزيت از همدهيم و سپس مخرج مشترك گرفته و در نهايقرار مي 1
x x

x
tg x x ~ , tg x ~ x
 


3

3 
اسـتفاده   

             كنيم پس داريم:مي
x x x x x x

x
tgx x x

lim ( cot gx) lim ( ) lim lim lim lim x
x x tg x xtg x x x     


       

3
3

2 2
1 1 1 13

33     
  

  

 در مورد :31مثال
x

x sin
xlim

sin x

2 1


  )78اي ـ سراسري (هسته  كدام گزينه صحيح است؟ 

1) حد موجود و برابر3  حد موجود و برابر يك است. )2  ) حد موجود و برابر صفر است.1
  ) حد موجود نيست.4  است. 2

 : ارزياگر در حد داده شده از هم  »1«گزينه   پاسخ
x
sin x ~ x


    استفاده كنيم و كسر را ساده كنيم، خواهيم داشت: 

x x x

x sin x sin
x xlim lim lim x sin

sin x x x  
 

2 21 1
1

  
  

چون
x
lim x





 و تابعsin
x

  
11   آمده داريم: درساي كه در متن با استفاده از قضيه ،باشد(كراندار است) مي 1  تابع كراندار

x
lim x sin

x
  

1


  
  

 حاصل عبارت:32مثالx

x
x

lim






1

1
1 2

3 2


  )79سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(                                                                                                             كدام است؟ 

1 (3
5  2 (1

  ) فاقد حد4  1) 3  3

 : آوريم تـا بتـوانيم    دستبه، بهتر است حد چپ و حد راست را است ، امكان وجود نداشتن حد مطرح شده)4ي (هدر گزين علت كه اينبه   »4«نه گزي  پاسخ
  پس داريم: ،با اطمينان پاسخ دهيم سؤالبه 

  x

x x
x

lim lim


 




 

   
   


 

11

1 1
1 2 1 2 1 2 1 1

3 33 2
3 2 3 2



 





  

x

x x

x x
x

lim lim
  

 
 



1

1 1

1
1 2 2 1
3 3 2

 

´ÃvÄ¼ºÂ¶ Hn Zoh¶ »Rn¼‚ ¾±μ] ¸ÄoT¬nqM  

xدر نقطه مورد نظرلذا تابع  ،اما چون با هم برابر نيستند ،باشندموجود ميحد چپ و راست هر دو    .حد ندارد  

  
 حاصل :33مثالx

x
lim (cos x)



1


  )83مكانيك ـ سراسري و  78اي ـ سراسري (هسته  كدام است؟ 

1 (e
1
2  2 (e

1
2  3 (e


1
2  4 (e

1
2  

 : نظر از نوع چون ابهام حد مورد  »3«گزينه   پاسخ1 داريم: ، بنابراينباشدمي  

  
(cos x )

x
x
lim

x

x
lim (cos x ) e

 





111



  

e



1
 حاصل حد2

x x x

u ( x )cos u ~
cos x x

lim lim lim
x x x    

   
   

2 2
1 21 12

2 2  
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يهدر محاسبدقت كنيد 
x

cos x
lim

x

1


  زير به جواب رسيد: صورتبههوپيتال هم ي هتوان از قضيمي 

x x x x

sin x
cos x HOP sin x xxlim lim lim lim

x x x      


   

   
1 12

1 22 2   




  

xدر حد داده شده در صورت مسأله اگرتذكر مهم:    تـابع چـرا كـه    ؛كرد، حد وجود نداشـت ميل ميcos x درx        تعريـف نشـده و همسـايگي چـپ
xبراي   با در نظر گرفتن سؤال، نخواهيم داشت، اما در صورت مسأله طراحx  .مشكل فوق را مرتفع نموده است ،  

  
 كدام گزينه در مورد :34مثال

x
lim x

x

 
  

1


  )78(آمار ـ سراسري   صحيح است؟ 
  ) 4  ) حد برابر يك است3  ) حد برابر صفر است2  ) وجود ندارد1

 : داراي ابهام از نوع مورد نظرحد   »3«گزينه   پاسخ ارزيلذا از هم ،باشديم
x

x ~ x


   يا
x

~
x x


 
  

1 1



    كنيم و داريم:استفاده مي 

x x
lim x lim x

x x 

      

1 1 1
 

  

  
 حاصل :35مثال

x

Ln(cos x)
lim

Ln(cos x)

2
3

  )78(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 
1 (4

9  2 (2
3  3 (1  4 (3

2  

 : چون حد از نوع ابهام  »1«گزينه   پاسخ


  پردازيم:حد مي يمحاسبهلذا با استفاده از قضيه هوپيتال به  ،باشدمي 

x

x x x x

sin x tgmx ~ mx
Ln cos x Ln tg x xHOP cos xlim lim lim lim

sin xLn cos x tg x x
cos x



   


   

  
   

2 2
2 1 2 2 2 2 42

3 33 3 3 3 3 9
3


   

 


  

  
 حاصل :36مثالn

n

( n )!
lim

n n!

1 2   )78(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (1  2(
e

2  3 (
e

4  4 (  

 : ارزيبا استفاده از هم  »3«گزينه   پاسخnn
n! ~ ( )

e
nوقتي    :داريم  

 
n

nn n n
n n n n n nn

n n
( ) ( )( n )! ( n)! n ee ey lim lim n lim lim lim lim

n nn n! n n! n n n ene( ) ( )
e e

     

 
         

2 2 2

2
1

2 2
1 2 1 1 2 1 1 1 4 42 1


  

  

 حاصل :37مثالx

x

e
lim

x





1


  )78ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري (  كدام است؟ 

  ) 4  1) 3  ) صفر2  -1) 1

 دانيممي  »2«گزينه   سخ :پاe   صورتبه، پس حد


tتغييـر متغيـر  از تـوان ابتـدا   بوده و براي رفع ابهام مي 
x


هوپيتـال  ي هو سـپس از قضـي   1

x  استفاده نمود، پس داريم: t )    اگرt (
x

 
1  

x t
t tt t tx

HOPe t
lim lim te lim lim

x e e




  


    

 

1
1 1
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 اگر :38مثالna صورتبه
n

n

e ; n
a sinn

; n
n


 



Z»p

jo 
nحاصلتعريف شده باشد،  

n
lim a


  )79سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(  كدام است؟ 

1 (1  2 (  3 (1-  4.وجود ندارد (  
  

 : كهاينبا توجه به   »2«گزينه   پاسخn به سمت دانيمكند و ميميل مي د ح ـي هتوان گفت براي محاسبلذا نمي ،يك نماد رياضي است و عدد نيست
  پس داريم: ،داراي حد باشد بايد حد در هر دو ضابطه موجود و با هم برابر باشد naيهدنبال كهاينهمين جهت براي ه ب .بايد از كدام ضابطه استفاده نمود

n

n
n n

n n

n n

lim e e
elim a lim a

sin n
lim lim sin n

n n

 


 

 

       
     

1 1

1




 تابع كراندار 
  

  
 مقدار  :39مثالLn( x )

x
lim (sinx cosx)







2
1
1


  )80(عمران ـ آزاد   .آوريد دستبهرا  

1 (  2 (  3 (e  4 (  
 : نظر از نوع چون حد مورد  »2«گزينه    پاسخ1 ا داريم:لذ ،مبهم است    

x
lim (sin x cos x )( )

Ln( x ) Ln( x )Ln

x
lim (sin x cos x) e




 
 


   

2 2
1 11 1

1 111 1 


  

  كنيم:زير عمل مي صورتبه eحد عبارت قرار گرفته در تواني هبراي محاسب

x x

x
lim (x )( ) lim ( )

xxx
cos x ~ , sin x ~ x , Ln( x ) ~ x e e e

  
 

      

2
2

1 1 12 2 22 21 12
   

  
 اگر :40مثال

x

ax a
lim

x




 3
3 21 5   )80سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(  كدام است؟ aمقدار گاهآنباشد،  16

1 (5-  2 (3-  3 (2-  4 (
3
5  

 : حالت مبهم  »1«گزينه   پاسخ


  است، لذا داريم: 

  
x x x

ax a ax a x (ax a)( x )
lim lim lim

( x )x x x  

      
   

      3 3 3
3 3 1 5 16 3 1 5 16

1 5 161 5 16 1 5 16 1 5 16



  

x x x

a(x )( x ) a(x )( x ) a
lim lim lim ( x )

x (x )  

     
    

    3 3 3
3 1 5 16 3 1 5 16 1 5 161 5 16 5 3 5  

a a
( ) a      

 
21 1 2 525 5
´Ãº HjÂ¶¾²Dv¶Rn¼‚ pH
SwH oMHoMke nHk£¶  

  توانيم با استفاده از قاعده هوپيتال نيز محاسبه كنيم.حد فوق را مي توضيح:
  

 حاصل حد :41مثال
x

sin( sin x)
lim

x




  )80ـ سراسري  صنايع غذايي(  كدام است؟ 
1 (  2 (  3 (  4 (1-  
 : كنيم.ارزي استفاده مينظر از هم حد موردي هبراي محاسب  »1«گزينه   پاسخ    

x x x

sin( sin x) sin( x) x
lim lim lim

x x x  

  
    

  




ÁpnH´À ÁpnH´À  
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار :42مثال
x

x

x
lim

x


1

1
                    )80(رياضي ـ سراسري                                                                كدام است؟ 1

    4 () 3  1) 2  ) صفر1

 : 2«گزينه   پاسخ«  
x x

x x

x HOP x (Lnx )
lim lim (Ln )

x 

 
   

1 1
1 1 1 1 1 11 1



  

x  كنيم:مقابل عمل مي صورتبه xxبراي مشتق گرفتن از توجه: xy
y x Lny xLnx Lnx y y(Lnx ) x (Lnx )

y


          1 1 1  

  
 حاصل :43مثال

x

Ln(sin x)
lim

Ln(sin x)   )80( ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1) 2  ) صفر1
  2) 4  .) حد وجود ندارد3  2

 : چـون   .دانيم شرط لازم براي وجود داشتن حد يك تابع در يك نقطه اين است كه تابع در همسـايگي آن نقطـه تعريـف شـده باشـد     مي  »3«گزينه   پاسخ

Ln(sinتوابعي هدامن x) وLn(sin x)2 روبرو هستند: صورتبه  
sin x x

x
sin x x x

     
   

        
22 2 2

 


  
  

Ln(sinشود كه تابعملاحظه مي x)
f (x)

Ln(sin x)
 xدر همسايگي چپ نقطة 2    لذا حد وجود ندارد.است، تعريف نشده  

  

 مقدار :44مثال
xx

Arcsin x
lim

xe x 2 2
3


  )80(معدن ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (1  2 (3  3 (1
2  4 (3

2  

 : ارزيبا استفاده از هم  »2«گزينه  پاسخ
x
Arc sin mx ~ mx


  داريم: 
x x xx x x

Arcsin x x
lim lim lim

xe x x(e x) e x e  
    

   2 2 2 2
3 3 3 3 3 31   

  

  
 حد عبارت :45مثال( cot gx)

x x


1   )80ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ ،كندبه سمت صفر ميل مي xوقتي 1

1 (1
2  2 (1  3 (1

3  4 (1-  
  

 : چون حد از نوع  »3«گزينه   پاسخ ي ههـا و يـا قضـي   يارزگيريم و سپس با اسـتفاده از هـم  لذا براي رفع ابهام ابتدا مخرج مشترك مي ،مبهم است

،cotgxبراي راحتي كار به جاي .پردازيمهوپيتال به حل حد مي
tgx

  دهيم.قرار مي 1

x

x

tgx x~ x

x x x x xtgx ~x

xtgx x tgx x
lim ( cot x) lim ( ) lim ( ) lim lim

x x x x tgx x xtgx x tgx x






    

 
      

31 3
3

2 3

1
1 1 1 1 1 1 13

3



    

  

  
 آوريد:  دستبهحد روبرو را  :46مثال

x
lim tg xcsc x


2 4


  )81(عمران ـ آزاد   
1 (2  2 (1  3 (  4 (1

2  

 : دانيممي  »4«گزينه   پاسخcsc x
sin x


14 xهايارزيو هم 4

x

sin mx ~ mx

tan mx ~ mx













  داريم: مورد نظرپس براي حد  .را نيز داريم 

x x x

tg x x
lim tg x csc x lim lim

sin x x  
   

2 2 2 12 4 4 4 4 2  
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 به ازاي هر عدد حقيقي و ثابت :47مثالa حاصلx

x

x a
lim ( )

x a




  )81(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟ 
1 (1  2(  3(ae  4(ae2  
 : از نوع مورد نظرچون حد   »4«گزينه   پاسخ1 باشد لذا با توجه به مطالب كتاب داريم:مبهم مي  

x a
( )x
x a

x x x

x a x a ax
lim e lim ( )x lim

x ax a x a

x

x a
lim ( ) e e e e

x a





  

  
  




    



1 2
21  

  

 مقدار :48مثال
x

x cos
xlim

sinx

2 1


  )81ـ سراسري  MBA(  برابر است با: 

1 (  2 (1  3 (  4.حد وجود ندارد (  
 : ارزيكافي است ابتدا از هم  »1«گزينه   پاسخ

x
sin x ~ x


  داريم: ،استفاده كنيم 

     تابع كراندار
x x x

x cos x cos
x xlim lim lim x cos

sin x x x  
   

2 21 1
1

  
  

|)يك تابع كراندار باشد g(x)ه تابعهرگايادآوري:  g(x) | M) و
x a
lim f (x)


 داريم: گاه، آن
x a
lim f (x).g(x)


 .  

  
 حاصل :49مثال

x

x

x
lim

x Lnx


 1

1
  )82علوم كامپيوتر ـ سراسري و  81سراسري  (ژئوفيزيك و هواشناسي ـ  كدام است؟ 1

1 (  2 (1  3 (e  4 (  

 : صورتبهچون حد   ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه  پاسخ


  پس داريم: هال استفاده كردهوپيتي هتوان از قضيمي ،مبهم است 

  
x x

x x

x HOP x (Lnx ) (Ln )
lim lim

x Lnx
x

 

  
  

  1 1
1 1 1 1 1 1

11 1 1 21



  

x xy
y x Lny xLnx (Lny) (xLnx) Lnx y x (Lnx )

y


            1 1  

  
 مقدار :50مثال

n
lim n( n n )


  2 22   )82(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (  2 (1
2  3 (1  4 (  

 : حد داده شده از نوع  »2«گزينه   پاسخمبهم است، براي رفع ابهام بايد عبارت در مزدوج عبارت( n n )  2 22 ضرب و تقسيم 1
  داريم: كنيم،

  
n n

n( n n )( n n ) n[(n ) (n )]
lim lim

( n n ) n n 

        
 

     

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 1

22 1 2 1
 

  

 حد :51مثال
x

Lnx
lim

x
  )81ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(                                                                                                                               برابر است با: 

1 (  2 (1  3 (  4 (1
2  

 : كنيم:سؤال را به دو روش حل مي   »1«گزينه   پاسخ  

چون حد از نوع روش اول:


  :ي هوپيتال استفاده كنيمهتوانيم از قضيمي ،باشدمي 

x x x x

Lnx HOP xxlim lim lim lim
xx x

x
   


    
 

1
2 2 2

1
2

   

رسـد و  مـي  بـه  Lnxزودتر از تابع xپس تابع ،بيشتر است Lnxاز رشد تابع xرشد تابع ،كندميل مي به سمت xم هنگامي كهدانيميروش دوم: 

  داريم:
x

Lnx
lim

x
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 52مثال: 
x
lim (x Lncosh x)


 82(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (cosh1  2 (Ln2  3 (e  4 (  

 : حد از نوع مبهم  »2«گزينه   پاسخ  داريم است، زيرا:  
x x

x x

e e
lim Ln cosh x lim Ln( ) Ln( )



 

  
   2 2

  

ارزيحال با استفاده از هم
x x xe e e

cosh x


 2 2:داريم  

 
x

x

x x x x

e
lim (x Ln cosh x) lim (x Ln ) lim x (Lne Ln ) lim (x x Ln ) Ln
   

         2 2 22  
  

 53مثال: x

x
lim (cos )

x

  )82(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟ 21

1 (
e

1  2 (e  3 (e2  4 (e2  

 : چون حد از نوع  »1«گزينه   پاسخ1ارزيباشد، با استفاده از مطالب كتاب و هممبهم مي
x

cos x

x

 


 

2
1 2


  داريم: 

x xx

x
lim ( )x limlim (cos )x

x x x x
x

cos ~
x x lim (cos ) e e e e

x e
x

 


 



 
       
 

2222 2 2
11 112 2 2 2

1 11 1 12 1  

  

 54مثال: 
x

x Lnx
lim

x x

 82سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(  كدام است؟(  

1 (  2 (1  3 (  4 (4
3  

 : م:يدهسؤال را به دو روش پاسخ مي  »1«گزينه   پاسخ  

چون حد از نوعروش اول: 


  توان از قضيه هوپيتال استفاده كرد:مي ،باشدمي 
x x

HOPx Lnx xlim lim
x

x
 

  
  
 3

2

11 1
3
2

   

  بيشتر است، لذا داريم:Lnxاز رشد xرشد ،كندميل ميبه سمت xچونروش دوم: 
x x x

x Lnx x
lim lim lim

x x x x x  


   


1 1   

  

 اگر :55مثالx

x

f (x)










1

1
1 1

2 1





گاهآن ،باشد 
x
lim f (x)


  )82اي ـ سراسري (هسته  چه مقدار خواهد شد؟ 

1 (1-  2 (  3 (1  4 (1
2  

 : 1«گزينه   پاسخ«  
x

x x
x

lim f (x) lim ( )


 


  

    

  
    

 
 

11

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1
2 1 2 1 



 

   
 

 

ÁpnH´À  

  

 فرض كنيد: 56مثال
n

n
n

n
a

n!
، 82آمار ـ سراسري و  80رياضي ـ سراسري (  در اين صورت كدام گزاره درست است؟(  

1 (n
n
lim a


   2 (n
n
lim a


1  3 (n
n
lim a


   4 (n
n
lim a e


  

  ارزياز هم  »4«گزينه   :پاسخnn
n! ~ ( )

e
  شود:نتيجه مي 

n n
n n

n
n n n n

n n
lim a lim ( ) lim ( ) e

nn! ( )
e

  
  

1 1
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 حد مقدار: 57مثالx

x

( x) e
lim

x

 
1

1


  )83 و 80(عمران ـ سراسري  كدام است؟ 

1(e  2(e

2  3(
e

1  4 (e
2  

 : كهاينبا توجه به   »4«گزينه  پاسخx
x
lim ( x) e


 
1

1


مبهم صورتبهباشد، پس حد مي 


  است. 
x

x x
(x )Ln( x)

xx x

x x x x x

eHOP( x) e e e e e e e e
lim lim lim lim lim

x x x x


 

    

    
     

2 111 1 11 22 2
1

1 2
1 2    




ÁpnH´À  
  

 85مثال :c را به قسمي بيابيد كهx

x

x c
lim ( )

x c





  )83(عمران ـ آزاد   .9

1 (c Ln 3  2 (c Ln 4  3 (c Ln 9  4 (c  3  
 : از نوعحد داده شده   »1«گزينه   پاسخ1پس با توجه به مطالب كتاب داريم: ،مبهم است  

x x x

x c x c (x c) cx
lim ( )x lim ( )x lim

x cx c x c x c

x

x c
lim ( ) e e e e

x c
  

   


   



    



21 21  
  لذا بايد داشته باشيم: ،باشدمي 9مقدار حد برابر  ،لهأمس صورتبهبا توجه 

Lnc ce Lne Ln c Ln c Ln Ln Ln Ln         
1

2 2 219 9 2 9 9 9 9 32
´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  

  

 حاصل: 59مثالtg x

x

lim (sin x)




2

2

                      )83ـ سراسري  MBA(                                                                                                      برابر كدام است؟ 

1 (  2 (e  3 (e  4 (
e

1  

 : دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »4«گزينه   پاسخ  

x  مبهم است لذا با توجه به مطالب كتاب داريم:1حد از نوعروش اول: 

lim (sin x )tg x

tg x

x

lim (sin x) e e









 

2
2 2

1 1
2

2

1  

  زير است: صورتبه eعبارت توانروش بدست آوردن حد 

x x x x x

(sin x )sin x (sin x )sin x ( sin x)sin x sin x
lim (sin x )tg x lim lim lim lim

( sin x)( sin x) sin xcos x ( sin x)    
    

     
        

  

2 2 2 22
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 11 1 1 1 21



  

tاز تغيير متغيرروش دوم:  x


 2 شود:نتيجه مي  

t
( )

tg x cot t cotg t(cos t ) t
t t tx

t
cot t ~ ,cos t ~

tlim (sin x) lim(cos t) lim e lim e e




   




  

2
2 2 2 2

2
1 1

1 2 2

2

1 1 2
  

  

  
حد: 60مثال

x

Ln( sin x) sin x
lim

cosx

 


1
1

  )83اي ـ سراسري هسته(  :برابر است با 
1 (1-  2 (  3 (1  4 (  

 : حد از نوع كهاينبا توجه به   »1«گزينه   پاسخ


  گيريم:مبهم است، هوپيتال مي

   
x x x

cos x cos x ( sin x)cos x
cos xLn( sin x) sin x HOP sin x sin xlim lim lim

cos x sin x sin x  

   
    



1
1 1 1

1  




  

x x

sin x cos x cos x
lim lim

( sin x)sin x sin x 

  
    

 
1 11 1 1 
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار: 61مثالn

n
lim Lnn


  )83(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (
1
2  2 (  3 (1

2  4 (  

 : از نوع چون حد  »2«گزينه   پاسخصورتبهبايد  ،مبهم است


يا


  در نظر گرفتن رشد توابع حل شود:با در بيايد و سپس از هوپيتال و يا 

   n
n n nn n n n

HOPLnn nlim Lnn lim lim lim
Ln n Ln



   


      

 

1
1 12

2 2 2 2 2
   

براي حل حد
nn

Lnn
lim
 2

nطور هم بيان كنيم كهينتوانيم امي

n
Lnn


2لذا مقدار حد برابر صفر خواهد شد. ،، پس رشد مخرج بيشتر از رشد صورت است  

  
 مقدار: 62مثال

x

tgx x
lim

x tgx


2

  )83(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
1
3  2 (

1
6  3 (1

6  4 (1
3  

 : حد از نوع »4«گزينه  پاسخ


  استفاده نمود: مقابلهاي توان از قضيه هوپيتال و هم از هم ارزيباشد، هم ميمبهم مي
x x
tgx x x , tgx x
 

 31
3 

   

x x

xtgx x
lim lim

x tgx x x 


 



3

2 2

1
13
3 




ÁpnH´À  
  

 مقدار: 63مثالx

x

tgx
lim ( )

x

1
2


  )83(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (e
1
3  2 (e

1
2  3 (e3  4 (e2  

 : دانيممي  »1«گزينه   پاسخ
x

tgx
lim

x
1


  با توجه به مطالب كتاب داريم: .مبهم است1، پس حد مورد نظر از نوع

  x x x

xtgx tgx x
lim ( ) lim ( ) lim

x xx x x x
x

tgx
lim ( ) e e e e

x
  





   

3

2 2 2 3

1
11 1 1 31 3  


  

  
 گرا: 64مثالg(x)

cos x



1

xحاصل ،1 g(x)

x
lim(e x)





  )83(معدن ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (1  2 (e  3 (e  4 (
e

1  

 : حد داده شده از نوع  »2«گزينه  پاسخ1ه به مطالب كتاب داريم:پس با توج ،مبهم است  
x

x
lim (e x )

x cos xcos x
x
lim (e x) e 

 
 


  

11 1 11 1 


  

e e 1حاصل حد 
x x x

x x x

e x e e eHOP HOP
lim lim lim

cos x sin x cos x  

  
    


1 1 11 1



  

 
 

  

  

 مقدار حد: 65مثالx x
x
lim(x e )



1

2


  )84(مكانيك ـ سراسري    كدام است؟ 
1 (1  2 (e8  3 (e3  4 (  

 : حد داده شده از نوع  »3«گزينه   پاسخ1پس با توجه به مطالب كتاب داريم:، مبهم است  
x

x
lim (x e )

x xx
x
lim (x e ) e 

 



  

2 11 12 1 


  

e   آيد:يبه صورت مقابل به دست م eحد توان حاصل حد3
x x

x x

(x e ) e eHOP
lim lim

x 

   
     

2 21 1 2 1 2 1 2 31 1
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 اگر: 66مثال| x | nگاهآن ،1

n

m
lim x

n

 
 
 

  )84(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 

  x  4 () 3  1) 2  ) صفر1
 : هرگاه بخواهيميادآوري:   »1«گزينه   پاسخn عنصر را ازm تركيب ،كه ترتيب انتخاب مهم نباشدطوريهعنصر انتخاب كنيم. بn ازm شود و تعريف مي

mصورتبه

n

 
 
 

mدهيمنشان مي  m!
( )

n n!(m n)!

 
   

n. حال اگر m باشد واضح است كهm

n

 
 

 
 نفر  5توان نفر به چند طريق مي 3باشد مثلاً از بين مي

ييعن ،واضح است كه به صفر طريقانتخاب كرد؟!!  
 

 

3
5   .است  

mداريم ،كندنهايت ميل ميبه سمت بي nه پيش رو هم چوندر مسأل

n

 
 

 
و نيز چون| x |1 داريم لذا ،باشدمي:  

n

n

m
lim x

n

 
    

 
  n

n
lim x


   

  
 حاصل: 67مثال

x

x
lim

x



 21
1

3 2
  )84(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (2  2 (1  3 (1
  ) صفر4  2

 : حد داده شده از نوع  »1«گزينه   پاسخ


  ز قضيه هوپيتال داريم: مبهم است لذا با استفاده ا 

x x x

x xHOPlim lim lim
x xx

x


  

 
   

 


2

21 1 1
2

1 1 3 4 223 2
2 3

  

  

 حاصل: 68مثال
x

sin(x )
lim

x





4
21

1
1

  )84(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 
  ) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1

 : حد از نوع  »3«گزينه   پاسخ


  دو روش به حل آن پرداخت:توان از لذا مي ،باشدمبهم مي 
  : داريم هوپيتال يقاعده استفاده ازبا  روش اول:

  
x x x

sin(x ) x cos(x )HOPlim lim lim x cos(x ) cos( )
xx

 
  

 
       



4 3 4 2 4
21 1 1

1 4 1 2 1 2 2 1 221
  

ارزيبا استفاده از هم روش دوم:
u
sin u u


 )در حد داده شده چون كمانsin ارزي استفاده كنيمتوانيم از اين هممي ،رودسمت صفر مي به( :  

x x x x

sin(x ) x (x )(x )
lim lim lim lim(x )

x x x   

   
      

  

4 4 2 2 2
2 2 21 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 2
1 1 1



ÁpnH´À  

  

 حاصل: 69مثال( x ) ( x )
lim

( x )

 



2 3
5

2 3 3 2
2 1
 

 وقتيx  84آزاد  سيستم ـ ـ صنايع(  كدام است؟(  

1 ( 
 
 

32
3


  2 ( 

 
 

22
3


  3 ( 

 
 

23
2


  4 ( 

 
 

33
2


  

 : حد داده شده از نوع  »4«گزينه   پاسخ


اي هستند كـافي  جملهو مخرج كسر دو عبارت چند و صورت كندميل مي به سمت xاما چون ،مبهم است 
  است عبارت شامل بزرگترين توان صورت و مخرج را بيابيم:

x

x
lim ( )

x

  
   



2 3 5 2 3 3 3
5 5 5 3

2 3 2 3 3 3
22 2 2

     


   x x x

( x ) ( x ) ( x) ( x) x x
lim lim lim

( x ) ( x) x  

      
  
 

2 3 2 3 2 2 3 3

5 5 5 5
2 3 3 2 2 3 2 3

2 1 2 2
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حد تابع: 70مثالf (x)
Lnx x

 


1 1
xوقتي 1    )90و ژئوفيزيك ـ سراسري 84آزاد  سيستم ـ ـ صنايع(  دام است؟ك 1

1 (
1
2  2 (1  3 (1

2  4 (1-  

 : حد از نوع  »3«گزينه   پاسخ حد از نوع شود كهگيريم و بعد ملاحظه ميبراي رفع ابهام مخرج مشترك مي .مبهم است


مبهم شده كـه در ايـن    
   گرفت:توان از قضيه هوپيتال كمك صورت مي

  
x x

x Lnx HOPlim( ) ( ) lim( )
Lnx x (x )Lnx 

 
       

 1 1
1 1 1 1 1

1 1


  
  

x x x x

x
x HOPx xlim lim lim lim

x x xLnx xx xLnxLnx Lnx
x x x


    


 

     
        1 1 1 1

1 11 1 1 1 1
1 1 1 1 1 21

  

  

 مقدار:  71مثالc را چنان تعيين كنيد كهx

x

x c
lim ( )

x c





  )84آزاد  سيستم ــ صنايع (  بشود. 4

1 (4  2 (2  3 (Ln4  4 (Ln2  
 : حد از نوع  »4«گزينه   پاسخ1 لذا با استفاده از مطالب كتاب داريم: ،است    

x x x

x c x c x c cx
lim ( )x lim ( )x lim

x cx c x c x c

x

x c
lim ( ) e e e e

x c
  

   


   



   



21 21   

  Lnc ce Lne Ln c Ln c Ln c Ln         2 2 24 4 2 2 2 2 2 2´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  
  

 حاصل: 72مثالn
n

( n )!
lim

n n!

1 2   )85(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟ 1

) 3  ) صفر2  1) 1
e

1  4 (
e

4  

 : ارزياز هم  »4«گزينه   پاسخkn kn
(kn)! ~ ( )

e
  :داريم كنيم. در اين صورتاستفاده مي 

n
nn

nn n n

n
( )( n)!( n )! elim lim ( n ) . lim .

nn n! n n en!
e

  


   

22
21 2 1 1 1 42 1

¦Ä

  

  
 حاصل: 73مثالn

n
lim Ln(e )

n


1   )85(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 22

1 (1
4  2 (2  3 (1

2  4 (4  

 : 3«گزينه   پاسخ«     n n

n n n

n
lim Ln(e ) ~ lim Lne lim

n n n  
  

1 1 122 2 2 2  

  
 به ازاي:  74مثالx 

2
nمقدار 3

n
lim ( x)( x )( x )...( x )


   2 4 21 1 1   )85سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(  كدام است؟ 1

1 (1
3  2 (1  3 (3  4 (  

 دهيمقرار مي  »3«گزينه    : پاسخn

n
...I ( x)( x ) ( x )   2 21 1   :داريم ، در اين صورت1

n n n

n
......( x)I ( x)( x)( x ) ( x ) ( x )( x )...( x ) x


            

12 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1 1  

بنابراين
n

n
x

I
x







121
xو به ازاي 1 

2
          خواهيم داشت:         3

n

n

n n
n

( )
I ( ( ) ) lim I








    



1
1

2
2

21 23 3 1 32 31 3
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 اگر: 75مثال
x
lim f (x)


 3


گاهآن، 
x

x

e
lim

xf (x)

2 1


  )85(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (  2 (2
3  3 (4

3  4 (  

 2«گزينه   : پاسخ«     
x x x

x x x x

e e HOP e
lim lim lim lim e

xf (x) f (x) x   

 
        

2 2 21 1 1 1 1 2 1 223 3 1 3 3


   

 
 

   
  

 حاصل: 76مثالx

x

x
lim ( )

x





22
2

1
1

  )85(معدن ـ سراسري    برابر است با: 

1 (e  2 (e2  3 (e2  4 (e
1
2  

 : حد از نوع  »3«گزينه   پاسخ1 با توجه به مطالب ارائه شده در كتاب داريم: لذا و مبهم است  
x x x x

x ( ) x ( )
x x x x

x x x x

x
lim ( ) lim e lim e lim e e

x

   


   
   


    



2 2 2 22 2
2 2 2 2

1 1 1 22 1 21 1 1
2

1 1
1

  

  
 حاصل: 77مثالtg x

x

lim (sin x)




3

6

  )85(نفت ـ سراسري    برابر است با: 3

1 (e1  2 (e  3 (  4 (1  

 : 4«گزينه    پاسخ«  
cos xsin x

tg x tg x(sin x ) cot g x ( cot g x)

x x x x

HOP
lim (sin x) lim e lim e lim e e e


    

   
   

     
2

3 33 1 3
3 3 3 1 3 3 1 3

6 6 6 6

3 1 1  

  

 حاصل: 78مثالn

n

n Ln
lim ( )

n




 2   )85(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 13
1 (4   2 (7   3 (8   4 (9   
 : صورت مبهم  »4«گزينه    پاسخ1 با توجه به مطالب ارائه شده در كتاب داريم:  باشد، بنابراينمي  

( n )Lnn Ln
( n )( )n Ln Lnnn

n nn

n Ln
lim ( ) lim e lim e e e

n


 

 


    

2 1 332 1 12 1 2 3 93 9  
  

 حاصل: 79مثال
x

x x
lim

| x x |

  

 

2
22

2 12
6

  )85سري (كشاورزي ـ سرا  كدام است؟ 
1 (/ 25  2 (/ 3  3 (/ 6  4 (/ 75  

 : 2«گزينه   پاسخ«     HOP

x x x

x

x x x x xlim lim lim
x| x x | x x    

 
         

    

2 2 2
2 22 2 2

22
2 12 2 12 32 12

1 2 16 6

 

  
  

 مقدار: 80مثال
nn

n!
lim Ln

n n

  )86(رياضي ـ سراسري   ام است؟كد 1

1( 1-  2( e1  3( 1  4( e  

 : چون  »1«گزينه    پاسخn ، ارزيپس از همnn
n! ~ ( )

e
كنيم:استفاده مي 

n

n
nn n n

n
( ) nelim Ln lim Ln( ) lim Ln Ln

n n e n e en  
    

1 1 1 1 1 1  
  

 حد: 81مثال
x x

x
lim

x

3 2


  )86(عمران ـ سراسري   برابر است با:  

Ln )2  صفر )1 Ln 3 2 1  3( Ln Ln3 2  4( Ln Ln 3 4 3  

 : 3«گزينه    پاسخ«  
x x x x

x x

Ln Ln
lim lim Ln Ln

x 

 
   

3 2 3 3 2 2 3 21 




−ITÃQ¼À  
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حد: 82مثال
n

n

n!
A lim

n
 .86معدن ـ سراسري و  80عمران ـ آزاد (   را حساب كنيد(  

1( 1-  2( e  3( 1  4( 
e

1  

 : چون  »4«گزينه    پاسخn ، ارزيپس از همnn
n! ~ ( )

e
  كنيم:استفاده مي 

nn

n

n n( )
e eA lim
n n e

  
1  

  
 حاصل: 83مثالg(x)

x

sinx
lim( )

x
g(x)اگر ،

x
 2

  )87ـ سراسري  MBA(  باشد، كدام است؟ 12

1 (1  2( e1  3 (e2  4صفر (  

 : براي رفع ابهام حالت مبهم  »3«گزينه   پاسخ1 كنيم:  اغلب از رابطه روبرو استفاده مي  x a
lim (f (x) )g(x)

g(x)

x a
lim f (x) e 





 

1
1   

    پس داريم:

x
( )sin x (sin x x)

( )
xx x x x

x x x x

sin x
lim ( ) lim e lim e lim e e

x




 

   
   

3

2 2 3 3
1212 12 12 61 21

   

ÁpnH´À
  

  
 از به ازاي چه مقاديري: 84مثال a،

x a

(x a)
lim

x
cos( )

a







2

1
برابر 

2
  )87(آمار ـ سراسري    است؟  2

1 (
1
2 2 (1 3 ( 2  4 (3 

 : 2«گزينه   پاسخ«     
x a x a x a

(x a) (x a) a
lim lim lim

x x xcos( ) sin( ) cos( )a a a aa

  

 


     

2 2

2 2
2

2 2 2
1

−ITÃQ¼À −ITÃQ¼À  

aبنابراين 2 aيعني 1  1 .  
  

 85مثال :
x

x

x
lim x






1
1

  )87سراسري سيستم ـ ـ صنايع(  كدام است؟ 

1 (1  2 (  3 (e  4 (
e

1  

  4«گزينه   :پاسخ«     
x x

(x ) xx x

x x x
lim x lim e lim e

e  

  

  
  

11 1
1 1 1

11   

  
 حد عبارت: 86مثالsin x(cotgx cotg x)2 xوقتي 2    87(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

 ) 4  3) 3 2) 2  ) صفر1

 : 3«ه گزين  پاسخ«     
x x
lim sin x( ) lim x( )

tgx tg x x x 
   

1 1 1 12 2 32 2 

ÁpnH´À  

  
 حد: 87مثالx x

x
lim (e x)



1

  )88سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  كدام است؟ 

1 (1  2 (e  3 (
e

1  4 (  

 : مبهم صورتبهحد داده شده   »2«ه گزين  پاسخ است. طبق قانون رشد وقتيx عبارت ،x(e x) ارزهمxe داريم است، بنابراين:  

x xx x
x x
lim (e x) lim (e ) e
 

   
1 1
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 88مثال :x
x
lim( sin x)



1

1 2


  )88مواد ـ سراسري (  كدام است؟ 

1(  2(e2  3 (1  4 (e  

 : ارزياز هم  »2«گزينه   پاسخsin x x2 2 شود:نتيجه مي  
( x )

x x x
x x x
lim ( sin x) lim ( x) lim e e

 

  
   

1 1 1 1 2 1 21 2 1 2
  

  

  

 مقدار: 89مثالx

x
x

e sinx
l im

x xe




1
2

1
  )88(معماري كشتي ـ سراسري   برابر كدام است؟ 

1 (  2 (1  3 (e  4 (  

 : 1«گزينه   پاسخ«     
x x x xsin x~x

x x x x x
x x x x

e sin x x e xe xe
lim lim lim lim lim x

x xe x( e ) e e
    

   

  

1 1 1 1
2 2

1 1 1 1
1 1

    
 ÁpnH´À  

  

 حاصل: 90مثالx

x

x Ln
l im ( )

x

   )88(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1(2   2(1
2  3(2  4( 2  

 : مبهم صورتبهحد داده شده   »2«گزينه   پاسخ1 :است  
x Ln Ln

x( ) x( )x Lnx x
x x x

x Ln
lim ( ) lim e lim e e

x

 
 

  


   

2 21 22 11 2  

  

 حد عبارت: 91مثالcosx

| x x |



2
xوقتي 1   88(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟(  

1(1
2  2(2  3(2

  حد ندارد. )4  2

 : كهاينبا توجه به   »3«گزينه   پاسخx  پس ،x x x 2  وx
cos x

2
1 2داريم ، پس:  

x x x

| x |x
cos x

lim lim lim
| x | | x || x x |  


  



2

2
1 22 2

2  
  

  
 اگر تابع: 92مثالf در نقطهx مقدار گاهآنپذير باشد، مشتق

h

f (x h) f (x) f (x h)
lim

h

   2 88(معدن ـ سراسري   كدام است؟(  
f )2  صفر )1 (x)2  
3( f (x)  4( توان اظهار نظر كرد.در حالت كلي نمي  

 : 1«گزينه   پاسخ«     
h h

f (x h) f (x) f (x h) f (x h) f (x h)
lim lim f (x) f (x)

h 

             
2

1 

 


  

  

 اگر: 93مثالf (x) cotg x fحد عبارت 2 (x)(cosx) وقتيx   88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

1( 
e

1  2( 
e

1  3( e  4( e  

 : 1«گزينه   پاسخ«     

x(cos x ) ( )
cotg x tg x tg x x

x x x x
lim (cos x) lim (cos x) lim e lim e e

e

 


   
  

2
2 2 2 2

1 1 1 11
2 2 11

   
 

ÁpnH´À  

  



  

44 

حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 صفر تابعمرتبه : 94مثالf (x) sinh x xcosh x x   31
xدر 3   88(ژئوفيزيك ـ آزاد   كدام است؟(  

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  
 : يبا توجه به آن كه سؤال در مورد نقطه  »4«گزينه   پاسخx   يي ريشههلورن استفاده كنيم تا مرتبهاي مكاست، بهتر است از بسطf (x) درx   

  معلوم شود:

  x x x x x x x
f (x) sinh x x cosh x x (x ) x( )

! ! ! ! ! !
             

3 5 7 2 4 6 3
31 13 3 5 7 2 4 6 3   

x x x x x x x
(x x) ( ) ( ) ( ) ( )x ( )x

! ! ! ! ! ! ! !
              

3 3 3 5 5 7 7
5 71 1 1 1

6 2 3 5 4 7 6 5 4 7 6   

f  فاكتور گرفت و نوشت: x5توان ازباشد. در واقع ميمي x5كه در بسط باقي مانده است، xكوچكترين توان (x) x [( ) ( )x ]
! ! ! !

    5 21 1 1 1
5 4 7 6   

xپس   براي 5ي ي مرتبهريشهf (x) .است  
  

  
 حاصل: 95مثالx

x

x x
lim ( )

x x




 



2 1
2

2 1
3

  )89 ـ سراسري MBA(  كدام است؟  

1(e5  2 (e 3(e1  4(e4  
 : مبهم صورتبهحد مورد نظر   »1«گزينه   پاسخ1 داريم است، بنابراين :  

x x x x x x x x x
( x)( ) ( x)( ) ( x)( )

x x x x x x x x x
x x x x x

x x
lim ( ) lim e lim e lim e lim e

x x

        
   

    
    

 
  



2 2 2 2
2 2 2 2

2 1 2 1 3 1 5 5 6 12 1 1 1 11 3 3 3 3
2

2 1
3

  

x

x
x
lim e e




2
2

5
5k{n ·¼º I¤  

  

 مقدار حد: 96مثال
x

x
lim sin

xx





3
2

4 1 1
3 2

  )89(عمران ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (4
3  2 (1

  ) 4  ) صفر 3  3

 : ان سينوس يعنيچون كم  »1«گزينه   پاسخ
x

 .ارزي اسـتفاده كنـيم  تـوانيم از هـم  پـس مـي   ،كنـد نهايت ميل كند به صفر ميل ميبه سمت بيxوقتي  ،1
  :داريمبنابراين 

x x x x

x x x x
lim sin lim . lim lim

x xx x x x x   

  
  

  

3 3 3 3

2 2 3 3
4 1 1 4 1 1 4 1 4 4

33 2 3 2 3 2 3
ÁpnH´À

 

  گيريم.و بيشترين توان مخرج را در نظر مي بيشترين توان صورت ،نهايتتوجه كنيد براي محاسبه حدود در بي
  

 مقدار: 97مثالx
x
lim x 


1
1

1
  )89برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟ 

1(
e

1  2(
e2
1  3(e2  4 (e 

 مبهم صورتبه مورد نظرحد   »4«گزينه   اسخ :پ1 است، براي رفع ابهام از رابطهv v(u )u ~ e 1 داريم كنيم، در اين صورتاستفاده مي:  
(x )

x x
x x
lim x lim e e


 

 
 

1 1 11 1
1 1
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 مقدار حد: 98مثالx

x

e
lim

tg (x ) 





2
1

1 2
1

2
   )89(مواد ـ سراسري    كدام است؟ 

1 (1-  2(  3(1  4(  
 : ارزيابتدا به كمك هم  »4«گزينه   پاسخue ~ u1 كنيم.ميكنيم و سپس از قاعده هوپيتال استفاده حد را ساده مي  


x

x x x x

e HOP xx xlim lim lim lim
x xArctgx Arctgx
x

   


 

  
  
 



2
1

42 3
42 2

4

1 2
1 1 12

2 2 1




ÁpnH´À  

  

 حاصل: 99مثالx

x

x
lim ( )

x

2 2
2

  )89(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 1
1(e  2(e  3(e2  4 (1  

 : حالت مبهم  »4«گزينه   پاسخ1 داريم بنابراين ،باشدمي:  x x x

x
lim ( )( x) lim ( ) x lim

x xx x
x

x
lim ( ) e e e e

x
  







    

2
2 2

1 1 22 1 2 22
2

1 1 

  

 حاصل: 100مثال
x
lim ( )

xsin x x
 2

1 1


  )89(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟ 

1)2  ) صفر1
6  3(1

3  4(1
2  

 : حاصل حد به ازاي  »2«گزينه   پاسخx   مبهم صورتبه صورتبهگيري آن را است. با مخرج مشترك


  كنيم:تبديل مي 

x x x

x
x sin x

lim ( ) lim ( ) lim
x sin x x x sin x x .x  


    

3

2 2 2
1 1 16

6  




ÁpnH´À  
  

 مقدار: 101مثالx x

x
lim (e x x )


 

1
22


  )89(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 

1(
e

1  2(e  3(e e  4(e2  

 : مبهم صورتبهحد   »3« گزينه  پاسخ1 داريم است، بنابراين:  
x(e x x )

x x x
x x
lim (e x x ) lim e

  

 
  

2
2 2

1 1 12
 

حد  

xارزيبراي محاسبه حد فوق از هم x
e ~ x 

2
1   :داريم صورتكنيم. در ايناستفاده مي 2

x
( x x x )

x
x
lim e e

    


 

2 2
2

1 31 12 2


  حد 

  
 حاصل: 102المثnn

n
lim ( Ln ) 


 31   )89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (1  2 (2  3 (3  4 (e  
 : مبهم صورتبهحد   »2«گزينه   پاسخ1 باشد.مي  

n
n n n

n
lim ( (Ln ) )(n ) lim ( (Ln ) )(n ) lim Ln

n Lnn nn
n
lim ( (Ln ) ) e e e e  


     




     

1
1 31 1 2 1 3 1 2 1 3 23 21 2 2  

  

 حاصل: 310مثال
x
lim( )

xx


 41
4 1

11
  )89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (5
4  2 (3

4  3 (3
2  4 (2  

 : حالت مبهم  »3«گزينه   پاسخ عامل ابهام را حذف كنيم، بنابراين داريم:گيريم تا لذا مخرج مشترك مي ،است  

x x x x

( x)( x ) ( x x x ) HOP x x
lim( ) lim( ) lim lim

xx x x x x   

         
         

     

2 2 3 2

4 4 4 4 31 1 1 1
4 1 4 1 1 4 1 1 2 3 6 3

1 4 21 1 1 1 4
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل: 104مثالx

x
lim ( sin(x ))






2
2 4

  )90ـ سراسري  MBA(  كدام است؟  

1 (e 2  2 (e 2  3 (e2  4 (e
1
2  

 : حالت مبهم  »3«گزينه   پاسخ1 است:باشد و روش حل اين نوع حالت مبهم به فرم كلي مقابل مي  x m
lim (f (x) )g(x)

g(x)

x m
lim (f (x)) e 






1
   

x  لذا براي اين حد داريم: x

cos(x )
lim ( sin(x ) ) lim

x HOPx

x
lim ( sin(x )) e e e e

  





 




   

2 22 42 2 14 1 22 4
 





  

  
 در مورد: 105مثال

x

x x
lim

x x

 

 

2

21 1

2 1
2 1

  )90(آمار ـ سراسري   توان گفت؟ چه مي  

 ) برابر با3  ) برابر با يك است.2  ) برابر با صفر است. 1


3 1
3 1

  ) وجود ندارد.4  است 

 : ابتدا از ضريب  »3«گزينه   پاسخx2  داريم گيريم، لذاهاي صورت و مخرج فاكتور ميداخل هر يك از راديكالدر:  

x x x

x ( ) | x |
x x x xC lim lim lim
x x x ( ) | x |

x x
  

    
  

     

22

1 1 12 21 1 1

2 21 1 1 12 1
2 22 1 1 1 1 1

  

yبا تغيير متغير حالا
x


yخواهيم داشت 1 1، داريم بنابراين   :  

y

| | y
y

C lim
| | y

y


 


 
 1

1 1 2 1 3 1
1 3 11 2 1

  

  

 اگر: 106مثالx

x

x a
lim ( )

x


   )90كشاورزي ـ سراسري (  كدام است؟ aباشد، 4

1 (e2  2 (Ln 2  3 (Ln2 2  4 (Ln2  

 : هممب    »3«گزينه   پاسخx

n

x a
lim ( )

x





1  

  كنيم:ايجاد شده است كه به طريق زير رفع ابهام كرده و جواب حد را محاسبه مي 1حالت مبهم

x x

x a ax
lim ( )x lim ( )

x ax x

x

x a
lim ( ) e e e ( )

x
 







 

1
1  

x  ال داريم:ؤطبق فرض صورت س

x

x a
lim ( ) ( )

x


 4 2  

( ) , ( ) ae a Ln a Ln     2 1 4 4 2 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

  پيوستگي :3درسنامه 
  

  

 با توجه به شكل مقابل كه نمودار تابع  :1مثالy f (x) ؟نيستباشد، كدام گزينه صحيح مي  
1( 

x ( )
lim f (x)

 


1
1  

2( 
x
lim f (x)




1
2  

xمقدار تابع در )3    راست نيست.برابر با مجموع حد چپ و  2
4( 

x
lim f (x)




1
1  

 :حد راست و چپ تابع  »3«گزينه  پاسخf (x) در نقطهx   پس عبارت داده ،است 2در اين نقطه برابر  مقدار تابعباشد و مي 1با با توجه به نمودار برابر  2
  .ستني) صحيح 3ي (در گزينه شده

fتابعراست حد   :)1بررسي گزينه ( (x) در نقطهx  1  باشد.مي 1و همچنين مقدار تابع در اين نقطه برابر  
fحد چپ تابع  :)2بررسي گزينه ( (x) در نقطهx 1  باشدمي 2برابر.  

xحد راست تابع در نقطه  :)4رسي گزينه (بر 1  باشد.مي 1برابر  
  

 به ازاي كدام مقدار :2مثالa تابع با ضابطه
cos x

; x
xf (x)

a ; x

    
  

2
1
24 1
1
2

  پيوسته است؟ بر روي 

 )2  رصف )1
 4  3( 

  aهيچ مقدار )4  4

  : مرزي فقط نقاط»  2«گزينه  پاسخx  
1
xنقـاط ناپيوسـتگي باشـند، ابتـدا پيوسـتگي در نقطـه       توانند جزوميهاي مخرج كسر) ريشهيعني ( 2 

1
را  2

  كنيم:بررسي مي
x x x

HOPcos x sin x
lim f (x) lim ( ) lim

xx  

   
  

21 1 1
2 2 2

8 44 1
  

aبرابر باشد، پس aآمده بايد با مقدار تابع يعني دستبهعدد 


  x. دقت كنيد حد چپ و حد راست در نقطهاست 4 
1
ه تابع هيچ فرقي با با توجه به ضابط 2

x. حال پيوستگي در نقطهندارندهم   
1
  كنيم:بررسي مينيز را  2

x ( ) x ( ) x ( )

cos x HOP sin x
lim f (x) lim lim

xx     

   
  

21 1 1
2 2 2

8 44 1
  

aپس در اين حالت نيز اگر


    شود.باشد، تابع پيوسته مي 4
  

 تابع  :3لمثاf به معادله

x
sin

; x
cos xf (x)

; x




  

 


2
1 2
2

4





xدر     از نظر پيوستگي به چه صورتي است؟  

  ) فقط پيوستگي راست دارد.2  ) پيوسته است. 1
  ) نه از راست پيوسته است و نه از چپ4  ) فقط پيوستگي چپ دارد.3
  :راست را با مقدار تابع مقايسه كنيم: بايد حد چپ و حد»  2«گزينه  پاسخ  

x

x x x x

x

x x x lim f (x)sin
lim f (x) lim lim lim

cos x | x |x lim f (x)


   









   




 

   
    

2

1 2
42 22 2 2

1 2 2 1 24
42 22

ÁpnH´À  

xپيوستگي راست در فقط تابع چون فقط حد راست با مقدار تابع برابر است، پسآمده  دستبهبا توجه به حدهاي    .دارد  
  

 اگر  :4مثالg يك تابع پيوسته بر[ , ]1 باشد، در مورد 1
x

x g(x)
lim

sin x

2


    كدام گزينه صحيح است؟ 

    4 (1) 3  -1) 2  ) موجود نيست.1

  :3«گزينه  پاسخ  «     كراندار
x x x

x g(x) x g(x)
lim lim lim xg(x)

sin x x  
  

2 2

  


ÁpnH´À
  

  

y

x

2

1

1 2 31
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حد و پيوستگيفصل دوم: كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 از توابع زير در نقطه  يككدام  :5مثالx   باشد؟شدني ميداراي ناپيوستگي رفع  

1 (| x |
f (x)

x
   2 (

xe
f (x)

x




1  3 (xe xf (x)
x


  
 

1


 
  4 (x

f (x)
x

 2  

  : رفع نشدني   »2«گزينه  پاسخ     
x x x x

| x | | x |
lim , lim lim f (x) lim f (x)

x x      
     1 1

   
 )1  

     رفع شدني  
x x

x x x x

e e
lim lim lim f (x) lim f (x)

x x      

 
    

1 1 1
   

 )2  

x     رفع نشدني     x

x x x x
lim f (x) lim e , lim f (x) lim e

      
     

1 1

   
 )3  

رفع نشدني        
x x x x
lim f (x) lim , lim f (x) lim

x x      
      

1 1
   

 )4  

;توان به تابع ديريكله يعني، ميهايي كه ناپيوستگي رفع نشدني داردبه عنوان مثال x
f (x)

; x


  

1 
 

 اشاره كرد، چون فاقد حد و در نتيجه ناپيوسته است. 

  
 تابع  :6مثالx x

y
          2 xهايدر نقاطي به طول 4 k 2   چه وضعي دارد ؟ kكه در آن 1

   .) فقط پيوستگي راست دارد4  .) فقط پيوستگي چپ دارد3   .) معين و ناپيوسته است2   .) پيوسته است1
  : در نقاطي به طول»  1«گزينه  پاسخx k 2   لذا تابع در اين نقاط پيوسته است. ،شودها عددي غيرصحيح ميداخل براكت 1

  

 تابع  :7مثالx
f (x)

    2 بر بازه[ , ]2 1 چند نقطه ناپيوستگي دارد؟  
1 (3   2 (4  3 (5  4 (8  

  : چون»  2«گزينه  پاسخ
1
2   1و  8و  6و  4و  2لذا تابع در نقاط  كه به ازاي آنهاx

شود فقط پيوستگي راست دارد (تابع ناپيوسـته  عددي صحيح مي 2

xاما چون در نقطه ،باشد)مي  قطه جزء نقـاط پيوسـتگي محسـوب    باشد، تابع پيوستگي راست دارد، طبق مطالب گفته شده، اين ني بازه مي يابتداي هكه نقط 2
  شود.مي

  

 پيوستگي تابعنانقاط  :8مثالf (x) sgn | x |     كدام است؟  
1( { , } 1  2( { }1  3( { }1  4( { , }1 1  
 :اي بنويسيم:دو ضابطه صورتبهابتدا بهتر است تابع را   »4«گزينه  پاسخ  

  
; x

f (x) sgn x
; x

       

1 1
1

  

xواضح است، كانديداهاي نقاط ناپيوستگي 1 وx  1 .هستند  

xتابع در 1 .ناپيوسته استx

x

lim f (x)

lim f (x)










   


1

1

1
  

xتابع در  1 .ناپيوسته استx ( )

x ( )

lim f (x)

lim f (x)





 

 


  


1

1
1


  

 

 تابع با ضابطه  :9مثالx ; x
f (x)

x ; x

 


2

2
ª¹¬
IÄ¼¬

  در كدام نقطه پيوسته است؟ 
1 (  4) 4  3) 3  1) 2  2و  
 1«گزينه خ :  پاس   «  x x x x x(x ) x , x         2 22 2 2 2    

  

  از ضابطه اول تابع استفاده كرديم:
  

 از ضابطه دوم تابع استفاده كرديم:

  تابع استفاده كرديم: دومضابطه از 
  

 تابع استفاده كرديم: اولاز ضابطه 
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 اگر تابع  :10مثالf (x)در تساويx y
f ( ) f (x) f (y)

xy


 

1 صدق كند وf ( ) Ln
3 fگاه مقدارآن 74 ( )

1
  كدام است؟ 2

1 (Ln 3  2 (Ln
1 72  3 (Ln

7
3  4 (Ln3  

 :اي به اين صورت دارد:كند، ضابطهي تابعي داده شده صدق مي، تابعي كه در معادلهمطالب گفته شدهطبق »  1«گزينه  پاسخ  x
f (x) cLn

x





1
1  

cكه  عددي حقيقي است. طبق صورت سؤالf ( ) Ln
3     بنابراين داريم: 74

f ( ) Ln cLn( ) Ln cLn( ) Ln cLn Ln c


        


3 713 1 1 14 47 7 7 7 73 14 2 2 21 4 4

  

fيبنابراين ضابطه (x) صورتبهx
f (x) Ln

x





1 1
2 fحالا است. 1 ( )

1
f  كنيم:را حساب مي 2 ( ) Ln( ) Ln( ) Ln( ) Ln


   



1 311 1 1 12 2 3 31 12 2 2 21 2 2

 

  

 دلهمعا  :11مثالxx 2 ]در بازه 1 , ]
1   ؟چند ريشه دارد 14

  .توان اظهارنظر كرد) نمي4  .) حداقل دو ريشه دارد3  .) حداقل يك ريشه دارد2   .) ريشه ندارد1

   : با توجه به قضيه مقدار مياني داريم:»  2«گزينه پاسخ  x f ( ) /
f (x) x. f ( ) f ( )

f ( )

     
 

1 2 81 12 1 14 41 1


  

  

  تابع  :12مثالy x cosx  در كدام بازه ريشه دارد؟  

1 ([ , ]

6  2 ([ , ]

 
6 4  3 ([ , ]

 
4 3  4 ([ , ]

 
3 2  

  :چون  »2«گزينه  پاسخf ( ) /
 84   وf ( ) /


 36   ،پس تابعf در بازه[ , ]

 
6   حداقل يك ريشه دارد. 4

  

 يهاي معادلهشهتعداد ري  :13مثالxf (x) e x   ]يدر بازه 2 , ]1   كدام است؟ 3
1 (  2 (1  3 (2  4 (3  

 :دانيم كه هر چه مقدارمي  »1«گزينه   پاسخx بيشتر باشد، مقدارxe وx 2 هم بيشتر است. در واقع توابعx 2 وxe به همين  ؛هر دو صعودي هستند
fخاطر (x)  صعودي است. پيوسته بودنكه جمع دو تابع صعودي است، نيز تابعيf (x) م واضح است. به مقدارهf (x) :در دو سر بازه دقت كنيم  

f ( ) e e , f ( ) e e           3 31 1 2 1 3 3 2 1   
fپس ( fو 1( ( fدر نتيجه ،هم علامت هستند 3( (x) اي ندارد.در اين بازه هيچ ريشه    

  

 نمودار تابع  :14مثالf  78اي ـ سراسري (هسته  شكل مقابل است. كدام گزينه در مورد حد اين تابع در صفر صحيح است؟ صورتبهدر نزديكي صفر(  
1 (

x
lim f (x)


و 

x
lim f (x)


  موجود نيستند. 

2 (
x x
lim f (x) lim f (x) f ( )

  
 

 
  

  ) حد تابع در صفر موجود نيست.3
  ) حد تابع در صفر موجود است.4

 :كنيد كه تابعبا توجه به شكل ملاحظه مي   »4«گزينه   پاسخf يههرچند در نقطx   يهپيوسته نيست اما باز( , )  مقدار تابع بوده وي هجزء دامن 
xلذا در ؛تابع در اين بازه وجود دارد   يهباشد، همچنين بازداراي حد راست مي( , )  تابع بوده و تابع در اين بازه هم وجـود دارد لـذا تـابع    ي هنيز جزء دامن

xدر   يهشود كه در بازاما با توجه به شكل به راحتي ملاحظه مي .باشدداراي حد چپ نيز مي( , ) و( , )   يعني حد چپ  ،گرايدنقطه مي مقدارتابع به
x و راست با هم برابرند پس تابع در   باشد.داراي حد مي  

  

0  
x  

y  
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حد و پيوستگيفصل دوم: كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع  :15مثالf با ضابطهx ; x
f (x)

x ; x


   

2
2




  )78(آمار ـ سراسري   است............. مفروض است. اين تابع در  

) 3  پيوسته  2) 2  پيوسته -2) 1
1
  ) همه نقاط ناپيوسته4  پيوسته 2

 :صورتبهدانيم توابع مي  »1«گزينه   پاسخ
f (x) ;

y
g(x) ;


 


x گويا 
xگنگ  

fتوانند پيوسته باشند كهفقط در نقاطي مي  (x) g(x)     سـؤال باشـد، بنـابراين در ايـن 

xبراي پيوستگي لازم است x 2 xكه از آنباشد  2  2 شود.تيجه مين  
  

 به ازاي كدام مقدار  :16مثالa تابعf با ضابطهxcos ; x
f (x) x

a ; x

  
 

12 


xدر نقطه    78(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   پيوسته است؟(  

1) 3  صفر) 2  -1) 1
2  4 (1  

 :تابع كهاينبراي   »2«گزينه  پاسخf (x) در نقطةx   مذكور داراي حد بوده و مقدار حد با مقدار تـابع برابـر باشـد   ي هپيوسته باشد كافي است در نقط، 

x  پس داريم: x
x

lim f (x) lim x cos
lim f (x) f ( ) ax

f ( ) a
 



         
 

12
 



 
 



nHkº o¨ ”MIU  

  

 اگر  :17مثالf :[a,b] [a,b]  ،79(آمار ـ سراسري   هاي زير درست است؟از گزاره يككدامپيوسته باشد(  
1 (f (x) x   حداقل يك ريشه در[a,b] .2  دارد(f (x) x  اي درريشه[a,b] .ندارد  
3(f (x)   حداقل يك ريشه در[a,b] .4  دارد(f (x)   اي درريشه[a,b] .ندارد  
 :طبق فرض داريم:  »1«گزينه  پاسخ  f (a) [a ,b] a f (a) b f (a) a         

f (b) [a , b] a f (b) b f (b) b         
g(x)تابع الح f (x) x  را در نظر بگيريد، چونg(a)g(b)   مياني تابع قضيه مقدار نتيجه ، بنابراين طبقاستg حداقل يك ريشه در[a,b] .دارد  

  

 تعداد نقاط گسستگي تابع  :18مثالx
f (x) x x

     
2 ]درفاصله 23 , ]5 80آزاد  سيستم ـ ـ صنايع(  كدام است؟(  

1 (2  2 (  3 (4  4 (1  
 :دهيم:سؤال را به دو طريق جواب مي  »4«گزينه   پاسخ  

fتابع روش اول: (x)  نويسيم:روبرو مي صورتبهرا  x x ; x
f (x)

x x ; x

    
   

2

2
2 3

1 2 3 5
  

xچون عبارت x 2 xپس در تمامي نقاط ،اي بودهيك چندجمله 2  3 پيوسته است و به همين دليل هم عبارتx x 21 مـامي نقـاط پيوسـته    در ت 3
xكافي است فقط نقطة fاست پس براي تعيين پيوستگي تابع    باشد و داريم:را مورد بررسي قرار دهيم چرا كه مرز بين دو بازه مي 3

xيهدر نقط fتابع  x  باشد.لذا پيوسته نمي ،نداردحد  3 x

x x

lim f (x) lim ( x x)

lim f (x) lim ( x x)

 

 

 

 

       



        


2
3 3

2
3 3

2 9 6 3

1 2 1 9 6 2
  

پيوسته بوده و توابع جزء صـحيح در نقـاط    اي دردانيم توابع چند جملهاي تشكيل شده و مياز جمع دو تابع جزء صحيح و چند جمله fچون تابعروش دوم: 

xلذا كافي است نقاطي كه به ازاي آن ؛باشدنمي صحيح پيوسته 3 .است را مورد بررسي قرار دهيم  x
x , x , x        5 33  

xشود تابع دركه با بررسي ملاحظه مي    دارد و درراست پيوستگي ازx    ناپيوسته است. 3
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 تابع  :19مثالf با ضابطه
| x |

cosx ; x
f (x) x

; x

  
  




  )80(رياضي ـ سراسري   ها صحيح است؟از گزينه يككداممفروض است،  

) به ازاي2  ته است.در صفر ناپيوس ،f) به ازاي هر مقدار1  ،f بر .پيوسته است  
) به ازاي3 1،f بر .به ازاي4  پيوسته است (  1،f بر .پيوسته است  
 :پيوستگي تابع  »1«گزينه  پاسخf را درx   ولي در ابتدا ؛كنيمبررسي ميf (x)  نويسيم:زير مي صورتبهرا  

x
cos x ; x

x cos x ; x
x

f (x) cos x ; x cos x ; x
x

; x;
x

 


      
  
 




 




  

fتابع (x) درx   حد نداردx x

x x

lim f (x) lim cos x

lim f (x) lim ( cos x)

 

 

 

 

 
     


1

1
 

 

  

fچون تابع (x) درx   لذا براي پيوستگي مقدار ،حد نداردf ( )    هر چه باشد باز در پيوسته بودندر اينجاf تأثيري ندارد وf .همواره ناپيوسته است  
  

 تابع  : 20مثالf با ضابطه
; x

f (x) x ; x

x ; x


   
  

2
1
1 1

2 2 1



 80ئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري (ژ    از نظر پيوستگي كدام است؟(  

x) در هر نقطه به جز در1 1 .پيوسته است.2  پيوسته است (  
x) در هر نقطه به جر در3   .در هر نقطه به جز4  پيوسته است (x   وx 1 ست.پيوسته ا  
 :پيوستگي تابع  »2«گزينه  پاسخf كنيم.را در نقاط روي مرز بررسي مي  

fتابع (x) درx   پيوسته است
x x

xx x

lim f (x) lim ( )

lim f (x) lim x lim f (x) f ( )

f ( )

 

 

 

 

  

     

   

2

1 1

1 1

1 1

 

 


 

  

fتابع (x) درx 1 .پيوسته است
x x

xx x

lim f (x) lim x

lim f (x) lim ( x ) lim f (x) f ( )

f ( )

 

 

 

 

   
     

   

2
1 1

11 1

1

2 2 1

1 1 1







  

fشود كه تابعپس ملاحظه مي (x) درR.پيوسته است  
  

 معادله   : 21مثالx x2   )80اسي ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشن      در كدام بازه جواب دارد؟ 3
1 (( , )    2 (( , )1   3 (( , )1 2  4 (( , )1  
 :دهيمقرار مي  »4«گزينه   پاسخxf (x) x 2 fيمعادله مقدار مياني،. بنابر قضيه  3 (x)   اي كهدر بازهf (a) f (b)    حداقل يك جـواب دارد و ،
f چون ( ) f ( ) 1  بنابراينشودمي ،f در بازه( , )1 .حداقل يك جواب دارد  

 
 تگي تابعتعداد نقاط گسس  :22مثالf (x) x x    

23   )80ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  چقدر است؟ 1]و 1[در فاصله 1
1 (6  2 (7  3 (2  4 (3  
 :تابع  »1«گزينه  پاسخx   در نقاط صحيح ناپيوسته است.، حيح فقط پيوستگي از راست دارد ولي در كلدر نقاط ص  

x  پس داريم: ،صحيح باشدعدد آوريم كه تابع درون جزء صحيح،  دستبهبراي حل لازم است نقاطي را  Z
x , , , , , ,

x

 
     

3 2 1 1 21 11 1 3 3 3 3  

xاما چون  1 xاست و تابع 1  3 درx  1 شـود لـذا نقـاط    داده شده پيوستگي چپ بررسي نميي هز راست دارد و براي اين نقطه به علت بازپيوستگي ا

x  مقابل خواهند بود: صورتبهناپيوستگي  , , , , ,  
2 1 1 2 13 3 3 3  

fپس تابع (x) يهدر باز[ , ]11  ه ناپيوسته است.نقط 6در  
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 اگر  :23مثالf تابعي بر يبا ضابطهx ; x
f (x)

x ; x

 


2
5

6
IÄ¼¬

ª¹¬
xنقاط باشد، اين تابع از نظر پيوستگي در    1،x    گونه است؟چ 2

  )81سراسري  سيستم ـ ـ صنايع( 
  ) در هردو نقطه ناپيوسته است.2  ) در هر دو نقطه پيوسته است.1
x) در3 1 پيوسته و درx  x) در4  ناپيوسته است. 2 1 ناپيوسته و درx    پيوسته است. 2

 :4«گزينه   پاسخ«    

h(x)صورتبهتوابعي  يادآوري: x
f (x)

g(x) x





  

) ، باشد) فقط به ازاياعداد گويا ميي همجموعx هايي پيوسته است كه داشته باشـيم h(x) g(x)  و

    ها ناپيوسته است.xيهيبه ازاي بق
fتابع (x) داريم يعني ،تابع با هم برابر باشندي هفقط در نقاطي پيوسته است كه دو ضابط:  

x x x x (x )(x ) x , x            2 25 6 5 6 2 3 2 3   
xپس تابع در  xپيوسته است و در 2 1 باشد.پيوسته نمي  

  

 تابع  :24مثالf با ضابطه
xx x;f (x)

;A x

  
 

1
1 1

1
  )81(آمار ـ سراسري      پيوسته گردد؟ fچه مقداري باشد تا تابع Aمفروض است. 

  e)4  1) 3  ) صفر2  -1) 1

 :تابع كهآنبراي   »4«گزينه   پاسخf بايد پيوستگي تابع ،پيوسته باشدf يهرا در نقطx 1 .بررسي كنيم  

x
lim (x )

xx
x x

x

e elim f (x) lim x e
lim f (x) f ( ) A e

f ( ) A




 
 



        
 

1
11 1 111

1 1
1

1
1

1
  

  

 تابع  :25مثالf با ضابطه
n

nx
f (x) lim

nx


   )81(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   در كدام نقطه ناپيوسته است؟ 1

1 (
n


) 3  ) صفر2  1

n

1  4( 1  

 :گرا  »2«گزينه  پاسخx   تابع ،باشدf (x) شود:صورت مقابل ميبه  
n

f (x) lim f ( )


   1
     

xو اگر   داريم ،باشد
n n

nx nx
f (x) lim lim

nx nx 
 


11  :پس داريم  ; x

f (x)
; x


  1
 


   

fشود كه تابعملاحظه مي (x) در نقطهx   .ناپيوسته است  
  

 فرض كنيد  :26مثالf (x)
x



1

g(x)و 1 x 2 fاي كهباشند، ناحيه 5 (g(x)) 82ـ سراسري (آمار   در آن پيوسته باشد، كدام است؟(  

1(( , ) ( , )   1 1  2(( , ) ( , ) 5 5  
3(( , ) ( , ) ( , )   1 1 5 5   4(( , ) ( , ) ( , )   2 2 2 2   

 ابتدا تابع  »4«گزينه   :پاسخfog(x) آوريم.مي دستبهرا  
f (x)

x fog(x) f (g(x))
g(x) x xg(x) x

       
     

2 22

1
1 1 11

1 5 1 45
  

fogD R {x | x } R { , }      2 4 2 2  
xبه جز نقاط fog(x)پس تابع  xو2  2باشد.در بقيه نقاط تعريف شده و داراي حد متناهي مي  
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 كدام تابع در: 27مثالx   82ر ـ سراسري (آما  پيوسته است؟(  

1(sin x

x
  2 (x sin ; x

x
; x

 

 

1

1




   3  (x sin ; x

x
; x

 

 

1 

 
  4 (x sin ; x

x
; x

 

 

2 1

1




  

 ها را بايد مورد بررسي قرار داد.تك گزينهبرا ي حل اين سوال تك  »3«گزينه  :پاسخ  

xدر گزينه اول چون  تواند در اين نقطه پيوسته باشد. (لازم به ذكر است تابعباشد لذا تابع نميجزء دامنه تابع نميsin x

x
كنـد  به صفر ميل مـي  xهنگامي كه

  باشد.)داراي حدي برابر يك مي

(در گزينه دوم چون كراندار تابع
x
lim x sin

x
 

1


مقدار حد با مقدار تابع (f ( ) 1برابر نيست پس تابع در اين گزينه هم درx  .پيوسته نيست  

(در گزينه سوم چون تابع كراندار
x

( lim x sin
x
 

1


وf ( )  باشد، لذا تابع درميx   باشد.گزينه صحيح مياين پيوسته بوده و  

(كهايندر گزينه چهارم هم به علت  تابع كراندار
x

( lim x sin
x
 2 1


باشد وميf ( ) 1 مقـدار تـابع برابـر نيسـت و تـابع در      است، لذا مقدار حد بـاx   

  باشد.پيوسته نمي
  

 تابع  :28مثالf يهبا ضابطf (x)
x


  

1
3 xدر فاصلة 5  1 82يك و هواشناسي ـ سراسري (ژئوفيز  ناپيوستگي دارد؟ ينقطه چند(  

  نهايت) بي4  ) هيچ3  3) 2  1) 1
 تابع  »2«گزينه   :پاسخf  ًوجود تابع جزء صحيح در مخرج، عبـارت درون جـزء صـحيح،     به دليلدر نقاطي ناپيوسته است كه اولاً مخرج را صفر كند و ثانيا

x  عدد صحيح باشد، پس داريم: x x x             
53 5 3 5 1 5 3 6 23   

]شود كه چون بازه داده شدهملاحظه مي , ]1شود.باشد، لذا در اين بازه هيچگاه مخرج صفر نميمي  x x x , , ,       
1 23 5 3 13 3  

fچون در تابع جزء صحيح، در نقاط اعداد صحيح از سمت راست پيوسته است لذا در تابع فوق (x)درx  مين علت اين نقطه ه از سمت راست پيوسته است، به

x:عبارتند ازباشد و نقاط ناپيوستگي جزء جواب نمي , ,
1 2 13 3.  

  

 اگر  : 29مثال
sin x

; x
xf (x)
tgx

; x
x

   
  


1

1




fو   ( ) a به ازاي كدام مقدارa تابعf درx   83سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(  پيوسته است؟(  

  a) هر مقدار a  4) هيچ مقدار 3  -1) 2  1) 1
 اگر با هم برابر بودند (يعني تابع حد داشت) مساوي ؛آوريممي دستبهحد چپ و راست را   »3«ه گزين  :پاسخf ( )دهيم:قرار مي  

x

x x x

x

x x x

sin x x
sin x x

lim f (x) lim ( ) lim ( )
x x

tgx x
tgx x

lim f (x) lim ( ) lim ( )
x x



  



  






  

  



  



  

     


       


1 1 2

1 1
  

fلذا تابعحد چپ و راست با هم برابر نيستند، چون  (x)درx  .حد ندارد و بالطبع پيوسته هم نيست  
  

 به ازاي كدام مقدار  : 30مثالC تابع
t gx secx ; x

f (x)

C ; x

   
 



2

2

,در بازه 
  
  

3
4   )83سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(  پيوسته است؟ 4

) 3  1) 2  ) صفر1
  C) هر چه باشد4  2

 1«گزينه  :پاسخ«    sin x sin x
tgx sec x

cos x cos x cos x


   

1 1  

]تابع فوق در بازه , ]
 3
4 xدر تمام نقاط بجز 4


 xدر تابع كهاينپيوسته است و لذا براي  2


 بايد حد تـابع در پيوسته باشد،  2

برابـر مقـدار تـابع در      2
2 

HOP  باشد.

x x x

sin x cos x
lim f (x) lim lim

cos x sin x  
  


  


2 2 2

1   

cپس اگر    حد با مقدار تابع برابر خواهد بود. گاهآنباشد  
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 تابع  : 31مثالf : R R و با ضابطهx ; x
f (x)

x ; x

 
 

2

2 3
IÄ¼¬
ª¹¬

  )83(رياضي ـ سراسري   در كدام نقاط پيوسته است؟ 
1 (x , x 1   2 (x , x  3   34  ) در اعداد گويا (x , x  3 1  
 ستگي چنين توابعي لازم است دو ضابطه با هم برابر باشند:براي پيو  »4«گزينه  :پاسخ     x x x x x ,         2 22 3 2 3 1 3  

  

 تابع با ضابطه  : 32مثالf (x) x x    
]روي بازه 2 , ]2 83ـ سراسري صنايع غذايي (  در چند نقطه ناپيوسته است؟(  

1( 1  2 (2  3 (3  4 (4  
 يبازهدر   »4«گزينه  :پاسخ( , )2 تابعf در نقاطي كه عبارتx2   توانـد ناپيوسـته باشـد، بنـابراين نقـاط     صحيح شـود، مـيx 1،x  xو 2  3 

xكانديداهاي نقاط ناپيوستگي هستند. اما چون عبارت به صورت Lnx 2   تر بررسي كنيم:است بايد دقيق 1
xتابع در 1  .ناپيوسته است

x x
lim f (x) , lim f (x)

  
      

1 1
1 1 1 1   

xتابع در  اپيوسته است. نيز ن 2
x x

lim f (x) , lim f (x)
 

 
      

12 2
2 2 2 1 1  

xشود تابع دربه همين ترتيب ثابت مي  xنيز ناپيوسته است، اما نقاط 3   وx  xدر fكـه دو سـر بـازه هسـتند، نيـز بايـد بررسـي شـود، اگـر          2   
xپيوستگي راست داشته باشد و در    توان گفت در اين دو نقطه همه تابع پيوسته است.پيوستگي چپ، مي 2

x
lim f (x) , f ( )


   


      

xپس تابع در   .از راست پيوسته است  

x
lim f (x) , f ( )





             2

2 4 2 3 1 2 2 4 2  

xپس تابع در  xپيوستگي چپ ندارد، پس تابع در مجموع در چهار نقطه 2 1،x  2،x  xو 3    ناپيوسته است. 2

  
 اگر  : 33مثالx(x )f (x) x  

1
xرا در fتابع 12     )84(علوم كامپيوتر ـ سراسري   چه مقداري تعريف كنيم تا در اين نقطه پيوسته باشد؟ 1

1 (f ( )  1 1  2 (f ( ) 1   3 (f ( ) 1 1  4 (f ( ) e1  
  

 :تابع كهاينبراي   »4«گزينه   پاسخf در نقطهx 1 پس لازم است حد تابع ،پيوسته باشد بايد مقدار حد با مقدار تابع برابر باشدf را درx 1 دستبه 

xدر fآوريم. چون حد تابع 1 از نوع1 :مبهم است لذا با استفاده از مطالب كتاب داريم  x
lim (x )

xx
x x
lim f (x) lim x e e e


 

 
   1

11 1 111
1 1

1   

fپس بايد ( fباشد تا تابع eهم برابر 1( (x) درx 1 .پيوسته باشد  

  
 اگر  : 34مثالxx

(x )f (x) ( )   
1

22 xرا در f، تابع2    )84(رياضي ـ سراسري   عريف كنيم تا در اين نقطه پيوسته باشد؟چه مقداري ت 2

1 (e2  2 (e  3 (e  4 (e1  
 كافي است حد تابع  »3«گزينه   :پاسخf هرا در نقطx  fبياوريم و برابر دستبه 2 ( xدر fقرار دهيم، چون حد تابع 2(   ،باشـد مبهم مي 1از نوع 2

x  لذا با توجه به مطالب كتاب داريم:  x

x x
lim ( ) lim ( )

x xx
x x

x
lim f (x) lim ( ) e e e f ( ) e e 




  
 

      2 2
11 2 11 11 22 2 2 22 2

2 2
1 22   

  

 تابع با ضابطة  : 35مثالf (x)
Ln | x |


  )85(آمار ـ سراسري   ؟از نظر پيوستگي كدام است بر 1

  ت.) همواره پيوسته اس4  ) در سه نقطه ناپيوسته3  ) در دو نقطه ناپيوسته2  ) در يك نقطه ناپيوسته1

 تابعي هبا توجه به دامن  »3«گزينه   :پاسخf (x)
Ln | x |


  داريم: 1

  f

| x | x { }

D x { , }

Ln | x | | x | x

    
     
      

1
1 1

  
 



¥HoT{H  

xو 1بجز در نقاطي كه عضو دامنه نيستند (يعني در fتابع  .پيوسته است (  
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 تابع  :36مثال
xe x

; xf (x) x
k ; x

    
 

2 2
4
1





  )85(معدن ـ سراسري   ؟در مجموعه اعداد حقيقي پيوسته است kبه ازاي كدام مقدار 
1 (

1
2  2 (  3 (1

2  4 (1  

 ابتدا حد  »3«گزينه   :پاسخf را درx   لورنآوريم. براي محاسبه حد، بسط مكمي دستبهxe
  نويسيم.جمله مي 3را تا  2

x

x x

x
x xe x

lim lim
x x



 

    
 

2
42 22

4 4

1 11 12
2 

  

fياز طرف ( ) k بنابراين براي پيوستگياست .f درx  بايستي ،k 
1
  باشد. 2

  

 اگر تابع با ضابطه  :37مثال
sin x

; x ,
f (x) x x

a ; x ,

   
 

2 1

1




]در بازه  , ]1 ،پيوسته باشدa كدام است؟   )MBA  86ـ سراسري(  

  نشدني )  3(   4 )2  صفر )1
 براي پيوستگي  »2«گزينه   :پاسخf در بازة[ , ]1 لازم است روابط

x
lim f (x) f ( )





 و

x
lim f (x) f ( )




1
  برقرار باشند. 1

x x x

x x x

sin x x
lim f (x) lim lim

x(x )x x a
sin x cos x

lim f (x) lim lim
xx x

  

  

  

  

                 
 

2

21 1 1

1

2 1

  

ÁpnH´À
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 تــابع  :38مثــالf را روي[ , ]1 بــا ضــابطهf (x) x هرگــاهx گويــا باشــد وf (x) x 1، هرگــاهx كنــيم و قــرار اصــم باشــد تعريــف مــي
g(x)دهيممي f (f (x)) 86(رياضي ـ سراسري   كدام گزاره درست است؟(  

1(f وg 1تنها در نقطة
  فقط در نقاط گويا پيوسته هستند. gو f )2  اند.پيوسته 2

3( g در هر نقطه از[ , ]1 وf .4  در نقاط گويا پيوسته است( g در هر نقطه از[ , ]1 وf 1تنها در
  پيوسته است. 2

 :توان مشاهده كرد كهبه سادگي مي  »4«گزينه   پاسخg(x) xپس ،g همواره پيوسته است وf فقط در نقاطي پيوسته است كهx x 1 و لذاx 
1
2 

  باشد.مي
  

 مقاديري ازبه ازاي چه   :39مثالa هاي زير تابعگزينه درf (x) 87(رياضي ـ سراسري   در صفر پيوسته است؟(  

1(e


1
6  2(e


1
2  xsin x

( ) ; xf (x) x
a ; x


  
 

2
1





  
3(e

1
6  4(e

1
2  

  

 كه تابعاين شرط  »1«گزينه   :اسخپf (x) درx    اين است كهپيوسته باشد
x
lim f (x) f ( ) a


 


پس داريم: ،باشد  

   x x

sinx
lim ( )

x x
x

sinx
lim ( ) e e a

x


 


  

1
2 2

1 11
61 


  

  دقت كنيد كه:
x x x

xsinx sinx x
lim ( ) lim lim

x x x x  


  

3

2 3 3

1
1 161 6  
 ÁpnH´À  
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حد و پيوستگيفصل دوم: كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :40مثال
x

( )
(x )(x ), f (x) x   

2 xرا در f، مقدار تابع11    )87(آمار ـ سراسري   چه مقداري انتخاب كنيم تا در اين نقطه پيوسته شود؟  1

1 (e 2 (e  3 (
e


11  4 (e 1 

 براي اين كه تابع  »1«گزينه  :پاسخf درx 1 بايد مقدار تابع در ،پيوسته باشدx 1 با مقدار حد درx 1 ع در آوردن حـد تـاب   دستبهبراي  .برابر باشد

x 1 ،چون از نوع حد1 شود:از روابط مقابل استفاده مي ،مبهم است  x a
lim (f (x) )g(x)

g(x)

x a
lim f (x) e 





 

1
1  

  پس داريم: 
x x x(x )

x x x
x x x x
lim f (x) lim x lim e lim e e e


  

   
    

2 2
11

1 1 1 2
1 1 1 1

  

  

 تابع :14مثالf :   هايدر شرطf ( ) 1 fو 3 (x y) f (x) f (y),x,y   كند.، صدق مي
x
lim f (x)


    كدام است؟ 
  )87سراسري  صنايع ـ سيستم ـ(

1 (  2 (1  3 (2  4 (3  
 1«گزينه   :پاسخ  «  

 گويـد اگـر  صر به فردي نيست. اين سؤال بر مبنـاي يـك تمـرين معـروف، طـرح شـده اسـت كـه مـي         اين مسأله بدون شرط پيوستگي، داراي جواب منح توضيح:
f :   پيوسته باشد وf (x y) f (x) f (y)  صورتي آن بهگاه ضابطه، آنf (x) ax       است. اگر شـرط پيوسـتگي را نداشـته باشـيم؛ لزومـي نـدارد 
f (x) ax باشد، ولي ما با اين فرض كهf كنيم:پيوسته باشد، مسأله را حل مي  

xبا جايگذاري: اولروش  y  شود:، در رابطه داده شده نتيجه مي  f ( ) f ( ) f ( ) f ( )           
xدر fچون طبق فرض   پيوسته است، لذا

x
lim f (x)


  نيز برابر صفر است. 

fتوان تابعرا مي مورد نظرتابع : دومروش  (x) x داريم:در نظر گرفت در اين صورت  3
x
lim f (x)





.  

  
 با ضابطه  تابع :24مثالxe ; xf (x)

a ; x


  
 

1
2




  )90غذايي ـ سراسري (صنايع  بر روي مجموعه اعداد حقيقي پيوسته است؟ aبه ازاي كدام مقدار 

)   3 (1  4) 2  ) صفر1
e

1  
  

 كه بايد پيوستگي آن مورد بررسي قرار گيرد نقطه ايتنها نقطه  »1«گزينه   :پاسخx   داريم باشد بنابراينمي :  

  x
x x x
lim f (x) lim e e e lim f (x) f ( ) a

  

  
       2

1 1


  
  Â«Tw¼ÃQ ›Äo • U  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

  توابع و انواع آن مجانب :4درسنامه 
  

  

 مقادير  :1مثالc،b وa  در تابعax b
f (x)

cx




 x، كدام است؟ خطوط6  yو 2  )Pاز نقطه fنمودار آن بوده وي هامجانب 3 , )1   د.گذرمي3
1 (a , b , c    9 18 3  2 (a , b , c    3 9 6  3 (a ,b , c   18 9 3  4 (a , b , c   9 18 6  
   : 1«گزينه پاسخ«  xcx c c       26 2 6 3   

a a
y y a

c c
( ) b

P( , ) f b
( )

         

 
    

 

3 3 3 3 9

9 11 3 3 183 1 6

Â£ H KºI \ ¶

  

  

 خط  :2مثالx  m)نمودار مجانب قائم 1 )x
y

x m

 


 
1 2

  بوده، معادله مجانب افقي آن به چه صورت است؟ 3
1 (y  3  2 (y  4  3 (y  2  4 (y 1  

  : 1«گزينه  پاسخ«  

x x x

x m
x m m m

x

(m )x x
lim y lim lim

x m x  

  
          

        

33 3 1 21
1 2 3 2 33 1


  

  

 ي منحنيهامجانبمعادله   :3مثالx x
y

x

 


4 3
3

2   كدام است؟ 1
1 (y x , x  2 3   2 (y x , x  2 1   3 (y , y x , x  2 2   4 (y , y x , x   2 2 3   
   : آوريم:مي دستبهابتدا مجانب مايل تابع را با تقسيم صورت بر مخرج »  2«گزينه پاسخ  

x x x

x x

x

x

R

 

 






4 3 3

4

3

3

2 1
2 2 1

1

1

  

  

 مجموع فواصل نقطه :4مثالM( , )1 از خطوط مجانب منحني به معادله 3
x

x

xe
y

e


1
   كدام است؟ 

1 (2 2 1  2 (( )2 2 1  3 (( ) 22 1  4( ( ) 22 1  
 :آوريم:مي دستبهرا داده شده  هاي منحنيابتدا مجانب»  3«گزينه  پاسخ  

xدر مخرج كسر داريم

x
lim ( e ) e


     1 1 1 1 و در صورت كسر داريمx

x
lim xe e


     . علت صـفر شـدن صـورت     البته

صورتتوان بهرا مي eآن است كه
e
  ها بيشتر است. به اين ترتيب داريم:ايهنوشت و سرعت رشد توابع نمايي از چندجمل 1

yخط    .مجانب افقي است
x

xx x

xe
lim y lim

e 
   

 11
 


  

yحالا فرض كنيم mx n  :مجانب مايل منحني باشد  

yخط  x .مجانب مايل است
x x

x x xx x x x x

y xe xe x
m lim lim , n lim (y mx) lim ( x) lim

x x( e ) e e    


         

  
1

1 1 1
  

)Mيي نقطهفاصله , )1 yاز خط 3   محور)x ي اين نقطه از خطاست. فاصله 3ها) به وضوح برابر باy x :برابر است با  | y x |
  

2 2
4 4 2 2 2221 1

   

3پس مجموع اين دو فاصله برابر با 2 )يا به عبارت ديگر برابر با 2 ) 22   است. 1

M(xيفاصلهيادآوري:  , y )  از خطax by c    برابر با| ax by c |

a b

 

2 2
  .است  

 
  

yخارج قسمت اين تقسيم يعني خط x 2 xي مخرجريشه مجانب مايل است. 1    است و در
اين نقطه داريم

x
lim y


 


xپس خط ،   .مجانب قائم است 
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حد و پيوستگي: دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع  :5مثالy xcos
x


  چند خط مجانب دارد؟ 1

  3 )4  2 )3  1 )2  صفر )1
 :اولاً دقت كنيدروش اول:   »2«گزينه  پاسخx تواند به سمتفقط مي ميل كند، چونx   انـب افقـي   زير راديكال با فرجه زوج است، بـراي بررسـي مج

  داريم:
xx

lim y lim x cos cos( ) cos( )
x

        
1 1 1  

xبينيم كهمي ؛رويمحالا سراغ بررسي مجانب قائم مي است، پس اين تابع مجانب افقي ندارد.حد برابر عدد حقيقي نشده  حاصل نچو     تنها ريشه مخرج اسـت
xطـور نيسـت، پـس    ايـن  كـه  بينيممي .نهايت بروداين مقدار به سمت بي ازايبه  تابعكه نتواند كانديداي مجانب قائم شود، اما به شرط ايكه مي    توانـد  نمـي

  مجانب قائم باشد: (مقدار كراندار)
x
lim y cos cos


        


1  

  اما تابع مجانب مايل دارد، زيرا داريم:
x x x

x cos
f (x) xm lim lim lim cos cos( )

x x x  
    

1
1 1  

x x x
n lim (f (x) x) lim x(cos ) lim x( ( ) )

x x  
       21 1 1 11 2 2  

xها استفاده كنيم. وقتيارزيتوانيم به جاي روش معمول، از همي مجانب مايل، ميبراي يافتن معادلهروش دوم:     گـاه كنـد، آن ميـل مـيu
x

 
1  

uارزيتوانيم از همبنابراين مي
cos u ~ 

2
1 y  استفاده كنيم:  2 x cos ~ x( ) x

xx
   

1 1 11 2 2  

yپس خط x 
1
  مجانب مايل اين تابع است. 2

  

 عرض از مبدأ مجانب مايل تابع  :6مثالxy x( )
x

 
  كدام است؟ 11

1 (e  2 (e  3 (e

2  4 (e
 2  

   : ابتدا توجه كنيد كه وقتي  »4«گزينه پاسخx گاه، آنu
x


ستفاده كنـيم، عبـارت   ها اارزيكه بتوانيم از هم كند. براي آنبه سمت صفر ميل مي 1

داده شده را به صورت
xLn( )

xy xe



11

uارزينويسيم. اكنون از هممي 
Ln( u) ~ u 

2
1   داريم: 2

x[ ]
x x x xy ~ xe xe x.e .e
   

2
1 1 1 11 12 2 2  

ueارزياكنون از هم ~ u1 كنيم:استفاده مي  e
y ~ ex( ) ex

x
  

11 2 2  

eپس خط
y ex  eمجانب مايل است و عرض از مبدأ آن 2

   است. 2

  
 ي تابع هامجانب :7مثالx

f (x) log
x





1
yخط  1 x

3
  كدام است؟ABخطكند، اندازه پارهقطع مي BوAرا در دو نقطه 4

1 (5
4  2 (2 3

5  3 (5
3  4 (5

2  

  : دانيم وقتيمي » 4«گزينه پاسخx 1 گـاه آنx

x





1
1   و در واقـعf ( ) log( )  1      خواهـد شـد. همچنـين وقتـيx ( ) 1 گـاه آن 

x
( )

x


 


1
fو در واقع 1 ( ) log( )    1 خواهد شد. پسx 1 وx  1 .هر دو مجانب قائم تابع هستند  

xتابع مجانب افقي و مايل ندارد (چون اگر  ، همان دو مجانب پس تابع .شود)عبارت جلوي لگاريتم مقداري منفي مي گاهآنx  1    را دارد و بايـد محـل

yبرخورد دو نقطه را با خط x
3
x  دست بياوريم:به 4 y A( , )     

3 3 31 1 14 4 4  

x y ( ) B( , )         
3 3 31 1 14 4 4  

B A B AAB (y y ) (x x ) [ ( )] [ ( )] ( )               2 2 2 2 2 23 3 6 9 25 51 1 2 44 4 4 4 4 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 نمودار تابع :8مثالf (x) x Arcsin
x

  2   از نظر خط مجانب كدام وضعيت را دارد؟ 11
  ) يك خط افقي و يك خط مايل4  دو خط افقي )3  ) دو خط مايل2  ) فاقد مجانب1

  : برايعدد حقيقي اولاً به ازاي هيچ »  3«گزينه پاسخx،f (x) به سمت پس تابع مجانب قائم ندارد. ؛رودنمي  

x x
lim f (x) lim [ x Arcsin( )]

x 
   2 11   

uردقت كنيد اگ  ، گاهآنArcsin u u. در اين تست وقتيx  گاهآن
x


1  :و لذا داريم  

x x

x
lim ( x .Arcsin( )) lim x .

xx x 

 
     

2 11 11 1
o¬H
o¬H

  
  پس تابع دو مجانب افقي دارد.

  

 ي نمودارهامجانبكليه  :9مثالxy y (x )     كدام است؟ 22
1( y x  xو 5  1  2 (y x 5  وx  1  3(y x 5وy  وx  1  4 (y   وx  2  

  : كمي تغيير در ضابطه تابع داريم: با»  1«گزينه پاسخ  (x ) x x
xy y (x ) y

x x

  
     

 

2 22 2 4 42 1 1  
xمشخص است  1 ه يك واحد بيشتر است، پس با تقسيم كردن صورت بر مخرج درجه صورت از مخرج دقيقاً به انداز كهاينمجانب قائم تابع است و با توجه به

y  آيد.مي دستبهمعادله مجانب مايل  x
x

  

95 1

®ÄI¶ KºI \ ¶ ¾²jI • ¶

  

  

 فرض كنيد:  10مثالf (x)
x x x

  
 
1 1 1

1 fي قائم و افقيهامجانبدر اين صورت تعداد  1 1 ام است؟ كد  
  مجانب قائم دارد. سه) مجانب افقي ندارد ولي 2  مجانب قائم دارد.سه ) يك مجانب افقي و 1
 مجانب افقي و يك مجانب قائم دارد. 3) 4  ) يك مجانب افقي و دو مجانب قائم دارد.3

 :چون »  4«گزينه  پاسخf وf 1 نسبت به خطy x ي قائمهامجانبيعني  ؛شودها عوض ميي قائم و افقي آنهامجانبپس جاي  ،قرينه يكديگرندf همان ،
fي افقيهامجانب 1  ي افقي هامجانبوf، هاي قائمهمان مجانبf 1 بود. واضح است كه  خواهندf ) سه مجانب قائمx 1  وx    وx  1 و يك مجانب (
y)افقي )  پس ،داردf 1 ) سه مجانب افقيy 1،y   وy  1و يك مجانب قائم ((x )  .دارد  

  

 هاي منحنيمعادلات مجانب:  11مثالx
y x

x
 



2

2 1
  )84ـ آزاد صنايع ـ سيستم (  اند؟كدام 

1 (y , x  2 1  2 (y x , y , x   2 1  3 (y x , y , x  2 1 1  4 (y x , y , x   1 1  

 : واضح است كه  »2«گزينه  پاسخx  1 همچنين توجه كنيد كه وقتي هاي قائم تابع هستند.مجانبx   ، آيد:زير در مي صورتبهتابع داده شده  

xمايلمجانب  x
x y x x x x x y x

| x |x
          

2 2

2
2 2  

xمجانب افقي x
x y x x x x y

| x |x
           

2 2

2
   

  

 نمودار تابع با ضابطه:  12مثالasin x
f (x)

b cos x





)در بازه 1 , )

 5
2 xپيوسته و بر خط 2


 fداراي مجانب اسـت. اگـر   2 ( )




3
2  آنگـاه ،f ( )


كـدام   3

  )85ـ سراسري  فرآوري و انتقال گاز(  است؟  
1 (1 3  2 (3  3 (1 3  4 (2 3  
  : چون خط اولاً  »4«گزينه پاسخx


 fمجانب تابع 2 (x) است، بنابراين مخرج كسر بايد به ازايx


 bبرابر با صفر شود، و اين يعنـي  2 cos


 2  

bو لذا   خواهد بود. حالا بايد مقدارa ي دقيقنيز تعيين شود تا ضابطهf (x) معلوم شود. براي اين منظور از شرطf ( )



3
2  كنيم:استفاده مي  

a sin( )
f ( ) f ( ) a( ) a

cos( )


 

        


313 3 2 1 1 132 2
2

   

fيحالا كه ضابطه (x) معلوم شد، به راحتيf ( )

  كنيم:را تعيين مي 3

sin
f ( )

cos


 

   


31 13 2 2 313
3 2
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حد و پيوستگي: دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ي هخط مجانب منحني به معادل:  13مثالy x x  3 3 28 2  88(كشاورزي ـ سراسري   كند؟خود منحني را با كدام طول قطع مي(  
1( 1

36  2( 1
24  3( 1

12  4( 1
6  

  : 1«گزينه پاسخ«     y x x y x x (x )     33 3 2 3 2 28 2 8 2 2 24  

yبنابراين معادله مجانب مايل منحني  x 
12   باشد.مي 6

y x
x x ( x ) x x

y x x

           
  

3 2 3
3 3 2

12 1 1 1 16 8 2 2 6 6 216 368 2
  

  

 فاصله نقطه:  14مثالM واقع بر منحنيx
y

x


1 1از خط مجانبي آن
  )89(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ Mاست. طول نقطه 2

1(1
4  2(4  3 (2  4 (1  

  : نقطه دلخواه  »4«گزينه  پاسخx
M (x, )

x


1
x. چون مخرج كسركنيمرا پيدا مي yگيريم. ابتدا مجانب منحنيدرنظر مي yرا روي منحني 

x1
 

  :داريم باشد. اما داراي يك مجانب افقي است زيرافاقد مجانب قائم مي yلذا منحني ،باشديشه ميفاقد ر

x

x
lim

x
 


1

1
y است  y  مجانب افقي منحني 1  

yاز خط Mفاصله نقطه 1 شود.محاسبه مي مقابل صورتبه  
x

| |
xd x


   
1 11 11 2 

Aتوجه: فاصله نقطه

A

x
A

y
axبه معادله Dاز خط  by c    برابر است با :  A A| ax by c |

d
a b

 


2 2
 

  
 اگر:  15مثالf (x) Lnx وx xg(x) e e  اي با كدام مختصات بر روي خط مجانب نمودار تابعنقطه گاهباشند، آنgof قرار دارد؟  

  )90(كشاورزي ـ سراسري   
1 (( , )1 1  2 (( , )1   3 (( , )1  4 (( , )2 2  

  

  : ابتدا تابع  »4«گزينه پاسخgof آوريم. مي دستبهسپس مجانب اين تابع را  كنيم،را محاسبه مي  Lnx Lnx x
gof e e x

x x
 

    
21 1  

y:  كنيم:مقابل محاسبه مي صورتبه مجانب مايل تابع فوق را mx n  مجانب مايل  
  شوند:زير محاسبه مي صورتبهمجانب مايل طبق تعريف ي هدر رابط nو mكه

x x x x

x
f (x) xxm lim lim ,n lim (f (x) nx) lim x

x x x   




       

2
2

1
11   

gofمجانب مايل، مجانب مايل تابعي هفوق در رابط nو mبا قرار دادن (x) آيد.مي دستبه  : y mx n y x   مجانب مايل  
)مختصهكند، ها در اين تابع صدق مياي كه از بين گزينهتنها مختصه , )2   باشد. مي 2
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  سومفصل 

  » مشتق و كاربرد مشتق« 

  گيريهاي مشتقمفهوم مشتق و فرمول :1درسنامه 
  

 فرض كنيد به ازاي هر  :1مثالx  fپذيربراي تابع مشتق ، اين رابطه2 (x) :برقرار باشدx f (x) f ( ) x x     25 1 2 2 3 2. ر در اين صورت مقدا
f ( )   كدام است؟ 2

1 (  2 (5  3 (2  4 (2  
 :نامساوي داده شده در صورت سؤال براي هر»  2«گزينه   پاسخx  xبرقرار است. اگر طرفين نامساوي را بر 2 2 ها عـوض  تقسيم كنيم، جهت نامساوي

xشود؛ زيرانمي  2  .توانيم كسركار مي با انجام اين استf (x) f ( )

x




2
fكه تعريف مشتق 2 ( ) است را بين دو كسر ديگر قرار دهيم و سپس بـا اسـتفاده از    2

ي ساندويچقضيه
x

f (x) f ( )
lim

x


2

2
  را حساب كنيم: 2

  
x x x

x f (x) f ( ) x x (x ) f (x) f ( ) x x
lim lim lim

x x x x x x    

       
    

     

2 2

2 2 2

5 1 2 2 3 2 5 2 2 2 3 2
2 2 2 2 2 2
  

)گيريم، نامساوي اكيدذكر اين نكته ضروري است كه وقتي از طرفين يك نامساوي حد مي ) به نامساوي معمولي( ) شود. در سمت چپ واضح اسـت  تبديل مي

كه
x

(x )
lim

x




2

5 2 در سمت راست فرم مبهم52


    شود:ي هوپيتال مقدار حد معلوم ميدهد و با استفاده از قاعدهرخ مي 

x x

x x x
lim lim

x  

  
 



2

2 2

2 3 2 4 3 52 1   

fبنابراين متوجه شديم كه ( ) 2 fپذير بودن تابعمشتق ،در صورت سؤال 5 (x) تـوان نتيجـه   هاي چپ و راست با هم برابرند و مـي پس مشتق ،ذكر شده است
fگرفت كه ( ) 2 5.  

  

 اگر  :2مثال
x ; x

f (x) ; x

(x ) ; x

 


 


 

3

2

1
1

1 1
 ،حاصل گاهآن

t
A lim tf ( )

t
 

  با كدام برابر است؟11

1 (A f ( )  1   2 (A f ( ) 1 3  3 (A f ( ) 1   4 (A f ( )   1 3  

 :از تغيير متغير»  1«گزينه   پاسخx
t

 
xكنيم. در اين صورتاستفاده مي 11

t
 

1 tپس 1
x



1

،كنـد ميـل مـي   بـه سـمت   t. وقتياست 1
t

1 

xپس ؛كندمقدار مثبتي دارد اما به صفر ميل مي
t

 
xبه عبارتي داريم ؛شودهمواره كوچكتر از يك است اما به يك نزديك مي 11 1.  

t x x

f (x) f (x)
A lim tf ( ) lim lim

t x x   
    

 1 1

11 1 1  
fكهآنحالا با توجه به  ( ) 1  به جاي توانيماست ميf (x) در صورت كسرf (x) f ( )   اين كسر را به تعريف مشتق چپ تبديل كنيم: قرار دهيم و 1

x x

f (x) f (x) f ( )
A lim lim f ( ) A f ( )

x x 
 

 

          
 1 1

1 1 11 1  
xي مشتق چپ درتا اينجا متوجه شديم كه حد خواسته شده برابر با قرينه 1 .است  

fيي مقدار اين حد بايد ضابطهالبته براي محاسبه (x) را برايx 1 :در آن قرار دهيم  
x x x

f (x) (x )
A lim lim lim (x )

x x    


       

 

2

1 1 1

1 11 1   

  آمده خواهيم داشت: بدستبندي نتايج با جمع
t

A lim tf ( ) f ( )
t




    

11 1   
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 فرض كنيد :3مثالf (x) sin ( Arccosx) ; | x | 2 1 f، در اين صورت12 (x) كدام است؟  

1 (1
4  2 (1

2
  3 ( 2

4  4 (1
2  

  : رسـد. ابتـدا تـابع   و چنـدان منطقـي بـه نظـر نمـي      اسـت محاسبه مسـتقيم مشـتق طـولاني    »  4«گزينه پاسخf    را بـه كمـك فرمـولcos
sin

 
 2 1 2

2   

cos(Arccos  كنيم.ساده مي x) x
f (x) f (x)

     
1 1 1

2 2 2  
  

 مشتق مرتبه دهم تابع  :4مثالxy e   كدام است؟ 3
1 (xe3  2 (xe31  3 (x(e )3 1  4 (xe1 33   
 :به روند زير توجه كنيد: .باشدآوردن مشتق مراتب بالاتر مهم است، حدس زدن مي بدستچيزي كه در آن »  4«گزينه  پاسخ  

x ( ) x ( ) x x ( ) x xy e y e , y e e , y e e        3 1 1 3 2 3 2 3 3 2 3 3 33 3 3 3 3 3 3  
تـوان حـدس زد،   ه راحتي مـي به توان همان مرتبه رسيده است. پس ب 3ي مشتق، عدد ها وجود دارد و به نسبت مرتبهدر تمام مشتق xe3بينيد،طور كه ميهمان

)مشتق مرتبه دهم به شكل ) xy e1 1 33  1خواهد بود و ديگر لازم نيست .بار مشتق بگيريم  
  

 مشتق مرتبه دهم تابع :5مثالx
y

x





3 1
2 xبه ازاي 1  

3
  ؟كدام است 2

1 (( !)
1 14   2 (( !)

1 14   3 (( !)
1 12   4 (( !)

1 12   

  : به راحتي با استفاده از فرمول داريم:  »2«گزينه پاسخ  ( )x ( !)( ) ( ) ( ) ! ( ) ( ) !
y y

x ( x ) ( x ) ( x )




          

    
   

1 1 9 9
1

1 1 11 11
3 1 1 2 3 1 2 1 2 1 3 2 2 1
2 1 2 1 2 1 2 1





    

( ) ( ) ! !
y ( ) ( !)

( ) ( )

 
   

 

9
1

11 2
3 2 1 1 1 12 42 2

     

  

 اگر داشته باشيم :6مثالy Ln( x) 1مشتق ،nام اين تابع درx   كدام است؟  
1 (n( ) (n )! 21 1  2 (n( ) n! 21  3(n( ) n! 11  4(n( ) (n )! 11 1  
 : توانيم به عبارتي برسيم كه براي آن فرمول داريم:گيري ميبار مشتقبراي اين مثال هم فرمول مشخصي نداريم، اما با يك»  4«گزينه  پاسخ  

                                   y Ln(x ) y
x

   

11 1  

 yايـم، پـس بايـد از   ام سؤال شده و ما الان يكبار از تابع مشتق گرفتهnاما حواستان باشد كه چون در صورت سؤال مشتق .توانيم از فرمول استفاده كنيمحالا مي

n«مشتق  1«ام بگيريم تا به مشتقnامy ي سؤال است، برسيم. مشتقكه خواسته(n )1ام تابعax b
y

cx d





n)به راحتي با جايگزيني  )1  به جـايn  در

n)صورتبه ،اُمnفرمول مشتق طرفين ) n
n

ad bc
(y ) (n )!( c)

(cx )
     


1 21

1
  لذا داريم: آيد،بدست مي 

(n ) n (n) n n
n

( )
(y ) (n )!( ) y ( ) (n )!( ) ( ) ( ) (n )!

(x )

                 


1 2 2 111 1 1 1 1 1 1
1

  

  

 مشتق مرتبه هشتم تابع :7مثالf (x) sin x   كدام است؟ 2
1 (cos x256 2  2 (sin x256 2   3 (cos x128 2  4 (sin x128 2  

  : 2«گزينه پاسخ« ( )y sin x y sin( x) sin( x) sin x


      8 8 82 2 2 256 4 2 256 22 

  

 كهاينفرض با  :8مثالy ي ازتابعx مشتق تابع ،استArctgy y x    كدام است؟   
1 (y y   21  2 (y y   21  3 (y y   21  4 (y y   21  

  : 2«گزينه پاسخ«  y
y y y

y y y
y y

          


 

2 2
2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 11 1
1 1
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 فرض كنيد  :9مثالy x x x    در اين صورتdy

dx
  كدام است؟ 

1 (
y 
1

2 1  2(
y



1

2 1   3 (
y 
1

2 1  4(
y



1

2 1   

 :رسانيم:مي 2ابتدا طرفين رابطه داده شده را به توان » 1«گزينه  پاسخ  

y x x x x y x y y x y y
y y



               
 

2 2 2 1 1
2 1 2 1     

  

  

 اگر :10مثالx y a 2 2 dگاهآن، 2 y

dx

2
  كدام است؟  2

1 (
y

1  2 (a

y

 2
  3 (a

y

 2

3  4 (
a y


2 3

1  

  : مطابق روش گفته شده داريم:»  3«ينه گزپاسخ  x y a x y a     2 2 2 2 2 2   
(y )

x yy x yy y y yy y
y

                 
212 2 1     

xبا توجه به تساوي را حساب كنيم، كه به راحتي yاست كافيحالا  yy  ، برابر باx

y
 ي در رابطه بالا داريم:است و با جايگذار  

x y a

xx
( )

x y ay y
y y

y y y y

 
 

         
2 2 2

2
2

2 2 22
3 3

11
  

  

 با توجه به معادله :11مثالx y x y 4 4 2   شود؟كدام گزاره حاصل مي 2

1( x xy
y

x y y

 


3 2

2 3
2

2
  2( x xy

y
x y y

 


3 2

2 3
2

2
  3( xy x

y
y x y

 


2 3

3 2
2

2
  شتق وجود ندارد.م  )4  

  : رو هستيم!؟گيري ضمني خيلي ساده روبهبا يك مشتق  »4«گزينه پاسخ  
x xy x xy

x y x y x y x y y y
y yx y x y

             
 

3 2 3 2
4 4 2 2 4 4 2 2

3 2 3 2
4 2 2
4 2 2

  

)كند، نقطهاي كه در معادله منحني صدق مي) را انتخاب نكرده باشيد! چرا كه تنها نقطه3اميدوارم گزينه ( , ) است، يعنيx y    و تابع در اين نقطه نيز
 سؤالگيري آن است كه تابع در يك همسايگي نقطه مربوطه تعريف شده باشد كه در مورد رابطه داده شده در صورت زيرا شرط لازم براي مشتق ،پذير نيستمشتق

)يهنقط , )  باشد.تنها مي يهيك نقط  
  

 اگر :12مثالy u u 2  وu x x 3 dyگاهآن 3

dx
xدر نقطه     كدام است؟ 2

1 (21 6
4  2 (  3 (15 6

4  4 (21  

  : به ازاي كهاينبا توجه به »  3«گزينه پاسخx  uبرابر uمقدار 2   8 6   خواهيم داشت: ،شودمي 2
dy dy du u dy

( x )
dx du dx dxu u

     
          



2
2

2 1 2 2 1 5 9 5 9 6 15 63 3 9 2 6 42 6 2 62
  

  
 اگر تابع :13مثالg در نقطه

fپذير باشد، مشتق تابعمشتق 2 (x) g(sinx xcosx)  در نقطهx


   كدام است؟  2

1 (g ( )
 
2   2 (g ( ) 1  3 (g ( )   4 (g ( )

  12  

  : دانيم اگرمي  »4«گزينه پاسخy f (u) گاهآن پذير باشد،تابعي مشتقy u f (u)   ،:پس داريم  
f (x) g(sin x x cos x) f (x) (cos x cos x x sin x)g (sin x x cos x)        1  

f ( ) (cos cos sin )g [sin (cos )] g ( )
                 12 2 2 2 2 2 2 2 2  

  

  است. yهمان عبارت داده شده در صورت سؤال يعني  ،اين
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 اگر :14مثال
h

f (h ) f ( )
lim

h

 
 

2 2 2
3

fمقدار مشتق ،باشد  ( x )1 xبه ازاي  3  1 كدام است؟   

1 (2-  2 (
1
2  3 (1

2  4 (2  

  : بعحد فوق مشتق تا ،با توجه به تعريف مشتق»  3«گزينه پاسخf (x) در نقطهx  fبه عبارت ديگر ؛باشدمي 2 ( )  
22   لذا داريم: 3

xf ( ) A f ( x ) f ( x ) A f ( ) ( )
x

                   
12 3 3 3 2 12 1 3 1 3 23 4 3 22 1 3 2 4

  
  

 فرض كنيد :15مثالf (x x) x  3 26 f، در اين صورت مقدار1 ( )   كدام است؟ 2

1 (9
8  2 (24

3  3 (3   4 (12  

  : شود:گيري از طرفين رابطه داده شده نتيجه ميبا مشتق»  3«گزينه پاسخ  ( x )f (x x) x  2 33 1 12  
fقرار دهيم، در صورتي كه با اين كار 2ها عدد xممكن است در ابتدا به نظر برسد كه بايد به جاي ( )  را عـددي قـرار دهـيم كـه     xنخواهـد آمـد. بايـد    بدست 2

x x3  يعني كافي است به جاي ،باشد 2برابرx  ار بگيرد:قر 1عدد  x ( )f ( ) f ( ) f ( )            21 3 1 1 1 1 12 1 4 2 12 2 3  
  

 اگر :16مثالf بر پذير باشد ودو مرتبه مشتقg(x) f (xf (x)) ،گاهآنg ( )   كدام است؟  
1 ((f ( )) f ( ) f ( ) 22     2 (f ( )f ( ) (f ( ))  22     3 (f ( )(f ( )) f ( )  2 2    4(f ( )(f ( )) (f ( )) 2 22    

  : به راحتي با توجه به فرمول داريم:  »4«گزينه پاسخ  g(x) f[xf (x)] g (x) (f (x) xf (x))f [xf (x)]       

g (x) (f (x) f (x) xf (x))f (xf (x)) (f (x) xf (x)) (f (x) xf (x))f (xf (x))                

xبا جايگزيني   شود:ابطه اخير نتيجه ميدر ر   g ( ) (f ( )) (f ( )) f ( )   2 22    

  

 مشتق تابع :17مثالy x x 3 xاي به طولدر نقطه 2  1 كدام است؟  
1 (1  2 (2  3 (1-  4 (2-  

 : 3«گزينه  پاسخ  «  

x   :اولروش 
y x x y x x y x y ( )

            13 3 22 2 2 3 1 1SwH ÂŸ¹¶ ¢ ±‰¶nk¤ ®iHj , ÁHpH ¾M  

xدر اين روش ابتدا با توجه به 1 ملاحظـه  دهـيم مـي گيـري را انجـام   آوريم و سپس عمل مشتقو از قدرمطلق بيرون مي كرده مقدار داخل قدرمطلق را تعيين علامت .
  .ين كرده و سپس نماد قدرمطلق را حذف كنيميعتمت عبارت داخل قدرمطلق را دا علابهتر است كه ابت )گيريمانند انتگرال(گيري از توابع قدرمطلق شود كه در مشتقمي

xدر :دومروش  1 كنيم:شود پس از اين فرمول استفاده ميعبارت داخل قدرمطلق صفر نمي    

            f (x)f (x) ( x )(x x) ( )( ) ( )( )
y

| f (x) | x x

            
 

2 3

3
3 2 2 3 2 1 2 1 1 11 2 12

  

  

 تابعمشتق   :18مثالy x x   1 )بازه بر 2 , )2   كدام است؟ 1
  ) مشتق ندارد4  -2) 3  2) 2  ) صفر1

  : يابتدا بايد عبارت داخل قدرمطلق را تعيين علامت كنـيم. در بـازه    »1«گزينه پاسخ( , )2 xداريـم  1  2 xو x1براين، بنـا 1   هـر دو مثبـت   2
|هستند. در نتيجه داريم: x | x  1 |و 1 x | x  2   را حساب كنيم: yرا در اين بازه نوشته و سپس yيتوانيم ضابطه. حالا مي2

  y x x y      1 2 3   
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 تابع  :19مثالy sinx sinx   
1 اي به طولدر نقطه 12

2:  

  ) مشتق دارد.4  پذير نيست.) مشتق3  ) فقط مشتق راست دارد.2  .) فقط مشتق چپ دارد1

  : ابتدا عبارات داخل قدرمطلق را در » 4«گزينه پاسخx


 |  كنيم.تعيين علامت مي 2 sin x | sin


     
1 1 112 2 2 2   

|بنابراين sin x | sin x  
1 1
2 . اما عبارت دوم در2

|  مقدارش صفر است: 2 sin x | sin


     1 1 1 12    

آن را در چپ و راست بنابراين بايد علامت
xبررسي كنيم. اگر 2


 sinمقدار ،باشد 2 x پس ؛شودكمتر از يك ميsin x  1      خواهد بـود. پـس در سـمت

چپ و راست
|داريم 2 sin x | sin x   1   . به اين ترتيب داريم:1

  y (sinx ) ( sinx ) sinx sinx sinx y cos x y ( ) cos( )
                 

1 1 11 2 2 22 2 2 2 2   

  

 تابع :20مثالf با ضابطهf (x) x x xدر  2  :  
  ندارد.) مشتق اول و دوم 2  ) مشتق اول دارد ولي مشتق دوم ندارد.1
  .) مشتق اول و دوم دارد4  ) مشتق دوم دارد ولي مشتق اول ندارد.3

 : اولاً تابع  »4«گزينه  پاسخf درx  زيرا ،به وضوح پيوسته است| x اي دو ضـابطه  صـورت ، آن را بـه fبـراي بررسـي مشـتق    اند.هر دو پيوسته x2و |
xبراي   وx   گيريم، بايد علامت تساوي را ازمي اي مشتقنويسيم. وقتي از اين تابع دو ضابطهمي(x )   برداريم. ابتـداf (x) وf (x)  را بـرايx   

xو   كنيم.تعيين مي  

fكنيم كه آيادر پايان بررسي مي ( )  وf ( )  ،با هم برابرند؟ اگر برابر باشندf ( )        وجـود دارد. بـه همـين ترتيـب بـراي وجـودf ( )    بايـد مقـدارf ( )  

fو ( )  .با هم برابر باشند  x ; x x ; x x ; x
f (x) f (x) , f (x)

x ; xx ; x x ; x

                

3 2

3 2
3 6
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fيبا توجه به ضابطه (x) برايx   وx   بينيم كهميf ( )   وf ( )  ، در نتيجهf ( )        يوجـود دارد و برابـر بـا صـفر اسـت. ضـابطهf (x) 

xبراي   وx   دهد كهنيز نشان ميf ( )   وf ( )   است پسf ( )  .موجود و برابر با صفر است  

;اگر در همين مثال به مشتق سوم دقت كنيم؛ خواهيم داشت x
f (x)

; x

   

6
6




fپس  ( )  6 وf ( )  6 دهـد كـه مشـتق    است. اين نشان مي

xسوم در   .وجود ندارد  
  

 فرض كنيد :21مثالf (x) x sin x   در اين صورت مقدار ،f ( )  چقدر است؟  
1 (3  2 (3-  3 (  4 (.وجود ندارد  

  : 2«گزينه پاسخ«    

xتوجه كنيد كه تابعروش اول:   در همسايگي نقطهيعني چه به ازاي) ، و چه به ازايباشد، بنابراين داريم:مي 3ابت است و مقدار آن برابر ) تابعي ث    
x f (x) sin x f (x) cos x f ( ) cos              3 3 3 3 3    

xبه ازايروش دوم:    مشتقِ شود پسداخل جزء صحيح عدد صحيح نمي مقدارx   يدر نقطهx     ضـرب  الا از مشـتق حاصـل  ح ـ اسـت.  برابر بـا صـفر
f  استفاده كنيم: (x) ( x ) sin x x (sin x) sin x x cos x f ( ) cos                             3  
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد  :22مثال
x ; x

f (x)
xsin ; x

x


 


1




fگاهباشد، آن  (x) :در صفر  

  پذير نيست.مشتق) پيوسته است، ولي 4  .) پيوسته نيست3  ) حد چپ و راست ندارد.2  ) حد چپ و راست غير مساوي دارد.1

 :حد كهآنبراي   »4«گزينه   پاسخf (x) درx   موجود باشد بايد
x
lim x


و 
x
lim x sin

x

1


  با هم برابر باشند. 

x

x

lim x

lim x sin sin ( )
x









     


1






  nHj·Ho¨ ”MIU ¦Ä
    

اينبنابر
x
lim f (x)





 دهد كه حد چپ و راست دراست. اين نشان ميx     موجود و با هم برابرند. براي تشخيص پيوسـته بـودنf (x) درx     ابتـدا بايـد 

f ( )  .دقت كنيد كهرا محاسبه كنيمx   عددي گوياست( )  يبنابراين از ضابطهf (x) x كنيم و خـواهيم داشـت  استفاده ميf ( )  ،   پـس حـد 
f (x) درx    آن در اين نقطه برابر است يعنيبا مقدارf (x) درx    .پيوسته است  

fپذير بودنشرط مشتق (x) درx   ي آن در اين نقطه مقدار مشتق يكسـاني داشـته باشـند. مشـتقِ    آن است كه هر دو ضابطهy x    برابـر اسـت بـاy 1 ،  

yاما تابع x sin
x


xدر 1   نويسيم:براي اطمينان از اين موضوع تعريف مشتق را مي .پذير نيستمشتق  

)f ( )  (وجود ندارد
x x x

x sin f ( ) x sin
x xlim lim lim sin sin( )

x x x  


    



1 1
1

  




  

fبينيم كهبندي نتايج فوق ميبا جمع (x) درx   پذير نيست.حد دارد و پيوسته است اما مشتق  
 

 مشتق منحني به معادلات پارامتري  :23مثال
x cost

y sint

 



 

1
11 2

  :برابر است با 

1 (cot gt  2 (cot gt
1
2  3 (cot gt  4 (cot gt

1
2  

 : 4«گزينه   پاسخ«  t
x

t

cos ty
y cot gt

x sint


   



1
12
2  

  

 مشتق دوم منحني پارامتري :24مثالx t t

y t t

   


  

3

3
3 1
3 1

  كدام است؟  xنسبت به  

1 (t

t





2
2

1
1

  2 (t4  3 (
(t )2 3

4
3 1

  4 (t

(t )2 3
4

3 1
  

 : 4«گزينه  پاسخ«  xt t
x xx

t t

t(t ) t(t )
(y )y t t t(t )

y y
x xt t (t ) (t )

  
           

    

2 2
2 2 2 2
2 2 2 2 3

2 1 2 1
3 3 1 41
3 3 1 3 1 3 1

  
  

 فرض كنيد :25مثالx t t

y t t

   

   

2

2
8
8

dدر اين صورت مقدار ، y

dx

2
tدر نقطه 2    چقدر است؟ 1

1 (1  2 (2  3 (4  4 (8  
 : اي بـين باشد، ولي توجه كنيد كه اگر رابطـه گيري پارامتري ميروش معمول، استفاده از مشتق  »2«گزينه  پاسخx وy     تـر  پيـدا كنـيم، محاسـبات سـاده

xy  شود.مي ( t t)( t t) t t y
x

          2 2 2 2 88 8 8 8  
tگيريم، ضمناً توجه كنيد كه به ازايمي xدو بار مشتق بر حسب yبنابراين به طور معمول از 1،x    آيد.مي بدست 2

xy y y y ( )
x x x

        2
2 3

8 8 16 2 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

  اگر :26مثالf (x) x x 3   ) واقع بر آن چقدر است؟2اي به عرض (باشد، مقدار مشتق تابع معكوس در نقطه 2

1 (1
16  2 (12  3 (1

12  4 (16  

  : روي تابع معكوس است، لذا2اي به عرض (توجه شود چون نقطه»  1«گزينه پاسخ (x    طول روي تابع اصلي است، لذا داريم: 2
ba

f ( )


  3 22 2 2 12  

aدر واقع در اين تست  bو 2 12 باشد، پس داريم:مي   (f ) ( )
f ( ) ( )

    
  

1
2

1 1 112 2 163 2 2 2
  

  

 اگر :27مثالx
f (x) ( x )( x )(x )   22 2 3 2 fباشد، 42 ( )   كدام است؟ 2

1 (32  2 (  3 (f ( )2  4 (32  
  : ياگر به ضابطه»  1«گزينه پاسخf (x) شويد به ازايدقت كنيد متوجه ميx  x)كننده،عامل صفرشود. در واقع صفر مي 2 )2  كـافي لـذا   ؛باشدمي 4

x)از است )2 x  :مشتق بگيريم و در ساير عبارات ضرب كنيم 4
f (x) ( x )( x ) x f ( ) ( )( )

x
          


22 2 3 2 2 2 4 2 6 2 4 322 2 2  

  

 مشتق مرتبه دوم تابع  :28مثالy ( x ) ( x )  
1

2 2 32 1 4 xيدر نقطه 7 
1
  كدام است؟ 2

1 (8  2 (16  3 (12  4( 4  

 :ي دوم را درمرتبه مشتق  »2«گزينه  پاسخx 
1
)خواهيم؛ عامل صفرشونده يعنيمي 2 x )2 تـوانيم فقـط از ايـن    است. بنـابراين مـي   2هم داراي توان  1

)عامل، مشتق دوم بگيريم و در ساير عوامل ضرب كنيم. مشتق x ) 22 )شودمي 1 x ) 2 2 2   است. در نتيجه داريم: 8و مشتق دوم آن برابر با  1

y ( ) ( x )
x

    


1
2 331 8 4 7 8 8 1612

2
  

  

  

 نرخ تغيير  :29مثالx 2 xنسبت به 8

x  xدر نقطه 1    ست با:برابر ا 1

1 (1
6  2 (3

4  3 (4
3  4 (6  

 : با تعريف   »3«گزينه  پاسخf وg :به شكل مقابل داريم     x
f (x) x , g(x)

x
  


2 8 1  

x

f (x) x
(x ) x xg (x)

(x )

    
   



2

2

2 2
42 8 6

1 1 11 3
41

  نرخ تغيير 

  

 نسبت تغييرات عبارت: 30مثالx x x  54 xبه تغيير عبارت 5 x 2 3 xي در نقطه 1    كدام است؟ 1

1 (44
15  2 (44

25  3 (22
15  4 (22

15  

 :اگر»  2«گزينه  پاسخf (x) x x x  4 g(x)و 55 x x  2 3   داريم: گاهآن 1

x
f '(x) x
g '(x) x

     
    

  

3
5 4
1 1 14 5 4 1 5 9 445 5 5

2 3 2 1 3 5   نسبت تغييرات 25
  

 اگر :31مثالy x x    كدام است؟ x2به تغييرات y2، نسبت تغييرات2
1 (x 22 1  2  (x x22 3  3 (x x 21 2 3  4 (x x 21 2 2  
 :ابتدا»  3«گزينه  پاسخy2 كنيم:را به شكل مقابل حساب مي  y (x x ) x x x    2 2 2 4 32  

fبا در نظر گرفتن (x) x x x  2 4 g(x)و 32 x f  داريم: 2 '(x) x x x x x x
x x

g '(x) x x x x

 
       

3 2 3 2
22 4 6 2 4 6 1 2 32 2 2   نسبت تغييرات  2
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :32مثالx y y 3 ،نسبت تغييرy به تغييرx 5 xدر نقطه6    كدام است؟ 2
1( / 3  2( / 4  3( / 5  4( / 6  

  : اگر فرض كنيم  »2«گزينه پاسخg(x) x 5 xبه yنسبت تغيير گاهآن ،6 5 xبرابر 6

x

y

g




  پس داريم: ؛شودتعريف مي 

x
g(x) x g (x)

x

    


5 5 525 6 82 5 6 2 16
  

xبا توجه به رابطه گاهآنرا حساب كرده و  yxبهتر است xyاز طرفي براي محاسبه
y

y
x

 

  را معلوم كنيم: xyمقدار 1

y xx y y x y y
y

       


3 2
2
13 1

3 1
  

/  

1
84 45 2

8




xنسبت تغييرات 
xx y y y y y y

( )

           


23 3
2
1 12 1 43 1 1

  

  

 اگر :33مثالf (x) xsin x وg(x) log( x x )  22 4   هاي زير درست است؟كداميك از گزينه گاهآن 1
1 (f (x) تابعي فرد وg (x) 2  .تابعي زوج است (f (x) تابعي فرد وg (x) نيز تابعي فرد است.  
3 (f (x) تابعي زوج وg (x) .4  تابعي فرد است (f (x) تابعي زوج وg (x) .نيز تابعي زوج است  
 : 1«گزينه  پاسخ «f (x) تابعي زوج وg(x) تابعي فرد است بنابراين مشتقf (x) تابعي فرد و مشتقg(x) .تابعي زوج است  

  

 ي يازدهم تابعمشتق مرتبه : 34مثالy
x


2

16
4

xيدر نقطه    كدام است؟  

1 (!
 12

11
2

  2 (!
 1

11
2 

  3 ( 12
1

2
  4 (  

 :تابع»  4«گزينه  پاسخy(x) اينزوج است، بنابرy (x) ،فرد استy (x) ي فرد هاي مرتبهي زوج آن، زوج هستند و مشتقهاي مرتبهزوج است و به همين ترتيب مشتق
)آن، فرد هستند. پس )y (x)11 دانيم كه هر تابع فرد كه درتابعي فرد است. از طرفي ميx    تعريف شده باشد، در اين نقطه مقدارش صفر است. پس( )y ( ) 11   است .  

 

  
  

 تابع  :35مثالf (x) :با اين ضابطه داده شده استx sin (x ) sin( ) ; x ,
f (x) x x

; x ,

     
 

2 31 11
1



 
  كدام گزينه صحيح است؟ 

  )Berkelyت رياضي عمومي دانشگاه (از سؤالا
f) تابع1  درx   وx 1 .تابع2  موجود و پيوسته است (f درx   وx 1 پذير نيست.مشتق  
fپذير است، امادر هر عدد حقيقي مشتق f) تابع3  درx   .تابع4  پيوسته نيست (f پذير است، امادر هر عدد حقيقي مشتقf  درx 1 .پيوسته نيست 

 :اين تابع مجموعي از دو تابع  »3«گزينه   پاسخx sin
x

2 و(x ) sin( )
x





31 xاست كه اولي در 1       نيـاز بـه بررسـي دارد و دومـي درx 1   بايـد

fدر مـورد وجـود يـا پيوسـته بـودن      هـا ي گزينـه بررسي شود. همـه  (x)      هسـتند، پـس بـا در نظـر گـرفتنk 1    كنـيم كـار را آغـاز مـي    ،و مـرور ايـن نتـايج. 
aاگر ( b) b   1 fباشد، 1 (x) وجود دارد و اگرa ( b)  1 fاشد،ب 1 (x)   بـار در پيوسته است. ما بايد اين موضـوع را يـكx    بـار در و يـكx 1 

xيبررسي كنيم. در نقطه   با توجه بهx sin
x

2 داريمa  bو 2 1به ازاي ،k 1 نامساويa ( b) b   1 fبرقرار است و ايـن يعنـي   1 ( )    وجـود

aدارد. اما نامساوي ( b)  1 fدهدبرقرار نيست كه نشان مي 1 (x) درx     يپيوسته نيست. بـراي نقطـهx 1    بـا توجـه بـه(x ) sin
x





31  داريـم  1

a  bو 3 1نامساوي ،a ( b) b   1 fبرقرار است، پس 1 ( ) aوجود دارد. همچنين نامساوي 1 ( b)  1 fبرقرار است، پس 1 (x) درx 1  پيوسته
fبه طور خلاصه ديديم كه است. (x) همواره وجود دارد، اما تابعf  درx   .ناپيوسته است   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 مقدار :36مثال
x

cos(x ) cos( )
lim

x

 
 6 6


  :برابر است با 

1 (
x


2

1
1

  2 (
x 2

1
1

  3 (
3

2  4 (
1
2  

 : حد فوق مشتق تابع ،با توجه به تعريف مشتق»  4«گزينه  پاسخf (x) cos(x )


  xدر نقطه 6   لذا داريم: .باشدمي  

f (x) cos(x ) f (x) sin(x ) f ( ) sin
             

1
6 6 6 2  

  

 مقدار :37مثال
h

Arctg(x h) Arctgx
A lim

h

 



  :برابر است با 

1 (
x


2

1
1

  2 (
x 2

1
1

  3 (
1
3  4 (1

3  

  : حد فوق مشتق تابع ،با توجه به تعريف مشتق  »2«گزينه پاسخf (x) Arctgx در نقطهx x لذا داريم: .باشدمي  

A f (x) (Arctgx)
x

  
 2
1

1
  

  

 اگر  :38مثالf  مشتق سوم پيوسته داشته باشد، حاصل حد زير كدام است؟  

h

f (x h) f (x h) f (x h) f (x h)
lim ( )

h

      
3

3 3 3 3


  
1 (f 9  2 (f (x)6  3 (f (x)8  4 (f (x)3  

   :مقدار  »3«گزينه پاسخh  كنيم، به جوابرا در كسر جايگذاري مي


كنـيم و ايـن عمـل را    ي هوپيتال استفاده مـي براي رفع ابهام از قاعده .رسيممي 
  ا حاصل كسر، عدد شود:كنيم تآنقدر تكرار مي

HOP

h

HOP

h

f (x h) f (x h) f (x h) f (x h)
lim

h
f (x h) f (x h) f (x h) f (x h)

lim
h





         
 

         
 

2
3 3 3 3 3 3

3
9 3 3 3 9 3

6










 

HOP

h

f (x h) f (x h) f (x h) f (x h) f (x)
lim f (x)


             
27 3 3 3 27 3 48 86 6  

 

 فرض كنيد  :39مثالf پذير وتابعي مشتقx ( , ) 1 باشد، همچنين تساوي
h

f (x h ) f (x)
lim x

hsin h

 


2 1
2 2

yمقدار مشتقبرقرار باشد،   f ( x )  در
xينقطه    )صنعتي شريفدانشگاه  )1( عمومي پايان ترم رياضي(از سؤالات   كدام است؟ 4

1 (4  2 (2  3 (1
2  4 (1

4  

 :توان به شكل زير نوشت:ارزي ميعبارت را با استفاده از همابتدا به حد دقت كنيد، »  3«گزينه  پاسخ  

h h h

f (x h ) f (x) f (x h ) f (x) f (x h ) f (x)
lim ( ) ~ lim ( ) lim ( )

hsin h h h h  

     




2 2 2
2

1
2 2 2  

  

fتوان مشتق تابععبارت داخل پرانتز را مي (x) .سؤال تساوي صورتبهبنابراين با توجه  در نظر گرفتf (x) x 
1 1
2   خواهيم داشت:لذا را داريم و  2

f (x)
x f (x) x


  

1
2 2

  

yسؤال مشتق f ( x ) دانيم برابر بارا خواسته كه ميy f ( x )
x

 
1

2
fاست، اما  ( x ) يدر نقطهx    شود.به شكل زير حساب مي 4

1
2 f (x) xf ( ) f ( ) f ( ) y f ( )

            


1 14 2 2 2 4 22 22 4
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 اگر  :40مثالf (x) (x x )(x )   2 3 2 naحد گاهآن، 3 n (f ( ) f ( ))
n

  2
2

21   كند، كدام است؟نهايت مثبت ميل ميبه سمت بي nوقتي 1

1 (2  2 (1  3 (4  4 (3  

 :وقتي»  3«گزينه  پاسخn   با حالت ابهام گاهآن شويم كه بايد آن را به حالتمواجه مي


  تبديل كنيم: 

h
n

n
n n h

f ( ) f ( )
f ( h) f ( )nlim a lim ( ) lim

h

n





  

 
 

   
2

1
2

2

21 1 1 2 1
1 


´ÄnHj ƒo  IM

  

xيدر نقطه fتابع راست برابر مشتق 2دانيم حد فوق، مي 1 .البته استf پـس لازم اسـت  پذير است و مشتق چپ و راست آن بـا هـم برابرنـد؛    مشتقf ( )2 1   

f  را حساب كنيم: (x) (x x )(x ) (x )(x )(x ) f ( ) ( )( )             2 3 2 3 1 2 3 1 1 1 2 1 3 2½kº¼{oŸ‚ ®¶I – ¢Tz¶  
بنابراين حاصل حد برابر با 2 2   شود.مي 4

fبته اگر در قسمت نهايي متوجه نشويم كه حد فوق برابر باالتوضيح:  ( )2   توانيم از قاعده هوپيتال استفاده كرده و به اين نتيجه برسيم.است، به راحتي مي 1
  

 اگر :41مثالf (x) x ،مقدار گاهآن
h

f ( h) f ( h)
A lim

h

  


2 3 2


  كدام است؟ 

1 (1
2  2 (2  3 (2

2  4 (2  

  : مثالدر اين »  2«گزينه پاسخa  bو 3  1 باشد:مي  

a b ( ) A f ( ) , f (x) A f ( )
x

               
1 13 1 4 4 2 4 2 4 2

2 2 2
  

 

 اگر :42مثالf (a)   وf (a)  گاهآن ،4
h

f (a h) f (a)
lim

h

 2
5

  )78(مكانيك ـ سراسري        كدام است؟  

1 (4  2 (6  3 (8  4(1  

  : ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه پاسخ    

  كنيم:ثابت است. حالا از هوپيتال استفاده مي aمتغير و hدقت كنيد كهروش اول: 
h h

f (a h) f (a) f (a h) f (a)
lim lim

h 

    
    

2 2 2 2 2 4 8
5 5 5 5 5 




 

  طبق مطالب كتاب داريم:روش دوم: 
h

f (a h) f (a h)
lim ( )f (a) f (a)

h

          
2 2 2 2 4 8



   

f  در مخرج كسر داريم: 5در نتيجه با در نظر گرفتن ضريب  (a) 
  

2 2 4 8
5 5   جواب 5

 

 اگر :43مثال
h

f (x h) f (x h)
lim x

h

  



fمقدار مشتق ، ( )

x

xبه ازاي 1    )79ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 1
1 (1-  2 (

1
2  3 (1

2  4 (1  

  : مبهم صورتبهحد داده شده   »2«گزينه  پاسخ


  است، براي رفع ابهام بايد از هوپيتال استفاده كرد و داريم:

HOP

h h

f (x h) f (x h) f (x h) f (x h)
lim lim f (x) x f (x) x

h 

             
121 2 




  

f)حالا به محاسبه ( ))
x

1پردازيم:مي  x
. .(f ( )) ( ) f ( ) (f ( ))

x x x x xx


          12
1 1 1 1 1 1 1 1 1 112 1 2 2  
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 تابع :44مثالf (x) (x ) | x | | x |    1 1   )80(علوم كامپيوتر ـ سراسري    ... 2
x) فقط در نقاط1 ,1 xي) فقط در نقطه2  باشد.پذير نميمشتق 2    باشد.پذير نميمشتق 2
xي) فقط در نقطه4  پذير است.قاط مشتق) در تمام ن3    پذير است.مشتق 2

  : رسـد تـابع  باشند. بنابراين به نظـر مـي  پذير نميهاي غيرتكراري عبارات درون قدرمطلق مشتقدانيم توابع شامل قدرمطلق در ريشهمي  »2«گزينه پاسخf 
xدر 1 وx  xدر fپذير نيست. ولي تابعمشتق 2 1 زيرا به دليل وجود عامل ،پذير استمشتق(x )1در پشت قدرمطلق ريشهx 1    (مضـاعف) تكـراري
  باشد.مي

 

 فرض كنيد :45مثالf (x) Lnx وfog(x) xLnx در اين صورتg ( )   )80(آمار ـ سراسري                      برابر است با:        2
1 (Ln4 2  2(Ln2 2  3(Ln2 2  4 (( Ln )4 1 2  

  4«گزينه  : پاسخ«    xxLnx Lnx xfog(x) xLnx
Ln(g(x)) xLnx g(x) e e x

f (x) Lnx f (g(x)) Ln(g(x))

 
        

  
xg (x) x (Lnx ) g ( ) (Ln )      1 2 4 2 1  

 

 اگر :46مثالf ( ) گاهآن ،ود داشته باشدجو 2
x

xf ( ) f (x)
lim

x


2

2 2
  )80(آمار ـ سراسري                      برابر است با:       2

1 (f ( ) f ( )2 2  2 (f ( ) f ( ) 2 2 2  3 (f ( ) f ( )2 2 2  4(f ( ) f ( ) 2 2  

 : حد داده شده از نوع  »3«گزينه  پاسخ


  مبهم است، لذا با استفاده از قضيه هوپيتال داريم:

           
x x

xf ( ) f (x) f ( ) f (x)HOP
lim lim f ( ) f ( )

x 

    
2 2

2 2 2 2 2 2 22 1



  
 

 مشتق :47مثالy arcsin(Lnx) يهدر نقطx e :80(رياضي ـ سراسري            برابر است با(  

) e  3 (e2  4) 2  ) صفر1
e

2
3

  

  : هاي محاسبه مشتق داريم:با توجه به فرمول  »4«گزينه پاسخ    

(Lnx) e e ex(Arcsin(Lnx)) y
x e . e e(Lnx) (Lnx) (Ln e) ( )


        

   
2 2 2 2

1 1 11
4 2

1 3 3 31 1 1 1 2 4

  

 

 اگر :48مثالf (x) sinh (tgx) f، مقدار1 ( )  80(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري            كدام است؟(  
1 (2-  2 (1-  3 (1  4 (2  

 : كنيم:هاي مشتق را يادآوري ميابتدا فرمول  »3«گزينه   پاسخ  u
(sinh (u)) , (tgu) u .( tg u)

u

 
    



1 2
2

1
1

  

(tgx) tg x
f (x) (sinh (tgx)) tg x f ( ) tg ( )

(tgx) tg x

             
 

2
1 2 2

2 2
1 1 1 1 1

1 1
   

 

 اگر داشته باشيم :49مثالxey (x ) 2 dyمقدار ،1

dx
xدر     )80(معدن ـ سراسري         كدام است؟ 1

1 (e( ) 2 12 2  2 (e e( ) 12 2  3 (e.e(Ln )2 2 1  4 (e( e) (Ln )2 2 1  

 : صورتبهي مشتق توابع براي محاسبه  »3«گزينه  پاسخvy u از فرمولv u
y u (v Lnu v )

u


    كنيم:استفاده مي  

x x
e x e e exe e

y (x ) (e Ln(x ) ) y ( ) ( ) (e Ln( ) ) (eLn e) e(Ln )
x

              


1 12 2 1
2

2 21 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 121
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 اگر :50مثال
x t

y
t

  






2 1
dباشد، 1 y

dx

2
tدر 2    )80(معدن ـ سراسري        كدام است؟ 1

1 (3
4  2 (

5
4  3 (3

2  4 (5
4  

  : ابتدا  »1«گزينه  پاسخxy كنيم:گيري پارامتري حساب ميرا با استفاده از مشتق  t
x

t

y ty
x t t




    


2
3

1
1

2 2
  

x  كنيم:ي مشتق دوم در حالت پارامتري حساب ميي محاسبهحالا مشتق دوم را با دقت به نحوه t
xx xx

t

t
(y ) tty y

x t t t


     



2
26
7 5

6
6 34

2 8 4
  

dآمده است ( بدست xنسبت به yبه اين ترتيب مشتق دوم y

dx

2

tاست) و به ازاي xxyهمان 2 1 :داريم  d y

dx


2
2

3
4  

 

 با فرض :51مثالd y
, x xy y

dx
  

2 2 2
2 2 4 xدر 3    )80ـ آزاد صنايع ـ سيستم (                                كدام است؟ 1

1 (3  2 (1
  1) 4  ) صفر3  3

  : از  »2«گزينه پاسخx 1 شودنتيجه ميy  1شده خواهيم داشت: گيري ضمني از عبارت داده. با مشتق    
x

y
x y xy yy y


       1

1
2 2 2 8    

x          گيريم:مشتق مي xاز رابطه اخير دوباره نسبت به , y

y
y y xy y yy y 


            1 12 12 2 2 2 8 8 3

  
 

 اگر :52مثالxf (x) xe xيام اين تابع به ازاnباشد، مشتق مرتبه 2        80ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(   كدام است؟(  
1 (nn.2  2 (nn  12  3 (n2  4 (1  

  : دانيم كه اگربطور كلي مي  »2«گزينه  پاسخy xf (x) ،گاهآن(n) (n) (n )y xf (x) nf (x)   بنـابراين  ).(قاعده لايـب نيتـز در حالـت خـاص اسـت      1
  داريم:

x (n) n x n x (n) nf (x) x.e f (x) x. e n e f ( ) n      2 2 1 2 12 2 2  
 

 مشتق تابع :53مثالf (x) x cosx    در نقطهx


 ( كدام است؟ 2   (.نماد جزء صحيح است  )80ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  
1 (  2 (1  3 (1-  4.ندارد (  

  : كهاينبا توجه به   »3«گزينه  پاسخ
 1 fباشد، لذا تابعمي 22 (x) در فاصله( , )1 xكه همسايگي 2


   :زير خواهد بود صورتبهباشد مي 2

x f (x) cosx f (x) sin x f ( )
            1 12  

 

 فرض كنيد :54مثالf درx گاهآن ،پذير باشدمشتق 
h

f (x h) f (x h)
lim

h

   


  )81ـ سراسري  MBA(            برابر است با:   

1 (f (x )   2 (f (x )2   3 (f (x )1
2   4.حد وجود ندارد (  

  : 2«گزينه پاسخ«    

حد داده شده از نوع مبهمروش اول: 


  استفاده از قضيه هوپيتال داريم: لذا با ،است 

                  
h h

Hopf (x h) f (x h) f (x h) f (x h)
lim lim f (x )

h 

         21
   

 




  

  با استفاده از فرمول متن كتاب، داريمروش دوم: 
h

f (x ah) f (x bh) a ,blim (a b)f (x ) f (x )
h

        1 1 2 
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 فرض كنيد :55مثالf ( x ) x 3 21 fگاهآن، 4 ( )   )81ـ سراسري  MBA(             برابر است با:       9
1 (

8
3  2 (4

3  3 (
4
3  4 (8

3  

  : 2«گزينه پاسخ«   

                          x
f ( x ) x (f ( x )) ( x ) x f ( x ) x f ( x )

xx
               


3 2 3 2 2 3 3

2
8 81 4 1 4 3 1 8 1 33

´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  

fچون ( ) x  پس داريم: ،خواهيمرا مي9 x x f ( )
( )

           
  

3 3 8 8 41 9 8 2 9 3 2 6 3  
 

 مشتق تابع :56مثالf (x)
x(x )(x )


  2

1
1 2

xدر     )81ـ سراسري  MBA(           برابر است با:  3

1 (17-  2 (
11
36  3 (17

36  4 (
17
36  

  : 4«گزينه پاسخ«    
f (x) f ( )

Lnf (x) Lnx Ln(x ) Ln(x ) f ( ) f ( )
f (x) x x x f ( )

                    
 

1 1 2 3 1 1 17 171 2 2 2 3 31 2 3 3 2 6 36  
 

 مقدار مشتق عبارت :57مثالsinh x2 xدر 2    )81راسري ـ س صنايع ـ سيستم(   كدام است؟ 1
1 (e e2 22  2 (e e4 42  3 (e e2 2  4 (e e4 4  
  : با استفاده از فرمول مشتق  »4«گزينه  پاسخmsinh u:داريم  m m(sinh u) u .m.sinh u.cosh u  1  

f (x) (sinh x ) ( x) sinh( x).cosh( x) sinh( x).cosh( x) sinh x       2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 4  

e e
f ( ) sinh ( ) e e


    

4 4
4 41 2 4 2 2  

 

 81ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  است. ................. و مشتق هر تابع فرد تابع ................. مشتق هر تابع زوج تابع :58مثال(  
  ) فرد ـ فرد4  ) فرد ـ زوج3  ) زوج ـ روج2  ) زوج ـ فرد1
 : مشتق هر تابع زوج تابع فرد است و مشتق هر تابع فرد تابع زوج است.  »3«گزينه   پاسخ  

:مشتق، تابع فرد است  f (x) f ( x) f (x) f ( x)      ´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  تابع زوج  
:مشتق، تابع زوج است   f (x) f ( x) f (x) f ( x)      ´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  تابع فرد  

 

 اگر :59مثالf (x) | sin x |گاه، آنf ( )
   )81(رياضي ـ سراسري          كدام است؟ 2

1 (  2 (1-  3 (1  4.موجود نيست (  

  : چون  »1«گزينه  پاسخsin x در همسايگيx


   درمطلق را برداريم:توانيم قهمواره مثبت است، لذا مي2

f (x) sin x f (x) cos x f ( )
     2   

  

  
 اگر :60مثال

xe x
y

x






2

dxمقدار گاهآنباشد،  2

dy
xدر نقطه    81ـ سراسري  (معدن           كدام است؟(  

1 (1  2 (4
5  3 (1

4  4 (5
4  

 توان ابتدامي  »2«گزينه   اسخ :پdy

dx
dxكسرآورد و سپس با معكوس كردن  بدسترا 

dy
  آورد. بدسترا نيز 

x x xe x dy ( e )(x ) (e x)
y

x dx (x )

    
  

 

2 2 2

2
2 1 2

2 2
  

xx x

dx (x )
( )

xdy ( e )(x ) (e x) ( e )( ) (e )



    

        

2 2

2 2
2 2 4 4

6 1 52 1 2 2 1 2    
          

 

y 

x

y 0 


2


2






f (x) | sinx |
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 اگر:  61مثالsinxf (x) ( x )e  f)مقدار ،35 ) ( ) 1   )82ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 5
1 (  2 (3  3 (1

3   1
5 (4 

 دانيم اگرمي  »4«گزينه    اسخ :پf (a) b  ،گاهآنباشد(f ) (b)
f (a)

  


1 sin      د:خواهد بو 1 x( x )e x   35 5    

sin x(f ) ( ) , f (x) [ x ( x )cos x]e f ( ) (f ) ( )
f ( )

           


1 2 3 11 15 3 5 5 5 5


  
  

 اگر براي :62مثالx   داشته باشيمx f (x) x  22 fمقدار ،1 ( )   )82(آمار ـ سراسري                     است با:برابر  1
1) 2  ) صفر1

2  3 (2  4 (2-  

 ابتدا مقدار تابع  »3«گزينه  اسخ :پf را درx 1 آوريم:مي بدست     x f (x) x f ( ) f ( )       22 1 2 1 2 1 2  

fحال براي محاسبه ( ) x               كنيم:از تعريف مشتق استفاده مي 1 f (x) f ( ) x
x f (x) x

x x x

   
     

  

2
2 2 2 1 1 22 1 1 1 1  

x x x

x f (x) f ( ) x
lim lim lim f ( )

x x x  

        
  

2

1 1 1
2 2 1 1 2 1 21 1 1  

fو بنابراين ( ) 1 2.  
g(x)است از طرفين نامساوي مشتق بگيريم. اما بايد توجه كنيد كه از نامساوي يد اين فكر به ذهن برخي از دوستان برسد كه كافيشاتوضيح:  f (x) h(x)  

gتوان نتيجه گرفت:نمي (x) f (x) h (x)   براي مثال به تابع .f (x) sin(x) يم كهدانتوجه كنيد. همه ميsin x  1 ، اگر از طرفين مشتق بگيـريم  1
sin)داريم: x)   نيز(sin x)   وضوح غلط است. با اين حال اين روش با يك شرط قابل استفاده است:كه به  

h(x)پذير باشند ومشتق hو f،gهرگاه توابعقضيه:  f (x) g(x)  يو در نقطهa داشته باشيمh(a) f (a) g(a)  توان نتيجه گرفت:گاه ميآن  
h (a) f (a) g (a)     

 

 كنيد فرض :63مثالf وg پذير برتوابع مشتق هاي زير اشتباه است؟گزاره باشند، كداميك از       )MBA  82ـ سراسري(   
fجا) ممكن است همه1 g , f g  .  2جا) ممكن است همهf , f , f     .  
fجا ) ممكن است همه3 , f , f     .  4اگر (f g  وf (x ) g(x )  به ازاي يكx ،گاهآنf g.  

  

 توانست ) مي4ي (اما گزينه(  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه  اسخ :پ
ــه )1ي (گزينــه جــواب باشــد). ــال ي درســتي را بيــان مــيجمل ــراي مث كنــد. ب

xg(x)توابــع e، وf (x)  1 را در نظــر بگيريــد. اولاً چــونf (x)  منفــي
fجـا مثبت است پـس همـه   g(x)و (x) g(x)  ثانيـاً  .اسـتxg (x) e   

fمنفي است و (x)   پسf (x) g (x)  است. (به جايf (x)  توانيـد  مـي
  هر تابع ثابت منفي را در نظر بگيريد).

  
f،fهايمت) بايد گفت علا3) و (2هاي (در مورد گزينه  وf      هـيچ ربطـي بـه

توانيم تابعي را هم ندارند، يعني هشت حالت مختلف وجود دارد، و از هر حالت مي
  نويسيم:نظر را مي ) مثال مورد3) و (2هاي (جا براي گزينهمثال بزنيم. در اين

  
xfابعت (x) e،مثبت است ،(f )   نزولي اسـت(f )      و محـدب اسـت

(f )  ، صحيح است.2ي (پس گزينه (  
fتابع (x) x 1  يدر بـازه[ , )   مثبـت اسـت(f )    صـعودي اسـت ،

(f )  ، ولي مقعر است(f )  . صحيح است.3ي (پس گزينه (  
  

fداشته باشيم x) بايد بگوييم، اگر در يك نقطه مانند4ي (در مورد گزينه (x ) g(x )  وf (x ) g (x )  ، جـا  توانيم نتيجه بگيريم كـه همـه  نميf g 
fاست. مثلاً توابع (x) x g(x)و 2 x xيرا در نظر بگيريد. در نقطه 3   داريمf ( ) g( )  وf ( ) g ( )  ، جااما همهf وg اند. پس اگر هبرابر نشد

fصورتبهطراح سؤال اين گزينه را  (x ) g (x )   وf (x ) g(x )  اما متأسـفانه   اشد.طراح ب مورد نظرتوانست جواب نوشت، همين گزينه غلط بود و ميمي
fاشتباهي رخ داده است و در نوشتن اين گزينه g  جاجا فرض شده است. اگر همهدر همهf g ، گاهآنf g   .  پس تابعf g   بايد تابع ثابت باشـد
fشود). پسمي (چون مشتق آن صفر (x) g(x) c دانـيم كـه  . از طرفي ميf (x ) g(x ) ،  پـسf (x ) g(x )     يعنـي c       بـه عبـارتي نتيجـه

fجاشود كه همهمي (x) g(x) هستند. ها جملات درستيي گزينهاست. با اين حساب همه  

x

y

xf (x) e

  f , f , f   

xg(x) e

f (x) 1 

x

y

1

x

y

f (x) x 1 

1

  f , f , f   
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 اگر :64مثالf درx a گاهآن ،پذير باشدمشتق
x a

x f (a) a f (x)
lim

x a




2 2
  )82(رياضي ـ سراسري              برابر است با:    

1 (af (a) a f (a)  22  2 (a f (a) af (a)2 2  3 (af (a) af (a) 2 2  4 (af (a) a f (a) 22  

 4«گزينه   اسخ :پ«             
x a x a

HOPx f (a) a f (x) xf (a) a f (x)
lim lim af (a) a f (a)

x a 

    


2 2 2 22 21



  
 

 اگر :65مثالn mf (x) (sin x) (cos x)


 2 وm,n  fمقدار ،1 ( )   )82يك و هواشناسي ـ سراسري (ژئوفيز      كدام است؟ 1

1 (  2 (1  3 (( m)


 2  4 ((n m)   

 1«گزينه   اسخ :پ«                n m m nn x x x
f (x) cos (sin ) (cos x) m sin x(cos x) (sin ) f ( )              1 1 12 2 2 2     

 

 اگر :66مثالf (tgx) tg x 
1 fباشد، مشتق 22 (sin x)      :83(مكانيك ـ آزاد               برابر است با(  

1 (cos x  2 (sin x  3 (tgx  4 (x

x 21
  

 3«گزينه   اسخ :پ«    (f (sin x)) (sin x) .f (sin x) (I)   

f (tgx) tg x
tgx tgx u

f (tgx) ( ) f (u) (II)
tgx tg x tg x u: tg x
tg x

        
  

 

2 2 2
2

1 22 1 2
2 2 1 1 12

1
´Ãº HjÂ¶

  

sin x sin x sin x
(f (sin x)) cos x. cos x. tgx

cos xsin x cos x
    

 2 21
 IIو  Iاز 

 

 اگر :67مثالx sect

y tgt


 

dباشد، مقدار  y

dx

2
tدر 2


   )83اد (مكانيك ـ آز                       برابر است با: 4

1 (2-  2 (1  3 (2  4 (1-  

 دانيممي  »4«گزينه   اسخ :پtg t
cos t

 2
2

y  در نتيجه داريم:، 11 tgt y tg t y tg t ( )
cos tcos t

        2 2 2 2 2
2

1 11 1  

y x y x , t x , y


          2 2 2 21 1 2 14  

y  كنيم:گيري را آغاز ميحال مشتق y
yy x

y y yy

           
     

2 1 2 2 22 2
2 2 2


´ÄoÃ¬Â¶ ¢Tz¶ Hjk\¶

  

y y y y                    2 2 2 2 1 2 4 2 2 2 2 1   
 

 فرض كنيد :68مثالu (x ) 
1

2 vو 29 x x 23 duيه، ضابط2

dv
  )83(آمار ـ سراسري              كدام است؟        xبه عنوان تابعي از 

1 (x
, x

( x ) x


 2
1
32 3 1 9

   2( x

x



2
3 1

2 9
  3 (, x

( x ) x


 2
1 1

34 3 1 9
  4 (x( x )

x



2
2 3 1

9
  

 1«گزينه   اسخ :پ«    du x dv
u x , v x x x

dx dxx
        



2 2
2

9 3 2 6 2
9

  

du   شود:از روابط فوق نتيجه مي du dx x x
.

dv dx dv xx ( x ) x
   

  2 2
1

6 29 2 3 1 9
  

 

 اگر :69مثال
x

d
A lim [cosh(Ln )]

dx x


   )83(علوم كامپيوتر ـ سراسري                           كدام است؟ A، مقدار1

1 (  2 (1
2  3 (2  4 (  

 2«گزينه   اسخ :پ«    
Lnx Lnx

x x x x x

d d d e e d
A lim (cosh(Ln )) lim (cosh( Lnx)) lim ( ) lim ( ( x)) lim ( )

dx x dx dx dx x x



    

 
        2

1 1 1 1 1 112 2 2 2  
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 اگر :70مثالsinx xf (x) x 2 حاصل گاهآن، 2
h

f (h) f ( h) h
lim

h

  
2

   )83(علوم كامپيوتر ـ سراسري                برابر است با:       

1 (1
2  2 (Ln1 2  3 (Ln

1 22  4 (Ln
3 22  

 ابتدا توجه كنيد كه:  »4«گزينه   اسخ :پ        sin x x sin x x xf (x) x f (x) cos x Ln x Ln f ( ) Ln         2 2 2 2 2 2 2 2 1  

  كنيم:براي محاسبه حد داده شده از قاعده هوپيتال استفاده مي
h h

f (h) f ( h) h f (h) f ( h)
lim lim f ( ) Ln

h 

           
1 1 322 2 2 2 

  

 

 اگر :71مثالxf (x) ( x )e  f)مقدار ،32 ) ( ) 1   )83ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  برابر است با: 2

1 (  2 (1
2  3(e222  4(

e2
1

22
  

 2«گزينه  اسخ :پ«                  x x x xf (x) ( x )e f (x) x e ( x )e (x x )e         3 2 3 3 22 3 2 3 2  
f (a) b (f ) (b)

f (a)
   


1 1  

bدر اين تست  xf  آوريم: بدسترا  aباشد، لذا بايد مقدارمي 2 (a) b ( x )e x a (f ) ( )
f ( ) e

            
 

3 1 1 1 12 2 2 22  


  
 

 اگر :72مثالsin xf (x) x ، مقدارf ( )   )83ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(             برابر است با: 1
1 (  2 (  3 (  4( 2  

 اگر  »3«گزينه  : اسخپv(x)y u(x) مشتق تابع گاهآنy     :برابر است با          v u .v
y u [v .Lnu ]

u


    

uآيد: توجه شود در اين تستمي بدستاز طرفين  Lnكه البته اين فرمول با گرفتن x وv sin x ، به ازايx 1،u 1 وv sin        خواهـد بـود، لـذا
uچون ،ديگر نياز به محاسبه و نوشتن فرمول نيست 1 جمله اول داخل كروشه وv   پس ،كندجمله دوم داخل كروشه را صفر ميy ( ) 1  خواهد بود.  

 

 اگر :73مثالf ( ) 1 fو 1 ( ) 1 fباشد و 3 (x )
g(x)

x




2
31

g گاهآن ، ( )   )83ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  برابر است با: 1

1 (  2 (1
3  3(3

4  4(9
4  

 طبق فرمول داريم:   »4«گزينه   اسخ :پ  (f (u)) u f (u)     

  x.f (x )( x ) x .f (x ) f ( )( ) f ( )
g (x) g ( )

( x ) ( )

            
 

2 3 2 2

3 2 2
2 1 3 2 1 1 1 1 3 1 1 91 41 1 1

  

 

 اگر :74مثالy (cos x)
3
y)باشد، حاصل 22 y)cos x  29   )84ـ سراسري  MBA(           كدام است؟ 2

1 (y3  2 (y3  3 (yy  4 (y y  

 1«گزينه   اسخ :پ«     y (cos x) y (cos x) ( sin x) sin x(cos x)      
3 1 1
2 2 232 2 2 2 3 2 22  

(sin x)
y cos x(cos x) (cos x) ( sin x)( sin x) (cos x)

cos x


        

1 1 3 2
2 2 21 3 26 2 2 2 2 2 3 2 6 22 2

  

(sin x)
(y y)cos x ( (cos x) (cos x) ) cos x

cos x
     

3 322 22 23 29 2 6 2 9 2 2
2

  

(sin x) (sin x) (cos x)
( (cos x) )cos x (cos x) .cos x

cos x cos x
   

3 32 2 22 22 23 2 3 2 23 2 2 3 2 2
2 2

  

(cos x) ( cos x)cos x (cos x) cos x cos x cos x y       
7 3 7 3 7 3

22 2 2 2 2 23 2 3 1 2 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3  
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 اگر :75مثالf ( ) 1 fو 3 ( ) 1 حاصل ،2
x

f (x)
lim( )

x

 

1
1 2
  )84(رياضي ـ سراسري              كدام است؟ 1

1 (4  2 (3  3 (2  4 (1  

 4«گزينه   اسخ :پ«     HOP

x x

f (x) f ( )

f (x) f (x) f ( )
lim lim

x
x

 

 

   
   

1 1

1
1 2 2 1 2 1 1 11 11

2 2 1




  

 

 اگر :76مثالf (x)
(x ) (x ) (x ) (x )


   1 1 1 1

1
1 2 3 4   مقدار ،f ( )        84(رياضي ـ سراسري                          كدام است؟(  

1 (
( )


1

125
3 24 

  2 (
( )


1

125
6 24 

  3 (
( )


1

125
3 24   4 (

( )


1

125
6 24   

 2«گزينه   اسخ :پ«     y ( ) Lny Ln( )
(x )(x )(x )(x ) (x )(x )(x )(x )

  
       

11 111 2 3 4 1 2 3 4
    

Lny [Ln (Ln(x )(x )(x )(x )] (Ln(x ) Ln(x ) Ln(x ) Ln(x ))               1 1 1 2 3 4 1 1 2 3 4     
  گيريم:حال از طرفين مشتق مي

y
( )

yy
( ) y ( ) ( )

y x x x x
y( )

                      


1
1

1 1 11 1 2 3 41 1 1 1 1 12 6 4 31 11 2 3 4 1224
24





 
   


  

y ( )
        

  1 1 1
1 25 5 25 2 125

1224 24 2 6 24 6  
     

 

 مشتق هزارم تابع :77مثالf (x)
x


xدر نقطه 1    )85سراسري  صنايع ـ سيستم ـ(  كدام است؟ 1

1 (1  2 (!999  3 (!1   4 (!1 1  

 به طور كلي مشتق مرتبه  »3«گزينه   :  اسخپnام تابعy
ax b



صورتبه 1

n n
(n)

n

( ) a n!
y

(ax b) 



 1

  باشد.مي 1

)                           :داريم بنابراين ) ( )( ) !
y y y ( ) !

x x

 
    

11 1
1 1

1 1 1 1 1


 

       

 

 فرض كنيد براي هر :78مثالa,b :داريمf (a b) f (a)f (b) ،f ( )   وf ( )  موجود باشد. در اين صورت براي هرx  :    
  )85سراسري  (رياضي ـ

1 (f (x) f ( )f (x)    2 (f (x) f ( )f (x)    3 (f (x) f ( )f (x)    4 (f (x) .وجود ندارد  
 دهيم كهابتدا نشان مي  »2«گزينه    اسخ :پf ( ) 1. در رابطه داده شده به جايa وb دهيم، در اين صورت:صفر قرار مي  

f ( )f ( ) f ( )f ( ) f ( ) f ( )f ( ) f ( )     1          
fحال براي محاسبه (x) كنيم:از تعريف مشتق استفاده مي  

h h h h

f (x h) f (x) f (x)f (h) f (x) f (h) f (h) f ( )
f (x) lim lim f (x) lim f (x) lim f (x)f ( )

h h h h   

         


1
   

 


  
 

 اگر :79مثال
x sin x

; x
f (x) x

; x

  
 

2 

 
fگاهآن،  ( )  :85اي ـ سراسري (هسته   برابر است با(  

1 (
1
5  2 (

1
1  3 (

1
2  4 (2  

 در همسايگي  »3«گزينه    اسخ :پx  ،f (x) نوشت: روبرو صورتبهتوان را مي  
x x

x (x )x sin x x x! ! ...f (x) ~
!x x

  
   

3 5
3

2 2
3 5

6 5  

x  :داريم بنابراين x... ... ...f (x) , f (x) , f (x) f ( )
! ! !

             
21 3 6 6 1

6 5 5 5 2
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 اگر :80مثالx ; xef (x)

; x


  
 

2
1



 
  )85(معماري كشتي ـ سراسري    :گاهآن 

1 (f (x) در 2  ي دوم نيست.داراي مشتق مرتبه (f (x) در نيستپذير پيوسته است ولي مشتق.  
3 (f (x) در هيچكدام) 4  پذير و داراي بسط تيلور است.مشتق نهايت باربي  

 ابتدا توجه كنيد كه:  »3«گزينه   اسخ :پ      
x

tx x x t
x

f (x) f ( ) e txf ( ) lim lim lim lim
x x e

e



   

     


2

2
2

1

1

1

  

 


  

fبنابراين (x) درx  پذير بودنپذير است (از مشتقمشتقfشود).آن هم نتيجه مي ، پيوسته بودن  
xدر fتـوان نشان دادبه هميـن ترتيـب مي   اي برابر صفر است. پسپذير است و تمام مشتقات آن از هر مرتبهنهايت مرتبه مشتقبيf  بسط تيلور دارد، ولي

f(n)چون ( )  ي ضرايب بسط تيلورهمه ، بنابراينf بسط تيلور ، صفر هستند يعنيf به خودf .همگرا نيست  
 

 مشتق تابع :81مثالsin x xf (x) x (sin x)  در نقطهx


   )85(معدن ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (1-  2 (  3 (1
2  4 (1  

 4«گزينه   اسخ :پ«  sin x x sin x x cos x
f (x) x (sin x) f (x) x (cos xLnx sin x) (sin x) (Lnsin x x. )

x sin x
      

1  

با جايگذاري
fشوددر معادله فوق نتيجه مي 2 ( )

 12.  

  
 تابع :82مثالf با ضابطهf (x) Ln(Ln(sinx)) 85آزاد ـ تأسيسات آبياري (  پذير است؟ اي مشتقروي چه مجموعه(  

1 ([ , ]2  2 (  3 ({ }  4 ([ , )  
  

 يابتدا دامنه  »3«گزينه    اسخ :پf (x) كنيم، عبارت جلويرا حساب ميLn يعنيLn(sin x) :بايد بزرگتر از صفر باشد، لذا داريمLn(sin x) sin x  1  
sinاما x ياست، پس دامنه 1باشد! چون همواره كوچكتر يا مساوي  1تواند بزرگتر از نميf تهي است و لذاf .در هيچ جا مشتق ندارد  

  
 اگر: 83مثالf (x) (x )(x ) (x k)   1 2  گاهباشد، آنf ( )   )85آزاد ـ تأسيسات آبياري (  كدام است؟  1

1 (k( ) k! 11  2 (k( ) (k )! 11 1  3 (k!  4 ((k )!1  
 از عبـارت صفرشـونده مشـتق گرفتـه و در بقيـه عبـارات ضـرب كنـيم؛ عامـل           اسـت  كـافي ركننده داريـم، بنـابراين   مشتق با عامل صف  »2«گزينه   اسخ :پ

x)صفركننده )1 ) است، بنابراين داريم:1است و مشتق آن (  k

(k )

f ( ) ( )( ) ( k) ( )( )( ) ( k) ( ) (k )!



             1

1
1 1 1 2 1 3 1 1 2 3 1 1 1 

IU

  

 

 اگر :84مثال
g(x)

; x
f (x) x

; x

  
 



 
،g( ) g ( )    وg ( )  7 ، گاهآنf ( )  86(آمار ـ سراسري   كدام است؟(  

1(   2( 1
2  3( 35  4( 7   

 محاسبه براي  »3«گزينه   اسخ :پf ( ) كنيم:، از تعريف مشتق استفاده مي  

HOP

x x x x x

g(x)
HOPf (x) f ( ) g(x) g (x) g (x)xf ( ) lim lim lim lim lim

x x xx    

        
 2 352 2    

  
  

  
  

 اندازه مشتق :85مثالtgh (sin x)1 xبه ازاي 2


   )87ـ سراسري  MBA(   ، كدام است؟6

1(1
  ) تعريف نشده4  4) 3  2) 2  2

 دهيم:مقابل به سؤال جواب ميبا استفاده از فرمول   »3«گزينه   اسخ :پ   u
(tgh u) , | x |

u

 
  


1

2 1
1

  

  
xcos x cos x

cos xsin x cos x cos




    


6
2 2

2 2 2 2 2 2 421 2 2
3

  مشتق تابع 
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 مشتق تابع :86مثالcos ( tg x) 1   )87(رياضي ـ سراسري   ت با:برابر اس 11

1(
x( x) tg x (tg x )   1 1 2

1
2 1 2

  2( 
x( x) tg x (tg x ) 



  1 1 2
1

2 1 2
  

3(
x( x ) tg x (tg x ) 



  2 1 1 2
1

2 1 2
  4(

x( x ) tg x (tg x )   2 1 1 2
1

2 1 2
 

 دانيم:مي  »2«گزينه    اسخ :پ   u
(cos (u))

u

  


1
21

vو  
(tg (v))

v

 
 


1

21
  

vنظر گرفتن با در xوu tg ( x )  )  داريم:  ،11 x ) x ( x)xu [cos ( tg ( x )]
x x ( x)( x ) ( tg ( x ))

 



       

   

1 1
2 1 2

11
1 2 12 11 2 11 1 1

  

x( x) ( (tg ( x )) tg ( x )) x ( x) tg ( x ) (tg ( x ))   

 
 

      1 2 1 1 1 2
1 1

2 1 1 1 2 2 1 2
  

  
 هرگاه :87مثالx y 3 3   )88راسري (عمران ـ س  برابر است با: yمقدار گاهآن، 1

1( xy3  2( y

x

2

5  3( x

y
 5

2  4( x

y

2

5
1  

 3«گزينه    اسخ :پ«     x x xy yy x xy x y
x y y y

y y y y

           


2 2 2 2 2
3 3

2 2 4 3
3 2 2 2 21
3

  

x
y

y

x
xy

xy x x(y x ) xy
y

y y y y

 
      

2
2

4
3 4 3 32

3 5 5 5

22
2 2 2 2  

  
 مشتق :88مثالsec x1 88سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  كدام است؟(  

1 (| x |

x 2 1
  2 (

| x | x 2
1

1
  3 (x

| x |

2 1  4  (| x |

x



2
1

1
  

 دانيممي  »2«گزينه   اسخ :پy sec x cos
x

  1 1 |  ين داريم:، بنابرا1 x |x xy
x x x | x | x

x x

    
  

2 2
2 2 2 2

2 2

1 1
1

1 1 1 11
  

  

  
 اگر :89مثالf (x) x | x |، مقدار(f ) ( )  1 1

  )88(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 4

1(1  2(
1
2  3(1

2  4( 1  

 يبا توجه به ضابطه  »4«گزينه    اسخ :پ| x x  داريم: | ; x
f (x)

x ; x





  
 

2

2  

f)يبراي محاسبه ) ( )  1 1
yاربه مقد xابتدا بايد ديد به ازاي كدام مقدار 4  

1
xرسيم. واضح است كه به ازايمي 4  

1
yداريم 2 x   2 1

، اكنون با 4

f)  استفاده از فرمول مشتق تابع معكوس داريم: ) (y) (f ) ( )
f (x) x xf ( )

       
    

1 11 1 1 1 1114 2
22
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 براي توابع حقيقي :90مثالf وg داريمg(a b) g(a)g(b)  و
x
lim f (x)


 1


g(x)و  xf (x)    باشد؟ . در اين صورت كدام گزينه صحيح مي1
  )88نساجي ـ سراسري (  

1 (g (x) f (x)  1    2 (g (x) g(x)     
3 (g (x) f (x) f (x)      4در مورد مشتق (g توان كرد.قضاوتي نمي  
 با استفاده از تعريف مشتق  »2«گزينه    اسخ :پg (x) كنيم. طبق صورت سؤال از تساويرا حساب ميg(x h) g(x)g(h)  كنيم.تفاده ميهم اس  

h h h

g(x h) g(x) g(x)g(h) g(x) g(h)
g (x) lim lim lim g(x)

h h h  

      
1

  
  

g(h)از صورت سؤال داريم hf (h) 1 :در نتيجه  
h h

hf (h)
g (x) lim g(x) lim f (h)g(x)

h 

   
1 1

 
  

طبق صورت سؤال
h
lim f (h)


1


g  در نتيجه داريم:  (x) g(x) g(x)   1  

xg(x)تابعتوجه:  e كند.ابعي است كه در شرايط داده شده در اين مسأله صدق ميتنها ت  

  
 مشتق تابع :91مثالu (x )(x )(x )   2 31 1 xبه ازاي  1    )88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1( 3 22  2( 2 2  3( 5 22  4( 3 2  

 براي محاسبه مشتق از طرفين رابطه  »4«گزينه   اسخ :پLn گيريم.مي  Lnu Ln(x ) Ln(x ) Ln(x )     2 31 1 11 1 12 2 2  

u x x x x
u (x )(x )(x )( )

u (x ) (x )(x ) (x ) (x ) (x )


          

    

2 2
2 3

2 3 2 3
1 2 3 1 2 31 1 12 1 2 12 1 2 1 2 1 2 1

¢Tz¶  

xحال با قرار دادن  1  در رابطه بالا مقدارu  3   آيد.مي بدست 2

  
 از رابطه :92مثالy

x
y




2

dمقدار ،2 y

dx

2
yدر نقطه 2    )88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1( 
8
9  2( 

8
27  3( 4

9  4( 16
27  

 ازاي به  »2«گزينه    اسخ :پy 1 مقدارx 1 شود.حاصل مي   y dx y( y) y y y dy ( y)
x

y dy dx( y) ( y) y y

   
     

   

2 2 2 2

2 2 2
2 2 4 2

2 2 2 4
  

yزايتوجه كنيد كه به ا 1مقدار ،y 
1
dآيد، حال براي محاسبهمي بدست 3 y

dx

2

  گيريم:مشتق ميxاز طرفين رابطه اخير نسبت به 2

y

y

d y ( y)y ( y y ) ( y)y ( y) d y

dx ( y y ) dx





       
  



2 2 2 21
12 2 2 2
3

2 2 4 4 2 2 8
274

  

  
 اگر :93مثالf (x) x | x | 1، مقدار(f ) ( )  1   )88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 3

1( 1
4  2( 1

3  3( 1
2  4( 2

3  

 دهــيمابتــدا قــرار مــي  »1«گزينــه   اســخ :پx | x |   1 xكــه از آن 3  2 آيــد. واضــح اســت كــه بــه ازايمــي بدســتx  تــابع ،f صــورتبــه 

f (x) x  2   آيد. بنابراين داريم:در مي 1
1
x(fي سؤالخواسته4 ) ( )

f ( ) x
     

  
21 1 13 2 2  

  

 مشتق مرتبه نهم تابع  :94مثالy
x x


2

1
2

xبه ازاي   1  كدام است؟  )MBA  89ـ سراسري(  
1(!511 8  2(!513 8  3(!1 23 9  4(!1 25 9  
 كنيم: كسر مورد نظر را به كسرهاي ساده تجزيه مي ابتدا  »3«گزينه   اسخ :پ  

( ) ( )( ) ! !
y y y ( ) ! ! !

x( x ) x xx x x ( x )

   
              

  

9 19 9 1
2 1 1
1 1 1 2 1 9 2 9 1 9 2 9 1 23 92 1 2 12 2 1




    

  ايم: در بالا از فرمول روبرو استفاده كرده توضيح:
n

(n)
n

ax b ( c) (ad bc)n!
y y

cx d (cx d)




  

  
 

1

1 
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 مشتق مرتبه پانزدهم تابع :95مثالx
f (x)

x


1 در نقطهx    )89سيستم ـ سراسري ـ (صنايع   چقدر است؟  2

1 (1  2(1
15  3(13- !14  4! (15  

 بطور كلي اگر  »4«گزينه   اسخ :پax b
y

cx d





گاهآن، 

n
(n)

n

( c) (ad bc)n!
y

(cx d)




 




1

  بنابراين داريم:  .1

( ) ( )x ( ( )) ( ( ))( !) !
f (x) f (x) f ( ) !

x ( x) ( )

     
     

  

1415 15
16 16

1 1 1 1 15 152 151 1 1 2
  

  

 96مثال: a وb براي تابعf(x) با ضابطهx x
f (x)

ax b x

  
 

2 1
1

fچقدر باشد تا به ازاي آنها  ( )     )89سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  اشته باشد؟ وجود د 1

1(a  1وb  2  2(a 1 وb  1  3 (a  bو 2  1  4 .جواب ندارد (  
 كهآنبراي   »3«گزينه   اسخ :پf ( ) xدر نقطه fوجود داشته باشد، لازم است 1 1 و مشتق چپ و راست  باشد پيوستهf درx 1 :با هم برابر باشند  

f ( ) f ( ) a b
b

f ( ) f ( ) a
 

 

   
      

1 1 1 11 1 2  

  
 اگر :97مثال

x

f (x)
lim

x




1
2 fمشتق ،باشد 31 (x)  در نقطهx  1 89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (3 2
4  2 (3 2

2  3 (3
2  4 (3

4  

 چون حد مخرج كسر صفر است  »1«گزينه   سخ :اپ
x

( lim x )


 
1

1      حد كسر صورت نيز بايد مساوي صفر باشد تا حد كسر حاصل مـبهم و پـس از رفـع

  باشد، يعني داريم: 3ابهام حد موجود و مساوي 
x x
lim f (x) lim f (x)
 

   
1 1

2 2  

fچون در صورت سؤال مشتق (x)  در نقطهx  1 پس لزوماً بايد تابع ،خواسته شده استf (x) در نقطهx  1 پس رابطه زير  .پذير و پيوسته باشدمشتق
            برقرار است:   

x
f ( ) lim f (x)


  

1
1 2  

x x

f (x) f (x) f ( )
lim lim f ( ) f ( )

x x ( ) 

          
  1 1

2 13 1 1 31 1  

xf        داريم:  لذا (x) f ( )
( f (x)) ( f ) ( )

f (x) f ( )

        


1 1 3 3 21 42 2 1 2 2
  

  

 مشتق مرتبه دهم تابع :98مثالf (x) xsin x xبه ازاي2


   )89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 4
1 (32  2 (64  3 ( 81 2  4 ( 91 2  

 گيريم:نيتز مشتق ميكنيم و سپس به كمك قاعده لايبابتدا ضابطه تابع را ساده مي  »3«گزينه   اسخ :پcos x
y x sin x x. x x cos x


   2 1 2 1 1 22 2 2  

( ) ( )y (x cos x sin x) y ( ) ( cos sin )
    

              1 1 9 1 1 9 81 12 2 1 2 2 2 1 2 1 22 4 2 4 2 2
        

yاگر يادآوري: xf (x) ،گاهآن(n) (n) (n )y xf (x) nf (x)  1.  
  

 مشتق عبارت :99مثالtgh(Lnx) به ازايx    )89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟2
1 (/16  2 (/ 32  3 (/ 36  4 (/ 64  

 دانيممي  »2«گزينه   اسخ :پu
(tg h u)

cosh u


  و 2

x xe e
cosh x


    لذا: .2

xf (x) f ( ) ( ) /
xcosh (Lnx)

       2 2
2
1 1 4 1 162 325 2 5 


  

cosh(Lnدر محاسبات فوق مقدار   آوريم:مي بدستروبرو  صورتبهرا 2(
Ln Ln Ln Lne e e e

cosh(Ln )

  
   

12 2 2 2
12 522 2 2 2 4  

  



  

82 

مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 هرگاه تابع :100مثالf (x) داراي خاصيتf (u v) f (u)f (v)  به ازاي هرu وv باشد وf ( ) f ( )  1  گاه به ازاي هرآنx:  )89آزاد ـ اي هسته(  
1 (f (x) f (x)  2  2 (f (x) f (x) 2  3 (f (x) f (x)   4 (f (x) f (x)

1
2  

 3«گزينه    اسخ :پ«    
h

f (x h) f (x)
f (x) lim

h

  


  

fاگر در طرفين تساوي (u v) f (u)f (v)  به جايuمتغير ،x و به جايv متغيرh توان گفتگاه ميقرار دهيم، آنf (x h) f (x)f (h)  :و لذا داريم  
f ( )

h h

f (x)f (h) f (x) f (h) f (x)
f (x) lim f (x) lim f (x) f (x)

h h
 

 

     1
 

  
  

 اندازه مشتق عبارت :101مثال( x )

( x ) (x )



 

23
5 4

3 5 2
2 3 1

xبه ازاي      )90ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ 2
1 (124-  2 (136-  3 (142-  4 (163-  

 با فرض  »4«گزينه   اسخ :پ( x )
f (x)

( x ) (x )




 

23
5 4

3 5 2
2 3 1

  داريم: Lnتم طبيعي، با استفاده خاصيت تابع لگاري

Lnf (x) Ln Ln( x ) Ln( x ) Ln(x )      
23 5 2 5 2 3 4 13   

f  گيري از طرفين تساوي فوق داريم: حال با مشتق (x)

f (x) x x x


      

  
2 5 2 15 43 3 5 2 2 3 1

  

f  بنابراين داريم:  ( ) f ( )
x f ( ) f ( )

                 
33 8 8 2 1 326 2 3262 2 12 1 4 2 1631 12 24 24 12 24

   
  

 به ازاي چه مقاديري از :102مثالa وb برحسب)cتابع (| x | c;
| x |f (x)

| x | ca bx ;

  
 

2

1
  )90(رياضي ـ سراسري   پذير است؟مشتق cدر 

1(b ,a
c c


  3

3 1
2 2

  2(b ,a
c c


  3

3 1
2 2

  3(b ,a
cc

 3
1 3

22
  4(b ,a

cc
  3

1 3
22

  

 تابع كهاينبراي   »4«گزينه   اسخ :پf يدر نقطهx c پذير باشد اولاً بايد در اين نقطه پيوسته باشد يعني حد راست و چپمشتقf   برابـر  در اين نقطـه

f  باشند و مساوي مقدار تابع در اين نقطه باشد.  (c) a bc

x c x c
f (c) lim f (x) lim f (x) a bc ( )

| c | 

 

 
    

2 2 1 1  

cو البته بايد   كنيمحال فرض مي ،باشدc   در نتيجه با محاسبه مشتق چپ و راست داريم: ،باشدf (c ) , f (c ) bc bc ( )
c c

      2 2
1 12 2 2  

b) 2) و (1(با حل معادلات  , a
cc


 3

1 3
22

   
  

 تابع :103مثالx sin ; x
y x

; x

  
 

2 1


 
xدر   :   90(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري(  

  پذير نيست.تق) پيوسته است ولي مش4  پذير است.) مشتق3  ) ناپيوسته است.2  ) داراي مينيمم نسبي است.1
 براي بررسي پيوستگي تابع  »3«گزينه   اسخ :پy f (x) در نقطهx   :داريم  

x
, f ( ) lim f (x) f ( )


   


    كرانداري

x x
lim f (x) lim x sin

x 
  2 1

 
  

xبنابراين تابع داده شده در نقطه   غلط است.2باشد، بنابراين گزينه (ه ميپيوست (  
yپذيري تابعبراي بررسي مشتق f (x) در نقطهx   :با توجه به تعريف داريم  

 كراندار
h h h h

h sinf (x h) f (x ) f ( h) f ( ) hf (x ) lim f ( ) lim f ( ) lim lim h sin
h h h h   

            

2 1
1 


   

     
xبنابراين تابع داده شده در نقطه   پذير است.مشتق  

  

 مشتق مرتبه چهارم تابع: 104مثال(x ) . x
y

( x )

 




4 2
3

1 3
3 1

xبه ازاي     )90(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 1
1 (2  2 (3  3 (4  4 (6  
 ي چهارممشتق مرتبه  »4«گزينه   اسخ :پf (x) را درx 1 يخواهيم و عامل صفرشوندهمي(x ) اسـت   در اين تابع ضرب شده است. كافي 4با توان  41

xاز همين عامل، چهار بار مشتق بگيريم و در ساير عوامل فقط 1 .قرار بدهيم  ( ) ( ) x
f ( )

x( x )

      
  



24
3 3

4 3 2 1 3 4 3 2 21 613 1 2
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  وابسته هايآهنگاي تغيير و آهنگ متوسط و لحظه :2درسنامه
  

 3روز است. 64/3كند، ي راديواكتيو كه از قانون زوال مواد راديواكتيو پيروي ميعمر يك مادهنيمه :1مثال  .گرم از اين ماده داده شده است  
    كدام عبارت صحيح است؟ گاهآنروز باشد  82/1مانده پس از باقي جرم ،mاگر 

1 (m  m) 3  گرم است. 255دقيقاً  m) مقدار2  گرم است. 225  15دقيقاً m) مقدار4  گرم است. 225  .گرم است  
 :دفرض كني  »1«گزينه   پاسخm(t) مانده از اين ماده پس ازجرم باقيt دانيمروز باشد. ميktm(t) m( )e (گـرم)  . طبق صورت سؤالm( )  3   .

Ln  كنيم:نيمه عمر اين ماده استفاده مي از kبراي تعيين مقدار Ln
T / / k

k /
      

2 23 64 3 64 3     (نيمه عمر) 64

)mبا جايگذاري ) وk در فرمولm(t) خواهيم داشت:
Ln

tkt /m(t) m( )e m(t) e


  
2

3 643  . به ازايt /1   داريم: 82
Ln Ln

/
/m( / ) e e

  
 

2 21 823 64 21 82 3 3     

Lneدانيم كهمي 2 در نتيجه، 2
Ln

e
 

 
2 1

2 2 12
2

)m  است:  / )     
1 3 3 21 82 3 15 222 2

       

2/جا كهاز آن 1 4، :داريم  m( / ) /  1 82 15 1 4 21 225    
  

 متر عمق دارد. مقطع استخر مطابق شـكل زيـر اسـت،     2متر عرض دارد و گودترين قسمت آن  6متر طول و  12يك استخر مستطيل شكل   :2مثال
متر  5/1از گودترين قسمت استخر برابر  اي كه ارتفاع آبكنيم. سرعت افزايش ارتفاع آب در لحظهمتر مكعب در دقيقه با آب پر مي 2استخر را با سرعت

  باشد، چند متر بر دقيقه است؟مي

1 (7
45  2 (15

32   2m  

4m6m2m  
3 (2

63
   4 (

/

2
49 5
   

 :خواسته شـده اسـت.    سرعت افزايش ارتفاع آبسرعت پر شدن استخر (سرعت افزايش حجم آب در استخر) داده شده و  در اين سؤال»  3«گزينه  پاسخ

dVنشان دهيم، hو ارتفاع آب را با Vدر واقع اگر حجم آب را با

dt
dhداده شده و 

dt
  باشيم.  hو Vاي بينخواسته شده است. پس بايد دنبال رابطه 

  وجود دارد؟ (h)و ارتفاع آب (V)اي بين حجم آب درون استخرشويم كه چه رابطهاكنون روي اين هدف متمركز مي
دقت كنيد كه شكل رسم شده در صورت سؤال، مقطعِ اين استخر است، ما در اين شكل عـرض  

خواهيـد تجسـم بهتـري از ايـن     اگـر مـي   بينيم.بينيم فقط عمق و طول آن را مياستخر را نمي
ي حل مسأله شكل دوم را رسـم  اما براي ادامه استخر داشته باشيد، به شكل مقابل توجه كنيد.

  رسد حجم آب درون استخر برابر است با:مي hايم. وقتي آب درون استخر به ارتفاعكرده
V(عرض استخر)(مساحت قسمت پرشده از مقطع استخر)   

در شكل دوم دقت كنيد. مساحت  اكنون به مقطع استخر و بخشي از آن كه از آب پرشده است،
  بخش تشكيل شده است:  3قسمت پر شده از

ــه طــول    اســت.  h6داريــم كــه مســاحت آن hو عــرض 6در بخــش ميــاني يــك مســتطيل ب

hكه مساحت آن در سمت راست يك مثلث داريم x
  پيدا كرد. hرا برحسب xتواناست. ولي مي 2

h  پس داريم: ،ضلاع مثلث بزرگ با هم تناسب دارندي تالس، اضلاع مثلث كوچك و اطبق قضيه x
x h   22 4  

hپس مساحت مثلث كوچك h
h


 22

  است. 2

hدر سمت چپ هم يك مثلث كوچك داريم كه مساحت آن y
h  است. به روش مشابه داريم: 2 y

y h  2 2  

hپس مساحت مثلث كوچك h h


2

2 h  با:است. در نتيجه مساحت مقطعي كه از آب پر شده، برابر است  2
h h 

2
26 2  

h  و بنابراين حجم آب برابر است با:
( h h ) h h    

2
2 26 6 9 V(عرض استخر)(مساحت مقطع پرشده از آب)362   

dvاي بينابطهمشتق بگيريم تا ر tتوانيم از طرفين نسبت بهحالا مي

dt
dhو 

dt
dV  ايجاد شود:  dh dh

h
dt dt dt

 18 36  

dVطبق صورت سؤال

dt
 2 وh / 

31 5 )  پس داريم:. 2 )
oT¶
¾£Ã¤j

dh dh dh dh

dt dt dt dt
      

3 22 18 36 2 632 63
   

  

6m

6m

4m6m2m

2

2
h

y

6

2

4

x

4

h

62
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 رشد كدام است؟ روز تعداد آنها دو برابر شود. ضريب 12شود. اگر در يك لانه از آنها به نسبت تعداد آنها زياد مي ها درجمعيت موريانه  :3مثال  
  )78(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   

1 (1
12  2 (1

6  3 (Ln2
12  4 (Ln2

6  

 :اگر جمعـيت حاضـر را  »3«گزينه   پاسخc فـرض كنـيم و ضـريب رشـد را صـورت بهصـورت تعـداد جمعيـت  فـرض كنيـم، در اين tx(t) ce  خواهـد

Ln  :داريم روز جمعيت دو برابر شده، پس 12بود. چون پس از گذشت 
c ce e Ln         12 12 22 2 12 2 12  

  

 2اگر  :4مثال 79ي ـ سراسر صنايع ـ سيستم(  در سال ناپديد شود، نيمه عمر اين جسم راديواكتيو چقدر است؟ درصد يك جسم راديواكتيو(  
3/) 3  سال 23/2) 2  سال 386/1) 1 1 67 سال 931/6) 4  سال  
 :اگر مقدار اوليه ماده راديواكتيو را  »3«گزينه   پاسخa در اين صورت مقدار ماده راديواكتيو در زمان ،فرض كنيمt برابرktx(t) ae  خواهد بود. چون در

k          :داريم رود، پسدرصد ماده راديواكتيو از بين مي 2يك سال k/ a ae e / k Ln( / )    8 8 8    

Ln             بنابراين نيمه عمر برابر است با: Ln
T /

k Ln /

 
  

2 2 3 1 678 


  

Lnكشد تا مقدار ماده راديواكتيو نصف شود و از فرمولمي نيمه عمر مدت زماني است كه طولتذكر: 
T

k




  آيد.به دست مي 2
  

 متر است به چـه نسـبتي زيـاد    سانتي 12شود. سطح كل مكعب وقتي طول ضلع آن متر مكعب در دقيقه اضافه ميسانتي 7حجم يك مكعب به نسبت   :5مثال
  )80اي ـ سراسري (هسته  شود؟مي

1 (8
3  2 (7

3  3 (5
3  4 (4

3  

  :اگر ضلع مكعب را   »2«گزينه  پاسخx :در نظر بگيريم، داريم  
dV dV

: V(x) x x dx
dVdx x dS x

dS x: S(x) x x dS xdx
dx

dV , x

        
     

 

3 2
2

22

3
3 12

36 12 12

7 12

K•§¶ ´\e

K•§¶ c‰w

¾²Dv¶Rn¼‚¢LŠ

  

  

  
 اگر طول يك مستطيل  :6مثالm15 و در حال افزايش با نرخm

s
mو در حال كاهش با نرخ m6بوده و عرض آن 3

s
باشد، در اين صورت نـرخ تغييـر    2

mمساحت اين مستطيل
( )

s

2
  )80(مكانيك ـ سراسري        است. ……و در حال  …… 

  ، افزايش48) 4  ، افزايش12) 3  ، كاهش48) 2  ، كاهش12 )1
 :طول، عرض و مساحت مستطيل مربوطه تابعي از زمان  »1«گزينه   پاسخ(t) باشندمي:    

ds dx dy ds
s xy y x ( )

dt dt dt dt
           6 3 15 2 12  

  

 قانون حركت جسمي بر روي خط راست  : 7مثالS t t t  3 24   كدام است؟ ،صفر برسداي كه سرعت به ين متحرك در لحظهاست. شتاب ا 3
  )80ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(              

1 (5  2 (6  3 (8  4 (1  
 :دانيم اگرمي  »4«گزينه    پاسخS(t) معادله حركت باشدS (t) معادله سرعت وS (t) پس داريم: .باشدمعادله شتاب مي  

  
t

S(t) t t t S (t) t t S (t)
t


           

 

3 2 2
3

4 3 3 8 3 1
3

  

S (t) t S ( )       6 8 3 6 3 8 1  
  

dS


    




12 7 7
3 12 3

  غيرقابل قبول (زمان منفي نداريم)
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 چه نسـبتي در  آن با  متر است. شعاع 3وقتي شعاع كره  شود.متر مكعب در دقيقه دميده مي 5اي شكل به نسبت گاز به درون يك بالن كره  :8ثالم
  )80(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       شود؟دقيقه زياد مي

1 (


5
36  2 (


5

3   3 (5
36  4 (5

3   

 :1«گزينه   پاسخ«                dv dr dr dr
V r r

dt dt dt dt
         


3 2 24 54 5 4 33 36  

 

 يهيك نقطه در امتداد منحني تابع با ضابط  :9مثالy x يهكند كه مؤلفبه نوعي حركت ميx    يابـد.  افـزايش مـي  واحـد   3آن در هـر دقيقـه
xوقتي    )80(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       كند؟  نسبتي در دقيقه تغيير مي آن به چه yمؤلفه ،1

1 (1
2) 2  واحد 3

3) 3  واحد 3
  واحد 3) 4  واحد 2

 :به ازاي  »3«گزينه    پاسخ x 1مقدار ،y  خواهد بود. 1برابر                       dy dx
y x dy

dx x x
      

1 3 3
22 2 2 1

  

 

 2%ميليون ريال با نرخ سود 1اگر سود به طور پيوسته بر سرمايه اضافه شود ارزش فعلي   : 10ثالم  سال برابر كدام است؟ 5در طي  
  )80ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(

1 (( )62 1  2 (e( )61  3 (( )61 12   4 (( )
e

61 1  

 :أاگر ارزش سرمايه در سال مبد  »2«گزينه  پاسخx(t )و نرخ سود( )   1باشد، ارزش سرمايه در سالtُشود:زير محاسبه مي صورتبهم ا  
/ t /: x(t) e x( ) e e   6 2 6 2 5 61 5 1 1    اريمدtx(t) x(t ) e   

  

 1تعداد 2%با نرخ ،اگر نرخ رشد جمعيت پيوسته باشد  :11مثال  5نفر در جامعه پس از  سال به چه تعدادي خواهد رسيد؟    
  )80ـ آزاد  ستمصنايع ـ سي(

1 (e21  2 (e1   3 (e2   4 (e22   
 :برابـر  دانيم اگر جمعيت در سـال مبـدأ  مي  »2«گزينه   پاسخp(t )     باشـد و نـرخ رشـد جمعيـت( )  1   باشـد، جمعيـت در سـالtُم از رابطـه ا 

tp(t) p(t )e  پس براي اين سؤال داريم: .آيدمي بدست  

  /
p(t )

/ p( ) e e

t


 

    
 

2 5
1
2 5 1 1

5


  

 
      


  

  

 ل مخروط است و  رأس مخروط به طرف پائين قرار دارد، آب با سرعتدر يك مخزن آب كه به شك  :12مثال/ 5  شـود.  در دقيقه وارد ميمترمكعب
  )81ـ سراسري  MBA(            يابد؟ه سرعتي افزايش ميمتري برسد، با چ 4متر باشد، ارتفاع آب وقتي به  2متر و شعاع قاعده آن  6اگر ارتفاع مخزن 

1( 

9

8                                                       2 (


9
32  

3 (


9
16                                                     4 (


3

32  

  

 :م حجم يك مخروط با ارتفاعدانيمي  »2«گزينه   پاسخh و شعاع قاعدهr با برابرV r h


 2
باشد. از طرفي در اين مخروط نسبت ارتفاع به شعاع برابر مي3

hاست، يعني 2به  6

r


6
h. بنابراين2

r    آيد:زير در مي صورتبهپس فرمول حجم مخروط  .3

h dv dh dh dh
V ( ) h h h

dt dt dt dt

   
          


2 3 2 21 943 3 27 9 2 9 32  

  

4  

6  

2  
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 متر فاصله  5نردبان از ديوار متر فاصله دارد و پاي  12ن اي كه سر نردبان از زميمتر است كنار ديوار قرار دارد. لحظه 13نردباني كه طول آن   :13مثال
  )81ـ سراسري  MBA(                      شود؟ي نردبان با چه سرعتي از ديوار دور ميكند، پامتر در ثانيه سقوط مي 3، سر نردبان با سرعت دارد

1 (5
4  2 (

5
4  3 (5

2  4 (
5
2  

 :ي سـر نردبـان  در شـكل مقابـل فاصـله    .نيسـت ها صحيح هيچكدام از گزينه   پاسخ(A)   از زمـين را بـاy  ي پـاي  و فاصـله

dyســرعت ســقوط نردبــان يعنــي ايــم. در صــورت ســؤالنشــان داده xاز ديــوار را بــا (B)نردبــان

dt
دانــيم انــد و مــيرا بــه مــا داده 

dyكه m
( )

dt s
 3 كند،دانيم كه وقتي نردبان سقوط مينويسيم؟ زيرا مياست. چرا آن را با علامت منفي ميy    در حال كـاهش اسـت

dxاز ديوار يعني Bي سرعت دور شدنما محاسبهنه در حال افزايش. هدف 

dt
 گـاه آنپيدا كنيم،  yو xاي بيناست. اگر بتوانيم رابطه 

dxي بينرابطه

dt
dyو 

dt
قابـل اسـتفاده    فيثاغورسي شود كه قضيهشود. با يك نگاه به شكل، واضح ميشود و مسأله حل ميهم پيدا مي 

x  است: y x y    2 2 2 213 169  

  داريم: tگيري نسبت بهاكنون با مشتق
dy

ydx dt
dt y




 2

2

2 169
  

yاگر 12 ،خواهيم داشت: گاهآن باشد  dx ( )( )

dt

  
  


2 3 12 6 12 36

52 169 144 2 25
  

xيتوانستيم از طرفين معادلهميتوضيح:  y 2 2     هستند خواهيم داشت: tابسته بههر دو توابعي و yو xكهاينمشتق بگيريم. با دقت به  tنسبت به 13
dx dy

x y
dt dt

 2 2 169  

yو حالا 12،x  dyو 5

dt
 3 دهيم و به جوابرا قرار ميdx

dt


36
دانستيم كـه جـواب بايـد    ا و بدون انجام محاسبات ميرسيم. در ضمن از همان ابتدمي 5

dxدر حال افزايش است پس xكند،مثبت باشد. زيرا وقتي نردبان سقوط مي

dt
  مثبت است. 

  

 سرعت افزايش طول هر ضلع اين مكعب در دقيقـه برابـر    ،اشديقه در حال افزايش باينچ در دق 3فرض كنيد كه قطر يك مكعب با سرعت   :14مثال
         است با:

  )81ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  
  اينچ در دقيقه 3) 4  اينچ در دقيقه 2) 3  اينچ در دقيقه 3) 2  اينچ در دقيقه 2) 1
 :اگر طول ضلع مكعب را  »2«گزينه    پاسخx و طول قطر آن راy  ،با توجه به شكل داريم:فرض كنيم  

x (x x ) y x y y x      2 2 2 2 2 23 3  

dy dx
dx dx

dy

      
 

33 3 3 3
3 3

  

  
 2كند. به عنوان مثال جسمنمايي وزن كم مي صورتبهبگيريد كه يك جسم راديواكتيو را در نظر   :15مثال    5گرمي پس از يك سـاعت بـه   گـرم
  )81ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  رسد. بعد از سه ساعت چه مقدار از اين جسم باقي خواهد ماند؟مي

5) 2  گرم 25) 1  5/) 4  گرم 125/3) 3  گرم 9 گرم  

 :2اگر وزن جسم در حال حاضر  »3«گزينه   پاسخ  باشد، وزن جسم پس ازt ساعتt(t) ( ) 
12 4 داريم خواهد بود. بنابراين:  

( ) ( ) /   31 23 2 3 1254 64
    

  

  

B

A

13(m)y

x

y 

x 

x 

x 

2 2x x
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0.2m

1m

r1m

h

 سال 24سال دست نزند. اگر در پايان  24برابر بشود. فرض كنيد كه صاحب پول به اين پول واگذاري تا  5سال  8پولي را در نظر بگيريد كه در هر   :16مثال 
1    81ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  ده است؟واحد پول به صاحب پول بدهند، اصل پول شخص چقدر بو(  
1 (8  2) 3  واحد پول 67/666) 2  واحد پول   4) 4  واحد پول  واحد پول  
 :ل مقدار پولسا 24شود، بنابراين پس از برابر مي 5سال مقدار پول  8طبق فرض هر   »1«گزينه  پاسخ35   :داريم شود. بنابراينبرابر مي 125

 
1 8125
     اصل پول شخص  

  

 ريزيم. ارتفاع سطح آب را بادر يك ظرف گلدان شكل به نرخ ثابتي آب مي  :17مثالh و زمان را باt  دهـيم. كـداميك از اشـكال زيـر     نمايش مـي
  )82 سراسري ـ علم فلسفهتاريخ و (  است؟ tبرحسب hترين نمودارمناسب

t

h

  
)1(  

t

h

  
)2(  

t

h

  
)3(  

 

t

h

  
)4(  

 

  

 :شود، يعني تابعواضح است كه با گذشت زمان ارتفاع آب در ظرف بيشتر مي  »3«گزينه    پاسخh(t) شود). امـا از  ) رد مي1ي (بايد صعودي باشد، (گزينه

dhشود، سرعت بالا آمدن آب يعنيدن، سطح مقطع ظرف بزرگتر ميآنجا كه با بالاآم

dt
) 3ي (به مرور زمان كاهش خواهد يافت. از اينجـا معلـوم اسـت كـه گزينـه      

dhيعني h(t)كند، شيبپيدا مي افزايش tصعودي است اما هر چه h(t)) تابع3ي (صحيح است. در گزينه

dt
  شود.كمتر مي 

  

 با سرعت متحركي در هر لحظه برابر  :18مثالdx
V x

dt
        است، شتاب آن كدام است؟              )MBA  83ـ سراسري(  

1 (  2 (1
2  3 (1  4 (2  

 :باشد، پس داريم:دانيم مشتق معادله مكان متحرك برابر معادله سرعت متحرك و مشتق معادله سرعت برابر معادله شتاب متحرك ميمي  »2«گزينه   پاسخ      
    dx dv dv dx

v x a . . x
dt dt dx dt x

      
1 1

22
  

  
 اي كـه  كنيم. در لحظـه ليتر در دقيقه وارد مي 2سرعت  اا بدر يك مخزن مخروطي شكل با ارتفاع يك متر و شعاع قاعده يك متر مايعي ر  :19مثال
  )83ـ سراسري  ـ سيستمصنايع (  قرار دارد، سرعت افزايش ارتفاع مايع چند متر در دقيقه است؟ متريسانتي 2در ارتفاع  عماي

1 (


1
2  2 (


1

15  3 (


1
1  4 (


2

15  

 :دهد اما با توجه به ابعاد داده شده، در هر چند شكل رسم شده در صورت سؤال اين را نشان نمي  »1«گزينه    پاسخ
ي تـالس در ايـن   شعاع و ارتفاع قسمت پر شده باشند، طبق قضـيه  hو rن مخروط شعاع قاعده با ارتفاع برابر است. اگراي

hقسمت هم r صـورت بـه ، حجـم مـايع درون ظـرف    حجم مخـروط  فرمولباشد و با توجه به ميV r h  21
بيـان   3

dv                    گردد داريم:مي dh
V h h h h ( )

dt dt
       2 3 21 1

3 3  
/ليتر در دقيقه و به عبارت ديگر 2مايع، حجم  افزايشدر صورت سؤال عنوان شده كه سرعت  2     مترمكعب در دقيقـه

dh  :پس داريم باشدمي dh
/ ( / ) ( )

dt dt
    


2 12 2 2   


oT¶
¾£Ã¤j

  
  

 اگر آهنگ تغيير كميت  :20مثالx در رابطهdx
x

dt
  2 xصدق كند و داشته باشيم 1 y y 2 2 xوقتي y. آهنگ تغيير5               است؟ كداماست،  2

  )83ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  
1 (( , )4   2 (( , ) 4 1  3 (( , )4 2  4 (( , )4 4  

 :4«گزينه   پاسخ«  dx dy dy dy dy
x y y x y x( x ) y

dt dt dt dt dt
            2 2 5 2 2 5 2 2 1 2 5    

)با جايگذاري نقاط , )2 )و 1 , )2 dyبراي 4و 4در رابطه فوق مقادير 4

dt
  .آيدبه دست مي 
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h

200

50

r

 در مثلثي ضلع  :21مثالBC  AHو ارتفاع 12  كنـد.  قطـع مـي   Dو Eشود و دو ضلع ديگر مثلـث را در رسم مي BCباشد. خطي موازيمي 8
  )58ـ سراسري  هاي كشاورزيمكانيك ماشين(  موازي) كدام است؟  (فاصله دو خط xنسبت به DEBCمشتق مساحت ذوزنقه

1 (x
48 3  2 (x

38 4  3 (x
312 2  4 (x

212 3  

 :زنقه را برحسبآنچه از صورت سؤال مشخص است، اين است كه بايد مساحت ذو  »3«گزينه   پاسخx كنيم. به دست آوريم. ابتدا شكل مربوط را رسم مي
  مساحت ذوزنقه به صورت زير است:

Sارتفاع  مجموع طول دو قاعده   
1
2  

x
S x (BC ED) ( ED)      

1 122 2  
  گيريم:ي تالس كمك ميبه دست آوريم، براي اين منظور از قضيه xرا برحسب EDحالا بايد

ED AH ED x x
ED ( )

BC AH

 
     

8 12 112 8 8  

x  به صورت مقابل است: xپس مساحت ذوزنقه برحسب x x x x
S ( ) x( ) x S (x)         

212 6 3 312 12 12 12 122 8 8 4 2  
  

 3آب با سرعت  :22مثال
شود. پايين مخـزن سـوراخ   متر ميدسي 1متر و قطر دهانهدسي 2ليتر در ثانيه وارد مخزن مخروطي شكل به ارتفاع 5

)آيد. مقدار نشت آب در هر ثانيه چند ليتر است؟متر بر ثانيه بالا ميميلي 1متر باشد سطح آب با سرعت دسي 16است وقتي ارتفاع آب  ) 16 5    
)MBA  86ـ سراسري(  

1( / 6   
2( / 9   
3( /1  
4( /12  
  
 :1متر،هر دسي  »3«گزينه    پاسخ 2متر است. پس ارتفاع و قطر مخروط،سانتي  1و بـا توجـه بـه    متر است. سانتي

rشودنتيجه ميي تالس از قضيهشكل روبرو  h
5 2  

rپس  h
1
  :داريم بنابراين .4

dV dh
V r h h h

dt dt
      2 3 21 1 1

3 48 16  

dhسرعت بالا آمدن آب يعني

dt
3شود (متر بر ثانيه است. با جايگزيني فرضيات مسأله در رابطه فوق نتيجه ميسانتي 1/متر بر ثانيه يعني، يك ميلي

cm36تر برابرلي 5  است:(  
dh

/
dt


          2 2 21 1 116 16 1 16 16 516 16 16 1      


6در هر ثانيه مقدار نشتي     

cmليتر   /   36 5 1 1       در هر ثانيه مقدار نشتي  
  

 يطهيك كشتي از نق  :23مثالP بر روي مسير سهمي به معادلهy (x ) 21 /كند و با سرعت ثابتشروع به حركت مي 115 5  ياز نقطـهO  دور
واحد طول باشد، سرعت افزايش فاصله كشتي از اتوبـان چقـدر اسـت؟ (اتوبـان كنـار سـاحل،        17برابر  Oاي كه فاصله كشتي تا نقطهشود. در لحظهمي

  )87سراسري ـ فيزيك دريا (  ها فرض شده است.)xمحور

1 (17
35  2 (18

17  
 

M


y

x
x

y

P

O  
3 (18

35  4 (9
17  

 :يي نقطهاگر فرض كنيم فاصله  »1«گزينه    پاسخM ازO برابر باx y2 dyباشد، دنبال 2

dt
rكنـيم مـي  هستيم. ابتدا فـرض   x y 2 و بـراي   2

rنويسيمراحتي كار مي x y 2 2 dyو چون دنبال 2

dt
yمنحنـي  بـر روي  Mنويسـيم، چـون  مـي  yرا برحسب xهستيم، بنابراين  (x ) 21 قـرار دارد.   115

xپس y 2 5   و لذا داريم: 11
dr

/
dt

r , y

dr dy dy dy
r x y y y r ( y ) / ( )

dt dt dt dt



 
               

52 2 2 2
17 15

175 11 2 2 5 2 17 5 2 15 5 35
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 نقطه  :24مثالM بر روي منحنيy x 1با سرعت ثابت
1 ايـن نقطـه در لحظـه    .شـود مختصات دور مي أاز مبدx  بـا كـدام سـرعت از     9

  )89(صنايع غذايي ـ سراسري   شود؟ها دور ميyمحور
1(2

1  2(6
19  3(4

19  4(3
1  

 :از مبدأ را با اگر فاصله  »2«گزينه    پاسخr نشان دهيم خواهيم داشتr x y 2 2 dr. در صورت سؤال سـرعت دور شـدن از مبـدأ يعنـي    2

dt
را داريـم و   

dxدر نتيجه ما xها برابر است باyخواهيم. فاصله تا محورها را ميyسرعت دور شدن از محور

dt
  پيدا كنيم: rو xاي بينكنيم رابطهخواهيم. سعي ميرا مي 

y x t dr dx dx
r x y r x x r x

dt dt dt
       2 2 2 2 2 2 2¾MSLvº¢Tz¶  

xي مورد نظر داريمدر نقطه  yپس 9  9 rو 3 x y  2 2 9 در ضمنdr

dt


1
1

dxاست:  dx dx dx

dt dt dt dt
     

1 62 9 18 19 191



  

  
 نقطه  :25مثالM بر روي خطy x 5با سرعت ثابت2

1 سرعت افزايش فاصله اين نقطه از محور  .شودمختصات دور مي واحد در ثانيه از مبدأx ها
  )90غذايي ـ سراسري  (صنايع  چند واحد در ثانيه است؟

1 (/ 5   2 (/ 5  3 (/ 2  4 (/1  
  

 :كه حل مسأله را آغاز كنيم به يك موضوع ساده توجه كنيد. اگرپيش از آن  »3«گزينه    پاسخM(x , y) ياي دلخواه باشد، فاصلهنقطهM از محورx  هـا
ايـم) برابـر اسـت    داده نشـان  Pاز مبـدأ (كـه مـا آن را بـا     Mي، فاصـله فيثـاغورس ي و طبـق قضـيه   xها برابر اسـت بـا  yاز محور Mي، فاصلهyبرابر است با

Pبا: x y 2 2.  

dPطبق صورت سؤال، سرعت دور شدن از مبدأ يعني

dt
5برابر است با 

1 محـور  و ما سرعت دور شدن ازx    هـا يعنـي سـرعت

dyبه عبارتي yافزايش

dt
دانـيم  شـود. مـي  پيـدا كنـيم، مسـأله حـل مـي      yو Pاي بـين خـواهيم. اگـر بتـوانيم رابطـه    را مـي  

Pكه x y 2 yروي خط Mيدانيم كه نقطهاز طرفي مي .2 x y پس ،قرار دارد 2
x    است و خواهيم داشت: 2

  y
P y P y P y     

2
2 25 5

4 4 2  

dP  داريم: tگيري نسبت بهبا مشتق dy dy dy
/

dt dt dt dt
     

5 5 5 1 22 1 2 5 


  

  
  

x
x

y

y

M(x , y)

P
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مشتق و كاربرد مشتقوم: فصل س كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  نوشتن معادلات خطوط قائم و مماس بر يك منحني :3درسنامه 
  

  

 ضريب زاويه خط مماس بر منحني :1مثالx y xy   3 3 7  در نقطهA( , )1   كدام است؟ 2
1 (

15
11  2 (

1
11  3 (

1
13  4 (

5
13  

  : يشيب خط مماس و به عبارت ديگر مشتق در نقطه ،گيري ضمنيبا استفاده از مشتق » 2«گزينه پاسخA  آوريم:مي بدسترا  
x y

y m y ( , )
y x

         
 

2

2
3 3 2 11 2 3 4 1 113

 

  

 منحنيمعادله خط مماس بر  :2مثالy x Lnx  در نقطهx    برابر است با: 1

1 (y x e 2  2 (x
y

e
  3 (y x  4 (y

x


1  

 : چون ؛دقت كنيد( نويسيمسپس معادله خط را مي ين وابتدا شيب خط مماس را تعي  »3«گزينه   پاسخx 1، لذاy Ln  1 1 1 است(.  

xy Lnx x y m y ( ) y y m(x x ) y x y x
Lnx x


                  



1 1 21 1 1 122    
  

 ي خط قائم بر منحنيمعادله  :3مثالy Lnx Lnx Lnx   ي، در نقطه( , )1  نهايت ادامه دارد.)طور تا بيها همينكدام است؟ (جمله  
1 (y x  2 1  2 (y x 2 1  3 (y x 1  4 (y x  1   

 :رسانيم:مي 2ابتدا طرفين را به توان »  3«گزينه   پاسخ  y Lnx Lnx Lnx Lnx    2   
y  است، كه با جايگزيني آن داريم: yبينيد، عبارت راديكالي بالا، همانطور كه ميهمان Lnx y y Lnx y     2 2    

dy  لذا داريم: قائم، شيب خط قائم مورد نياز است.ي خط براي پيدا كردن معادله xm
dx y x( y )


   

 

1
1

2 1 2 1tIμ¶  

)يدر نقطه چون شيب , )1  موردنياز است، لذاm
( )

  
 
1 11 2 1tIμ¶. با پس شيب خط قائم برابرm  1´GI¤ .لذا داريم: است  

y (x ) y x      1 1 1  
  

 ضريب زاويه خط مماس به منحني پارامتري :4مثالx t t

y t t

   


  

2

2
3 8

2 2 5
)Aدر نقطه  , )2   كدام است؟ 1

1(8
7  2(6

7  3 (6  4 (8  

  : مقدار»  2«گزينهپاسخxy برابر است باt
x

t

y t
y

x t

   
 

4 2
2 )Aدر نقطهtحال مقادير متناظر .3 , )2   آوريم:مي بدست را 1

x
( )

m y ( )
( )

   


4 2 2 62 2 2 3 t(ريشه مشترك دو معادله)  7 t
t

t t

     
   

2

2
3 8 2 2

2 2 5 1
  

  

 خط مماس بر سهمي  :5مثالx y2 x، بر خط16 y  2 4 7 عمود است. اين خط محور ،yكند؟ ها را با كدام عرض قطع مي  
1 (48-  2 (16  3 (48  4 (16-  
   :خط مماس بر سهمي، بر خط  »4«گزينه پاسخx y   2 4 ه يكديگر هايشان عكس و قريندو خط عمود بر هم، شيب كهاينبا توجه به  .عمود است 7

  تعيين كنيم: ضمني معادله مماس، ابتدا بايد شيب را به كمك مشتق در نتيجهاست. حال به منظور يافتن نقطه تماس و  2است، پس شيب خط مماس برابر 
x

y

f x x x
x y f (x) x y y

f


               

 
2 2216 2 16 16 16 1616 8 8   

)پس مختصات نقطه تماس , )16 mو 16  y  شود:مقابل نوشته مي صورتبهي خط مماس معادله، لذا است 2 (x )  16 2 16      
y  ي خط مماس صفر قرار دهيم:هاي معادلهxها را بدانيم، لازم است به جايyمحل برخورد آن با محور كهاينبراي  ( ) y     16 2 16 16 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 اگر مماس بر منحني :6مثالy x )Aبا وتر واصل دو نقطه 3 , ) 1 )Bو 1 , )2   ؟با منحني كدام است اين خط طول نقاط تماس مماس گاهآنموازي باشد،  8
1(x  1  2( فقطx  1  3فقط (x 1  4(x  3  

  : شيب خط واصل»  1«گزينه پاسخABبرابر است با:                B A
AB

B A

y y ( )
m

x x ( )

  
   

  
8 1 9 32 1 3   

mيعنيABب آن برابر شيب خطچون مماس بر منحني با اين خط موازي است لذا شي    باشد:مي 3
y x m y (x ) x x x x          3 2 2 23 3 3 1 1     

  

 دو منحني  :7مثالy x yو 2 x   كنند؟تحت چه زاويه يكديگر را قطع مي 3
1 (Arctg

2
7  2 (Arctg

5
7  3 (Arctg

3
7  4 (Arctg

1
7  

 : طول نقطه محل تلاقي دو منحني»  4«گزينه  پاسخx 1 باشد:مي  
y x y ' x m y '( ) m m '

tg Arctg
mm 'y x y ' x m ' y '( )

       
       

       

2

3 2
2 1 2 2 3 1 1

1 1 2 3 7 73 1 3
 

)توجه شود كه در نقطه , )  سازند.اي با يكديگر نميكنند اما در اين نقطه بر هم مماسند و زاويهنيز دو منحني يكديگر را قطع مي  
  

 نمودار تابع  :8مثالx
y

x




 2
1

1
  كند؟اي قطع ميها را تحت چه زاويهyمحور 

1 (
6  2 (

 4  3 (
4  4 (Arctg 2  

  : 3«گزينه پاسخ«  (x ) x(x )
y m y ( ) m tg

( x )

                     


2

2 2
1 2 1 1 4 2 4 41

  

  

 هاي تابعمماسي بين نيمزاويه  :9مثالf (x) (x x ) x     
2 3 xيدر نقطه 2  چقدر است؟ ( 1   (.نماد جزء صحيح است  

1 (
4  2 (

2  3 (3
4  4 (5

4  

 :هاي چپ و راست اين تابع را درابتدا بايد مشتق  »3«گزينه   پاسخx 1 محاسبه كنيم. پيش از شروع محاسبات توجه كنيد كه وقتيx 1 يعنيx  از سمت
xمثلاًاست ( اما نزديك به آن كند، مقدار آن بيشتر از يكراست به يك ميل مي /1 1 در نتيجه (x    xخواهد بود. اما وقتي 1 1 يعنيx  از سمت چپ به يك

xاست (مثلاًاز يك اما نزديك به آن مقدارش كمتر  ،كندميل مي /99 جه) در نتيx     شود. حالاميf ( ) fو 1 ( )   :كنيمرا حساب مي 1

x x x x

Hop(x x ) xf (x) f ( ) x x x
f ( ) lim lim lim lim

x x x   


   

            
  

2 2

1 1 1 1

3 21 3 2 2 31 11 1 1 1
  

x x x

(x x ) xf (x) f ( )
f ( ) lim lim lim

x x x  


  

         
  

2

1 1 1

3 211 1 1 1
   

  ايم:آورده بدستي چپ و راست را هامماسشود. اكنون شيب نيمشد؛ پس مقدار حد برابر با صفر مي» صفر مطلق«در اين حد صورت 
m f ( ) , m f ( )       1 1 1   

m  آيد:مي بدستها از اين رابطه مماسي بين نيمزاويه m
tg tg ( )

mm
   

      


1 1 311 4     هامماسزاويه بين نيم4
  

 هائي كه از نقطهتعداد قائم  :10مثالA( , )3  نحني تابعبر مy x2   توان رسم كرد، كدام است؟مي 4
1 (1  2 (2  3 (3  4 (  

 : به عرض اينقطه»  3«گزينه  پاسخ لذا طول نقطه ،كنيمرا روي منحني فرض مي2

  :باشدمي 4

y x yy y m y ( ) m m
y

y (x ) ( ) , , m , m , m

               
 

   
                   

2

2 2
1 2

2 2 24 2 4 2

3 2 2 1 12 4 2 4  

tIμ¶ ´GI¤
  

  توان بر منحني رسم كرد.مي و - 1، 1هاي با ضريب زاويه قائم لذا سه خط
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مشتق و كاربرد مشتقوم: فصل س كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :11مثالf (x) x x  3 3 ]يبازه در كدام نقطه در 1 , ]2 نقاط وازي پاره خط واصل بينر تابع، ممماس بر نمودا( ,f ( ))  و( ,f ( ))2   است؟ 2
             )MBA  81ـ سراسري(  

1 (2
3

  2 (3  3 (1
3

  4 (3
2  

 : چون مماس بر نمودار در نقطه  »1«نه گزي  پاسخ( , )2 لذا شيب خط مماس برابر شـيب خـط واصـل نقـاط داده شـده       ،با خط واصل نقاط داده شده موازي است
  :باشدمي

f ( ) f ( )    2 8 6 1 3 1  
y y f ( ) f ( )

x x

  
   

 
2 1
2 1

2 3 1 12 2



  شيب خط واصل نقاط

xاي طولفرض كنيم كه نقطه مورد نظر دار c كهايناست و با توجه بهf (x) x  23     :  داريم پس ،3

f (c) c c c c

:


          



2 2 2

2
4 33 3 1 3 4 23

3
−¼L¤ ®MI¤oÃš

  

  

 اگر  : 12مثال
x ; x

g(x) ; x

cosx ; x

  


 
 

2 1
1





fو  (x) xg(x) :در اين صورت                      )MBA  81ـ سراسري(  

1(f درx   پذير است ومشتقf ( ) 1.   2 (f درx   .ناپيوسته است  
3(f درx    داراي مماسي به معادلهy x   .4  است (f درx   .مشتق ناپيوسته دارد  

 3«گزينه خ : پاس«                    
x x x

f (x) f ( ) xg(x)
f ( ) lim lim lim g(x)

x x  

     


1
  




  

xرد fبنابراين شيب خط مماس بر   باشد، و چونمي -1 با برابرf ( )  ، پس معادله خط مماس به صورتy x   آيد.در مي  
 

 هايزاويه بين منحني  :13مثالy x 2 yو1 cos x 82ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟(  

1 (  2 (
4  3 (

2  4 (
6  

  : آوريم:مي بدستابتدا نقطه تلاقي دو منحني را   »1«گزينه پاسخ    
               cos x x x   2 1   

y x m y ( )
m m

y cos x m y ( ) sin

         
      

2
1 1
2 2

1 2  
  

  

mبا توجه به رابطه m
tg | |

mm


 

1 گردد كهملاحظه مي   .خواهد بود  

 

 يهخط مماس بر منحني با معادل يهمعادل :14مثالxy x از آن محور 2اي به طول در نقطهxكند كه طولش برابر است بااي قطع ميها را در نقطه:    
  )83(آمار ـ سراسري       

1 (Ln2 2  2 (Ln1 2  3(
Ln
1

1 2  4 (Ln

Ln




1 2 2
1 2  

 : 4«گزينه  پاسخ«           x xy x y x (Lnx ) y ( ) (Ln )       1 2 4 2 1  
)پس معادله خط مماس بر منحني در نقطه بر منحني در نقطه , )2 y       است: روبروروي منحني به صورت  4 (Ln )(x )   4 4 2 1 2  

  دهيم:در معادله فوق صفر قرار مي yها، به جايxآوردن محل تلاقي با محور بدستبراي 
Ln

(Ln )(x ) x x
Ln Ln Ln

 
          

  
1 1 2 2 14 4 2 1 2 2 22 1 2 1 2 1  

  

y

x

+12=xy 

y=1 

y=cosx 



  

93 
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 زاويه بين دو منحني :15مثالxy e وy x  xدر نقطه 21   83ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  ت با:برابر اس(  

1 (  2 (
6  3(

4  4(
3  

  : نقطه داده شده نقطه تقاطع دو منحني است و داريم  »3«گزينه  پاسخ(x y )  1 . يـافتن زاويـه بـين دو منحنـي در نقطـه تمـاس ابتـدا         بـراي
  ست:ها، همان زاويه مورد نظر ازاويه بين مماس .آوريممي بدستها را هاي منحنيمماس

x xy e y e m e     1  

y x y x m       21 2   

سـت)  هاxاست) و يك خـط بـا شـيب صـفر (يعنـي خـط مـوازي محـور        ) (يعني خط موازي نيمساز ربع اول و سوم 1واضح است كه زاويه بين يك خط با شيب (

يعني45برابر
  رود هم استفاده كرد.مي كاربه mو mهايتوان از فرمول زير هم كه براي پيدا كردن زاويه بين دو خط با شيبالبته مي .باشدمي4

m m
tg | | tg | |

m m

  
        

 
1 2

1 2

1 11 1 4



  

  

 يهخط قائم بر منحني تابع با ضابط يهمعادل :16مثالx Lnxy x e 2    )84 (علوم كامپيوتر ـ سراسري                 اي به طول يك كدام است؟در نقطه 2
1 (x y 4 9  2 (x y 4 4  3 (x y 4 2  4 (x y 4 9  
  : 1«گزينه  پاسخ«               x Lnx x xy x e x x y x ( Lnx ) x       2 2 2 2 2 2 2 2  




1
xشيب خط قائم  4 y , y ( )         1 1 1 2 1 2 2 4  

y              خواهد بود: مقابلبنابراين معادله خط قائم به صورت  (x ) y x


     
12 1 4 94  

  

 مجموع طول از مبدأ و عرض از مبدأ هر خط مماس بر منحني به معادله :17مثالx y    )86ـ سراسري  MBA(  ، كدام است؟2
1( 2-  2( 2  3( 3  4( 4  
  : نقطه دلخواه  »4«گزينه پاسخP(x , y )   گيريم.در نظر مي مورد نظررا روي منحني  

  y

x
  


مماس 

yxx y y m
x

y

       

1
22 1
2

  

y       بنابراين معادله خط مماس به صورت مقابل است:   
y y (x x )

x
   

 


  

  دهيم:آوردن طول از مبدأ و عرض از مبدأ به ترتيب در معادله خط قرار مي بدستبراي 
y x x x y , x y y x y               

x y x y ( x y )     22 4      مجموع طول از مبدأ و عرض از مبدأ  

  
 شيب خط مماس بر منحني به معادله :18مثالx y y x

x yy x

 



)در نقطه  , )1   )88ـ سراسري  MBA(  ، كدام است؟ 4

1(17
5  2(19

6  3(41
15  4(46

15  

 : 4«گزينه  پاسخ«    

  x y y x
x xy x y y y y xy y x x x x xy y x y y x y y x x

x yy x

 
                


2 2 2 22    

x , y

y
x y y x

dy dyx
xdx dxx y x y

y

 
   

    
   

1 4
32 2 4622
3 152 2 22
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مشتق و كاربرد مشتقوم: فصل س كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 خط قائم بر منحني :19مثالxy (x )e   xدر نقطه 21    )88(صنايع غذايي ـ سراسري   كند؟ها را با كدام طول قطع ميxواقع بر آن، محور 2
1(4  2(3  3( 3  4( 4  
  : به ازاي  »1«گزينه  پاسخx  y، مقدار2  xشيب خط مماس    آيد.مي بدست 3 x xy (x )e y e (x )e y ( )           2 2 21 1 2 2  

1بنابراين شيب خط قائم برابر
xy  باشد:مي 2 (x ) (x ) x         

1 13 2 3 2 42 2
IÀ n¼d¶ IMÂ¤°U  

  

 خط مماس بر منحني :20مثالy x x  3 23 xو عمود بر خط 1 y 2 6   )89ـ سراسري  MBA(  گذرد؟از كدام نقطه مي 1
1 (( , )1 2  2(( , )1    3(( , )2 4   4(( , )2 6   

  : شيب خط  »4«گزينه پاسخx y 2 6 1برابر 1
اي را بر باشد. حال نقطهمي -3پس شيب آن برابر  ،اين خط عمود است چون خط مورد نظر بر باشد.مي 3

  باشد.  -3م كه در آن نقطه شيب برابر كنيمنحني داده شده پيدا مي
y x x x x x x (x x ) (x ) x , y                     32 2 2 2 23 6 3 6 3 3 6 3 3 2 1 3 1 1 3  KÃ{  

y    صورت مقابل است:بهپس معادله خط مورد نظر  (x ) y x      3 3 1 3  
)واضح است كه نقطه , )2   آمده در بالا قرار دارد.  بدستروي خط  6

  
 خط مماس بر نمودار تابع از مبدأ عرض :21مثالy Ln( x ) 2 xدر نقطه 3    )89(صنايع غذايي ـ سراسري   واقع بر آن كدام است؟ 2

1(8  2 (4  3 (3  4 (6-  
  : با محاسبه مشتق تابع  »1«گزينه پاسخy ر نقطهدx    آوريم:بدست ميشيب خط مماس را  2

xx
m y m y ( )

x

      


2
2
2 42 44 33

 

خط مماس : y y m(x x ) y y( ) (x ) y x          2 4 2 4 8  عرض از مبدأ   8  
  

 تابع :22مثالf (x) min( x ,x)  yدو خط مماس رسم شده بر منحني مفروض است. زاويه بين 22 f (x) در نقطهx    برابر است با: 1
  )89آزاد ـ مكانيك ـ ساخت و توليد (  

1 (arctg2  2 (
3  3 (

4  4 (arctg3  

  : ينقطه  »4«گزينه  پاسخx 1  هـاي يكي از نقاط برخورد منحنـيy x  yو 22 x 
xشويم كه در همسايگياست. در واقع اگر به نمودار اين دو تابع توجه كنيم، متوجه مي 1 عنـي  ي

  در نقاط نزديك به آن داريم:

x ; x
f (x) min( x , x)

x ; x

     


22 2 12
1

  

fي(باز هم دقت كنيد كه ما ضابطه (x) را براي نقاط نزديك بهx 1 هاي راست و چپ را حساب كنيم:مماستوانيم شيب نيمايم) حالا مينوشته  

m f ( ) 2 1 mمماس چپ            و           = شيب نيم1 f ( ) x
x

    
1 1 2   مماس راست= شيب نيم21

m  آيد:ي مقابل به دست ميها از رابطهمماسي بين نيمزاويه m
tg( ) | | | | arctg

m m

  
      

 
2 1

1 2

2 1 3 31 1 2  
  

 شيب خط مماس بر نمودار تابع :23مثالy cosh x cosh x.sinhx sinh x  2 xدر نقطه 22 Ln   )90ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ 2
1 (4  2 (6  3 (8  4 (e2  
  : ابتدا تابع  »3«گزينه پاسخf (x) كنيم:تر تبديل ميرا به فرم ساده  f (x) cosh x sinh x coshx sinh x (sinh x cosh x)    2 2 22  

sinابع هيپربوليكاز طرفي براي تو hx وcosh x :داريم  
x xe e

cosh x


 2  ،   
x xe e

sinh x


 2  

fبنابراين با جايگذاري در رابطه (x):داريم  
x x x x

x xe e e e
f (x) ( ) e f (x) e

       2 2 222 2  

Ln  :  داريم در نتيجه Lnf (Ln ) e e     2 2 42 2 2 2 4 8  
  

y x

2y 2 x 

x

y

1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 معادله خط مماس افقي نمودار تابع :24مثالy x x 2   )90غذايي ـ سراسري  (صنايع  كدام است؟ 44
1 (y    2 (y  4  3 (y  2  4 (y 1  
  : براي يافتن خط مماس افقي نمودار تابع   »2«گزينه  پاسخy :داريم  

                       
x : y

y ' x x x( x )
x x : y

        
     

3 2
28 4 4 2

2 2 4
 


tIμ¶ˆi

tIμ¶ˆi
  

  كنيم:را به صورت مقابل رسم مي yحال نمودار تابع 
yشود خطهمانطور كه در شكل نيز مشاهده مي   فقط در نقطهx   بر تابعy  مماس است و در نقـاطx  2 

xو  2 قيولي خط اف ،كندنمودار تابع را قطع ميy    آيد.به شمار مي yهمواره يك مماس افقي براي تابع 4
  

x

y

4

2 222
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  ي عطفنقاط اكسترمم و نقطه :4درسنامه 
  

 تعداد نقاط بحراني تابع  :1مثال
x ; x

f (x) (x ) ; x

x
; x


 


   
   


3

2
1

2 1 3
5 3 42



  چندتاست؟ 

1 (  2 (4  3 (3  4 (5  
 :يبراي تشخيص نقاط بحراني هم بايد به معادله»  4«گزينه   پاسخf (x)   پيـدا كنـيم.    ،هـا وجـود نـدارد   هم نقاطي را كه مشـتق در آن  توجه كنيم و  

  ها برداريم:هاي تساوي را از نامساوينويسيم. در اين مرحله بايد علامتاي را ميابتدا مشتق اين تابع چند ضابطه

x ; x x ; x

f (x) (x ) ; x f (x) (x ) ; x

x
; x ; x

 
    

 
         

      
 

3 2
2

1 3 1
2 1 3 2 2 1 3

5 13 4 3 42 2

 
  

xحالا وجود مشتق در نقاط , , , 1 3 4 در كنيم.را بررسي ميx   تابعf (x)  يفقط از راست تعريف شده است. در واقع ضـابطهf (x) درx     داده نشـده
fبنابراين ،است ( )  طهوجود ندارد (اولين شرط براي وجود مشتق در نقx a آن است كه تابعf (x) (در اين نقطه از چپ و راست تعريف شده و پيوسته باشد.  
xدر 1 تابعf (x) ) ،پيوسته استf ( ) f ( ) f ( )   1 1 1 f)نيسـتند هاي چپ و راست برابـر  ) اما مشتق1 ( ) ; f ( ) )    1 3 1 fپـس  ،2 ( ) وجـود   1

xندارد. در  fتابع 3 (x) پيوسته است(f ( ) f ( ) f ( ) )   3 3 3 f)هـاي چـپ و راسـت برابـر نيسـتند     اما باز هم مشـتق  1 ( ) , f ( ) )    
13 3 22 ،

fسپ ( ) xنيز وجود ندارد. در 3  xدهد كه درهمان اشكالي رخ مي 4   داشتيم. تابعf (x) فقط برايx  پس در سمت راست يعنـي   .تعريف شده است 4
xبراي  fتعريف نشده و در نتيجه 4 ( )   وجود ندارد. 4
xجا ديديم كه در نقاطتا اين , , , 1 3 4 يمشتق وجود ندارد. حالا به معادلهf (x)   كنيم.دقت مي  

f(قابل قبول نيست)  (x)x x x
      21 3    

f (x)x (x ) x
       1 3 2 2 2   

f. غيرممكن است (x)x
      

13 4 2
    

xبنابراين فقط در  fداريم 2 ( ) 2 به اين ترتيب متوجه شديم كه تابع .f (x)  ي بحراني است كه عبارتند از:نقطه 5دارايx , , , , 1 2 3 4.  
  

 به ازاي اگر  :2مثالk
x


 2،f (x) tgxcotgx  براي هر وباشدx،g(x) sgn x    ،در مورد تعداد نقـاط بحرانـي   گاهآنf وg    كـدام گزينـه

صحيح است؟ (   روسيه) هاي(از سؤالات رياضي عمومي دانشگاه  .)نماد جزء صحيح است  
1 (f شمار نقطه بحراني وبيg .2  چهار نقطه بحراني دارد (f دو نقطه بحراني وg شمار نقطه بحراني دارد.بي  
3 (f وg 4  شمار نقطه بحراني دارند.هر دو بي (f دو نقطه بحراني وg حراني دارد.چهار نقطه ب  

 :يابتدا به ضابطه»  3«گزينه   پاسخf (x) كنيم. در مضاربتوجه مي
2،f (x) :تعريف نشده است اما در ساير نقاط داريم  
sin x cos x

f (x) tgx cot gx ( )
cos x sin x

  1  
fپس نمودار (x) :به شكل مقابل است  

xبه عبارتي در هر k


 f، نمودار2 (x) شود:خط افقي است و شيب آن صفر مييك پارهf (x)   پس .
xكنيم. اگرجه ميتو g(x)يي بحراني دارد. اكنون به ضابطهشمار نقطهاين تابع بي     باشـدx     هـم

ــت  ــواهيم داشـ ــت و خـ ــي اسـ g(x)منفـ sgn x     ــله1 xي. در فاصـ 1 ــم xداريـ     
g(x)پس sgn x      است. براي اعـدادx 1  داريـمx    xدر نتيجـه  ،1     شـود و  مثبـت مـي

g(x)داريم sgn x      شود:زير نوشته مي صورتبه g(x)ي. به اين ترتيب ضابطه1

; x

g(x) ; x

; x

 
  
 

1
1

1 1


   

xاين تابع در   وx 1 ناپيوسته است و مشتق ندارد. در ساير نقاط شيبg(x) يعني ،صفر استg (x)   پس در هـر عـددي حقيقـي ماننـد     شود.ميx ،
gيا (x) ود ندارد ياوجg (x)   ي بحراني برايي اعداد حقيقي، نقطهاست. همهg(x) هستند. پسg(x) ي بحراني دارد.شمار نقطهبي هم  

  
  

2
 

2


1

y

x

y f (x)

1

1

y

x

1

y g(x)
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 نقطه :3مثالx  3 بعبراي تاf (x) x x x   3 22 6 18    اي است؟چه نوع نقطه 5
  دارنقطه زاويه) 4  بازگشت) نقطه 3  ) مينيمم نسبي 2  نسبي ماكزيمم  )1
  : كنيم:گيريم و سپس از آزمون مشتق دوم استفاده ميابتدا از تابع مشتق مي  »1«گزينه پاسخ      f (x) x x f (x) x      26 12 18 12 12  

f ( ) ( ) ( ) , f ( ) ( )                23 6 3 12 3 18 3 12 3 12 24   
fچون ( )  3  است پسx  3 باشد. ماكزيمم نسبي مي  

  

 و ماكزيمم تابعمينيمم  مقدار : 4مثالf (x) x x 
2
33 ]يهروي باز 2 , ]1     به ترتيب كدام است؟ 1

  5و  - 5 ) 4  5و  1) 3  5و  ) 2  1و  -5) 1

  : دهيم:گيريم و مساوي صفر قرار ميابتدا از تابع مشتق مي  »2«گزينه پاسخ  f (x) ( )x (x ) x
 

       
1 1

3 323 2 2 1 13   

xهمچنين توجه كنيد كه


1
xدر نقطه 3   ست، بنابراينتعريف نشده اx   نيز يك نقطه بحراني براي تابعf باشد. بنابراين نقـاط ميx   وx 1   نقـاط

xحساب شود، البته مقدار تابع به ازايها بايد مقدار تابع باشند كه به ازاي آنمي fبحراني  1       .نيز حساب شـود، چـون نقطـه ابتـداي بـازه اسـتf ( ) 1 5، 
f ( ) 1 fو 1 ( )  مينيمم مطلق است. صفرماكزيمم مطلق و  5بينيد طور كه مي. همان  

  

 اگر  :(سخت) 5مثالf (x) sin x    و| x | ; | x |
g(x)

sin( x) ; | x |

 
    

1 1
1 fدر مورد گاهآن ،2 (x) وg(x)كدام گزينه درست است؟ )  نماد جزء صحيح است(.  

f) تابع1 (x) شمار نقطه بحراني است وداراي بيg(x)  و مينيمم مطلق برابر با صفر است. 1داري ماكزيمم مطلق برابر با  
f) تابع2 (x) شمار نقطه بحراني است وداراي بيg(x)  است.  -1و مينيمم مطلق برابر با  2داراي ماكزيمم مطلق برابر با  
f) تابع3 (x)  نقطه بحراني و 3دارايg(x)  است. -1و مينيمم مطلق برابر با  1داراي ماكزيمم مطلق برابر با  
f) تابع4 (x)  نقطه بحراني و 3دارايg(x) و مينيمم مطلقي برابر با صفر است. 2داراي ماكزيمم مطلقي برابر با  
 :ي بين دو عدد صحيحدانيم كه در فاصلهمي  »2«گزينه   پاسخm وm 1 خواهيم داشتx m   تـر وقتـي  . به عبارت دقيـقm x m  1   باشـد
fداريم (x) sin x sin(m)   . پس در اين بازهf (x) مقدار ثابتي دارد وf (x)   است. البته در اعداد صحيح يعني درx m تابعf (x)  ناپيوسته است

fو (m)  .وجود ندارد  
fدر شكل مقابل بخشي از نمودار (x) البته با اين فرض كهايم را نشان داده)x      برحسب درجه باشـد، نمـودار رسـم شـده

fشويم كه در اعداد صحيح با توجه به اين توضيحات متوجه مي .است) (m)     وجـود نـدارد و در سـاير نقـاطf (x)   
fي بحراني براياست. پس هر عدد حقيقي، يك نقطه (x)    است. اكنـون بـه تـابعg(x)    ِتوجـه كنيـد. نامسـاوي| x |1 

xيهي ناحيدهندهنشان  1 |است. نامساوي 1 x | 1 xهـا دهد كه يكـي از آن دو قسمت را نشان مي2 1 و  2
xديگري   2   است. بنابراين خواهيم داشت: 1

x ; x
g(x)

sin( x) ; x , x

   
        

1 1 1
2 1 1 2  

xيي اول توجه كنيد كه در فاصلهمورد ضابطهدر   1 xداريم 1  1  توان آن را از قدرمطلق خارج كرد. با توجه به حدوددر نتيجه ميxي، دامنهg(x) 
]يبازه , ]2 gاست. ابتدا 2 (x) كنيم. در نقاطرا حساب ميx 1 وx  1 تابعg(x) پذير هم نيست. بـراي مثـال در  در نتيجه مشتق ،پيوسته نيستx 1 

)gداريم ) sin( )   1  وg( )   1 1 1 xنقاط 2  xو 2  2 نيز ابتدا و انتهاي دامنه هستند و تابعg(x) ها فقط از يك طـرف تعريـف شـده    در آن
  بنابراين در اين نقاط هم مشتق وجود ندارد.  ،است

xيكنيم. در بازههاي مشتق را پيدا ميريشهراني، ي ساير نقاط بحهبراي محاسب  1 gداريم 1 (x) 1،       شـود. پـس   پـس مشـتق در ايـن فاصـله صـفر نمـي
cosهايريشه x  :را بررسي كنيم  

k
g (x) cos( x) x ( k ) x

            
2 12 1 2 2 2 jo  jk–  

xيدر فاصله 1 xو 2   2 xهايجواب 1  
3
xبندي نقاطآيند. به اين ترتيب در يك جمعمي بدست 2  2،x  1 وx  

3
نقـاط بحرانـي    2

xهستند. در ضمن  2 شوند. مقدارابتدا و انتهاي دامنه نيز محسوب ميg(x)كنيم:را در اين نقاط محاسبه مي  

g( ) , g( ) , g( ) sin( ) , g( ) sin( )


                 
3 31 1 1 2 1 1 1 2 2 12 2   

  است. -1و مينيمم مطلق برابر با  2در نتيجه ماكزيمم مطلق برابر با  .2و  ،1عبارتند از g(x)آمده براي بدستمقادير 

  

sin1

sin2

sin 3

1 2 3
x

y
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 اگر  :(سخت) 6مثالf (x) cosx    وg(x) tgx cot gx  در مورد تعداد نقاط ماكزيمم و مينيمم گاهآنg ره تناوب آن و وضعيتدر يك دوf  در
xنقطه


 (كدام گزينه صحيح است؟  2   (.از سؤالات  نماد جزء صحيح است) ) هاي روسيه)دانشگاه )1رياضي عمومي  

1 (f درx


   داراي يك نقطه ماكزيمم و يك نقطه مينيمم نسبي است. gداراي ماكزيمم نسبي و 2

2 (f درx


   داراي يك نقطه ماكزيمم و يك نقطه مينيمم نسبي است. gداراي مينيمم نسبي و 2

3 (f داراي ماكزيمم و مينيمم نسبي در نقطهx


   ماكزيمم و يك مينيمم نسبي است. 2داراي  gنيست و 2

4 (f در داراي ماكزيمم و مينيمم نسبيx


   مينيمم و يك ماكزيمم نسبي است. 2داراي  gيست ون2

 :ابتدا وضعيت تابع»  1«گزينه   پاسخf (x) يرا در نقطهx


 كنيم. اين تابع دربررسي مي 2
نقطـه مقـدار عبـارت داخـل     زيرا در ايـن   ؛ناپيوسته است 2

fشود. به همين دليل، مقدارجزءصحيح، عددي صحيح مي (x) را درx


  دسـت هبي مقادير كنيم. پس با مقايسهو در سمت چپ و راست اين نقطه حساب مي 2

xشويم كهآمده متوجه مي


 fاي براينقطهچه نوع  2 (x) است. به ازايx


 fداريـم  2 ( ) cos
        2 2    در سـمت راسـت .

 xيعنـي وقتـي   2

از
cosكمــي بيشــتر باشــد، 2 x  1  اســت در نتيجــهf (x) cos x     كمــي كــوچكتر از  x. در ســمت چــپ ايــن نقطــه، يعنــي وقتــي كــه1

2 

cosباشد، x 1 است و در نتيجهf (x) cos x    ي. بنابراين ضابطهf (x) در همسايگي
  :و نمودار آن در اين نقطه به اين صورت است 2

; x
f (x)

; x

    


2
1 2


  

xبينيد كهبنابراين مي


 ي ماكزيمم نسبي است زيرا در همسايگييك نقطه 2
fمقدار 2 (x) همواره ازf ( )


بينيـد  كوچكتر يا مساوي است (در اين مثال مي 2

fكه با وجود ناپيوسته بودن (x) در
  :نسبي رخ داده است)ماكزيمم  و عدم وجود مشتق در اين نقطه، 2

)يرا در بـازه  g(x)پس تابع ،برابر است با cotgxو tgxي تناوبدانيد دورهطور كه ميكنيم. همانرا بررسي مي g(x)اكنون تابع , )   كنـيم بررسـي مـي 
)x   وx   ي تابع قرار ندارنددر دامنه(.  

  كنيم:را حساب مي g(x)هاي اول و دومحالا مشتق
g(x) tgx cotgx g (x) tg x cotg x tg x cotg x g (x) tgx( tg x) cotgx( cotg x)              2 2 2 2 2 21 1 2 1 2 1  

gهايريشه (x) و نقاطي كهg (x) كنيم:ها وجود ندارد را پيدا ميدر آن  

g (x) tg x cotg x tg x cot g x tg x tg x tgx
tg x

             2 2 2 2 2 4
2
1 1 1   

دانيم كه در مضارب فردمي
4،tgx وcotgx  يشـوند. در بـازه  هـم مـي   يبا هم برابر يا قرينـه( , )  نقـاطx


 xو 4




3
 آينـد. اكنـون بـه   مـي  بدسـت  4

gعلامت (x) كنيم.در اين نقاط دقت مي  g ( ) ( ) ( ) , g ( ) ( ) ( )
               

32 1 1 2 1 1 8 2 1 1 2 1 1 84 4   

gبا توجه به علامت (x) گيريم كهدر اين نقاط نتيجه ميx


 xو ي مينـيمم نسـبي  ، نقطه4



3
در  g(x)بنـابراين تـابع   ي مـاكزيمم نسـبي اسـت.   نقطـه  4

)يفاصله , ).داراي يك ماكزيمم نسبي و يك مينيمم نسبي است  

  

2


y

x
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 منحني  :7مثالf (x) (x x x) (axcos x sin x )      3 2 1394 13951397 4 4 xدر 1    كدام است؟ aمينيمم نسبي دارد. حدود 2

1 (a   
1
2  2 (a  

1
2   3 (a 

1
2  4 (a  

1
2  

 :صورتبهعبارت زير راديكال  اگر  »1«گزينه   پاسخn(x ) g(x) )gو باشد 22 ) 2  ،گاهآنx  با كمي دقت به  است. fي مينيمم نسبيطول نقطه 2
xعبارت x x 3 24 x)بينيم كه عاملمي xو فاكتورگيري از 4 )   در آن حضور دارد: 22

x x x x(x x ) x(x ) f (x) (x ) x (ax cos x sin x )             3 2 2 2 2 1394 1394 139513974 4 4 4 2 2 1  
x)با كنار گذاشتن )  2 g(x)  خواهيم داشت: 13942 x (ax cos x sin x )    1394 13951  

)gخواهيممي ) 2  :باشد  g( ) ( a ) a a          1394 1395 12 2 2 1 2 1 2     

  

 برد تابع  :8مثالx
f (x)

x


2
4

1
  كدام است؟ 

1 ([ , )4 4  2 ([ , ]2 2  3 (( , )2 2  4 ([ , ]4 4  
 :يابتدا دامنه  »2«گزينه   پاسخf (x) كنيم. در اين مثالرا تعيين ميf (x) جا تعريف شـده اسـت و داريـم   همهfD ( , )   ي بعـدي  . در مرحلـه

x)  كنيم.نقاط بحراني را تعيين مي ) x ( x )
f (x) x

(x ) (x )

        
 

2 2 2

2 2 2 2
4 1 8 4 1 1

1 1
  

fاكنون مقدار (x) كنيم:مي حسابدر دو سر دامنه  حد آن را و را در نقاط بحراني  

x x

f ( ) , f ( )

x x
f ( ) lim , f ( ) lim

x x 

        

      
   2 2

4 41 2 1 21 1 1 1
4 4

1 1
 

  

fي مخرج بيشتر از صورت است، پس حدتوجه كنيد كه درجه (x) در و آمده داريم: بدستي مقادير شود. با مقايسهصفر مي  
fmin f (x) , max f (x) f R [ , ]      2 2 2 2joM    

fمقادير كه جاناز آ ( ) 1 fو 2 ( )  1   ي بسته باشد.برد تابع بايد بازه نه با حدگيري، اند،آمده بدست با جايگذاري ساده 2

  

 برد تابع :9مثالf (x) x x x   24   ام است؟كد 1
1 ([ , ] 1 2 5  2 ([ , ]2 5 1  3 ([ , ] 2 5 2 5  4 ([ , ] 1 2 5  
 :يابتدا دامنه  »1«گزينه   پاسخf (x) ي دو يا با ايجاد مربـع كامـل در زيـر راديكـال     درجه يتوانيم با تعيين علامت معادلهكار را ميكنيم. اينرا تعيين مي

  كنيم:شوند، به همين دليل اين مسير را انتخاب ميتر انجام ميي حل نيز محاسبات راحتانجام دهيم. اگر مربع كامل ايجاد كنيم، در ادامه
x x [x x ] [(x ) ] (x )            2 2 2 24 1 4 1 2 5 5 2  

f  بنابراين داريم: (x) x (x )    25 2  

fينهحالا دام (x) كنيم:را تعيين مي  (x ) (x ) (x ) x               2 25 2 5 2 5 2 5 2 5 2 5  
fيدامنه (x) :برابر است با  fD [ , ]  2 5 2 5  

fدر گام بعدي نقاط بحراني (x) كنيم:را مشخص مي  (x )
f (x) (x ) (x )

(x )

          
 

2
2

2 21 2 5 2
2 5 2

  

xمثبت باشد پسبايد سمت چپ هم  پسسمت راست، مثبت است  مقدار    دهيم:است، حالا محاسبات را ادامه مي 2
x(x ) (x ) (x ) (x ) x x x                   22 2 2 2 5 5 5 52 5 2 2 2 5 2 2 2 22 2 2 2  

fيآمده در دامنه بدستبحراني  ينقطهالبته بايد مراقب باشيم كه  (x) جاد. در اينقرار داشته باشx  
52 ] يدر بازه 2 , ] 2 5 2   د.رار دارق 5

fگام بعدي آن است كه مقدار (x) x (x )    25     بحراني و در دو سر دامنه حساب كنيم: يهرا در نقط 2

f ( ) ( )
min f (x) , max f (x)

f ( )

        
    

            


22 5 2 5 5 5 2 5
2 1 2 55 5 5 5 5 52 2 5 2 2 2 2 12 2 2 2 2 2




  

fRصورتبه fبنابراين برد [ , ]  2 1 2 5 .است  
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 كداميك از توابع زير بر روي اعداد حقيقي صعودي است؟ : 10مثال  

1 (f (x) sin x x   2 (f (x) x cos x  2  3 (f (x) x sin x  2  4 (f (x) x sin x   

  : براي آن كه تابع »  4«نه گزيپاسخf (x)بايد ،صعودي باشدf (x)   داين حالت را دار» 4«تنها گزينه  باشد كه .  
cos xf (x) cos x f (x)       1 11 2  

f) داريم1براي گزينه ( (x) cos x  1پس ،f (x)   داريم2( براي گزينهتابع نزولي است.  اين ،و بنابراين (f (x) sin x  1 توان گفت اين تـابع  مين و 2
fداريم )3براي گزينه ( .يا صعودينزولي است  (x) cos x  1   مشخص كرد.توان نميرا  تابعصعودي يا نزولي بودن  نيز كه در اين مورد 2

  

 به ازاي چه مقاديري از  :11مثالb ابع، تf (x) sin x bx c   همواره نزولي است؟  
1 (b 1  2 (b 1  3 (b  4  4 (b    

   : 1«گزينه پاسخ«         f (x) sin x bx c f (x) cos x b cos x b           

bبراي برقراري نامساوي فوق بايد 1 .باشد  
  

 ؟نيستكداميك از توابع زير صعودي  :12مثال    

1 (y x | x | 2  2 (y x | x |  3 (y Lnx  4 (y x sin x   

  : بايد تمام توابع را بررسي كنيم.»  1«گزينه پاسخ  

  x ; x x ; x
y x | x | y

x ; x x ; x

       
     

3 2
2

3 2
3

3
 

 
  

)در فاصله yچون , )  پس در اين فاصله تابع نزولي است. .مقداري منفي است  

x مثبت است yپس   ; x
y x | x |

x ; x

   
 

2

2



  

x مثبت است yپس Lny Lnx y
x

   
1  ·¼a, ¾¹¶Hj ¾M ¾]¼U IM  

cosاست مثبت yپس xy x sin x y cos x        1 11  
  

 فرض كنيد :13مثالf : [ , )    پذير و تابع با ضابطهمشتقf (x)
g(x)

x


2 1
  نزولي باشد. كدام گزينه همواره صحيح است؟ 

1( g درx   2  پذير نيست.مشتق (f در بازه( , )  .نزولي است  
3 (f  4  است. صعودي (f است. 3ي بزرگتر از اي با درجهيك چندجمله  

  : چون تابع  »2«گزينه پاسخg است، پس بايد اكيد نزوليg (x)   گيري از تابعبا مشتق .باشدg(x) :داريم  

f (x) f (x)(x ) xf (x) f (x)
g(x) g (x) (x )f (x) x f (x) f (x) ( x)

x (x ) x

             
  

2
2

2 2 2 2
1 2 1 2 2

1 1 1
    

fبرد (x) در صورت سؤال[ , ) عنوان شده و اين يعنيf (x)  از طرفي در سمت راست نامساوي مقدار ،x 2 xهم همواره مثبت است، پس اگر 1   
fپسشود سمت راست نامساوي فوق منفي مي گاهنآ (x) در واقع شود،هم منفي ميf بر بازه( , )  .نزولي است  
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 كدام گزينه در مورد تابع  :(سخت) 14مثالxf (x) ( )
x


 

x)صحيح است؟ 1212 )   

1 (f (x) درe
x

e


2 eمينيمم نسبي دارد و براي 1
x

e
 


1
2 2   نزولي است. 1

2 (f (x) اش كهبر دامنه( , )
1
  ي اكسترمم ندارد.نزولي است و نقطهباشد، اكيداً مي 2

3 (f (x) درe
x

e


2 eماكزيمم نسبي دارد و براي 1
x

e
 


1
2 2   نزولي است. 1

4 (f (x) درe
x

e


2 eمينيمم نسبي دارد و براي 1
x

e


2   صعودي است. 1

 :يابتدا به دامنه»  4«گزينه   پاسخf (x) ي آن مثبت باشد:كه اين تابع تعريف شده باشد، بايد پايهكنيم. براي آندقت مي  

)تابع ي اينبنابراين دامنه , )
1
xاست.  2

x x
      

1 1 12 2 2  

fتشخيص صعودي يا نزولي بودنبراي  (x) بايد به علامتf (x) توجه كنيم. ابتداf (x)  آوريم:مي بدسترا  

x f (x) xf (x) ( ) Lnf (x) ( )Ln( ) Ln( ) ( )
x x x f (x) x xx

x

 
          



12 2
2

1
1 1 1 1 1 12 2 2 2 212

ÁoÃ¬¢Tz¶  

f (x) f (x)[ Ln( ) ]
xx x

   2 2
1 1 12  

fبا جايگذاري (x) آمده داريم: بدستي بطهدر را  xf (x) ( ) [ Ln( ) ]
x xx x


    

12
2 2

1 1 1 12 2  

با فاكتور گرفتن از
x2
xf  رسيم كه:به اين نتيجه مي 1 (x) ( ) [Ln( ) ]

x xx


    

12
2

1 1 12 2 1  

fبراي تشخيص صعودي يا نزولي بودن (x)  به تعيين علامتf (x) داريم. براي تعيـين علامـت   احتياجf (x) هـاي مختلفـي وجـود دارد. اگـر    راهf (x)   يـك
fها، علامتآورديم تا با مشخص شدن محل ريشهمي بدستهاي آن را اي بود، ريشهچندجمله (x) ود. اما بـراي توابـع   ها معلوم شها و خارج از ريشهدر بين ريشه

fديگر (مانند اين مثال) معمولاً نامساوي (x)   ياf (x)  كنيم. هر كدام را كه حل كنيم، فرقي ندارد. براي مثـال اگـر  را حل ميf (x)      را حـل كنيـد
fي نقاطي كه در آنمجموعه (x) دامنه،مثبت است، معلوم مي شود. واضح است كه در ساير نقاطf (x)   خواهد بود. به همين ترتيب اگرf (x)     را حـل

fكنيم مجموعه نقاطي كه (x) شويم كه در ساير نقاط شود و متوجه ميمنفي است، معلوم ميf (x)    .بوده است  

fيدر دامنه (x) ييعني در بازهx  
1
)xعبارت ،2 )

x




مثبت اسـت. كسـر   1212
x2
1        هـم بـه وضـوح مثبـت اسـت. بنـابراين علامـتf (x)   بـه  علامـت

[Ln( ) ]
x

 
12 fببينيم بستگي دارد. 1 (x) در كدام ناحيه مثبت است؟  

e e
f (x) Ln( ) Ln( ) e x

x x x e x e x e
                    


11 1 1 1 1 2 1 12 1 2 1 2 2 2 1   

fدر نتيجه تابع (x) يدر بازهe
x

e
  

2 fاكيداً صعودي است؛ زيرا در اين ناحيه 1 (x)   شود.مي  

eاما براي
x

e
 


1
2 2 f، علامت1 (x) شود؛ پسمنفي ميf (x) يدر اين ناحيه اكيداً نزولي است. بنابراين متوجه شديم كه اين تابع قبل از نقطهe

e 2 نزولي است  1

eدهد كهشود. اين نشان ميعد از آن صعودي ميو ب
x

e


2   اين تابع است.مينيمم  ينقطه 1

fي اكسترمم فقط معادلهاگر براي تعيين نقطهتوضيح:  (x)   ينوشتيم نقطهرا ميe
x

e


2 نسـبي   ماكزيممه دانستيم كه اين نقطاما نمي ،آمدمي بدست 1

fاست يا مينيمم نسبي؟ به هر حال توجه به علامت (x) ي صحيح لازم بود. البته به جاي تعيين علامتبراي تشخيص گزينهf (x) تـوانيم از آزمـون مشـتق    مي
fدوم و تعيين علامت (x) است. گيروقتبسيار  ،اما اين كار براي اين تابع ،نيز استفاده كنيم 
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 فرض كنيد :15مثالx xf (x) e e x   g(x)و 2 x x 3    كدام است؟ fogنسبي باشد، در اين صورت مقدار ماكزيمم 2

1 (e
e

 
1 2  2(e

e
 

1 Ln)4  ) صفر3   2
3 2 22  

 :ابتدا توجه كنيد كه»  3«گزينه  پاسخx xf (x) e e    2 ، پسf  نقاط مـاكزيمم  طول  گفته شده،تابعي اكيداً صعودي است و بنابراين طبق نكته

g  :را پيدا كنيم gنسبي و ماكزيمممينيمم  پس كافي است نقاط .خواهد بود سانيك gو fogنسبي و مينيمم (x) x x x , x      2 23 2 3   

 x 
2
gنسبي مينيممنقطه  3 ( )      

2 26 2 23 3        و  x   نسبي نقطه ماكزيممg (x) x g ( )       6 2 2   

fog( ) f (g( )) f ( ) e e      2       
  

 كدام تابع روي  :16مثال پذير است؟معكوس  
1 (f (x) x x 3  2 (f (x) x x 3  3 (f (x) x x 2  4 (f (x) x x 2  
 :به علامت  »2«گزينه   پاسخf (x) كنيم:توجه مي  

f) داريم1ي (در گزينه (x) x  23 fپس ،1 (x)   سـت. مـثلاً  در برخي نقاط مثبت و در برخي نقـاط منفـي اf ( )   وf ( ) 1 پـس  ؛f (x)    نـه همـواره
f. در نتيجهاست صعودي و نه همواره نزولي (x) پذير هم نيست.يك به يك نيست و معكوس  

f) داريم2ي (در گزينه (x) x  23 fپس ؛مشتق همواره مثبت است ،1 (x) پذير است.اكيداً صعودي، يك به يك و معكوس  
f) داريم3ي (در گزينه (x) x  2 fپس ،1 (x) دهد. تغيير علامت مي  
f) هم4ي (در گزينه (x) x  2   پذير هم نيستند.) يك به يك نيستند، پس معكوس4) و (3( )،1( هايمنفي است. گزينهگاهي مثبت و گاهي  1

  

 اگر  :17مثالf وg ؟نيستورت كدام گزينه صحيح جا صفر نباشند، در اين صهاي دوم توابع زير هيچپذير باشند و تمام مشتقدو بار مشتق  
fگاه تقعررو به بالا باشند، آن Iروي بازه gو f) اگر تقعر1 g .نيز روي اين بازه رو به بالاست  
g(x)گاه تابعمثبت باشد، آن fرو به بالا باشد و Iروي بازه f) اگر تقعر2 (f (x))   نيز تقعرش رو به بالاست. Iروي بازه 2
  تقعرش رو به بالاست. Iنيز روي بازه fgگاهها رو به بالا باشد، آنمثبت، صعودي و تقعر آن Iوي بازهر gو f) اگر3
  است.» رو به پايين « و يا » رو به بالا « يا  fgاه تقعرگنزولي باشد، آن gصعودي و f) اگر4
 :ها را بررسي كنيم:رو هستيم و ناچاريم تمام گزينهبا يك سؤال نسبتاً مفهومي روبه  »4«گزينه   پاسخ  

fدنبال بررسي وضعيت تقعر): 1بررسي گزينه ( g راين با فرضهستيم، بنابh f g  بايدh  بياوريم: بدسترا  h f g h f g           
fبا توجه به فرض    وg  پس ،f g    و لذاh   يعني تقعر و اينf g ي داده شده در اين گزينه صحيح استنيز رو به بالاست. پس جمله.  

g(x)دنبال بررسي وضعيت تقعر): 2بررسي گزينه ( (f (x)) gهستيم، بنابراين بايد 2 (x):را حساب كنيم  
g (x) f (x)f (x) g (x) (f (x)) f (x) f (x) [(f (x)) f (x)f (x)]           2 22 2 2 2  

fنچو (x)   وf (x)  لذا ،f (x)f (x)   و چون(f (x)) gهمواره مثبت است، پس 2 (x)   و لذا تقعرg     ي داده هم رو به بـالا اسـت. پـس جملـه
  نه هم صحيح است.شده در اين گزي

hدهيمقرار مي): 3بررسي گزينه ( fg و چون دنبال وضعيتh هستيم، بايدh :را حساب كنيم  
h fg h f g g f h f g g f g f g f h f g f g g f                          2  

f،g،fدانيم) مي3از اطلاعات داده شده در گزينه ( ،g،f  وg همگي مثبت هستند، پسh   و اين يعني تقعرh fg ي پس جملـه  .ستهم رو به بالا
  داده شده در اين گزينه هم درست است. 

fي داده شده در اين گزينه بايد نادرست باشد. بـراي اثبـات درسـتي جملـه داده شـده در ايـن گزينـه فـرض كنـيم         واضح است جمله): 4بررسي گزينه ( x 3 

gو
x


x، بنابراين براي هر1   داريمh fg x  hو بنابراين2  2  و اين يعني تقعرh fg  رو به بالاست. اگـرf (x) x و(x ) g(x) x   2 ،

hگاهآن fg x   hو بنابراين 3 x  6 و چونx   فرض شده، لذاh   و اين يعني تقعرh fg    رو به پايين است. اما اگر فـرض كنـيمf (x) x 

gو
x


1 (x )  گاهآنh fg 1 و اين يعني تقعرh fg و و نه رو به پايين است نه رو به بالا h fg  .يك خط افقي است  

fgها براي حالتممكن است مثال: بيشترتوضيح  1 توانيبه ذهنتان نرسد براي همين مh fg   ي فرض كرد و پـس از محاسـبهh f g g f f g       2 
توان در مورد جهت تقعر آن اظهارنظر كرد چـون مـا فقـط    تواند مثبت، منفي و يا حتي صفر باشد، پس نميمحدوديتي ندارد، يعني مي hكهاينگفت؛ با توجه به 

fدانيممي    وg  .  
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 اگر  :18مثالf (x) جا پيوسته باشد وهمهf ( ) f ( )  6 6 گاه در مورد وضعيت، آنfدرx    توان گفت؟به طور قطعي چه مي 6
  ) مماس افقي دارد.4  ي عطف دارد.) مماس افقي و نقطه3  ) ماكزيمم نسبي دارد.2  ) مينيمم نسبي دارد.1

 :كهاينيك مثال مفهومي كه حل آن به دقت در مفاهيم نياز دارد. »  4«گزينه   پاسخf ( ) 6  مماس بر منحني در ايـن نقطـه   دهد شيب خط نشان مي ،است
fهـا دقـت كنيـد كـه اگـر     ) صحيح است. اما در مورد ساير گزينه4ي (آيد. بنابراين گزينهافقي در مي صورتبهصفر است و اين يعني خط مماس  ( ) 6 ،    ايـن نقطـه

fماكزيمم موضعي بود و اگر ( ) 6  كهاين نقطه مينيمم موضعي است. اما هنگامي گفتيممثبت بود، ميf ( ) 6  ان بگوييم كه اين نقطـه  نتوانيم با اطمياست نمي
xي عطف است. به شرطيماكزيمم موضعي، مينيمم موضعي يا حتي نقطه  fي عطف است كهنقطه 6 (x) درx  تغيير علامـت دهـد. امـا مـا در ايـن زمينـه        6

fدانيم كهاطلاعي نداريم فقط مي ( ) 6  اين نقطه علامتشده است و نمي دانيم در سمت چپ و راستf (x) صحيح نيست3ي (چگونه است. پس گزينه (.  

  

 اگر  :(سخت) 19مثالf (x) (Lnx) g(x)و 2 x x   3 31   كدام گزينه صحيح است؟ gو fگاه در مورد تعداد نقاط عطف، آن1
1 (f دو نقطه عطف وg .2  سه نقطه عطف دارد (f وg .هر كدام دو نقطه عطف دارند  
3 (f يك نقطه عطف وg .4  دو نقطه عطف دارد (f يك نقطه عطف وg .سه نقطه عطف دارد  

 :ابتدا  »4«گزينه   پاسخf (x) كنيم:را بررسي مي  f (x) (Lnx) Lnx f (x) Lnx ( Lnx)
x x x x x

        2 2 2
1 2 2 2 22 1  

fيمعادله (x)   كنيم:را حل مي  f (x) Lnx Lnx x e        1 1   
f (e)   است وf (x) درx e دهد. زيرا اگرتغيير علامت ميx eگاه، آنLnx 1 است، پسf (x)  اگـر  .شـود منفي مـيx e ،گـاه آنLnx 1، 

fپس (x) شود. در نتيجهمثبت ميx e ي عطف تابعنقطهf (x) است. در ضمن درx   يجا كه دامنـه هاي اول و دوم وجود ندارند، اما از آنمشتقf (x) 
xفقط شامل   ياست، نقطهx   ي عطف باشد (به عبارتي اصلاً در سمت چپتواند نقطهنميx   ندارد كه جهـت تقعـر آن تغييـر كنـد     نموداري وجود(. 

g(x)حالا به تابع x x   3 31   نويسيم:زير مي صورتبهتر، آن را ساده گيريكنيم. براي مشتقدقت مي 1

g(x) (x ) (x ) g (x) (x ) (x ) g (x) (x ) (x )
   

               
1 1 2 2 5 5
3 3 3 3 3 31 1 2 21 1 1 1 1 13 3 9 9  

gبه عبارتي داريم (x) ( )
(x ) (x )

  
 2 23 3

1 1 1
3 1 1

gو  (x) ( )
(x ) (x )

   
 5 53 3

2 1 1
9 1 1

gي. معادله (x)   كنيم:را حل مي    

g (x) x (x ) x x
(x ) (x )

             
 5 53 3
1 1 1 1 2

1 1
    

gپس ( )   آياببينيم الا بايد است. حg (x) درx   دهد يا خير؟تغيير علامت مي  

xاگر 1  ،داريم باشدx  1 xو1   1 1، پس(x ) 53 1 x)و1 )   53 1 1ها را وارونه كنيم خواهيم داشت:، اگر آن    

,
(x ) (x )

  
 5 53 3
1 11 1

1 1
  

  ها منفي است:آن در نتيجه مجموع
(x ) (x )

 
 5 53 3
1 1

1 1
  

gدهد كهاين نشان مي (x)   شود كه اگراست. با همين روش معلوم ميx   گاهباشد، آنg (x)   پس ؛استg (x) درx   و دهـد  تغيير علامت مي
xيعنياين    ي عطفنقطهg(x)  .است  

xعلاوه بر اين، در نقاط 1 وx  1 شوند. واضح است كهزيرا مخرج كسرها صفر مي ،مشتق دوم وجود نداردg (x)    دهـد در اين دو نقطه تغييـر علامـت مـي.   
xزيرا در 1 :داريم  

x x
lim , lim

(x ) (x )   
     

 5 53 31 1
1 1 1 1

1 1 
  

xدر  1 ب از يك طرفنيز به همين ترتي و از طرف ديگر پس اين دو نقطه نيز نقاط عطف تابع ،آيدمي بدستg(x) .هستند  
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 فرض كنيد  :(سخت) 20مثالc د وعددي حقيقي باشf (x)
x x c


 2

1
2

  ؟نادرست است، در اين صورت كدام گزينه 
c) اگر1 1گاه، آنf روي بازه( , ) 1 صعودي و روي بازه( , ) 1 .نزولي است  

c) اگر2 1گاه ماكزيمم مطلق تابع برابر با، آن
c 

1
  خواهد شد. 1

c) وقتي3 1ي عطف داريم.، نقطه  

c)صورتعطف به ) مختصات طول نقطه4 )
x


  

3 11   است. 3

 :يجداگانه بررسي خواهيم كرد. اما ابتدا ضابطه صورتبها را هبراي پاسخ به اين سؤال هر كدام از گزينه  »3«گزينه   پاسخf (x) وf (x) نويسيم:را مي  
( x ) (x ) (x x c) ( x )(x x c)[ (x )]

f (x) f (x)
(x x c) (x x c) (x x c)

                
     

2 2 2
2 2 2 2 2 4

2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 1
2 2 2

  

  

x)با ساده كردن x c) 2 x)  از صورت و مخرج داريم: 2 x c) ( x )(x ) [ x x c]
f (x)

(x x c) (x x c)

          
   

2 2

2 3 2 3
2 2 4 2 2 1 2 3 6 4

2 2
  

fدهيم كه آياها را آغاز كنيم، اين موضوع را مورد توجه قرار ميكه بررسي گزينهپيش از آن (x) وf (x) ي ي نقـاط وجـود دارنـد؟ بايـد ببينـيم معادلـه      در همه
xمي دودرجه x c  2 2  يمداراي جواب است يا خير؟ در اين معادله دارc ( c)    4 4 4 cبنابراين اگر ،1 1 گاهباشد، آن   شـود و مخـرج   مي

fيعني ،داراي ريشه است (x) وf (x) در برخي از نقاط وجود ندارند. اما اگرc 1 گاهآن ،باشدشود و عبارتمنفي ميx x c 2 ريشه نـدارد و همـواره    2
  پردازيم:ها ميمثبت است. با اين مقدمه به بررسي گزينه

cاگر): 1بررسي گزينه ( 1 ،ي دومي درجـه معادلـه گـاه  آن باشدx x c  2 2      يـا ريشـه نـدارد (در حالـتc 1  ي مضـاعف اسـت (در   )، يـا داراي ريشـه
cحالت 1اگر .(c 1،x x c 2 cهمواره مثبت است. اگر 2 1، داريم:x x c x x (x )       2 2 22 2 1 1 .    بنـابراين بـا شـرطc 1  تـوان  مـي

xنتيجه گرفت كه x c 2   شود.گاه منفي نميهيچ 2

x)اكنون به تعيين علامت )
f (x)

(x x c)

  
 2 2
2 1

2
xشـود. بـراي  پـردازيم. گفتـيم كـه مخـرج كسـر منفـي نمـي       مـي    1  داريـمx  1 ،  پـسf (x)    و

xبراي  1 داريمx  1  پسf (x)  به عبارتي .f (x) يدر بازه( , ) 1 يهصعودي و در باز( , ) 1 صحيح است1ي (نزولي است. پس گزينه (.  

cاگر): 2بررسي گزينه ( 1 باشد، در مخرج كسر منفي است وx x c 2 x)يريشه ندارد و همواره مثبت اسـت. اكنـون بـه ضـابطه     2 )
f (x)

(x x c)

  
 2 2
2 1

2
 

xكنيم. برايتوجه مي  1علامت ،f (x) پس ،مثبت استf (x) در اين بازه صعودي است. برايx  1 علامتf (x) پس ،شودمنفي ميf (x)  در اين بازه
fدهد كه تابعهمين اطلاعات نشان مي .نزولي است (x) درx 1  .به بيشترين مقدار خود رسيده است  

xبه ازاي  1 :خواهيم داشت  

f ( )
c c

 
  

1 11 1 2 1  

fپس ماكزيمم مطلق (x) برابر  با
c 

1
  است. 1

cنامساوي): 3( بررسي گزينه 1 شامل دو حالتc 1 وc 1 است. بررسي كردن اين تابع در حالتc 1 ا در اين صورت با ايجـاد اتحـاد در   راحت است زير

f  مخرج كسر داريم: (x) (x )
x x (x )

   
  

2
2 2

1 1 1
2 1 1

  

fبنابراين (x) (x )    32 fو 1 (x) (x )   46 fياست. حالا به ضابطه 1 (x)
(x )

 
 4
6
1

توجه كنيد. به وضوح اين عبارت همـواره مثبـت اسـت. پـس      

cوقتي 1 ،باشدf (x) نادرسـت  3ي (ي عطف وجود نخواهد داشت. پس گزينههمواره مثبت است و تقعر منحني هميشه به سمت بالاست. در اين حالت نقطه (
cزيـرا در حالـت   ،است 1    جـواب، حالـت  ي عطـف وجـود نـدارد. امـا بـراي كامـل كـردن        ديـديم كـه نقطـهc 1    كنـيم. در ايـن صـورت   را هـم بررسـي مـي 

[ x x c]
f (x)

(x x c)

   
 

2

2 3
2 3 6 4

2
cاست و چون  1 است، در مخرج كسر   پس مخرج ريشه ندارد و همواره مثبت است. ،شودمي  

fيمعادله (x)   كنيم.را حل مي  f (x) x x c ( c) c (c )               23 6 4 36 12 4 12 12 12 1   
(c ) (c ) (c )

x
      

    
6 12 1 6 2 3 1 3 116 6 3  

fپس ،هاي ساده هستندهر دو ريشه، ريشه (x) عبارت ديگردهد. به ها تغيير علامت ميدر آن(c )
x


  

3 11 fطول نقاط عطف 3 (x)   البتـه بـا   هسـتند)
cشرط 1(.  

c) متوجه شديم كه اگر3ضمن بررسي گزينه (): 4بررسي گزينه ( 1 ،طول نقاط عطف اين تابعگاه آن باشد(c )
x


  

3 11   هستند. 3
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 نمودار  :21مثالf (x) داده شده است. نمودارf (x) كدام است؟  

  
  
  

  

x

y

a b c

  

x

y

a
b

c

  

x

y

a b c

  

y  

a

b c

  
)1(  )2(  )3(  )4(  

 :در كنـار  كنـيم و  از چپ به راست حركت مـي  » 2«گزينه   پاسخ
yنمودار f (x)    (ن) صعودي يا نزولي بـودن آن را بـا حـروف (ص) و ،

كنيم تا در آن نويسيم. حالا يك دستگاه محورهاي مختصات رسم ميمي
fدستگاه، علامت (x)        را مشـخص كنـيم. بـه جـاي حـروف (ص) يـك

دهيم و بـه جـاي حـروف (ن) يـك     ها قرار ميxعلامت (+) بالاي محور
  نويسيم.مي x) زير محور-علامت (

fاكنون علامت (x) دانيم. را در نواحي مختلف مي  
)يدر بازه ,b) نمودارf (x) زيرمحورxيها است و در بازه(b, )  نمـودارf (x)   بـالاي محـورx   را دارنـد؛   ) ايـن ويژگـي  4) و (2)، (1هـاي ( اسـت. گزينـه  

fداركنيم كه نموشود. حالا به اين نكته توجه مي) رد مي3اما گزينه ( (x) دار نشده است. پساي ناپيوسته يا گوشهدر هيچ نقطهf (x) ي نقاط وجود دارد در همه
f) صحيح نيست، زيرا طبق اين گزينه،1ي (دهد كه گزينهاين نشان مي (b) .وجود ندارد  

fكنيم، در هر دو نقطه، شيب نمودارتوجه مي bو aدر پايان وقتي به نقاط (x) صفر شده است و اين يعني در اين نقاط بايدf (x) با محورx    .هـا برخـورد كنـد
  ) صحيح است.2( شود و گزينهي) رد م4ي (گزينه پس

  

 در مورد توابع  :22مثالf وgكه در نمودار نشان داده شده است، كدام گزينه صحيح است؟  

  تواند مثبت باشد.مي gو f) مشتق سوم هر دو تابع1
  تواند مثبت باشد.) مشتق سوم هيچ كدام از دو تابع نمي2
  مثبت نيست. gتواند مثبت باشد و مشتق سوممي f) مشتق سوم3
  مثبت نيست. fشتق سومتواند مثبت باشد، ولي مميg) مشتق سوم4

f

x

y

g

x

y  

  
 :با كمي دقت به نمودار»  4«گزينه  پاسخg شويم كهمتوجه ميg     يك تابع اكيداً صـعودي اسـت و ايـن يعنـيg   

xدقيقاً در gقعر نموداراست. ت  شود درعوض ميx  تقعر رو به پايين است و اين يعنيg   و بعد ازx    تقعـر
gرو به بالا است و اين يعني  توانيم بگيريم، كه تابع، به عبارت ديگر اين نتيجه را نيز ميg  بـه ازايx     نزولـي و بـه

xازاي  صعودي است وتقريباً نموداري شبيه نمودار مقابل را برايg رسم كنيم و چون تقعرg  رو به بالاست، پس مشتق
  مثبت است.  gيعني مشتق سوم gدوم

fتوجه كنيد، اين نمودار همواره نزولي است بنـابراين همـواره   fتواند مثبت باشد. به شيب نمودارنمي fدهيم كه مشتق سومحالا نشان مي       اسـت. امـا اگـر
fمقدار شيب نمودار (x) كنيم، سرعت نزولتر نگاه كنيم. هر چه به سمت راست حركت ميدقيقf يراي مثال به دو نقطهشود. بكمتر ميA وB    .توجـه كنيـد

fتقريباً افقي است و با شيب ملايمي در حال نزول است. پـس نمـودار   f، نمودارBيآيد اما در نقطهبا شيب تندي به سمت پايين مي f، نمودارAيدر نقطه  
fتوانيم شكل تقريبيكند. به اين ترتيب ميهمواره منفي است اما به سمت صفر ميل مي  بينيم كه جهت تقعـر را رسم كنيم. با رسم اين نمودار ميf     بـه سـمت

fپايين است پس مشتق دوم  يعنيf  .بايد منفي باشد  
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 نمودار  :23مثالf (x)      داده شـده اسـت. در كـدام گزينـه نمودارهـايf (x) 
fو (x) اند؟به درستي رسم شده  
  
  

 
y f (x)

x

y

aa
x

y f (x)
y

aa

  
)1  (  

 

x

y f (x)

y

aa

y f (x)

x

y

aa

  
      )2(  

 
y f (x)

x

y

x

y f (x)

y

aaaa

  
)3(  

 

x

y f (x)

y

aa

y f (x)

x

y

aa

  
      )4(  

 :ا توجه كنيد كه در نقاطهپيش از شروع بررسي » 4«گزينه   پاسخx a،x   وx a  تابعf (x)       3داراي گوشه (زاويـه) شـده اسـت پـس در ايـن 
fنقطه، (x) وجود ندارد. در نتيجهf (x) ي صحيح بايد اين سه نقطه توخالي باشند. در ضـمن نمـودار  هم وجود ندارد. پس در گزينهf (x)     در ايـن نقـاط بايـد

xرا درشـوند زي ـ ) رد مـي 3) و (2هـاي ( نقطه نبايد با هم برابر باشند. پس گزينـه  3هاي چپ و راست در اين ناپيوستگي رفع نشدني داشته باشد يعني مشتق   
xو a  علامت4) و (1ي (اند. هر دو گزينههاي چپ و راست برابر شدهمشتق (f (x) اطلاعاتي در مورد است كافياند. حالا را به درستي نشان دادهf (x)   بـه

fي صحيح معلوم شود. اگرزينهدست آوريم تا گ (x) ي عطف باشد، در آن نقطه بايدداراي نقطهf (x) تغيير علامت بدهد. اما در اين مثال نمودارf (x)  ي نقطـه
)هايعطف ندارد. در بازه , a)  و(a , )نمودار ،f (x)  ييك خط راست است پس نه تقعر رو به بالا و نه تقعر رو به پايين دارد. اما در بـازه( a, )  و( ,a) 

fبه سمت بالا است يعني fهمواره تقعر (x) صحيح است.4ي (در اين فاصله بايد مثبت باشد. بنابراين گزينه (  
fبراي تكميل جواب تشريحي و تشخيص نمودار  ابتدا روي نمودارf    ناز چپ به راست حركت كرده و با حروف (ص) و (ن) وضعيت صعودي يـا نزولـي بـودf  را

)كنيم. حروف (ص) را به علامترا رسم مي yو xكنيم. حالا يك دستگاه محورهاييادداشت مي ) و حروف (ن) را به علامت( ) كنيم.تعبير مي  
 

|

( )SMIY
x

y

|
|

·
·

|
|

|
|

·
·


 

 
   

a
a
  x

y

y f (x)y f (x)

 (صفر)
a a

  
)يدر ضمن در بازه , a)  نمودارf ثابت است پس نمودارf   .در اين قسمت بايد صفر باشد  

  

 77ذايي ـ سراسري صنايع غ(  ضابطه نمودار مقابل كدام است؟ :24مثال(  

1 (y
x


2

1
1

  2 (y
| x |




1
1   

x

y

  
3 (| x |

y
x

 2  4 (y
| x |




1
1  

 :ي نقاط يعني براي هرنمودار داده شده در همه  »2«گزينه   پاسخx  هـاي  تعريف شده است. بنابراين مخرج كسر نبايد ريشه داشته باشد. پس گزينـه
xشوند. از طرف ديگر نمودار رسم شده در) رد مي4) و (3(   داراي گوشه است پسf ( )  ذير پ ـي نقـاط مشـتق  ) در همـه 1ي (كه گزينهوجود ندارد. در حالي

x  ) داريم:1ي (است. در گزينه
f (x) f ( )

(x )

   
2 2
2

1
   

x) در2ي (اما گزينه   پذير نيست، زيرا تابعمشتقy | x | درx   هاي چپ و راست تابعپذير نيست. مشتقمشتق| x xرد |   به صورت1 .هستند  
  

y f (x)

aa
x

y
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 ضرب دو تابعبا كداميك از شروط زير حاصل :25مثالf (x) وg(x) به ازاء جميع مقاديرx 78ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  ي است؟صعود(  
1 (g(x) , f (x)    2 (g (x) , f (x)     
3 (g (x) , f (x) , g(x) , f (x)         4 (g (x) , f (x) , g(x) , f (x)         
 :كهاينبراي   »3«گزينه    پاسخf (x).g(x) صعودي باشد بايد[f (x).g(x)]   ،داريم در نتيجهباشد:      f (x).g(x) g (x).f (x)     
fهرگاه (x),g(x), f (x) وg (x) .همگي مثبت باشند، رابطه فوق برقرار خواهد بود  

 

 در نقطه بحراني، تابع :26مثالxf (x) x.e   )78ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  ام وضع را دارد؟كد 42
  ) ماكزيمم4  ) مينيمم3  ) عطف2  ) بازگشت1
 :آوريم:مي بدستابتدا نقاط بحراني را   »3«گزينه   پاسخ  

x x x xf (x) xe f (x) e e x e ( x) , f (x) x x              4 4 4 4 12 2 4 2 2 1 4 1 4 4   

xتوان تشخيص داد كهحال به دو روش مي



1

  يمم؟طول نقطه مينيمم است يا ماكز4

)تعيين علامت مشتق چون ازروش اول:  )به( )شودتبديل ميx  
1
  است. minطول نقطه  4

  با استفاده از آزمون مشتق دوم:روش دوم: 
x x x x xf (x) x.e , f (x) e ( x) f (x) e ( x) e e ( x) f ( ) e ( )

e
                 4 4 4 4 4 11 82 2 1 4 8 1 4 4 2 8 2 4 8 2 14   

xچون دربر آزمون مشتق دوم  بنا  
1
)يعني تقعر رو به بالا ،مشتق دوم مثبت است 4 ) است لذا اين نقطه طول نقطهmin باشد.تابع مي  

  

 نمودار تابع :27مثالxy e    )78ـ سراسري  ايهسته(          به كدام صورت است؟ 1

x 

y 

  
)1(  

x 

y 

  
)2(  

x 

y 

  
)3(  

 

x 

y 

  
)4(  

 :دهيم:سؤال را با دو روش جواب مي  »1«گزينه    پاسخ  
xyچون روش اول: e   باشد و چون غلط مي )4(و  )2(هاي اره صعودي است، پس گزينه، لذا تابع هموy( ) e  1  كنـد)،  تابع از مبدأ عبور مي (يعني

  صحيح است. )1(لذا گزينه  ،باشدهم غلط مي )3(لذا با توجه به شكل گزينه 
x  ب افقي است، لذا داريم:شود كه تابع داراي يك مجانبا توجه به اشكال داده شده ملاحظه ميروش دوم:  x

x x
lim (e ) , lim (e )
 

     1 1 1  
  برقرار است.   )1(كه اين شرط فقط در گزينه 

  

 به ازاي كدام مقادير :28مثالnمبدأ مختصات يك نقطه بحراني براي تابع با ضابطه ،ny x  3   )78(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   است؟ 2
1 (n 

2
3  2 (n 1  3 (n 

3
2  4 (n  2  

 :دپس باي مبدأ بتواند نقطه بحراني باشد لازم است مبدأ جزء دامنه تابع باشد، كهاينبراي   »1«گزينه    پاسخn  3 2  و ياn 
2
  باشد. 3

  

 توابع :29مثالf وg با ضوابطf (x)
x



1

xg(x)و 1 e بر 78(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري    اند؟چگونه(  
1 (f نزولي وg .2  صعودي است (f صعودي وg .صعودي است  
3 (f وg فقط4  دو نزولي هستند. هر (g .صعودي است  

 :گيريم:ابتدا از تابع مشتق مي  »4«گزينه    پاسخ  xf (x) , g (x) e
(x )

    
 2
1
1

   
xدر fنزولي باشد ولي چون fرسد كهبه نظر مي  1 نزولي است و بر كل هناپيوستگي دارد، لذا فقط در فواصل پيوست 

  .نزولي نيست (به شكل توجه كنيد)

axتوابعنكته:  b
(y , ad bc)

cx d


 


   باشند.يكنوا نمي اما در هستنددر دامنه خود يكنوا  

  

x

y

y
min

  

  

1
4


 

-1  
x

y
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e

y

min

 
  

   

21

 اگر :30مثالa  ، بيشترين مقدار تابعf (x) ax ( a )x   4   )79اي ـ سراسري (هسته         چقدر است؟         21
1 (1

2  2 (1
4  3 (1

8  4 (3
16  

 :3«گزينه    پاسخ«      a a a
f (x) a ( a )x x f ( )

( a ) ( a ) ( a )
        

  

2
4

4 4 42 1
2 1 2 1 4 1

  

aحال لازم است بيشترين مقدار عبارت

( a )

2

44 1
a)آوريم بدسترا   ) دهيم.را مساوي صفر قرار مي . بدين منظور ابتدا مشتق آن  

a a( a )
( ) a , ,

( a ) ( a )

     
 

2 4

4 4 2
8 1 1 1

4 1 16 1
   

aكه فقط 1 قابل قبول است و به ازايa 1 1مقدار عبارت برابر
  خواهد بود. 8

  

 تابع : 31مثالf در نقطهx  xدر fداراي مشتق مرتبه اول و دوم و سوم برابر صفر است و مشتق چهارم تابع 1  xاسـت. نقطـه  منفي  1  روي  1
  )80اي ـ سراسري (هسته          اي است؟منحني متناظر با چه نوع نقطه

  ) بازگشت4  ) مينيمم3  ) عطف2  ) ماكزيمم 1
 :فرض كنيد تابع  »1«گزينه   پاسخf  صدق كند: روبرودر شرايط   (n ) nf (a) f (a) ... f (a) , f (a)     1    

f(n)زوج و nدر اين صورت اگر (a)  ، نقطه گاهآنaمينيمم خواهد بود و اگر ، نقطهn زوج و(n)f (a)  ، نقطـه  گاهآنa    و ، نقطـه مـاكزيمم خواهـد بـود 
  نقطه عطف است. aفرد باشد، nاگر

 

 اگر :32مثالf تابعي با ضابطه

x

x

x x;

f (x) ; x

e ; x


 

 


 

2
1

1

1







  )80(رياضي ـ سراسري           چند نقطه بحراني و چند اكسترمم دارد؟ fباشد، 

  ) دو نقطه بحراني و دو اكسترمم4  اني و اكسترمم ندارد.) نقطه بحر3  ) دو نقطه بحراني و يك اكسترمم2  ) يك نقطه بحراني و يك اكسترمم1
 :اگر  »2«گزينه    پاسخx  داريم گاه، آن:         x xf (x) e f (x) x e

       
2 231 2   

)ر فاصلهد fبنابراين , )  نقطه بحراني ندارد. هدر اين فاصل اكيداً نزولي است و  

xاگر   ،داريم: گاهآن            x xf (x) x f (x) x (Lnx ) , f (x) x
e

       
11   

بنابراين
e

  باشد.دهد بنابراين نقطه اكسترمم نيز ميباشد و چون در دو طرف اين نقطه مشتق تغيير علامت مييك نقطه بحراني مي 1
xدر دو طرف نقطه fهچون ضابط   در ريپذيشود، براي بررسي مشتقعوض ميx  كنيم.، از تعريف مشتق استفاده مي  

x x x x

x x x x x

Hopf (x) f ( ) e e x x (Lnx )
f ( ) lim lim lim ; f ( ) lim lim

x x x x

 

    

 
 

    

           


2 2
1 1 1 1

1    

  


  

باشد. ولـي نقطـه   مي fباشد و بنابراين صفر يك نقطه بحراني براي تابعپذير نميدر صفر مشتق fابر نيست، بنابرايندر صفر با هم بر fچون مشتق چپ و راست
  دهد.نميتغيير علامت در دو طرف صفر  fنيست، زيرا مشتق نسبي بحراني صفر، نقطه اكسترمم

 

 مختصات نقطه مينيمم نسبي تابع با ضابطه :33مثالLn x
y

x


  )80(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       كدام است؟ 24

1 (( , )1   2 ((e , )
e

4  3 (( , )
e e


1 4  4 (( , e)
e




1 4  

  :1«گزينه   پاسخ«  
Lnx x Ln xLn x Lnx Ln xxy y

x x x

      

22 2

2 2

18 44 8 4  
Lnx x

y Lnx Ln x
Lnx Lnx x e

        
     

2
2

1
8 4

2 2


 


  

  
  

  
  

x y   1 طول نقطهmin 
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 كدام مورد درباره تابع :34مثالf به معادلهy coshx  80(معدن ـ سراسري            است؟    نادرست(  
  مينيمم) داراي 4  ) داراي نقطه عطف3  ) محدب2  ) زوج1

 :3«گزينه   پاسخ«    
x x x x x xe e e e e e

y cosh x y y
          2 2 2  

yDي چـون همـواره داراي تقعـر رو بـه بالاسـت (يعنـي محـدب اسـت) و داراي نقطـه عطـف نيسـت، از طرف ـ           yلـذا تـابع    ،همواره مثبت اسـت yچون   و 
f ( x) f (x) باشد، لذا تابع زوج است.مي  

 

 ماكزيمم تابع :35مثالf با ضابطهxf (x) ( )
x


  )81ي (علوم كامپيوتر ـ سراسر                ...برابر است با  1

1 (ee  2 (e( )
e

1  3 (e(e)
1

  4 (e( )
e

11  

 :3«گزينه   پاسخ«             x x xy ( ) x y x ( Lnx )
x

      
1 1  

y  نقطه بحراني Lnx Lnx x
e

          
11 1   

xبه ازاي كهاينبا توجه به 
e


1،y   و به ازايx

e


1،y  ، پس نقطهx
e


)eyباشد، بنابرايننقطه ماكزيمم تابع مي 1 ) e

e


11.  

  

 تابع :36مثالf (x) x x 
2 1
3 xدر نقطه 32  xو نقطه 1    )81ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(                    به ترتيب داراي:          8

  ) يك مينيمم و يك نقطه عطف است.2  ) يك ماكزيمم و يك نقطه عطف است.1
  ) يك مينيمم و يك ماكزيمم است.4  ماكزيمم است. ) يك نقطه عطف و يك3
 :آوريم و سپس رفتـار مي بدستگيريم و نقاط بحراني را ابتدا از تابع داده شده مشتق اول و دوم مي  »2«گزينه    پاسخyوy   بدسـت را در اطـراف نقـاط 

y  كنيم:آمده بررسي مي x x y x x (x x )
 

 
      

2 1 1 2 1 2
3 3 3 3 3 32 2 22 3 3 3  

yنقطه بحراني    x x x x
  

        
1 2 1
3 3 31 1  

y ( x x ) ( x x )
   

      
4 5 4 5
3 3 3 32 1 2 2 23 3 3 9  

x
y x x x x x x

x x x

   
               

5
4 5 4 5 133 3 3 3 3

4 5 4
3 3 3

1 22 2 2 2 8   

fنچـو ( ) 1 است وf ( ) ( )    
21 1 29  ،پس تابع درx 1 دارايmin .است  

fچون ( ) 8 و در اطرافx  8،f لذا ،دهدتغيير علامت ميx   نقطه عطف است.8

  

 اگر :37مثالa  1 وxf (x) xa ديري از. به ازاي چه مقاx،f 82(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري          نزولي است؟(  

1 (x
Lna

 
1  2 (x

Lna
 

1  3 (x Lna   4 (x Lna   

 :هاي مشتق داريم:با توجه به شكل نمودارها و فرمول   »1«گزينه   پاسخ      
                                     x x(a ) a Lna   

                       x x x xf (x) xa f (x) a xa Lna a ( xLna)      1  
aچون 1لذااست ،xaكهاينراي ب .همواره مثبت استf (x)  داشته باشيم باشد بايد:  

  xLn a xLna ( a Lna ) x
Lna


           

11 1 1    
  

 

Lnx

1 

1 

xa , 0 a 1 
xa , a 1

x

y
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع :38مثالx
f (x)

x




2
2
2

3
  )82ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  مفروض است. كداميك از ادعاهاي زير براي اين تابع كاملاً مصداق دارد؟ 

yاين تابع داراي يك مجانب) 1    ) اين تابع داراي يك مجانب افقي و سه نقطه مينيمم است.2  .، يك نقطه مينيمم و دو نقطه عطف دارد2
 .) اين تابع داراي دو نقطه عطف و يك مينيمم است وليكن مجانب افقي ندارد4  ) اين تابع داراي دو نقطه مينيمم است.3

 مجانب افقي  »1«گزينه    خ:پاس 
x

x
lim y

x
   



2

2
2 2 2

3
  

x(xنقطه بحراني ) x( x ) x
f (x) x

(x ) (x )

       
 

2 2

2 2 2 2
4 3 2 2 12

3 3
   

(x ) x (x ) x
f (x) , f (x) x

(x ) (x )

         
 

2 2 2 2 2

2 4 2 3
12 3 48 3 36 36 1

3 3
  

xچون در دو طرف نقاط  1،f  بحراني طاعطف هستند. ضمناً در نق نقاطدهد، پس اين نقاط، تغيير علامت ميx   ،f   ،  بنابراين نقطـهx     نقطـه
  باشد.مينيمم منحني مي

 

 تابع :39مثالf (x) x
x

 2   )83(عمران ـ آزاد               صادق است؟ هاي ذيل  در مورد اين تابعمفروض است. كداميك از گزاره 2
x) در نقطه1   .ناپيوسته است. يك نقطه مينيمم و يك نقطه عطف دارد  
  ) يك نقطه مينيمم و يك نقطه ماكزيمم دارد.2
x) در نقطه3   .مشتق ندارد و يك نقطه ماكزيمم دارد  
x) در نقطه4   .يك مجانب عمودي دارد و فقط يك نقطه عطف دارد و نقاط مينيمم و ماكزيمم ندارد  
 :چون  »1«گزينه   پاسخfx D  ،واضح است كه تابعf درx  ر اين نقطه ندارد. باشد و لذا مشتق هم دپيوسته نمي  
ميل خواهـد كـرد    هم به سمت yبه سمت صفر ميل كند  xاگر  .داراي مجانب افقي هم نيست fلذا  ،كندميل ميهم به سمتyميل كندبه سمت xاگر 

xا مشخص است كهلذ  گيريم:براي يافتن نقاط اكسترمم و عطف مشتق مي .باشدمجانب قائم تابع مي  x
f (x) x f (x) x

x x x

     
3

2
2 2

2 2 2 22  

fچون  در همه جا بجزx  موجود است وfx D ع ، لذا تابf فقط در نقاطي بحراني است كهf (x)  . :در نتيجه داريم  x x    32 2 1  
xچون مشتق در دو سمت  1 دهد، (در سمت چپ مشتق منفي و در سمت راست مثبت است) لذاتغيير علامت ميx  1طول نقطه ،min  تابعf باشد مي

  و تابع نقطه اكسترمم ديگري ندارد.
 كنيم:است اما جهت اطلاع وجود نقطه عطف را هم بررسي مي) 1(ها واضح است كه مطالب فوق بيانگر صحيح بودن گزينه با توجه به گزينه

x x .x x( x ) x
f (x) f (x)

x x x

       
3 2 2 3 3

2 4 3
2 2 6 2 2 2 2 4

 

f (x) x x      3 32 4 2  

fنچو  در دو طرف نقطهx  3   لذا اين نقطه طول نقطه عطف براي منحني داده شده است. ،دهدتغيير علامت مي2
  

 نسبي منحني تابعمينيمم  فاصله نقطه :40مثالxy x e   )83ـ سراسري  MBA(            قدر است؟     از خط مجانب آن چ 2
1 (  2 (1

2  3 (1  4 (2  

 :مجانب افقي   آوريم:مي بدستابتدا مجانب را   »1«گزينه   پاسخ  x
x x xx x x x

x xHOP HOP
lim x e lim lim lim

e e e



   

 
   

 

22 2 2   
yشود كه خطملاحظه مي  باشد و اين تنها مجانب تابع است. حال نقطه نظر مي ب افقي تابع موردمجانmin  آوريم:مي بدستتابع را  

x x
x

x x x

x xe x e x x
y x e y

e (e ) e

      
2 2 2

2
2

2 2  

x  هاي صورت است:چون مخرج همواره بزرگتر از صفر است لذا نقاط بحراني فقط ريشه
y x x

x

       
22 2


   

  كنيم:حال مشتق را تعيين علامت مي
xyشود كه تابعملاحظه مي x e xدر2  دارايmin و فاصله اين نقطه تا خطy   باشد.برابر صفر مي  

  
 

y

min max

   
2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 تابع :41مثالf تصوربهx x sin( ) ; x
f (x) x

; x

   
 

2 12 

 
  درست است؟ fهاي زير در مورد تابعكداميك از گزينه ،تعريف شده است 

  )83اي ـ سراسري (هسته             
  پذير است.مشتق أنقاط به جز مبد در همه f) تابع2  پذير است.در همه نقاط مشتق f) تابع1
 پذير است و در يك همسايگي مبدأ صعودي است.در همه نقاط مشتق f) تابع4  پذير است و در يك همسايگي مبدأ نزولي است.در همه نقاط مشتق f) تابع3

 :واضح است كه  »4«گزينه    پاسخf  باشد، و فقط نقطهپذير ميپيوسته و مشتقغيرصفر در نقاطx   :را بايد مورد بررسي قرار داد  

  1 1تابع كراندار
x x x

x x sinf (x) f ( ) xlim lim lim ( x sin )
x x x  

 
     

 

2 12 11 2 1
  

 
 

  در مبدأ پذيريبررسي مشتق: 

xدر fپس   كه از مثبت بودنپذير است. حال توجه كنيد نيز مشتقf  توان صعودي بودندر يك نقطه نميf      در همسـايگي آن نقطـه را نتيجـه گرفـت. در

fيواقع اگر به ضابطه (x) يم داريم:توجه كن  f (x) x sin cos
x x

   
1 11 4 2  

nxحالا به نقاط
n




1
ntو 2 ( n )


 
1

2 nfتوجه كنيد. 1 (x )    1 2  وnf (t )    1 2  جا كهاست. از آنnx وnt    صـفر ميـل   هـر دو بـه

  صعودي است. fنزولي است و نقاطي وجود دارند كه fكنند، در هر همسايگي از مبدأ نقاطي وجود دارند كهمي
  

 فـرض كنـيم :42مثالf : [a,b]   بـراي هـرتابعي يك به يك باشد. پسx,y [a,b] كـهx y داريـمf (x) f (y)  و لـذاf (x) f (y)  يـا 
f (x) f (y) 84(رياضي ـ سراسري   اي گرفت؟نتيجه چه تواناز اين استدلال مي(  

  اكيداً صعودي يا اكيداً نزولي است. f)2  يكنواست. fگاهآناضافه شود  هم f) اگر فرض پيوستگي1
3(f .اي در مورد يكنوا بودن) اصولاً اين استدلال هيچ نتيجه4  قطعه  به قطعه اكيداً يكنواستf دهد.نمي 

 :يطبق متن درس، هر تابعي كه بر بازه  »4«گزينه    پاسخ[a ,b]   پيوسته و يك به يك باشد اكيداً يكنوا و در نتيجه اكيداً صعودي يا اكيداً نزولي است. امـا
شوند. در ضمن حتي با اضافه كردن شـرط پيوسـتگي بـه صـورت سـؤال بـاز هـم        ) رد مي3) و (2هاي (را نداريم پس گزينه fدر صورت سؤال شرط پيوسته بودن

  ) نادرست است.1ي (استدلال مطرح شده كامل نيست، بنابراين گزينه

  

 يهتابع با ضابطمينيمم : 43مثالx xy e e 2    )84(علوم كامپيوتر ـ سراسري                     م است؟كدا 2

1 (1
2  2 (1  3 (3

2  4 (2  

 :4«گزينه    پاسخ«  

x  روش اول:   x x xy e e y e e y x y( )            2 2 2 22 2 2    

aدانيم اگرميروش دوم:   ،گاهآن باشدa
a

 
1 xeچون؛ 2 2 :است، لذا داريمx

x
y e

e
  2

2
1   است. 2برابر yمينيمم شود كه مقدارملاحظه مي، 2

 

 يهتابع با ضابط :44مثالy x Lnx  نسبي چگونه است؟مينيمم  وم ماكزيم از نظر(x )               84(رياضي ـ سراسري(  
  ) ماكزيمم و مينيمم نسبي ندارد.4  ) يك ماكزيمم و يك مينيمم دارد.3  ) فقط يك ماكزيمم دارد.2  ) فقط يك مينيمم دارد.1

 :1«گزينه   پاسخ«     xx x
y x Lnx y , y x x x x

xxx x x

               

1 1 2 2 2 42 2


 
−¼L¤ ®MI¤oÃš  



x

y

min

  
4


 

جزء دامنه نمي باشد
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع :45مثالf (x) | x | 2 ]در بازه 1 , ]2   )84ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  2
  است و مينيمم مطلق ندارد. پذير) مشتق2  پذير نيست و مينيمم مطلق دارد.) مشتق1
  پذير نيست و مينيمم مطلق ندارد.) مشتق4  دارد. پذير است و مينيمم مطلق) مشتق3

 

 :تـابع نكته:  » 1«گزينه   پاسخf (x) | g(x) |  پـذير  هـاي سـاده داخـل قـدرمطلق مشـتق     در ريشـه
xدر f. پـس تـابع   نيسـت تـابع   ايـن  مطلق نقاط مينيمم مطلقهاي ساده داخل قدرباشد و ريشهينم  1 

g(x))پذير نيست مشتق x (x )(x ) x )        2 1 1 1 1 و اين نقاط براي تابعf   نقـاطmin 
  باشد.مطلق تابع مي

xشود كه نقاطروبرو است، ملاحظه مي صورتبه fنمودار تابع   1باشند.دار مينقاط زاويه  
 

 تابع :46مثالf (x) x x 
4 1
3   )84ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  مفروض است، كدام گزينه نادرست است؟ 34

)در فاصله f) تابع1 , )1  .تابع2  صعودي است (f در نقطهx 1 .مينيمم نسبي دارد  
xدر نقطه f) تابع3   .تابع4  ماكزيمم نسبي دارد (f در فاصلهx   .صعودي است  

 :3و 2«گزينه   پاسخ  «  f (x) x x x (x ) (x )
x




      
1 2 2
3 3 3

3 2
4 4 4 41 13 3 3 3

  

xاگر  1 گاهآن ،باشدf (x)  . پس تابعf (x) يدر بازه( , ) 1 يدر نتيجه هـم در بـازه   .صعودي است( , )1   يو هـم در بـازه( , )   يعنـيx  
fتوانيم بگوييم كهمي (x) تابع ) جملات درستي هستند.4) و (1هاي (صعودي است. بنابراين گزينهf درx   پذير نيست، بنابراينمشتقx     نقطه بحرانـي
fباشد. وليمي (x) طهحول نقx   در واقع دهد،تغيير علامت نميf ( ) وf ( ) هر دو بنابراين شوند.ميx       نقطه ماكزيمم يـا مينـيمم نسـبي
xباشد. نقطهنمي 1باشد زيرا، نقطه عادي روي منحني ميf درx 1 باشد.پذير است و مشتق آن مخالف صفر ميمشتق   

  
 در تابع :47مثالy x px q  3   )84ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  باشد.  هاxروي محور 2تابع به طول مينيمم  را طوري بيابيد كه نقطه qو pمقادير 2

1 (q , p  4 3  2 (q , p  4 3  3 (q , p   4 3  4 (q , p 4 3  
 :نقطه  »1«گزينه   پاسخ( , )2  تابع در اين نقطه برابر صفر استروي منحني قرار دارد و مشتق.  

f  :داريم بنابراين ( ) p q

f ( ) p p , q

    
         

2 8 4
2 6 2 3 4

 
 

  

  

 تابع :48مثالx
y

ax b






2 aمفروض است، 3   :84ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(           اين تابع(  
  ندارد Minو Max) 2  ) همواره داراي يك ماكزيمم و يك مينيمم است.1
  دارد. Min) فقط يك4  دارد. Max) فقط يك3

 :1«گزينه    پاسخ«                  x(ax b) a(x ) ax bx a
y ax bx a

(ax b) (ax b)

           
 

2 2
2

2 2
2 3 2 3 2 3   

معادله اخير همواره دو ريشه دارد (زيرا  ( و چونy باشد.دهد، پس يكي مينيمم و ديگري ماكزيمم ميها تغيير علامت ميدر دو طرف ريشه  

  
 مختصات نقطه عطف منحني به معادله : 49مثالx t

y t t

 


 

2

2 2
  )85ـ سراسري  MBA(  ، كدام است؟ xoyدر صفحه 

1 (( , )   2 (( , )4   3 (( , )1   ) فاقد نقطه عطف4  3
 )1(  )2(  )3(  )4(  

 :با حذف  »4«گزينه    پاسخt  بـينx وy   بـه رابطـهy x x  xرسـيم. در همسـايگي مبـدأ   مـي  2 x ~ x 2 و  2
yتصوربهتوان بنابراين منحني را مي x ،  باشد و با توجه به شـكل نمـودار در مبـدأ    زير مي صورتبهدر نظر گرفت كه نمودار آن

xيولي خط ممـاس در نقطـه  شود. داراي خط مماس است و جهت تقعر نيز عوض مي       بنـابراين   ؛كنـد از نمـودار تـابع عبـور نمـي
xينقطه   باشد.نقطه عطف تابع نمي  

  

1 -1 
x

y

y

x
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

  

 براي :50مثالx   تابعxf (x) log e يك از تصاوير زير نمودارگيريم. كدامرا در نظر ميf 85علم ـ سراسري  فلسفهتاريخ و (دهد؟را بهتر نمايش مي(  
 

x

  

 

x

  

x

  

 

x

  
)1(  )2(  )3(  )4(  

 :دهيم كه هر خط عمودي را به عنوان محورابتدا هشدار مي  »1«گزينه    پاسخyهاي داده شده، محورنگيريد. در گزينه ها در نظرx     معلوم اسـت امـا خـط

fها باشد. تابعyعمودي رسم شده، لزومي ندارد كه محور (x) نويسيم:تري ميرا به شكل ساده  x
e

f (x) log e
log x Lnx

  
1 1  

xبراي Lnxتابع   تعريف شده است، همچنين درx 1 داريم:Ln 1 ، پس اين نقطه در دامنهf ينيست در نتيجه دامنهf   برابـر بـا( , ) { }  1   .اسـت
)برابر با fيتوان گفت دامنهمي , ) ( , )1 1  است. وضعيتf (x) كنيم:ها مشخص ميي اين بازهرا در لبه  

x
lim f (x)

Ln
  

 
1 1                   و

x
lim f (x)

Ln( ) 
  


1 1





  

x
lim f (x)

Ln( )  
   

1

1 1
1 

و               
x
lim f (x)

Ln( )  
   

1

1 1
1 

  

xيدر مورد حدهاي چپ و راست در نقطه 1 دقت كنيد كه برايx،هاي كوچكتر از يكLnx منفي است و برايx هاي
xمثبت است. در ضمن وقتي Lnxبزرگتر از يك،   داريم:y  ، پس نمودارf (x) يبه نقطه( , )  كنـد  ميل مي

xاما   يدر دامنهf پس نمودار ،قرار نداردf    شامل مبدأ نيست. در واقع با در نظـر گـرفتن محـورy  هـا نمـودارf (x) 
  م نشده است.ها رسyها محورصورت مقابل است اما در گزينهبه
  

  

 اگر :51مثالf (x) x x     وg(x) sin x گاه تعداد نقاط بحراني تابع، آنgof روي بازه[ , ]
9
4 85هاي كشاورزي ـ سراسري (مكانيك ماشينكدام است؟(  

1( 3  2 (2  3 (5  4 (6  
 :يابتدا ضابطه  »4«گزينه    پاسخh(x) gof (x) نويسيم:را مي  h(x) gof (x) g(f (x)) sin( f (x)) sin( (x x ))         

  

xقدارم   كند. بهتر استدر فواصل مختلف تغيير ميh(x) يرا در فاصلهx 
9
4 اي بنويسيم:به صورت چندضابطه  

sin (x ) ; x

sin (x ) ; xh(x)

sin (x ) ; x

     

     

    


1

1 1 2
93 2 4

  

sinهاي مثلثاتي داريم:با استفاده از انتقال (x ) sin( x ) sin x        1 وsin (x ) sin( x ) sin x       2   در نتيجه داريم: 2

h (x)

sin x ; x cos x ; x

h(x) sin x ; x h (x) cos x ; x

sin x ; x cos x ; x


       

            
        

1 1
1 2 1 2
2 3 2 3

 
´Ã¹¨Â¶ JIve Hn ÂºHodM ‡I£º }ÃhzU ÁHoM  

hهاما به دنبال نقاطي هستيم كه در آن (x)   باشد ياh (x) پذيريوجود نداشته باشد. ابتدا مشتقh(x) در نقاطx , , ,
91 2 4 كنيم.را بررسي مي  

xنقاط   وx 
9
xاند، زيرا درانيهاي بازه هستند، جزو نقاط بحركه لبه 4   مشتق مشتق راست را داريم و درx 

9
xفقط مشتق چپ را داريـم. در  4 1 

hداريم ( ) cos     1 وh( ) cos     1 پسh ( ) xدروجود ندارد.  1  hداريم 2 ( ) cos     2 hو 2 ( ) cos     2 2 

hدر نتيجه ( ) xوجود ندارد. تا اينجا ديـديم كـه   2 , , ,
91 2 4       يهـاي معادلـه  نقـاط بحرانـي هسـتند. حـالا بـه جـوابh (x)         دقـت كنـيم. بـا توجـه بـه

hيضابطه (x)هرجا كه ،cos x   باشد، داريمh (x)  .  

cos x x ,   
1 3
2 2  

]يهايي را كه در بازهالبته ما فقط جواب , ]
9
4 ي بحراني در اين بازه وجود دارد كه عبارتند از: نقطه 6بينيم كه هايت ميايم. در نهستند، در نظر گرفته{ , , , , , }

1 3 91 22 2 4  

  

x

y

1
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 اگر :52مثالx  1،f (x) x x  3 3 g(x)و 2 x x 3 باشد، بزرگترين مقدار تابعgof كدام است؟  )MBA  86ـ سراسري(  
1( 3   2( 54  3( 68  4( 13   
 :كهاينبا توجه به   »3«گزينه    پاسخg  تابعي اكيداً صعودي اسـت(g (x) x )   23 1    ار، لـذا بيشـترين مقـدgof    بـه ازاي بيشـترين مقـدارf  در
)فاصله , ] f           شود.                          حاصل مي 1 (x) x x f (x) x x , f ( ) , f ( )              3 23 2 3 3 1 1 1 4 1   

)g      نتيجه داريم: در .است 4برابر  fبنابراين بيشترين مقدار )     34 4 4 64 4 68  
gofاي اكيداً صعودي باشد بيشترين مقداردر بازه g(x)هرگاه تابعتوجه:  (x) در آن بازه به ازاي بيشترين مقدارf (x) شود. در آن بازه حاصل مي  

  

 مقدار ماكزيمم مطلق تابع :53مثالy | x | | x | | x |     3 6 3   )86(برق ـ آزاد   كدام است؟    5

1 (1  2 (2  3 (5
3  4 (6  

 :اي برايطراح سؤال، محدوده  »1«گزينه    پاسخx  ياست كه ماكزيمم مطلق را روي كل دامنهتعيين نكرده است پس منظور آنf (x)   پيدا كنيم. اين تـابع در
)ي، بازهfيي نقاط تعريف شده است، پس دامنههمه , )  كنيم. سپس مقداراست. ابتدا نقاط بحراني را پيدا ميf (x) ي نقاط بحرانـي و در دو سـرِ   را در همه

yدانيم توابعي به شكل كليكنيم. ميدامنه محاسبه كرده و با هم مقايسه مي | f (x) | يهاي ساده معادلهدر ريشهf (x)   پذير نيستند، پس داريم:مشتق    

(x ) ; ( x x ) ; ( x x )          
53 6 2 3 5 3    

xحراني عبارتند از:نقاط ب , ,  
52 3حالا مقدار ،f (x) كنيم:را در اين نقاط و در دو سرِ دامنه حساب مي  

f ( ) , f ( ) , f ( )                
5 5 12 2 1 3 6 5 1 13 3 3     

xهرگاه   شوند و داريم:ها منفي ميي عبارات داخل قدرمطلقميل كند، همه  
x x x
lim f (x) lim [x x x ] lim [x ]
  

        3 6 3 5 1  
xهرگاه   شوند و داريم:ها مثبت ميي عبارات داخل قدرمطلقميل كند، همه  

x x x
lim f (x) lim [ x x x ] lim [ x ]
  

          3 6 3 5 1  
fبينيم كه ماكزيمم مطلقي مقادير به دست آمده ميبا مقايسه (x)  است. 1برابر با  

  

 در مورد تابع:  54مثالf (x) xLnx ،x  1 ) 87(معدن ـ سراسري هاي زير صحيح است؟نقطه ناپيوستگي رفع كردني تابع است)، كدام يك از گزاره(  

) داراي مينيمم مقدار1
e

) داراي ماكزيمم مقدار2  است. 1
e

  است. 1
  ) تقعر منحني در تمام بازه رو به پايين است.4  منحني در تمام بازه رو به بالاست. تقعر) 3
 :3«گزينه   پاسخ«    f (x) xLnx f (x) Lnx x e       11   

xنقطه e f نقطه مينيمم تابع است 1 (x) f (e )
x

    11   

fبرابر است با مقدار تابع در اين نقطه (e )
e

 
1 fنظر همواره  باشد و در بازه موردمي 1    به بالاست. است، پس تقعر منحني رو  

  

 اگر  :55مثالg(x) (x) , f (x) x x
x

    
3

22 1   )87(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ gof بيشترين مقدار تابع ،2

3) 2  ) صفر1
4 3 (5

4  4(31
4  

 :چون تابع  »1«گزينه   پاسخg صعودي است(g (x) )  براين بيشترين مقدار، بناgof شود كهوقتي حاصل ميf .ماكزيمم باشد  
      f (x) x x (gof )( ) g(f ( )) g( )          2 2 1 1 1 1    

  

 نمودار تابع تقعر :56مثالf (x) x x 
3 1
2   )87(كشاورزي ـ سراسري   ؟هاي مثبت استyدر كدام بازه به طرف 23

1 (( , )   2 (( , ) 3 (( , )1  4 (( , )1 3 

 :2«گزينه   پاسخ«    f (x) (x x ) f (x) ( x x )


 
     

1 1 1 3
2 2 2 23 3 1 1

2 2 2 2
SLX¶ ½nH¼μÀ

  

]بازه fتوجه كنيد كه دامنه , )  .هايي كه در قسمتي بازهبنابراين روي همهاستx   قرار داشته باشند، تقعرf بزرگترين 2ي (رو به بالاست. اما گزينه (
  بازه با اين خاصيت است.
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 قسمتي از نمودار :57مثال
nx

y
x b x b


 2 2 2

  )87ـ آزاد  صنايع ـ سيستم (عددي طبيعي است.) nكدام است؟ ( nbبه صورت زير است. ماكزيمم مقدار 

1 (3-  
2 (1-  
3 (3  
4 (5  

x

y

2

 

  
 :ده شده،مطابق نمودار دا  »1«گزينه    پاسخx  xمجانب قائم است؛ بنابراين 2  xي مخرج باشد. با قرار دادنبايد ريشه 2    در مخرج كسر داريم: 2

b b (b b ) (b )(b ) b b                2 24 2 2 2 2 2 2 1 2 1   IÄ  

xدربا توجه به شكل،   ني عوض شده است، پس، جهت تقعر منحx   ي عطف است. از طرفينقطهx   يي مرتبهريشهn دانيم براي اين تابع است. مي
nبايد عددي فرد و بزرگتر از يك باشد. به عبارتي nكه در اين حالت , , , 3 5 7  تواند باشد، پسميn  fياست. اكنون به ضابطه 3 (x) كنيم:دقت مي  

n n nnx (x b x b) ( x b )x x [(n )x b ( n)x bn]
f (x)

(x b x b) (x b x b)

          
   

1 2 2 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 2

2 2
  

fدر نزديكي عدد صفر چه از چپ و چه از راست، تابع (x) نزولي است يعنيf (x) :بايد منفي باشد  
nx [(n )x b ( n)x bn]

(x b x b)

    


 

1 2 2

2 2 2
2 1 2

2
  

n عددي فرد است، پسn 1 عددي زوج است وnx  1  داريم و 2شود. در مخرج هم توان مي(x b b)  2 2 22  آن كه است. بنابراين برايf (x)  در
n)نزديكي صفر منفي باشد بايد )x b ( n)x bn   2 22 1 xدر نزديكي صفر، مقدارش منفي باشد. با جايگذاري 2   بينيم كه مقدارش در در اين عبارت مي

bnپس bn2صفر برابر است با 2  است. عدد طبيعيn مثبت است، پسb   شويم كهاست. از اينجا متوجه ميb  bقابـل قبـول نيسـت و    2  1   تنهـا
bبندي، متوجه شديم كهدر يك جمع است. bمقدار قابل قبول براي  1 وn  nbاست. پس 3  3 .است  

  

 تابع :58مثالf (x) x x | (x )(x ) |    5 71 2 1 xدر 2  xو 1    )87آزاد ـ صنايع ـ سيستم (  به ترتيب چگونه است؟ 2
  ) هر دو عطف4  ) هر دو مينيمم3  ) ماكزيمم و مينيمم2  ) عطف و مينيمم1
 :هابا توجه به گزينه  »4«گزينه    پاسخx 1 وx  هـا كـه مينـيمم هسـتند يـا      د تشخيص نوع آنماني عادي نيستند. بنابراين فقط ميهيچكدام نقطه 2

xي عطـف. در ماكزيمم يـا نقطـه   1  داريـمf ( ) 1      ًدر سـمت چـپ ايـن نقطـه (مـثلا .x / 9 داريـم (f (x)      ًو در سـمت راسـت آن (مـثلاx /1 1 (
fداريم (x)  ي. پس در نزديكي نقطهx 1 در برخي نقاطf (x) f ( ) fو در برخي نقاط ديگر  1 (x) f ( ) fاست. پس 1 ( و نه  است fنه مينيمم نسبي 1(

  ي عطف باشد. ماكزيمم نسبي آن است. در نتيجه بايد نقطه
xدهد كهبررسي مشابهي نشان مي  xي عطـف باشـد. در  ي اكسترمم نسبي نيست و بايـد نقطـه  هم نقطه 2  fداريـم  2 ( ) 2      در سـمت چـپ ايـن نقطـه .

x(مثلاً /1 f) داريم9 (x)   ًو در سمت راست آن (مثلاx / 2 f) داريم1 (x)  پس .f ( نه ماكزيمم نسبي است و نه مينـيمم نسـبي. بـه ايـن ترتيـب       2(
  ) صحيح است.4ي (گزينه

fها نباشد، بايدبراي يك حل كاملاً تشريحي كه وابسته به گزينه توضيح: (x) وf (x) يرا در اين دو نقطه حساب كنيم كه با توجه به ضابطهf (x)  گيـر  وقـت

fياست. به عنوان نمونه براي محاسبه ( )   بهتر است از تعريف مشتق استفاده كنيم: 1
x x

f (x) f ( ) x x | (x )(x ) |
f ( ) lim lim

x x 

      
 

5 7

1 1
1 1 2 1 21 1 1

  

دانيم كهحالا مي
x

| x |
lim

x


 

1
1   در نتيجه: 11

x

x x | x |
f ( ) lim



    


5 7

1
1 2 21 1   

  
 تعداد نقاط بحراني تابع با ضابطه :59مثالf (x) sin (sinx) ]ازهروي ب 1 , ]   كدام است؟ ،  )MBA  88ـ سراسري(  

1( 1  2( 2  3( 3  4( 4  
 :دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »4«گزينه    پاسخ  

cosx  ابتدا توجه كنيد كه داريم:  روش اول: cosx
f (x)

|cosx |sin x
  

 21
  

fبا توجه به ضابطه   يمگيرنتيجه ميf   درx


 xدر  fيعني  ؛وجود ندارد 2


 پذير نيست. از طرفي نقاط ابتدايي و انتهايي بـازه نقـاط بحرانـي    مشتق 2

  داراي چهار نقطه بحراني است.  fپس  ،شوندمحسوب مي
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صورتبهرا  fضابطه روش دوم:

x ; x

f (x) x ; x

x ; x

  


   



 

2

2 2

2

در نقاط fصورت واضح است كهتوان نوشت، در اينمي 
 پذير نيست زيرا مشـتق  مشتق 2

  چهار نقطه بحراني دارد.  fپس  ،بحراني هستندنيز نقاط  چپ و راست در اين نقاط با هم برابر نيست و نقاط 

  
 تابع با ضابطه : 60مثالf (x) x x 

2
]روي بازه 3 , ]1   )88ـ سراسري  MBA(  ، كدام وضع را دارد؟ 2

  فقط ماكزيمم نسبي  )2  فقط مينيمم نسبي  )1
  فاقد ماكزيمم و مينيمم نسبي  )4  مينيمم نسبي  ماكزيمم نسبي و )3

 :3«گزينه   پاسخ«    x
f (x) x x f (x)

x x

     
2 3
3

3 3
2 3 21

3 3
  

fواضح است كه   درx    وجود ندارد پسx   نقطه بحرانيf ازز طرفي معادله باشد. اميf (x)   مقدار ،x 
8

. حـال از تعيـين   آيـد دسـت مـي  بـه  27

fعلامت   شود كه نتيجه ميx    ماكزيمم نسبي وx 
8

  است.  fمينيمم نسبي  27

  
 نقاط عطف منحني تابع : 61مثالf (x) x x  4 32   )88(صنايع غذايي ـ سراسري   بر روي كدام خط قرار دارند؟ 1

1(x y 1  2(x y 2 1  3(x y 1  4(x y 2 1  
 آوردن نقاط عطف معادله بدستبراي   »1«گزينه :  سخپاy   كنيم.را حل مي  

x y
y x x y x x y x x x(x )

x y

  
              

  
4 3 3 2 2 12 1 4 6 12 12 12 1 1


 


  

)Aمعادله خطي كه از نقاط , )1 وB( , )1   صورتبهعبور كندx y 1 باشد.مي  
  

 تابع :62مثالf (x) | | x || 1 در بازه[ , ]2   )89ـ سراسري  MBA(  چند نقطه بحراني دارد؟ 2
1 (2  2 (3  3 (4  4 (5   
 :دانيم تابعبطور كلي مي  »4«گزينه    پاسخy | f (x) | هاي غير تكراريدر ريشهf (x)   بنابراين تابع داده شده در صورت سؤال در  .پذير نيستمشتق
x نقطه  و نقاطي كه| x | 1 يعني نقاط ،x  1 پذير نيست. بنابراين مجموعه نقاطمشتق{ , , }1 1 بحراني تابع  نقاطf كـه ايـن باشند و با توجه بـه  مي 

}نقاط مرزي نيز نقاط بحراني هستند پس دربازه مورد نظر نقاط , , , , } 2 1 1 2  .مجموعه نقاط بحراني هستند  

  

 فرض كنيد :63مثال
| sin x | ; x

f (x)

(x ) ; x

   
    


2

1 2
2 2 2

 )89ـ سراسري  (رياضي  كدام گزينه صحيح است؟  

1(f (x) بر  .2  داراي ماكزيمم و مينيمم مطلق است(f (x) در تمام پذير است.مشتق  

3(f (x) درx


 x)4  ر نيست. مشتق پذي2


 fيك نقطه عطف براي 2 (x) .است  

 :در همسايگي نقطه  »4«گزينه   پاسخ
صورتبهرا  fضابطه تابع  2

sin x ; x
f (x)

(x ) ; x

        


2

1 2
2 2 2

xپيوسته بـودن در توان نوشت، مي 


 واضـح   2

  گيري از آن داريم:است، با مشتق

sin x ; x
f (x)

; x

     


2
2 2

       و      
cos x ; x

f (x)

(x ) ; x

       


2
2 2 2

  

در fمشتق چپ و راست 
fموجود و با هم برابرند، اما 2  در نقطهx


 fوجود ندارد و 2  دهد، يعنيدر اين نقطه تغيير علامت ميx


   .است fنقطه عطف تابع  2
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 تنها حداكثر نسبي تابع :64مثالf (x) x x x   4 3 24 12   )89سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  چقدر است؟  13
  2)4  ) صفر3  1) 2  -1)1

 2«گزينه  :  پاسخ«      f (x) x x x f (x) x x x x(x x ) x , ,               4 3 2 3 2 24 12 1 4 4 24 4 6 2 33     

f  كنيم. براي تعيين نوع نقاط اكسترمم از آزمون مشتق دوم استفاده مي (x) x x   212 8 24  
fچون مقدار  در نقطهx   اند نقطه ماكزيمم تابع توباشد، پس تنها همين نقطه ميمنفي ميf باشد كه در آنf ( ) 1 دقـت كنيـد وقتـي از     شود.حاصل مي

  .xاست نه مقدار yكنيم منظور مقدارحداكثر يك تابع صحبت مي

  
 در مورد تابع :65مثالf (x) x cosh x  2   )89(مواد ـ سراسري   هاي زير درست است؟كدام يك از گزاره 1

1(f (x)   .ريشه 2 ريشه حقيقي ندارد (f (x)   نقطه مينيمم مطلق تابعf .است  
f) ريشه 3 (x)   ي از نقاط مينيمم موضعي تابعيكf .ريشه 4  است (f (x)   نقطه عطف منحني تابعf دهد.را به ما مي 

 :2«گزينه    پاسخ«     f (x) x cosh x f (x) x sinh x      2 1 2   
xواضح است كه     باشد، پسمعادله فوق ميريشهx   نقطه بحراني تابعf  كـه ايناست. با توجه بهf (x) cosh x  2 وf ( )  3  آيـد مـي  بدسـت، 

xپس طبق آزمون مشتق دوم نقطه   نقطه مينيمم تابعf باشد. همچنين توجه كنيد كهميx   نقطه مينيمم مطلق تابعf است (زيرا توابعx2 وcosh x 
xفي هستند و كمترين مقدار آنها به ازاينامن xبه ازاي تمام مقادير   شودحاصل مي(.  

  

 تعداد نقاط بحراني تابع با ضابطه :66مثال
x

; x
f (x) x

x x ; x

 


 
  

2

2

1 1

3 1
  )89(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 

  ) فاقد نقطه بحراني4  3) 3  2) 2  1) 1
 :پذير نباشد. بنابراين ابتدا مشتق تـابع  نقاط بحراني، نقاطي هستند كه مشتق در آن نقاط برابر صفر باشد و يا در آن نقاط تابع مشتق  »1«گزينه    پاسخf  را

  :باشد)پذير ميپيوسته است لذا مشتق f(چون تابع  كنيممحاسبه مي
x

x x {x } .
x xf (x) f (x)x

x x x x {x } .

               
          

22
22

11 1 11
33 2 1 3 2 12






k{IMÂ¶¡¢ —

k{IMÂ¶¡¢ —
 

fنقطه بحراني از نوع fلذا  (x)   پذيري در نقطه ندارد. حال وضعيت مشتقx 1 كنيم زيرا با توجه به ضابطهرا بررسي ميf  اي كه ممكـن اسـت   تنها نقطه

xپذير نباشد نقطهمشتق 1 .است  f ( ) ; f ( ) 
     

1 11 1 3 2 11  

xدر نقطه  fلذا  1 و در نتيجه نقطه ناپذير استمشتقx 1  يك نقطه بحراني برايf باشد.مي  

  
 تابعمينيممبيشينه (ماكسيمم) و كمينه ( :67مثال (f بر( , ) با ضابطهLnx

f (x)
x

 89(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟(  

و كمينه  e) بيشينه 1
e

) بيشينه 3  و كمينه ندارد. e) بيشينه 2  .1
e

) بيشينه 4  و كمينه ندارد. 1
e

  .و كمينه  1

 :دانيم براي يافتن ماكزيمم و مينيمم تابعطور كه ميهمان  »3«گزينه   پاسخfبايد نقاط بحراني ،f  سپس علامت مشتقرا تعيين كرده وf   را در اطـراف

Lnxنقطه بحراني    آوريم:  بدستاين نقاط  Lnx
f (x) f '(x) f '(x) Ln(x) x e

x x


        2

1 1  

)f xبه ازاي  '   شود و چونتعريف نميx   علامت  .ي نيست)در دامنه تابع نيست پس بحرانf xدر اطراف نقطه  ' e كند:زير تغيير مي صورتبه  
  

   e  x  
      -  +    f '(x)  

  

xبا توجه به جدول فوق e نقطه ماكزيمم تابعf است و مقدار ماكزيممf به ازايx e برابر است باLne
f (e)

e e
 

  و تابع مينيمم ندارد.  1
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 نمودار تقريبي :68مثال
x

x

xe
y

e




1

)بر  , )  89(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   كدام است؟(  

y

x
1  

 y

x

  

y

x

  

 y

x

  
)1(  )2(  )3(  )4(  

 :ابعي تدامنه  »2«گزينه   پاسخ
x

x

xe
y

e




1

xe  هاي مخرج است:ي نقاط به جز ريشهشامل همه  x    1  

xپس اين تابع در هر نقطه به جز  تعريف شده است. يعنيfD ( , ) ( , )     يبا اين حال طراح سؤال فقط در بازه( , )  خواهد. حـالا  نمودار را مي
fحد (x) كنيم:را در دو سر اين بازه حساب مي  

  
x

x x x xx x x x

xe x x
lim f (x) lim lim lim

e e ( e ) e




    
   

  1 1 1
  

xي هوپيتال هم قابل استفاده بود. درايم. البته قاعدهدر آخرين تساوي از قانون سرعت رشد استفاده كرده  ها داريم:ارزيستفاده از همبا ا  
x

x x xx x

xe x( x) x( x)
lim f (x) lim lim lim

( x) xe   


 



   

 
  

 

1 1 11 11
  

ديديم كه
x
lim f (x) 


 و
x
lim f (x)


1است.2ي (تواند درست باشد گزينهاي كه مي، بنابراين تنها گزينه (  

  
 تابع:  69مثالf :   فرد و در نقطهx c :90سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  يك مينيمم نسبي دارد. در اين صورت(  

1 (f درc .2  يك ماكزيمم نسبي دارد(f درcسبي دارد.يك مينيمم ن  
3 (f درc در مورد رفتار4  نه مينيمم نسبي دارد و نه ماكزيمم نسبي (f درx c  توان كرد. قضاوتي نمي 

 است و بر اساس تعريف براي تابع فردتابع فرد نسبت به مبدأ قرينه   »1«گزينه  :  پاسخf (x) :داريم  f ( x) f (x) f ( c) f (c)        
xنقطه مينيمم نسبي از طرفي با توجه به تعريف c براي تابعf (x) :داريم  x f (x) f (c) f (x) f (c)      

f  داريم: ،ابع فرد و روابط فوقبا توجه به تعريف ت ( x) f ( c)    
  صحيح است. )1(باشد و گزينه مي fيك ماكزيمم نسبي براي تابع cبنابراين نقطه

  
 اگر :70مثالxf (x) x ،روي گاهآن( , ) 90سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  كدام گزينه درست است؟(  

1 (f  درx e .2  مينيمم مطلق دارد (f  درx 1 .ماكزيمم مطلق دارد  

3 (f  درx
e


 فقط در يك نقطه مينيمم مطلق دارد و مقدار آن صفر است. f) 4  ماكزيمم مطلق دارد. 1

 :ابتدا نقطه اكسترمم تابع  »3«گزينه    پاسخf (x) يابيم لذا:را مي    

xf (x)
Lnf (x) xLnx Lnx f (x) (Lnx )x , f (x) Lnx x

f (x) e


                
11 1 1 ¢Tz¶  

xفقط شـامل  fيچون دامنه     اسـت پـسx
x

x
x

  
1   حـالا اگـر .x

e
 

1 گـاه آنLnx  1  پـسf (x)     اسـت. اگـرx
e
  

گـاه  آن 1

Lnx  1 پسf (x)   است، به عبارتي تابعf (x) يدر بازه( , )
e

1 يصعودي و در بازه( , )
e


xنزولي است پس 1
e


  است. fقي ماكزيمم مطلنقطه 1
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 نسبي تابع ماكزيمم  :71مثالx , x
f (x)

x , x

 
   

2 1 3
8   )90غذايي ـ سراسري  (صنايع  كدام است؟ 3

  ) فاقد ماكزيمم نسبي4  7) 3  5) 2  4) 1
 :دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »2«گزينه   پاسخ  

 كنيم:محاسبه مي يرز صورتبهيابيم و براي اين منظور مشتق تابع را را ميfتدا نقاط بحراني تابعاب روش اول:

   ; x
f (x)

; x

   

2 3
1 3  

xتوجه كنيد تابع در نقطه  xبنابراين نقطه پذير نيست.باشد اما مشتقسته ميپيو 3  fيك نقطه بحراني براي تابع 3 (x)باشد و مقدار تابع در ايـن نقطـه   مي
f                          برابر است با:  ( ) 3 5  

xبـراي  كـه ايناز طرفي با توجه به   f)تـابع صـعودي اسـت    3 '(x) )   و بـرايx  تـابع نزولـي    3
f)است '(x) )  بنابراين نقطهx    يك نقطه ماكزيمم نسبي است. 3

  
  سادگي قابل رسم استبه  fنمودار تابع روش دوم:

)Mبنابراين نقطه , )3   باشد.مي fنقطه ماكزيمم نسبي  5
  
  

  

 تابع با ضابطه :72مثالf (x) ( x x )     )90غذايي ـ سراسري  (صنايع  در كدام بازه اكيداً صعودي است؟ 21

1 (( , )
1
2   2 (( , )1 1  3 (( , ) 

11 2  4 (( , )
1
2  

 :با توجه به وجود  »1«گزينه   پاسخ| x |و | x |1 يدر ضابطهf (x)شويم كه در نقـاط ، متوجه ميx   وx  1  يضـابطهf (x)   شـود عـوض مـي. 
fبنابراين بهتر است ضابطه (x) يرا براي سه ناحيهx  1،x  1  وx   :بنويسيم  

( x x) ; x ; x ; x

f (x) (x x) ; x f (x) ( x ) ; x f (x) ( x ) ; x

; x ; x(x x) ; x

                              
      

2

2 2

2

1 1 1 1 1
1 1 2 1 1 4 2 1 1

11


  

  

ÁoÃ¬¢Tz¶  

fكهشرط آن (x) اكيداً صعودي باشد آن است كهf (x)    باشد. در نواحيx  1 وx داريمf (x)  ،      پس اين دو ناحيـه جـزء جـواب نيسـتند. در
xيبازه  1  :داريم 

  xf (x) ( x ) x x x                11 14 2 1 2 1 2 2
     

)يپس اين تابع در بازه , )
1
2  .اكيداً صعودي است  

  

 هاي مايل منحني به معادلهمجانب :73مثالy x
x

 
  اين تابع كدام است؟مينيمم  از يك نقطهAهاند، فاصله نقطمتقاطع Aدر نقطه 1

  )90غذايي ـ سراسري  (صنايع
1 (2  2 (5  3 (2  4 (3  
 :ابتدا معادله  »2«گزينه    پاسخy  نويسيم:نوشته و مشتق اول و دوم را مياي دو ضابطه صورتهبرا     

; x ; xx ; x
x x xy y y

x ; x ; x ; x
x x x

                
         
    

2 3

2 3

1 21 1

1 1 21

 

  
  

yيمعادله   يدر دو نقطهx  1 دهد كه نقاطرخ مي( , )1 )و 2 , )1 yهر دو نقطه، در .دهندرا به ما مي 2        هـاي  اسـت. پـس هـر دو نقطـه مينـيمم

xهستند. وقتي fنسبي  ياx   داريم
x


1  تابع مايل هايمجانب پسy  صـورت بـهy x وy x     هسـتند كـه در نقطـه( , )    متقـاطع

)ي نقاط، فاصلههستند , )1 )ي از نقطه 2 , )  5برابر است با.  

  

x

y

8

5

3
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3x

3x

y

x

 يهكدام تابع در باز :74مثال( , )1 90(علوم كامپيوتر ـ سراسري   ماكزيمم مطلق دارد؟(  

1 (sin
x

1
 2 (x2 3 (sin x

x
 4 (Ln(x )1 

 :مجزا در بازه صورتبهها را هر يك از گزينه  »1« گزينه   پاسخ( , )1 كنيم:بررسي مي  

  f (x) sin f (x) cos cos k x (k , , ,...)
x x x xx k

            



2

1 1 1 1 1 1 1 22
2

   1: گزينه  

fاز طرفي  درx   تعريف نشده است ولي چون( , ) 1 ، كنيم.حث نميلذا روي آن ب  f (x) cos sin
x xx x

  3 4
2 1 1 1  

f ( ) (k ) cos(k ) (k ) sin(k )
k

           




3 41 2 2 2 2 2
2 


  

kf ( ) (k ) cos(k ) ( ) (k )
k

          




4 41 12 2
2

  

xكهاينبراي 
k






1

2

fماكزيمم شود بايد  ( )
k

 




1

2

 باشد، پسk بايد زوج باشد. لذا تابع برايx
k






1

2

 )k زوج) داراي ماكزيمم مطلق است.  

x  نادرست است زيرا داريم: )2(ي گزينه x
x

Ln
f (x) f (x) (Ln )      

22 2 2
2

  

xچون 2  لذاf  رازي ،توان روي ماكزيمم يا مينيمم بحث كردپس نمي ،ريشه نداردf    يعنيf  .نزولي است  

sin  زيرا داريم: است، نادرست  )3(ي گزينه x x cos x sin x sin x
f (x) f (x) x

x cos xx

     2   

fلذا  در(cos x )x k


   2 تعريف نشده است و اين نقاط بحراني هستند ولي چون در( , )1 توان در مورد واقع نيستند، نميxma  ياmin  تابعf    بحـث

  كرد. 

f  زيرا داريم: ،نادرست است )4(ي گزينه (x) Ln(x ) f (x)
x

   

11 1  

fتابع  درx  1 تعريف نشده است و اين نقطه بحراني است ولي چون( , ) 1 1 توان در موردنميmax ياmin تابعf.بحث كرد  

  
 تابع :75مثالf (x) | x | xدر 3  :  90ـ سراسري  (ژئوفيزيك و هواشناسي(  

  پذير نيست.) پيوسته است وليكن مشتق2  پذير است و داراي مينيمم است.) مشتق1
  پذير نيست.) پيوسته نيست لذا مشتق4  پذير است و داراي ماكزيمم است.) مشتق3
 :تابع  »1«گزينه    پاسخf (x)  است.  زيربه شكل  

  x x
f (x)

x x

  
 

3

3



  

fلذا براي بررسي پيوستگي تابع (x) در نقطهx   :داريم  
x x x x
lim f (x) lim x , lim f (x) lim ( x ) , f ( )

      
     3 3

   
     

fبنابراين تابع (x) در نقطهx   غلط است. براي مشتق تابع )4(لذا گزينه  ،پيوسته استf (x) در نقطهx   :داريم  
x ; x

f (x) f ( )
x ; x

    
 

2

2
3

3


 


  

fبنابراين تابع (x) در نقطهx   غلط است.2لذا گزينه ( ،پذير استمشتق (  
xبراي تشخيص نوع اكسترمم نقطه   با استفاده از رسم نمودارf (x):داريم  

xنقطهلذا    باشد.يك نقطه مينيمم مي  
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  )عملي مشتق(كاربرد  سازيمسائل بهينه :5درسنامه 
  

  

 طول بزرگترين تير چوبي كه از يك راهرو  :(سخت) 1مثالL    شكل (مطابق شكل زير) قابل عبور باشد، برحسب متر كدام است؟ (از ضـخامت تيـر
  نشگاه صنعتي شريف)) دا1(از سؤالات پايان ترم رياضي عمومي (  شود.)نظر ميصرف

1 (4 2 2  
2 (3 6 1   

3 (32 21   
4 (5 5  

1m

8m

 

  

 :مطابق شكل زير، دو سر تير چوبي را با»  4«گزينه  پاسخA وB و طول ميله را باL كه بتوانيم از اطلاعات داده شده اسـتفاده  كنيم. براي آننامگذاري مي
) براي رسيدن به اين هـدف،  ها مشخص شده استز دالانا ها پيدا كنيم. چون (در صورت سؤال عرض هر كدامو عرضِ هر كدام از دالان Lاي بينكنيم بايد رابطه

AHكنيم. واضح است كهها رسم ميرا بر ديواره BHو AHخطوط قائم m1 وBH m  طـول ميلـه را   كنـيم تـا   هاي مثلثاتي استفاده مـي . حالا از نسبت8

هـا لازم اسـت؛ بـديهي اسـت كـه     بنويسيم. يك توضيح مختصر هـم در مـورد زاويـه    ياي برحسب زاويهتابعي يك ضابطه صورتبه  9 18    پـس 

   9  يعني  9 است. پسsin sin( ) cos    9. كنيم كهجا شروع ميحالا از اينL OA OB     است. هـر كـدام از اضـلاعOA 
  در اين صورت داريم:آوريم.  ستبد يها را برحسب زاويهي آنتوانيم اندازهاند، پس ميالزاويهوتر يك مثلث قائم OBو

AH
sin OA

OA OA sin
     


1 1®MI£¶ ”±†

oU»
  

BH
sin cos OB

OB OB OB cos


        


8 8 8®MI£¶ ”±†

oU»
  

L                                               داريم: Lيآمده در ضابطه بدستبا جايگذاري نتايج 
sin cos

 
 

1 8  

dL cos sin sin cos sin
sin cos

d sin cos sin cos cos

     
          

     

3 3 33 3
2 2 2 2 3

8 8 18 8   

tg tg cos cos cos cos sin
tg ( )

                    
  

3 2 2 2
2 2

1 1 1 1 4 2 1
18 2 5 5 51 1 2

  

L  جايگزين كنيم، داريم:  Lياگر مقادير فوق را در ضابطه   5 4 5 5 5  

  

 صورتبهتابع تقاضا براي يك واحد صنعتي  كهاينبه فرض   :2مثال/ qp / e 28 25   باشد كه در آنq وp   ميـزان و قيمـت فـروش     بـه ترتيـب
  )78ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  گردد؟باشد. حساب كنيد در چه سطحي از فروش درآمد كل اين واحد صنعتي حداكثر ميمي

1 (q  37  2 (q  39  3 (q  5   4 (q  55  

 :گر مقدار درآمد واحد صنعتي را برابرا  »3«گزينه   پاسخA قيمت فروش = درآمد)، پس داريم:× دانيم (ميزان فروش بگيريم، مي  
/ q / qA p q / e q / qe     2 28 25 8 25     

  يعني جايي كه مشتق صفر است و يا مشتق وجود ندارد. ،بياوريم بدستآوريم كافي است نقاط بحراني را  بدستمقدار حداكثر درآمد را  كهاينبراي 

/ q / q / qdA
(A) / e / e / q ( / / / q)e

dq
         2 2 28 25 2 8 25 8 25 2 8 25          

(A) ( / / / q) / ( / q) / q q            8 25 2 8 25 8 25 1 2 2 1 5           
 

1m

8m

H

B H

A





O
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r

1
h
2

B  

C  D  

H A  O 
  

 80اي ـ سراسري (هسته         گيرد، كدام است؟كره به شعاع واحد قرار مي كه درون يك ماكزيمماي با حجم ارتفاع استوانه :3مثال(  

1 (2  2 (3  3 (2 2
3  4 (2 3

3  

 :ارتفاع استوانه مورد نظر را  »4« گزينه    پاسخh  را استوانهو شعاع قاعدهr با توجه به شكل روبرو داريم:، در نظر بگيريد  
h h

( ) r r    
2

2 2 21 12 4  

h h
v r h v ( )h (h )        

2 3
2 1 4   استوانه حجم4

V ( h ) h h h            2 2 23 3 4 2 2 31 14 4 3 33
   

 
 اي به قطردايرهبيشترين مساحت ممكن در نيم اي باذوزنقه :4مثالr2 بـق اسـت.   دايـره منط ذوزنقه بر قطر نـيم  يهمحاط است، به طوري كه قاعد

  )80(رياضي ـ سراسري               ارتفاع ذوزنقه چقدر است؟

1 (r
2

2  2 (r
3

2  3 (r
3
2  4 (r

3
4  

 :داريم با توجه به شكل مقابل  »2«گزينه   پاسخ:r sin
DH r sin ,OH r cos S ( r r cos ) r sin ( cos )


          22 2 12  

عبارت فوق را در فاصله ماكزيمممساحت، لازم است  ماكزيممبراي محاسبه 
   2 ،آوريم.مي بدست  

S r (cos ( cos ) sin ) cos cos cos ,               2 2 2 11 2 1 1 2   

و بنابراين
  ]تنها ريشه معادله فوق در فاصله 3 , ]


2 باشد.مي              S( ) , S( ) r , S( ) r

 
  2 23 3

2 3 4   

در Sبنابراين
  h                ت ارتفاع ذوزنقه برابر است با:خواهد شد، كه در اين صور ماكزيمم 3 r sin r


 

3
3 2  

 
 الزاويه به اضلاعطول وتر يك مثلث قائم :5مثالx وy بيشترين مقدار ،است 5برابرx y 80(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (3  2 (2 3  3 (16
5  4 (1  

 :اگر مجموع مربعات دو متغير مثبت   »4«گزينه   پاسخx  وy قتيمقداري ثابت باشد، مجموع آنها وmax است كهx y .باشد  
x y

x x , y x y
x y


           



2 2 2 5 5 55 2 5 2 12 2 2
  

  توانيم از روش مشتق گرفتن و تعيين ماكزيمم تابع نيز به همين نتيجه برسيم.البته ميتوضيح: 
 

 ؟باشد، كدام است ماكزيممضرب يكي در مربع ديگري ضرب اين دو عدد وقتي حاصلاست. حاصل 9مجموع دو عدد صحيح و مثبت برابر  : 6مثال    
  )81ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(              

1 (8  2 (14  3 (18  4 (2  

 :بــراي دو متغيــر  »3«گزينــه   پاســخxوyضــربكــه مجمــوع آنهــا ثابــت اســت، حاصــلx y وقتــي مــاكزيمم اســت كــهx y


 
ايــن  باشــد بــراي 

y است كه maxوقتيxy2،سؤال
x    باشد، پس داريم:2

  
y

x y
y y , x x y

x y

          
  

9 6 3 182 29
  

  توانيم از روش مشتق گرفتن و تعيين ماكزيمم تابع نيز به همين نتيجه برسيم.البته ميتوضيح: 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 ها محاط در بيضي به معادلهبيشترين مساحت از بين مستطيل : 7مثالx y
 

2 2
14   )83ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  ست؟ا كدام 9

1 (6  2 (12  3 (18  4 (24  

 :اگر طول مستطيل محاط شده را  »2«گزينه   پاسخx2 و عرض آن راy2 :بناميم، مساحت مستطيل برابر است با    

S ( x)( y) xy S x y   2 2 22 2 4 16  

xاز طرفي با توجه به رابطه y
 

2 2
14 x  اريم:د 9 x

y ( ) S .x . ( ) x ( x )       
2 2

2 2 2 2 29 1 16 9 1 36 44 4  

xتوجه شود ( x )  2 24 xلذا مقدار ،4 .( x )2 xوقتي ماكزيمم است كه 24 x 2   پس داريم: .24

x x x S ( ) S          2 2 2 24 2 36 2 4 2 144 12  
 

 83ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كنيم. شعاع قاعده استوانه كدام است؟اي با حجم ماكزيم محاط مياستوانه6اي به شعاعدر داخل كره : 8مثال(  

1(2  2(2  3(3  4(3  

 :اگر ارتفاع استوانه را » 2«گزينه   پاسخh2 الزاويه مشخص شده داريم:فرض كنيم، در مثلث قائم   x h r x r h    2 2 2 2 2 2  

V x h (r h )(h) (r h h )       2 2 2 2 32 2 2  
r r

V (h) (r h ) h h        
22 2 22 3 3 3

  

r r
x r ( ) r r r x         

2
2 2 2 22 2 26 23 3 33 3

  

 

 مكعب است؟ مترمتر است، چند سانتيسانتي 12ارتفاع آنها برابر هايي كه مجموع محيط قاعده و بزرگترين مقدار حجم استوانه :9مثال    
  )83(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   

1 (

36  2 (


48  3 (


56  4 (


64  

 :استوانه ارتفاع فرض كنيد  »4«گزينه   پاسخh و شعاع قاعده استوانهr .داريم: باشد  

V r h
V r ( r) r r

r h h r

            
        

2 2 2 2 312 2 12 2
2 12 12 2

  

r
V r r r( r) , V V ( )

r h


               

    

2 2 24 6424 6 6 4 44 4




−¼L¤ ®MI¤oÃš
  

 

 ي محدود بهتواند در يك ناحيهمساحت بزرگترين مستطيلي كه مي :10مثالy x    )85(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ ،ها محاط شودxرو محو 23

1 (1  2 (2  3 (9
4  4 (4  

 :4«گزينه   پاسخ «   

Sبا توجه به شكل مقابل مساحت مستطيل برابر xy از رابطـه   xببرحس ـ yاست و بـا جـايگزيني   2
  آيد:مي بدستداده شده 

S(x) x( x ) x x S (x) x x , y          2 3 22 3 6 2 6 6 1 2   
Sبنابراين مساحت مستطيل برابر    2 1 2   خواهد بود. 4

 

  

x

h r

ستوانهحجم ا
 مجموع محيط قاعده و ارتفاع

y  

x  

2x –y = 3   

x  

y  
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مشتق و كاربرد مشتق فصل سوم: كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اي به شعاعاز دايره :11مثالRقطاعي با زاويه مركزي ،( )   2 بريده و با آن يك مخروط قائم دوار با رأسO  سـازيم. بـه ازاي كـدام   مـي 
  )85ـ سراسري نفت (  شود؟ مخروط با ماكزيمم حجم حاصل مي

1 (
2
3  2 (

4
3  3 (

4
3  4 (

22 3  

 :خواهيم حجم مخروط ماكزيمم شود. بنابراين اولين قدم نوشتن فرمول حجم مخروط است. حجم مخروطي به شعاعمي » 4«گزينه   پاسخr و ارتفاعh   به صـورت

V r h


 2
ي سـاخت  را به تابعي يك متغيره تبديل كنيم. براي رسيدن به اين هدف به نحوه Vپيدا كنيم و به كمك آن hو rاي بينآيد. حالا بايد رابطهبه دست مي 3

را بر هـم منطبـق    Bو A. وقتي نقاطRبرابر است با ABبريده شده است. طول كمان Rاي به شعاعاز دايره يكنيم. مطابق شكل قطاعي با زاويهمخروط دقت مي
R  :دهد پس داريمي مخروط را تشكيل ميكنيم تا مخروط ساخته شود، همين كمان، محيط قاعدهمي

R r R r


       


2   ي مخروطمحيط قاعده2
  آيد:ي فيثاغورت به دست ميي بين ارتفاع و شعاع مخروط از قضيهاز طرفي رابطه

R
h r R h R r h R h R

 
          

 

2 2 22 2 2 2 2 2
2 21

4 4
  

R  بنويسيم: را برحسب Vتوانيمپيدا كرديم، مي را بر حسب hو rحالا كه R
V r h R V

   
       

  

2 2 2 32 2 2 2
2 2 21 43 3 4 4 24

  

Vيحالا معادله ( )    كنيم:را حل مي  

  R
V ( ) [ ] ( ) ( )

                         
    

3 3 32 2 2 2 2 2 3 2 2
2 2 2 2 2

2 4 2 4 2 4 8 3
24 4 4

   

  
22 و      3    

به ازاي   داريمV   و به ازاي  
22   آيد:وط به دست ميبيشترين حجم مخر 3

A B

R
θ

B=A

R

r

h

OO  
uاگرنكته:  v c  ،مقدار ثابتي داشته باشدa bu v وقتي ماكزيمم است كهu v

a b
 باشد. در اين مثال هم وقتيR

V    


3 2 2 2
2 4

24
توانيم به دست آمد مي 

و 2بگوييم مجموع 2 آيد كهوقتي به دست مي Vهمواره ثابت است. پس ماكزيمم 24   


2 2 24
11
2

و از اينجا   
22   آيد.به دست مي 3

  

 هبيشترين مقدار زاوي :12مثال 87سراسري  سيستم ـ ـ صنايع(  در شكل مقابل كدام است؟(    

1 (
  2                                      2 (

  4  

3( tg  1 1
3                               4 (tg  1 1

2  

 :هدف ما پيدا كردن ماكزيمم  »4«گزينه    پاسخ اي كهالزاويهاست. اگر به مثلث قائم ي آن است توجه كنيد، خواهيم داشت:زاويه  
y y

tg tg ( )
x x

     
 

1
1 1

®MI£¶ ”±†
n»I\¶ ”±†

  

ايـن   را به تابعي يك متغيره تبديل كنيم. داشته باشيم تا با استفاده از آن yو xايم. حالا بايد يك رابطه بينپيدا كرده yو xك فرمول برحسبي پس براي

x)يرابطه را صورت سؤال به ما داده است. نقطه , y) روي منحنيy x پس داريم: ،قرار دارد  x
tg ( )

x
 


1

1  
    را پيدا كنيم: توانيم بيشترين مقدارحالا مي

x

x (x ) x( ) x xxx ( ) (x ) x x x x x
xx x x(x )( )

x

                   
 



22

1 1 1 121 1 1 2 11 2 211 1

    

xبه ازاي 1  :خواهيم داشت  x
tg ( ) tg ( )

x
   


1 1 1

1 2  

0 x 

y  
x  

y  

-1



y x
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 اگر :13مثالx y  xكمترين مقدار ،باشد 3 y3   )87(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 3

1 (27
4  2 (27

8 3 (9
2  4 (9

4 

 :1«گزينه   پاسخ«       y x x y x ( x) f (x)       3 3 3 33 3  

f (x) x ( x) x , y min(x y ) ( ) ( )              2 2 3 3 3 33 3 3 3 27 27 273 3 3 2 2 2 2 8 8 4  
  

 اي بدون سر با سطح بيشترين حجم يك قوطي استوانه :14مثال12 89(كشاورزي ـ سراسري   برابر كدام است؟(  
1 (8  2 (9  3 (12  4 (16  

  

 :فرض كنيم شعاع قاعده قوطي  »1«گزينه   پاسخr و ارتفاع آنh لذا ،باشدV r h    لـذا سـطح آن    ،حجم طبق فرض مسأله قـوطي بـدون سـر اسـت     .2
  (مساحت جانبي) برابر است با:

S  مساحت جانبي r r
r rh h V r ( ) r r

r r

  
            

2 2
2 2 312 122 12 62 2 2

ƒo ¢LŠ
 

  كنيم.براي محاسبه حجم ماكزيمم از آزمون مشتق اول استفاده مي يك تابع يك متغيره است و Vحال
r r

maxh

r
V r r ,h h V r h V

r
 


               

2 2 22 2
2

3 126 2 2 82 2  

rدر Vيك نقطه بحراني بيشتر ندارد نيازي به بررسي ماكزيمم بودن Vچون     باشد.نمي 2

  
 نقطه  :15مثالM به طول بر روي خطy x )از دو نقطه Mشود كه مجموع فواصل طوري انتخاب مي 2 , )1 )و 3 , )4 كـدام   گـردد،   مينـيمم  5
  )90ـ سراسري  MBA(  است؟

1 (3
2  2 (5

2  3 (7
4  4 (9

4  

 :براي آن كه مجمـوع فواصـل نقطـه پـارامتري      »3«گزينه   پاسخM


2
از نقـاط مينـيمم گـردد بايـد از      

d d d 1 2 ــيم    3 ــته باش ــث) داش ــاوي مثل ــوان نامس ــه عن min(d(ب d ) d 1 2 ــده از   .3 ــط گذرن ــي خ يعن

( , ) , ( , )4 5 1 y  گيريم: صورت مقابل است در نظر ميرا كه معادله آن به 3 (x )  
2 1 33  

Mي اين خط قرار گيرد:رو Mحال بايد d ( )                 3
2 72 1 3 6 2 2 9 4 73 4  

  

 اي به شعاع يك واحد محاط شده است، ارتفاع اين مخروط كدام است؟مخروط مستدير قائم با كمترين حجم ممكن بر كره :16مثال    
)MBA  90ـ سراسري(  

1 (2  2 (3  3 (4  4 (2 3  
 :ارتفاع مخروط دفرض كني ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه  پاسخh و شعاع قاعده آنr :باشد  

  rشعاع قاعده مخروط : 
  hارتفاع مخروط : 

Vبا توجه به فرم حجم مخروط داريم:  r h  21
3  

rاز شكل فوق داريم:  (h ) r (h ) h h         2 2 2 2 21 1 1 1 OHTالزاويهبراي مثلث قائم فيثاغورسرابطه  2


 

V(h)  در نتيجه داريم:  ( (h ) )h ( h h )      2 2 31 11 1 23 3  

Vيآوردن ارتفاع مخروط بايد معادله بدستبراي  (h) در نتيجه داريم:  هيم.را مساوي صفر قرار د   ياV (h) ( h h ) h      21 44 33 3  

  لذا سؤال نادرست است. ،ها وجود نداردآمده در بين گزينه بدست hشود مقدار مشاهده مي
مطالـب   شده است كه در اين صـورت ارتفـاع مخـروط بـر طبـق     محيط  1اي به شعاع گويا نظر طراح سؤال اين بوده كه مخروطي با كمترين حجم بر كرهتوضيح: 

برابر شعاع كره يعني برابر با 4درسنامه بايد  4 1   ) را به عنوان پاسخ اعلام كرده بود!!3باشد. سازمان سنجش هم گزينه ( 4

h=1

y 2x

M
1d 2d

(1,3)
(4,5)

3d


x

y
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  و كشي ، رلبررسي قضاياي مقدار ميانگين :6درسنامه 

 عدد :1مثالc ل براي تابعمورد نظر در قضيه رf (x) x x  2 7 ]بازه روي 18 , ]3   كدام است؟ 4

1 (
7
2  2 (7

2  3 (2
7  4 (

2
7  

  : 2«گزينه پاسخ«         f (x) x x f (x) x f (c) c c            2 77 18 2 7 2 7 2  

cيعني ؛هميشه وسط بازه است cيي دو، نقطههاي درجهايكنيم كه براي چندجملهيادآوري ميبه عنوان يك راه ديگر، 


 
3 4 7

2 2.  

  

 هاي معادلهتعداد ريشه  :2مثالcos x ( x)   4 1 )در بازه 2 , )
1
2 كدام است؟  

  ) حداكثر دو ريشه4  دقيقاً دو ريشه )3  ) حداقل يك ريشه2  دقيقاً يك ريشه) 1

 :هاي تابعتعداد ريشهي رل ابتدا ي قضيهز نتيجهبراي استفاده ا»  1«گزينه  پاسخf (x)  كنيم:ميرا معلوم    

f (x) cos x ( x) f (x) sin x sin x             


2
2

84 1 2 8  

دقت كنيد چون  
2
8 sinيمعادله، 1 x 

2
x داراي جواب است در ضمن طبـق صـورت سـؤال    8 

1
2  پـس 

x 
   در ربع اول قرار دارد و در ربع اول فقط يك زاويه هست كه سينوس آن برابر با xييعني زاويه 2

2
 .باشـد  8

fپس تابع  بر بازه( , )
1
2  ل تابعفقطيك ريشه دارد و بنابر نتيجه قضيه رf تواند داراي دو ريشه باشد، يكي از مي حداكثر

xهاريشه 
1
)يبازه از است، كه خارج 2 , ) 1

)در بازه fگيرد، پسقرار مي 2 , ) 1
  ريشه دارد.  حداكثر يك 2

fاما نشان دهيم، fي مقدار مياني وجود حداقل يك ريشه را برايخواهيم با استفاده از قضيهحالا مي ( ) 
1
2  براي اين كـه بتـوانيم از قضـيه مقـدار ميـاني       پس

1، مثلاًديگرد استفاده كنيم. بهتر است يك عد
f  را براي تابع امتحان كنيم: 4 ( ) cos [ ( )] 

       
1 1 24 1 2 24 4 4 2    

fاما براي نقطه ابتداي بازه ( )   4 ، ،بنابراين طبق قضيه مقدار ميانيf ريشه در بازه حداقل يك( , ) 1
را كنـار هـم قـرار     نتيجـه اكنون ايـن دو   دارد. 2

)دقيقاً يك ريشه در بازه fحداقل يك ريشه دارد. از اين دو جمله معلوم است كه fحداكثر يك ريشه دارد و f دهيد: , ) 1
  دارد. 2

  

 فرض كنيد  :(سخت) 3مثالf (x) ax bx cx d   3 24 3 aاعداد مخالف صفر هسـتند و  dو a،b،cكه در آن 2 b c d      كـدام  اسـت .
  گزينه لزوماً صحيح است؟

1 (f (x) يحداقل يك ريشه در بازه[ , ] f) 2  دارد. 1 (x) .تابعي اكيداً صعودي است  
3 (f (x)4  عطف ندارد. نقطه (f (x) يقل يك ريشه در بازهحدا[ , ]1 .دارد 

 :يتوجه به ضابطه) را با 3) و (2هاي (ابتدا گزينه»  1«گزينه   پاسخf (x) وf (x) كنيم:رد مي  f (x) ax bx c , f (x) ax b     212 6 2 24 6  

fتابع (x) يي يك است بنابراين معادلهاي از درجهدجملهيك چنf (x)      يدقيقاً يك ريشه دارد و در اين نقطه تغيير علامت خواهد داد. بـه عبـارتي نقطـه 
b

x
a

 
6
fي عطفنقطه 24 (x)   زيـرا  ؛شـود ) هـم بـه سـادگي رد مـي    2ي (اسـت. گزينـهf (x)  بـراي مثـال ممكـن اسـت    توانـد مثبـت يـا منفـي باشـد.      مـي 

(a, b,c,d) ( , , , )   1 1 1 fباشند و در اين صورت 3 (x) x x    212 6   مثبت نيست. واضح است كه هموارهاست و  2
fرسد، استفاده از پيوستگير ما ميپردازيم. شايد اولين راهي كه به فك) مي4) و (1هاي (اكنون به بررسي گزينه (x) ي مقدار مياني است. اگر بتوانيم نشان و قضيه

fدهيم كه ( ) وf ( fگاهآنهستند،  العلامهمختلف 1( (x) يحداقل يك ريشه در بازه[ , ] شـويد كـه اسـتفاده از ايـن     خواهد داشت. اما با كمي دقت متوجه مي 1
fروش در اين مثال ممكن نيست. زيرا ( ) d  وf ( ) a b c d   1 4 3 هسـتند. بـه    العلامـه و مقـدار، مختلـف  و شما هيچ دليلي نداريد كه نشان دهد ايـن د  2

]يهمين ترتيب در بازه , ]1 فايده است. زيرااستفاده از اين روش بيa b c d   4 3 fنداريم كـه  يو دليل 2 ( ) وf ( )1  هسـتند. بـا ايـن     العلامـه مختلـف

x

y

1



x  
2

8
sin 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

به همين نه وجود ريشه براي خود تابع را،  دهدي رل وجود ريشه براي مشتق را نشان ميقضيه ي رل استفاده كنيم. اماشويم كه بايد از قضيهتوضيحات متوجه مي
fكه كنيمپيدا ميدليل ابتدا تابعي را  (x)  .دانيم كهمي توان اين تابع را حدس زد.به سادگي ميمشتق آن باشدx34ِمشتق ،x4 است وx23 مشتقx3   اسـت و

F(x) اگر فرض كنيم به همين ترتيب ax bx cx dx   4 3 Fگـاه آن 2 (x) ax bx cx d    3 24 3 Fيعنـي  2 (x) f (x)   .حـالا اگـر نشـان     اسـت
)Fي رل را دارد، كار تمام است. براي اين كارشرايط قضيه F(x)دهيم ) وF( )Fكنيم. به وضوحرا حساب مي 1( )  است و با جايگذاريx 1 :داريم    

F( ) a b c d     1  
xدر F(x)پس تابع  وx 1 ل نقطهداراي ريشه است. طبق قضيهاي مانندي رc در اين بازه وجود دارد چنان كهF (c)      اسـت. بـه عبـارتيf (c)  

)F) صحيح نيست زيرا دليلي نداريم كه4ي () صحيح است. گزينه1ي (ست. پس گزينها )1 .برابر با صفر باشد  
 

 فرض كنيد  :4مثالf ( )  5 و براي هرx داشته باشيمf (x)    در اين صورت كدام گزينه درست است؟ ،2
1 (f ( ) 2 1  2 (f ( )  2 1  3 (f ( )  2 5  4 (f ( ) 2 5  

 :فرض كنيمي مقدار ميانگين قضيه اگر در»  2«گزينه   پاسخb  aو 2  ، لذا داريم:  f ( ) f ( ) f (c)( ) f ( ) f ( ) f (c)      2 2 2 2    

)ياي از بازهنقطه cدر اينجا , )2  دانيم كهبق فرض ميطاست. حالاf ( )  5 و در هر نقطه داريمf (x)  fنتيجهدر  2 (c)  و با اين اطلاعات خـواهيم   2
f  داشت: ( ) f ( )      2 5 2 2 2 1  

  

 اگر  :5لمثاx
f (x)

x
 

 21
fداريم fيدر دامنه bوaبراي هر دو عدد متمايز گاهآن ، (b) f (a)

L
b a





   كدام است؟L، كمترين مقدار

1(1
8  2(1

4  3(1
2  4(1  

 :تابع  »3«گزينه  پاسخf طبق قضيه مقدار ميانگين داريم: بنابراين ،است پذيرمشتقاش دامنه در  f (b) f (a)
f (c)

b a

 


  

fبنابراين (b) f (a)
| | | f (c) |

b a

 


fنامساوي در نتيجه . (b) f (a)
| | L

b a





|نامساويمعادل است با   f (c) | L  كران بالاي في استكا. پس| f (c) | را پيدا كنيم.  

c | c |
f (c) | f (c) |

c c
   

 2 21 1
  

|  دانيم كه:از طرفي ديگر مي c |
( | c |) c | c | c | c |

c
          


2 2 2

2
11 1 2 1 2 21

   

|بنابراين f (c) | 
1
fو در نتيجه 2 (b) f (a)

| |
b a





1
1تواندصورت سؤال آمده است، حداقل ميكه در  L. پس عدد2

  باشد. 2
  

 دفرض كني  :6مثالb   پذيرو تابع مشتقf :[ b,b]   چنان است كهbx bx| f (x) | e e   .  هرگاه خط مماس بر منحنـيf (x) درx     بـا
fموازي باشد، مقدار ABخطپاره (b) حداكثر چقدر است؟  

1 (b2  
2 (eb2  
3 (b4  
4 (eb  

 

b b

B


A

y f(x)

x

y

  
 :اي مانندي مقدار ميانگين نقطهطبق قضيه » 3«گزينه   پاسخc ،داريم طوري كهبه در اين بازه وجود دارد:  

f (b) f ( b) f (c)(b ( b)) f (b) f ( b) bf (c)          2  

fمطابق شكل داده شده،كنيم. اكنون به اطلاعات داده شده در صورت سؤال توجه مي ( b)        است. همچنين از صـورت سـؤال معلـوم اسـت كـهc     .اسـت
نحنـي در آن نقطـه بـا    كـه خـط ممـاس بـر م     ي قـرار دارد جـاي  cيي مقدار ميانگين مشاهده كرديد، در اين قضـيه نقطـه  طور كه در تعبير هندسي قضيههمان[

f  موازي است.] پس داريم: ABخطپاره (b) bf ( )   2  
bxاز نامساوي حالا bx| f (x) | e e   به ازايx   خواهيم داشت:مكنياستفاده مي .| f ( ) | e e    پس| f ( ) |  2 يعنيf ( )  2 2 و در نتيجـه 
f    :داريم (b) bf ( ) b 2 4  
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل  :7مثال
x
lim (sin (x ) sin x )


  32 23   كدام است؟ 1

1 (  2 (1  3 (1-  4 (
2
3  

 :ي مقدار ميانگين براي تابعبا استفاده از قضيه»  1«ينه گز پاسخf (t) sin t 3 x  خواهيم داشت: 2 xf (x ) f (x) f (c )(x x) f (c )      1 1  

x]يعددي در بازه xcكه , x ]1 .بنابراين داريم: است  x
x

sin (x ) sin x cos c
c

  32 2 23 3
3
21

3
  

xوقتي   داريمxc  ،عبارتxcos c23 حد عبارت و دار استكران
xc22

2
3

    صفر است. بنابراين خواهيم داشت: 

 داركران
x
lim (sin (x ) sin x )


   32 23 1   

  

 تـابع :8مثالf در فاصله[ , ]2 پذير است، ودو بار مشتقf ( ) f ( ) 2  و بـراي هرx [ , ] 2،f (x)  ، در بازه( , )2 كدام بيان درست است؟     
  )79اي ـ سراسري (هسته       

1 (f .2  ريشه ندارد (f  .3  دو ريشه متمايز دارد (f .4  حداقل يك ريشه دارد (f  .ريشه ندارد  

  : دهيم كهبرهان خلف نشان ميبا استفاده از   »1«گزينه  پاسخf در بازه( , )2 ريشه ندارد. فرض كنيدf يك ريشه مانندa بين  داشـته باشـد. در    2و
fاين صورت طبق قضيه رل، چون ( ) f (a)  اي مانند، پس نقطهa1 بين وa كهوجود دارد به طوريf (a ) 1   اي ماننـد ، و به همين ترتيـب نقطـهa2 

ــين ــه  2و aب ــه طوريك ــود دارد ب fوج (a ) 2 ــون ــال چ f. ح (a ) f (a ) 1 ــه 2 ــيه رل نقط ــق قض ــس طب ــد، پ ــين a3اي مانن ــه   a2وa1ب ــود دارد ب وج
fطوريكه (a ) 3 باشد.. كه اين خلاف فرض مسأله مي  

 

 براي تابع :9مثالf با ضابطهf (x) cos x x  2 2 fاز عبارات زير در مورد معادله يككدام 5 (x)   79(آمار ـ سراسري            صحيح است؟(  
  ) حداقل يك ريشه حقيقي دارد.2  يك ريشه حقيقي دارد. ) دقيقا1ً
  ) اصلاً ريشه حقيقي ندارد.4  تواند سه ريشه حقيقي داشته باشد.) مي3

  : 1«گزينه  پاسخ«          f (x) sin x cos x sin x       2 2 2 2   
  :داريم تواند داشته باشد. از طرفيحداكثر يك ريشه مي fباشد، پس، يك تابع اكيداً صعودي ميfبنابراين تابع

f ( ) cos ( ) ( ) , f ( )          2 2 5 6 2 6   
  دقيقاً يك ريشه دارد. fشوددارد. از بحث فوق نتيجه مي و حداقل يك ريشه بين fپس طبق قضيه مقدار مياني

 

 تابع :10مثالf با ضابطهx ; x
f (x)

x ; x

   
 

3

2
1

1 2
 و تابعg با ضابطه

sin x ; x
g(x)

cosx ; x

      

2
22


]بر بازه  , ]2     در شرايط قضيه مقـدار ميـانگين بـه

  )79ـ سراسري  و هواشناسي ژئوفيزيك(  باشد؟كدام صورت مي
1 (f كند وليصدق ميg كنند.) هيچكدام صدق نمي2  كند.صدق نمي    
3 (g كند وليصدق ميf كنند.) هر دو صدق مي4  كند.صدق نمي    

  : تابع  »2«گزينه پاسخg(x) درx


 ناپيوسته است. به وضوح 2
x ( )

lim g(x) cos 





 

2
، اما2

x ( )

lim g(x) sin





 

2

 يدر بـازه  g(x)پـس  12

[ , ] xدر ابن بازه پيوسته است، اما در fي مقدار ميانگين را ندارد. تابعناپيوستگي دارد. در نتيجه شرايط قضيه 2 1 يپـذير نيسـت. بـا محاسـبه    مشتقf (x) 
  داريم:

x ; x
f (x)

x ; x

    
 

23 1
2 1 2


  

xدر حالا 1مشتق راست ،f ( ) 1 fو مشتق چپ 2 ( ) 1 كنيم كـه شـرط   ي مقدار ميانگين را ندارد. يادآوري مينيز شرايط قضيه fاست. بنابراين تابع 3
]وسته بودن بري مقدار ميانگين، پيقضيه , ] )پذير بودن درو مشتق 2 , )   است. 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 اگر :11مثالf ( ) 1 1 و به ازايx 1 fداشته باشيم 4 (x)  fمقدار ممكن براي نكمتري در اين صورت ،2 (     …برابر است با  4(
  )80(علوم كامپيوتر ـ سراسري 

1 (13  2 (14  3 (15  4 (16  

  : طبق قضيه مقدار ميانگين براي تابع  »4«گزينه  پاسخf در فاصله[ , ]1 f            داريم: 4 ( ) f ( )
f (c) c

   


4 1 1 44 1  

fچون (c)  f                   :داريم ، بنابراين2 ( )
f ( )


  

4 1 2 4 163
  

  

 12مثال: f (x)  1   )80ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(          باشد، كدام نامساوي درست است؟ 1
1 (f (x) f (a) x a    2 (| f (x) f (a) | | x a |    3 (f (x) f (a) x a    4 (| f (x) f (a) | | x a |    
  : با توجه به قضيه مقدار ميانگين براي تابع  »4«گزينه  پاسخf در فاصله[a , x] :داريم  

f (x) f (a) f (x) f (a)
f (c) (x a) f (x) f (a) (x a) | f (x) f (a) | | x a |

x a x a

                
 

1 1  
 

 اگر  :13مثالn  معادله ،يك عدد طبيعي فرد باشدnx nx  1  80(آمار ـ سراسري                     ........ . داراي(  
  ريشه است. n)4  ) يك ريشه مكرر است.3  ) حداكثر يك ريشه است.2  ) دقيقاً يك ريشه است.1
  : ياي درجههاي حقيقي و هر چندجملهدر صورت سؤال نگفته ريشه  »4«گزينه  پاسخn هاي تكراري، دارايبا احتساب ريشهn     ريشـه در اعـداد مخـتلط

nxمعادلهقي مورد نظر باشد، هاي حقي) درست است. اما اگر ريشه4است. پس گزينه ( nx  1   كه در آنn   فرد است داراي حداقل يك ريشه حقيقي اسـت
  فقط يك ريشه حقيقي دارد.اي صعودي است و جمله، لذا اين چنداي داده شده همواره مثبت استو چون مشتق چندجمله

  بود.له مي) پاسخ مسأ1(شد، گزينه استفاده مي» ريشه حقيقي«صحيح است اما اگر از لغت  )4(ينه استفاده شده گز» ريشه«چون در صورت سؤال از لغت  توجه:
  

 هاي حقيقيدر مورد ريشه :14مثالx x c  7 2  كه در آنc 81(آمار ـ سراسري              كدام گزينه صحيح است؟ ،مقدار ثابت است(  
  ) فقط پنج ريشه حقيقي دارد.4  ) فقط يك ريشه حقيقي دارد.3  ) فقط سه ريشه حقيقي دارد.2  ) ريشه حقيقي ندارد.1
  : فرض كنيد  »3«گزينه پاسخf (x) x x c  7 f، چون2 (x) x   67 2 پس ،f دارد. حقيقـي  اً صعودي است و حداكثر يـك ريشـه   تابعي اكيد  

  دارد.حقيقي دقيقاً يك ريشه  fشوددارد. از بحث فوق نتيجه ميحقيقي باشد، پس حداقل يك ريشه اي از درجه فرد مييك چندجمله fاز طرفي
nxمعادله نكته: ax b    كه در آنn فرد وa  فقط داراي يك ريشه حقيقي است. ،است  

  
 يهمعادل:  15مثالx x x   3 22 3 12 6  82(آمار ـ سراسري                    در كدام فاصله فاقد ريشه است؟(  

1 (( , )1   2 (( , )2  3 (( , )3  4 (( , )4  

  : فرض كنيد » 4«گزينه پاسخf (x) x x x   3 22 3 12 fچون 6 ( ) 4  و مشتقf  يعنـيf (x) x x   26 6 )در فاصـله  12 , )4   همـواره
)درfمثبت است، پس , )4 .ريشه ندارد  

  

 اگر تابع :16مثالf :[a,b]  پيوسته باشد و روي(a,b)  ،يك از عبارات زير در هر حال صحيح است؟كدام گاهآناكسترمم نسبي نداشته باشد  

  )82نساجي ـ سراسري (  
1 (f .2  تابعي نزولي است (f .تابعي صعودي است  
3 (f اي از آن گرفت.توان نتيجه) نمي4  يك است.بهتابعي يك  
 كنيم كه تحت اين شرايطثابت مي  »3«گزينه   سخ :پاf تابعي يك به يك است. فرض كنيمx x1 a]يدو عـدد در بـازه   x2و x1باشد و 2 , b]   .باشـند

fدهيمنشان مي (x ) f (x )1   است. 2
xكنيمكه از كليت مسأله كاسته شود فرض ميبدون آن x1 xباشد. (در حالت 2 x2   اثبات به صورت مشابه است). 1

x]يي بستهدر بازه fتابع , x ]1   كند.نيمم مطلق خود را در اين بازه اختيار ميه است، بنابراين ماكزيمم و ميپيوست 2
x),ياگر اين نقاط در درون بازه x )1 و داراي اكسترمم نسبي است. امـا ايـن بـا فـرض تنـاقض دارد. پـس مـاكزيمم         fقرار داشته باشند به اين معناست كه تابع 2

x]يروي بازه fنيمم مطلقمي , x ]1 در ايـن بـازه هسـتند در     fنـيمم مطلـق  ها ماكزيمم و ديگري ميدهند، پس يكي از آندر نقاط ابتدا و انتهاي بازه رخ مي 2
fنتيجه (x ) f (x )1 fيا 2 (x ) f (x )2   تابعي يك به يك است. f. پس1

h(x)به توابع) 2) و (1هاي (براي رد كردن گزينه x وg(x) x 1 يدر بازه[ , ]   توجه كنيد. 1
]يهر دو تابع در بازه , ]1 ياند و در بازهپيوسته( , )1 همـواره برقـرار   1ي (پس نه گزينـه  ها صعودي و ديگري نزولي است.اكسترمم نسبي ندارند، اما يكي از آن (
  ).2ي (است و نه گزينه
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 به ازاي كدام مجموعه از مقادير :17مثالk يهمعادلx x k  3 3  يهدو جواب متمايز و متعلق به باز[ , ]1 84(آمار ـ سراسري               دارد؟(  
1 (  2 (  3 ([ , ]1  4 ([ , ]1   

  : فرض كنيد»  1«گزينه  پاسخf (x) x x k  3 f، در اين صورت3 (x) x  23 fچون 3  در بازه( , )1   ريشه ندارد، پـس تـابعf  در بـازه( , )1 
  تواند داشته باشد.حداكثر يك ريشه مي

  

 عتاب :18مثالf يهازبر ب[ , ]1 )يهوسته و بر بازپي 4 , )1 fر اسـت.پذيمشتق 4 ( ) 1 fو 2 ( )  4 fمقدار .4 (x)  كه در شرايط قضيه مقدار ميانگين
  )84(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       كند كدام است؟       صدق مي

1 (
5
3  2 (3

5  3 (
6
5  4 (6

5  

  : چون تابع  »3«گزينه پاسخfبر روي بازه[ , ]1 )پيوسته بر روي بازه4 , )1 )، c پذير است لذا حداقل يك نقطه ماننـد مشتق 4 c )  1 وجـود دارد   4

f     :داريم كهطوريهب ( ) f ( )
f (c) f (c)

( )

        
 

4 1 4 2 6
4 1 5 5  

  

 فرض كنيد براي اعداد حقيقي :19مثالC وC1 وnC :داريمn
...C C C C

n
    

1 2
1 1 1
2 3 1 ، 85(رياضي ـ سراسري    :در اين صورت(  

n) معادله1
n

...C C x C x   1  ييك ريشه حقيقي در بازه[ , ]1 به ازاي هر2  .دارد (x ،n
n...C C x C x C x    2

1 2    

n) معادله3
n

...C C x C x C x    2
1 2  .به ازاي هر4  ريشه حقيقي ندارد (x،n

nC C x C x ... C x    2
1 2  

  : دهــيمابتــدا قــرار مــي  »1«گزينــه  پاســخnnC C C...f (x) C x x x x
n

    


2 3 11 2
2 3 1در ايــن صــورت واضــح اســت كــه .f ( )    و طبــق

fفرض ( ) 1 لبنابراين طبق قضيه ر .n
n

...f (x) C C x C x     1  يحداقل يك ريشه در بازه[ , ]1 .دارد  

  

 فرض كنيد :20مثالf :   پذير ومشتقf (x)  fدر اين صورت تعداد نقاطي كه در رابطه xبراي هر 1 (x) x اسـت  كند برابر صدق مي
  )85سراسري نساجي ـ (  با:  

  2) حداكثر 4  2) دقيقاً 3  1) حداكثر 2  1) دقيقاً 1

  : تابع  »2«گزينه پاسخg(x) f (x) x  يها معادلهرا در نظر بگيريد. تعداد نقاطي كه در آنf (x) x     هـاي برقرار است، برابـر بـا تعـداد ريشـهg(x) 
gياست. با محاسبه (x) داريمg (x) f (x)   1 پس ،g(x)           تابعي نزولي است. هر تـابع نزولـي حـداكثر داراي يـك ريشـه اسـت. برخـي از توابـع نزولـي

g(x)مانند x 1  ها مثلبرخي از آندقيقاً يك ريشه دارند وxg(x) e 1 اصلاً ريشه ندارند. بنابراينg(x)  حداكثر يك ريشه دارد. براي اثبات اين مطلب
g(a)استفاده كنيم. اگر هم ي رلتوانيم از قضيهمي   وg(b)   اي مانندنقطه گاه درباشد آنc بايدg (c)   باشد، كه تناقض است، زيراg (x)   .است  

  

 معادله:  21مثالtgx x 33   )86(عمران ـ سراسري   داراي:  2

]تنها يك ريشه در فاصله )1 , ]

4 .دو ريشه در فاصله )2  است[ , ]


4 .است  

]اي در فاصلهريشه )3 , ]

4 .داراي سه ريشه در فاصله )4  نيست[ , ]


4 .است  

  : ابتدا معادله را به صورت  »1«گزينه پاسخf (x) tgx x   33 2  كنيم.بازنويسي مي  

ــه   ــه ب ــا توج ــنب ــهاي fك ( )   وf ( )


4  ــه ــس معادل f، پ (x)       ــازه ــه در ب ــك ريش ــداقل ي ــاني ح ــدار مي ــيه مق ــق قض )طب , )

4  ــي دارد. از طرف

f (x) ( tg x) x    2 23 1 3  ،پسf تابعي اكيداً صعودي در بازه( , )

4 تواند بيش از يك ريشه در اين بازه داشته باشد.است و لذا نمي  
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 فرض كنيد :22مثالf (x) (x )(x x )    2 21 1 3 f، اكنون معادله جبري2 (x)    را در نظر بگيريد. كدام گزينه كامل است؟  
  )87سراسري ـ تاريخ و فلسفه علم (  

  ) يك ريشه ساده و يك ريشه مضاعف حقيقي دارد.2    ) حداقل يك ريشه حقيقي است.1
    ) دقيقاً يك ريشه حقيقي دارد.4    ) سه ريشه حقيقي متمايز دارد.3

  : ابتدا  »4«گزينه  پاسخf (x) كنيم:را حساب مي  f (x) x(x x ) (x )( x ) x x x           2 2 3 22 3 2 1 2 3 4 9 6 3   
fخبُ چون (x) يي فرد است، پس معادلهاي از درجهيك چندجملهf (x)   ي حقيقي دارد. حالاحداقل يك ريشهf (x) دهيم:را تشكيل مي  

f (x) x x ( x x ) ( x )(x ) x ,x             2 2 112 18 6 6 2 3 1 6 2 1 1 12  

fي مقدار مياني چونحالا طبق قضيه ( ) fو 1 ( ) 1
fتوان گفتمنفي است، پس مي 2  اي ندارد، بنابراينهيچ ريشهf (x)    .دقيقاً يك ريشه دارد  

  
 معادله درجه سوم :23مثالx x x   3 22 1  87(كشاورزي ـ سراسري     ها چگونه است؟از نظر تعداد و علامت ريشه(  

 ) يك ريشه مثبت2 ) يك ريشه منفي1

  ) ريشه ساده منفي ـ مضاعف مثبت 4  ) ريشه ساده مثبت ـ مضاعف منفي3

  : تابع  با در نظر گرفتن  »1«گزينه پاسخf (x) x x x   3 22   داريم:  1
x f ( ) min

f (x) x x
x f ( ) max

   
      

   

2
1 1 1

3 4 1 1 1 31
3 3 27

  

fهم مثبت است لذا تابع x3چون ضريب (x) مقابل خواهد بود. پس واضح است كه صورتبهf (x)   .يك ريشه منفي دارد  
  

 پذير (و با مشتق پيوسته)در تابع پيوسته و مشتق :24مثالf (x)اگر ،f ( ) 1 fو 3 ( ) 2 fو 5 ( ) 3 fو 1 ( ) 4   باشد، كدام گزينه درست است؟ 4

  )87آزاد ـ  صنايع ـ سيستم(  

]) در بازه1 , ]1 fفقط يك نقطه وجود دارد كه 4 (x ) 
1
3  2در بازه ([ , ]1 fحداقل دو نقطه وجود دارد كه 4 (x ) 

1
3  

]) در بازه3 , ]1 fرد كهحداقل چهار نقطه وجود دا 4 (x ) 
7
2  4در بازه ([ , ]1 fحداقل دو نقطه وجود دارد كه 4 (x ) 

7
2  

  : هايبراي هر كدام از بازه  »2«گزينه  پاسخ[ , ]1 2،[ , ]2 ]و 3 , ]3   نويسيم:ي مقدار ميانگين را ميقضيه 4
f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )

c [ , ] f (c ) ; c [ , ] f (c ) ; c [ , ] f (c )
                
  1 1 2 2 3 3

2 1 3 2 4 31 2 2 2 3 4 3 4 32 1 3 2 4 3  

1پردازيم. عددها ميحالا به بررسي گزينه
را در نظر بگيريد. 3  

14 fپس 23 (c ) f (c )  2 1
1
fطبق صورت سؤال 3  ي مقـدار  . بنابر بر قضيهپيوسته است

fمياني اگر  1در يك نقطه بزرگتر از
1ي ديگري كمتر ازو در نقطه 3

fداريم x1اي مانندباشد، حتماً در نقطه 3 (x ) 1
1
قرار دارد. از  c2و c1بين x1ي. نقطه3

طرف ديگر  
14 fيعنـي  33 (c ) f (c )  2 3

1
fوجـود دارد كـه   c3و c2بـين  x2اي ماننـد پـس بـا اسـتدلال مشـابه، نقطـه      3 (x ) 2

1
باشـد. پـس    3

fيمعادله (x) 
1
]يحداقل دو جواب دارد كه در بازه 3 , ]1   قرار دارند. 4

  
 ي معادله :25مثالxx x x e x    7 5 37 5 3 ]روي  1 , ]2  88(رياضي ـ سراسري   چند ريشه دارد؟(  

  چهار  )4  سه  )3  دو  )2  يك  )1

  : نويسيم: صورت زير ميهكنيم و آن را بابتدا تمام جملات معادله را به يك طرف منتقل مي  »1«گزينه  پاسخxf (x) x x x x e      7 5 37 5 3 1   
xنقطه واضح است كه   باشد پس معادله يك ريشه دارد ولي توجه كنيد كه همواره معادله فوق مي يكي از ريشهf (x)      است پـس تـابعf    اكيـداً صـعودي

  تواند بيش از يك ريشه داشته باشد، بنابراين دقيقاً يك ريشه دارد. است و نمي

  

x

y
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 هرگاه براي تابعي :26مثالf ( )   و براي هرx داشته باشيمf (x)
x

 
 2

1
1

  )88(معماري كشتي ـ سراسري   كدام رابطه صحيح است؟ گاهآن، 

1 (f ( ) 
1 322 2  2 (f ( ) 

1 125 2  3 (f ( ) 
2 2 25  4 (f ( ) 1 2 2  

  : قضيه مقدار ميانگين را براي تابع  »3«گزينه  پاسخf يدر بازه[ , ]2 صورت:بريم، در اينمي كاربه    
f ( ) f ( )

f (c) , c f ( ) f (c)
c

       
  2

2 22 2 22 1
 


  

cكهاينه حال با توجه ب  2پس ،
c

 
 2

2 2 25 1
  خواهد بود. 

  

 در مورد معادله :27مثالx xsin x cosx  2  88و عمران ـ سراسري 85و نفت ـ سراسري  83و عمران ـ آزاد  71مكانيك ـ سراسري (  توان گفت:مي(  
  ) اصلاً جواب ندارد.4  ) بيش از دو جواب دارد.3  ) فقط دو جواب دارد.2  جواب دارد. ) فقط يك1
  : 2«گزينه پاسخ« f (x) يها را در بازهتابعي زوج است. اگر تعداد ريشه[ , )  يهـا در بـازه  بررسي كنيم، تعداد ريشه( , )    شـود. بـا   هـم معلـوم مـي

xدر fي علامتمقايسه  وx  كنيم. بررسي را آغاز مي  
f ( )  1 دار بودناست. از طرفي با توجه به كرانsin x وcos x ي بزرگترين درجه واضح است كهو استفاده از قاعده

x x
lim f (x) lim x
 

 2.  

fتا اينجا مطمئن شديم كه (x) ل در مورد دهد و حداقل يك ريشه دارد. با كمك قضيهدر اين بازه تغيير علامت ميي ر
fيبهكنيم. با محاسها بحث ميتعداد ريشه (x) :داريم  

  f (x) x sin x x cos x sin x x( cos x)      2 2  
)يدر بــازه , )  داريــمx  و عبــارتcos x2 هــم همــواره مثبــت اســت زيــراcos x  1  پــس در بــازه ،1

f (x)   است بنابراينf (x) اگرتواند دو يا چند ريشه داشته باشد. نمي]f   بخواهد دو ريشه داشـته باشـد،f    هـم
fبايد حداقل يك جا صفر شود.] پس (x)  يدقيقاً يك ريشه در بـازه( , )        دارد، بنـابراين دقيقـاً يـك ريشـه هـم در

)يبازه , ) با اين حساب .داردf  ريشه است. 2دقيقاً داراي  
  

 كنيم ميفرض  :28مثالf برذير باشد و براي چهار عددمشتق پa b c d     داشـته باشـيمf (a) f (b) f (c) f (d)  ،  يمعادلـهf (x)   
  )89(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   حداقل چند جواب دارد؟ بر

  ) جواب ندارد.4  4) 3  3) 2  2) 1
  

  : قضيه رول) فرض كنيد تابعيادآوري: (  »2«زينه گپاسخf در بازه[a,b] پيوسته و در بازه(a, b) پذير باشد. اگرمشتقf (a) f (b) حداقل يك  گاهآن
,a)در بازهcعدد b) موجود است به طوري كهf (c)  .  

fپذير است ومشتقدرfدر سؤال فوق  (a) f (b) پس حداقل يك عددc1 در بازه(a, b)      موجـود اسـت بـه طـوري كـهf (c ) 1      مشـابهاً حـداقل يـك
fموجود است به طوري كه(c,d)در بازهc3و حداقل يك عدد(b,c)در بازهc2عدد (c ) f (c )  2 3 . چونd,c, b,a   متمايز هسـتند پـسc ,c ,c3 2 نيـز   1

fمتمايزند در نتيجه   يريشه دارد. يعني معادله 3حداقلf (x)   در جواب دارد 3حداقل.  
  

 اي بر نمودار تابعنقطه :29مثالx
f (x) ,x [ , ]

x
  


3 1 13 و  دو نقطه ابتداخطي است كه وجود دارد كه خط مماس بر منحني در آن نقطه موازي پاره 5

  )89(كشاورزي ـ سراسري   كند. طول آن نقطه كدام است؟انتهاي منحني را بهم وصل مي

1 (2
3  2 (1

3  3 (1
3  4(2

3  

  : باشد.اين مسئله در واقع بياني از قضيه مقدار ميانگين مي  »2«گزينه  پاسخ  

( )f ( ) f ( )

( )

  
  

 

3 3
1 1 158 2
1 1 2   كند.هم وصل ميهنحني را بخطي كه دو نقطه ابتدا و انتهاي مشيب پاره16

fمساوي aدانيم شيب خط مماس بر منحني در نقطهو مي (a) باشد.مي  ( x ) x
f (x) ( x )

( x ) ( x )

       
 

2
2 2

3 3 5 9 15 15 3 5 16163 5 3 5
 

x  3    ياx x   
13 5 4 xيا    3   3 5 4  

]ولي چون , ]  3 xلذا 11  3 غير قابل قبول است و نقطه مورد نظر
1
xاست (در 3  

1
  .)باشدشيب خط مماس مساوي شيب پاره خط مفروض در مسأله مي 3

  

y

x

1

f (x)
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 تابع : 30مثالf :   مشتق پذير و به ازاي هر عدد حقيقيf (x) (x a)f (x) ,x   صورت معادلهدر اين:f (x)     90(آمار ـ سراسري(  
  ) حداقل يك ريشه حقيقي دارد2   ) ريشه حقيقي ندارد.1
fدر مورد ريشه  ) با اطلاعات فوق4  ) حداكثر دو ريشه حقيقي دارد3 (x) توان كرد. قضاوتي نمي 

  : فرض كنيم  »4«گزينه پاسخg(x) (x a)f (x)  در اين صورت داريمg (x) f (x) (x a)f (x)    پس طبق صورت سؤالg (x)    است. پس
g(x)يمعادله   ي بالاتر داشته باشد زيرا اگري مرتبهي مضاعف يا ريشهتواند ريشهينمx a ي مضاعفريشهg(x) باشد بايدg (a)      شود كـه تنـاقض

g(x)شويم كه در تابعجا متوجه مياست. از اين (x a)f (x)  فقط(x a) درx a شود وصفر ميf (a)   است. از طرفيg(x)    صعودي اكيـد اسـت
g(x)پس فقط همين يك ريشه را دارد پس در ساير نقاط نيز داريم   در نتيجهf (x)  بنابراين .f (x) ي حقيقي ندارد.ريشه   

  
 به ازاي :31مثالx  90(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام نامساوي صحيح است؟(  

1 (Lnx
x x
 


1 1

1 2 (Ln( x)
x x
  


1 111 3( Ln( )

x x x
  


1 1 111 4 (Ln( x )

x x
  


22 211 

  

  : تابع  »3«گزينه  پاسخf (x) Ln( x) 1 را در فاصله[ , x] گيريم. تابعدر نظر ميf  در فاصله مذكور پيوسته و در فاصـله( , x)  پـذير اسـت،   مشـتق  
  پس طبق قضيه مقدار ميانگين داريم:

  f (x) f ( ) Ln( x)
c ( , x) s.t. f (c)

x x

    


1


  
Ln( x)

f (x) f (c) ( )
x c x

c x c x ( )
x c

    
 

         
 

1 1 1 11 1
1 11 1 1 1 21 1

  

)با جايگذاري )در 1(   داريم: 2(
xLn( x) x

Ln( x) x
x x x


      

 
1 1 1 11 1


  

xچون    توان در نامعادله بالا به جايمي ، لذااست فرض شدهx از
x

x  :استفاده كرد 1 Ln( ) Ln( )
x x x x x

x

      


1
1 1 1 1 11 11 11

  

  



  

134 

مشتق و كاربرد مشتق: سوم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  ي مقدار تقريبي تابعتعريف ديفرانسيل و محاسبه :7درسنامه 
  

  

 اگر :1مثالx
y

x


1 باشد، حاصلy dy  در نقطهx   به ازايx /  2 كدام است؟  
1 (/  15  2 (/  34  3 (/ 35  4 (/ 15  
  : ابتدا مقدار نمو  »2«گزينه پاسخy را ازx  تاx x /       كنيم:حساب مي 2

/ /
y f (x x) f (x) f ( / ) f ( ) /

/ /

    
 

           
 

2 2 12 1661 2 1 1 2 6  

)  كنيم:حساب ميرا  yديفرانسيل با استفاده از مشتق،لا حا x) x
dy y dx dx dx / /

( x) ( x) ( )
 


        

  2 2 2
1 1 1 1 1 2 2

1 1 1
  

y  برابر است با: dyو yدر نتيجه اختلاف dy / / /        166 2 34  
 

 در تابع :2مثالx
y

x


1 اگرx  1 وx /  4  .مقدار ديفرانسيلاستy كدام است؟  

1 (/ 1  2 (/ 2  3 (/ 3  4 (/ 4  

  : 1«گزينه پاسخ«  x
x /

( x) x
dy y dx dy dx dx dy / /

( x) ( x) ( )
 

 
        
  

1
2 2 24

1 1 1 4 1
1 1 1 1

  

  

 در تابعي به معادله :3مثالxy xe x  2 5 x، در نقطهxبراي ي، با افزايش يك واحد 1   هر بتقريباً چه مقداy شود؟اضافه مي  
1 (1  2 (3  3 (5  4 (6  
  : لذا ديفرانسيلاست مورد نظرتابع  اين تغييرات تقريبي مقدار چون»  4«گزينه پاسخ ،y كنيم.مي را حساب  

x ,dxx xdy y dx (e xe )dx dy (e )             12 22 5 5 1 6  
 

 داشته باشيم اگر :4مثالx xy y x y     2 25 7 )در نقطه y، مقدار ديفرانسيل 9 , )1   به كدام صورت است؟ 1

1 (dy dx 
1
2  2 (dy dx 5  3 (dy dx 

1
5  4 (dy dx 2  

  : گيري ضمنيمشتقبا استفاده از  ابتدا  »2«گزينه پاسخy  آوريم:مي بدسترا  x
( , )

y

f x y
y

f x y

            
      1 1

2 5 7 2 5 7 55 2 1 5 2 1  

dyيهحال از رابط y dx شودنتيجه ميdy dx 5.  
 

 اگر :5لمثاy x x 2 باشد، حاصل(dy y)  در نقطهx  xو 1 /  1 : برابر است با  
1 (/  2   2 (/  1   3 (/ 2  4 (/ 3  
  : 2«گزينه پاسخ«   

y  روش اول: f (x x) f (x) f ( / ) f ( ) ( / / ) ( ) /           1 1 1 1 21 1 1 1 1 31  
dy y dx ( x )dx ( ) / / dy y / / /                  2 1 2 1 1 1 3 3 31 1  

fچونروش دوم:  (x) ي دو است و ضريباي از درجهچندجملهx2 در آنa 1 :است داريم  
y dy a( x) ( / ) / dy y /              2 21 1 1 1  

  
  

 ديفرانسيل مرتبه دوم تابع با ضابطه : 6مثالxy xe در نقطهx  x، در صورتي كه 1 /  1 :باشد، برابر است با  
1(/ e 2  2(/ e 1  3(/ e  3  4(/ e 1  
  : كنيم:ي دوم را حساب ميمشتق مرتبهابتدا »   3«گزينه پاسخ  x x x x x x xy xe y e xe y e e xe ( x)e          2  

xd   :داريم بنابراين y y dx ( x)e dx ( )e ( / ) / e        2 2 2 1 22 2 1 1 3  
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 مقدار تقريبي  :7لمثاArccot g / 99 كدام است؟  
1 (

 



1
4 2  2 (

 



1
4 2  3 (

 



1
4 1  4 (

 



1
4 1  

  : تـابع  خـواهيم مقـدار تقريبـي   در اين مثال مـي »  2«گزينه پاسخf (x) Arccotgx را درx / xكنـيم حسـاب كنـيم. فـرض مـي     99 1  باشـد،   

dxپس x x /      f. در ضمن1 (x)
x

 
 2

1
1

  است. 

f (x) f (x ) f (x ) x f ( / ) f ( ) f ( ) ( / ) Arccotg / Arccotg ( / )         
 

            
 2
1 199 1 1 1 99 1 1 4 21 1

  

 

 ر تقريب بهتري براي كسينوس يك راديان است؟از مقادير زي يككدام  :8مثال    

1 (/ 48  2 (1
2  3 (/ 54  4 (/ 61  

 :هدف مـا تقريـب زدن مقـدار تـابع      »3«گزينه   پاسخf (x) cos x  يراديـان اسـت. در بـين زوايـاي شـناخته شـده      ي يـك  در زاويـه
6،


4،


و 3

2 

xمقدار


 3 زيرا ،تر استاز همه به يك نزديك/ 3 14 است. بنابراينx x x


    1 3  خواهيم داشت:و  

f (x) f (x ) f (x ) x cos sin ( )
       13 3 3   

( ) / / ( / ) / ( / )( / ) / / / /


         
1 3 1 5 85 1 1 3 5 85 3 5 39 539 542 2 3                

3/ا توجه به آن كهب 1 7 و/ 3 1، :داريم/
3 852   و/

 1 33  .  

  

 14متر و شعاع خارجي آنسانتي 4اگر شعاع داخلي يك كره فلزي   :9مثال     كره چقدر است؟ يهمتر باشد، حجم تقريبي جدارسانتي 16

1 (3  2 (4  3 (2  4 (  

 :صورتبه. فرمول حجم كره خواهيمرا مييك كره  يحجم پوسته در اين مثال  »2«گزينه   پاسخV r  34
rاست. شـعاع داخلـي   3  4    اسـت و شـعاع

r خارجي   
1 14 416 drپس 16 r r  

1
16 آيد. بدست كنيم تا حجم پوستهحجم را حساب مي مقدار ديفرانسيل. اكنون است  

dV V (r ) dr r          2 1 14 4 16 416 16 حجم پيوسته  

  

 اگر تابع  :10مثالf در شرايطf ( ) 1 fو 3 ( ) 1 fمقدار گاهنآصدق كند،  4 ( / )1 3   برابر با كدام گزينه است؟  1

1 (125/1  2 (1/1  3 (/1 75  4 (/1 25  

 :در اين مثال با تابع  »4«گزينه  پاسخf (x)1 خواهيم مقدار تقريبي آن را درسروكار داريم و ميx / 3 xكنـيم حساب كنـيم. فـرض مـي    1   پـس  باشـد  3

dx x x /    f. طبق صورت سؤال1 ( ) 1 fپس ،3 ( ) 1 3 f)  و طبق فرمول مشتقِ تابع معكوس داريم: 1 ) ( )
f ( )

   


1 1 13 1 4  

  توانيم تقريب خواسته شده را انجام دهيم:ميحالا 

f (x) f (x ) (f ) (x ) x f ( / ) f ( ) (f ) ( ) / / /                1 1 1 1 1 1 1 13 1 3 3 1 1 1 1 1 254 4     
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 در مثلث :11مثالABCطول بعضي از قطعات مربوط در شكل مشخص شده است. فرض كنيد طول ،h نمايش داده شده هاي در مقايسه با ساير طول

     كدام است؟BACيبسيار كوچك است. از روش تقريب خطي مقدار تقريبي براي سينوس زاويه

1 (h
/ / Arcsin8 3 3   2 (h

/ / Arctg6 5 3   

3
5

4
ChB

A  

  

3 (h
/ / Arctg8 6 3   4 (h

/ / Arcsin8 4 3   

 :در شكل داده شده، پاي عمود را»  3«گزينه   پاسخD دكني ـ، فـرض  نـاميم ميˆDAC   وˆBAD d  .باشـد 
)sinي مســئلهخواســته d )    تــابعاســت. بــرايf ( ) sin   ،داريــمf ( d ) f ( ) f ( )d       پــس 

sin( d ) sin cos d        داده شـده مشـخص اسـت كـه     هـاي با توجه بـه انـدازهsin  
4
5

®MI£¶ ”±†
oU»

 ،

cos  
3
5

n»I\¶ ”±†
oU»

)sin  . پس داريم: d ) d   
4 3
5 5  

hتوجه كنيد. BADˆثدر مثل dياكنون به زاويه h
tg(d ) d Arctg     3 3

®MI£¶ ”±†
n»I\¶ ”±†

  بنابراين داريم: 

h h
sin( d ) Arctg / / Arctg    

4 3 8 65 5 3 3    
  

 براي تقريب مقدار  :12مثالf (x) در نقاط نزديك به صفر از تخمينf (x) f ( )  يخطاي نسبي در محاسبه .ايمكردهده استفاsin(ax) cos(ax)  
sinيدر نقاط نزديك به مبدأ، دو برابر خطاي نسبي محاسبه x cosx2   كدام است؟ aدر اين نقاط است. مقدار 3

1 (4  2 (6  3 (2
3  4 (4

3  

 :يطبق صورت سؤال براي تقريب مقـدار تـابع در نقطـه     »4«گزينه   پاسخx x x     ياز تقريـب سـادهf (x x) f (x )     ايـم اسـتفاده كـرده 

x(البته    .(يخطاي نسبي محاسبهاستf (x)    يدر نقاط نزديـك بـه نقطـهx x     برابـر اسـت بـا:    بـراي ايـن فرمـولf (x ) x

f (x )

 


بنـابراين بـراي توابـع     

f (x) sin ax cos ax  وg(x) sin x cos x 2 xدر نقاط نزديك به 3   :داريم    

a x  يخطاي نسبي محاسبهf (x)xf (x ) x a cos ax a sin ax
x

f (x ) sin ax cos ax
  

   


   

  
fيخطاي نسبي محاسبه  (x)  

x 
2
g(x)xgيخطاي نسبي محاسبه 3 (x ) x cos x sin x

x
g(x ) sin x cos x

  
   


2 3
2 3

   

  
  g(x)يخطاي نسبي محاسبه 

a  داريم: است پس g، دو برابر خطاي نسبيfخطاي نسبي طبق صورت سؤال   
2 42 3 3  

  

 تقريب: 13مثالh
h 1 1 1 1

 


|از احكام زير براي يككدامگيريم. را در نظر مي  h |
1

1 درست است؟    

  منفي با همان قدرمطلق است. hتر از تقريب برايمثبت دقيق h) تقريب براي1
  مثبت با همان قدرمطلق است. hتر از تقريب برايمنفي دقيق h) تقريب براي2
  منفي با قدرمطلق برابر به يك دقت است. hمثبت و h) تقريب براي3

|با hيك از سه حكم بالا براي) هيچ4 h | 
1

1
 

  صادق نيست. 

 :جايدر اين مثال به  »1«گزينه   پاسخx  حرفازh استفاده شده است. تقريبh
h 1 1 1 1

 


fرا با فرمول  (x h) f (x ) f (x )h     مقايسه

fشويد كه با تابعكنيد. متوجه مي (x) x 1 و وكار داريمسرx 1 حالا كه اين تقريب با استفاده از فرمولاست .f (x ) f (x )h   نوشته شده است، خطاي

hيآن از رابطه
f (c)

!
 

2

  كنيم:را حساب مي fآيد. مشتق دوممي بدست 2

  f (x) x f (x) x f (x) x
 

      
1 9 19
1 1 11 9

1 1
  

  
  

d


3

5

4
C

h
B

A

D
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hيدر نتيجه خطاي اين تقريب از رابطه
c

!


  

19 2
19

1 2


 
h  پس قدرمطلق خطا برابر است با: آيد.مي بدست 

| | c


 
192
19

2


 
  

xعدد بين cكه 1 وx h h  1  .ين تقريب را يك بار براي مقدار مثبتحالا فرض كنيم ااستh1 و يك بار هم براي مقدار منفيh h 2 انجـام داده   1
   :دهيمنشان مي 2و 1ها را باباشيم. خطاي اين تقريب

                f (c ) h
h | | c

!


    

192
21 1 11 1 1 1

9
2 2


 

  

f (c ) h
h | | c

!


    

192
22 2 12 2 2 2

9
2 2


 

  

hچون 1  مثبت است پسc ( , h ) 1 11 hو چون 1 2 پس ،c ( h , ) 2 21  h1چـون   كنيم،آمده را با هم مقايسه مي بدستخطاهاي  قدرمطلق حالا. 1

hقرينه هم هستند پس h2و h2 2
1 cيبادر ضرو تفاوت خطاها فقط  2


19
11  وc


19
12   .اسـتc1  يدر بـازهc h  1 11   از يـك اسـت.    قـرار دارد پـس بزرگتـر    1

c اما 2 cدهد كهاين نشان مي ،1 c 2 cپس 11 c
19 19
1 12 1  ها) داريمو با وارونه كردن طرفين (يعني قرينه كردن توانc c

 


19 19
1 12 1 پس . | | | |  2 يعني  1

  است. h1بيشتر از خطاي مربوط به h2خطاي مربوط به
  

 78ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  هستند؟ 5تري براياز مقادير زير تقريب مناسب يككدام: 14مثال(  

1 (75/1  2 (2  3 (25/2  4 (5/2  

 دانيممي  »3«گزينه   اسخ:پn n
n

b
a b ~ a

n.a 
  nدر اين تست 1 a  bو 2 1 باشد:مي   /     


2 1 95 2 1 2 2 252 2 4  

  
 اگر: 15مثالx y

Ln
x y





باشد حاصل 3

y

x
lim

y 




  )80ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(                 كدام است؟ 

1 (y

x
  2 (x

y

  3 (x

y
  4 (y

x

  

 :كه وقتي دانيممي  »3«گزينه    پاسخy د داريم:كوچك باشy dy  همچنين نمادهايx وdx معادلند، بنابراين
y

x dx
lim

y dy 





پس كافي اسـت  

    زير خواهد بود: صورتبهمشتق بگيريم و چون تابع ضمني است فرمول  yاز تابع داده شده نسبت به 
y

x

fdx x y
, Ln ( ) Ln(x y) Ln(x y)

dy f x y

 
        

 
3 3   

(x y) (x y)
dx (x y) (x y) x xx y x y (x y)(x y)

(x y) (x y)dy (x y) (x y) y y
x y x y (x y)(x y)

  


      
       

      
   

1 1
2

1 1 2  

  

 وقتي: 16مثالh    ،از مقادير زير تقريب بهتري براي يككدامخيلي كوچك باشد
h




1 1
5   )86فلسفه علم ـ سراسري تاريخ و (  است؟ 25

1 (h


15  2 (h


 25  3 (h

15  4 (h

25  

 :تابع  »4«گزينه   پاسخf (x)
x


xرا در نظر بگيريد. فرض كنيم 1  xو 25 h 25 ين صورتباشد. در اx x x h    است و خواهيم داشت:  

x
f (x) f (x ) f (x ) x f (x) x

x


 


 


    

3
21

2  

xبا جايگذاري  25،x h  وx h 25 :داريم  ( ) h h
h

h h h
  

 



     
  

3
21 1 25 1 1 1 1

2 5 25 5 2525 25 25 25
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 ابعدر ت: 17مثالy
x


yمقدار 1

y
x

 


  )87(آبياري و زهكشي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
x(x x) 

1  2 (x

x(x x)


 

  3 (
x (x x) 2

1  4 (x

x (x x)



 2  

 :توان به اين شكل نوشت:استه شده را ميعبارت خو  »4«گزينه   پاسخ  y y y x y dy
y

x x x

       
  

  

  كنيم:را محاسبه مي dyو yپس

  x
y f (x x) f (x)

x x x x(x x)


       

   
1 1  

x
dy f (x) x x

x x

     2 2
1  

  بنابراين داريم:
x x

y dy xx(x x) x
x x x(x x) x x (x x)

 


       
     

2
2 2

1 1  

  
 5/مقدار تقريبي: 18مثال 31   )87(كشاورزي ـ سراسري   با استفاده از ديفرانسيل كدام است؟ 2

1 (/1 98   2 (985/1 3 (/1 99  4 (995/1 

 :دانيممي  »3«گزينه    پاسخn n
n

b
a b a

na 
   /   :داريم ، بنابراين1

/ /    


5 5
4

8 12 8 2 2 1 9915 2
 


  

  

 مقدار تقريبي: 19مثال( / )23 63   )88(صنايع غذايي ـ سراسري   با كمك ديفرانسيل كدام است؟ 4
1( 88/15  2(/15 9  3( 92/15  4( 94/15  
 :دهيمقرار مي  »2«گزينه    پاسخf (x) x 3 2،x  64 وx /   6در اين صورت به كمك فرمول تقريب ،f (x x) f (x ) f (x ) x      

)  شود:نتيجه مي / ) ( / ) / /     32 23
3
263 4 64 6 16 1 15 9

3 64
     

  
 مقدار تقريبي عدد: 20مثال( / )25 31   )90غذايي ـ سراسري  (صنايع  با كمك ديفرانسيل كدام است؟ 55

1 (/3 9725  2 (/3 9875  3 (/3 9825  4 (/3 9775  
 :تابع  »4«گزينه    پاسخf (x) x 5 x   :كه كنيمگيريم. فرض ميرا در نظر مي 2 , x /   32 45    

/x  خواهيم داشت: fبنابراين با استفاده از ديفرانسيل تابع / /
df x x ( ) df ( )

x

  
       

3
325

5 3
2 2 45 2 45 9
5 5 5 8 4

     

  داريم: fاز طرفي با توجه به تعريف ديفرانسيل تابع
  x x xdf | f (x x) f (x ) df | f ( / ) f ( )       32 31 55 32    

/
f ( / ) f ( ) df ( ) /


   

931 55 32 4 3 97754
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  چهارمفصل 

  » انتگرال« 
 

  گيريگيري و استفاده از تغيير متغير در انتگرالهاي انتگرالفرمول :1درسنامه 
  

  

 حاصل انتگرال :1مثالdx

( x )
 2 31

  كدام است؟ 

1(x c
x


 21

   2(x c
x




 21
  3(x x c

x
  



2
2

11
1

   4(x x c
x

  


2
2

11
1

   

 :از تغيير متغير»  1«گزينه  پاسخx sin ،dx cos d   داريم كنيم، در اين صورتاستفاده مي:  
x

c
x


 21

dx cos d cos dd tg c
cos cos( x ) ( sin )

   
      

   
   3 22 3 2 31 1

  

xبـراي ايـن منظـور چـون     .تبـديل كنـيم   xرا به عبارتي بر حسـب  آمده بر حسب دستبهد عبارت قسمت نهايي پاسخ، بايدر ها در اين نوع انتگرال sin  ،

cosگاهآن sin x     2 21 sinصورتبهتوان را ميtgو لذا 1 xtg
cos x


  

  21
هـاي مثلثـاتي   نوشت. البته در اين سـؤال اسـتفاده از فرمـول    

  هاي بعدي آن روش را نيز خواهيم ديد.الزاويه است كه در مثالرسم يك مثلث قائم ،اما يك روش جالب .راحت بود
  

 حاصل  : 2مثالx
I dx

x


 

2
4

  ينه است؟، برابر كدام گز1

1 (x( ) C
x



2

32 1
3  2 (x( ) C

x



2

31 1
3  3 (x( ) C

x


 
2

32 1
3  4 (x( ) C

x


 
2

31 1
3  

 :؛كنيـد كنـيم، فـرض   ي اين انتگرال از تغيير متغير استفاده مـي براي محاسبه»  4«گزينه   پاسخx sin  پـس ،dx cos d        و بـا توجـه بـه رابطـه

cot g
sin

  


2
2

  ، داريم:11

  
[ , ]

sin | cos | cos cosI cos d cos d d ( )d
sin sin sin sin sin

 
 

    
        

       
2 2 2

4 4 4 2 2
2 21 1  

u cotg u cotg cosI cotg ( cotg )d I c c [ ] c
sin

   
               


3 3 32 2

3
11 3 3 3

´ÄnHj oÃ™T¶ oÃÃ™U pH  

   cosبنويسـيم، بـراي ايـن منظـور بايـد      xبايـد حاصـل انتگـرال را بـر حسـب      هستند، بنابراين xها بر حسبمحاسبه شد، اما گزينه خبُ، انتگرال بر حسب

x  حساب كنيم: xرا نيز بر حسب sin x sin x sin x cos cos x                 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1  

cos  بنابراين داريم: ( x )I [ ] c [ ] c
sin x

 
     



3 2 3

3 3
1 1 1
3 3  
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انتگرالفصل چهارم:   ارشد كارشناسي يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل انتگرال :3مثالdx
I

x x



 2 2 4

  كدام است؟ 

1 (x c
x


 
2 4
4  2 (x c


2 4
4  3 (x c

 
2 4
4  4 (x c

x



2 4
4  

  : فرمه بيرون راديكال موجود نيست و عبارت زير راديكال ب ،مشتق عبارت داخل راديكال كهاينبا توجه به »  1«گزينه پاسخu a2 از  . پـس باشـد مـي  2
uمتغير a tg  كنيم:استفاده مي  

  x tg dx ( tg )d d sec d
cos

           


2 2
2

22 2 1 2  

sec d sec d sec d sec cosI d d
( tg )( sec ) tg sin costg tg tg ( tg )

       
      

         
    

2 2 2 2

2 2 22 2 2 2
2 2 2 1 1

4 44 24 4 4 4 4 1


( )

u du

cos xd (sin ) cos d sin c c c
sin xsin

   
              

 
2

2 2 1
2

1 1 1 1 4
4 4 4 4 4  

xنوشتيم چـون  xبارت را برحسبتوجه شود در قسمت نهايي كه ع tg 2 وcot g
x

 
sinو از آنجـايي كـه   2

cot g
 

 
2

2
1

1
تـوان نتيجـه گرفـت    مـي  

xsin
x( )

x

  


2
2

22
1
2 41

xsinلذا .
x

 
2 4

  آمد. دستبه 

  

 در پاسخ انتگرال  :4مثالxdx
I

x x


 
 23 4 4

Asinصورتبهها ، يكي از جمله (x ) 1 1
  كدام است؟ Aباشد. مقدارمي 2

1 (
1
4  2 (1

4  3 (1
2  4 (

1
2  

 :صورتبهابتدا انتگرال را »  1«گزينه   پاسخxdxI
( x )


 

 24 2 1
uكنيم، سپس با به كارگيري تغيير متغيربازنويسي مي  x 2   ، داريم:1

  
u du

u u uI du du du ( ) ( u ) ( u)du Arcsin( )
u u u u




 
        

   
    

1
2 2

2 2 2 2

1
1 1 1 1 1 1 1 12 2 4 24 4 4 4 2 4 24 4 4 4

  

x( ( u ) ) Arcsin [ u ] Arcsin(x ) C ( x ) Arcsin(x ) C
                

1 1
2 2 22 21 1 2 1 1 1 1 1 1 12 4 4 4 2 18 4 2 4 4 2 4 4 2  

 

 حاصل  :5مثالxx (Lnx ) dx 4   )78(آمار ـ سراسري              كدام است؟ 1

1 (xx c41
4  2(xLnx c4  3(xLnxxe c44  4 (x(Lnx ) c 

1 14  

 :تغيراز تغيير م  »1«گزينه  پاسخx xdu x (Lnx )dx،u x  4 44     :داريم كنيم، بنابرايناستفاده مي 1
x xx (Lnx )dx du u c x c      4 41 1 11 4 4 4  

  

 حاصل :6مثالI sin ( Arccosx)dx  2 1
  )79(تأسيسات و آبياري ـ آزاد   كدام است؟ 2

1 (x x c  41 24  2 (x x c 21 22  3 (x x c  21 1
4 2  4 (x x c 21 42  

 :كنيم:شكن استفاده ميبنابراين از فرمول توان با توجه به اين كه توان سينوس زوج است،  »3«گزينه   پاسخ  
cos(Arccos x) x xsin ( Arccos x) I ( x)dx x c 

       
2

2 1 1 1 1 112 2 2 2 2 4  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 حاصل انتگرال :7مثالx dx

( x )


2

29
  )80(عمران ـ آزاد               ، كدام است؟

1(x x x[sin ] c 
 

2
19 9

2 3 9  2(x x x[sin ] c 
 

2
19 9

2 3 9  3(x x x[sin ] c 
 

2
13 9

2 3 3  4(x x x[sin ] c 
 

2
13 9

2 3 3  

 :با توجه به وجود  »2«گزينه  پاسخx xاز تغيير متغيراديكال، در زير ر 29 sin t 3،dx cos tdt   :داريم كنيم. در اين صورتاستفاده مي 3

x dx sin t cos tdt x x xsin tdt ( cos t)dt (t sin t) c (sin ) c
x sin t

 
         

 
   

2 2 22 1
2 2

9 3 9 9 1 9 99 1 2 22 2 2 2 3 99 9 9
  

  

 انتگرال:  8مثالxdx

x 41
  )81(عمران ـ آزاد                 را بيابيد. 

1(/ / / / /x x x x x Ln | x | C      5 4 3 4 1 2 1 4 1 44 4 2 4 4 15 3  2 (sin (x x ) C  1 2  

3 (Ln | sin x | C 1  4 (/ /x x Ln | x x | C   3 4 1 2 23 24  

 :باشد، بايد از تغيير متغيرمي 2و  4ها ي راديكالبا توجه به اين كه فرجه  »1«گزينه   پاسخkx u يم كـه ، اسـتفاده كن ـk    كـوچكترين مضـرب مشـترك ،

xاز تغيير متغيرها است. فرجه u dx و 4 u du   داريم: كنيم، در اين صورتاستفاده مي 34

xdx u du I (u u u u )du
u ux

       
   

5
4 3 2

4
4 14 11 11

Zoh¶ oMRn¼‚´Ãv£U IM  

u u u u u Ln | u | c x x x x x Ln( x ) c               
5 3 1 1 1

5 4 3 2 4 4 2 4 44 4 4 42 4 4 1 2 4 4 15 3 5 3  

  

 مقدار انتگرال :9مثالdx

x x 83(عمران ـ سراسري                             كدام است؟(  

1(c
x




1
1

  2(x c 1  3(Ln | x | c 2 1  4(Ln | x | c 2 1  

 :براي حل انتگرال داده شده از تغيير متغير  »4«گزينه   پاسخu x ،كنيم:مقابل استفاده مي صورتبه  u x x u dx udu    2 2  
dx udu du Ln | u | c Ln | x | c

ux x u u
       

   2
2 2 2 1 2 11  

  
 انتگرال :10مثالx

dx
x



1

  )83ـ آزاد سيستم  ـ صنايع(        برابر است با: 1
1 (xLn | |

x
 
 

1 22
1 2

  2 (xLn | | x c
x

 
  

 
1 22 2 1
1 2

  

3 (xLn | | Ln x c
x

 
  

 
1 2 1
1 2

  4 (xLn | | x c
x

 
  

 
1 22 2 1
1 2

  

 :از تغيير متغير  »2«گزينه  پاسخu x 1 ،x u 2 dxو 1 udu   :داريم كنيم. در اين صورتاستفاده مي 2

x u du ( u )dx du du ( )du
x u u u
  

    
      

2 2

2 2 2
1 2 2 4 4 421 2 2 2

  

du u xdu u Ln | | c x Ln | | c
u xu
  

           
    2

4 2 1 22 4 2 2 1 2
2 2 2 1 22
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انتگرالفصل چهارم:   ارشد كارشناسي يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :11مثالdx
F(x)

(x ) x


  1 )F، مقدار6 ) F( )3 3 84(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       كدام است؟(  

1 (Ln 


3 13 3 5
3 13 3 5

  2 (Ln 


5 13 3 5
5 13 3 5

  3 (Ln 


5 13 3 5
5 13 3 5

  4 (Ln 


3 13 3 5
3 13 3 5

  

 :از تغيير متغير براي حل اين سوال  »2«گزينه  پاسخu x 2  كنيم، داريم:استفاده مي 6

  x u dx udu   26 2  
dx udu du u xF(x) Ln Ln

(x ) x u x(u )u u
  

    
       2 2

2 1 5 1 6 52
1 6 5 5 5 6 55 5

  

( )( )F( ) F( ) Ln Ln [Ln( ) Ln( )] Ln Ln( )
( )( )

      
      

      
1 36 5 1 9 5 1 6 5 3 5 1 6 5 3 5 5 13 3 53 3 55 36 5 5 9 5 5 6 5 3 5 5 6 5 3 5 13 3 5

  

  

 انتگرال :12مثال
x

dx

e 1
  )86(عمران ـ سراسري   برابر است با:  

1( xCLn( e ) x  21  2( xCLn( e ) x x   21  3( xx Ln( e ) C  1  4( xx Ln( e ) C  1  

 :3«گزينه  پاسخ«  
x x x

x
x x x

dx e e edx ( )dx x Ln( e ) C
e e e

 
      

    
1 1 1

1 1 1
  

  

 انتگرال نامعين :13مثالdx

sin x cos x 2 24 25
  )87ـ سراسري  سيستم ـ صنايع(  كدام است؟ 

1 (tg ( tgx) c


 11 2
1 5  2 (tg( tgx) c




1 2
1 5  3 (tg( tg x) c


 11 2

1 5  4 (tg ( tg x) c


  1 11 2
1 5  

 :با تقسيم صورت و مخرج كسر بر  »1«گزينه  پاسخcos x2 :داريم  
dx dx

dx cos x cos xI dx
sin x cos x tg x tg x

  
  

  
2 2

2 2 2 2
1

2544 25 25 4
4

  

tgxكنيمحالا فرض مي u و لذاdx du
cos x

2 فرمول داريم:، پس طبق  tgxI ( )Arctg[ ] c Arctg[ tgx] c


   
1 1 1 2

5 54 1 5
2 2

  

  

 حاصل :14مثالx
I Ln dx

xx




 2
1 1

11
  )88عمران ـ آزاد (  ، كدام است؟

1 (xLn ( ) c
x





21 1

4 1  2 (xLn( ) c
x






2

2
1 1
8 1

  3 (xLn( ) c
x





3 1
5 1

  4 (xxLn( ) c
x

 


1 1  

 :از تغيير متغير  »1«گزينه   پاسخxu Ln
x





1
  كنيم:، استفاده مي1

xu Ln( x) Ln( x) du ( )dx du dx dx ( )du
x x x


          

  

2

2
1 1 2 11 1 1 1 21

  

)x[Ln  بنابراين داريم: )] c
x





21 1

4 1
x u uI ( )u[( )du] udu [ ] c c

x


      
 

2 2 2

2
1 1 1 1

2 2 2 2 41
    

)، خـداحافظي  4) و (3هـاي ( جـا از گزينـه  حاصل انتگرال بايد زوج باشـه! بنـابراين همـين   شه فهميد؛ تابع تحت انتگرال، تابعي فرد است، بنابراين مينكته تستي: 

)xLnكنيد!! (به) فكر هم نمي2) اصلاً به گزينه (2) و (1هاي (باشيد، بين گزينه حل كردهكنيم. اگر كمي تست انتگرال مي )
x




1
  در زير انتگرال دقت كنيد.) 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 شيب خط مماس بر منحني تابع :15لمثاy f (x)ي، در هر نقطهM(x,y) واقع بر آن، برابر مربع عرض آن نقطه است. اگرf ( )  2  باشد، مختصات
fمركز تقارن تابع (x) 88ريزي شهري ـ سراسري رنامهب(  كدام است؟(  

1 (( , )1 1  2 (( , )1   3 (( , )1
2   4 (( , )11 2  

 :نيم شيب خط مماس بر تابعاداز فصل مشتق مي  »3«گزينه   پاسخf (x)برابر با ،f (x) :است، پس داريم  
dy dyf (x) y y dx y dy dx y x c
dx y

            2 2 2 1
2

´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH    

y( )x c c c
y

          21 1 1
2 2

   

fي تابعبنابراين ضابطه (x) صورتبهx
y

  
1 1

yصورتبه، و يا به عبارت ديگر 2
xx


  



1 2
1 2 1
2

ت مركز تقارن تابع را ل، مختصاشود. اما سؤانوشته مي 

yتابع فوق داراي مجانب افقيپس ها، مركز تقارن است، دانيم براي توابع هموگرافيك محل برخورد مجانبميخواسته است، از طرفي      و مجانـب قـائمx 
1
2 

)است و بنابراين نقطه , )
1
2  .مركز تقارن منحني است  

  
 شيب خط مماس بر منحني :16مثال(c) در هر نقطهM(x,y) برابر ،واقع بر آنx

y

2
قطع  7اي به عرضهها را در نقطyاست. اگر اين منحني محور 

xكند، خط    )89(صنايع غذايي ـ سراسري   كند؟را با كدام عرض قطع مي 3
1 (3  2 (2  3 (4  4 (5  
 :با توجه به توضيحات سؤال داريم:  »4«گزينه  پاسخ  

( , )x y x y xy yy x c c
y

           
2 2 3 2 372

1 1
7 7

2 3 2 2 3 2
´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH k¹¨Â¶¡k‚¾²jI•¶ nj ¾‰£º  

x y y y      
2 23 27 7 25 52 3 2 2 2  

  
 حاصل :17مثالdx

I
sinx


   )89اي ـ آزاد هسته(  ، برابر با كدام گزينه است؟1

1 (tgx cosecx c   2 (cotgx tgx c   3 (tgx secx c   4 (sec x c2  
 :بهترين روش، ضرب صورت و مخرج در   »3« گزينه پاسخ»sin x1 «:است  

tgx secx c 
sin x sin x dx sin xI dx dx dx tgx c

cos xsin x cos x cos x cos x
 

       
   2 2 2 2

1 1 1
1
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

 .هاي مختلف فرد و يا زوج هستندبا توان كه شامل توابع مثلثاتي و هيپربوليكي هاي انتگرالمحاسبه :2درسنامه
  

 حاصل انتگرال : 1مثالI sin xdx    كدام است؟ 4

1 (x
sin x sin x c  

3 1 12 48 4 32  2 (x
sin x sin x c  

3 1 12 48 4 32  

3 (x
sin x sin x c  

3 1 12 48 8 32  4 (x
sin x sin x c  

3 1 12 48 8 32  

  :2«گزينه پاسخ«      cos x
I sin x dx ( ) dx ( cos x cos x)dx


      4 2 21 2 1 1 2 2 22 4  

cos x x
I [ cos x ( )]dx x sin x x sin x c sin x sin x c


            

1 1 4 1 1 1 1 3 1 11 2 2 2 4 2 44 2 4 4 8 32 8 4 32  

 

 حاصل انتگرال :2مثالI cot g xdx    كدام است؟ 3

1(cot g x Ln | sin x | c  21
2  2(cot g x Ln | sin x | c  21

2  3 (cot g x Ln | sin x | c 21
2  4 (cot g x Ln | sin x | c 21

2  

  :2«گزينه پاسخ«  


u du

cot g x
I cot g x dx [(cot g x cot gx) cot gx]dx cot gx (cot g x )dx cot gx dx Ln | sin x | c



             
2

3 3 2 1 2  
  

 حاصل  :3مثالcos x
I dx

cos x





1 2
1   كدام است؟ 2

1 (x tgx c    2 (x tgx c    3 (x cot gx c    4 (x cot gx c    
 :شكن) استفاده كنيم:هاي تواناز قوانين مثلثاتي (فرمول ابتدا ستا كافيباشد، انتگرال بسيار ساده ميحل اين   »4«گزينه   پاسخ  

cos x cos x
I dx dx (cot g x)dx (cot g x )dx (cot g x )dx dx cot gx x c

cos x sin x


            

     
2 2 2 2
2

1 2 2 1 1 11 2 2
  

  

 نتگرالحاصل ا: 4مثالI tg xdx    كدام است؟ 5

1(tg x tg x
Ln | sec x | c  

4 2

4 2  2 (tg x tg x
c 

4 2

4 2  

3(tg x tg x
Ln | sin x | c  

4 2

4 2  4 (tg x tg x
c 

2 4

4 2  

  :مثالدر اين  ،گفته شده با توجه به نكته»  1«گزينه پاسخn  kلذا است، 5  tg  خواهد بود: 2 x tg x
tg x dx ( ) Ln | | c

cos x
     

4 2
5 2 114 2  

  

 حاصل انتگرال :5مثالI tg xdx    كدام است؟ 6

1 (tg x tg x tgx c  5 31
3  2 (tg x tg x tgx x c   5 31 1

5 3  

3 (tg x tg x tgx c  3 51 1
5 3  4 (tg x tg x tgx x c   5 31 1

5 3  

  : مثالدر اين  ،گفته شدهبا توجه به نكته »  4«گزينه پاسخn  kلذا است،  6  tg  باشد:مي 3 x tg x
I tg x dx tgx ( ) x c      

5 3
6 315 3   

 

 حاصل انتگرال : 6مثالI sin xsin xdx    كدام است؟ 9

1 (sin x sin x c 
1 18 116 2 


  2 (sin x sin x c 

1 18 116 2 


  3 (sin x sin x c 
1 11 82 16


  4 (sin x sin x c 
1 182 16

  

  : به راحتي با توجه به فرمول داريم:  »1«گزينه پاسخ  I [cos x cos x]dx sin x sin x c    
1 1 18 1 8 12 16 2 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 حاصل: 7مثالdx
I

sin x cosx


  3   كدام است؟ 2

1 (x
cotg [tg( ) ] c  1 2

2 3  2 (x
tg [tg( ) ] c  1 2

2 3  3 (x
cotg [tg ] c  1 12  4 (x

tg [tg( ) ] c  1 12  

 :با استفاده از تغيير متغير  »4«گزينه   پاسخx
tg z2:داريم ،  

x
tg [tg( ) ] c  1 12

dz
dzzI dz dz tg (z ) c

z z z z z z (z )
( )

z z

       
      

 
 

   
2 1

2 2 2 2
2 2

2
2 11 1

2 1 2 4 4 2 2 1 13 2
1 1

    

  

 اگر در حاصل انتگرال  :8مثالsin x cosx
I(x) dx

sin x cosx





2 3
4 )Iگاه مقدارگيري صفر باشد، آنثابت انتگرال 3 )


  چقدر است؟ 2

1 (Ln1 36 2
25   2 (Ln


1 54 2

25   3 (Ln


1 36 2
25  4 (Ln1 54 2

25   

 :طبق توضيحات داده شده بايد به صورت زير عمل كنيم:  »3«گزينه   پاسخ  

sin x cos x A( sin x cos x) B( cos x sin x) sin x cos x ( A B)sin x ( A B)cos x          2 3 4 3 4 3 2 3 4 3 3 4   
  آيد:به دست مي Bو Aبا متحد قرار دادن طرفين تساوي فوق يك دستگاه داريم كه با حل آن

A B
A A B

A B

 
             

4 4 3 2 1 54 1825 13 3 4 3 25 75 25     

  شود:بنابراين انتگرال به صورت زير بازنويسي مي
du

u

( sin x cos x) ( cos x sin x) ( cos x sin x)dx
I dx dx Ln | sin x cos x | c

sin x cos x sin x cos x

    
         

   
1 184 3 4 3 1 18 4 3 1 1825 25 1 4 34 3 25 25 4 3 25 25




   

c , x
I( ) Ln Ln ( Ln )


   

         2 1 18 1 18 2 14 2 1 36 22 25 25 25 25 25


   

در روند حل  ؛ وليها روش كار يكسان استاعداد ثابت هم وجود دارند، در اين حالت ،صورت و مخرج كسر تر و سخت اين نوع سؤالات هم وجود دارد كه درفرم كليتوجه: 

بر و بر اساس زير انتگرال است كه حل آن زمان انتگرال اول مانند مثال فوق و انتگرال سوم تقسيم عددي ثابت بر مخرج كسرِ 2كنيم كه به سه انتگرال برخورد مي

xتغييرمتغير
tg t2 مطرح  هااين نوع انتگرال از هاكنون در آزمونتاالبته اي آورده شده است) هاي خودسنجي نمونه) تست3(در آزمون (گيرد. و يا نظاير آن صورت مي

  !ولي به هر حال شما بايد هميشه آماده باشيد ،نشده
  ج

 اگر :9مثالsecx f (x)
( ) dx

tan x sinx cosx


  2
fگاهآن، 1 (x) 79ـ سراسري  سيستمـ صنايع (  كدام است؟(  

1 (cos x  2 (cos x  3 (sin x  4 (sin x  

 :از تغيير متغير ،انتگرال يبراي محاسبه  »1«گزينه   پاسخu tgx 1 كنيم:استفاده مي  tgx u dx du (sec x) dx du
cos x

     2
2

11  

f (x) cosx 
du cos x

I I
sin xu tgx sin x cos xu
cos x

          
 

 2
1 1 1

1 1
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

 انتگرالحاصل  :10مثالsecx.dx80زاد ن ـ آ(عمرا              ، كدام است؟(  

1 (Ln | sec x tgx | c   2 (Ln | cosecx tgx | c   3 (sin x
Ln ( ) c

sin x





1
1  4 (sin x

Ln( ) c
sin x





21

1  

 :زير ارائـه   صورتبهيز ، نحوة اثبات را نيادگيري بهتراما جهت  .باشدصحيح مي 1واضح است كه گزينه  ،هاي ابتداي فصلبا توجه به فرمول  »1«گزينه  پاسخ
  نمائيم:مي
secآوردن انتگرال دستبه xdxهاي مختلفي دارد، اما يك روش ابتكاري و راحت اين است كه صـورت و مخـرج ايـن كسـر را در    ، روش(sec x tgx)   ضـرب

sec  كنيم: x(sec x tgx) sec x (sec x)tgx
(sec x)dx dx dx

sec x tgx sec x tgx

 
 

   
2

  

secحالا اگر از تغيير متغير x tgx u  :استفاده كنيم، داريم  
sin x sin x

tgx u [ ]dx du [ ( ) sec x]dx du [(sec x)tgx sec x]dx du
cos x cos x cos xcos x cos x

          2 2
2 2

1 1 1  

Ln  مشتق مخرج كسر در صورت كسر وجود دارد، لذا داريم: كه كنيدملاحظه مي | secx tgx | c 
du

I Ln | u | c
u

     

  
 كدام گزينه جواب انتگرال :11مثالsin xcosxdx 82سراسري ـ  و هواشناسي ژئوفيزيك(              ؟نيست(  

1 (cos x c 21
2  2 (cos x c21

2  3 (cos x c 
1 24  4 (sin x c21

2  

 :دانيممي  »2«گزينه  پاسخsin x cos x sin x
1 I  و لذا داريم: 22 sin xdx cos x c   

1 12 22 4  

cosدانيماز طرفي مي x cos x 22 2 cosو يا 1 x sin x  22 1 cosهايصورتبهپس حاصل انتگرال  2 x c 21
sinو 2 x c21

نيز قابل نمايش است،  2

 ) نوشت.2به شكل گزينه ( توانپس فقط حاصل انتگرال را نمي

  
 انتگرال نامعين :12مثالtgx secx secx tgx

dx
cosx


  :88(رياضي ـ سراسري   برابر است با(  

1( ( csc x cotg x ) c 3 32
3  2( ( cos x tg x ) c 3 32

3  3( ( sec x tg x ) c 3 32
3  4( ( cos x tg x ) c 3 32

3  

  
 :كنيم:ابتدا انتگرال را كمي ساده كرده و سپس انتگرال را به دو بخش تقسيم مي  »3«گزينه  پاسخ  

  tgx tgxsin x sinxdx
( ) dx dx

cos x cosx cos x cos x
(cosx)

     2 2 5 2
2

  انتگرال 

uبراي محاسبه انتگرال اول از تغيير متغير cosx ،du sinxdx  وم از تغيير متغيرو براي محاسبه انتگرال دv tgx،dx
dv

cos x
 كنـيم،  استفاده مـي  2

du  :داريم صورتدر اين
vdv u v c ( sec x tg x ) c

u


        

3 3
3 32 2

5
2

2 2 2
3 3   انتگرال 3
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شناسي ارشدكار يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

x x x
Arctgx (x )dx Arctgx x Ln( x ) c

x
       


3 3 2 2

2
1 1 1 13 3 3 6 61

  گيري جزء به جزءروش انتگرال :3درسنامه 
  

 جواب انتگرال :1مثالLn(Lnx)
dx

x كدام است؟    
1(LnxLn(Lnx) Lnx c   2 (Lnx Ln(Lnx) c   3 (Ln(Lnx) Lnx c    4 (LnxLn(Lnx) c  

  :يير متغيرابتدا از تغ»  1«گزينه پاسخu Lnx ،كنيم، در اين صورتاستفاده ميdx
du

x
 داريم:  

Ln(Lnx)
I dx Lnudu I uLnu u c LnxLn(Lnx) Lnx c

x
          Eq]¾M Eq]x»n  

  

 ضريب :2مثالcos(Lnx) در حاصل انتگرالI sin(Lnx)dx  كدام است؟    

1 (x  2 (x

2  3 (x
 2  4 (x  

 :با استفاده از تغيير متغير  »3«گزينه   پاسخu Lnx ،گاهآنdu dx
x


uxو چون 1 eلذا ،udx e du :و بنابراين داريم  

xبرابر با cos(Lnx)بنابراين ضريب
 است.   2

u
u e x

I e sin udu (sin u cos u) c [sin(Lnx) cos(Lnx)] c        2 2  

ueي انتگرالدر محاسبهتوضيح:  sin udu بنابراين به خاطر سپردن حاصل دو انتگرال گفته شده در خيلي از سـؤالات بـه    گفته شده استفاده كرديم، ياز رابطه
  دهد!جويي از وقت را هديه ميما صرفه

  
 انتگرالحاصل  :3مثالx sinxdx   )81(عمران ـ آزاد                                          كدام است؟ 2

1 (x cos x x sin x cos x C   2 2 2  2 (x cos x x sin x cos x C   2 2 2  
3 (x cos x x sin x cos x C   2 2 2  4 (x cos x x sin x cos x C  2 2 2  

 :شود:با توجه به جدول مقابل نتيجه ميكنيم و براي حل اين انتگرال از روش جزء به جزء استفاده مي  »3«گزينه    پاسخ  

x sin x
x sin xdx x cos x x sin x cos x cx cos x

sin x

cos x


      

 


2
2 2 2 22

2


¢Tz¶ −Ho«Tº H

  

  
 حاصل :4مثالx t g xdx 2   )83(آمار ـ سراسري                     ، برابر است با:1

1 (x tg x x Ln( x ) C    3 1 2 21 1 1 13 6 6  2 (x tg x x Ln( x ) C    3 1 2 21 1 1 13 6 3  

3 (x tg x x tg x C   3 1 2 11 1 1
3 3 6  4 (x tg x x tg x C   3 1 2 11 1 1

3 3 3  

 :كنيم: استفاده مي ءبه جز ءاز روش جز  »1«گزينه   پاسخ  

u Arctgx du dx
x x x x x xx

x Arctgxdx Arctgx dx Arctgx dx
( x ) xx

dv x dx v

           
    

  
3 3 3 32 2

2 232

1
11

3 3 33 1 1
3
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 گيرياگر ثابت انتگرال :5مثالc  1 فرض شود، حاصل انتگرال
xxe dx

f (x)
(x )


 21

xبه ازاي    84ـ آزاد  سيستم ـ صنايع(  دام است؟ك(  

  ) 4  -1) 3  ) صفر2  1) 1
 :كنيم:براي محاسبه انتگرال داده شده از روش جزء به جزء استفاده مي  »2«گزينه   پاسخ    

x x x x dx
u xe du (e xe )dx (x )e dx , dv v

x(x )


        

 2
11 11

  

          بنابراين داريم:
x x x x

x xxe xe xe e
f (x) dx e dx e c c

x x x(x )

 
       

   2 1 1 11
  

cيبه ازا  1 شودنتيجه مي
xe

f (x)
x

 


f، بنابراين11 ( )  .  

  
 اگر :6مثالm n

m,nI x (Lnx) dx 
1


m,nتوان نشان داد كهمي گاهآن،  m,nI aI  m,n)كدام است؟  aمقدار 1 )  85اي ـ سراسري (هسته(  

1 (n
a

m
   2 (m

a
n


  3 (n

a
m


1  4 (n

a
m




1  

 :كنيم:از روش جزء به جزء استفاده مي  »4«گزينه    پاسخ  
m

n n m x
u (Lnx) du n(Lnx) . dx , dv x dx v

x m


     



1
1 1

1  
m n

m n
m,n m,n

x (Lnx) n n
I .x (Lnx) dx I

m m m







  
  

11
1

1
1

1 1 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1مي (رياضي عمو

  كسرها گيري به روش تجزيهروش انتگرال :4درسنامه 
  

 تابع اوليه تابع :1مثالdx
f (x)

x( x)


 21
  )78ـ سراسري  سيستم ـ صنايع(                كدام است؟ 

1 (Ln | x | Ln | x | c
(x )

   


12 1 2 1  2 (x
Ln | x | c

Ln(x )


 


12 1  

3 (Lnx
Ln(x) Ln | x | c

( x)
   


2 1 2 1  4 (Ln | x | Ln | x | c

x
   


11 1  

 :با استفاده از روش هويسايد، خواهيم داشت:  »4«گزينه    پاسخ  
A B C

A , B ( ) ( ) , C
x x x xx x x xx( x) ( x) ( x) x

             
        2 2 2 2

1 1 1 1 11 1 11 1 111 1 1
  

I ( )dx Ln | x | Ln | x | c
x x x( x)

       
  2

1 1 1 111 11
  

  
 انتگرال نامعين :2مثالx

dx
x(x )



 2
4

4
  )83ـ آزاد  تمسيس ـ صنايع(  برابر با كدام گزينه است؟ 

1 (Ln | x | Ln | x | c  21 42  2 (x
Arctg Lnx c 

1
2 2  

3 (x
Ln | x | Arctg c  21 142 2 2  4 (x x

Ln | | Arctg c
x

 


2

2
1 1
2 2 24

  

 :كنيمروش تجزيه كسرها استفاده مياز   »4«گزينه   پاسخ:        x A Bx C
f (x)

xx(x ) x

 
  

 2 2
4

4 4
  

x(xاز ضرب كردن طرفين رابطه در )2 A(x            آيد:مي دستبه 4 ) x(Bx C) x A ,B , C         2 4 4 1 1 1  
x x x

f (x)dx dx dx Lnx Ln(x ) Arctg C Lnx Ln (x ) Arctg C
x x

 
            

   2 2 2
2

1 1 1 1 1 1 14 42 2 2 2 2 2 24
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  انتگرال معين و خواص آن :5 درسنامه 
  

 صلحا  :1مثال I (x x)(x ) dx  
2 2 9
16 4 2 كدام است؟  

1 (23  2 (19  3 (18  4 (17  

 : زير بازنويسي كرد: صورتبهتوان انتگرال را با كمي دقت واضح است؛ مي » 2« گزينه پاسخ  
(x ) (x )

I [(x ) ](x ) dx [(x ) (x ) ]dx [ ]
 

           
2
1

12 12 22 9 11 9
1 1

2 4 26 2 4 2 6 2 4 2 6 1912 1


  


  
  

 حاصل   :2مثالx
I dx

x





33
2

3
1

  كدام است؟  

1 (2  2 (5  3 (4  4 (  

 : ابتدا با استفاده از تغيير متغير داريم:  »3«گزينه  پاسخ          x u x u xdx udu xdx udu        2 2 21 1 2 2  
  :كنيمتوجه به تغيير متغير عوض ميگيري را نيز با انتگرال يبازه

  x u , x u ( )          2 21 1 3 3 1 4 2          
( x )(x)dx (u )udu

I ( u )du [u u]
ux


       


  

2
1

2 23 2 2 2 3
1 12

3 3 1 3 3 3 4
1

  
 

 اگر  :3مثالk x
sin dx

k


 6


  كدام است؟  k گاهآن ،باشد  

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

  : 3«گزينه پاسخ«    k kx x k
I sin( )dx [ k cos( )] k cos( ) k cos( ) k k k k k

k k k

  
              2 6 2 6 3

 
  

  

 مقدار   :4مثالx
dx

x




2
1

1
             برابر است با: 2

1 (4
3  2 (3

4  3 (1
2  4 (2  

 :بيشتر است، بنابراين بايد صورت كسر را بر مخرج آن تقسيم كنيم» مخرج كسر«ي درجه از» صورت كسر«با توجه به اين كه درجه   »1«گزينه   پاسخ:        
4
3

x x
dx dx ( x )dx ( (x ) x x )

x x x

  
         

    
2 2 2

1 1 1
21 2 1 1 22 2 2 2 2 132 2 2

  
  

 اگر  :5مثالt x x
Ln

F(x) e e dx


  2
2 حاصل گاهآن، 1

t
lim F(x)


  ام گزينه است؟برابر كد 

1 (


3
3 4  2 (


3

3 8  3 (


3
6 4 4 (


3

6 8  

 :در اين سؤال در اصل بايد حاصل»  4«گزينه   پاسخx x
Ln

e e dx


 2
2 1  آوريم، با فرض دستبهراxe sin  ،گاهآنxe dx cos d  . براي  از طرفي

Lnx  را داريم: مقابلروابط  ،هاي انتگرالبازه e sin sin , x Ln e sin sin  
                    2 11 22 2 6  

I sin cos d | cos | cos d I cos d ( cos )d [ sin ]

    


    


                     2 22 2 2 2 2

6 6 6 6 6

1 11 1 2 22 2 4
−»H”Mn nj

  



3
6 8( ) ( )

 
    

1 1 3
2 2 6 4 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 ي دوماي درجهچندجمله :6مثالP در شروطP( ) P( ) , P(x)dx  
11 1


 مقداركند، صدق ميP(   ، برابر كدام گزينه است؟2(

1 (24  2 (12  3 (12-  4 (24-  

 :ي دوماي درجهچندجمله»  3«گزينه   پاسخP(x)  صـورت بـه راP(x) ax bx c  2   كنـيم، در ايـن صـورت، طبـق شـرط سـؤال، يعنـي       فـرض مـي 
P( ) P( ) 1 :داريم ،  

  P( ) a( ) b( ) c c             
cP( ) a( ) b( ) c a b , ( )       21 1 1 1    

P(x)dxآوريم، از شرط بعدي يعني دستبه bو aحسبي ديگر بر ، لازم است يك معادلهbو aبراي تعيين 
1

1


  كنيم:، استفاده مي

x x a b
P(x)dx (ax bx)dx a[ ] b[ ] , ( )

  
         

1 13 21 1 2 1 1 1 23 2 3 2  

  بنابراين دو معادله و دو مجهول داريم:
a b

a b
b b b , aa b

a b

                 

2 3 2 6 6 62 3 613 2

   

P(x)صورتبه P(x)يو لذا ضابطه x x  26 )12Pاست و بنابراين 6 ) ( )    22 6 2 6 2.  
 

 حاصل   :7مثالx
I dx

x x





3
1 24

، چند برابر
  است؟ 3

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 :ابتدا  »2«گزينه   پاسخx x x)صورتبهرا مربع كامل كرده و آن را  24 )  24 ، فرض مثلثاتينويسيم، سپس با استفاده از روش تغيير متغير مي 2

xكنيم؛مي sin  2 dx، در نتيجه2 cos d  2 ،به ازايx 1 داريم
   xو به ازاي 6  داريم 3

  6.  

xdx x sin (sin )
I dx ( cos d ) ( cos d )

| cos |x x (x ) sin

 

 
 

  
       

    
   

3 3 6 6
1 12 2 2

6 6

2 2 2 12 224 4 2 4 4
  

2
3cos

[ , ]
(sin )d [ cos ] [ (cos cos( ) ( ( ))] [ ( ) ( )]

 

   

 
 

    
                  6 6

6 6

3 36 6 2 1 2 2 2 2 2 26 6 6 6 2 2 3
  

uاستفاده از تغيير متغيرالبته  توضيح: x 2 و نوشتن انتگرال به صورت(u )du

u







1
1 2

2
4

  تر انتگرال كمك كند.تواند به حل راحتمي 

 

 حاصل  :8مثالsin xcosx
I ( )dx

e sin x






2
2 2 21

kصورتبه 
( kArctge)

e
1 باشد، مقدارميk كدام است؟  

1 (e  2 (
e

1  3 (2  4 (1
2  

 :وجود  »2«گزينه   پاسخ »e «       !!اگـر از تغييـر    درون انتگرال، كمي چهره سؤال را ناخوشايند كرده! اما اين بـه معنـي آن نيسـت كـه نبايـد سـمتش بـرويم
uمتغير sin x:استفاده كنيم، داريم  

  u sin x du cos xdx , x u sin( ) , x u sin( )
 

          12 2    

u du du
I ( )du du [u] [ Arctgeu] Arctge

ee u e e u e e e u e e e e
        

     
1 121 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 11

1 1 1    
    

k
e


1

I ( Arctge)
ee

   2
1 11  
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل انتگرال: 9مثالcosx
I dx

sinx sin x




  2 26 5

    ، كدام است؟

1 (  2 (Ln
4
3  3 (Ln

6
5  4 (Ln

1 65  

 :از تغيير متغير  »2«گزينه   پاسخsin x t ،گاهآنcos xdx dt و چون( x )x Arcsin t


  2:بنابراين داريم ،  

t tx Arcsin t t , x Arcsin t t    
         1 1 12 2

     

Ln
4
3

dt dt t
I [Ln( )] Ln Ln

(t )(t ) tt t


     

    
1 1 1

2
3 323 2 2 26 5  

  

  

 مقدار انتگرال  :01مثالxdx

x x 
2

4 22 4
    كدام است؟ 

1 (
3  2 ( 3

12  3 ( 3
36  4 ( 3

6  

 :نسبت به 2اي درجه براي حل انتگرل داده شده به جهت اينكه مخرج كسر يك چندجمله»  3«گزينه   پاسخx2 نسـبت   2اي درجـه  است و اين چندجمله
)، داراي ريشة حقيقي نيستx2به )  . هاي گفته شده در ابتداي فصـل، بـه حـل    لذا ابتدا بايد مخرج را به فرم مربع كامل درآورد و سپس با استفاده از فرمول

  انتگرال پرداخت:
duxdx u x

Arctg c Arctg c
(x ) ( ) u ( )


    

   
2

2 2 2 2 2

1
1 1 12

2 3 3 2 3 31 3 3
  

 3
36

xdx x
Arctg Arctg Arctg

x x


  

 
22

4 2
1 1 1 1 12 3

2 3 3 2 3 2 3 32 3 
  

 

 اگر  :11مثالt
F(x) xtg xdx  1


گاه مقدار، آن

t
limF(x)
1

  ، برابر كدام گزينه است؟

1 (


1
2 2  2 (


1

2 2  3 (


1
4 2  4 (


1

4 2  

 :در اين سؤال در اصل بايد حاصل » 4«گزينه   پاسخI xtg xdx 
1 1


  كنيم:ي جزء به جزء استفاده ميرا حساب كنيم، براي اين منظور از قاعده 

x
u tg x du dx , xdx dv v

x

     


21
2

1
21

´ÄoÃ¬Â¶®ÃvºHoŸÄj ´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH  

x x x
I [ tg x] ( )dx tg ( ) dx ( )dx

x x x

  
       

    
112 2 21 11 1

2 2 2
1 1 1 1 1 11 12 2 2 2 2 4 21 1 1  

  




1
4 2[x Arctgx]

    
          

11 1 1 1
8 2 8 2 2 4 8 2 8

  

 

 فرض كنيد نقطه  :21مثالp( , )1 yمركز تقارنِ نمودار تابع 3 f (x) باشد و داشته باشيمf (x)dx



2
1 Iدر اين صورت حاصلِ 12 f (x)dx 

3


  ؟ كدام است 
1 (3  2 (3  3 (6  4 (6  
 :كنيم كه وقتي نموداريادآوري مي»  3«گزينه   پاسخy f (x) يدر نقطه( , )   ِمركز تقارن داشته باشد، با جايگذاريx 2  وy2  به جـايx 

y  ، باز هم معادله برقرار خواهد بود. به عبارتي داريم:yو f (x) y f ( x)     2 2  
)pيوقتي نقطه , )1 yمركز تقارن نمودار 3 f (x) ه در اين تابع اگر به جايگيريم كباشد، نتيجه ميx وy  به ترتيـب ،x2 وy6      قـرار بـدهيم، بـاز هـم

f  تساوي برقرار خواهد بود. به عبارتي داريم: ( x) f (x)   2 6y f (x) y f ( x)    6 2  

fبه عبارتي داريم ( t) f (t)  2 Iِاكنون در انتگرال 6 f (x)dx 
3


xتغيير متغير  t 2 دهيم. در اين صورت داريمرا انجام ميdx dt به ازاي ،x   

tداريم  xو به ازاي 2  tمقدار 3  1 آيد. به دست مي  f ( t)dt


  
1

2
2I f (x)dx f ( t)( dt)


    

3 1

2
2


  

fكنيم. در ضمن از تساويبا قرينه كردن انتگرال، حدود آن را جابجا مي ( t) f (t)  2   نيم.كاستفاده مي 6

   6 3 12 6I [ f (t)]dt dt f (t)dt
  

     
2 2 2

1 1 1
6 6  
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 حاصل  :13مثالI | cosx |dx


  21


sgn(x، چند برابر حاصل )
I dx

x


 

3
2 21

  تابع علامت است.) sgnxباشد؟ (مي 2

1 (3  2 (1
3  3(3  4 (

1
3  

 :براي محاسبه انتگرال»  3«گزينه   پاسخI1بيرون  ي داده شده، تعيين علامت كرده و از قدرمطلق، بايد از دست قدرمطلق خلاص شويم! به اين منظور تابع را در بازه

cosدر ربع اول واقع است و x. از آنجايي كهآوريممي x باشد، لذا داريم:در اين ربع، علامتش مثبت مي  I cos xdx [sin x]

 

   2 21 1


  
sgn(x، بايد ابتدا تابعI2براي محاسبه انتگرال )2 تشكيل دهيم، سپس بر اساس محدوده راx   مقدار تابع علامت را جايگذاري كنيم و در نهايت از عبـارات بـه ،

    وجود آمده، انتگرال بگيريم:
x x

sgn(x ) x x I dx dx ( ) ( ) ( )
x xx xx x

    
                  

    
 

2 3
2 2 21 2

1 2 2 2 31 1 1 1 1 1 1 12 2 2 11 2 2 3 2 31 2 2


 


  

Iبنابراين حاصل

I
 1

2
  است. 3

 

 در انتگرال  :14مثالn
nI cos xdx



  2


n، حاصل

n n

I
lim

I 2
  برابر كدام گزينه است؟ 

1 (1
2  2 (1  3 (2  4 (4  

 ابتداي بازگشتييافتن رابطهبراي »  2«گزينه   :پاسخ ،nI  صورتبهراn
nI cos x cos xdx


  12


 جزء به ي جزءسپس با استفاده از قاعده نويسيم ومي 

nuبا فرض  و cos x dvو 1 cos xdx خواهيم داشت:ndu (n )cos x ( sin x)dx  21 وv sin x ،داريم: بنابراين  

n n n
n nI [sin x cos x] sin x(n )( sin x)cos xdx I ( ) (n ) [( sin x) ]cos xdx

  
             1 2 2 22 2 21 1 1 1

  
   

n n
n n n nI (n )[ cos xdx cos xdx] I (n )I (n )I

 


            22 2 21 1 1
 

  

n n
n n

n nn n

I In n
nI (n ) I lim lim ( )

I n I n
  

 
       2

2 2

1 11 1  
 

 حاصل  :15مثالI d
sin cos



 
    2 1

1
  ، برابر كدام گزينه است؟

1 (Ln2  2 (Ln 2  3 (Ln2 2  4 (Ln2 2  

 :ها بايد قرار دهيمگونه انتگرالي اينگفتيم براي محاسبهطور كه همان»  1«گزينه   پاسخ:z tg


 dzدهد؛كه نتيجه مي 2
d

z
 

 2
2

1
،z

cos
z


 



2

2
1
1

و  

z
sin

z
 

 2
2

1
  ، بنابراين خواهيم داشت:

x

x

dz dz
dz xz zI Ln( z) c [Ln( tg )] c Ln( ) Ln( )

( z)z z z z z

z z z





              

    
 

  

  
22 2

2 2 2
2 2 2

2 2
21 1 1 1 1 1 12 1 22 1 1 2 11

1 1 1


 Ln2  

 

 مقدار تقريبي :16مثال/
F(x) arctgxdx 

1 1
1
 كدام است؟  

1 (3
8    2 (

2   3 (
4   4 (

12  

 دانيم:را مي مقابلتقريب  ييك سؤال نسبتاً جالب از تعريف انتگرال معين! از فصل كاربرد مشتق رابطه » 3«گزينه   سخ:پا  F(x x) F(x) F (x) x     
xاگر فرض كنيم /  1  وx 1 ،داريم: گاهآن    

F( / ) F( ) F ( )  
11 1 1 1 1
 

  

Fي ما سمت چپ عبارت بالاست كه برابر باستهخوا ( ) 1
1  است، اما از طرفيشدهF (x) برابر با عبارت زير انتگرال يعنيarctgx است، پسF ( ) arctg

  1 1 و لذا  4

مقدار تقريبي خواسته شده برابر با
4  شود.مي  
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 حاصل  :17مثالsin x cosx
I ( )dx

sin x cosx

 


 2 3 2
2 3

  كدام گزينه است؟، برابر 

1 (( Ln )
1 26 513 3   2 (( Ln )

1 6 5 613   3 (( Ln )
1 6 5 613  4 (( Ln )

1 36 513 2  

 :نوشـته شـود. مشـتق مخـرج كسـر برابـر بـا        » مشـتق مخـرج  «و » مخـرج «بايـد عبـارت صـورت كسـر را بـر حسـب تركيـب خطـي         »  4«گزينـه    پاسخ
cos x sin x2   ، است، لذا داريم:3

sin x cos x A( sin x cos x) B( cos x sin x) sin x cos x ( A B)sin x ( A B)cos x          3 2 2 3 2 3 3 2 2 3 3 2  

A  داريم: را ي فوق، دستگاه مقابلبا متحد قرار دادن طرفين معادله B
B B B A

A B

  
          

3 2 3 3 5 129 4 9 42 3 2 2 13 13  

  لذا داريم:
du

u

( sin x cos x) ( cos x sin x) ( cos x sin x)dx
I dx dx dx

sin x cos x sin x cos x sin x cos x


     

   
     

2
2 2 2

12 52 3 2 3 12 5 2 313 13
2 3 2 3 13 13 2 3  




  

[x] [Ln | sin x cos x |] ( ) Ln | sin cos | Ln | sin( ) cos( ) |

 
  

       
2 212 5 12 5 52 3 2 3 2 313 13 13 2 13 2 2 13 

   

[ Ln ] 
1 36 513 2I Ln Ln ( ) (Ln Ln )


        

6 5 5 1 52 3 6 3 213 13 13 13 13  
 

 حاصل : 18مثالx
I dx

x




 2
2
2

  كدام است؟  

1 (
 22  2 ( 2  3 (2  4 (

12  

 :صورت و مخرج عبارت زير راديكال را در  ،براي محاسبه اين انتگرال»  3«گزينه   پاسخx2 كنيم.ضرب مي  

انتگرال ( x) x dx xdx x
dx dx [ Arcsin( )] x( x ) dx

x x x x 



    

 
       

   
    2

12 2 2
22 2 2 2 22 2 2

2 2 2 12 2 42 24 4 4 4
    

 

  2x x
[ Arcsin( ) ( x ) ] [ Arcsin( ) x ] [ ( )] ( )

 


           

2 2

1
2 2212 2 4 2 4 2 42 2 2 2

 
  حاصل انتگرال  

 

 اگر  :19مثالxcos x sin x
I ( )dx

x


  2

4 4 )Iگاه با شرط، آن4 )  مقدار ،
x
lim I


  آيد؟دست ميبرابر با كدام گزينه به 
1 (  2 (1  3 (4-  4 (4  

 :با كمي دقت واضح است عبارت زير انتگرال مشتق عبارت»  4«گزينه  پاسخsin x

x

sinباشد، بنابراينمي 4 x
I C

x
 

)Iو چون 4 )   لذا ،sin
C


 


4   و

Cبنابراين   آيد، پسمي دستبهsin x
I

x


xكه حد آن وقتي 4    شود.مي 4برابر با  
  

  

 حاصل  :20مثالI (xsin x) dx


  2


  ، برابر كدام گزينه است؟

1 ( 


3

6 4  2 ( 


3

4 6  3 ( 


3

4 6  4 ( 


3

6 4  

 :با فرض .كنيمي جزء به جزء (روش جدول) استفاده مياز قاعده » 4«گزينه   پاسخu x dvو 2 (sin x)dx   ، داريم:2
  
  

x x x x x
I [( sin x) ( cos x) ( sin x)]

I


     

     
     

3 2 3 3

3 3 3 3

12 2 22 4 2 4 6 8

2 2 4 6 6 4

  

  
  

 

x sin x

x
x sin x

x
cos x

x
sin x



 

 

 

2 2

2

3

12 22 4
12 24 8
1 212 16

 علامت مشتق انتگرال
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 اگر براي :(سخت) 21مثالn  صورتبه fتابع 2
n n

x
f (x)

x


1
تعريف شود و  

n

g(x) (fofof of )(x) 
nIM

nIحاصـل  گـاه آنباشد،   x g(x)dx 
1 2


 

    است؟ گزينهكدام با برابر 

1 (
n( n) n

n(n )


 



11
1

1  2 (
nn( n)

(n )(n )


 
 

11
2 1 2

1 2  3 (
n( n)

n(n )


 



11
1 1

1  4 (
nn ( n) n

(n )(n )


 
 

112 22 1 2
1 2  

 :ابتدا»  3«گزينه  پاسخfof (x) دهيم:را تشكيل مي  

n n nn n n

n nn n nn
n n

n n n n n

x x x

xx x xfof (x) f[f (x)]
x x x x( )

x x x

      
  

  

1 1 1
1 2 1 21 1

1 1 1

  

به همين ترتيب
n n

x
fofof (x)

x


1 3
توان گفت؛، در نهايت ميآيدمي دستبه 

n n
n

x
(fofof of )(x)

nx
 

1nIM
  ، پس داريم:

  
n n

n n

n n
n nn n

x x dx n x dx
I x g(x)dx x ( )dx

nnx
( nx ) ( nx )

 
    


 

   
1 2 11 1 1 12 2

1 2 1
1

1 1 1
   

  

nnxبا فرض u 1 ،گاهآنnn x dx du 2   و لذا داريم: 1

nn n n n
n

n

du u u ( nx ) ( n)
I u du ( ) C C I [ ]

n(n ) n(n ) n(n )n n n
u n

    
   

        
   

 

1 1 1 11 1 1 11
1

1 2 1 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 11 
  

  

 حاصل  :(سخت) 22مثالt t
t
lim[ (bx a( x)) dx]


 
1 1

1


)، كدام است؟ a b)   ) دانشگاه 1(از سؤالات رياضي عمومي (Berkeley(  

1 (b a b a(b a ) e 
1

  2 (b a b a(b a ) e 
1

1  3 (b a b a(b a ) e 
1

  4 (b a b a(b a ) e  
1

1  

 :كنيم، كه جالب اين است كـه در هـر   سؤال بسيار جالب و تقريباً جديد است. اين سؤال را به دو روش يكي صحيح و ديگري غلط حل مي » 2«گزينه   پاسخ
  رسيم!دو حالت به جواب صحيح مي

tوقتي: روش صحيح  ، داريم: گاهآن  [ (bx a( x)) dx] [ dx] [(x) ]        
1 1 1

1
1 1 1

 

 ل حدحاص  

tصورتبهدانيم براي حدهايي با اين ابهام، حاصل حد رو هستيم و ميروبه 1با حالت ابهام a
lim (

e 
(توان 1پايه  

را حسـاب   eشود. مـا ابتـدا حـد تـوان    نوشته مي  
  كنيم:دهيم! براي اين منظور ابتدا حاصل انتگرال را حساب ميقرار مي eكنيم و در آخر آن را بر توانمي

t
t

t t

[bx a( x)]
lim[ [bx a( x)] dx ] lim{ [ ] }

t b a t t



 

 
       

 
1 111 1 1 11 1 11  

(توان 1 پايه
t
lim(


  
t t t t t t

t t t

[b a( )] [b a( )] b a b a (b a)(t )
lim[ ] lim[ ]( ) lim

(b a)(t ) t (b a)(t ) t (b a)(t t)

     

  

           
    

     

1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1 1 11 11 1  

   

tاگر در عبارت فوق،   ،ت ابهامحال با، قرار دهيم


  كنيم:ي هوپيتال استفاده ميشويم، بنابراين از قاعدهرو ميروبه 
t t b

b a
at

b Lnb a Lna (b a) bLnb aLna (b a) b
lim (Lnb Lna ) Ln( )

(b a)( t ) b a b a b a a

 



     
      

    

1 1 1 11 12 1
  حاصل حد 

b a b a b aLn(b a ) Ln(b a )
b a

     


11 1 1  

b  قرار گيرد، پس داريم: eخبُ، حالا عبارت فوق بايد در توان a b aLn (b a ) b a b ae e (b a ) .e
      

1 1
1   حاصل مقدار خواسته شده 1

  رسد! روش غلطي كه به جواب صحيح مي
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t  بگيريم، داريم: Lnبناميم و از طرفين yاگر حاصل حد را

t
Lny lim( )Ln[ (bx a( x)) dx]

t
  

11 1


  

  ، به داخل انتگرال ببرم!! لذا داريم:را بدون توجه به علامت Lnنيخواهم از يك روش كاملاً غلط استفاده كنم، يعدر اينجا مي

t

t t
Lny lim Ln[bx a( x)] dx Lny lim tLn[bx a( x)]dx Lny Ln[bx a( x)]dx

t t 
            

1 1 11 11 1 1
   

  

bxخبُ حالا با فرض a( x) u  1كنيم:، حاصل انتگرال سمت راست را حساب مي  (b a)x a u (b a)dx du dx du
b a

       

1  

x u a , x u b     1  
  بنابراين داريم:

  
b b

aa

b aLny Lnudu [uLnu u] [bLnb b aLna a] Lny [Lnb Lna (b a)]
b a b a b a b a

           
   
1 1 1 1  

b aLn(b a )b a b a b ab a b a b aLny [Ln(b a ) (b a)] Lny Ln(b a ) y e e (b a ) .e
b a


                



1 1 1
1 11 1  

  به نظر شما چرا با وجود غلط علمي انجام شده به جواب صحيح رسيديم!؟
  

 هرگــاه :23مثــالx1  وx2 ،(x x )2 tgيهــاي معادلــه ريشــه 1 t

tg t





2
2

1
1x ( sin t )x       

2 22 t)، باشــند1 )   و حاصــل انتگــرال 

x

x
(| x a | | x b |)dx   2

1
aگاهآن ،، برابر با صفر باشد b ) برابر با كدام گزينه است؟   (.نماد جزء صحيح است    

1 (  2 (1  3(1  4 (2  

 :دونـيم؛ براي پاسخ به اين سؤال بايد از روابط مثلثاتي كمك بگيريم: از قبـل مـي    »1«گزينه   پاسخsin t cos t 22 1 tgو 2 t
cos t

tg t






2

2
12
1

براين ، بنـا 

tg  كنيم:عبارت داده شده در معادله را ساده مي t
sin t cos t cos t cos t cos t ( )

tg t

                                  

2
2

2
12 1 2 2 1 2 2 1 1
1

  

cosگيريمميلذا نتيجه  ،عددي صحيح نيست tچون t cos t         2 2 1.  
x صورتبهي داده شده صفر و لذا معادله در معادله xبنابراين عبارت ضريب 2 xهاي آنباشد و ريشهمي1  1 xو 1 2 باشد، از طرفي طبق فرض دوم مي 1

|)  داريم: x a | | x b |)dx


   
1
1   

افتـد  تابعي فرد باشد و اين در صورتي اتفـاق مـي   ،انتگرال بايد تابع زير انتگرال ي تابع تحتي متقارن برابر با صفر شده، با توجه به ضابطهمقدار انتگرال در يك بازه
aكه b  و بنابراينa b   .است  

 در معادله صفر است. وقتي xتواند تعيين كند ضريبي ميمسلط باشد، از همان ابتدا بدون استفاده از روابط مثلثات» توابع جزء صحيح«البته اگر داوطلب به مفاهيم حد توضيح: 

t   ،گاهآنsin t 2  و بنابراينsin t   
2  از طرفيtg t

tg t





2

2
1
1

t، نيز براي  صورت كسر همواره از مخرج كسر كوچكتر است چونشود (با صفر مي ، برابر(.  
  

 حاصل  :24مثال
cosx

dx
I

(sinx)




 1
  ، كدام است؟

1 (
4  2 (

2  3 (
6  4 (

3  

 :در اين سؤال هم»  2«گزينه  پاسخa   وb   توانيم تساوي زير را بنويسيم:باشد، بنابراين ميمي  
cos x

cos( x) cos x cos x

cos x

dx dx dx (sin x)
I I dx ( )*

[sin( x)] (sin x) (sin x)
sin x

   
     

   
   11 1 11   

  

)حالا اگر طرفين تساوي   ر صورت سؤال جمع كنيم، داريم:را با طرفين تساوي داده شده د *(

I


 2
cos x cos x

cos x cos x cos x

(sin x) dx (sin x)
I dx ( )dx dx [x]

(sin x) (sin x) (sin x)

    
       

     
12

1 1 1    
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 حاصل  :(سخت)25مثالI dx
tgx




 3

6

1
  كدام است؟ 1

1 (
6  2 (

12  3 (
4  4 (

8  

 :وجود  »2«گزينه   پاسخtgx                مثلثـاتي ديگـري در انتگـرال، كـاملاً سـؤال را سـخت بـه نظـر مـي رسـاند!  در مخـرج كسـر و عـدم وجـود هـيچ نسـبت  
هـا باشـد! خصوصـاً ايـن كـه وقتـي نسـبتي        هاي معين بعد از خدا، اميدتان به نكتهگرالاما خوبي كار اين است كه انتگرال معين است و هميشه يادتان باشد در انت

مثلثــاتي داريــم و جمــع حــد پــايين و بــالاي انتگــرال برابــر بــا
a، چــون در ايــن تســتگفتــه شــدهي ابتــدا بــا توجــه بــه نكتــه .اســت2


 bو 6


 لــذا  ،3

a b
  

   3 6   داريم:. پس 2

  tgx
I dx dx dx I dx

cot gx tgx
tg( x)

tgx

   

       
   

   3 3 3 3

6 6 6 6

1 1 1
11 111 2

  

كند، اگر طرفين ها از نظر ظاهري با هم فرق ميو سمت راست آن I،هاآمده، دو انتگرال داريم كه سمت چپ آن دستبهبا توجه به انتگرال صورت سؤال و انتگرال 
  ها را با هم جمع كنيم، داريم:ن تساوياي

I


 12
tgx tgx

I I dx dx I ( )dx I ( )dx I [x] I I
tgx tgx tgx

    

    
   

              
     3 3 3 3 3

6 6 6 6 6

11 2 2 1 2 2 23 6 61 1 1
  

  

  

 حاصل :26مثالcos x
I dx

sin x cos x





1396

2 1396 1396
   كدام است؟ 

  1 (
4  2 (

2  3 (( )
1396

1395 2  4 (( )
1396

1394 4  

  :است (در اين سؤال1ي گفته شده واضح است؛ جواب گزينه (با توجه به نكته»  1«گزينه پاسخ (n 1396 (!است كه البته تأثيري بر جواب ندارد  
  

 حاصل  :27مثالdx
I

x x


 


1
21

  كدام است؟ 

1 (
6  2 (

2  3 (
4  4 (

3   

 :تر! با استفاده از تغيير متغيرحلي تكنيكي و جالبيك مثال جالب و البته با راه  »3«گزينه   پاسخx sin  :داريم  

cos cos
x Arcsin( ) , x Arcsin( ) I d d

sin cossin sin

 
  

              
   

 2 2
2

1 1 2 1 
    

ي گفته شده، به راحتي معلوم است حاصل انتگرال، نصف حد بالاي انتگرال، يعني برابر باحالا با توجه به نكته
4( )




1
2   شود.مي 2

 

 كند؟كدام انتگرال زير با بقيه فرق مي حاصل  :28مثال  

1 (sin x cos x
dx

sin x cos x




 2
1

  2 (tghx
Ln( )dx

tghx




1 1
1

  3 (Ln( )dx
x


1 1 1


  4 (Ln(tgx)dx



 2


  

 :كنيم:ميحاصل هر چهار گزينه را بررسي   »2«گزينه   پاسخ  

]يدر بازه): 1بررسي گزينه ( , ]

2 اگر به جايsin x،cos x قرار دهيم و به جايcos x،sin x پس داريم: ،كندمقدار انتگرال تغيير نمي ،قرار دهيم  

sin x cos x cos x sin x
I dx dx I I I I I

sin x cos x cos x sin x

  
          

  2 2 21 1 
   

  كنيم.ميهاي مربوط به توابع هيپربوليك تابع را ساده تدا با توجه به فرمولاب):  2بررسي گزينه (
x x x x

x
x

xx x x x

sinh x
(e e ) (e e )tghx sin hx cosh x ecosh x e

sinh xtghx sinh x cosh x e(e e ) (e e )
cosh x

 

 

    
    

      

2
1 111 2 2
1 11 1 2 2

  

xI  است:مقابل  صورتبهبنابراين حاصل انتگرال  Ln(e )dx xdx [x ]    
11 12 22 1
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x  م:داري x1به xبا تبديل): 3بررسي گزينه ( x
I Ln( )dx Ln( )dx Ln( )dx Ln( ) dx

x x x x


     
    

1 1 1 1 11 1 11 11 1   
  

I

x
I Ln( )dx Ln( )dx I I I I

x x


             

1 11 1 1 2
 

 


  

  كنيم:) را نيز حساب مي4انتگرال گزينه ( ،) است، اما براي تمرين بيشتر2شود؛ پاسخ تست، گزينه (در همين جا معلوم مي

]يدر بازه ):4بررسي گزينه ( , ]

2 با تبديلsin x وcos x اـوي  كند؛ در روند محاسبهيگر مقدار انتگرال تغيير نميبه يكد sinاز تس x cos x

Ln( )dx Ln( )dx
cos x sin x

 
 2 2

 
 

sin  :كنيماستفاده مي x cos x
I Ln(tgx)dx Ln( )dx Ln( )dx Ln( )dx Ln(tgx)dx I I I I

cos x sin x tgx

    
                2 2 2 2 21

    
  

  

 اگر  :29مثالI x dx , I xdx   
1 12

2 11
 

  روابط زير صحيح است؟كداميك از  گاهآن 
1 (I I1 2  2 (I I1 2  3 (I I1   توان اظهارنظر كرد.) نمي4  2

  : يبازهدر »  2«گزينه پاسخ[ , ]1 مقـدارx xحاصل انتـگرال ،گفته شده يو با توجـه به نكتـه بـزرگتـر است xاز همواره  ،21 نيـز از حاصـل    21
  در اين فاصله بزرگتر است.  xانتگرال

 

 حاصل  :30مثال
p

p

x
lim ( dx)

x 
1

1برابر كدام گزينه است؟ ،  

1 (  2 (1  3 (1
2  4 (

1
2  

 :واضح است، حاصل انتگرال مثبت است و از طرفي عبارت تحت انتگرال كوچكتر يا مساوي»  1«گزينه   پاسخpx :است، پس داريم  

  
p p p p

pp px x x x
x dx x dx dx

x x p p x


       

      
11 1 11 1

1 1 1 1 1  
 


  

  ي ساندويچ، حاصل حد برابر با صفر است.اين طبق قضيهبنابر
 

 اگر: 31مثالA sin xdx B


   22 11 2
Bمقدار گاهآن، 

A
  برابر كدام گزينه است؟ 

1 (3
2  2 (2

3  3 (2
3  4 (3

2  

 ي داده شده، اكيداً صعودي است، يا خير؟، تابع تحت انتگرال در بازهببينيم كهابتدا بايد   »1«گزينه   :پاسخ  
xcos x sin x

f (x) sin x f (x) f (x)

sin x


 

      


2 2
2

11 2 12 1 2


  

m min f (x) f ( ) , M max f (x) f ( ) sin
 

       21 31 12 2 2 2  

B  بنابراين داريم:

A


3
2( ) sin xdx ( ) sin xdx A , B

 
     

              2 22 21 3 1 3 31 1 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
   

  

 حاصل: 32مثالxtgx
I dx

secx tgx







  كدام است؟ 

1 (( ) 1
2  2 (( ) 2

2  3 (2

2  4 (( ) 1
2  

  : نوشت: مقابل صورتبهتوان ا توجه كنيد كه انتگرال را ميابتد  »2«گزينه پاسخ         
sin x

x( )xtgx x sin xcos xdx dx dx
sin xsec x tgx sin x

cos x cos x

  
 

 
  1 1  

  

xfبا استفاده از رابطه حالا (sin x)dx f (sin x)dx
 

 2 
  شويم:خلاص مي x، از دست

x sin x sin x
dx dx ( )dx

sin x sin x sin x

   
  

    
111 2 1 2 1  

  

( )


  22x

sin x
( ) dx (x tgx ) [ lim (x tgx ) ]

cos x cos xcos x





   
          2

1 1 11 12 2 2 
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 حاصل :33مثالI xLn(sin x)dx


  برابر كدام گزينه است؟  

1 (Ln


 22  2 (Ln



2

22  3 (Ln
2

2 2  4 (Ln
 22  

 :از دستگفته شده دا با استفاده از نكته ابت  »2«گزينه   پاسخxشويم: بنابراين داريم:، خلاص مي  I xLn(sin x)dx Ln(sin x)dx
 

  2 
  

Ln(sinدانيماما مي x)dx Ln(sin x)dx



  22

 
I  داريم: پس،  Ln(sin x)dx Ln(sin x)dx

 
    2 22 2  

  

Lnقبلاً حاصل انتگرال فوق را برابر با


 Lnآورديم، پس دستبه 22



2

22I ( Ln )


   22.  
 

 حقيقي عدد :34مثالc در قضيه مقدار ميانگين براي انتگرالx
I dx

x


 

25
21

  كدام است؟ 1

1 (4
5  2 (3  3 (5

2  4 (5  

  : شود:         ي مقدار ميانگين به راحتي جواب تعيين مييك سؤال بسيار ساده! كه با استفاده از قضيه » 4«گزينه پاسخ            

c  5
( )dx [x ]

x xf (c) f (c)
c

 
         




5

1

5
21

2

1 11 16 4 4 1 415 1 4 2 5 5 5
  

  

 مقدار متوسط تابع :35مثال
x

f (x)
e




1
1

]در فاصله   , ]2كدام است؟  

1 (e
Ln

e 

2

2
1 2
2 1

  2 (e
Ln

e 

2

2
1
2 1

  3 (e
Ln( )

e

2

2
1  4 (e

Ln
e 

2

2
2

1
  

  : ي مقدار ميانگين داريم:با استفاده از قضيه » 1«گزينه پاسخ           

  
x x x

e x x
x x x

dx e dx e dx du
f (c) e u e dx du

ue e e

  
 

 


          
      

2 21 1 12 21 1 1 
´Ã¹¨Â¶Jo† nj HnSwHnSμwZoh¶ »Rn¼‚    

x x

e e
Ln | u | Ln | | Ln f (c) [Ln( )] f (c) [Ln( ) Ln( )] [Ln( ) Ln ] [Ln( )]

u e e e e e e             
     

2 2 2
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 222 2 2 21 1 1 1 1 1   
  

 

 حاصل: 36مثال
xxe

dx
(x )

1
21

 )78(مكانيك ـ سراسري    كدام است؟ 

1(e
12  2(e2 1  3(e

12  4(e2 1  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، با » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه پاسخ
  كنيم: براي حل اين مسأله از روش جزء به جزء استفاده مي شود.حل تشريحي نيز ارائه مي وجود اين،

x x
x x x

x x
u xe du e (x )dx

xe xe xe e
dx e dx edx

dv v x x(x )
x(x )

    
  

            

 
1 1

2
2

1 1 1 1 11 1 1 2111
   

  

  

 حاصل: 37مثالdx

x x
2

31 2
  )78(مكانيك ـ سراسري        كدام است؟ 

1(Ln
1 3
3 2  2(Ln

1 2
3 3  3(Ln

1 4
2 3  4(Ln

1 3
2 4  

  : از همـان  4) و (2هـاي ( دقت كنيد عبارت زير انتگرال در بازه موردنظر مثبت است و بنابراين امكان ندارد جواب منفي شود، لذا گزينـه   »3«گزينه  پاسخ (
    نمائيم:صورت مقابل ميا اقدام به تجزيه كردن كسر بهشوند. ابتدها خارج مياول از بين گزينه

A Bx C Ax A Bx Cx

xx( x ) x x( x ) x(x )

   
   

   

2 2

2 2 2 2
1 1 2

2 1 2 1 2 1 1
  

A B

( A B)x Cx A C A , B , C

A

 
           
 

2
2

2 1 1 2
1
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  پردازيم:حالا به حل انتگرال نامعين مقابل مي

  


I I

dx dx x dx
I dx , I Ln | x | c

x xx( x ) x


     

    
1 1

12 2
2

2 1 2 1
  

xdx
I

dux I Ln | u | c Ln | x | c
udu

x u xdx du xdx

            
      




2 2 2
2

2

2
2 1 12 1 2 14 2 22 1 4 4

  

dx
(Lnx Ln( x ))] (Ln Ln ) (Ln Ln ) Ln Ln Ln

x( x )
          


2 2

11
2

2
1 1 1 12 1 2 9 1 3 2 3 32 2 2 22 1

  

Ln Ln Ln Ln Ln Ln     
1 2 1 42 3 2 32 2 33

  
 

 اگر: 38مثالf (x) بر[a,b] پيوسته وf (a) f (b)  حاصل ،b

a
xf (x)dx 78اي ـ سراسري (هسته          كدام است؟(  

1 (af (a) bf (b)   2 (af (b) bf (a)   3 (bf (b) af (a)   4 (bf (a) af (b)   
  : گيري به روش جزء به جزء استفاده كنيم و داريم:براي حل اين مسئله بايد از انتگرال  »3«گزينه  پاسخ  

( udv uv vdu)      

a

b b
a

x f (x)
xf (x)dx [xf (x) f (x)] bf (b) af (a)

f (x)

f (x)


       




1


 انتگرال     مشتق

  
 

 حاصل: 39مثال
e

xLnxdx1
  )78اي ـ سراسري (هسته          كدام است؟     

1 ((e )21 12  2 ((e )21 12  3 ((e )21 14  4 ((e )21 14  

  : كنيم:از روش جزء به جزء استفاده مي  »4«گزينه  پاسخ( udv uv vdu)    

    
e e e

u Lnx du dx
ex x x e x

xLndx Lnx dx [ ] (e )
x

dv xdx v

          
   

  11 1

2 2 2 2
2

1
1 112 2 2 4 4

2

  

  

 مقدار: 40مثالsinx dx


 2 1


  )78(آمار ـ سراسري              كدام است؟      
1 (2-  2 (1-  3 (2  4 (3  
  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1ي عمومي حل سؤالات رياض«به اين سؤال در كتاب   »3«گزينه پاسخ

   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

x  دانيم:مي x x x x x
sin x sin cos sin .cos (sin cos )     2 2 21 22 2 2 2 2 2  

x x x x x x
sin xdx (sin cos ) dx (sin cos ) dx ( cos sin )]

   

          22 2 2 21 2 2 22 2 2 2 2 2   
  

 

 هرگاه: 41مثالf (x)dx 
2

1 fگاه مقدارآن، 3 ( )dx
xx

1
1 2
2

1   )78(آمار ـ سراسري              كدام است؟ 1

1 (6  2 (3  3 (2  4 (3
4  

  : با استفاده از تغيير متغير  »2«گزينه پاسخu
x


1 ،du dx

x


 2

f               داريم:   1 ( )dx f (u)du f (u)du
xx

     
1 1 2
1 2 2 1
2

1 1 3   
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 اگر: 42مثالdx
I

x x


 


1
22

  )78سراسري  (عمران ـ          كدام است؟ Iگاه يك كران براي ، آن

1(I 
1 2
3 3  2(I 

2 2
3 2  3(I 

32 2  4(I 
4 1
9 2  

  : نيمم تابعابتدا لازم است مقادير ماكزيمم و مي  »2«گزينه  پاسخf (x)
x x


  2

1
2

]را در فاصله  , ]1 دست آوريم.به  

f ( ) , f ( ) f ( )   
1 2 212 3 2 نقطه بحراني  x

f (x) x
( x x )

     
  2 3
1 2 1

22 2
  

]بنابراين در فاصله , ]1 :داريم         f (x) dx f (x)dx dx I         
1 1 12 2 2 2 2 2

3 2 3 2 3 2  
  

 

 اگر : 43مثالf تابعي پيوسته باشد، حاصلf (cosx)dx


 2


  )78(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       برابر كدام است؟ 

1 (f (sin x)dx



 2


  2 (f (cos x)dx



 2


  3 (f (cos x)dx



  21
2 

  4 (f (sin x)dx



 2


  

  : طبق فرمول گفته شده داريم:   »4«گزينه پاسخ  a a
f (x)dx f (a x)dx   

  

  پس داريم:
cos( x) sin x

f (cos x)dx f (cos( x))dx f (sin x)dx

  

 


   2 2 22

2  
  

  

 هرگاه:  44مثال
x dt

f (x)
t


1 21

fگاه، آن ( ) f ( ) A 4   )79(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟ A، عدد2

1 (4
5  2 (3

5  3 (2
5  4 (1

5  

  : داده شدهابتدا با توجه به انتگرال   »3«گزينه  پاسخf ( ) f ( )4     آوريم:دست ميرا به 2
dt dt dt dt dt

f ( ) f ( )
t t t t t

     
        

4 2 1 4 4
2 2 2 2 21 1 2 1 24 2

1 1 1 1 1
  

تابع maxو minچون مقدار
t 2

1
1

]در بازة  , ]2 tبه ترتيب به ازاي 4  tو 4    شود، داريم:حاصل مي 2

dt dt
( ) ( )

t t
      

    
4 4

2 2 4 22 2
1 1 2 24 2 4 2 17 51 4 1 1 2 1

   

  ) صحيح خواهد بود.3باشد كه در اين صورت گزينه (مي Aاحتمالاً منظور طراح سؤال، كوچكترين مقدار تذكر:
 

 حاصل: 45مثالLn(sin x)cot gxdx



 2

6
  )79(صنايع ـ سيستم ـ سراسري                     برابر كدام است؟ 

1 ((Ln ) 21 22  2 (Ln
1 22  3 (Ln

1 42  4 (Ln
1 22  

  : براي حل اين انتگرال بايد از تغيير متغير  »1«گزينه  پاسخu Ln(sin x) :استفاده شود و داريم  
cos x

dx du du cot gxdx
cos x sin xI Ln(sin x) dx , Ln(sin x) u
sin x

x u Ln , x u Ln





                


 2

6
112 6 2

  

Ln Ln

cos x u
I Ln(sin x) dx u.du [ ] (Ln ) ( Ln ) (Ln )

sin x



           
2

2 2 22 1 1
26 2

1 1 1 12 22 2 2 2 2
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 مقدار: 46مثالn(Lnx) dx
1


  )80(علوم كامپيوتر ـ سراسري                برابر است با: 

1 (n!  2 (n( ) (n )! 1 1  3 ((n )!1  4 (n( ) n!1  
  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه  پاسخ

   شود.يبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه م
 كنيم.جزء استفاده مياز روش جزء به  nIكنيم. براي محاسبهفرض مي nIمقدار انتگرال موردنظر را

n n
n n

n n

dx
u (Lnx) du n(Lnx)

I x(Lnx) | n(Lnx) dx nIx
dv dx v x






        
   


11

1
1

  

nشوداز رابطه فوق نتيجه مي
nI ( ) n!I 1  و با توجه به اينكهI 1 :بنابراين داريم ،      n n

nI ( ) n! ( ) n!    1 1 1  
 

 مقدار انتگرال: 47مثالxx( )dx


22
2   )80(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (1-  2 (  3 (4  4 (Ln1 2  

 تابع  »2«گزينه  خ : پاسxy 
2

yتابعي زوج و تابع 2 x ضرب يك تابع زوج در يك تابع فرد، تابعي فرد است پس چون تابع زير تابعي فرد است و حاصل
  .گيري مقدار انتگرال صفر استانتگرال فرد است، لذا با توجه به متقارن بودن بازه انتگرال

  

 مقدار انتگرال: 48مثالx x
I dx

x x




 


22
1 2 3

3
2 5

  )80(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   برابر است با: 

1 (2 2  2 ( 2 2 1  3 (3 2  4 (5 2 2  
 : از تغيير متغير با استفاده  »4« گزينه پاسخu x x  2 32   پردازيم:به حل انتگرال مي 5

dudu
u x x du ( x x )dx (x x )dx du

I [ u ]
u ux u , x u

               
      

 
25 25

88

2 3 2 2 25
8

2 5 2 6 3 12 5 2 22 21 8 2 25
    

  
 49مثال :dx

x x


1
1 22 2

                       )80(صنايع ـ سيستم ـ سراسري                                                                                                                         كدام است؟            

1 (
6  2 (

3  3 (2
3  4 (5

6  

  : 1«گزينه  پاسخ«                  dx dx
[Arcsin(x )]

x x (x )

 
     

  
 

1

1
2

1 1
1 12 2
2 2

1 6 62 1 1
  

  

 اگر: 50مثال
x

A dx
x

 
2

1
، مقدار2

x

dx
x

2
21

  )80(رياضي ـ سراسري          كدام است؟ 2
1 (ALn2 2  2 (LnA1  3 (ALn2  4 (A Ln 2  

  : كنيم:گيري جزء به جزء استفاده مياز روش انتگرال  »3«گزينه  پاسخ  x x dx
u du Ln dx , dv v

xx


     2

12 2 2  

  بنابراين داريم:
x x x

dx | Ln dx ( ) Ln A ALn
x xx

         
2 22

11 12
2 2 22 2 2 2 2  

 

 حاصل: 51مثالx x dx
1 1


  )80( ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       است؟ كدام 
1 (( )

1 2 15  2 (( )
4 2 115  3 (( )

2 2 115  4 (( )
1 3 13  

 براي حل اين انتگرال از تغيير متغير  »2«گزينه  : پاسخu x 1 كنيم، داريم:ياستفاده م  du dx , x u
u x

x u , x u

  
         

11 1 1 2
    

x x dx (u ) u du (u u )du [ u u ] ( ( ) ( ) ) ( ) ( )               
1 2 2 2

11 1

3 1 5 3 5 3
2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 41 1 2 2 2 15 3 5 3 5 3 15
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 حاصل انتگرال معين: 52مثال( x )d(x ) 
1 23 1 1


  )80(صنايع ـ سيستم ـ آزاد    كدام است؟             
1 (2  2 (4  3 (3  4 (1  

  : 3«گزينه  پاسخ«                  ( x )d(x ) ( x ) xdx ( x x)dx ( x x )|          
11 1 12 2 3 23 1 1 3 1 2 6 2 2 3
  

  
  

 حاصل انتگرال: 53مثالtg xdx


 64


  )80(صنايع ـ سيستم ـ آزاد         كدام است؟ 

1 (


13
15 4  2 (

3 4  3 (


11
15 4  4 (


9

15 4  

  : گيري از توابعهاي ارائه شده براي انتگرالبا توجه به فرمول »1«گزينه  پاسخtg وcot g :با توان زوج داريم  

tg xdx ( tg x tg x tgx x)




      6 5 3 44 1 1 13
5 3 15 4 

  

  

 حاصل: 54مثالx
dx

x 
22

6 64
  )81ـ سراسري  MBA(       برابر است با:           

1 (
96  2 (

12  3 (
32  4 (2

3  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، با » خودكار ، بدون دخالت دست و2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه  پاسخ
  شود.وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

uباشد)، لذا با استفاده از تغيير متغيرمي 6از درجة  xنسبت به توجه:باشد (مي 2از درجة  x3با توجه به اينكه مخرج نسبت به x  :داريم 3

du
u x du x dx x dx    3 2 23 3  

dux x du u x
dx dx Arctg c Arctg( ) c

x (x ) u u
       

      
2 2 3

6 3 2 2 2 2

1
1 1 1 13
3 3 8 8 24 864 64 64 8

  

x x
dx Arc tg( )]

x 

 
    


2 22 3

6
1 1
24 8 24 4 9664

  
 

 مقدار: 55مثالsin xdx



2

4


  )81(علوم كامپيوتر ـ سراسري               برابر است با:  
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه  پاسخ

   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

xاز تغيير متغير u 2،dx udu  كنيم. در اين صورت:گيري جزء به جزء استفاده ميكنيم و سپس از انتگرالاستفاده مي 2

sin x dx u sin u du ( u cos u sin u)

  
     

2

4 2 2 2 2 22
  

  

 

  مقدار انتگرال معين :56مثالdx

x x
5

  )81(معدن ـ سراسري                  كدام است؟ 22

1 (Ln( )
5
3  2 (Ln( )

4
5  3 (Ln( )

3
5  4 (Ln( )

5
4  

   : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب    »4«گزينه  پاسخ

dx        شود.مي است، با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه dx x
Ln Ln Ln Ln Ln

x(x ) xx x
     

  
5 5

22 2
5 5 2 15 5
21 1 6 3 12 4  
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل: 75مثالx
dx

x








1

2

2   )81(صنايع ـ سيستم ـ سراسري                   كدام است؟         1

1 (
 22  2 (

 23  3 (
 32  4 (

 33  

 : خواهيم انتگرال بگيريم عبارتمعمولاً هرگاه در تابعي كه مي  »4«گزينه  پاسخx 2 گيري بـه تغييـر متغيـر نيـاز باشـد از تغييـر       باشد و براي انتگرال 1
xمتغير sec  ياx cos ec  كنيم، پس داريم:استفاده مي  

x sec dx sec .tg d

x , x

      



          

22 13
    

(sec )
I (sec .tg .d ) tg .tg .d | tg | .tg .d

sec

  
  

 
           

  
2

2
2 2 2
3 3 3

1  

tgدر ربع دوم قرار دارد، لذا چون   :خواهد بود     tg d ( tg ) ( ) ( )




 

            2
2
3

2 3 32 3 33
  

tg توجه : d ( tg )d ( tg )d d tg c               2 2 21 1 1  
  

  

 مقدار متوسط تابع: 58مثالf (x) (sin x)(cosx) ]روي بازة 2 , ]
 

 4   )81(آمار ـ سراسري              كدام است؟ 2

1 (

4

9  2 (


4 2
9  3 (


4 2

9  4 (


4 2
9  

  : 4«گزينه  پاسخ«                  sin x
sin x cos xdx .

( )









  
    


2

4

321 4 4 22
3 3 9

2 4 4

  مقدار متوسط 

  

 مقدار ميانگين تابع: 59مثالf (x) x روي[ , ]25 :81(معدن ـ سراسري                  برابر است با(  
1 (3

1  2 (3
5   3 (1

3
  4 (5

3
  

  : 3«گزينه  پاسخ«                    x dx . x x  
 

25 251 1 2 1
25 25 3 3




  مقدار ميانگين 

  

 حاصل: 60مثالI max( x, x )dx  
2 21 1


  )81(نفت ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (3
2  2 (3

4  3 (14
3  4 (29

6  

  : ابتدا بايد مشخص كنيم، ماكزيمم دو عبارت  »4«گزينه  پاسخx1 وx ]. دقت كنيد؛ در دو بازهتكدام يك اس 21 , ]1 و[ , ]1   .كندماكزيمم فرق مي 2

  
x ; x

max( x , x )
x ; x

     
  

2
2

1 1
1 1

1 1 2


  

x x
I ( x)dx ( x )dx [x ] [x ]               

1 2

1

2 3 31 2 2
1

1 2 1 291 1 1 2 12 3 2 3 3 6
    

  

 مقدار انتگرال: 16مثالsin x
dx

cosx




3

3


  )82(برق ـ آزاد                    برابر است با: 

1 (Ln 
13 4  2 (Ln 

32 8  3 (Ln 
13 4  4 (Ln 

32 8  

  : 2«گزينه  پاسخ«    sin x sin x( cos x)
dx dx tgx dx sin x cos x dx

cos x cos x

   


     
3 2

3 3 3 31
   

  

Ln | cos x | sin xdx Ln cos x Ln

 

       
33 31 1 1 32 2 22 2 4 8
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 مقدار: 62مثالxdx

xtgx



 2
1

  )82(علوم كامپيوتر ـ سراسري                كدام است؟   

1 (Ln

2  2 (1  3 (

2  4 (e

2  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1ت رياضي عمومي حل سؤالا«به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه  پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

sinصورترا به tgxبراي حل انتگرال داده شده در اين مسئله، ابتدا x

cos x
 گرفتن داريم:نوشته و با مخرج مشترك  

  xdx xdx xdx x cos xdx
I

sin x cos x x sin xxtgx cos x x sin xdxx
cos x cos x

   

   
 

   2 2 2 2
1 1   

  

uدانيمباشد و ميمي uشود كه صورت همان مشتق مخرج يعنيدر نظر بگيريم ملاحظه مي uحالا اگر مخرج را
du Lnu c

u


 :پس داريم .  

I Ln(cos x x sin x) Ln(cos sin ) Ln(cos ) Ln( )


   

      2
2 2 2 2    

  
 فرض كنيد تابع حقيقي: 63مثالf بر پذير باشد ومشتقf ( ) 1 1،f ( )  1 |،و روي تمام 1 f (x) |    )82ـ سراسري  MBA(   ، در اين صورت:1

1 (f ( )    2 (f ( ) 1  
3 (f ( )  2  4توان) با اين اطلاعات نميf ( ) .را تعيين كرد  
 : از رابطه  »1«گزينه   پاسخ| f (x) | 1 شود:نتيجه مي  

  f (x) dx f (x)dx dx f ( ) f ( )              
1 1 11 1 1 1 1 1 1
  

  

f (x) dx f (x)dx dx f ( ) f ( )
  

               1 1 11 1 1 1 1 1 1  
  

fشوداز دو رابطه فوق نتيجه مي ( )  2  وf ( )  2  بنابراين ،f ( )  .  
 

 مقدار: 64مثالsinx cosxdx


 2 2


  )82(صنايع ـ سيستم ـ سراسري       كدام است؟            

1 (3
2  2 (( )

2 27 83  3 (( )
3 27 82  4 (( )

2 3 3 2 23  

 : براي محاسبه انتگرال داده شده از تغيير متغير »4«گزينه  پاسخu sin x 2 م. پس داريم:كنياستفاده مي  
cos xdx du

sin x u I u.du [ u ] ( )
x u , x u


       

     


3 3

22

3
22 22 3 3 2 23 32 32

  

 

 انتگرال: 65مثالLn( x)dx
1 1


  )82(صنايع ـ سيستم ـ سراسري                   كدام است؟      
1 (1-  2 (Ln2 2  3 (Ln 2 2 1  4 (Ln 2 2 1  
 : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »3«گزينه  پاسخ

  شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي
  كنيم:پذير است) را يادآوري گيري به روش جزء به جزء امكاناز طريق انتگرالقبل از حل لازم است يك فرمول مفيد كه بهتر است به خاطر سپرده شود (اثبات 

Lnu du uLnu u c    
uدر انتگرال داده شده با تغيير متغير x 1 :داريم  u x du dx , x u , x u         1 1 1 2  

I Ln( x)dx Lnu du (uLnu u) ( Ln ) (Ln ) Ln            1
1 2 2

11 2 2 2 1 1 2 2 1
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر: 66لمثاx
A dx

x x





3
1 24

  )82(رياضي ـ سراسري          برابر است با:    Aگاه، آن

1 (3
2  2 (2

3  3 (
2  4 (

3  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «ه اين سؤال در كتاب ب  »2«گزينه  پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

xdx             نويسيم:ابتدا انتگرال را به شكل روبرو مي xdx
A

x x ( x)
 

  
 

3 3
1 12 2 24 2 2

 

dxحالا از تغيير متغير du , u x   2 كنيم:استفاده مي  
( u)( du) u du udu

A du
u u u u



  

   
   

   
   

1 1 1 1

1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2
  

uانتگرال دوم برابر صفر است، زيرا تابع

u



2 22
du          باشد، بنابراين داريم: فرد مي  u

A Arcsin
u


  




1

1 2 2
12 22 12 32

  
  

 حاصل: 67مثالdx

x ( x )
3

2 22 1
  )82(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       كدام است؟ 

1 (( Ln )
1 1 33 2  2 (Ln

1 66  3 (( Ln )
1 1 22 3  4 (( Ln )

1 1 66  

 : ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه  پاسخ  
dx x ( x ) x

dx ( )dx ( Ln )] Ln Ln
x xx ( x ) x ( x ) x x

  
         

    
3 3 3 3

22 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 3 61 1 1
  

 

 تحت چه شرايطي رابطه: 68مثالcosmxcosnxdx



2


         82(معدن ـ سراسري              برقرار است؟(  
  فقط اعداد صحيح و نامساوي باشند. nو m) اگر2  فقط اعداد صحيح باشند. nو m) اگر1
  تساوي برقرار نيست. nو m) به ازاي هيچ مقدار از4  برقرار است. nو m) براي كليه مقادير3

 : توجه به فرمول ابتدا با  »2«گزينه   پاسخcos cos [cos( ) cos( )]        
1
جمع تبديل ضرب به حاصلعبارت روبروي انتگرال را از حاصل 2

  كنيم، داريم:كنيم و سپس انتگرال را حل ميمي

cos mx cos nxdx (cos(m n)x cos(m n)x)dx ( sin(m n)x sin(m n)x)]
m n m n

  
       

  
2 2 21 1 1 1

2 2  
  

  ي باشند، حاصل عبارت فوق برابر صفر خواهد بود.اعداد صحيح و نامساو nو mواضح است كه اگر
  

 مقدار متوسط تابع: 69مثال
x

y
x e


]در بازة 1 , ]1    )83(علوم كامپيوتر ـ سراسري                كدام است؟         4

1 ((e e ) 1 22  2 ((e e )2 12  3 ((e e ) 1 22
3  4 ((e e ) 1 42

3  

  : 3«گزينه  پاسخ«                             x xe dx e (e e )
x

   
   

 
4

1
1 241 1 2 2

14 1 3 3
  مقدار متوسط 

 

 حاصل : 70مثالsin x
dx

sin x



 2
3

6

  )83(صنايع ـ سيستم ـ سراسري                   برابر است با: 2

1 (1  2 (2  3(3
2  4(5

2  

 : 2«گزينه   پاسخ«         sin x sin x cos x cos xdx
I dx dx sin x u cos xdx du

sin x sin x sin x
        3 3 2

2 2 2  

du sin x
I ( )

u sin x sin xu sin x








           
 

2

6
2 3

2 2 2 2 22 2 4 2

6
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 اگر : 71مثالsin x
F( ) dx

x


 




1

2
2

1 4
limگاه ، آن F( )




1
2

  )83(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (2

4  2(
4  3 (

8  4 (2

16  

 : كنيم: را محاسبه مي با استفاده از تغيير متغير روبرو انتگرال  »4«گزينه  پاسخ  dx
u Arcsin x du

x
  

 2
22

1 4
  

u

du

dx dx u
[Arcsin( x)] Arcsin x ( ) ( ) u (Arcsin x)

x x
   

 
 

2 2 2
2 2

1 2 1 1 12 2 22 2 2 4 41 4 1 4



  

lim F( ) lim [ (Arcsin x) ] lim (Arcsin ) [Arcsin( )] ( )


  

 
          

22 2 2 2
1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 12 2 24 4 4 2 4 2 16
  

 

 حاصل : 72مثالe Lnx
dx

x( Lnx)1   )83(صنايع ـ سيستم ـ سراسري    برابر است با:1
1(Ln1 2  2(e Ln 2  3(Ln2 2  4(Ln

e




1 2  

 : با تغيير متغير  »1«گزينه   پاسخu Lnx 1  كنيم:انتگرال را محاسبه مي  
dx

du , u Lnx
u Lnx x

x u Ln , x e u

      
        

11
1 1 1 1 2

    

e Lnx u
I dx (du) ( ) du [u] [Lnu] ( ) (Ln Ln ) Ln

x( Lnx) u u


           

  
2 2 2 2

1 11 1 1

1 11 2 1 2 1 1 21
  

  

 مقدار: 73مثالdx

sin x y cos x



 2 2 2 2
                     )83(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري                                                                                   كدام است؟ 

1 (
y


2  2 (tg

y y
 11

2  3 (tg
y y




11 2  4 (

y
2  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، با » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه پاسخ
  شود.وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

cosرت مقابل انتگرال را برابتدا صورت و مخرج عبا  x2 كنيم و سپس از تغيير متغيرتقسيم ميu tgx كنيم:استفاده مي  

  dx
u tgx du

cos x
   2 

dx
dx tgxcos x Arctg( )

y y ysin x y cos x tg x y

  


  
  

2 2 2
2 2 2 2 2

1 2 2  
  

 

 اگر تابع: 74مثالf هاي آن تا مرتبه سوم پيوسته ومشتق وf ( ) f ( )1 fو 1 ( ) f ( )   1 5 باشند، حاصـل انتگرالx f (x)dx
1 2


  كدام است؟ 
  ) 83(معدن ـ سراسري            

 1 (5  2 (15  3 (5-  4 (15-  
 گيري به روش جزء به جزء استفاده نمود كه البته در اينجـا ايـن كـار را بـا اسـتفاده از جـدول انجـام        براي حل اين سؤال بايد از انتگرال  »1«گزينه  :  پاسخ
  ايم:داده

x f (x)
x f (x)dx (x f (x) xf (x) f (x)) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )x f (x)

f (x)

f (x)


           




1
2

2 2 12 2 1 2 1 2 1 2 52
2








¢Tz¶ −Ho«Tº H
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل: 75مثالx
dx

x 
9
4   )83(معدن ـ سراسري              برابر است با:         1

1 (Ln7 2  2 (Ln8 2  3 (Ln7 2 2  4 (Ln8 2 2  
  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »3«گزينه پاسخ

  شود.د اين، حل تشريحي نيز ارائه ميبا وجو
xاز تغيير متغير u dxكنيم، در اين صورتاستفاده مي 2 udu   ، بنابراين داريم:2

x dx u du
( u )du u u Ln(u ) Ln

u ux
         

   
9 3 3

4 2 2

2 2 32 22 2 2 2 1 7 2 221 11
  

  

 مقدار انتگرال: 76مثال
x

x sin
dx

x




2

1
2
2

1
  )83(نساجي ـ سراسري   دام محدوده است؟ در ك 

1 ([ , ]
1
2  2 ([ , ]

1 12  3 ([ , ]
3 22  4 ([ , ]

31 2  

  : حـداكثر تـابع بـه ازاي   ي تـابع تحـت انتگـرال را تعيـين كنـيم     ي انتگـرال ابتـدا بايـد محـدوده    بـراي تعيـين محـدوده     »1«گزينـه  پاسخ ،x 1   حاصـل

xشودمي
(sin )


12 و به ازاي آن، مقدار تابع برابر با( ) 




2

2
1 1 1

21 1
]توانيد مينيمم تابع را نيـز در بـازه  ) صحيح است. دقت كنيد مي1( شود، پس گزينهمي  , ]1 

xكنيد، كه به ازايمشخص    آيد.دست ميبرابر با صفر به  

bيادآوري:

a
m f (x) M m(b a) f (x) M(b a)      .  

 

 اگر: 77مثالa  aباشد، مقدار 1 y
alog xdx a dy 1

1


   )84وتر ـ سراسري (علوم كامپي               كدام است؟          

1 (a  2 (
Lna

1  3 (aLna   4 (a

aLna
  

 : 1«گزينه   پاسخ«  

روش اول:                        
a ay y

aI log xdx a dy (xLnx x) a a
Lna Lna

      
1 1

11

1 1


  
  

Sباشند و چونمي S2و S1تيب برابرهاي داده شده به ترانتگرالروش دوم:  S a 1 I، پس2 a.  
  

 حاصل: 78مثال(y )dy

y y



 


24
1 3

1
3 5

  )84(رياضي ـ سراسري          كدام است؟     

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
  : از تغيير متغير  »4«گزينه  پاسخu y y  3 3 5 ،du (y )dy 23 y  كنيم:استفاده مي 1 u , y u     1 9 4 81  

(y )dy du
u

uy y


  

 
 

4 81 81

91 9

2

3
1 1 2 43 33 5

  

  

 مقدار: 79مثالa alog x
dx

x
2

  )84(رياضي ـ سراسري          كدام است؟ 1

1 (Lna2  2 (1  3 (Lna  4 (
Lna

1  

  : دانيممي   »3«گزينه پاسخa
b

Lna
log

Lnb
 وaLnx aLnx :پس داريم ،

a a a a
a

Lnx
log x Lnx LnxLnaI dx dx dx dx

x x xLn a Lna x
      1 1 1 1

2
2 2 2  

uرال فوق با در نظر گرفتنبراي محاسبه انتگ Lnx :داريم  dx
u Lnx du , x u , x a u Lna

x
        1   


a Lna

LnaLnx u
I dx udu ( ) (Lna) Lna

Lna x Lna Lna Lna
         1

2
22 2 2 1

2    
 

xay = log 
1 

a 1 

1S
2S

x

y
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 حاصل: 80مثالe
cos(Lnx)dx   )84(رياضي ـ سراسري          كدام است؟    1

1 (e(cos sin )
1 1 12  2 (e(cos sin )

1 1 12  3 (e(cos sin )2 1 1  4 (e(cos sin )2 1 1  
  

  : توان نتيجه گرفت:با دو بار استفاده از روش جزء به جزء مي  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينهپاسخ  
e ex e

cos(Lnx)dx (sin(Lnx) cos(Lnx)) (sin cos )     11

11 12 2 2  
 

 حاصل: 81مثالx x dx
1 2 21


  )84(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       كدام است؟ 

1 (1
8  2 (1

16  3 (
8  4 (

16  

  : با استفاده از تغيير متغير  »4«گزينه پاسخx sin t :داريم  x sin t dx cos tdt , x t , x t  
        1 2  

I x x dx sin t sin t cos tdt sin t cos t dt ( sin t) dt

  

            
1 2 2 2 2 2 2 22 2 2 11 1 22   

  

cos t
sin tdt dt ( cos t)dt (t sin t)] ( sin )

   
  

           22 2 2 21 1 1 4 1 1 1 1 12 1 4 4 24 4 2 8 8 4 8 2 4 16  
  

 

 حاصل انتگرال: 82مثالdx
I

x ( x)



2

21 1
  )84(صنايع ـ سيستم ـ آزاد        كدام است؟ 

1 (Ln Ln 
1 3 42  2 (Ln 

1 3
2 2  3 (Ln Ln  

1 3 42  4 (Ln
1 3
2 2  

  : گيريم، پس داريم:كنيم و سپس انتگرال ميابتدا كسر داده شده را با استفاده از تجزية كسرها، تجزيه مي  »1«گزينه  پاسخ  
       A B C

f (x) Ax( x) B( x) Cx
x xx ( x) x

         


2
2 2

1 1 1 111
  

Aاز رابطه فوق  1،B 1 وC 1 آيد. بنابراين:دست ميبه  

f (x)dx ( )dx ( Lnx Ln( x)) Ln Ln
x x xx


          

 
2 2

1 1 2
21 1 1 1 11 3 411 2  

  

 به ازاي چه مقدار: 83مثالxتساوي ،x

Ln t

dt

e





 2 61

  )85اسري (نساجي ـ سر  برقرار است؟ 

1 (Ln2  2 (Ln3  3 (Ln4  4 (Ln6  
  : براي محاسبه انتگرال موردنظر از تغيير متغير  »3«گزينه  پاسخtu e 2 1،tudu e dt2 كنيم، در اين صورت:ياستفاده م  

t

t

udu
dt duu Arctgu c Arctg e c

u ue

      


  
2

2

2
1 2 2 2 1

11
   

  و بنابراين داريم:
x

Ln

t x x x x

t

xdt
Arctg e Arctg e Arctg e e e x Ln

Lne

  
               




2
2 1 2 1 1 1 3 4 42 2 6 31

  
  

 حاصل انتگرال: 84مثالdx

x 
27

38 1
  )85(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (( Ln )
73 22   2 (( Ln )

93 22  3 (( Ln )
73 32  4  (( Ln )

93 32  

  : از تغيير متغير  »1«گزينه  پاسخx t 3،dx t dt   كنيم.استفاده مي 23
dx t dt t

(t )dt ( t Ln(t )) ( Ln )
t tx

         
   

27 3 3

8 2 2

2 2 3
3

2

3 1 73 1 3 1 3 21 1 2 21
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 دار انتگرالمق: 85مثالdx

x x 


2
2 2 1

  )85(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟ 
1 (

2  2 (
12  3 (

6  4 (
4  

   : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1عمومي حل سؤالات رياضي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه  پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

dx  دانيم:هاي ارائه شده در كتاب ميبا توجه به فرمول
Arcsec x c

x x
 


 2 1

  

dx   پس داريم:
Arcsec x Arcsec Arcsec

x x

  
     




2

2

2

2 2
2 2 3 4 121

  
 

 حاصل: 86مثالdx

( x ) x 


1
2 21 1

  )85ـ سراسري  MBA(  ،كدام است؟

1 ( 2
2  2 ( 2

4  3 (
4  4 (

2  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1مي حل سؤالات رياضي عمو«به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه  پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

xاز تغيير متغير sin ،dx cos d   كنيم. در اين صورت داريم:استفاده مي 

dx cos d d d

sin cos sin( x ) x ( sin )( sin )

  
   

  
        

   
1

2 2 2
2 2 22 2 2 2 1 21 1 1 1   

  

d
cot gsin Arctg( )

cot g




      

2 22

2
1 2

42 2 2 22


  

  

 هاي مختلفبه ازاي بازه: 87مثال[a,b] ماكزيمم مقدارb

a
( x x )dx   )85اي ـ سراسري (هسته  كدام است؟ 24

1 (16
3  2 (32

3  3 (64
3  4 (  

  : عبارت  »2«گزينه  پاسخx x ]در فاصله 24 , ]4   باشـد، بنـابراين بـراي مـاكزيمم شـدن انتگـرال داده شـده، قـرار         ، نامنفي و در ساير جاهـا منفـي مـي

aدهيممي   وb  x               ، در اين صورت داريم:         4
( x x )dx ( x )   

4 32 2 4 324 2 3 3 
  

 

 هرگاه: 88مثالf روي[a,b] پذير بـاشـد واكيداً صعودي و مشتقf (a)   وf (b)  گاه مقدار، آنb

a
f (x)dx f (x)dx

 


      برابر است با:  1
  )85(معدن ـ سراسري 

1 (b a   2 (b a  3 (b a    4 (ba   
  
  
  : ــا توجــه بــه شــكل   »2«گزينــه  پاســخ مقابــل، مســاحت قســمتي كــه بــه طــور عمــودي هاشــورخورده  ب
bبرابر

a
f (x)dx    و مساحت قسمتي كه به طور افقـي هاشـورخورده برابـرf (x)dx

 


اسـت، بنـابراين مجمـوع     1
bهاي هاشورخورده برابرمساحت قسمت a  باشد.مي 

  

 مقدار :89مثالcos xdx

cos(x )






 2

4


  )86(فيزيك دريا ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (2
4  2 ( 2

4  3 ( 2  4 (
4  

  : 2«گزينه  پاسخ«     cos xdx cos x
dx

cos x sin x
(cos x sin x)

 


  



 2 2 22 42

2
 

  نتگرالا 

 

 

a b 
x 

y 
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cosدر محاسبات فـوق از رابطـه  توضيح:  x sin x
dx dx

cos x sin x cos x sin x

 


 
  2 2

4 
)cosو همچنـين فرمـول    ) cos cos sin sin       ،

  ايم.استفاده كرده
  

 مقدار :90مثالx(x )
I dx

x





1 2

4
1

1
  )86، صنايع ـ سيستم ـ آزاد 77(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 ((Ln )



1 24 2  2 ((Ln )




1 44 2  3 ((Ln )



1 44 4  4 ((Ln )




1 22 4  

  : ابتدا  »1«گزينه  پاسخx كنيم:را در پرانتز صورت ضرب كرده و سپس عبارت تحت انتگرال را به دو كسر تفكيك مي  

Ln



1 24 8





du du

uu

x x x dx xdx
dx [Ln | x |] [Arctgx ] Ln Arctg

x x x (x )
        

      
1 1 1 1 1 13 3 4 2

4 4 4 2 2
1 4 1 2 1 1 1 11 2 14 2 4 2 4 21 1 1 1     



    

  

 اگر :91مثالf پذير و متناوب با دوره متناوبتابعي انتگرالc مقدار ،باشد
c

a c
f (x)dx


 87(رياضي ـ سراسري   كدام است؟( 

1(a
f (x)dx  2(c

f (x)dx  3(
a

c
f (x)dx  4(c a

f (x)dx f (x)dx  
  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه  پاسخ
   شود.حل تشريحي نيز ارائه ميبا وجود اين، 

  باشد، داريم:  cتابعي متناوب با دوره تناوب fدانيم كه اگرمي
a

a c c
f (x)dx f (x)dx


   

a  حالا داريم: c a a c a c a

c c a c
f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx

 
          

  
  

 اگر: 92مثالn
nI ( x ) dx , n , , , ...  

1 21 1 2


 اي بينچه رابطهn nI ,I1 به ازايn    )87(عمران ـ سراسري   برقرار است؟ 1

1(n n
n

I I
n 
 1

2
4 1  2 (n n

n
I I

n 
 1

2
2 1  3 (n n

n
I I

n 
 1

2
4 1  4 (n n

n
I I

n 
 1

2
2 1  

  : 2«ينه گز پاسخ«       
n n n

n n
u dv

I ( x ) dx ( x )( x ) dx I x .x( x ) dx 
         

1 1 12 2 2 1 2 1
11 1 1 1

     

n n
n n n n n n

x n
I I ( x ) ( x ) dx I ( ) I I I

n n n n            


12 2
1 1 1

1 1 1 21 1 12 2 2 2 1

Eq]¾M Eq]

oŸ‚

  

  

 اگر : 93مثالa   وa

a
y(y a) dy




 

1 1 ،a  87(آمار ـ سراسري   كدام است؟(  

1(  2(1
999
  

 3(1
1 1
  
 

 4(1 1
1 2
 
 

   

  : ابتدا به حل انتگرال نامعين  »4«گزينه  پاسخy(y a) dy 1 پردازيم. با تغيير متغيرميy a u  :داريمdy du 

a a
y(y a) dy (u a)u du (u au )du u u c (y a) (y a) c               1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 11 1

1 2 1 1 1 2 1 1
       

       
  

a

a a
a

a a
y(y a) dy ( (y a) (y a) )] a



 


           
1 11 1 2 1 11 1 1 1

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2
     

         
  

  
 ميانگين تابع :94مثالf (x) x    بر بازه[ , ]1   87(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (5/49  2 (5  3 (/5 5  4 (51  
  : دانيم مقدار ميانگين تابع مي  »1«گزينه پاسخf در بازه[a, b] آيد:دست مياز رابطه مقابل به  b

a
f (x)dx

b a


 
  مقدار ميانگين  1

x  پس داريم: dx /


       
11 1 1 99 99 49 51 1 2 2

  
    

  مقدار ميانگين  

nيادآوري:  n(n )
x dx ;(n )


   

1
2
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 مقدار انتگرال معين: 95مثالe x Lnxe ( Lnx )xdx
2

1 2   )87(معماري كشتي ـ سراسري   كدام است؟ 1
1 (ee 1   2 (e 2 1  3 (ee 1  4 (ee 

2
1  

 : از تغيير متغير  »4«گزينه   پاسخu x Lnx 2،du ( xLnx x)dx 2 صورت:كنيم: در ايناستفاده مي  
e

x Lnx u u x Lnx ee
e ( Lnx )xdx e du e e e      

2 2 2

1
2 1 11  

 
 اگر :96مثالe dx

F( )
x Lnx

   حاصلlim F( )



1

  )87ري (مهندسي كشاورزي ـ سراس  كدام است؟ 

1 (1-  2 (1
2  3 (1 4 (2  

  : از تغيير متغير  »4«گزينه پاسخu Lnx،dx
du

x
 شود:نتيجه مي    edx du

u Lnx lim F( ) Lnx
x Lnx u 

        11
2 2 2 2 

  

 اگر: 97مثال
te

A dt
t




1
1

ر انتگرالمقدا 
te

dt
t




3
2   )88برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  برابر است با: Aبر حسب 4

1(e A2  2(e A3  3(e A 2  4(e A 3  
  : اي حل چنين سؤالاتي بايد در انتگرال دوم طوري تغيير متغير انجام دهيم كـه حـدود انتگـرال اول ايجـاد شـود. اگـر از تغييـر متغيـر         بر  »4«گزينه پاسخ

u t 3:استفاده كنيم، داريم ،  du dt , t u , t , u      3 2 1  

  بنابراين داريم:
t ( u) u u ue e e .e e e

dt ( du) ( du) e du e du
t u (u ) u u

   
       

          
3 33 13 3

2 1 1 14 3 4 1 1 1
  


  

  به انتگرال اول رسيديم كه مقدارش را داريم، لذا خواهيم داشت: بينيدطور كه ميهمان
te

dt e A
t


 


3 3
2 4  

  

 تابع :98مثالLi صـورت شود بهكه انتگرال لگاريتمي ناميده ميx dt
Li(x) , x

Lnt
 2 ، bثابـت  شـود بـه ازاي چـه مقـداري از    تعريـف مـي   2

tLnx

b

e
dt Li(x)

t
 88برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  باشد؟مي(  

1(b 1  2(b  2  3(b Ln 2  4(b Ln 2 2  

  : با تغيير متغير  »3«گزينه  پاسخu uLn u Lnx , dt e du , t e   2 در انتگرالx dt
Li(x)

Lnt
 2 شود:نتيجه مي    

x Lnx

Ln

udt e du
Li(x)

Lnt u
  2 2

  

با مقايسه رابطه فوق با رابطه
tLnx

b

e
Li(x) dt

t
  شودنتيجه ميb Ln 2.  

  

 حاصل :99مثالe

e
xLnxdx

2
  )88(معماري كشتي ـ سراسري   ، كدام است؟

1 (e (e )2 2 1  2 (e (e )2 2 1  3 (e
( e )

2
24 13  4 (e

( e )
2

23 14  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » خودكار ، بدون دخالت دست و2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه پاسخ
  شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

دانيمبطور كلي مي
n n

n x x
x Lnxdx Lnx c

n (n )

 
  

 
1 1

21 1
  ، بنابراين داريم:

e

e

x x e e e e ee
xLnxdx ( Lnx ) ( Lne ) ( Lne ) ( e )

e
       

2 2 2 4 4 2 2 22 2 23 12 4 2 4 2 4 4
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 حاصل: 100مثالdx

x x


2
22

  )88(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 

1(4
3  2(

2  3(  4تعريف نشده (  

  : 3«گزينه  پاسخ«    dx dx
Arcsin(x )

x x (x )
    

  
 

2 2

2 2
21

2 1 1  
  

  

 حاصل: 101مثال
cos( x)

I Ln( )dx
cosx





  4 4


  )88(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام گزينه است؟، برابر با 

1 ( 2  2 (1  3 (  4 (2  

  : دانيممي  »3«گزينه  پاسخ
a a

f (x)dx f (a x)dx   
  ، لذا داريم:

cos[ ( x)] cos x
I Ln( )dx I Ln( )dx

cos( x) cos( x)

 
 
 

  
 
 

 4 44 4

4 4
 

    

  فوق را با تساوي داده شده در صورت سؤال جمع كنيم، داريم: اگر طرفين تساوي

I  LnA LnB LnAB
cos( x) cos x

I [Ln( ) Ln( )]dx I (Ln )dx
cos x cos( x)

 
 




     



 4 442 2 1

4
 

  

)cos  توانيم از خاصيت لگاريتم استفاده كرده و بنويسيم: ميروش ديگر:  x)
Ln( )dx Ln(cos( x))dx Ln(cos x)dx

cos x

 

 

    4 44
4 

  

aو چون a
f (x)dx f (a x)dx    

شود، مقدار سمت راست صفر مي.  

  
 اگر :102مثالf تابعي متناوب با دوره تناوبT 89(رياضي ـ سراسري   گاه: پذير باشد، آنو مشتق(  

1(f (t)dt  متناوب با دوره تناوبT  .2  است(f   متناوب با دوره تناوب نابيشتر ازT .است  
3(f   متناوب با دوره تناوب بيشتر ازT  .4  است(f (t)dt  متناوب با دوره تناوب كمتر ازT .است  

  : چـون تـابع     »2«گزينه  پاسخf     متنـاوب بـا دوره تنـاوبT  باشـد، پـس  مـيf (x T) f (x)   شـود  گيـري از طـرفين ايـن رابطـه نتيجـه مـي      . بـا مشـتق
f (x T) f (x)   دهدو اين رابطه نشان ميf   نيز متناوب است و دورة تناوب آنT  يا كوچكتر ازT باشد.مي  
f)، توجه كنيد كه تابع4) و (1هاي (براي رد كردن گزينه (t) sin t sinباشد وليمي متناوب با دوره تناوب 2 tdt   اصلاً متناوب نيست، زيرا: 2

sinمتناوب نيست.  dt ( cos t)dt (t sin t) c      2 1 1 11 2 22 2 2  
  

 فرض كنيد تابع: 103مثالf بر[ a,a] پذير باشد وانتگرالa

a
f (x)dx


  89(رياضي ـ سراسري   هاي زير درست است؟ كدام يك از گزاره(  

1 (f  .تابع فرد است  

]بر f) اگر 2 a ,a] گاه نامنفي باشد، آنf بر[ a,a]  .تابع ثابت صفر است  
  تواند تابعي صعودي باشد. مين f) تابع 3
]بر f) اگر تابع 4 a,a] اي مانندگاه نقطهپيوسته باشد، آنc ( a,a)  وجود دارد كهf (c)  .  

  : طبق قضيه مقدار ميانگين براي انتگرال داريم:  »4«گزينه پاسخ  a

a
f (x)dx f (c)(a ( a)) af (c) f (c)


       2    

  توانند درست باشند:ها نميدهيم چرا ساير گزينهحالا نشان مي

cosحاصل): 1بررسي گزينه ( xdx


 برابر صفر است، وليcos x .(زوج است) تابع فرد نيست  

xاگر ):2بررسي گزينه (
f (x)

x


  

1 
 

aگاه، آن

a
f (x)dx


  است. وليf .تابع ثابت صفر نيست  

xdx:)3بررسي گزينه (



1
1  ولي تابعf (x) x .تابعي صعودي است  
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 با فرض :104مثالf ( )  f]و 2 (x) f (x)]sinxdx


  5


f، مقدار ( )  89و  86(رياضي ـ سراسري   كدام است؟(  
  تواند باشد. ) هر مقدار مي4  7) 3  3) 2   -3) 1
  : 2«گزينه  پاسخ«    

  
I I

I (f (x) f (x))sin xdx f (x)sin xdx f (x)sin xdx
  

      
1 2

   
  

  كنيم.هاي فوق از روش جزء به جز استفاده ميبراي محاسبه هر يك از انتگرال

  u f (x) du f (x)dx

dv sin xdx v cos x

  
    

  

I f (x)sin xdx f (x) cos x f (x)cos xdx f ( ) cos f ( ) cos f (x) cos xdx f ( ) f (x)cos xdx
  

                1 2
  

  


  

dv f (x)dx v f (x)

u sin x du cos xdx

   
   

  

f (x)sin xdx sin xf (x) f (x)cos xdx f (x) cos xdx
  
          

  

Iشود:ها نتيجه مياز جمع كردن حاصل انتگرال I f ( )   1 2 2 5 و بنابراينf ( )  3.    

  
 مقدار :105مثالLn( tgx)dx



 4 1


  )89(رياضي ـ سراسري   كدام است؟  

1(Ln
4 2  2(Ln

2 4  3(Ln
 28  4(Ln

 24  

  : دانيم كهمي  »3«گزينه  پاسخa a
f (x)dx f (a x)dx   

  در نتيجه داريم: 

tg tgx
I Ln( tgx)dx Ln( tg( x))dx Ln( )dx

tg tgx

 



      



  4 44 41 1 14 1 4
 

  

I

Ln( )dx Ln dx Ln( tgx)dx I Ln I I Ln
tgx

  
 

        
  4 4 42 2 1 2 21 4 8  

  

  

 اگر :106مثال
tx e

F(x) dt , x
t

  1  مقدار انتگرال
tx e

dt
t   )89برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟ Fبر حسب 21

1(
xe

F(x) e
x

    2(x e
F(x) e

x
   3(xF(x) e e   4(

xe
F(x) e

x
   

  : كنيم.براي محاسبه انتگرال مورد نظر از روش جزء به جزء استفاده مي  »4«گزينه  پاسخ  

x x
t t

t t t xu e du e dt xe e e e
I dt dt e F(x)

t t xdv dt v t
tt

   
         

  


 1 12
2
1 1 1  

  
 حاصل انتگرال :107مثالx

Ln( )dx
x




3
3

1
  )89(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   چقدر است؟  1

  )4  1) 3  2) 2  ) صفر 1

  : تابع  »1«گزينه  پاسخx
f (x) Ln

x





1
  باشد. بنابراين مقدار انتگرال مورد نظر برابر صفر است. ، يك تابع فرد مي1

x x x
f ( x) Ln Ln( ) Ln( ) f (x)

x x x
  

      
  

11 1 1
1 1 1  
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 مقدار انتگرال :108مثالLn(x x )dx 
1 2 1


    )89(مواد ـ سراسري   كدام است؟ 
1(Ln( ) 2 1 1 2 (Ln( ) 2 1 2  3 (( Ln( ))   2 1 2 1  4 (Ln( )  2 1 2 1  
  : كنيم.گيري جزء به جزء استفاده ميحاسبه انتگرال مورد نظر از روش انتگرالبراي مروش اول:   »3«گزينه  پاسخ     

dx
u Ln(x x ) du

x
dv dx v x

     
 
   

2
2

1
1   

   جزء داريم: گيري جزء بهاكنون با استفاده از دستور انتگرال
xdx xdx

I Ln(x x )dx xLn(x x ) Ln( )
x x

         
 

  
1 1 12 2

2 2
11 1 1 2

1 1  
  

 كنيم.صورت زير عمل ميبراي محاسبه انتگرال اخير به

xdx ( x )
x( x ) dx x( x ) dx I Ln(x x )dx Ln( ) ( ) c

x

  
               


   

1 1 1 1
11 1 2 22 2 22 2

2
11 1 11 2 1 2 1 1 1 2 2 112 21

2
   

 

)Ln  يابيم: ها، شكل ديگر مقدار فوق را ميبا توجه به گزينه ) Ln(( ) ) Ln( ) Ln( )


       
 

1 2 11 2 1 2 2 1
1 2 2 1

 

Ln( ) ( ) Ln( ) ( ) [ Ln( )]             1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1  

Ln(x  توجه كنيد كه داريم:روش دوم:  x )dx sinh xdx   
1 12 11
 

  

b  طبق نكته گفته شده، روابط مقابل را داريم:

a
f (x)dx f (x)dx b a , f (a) , f (b)

 


        1  
sinh(a) a       

b b
b b b b b b b Ln( )e e

sinh(b) e e e e e e


                         
  

2 1 2 1 22 4 41 1 2 2 12 2 1 2
 

 ¡¡—
  

Ln( )
sinh xdx sinh xdx b a Ln( )

        
1 2 1 1 1 2

 
  

Ln( )
I sinh xdx Ln( ) sinh xdx Ln( ) cosh(Ln( )) cosh( )

          
1 1 21 1 2 1 2 1 2
 

  

)sinh(Lnدانيم كهاز محاسبات قبلي مي )) 1 2 coshدانيم كههمچنين مي 1 x sinh x 2 2 )cosh(Ln. بنابراين1 )) 1 2  Iو با جايگذاري در 2
I  داريم: Ln( ) ( ) ( Ln( ))         1 2 2 1 2 1 2 1  

  
 حاصل :109مثالdx

( x) x
9
4   )89(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1(7
12  2(Ln

4
3  3(Ln

16
9  4(5

12  

  : كنيم.تغيير متغير مقابل را اعمال مي  »3«گزينه  پاسخ
u

u x du dx dx x du udu , x u , x u
x

           
1 2 2 4 2 9 3

2
  

dxبا جايگذاري روابط فوق در انتگرال مورد نظر خواهيم داشت: udu du
Ln | u | (Ln Ln ) Ln Ln

( u)u u( x) x
       

   
9 3 3

4 2 2

32 4 162 2 1 2 4 3 221 1 3 91
  

 

 حاصل :110مثالx dx

x 
31

21 1
  )89(صنايع غذايي ـ سراسري   ت؟كدام اس 

1(
12  23  ) صفر(

2 2  4(
e


11  

  : باشد.گيري و فرد بودن تابع تحت انتگرال حاصل انتگرال، برابر صفر ميبا توجه به تقارن بازه انتگرال  »2«گزينه پاسخ  
x ( x) x

f (x) f ( x) f (x)
x ( x) x

 
       

   

3 3 3

2 2 21 1 1
فرد است.  f (x)  
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 مقدار :111مثالLn xe dx
2 1


  )89(معدن ـ سراسري   چقدر است؟ 

1(
2 2  2(

2 2  3(
1 4  4(

1 4  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه  پاسخ
    كنيم.تغيير متغير مقابل را اعمال مي شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

x x
x x

xx

e e
e u e u , dx du dx du

ee


       



2 2 11 1
2 1

  

u
dx du , x u , x Ln u

u
       

2
2 2 1

1
   

  با جايگذاري روابط فوق در انتگرال داده شده داريم:
Ln

x u u u
I e dx du du du ( )du (u arc tgu) ( )

u u u u

   
            

       
2 1 1 1 12 2 2

2 2 2 2
12 1 1 11 2 2 2 1 2 2 1 24 21 1 1 1     

  
  

 مقدار :112مثالx
cos xLn( )dx

x




1
2

1
2

1
  )89(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1)2  ) صفر1
  باشد.حاسبه نمي) قابل م4  1) 3  2

  : فرض كنيد  »1«گزينه  پاسخx
f (x) cos x Ln

x





1
x   در نتيجه: 1 x x

f ( x) cos( x)Ln cos xLn cos xLn f (x)
x x x

  
       

  
1 1 1
1 1 1  

  گيري نيز متقارن است. لذا حاصل انتگرال مساوي با صفر است. ي انتگرالپس تابع مقابل انتگرال، فرد است و فاصله

  
 اصلح: 113مثالxx e dx

21 3


  )89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
e


1 1
2  2 (

e


12  3 (
e


11  4 (

e


21  

  : كنيم.گيري از روش جزء به جزء استفاده ميبراي انتگرال  »1«گزينه  پاسخ  
  x xu x du xdx , dv xe dx v e       

2 22 12 2  

x x x x xx e dx x e xe dx x e e e e
e   

                   
1 12 2 2 2 23 2 2 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2  

  
 مقدار ميانگين تابع: 114مثالf (t) sin t

L


وt L  :89(معماري كشتي ـ سراسري   برابر است با(  

1 (

1  2 (


2  3 (

2  4 (  

  : طبق قضيه مقدار ميانگين داريم:  »2«گزينه پاسخ  
l ll l
sin tdt cos t

l l

  
 
 

2
 

  

در نتيجه مقدار متوسط برابر
l

l
 
 

2
2


  آيد.دست ميبه 

  

 كران بالا براي يك :115مثالcosnx
| dx |

x 
1

1
  )89(مكانيك ـ آزاد   ، كدام است؟ 

1 (Ln3  2 (  3 (
3  4 (Ln2  

  : دانيممي  »4«گزينه پاسخ| cos nx |1ين داريم:، بنابرا    

Ln2| cos nx | cos nx | cos nx |
, | dx | dx dx [Ln(x )]

x x x x x
     

      
1 1 1 11 1 11 1 1 1 1   
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 حاصل :116مثالdx

x x  


1
2 21 1

  )90ـ سراسري  MBA(  ، كدام است؟

1 (1  2 (1
2  3 (3

2  4 (
2  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه  پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

x  كنيم: تغيير متغير مقابل را اعمال مي sin dx cos d , x , x


           1 2   

cos

dx cos d cos d cos d d
I

coscos | cos | cos cosx x ( sin ) sin

   



      
   

           
    

1
2 2 2 2

2 22 2 2 2 11 1 1 1    

−»H”Mn nj ½pIM  

  از طرفي با توجه به فرمول مقابل داريم:
tg ( )tg

cos cos
tg tg ( )




 

    
  

22 2
2 2

11 22
1 1 2

  

tg ( )
I d tg( ) tg tg I

    
       

2
21 2 1 122 2 4




  

  
 فرض كنيم :117مثالf (x) تابعي باشد كه روي[a,b] بعلاوه، پيوسته و داراي مشتق پيوسته باشد وb

a
f (x)dx ,f (a) f (b)   2 1   در اين صورت

bمقدار 

a
(xf (x)f (x))dx 90(رياضي ـ سراسري   برابر كدام است؟(  

1(1
2  2(

1
2  3(

3
2  4(3

2  

 دست آوردني بهبرا  »2«گزينه :  پاسخb

a
xf (x)f (x)dx :از روش جزء به جزء داريمu x , dv f (x)f (x)dx du dx , v f (x)     21

2  

  بنابراين داريم:
bb

a a

b b b b

a a a a
udv uv | vdu xf (x)f (x)dx xf (x) f (x)dx            2 21 1 1 1

2 2 2   جز: روش جزبه2

  
 مقدار انتگرال: 118مثال( x )Lnxdx1

3     )90اسري (صنايع ـ سيستم ـ سر  كدام است؟ 21

1 (
1 3
9 3
  2 (

8 2 3
9 3  3 (

3 19
3 9  4 (

2 3 1
3 9

  

  : ده اسـت،  به روش تستي و سريع پاسخ داده ش» ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه پاسخ
  شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

  با استفاده از روش جزء به جزء خواهيم داشت: 

b bb

aa a
: u dv uv vdu)        ،      (يادآوري روش حل انتگرال جزء به جزء

Lnx u dx du
x

x
( x )dx dv v x

   

     

3
2

1

1 3

  

( x )Lnxdx (x x )Lnx ( x )dx (x x )              
3 3

1 11 1

3 32 3 2 31 1 1 3 8 8 2 31 1 33 3 9 3 9 9 3  
  

 مقدار  :119مثال
x

dx

x( e )


4
1 1

  )90(مواد ـ سراسري   برابر است با: 

1 (Ln(e )1  2 (Ln(e )2 1  3 (Ln(e )1  4 (Ln(e )2 1  

  : كنيم.تغيير متغير مقابل را اعمال مي  »4«گزينه پاسخ  u x du dx , (x u ) , (x u )
x

        
1 1 1 4 2

2
  

u
u

u u

du e e
du Ln(e ) [Ln(e ) Ln(e )] Ln Ln(e )

ee e


         
  

2 2 2

11 1

2
22 2 12 1 2 1 1 2 2 111 1
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 حاصل: 120مثالx
dx

x






1
2

1
1

  )90غذايي ـ سراسري (صنايع   كدام است؟ 

1 (
12  2 (1

2  3 (1
2  4 (

12  

  : كنيم. تغيير متغير مقابل را اعمال مي  »4«گزينه  پاسخ  x cos t dx sin tdt     

  x cos t
x t , x t dx ( sin tdt) ( cos t)dt [t sin t]

x cos t



 
 



 
   

              
 

  
1

2

2 2
2 2

1 11 1 12 21 1
  

 مقدار انتگرال :121مثالe
I dx

x Ln x



 1 2

1
1

  )90(معدن ـ سراسري   چقدر است؟ 

1 (
6  2 (

3  3 (2
3  4 (5

6  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه  پاسخ
  شود.ز ارائه ميبا وجود اين، حل تشريحي ني

e  كنيم:از تغيير متغير براي محاسبه انتگرال استفاده مي
I dx

x (Lnx)



1 2

1
1

  

  كند:صورت زير تغيير ميهاي انتگرال نيز بهبا اعمال تغيير متغير كران

x e udx du
Lnx u du , I sin u

x ux u


          
   


1
2 1

2

1 1
2 2 611  

  

  

 مقدار انتگرال معين: 122مثالdx

x( x)1

8
3 3 21

  )90(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟

1 (Ln 
3 12  2 (Ln

3
2 3 (Ln

33 2 4 ((Ln )
3 13 2 6 

  : كنيم. تغيير متغير مقابل را اعمال مي  »4«گزينه  پاسخu x u x u du dx , x u , x u          3 23 3 1 1 8 2 

dx u du udu ( u )du ( u) du du du
du

ux( x ) u( u) ( u) ( u) ( u) ( u) ( u)

  
      

             
8 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2

2 2 2 2 2 2 23 3
3 3 1 1 13 3 3 3 311 1 1 1 1 1 1

  

I Ln( u) Ln (Ln )
u

      


2 2

1 1
3 3 1 3 13 1 3 31 2 2 2 6  

  

 مقدار انتگرال معين: 123مثالe xe (Lnx )dx
x

 1
  )90(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (
e

1  2 (1  3 (e  4 (ee  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه  پاسخ
  شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

  نيم:كابتدا انتگرال داده شده را به دو انتگرال مقابل تبديل مي
e e e x

x x e
e (Lnx )dx e Lnx dx dx ( )

x x
    1 1 1

1 1  

  كنيم، لذا داريم:حالا انتگرال اول در طرف دوم تساوي را با استفاده از روش جزء به جزء حل مي
e e x

x x
x

x

dx
u Lnx du e e

x , udv uv vdu e Lnxdx e Lnx dx
xdv e dx

v e

        
  

   1 11  

  ) داريم:1با جايگذاري در رابطه (
e e ex x

x x x ee ee e
e (Lnx )dx e Lnx dx dx e Lnx e

x x x
       1 1 1

1
1 1  

x  اب برسيم:تر به جوتوانيم سريعي متن كتاب ميالبته طبق نكته xe (f (x) f (x))dx e f (x) c    

fدر اين سؤال (x) Lnx وf (x)
x

 
  ، لذا داريم:1

ee x x ee (Lnx )dx e Lnx e
x

    1 1
1  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 مقدار: 124مثالx
dx

x(x )




22
21

1
1

  )09(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   برابر است با:  

1 (Ln
5
2  2 (Ln

5
4  3 (Ln

52 2  4 (Ln
52 4  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است» ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه  پاسخ ،
  شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

  ها خواهيم داشت:با روش تجزيه كردن كسرروش اول: 
A Bx C x

Ax A Bx Cx x (A B)x Cx A x A , B ,C
x x x(x )

 
                  

 

2
2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 2

1 1
  

x x x
dx ( )dx [ Lnx Ln(x )] Ln | Ln Ln Ln Ln Ln

x xx(x ) x

  
            

  
2 2
1 1

2 22 2 2
2 21 1

1 1 2 1 5 5 1 51 22 2 2 41 1
  

x  داريم: x2با تقسيم صورت و مخرج برروش دوم:  xdx dx Ln(x ) Ln( ) Ln Ln
xx(x ) x

x


          

 
22 2

2 1

111 1 5 521 2 41
  

  

 مقدار :125مثالxf (sin x)dx




  )90(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   برابر است با:  

1 (f (sin x)dx

2 

  2 (f (cos x) dx

2 

  3 (f (sin x)dx


   4 (f (cos x)dx


   

  : هرگاه تابع  »1«گزينه پاسخf (x) ي مقابل برقرار است.پذير باشد، رابطهتابعي انتگرال  xf (sin x)dx f (sin x)dx
 

 2 
  

  

 اگر: 126مثالnT (x) cos(narccosx) )n يك عدد صحيح) حاصل انتگرالr sT (x)T (x)
dx

x 


1

1 21
rوقتي  s    :برابر است با    

  )90(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري 
) 3  1) 2  ) صفر 1

2  4 (  

  : به ازاي  »3«گزينه  پاسخr s 1 :خواهيم داشت  T (x)T (x) (cos(cos x)) x dx
I dx dx

x x x



  
  

  
  

1 2 21 1 11 1
1 1 12 2 21 1 1

  

x  كنيم:را اعمال ميتغيير متغير مقابل  sin t dx cos tdt , x t , x t
 

          1 12 2  

sin t cos tdt sin t cos tdt cos t
I sin tdt dt

cos tsin t

   

   
   

 
    


   

2 2
22 2 2 2

2
2 2 2 2

1 2
2 21

  
  

 مقدار:  127مثالI (sin cos )d


   
3

2 32


  )90(فيزيك دريا ـ سراسري   برابر با كدام گزينه است؟ 

1 (
2

15  2 (
1

12  3 (1
12  4 (2

15  

  : با استفاده از تغيير متغير  »1«گزينه پاسخx sin :داريم ،  

x sin dx (cos )d , x sin( ) , x sin
 

                
3 3 12 2    

  dx
(sin )cos ( sin )d x .cos ( x ) x ( x )dx

cos


 

         
  

3 1 12 2 2 2 2 22 1 1 1
  

  


2
15

x x
I x ( x )dx (x x )dx [ ]

  
           

1 1 13 5
2 2 2 4 1 11 3 5 3 5 

    

  

 فرض كنيد :128مثالF (x) cos x  )Fو 2 )  I، مقدار1 F(x)dx


  90(مديريت نساجي ـ سراسري   كدام است؟(  
1 ( 1  2 (  3 ( 1  4 (2  
  : كنيم:استفاده مي» جزء به جزء«براي پاسخ به اين سؤال از روش   »2«گزينه  پاسخ  u F(x) du F (x)dx , dv dx v x       

I F(x)dx [xF(x)] xF (x)dx F( ) x cos x dx F( ) ( x)cos x dx
                 2 21 22   

  

I  F( )I F( ) [sin x ] F( ) [sin sin( )] F( )               121 1
2 2   
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  هاي شامل جزء صحيح و قدرمطلقمحاسبه انتگرال :6درسنامه 
  

  
 حاصل انتگرال :1مثالI tgx dx



    3


(كدام است؟  ،   (.نماد جزء صحيح است  

1 (
2  2 (

24  3 (
12  4 (

6  

  : يدر بازه»  3«گزينه پاسخ[ , ]

3،tgx دو مقدار  كنـد، يعنـي اگـر   را اختيـار مـي   1وx


  4 ،گـاه آنtg( ) tgx tg


  4  بـارت ديگـر  و بـه ع 

tgx 1 و اگرx
 
 4 tgگاهآن، 3 tgx tg

 
 4 tgxو به عبارت ديگر 3 1   ي انتگرال بايد به دو قسمت تقسيم شود:بنابراين بازه 3


12I tgx dx ( )dx dx [x]

  

 
 

             3 33 4

4 4
1 3 4 

   

  

 حاصل  :2مثالdx
I

x x

    
1
1 3
2

   كدام است؟ 1

1 (1  2 (2  3 (1
2  4 (3

2  

  : يدر بازه»  4«گزينه پاسخ[ , ]
1 x، فقط به ازاي12 1مقدار ،

x

و نياز بـه تفكيـك    كافي استي داده شده شود، بنابراين همان يك بازه، عددي صحيح مي1

3  نيست.
2

dx
x I [ ]

x x x x

                       


1 11 13 2
2 2

1 1 1 1 1 1 11 1 2 1 1 212 2 1 22 2 4

  

  

 حاصل : 3مثالI x dx   
1394


  كدام است؟ 

1 (697 1394  2 (1394 1393  3 (1394 1395  4 (697 1393  

  : در اين سؤال گفته شدهبا توجه به نكته »  4«گزينه پاسخn 1394  .داريم بنابرايناست:                   ( )
I


  

1394 1394 1 697 13932  
  

 حاصل  :4مثالI ( x )dx  
2 1 1


  كدام است؟ 

1 (3  2 (2   3 (5
2  4 (3

2  

  : داخل قدرمطلق  در اين انتگرال، عبارت»  1«گزينه پاسخ»x 1 «دانيم به ازاياست و ميx 1مقدارش منفي و به ازاي ،x 1 .مقدارش مثبت اسـت ، 
xيي شكست، ريشهبنابراين كانديداي نقطه  1  و به عبارت ديگر همانx 1 .است  

        x x
I ( x )dx (x )dx [ x] [ ] 3               1

2 21 2 1 2
1

3 31 1 1 1 22 2 2 2
  

  

 حاصل  :5مثالI x | x | dx


  1

   كدام است؟  1

1 (  2 (1  3 (2  4 (3  

  : در اين انتگرال هم روش حل يكسان است، ابتدا وضعيت»  2«گزينه پاسخ| x   رويم:مطلق بعدي ميبازه معلوم كرده و سپس سراغ قدر را در |

                 I x | x | dx x x dx x x dx xdx [x ] 1
 

           
11 1 1 2

1 1 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 مقدار :6مثالxe d(x | x |)


21
  كدام است؟ 1

1 (  2 (2  3 (( e ) 12 1  4 (( e ) 12 1  

  : رسـد (بـه خـاطر وجـود    متعارف و ناآشنا بـه نظـر مـي   اين سؤال در نگاه اول، كمي غير  »4«گزينه پاسخd(x | x   ديـديم!)  كـه قـبلاً مـي    dxبـه جـاي   (|
|وجود اما روش حل ساده است: با توجه به x x، بايد|  ي شكستن بازه باشد، بنابراين داريم:، نقطه  

 
u u

x x x x x

d( u)e edu

I e d(x | x |) e d[x( x)] e d[x(x)] e d( x ) e d(x )    
  



          
2 2 2 2 21 1 12 2

1 1 1
 

   

( e ) 12 1x xI [e ] [ e ] e e e e e


             
2 2 1

1
1 1 12 2




   

  ر نشد؟مگر تابع زير انتگرال فرد نيست، پس چرا حاصل انتگرال صفسؤال دانشجو: 
fصـورت توانيم در مورد زوج يا فرد بودن تابع زير انتگرال نظر بدهيم كه انتگرال را بههنگامي ميپاسخ:  (x)dx  يـاf (u)du     در آورده باشـيم. امـا در صـورت

d(xصورتسؤال انتگرال به | x fاست. در اين مثال وقتي انتگرال را به شكل (| (u)du نوشتيم متوجه شديم كهuf (u) e ياuf (u) e   است كه ايـن دو

xبراي مثال در انتگرال تابع نه زوج هستند و نه فرد هستند. d(x )

1 3 2
يد تابع زير انتگرال، فرد به نظر برسـد در حـالي كـه بـا نوشـتن انتگـرال       در نگاه اول شا 1

xداريم: dxبرحسب d(x ) x xdx x dx
  

   
1 1 13 2 3 4
1 1 12   پس تابع زير انتگرال زوج است. 2

  

 مطلوبست محاسبه انتگرال :7مثالy | x | | x | dx


 
2
1   )78ـ سراسري سيستم  ـ صنايع(   .1

1 (y / 3 676   2 (y / 3 5 7  3 (y / 4 4   4 (y / 5 3  

  : ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه پاسخ  

  I | x |. | x | dx x.( x)dx x.xdx x .xdx
 

           
2 1 2
1 1 11 1 1 1


  

x u dx du , x u , x u , x u              1 1 1 2 1  
x u dx du , x u , x u , x u            1 1 1 1   

I u ( u)du u ( u)du u (u )du [ u u ] [ u u ] [ u u ]              
1 1

2 1

3 5 3 5 5 3
1 1 2 2 2 2 2 2
2 1

2 2 2 2 2 21 1 1 3 5 3 5 5 3







  

[( ) ( )] ( ) /


                      
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 8 4 3 6 8 4 24 41 1 2 2 4 2 3 2 2 2 2 1 973 5 3 5 3 5 5 3 3 5 5 3 15 5 3 15 15


  

  
 مقدار :8مثالx cosxdx



   2


  )81ـ سراسري  MBA(             برابر است با:      

1 (sin
11 12  2 (sin1 1  3 (sin1 1  4 (sin

11 12  

  : اي بشكنيم كـه  گونهگيري را بهخواهيم انتگرال بگيريم از جزء صحيح استفاده شده لذا بايد بازة انتگرالدر تابعي كه مي كهاينبا توجه به   »2«گزينه  پاسخ

x  لذا داريم: ،موجب حذف جزء صحيح شود cos xdx dx cos xdx sin x] sin

  

        
1

11
2 2 2 1 1
 

  

  

 حاصل :9مثال(x | x |)dx



2
  )81ـ سراسري سيستم  ـ صنايع(                  كدام است؟          1

1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  

  : گرال را محاسبه كنيم:گيري قدرمطلق را برداريم و بعد انتابتدا بايد با شكستن بازة انتگرال  »2«گزينه  پاسخ  

(x | x |)dx (x x)dx (x x)dx xdx x ]
 

          
22 2 2 2

1 1 2 4



 

  

  



  

182 

انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار انتگرال :10مثالt dt 
 

2 2


tكه در آن  
 

   )85(عمران ـ سراسري   باشد برابر با چيست؟مي t2جزء صحيح 2

1 ( 5 2 3  2 ( 4 2 3  3 ( 5 2 2 3  4 ( 4 2 2 3  
  : يح گيري اقدام به برداشتن جزء صحخواهيم انتگرال بگيريم از نوع جزء صحيح است با شكستن بازة انتگرالتابعي كه مي كهاينبا توجه به   »1«گزينه  پاسخ

t   پس داريم: كنيم،مي dt t dt t dt t dt t dt                         
2 1 2 3 22 2 2 2 2

1 2 3 
  

dt dt dt dt ( ) ( ) ( )               
2

1

1 2 3
2 32 3 2 1 2 3 2 3 2 3 5 3 2


  

  
 حاصل: 11مثالdx

| x |


2
21

  )86ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك  كدام است؟ 

1( Ln( )

 2 32  2( Ln( )


 2 32  3( Ln( ) 1 2  4(  Ln( ) 2 1  

  : يبا توجه به اين كه ريشه قدرمطلق در بازه  »2«گزينه پاسخ  برابر با2تا ،x 1 صورتبهها بايد است، پس بازه  شكسته شوند. 2تا  1 و 1تا  

              dx dx dx
Arcsin x Ln(x x ) Ln( )

| x | x x


        

  
  

212 1 2 2
12 2 2 1

1 2 321 1 1 


  

  
 مقدار انتگرال :12مثال| x | x dx




2
  )89سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع    چقدر است؟1

2)2  ) صفر 1 2
3  3(2

3  4(3 2
2  

  : صـورت بهها ي عبارت درون قدرمطلق برابر با صفر است، لذا بازههاي انتگرال را طوري بشكنيم تا قدرمطلق از بين برود، چون ريشهبايد بازه  »2«گزينه  پاسخ 
 1 

و

  شود.، شكسته مي2

  | x | x dx x x dx x x dx x dx x dx ( x)
    

                 
3

2 2 2
1 1 1 1 1

2 2 22 2 2 3 3
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1ي عمومي (رياض

  هاي غيرعادي (ناسره)انتگرال :7 درسنامه 
  

 حاصل :1مثالdx
I

x




 21
  كدام است؟ 

1 (  2 (
2  3 (

  انتگرال واگراست.) 4  4

  : بالاي انتگرال كران»  2«گزينه پاسخ لذا داريماست ،:b

b b

dx dx
I lim lim (Arc tgb Arc tg ) Arctg( )

x x



 


      

  2 2 21 1 
      

  

 حاصل :2مثالdx
I

x x






  2 6 1
  كدام است؟

) 2  ) صفر1
4  3 (  4 (

2  

  : انتگرال حدود  »3«نه گزيپاسخ و ،بنابراين داريم: منفي است. دلتاي عبارت درجه دوم زيرا ؛ي حقيقي نداردمخرج كسر ريشه هستند  

             c b

a ca b

dx dx dx dx
I lim lim

x x (x ) (x ) (x )

 

   
   

          2 2 2 26 1 3 1 3 1 3 1
  

)ياي در بازهرا هر نقطه cتوانيم مي , )  براي راحتي در محاسبات  ،انتخاب كنيمc    . كنيمانتخاب مي 3


b

aa b a b
I lim [Arc tg (x )] lim [Arc tg(x )] I lim [Arc tg (a )] lim [Arc tg(b )]

   

 
            

3
33 3 3 3 2 2  

  

 حاصل انتگرال :3مثالx sin x
dx

x






 2
2 1

  كدام است؟ 

1 (
  ) انتگرال واگراست.4  2) 3  1) 2  4

  : وقتي»  4«گزينه پاسخx  ،ارزعبارت زير انتگرال هم
x

dxو چون است 1

x



2

p)واگراست،  )1 .پس انتگرال موردنظر نيز واگراست  

  

 بين  :4مثالn وm كدام رابطه برقرار باشد تا
m

n

sin x
dx

x



 2


            همگرا گردد؟، 

1 (n m  2 (m n  3 (n m 1   4 (m n 1  

 :انتگرال داده شده در»  3«گزينه   پاسخx   باشد. وقتيناسره ميx  ارزي، همm msin x ~ x ، .صـورت بهبنابراين انتگرال را داريم 
n m

dx

x



 2


 

n؛يد، و بنابراين براي همگرايي لازم استآدر مي m 1  ياn m 1.  
 

  

 چه مقاديري از به ازاي  :5مثالnانتگرال ،
n

dx
I

cosx



  2


  همگراست؟ 

1 (n 1  2 (n    3 (n 1  4 (n 1  

 :انتگرال در  »4«گزينه   پاسخx


 xتوانيم از تغيير متغيرگي دارد، ميناسر 2 u


 2  كنيم:زير بازنويسي  صورتبهاستفاده كرده و انتگرال را  

n
n n n

du du du du
I

sin u
cos( x) cos( u) (sin u)

  




   
 
 

   2 2 2 1
2 2 2


  

  

uايم كه درحالا به يك انتگرال رسيده   ناسره است و چون درu  ارزي، همsin u ~ u ارز بارا داريم، پس انتگرال هم
n

du

u



 2 1
 اين انتگرال به ازاياست و  

n


1 n، و به عبارت ديگر به ازاي1    همگراست. 1
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 به ازاي چه مقاديري از :6مثالkانتگرال ،k x sin x
x ( )dx

x sinx

 
   ، همگراست؟1

1 (k  1  2 (k  1  3 (k  1  4 (k  1  

 :ارز تابع مقابل انتگرال را وقتيهم  »1«گزينه   پاسخx  ،آوريم:مي دستبه  
k k kx sin x x

x ( ) x . x
x sin x x





k{n·¼ºI¤  

kxرفتار باظر همپس انتگرال مورد ن dx

1 دانيم اين انتگرال با شرطاست و ميk  1 باشد.همگرا مي  

  

 مقدار ثابت  :7مثالC كه به ازاي آن انتگرال ناسرهC
I ( )dx

xx


 


 2

1
24

حاصـل انتگـرال    ،C، چقدر است و به ازاي اين مقدارهمگراست 

  كدام است؟

1 (C  Iو 2 Ln  2    2 (C 1 وI Ln 2   3 (C 1 وI Ln 2 2   4 (C  Iو  2 Ln 2 2   

 :نهايت ناسره است.)گيريم: (توجه كنيد كه انتگرال فقط در بيخبُ، ابتدا مخرج مشترك مي»  2«گزينه  پاسخ  

x C x x Cx x( C) C
I ( )dx ( )dx dx ( )dx

xx x(x ) x

        
  

 
   

2

2 22
2 4 1 1

2 4   

ÁpnH´À   

Cشود، مگر اين كه صورت كسر صفر شود، پسمخرج كسر يك است، پس انتگرال ناسره ميدر  xبا توجه به اين كه توان 1  و لذاC 1  خواهد شد. حالا

x  بايد سراغ حل انتگرال برويم: x
I ( )dx [Ln(x x ) Ln(x )] [Ln( )]

x xx

   
       

 


22
2
1 1 44 22 24  

   

x x

x x x x
Ln[ lim ( )] Ln( ) I Ln lim ( ) Ln

x x 

  
    



2 4 2 22 2
ÁpnH´À   

  

 به ازاي چه مقاديري از  :8مثالانتگرال ،x
I dx

sinhx


  همگراست؟  

1 (     2 (    3 ( 1  4 ( 1  

 :كنيم:نهايت، بنابراين آن را به شكل زير به دو قسمت تفكيك ميدارد، يكي در صفر و ديگري در بي گيناسرانتگرال دو نوع   »2«گزينه   پاسخ  

x x
I dx dx I I

sinh x sinh x

 
    

1
1 21

    

xي، نقطهI1كنيم. در انتگرالها را جداگانه بررسي ميحالا هر يك از انتگرال   ارزي دركند، با استفاده از همايجاد مي گيناسر، براي انتگرالx  تـوان  ، مي

sinhنوشت: x ~ x ارز باو لذا انتگرال همx
dx

x




1


dxارز باو به عبارت ديگر هم 
x 

1
1
1


يم براي همگرايي اين انتگـرال، بايـد   داناست و مي  1 و بـه   1

عبارت ديگر، بايد   .باشد  

sinhرويم، ابتدا معادلحالا سراغ انتگرال دوم مي x نويسيم:را مي  
x x x x

x x x
dx dx ( )dx

sinh x e e e e

    
  

   1 1 12

2

  

نهايت،ل در بيارز تابع زير انتگراخبُ، هم
x

x

e


است و لذا بايد وضعيت همگرايي انتگرال 

x

x
dx

e


1 ي اول داريم:بررسي شود. با استفاده از قضيه  

x xx x

x x
lim x ( ) lim ( )

e e


 

 


22 k{n·¼º I¤  

pچون  2 همگـرا باشـد و گفتـيم     I1انتگـرال  كافي است، فقط Iهمواره همگراست. پس براي همگرايي انتگرال I2و حاصل حد نيز متناهي شد، لذا انتگرال 1
اين است كه I1شرط همگرايي   .باشد  
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 به ازاي چه مقاديري از  :9مثال انتگرالtcost
I ( )e dt

t

 



 

1


  همگراست؟ 
1 (  2  2 (  2  3 (  3  4 (  3  
 :ها شامل صفر و ديگري شاملدارد. بنابراين بايد انتگرال را به دو بخش كه يكي از آن گيناسرنهايت نتگرال در صفر و بيا  »3«گزينه   پاسخ است، تفكيك كنيم:  

t t tcos t cos t cos t
I ( )e dt ( )e dt ( )e dt I I

t t t

   
  

  
      

1
1 21

1 1 1
 

    

    كنيم:ي گفته شده استفاده ميبراي اين منظور از قضيهكنيم، را بررسي مي I2ابتدا شرط همگرايي انتگرال
t

tt t

cos t ( cos t)t
lim t ( )e lim

t e t


  

 


22 1 1 k{n·¼º I¤  

pچون  2   همگراست. به ازاي تمام مقادير I2حد نيز صفر شد، بنابراين انتگرال و حاصل 1
tچـون  .)همگراسـت  به ازاي هر مقدار I2ايجاد شود جواب سؤال است (چون براي I1هر محدوديتي كه براي همگرايي رويم؛مي I1حالا سراغ    ي نقطـه

t  ارزي در صفر استفاده كنيم، لذا داريم:است، بنابراين بايد از هم I1گيناسر

t
cos t

(e) ~ (e ) ~
t t t


  



2

2
1 12

2
  

dtشرايط همگرايي انتگرال كافي استبنابراين 
I

t
 

1
2 22


دانيم اين انتگرال با شرطرا بررسي كنيم و مي   2 همگراست، پس 1  و در  I1، شرط همگرايي3

  .است Iنتيجه شرط همگرايي
  

 ؟نيستهاي زير صحيح يك از گزينهكدام :10مثال    

)يي پيوسته و مثبت در بازهتابع f) اگر1 , ) باشد و انتگرالf (x)dx

  همگرا باشد، ممكن است؛I f (x)dx


  2


  واگرا باشد. 

)يتابعي پيوسته و مثبت در بازه f) اگر2 , ) تگرالباشد و انf (x)dx

   ،ممكن است گاهآنواگرا باشدI f (x)dx


  2


  ؛ همگرا باشد.

xI) انتگرال3 e dx
 


 
  همواره واگراست. 2

x) انتگرال4
I dx

cosh x




  .همواره همگراست  

 :ها ممكن است به عنوان يك تسـت مجـزا مطـرح شـوند! بـراي تمـرين       ام! كه البته هر كدام از گزينهكردهيك سؤال تركيبي برايتان طرح   »3«گزينه  پاسخ
  كنيم:ها را بررسي ميبيشتر تمام گزينه

fبراي تأييد اين گزينه، فرض كنيد): 1بررسي گزينه ( (x)
x(x )


2

1
1

  دانيم اين انتگرال همگراست براي اين كه داريم:، مي

dx dx dx
f (x)dx

x(x ) x(x ) x(x )

  
  

  
   

1
12 2 21 1 1  

  

~  واضح است هر دو انتگرال فوق همگرا هستند، چون داريم: (x ) , ~ (x )
xx(x ) x(x ) x

x

  
 

32 2 3
2

1 1 1 1 1
1 1

  

dxاما انتگرال
f (x)dx

x(x )

 


 2
2 1 

dx  واگراست، چون داريم:  dx dx

x(x ) x(x ) x(x )

 
 

    
1

2 2 211 1 1 
  

xرا درارزي زير كه به راحتي معلوم است، مثلاً انتگرال اول واگراست، چون هم   :واگراست  داريم~ (x ) I dx
x xx(x )

   
 

1
2
1 1 1

1 
  

fبراي تأييد اين گزينه فرض كنيد:): 2بررسي گزينه ( (x)
x


 2
1

1
  دانيم اين انتگرال واگراست، براي اين كه داريم:، مي

dx dx
f (x)dx

x x

 
 

 
  

1
12 21 1 

  

dxز باارتوان همانتگرال دوم را مي

x


1 در نظر گرفت و لذا واگراست. اما انتگرالI f (x)dx


  2


  همگراست، چون داريم: 

dx
dx [Arctgx]

x

 
 

 2 21 
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xIصورتبهگيري متقارن است، انتگرال را ي انتگرالابتدا چون تابع تحت انتگرال زوج و بازه): 3بررسي گزينه ( e dx
  

2
2


نويسيم، حـالا دقـت كنيـد    مي 

xeدارد و چون تابع گيناسرنهايت انتگرال در بي
x  ، داريم:همواره مثبت است 2

xx x

x
lim (x e ) lim

e


 


2
2

22 k{n·¼º I¤  

  نويسيم:زير مي صورتبهابتدا انتگرال را ): 4بررسي گزينه (
x x x x x x

I dx dx dx dx ( )dx ( )dx
cosh x cosh x cosh x cosh x cosh x cosh x

    

  
          

1

1

1 1
1 1  

]گيري متقارن است (البته دقت كنيد اين انتگرال در بازهي انتگرالانتگرال وسط به خاطر اين صفر شد كه تابع زير آن فرد و بازه :توضيح , ]1 هم پيوسته است)  1
  كنيم:به شكل زير بررسي ميرويم. ابتدا وضعيت همگرايي انتگرال دوم را ي حل سؤال ميشود. خب حالا سراغ ادامهپس حاصل صفر مي

x x x x x x xx x

x x x x ( x) x
( )dx ( )dx ( )dx lim ( ) ~ lim ( )
cosh x e e e e e e e


  

   
  

    
2 3

1 1 1
2 2 2

2

k{n·¼º I¤
  

  ) هم همگراست.4انتگرال داده شده در گزينه (در نتيجه شود و بنابراين اين انتگرال و انتگرال اول هم با تغيير متغير به انتگرال دوم تبديل مي
  

 به ازاي چه مقدار :11مثالcانتگرال ،x c
( )dx

xx c




 2 12 2
  )80و 78سراسري  (عمران ـ   همگراست؟ 

1 (c  
1
2  2 (c 

1
2  3 (c    4 (c 1  

  : ل ناسره درانتگرال داده شده يك انتگرا  »2«گزينه پاسخ باشد، توجه كنيد كه وقتيميx زير در نظر گرفت صورتبهتوان ، تابع مقابل انتگرال را مي:  


cx c x c c

x x x x xx c x


    

2 2

1 1
2 2

12 2 2
k{n ·¼ºI¤  

حال توجه كنيد كه
c

dx
x

 


1
2


cكهاينواگراست مگر   

1
2   و در نتيجهc 

1
  باشد. 2

  

 حاصل :12مثالdx

x x




 1 2 1

  )78اي ـ سراسري (هسته               كدام است؟ 

1 (
2  2 (

3  3 (
4  4 (

6  

  : دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »1«گزينه  پاسخ  
dxاز تغيير متغيرروش اول:  sec t.tgtdt , x sec t  كنيم:استفاده مي    

x t
sec t.tgtdt tgtdt

dt t
x t sec t sec t cos t

cos t

    
      

     
   22 2 2

2 2
2

1

21 12
  




  

dx    روش دوم:
sec (x) Arcsec( ) Arcsec( )

x x

         


 1
1 2 1

1 2 21
  

  

 با فرض :13مثالp qانتگرال ،
p q

dx

x x
1


  )79(مكانيك ـ سراسري          همگراست؟ qو   pچه مقاديري از  يبه ازا 

1(| p |1  2(q 1  3(| q | 2  4(p q 1  

  : انتگرال داده شده در   »2«گزينه پاسخx   باشد. چون طبق فـرضنـاسره ميp q   بنـابــراين در همسايــگي نقطـه ،x    داريـم
p q p

~
x x x

1 از  1

طرفي شرط همگرايي
p

dx
x


1 1


pاين است كه  1تواند صحيح باشد.مي 2هاي داده شده فقط گزينه . با توجه به گزينه  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1ي عمومي (رياض

 حاصل :14مثال
x x

dx

e e



              79ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(                       كدام است؟(  
1(   2 (

2  3 (
4  4 (  

 : صورت و مخرج كسر زير انتگرال را در  »3«گزينه  پاسخxe كنيم:ضرب مي    




du

x x
x

x x x x

u

dx e dx e dx
I Arctge

e e e (e )

  


   
      

  
  2 2 2 4 41 1   

    

  
 چه مقدار  يبه ازا :15مثالaانتگرال ،

a

dx

x(Lnx)
2
  )79(عمران ـ سراسري          همگراست؟ 1

1(| a |1  2(a 1  3(a 1  4 هر مقدار (a  
 : دهيم:ير متغير زير را انجام ميابتدا تغي  »3«گزينه   پاسخ  

Ln

a a

dx
du

x dx du
u Lnx

x u x(Lnx) u
x u Ln

          

 
22

11
2 2

  

aانتگرال فوق همگرا باشد بايد كهاينبا توجه به مطالب كتاب براي  1 .باشد  
  

 مورد انتگرال نامتعارف (غيرعادي) در :16مثالxxe dx
  80(معدن ـ سراسري   هاي زير صحيح است؟اميك از گزينهكد(  

  ) اين انتگرال همگراست و مقدار همگرايي صفر است.2  ) اين انتگرال واگراست.1

1) اين انتگرال همگراست و مقدار همگرايي4  ) اين انتگرال همگراست و مقدار همگرايي يك است.3
  است. 2

  : براي حل انتگرال داده شده بايد از روش جزء به جزء استفاده كنيم داريم:   »3«ه گزينپاسخ( udv uv vdu)    

x x x x x
x x

x u dx du
xe dx [ xe ] ( e )dx [ xe ] [ e ] ( )

e dx dv e v

       
 

               
   

  1 1
   

  

توجه:
x xx x

x HOPlim ( ) lim
e e 

   
  

 
1 1   

  

 اگر :17مثال
m

n

x
I dx

x





2

21
  )80(آمار ـ سراسري   كدام رابطه صحيح است؟ گاهآنطبيعي همگراست.  nو mاي، كه در آن انتگرال به از

1 (n m 1  2 (m n 1  3 (m n 
1
2  4 (n m 

1
2  

  : توان عبارت درون انتگرال را به شكل مقابل نوشت:نهايت ميدر بي  »4«زينه گپاسخ  
m m

n n n m

x x
~

x x x 




2 2

2 2 2 2
1

1
  

nبراي همگرايي، بايد m 2 2 nو لذا بايد 1 m 
1
  باشد. 2

  
 مقدار انتگرال :18مثالxx e dx

 
22


  )80(برق ـ آزاد                    برابر است با: 

1 (
2  2 (

8  3 (
16  4 (

4  

  : كنيم:استفاده مي ءبه جز ءاز روش جز  »4«گزينه  پاسخ                 x xdv xe dx , v e 
 

2 21
2  

u x du dx    
x x xx

x e dx e e dx
     

      
2 2 22 1 1

2 2 2 2 4 



  

xeبهتر است دو انتگرال توجه: dx
  


2

2
xxو e dx

  


22
4

  .را به خاطر بسپاريم، چرا كه در مباحث ديگر هم با اين دو انتگرال سروكار خواهيم داشت
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 مقدار انتگرال : 19مثالxI e (sin x xcos x )dx
   2 22


  )81فلسفه علم ـ سراسري تاريخ و (  ، كدام است؟

1 (  2 (
4  3 (

  ) انتگرال واگراست.4  2

  : تاب داريم:طبق فرمول ك  »1«گزينه پاسخ  x xe (f (x) f (x))dx e f (x) c    
x  منفي باشد، فرمول به صورت مقابل است: eاگر توان xe (f (x) f (x))dx e f (x) c      

fدر اين سؤال با فرض (x) sin x f، داريم:2 (x) x cos x  x  در نتيجه: 2 xI e (sin x x cos x )dx e sin x
   

       2 2 22


  


  

  
 مقدار انتگرال معين :20مثالdx

x(x )



 1
1

  )82(آمار ـ سراسري                      برابر است با: 1
1 (1  2 (Ln 2 1  3 (Ln2  4 (  
  : 3«گزينه  پاسخ«  

        
x

dx x x
( )dx [Lnx Ln(x )] Ln Ln lim ( ) Ln Ln ( Ln ) Ln

x(x ) x x x x

  




           

    11 1 1

1 1 1 11 1 2 21 1 1 2  

  
 مقدار انتگرال :21مثالxte costdt

  :82ـ آزاد صنايع ـ سيستم (       ، برابر است با(  

1 (x

x 1  2 (
x 2

1
1

  3 (x

x 

2

2 1
  4 (x

x 2 1
  

  : باشد، و بنابراين حاصل انتگرال موردنظر برابرانتگرال داده شده برابر تبديل لاپلاس كسينوس مي  »4«گزينه پاسخx

x 2 1
  خواهد بود. 

  شند به خاطر بسپاريد:باهاي زير را كه به ترتيب تبديل لاپلاس توابع سينوس و كسينوس ميانتگراليادآوري: 
sx s

e cos xdx
s

  
 2 1

sxeو   sin xdx
s

  
 2
1

1
  

  
 مقدار :22مثال

x

dx

e



 1
  )83(رياضي ـ سراسري          كدام است؟ 

1 (1  2 (2  3 (Ln2  4 (  
 : براي محاسبه انتگرال داده شده صورت و مخرج را در  »3«گزينه   پاسخxe كنيم و سپس با در نظر گرفتن مخرج بـه عنـوان  ضرب ميu    بـه راحتـي از

  پردازيم پس داريم:روش تغيير متغير به حل مساله مي
x

x
x x

dx e
dx Ln(e ) Ln

e e

  
    

   1 2
1 1  

  

  
 كدام گزينه در مورد :23مثالdx

I
log x

 
2
  )83(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       صحيح است؟ 1

1 (I 2  ست.واگرا (I .3  همگرا به صفر است (I  4  است. 1همگرا به (I 1همگرا به
  است. 2

  : از تغيير متغير  »1«گزينه پاسخtx 1 ،tdx Ln dt1 1 آيد:كنيم. در اين صورت انتگرال به فرم زير در مياستفاده مي  

 ست.واگرا
t loglog logdx Ln dt dt

Lnt
log x t t

     
22 2 11 12

1
1 1  

 
 


  

  

 حاصل:24مثالd dy

dx x y




4
4 2 2

xبه ازاي     )85ـ سراسري  صنايع ـ سيستم (  كدام است؟ 2

1 (3  2 (6  3 (6
5  4 (3

2
  

  : داريم ابتدا توجه كنيد كه  »4«گزينه پاسخ:           dy y
Arctg

x x x x xx y

   
     

 2 2
1 1 1

2 2



  

d                :داريم بنابراين d ( ) !
( ) ( )

x x xdx dx x x

      
     



4 4 4

4 4 5 5
1 1 4 12 3

2 2 2 2 2
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 كدام گزينه در مورد انتگرال نامتعارف (غيرعادي) :25مثالdx

x x



 
2 4 2 1

  )85(رياضي ـ سراسري   باشد؟صحيح مي 

  است. 2) همگرا به 4  ) همگرا به يك است.3  ) همگراست.2  ) واگراست.1

  : ابتدا توجه كنيد كه  »2«گزينه  پاسخ
xx x


 

24 2
1 1

1
dx، و چون

x


2 2

1
تگرال موردنظر همگراست و مقـدارش  ، بنابراين طبق آزمون مقايسه ان2

1از
  ) صحيح است.2كمتر است، بنابراين گزينه ( 2

  

 اگر :26مثالq  ،pكدام گزينه در مورد انتگرال ،
p q

dx

x x



 86(رياضي ـ سراسري   است؟ صحيح(  

q) هرگاه1 p  1 .هرگاه 2  همگراست (p 1 وq 1 .همگراست  
p) هرگاه 3 1 وq 1 .به ازاي هر4  همگراست (p,q .واگراست  
  : انتگرال داده شده در  »1«گزينه  پاسخx   انتگرال در  كهاينباشد. براي نهايت ناسره ميو بيx   هايهمگرا باشد لازم است يكي از توانp ياq ز ا

  بزرگتر باشند. 1از  qيا pهاينهايت كافي است يكي از توانكوچكتر باشد و براي همگرايي انتگرال در بي 1
  

 به ازاي چه مقدار ثابت :27مثالCانتگرال ،x C
dx

Lnx




1


  )86(عمران ـ سراسري   همگراست؟ 

1 (C  1  2 (C 1  3 (C    4 (C  2  
  : انتگرال داده شده در كهاينبا توجه به   »2«گزينه  پاسخx 1 ناسره است(Ln )1 لازم است مقدار ،C         طـوري انتخـاب شـود كـه صـورت كسـر نيـز
xدر 1   :بر ابر صفر شود، يعني                                C C   1 1  

  
 فرض كنيد كه براي :28مثالn  1 ،n x

nI x e dx
  

2


Iو 


 286(معدن ـ سراسري   . كداميك از روابط برگشتي داده شده صحيح است؟(  
1 (n n

n
I I 


 1

1
2  2 (n n

n
I I 


 1

1
2  3 (n n

n
I I 


  2

1
2  4 (n n

n
I I 


 2

1
2  

 : كنيم.نظر از روش جزء به جزء استفاده مي براي يافتن رابطه بازگشتي مورد  »4«گزينه   پاسخ  
x x

n n

dv xe dx v e

u x du (n )x dx

 

 

   

    

2 2

1 2

1
2
1

  

n
n x x n x

n n n
x

I x e dx e (n )x e dx I (n )I
 

   


 
        

2 2 21 2
2

1 11 12 2 2 
oŸ‚

  

  
 86ـ سراسري  سيستم صنايع ـ(  كدام انتگرال واگراست؟ :29مثال(  

1 (xe dx
 

2


  2 (Ln xdx


1  3 (dx

x



2 2
  4 (sec xdx



 2


  

  

  : كنيم: ها را بررسي ميبراي حل اين سؤال تك تك گزينه  »4و3«گزينه پاسخ  

axeدانيممي): 1بررسي گزينه ( dx a
a


 

 
2

4
 پسxe dx


 


2

2
  ست. همگرا 

Lnxdxست. همگرا    ): 2بررسي گزينه ( (xLnx x)]    
11 1


  

dx     .واگراست    ): 3بررسي گزينه (
x ] ( )

x

 
      

 22
2 2 2

2
  

sec      .واگراست  ):4بررسي گزينه ( xdx Ln | sec x tgx |] Ln( ) Ln( ) Ln( )

 

         2 2 1
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 حاصل :30مثالLnx
I dx

x




 21
  )87، مكاترونيك ـ سراسري 85معدن ـ سراسري (  ، كدام است؟

1 (  2 (  3 (1    4 (  

  : از تغيير متغير  »1«گزينه پاسخx
t


dxكنيم، بنابراين، استفاده مي1 ( )dt

t
  2

  كند:زير تغيير مي صورتبهو حدود جديد  1

x t , x t          

I  

I

Ln( )Lnx Lnt (Lnt)dt LnttI dx ( )dt ( dt) dt I I I
x t t t t( )

t

 

  


             

   
    2 2 2 2 22

1
1 211 1 1 11

  
 




    

xانتگرال درتوضيح تكميلي:    وx   ناسره است. در همسايگيx  ،Lnx

x 21
Lnxاست Lnxارز با، هم

( Lnx)
1 

Iدانـيم انتگـرال   و مي  Lnxdx 
1


 

xهمگراست، همچنين انتگرال در   ،نيز ناسره است و درx  ،Lnx

x 21
Lnxارز با، هم

x2 دانـيم انتگـرال   باشد و ميميLnx
I dx

x


 1 نيـز همگراسـت.    2

  شود.نمي يا بنابراين قطعاً حاصل انتگرال
 

 به ازاي چه مقدار ثابت  :31مثالCانتگرال ،cx
( )dx

xx




 22
1

2 11
  )88برداري ـ سراسري عمران ـ نقشهو  81عمران ـ سراسري (  همگراست؟ 

1(C    2(C 1  3(C 
1
2  4(C  

1
2  

  : انتگرال مورد نظر در  »3«گزينه  پاسخ ناسره است، لذا تابع مقابل انتگرال را در گيريم:در نظر مي  
cx cx cx x ( c )x c

x xx (x )( x ) x

    
  

  

2 2 2

2 2 3
1 2 1 2 1 2 1

2 1 21 1 2 1 2
  

cدانيم انتگرالمي
dx

x

 
2

2 1
cواگراست، براي همگرايي لازم است 2  2 1  شود يعنيc 

1
2.  

  
 مقدار:  32مثالdx

x x




 1 2 1

  )88ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  كدام است؟ 

1 (
6  2 (

4  3 (
3  4 (

2 

  : از تغيير متغير  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه پاسخx tgt كنيم، در اينصورتاستفاده ميdx dt
cos t

 2
tصـورت بـه و بازه انتگرال  1

 
 4 در 2

  .آيدمي
dt

dx dt tcos t Lntg Lntg
sin tx x tgt tg t

 


 






     

 
  

2 2

1
4 4

22
2 2

4
2 81 1

  

  

 مقدار :33مثال
t

x
e ( )dt

t




2
2

2
  )88ـ سراسري صنايع ـ سيستم (                                                                                  كدام است؟ 11

1 (1  2 (  3 (  4 (
x

e
x


2

21  

  : واضح است كه حاصل انتگرال داده شده تابع   »4«گزينه  پاسخx وع با علم تواند پاسخ صحيح باشد. البته اين موض) مي4ها، فقط گزينه (است و با توجه به گزينه
  رويم:گيري است. حالا سراغ حل تشريحي ميبر اين كه انتگرال همگراست، قابل نتيجه

  
x x x x

t t t t t t t x
d d d

e ( )dt (e e )dt ( (e ) e . ( ))dt ( ( e ))dt e e
xt dt dt t dt t t xt t

             
          

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2
1 1 1 1 1 1 11  

  



  

191 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1ي عمومي (رياض

 هر يك از دو انتگرال :34مثالx
A dx

x



1

41
dxو 

B
x sin x




1


  )88ه علم ـ سراسري فلسفتاريخ و (  اند؟، چگونه
1 (A همگرا ـB 2  همگرا (A واگرا ـB 3  همگرا (A واگرا ـB 4  واگرا (A همگرا ـB واگرا  
  : شوند (گي نوع دوم را دارند و در يكي از حدود خود ناسره ميناسرهر دو انتگرال   »4«گزينه  پاسخA درx 1 وB درx   ناسره است) برايA  تـوانيم  مـي

  زير بنويسيم: صورتبهعبارت زير راديكال را تجزيه كرده و عبارت زير انتگرال را 
xx x x

~
( x)x ( x )( x ) ( x)( x)( x )

( x)

   
     



1
4 2 2 2 1

2

1 1
4 11 1 1 1 1 1

2 1
  

dxارز باهم Aبنابراين انتگرال
A

( x)






1
1
22 1


pونباشد، چمي   

1   ، پس انتگرال همگراست.12

xي، نقطهBاما براي انتگرال   ارزي داريم:گي ايجاد كرده است و به راحتي با استفاده از همناسر  dx
~ ( )dx

x sin x x 
1 1

3
6

 
  

pچون  3     واگراست. Bهمگرا و Aرال واگراست، بنابراين، انتگ1

  

 حاصل :35مثالx
I

x x








 
2

4 2
1

5 4
  )88مواد ـ آزاد (   ، برابر با كدام گزينه است؟

1 (
2  2 (4

3  3 (
  ) صفر4  6

  : تونيم به جايتابع تحت انتگرال زوج است و بنابراين مي  »3«گزينه  پاسخ

بنويسيم؛ ،
2 

  ي تفكيك كسرها داريم:، بنابراين با قاعده

x
I dx [ ]dx ( )dx

(x )(x ) x x x x

  
    

       
2

2 2 2 2 2 2
1 1 5 2 2 5 22 2 3 31 4 4 1 4 1  

  


6[ Arctg( )] [ Arctg( )] ( ) ( ) ( )

    
             

2 2 2 5 2 5 4 15 2 23 3 3 2 2 3 2 3 2 3 2 3 2    

  

 مقدار :36مثالLnx

x



 21
  )89رياضي ـ سراسري و  85معدن سراسري (  :

Ln2برابر) 3  است.  Ln2) برابر2  است.  ) برابر1   است.  ) واگرا به4  است. 2

  : نويسيم:روبرو مي صورتبهابتدا انتگرال را   »1«گزينه  پاسخ  

I I

Lnx Lnx Lnx
I dx dx dx

x x x

 
  

    
1

1

1 2

2 2 21 1 1  
  

xحال در انتگرال دوم، از تغيير متغير
t


1،dx dt

t


 2

xكنيم. توجه كنيد كه بـه ازاي استفاده مي 1 1 مقـدار ،t 1 و وقتـي ،x  مقـدار ،t     ميـل

  :داريم كند، بنابراينمي
Ln( ) LnttI .( )dt dt

t t
t


  


 

1

12 2 2
2

1
1

1 11




  

Iباشد و در نتيجهمي I1، قرينهI2شود مقداراز رابطه اخير نتيجه مي  .  
  

 كدام گزينه براي: 37مثال
m

cos x
dx

x




2 1


  )89(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   درست است؟ 
    واگراست. m) انتگرال به ازاي هر 2  همگراست. mازاي هر  ) انتگرال به1
m) انتگرال به ازاي3  mهمگرا و 3  m) انتگرال به ازاي4  واگراست. 3  mهمگرا و 3    واگراست. 3

  : انتگرال موردنظر در نقطه  »4«گزينه پاسخx  ناسره است. وقتي ،x   ارزيميل كند، همx
cos x ~

2
1     :داريم برقرار است، بنابراين 2

m m m

x
cos x

~
x x x 




2

2
1 12

2
  

انتگرال كهاينپس براي 
m

cos x
dx

x




2 1


كافي است همگرا باشد 
m

dx
x 

2
2

1
2

mهمگرا باشد، و ايـن انتگـرال وقتـي همگراسـت كـه        2 و در نتيجـه   1
m    باشد. 3
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 دانيم كهمي :38مثالxe dx
  


2

2
a، در اين صورت اگر  حاصل عبارت ،

x
ax e

e dx dx
x

   
2

 
  )89نساجي ـ سراسري (  ، كدام است؟

1 (( a a)
a


 22   2 (( a a)

a


 2  3 (a

( a )
a


 2  4 (a

( a)
a


2  

  : كنيم، با كمي تغيير در توانرا حساب مي ابتدا مقدار انتگرال اول  »1«گزينه  پاسخe :داريم  ax ( ax)I e e dx
 

   
2 2

1
 

  

u  كنيم:حالا از تغيير متغير مقابل استفاده مي ax du adx , x u , x u             
u udu

I e e du I
a a a a

 
   

      
2 2

1 1
1 1

2 2 

½k{½jHjƒo ¾M¾]¼U IM  

  رويم:حالا سراغ انتگرال دوم مي
x

xe
I dx x e dx I ( ) ( )

x

              
1
22 2

1 112 2 

I¶I¬”MIUœÄo • U  

)  بنابراين داريم: a a)
a


 22I I

a


     1 2 2

  حاصل عبارت خواسته شده 

  

 حاصل :39مثالcos x
I ( )dx

x

  
  2

1


)، كدام است؟ )    ) 89رياضي ـ آزاد(  

1 (| |


2  2 (| |


3  3 (| |   4 (| | 2  

  : دهيم:انتگرال را با استفاده از جزء به جزء پاسخ مي  »1«گزينه  پاسخ  dx
u cos x du (sin x)dx , dv v

xx
          2

11  

( cos x) cos x sin x
I [ ] ( )( sin x)dx [ ] dx

x x x x

      
        

1 1 1
  

  

دانــيممــي
x

cos x
lim ( )

x

 


1


 و
x

cos x
lim ( )

x

 


1 بنــابراين حاصــل قســمت اول برابــر بــا صــفر اســت و چــون ،sin x
dx

x

  
 2

، بنــابراين 

| |


2I
 

   2 2.  
  

 89(رياضي ـ آزاد   هاي زير همگراست؟يك از انتگرالكدام: 40مثال(  

1 (dx

x




2 3 1

  2 (dx

(x ) 
5

31 1
  3 (xdx

(Ln x)


 31  4 (sin x

dx
x


 3

  

  : صورتبهنهايت ارز تابع تحت انتگرال در بينهايت ناسره است، هم) فقط در بي1انتگرال گزينه (  »1«گزينه  پاسخ
x3
صـورت بهو به عبارت ديگر  1

x
3
2

اسـت و   1

dxبنابراين بايد وضعيت همگرايي انتگرال

x


 32

2

  دانيم اين انتگرال همگراست.بررسي شود كه مي 1

xاين انتگرال در): 2بررسي گزينه ( 1 يناسره است و چون نقطهx 1 بين حدود انتگرال قرار دارد وp  3   ، لذا انتگرال واگراست.1
xيبراي اين انتگرال نقطه): 3بررسي گزينه ( 1 وx   مت تفكيك كنيم:اند، بنابراين بايد انتگرال را به دو قسگي ايجاد كردهناسر  

xdx xdx xdx
I I

(Ln x) (Ln x) (Ln x)

 
     

2
1 23 3 31 1 2  

xانتگرال اول در 1 ارز باناسره است و اين انتگرال در همسايگي اين نقطه همdx
I

(Ln x)
 

2
1   توان به شكل زير نوشت:است، اما مخرج كسر را مي 31


xLn x Ln[ (x )] (x ) (Ln x) ~ (x )     3 311 1 1 1  

dxارز باهم I1پس انتگرال

(x )
2

31 1
تـوان  واگرا باشد، مي I1نيست (چون همين كه I2دانيم واگراست. هر چند نياز به بررسي وضعيت همگرايي انتگرالباشد كه مي، مي

  كنيم:را نيز بررسي مي I2نيز واگراست.) اما براي تمرين بيشتر وضعيت همگرايي انتگرال Iنتيجه گرفت
x x

x x
lim x( ) lim

(Lnx) (Lnx) 
  

2

3 3  

pي اول، چونبنابر قضيه 1 .و حاصل انتگرال نامتناهي شد، لذا انتگرال واگراست  

xين انتگرال فقط درا): 4بررسي گزينه (   ارزگي دارد كه در اين نقطه عبارت زير انتگرال همناسرx

x3     ارز بـا و بـه عبـارت ديگـر هـم
x2
دانـيم  اسـت و چـون مـي    1

dxانتگرال

x


 2

  ) هم واگراست.4ل گزينه (، واگراست، بنابراين انتگرا
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 89(رياضي محض ـ آزاد   هاي زير همگرا هستند؟يك از انتگرالكدام :41مثال(  

1 (xdx

x




2 3 1

  2 (
x

Lnx
dx

x e


1  3 (sin x

dx
x


 3

  4 (dx

x



  2 4
  

  همگراست،4به راحتي واضح است، انتگرال داده شده در گزينه (  »4«گزينه : پاسخ (  dx dx dx
~

x x x

  




   2 2 22 2
4 4 

   

pچون  2   كنيم:ها را هم بررسي ميانتگرال همگراست، براي تمرين بيشتر ساير گزينه 1

xارز بـا نهايت تابع زير انتگرال هـم گي دارد و در بيناسرايت نهانتگرال داده شده در اين گزينه، در بي): 1بررسي گزينه (

x
3
2

ارز بـا و بـه عبـارت ديگـر هـم      
x

1
2

اسـت و   1

pچون  
1 dx، لذا انتگرال12

x


 12

2

  ، واگراست.1

xeنهايتنهايت ناسره است و چون در بيده در اين گزينه در بيانتگرال داده ش): 2بررسي گزينه (   ارز با، لذا تابع تحت انتگرال همLnx

x
xاسـت و بـراي    e ،

Lnxداريم:

x x


و چون انتگرال 1
e

dx
x




  واگراست، بنابراين انتگرال بزرگتر هم واگراست. 1

x) در3انتگرال داده شده در گزينه (): 3بررسي گزينه (   ناسره است و تابع تحت انتگرال درx   ارز باهمx

x3 ارز بـا و به عبارت ديگر هم
x2
دانـيم  اسـت و مـي   1

dxانتگرال

x


 2

  ، واگراست.
  

 كدام گزينه در مورد انتگرال ناسره (توسعي) :42مثالdx

x( x)



 1
  )90(رياضي ـ سراسري   صحيح است؟ 

) همگرا با مقدار همگرايي1

 .واگراست )2  باشد.مي 1

 باشد.) همگرا با مقدار همگرايي يك مي4  باشد.مي ) همگرا با مقدار همگرايي3
  

  : تغيير متغير  »3«گزينه  پاسخx t كنيم لذا خواهيم داشت:را اعمال مي  
dx dx dt dt

lim lim lim lim (tg (t) | ) lim (tg ( ) ) ( )
x ( x) x ( x) t t

     

    


         

       1 1
2 2

2 2 2 2 2 21 1 1 1    
  

dxانتگرال ؛دهده اين نشان ميك

x( x)



 1
  است. همگرا و داراي مقدار همگرايي 

  



`` 
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  گيري از انتگرالمشتق :8درسنامه 
  

 

 اگر :1مثال
t

t

dx
S(t)

x


 11  در اين صورتS ( )  كدام است؟  

1 (1-   2 (2-  3 (1  4 (2  

 : گيري از انتگرال داريم:ي مشتقبه راحتي با استفاده از قاعده  »4«گزينه  پاسخ  S ( )  2S (t) ( )
(t) ( t) t

       
   1 1 1

1 1 21 1
1 1 1    

  

 اگر : 2مثالg(x) dt
f (x)

t



 21

cosxو 
g(x) ( sin t)dt  21


f. در اين صورت ( )

   برابر كدام است؟ 2

1 (1-  2 (  3 (2
2  4 (sin2  

 : ابتدا مشتق»  1«گزينه  پاسخf (x) يكنيم، و چون در ضابطهرا حساب ميf (x)عبارت ،g (x) آيد، لذا بايدبوجود ميg (x)را نيز حساب كنيم؛  

f ( )
  12

g (x)
f (x) , g (x) [ sin (cos x)] ( sin x) g ( ) , g( )

(g(x))

             


2
2

1 12 21
  

  

 مقدار :3مثال
x

x

sin t dt
lim

x


2

3



  كدام است؟

1 (3
2   2 (2

3  3 (1
3

  4 (  

 : گيـري از انتگـرال  مشـتق «ي رو شويم كه قرار باشد، فقط از يك تابع مشتق بگيريم تـا لازم باشـد از قاعـده   هايي روبههميشه نبايد با تست ،خبُ  »2«گزينه  پاسخ «

حد از نوع كهاينبا توجه به . استفاده كنيم


  كنيم:هوپيتال استفاده مي يقاعدهمبهم است، از  
x

Hop

x x

sin t dt
x sin x

A lim A lim
x x 

   


2

3 2
2 2

33


 
  

  

 حاصل :4مثال
x

x

x

sin tdt
A lim

xsin x



2

2


  كدام است؟ 

  -1) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1

  : در محاسبه حد به حالت كهاينبا توجه به »  4«گزينه پاسخ


  كنيم:ه مياز روش هوپيتال استفاد ،كنيمبرخورد مي 

      Hop

x x

x sin x sin x sin x ( x cos x )( x) cos x
A lim A lim

sin x x cos x cos x cos x x sin x 

  
      

  

2 2 22 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 12 
  

  

 با فرض  :5مثالx
F(x) [ t F (t)]dt

x
 2

1 Fمقدار گاهآن، 2 ( )  )MIT) دانشگاه 1از سؤالات رياضي عمومي ((  چقدر است؟ 2

1 (2  2 (4
3  3 (4  4 (2

3  

 :ي مشتق از انتگرال استفاده كنيم:اصلاً سؤال سختي نيست! فقط بايد از قاعده  »3«گزينه   پاسخ  
x

F (x) ( ) [ t F (t)]dt [ x F (x)] F ( ) [ F ( )]dt [ F ( )]
xx

                  
2

2 22 2
1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 2 22

    

F  حاصل انتگرال اول با توجه به اين كه حدود بالا و پايين آن يكي هستند، صفر است، بنابراين داريم: ( ) F ( ) F ( ) F ( )        
1 12 2 2 2 2 2 42 2  
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 حاصل  :6مثال
x

x

x sin(t )dt
lim( )

x

 3 2

7
3



  ، برابر كدام گزينه است؟

1 (1
28  2 (1

42  3 (1
21  4 (1

14  

 :مبهم ورتصبهحد »  4«گزينه   پاسخ


  كنيم.است، از قاعده هوپيتال استفاده مي 

1
14x x x

(x ) x
x (x )x sin xHOP !lim lim lim

x x x  

 
  

2 3 62 22 2

6 6 6

3 33 3 3 2
7 7 7  

  حاصل حد

xارزيدر بالا از همتوضيح: 
sin x ~ x 

3

x)و در نتيجه 6 )
sin x ~ (x )

!


2 3
2 2

  ايم.استفاده كرده 3
 

 در تابع منحني با ضابطه :7مثال
x y

sin z dz costdt    2
2

3 2


  حاصلdy

dx
  كدام است؟ 

1 (sin x

cos y

 23 2   2 (sin x

cos y




23 2  3 (sin x

sin y

 23 2  4 (cos x

sin y




23 2  

 : گيري ضمني داريم:با توجه به قاعده مشتقيك سؤال جالب و البته آسان! »  2«زينه گ پاسخ  

  xx

yy

fdy sin xf sin x
dx f cos yf cos y

          

22 3 23 2  

xfتوجه شود كه وقتي توضيح:  كنيم بايدرا محاسبه ميy  به محاسبه مشتق انتگـرال دوم نيسـت بـه    را عدد ثابت فرض كنيم كه مشتق آن صفر است لذا نيازي
yfهمين صورت در مورد محاسبه  .ديگر نيازي به محاسبه مشتق انتگرال اول نيست  

  

 در تابع منحني :8مثالt sintsin z
y dz , x arcsinzdz

z
  

2

 
،xy كدام است؟  

1 (sin t

t t
   2 (tgt

t2  3 (tgt

t22
  4 (cos t

t t
  

 : هستيم: زيرگيري پارامتري با يك مشتق  »3«گزينه  پاسخ  

  t
x

t

t

sin t
.

y tg tt ty
x cos t .Arcsin(sin t) t


   

 2

1
2

2
   

  

 اگر :9مثال
x Lnt

f (x) ( )dt
t


1 g(x)در اين صورت حاصل 1 f (x) f ( )

x
 

x)، برابر كدام گزينه است؟1 )   

1 ((Lnx) C31
2   2 ((Lnx) C22  3 ((Lnx) C21

2  4 ((Lnx) C32  

 :ا توجه به اين كهب»  3«گزينه   پاسخf (x) يبر حسب يك انتگرال داده شده است، بنابراين لازم است از طرفين ضابطهg(x) :مشتق بگيريم  

g(x) f (x) f ( ) g (x) f (x) f ( ) ( )*
x xx

       2
1 1 1  

Lnxاز طرفي
f (x)

x
 

1 كه در نتيجه
Ln( ) x( Lnx)xf ( )

x x
x

  


1
1

1 11
)يباشد، پس با قرار دادن اين مقادير در رابطهمي    داريم:*(

Lnx xLnx Lnx Lnx xLnx Lnx (x )Lnx Lnx
g (x) ( )

x x x x( x) x( x) x( x) xx

         
     2

1 1
1 1 1 1 1 1  

gيبا توجه به اين كه ضابطه (x) گيري خواهيم داشت:را داريم، بنابراين به راحتي با انتگرال  (Lnx) C21
2

Lnx
g (x) g(x) Lnxdx

x x
    

1  
 



`` 

196 

انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد  :10مثالxg(x) xe
و 2

x

f (x) g(t)(t )dt
t

 1

، حاصلباشد 1
x

f (x)
lim

g (x)




  ، برابر كدام گزينه است؟

1 (4  2 (2  3 (1
4  4 (1

2  

 ابتدا»  4«گزينه   اسخ:پ
x

f (x)
lim

g (x)




  كنيم:را حساب مي 
x

x x xx x x x

g(x)[x ] xe (x )f (x) xx xlim lim lim lim ( )
g (x) xe ( xe )x e ( x )   

  
   

  

2

2 2 2

2

22

1 1
1 1

21 22 1 2
  

دانيممي
x

f (x)
lim

g (x)




توان برابر بارا مي 
x

f (x)
lim

g (x)




1نيز دانست، پس حاصل خواسته شده برابر با 
  است. 2

fتوانيددر صورتي كه راه حل فوق به ذهنتان نرسيده باشد، ميتوضيح:  (x) وg (x) ها حساب كرده و در نهايت حاصـل حـد را حسـاب    ي آنرا از روي ضابطه
  كنيد. به عنوان روش دوم سؤال، اين حالت را تمرين كنيد.

  

 پيوسته تابع  :11مثالf (x) كه همواره صفر نيست وf (x)   در تساوي 
x t

t

e
f (x) f (t) dt

e


2
1

xبه ازاي fمقدار تابعكند، صدق مي Ln 2 
  برابر كدام گزينه است؟

1 (Ln
1 1 2
2 2 3  2 (Ln

1 1 2
2 2 3  3 (Ln

3 2
2 3  4 (Ln

3 2
2 3  

 :واضح است، بايد از طرفين مشتق بگيريم:  »2«گزينه   پاسخ    
x t

t

e
[f (x)] f (t) dt

e


2
1

  

x x x
f (x)

x x x

e e e
f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) ( )

e e e  
       

  

12 2 21 1 1
j¼{Â¶½jIw¸Ã oŠ pH  

  گيريم:يم، از طرفين انتگرال ميآور دستبهرا  fخواهيم تابع حال مي
x

x

e
f (x) f (x)dx ( )dx

e
 

 
1
2 1

  

xuبا تغيير متغير e ،گاهآنxdu e dx :و لذا داريم  
x xu du u

f (x) ( ) du ( )du [u Ln(u )] C f (x) [e Ln(e )] C
u u u

u

            
 

  
1 1 1 1 1 11 1 112 2 1 2 1 2 21

  

fفر قرار دهيم، صxسؤال، اگر در طرفين به جاي صورتبهاز طرفي با توجه  ( )   شود:مي  
x xf ( ) [e Ln(e )] C ( Ln ) C C ( Ln ) f (x) (e Ln(e )) ( Ln )                 

1 1 1 1 11 1 2 1 2 1 1 22 2 2 2 2
    

Ln
1 1 2
2 2 3

Ln Lnx Ln f (x) [e Ln(e )] Ln ( Ln ) Ln Ln Ln              2 21 1 1 1 1 1 1 1 12 1 2 2 3 2 3 22 2 2 2 2 2 2 2 2  
 

 اگر  :12مثالx sintx
f (x) dt

t


 

21
fمقدار گاهآن، 1 ( ) 1 نه است؟برابر كدام گزي  

1 (sin sin 2 2 1  2 (sin sin 2 2 1  3 (sin sin2 2 1  4 (sin sin2 2 1  
 :ي سؤال است؛ دقت داشته باشيد كه تابع تحت انتگرال تابعي ازخواسته ،گيري از انتگرالمشتقصرفاً »  4«گزينه   پاسخx وt است، پس بايد از فرمول

xxsin  گيري از انتگرال استفاده كنيم:تعميم مشتق x( x ) t cos tx sin x( x )
f (x) ( x) dt f (x) x [ sin tx]

t xx x

      
 

22 1

1

2 21
2 21

1 1 12 2
1 1

 

xsin x( x ) sin( )
f (x) ( x) sin( x )x sin x f ( ) ( ) ( )sin( ) ( )sin( )

x xx

                


2 12
2

1 1 1 22 1 1 2 1 1 2 1 121
   

f ( ) sin sin   1 2 2 1 

  

 حد تابع  :31مثال
x t

x

e .dt
y lim

sin(x)



2




  )78ـ سراسري صنايع ـ سيستم (                      كدام است؟ 

1 (y 1  2 (y  2  3 (y  3  4 (y  4  

 : با قرار دادن  »1«گزينه  پاسخx   از نوع، حد


گيـري از انتگـرال   هاي گفته شده در رابطه بـا مشـتق  شود با توجه به قضيه هوپيتال و فرمولمبهم مي 

  داريم:
x t

x

x x

e .dt HOP e e
y lim lim

sin x cos x 
   


2 2

11
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 اگر :14مثال
x

f (x) sin t dt  171


f)، مقدار ) ( ) 1  78(آمار ـ سراسري                   كدام است؟(  

1 (  2(1
2  3(1

2
  4 (1  

 : از رابطه  »4«گزينه   پاسخ(f ) (y)
f (x)

  


1 f)كنيم. بنابراين براي محاسبهاستفاده مي 1 ) ( ) 1 ابتدا به جاي ،f (x)مقدار ، دهيم.را قرار مي    
x

sin tdt x    171


   
x

f (x) sin tdt f (x) sin x f ( ) (f ) ( )
f ( )

           
 17 17 1 11 1 1 1


 


  

  

 تابع :15مثال f با رابطه
x

f (x) ( t ) dt , x


  
1

3 21


     تـابع  نيـد) و  حاسـبه ك تعريف شده اسـت (لازم نيسـت ايـن انتگـرال را مg معكـوس ، f  
  )80(عمران ـ سراسري               باشد.كدام گزينه برقرار است؟مي

1(g (x) g (x)  2  2(g (x) g (x)  21
2  3(g (x) g (x)  23

2  4(g (x) g (x)  22
3  

 : تابع  »3«گزينه   پاسخg معكوس تابعf داريم باشد، بنابراينمي:  
g (x)f (g(x)) f (g(x))

f (g(x)) x g (x)f (g(x)) g (x) g (x)
f (g(x)) (f (g(x))) (f (g(x)))

             
  2 3

11  

fحال مقادير  وf   آوريم:مي دستبهرا از رابطه داده شده           f (x) ( x ) , f (x) x ( x )
     

1 3
3 2 32 231 12  

      خواهيم داشت: gوابط فوق دربا جايگزيني ر
g (x)( g (x))

g (x) g (x)

( g (x))








   



3
2 3 2

2
3

3 2

3 1 32
2

1
  

  
 16مثال: x tf (x) e t dt  2 41 9


  ،n xg(x) x e ، اگر2

x

f (x)
lim | |

g(x)


   )80(آمار ـ سراسري               با:برابر است  nگاهآن، 3

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 : 2«گزينه   پاسخ«  
x

t xf (x) e t dt f (x) e x     2 4 2 41 9 1 9


  

x
n

n x nx x x

e x x
lim | | lim lim x

x e x



  

 
 


2 4 2 2
2

1 9 3 3k{n·¼º I¤  

nباشد، لازم است 3حد فوق برابر  كهاينبراي  2 و يا ،n  2.  
  

 اگر :17مثالx
F(x) tcostdt

x
 

1


گاهآن 
x
lim F(x)


  )80(رياضي ـ سراسري          برابر است با: 
  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1

 : حد از نوع  »1«گزينه   پاسخ


    گرفتن از انتگرال داريم: باشد، با استفاده از قضيه هوپيتال و فرمول مشتقمبهم مي
x

x x

t cos tdt x cos xHOPlim lim
x 

 


1


 

 


  
  

  اگر  :18مثالm  مقدار ،mxd
e dx

dm

 


  )80(رياضي ـ سراسري             برابر است با: 
1 (

m
 2

1  2 (
m


1  3 (

m2
1  4 (

m

1  

 : 1«گزينه  پاسخ«  mx mx mxd d
e dx e | e dx ( )

m m dm dm m m

   
       2

1 1 1 1
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 مقدار :19مثالtd
sin(tx )dx

dt 
2 2


  )80(برق ـ آزاد                   برابر است با: 

1(t
x cos(tx )dx t sin t

2 2 2 52


  2(t
x cos(tx )dx t sin t

2 2 52


  3(t
x cos(tx )dx t sin t

2 2 32


  4(t
x cos(tx )dx t sin t

2 2 32


  

 : گيريم:كمك مي گيري از انتگرالتعميم فرمول مشتقي هاز رابط  »1«گزينه   پاسخ  

                    t t td
sin(tx )dx sin t t (sin tx )dx t sin t x cos(tx )dx

dt t


    

  
2 2 22 5 2 5 2 22 2
  

  
  

 فرض كنيد :20مثالg تابعي همه جا پيوسته باشد، وg(t)dt 
1 1


 ،x
f (x) (x t) g(t)dt  2


fمقدار  ( )   )81(عمران ـ سراسري        كدام است؟ 1

1 (f ( )  1 1  2 (f ( )  1 2  3 (f ( ) 1 1  4 (f ( ) 1 2  
 : گيري از انتگرال داريم:با توجه به مطالب كتاب در مورد تعميم فرمول مشتق  »4«گزينه   پاسخ  

x x x
f (x) (x t) g(t)dt f (x) (x x) g(x) (x t)g(t)dt (x t)g(t)dt          2 2 2 2

  
  

x x
f (x) (x x)g(x) g(t)dt g(t)dt f ( ) g(t)dt         

12 2 2 1 2 2
  

  
  

 ه خط مماس بر نمودار تابعمعادل :21مثال
x

f (x) t dt  21


  )81ـ سراسري  MBA(       اي به طول صفر برابر است با:     در نقطه 
1 (y x 1  2 (y x 1  3 (y x  4 (y x    
 : با توجه به تابع داده شده در   »4« گزينه  پاسخx   :داريمf ( )    :و چون معادله خط مماس خواسته شده داريم  

m     1 1 شيب خط مماس
x

f (x) t dt f (x) x       2 21 1  
: y (x ) y x y x         1   معادله خط مماس  

  

 مقدار مشتق عبارت :22مثالx

x
costdt




22 3
xدر 3   81(رياضي ـ سراسري          كدام است؟(  

1 (3-  2 (2-  3 (  4 (3  
 : ب در رابطه با مشتق گرفتن از انتگرال داريم:توجه به مطالب كتابا   »1«گزينه   پاسخ  

  x

x
f (x) cos tdt f (x) x cos( x ) cos x f ( )


        

22 3 2
3 4 2 3 3 3 3  

  

 اگر :23مثال
tx e

f (x) dt
tan t




 2
2

1
f)، مقدار ) ( ) 1  :81(رياضي ـ سراسري          برابر است با(  

1 (1
2  2 (1

3  3 (3  4 ((f ) ( ) 1  .وجود ندارد  

 2«گزينه  : پاسخ«         
x t xe e

f (x) dt x (f ) ( ) ; f (x) f ( ) (f ) ( )
f ( )tg t tg x

 
                

  1 1
2 2

2 1 2 13 31 1
     


  

  

 در مورد تابع :42مثالx

x

dt
f (x)

t


 23
  )28(آمار ـ سراسري                    ، كدام گزينه صحيح است؟

1 (f 2  تابعي است اكيداً صعودي (f تابعي است اكيداً نزولي  
  نيمم مطلق است.ميي هداراي يك نقط f) تابع4  داراي يك نقطه ماكزيمم مطلق است. f) تابع3
  باشد، لذا كافي استها چون بحث حول نقاط اكسترمم ميبا توجه به گزينه  »1«گزينه   :پاسخf (x) :را مشخص كنيم، پس داريم  

f است اكيداً صعودي f (x) ( )
x ( x) x

        
   2 2 2
1 1 21 1

3 3 3
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 هايبه ازاي چه مقاديري ازثابت :52مثالb,a،
x

x

t dt
lim

bx sin x a t


 
21 1


  )82(عمران ـ سراسري         . 

1 (4=b  ،2 =a  2 (1=b  ،4 =a  3 (4=b  ،  =a  4 (1=b  ،2 =a  

 : حد داده شده از نوع  »2«گزينه  پاسخ


    ط به مشتق گرفتن از انتگرال داريم:هوپيتال و مطالب مربوي هباشد لذا با توجه به قضيمبهم مي 

x
HOP

x x

x
t dt a xL lim lim

bx sin x b cos xa t 

  
 

2
21

 




  

bاگر  bباشد حاصل حد برابر صفر خواهد بود كه خلاف فرض است. بنابراين 1 1.  

  
x x

x x

a x aL lim lim
cos x ax 

  


2 2

2
2

1
2

 
  

پس
a


2 a، و در نتيجه1  4.  
  

 مقدار :26مثالb x b

b
lim e (x )dx

b





2 2 21 1


  )82(رياضي ـ سراسري          برابر است با: 

1 (
e

1  2 (1
2  3 (1  4 (  

 : د داده شده از نوعح  »2«گزينه  پاسخ


  هوپيتال و فرمول مشتق گرفتن از انتگرال داريم:ي همبهم است لذا با توجه به قضي 
b bx b x

b

b bb b b

e (x )dx e (x )dx e (b )HOP
lim lim lim

b be e ( b )



  

  
 



 
2 2 2 2

2 2

2 2 2

2

1 1 1 1
21 2

   

  
 اگر  :27مثالt sintx

f (t) dx
x

  گاهآن ،باشدdf

dt
  )83 و آزاد (عمران ـ سراسري   برابر كدام است؟ 

1(t sin t  2(sin tx

x
  3(sin t

t

22  4(t
cos txdx   

 : گيري انتگرال داريم:با توجه به مطالب تعميم مشتق  »3«گزينه   پاسخ    
t t tsin tx df sin t sin t sin tx sin t

f (t) dx cos txdx
x dt t t t t

       
2 2 22

  
 

  

 اگر :28مثالx dt
f (x) x.

t t





2

4 3 7
f، خط مماس بر منحني تابع (x) در نقطهx       ؟كندها را با كدام طول قطع ميyمحور 2

)MBA 83 ـ سراسري(  

1(1
3  2(2

3  3(4
3  4(

8
3  

 : گيري ازآوريم و سپس با مشتقمي دستبهي تماس را ابتدا عرض نقطه  »4«گزينه   پاسخF(x)كنيم.، شيب خط مماس را حساب مي  

     x xdt dt x
F(x) x F( ) , F (x) x F ( )

t t t t x x
         

  
 

2 2

4 43 3 6 2
2 42 2 37 7 7

  

xبنابراين معادله خط مماس در نقطه  y           آيد:در مي روروبه صورتبه 2 (x ) y x     
4 4 823 3 3  

xها داريمyدر محل تقاطع با محور  و در نتيجه ،y



8

3.  

  



`` 

200 

انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :29مثال
b x

g(b) dx
x




 1

1
گاهآن 1

b
lim g(b)

1
  )83ـ سراسري  MBA(                كدام است؟           

1 (
2  2 (  3 (1  4 (2  

 : صورت و مخرج كسر درون انتگرال را در  »2«ينه گز  پاسخx1 كنيم:ضرب مي  

x x x dx
dx dx ( )dx Arcsin x]

x x x x x  

 
      

    
   

1 1 1 1 1

1 1 12 2 2 2
1 1 1 2 21 1 1 1 1 

 Z»p”MIU jo ”MIU

  

  

 اگر :30مثال
x

f (x) t dt 1
3 f)مقدار گاهآن، 21 ) ( ) 1  :83علوم كامپيوتر ـ سراسري (                      برابر است با(   

1 (  2 (1  3 (3
1
2

  4 (3 2  

 : ابتدا توجه كنيد كه از رابطه  »3«گزينه  پاسخ
x

t dt 1
3 21  شودنتيجه ميx 1مداري ، بنابراين:  (f ) ( )

xf ( ) x

    
 

1
33 2

1 1 1
11 21

  

  

 مقدار:  31مثال
x h xt t

h

e dt e dt
lim

h

  



 
2 2

1 1


  )83(آمار ـ سراسري                     برابر است با: 

1 (xxe
2

2  2 (xe
2  3 (  4 (1  

 چون حد از نوع  »2«گزينه   سخ :پا


  مبهم است. لذا با استفاده از قضيه هوپيتال و مطالب كتاب در رابطه با مشتق گرفتن از انتگرال داريم:  

       روش اول:
x h xt t

(x h)
HOP x

h h

e dt e dt e
lim lim e

h

  
 



 

 
  

 
2 2 2

21 1
1 

 


  

xفرض كنيدروش دوم:  tF(x) e dt 
2

     ، در اين صورت:1
x h xt t

h h

e dt e dt F(x h) F(x)
lim lim

h h

  

 

  


 
2 2

1 1
 

  

Fحد اخير همان (x) باشد.مي        x t xF(x) e dt F (x) e   
2 2

1  

  
 اگر :32مثالg تابعي پيوسته وx

f (x) (x t)g(t)dt  ،گاهآنf (x) 83(رياضي ـ سراسري             كدام است؟(  

1 (  2 (xg(x)  3 (xg(x)2  4 (
x

g(t)dt  

 : گيري از انتگرال داريم:با استفاده از فرمول تعميم يافته مشتق  »4«گزينه  پاسخ  
x x x

f (x) (x t)g(t)dt f (x) (x x)g(x) (x t)g(t)dt g(t)dt
x

       
    

  

  

 تابع :33مثالx t
x

F(x) e dt 
  )84ـ سراسري  MBA(             بيشترين مقدار را دارد؟        xبه ازاي كدام مقدار 22

1 (Ln 8  2 (Ln9  3 (Ln
1 23  4 (Ln

1 32  

  آوريم كافي است از تابع مشتق بگيريم و سپس مشتق را مساوي صفر قرار دهيم پس داريم دستبهخواهيم اكسترمم تابع را چون مي  »3«گزينه  :پاسخ:  
x Lnex x x x xF (x) e e , F (x) e e e Ln x x Ln

               
242 2 2 2 24 4 3 2 12 2 2 2 3 23 ´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠpHnjJo†¸Ã o‡  

xت جواب بايدتوان گفها ميبا توجه به گزينه Ln
1 fتوانيدتر ميباشد، اما براي بررسي دقيق 23 (x)  را تشكيل داده و ملاحظه كنيـدf      و از مـاكزيمم

xيبودن نقطه Ln
1   مطمئن شويد. 23
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 فرض كنيم: 34المثLnx tf (x) e dt  1 f). مقدار1 ) ( ) 1  :84(رياضي ـ سراسري             برابر است با(  
1 (e( e) 21  2 (e( e) 11  3 (e( e) 21  4 (e( e) 11  
 : اگر فرمول مشتق دوم تابع معكوس يعني ها صحيح نيست. چكدام از گزينههي  پاسخf (x)

(f ) (y)
(f (x))

 
  


1

تر را به خاطر داشته باشيد، كمي راحت 3

xكنيم اين فرمول را به ياد نداريد. ابتدا دقت كنيد كه به ازايكنيد با اين حال فرض ميمسأله را حل مي eشـوند و  هاي بـالا و پـايين بـا هـم برابـر مـي      ن، كرا

fخواهيم داشت  (e)   در نتيجهf ( ) e 1  دانيم كهاست. مي(f ) (y)
f (x)

  


1 f)توان نوشت:است. در واقع مي 1 ) (f (x))
f (x)

  


1 ، كـه در سـمت   1

    گيريم:مشتق مي xها، از طرفين نسبت بهست نه عمل ضرب آنچپ، عمل تركيب توابع مورد نظر ا
f (x) f (x)

f (x)(f ) (f (x)) (f ) (f (x))
(f (x)) (f (x))

       
 

1 1
2 3

  

xبا جايگذاري e داريمf (e)   :و در نتيجه خواهيم داشت  f (e)
(f ) ( )

(f (e))

  


1
3  

fحالا كافي است (e) وf (e) :را حساب كنيم  Lnxf (x) e x f (x) x
x x xxx

          
2

1 1 1 1 11 1 1
2 1

  

xبه ازاي e داريمe
f (e) e , f (e)

e e ee

     
2

1 1 11
2 1

f)و با جايگذاري در فرمول  ) ( ) 1  :خواهيم داشت  

  
e

f (e) e ee(f ) ( )
(f (e)) ( e)

e




 

     
 

21
3 3

1 1
2 1

1 1
  

eتر كردن اين كسر، صورت و مخرج را دردهبراي سا e32 )e  كنيم:ضرب مي 1 e) e e(e )
(f ) ( )

( e) (e )
       

 

21
2 2

2 1 2
2 1 2 1

  
  

 مقدار :35مثالx t

x
lim x e sintdt

 
2 33


  )84(رياضي ـ سراسري             برابر است با: 

2) 2  ) صفر1
  نهايت) بي4  2) 3  3

 : چون حد از نوع  »1«گزينه  پاسخ


  مبهم است لذا با توجه به قضيه هوپيتال و مطالب ارائه شده در رابطه با مشتق گرفتن از انتگرال داريم: 

x t
x x

x

x x x x

e sin tdt HOP e sin x x e x
lim lim lim lim xe

x x x   

 
 


2 3 6 6

62 3

3 2 2
2 2 2

33 3


   


ÁpnH´À
  

  

 تابعكه در صورتي :36مثالf مخالف صفر وx  ،x f (t)
f (x ) dt

(t )


 


3 12 3

21
1

f، ضابطه (x) :84(رياضي ـ سراسري            برابر است با(  

1 (c
(x )




1
2 1  2 (c

x



2

1  3 (c
(x )

 


1
2 1  4 (c

(x )


 2
1

2 1
  

 : دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »3«گزينه   پاسخ  

f  آيد:مي دستبهگيري از طرفين رابطه داده شده با مشتقروش اول:  (x )
x f (x )f (x ) x f (x )

(x ) (x )

       
 

3
2 3 3 2 3

3 2 3 2
1 16 1 1 3 1

2 2 2
  

  :خواهيم داشت x23با ضرب كردن طرفين رابطه اخير در
x x

x f (x ) x f (x )dx dx f (x ) c
(x ) (x ) (x )

         
   
2 2

2 3 2 3 3
3 2 3 2 3
3 3 13 1 3 1 1

2 2 2 2 2 2
  

f (x ) c f (u) c
(u )((x ) )

 
      

 
3

3
1 11 2 12 1 1

  

uدهيمدر رابطه داده شده قرار ميروش دوم:  x 3   گيريم:طرفين رابطه مشتق مي از ، و سپس1
u f (t) f (u)

f (u) dt f (u)f (u) f (u) f (u) c
(u )(t ) (u ) (u )

        
  2

2 2 2
1 12 2 11 1 2 1
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :37مثالx
f (t)dt x ( x) 

2 2 1


f، مقدار (   )85برداري ـ سراسري نقشهعمران ـ (  كدام است؟ 2(

1 (3
2  2 (2  3 (3 22  4 (

31 22  

 : رال داريم:گيري از انتگمطابق فرمول مشتق  »4«گزينه   پاسخ  g(x)
( f (t)dt) g (x).f (g(x))   

xxf  شود:گيري از طرفين رابطه داده شده نتيجه ميپس با مشتق  (x ) x x f (x ) x f ( )       22 2 2 3 32 2 3 1 2 1 22 2  
  

  

 مقدار مشتق انتگرال :38مثالt (t )d
e d

dt
 

2


  )85سري (مكانيك ـ سرا                       كنيد. محاسبهرا  

1 (1  2 (te
2  3 (te 

2
1  4 ((t )e  2  

 : 2«گزينه   پاسخ«                  
t t

(t ) (t t) (t ) (t ) t ttd
e d e (t )e d (e ) ( e ) e

dt
                  

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1

  
  

  

 هرگاه: 39مثالx 25 ، مقدار19
a

xd
f (t)dt

dx 
2

xبه ازاي     )85ـ سراسري سيستم  ـ صنايع(  كدام است؟ 4
1 (f ( )4  2 (f ( )2 8  3 (f ( )8 2  4 (f ( )8 16  

 : دانيم: مي »4«گزينه  پاسخ  g(x)d
( f (t)dt) g (x).f (g(x))

dx
   

  پس داريم:
a

xd x
f (t)dt xf (x ) f ( )

dx


2 2 42 8 16  

  

 فرض كنيد :40مثالx
f (x) dt

t
 

2

1

xو 1
g(x) dt

t
  1

fرابطه بين 12 (x) وg(x)   85(رياضي ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (f (x) g(x)  2 (g(x) f (x) 2  3 (f (x) g(x) 2  4 (f (x) (g(x)) 2  

 : 1«گزينه   پاسخ«         x x
g(x) dt Lnt Lnx Ln Lnx

t
    1

12 2 2 2 1 x   و        21 x
f (x) dt Lnt Lnx Ln Lnx

t
    

2 2 2
1

1 1 2
1

  

  

 مقدار :41مثالx

x
lim sin tdt

x 
2

3
1


  )85(رياضي ـ سراسري   كدام است؟  

1 (
2
2) 3  ) صفر2  3

  ) وجود ندارد.4  3

 : ــخ ــه  پاس ــه     »4«گزين ـــه ب اـ توجـ ــ ـ ــنبـ ــهاي ــوع  ك ــد از ن ح


ــيه    ــذا از قض ــت ل ــبهم اس ــي  م ــتفاده م اـل اس ـــول  ي هوپيتـ ــل از فرمـ ــمن ح ـــم و ض  كنيــ
g(x)

( f (t)dt) g (x).f (g(x))   داريم:كنيم و لذا استفاده مي    

x

HOP x

x x x

x

x
limsin tdt xx sin x | x |

lim lim lim
xxx x lim

x







  



        



2

2

3 2

2 2
3 32 2

2 233
3 3

 
  






  

xچون حد چپ و راست در   .با هم برابر نيست، پس حد وجود ندارد  
  

 فرض كنيد :42مثالx nf (x) ( t t ) dt   2
1 g[fطـوري اسـت كـه    gيك عـدد صـحيح مثبـت اسـت و تـابع      n، كه در آن1 (x)] x  در ايـن ،

gصورت ( )  85لوم كامپيوتر ـ سراسري ع(  برابر با كدام گزينه است؟(  

1 (  2 (1  3 (n3  4 (n3  
 : با توجه به فرض  »3«گزينه  پاسخg[f (x)] xواضح است؛ ،gوارون ،f  آوردن دستبهاست. بنابراين برايg ( ) كنيم:از دستور مشتق وارون استفاده مي  

n3
n

n
g ( ) (f ) ( )

f ( )
( x x )

x

     


 


1
2

1 1 1
1 31 1
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 در صورتي كه :43مثالx f (t)
f (x ) dt

t t


 

 
3 12 3

21
2 1

fو  ( )  ،f (x) 86(رياضي ـ سراسري   كدام است؟(  

1( 
(x )





1 1

2 1 2  2( 
(x )




 2
1 1

22 1
  3( 

(x )



1 1

2 1 2  4( 
(x )


 2
1 1

22 1
  

 : گيريم:از طرفين رابطه مشتق مي  »1«گزينه   پاسخ  f (x )
x f (x )f (x ) x f (x )

(x ) (x )

        
 

3
2 3 3 2 3

3 2 3 2
1 12 3 1 1 3 1

2 2 2
  

f (x ) f (u) f (u) c
(u )((x ) ) (u )

        
  

3
3 2 2

1 1 11 2 12 1 1 2 1
  

fكهاينبا توجه به  ( )   است، مقدارc 
1
  آيد.مي دستبه 2

  

 اگر تابع :44مثال  f  ،همه جا ناصفر و پيوسته باشدx t
f (x) f (t) dt

t t




 3 3
2

2 43
4 27

 ،f (x) 86ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  كدام است؟(  

1( x x 2 4 27  2( Ln(x x ) 2 4 27  3( x

x x



 2
2 4

4 27
  4( x x

x

 


2 4 27
2 4  

 : گيريم:از طرفين رابطه داده شده مشتق مي  باشد.ها صحيح نميهيچكدام از گزينه  پاسخ    
x f (x) x

f (x)f (x) f (x)
f (x)x x x x

     
   

2 3
2 2

2 4 2 43 3
4 27 4 27

  

  گيريم، داريم: حال از طرفين رابطه اخير انتگرال مي
f (x) x

dx dx Ln(f (x)) Ln(x x ) c f (x) k(x x )
f (x) x x

 
         

   2 2
2

2 4 4 27 4 27
4 27

  

xز طرفي با جايگذاريا   شوددر رابطه داده شده در صورت سئوال نتيجه ميf ( )   و بنابراينk   پـس  آيد و اين بـا صـورت سـئوال تنـاقض دارد    مي دستبه ،
  ي مسأله صدق كند، وجود ندارد.چنين تابعي كه مقدارش غيرصفر باشد و در معادله

  

 با توجه به معادله :45مثالv ds
u , v

s
 


2 2

2
1 2

dمقدار  v

du

3
vازاي به 3    )86ـ سراسري سيستم  ـ صنايع(  كدام است؟ 3

1( 1  2( 2
19

  3( 2 19  4( 19
2  

 : 3«گزينه   پاسخ«  du dv d d dv v
v ( v ) ( v ). . v v

dv du du dv duv v
          

 

2 2 2 2
2 2

1 21 2 1 2 1 2 1 2 2
1 2 1 2

  

vd v d d dv d v
( v) ( v). v

du dv dudu du

     
3 332

3 32 2 2 1 2 2 19  

  
 اگر به ازاي :46مثالy   تعريف كنيمsin xy

F(y) dx
x(x )




 2 1
  )86آزاد ـ  رياضي(  است؟ غلط، آنگاه كدام گزينه 

1 (F (y) F(y)
   2   2 (F (y) F (y) F(y)

    2  

3 (yF(y) ( e )
 12  4 (yx sin xy

dx e
x

 


 2 21
  

 

 : ها به واگرا بودنكدام از گزينههر چند هيچ  »2«گزينه  پاسخF(y) ها معلوم است كهاند و طبق آناشاره نكردهF(y)      ،همگراست امـا بـراي رعايـت دقـت

xتوانيم مشتق بگيريم. دري واگرا نميهاي ناسرهشود كه از انتگرالجام ميكار به اين دليل اندهيم. اينهمگرايي آن را نشان مي   فرم مبهم


دهد و با رخ مي 

  ارزي سينوس داريم:استفاده از هم
x x

sin xy xy
lim lim y

x(x ) x(x ) 


 2 21 1 
  

xپس در اين نقطه، انتگرال ناسره نيست. همچنين وقتي   :داريم  sin xy
| |

x(x ) x x x
 

 2 3 3
1 1

1
  

  توانيم از آن مشتق بگيريم.همگراست و حال مي F(y)بزرگتر از يك است، پس انتگرال x3يدرجه



`` 
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

x cos y cos xy x sin xy
F (y) dx dx F (y) dx

x(x ) x x

       
    2 2 21 1 1  

  

F (y) وF(y) هر دو شاملsin xy كنيم:ها را حساب ميهستند. تفاضل آن  
x sin xy sin xy sin xy sin xy x sin xy

F (y) F(y) ( )dx (x )dx dx dx
x x xx x(x ) x x

               
      

2

2 2 2 2
1 1

1 1 1 1   
  

sinانتگرال xy
dx

x


  انتگرال معروفي است كه مقدار آن

F  شود. پس داريم:مي 2 (y) F(y)
    2   

Fي ديفرانسيل) صحيح است. در ضمن با حل معادله1پس گزينه ( (y) F(y)
    ي ي معادلـه اي مشخصـه جملـه را پيدا كنـيم. چند  F(y)توانيم تابعمي 2

rهمگن به صورت  2 1  هايشاست كه ريشهr  1 صورتي همگن بههستند، پس جواب عمومي معادلهy yc e c e 1 ي است و با توجه به وجـود جملـه   2

ثابت
 pFي آن هـم ي نـاهمگن، جـواب ويـژه   در سمت راسـت معادلـه   2 (y) A         ـ   اهمگن داريـم: اسـت. بـا جايگـذاري ايـن جـواب در معادلـه ديفرانسـيل ن

p pF (y) F (y)
    A، پس2


   2 در نتيجهA


 2 ي ناهمگن داريم:است. در نهايت از مجموع جواب معادله همگن و جواب ويژه  

y yF(y) c e c e 
  1 2 2   

yاز طرفي به ازاي   انتگرالي در نمايشF(y) وF (y) :داريم  dx
F( ) ( )dx , F ( ) tg x

x

        
  1

2 21 
   


  

Fو F(y)يها در ضابطهبا اين جايگذاري (y) ضرايبc 1  وc


 2 y  شوند. در نتيجه داريم:يمعلوم م 2 yF(y) e ( e )   
    12 2 2  

y  ) را هم نشان دهيم:4ي (توانيم صحت گزينه) صحيح است. حالا مي3ي (پس گزينه yxsin xy
dx F (y) F(y) ( e ) e

x

            
 2 12 2 2 21

  

  ) بايد نادرست باشد.2) را ثابت كرديم، پس گزينه (4) و (3)، (1هاي (حالا كه گزينه
  

  
 اگر تابع :47مثالf چنان باشد كهx

x cos x f (t)dt  2


fگاهآن  (     )87(رياضي ـ سراسري   برابر است با: 2(

1( 16  2(8  3( 8  4( 32  

 : گيريمرفين رابطه داده شده مشتق مياز ط  »4«گزينه  پاسخ:  xx cos x x sin x f ( x ) f ( ) f ( )
x

        42 1 12 8 2 2 3242
  

  

 اگر :48مثال
tx e

f ( dt) x
t


 2 1

fو براي  ( ) a , a  ،f ( )   حسببرa :87ي (رياضي ـ سراسر  برابر است با(  

1(
a

a

e

2 1  2(
ae

a 2 1
  3(

ae

a 2 1
  4(

a

a

e

2 1  

 : ابتدا توجه كنيد به ازاي  »3و1«گزينه   پاسخx   شوددر رابطه داده شده نتيجه ميf ( )  بنابراين ،a   گيـري از طـرفين   باشد. لذا با مشـتق مي

  شود:رابطه داده شده نتيجه مي
xx t t

xe e e e
f ( dt) f ( dt) f ( )

x t t

      
   2 2 21 1 111 1 1



 


 


  

a) به ازاي3) و (1ها، گزينه (در بين گزينه    اشند.توانند جواب صحيح بباشند، پس اين دو گزينه ميمي 1برابر  
  

 49مثال: xx t

x
lim xe e dt

 
2 2


  )87(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 

1(1
3  2(1

  وجود ندارد. )4  1 )3  2

 : حد داده شده از نوع كهاينبا توجه به   »2«گزينه  پاسخ


  مبهم است لذا با استفاده از قضيه هوپيتال داريم: 
x x xt t x t

x

x x x x xx x x x

x e dt e dt xe e dt e
lim lim lim ( ) lim ( )

e xe xe e x e   


      
 

  
2 2 2 2 2

2 2 2 2 22
1 1 1
2 2 22 2 2 4

  −ITÃQ¼À −ITÃQ¼À  
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 اگر :50مثالx dt
f (x)

t


2

2
3 7

fمعادله خط مماس بر منحني تابع ، (x) در نقطهx    )87(كشاورزي ـ سراسري   ؟كدام است 1
1 (y x 1  2 (y x 2 23 (y x 1  4 (y x 2 1 

 : به ازاي  »2«گزينه   پاسخx 1مقدار ،y f ( ) 1  شود. حاصل مي        f (x) f ( ) y (x )
( x)

        
3

1 2 1 2 2 1
2 7

  
  

 اگر :51مثال
x

f (x) f (t)dt  
1

2 1 fگاهآن، 3 ( )1 كدام است؟  )MBA  88ـ سراسري(  

1 (e 21
3  2 (e21

3  3 (e 31
2  4 (e31

2  

 : شود:گيري از طرفين رابطه داده شده نتيجه ميبا مشتق   »3«گزينه   پاسخ  
x c xf (x)

f (x) f (x) Lnf (x) x c f (x) e ce
f (x)

              
3 3
2 23 32 3 2 2  

fها، يك قرار دهيمxهرگاه در رابطه داده شده به جاي ( )



11   ن داريم:آيد، بنابرايمي دستبه 2

x
ce c e f (x) e f ( ) e

 
   

       
3 3 3 3

32 2 2 21 1 1 112 2 2 2  
  

 اگر :52مثالf (x) دار وتابعي پيوسته و كران
x

g(x) tf (t)dt 
گاهباشد، آن 1

x

x g(x)
lim

sin x

2


  )88ـ سراسري  ايمني و بازرسي فني(  ؟  كدام است 

1(    2( 
1
2  3( 1

2  4(   

 : ابتدا توجه كنيد كه وقتي  »1«گزينه  پاسخx  گاهآنsin x ارز باهمx :است، لذا داريم  
x x x

x g(x) x g(x)
lim lim lim x g(x)

sin x x  


  
 

2 2
  

fدار بودناز طرفي، به دليل پيوسته و كران (x)حاصل ،
x
lim g(x) tf (t)dt


 

  شود.مي عدد يك عدد است و بنابراين پاسخ حد فوق برابر با 1
  

 اگر: 53مثالf :[ , ]

2  پيوسته و در خارج از مبدأ صفر نشده و درx sint

(f (x)) f (t) dt
cost


2

3
كدام گزينه  fايصورت ضابطهصدق كند در اين 

  )88(رياضي ـ سراسري   ؟ است

1(f (x) Ln( cosx) 
1 32  2(f (x) Ln | sinx | 

1 32  

3(f (x) Ln( sinx) Ln   
1 13 22 2  4(f (x) Ln( cosx) Ln  

1 13 22 2  

 : داريم صورتگيريم، در ايناز طرفين رابطه داده شده در صورت سؤال مشتق مي  »4«گزينه   پاسخ :  
sin x sin x

f (x) f (x) f (x). f (x) f (x) Ln( cosx) C
cosx cosx

        
 

1 12 33 2 3 2
´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH  

xدر معادله داده شده در صورت سوال Cمجهول براي محاسبه مقدار   شود دهيم كه نتيجه ميقرار ميf ( ) داريم ، بنابراين :  

f ( ) Ln( cos ) c c Ln


     
1 13 22 2    

  
 هايثابت به ازاي چه مقاديري از : 54مثالa وb مقدار حدx

x

t dt
lim

bx sin x a t


 
21 1


  )88برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  باشد؟مي 

1(a ,b 1  2(a ,b 2 1  3(a ,b 4 1  4(a ,b  4 1  

 : مبهم صورتبهحد داده شده   »3«گزينه  پاسخ


    شود:است، از قاعده هوپيتال نتيجه مي

x
Hop

x x

x
t dt a xlim lim

bx sin x b cos xa t 

  
 

2
21 1 1

 
  

xدر حد اخير وقتي  صورت كسر برابر صفر است، پس بايد مخرج كسر نيز وقتي ،x   برابر صفر باشد يعنيb cos   و در نتيجهb 1 كه در .

  آيد.مقابل در مي صورتبهاينصورت حد فوق 
x x

x x

a x a xlim lim a
cos x ax 

       


2 2

2
21 1 1 41

2
 

ÁpnH´À  
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 55مثال: 
x

x

sin( t)x
lim dt

x t



 1

2

1
4

  )88راسري (مواد ـ س  كدام است؟ 1

1(2  2(2
2  3(1

2  4( 2  

 : ابتدا توجه كنيد كه وقتي  »1«گزينه  پاسخx 1داريم ،x

x x 

2 1
1 1داريم ، بنابراين:  

x

x
HOP

x x x

sin( x )sin( t)
xdtsin( t)x t xlim dt lim lim sin

x t x  


 


   

 




2
2

1
1

2

2 2

1 1 1

44 2
4 2 21 1 1 4  

  

 حاصل :56مثال
x

x
lim t dt

Lnx


2

11
1   )88(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 3

1(4
3  2(3

2  3( 2  4( 4  

 : 4«گزينه   پاسخ«    
x

HOP

x x

t dt x x
lim lim

Lnx
x

 

  
  


2

21
1 1

3 3 2 41



  

  

 معادله خط مماس بر نمودار تابع :57مثال
x t

f (x) dt
t


2 3
2

4
xدر نقطه      )88(كشاورزي ـ سراسري   واقع بر آن كدام است؟ 2

1( y x  2 2   2( y x  2 2   3( y x  2 1   4( y x  2 2 4   

 : واضح است كه به ازاي  »2«گزينه   پاسخx  yمقدار  2   آيد.مي دستبه  x
f (x) f ( ) m

x
      

3
2 4 1 12 8 4 2 24

  

: y (x ) y x     
1 2 2 22  معادله خط مماس  

  
 حاصل  :58مثالx

x
lim( sintdt)

x 
1


  )88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 )2  صفر )1
2  3( 1  4( 2  

 : 2«گزينه   پاسخ«     
x

HOP

x xx

sin x.sin tdt sin xxlim lim lim
x x  

   


1
12

1 22


 




  

 

 اگر :59مثال
x

tf (x) ( e dt) 
2 2


و 

x ( t )e
g(x) dt

t

 



2 21 1

21
fمقدار گاهآن،  (x) g(x)88(فيزيك دريا ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 (
4  2 (

3  3 (
2  4 (  

 : گيريمها مشتق ميگيري از انتگرال استفاده كنيم، از هر يك از انتگرالي مشتقرسد بايد از قاعدهبا توجه به نوع انتگرال و سؤال، به نظر مي  »1«گزينه  پاسخ:  
x

x tf (x) e e dt   
2 2

2


  

x ( t )
x x t x x t x (xt)x( t )e

g (x) dt xe dt xe .e dt xe .e dt
t

 
              

   
2 21 1 1 12 2 2 2 2 2 2 22 1

2
2 1 2 2 2

1   
  

xtبا تغيير متغير u ،گاهآنxdt duاز طرفي به ازاي ،t   ،گاهآنu   و به ازايt 1 ،گاهآنu x :و لذا داريم  

  
x x

x u x ug (x) e .e .du e e .du        
2 2 2 2

2 2
 

  

توان نوشت:چون مي
x x

u te du e dt  
2 2

 
  ، پس داريم:

x x
x t x tf (x) g (x) e e dt e e dt        

2 2 2 2
2 2

 
  

fبنابراين (x) g(x)به ازاي هر ،x ًهمواره برابر با عددي ثابت است. مثلاx تواند برابر با صفر باشد و لذا داريم:مي  

( )*

4

t e dt
f ( ) g( ) ( e ) dt [Arctgt] Arctg

t t

       
   

1 12 12
2 2 1

1 1
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fتوانستيم، مقداراز همان ابتدا هم مينكته تستي:  ( ) g( )  ها بهرا حساب كرده و به راحتي به جواب برسيم! چون گزينهx     بسـتگي نداشـتند و بـراي هـرx 
)شد، مرحلهار هستند. بنابراين از ابتدا ميبرقر   ) رسيد!1را نوشت و به گزينه ( *(

 

 اگر :60مثالf (x) دار باشد وتابعي پيوسته و كران
x

g(x) tf (t)dt 
1

گاه، آن
x

x g(x)
lim

sin x

2


  )88(ايمني و بازرسي فني ـ سراسري ، برابر با كدام گزينه است؟

1 (  2 (
1
2  3 (1

2  4 (  

 : در  »1«گزينــه   پاســخx  ارزي، هــمx ~ sin x      صــورتبــهرا داريــم، بنــابراين حــد خواســته شــده
x
lim xg(x)


شــود. از طرفــي  مــي 

x
lim g(x) tf (t)dt


 
1


  است.   صفر، برابر يك عدد ثابت است، بنابراين حاصل حد خواسته شده برابر با 

  

 حاصل :61مثالx

x
lim tg tdt

x 
2

3
1


  )89ـ سراسري  MBA(  كدام است؟  

1(1
3  2(2

3  3(1
6  4(  

 : ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه پاسخ  
x

HOP

x x x x

; xtg tdt tg x . x tg | x | | x |
lim lim lim lim

x xx x ; x



    

       



2

2

3 2

2
2 2 2 3

23 33
3



   


 

ÁpnH´À  

2خواستاگر طراح سؤال فقط حد راست را مي ارد.پس حد مورد نظر وجود ند
  جواب حد بود. 3

 

 فرض كنيد :62مثالx

txx

dt
F(x)

te
 

2
Fدر اين صورت  (x) 89(مواد ـ سراسري   كدام است؟(  

1(x x( e e )
x

 
3 21 3 2  2( x x( e e )

x

 
3 2

2
1 2  3( x x(e xe )

x

 
3 2

3
1  4( x x( e e )

x
 

3 21 2  

 : 1«گزينه   پاسخ«     x x x tx
tx txx x xx x x x x x

x
F (x) ( )dt dt ( e )dt

x te ex e xe xe xe xe xe

           
  

2 2 2

3 2 3 2 3 22
2 1 1 2 1 1 2 1  

tx x x x x

x x x x

x
e e e ( e e )

x x x xxxe xe xe xe

            
3 2 3 2

3 2 3 2

22 1 1 2 1 1 1 1 3 2  

 

 شيب خط قائم بر نمودار تابع :63مثالx dt
f (x)

Lnt



2

1 xدر نقطه 1    )89(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (1-  2 (1  3(1
2  4(

1
2  

 : شيب خط قائم  »4«گزينه   پاسخ(m )  بر نمودار تابعf  برابر است باm
m

  
 mيباشد). براي محاسبهمي fشيب خط مماس بر نمودار تابع  m(كه  1

x  ي مشتق از انتگرال استفاده كنيم:بايد از قاعده
m f (x) x m

LnLnx


       

 2
11 2 12 21 1 21

 

 

 حاصل :64مثال
xx

lim ( ) (sint )dt
x  5

2 31 



  )89يخ و فلسفه علم ـ سراسري (تار  كدام است؟ 

1 (  2 (
1
4  3 (1

4  4 (3
4  

 : 2«گزينه   پاسخ«  x HOP

x x x

sin(t )dt x sin x ( x )(x )
lim lim lim

x x x  

 
    

 5
3 4 15 4 15

2 19 19
5 5 1

42 2



  


  

  

 



`` 
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 اگر :65مثال
x

te dt
y x




2
xدر yمشتق گاهآن، 1    )89هواشناسي ـ آزاد ژئوفيزيك و ، 73سيستم ـ سراسري صنايع (  برابر است با: 1

1 (  2 (1  3 (1-  4.مشتق ندارد (  
  

 : با توجه به اين كه؛  »1«گزينه  پاسخx به توانِ يك عبارت بر حسبx رسيده است، لذا لازم است؛ از طرفينLn :بگيريم  
x

t x xe dt t x ty
Lny Ln(x ) Lny ( e dt)Lnx ( e )Lnx ( e dt)

y x


  

        
2

2 2 21
1 1

11 ´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH    


x

x t ty y[(e )(Lnx) ( e dt)] y ( ) y( )[e Ln ( e dt)]
x

              
12 2 2

1 1
11 11 1 1 1    

 

 اگر :66مثالx Lnt
f (x) dt

xt x



2

21 4
  )89فيزيك دريا ـ سراسري (  كدام گزينه صحيح است؟ گاهآن، 

1 (Ln
f ( ) 

22 1  2 (Ln
f ( ) 

2 22 5  3 (f ( ) f ( ) Ln  1 2 5 2 2 2  4 (f ( ) f ( ) Ln  2 1 2 2 2  

 : گيري از انتگرال استفاده كنيم، براي اين منظور داريم:ي تعميم مشتقهبايد از قاعد  »3«گزينه   پاسخ  
x x x

f (x)

xLnx (Lnt)(t ) xLnx Lnt Lnx Lnt
f (x) dt dt

xx(x ) x x (t ) x(x ) x (t ) x x(t )

       
       

2 2 22 2

2 2 2 2 2 4 2 2 4 21 1 1
2 4 4 4 1

4 4 4 4 4 4
  

Ln
f ( ) f ( )  

2 12 25 2
xLnx Ln

f (x) f (x) f ( ) f ( )
xx

       
 

2
4 4

4 1 4 2 12 224 2 4
´ÃÀj nHo¤ , kÄIM IÀ¾¹Äq¬¾M¾]¼U IM  

  

 حاصل :67مثال
xx

lim ( ) sin(t )dt
x  5

2 21 



  )89ي (تاريخ و فلسفه علم ـ سراسر  كدام است؟ 

1 (  2 (
1
4  3 (1

4  4 (3
4  

 : 2«گزينه   پاسخ«  x HOP

x x x

sin(t )dt x sin x ( x )(x )
lim lim lim

x x x  

 
    

 5
3 4 15 4 15

2 19 19
5 5 1

42 2



  


  

  

 

 اگر :68مثالsin x tf (x) xe dt 
2


fگاهآن،   ( )  89معدن ـ سراسري و  88رياضي ـ سراسري (  چقدر است؟(  

  3(e)2  ) صفر1    4(e    
 : 2«گزينه   پاسخ«    

sin x sin x sinsin x t sin x t sin tf (x) xe cos x (xe )dt xe cos x e dt f ( ) e cos e dt
x

                 
  

2 2 2 2 2 2

  
oŸ‚

  

  

 مقدار :69ثالمx

x

x sint
lim dt

x t  33   )90برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  برابر است با: 3

1 (1
3  2 (sin 3

3  3 (sin   ) موجود نيست 4  3

  ريم:گيابتدا تغيير متغير مقابل را در نظر مي »3«گزينه   :پاسخ  x u x u , x u       3 3 3   
  با جايگذاري تغيير متغير فوق در عبارت حد داريم:

x u u

x u u

x sin t u sin t sin t
lim dt lim dt lim

x t u t t

 

  


 

   
3 3

3 3 33
3

3  

u

u

sin t
dt lim dt

u t




  

3

3

3







  

حد دوم حالت مبهم


  است لذا با استفاده از هوپيتال داريم: 
u

u u

sin(u )
sin t sinulim dt lim sin

u t



 




  
3

3

333 3 33 31 3 
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 فرض كنيم  :70مثالx x tf (x) e dt 
2


g، در صورتي كه f  g، مقدار 1 ( )  90(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (2  2 (1  3 (1  4 (2  
 : هرگاه تابع  »1«گزينه  پاسخf در نقطهx a پذير ومشتقf (x) b  مشتق تابع گاهآنباشدf 1 درb  :برابر است با  (f ) (b)

f (a)
  


1 1  

  :  داريم بنابراين
x x x x xx x x t

g (f (x)) g (f (x)) ( )
f (x) e f (x) e f (x)e e dt

  
     

   
2 22 2

1 1 1 1 1



  

  ) خواهيم داشت: 1گيري از طرفين رابطه (با مشتق
x x

x x

(e )( x) f (x)
f (x)g (f (x)) ( )

(e f (x))





    


2

2 2
1 2 2   

x     دانيم:    مي tf ( ) e dt 
2


         وx tf ( ) e e dt    

2
1 


  

xبنابراين به ازاي    ) باشد.مقابل مي صورتبه) 2رابطه  e ( ) f '( )
g (f ( ))

(e f ( )) ( )

        
 2 2

1 1 11 2
1




 
 

  

 

 اگر :71مثالx

x h

h

cos(t )dt cos(t )dt
f (x) lim

h








 
12 2

1 5 5


f گاهآن  ( ) :90(مواد ـ سراسري   برابر است با(  

1 (  2 (5  3 (5  4 (  

 : 2«گزينه  پاسخ«     
x h x x

x

h

cos(t )dt cos(t )dt cos(t )dt cos(t )dt
lim

h





 
 

   
12 2 2 2

1 1 15 5 5 5



 

  
  داريم: hگيري از صورت و مخرج نسبت به متغيرلذا با استفاده از هوپيتال و مشتق

h

cos(x h)
f (x) lim cos x f ( ) cos( )



  
       

2
2 21 5 5 5 51

  

x)  برابر صفر است و براي عبارت اول داريم: hتوجه شود كه مشتق عبارت دوم در صورت كسر، نسبت به متغير h) cos(x h) cos (x h)    2 25 1 5  
 

 كهاينمفروض بر  :72مثالx t
S(x) sin( )dt


 

2

2
]بحراني در بازهي هداراي دو نقط , / ]1 2 نسبي بوده، ديگري ي هباشد و يكي از نقاط بحراني كمين 4

  )90(معماري كشتي ـ سراسري   افتد؟اتفاق ميxنسبي در كدامي هنسبي باشد، كميني هبيشين

1 (1  2 (2  3 (
2  4 (2  

 : قاط اكسترمم، مشتق تابعبراي يافتن ن  »4«گزينه  پاسخS(x) داريم دهيم، لذارا محاسبه و برابر صفر قرار مي:  

  x x
S (x) sin k x k x k

          
2 2

2 2 22 2  

xهايفقط ريشه  xو 2  ]يدر بازه 2 , / ]1 2 Sمقدار عددي مثبت دارند. از طرفي 4 (x) به ازايx  xيعددي مثبت خواهد شد و لذا در نقطـه  2  2 
  افتد.كمينه نسبي اتفاق مي

  
 اگر :73مثالx dt

f (x)
t


 31 1

xدر نقطه f، خط قائم برنمودار تابع    )90غذايي ـ سراسري (صنايعكند؟ها را با كدام عرض قطع ميyواقع بر آن، محور 1

1 (2-  2 (2  3 (1  4 (1-  
 : ابتدا شيب خط قائم بر نمودار تابع  »2«گزينه  پاسخf را در نقطهx 1 آوريم:مي دستبه     

  
y ( )

   

1 yقائم21 ( ) m   


1 11 1 1 2         ،

x dt
y ( )

t x
  

 
1 3 3

1
1 1

  

  dt
x f ( )

t
   


1

1 31 1
1

  

x  باشد:مقابل مي صورتبهلذا معادله خط قائم 
y

y (x ) y x y          2 1 2 2 2
HÀ n¼d¶ IMÂ¤°U(x x ) قائمy y m   

 



`` 
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار حد عبارت زير: 74مثال
x

x

t
lim dt

x t 
2

3 4
1

1
  )90(معدن ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (1
3  2 (1

2  3 (2  4 (3  

 : مبهم  »1« گزينه پاسخ

x

x

t
dt

tlim
x








  


2
4

3
1  

  كنيم:گيري از صورت كسر از تعريف مشتق انتگرال استفاده ميكنيم، در هنگام استفاده از هوپيتال براي مشتقبراي رفع ابهام از هوپيتال استفاده مي

  

x

x x

t x

t xlim lim
x x 

  


2 2
4 4
3 2

11 1
33



 

−ITÃQ¼À  

 

 اگر :75مثالx
y cos(t )dt

x
 

3

1
21

  )90(علوم كامپيوتر ـ سراسري   باشد، كدام گزينه صحيح است؟3

1 (xy ' y x sin(x )  2 6 2 (xy ' y x cos(x )  2 6 3( xy ' y x cos(x )  2 63 4( xy ' y x sin(x )  2 63 

 : 2«گزينه   پاسخ«  x x
y cos(t )dt xy cos(t )dt

x
   

3 32 2
1 1

1 33  
  :داريم گيريم، لذاه بالا مشتق مياز طرفين رابط

  xd
y xy cos(t )dt (y xy ) (x ) cos((x ) ) ( ) cos( ) (y xy ) x cos(x ) y xy x cos(x )

dx
                

3

1
2 3 3 2 2 2 6 2 63 3 3 1 1 3 3  

  

 اگر :76مثالx

x

e
f (x) (x t)dt 

2
  )90(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   :گاهآن 

1 (f ( ) e    2 (f ( )  2  3 (f ( )  2  4 (f ( ) e   
 : اي است! براي تابع داده شده داريم:سؤال بسيار ساده  »2«گزينه  پاسخ  x x xf (x) ( x)(x x ) e (x e ) (x e )      2 22  

fبراي مشتق تابع (x) در نقطهx   :داريم  f ( ) e ( e ) ( e )          1 1 2       
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  معرفي توابع گاما و بتا :9 درسنامه 
  
  

 حاصل  :1مثالk xI e dx
 


 
2   كدام است؟ 2

1 (
k

22

  2 (
k

2  3 (

k


2  4 (
k
  

 :بياييد به فكر نزديك كـردن آن بـه فـرم مطلـوب باشـيم!      . تابع زير انتگرال خيلي به تعريف تابع گاما شبيه نيستبينيد طور كه ميهمان » 4«گزينه   پاسخ

kتـوان گفـت  شود؛ چون تابع زير انتگرال زوج است، پس مـي اولين مشكل كه در حدود بالا و پايين انتگرال وجود دارد به راحتي حل مي xI e dx
  

2 2
2


. امـا  

kعبارت x، به جايeر توانهنوز د x 2 kوجود دارد و اين مشكل را هم بايد حل كنيم. واضح است تغيير متغير 2 x t2 اولين انتخاب بـراي رهـايي از ايـن     2
  مخمصه است! 

k x t x t dx ( dt) t dt
k k kt


     

1
2 2 21 1 1 1

22
  

  با جايگزيني در انتگرال داريم:
( )t t tI e ( t dt) t e dt t e dt

k k k

          
1 1 1 12 2 21 1 12 2  

  

خب به راحتي معلومه 
1
)و اين يعني حاصل انتگرال فوق برابر با 2 )

k


1 1
)دانيدشود و قطعاً شما بهتر از من ميمي 2 )  

1
Iو بنابراين 2

k


.  
  

 حاصل :2مثالtt dt
  22


  كدام است؟ 

1 (!
Ln
2

2  2 (!
(Ln )2

2
2

  3 (!
(Ln )3

2
2

  4 (!
( Ln )2

2
2 2

  

  : فوق، در اين سؤاله از خاصيت با استفاد»  3«گزينه پاسخ  pو 3  !         داريم:  پس ،2

(Ln )3
2

2
t ( ) ( )t dt

(Ln ) (Ln )


   

   2
3 3

3 2 12
2 2

  

  

 حاصل  :3مثالxx e dx
  3


    كدام است؟ 

1 (6  2 (  3 (24  4 (2  

 :انتگرال فوق تابع گاما به ازاي»  1«گزينه   پاسخn  xx                     داريم: باشد، بنابراينمي 4 e dx ( ) !
      3 4 3 6


  
  

 مقدار :4مثالdx
I

Lnx





1
3

  كدام است؟ 

1 (

1  2 (

 
1  3 (

2  4 (  

  : ابتدا عبارت زير انتگرال را به صورت  »1«گزينه پاسخdx
Lnx   

1


sده از خاصيت فوق، توجه كنيد در اين سؤال،براي استفانويسيم؛ مي    

nو 


1
  باشد. بنابراين داريم:مي 2

( )dxI ( )
Lnx

( )




  

     
        




1

1 12

1 11 1 1 1 12
2

1
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 با توجه به اين كه  :(سخت) 5مثال
p

cost
dt

pt (p)cos( )

 






2 2


pو   1مقدار ،I cos x dx



  33
2 

  برابر كدام گزينه است؟ 

1 (
( )





3
12 3

  2 (
( )




12 3 3

  3 (
( )




13 3

  4 (
( )




13 3

  

 :بايدرسد با توجه به مقدار خواسته شده، به نظر مي  »3«گزينه   پاسخcos x3 را به فرمcos t   تبديل كنيم. براي اين كار از تغيير متغيـرx t3  و
xيا t3   كنيم، در اين صورت داريم:استفاده مي 2

x tt tx t x dx tdt dx ( dt) dx ( dt)[ ] ( t)( )dt dx ( )dt
x ( t )

t t

          
3 23 2 2

2 4 13 2 2
3 3

2 1 2 1 2 1 2 13 2 3 3 3 3
  

cos  داريم: Iيد در انتگرالمتغيرهاي جد با جايگذاري t cos tI cos x dx cos t( )dt dt dt

t t t

   
        3

1 1 1
3 3 3

3 3 2 1 3 2
2 2 3 2 3   

  

pبا توجه به تساوي داده شده در انتگرال اخير،  1
  و لذا داريم: 3

( )




13 3

I
( ) cos( ) ( )

 
  


  

1 1 1 32 23 3 2 3 2

  

  
 صورتبهانيم تابع بتا دمي  :6مثالx y(x,y) t ( t) dt   

1 1 11


I، تعريف شده است. حاصل u ( u) du 
2 1 5

2 22


    بر حسب تابع بتا كدام است؟ 

1 (( , )
3 52 2 2  2 (( , )3 1 22 2 5  3 (( , )4 3 72 2 2  4 (( , )4 3 52 2 2  

 :دهيم:مقابل پاسخ مي فرمولاين تست را با استفاده از   »3«گزينه   پاسخ  b x y x y
a

(u a) (b u) du (b a) (x, y)        1 1 1  

aدر اين سؤال  ،b  2،x 
3
yو 2 

7
)  ، بنابراين داريم:2 , )4 3 72 2 2u ( u) du ( ) ( , )

 
    

1 5 3 7 12 2 2 2 2 3 72 2 2 2
    

توان انتگرال خواسته شـده را  باشد، اما توجه كنيد با همان تعريف تابع بتا نيز مي تممكن است براي داوطلبان كمي سخ فرمول ابتداييالبته حفظ كردن توضيح: 
uحساب كرد. براي اين منظور اگر در انتگرال از تغيير t   ستفاده كنيم، داريم:، ا2

I ( t) ( t) ( dt) ( )(t ) ( t) ( dt) ( ) (t )( t) dt (t )( t) dt
 

          
1 1 1 11 5 1 1 5 5 1 5 1 5 1 51 42 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2 1
   

  

mبا توجه به تعريف تابع بتا در اين سؤال  
11 mو لذا 2 

3
nو همچنين 2  

51 nو لذا 2 
7
I، بنابراين حاصل انتگرال برابر است با:2 ( , ) 4 3 72 2 2.  

  

 مقدار انتگرال :7مثالsin tcos t dt


 5 52


  )79(آمار ـ سراسري                     كدام است؟ 

1 (6   2  (1
6   3 (36   4 (1

36    

 :كنيم:براي حل اين انتگرال از خواص تابع بتا استفاده مي  »2«گزينه   پاسخ  

m  يادآوري: n (m) (n)sin t cos tdt (m,n) , (m) (m )!
(m n)


   

     
  2 1 2 12 1 1 12 2

  

( ) ( ) ! !sin t cos tdt ( , ) .
( ) !


  

     
 5 52 1 1 3 3 1 2 2 2 13 32 2 6 2 5 12 6  

  

  
 با توجه به حاصل :8مثالxe dx

  

1


xxمقدار  .e dx

  6


  )84ـ سراسري  MBA(              كدام است؟       
1 (96  2 (12  3 (144  4 (72  
 :انتگرال مورد نظر برابربا توجه به تعريف تابع گاما،   »4«گزينه    پاسخ( ) )  و داريم: باشدمي 7 ) !  7 6 72  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 اگر :9مثالx( ) x e dx
 

  
1

21
2 

  )84اي ـ سراسري (هسته                ، مقدار آن چقدر است؟

1 (  2 (
2  3 (  4 (

2  

 :دانيمبا توجه به مطالب ارائه شده در رابطه با تابع گاما مي  »3«گزينه    پاسخ( )  
1
  است. 2

  

 انتگرال :10مثال
xe

dx
x


 :84(عمران ـ سراسري              برابر است با(  

1 (  23  ) صفر (  4 (2  

 :با توجه به مطالب مربوط به تابع گاما داريم:  »3«گزينه    پاسخ   
x

xe dx x e dx ( )
x

        
1
2 1

2 
  

  

 مقدار انتگرال :11مثالdx

Lnx
1


  )85نفت ـ سراسري  و 79سيستم ـ سراسري ـ  صنايع(  چقدر است؟ 

1 (  2 (2  3 (
2  4 (2  

 :براي حل ابتدا بايد از تغيير متغير  »1«گزينه    پاسخu Lnx  پردازيم:استفاده كنيم و سپس با توجه به رابطه تابع گاما به ادامة حل مي  

         udxLnx u du dx xdu , Lnx u x e
x

             

u
udx e du e u du ( )

Lnx u

  



     

  
1

1 2 1
2


 

  

  

 حاصل :12مثالte cos tdt


 2


  )86ـ سراسري  MBA(  ، كدام است؟

1( / 4  2( / 6  3( / 7  4( / 8  

 :2«گزينه   پاسخ«            t t t tcos te cos tdt e dt ( e dt e cos tdt) ( ) /
      

      
   2

2
1 2 1 1 12 1 62 2 2 1 2   

  

stدر محاسبه انتگرال دوم از فرمول se cos at dt
s a

  
 2 2

  لاس تابع كسينوس)ايم. (تبديل لاپاستفاده كرده 

  

 دانيممي :13مثالx t(x) t e dt
     1


x، مقدار انتگرال (Ln ) dx
x

1 2 31


  )86(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 

1( ( )3
1 3

3
  2( ( )3

1 4
3

  3( ( )4
1 3

3
  4( ( )4

1 4
3

  

 :4«گزينه   پاسخ«                               ( )x (Ln ) dx x ( Lnx) dx
x


   

1 12 3 2 3
4

1 4
3 

  

s             ايم.در محاسبه انتگرال فوق از فرمول روبرو استفاده كرده يادآوري: n
n

(n )x ( Lnx) dx
(s ) 
 

 


1
1

1
1

  

  

 ينه در موردكدام گز :14مثالn
nI Ln xdx 

1


  )86(رياضي ـ سراسري   درست است؟ 

1(nI .2  واگراست(nI همگرا بهn( ) n!1 3  .است(nI همگرا بهn( ) n1 .4  است(nI همگرا بهn( )1 .است  

 :دانيممي  »2«گزينه   پاسخn( Lnx) dx (n )   
1 1


n  پس داريم:   n n(Lnx) dx ( ) (n ) ( ) n!     
1 1 1 1
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار انتگرال :15مثالx

x




92 9
3 

  )86آزاد ـ  جينسا(  كدام است؟  

1 (2  2 (  3 (3  4 (6  
 :دهيم: سؤال را به دو روش جواب مي  »3«گزينه   پاسخ  

xابتدا از تغيير متغيرروش اول:  sin t tو 29   كنيم. در اين صورتاستفاده ميdx sin t cos tdt18  .است    

x sin tI dx ( sin t cos t)dt cos tdt ( cos t)dt
x sin t

   
         

29 22 2 22
2 9 2 9 9 18 12 16 1 2 33 3 9   

  

  كنيم:از خواص تابع گاما استفاده ميروش دوم: 
( ) ( )

I ( x) x dx ( )
!( )

       
        

 


1 1 3 1 11 2 2 2 2
3 1 1

2 2 2 2 29 9 6 33 13 3 1
2 2


  

  
 تابع :16مثالf صورتهبt xf (x) e t dt

    1


fتعريف شده است، اگر بدانيم مقدار ( ) 
1
dxمقدار 2

Lnx
1

2
  )88(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 

1( 1  2(
2  3(2

2  4(  

 دانيمبطور كلي مي  »3«گزينه    خ:پاسn( Lnx) dx (n )  
1 1


)و  )  
1
  : داريم ، بنابراين2

dx ( Lnx) dx ( ) ( )
Lnx

   
        

 
1 1 1

21 1 1 1 1 212 2 22 2 2 2 2 
 

  

 حاصل :17مثالnI x (Lnx) dx  
1 1


  )88رياضي ـ آزاد (  ، برابر كدام گزينه است؟

1 (!( )
n





 11  2 (!
n


1  3 (!( )
n





1  4 (!
n
  

 :با استفاده از تغيير متغير  »1«گزينه    پاسخt Lnx :داريم ،  
x t Ln , x t Ln          1 1             ،t tt Lnx x e dx e dt         

t  شود:مقابل بازنويسي مي صورتبهبنابراين انتگرال اخير  n t t n tI (e ) ( t) ( e dt) (e ) .e ( )( ) (t) dt        
 

      1 1 1 1   

!
( )

n





 11tn t t tn tn ( )(e )( ) (t )dt e .( ) t dt ( ) e t dt ( )
n

             


  
           1

11 1 1 1
  

    

  

 حاصل :18مثال
n

dx
I

(x )




 2 11

  )88رياضي ـ آزاد (   ، كدام است؟

1 (n
( n ) ( )

n!
     



1 3 5 2 1
22

  2 (n
( n ) ( )

n!
     

1
1 3 5 2 1

22
  3 (n

( n ) ( )
(n )!

     



1 3 5 2 1
22 1

  4 (n
( n ) ( )

n!
     



1 3 5 2 1
22

  

 :از تغيير متغير  »4«گزينه   پاسخx tg كنيم و داريم:، استفاده مي  
    x tg dx ( tg )d ، x tg , x tg 

                      21 2    

n  بنابراين داريم:
n n n

( tg )d d dI cos d
(tg ) ( tg ) ( )

cos

   


    

     
  



   
2 22 2 2 2

2 1 2
2

1
11 1   

  

nx  اگر انتگرال فوق را با تابع بتا مقايسه كنيم، داريم: x , y n y n
         

1 2 1 12 1 2 1 22 2 2  

]  در نتيجه داريم: (n )]
n!

 

1
2 2

( ) (n ) (n )
I (x, y) ( )

( n)( n )

    
    

   

1 1 1
1 1 2 2 2

1 12 2 2 1
2 2

  

n)ياما براي محاسبه ) 
1
n)  ، داريم:2 ) (n ) (n ) (n ) (n ) (n ) (n )(n ) (n )                   

1 1 1 1 1 3 1 3 31 12 2 2 2 2 2 2 2 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

n)ه همين ترتيب اگر ادامه دهيمب ) 
1
    آيد:مي دستبه زير صورتبه 2

(n ) (n )(n ) ( ) (n )(n ) ( )             
1 1 3 3 1 1 1 3 3 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2   

)ممكن است براي شما اين سؤال پيش بيايد كه جملات تا انتها، يعني؛  )  
3 1 1
2 2 2 :چگونه نوشته شدند، جواب اين است  

n]اين جملات در واقع (n )][n (n )] [n (n )]       
3 1 1
2 2 2 .هستند  

n

( n )
I ( )

n!

    




1 3 2 1
22


n

n n ( n )I [(n )(n ) ] [( )( ) ] [ ]
n! n! n!

          
          

1 3 3 1 2 1 2 3 3 1 1 3 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

   

nبر است، يك روش جالـب و البتـه زيبـا، قـرار دادن    راه حل فوق بسيار سخت و زماننكته تستي:  1  هـا اسـت. بـه ازاي   ، در انتگـرال و گزينـهn 1  انتگـرال ،
dxI

(x )




2 2 21
nها را هم به ازايتوانيم حاصل گزينهرا حساب كنيم، مي I2، را داريم. اگر  نيز حساب كرده و بعد ببينيم كدام گزينه حاصلش برابـر   2

xانتگرال با تغيير متغير ي ايناست. محاسبه I2با tg  ،گاهآنdx ( tg )d   21 :و لذا داريم  

dx ( tg ) dI d cos d ( cos )d [ sin ] [ ]
(x ) ( tg ) tg

     
    

               
        

2
22 2 2 2 22 2 2 2 2 2

1 1 1 1 11 2 22 2 2 2 2 41 1 1     
  

nاي كه به ازايها، تنها گزينهدر گزينه 1حاصلش برابر با ،
  .) است4شود، گزينه (مي 4

  

 مقدار :19مثالI ( x) dx
x

 
16 29 16


  )89برق ـ آزاد (  برابر با كدام گزينه است؟ 

1 (64  2 (128  3 (32  4 (256  

 :زير بازنويسي كنيم: صورتبهتوانيم انتگرال را مي  »4«گزينه   پاسخ  I . ( x) dx ( ) .( x)dx x ( x)dx
x x


       

16 16 161 1
2 2 29 116 3 16 3 16

  
  

aگفته شده در مورد تابع بتا، در اين تستي با توجه به رابطه  ،b 16،m 
1
nو 2    است و لذا داريم: 2

( )m n
( ) ( ) ( )I (b a) (m, n) ( ) I
( ) ( )

    
    

        
    

11 2 11 322
1 2 1 123 3 16 3 161 12 1 12 2

    

256I
( ) ( )

       
      

     

1 3 64 3 643 64 3 3 3 1 1 3 1
2 2 2 2 2 2 2

  

  
 حاصل انتگرال  :20مثالxx e dx

 
22


  )90برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟ 

1 (
4  2 (

2  3 (  4 (2  

 :رابطه  »1«نه گزي  پاسخt( ) t e dt
    

1


)  دانيمگوييم و ميگاما مي را انتگرال  ) ( ) , ( )        

11 2  

x  داريم: مقابلبا استفاده از تغيير متغير  t
( )dt tx t xdx dt dx x e dx e dt

x

 
 


        

2
1
22 2

3
22 2 2 2 

  

x
( )

( ) ( ) x e dx



 

      
22

3
3 1 1 2
2 2 2 2 2 4
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انتگرالكاربرد : پنجم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 
  پنجمفصل 

  » كاربرد انتگرال« 
 

 تفاضل مجموع بالايي و مجموع پاييني ريمان براي تابع  :1مثالf (x) x 23 ]يدر بازه 2 , ]1 وقتي آن را بهn  ي مساوي تقسـيم كـرده   قطعه 6
  كدام است؟ .باشيم

1 (1
6  2 (1

2  3 (1
3  4 (5

6  

 :يدر بازه»  2«گزينه   پاسخ[ , ]1 داريمf (x) x  6 ، پسf مول داريم:در اين بازه صعودي است. طبق فر  

n n
b a

U (f ) L (f ) f (b) f (a) f ( ) f ( )
n n n n

 
       

1 1 31 5 2   

nبه ازايكه   U  داريم: 6 (f ) L (f )  6 6
3 1
6 2  

  

 اگر تابع  :2مثالf، يبا ضابطه, x
f (x)

, x


  

2
2




nداده شده باشد، مقدار  nU (f ) L (f ) يدر بازه[ , ]1   كدام است؟ 2

1 (6  2 (8  3 (1  4 (12  
 :با توجه به آن كه»  4«گزينه   پاسخM  mو 2  2 تابع به ترتيب بيشترين و كمترين مقدارf (x) خواهيم داشت: ،در هر زير بازه هستند  

n nU (f ) L (f )  12n

n

U (f ) M(b a)

L (f ) m(b a)

     
       

2 3 6
2 3 6  

 
 مطابق شكل، نمودار :3مثالy

x
 


12 ]يرا در بازه 1 , ]3 يدر نظر بگيريد. نقطهc       را چنان بيابيد كه خط مماس بـر منحنـي در ايـن نقطـه بـا

  آيد؟ميدست ي مساحت زير نمودار و مساحت زير خط مماس، كدام نامساوي بهموازي باشد. از مقايسه ABخط
1 (Ln 

92 16  2 (Ln
9 216  3 (Ln 

92 8  4 (Ln
9 28  

  : يي مقدار ميانگين، نقطهابتدا با استفاده از قضيه  »2«گزينه پاسخc كنيم:را پيدا مي  

y ( ) ( )f ( ) f ( )(x ) f (c) c
f ( ) f ( ) (c ) (c )

AB

                 
    

2
2 2

1 12 2 13 1 1 11 4 13 3 43 1 1
3





KÃ{

  

  
  

c)ي تماسبنابراين مختصات نقطه , f (c)) ( , )
51   نويسيم:  را مي c يي خط مماس بر منحني در نقطهاست. معادله 2

y f (c) f (c)(x c) y (x ) y ( x)          
5 1 11 112 4 4  

  ارد، مساحت زير آن كمتر از مساحت زير منحني است:تر از خود منحني قرار دمطابق شكل از آنجا كه خط مماس بر منحني، پايين

Ln
9 216

x
( x)dx ( )dx [ ( x )] [ x Ln( x)] ( ) Ln

x   
            

 
23 3 3 31 1 1 1 911 2 11 2 1 33 6 2 24 1 4 2 4 2    

  

A

1
y 2

x 1
 



3c

f (c)

x

y

B
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 فرض كنيم :4مثالn
I Lnxdx    كدام نامساوي برقرار است؟ باشد، در اين صورت 1

1 (Ln(n) I Ln(n )  1  2 (Ln(n!) I Ln(n )!  1  3 (Ln(n) I nLn(n )  1  4 (Ln(n )! I Ln(n!)  1  
  : نمودار  »4«گزينه پاسخy Lnx يرا در بازهx n 1        در نظر بگيريـد. ايـن بـازه را بـه قطعـاتي بـا طـولix 1 كنـيم. تعـداد ايـن    سـيم مـي  تق

nقطعات 1 يخواهد بود. در قطعهi x i  1 به علت صعودي بودنLnx  پس  ؛آيدمي دستبهبيشترين مقدار در انتهاي بازه و كمترين مقدار در ابتداي بازه
iM  خواهيم داشت: max(Lnx) Ln(i )  1 وim min(Lnx) Ln(i)    

  بين مجموع بالايي و مجموع پاييني ريمان قرار دارد. به عبارتي داريم: Lnxدانيم كه مساحت زير منحنيِمي
n nn

i i i i
i i

m x Lnxdx M x
 

 
    

1 1

11 1
  

ixدانيممي 1 است و با جايگذاريiM Ln(i ) 1 وim Ln(i) :داريم
n n

i i

Ln(i) I Ln(i )
 

 
   

1 1

1 1
  . به عبارتي داريم: 1

Ln Ln Ln(n ) I Ln Ln Lnn Ln( (n )) I Ln( n)                  1 2 1 2 3 1 2 1 2 3     
  در نتيجه خواهيم داشت:

Ln(n )! I Ln(n!)  1  
  
  
  
  

  

  
  

iMهايي به ارتفاع(مستطيل Ln(i )  imهايي به ارتفاع(مستطيل                                       )                 1 Ln(i)          (  
  

1 2 i i 1 n
x

y

y Lnx
iM

1 2 i i 1 n
x

y

im

y Lnx
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انتگرالكاربرد : پنجم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  حد مجموع به كمك انتگرال معين يمحاسبه :1درسنامه 
  

 حاصل  :1مثال
n

n i

i
lim cos( )

n n 


1

1
  ، برابر كدام گزينه است؟ 2

1 (

1  2 (


2  3 (1  4 (2  

 :كنيد؛طور كه ملاحظه ميهمان»  2«گزينه   پاسخi i
f ( ) cos( . )

n n


 fو بنابراين 2 (x) cos( x)


 حاصـل انتگـرال    ،حـد  يمحاسـبه  ، پس بـه جـاي  2

cos( x)dx



1

2
)cos  كنيم:را حساب مي  x)dx [ sin( x)] [ ]

 
    

  
11 2 2 212 2 

  حدحاصل  

 

 مقدار : 2مثال
n

n
A lim

n

   


33 3
3 4

1 2 3  كدام است؟  

1 (4
3  2 (3

4  3 (  4 (1  

  : توانيم تمام جملات صورت را بر مخرج كسر تقسيم كنيم و بـا  است، پس مي 3كسر  و مخرج ها در صورتبا توجه به اينكه فرجه راديكال » 2«گزينه پاسخ

ن مرحله بايداي از فرجه يكسان بنويسيم، پس
n

  را پشت عبارت ايجاد كنيم: 1

  
n n

n n
A lim ( ) A lim ( )

n n nn n n n n n 
           3 3 3 3 3 34 4 4 3 3 3

1 2 1 1 1 2 1   

n

n
A lim ( )

n n n n n
     3 3 3 31 1 2 3   

iحالا بايد تشخيص دهيم تابع
f ( )

n
iچيست؟ با كمي دقت معلوم است كـه   i

f ( )
n n

 iيبـا جـايگزين   بنـابراين  .اسـت  3
x

n
،  تـوان گفـت:  مـيf (x) x 3 

  كنيم:. حالا به راحتي انتگرال را حساب ميشودمي A x dx x  
14

13 33 3
4 4

  
  

 مقدار :3مثال 
n

n n n
A lim

(n ) (n ) ( n)
   

 2 2 21 2 2
 كدام است؟  

1 (
3
2  2 (

1
2  3 (1

2  4 (3
2  

  : ابتدا بايدطبق روش سه گام »  3«گزينه پاسخ
n

                :دهيمجام ميان n2و اين كار را با تقسيم صورت و مخرج بر را پشت كروشه ايجاد كنيم1

n n

n n n
n n n n n nA lim [ ] lim [ ]

(n ) (n ) ( n) (n ) (n ) (n n)

n n n

 
       

    

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2
1 2 2 1 2

   

)، يعنيي آخر در مخرجدقت كنيد كه جمله n)22،  صورتبهدر واقع(n n)   تغيير كرده است. nتا 1از  ،iبوده و اين يعني 2

iحالا به راحتي
f ( )

n
fو  (x) :مشخص است  

n

i
lim [ ] f ( ) f (x)

n in n ( x)( ) ( ) ( ) ( )
n n n n


       

   
22 2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 2 11 1 1 1

  

A dx [ ]
x(x )

       


11
2

1 1 1 111 2 21 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1عمومي ( رياضي 

 حاصل   :4مثالn
n

n
A lim [( )( ) ( ) ( ) ]

n n n n
    

1 1 1
2 31 2 31 1 1 1 صورتبهke باشد، مقدارميk كدام است؟  

1 (( )    
1 1 11 4 9 16   2 (( )    

1 1 11 4 9 16   3 (( )    
1 1 11 2 3 4   4 (( )    

1 1 11 2 3 4   

 :ز خواصسريع به فكر كمك گرفتن ا ،با توجه به ضرب چند عبارت در يكديگر، دانشجوي باهوش»  1«گزينه  پاسخLn افتد. ابتدا از طرفين تساوي داده مي

Lnxyگرفتن از سمت راست از خواص Lnگيريم (دقت كنيد پس ازمي Lnشده Lnx Lny  وyLnx yLnxكنيم، استفاده مي(:  
n

n n i

n i
LnA lim [Ln( ) Ln( ) Ln( )] LnA lim Ln( )

n n n n i n  
         

1

1 1 2 1 11 1 1 12   

براي ايجاد فرم
n

i

i
f ( )

n n


1

نويسيم كه عبارت فوق درمقابل مي صورتبهابطه را ، ر1
n

  ضرب و تقسيم شده است: 1
n

n i

i
LnA lim [ Ln( )]

in n
n

 
 

1

1 1 1  

iبا قرار دادن
x

n
رسيم:قابل مي، طبق فرمول به انتگرال م  LnA Ln( x)dx

x
  

1 1 1


  

توان حدس زد با بسـط  ها مقدار يك سري عددي داده شده، پس ميچون در گزينه ؛گيري جزء به جزء نباشيدبراي حل اين انتگرال به فكر استفاده از روش انتگرال

)Lnرو هستيم؛ با نوشتن بسطيك تابع روبه x)1 در و ضرب آن
x

  داريم: 1

x x x x x x
Ln( x) (x )

x x
            

2 3 4 2 31 11 12 3 4 2 3 4   

( )x x x x x x
LnA ( )dx [x ] LnA A e

   
                     

1
1 1 12 3 2 3 4 11 4 9 161 1 11 12 3 4 4 9 16 4 9 16




    

  

 مقدار: 5مثالn

n

n
lim ( )( ) ( )

n n n
  

1 21 1 1 برابر كدام است؟  

1( 
e

4   2 (e

4  3 (
e

2  4 (e

2  

  : ها را داريم با در نظر گرفتنچون فرم ضرب عبارت  »1«گزينه پاسخn
n

A ( )( ) ( )
n n n

   
1 21 1   گرفتن از طرفين، داريم: Lnو 1

Lnn n
n n n n

n n
lim A lim ( )( ) ( ) lim LnA lim Ln ( )( ) ( )

n n n n n n   
        

1 2 1 21 1 1 1 1 1 ´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  

nLnبا استفاده از خاصيت x Lnx
n


خود به خود، 1

n

  شود:پشت پرانتز ايجاد مي 1
n n

n
lim LnA lim Ln[( )( ) ( )]

n n n n 
    

1 1 21 1 1  

iحالا به راحتي
f ( )

n
fو در نتيجه  (x) شود:معلوم مي  

n

n n n i

n i
lim LnA lim [Ln( ) Ln( ) Ln( )] lim Ln( ) Ln( x)dx

n n n n n n   
            

1

1

1 1 2 11 1 1 1 1


  

)كنيمروش جزء به جزء استفاده مي ي انتگرال اخير ازبراي محاسبه udv uv vdu)  .  

  x xu Ln( x) du dx I Ln( x)dx xLn(x ) dx Ln dx
x x x

I Ln ( )dx Ln (x Ln | x |) Ln ( Ln ) Ln
dv dx v x x

               


                 

  



1

1

1 1 1

1

1 1 11 1 1 21 1 1
12 1 2 1 2 1 2 4 11





  



  

n n n
lim LnA Ln Ln( lim A) Ln Lne Ln lim A

e e  
        

4 44 1 4  
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انتگرالكاربرد : پنجم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار :6مثال
n

(n )
A lim ( cos cos cos )

n n n n

    
    

2 112 2 2 2 كدام است؟  

1 (
2  2 (


2  3 (2  4 (1  

  : يجمله »4«گزينه پاسخ
n

iپشت كروشه وجود دارد، پس سراغ تعيين 1
f ( )

n
    رويم:مي 

 
n

(n )
A lim [ cos cos cos ]

n n n n

    
    

1 2 112 2 2 2  

n

(n ) i i i
A lim [cos cos cos cos cos ] f ( ) cos cos ( )

n n n n n n n n n

        
         

1 1 2 3 1
2 2 2 2 2 2 2

   

nتا از iدقت كنيد در اين سؤال 1 بنويسيم: 1از صفر تا را باز هم انتگرال  ،گفته شدهتوانيم با توجه به نكته كند و ميتغيير مي  

f (x) cos x A cos( x)dx [ sin x]
    

     


11 2 12 2 2 2 2 
  

  

 مقدار: 7مثال
n

n n n n
A lim [ ]

n n n n n (n )
     

    
3 1 3 6 9 3 1 كدام است؟  

1 (2  2 (6  3 (2
3  4 (  

  : عبارت»  1«گزينه پاسخ
n

iپس بايد سراغ تعيين تابع ،دپشت كروشه وجود دار 1
f ( )

n
         نويسيم:مي زير صورتبهعبارت داخل كروشه را برويم،  

n
A lim [ ]

(n )n
n n n


    

   

3 1 1 1 1
3 6 3 11 1 1 1




  

iلذا
f ( )

in
n




1
31

fكه  (x)
x



1

1 nتا از iدقت كنيد در اين سؤال. دهدرا نتيجه مي 3 1 داريم: بنابراينكند و تغيير مي  

A dx ( x) dx [ x ] ( )
x


       

 
1

1
1 1 21 2 4 23 3 1 3 3 1 3 3 21 3 3 3 3 

  
  

 صورتبه مقابلحاصل حد  : 8مثالk e


7
   كدام است؟ kاست، مقدار 9

n
( ) ( ) ( )

n n n n n n
n

n
lim [( ) ( ) ( ) ]

n n n


  




     

2 2 21 1 1 2 1 11 1 11 2 11 1 1  

1 (3 112  2 (3 12   3 (3 72  4 (3 82  

 :حاصل حد فوق را  »4«گزينه   پاسخA ناميم و از طرفينميLn گيريم، در اين صورت داريم:مي  
n

n i

n n i i
LnA lim (( ) Ln( ) ( ) Ln( ) ( ) Ln( )) ( ) Ln( )

n n n n n n n n n n



 

 
            

12 2 2 2

1

1 1 1 2 2 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1  

t  بنابراين حد مورد نظر برابر است با: xLnA ( x) Ln( x)dx LnA t Lnt dt      
1 212 2

11 1


oÃ™T¶ oÃÃ™U  

dt  كنيم:حل مي» جزء به جزء«اين انتگرال را به روش  t
(u Lnt du ) , (dv t dt v )

t
     

3
2

3  

t t dt t t
LnA t Lntdt Lnt ( ) Ln ( )dt Ln Ln

t

   
           

      
  

2 23 3 2 32 2 22
1 1 1

1 1

8 8 8 72 2 23 3 3 3 3 9 3 9  

LnAدر نتيجه Ln 
8 723 ، و بنابراين9

Ln
A e e




 
8 7 8 723 9 3 kكه مقدار 92 

8
  دهد.را نتيجه مي 32
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1عمومي ( رياضي 

 حاصل  : 9مثال
n

n n n
lim [sin( ) sin( ) sin( )]

n n n n
  

  2 2 2 2 2 21 2
 كدام است؟  

1 (
3  2 (

2  3 (
6  4 (

4  

 :قبل از هر چيزي ابتدا توجه كنيد كه چون»  4«گزينه  پاسخn پس ،n

n i


2 2  و لذاn n
sin( )

n i n i 2 2 2 2:بنابراين داريم ،  

  
n

n n n i

n n n n n n n
lim [sin ( ) sin ( ) sin ( )] lim [ ] lim [ ]

n n n n n n n n n i   
       

      
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

11 2 1 2
   

  
n n n

n n ni i i

inlim [ ] lim [ ] lim [ f ( )] f (x)dx
i in n n( ) ( )
n n

    
   

 
   

1
2 21 1 1

1
1 1 1

1 1 
  حاصل حد

  و در نتيجه خواهيم داشت:
n

n i

lim [ ] dx tg x
in x( )
n



 

    
 

11 1
221

1 1 1
411  

  

  

 حاصل  : 10مثال
n

n i

i
lim

n n 


1

  ، برابر كدام گزينه است؟1

1 (3
4  2 (3

2  3 (2
3  4 (4

3  

 :نويسيم:رت ميعبارت داده شده را به اين صو»  3«گزينه   پاسخ  
n n

n ni i

i i
lim lim

n n n n n  


  

1 1

1 1 1 1  

گاهآن ،كندميل مينهايت به سمت بي nوقتي
n
lim

n


1 توانيمبنابراين مي و است
n

را توانيم همين حـرف  را از عبارت زير راديكال كنار بگذاريم. دقت كنيد كه نمي1
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n n



  

        

1 2 1
11

1

1 1
 

  

  



  

223 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1عمومي ( رياضي 
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  )88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 

1( 1
4  2( 1

3  3( 1
2  4( 2

3  

 3«گزينه   :پاسخ«      
n

n ni i

n i i x
lim ( ) lim ( ) ( x)dx (x )

n nn



  


        

21
2

1 1

11 11 1 2 2 
  

  

 حاصل :34مثال
n

n i

i
A lim cosh( )

n n 


 

1

1   )88(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 12

1 (

1  2 (


2  3 (

  ) تعريف نشده4  2

 ابتدا بايد  »2«گزينه   :پاسخ
n

iرا به پشت سيگما منتقل كرده و سپس به دنبال ايجاد تابعي برحسب1

n
  باشيم: 

n

n i

i i i
A lim cosh( ) f ( ) cosh( ( ) ) f (x) cosh( x )

n n n n 

  
        

1

1 1 1 12 2 2
  

fحالا كافيست انتگرال (x)dx
1


jA  را حساب كنيم:  f (x)dx cosh( x)dx A cosh( jx)dx  
      

1 1 1112 2  
  

)coshدانيماز طرفي مي jz) cosz :است، لذا داريم  A cos( x)dx [sin( x)] sin( )
  

    
  

11 2 2 2
2 2 2

  

  
 حاصل سري :35مثال

n

n i

i
lim

n 


17
18

1
  )90سيستم ـ سراسري ـ (صنايع   كدام است؟ 

1 (1
19  2 (1

18  3 (1
17  4 (1

16  

 از تعريف حد حاصل جمع ريماني داريم:  »2«گزينه  :پاسخ  
n n nb

a n n ni i i

b a i i i x
f (x)dx lim ( f ( )) lim lim ( ) x dx

n n n n nn    


        

17 18117 17
17

1 1 1

11 1 1
18 18 
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انتگرالكاربرد : پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  ي سطح محصورمحاسبه :2درسنامه 
  

  

 واقع در زير نمودار يمساحت ناحيه  :1مثالxy x e


1
  ها، چقدر است؟ yها و سمت راست محورx، بالاي محور2

1 (e 11  2 (e 11  3 (e2  4 (1  

 :مساحت محصور بين نمودار يبراي محاسبه»  4«گزينه   پاسخyبالاي محور ،x و سـمت راسـت محـور    هـاy    از داده شـده هـا، بايـد از نمـودار  تـا   

x  داريم: بنابراين انتگرال بگيريم و xe dx [e ] e e e
x

           
1 1 1

2
1 1 1 1


 


 مساحت  

  

 مساحت محصور توسط منحني :2لمثاy ( x ) 2 2   ، برابر با كدام گزينه است؟ 31

1 (3
2  2 (

4  3 (3
8  4 (3

4  

 :يچون در معادله  »4«گزينه   پاسخy ( x ) 2 2 ها و همچنين xشود، پس منحني نسبت به محورمعادله عوض نمي yبه yو xبه x، با تبديل31
بـين ايـن منحنـي و     ،گيـرد اي كه در ربع اول قـرار مـي  ناحيه .كنيمورده و آن را چهار برابر ميآ دستبهپس مساحت منحني را در ربع اول  .ها تقارن داردyمحور

x(يعني ي مختصاتمحورها   وy  ( قرار دارد. پسx    از برخورد دادن ايـن منحنـي بـا محـور    نيز كران پايين انتگرال است و كران بالا راx يعنـي  ،هـا 

y  ، يم:آورمي ستدبه  xy ( x ) x     2 31 1   
xپس در ربع اول از اين ناحيه 1  .است  

  yy ( x ) y ( x )    2 2 3 2 31 1  

  S ( x ) dx cos d
  

        
1 2 3 42 3 34 1 4 4 16 4 

  

xانتگرال بالا از تغيير متغير يبراي محاسبهتوضيح:  sin  و جايگزينيdx cos d   ايـم و حاصـل انتگـرال   استفاده كردهcos d


  42


را هـم قـبلاً در    

  شود حاصل اين انتگرال را همواره حفظ باشيد.توصيه مي ،فصل انتگرال حساب كرده بوديم
 

 يمساحت ناحيه محدود به كارديوئيد به معادله  :3مثالx cost cos t

y sint sin t

 
  

2 2
2   كدام است؟ 2

1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  

 :ي تناوب اصليدوره»  4«گزينه  پاسخsin t وcos t با برابر2 و دوره تناوب اصليsin t2 وcos t2 برابر با ترين مضرب مشتركبنابراين كوچك ،است 
tيدر فاصلهدهد كه يك دور كامل از اين منحني نشان مي 2ها يعنيآن  2 شود. طي مي  

Sدست آوريم:توانيم مساحت ناحيه را بهگيري روي اين فاصله ميپس با انتگرال | yx dt |



 
  پردازيم:ي انتگرال ميابتدا به محاسبه 2

yx dt ( sin t sin t)( sin t sin t)dt ( sin t sin t cos t)( sin t sin t cos t)dt
  
  

          
2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 4  

sinلها و استفاده از فرموضربي حاصلبا محاسبه t sin t cos t2   خواهيم داشت: 2

( sin t sin t cos t)( sin t sin t cos t) sin t sin t cos t sin t cos t sin t cos t        2 2 2 2 22 2 2 4 4 8 4   تابع زير انتگرال 8

( cos t) sin t cos t sin t ( cos t) sin t cos t ( cos t)          2 2 24 21 2 12 2 2 2 1 2 12 1 42 2  

  توانيم از اين عبارت به سادگي انتگرال بگيريم. جواب انتگرال برابر است با:حالا مي

sin t sin t sin t
yx dt [ (t ) (t )] ( )




             

232 2 2 42 12 4 2 62 3 2 4  

S  بنابراين داريم: | |    6 6  
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 اندازه سطح محدود به دو منحني : 4مثالy x 2 yو 1 x x 2    ها كدام است؟yو محور 3
1 (3

4  2 (1
2  3 (1

3  4 (1  

  : ن انتگرالييحد پا» 1«گزينه پاسخx   چون محور باشدمي)yي بالاي انتگرال بايد نقطه حدآوردن  دستبهاما براي  )تها در صورت سؤال قيد شده اس
  تلاقي دو منحني را حساب كنيم:

  y x
x x x x x

y x x

           
 

2
2 2 3 3

2 3
1 1 1 1  

x
S [(x ) (x x )]dx (x )dx [ x]         

141 12 2 3 3 31 1 4 4 
 

  

 هايمساحت بين منحني :5مثالy x  yو 216 (x )     ها كدام است؟xو محور 24
1 (32

3  2 (64
3  3 (16

3  4( 8
3   

  : در واقـع ايـن دو    .رسد اين حدود همـان نقـاط تلاقـي دو منحنـي باشـد     انتگرال معلوم نيست و به نظر مي بالا و پايين هيچكدام از حدود » 2«گزينه پاسخ
  دهيم:دو معادله را با هم تلاقي مي ،كنند؛ براي اطمينان از اين حدس اوليههمديگر را قطع مي منحني احتمالاً در دو نقطه

      y x x
x x x x x x , x

y x

               
  

2
1 2 2 2

2
2

8 16 8 16 16 2 8 4
16

    

x
S (y y )dx ( x x)dx [ x ]       

434 4 2 2
1 2

2 642 8 43 3 
  

  

 دو ناحيه هايدر شكل زير، مساحت  : 6مثالS1 وS2 مقدار .با هم برابر استy  كدام است؟  

1 (e

2  

2 ((e )
2 13  

3 ((e )1  

4 ((e )
1 12  

 :در واقع در اين سؤال بايد مساحت بـين نمـودار  »  3«گزينه   پاسخxy e  و خطـوطy y  وx 1  ي(ناحيـهS2 (    و همچنـين مسـاحت بـين نمـودار 
xy e و خطوطy y وx   ي(ناحيهS1 ( يناحيهرا حساب كنيم كه در(S yنمودار 1( y    بـالاي منحنـيxy e يناحيـه و درS2  نمـودارxy e 

S) بالاي خط )y y2 ي برخورد خطي مساحت فرض كنيد نقطهر دارد. براي محاسبهقراy y  با منحنيxy e صورتبه(x , y )  :باشد، داريم  
x x

x

x

x xx x

S S x x

xx x
x

S (y e )dx [y x] [ e ] y x e
y x e e e y y x y e

S (e y )dx [e ] [y x] e e y y x



                  
       





1 2

1

1

1 1
2

1
1 1

  
   

 
 

   
     

    

  

  

 مساحت بالاي هذلولي  :(سخت) 7مثالxy  xو داخل دايره 12 y 2 2   ، در ربع اول برابر كدام گزينه است؟ 25

1 ((sin sin ) Ln  1 14 4 425 65 3 3  2 ((sin sin ) Ln  1 125 4 3 4122 5 5 3  

3 ((sin sin ) Ln  1 14 3 425 65 5 3  4 ((sin sin ) Ln  1 125 4 3 4122 5 5 3  

 :آوريم:مي دستبهابتدا محل تلاقي قسمت بالاي هذلولي و دايره را  .آوريممي دستبهه هاشورخورده را مساحت ناحي ،به شكلبا توجه »  4«گزينه   پاسخ  

xy y y
x x

    2
2

12 14412  

  كنيم:ي دايره جايگزين ميحالا در معادله

x x x (x )(x )
x

         2 4 2 2 2
2

144 25 25 144 9 16   
x،در ربـع اول  xبا توجه به مثبت بـودن   xو 3  آينـد. از صـورت سـؤال توابـع     مـي  دسـت بـه  4

y
x


yو 12 x    شوند و داريم:مشخص مي 225

2 2x y 25 

43 5

5

5

5

y

x

  

e

y

1

1
x

y
xy e

1S
2S
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انتگرالكاربرد : پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

I

( x )dx x dx [ Lnx] x dx Ln
x

          
4

3

4 4 42 2 2
33 3

12 425 25 12 25 12 3
  مساحت 

xاز تغيير متغير Iه انتگرالبراي محاسب sin 5 كنيم، در نتيجهاستفاده ميdx cos d  5   شـود و در پايـان   است. انتگرال نامعين به اين ترتيب حـل مـي

I  دهيم.را قرار مي xنوشته و حدود xجواب را برحسب sin cos d cos d ( cos )d             2 2 2525 25 5 25 1 22   

x x x
[ sin ] [ sin cos ] sin ( ) [sin sin ]  

 
            
  

421 1 1

3

25 1 25 25 25 4 32 12 2 2 2 5 5 25 2 5 5  

xدر محاسبات فوق sin 5 است پسx
sin  xو 5

cos  
2

1   يم:دار Iخواهد بود. به اين ترتيب با جايگذاري 25

I Ln (sin sin ) Ln     1 14 25 4 3 412 123 2 5 5   مساحت3

  
 مساحت ناحيه محصور در ربع اول از بالا به نمودار  :8مثالy x  به محور پايينو ازxها و خطy x    كدام است؟ 2

1 (22
3  2 (5

3  3 (1
3
  4 (11

3  

 :خـواهيم جـا مـي  بـوديم، امـا ايـن    ي قبل حل كردهاين سؤال را در چند صفحه»  3«گزينه   پاسخx  را

bبنويسيم و از فرمـول  yبرحسب

a
S [f (y) g(y)]dy    .از صـورت سـؤال داريـم    حـل كنـيمx y 2 

xو y  fي موردنظر به دو منحني. پس ناحيه2 (y) y g(y)و 2 y  محدود شده است. حالا بايـد   2
yها يعنيxجا كه محوررا پيدا كنيم. از آن yهايكران        يكي از مرزهـا اسـت پـس يكـي از حـدودy  را
  دهيم:ها را برخورد ميمنحني ،دانيم. براي يافتن كران بالامي

  f (y) g(y) y y y y       2 22 2   

  yهااست و ريشه 9 ,


  
1 3 1 yپس ،اين ناحيه در ربع اول قرار دارد ،هستند. اما طبق صورت سؤال 22  1 به اين ترتيـب   .قابل قبول نيستy   

yو  y  در اين ناحيه هستند. yحدود 2 y
S (y y )dy [ y]      

3 22 22 12 23 2 3
  

  

 اگر مساحت سطح محصور بين دو منحني : 9مثالy ax2 وx by2  گاهآن ،باشد  6برابر| ab    كدام است؟ |
1 (27   2 (3  3 (18  4 (9  

  : داريم گفته شده با توجه به نكته»  3«گزينه پاسخ:   | ab | | ab |
S | ab |    6 183 3  

  

 سطح محصور به وسيله: 10مثالy x x 2 2   )82(علوم كامپيوتر ـ سراسري               چقدر است؟ 44

1 (5
3  2 (16

3  3 (17
3  4 (32

3  

 :محل تلاقي منحني با محور  »4«گزينه   پاسخxها، نقاط2 وx  باشد و با توجه به اينكه نمودار منحني نسبت به محورميxها وy  ،ها متقارن اسـت

yكافي است سطح محصور مابين x x 2  صـورت بـه در ربـع اول   x. حـدود كنـيم ضـرب   4دسـت آورده و حاصـل را در   بـه  ربـع اول هـا را در  xو محـور 44
x  2 .هستند  

             S x x dx x x dx ( x )


       
3

2 22 4 2 2 2 24 324 4 4 4 43 3  
  

  

x

2

0 2

2x y

x y 2 





y

S
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 هايمحدود به منحني يمساحت ناحيه: 11مثالx y yو 2 x   )82(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       كدام است؟ 2

1 (3
2  2 (1  3 (2

3  4 (1
3  

 :به وضوح محل تلاقي دو منحني  »4«گزينه   پاسخx   وx 1 داريم باشد. بنابراينمي:      x
S ( x x )dx x x


    




131 2 2 1
3 3 3



  

  

 سطح محصور بين نمودار تابع: 12مثالx
f (x)

(x )




2
2 21

xو خطوط    وx     )83سراسري  (علوم كامپيوتر ـ              ها كدام است؟xو محور 1

1 (
12  2 (

8  3 (2
8  4 ( 1

4  

 :3«گزينه   پاسخ«      x
S dx

(x )



21

2 21
  

xبراي محاسبه انتگرال فوق از تغيير متغير tgu،du
dx

cos u
   كنيم:استفاده مي2

tg u du tg u du cos u
S ( ) . sin udu ( )du ( u sin u)

( tg u) cos u cos u( )
cos u

                 
2 2 424 4 4 42 2 2 22

2

1 2 1 1 1 221 2 2 4 8 4 81    
  

  
 يهمحدود به نمودار توابع با ضابط يهمساحت ناحي: 13مثالy x 1 وy x 1 و محورx83اسري (ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سر  ها كدام است؟(  

1 (( )
8 2 13  2 (( )

4 2 2 13  3 (( )
16 2 2 33  4 (( )

32 2 2 13  

 :آيد:دست ميصورت زير بهبا توجه به شكل مساحت ناحيه موردنظر به  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه  پاسخ  
  

S S S x dx x dx (x ) ( x)


          
 

3 3
1 2 21 2 1

12 2 41 1 1 113 3 3






  

  

  

  
 مساحت ناحيه محصور بين نمودارهاي: 14مثالxy  xyو 2  xو خط 2  Ln)كدام است؟  2 / )2 693   )84ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  

1 (3  2 (75/2  3 (5/2  4 (25/3  
 :با توجه به شكل، مساحت موردنظر برابر است با:  »4«گزينه   پاسخ  

  

x x
x xS ( )dx ( ) /

Ln Ln Ln


     

2 22 2 92 2 3 252 2 4 2 
  

  
  

  
 مساحت بين خم: 15مثال|x|y e  محوروx 87ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  است؟ ها كدام(  

1 (  2 (1  3 (2  4 (
2  

 :كنيم.برابر مي 2و آن را  دست آوردهبا توجه به تقارن شكل مساحت ناحيه سمت راست را به  »3«گزينه   پاسخ                                                                
x xS e dx e

     2 2 2
 

  
  

-1 1 

S2 S1 

y =  1 - x y =   x + 1 

x

y

 x = 2  

x-y = 2   xy = 2   

x

y

x

y
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 مساحت ناحيه محدود منحني: 16مثالy xsinx و محورxها از نقطهx   تا نقطهx   88(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟(  

1(  2(
2  3(1  4(1  

 :1«گزينه  پاسخ«  S x sin xdx ( x cos x sin x)
 

       
  

  
 سطح محدود به نمودار تابع: 17مثالxy xe و محورxها در بازه[ , ]1 89(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟(  

1(
e


12  2(

e


22  3(
e


21  4(

e


11  

 :مساحت سطح محصور زير نمودار تابع  »3«گزينه   پاسخy f (x)در بازه[a,b] شود.صورت روبرو بيان ميبه   b

a
S | f (x) | dx   

x x x xS xe dx xe e dx e
e e

           
11 1 11 21
  

Ep]¾M Eq]x»n  

x x

u x du dx

dv e dx v e 

  

   
  

  
 مساحت محدود به نمودار تابع: 18مثالy

x


2
1

9
xها و دو خطxو محور   xو 3    )89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟5

1 (Ln
5
3  2 (Ln3  3 (Ln6  4 (  

 :2«گزينه   پاسخ«    
yها و تابع نامنفيxمساحت بين محور يادآوري: f (x) روي بازه[a,b] :برابر است با  b

a
f (x)dx  مساحت  

dx  بنابراين: Ln(x x ) Ln Ln Ln
x

      



5 2
3 2

51 9 9 3 339
  مساحت 

du  ايم:ده كردهدر محاسبه انتگرال فوق از فرمول روبرو استفا
Ln(u u a ) c

u a
   


 2 2

2 2
  

  
 مساحت ناحيه محدود به نمودار تابع: 19مثالx

f (x)
x


 xها و خطxو محور 1    )90غذايي ـ سراسري (صنايع  كدام است؟ 3

1 (5
3  2 (13  3 (8

3  4 (7
3  

 :مساحت ناحيه مذكور برابر است با:   »3«گزينه   پاسخ  x
s dx

x



3

1
  

  كنيم. تغيير متغير مقابل را اعمال مي ،براي محاسبه انتگرال فوق
  x u dx du , x u , x u , x u           1 1 1 3 4  

  u
s du (u u )du u u

u




       
4

1

1 1 3 1
4 4 2 2 2 2

1 1
1 2 823 3  
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  حاصل از دوران  حجم يهمحاسب :3رسنامهد        
  

 ي محدود به منحنيناحيه :1مثالy sin x و محورxيها در فاصله[ , ]

2حول محور ،xم است؟كند. حجم حاصل از دوران كدادوران مي ها  

1 (2  2 (2

4  3 (2

3  4 (2

2  

  : 2«گزينه پاسخ    «               cos x sin x
V sin x dx dx [x ]

    
      

2 222 2 1 2 2
2 2 2 4 

  
  

 محدود به نمودار يحجم حاصل از دوران ناحيه :2مثالxy  yخطوط ،1  ،x  xو 1    ها كدام است؟xحول محور ،3

1 (
12  2 (2

3  3 (  4 (4
3  

  : سؤال بسيار ساده است، با استفاده از فرمول داريم:»  2«گزينه پاسخ                             y V ( ) dx
x x x

          
33 2

1 1

1 1 1 2
3  

  

 3مثال:  ار با چرخش نمودار تابع پيوستهيك جسم دوy f (x) بازه در[ ,a] محور حولxبوجود آمده است. اگر به ازاي هرها ،a  ،   حجم ايـن
a«جسم برابر با  a2 « ،مقدار گاهآنباشدf (   كدام است؟  1(

1 (

1  2 (


2   3 (


3  4 (


4  

 :طبق فرمول محاسبه حجم حاصل از دوران داريم: » 3«گزينه  پاسخ  a
V f (x)dx a a    2 2


  

  كنيم:ه مياستفاد »مشتق از انتگرال«گيريم. در سمت چپ تساوي از فرمولِ مشتق مي aاز طرفين نسبت به
a a

(f (a)) a (f (a)) f (a) f ( )
 

        
  

2 2 2 1 2 1 32 1 1  
  

 اندازه حجم حاصل از دوران سطح محصور بين منحني : 4مثالy x yو خط 2 x حول محورxها كدام است؟  

1 (
15  2 (2

15  3 (3
2  4 (3

4  

  : 2«گزينه پاسخ«  
y x

x x x , x , V (y y )dx V (x x )dx
y x

              


 
1 11 2 2 2 2 4

1 22
2

21 15 
  

  

 تابع بهمحدود  يناحيه : 5المثy x 2 ]يهها در بازxو محور 2 , ]2   ايم، حجم حاصل چقدر است؟ها دوران دادهyرا حول محور 7

1 (54
3  2 (38

3  3( 46
3   4 (7

3
  

  : صورتبهچون تابع   »2«گزينه پاسخy f (x) محور ،است و محور دورانyاسـتفاده  اياستوانهتوانيم براي محاسبه حجم از روش پوسته مي ،باشدها مي 

V  كنيم. در اين صورت داريم: x x dx [ (x ) ] ( ) ( )
    

          
7

2

3 3 3
7 2 2 2 2 2
2

1 2 2 54 16 382 2 2 2 9 43 3 3 3 3 3  
  

 محصور به منحنيسطح  :6مثالx y y  xو خطوط 22  2،y   وy    ؟ كند، حجم حاصل چقدر استها دوران ميx، حول محور2

1 (32
3   2 (4

3  3 (8
3  4 (16

3  
  

:تـوانيم  ر ميخورده است. براي محاسبه حجم موردنظاحيه موردنظر در شكل مقابل هاشورن»  4«گزينه  پاسخ
ــط  ــل از دوران خ ــم حاص yحج  ــور  2 ــول مح ــا xرا ح ــهه ــتب ــل از دوران   دس ــم حاص ــپس حج آورده و س

xمنحني y y    كنيم.ها را از آن كم xحول محور 22
yنبراي محاسبه حجم حاصل از دورا  xها در فاصلهxحول محور  2  2 كنيم.از روش ديسك استفاده مي  

 

21

y 2

y

x

  
b

a
V f (x)dx dx ( x)        

222 2
2 2 4 8

 
  

xبراي محاسبه حجم حاصل از دوران y y    كنيم.استفاده مي يااستوانهها از روش پوسته xحول محور  22
b

a

y
V yf (y)dy y( y y )dy ( y y )dy ( y )


             

4 22 22 2 3 3
1

2 82 2 2 2 2 2 3 4 3  
  

Vبنابراين حجم موردنظر برابر
 

  
8 168 3   است.  3
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 محدود به منحني يهحجم حاصل از دوران ناحي :7مثالy
xLnx


e,e]درفاصلة 1   )80(رياضي ـ سراسري           برابر است با: هاxحول محور 2[

1 (  2 ((Ln ) 2 1  3 (Ln 2  4 (2  

  : يك سؤال بسيار ساده كه بنا بر فرمول داريم:  »3«گزينه  پاسخ  
e e e

ee e

dx
V y dx (Ln(Lnx)) | Ln

xLnx
        

2 2 2
2 2  

  
 بين نمودار يناحيه :8مثالy Ln( )

x


 دسـت بـه گـردد  توليد مي حجم جسمي را كه .دوران كرده استها xها به دور محورyها و محورx، محور1
  )81(عمران ـ آزاد                 آوريد.

1 (3
2  2 (

2  3 (2  4 (  

  : صورتتوان بهتابع داده شده را مي  »3«گزينه  پاسخy Ln( ) Lnx
x

  
xها را درxراين تابع محو ؛نوشت 1 1  كنـد قطع مـي(y )    دانـيم  كـه مـي

bتوان از رابطةرا ميحجم موردنظر 

a
V (f (x)) dx  xگيـري، يگر انتگرالها ذكر شده، پس كران دyدست آورد. چون در صورت مسأله محوربه 2    باشـد و  مـي

V  :داريم ( Lnx) dx  
1 2


  

sآوريم كهبا توجه به مطالب فصل قبل به ياد مي n
n

(n )
x ( Lnx) dx

(s ) 
 

 


1
1

1
1

)  پس براي انتگرال فوق داريم:  )
V . ( ) !

( ) 
 

        
 2 1
2 1 3 2 2
1

  

  
 ييهناح :9مثالAمحصور به منحنيy sin x وy  xو 1    حول محورراxچقدر است؟ م حاصل دهيم، حجم جسها دوران مي    

  )82(علوم كامپيوتر ـ سراسري             

1 (
4  2 (

2  3 (2

4  4 (2

8  

  : 3«گزينه  پاسخ«                  cos x x
V ( sin x)dx cos x dx dx ( sin x)

   
 

            
22 2 22 2 2 1 2 11 2 22 2 4 4  


  

  
 نمودارمحدود به  يحجم حاصل از دوران ناحيه :10مثال(x ) ،y x y، خط3     )83(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟ y، حول محورyو محور 1

1 (3
5  2 (2

3  3 (
7  4 (

2  

  : كنيم:اي استفاده مياز روش پوسته استوانه ،براي محاسبه حجم  »1«گزينه  پاسخ  
x x

V x(f (x) g(x))dx x( x )dx ( )


          
2 51 1 3 1 32 2 1 2 2 5 5  

  

  
 يناحيه:  11مثالRيهبين نمودار تابع با ضابط واقع

x
f (x)

e




1
1

xو خطوط    وx  حجم  .دهيمها دوران ميxمحورها را حول xو محور 1

   )84علوم كامپيوتر ـ سراسري (               جسم حاصل از دوران كدام است؟
1 (Ln 2  2 (Ln(e )


12  3 (Ln(e ) 2 1  4 (e

Ln( )



1

2  

  : گيري مسلط باشيد:اي كه بيشتر بايد به انتگرالسؤال نسبتاً ساده  »4«گزينه  پاسخ   
x x

e x
x x

e dx e
V (f (x)) dx dx V Ln(e ) Ln( )

e e






           
   

1 1 12 11 11 21 1   
nj Jo† Zoh¶ » Rn¼‚  

  
 محدود به خطوط يحجم حاصل از دوران ناحيه :12مثالx  3،y   و سهميy x   )85(عمران ـ سراسري   ها برابر با چيست؟yحول محور 2

1 (9  2 (27
2  3 (54

4  4 (81
2  

  : دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »4«گزينه  پاسخ  
  كنيم:اي استفاده مياز روش پوسته استوانه روش اول:

V x.(x )dx x dx


      
3 32 3 812 2 2 

  
3  

2y = x  

x

y
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ي داده مسـه  يدر برگيرنـده  ياست با توجه به اينكه حجم استوانهسهمي يهدر برگيرند يي نصف حجم استوانههحجم حاصل از دوران سهمي به انداز م:روش دو

vبا شده برابر ( )     3 3 9 81داده شده برابري در ناحيهحجم حاصل از دوران سهمي باشد، پسمي 81
  باشد.مي 2

  

 ناحيه محصور بين دو سهمي :13مثالx y y  xو 2 y 2 x، حول خط3  4 كند. حجم جسم حاصل كدام است؟دوران مي  
  )86آزاد ـ  تأسيسات آبياري(  

1 (2875
32  2 (875  3 (

875
32  4 (2875  

  : محور دوران خطسؤالدر اين   »3«گزينه پاسخ ،x  4 هايي مورد نظر به سهمياست و ناحيهf (y) y y  g(y)و 2 y 2 محدود شده اسـت.   3

b  كنيم:بنابراين از فرمول مقابل استفاده مي

a
V (| f (y) k | | g(y) k | )dy     2 2  

y  آوريم:، نقاط تلاقي دو سهمي را به دست ميyبراي تعيين حدود y y y y y ,         2 2 2 33 2 3 1 2  

V (y y ) (y ) )dy ( y y y )dy
 


             

3 3
2 2 2 2 3 22 2

1 1
8754 1 2 9 8 15 32  

كه بـه فهـم هندسـي    سأله نيازي به رسم شكل نداريم اما براي آنبراي حل اين م توضيح:
  آن نزديك شويم به نمودار مقابل توجه كنيد.

xمحور دوران خط  4 است. وقتيf (y) y y  كنـد،  حـول ايـن خـط دوران مـي     2
Rشــعاع دوران  | f (y) ( ) |  1 g(y)اســت و وقتــي   4 y 2 حــول آن دوران   3

Rكند؛ شعاع دوران مي | g(y) ( ) |  2 fاست. حجم حاصل از دوران 4 (y)   را منهـاي
  كنيم.مي g(y)حجم حاصل از دوران

  

 نحنيكران تحت ماي بيناحيه :14مثالy f (x) x


 
3
xاز 2   تاx  كـران حاصـل را   بـي  ارِدو جسمVِحجم دوران كرده است. yرحول محو 1

  )87(معدن ـ سراسري   بيابيد؟
1 (  2 (2  3 (4  4 (8  
  : از آنجا كه تابع داده شده برحسب  »3«گزينه پاسخx است، اما محور دوران محورy كنيم:ي استفاده ميااست، از روش پوسته استوانه  

V x(x )dx x dx ( x )



        

3 1 11 12 22 2 2 2 4
  

  

  

 سطح محدود به منحني :15مثالy x x  xها از نقطهxو محور 28   تاx  دهيم. حجم جسم حاصل كدام ها دوران ميxرا حول محور 3
  )88(صنايع غذايي ـ سراسري   است؟

1(18  2(21  3(24  4(27  

  : 4«گزينه  پاسخ«    x
V y dx ( x x )dx ( x )          

332 2 2 38 4 273 
  

  

 هايمحصور بين منحني يهرگاه ناحيه :16مثالy x yو 3  xبين 1   وx      ست؟مقدار حجم حاصل كدام ا ،دوران دهيم xرا حول محور 1
  )89(عمران ـ سراسري 

1 (
5
4  2 (

2  3 (1
7  4 (

6
7  

  : اي كه براي حل آن كافيست فرمول حجم بين دو منحني را بلد باشيد:سؤال بسيار ساده  »4«گزينه  پاسخ    
x

V ( (x ) )dx (x )


      
71 2 3 2 1 61 7 7 

  

  

y

x

1

3
2

2x y 3 2x y y 

3

x 4 

2R

1R

x

y
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 هايسطح محدود به منحني حجم جسم حاصل از دوران :17مثالf (x) x g(x)و2 x را حول محورx آوريد؟ دستبهها      

  )89ـ سراسري صنايع ـ سيستم (

1(

3

1  2(2
5  3(

2  4(3
5  

  : كنيم. ها را پيدا ميابتدا محل تلاقي منحني  »1«گزينه پاسخ  x x x x x ,    2 4 1  
x x

V f (x) g (x) dx x x dx (x x )dx ( )


              
2 51 1 12 2 4 4 1 3

2 5 1    
  

  
 يكي از نواحي محدود به منحني:  18مثالy sin x و محورxها را حول محورxحجم حاصل كدام است؟ ياندازه .دهيمها دوران مي  

  )89(صنايع غذايي ـ سراسري 

1( 2 1  2(21
2  3(2  4( 21 12  

  : مهمترين قسمت حل، تعيين حدود انتگرال است. چون تابع  »2«گزينه  پاسخy sin x در نقاط و محورxكند (داراي دور تناوبها را قطع مي2 
]هاياست و در بازه , ]  و[ , ] 2 :يكسان هستند) خواهيم داشت  

x
cos x

V sin xdx dx ( x sin x) ( )
  

           2 21 2 1 1 1 122 2 4 2 2  
 

  

 خط سطح محدود بين:  19مثالx y  2 2  و خطوطy  yو 4  دهيم. مقدار حجـم حاصـل كـدام    دوران مي yها را حول محورyو محور 8
  )89آزاد ـ  آمار(  است؟

1 (52
3  2 (29

4  3 (49
4  4 (21

4  

  : 1«گزينه پاسخ«      y (y )
V x dy ( ) dy (y ) dy [ ]

    
          

8
4

38 8 82 2 2
4 4 4

2 2 5222 4 4 3 3  
  

 ي محصور بين خطناحيه :20مثالy 
2

yو منحني 2
x


2

1
1

  دهيم. حجم شكل حاصل كدام است؟ها دوران ميxها را حول محورyو محور 

  )90ـ سراسري صنايع ـ سيستم (

1 (( )

14  2 (( )


 24  3 (( )


12  4 (( )


 22  

  يابيم.ابتدا محل تقاطع را مي  »2«گزينه : پاسخ  

  x
xx

     


22
1 2 1 1 12 211

  

x، يعنيباشدمدنظر مي ،اي كه در ربع اول استناحيه پس ،yگفته شده محصور به محور چون 1 ن سـؤال كمـي ابهـام دارد زيـرا     (البته اي ـ .شودانتخاب مي
xها يعنيyممكن است منظور طراح سؤال سمت چپ محور  1  باشد، با اين حال به علت زوج بودن تابع زير انتگرال، فرقي ندارد كهx 1    باشـد يـا

x  1 ( راي محاسبه حجم حاصل از دوران ناحيه بينبy1 وy2 حول محورx:ها داريم  

(y y )dx ( )dx (Arctg x x) ( ) ( )
x

 
             

 
1 12 2

2 1 2
11 1 1 1 22 2 4 2 41  

  هاxحجم حاصل از دوران حول محور 
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  طول قوس منحني يمحاسبه :4درسنامه 
  

  

 طول قوس منحني :1مثالy x  xياز نقطه 21    تاx    كدام است؟  1
1  (

4  2 (
2  3 (  4 (3

2  

  : ابتدا  »2«گزينه پاسخy  كنيمو سپس آن را در فرمول جايگزين ميراحساب:       x x
y x y L ( ) dx

x x

       
 


12 2

2 2
1 1

1 1
  

 x dx
L dx dx Arcsin x Arcsin( ) Arcsin( )

x x x


        

  
  

21 1 1
2 2 2

111 1 21 1 1  



  

  

 طول قوس منحني  :2مثالy Ln( x )  xاز 21   تاx 
1
  كدام است؟ 2

1 (Ln 
1 2 32  2(Ln 

1 32  3 (Ln 
1 3
2 2  4(Ln 

1 322 2  

 :ابتدا»  2«گزينه   پاسخy   كنيم:را حساب مي 21
x x x x x x x x ( x )

y Ln( x ) y y y
x ( x ) ( x ) ( x ) ( x ) ( x )

                    
     

2 2 4 2 2 4 2 2 22 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 4 4 1 2 4 1 2 11 1 1
1 1 1 1 1 1

  

x  شود:نوشته مي مقابلبنابراين المان طول قوس به صورت  x
dL y dx ( ) dx | | dx

x x

    
 

2 22 2
2 2

1 11
1 1

  

xچون ؛شودتعيين مي عبارت درون قدرمطلقعلامت xبا توجه به بازه تغييرات 
1
2 عبارت همواره مثبت است، بنابراين داريم:، لذا  

x x
L ( )dx ( )dx x ( )Ln | | Ln | | Ln

xx x

                   
 

11 12 22 22 2

111 2 2 1 1 121 312 1 1 2 21 1 1 2
 

  

Iدر حل انتگرالتوضيح:  dx
x


 2
2

1
dxاز فرمول ، x a

Ln | |
a x aa x




 2 2
1

  استفاده كرديم. 2
 

 طول منحني  :3مثال
x

x

e
y Ln( )

e






1
1

x، از  xتا 2    كدام است؟  4

1 (e
Ln( )

e

4

2
1  2 (e

Ln( )
e

4

2
1  3 (e

Ln( )
e 

2

4 1
  4 (e

Ln( )
e





4

2
1
1

  

 :آوردن طول منحني بايد حاصل دستبهبراي »  2«گزينه   پاسخ
x=b

x a
y dx


   :را بيابيم 21

x
x x

x

e
y Ln( ) Ln(e ) Ln(e )

e


    



1 1 1
1

  
x x x x x x x x

x x x x x x x x

e e e e (e ) e (e ) e
y y y ( )

e e (e )(e ) (e ) (e ) (e ) e

              
       

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 4 1 4 1 11

1 1 1 1 1 1 1 1
  

طول منحني موردنظر بايد يبراي محاسبه
x

x

x

x

e
dx

e








4

2

2

2
1
1

  صورت و مخرج خواهيم داشت: در xeآوريم. با ضرب دستبهرا  
x x x

x x x

e e e

e e e




 


 

2

2
1
1

  

x  دقت كنيد كه صورت كسر، مشتقِ مخرج است:اكنون  x x xu e e du (e e )dx       

  پس داريم:
x x

x x
x x

e e e e
dx Ln(e e ) Ln(e e ) Ln(e e ) Ln

e e e e

 
  

 
 

       
 

4 44 4 4 2 2
2 22

4
  طول قوس2

e:كنيمحالا از اتحاد مزدوج استفاده مي e (e e )(e e )     4 4 2 2 2 e)سپس با ساده كردن ،2 e )2   از صورت و مخرج خواهيم داشت: 2
e

Ln(e e ) Ln(e ) Ln( )
e e

 
    

42 2 2
2 2
1   طول قوس1

تـوان از تغييـر   در صـورت و مخـرج) بـه ذهـن برخـي نرسـد. در ايـن صـورت، مـي          xeحـل ابتكـاري (ضـرب   البته در حـل انتگـرال، ممكـن اسـت راه    توضيح: 
xeمتغير u 2   ش نيز به جواب برسيد.اين رو اده كرد. سعي كنيد بابراي حل انتگرال استف 1
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انتگرالكاربرد : پنجم فصلرشناسي ارشدكا يكمدرسان شريف رتبه 

 طول قوس منحني :4مثالy
x cosht dt ،( y Ln )  2 كدام است؟  

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
  : در اين مثال با منحني»  1«گزينه پاسخx f (y) كه در آن ،سروكار داريمy Ln  2 كنيم:است. در نتيجه از فرمول زير استفاده مي  

Ln
yL x dy 

2 21


  

y  آيد:مي دستبهگيري از انتگرال با استفاده از فرمول مشتق yنسبت به xمشتقِ yx cosh y (x ) cosh y     21 1  

cosدر توابع مثلثاتي فرمول طور كههمان cos


   21 2 yدر توابع هايپربوليك هم فرمول ،را داريم 2
cosh y cosh ( )  21 2   برقرار است. 2

  به اين ترتيب با جايگذاري در انتگرال داريم:

  
Ln

Ln Lny y y Ln Ln
L cosh ( ) dy cosh( )dy sinh( ) [sinh( ) sinh( )] sinh( )

         
22 22 2 22 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2  

  

Lna
Ln Ln

e aLn LnL (e e ) (e e ) L ( )
           

2 2
2 22 21 12 2 2 2 2 2 1 12 2

  
  

 پارامتري يهاي سيكلوئيد به معادلهطول يكي از قوس :5مثالx t sint

y cost

 
   tياز نقطه 1   تاt  2كدام است؟  

1 (4  2 (8  3 (2
2  4 (


2 1
2  

  : 2«گزينه پاسخ«  x (t) cos t
L ( cos t) sin tdt cos t cos t sin t dt

y (t) sin t  
   

         
 

2 22 2 2 21 1 1 2  

t t t
L cos t dt sin dt sin dt cos cos cos ( )


                   

2
2 2 222 2 4 2 4 4 4 4 4 82 2 2


  

  

tدقت كنيد كه t
sin | sin |2

2 tاما چون ،است 2  2 داريم ؛استt
  2 و به همين خاطرt

sin 2  م نيست.است و قدرمطلق لاز  
  

 يمتحركي در لحظهمكان  :6مثالt با معادلاتy (sint tcost) 8 وx (cos t t sin t) 8 ي مسافتي كـه متحـرك از لحظـه    .مشخص شده است
t


 t تا 3


   كدام است؟  ،پيموده 2

1 (4
9  2 (5

9  3 (24
9  4 (25

9  

 :نظر است تري موردطول قوس منحني پارامهمان  مسافت طي شده توسط متحرك، در واقعنوع بيان سؤال كمي فرق كرده است؛ »  4«گزينه  پاسخ:  

t t
t

L (x ) (y ) dt (t cos t) (t sin t) dt tdt [ ]


  

   

                  
  

  
2 2 2 2 222 2 2 2 22 2 2

3 3 3 3

4 58 8 8 42 4 9 9 9    

  

 يقوسي از منحني به معادله طول :7مثالx Ln t

y Arctgt

  




tنظير ياز نقطه 21  تاt    چقدر است؟1

1(Ln( )2 2  2(Ln( )1 2  3(Ln 2  4(Ln

 24  

 طول قوس توابع پارامتري برابر است با:»  2«گزينه  :پاسخ  t

t t tL x y dt   
2

1
2 2  

t

t

t t
x Ln t Ln( t ) Ln( t ) x

t t

y Arctgt y
t


            
    

1
2 2 22

2 2

2

1 1 21 1 12 2 1 1
1

1

  

t t t
L ( ) ( ) dt dt dt

t t ( t ) ( t ) ( t )


    

      
2 21 1 12 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

1 1 1 1 1  
  

L dt [Ln(t t )] Ln( ) Ln( ) Ln( )
t

         



1 12

2
1 1 1 2 1 1 2

1 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 پارامتري يمحيط آستروئيد به معادله :8مثالx acos t , y asin t 3    كدام است؟ 3
1 (a6  2 (a  3 (a3  4 (a8  

  : 1«گزينه پاسخ«  t
t t

t

x a cos t sin t
(x ) (y ) a cos t sin t a sin t cos t

y a sin t cos t

        
 

2
2 2 2 4 2 2 4 2

2
3 9 9

3
  

a
a cos t sin t (cos t sin t) a sin t cos t a | sin t cos t | | sin t |    2 2 2 2 2 2 2 2

1

39 9 3 22  

sinي تناوبدانيم كه دورهمي kt برابر است با
k

2ي تناوب. بنابراين دورهsin t2 برابر است با
 

2
sinبع. از طرفي وقتي از توا2 kt وcos kt  قدرمطلق گرفته

|ي تناوبشود. پس دورهنصف مي هاآني تناوب شود، دوره sin t برابر است با 2|
]هـاي انتگرال اين تابع در بـازه  ،. به همين دليل2 , ] 2 و[ , ]


2  و[ , ]




3
2 

]و , ]



3 ]يتوانيم انتگرال روي بازهمي ، بنابراينبا هم برابر است 22 , ] 2 را گرفته و چهار برابر كنيم. در اين بازهsin t 2 به قدرمطلق نداريم. و نيازي  است    

a a
L | sin t |dt L sin t dt a[cos t] a




      
22 23 32 4 2 3 2 62 2  

  
  

 طول خم  :(سخت) 9لمثا
x y

x y e


  xاز ،22  xتا 1 e    يه)هاي روس) دانشگاه1(از سؤالات رياضي عمومي (  برابر با كدام گزينه است؟ 1

1 ([ e Ln( e ) Ln( ) ]       2 22 1 1 1 2 1 1 2  2 ([ e Ln( e ) Ln( ) ]       2 22 1 1 1 2 1 1 2  
3 ([ e Ln( e ) Ln( ) ]       2 22 1 1 1 2 1 1 2  4 ([ e Ln( e ) Ln( ) ]       2 22 1 1 1 2 1 1 2  
 :توجه كنيد كه پيدا كردن  »4«گزينه   پاسخy برحسبx، ياx برحسبy  رسـد بهتـر باشـد از روش    به طور صريح كار نسبتاً مشكلي است و به نظر مـي

xي ضمني بينيك رابطه صورتبهي اين تابع با توجه به آن كه ضابطه پارامتري كمك بگيريم. y وx y
و  گرفته tرا هاآنتوانيم يكي از ست، ميداده شده ا 2

tx  آوريم. دستبه tديگري را برحسب y
t x y e


    22  

اكنون داريم:
tx y e

x y t

  


 

2
2

tx، با حل اين دستگاه به معادلات پارامتري e t  وty e t  رسيم. درميx 1 داريمt   و درx e 1  داريـم t 1 .

tبنابراين 1 كنيم:است. المان طول قوس را محاسبه مي  
t t t t t

t tdL (x ) (y ) dt (e ) (e ) dt e dt e dt L e dt              
12 2 2 2 2 2 21 1 2 2 2 1 2 1


  

teبا تغيير متغير tg  داريم كنيم. در اين صورتانتگرال را حل مي:te dt ( tg )d   21،  پـسtg
dt d

tg

 
 



tبـه ازاي  اسـت.  21    داريـم tg 1، 

پس
  tو به ازاي 4 1 داريم:tg( ) e ، يعنيtg (e)  tgدانيم كهدر ضمن مي .1 sec   2   است. 21

tg (e) tg (e) tg (e)( tg ) sec
L tg d d d

tg tg cos sin

  

  
  

       
     

1 1 12 32
2

4 4 4

1 12 1 2 2  

cosعبارت ت كسر به جاي يك،براي حل اين انتگرال در صور دهيم.حل انتگرالِ نامعين را توضيح ميابتدا  sin 2   دهيم:قرار ميرا  2

cos sin sin
d ( )d (csc sec tg )d Ln | csc cotg | sec

sincos sin cos

  
              

    
2 2

2 2
1  

secحال دقت كنيد كه tg   21 وcotg
tg

 


cscو1 cotg   21است. بنابراين جواب را برحسبtg دهيمحدود انتگرال را در آن قرار مي نوشته و.  

tg eL [ Ln | | tg ] [ Ln( ) e Ln( ) ]
tg etg e




               



1

4

2 2
2 2
1 1 1 12 1 1 2 1 1 2 1 2  

e
[ Ln( ) e Ln( ) ] [ Ln( ( e )) e Ln( ) ]

e ee


                

2
2 2 2

2
1 1 12 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 2  
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انتگرالكاربرد : پنجم فصلرشناسي ارشدكا يكمدرسان شريف رتبه 

 يطول منحني زنجيري به معادله :10مثالy coshx از نقطهx  1 تاx    )80اي ـ سراسري (هسته          ام است؟   كد 1

1 (e
e


1
2  2 (e

e


1  3 (e
e


1
2  4 (e

e


1  

  : ابتدا  »2«گزينه  پاسخy   كنيم:را حساب مي 21

y sinh x y sinh x cosh x L cosh x dx coshxdx sinhx e
e 

            
 

1 12 2 2 2
1 1

1 11 1 1  

  

 طول قوس منحني :11مثالx cos t yو 3 sin t   )80(برق ـ آزاد                    برابر است با:            3

1 (16
3  2 (28

3  3 (8
3  4 (1

3
  

  : ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينهپاسخ    

  x(t) cos t x (t) cos t sin t
(x (t)) (y (t)) sin t cos t

y(t) sin t y (t) sin t cos t

        
  

3 2
2 2 2 2

3 2
3 9

3
  

L (x (t)) (y (t)) dt | sin t cos t |dt | sin t |dt ( sin tdt sin( t)dt)


   
            

2 2 22 2 2

2

33 2 3 2 2 62   
  

  

 طول قوس منحني :12مثالx y2 39 )را از نقطه 4 , )  تا نقطه( , )2 3   )81(عمران ـ آزاد                 محاسبه كنيد. 3

1 (5  2 (7
3  3 (14

3  4 (4  

  : 3«گزينه پاسخ«                 dx
x y x y x y y

dy
        

3 1
2 3 2 3 2 24 29 4 9 3  

xيطول قوس در فاصله  2 3 خواسته شده است درx   :داريمy   و درx  2 yداريم: 3  y، پس3  3  است. در نتيجـهy     اسـت و

dx
y

dy
 داريم گيريم، در اين صورترا در نظر مي:  dx

L ( ) dy ydy ( y)
dy

       
3

3 32 2 32 141 1 13 3  
  

  

 يطول قوس منحني به معادله :13مثال
t

t

x e sint
t

y e cost

   


1 82(مكانيك ـ آزاد               كدام است؟(  

1 (e 2  2 (e  2  3 ((e )2 1  4 ((e )2 2  

 : 3«گزينه  پاسخ«  

  
t t

t t t t t
t t

x (t) e sin t e cos t
(x (t)) (y (t)) (e sin t e cos t) (e cos t e sin t) e

y (t) e cos t e sin t

           
  

2 2 2 2 22  

t         بنابراين طول قوس منحني برابر است با: t tL e dt e dt e (e )     
1 12 12 2 2 2 1
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 طول منحني پارامتري :14مثالc يهبه معادلt
y Lnt ,x

t
  

2 12 3 tوقتي 3 1   )82(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (5
2  2 (8

3  3 (31
12  4 (  

 : ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه  پاسخ     t
x(t) x (t) t , y(t) Lnt y (t)

t tt
        

2

2
1 2 1 223 3 3 3

  

t t t
L ( t ) ( ) dt t dt dt

t tt t t t

  
          

6 3 22 2 22 2 2
2 4 2 41 1 1

2 1 2 4 1 4 2 4 1 4 18
3 9 93 9 9

  

tيحل انتگرال فوق مشكل است اما از آنجايي كه در محدوده 1   ، نامساوي زير برقرار است داريم:2

  t t t t t t t
t dt tdt , tdt t ( )

t t t

               
26 3 2 6 6 3 22 2 2 2

4 4 41 1 1 1

4 1 4 18 4 2 4 1 4 18 2 2 1 1 4 1 13 3 3 3 39 9 9
  

t t t
dt

t

  


6 3 22
41

4 1 4 18 1
9

  

  
 طول منحني پارامتري  :15مثالC يبه معادلهx sin t 2 ،y cos t tوقتي 2         83(آمار ـ سراسري             كدام است؟(  

1 (  2 (2  3 (2  4 (2 2  
 : با توجه به اينكه منحني پارامتري است، لذا داريم:  »4«گزينه   پاسخ    

x(t) sin t x (t) sin t cos t
(x (t)) (y (t)) sin t cos t

y(t) cos t y (t) sin t cos t

       
   

2
2 2 2 2

2
2 8

2
  

L sin t cos tdt sin tdt | sin t |dt
  

     2 2 28 2 2 2 2 2 2
  

  
  

 يل قوسي از منحني به معادلهطو  :16مثالx y 
2 2
3 3   )84ـ سراسري  MBA(      كدام است؟       1

1 (3  2 (6  3 (8  4 (12  

  : توان به شكل پارامتريمنحني داده شده را مي » 2«گزينه  پاسخx sin t

y cos t

 




3

3 ،t  2 مداري نوشت. در اين صورت:  

y (t) cos t sin t (x (t)) (y (t)) sin t cos t      2 2 2 2 23 xو 9 (t) sin t cos t  23  

L sin t cos t dt sin t dt | sin t |dt | sin t |dt
   

       
2 2 22 2 29 39 2 2 3 2 64 2   

  

  

 پارامتري يهطول منحني به معادل  :17مثالx t ; t

y tcosht sinht

    

  

211 12  84(علوم كامپيوتر ـ سراسري       ؟          كدام است(   

1 (e 1  2 (
e


11  3 (e 1  4 (

e


11  

 : 2«گزينه   پاسخ«  x (t) tx(t) t
(x (t)) (y (t)) t t sinh t t cosh t

y (t) t sinh t
y(t) t cosh t sinh t

                

2
2 2 2 2 2 2 2

11 2  

L (x (t)) (y (t)) dt t cosh tdt (t sinh t cosh t) sinh cosh
e

           
1 12 2 1 11 1 1 1
  

  

tانتگرال يبراي محاسبه cosh tdt صورت زير عمل نمود:بايد از روش جزء به جزء به  
t u dt du

t cosh tdt t sinh t sinh tdt t sinh t cosh t C
cosh tdt dv sinh t v
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 يهطول منحني تابع با ضابط  :18مثالy x
3
xاز نقطه 2   تا نقطهx    )85(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (( )
1 13 13 827  2 (( )

1 13 13 227  3 (( )
1 11 11 818  4 (( )

1 11 11 218  

 : سؤالي ساده كه به راحتي داريم:»  1«گزينه   پاسخ  L y dx x dx ( x) ( )        
3

1 12 2 19 8 9 11 1 1 13 13 84 27 4 27  
  

  

 طول قوس منحني  :19مثالx 1 xو 3
f (x) Lnx 

2 1
4   )87مكانيك ـ سراسري و  84ژئوفيزيك ـ سراسري (  كدام است؟ 2

1(5
2  2 (Ln

3 32  3 (Ln
12 32  4 (Ln

31 32  

 : 3«گزينه    پاسخ  «           b

a

x x x
L f (x)dx ( ) dx ( )dx ( Lnx) Ln

x x
            

23 32 2
1 1

31 1 1 11 1 2 312 2 2 2 4 2 2  

  
 طول منحني  :20مثالy x 

3
23 2  ازx   تاx    )88(رياضي ـ سراسري   :  با برابر است 1

1(( )
3 2 2 12  2(( )

3 2 2 12  3(( )
2 2 2 13  4(( )

2 2 2 13  

   : صورتمنحني داده شده را به  »4«گزينه  پاسخy x
3
22

  نويسيم، در اين صورت طول منحني برابر است با: مي 3

L y dx x dx ( x) ( )        
3

1 12 2 12 21 1 1 2 2 13 3  
  

  
 از منحني يطول قوس  :21مثالt

y e
1
txو 24 e t  از نقطهt   تاt    )88ـ سراسري  MBA(  ، كدام است؟2

1 (e 2 2  2 (e 2 1  3 (e 2 1  4 (e 2 2  

 : دانيم، طول قوس منحني پارامتريمي»  2«گزينه    پاسخx f (t)

y g(t)


 

aدر فاصله  t b  از رابطهb

a
L f g dt   2 آيـد، بنـابراين   دسـت مـي  به 2

  داريم:

tt t t tL (e ) ( e ) dt (e ) dt (e )dt (e t) e            
1

2 2 22 2 2 22 21 2 1 1 1
  

  

  
 طول منحني  :22مثالx

y acosh( )
a

 از نقطه( ,a) تا نقطه( a,acosh )2   )88سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  كدام است؟ 2
1 (a  2 (aae2  3 (a sinh2  4 (a cosh2  

 

 : به راحتي با استفاده از فرمول داريم:  »3«گزينه   پاسخ  
a ax x x x x x

y a cosh( ) y sinh( ) y sinh ( ) cosh ( ) L cosh ( )dx a sinh( ) a sinh
a a a a a a

            
22 2 2 2 21 1 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

  سطح حاصل از دوران يك منحني مساحت يهمحاسب :5درسنامه 
  

  

 فرض كنيد تابع :1مثالy x ]يها در بازهyرا حول محور 2 , ]6 كدام است؟  ،دوران دهيم، در اين صورت مساحت سطح حاصل از دوران  

1(31
3   2(55

3   3(62
3   4(74

3   

 :چونبا توجه به فرمول  »3«گزينه  پاسخ ،f (x) x  S  داريم: لذا 2 x ( x) dx x x dx      
6 62 22 1 2 2 1 4

 
    

uبراي محاسبه انتگرال فوق از تغيير متغير x  21 4،du xdx  در اين صورتكنيم) ها حساب مي(فعلاً فقط انتگرال را بدون توجه به بازهكنيم، استفاده مي8

x  :داريم x dx u du u du u c ( x ) c          
1 3 3

2 22 2 21 1 1 2 11 4 1 48 8 8 3 12  

S  بنابراين داريم: x x dx ( x )
               
 
 


63

6 2 2 21 125 124 622 1 4 2 1 412 6 6 6 3


  

 

 ز دوران منحنيحاصل ا يمساحت رويه  :2مثالy x Lny 2 4 yياز نقطه 2  yتا 1  چند برابر ،هاxحول محور3
  است؟ 3

1 (16  2 (11  3 (64  4 (32  

 :صورتبهچون منحني   »4«گزينه   پاسخy
x Lny 

21
2 yS  لذا داريم: ،داده شده 4 y (x ) dy  

3 2
12 1  

y(xابتدا ) y  كنيم:را جداگانه حساب مي 21 y yx ( y) (x ) ( y) (x ) ( y) (y )
y y y y

             2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 11 12 4 4 4  

y  حالا به راحتي داريم:
S y (y ) dy y(y )dy [ y] [( ) ( )] [ ]

y y

 
                  

3

1

3 33 32
1 1

1 1 2 1 3 1 4 322 3 1 9 34 2 3 3 3 3 3
  

  

 يلهمنحني به معاد :3مثالx  1  ؛y cosh x را حول محورyدهيمها دوران مي. 79اي ـ سراسري (هسته  ار كدام است؟مساحت سطح دو(  

1 ((e ) 2 1  2 ((e ) 1  3 (( )
e

 
12 1  4 (( )

e
 

11  

 :چون سطح حاصل از دوران منحني  »3«گزينه    پاسخy cosh x حول محورyها خواسته شده است، لذا از فرمولb

a
S x y dx   22 استفاده  1

y    كنيم و داريم:مي cosh x y sinh x y sinh x cosh x        2 21 1  

S x y dx x cosh xdx (x sinh x cosh x)] ( )
e

           
11 12 12 1 2 2 2 1
 

   

 

 سطح حاصل از دوران منحني :4مثالxy e حول محورxها( x )  1 80(علوم كامپيوتر ـ سراسري                 ... برابر است با(  

1 (x xe e dx 
1 1


  2 (x xe e dx 
1 22 1


  3 (x xe e 
1 21


  4 (x xe e dx 
12 1


  

 :چون سطح حاصل از دوران  »2«گزينه   پاسخy f (x) حول محورxيها خواسته شده از رابطهb

a
S y y dx   22   كنيم:استفاده مي 1

x xS y y dx e e dx      
1 12 22 1 2 1
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 حاصل از دوران خط يهمساحت روي :5مثالx y
:

x

 
   

1
1

   )83(علوم كامپيوتر ـ سراسري    ها برابر است با:yحول محور 

1 (2  2 ( 2  3 (2 2  4 ( 2  
 :ي به وجود آمده از دوران تابعدانيم مساحت رويهمي »2«گزينه  پاسخy f (x) حول محورy ها ازx aتاx b   

b                                                شود:ي روبرو حاصل مياز رابطه

a
S x y dx   22 1  

x          پس براي اين سؤال داريم:                        
S x dx [( )]      

1212 1 1 2 2 22 
  

  

 ي(منحني) بسته با معادله خم :6مثالx y 
2 2
3 3      چقدر است؟حاصل  اردومساحت رويه (سطح)  .ستدوران كرده ا xحول محور 1

  )83اي ـ سراسري (هسته

1 (6
5  2 (12

5  3 (24
5  4 (12

5  

 :حاصل حول محور يهدست آوردن مساحت رويبراي به  »4«گزينه    پاسخx بايد از فرمولb

a
S y y dx   22 هـا  استفاده شود و براي يافتن كران 1

yچون منحني بسته است، پس بايد با خط   دست خواهيم آوردتقاطع دهيم و بهx  1 :داريم  

x y y
x y y y

y x x x




            

1 1 232 2 3 323 3
1 1 2 2

3 3 3 3

2
131 1 1

2
3

  

/
S y y dx ( x ) . | | dx ( x ) dx ( x )

x
x

 

                 
2 3 2 3 2 5

1 1 12 3 2 3 2 3 2
1 3 11 1

3

11 1 12 122 1 2 1 4 1 15 5 
  

  
 يمنحني با معادله :7مثالy f (x) sinx ،x    محورحولx دوران كرده است. مساحتA ار حاصل كدام است؟ يرويهدو    

  )89(مكانيك ـ سراسري 
1 (Ln( )    4 2 1 2  2 (Ln( )    2 2 2 1 2  3 (Ln( )    2 1 2  4 (Ln( )    2 2 2 1 2  

 :ابتدا توجه كنيد كه داريم:  »2«گزينه    پاسخ  S sin x cos xdx


   22 1


 

duبا استفاده از تغيير متغير sin x dx ,u cos x   آيد:صورت مقابل در ميانتگرال فوق به  S u du u du



       

1 12 2
1 12 1 2 1  

uحالا از تغيير متغير tg  در اين صورت كنيم.استفاده ميdu ( tg )d   21 و به ازايu  1 داريم
   4:  

S tg ( tg )d sec d

 




           2 2 34 4

4
2 1 1 4


  

tgايم، در ضمندقت كنيد كه از زوج بودن تابع زير انتگرال استفاده كرده sec   2 secاست. براي حل انتگرال 21 d      كنيم:به اين صورت عمل مي 3
I sec d [sec sec sec ]d sec [sec ]d sec d sec tg d sec d                        3 3 2 21  

secحالا از جزء به جزء براي حل انتگرال tg d   u  كنيم:استفاده مي 2 tg du ( tg )d sec d         2 21  
dv sec tg d v sec        
I tg sec sec d sec d I tg sec I Ln | sec tg |              3  

I  آيد. در نتيجه داريم:دست ميبه I2به سمت چپ، Iبا آوردن tg sec Ln | sec tg |    
1 1
2 2  

S sec d [ tg sec Ln | sec tg |] ( Ln( ))


              3 44 1 14 4 2 2 2 1 22 2 

 

  

1 

x+y=1  

0 

1 

x

y
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 منحني :8مثالx Ln  2 وy cosh x حول محورx 89(مواد ـ سراسري   آمده كدام است؟ دستبه يكند. مساحت رويهدوران مي(  
1((Ln ) 2 1  2( (Ln ) 

52 4  3( (Ln ) 
112 12  4( (Ln ) 

152 16  

 :با توجه به اينكه  »4«گزينه    پاسخf (x) cosh xپس ،f (x) sinh x  :در نتيجه مساحت رويه مورد نظر برابر است با    
Ln

S cosh x sinh xdx  
2 22 1


   

sinhدانيم كهاما مي x cosh x 2 Ln  در نتيجه داريم:  21 Ln
S cosh x sinh xdx cosh xdx     

2 22 22 1 2
 

   

)coshدانيماز طرفي مي x)
cosh x


2 2 1

  ، بنابراين خواهيم داشت: 2

Ln Ln Ln Ln Lncosh( x)
S cosh xdx ( )dx cosh( x)dx dx (sinh( x)) Ln

 
             

2 2 2 22 22 12 2 2 2 22 2    
 

Ln Lne e
sinh( Ln ) Ln sinh(Ln ) Ln ( ) Ln ( ) Ln ( Ln )

     
              

4 4
14 1542 2 2 4 2 2 2 22 2 2 2 2 2 16  

  

 نمودار تابع :9مثال
x

tF(x) dt 
23 1


]يرا بر بازه  , ]1 حول محورy ساحت جانبي جسم حاصل از دوران كدام است؟دهيم. مدوران مي  

  )89(علوم كامپيوتر ـ سراسري 

1(
Ln

2
3  2(

Ln

3
3  3(

Ln

3 1
3  4(

Ln

3 1
3  

 :ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه  پاسخ    

  x t xdy
F(x) dt F (x)

dx
      

2 2
3 1 3 1


  

x x x
xx dx x dx xLn dx ( )

Ln Ln Ln

  
             

2 2 2
21 1 12 2 2 12 2 3 12 1 3 1 2 3 3 3 3 23 3 3   

  مساحت 
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    هاگشتاور و مختصات مركز ثقل يمحاسبه :6درسنامه  
  

 هايگشتاور استاتيك مثلث محدود به خط :1مثالx y

a b
  1،x   وy   نسبت به محورox كدام است؟  

1 (a b2

6  2 (ab2

3  3 (ab2

6  4 (a b2

3  

 : است و ضابطه تابع ناحيه مسطحدر اينجا »  3«گزينه پاسخx
y b( )

a
 1 باشد.مي           a a

x
b x b a x ab

M ( ) dx [ ( ) ]
a a


    

2 2 2
2 31 12 2 3 6

  

  

 ي مركز ثقل اولين قوس سيكلوئيدفاصله :2لمثاx a(t sint)

y a( cost)

 
   )ها كدام است؟xاز محور 1 t )  2   

1( a
2
3  2( a

4
3  3( a2  4( a4  

 :د:نآيمي دستبه از روابط زيرهاي پارامتري مختصات مركز ثقل منحني»  2«گزينه  پاسخ  

b
t ta

y y (x ) (y ) dt
L

   2                 و                  21
b

t ta
x x (x ) (y ) dt

L
   2 21

  

bهاي فوقكنيم. در فرمولدر نتيجه فقط عرض مركز ثقل را محاسبه مي ،yاست با ها برابرxي مركز ثقل تا محورالبته فاصله
t ta

L (x ) (y ) dt   2 منحني  طول 2

tموردنظر است. ابتدا t(x ) (y ) 2             .را محاسبه خواهيم كرد yآوريم و در پايانمي دستبهل منحني را طو L،گيري از آنكنيم. سپس با انتگرالرا محاسبه مي 2

t t(x ) (y ) a ( cos t) a sin t a cos t sin t cos t        2 2 2 2 2 2 2 21 2 1  

t t
a cos t a cos t a sin ( ) a sin( )     22 2 2 1 2 2 22 2  

tوقتي  2 ،باشدt
  2 و لذاt

sin 2   دهيم.حل را ادامه مي ،ي طول قوس منحنيحالا با محاسبهشود. قدر مطلق خارج ميو از    

t t
L a sin( )dt a cos( ) a

 
   

2 22 4 82 2 
  

  آوريم. دستبهتوانيم عرض مركز ثقل را مي اكنون

t t t a t t a t t
y a( cos t) a sin( )dt a sin ( )sin( )dt ( cos ( ))sin( )dt cos( ) cos ( ) a

L a

                 
22 2 22 2 2 31 1 2 41 2 2 2 1 22 8 2 2 2 2 2 2 2 3 2 3   

  

 محدود به منحنيعرض مركز ثقل سطح همگن  :3مثالy x    ها كدام است؟xو محور 21

1(

1

3  2(

2

3   3(

1   4(


4

3   

 :اگر ناحيه داده شده را حول محور»  4«گزينه  پاسخxآيد كه حجم آندست ميبه 1اي به شعاع كره ،ها دوران دهيم4
باشد. همچنين توجه كنيد كه مي 3

ها برابرxمساحت ناحيه محدود به منحني داده شده و محور
 ،را عرض مركز ثقل فرض كنيم yباشد)، حال اگرمي 1دايره به شعاع باشد (تابع داده شده نيم مي 2

y  طبق قضيه پاپوس داريم: y
 
    


4 423 2 3    
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 محدود به مثلثي با رئوس يناحيه  :4مثال( , ) 1 ،( , )1  و( , )1 را حول خطx  دهيم. حجم جسم حاصل چند برابردوران مي 2
  است؟ 3

1 (4  2 (2  3 (1  4 (8  
 :ي بنـابراين از قضـيه   درون اين مثلث را قطع نكرده اسـت،  يمحور دوران، ناحيه » 3«گزينه   پاسخ

S   برابر است با: Dيكنيم. ابتدا توجه كنيد كه مساحت ناحيهگلدن پاپوس استفاده مي    
1 2 1 12

  

Pيحالا بايد مركز ثقل اين مثلث يعني نقطه (x , y)  پيدا كنـيم. مركـز ثقـل هـر مثلثـي كـه چگـالي        را
  هاي رئوس آن است.ها و عرضيكنواخت داشته باشد، برابر با ميانگين طول

P : (x , y) [( , ) ( , ) ( , )] ( , ) ( , )          
1 1 11 1 1 1 1 13 3 3        

xتا محور دوران يعني خط Pيي نقطهبنابراين فاصله  dبرابـر بـا   2   
1 52 3  Pياسـت. نقطـه  3

Vي پاپوس داريم:است. طبق قضيه d2پيمايد كه محيط اين دايره برابر بارا مي dاي به شعاعدايره d S


      
5 12 2 13 3

  
  

 يك شش ضلعي منتظم به طول ضلع :سخت)( 5مثالa حاصـل از ايـن دوران، چنـد     جسـم  كند. مساحت سـطح حول يكي از اضلاعش دوران مي
aبرابر   ؟است 2

1 (2 3  2 (3 3  3 (6 3  4 (4 3  
  : كنيم:براي تمرين بيشتر، اين سؤال را به دو طريق حل مي»  3«گزينه پاسخ  

، ق باشدها منطبxگيريم كه يكي از اضلاع آن بر محوررا طوري در نظر مي aيك شش ضلعي منتظم به ضلعروش اول: 
  كنيم.ها را محاسبه ميxمساحت حاصل از دوران حول محور سپس

n)ضلعي منتظم برابر است با nمجموع زواياي داخلي هر ) 2، ي داخلـي آن برابـر بـا   ي هر زاويهپس اندازه n

n




2 

nضلعي منتظم به ازايخواهد بود. در شش  ي داخلي برابر با، هر زاويه6 
 

6 2 2
6 شـكل  آيد. پس در مي دستبه 3

2برابر با AFEيمقابل زاويه
F̂هاي زاويهاندازه AFOاست. در نتيجه در مثلث 3


 Âو 3


   .  خواهند بود 6

3يضلع روبرو به زاويه  از اينجا داريم ،درجه برابر با نصف وتر استOF a
1
  آيد:مي دستبهنيز  OAي فيثاغورث، ضلعو با استفاده از قضيه 2

a
OA a a  

2
2 3

4 2  
با مسـاحت جـانبي ايجـاد     ABتوانيم مختصات ساير رئوس را نيز مشخص كنيم. مساحت جانبي ايجاد شده از دورانِ ضلعحالا با استفاده از منتظم بودنِ شكل مي

را نوشـته و   AFو ABيبرابر است. معادلـه  DEبا مساحت ايجاده شده از دورانِ AFضلع همچنين مساحت ايجاد شده از دورانِ ،برابر است CDشده از دورانِ

a  آوريم:مي دستبه هاآنس را براي المانِ طول قو
AF : y ( x) ; x a   

13 2 2            وa
AB : y (x ) ; x a   

13 2 2   

y  داريم: هاآني خطوط، براي هر دوي با توجه به معادله dx dx dx   21 1 3 2  
  كنيم:ها را حساب ميxحول محور هاآنسطح حاصل از دوران هر كدام از 

aa a
AB

x ax
S y y dx (x a) dx ( ) a            

11 1 2
2 222 2 1 3 32 1 2 3 2 4 32 2 2 2  

  

aa a
AF

ax x
S y y dx ( a x) dx ( ) a           

11 1 2
2 222 2 1 32 1 2 3 4 4 32 2 2 2  

  

CD  به اين ترتيب داريم: AB DE AFS S a , S S a     2 23 3 3
2 2  

Rها يك استوانه به شعاعxحول محور BCاز دورانِ a Hو ارتفاع 3 a آيد كه سطح جانبي آن برابر است با:مي دستبه  
BCS RH a a a       22 2 3 2 3  

گيري، مسـاحت  ر محور دوران است. اگر هم بخواهيد با انتگرالمنطبق ب EFزيرا ،آيدنمي دستبهها سطح جديدي xحول محور EFدانيد كه از دورانو حتماً مي

yي آنحاصل از دوران آن را حساب كنيد، معادله   بنابراين داريم: ،است  
a a

EF
a a

S y y dx ( )dx    
3 3

22 2
1 1
2 2

1    

AB  آمده خواهيم داشت: دستبههاي جانبي در نتيجه با جمع كردن مساحت BC CD DE EF FAS S S S S S S a        26 3  

d

1

1

1P
 

D

x 2




x

y

2

3
a

2

3a

3
a

2







y

x
1

a
2



A

B C


D

EF

O

(x , y)
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x 

1

2
2x 2y y 

y 

O 

Lوضوح برابر اسـت بـا  محيط اين شش ضلعي منتظم يعني طولِ قوس آن به )پاپوس ـ  ي گلدناستفاده از قضيه(روش دوم:  a . از آنجـا كـه ايـن شـكل     6

yوضـوح ر دارد. بـه اسـت، قـرا   ADاست، مركز ثقل آن دقيقاً در وسـط شـكل يعنـي جـايي كـه وسـط قطـر       منتظم  a
3

aميـانگين  xو 2
1
aو 2

3
 اسـت. پـس   2

a a
x a


 

1 3
2 2

x)يو مركز ثقل اين شكل در نقطه 2 , y) (a , a)
3

ي مركـز ثقـل از محـور    نداريم چـون فاصـله   xياسبهالبته نيازي به محقرار دارد.  2

dاست، بنابراين y) همانxدوران (محور y a 
3

  اسـت. طبـق فرمـول    d2. محـيط ايـن دايـره   را طي خواهـد كـرد   dاي به شعاعدايرهيعني اين نقطه  2

S  پاپوس داريم: ـ گلدن d L a a a        232 2 6 6 32  
  

 همگن به قطر يدايرهدر سطح نيم:6مثالAB    )79اي ـ سراسري (هسته      كدام است؟ ABدايره تا قطرنيم سطحمركز ثقل  يفاصله 6

1 (

2  2 (

2  3 (

3  4 (


4  

  : دايره نسبت به محورچون نيم  »4«گزينه پاسخyست، لذا مركز ثقل روي محورها متقارن اy  ها قرار دارد. پـس
  دست آوريم.كافي است عرض نقطه موردنظر را به

x
( x )dxM

y



   

  


3 2
3

1 9 36 42
1 992

½oÄHj ´Ãº SeIv¶
  

  
 7مثال:x يمؤلفهx محدود به نمودار تابع يهمركز ثقل ناحيy x xو خطوط ،2   وx    )80اي ـ سراسري (هسته            كدام است؟  1

1 (1  2 (2
3  3 (3

4  4 (3
5  

 يهبا توجه به رابط  »3«گزينه اسخ : پ
b

a
xydx

x
S


 :داريم  

xf (x)dx x dx
x

f (x)dx x dx
   
 

 

1 1 3

1 1 2

1
34

1 4
3

 

 

   

  
 حجم حادث از دوران سطح هاشورخورده در شكل داده شده حول محور :8مثالox 83ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  چقدر است؟(  

1 (2

2  

2 (2                                                 
3 (22    

4 (22
3  

 : 2«گزينه  پاسخ«  
x  روش اول:  y y y y x y x , y x            2 2 2 2 2

1 22 2 1 1 1 1  
حـول   y2و y1محصـور مـابين   يدهد. بنابراين حجم حاصل از دوران ناحيـه دايره را تشكيل ميقسمت پاييني نيم y2دايره وقسمت بالايي نيم y1توجه كنيد كه

V          آيد:مي دستبه قابلمها از فرمول xمحور (y y )dx x dx x dx          
1 1 12 2 2 2

1 2 4 1 4 1
  

  

باشد، بنابراين برابرمي 1اي به شعاع انتگرال اخير مساحت ربع دايره
Vخواهد بود و در نتيجه 4  2.  

برابركنيم. مساحت ناحيه مزبور از قضيه پاپوس استفاده ميروش دوم: 
yروي خط ،باشد. مركز هندسي ناحيهمي 2 1 ثقل سطحمركز  يپس فاصله ،واقع است 

          :داريم بنابراين ،باشدمي 1تا محور دوران برابر 
    22 1 تا محور دوران ثقل سطح مركز فاصله  مساحت ناحيه  2 2 حجم  

  
  

= 9 
2y +   

2x  

A  B  3  

x

y
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 ششمفصل 

 »دنباله و سري « 

  هاتعريف دنباله، بررسي همگرايي و واگرايي دنباله :1درسنامه 
 

 اگر  :1مثالn
n

a
n



2 1

4 1
)«جمله  گاهآن، 1 n )2   اين دنباله كدام است؟» ام1
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دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (
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دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 
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nوقتي): 4بررسي گزينه (   ،گاهآن
n


4  و لذاsin ~

n n

 
4   :، پس داريم4

n n
lim ( n )sin ~ lim ( n )

n n 

 
  2 2

4 42 1 2 1     

  

 هايچه تعداد از دنباله: 26مثالna sin cos
n n

 
1 1،nb sin n cos n 2 2،nc sin n cos n 2 2،nd sinn

n


nfو 1 nsin
n


  همگرا هستند؟ 1

  )87فلسفه علم ـ آزاد تاريخ و (  
1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  

 :وقتي  »3«گزينه  پاسخn   ،گاهآن
n


1 بنابراين حد دنباله ،na :برابر است با  
n
lim sin( ) cos( )


  1    

sinداريم:، nbدر دنباله n cos n 2 2 nc  نيز همگراست. nb، پس1 sin n cos n cos n cos n cos n cos n        2 2 2 2 21 1 2 2  
  ، عدد مشخصي نيست، پس اين دنباله واگراست.ncواضح است حد دنباله

sinنيز همگراست، چون حد ndدنباله n است و حد كراندار، عددي
n

nfبرابر با صفر است، پس اين دنباله به صفر همگراست و بالاخره دنباله  1 n sin
n


نيـز   1

به دليل اين كه
n


1 ارز با، همn
n

 
1   اين دنباله همگرا به يك است.شود و لذا مي 1

  
 حد دنباله: 27مثالn

n
x

a ( )
n

 1 88سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  كدام است؟(  
1 (xe  2 (xe  3 (  4 (  
 :صورت مبهمحد داده شده به  »1«گزينه   پاسخ1 است، براي رفع ابهام از فرمولv v(u )u e 1 كنيم.استفاده مي    

x
n( )n xn

n n

x
lim ( ) lim e e

n

  

 
  

1 1
1  

 

 28مثال :
n

n n
lim ( )

nn






3 2
2

2 1 5
5 12 3

  )88(معدن ـ سراسري   ست؟كدام ا 

1(   2( 1
5  3( 1  4(   

 :2«گزينه  پاسخ«     
n n

n n n ( n ) ( n )( n )
lim ( ) l im

nn ( n )( n ) 

    
    

  

3 2 3 2 2

2 2
2 1 5 2 5 1 2 3 1 5

5 12 3 2 3 5 1
  

n n n

n n n n n n n n
lim lim lim

( n )( n ) n n n n  

      
  

    

4 3 2 4 2 3 2 3

2 3 2 3
1 2 2 1 3 15 2 13 3 2 1

52 3 5 1 1 2 15 3 1
 

 
k{n·¼ºI¤  

 

 فرض كنيد: 29المثn n{a b }  همگرا بهL وn n{a b } همگرا بهM است. دنبالهn n{a b   )89(رياضي ـ سراسري   : {

L) همگرا به2  ) واگراست. 1 M2 L) همگرا به3  است.   24 M2 2

  ) گاهي همگراست و گاهي واگراست. 4  است.   4

 :با استفاده از اتحاد  »3«گزينه   پاسخ(a b) (a b) ab   2 2 n  شود:، نتيجه مي4 n n n n na b ((a b ) (a b ) )   2 21
4  

nود دنبالهشبا حد گيري از طرفين رابطه فوق نتيجه مي n{a b L)ههمگرا ب { M )2 21
  است. 4

  

 حاصل عبارت: 30مثالn n n nn

n
lim (k ) k


    2 2 3 1 با فرضk  89سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  كدام است؟(  
1 (1   2 (k 3(k  4(k2  
 :اي بيشـترين رشـد را دارد كـه پايـه بزرگتـري داشـته باشـد، بنـابراين در بـين جمـلات زيـر            طبق قانون رشد در بين توابع نمايي، جملـه   »3«گزينه  پاسخ

nn  بيشترين رشد را دارد.  nkراديكال n n n nn

n n
lim (k ) k lim k k
 

      22 2 3 1  
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 كدام يك از موارد زير در مورد دنبالة: 31مثال
na

{ }
n!

  )89(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   درست است؟ 

  صفر است. a) حد دنباله به ازاي هر2  ) دنباله حد ندارد.1
a) فقط به ازاي3 1 .حد دنباله به ازاي4  حد دنباله صفر است (a 1 برابر با و برايa 1 .برابر صفر است 

 :چون رشد تابع نمايي (يعني  »2«گزينه  پاسخnaاز فاكتوريل ((n!) .كمتر است پس حد دنباله همواره برابر صفر است  
 

 در دنباله: 32مثال{n n}2   )89(مكانيك ـ ساخت و توليد ـ آزاد   است؟ 399، چندمين جمله برابر با 2
1 (21  2 (24  3 (23  4 (12  
 :كافي استتان! يك سؤال در حد دبيرس  »1«گزينه  پاسخn n2   قرار دهيم: 399را مساوي با  2

n n n n n n            2 22 399 2 399 1 4 1 2 21     
 

 مقدار: 33مثالn n

n

n
lim ( )

n


 
23

3   )90(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1(e
3
2  2( e


2
3  3( e


3
2  4( e

2
3  

 :صورت مبهمحد دنباله داده شده به  »4«گزينه   پاسخ1 صورت كلي داريم:باشد، از طرفي براي حل حد در اين حالت مبهم بهمي    
n n

nn
lim (a )b

b
n

n
lim a e 






1
  

nكه در اين تست
n

a
n




3
3 nbو 1 n n 2 باشد، لذا با جايگذاري در صورت سؤال داريم:مي  

n n

n n n
lim ( )( n n ) lim ( )

n n n n

n

n
lim ( ) e e e

n
 


 

  


  


3 2 21 22 3 1 3 1 33
3 1  

  
 اگر داشته باشيم: 34مثالa b c    وp   يحد دنباله گاهآن

n n n

n n p n p n p

a b c
x

a b c  
 


 

  )90سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  چقدر است؟ 

1 (1  2 (
pc

1  3 (
pa

1  4 (
p p pa b c 

1  

 :گيريم:ابتدا از بزرگترين جمله صورت و مخرج فاكتور مي  »3«گزينه    پاسخ  

  
n n n

n n n n

n nn p n p n p n p pn nn p n p n p

b c
a ( ( ) ( ) )a b c aa ax lim x lim

b ca b c a aa ( ( ) ( ) )
a a

      

  
    

   

1 1
1

  

aكهاينبا توجه به  b c    وp   ارز باحد داده شده هم گاهآن
n

n pn

a
lim

a 
شود كه به راحتي حاصل آن برابرمي 

pa

  شود.مي 1
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  كراندار و بيهاي كرانها و تعريف دنبالهلي بودن دنبالهصعودي و نزو :2درسنامه
 

 كران پايين دنباله  :1مثالna (n )  29
  كدام است؟ 2

1 (49
4  2 (1

4  3 (9
4  4 (25

4  

 دقت شود،»  2«گزينه  : پاسخn
n
lim a


  ،ين دنباله به ازاييين دارد و ممكن است، تصور شود كران پالذا دنباله فقط كران پايn 1 يعنيa ( )  2
1

9 491 2 4 

f  دست بياوريم:بايد نقاط بحراني تابع را به ،باشد، ولي اين تصور صحيح نيست (x) (x ) f (x) (x ) x /        29 9 92 4 52 2 2  

xتوجه شود بايد مقدار دنباله را در اطراف نقطه / 4 nمثلاً 5  nو 2  nو 3  nو 4  nدردست بياوريم، و با مقدار دنباله را به 5 1 مقايسه كنيم.  

n a ( ) , n a ( )         2 2
2 3

9 25 9 92 2 3 32 4 2 4  

n a ( ) , n a ( )         2 2
4 5

9 1 9 14 4 5 52 4 2 4  

1گردد كوچكترين مقدار برابرملاحظه مي
  است. 4

 

 اگر   :2مثال
n

n
( ) n

S
n


     


2 3 11 3 5 2 1دنباله ،n{S   )78(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       چگونه است؟ {

  ) فقط كراندار4  ) همگرا3  ) نزولي و كراندار2  ) صعودي و كراندار1

  4«گزينه   : پاسخ«                   S , S , S ,     1 2 3
1 141 3 15   

nSتـوان نشـان داد كـه بطـوركلي    باشـد، ضـمناً بـه سـادگي مـي     ا نزولـي نمـي  شود كه دنباله صعودي يبا توجه به چند جمله اول دنباله ملاحظه مي  1   و

چون
n

n
n n

( ) n
lim S lim

n 


 


1

2 1 صحيح است.4بنابراين گزينه (باشد لذا شرط لازم براي همگرايي را ندارد و همگرا هم نيست، مي (  

  
 82ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(                احكام زير همواره صحيح است؟ كداميك از  :3لمثا(  

  اي كه نه صعودي باشد و نه نزولي، واگراست.) دنباله2  ) هر دنباله صعودي واگراست.1
  اي كه صعودي و از پايين كراندار باشد همگراست.) دنباله4  ) هر دنباله صعودي از بالاي كراندار، همگراست.3
 باشد.هر دنبالة صعودي كه از بالا كراندار باشد همگرا مي  »3«گزينه    : سخپا  

  
 فرض كنيد  :4لمثاn n(a ) 1 اي از اعداد حقيقي مثبت باشد كه براي هردنبالهn :داشته باشيمn

n

a n

a n
 




1 4
2 n. در اين صورت1

n
lim a


  كدام است؟   
  )83ـ سراسري  آمار(  

1 (2  2 (1  3 (1
  ) صفر4  2

   سؤال داريم: طبق فرض سؤال داريم:  »4«گزينه   : پاسخn

n

a n

a n
 



1 4

2 nپس وقتي 1  م داشت:ميل كند، خواهي  n

n nn

a n
lim lim

a n


 


 


1 4 1

2 1 2  

n، مثلاًهاي بزرگnپس براي N  :داريمn na a 1
1
كنيم از همـان  ي اول، تأثيري روي همگرايي يا واگرايي دنباله ندارند، فرض ميجا كه چند جملهاز آن .2

nابتدا na a 1
1
nدانـيم مي كند؛دهيم كه اين دنباله به صفر ميل مياي نزولي است. حالا نشان ميدنباله naباشد. بنابراين 2 na a 1

1
بـا اسـتفاده از همـين     2

n  داريم: نامساوي
n n na a a ( ) a     1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2  

nحالا وقتي  داريمn

n
lim ( )



1
2  پسn

n
lim a


 .  
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 فرض كنيد براي سري  :5لمثاn
n

a





1
nداشته باشيم 

n n

a
lim | | r

a



 1   )85ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام گزاره صحيح است؟ 1

na) دنباله1
| |

r



1
na) دنباله2  اي به بعد نوساني است.از جمله 1

| |
r



1
  اي به بعد نزولي است.از جمله 1

na) دنباله3
| |

r



1
na) دنباله4  نزولي و واگراست. 1

| |
r



1
  كران است.صعودي و بي 1

 2«گزينه   : پاسخ«    
|nاي به بعد دنبالهشود كه از جملهاز رابطه داده شده نتيجه ميروش اول:  a |nيا به طور معادل دنباله | a |1  نزولي است، در نتيجه دنبالـهn| a |

r



1
نيـز نزولـي    1

  .د)رگذاتأثيري در نزولي بودن دنباله نمي r1(تقسيم كردن جملات دنباله به عدد مثبت است

nطبق صورت سؤالروش دوم: 

n n

a
lim | |

a



1 nپس طبق آزمون نسبت، سري 1

n

a





1
nهمگراست، در نتيجه 

n
lim a


   پـسn
n
lim a 


1    و در نتيجـه

n

n

a
lim | |

r






1

1 همچنين براي .nهاي بزرگ داريمn

n

a
| |

a
 1 nپس 1 n| a | | a | 1 يپس دنبالهn| a |1 نزولي است، در نتيجهna

| |
r



1
  هم نزولي است. 1

  

 در مورد دنباله  :6لمثا
cosn

n
na

 
   1 ) كدام گزينه درست است؟ ،   (.نماد جزء صحيح است  ) 87ـ آزاد  علم فلسفهتاريخ و(  

    ) كراندار و همگراست.2    ) كراندار و واگراست.1
  شود.همگرايي و يا واگرايي آن تعيين مي nكران است و بسته به) بي4  كران و واگراست.) بي3
 دانيممي  »1«گزينه   : پاسخncos n ( )  1يعني به ازاي ،n و به ازاي 1هاي زوج مقدار آن برابر باn ت. لذا داريم:اس -1هاي فرد، مقدار آن برابر با    

  فرد باشد: nاگر
n
lim

n

                

1 1    عددي بسيار كوچك و كمتر از صفر1

  زوج باشد: nاگر
n
lim

n

              

1 1 عددي بسيار كوچك و بيشتر از صفر   

naهاي فرد،nپس براي  1 11 1


naهاي زوج،nو براي   1 1 است. كراندارتواند همگرا باشد، ولي شود، پس نميمي  
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  هاي بازگشتيدنباله :3درسنامه
  

 دنباله  :1مثال
nn{a }


1 صورتبهn na a , n    1 6 aو 1 1   ؟باشدهاي زير در مورد اين دنباله صحيح مييك از گزينهكدام تعريف شده است، 6
  است. 6) دنباله نزولي و همگرا به 4  است. 3) دنباله صعودي و همگرا به 3  است. 1) دنباله صعودي و همگرا به 2  .است 6دنباله صعودي و همگرا به  )1
  : شويم كه اين دنباله يا صعودي است يا نزولي، پس با نوشتن چند جمله اول داريم:دقت كنيم، متوجه مي هااولاً اگر كمي به گزينه  »3«گزينه پاسخ    

n na , a a a a a a          1 1 2 1 2 16 6 6 6 6 6  
aكهبا توجه به اين a2 nهمگرا باشد، Lپس دنباله صعودي است. اگر فرض كنيم دنباله به1 n

n n
lim a lim a L
 

 1 ،داريم: گاهآن  

n n n n
n n

a a lim (a ) lim a L L L L L L 
 

              2 2
1 16 6 6 6 6   

Lچون جملات دنباله مثبت هستند، فقط  L)  قابل قبول است. 3 )(L ) L , L       3 2 3 2  
 

 دنباله  :2مثالn{a n: صورتبه{
n

a ,a ,n
a 

  
1

1

13   تعريف شده است، كدام گزاره درست است؟ 21

1( n{a n{a) 2  حد ندارد. {   نزولي است. {
3 (n{a nصعودي است و  {

n
lim a


1.  4 (n{a   .نزولينه صعودي و نه  {

 :با توجه به ضابطه  »4«گزينه  پاسخnaكهو اينa 1 naاست، پس3   است، اگر فرض كنيمna ،گاهآنصعودي است »na  1 شود، پس هم صعودي مي» 1

n
n

a
a 


1

1
غلط بوده، به همين ترتيب اگر فرض naشود) پس فرض صعودي بودنشود، پس خود عبارت كوچك ميشود (مخرج كسر بزرگ مي، نزولي مي1

na«نزولي است، پس naكنيم،  1 nهم نزولي است، پس» 1
n

a
a 


1

1
) صحيح است. 4هم صحيح نيست، پس گزينه ( na، صعودي است، پس فرض نزولي بودن1

a  :نه نزولي و نه صعودي است naشود،اين است كه چند جمله اول دنباله را بنويسيم كه معلوم مي ترروش راحتالبته  , a , a ,  1 2 3
1 43 4 5   

 

 دنباله  :3مثالn{x nصورتاز اعداد گويا به { n
n

x (x )
x  1

1 2
2،x 1   شود. اين دنباله ..... .تعريف مي 2

  است. 3) نزولي و همگرا به4  و كراندار است. ) نزولي3  ) صعودي و همگراست.2  ) صعودي و كراندار است.1
 :ها، دنباله يا صعودي يا نزولي است. با توجه به اين كهبا توجه به گزينه  »3«گزينه   پاسخx 1   را حساب كنيم: x2توانيماست، لذا مي 2

xn x (x ) x ( ) ( )
x

        1 2
2 1 2

1

1 2 1 2 1 31 2 32 2 2 2 2  

xچون x2 ي را تعيـين كـرده و گزينـه    ي دنبالـه كرانـدار توانيم همگرايي يا صحيح است. حالا مي 4يا  3هاي پس يكي از گزينه، دنباله نزولي است، بنابراين 1
xي اولت تشكيل شده و نزولي با جملهاست، چون دنباله از اعداد گوياي مثب كراندارصحيح را كشف كنيم! واضح است دنباله  1 nxاست، لذا  2  2  پـس ،

  .است كرانداردنباله 
nآوريم، گفته بودم اگردست ميجا پاسخ به تست تمام است، اما براي تمرين عدد همگرايي دنباله را بههر چند همين

x
L lim x


 ،توان مي گاهنآn

x
lim x 


را  1

L  دانست، پس داريم: Lنيز تقريباً برابر (L ) L L L L L
L L L

           21 2 2 22 2 22  

nxبا توجه به اين كه  بنابراين ،L      شود.مي 2
  

 فرض كنيد، :4مثالx 1 nو 1 nx x   nبراي 12    )82(آمار ـ سراسري              ، كدام گزاره درست است؟      2
n{x) دنباله1 n{x) دنباله2  ست.همگرا {   ست ولي همگرا نيست.كراندار ا {
n{x) دنباله3 n{x) دنباله4  ست ولي كراندار نيست.يكنوا {   واگراست. {
 :دهيم كه براي هربا كمك استقرا نشان مي  »1«گزينه   پاسخn،nx    است. 2

xكه واضح است 1 x(توجه: 2 1 nx) و اگر1  nxگاهآنباشد  2 2 nxپس 4 2 nxاست يعني 2  1 n{xباشـد پـس  مـي  2  كرانـدار از بـالا   {

nnباشد از طرف ديگرمي

n n

xx

x x
 

1 n ت.صعودي اس nx   و داريم: 2 nn

n n nn n

x xx
( )

x x xx x
 

       21 1
2 2 2

2 2 1 2 1 122
  

  باشد.داده شده چون صعودي بوده و از بالا كراندار است لذا همگرا مي يهپس دنبال
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 در مورد دنباله :5مثالn{x nاعداد حقيقي با ضابطه از {  2،n n nx , x , x (x x )    1 2 2 1
11 2   )81(آمار ـ سراسري     كدام گزاره درست است؟ 2

3) به1
5) به2  همگراست. 2

  ست.) واگرا4  ) به صفر همگراست.3  همگراست. 3

 :است: روبروصورت معادله مشخصه رابطه بازگشتي داده شده به  »2«گزينه    پاسخ     

  n n n n n nx (x x ) x x x ,   


                     2 2
2 1 1 2 1 2

1 1 1 1 1 12 1 12 2 2 2 2 2  ¾~hz¶¾²jI • ¶  

n        نوشت: روبروصورت توان بهرا مي nxبنابراين دنباله n n
nx a a a a ( )


     1 1 2 2 1 2

1
2  

xچون طبق فرض 1 xو 1 2   :داريم ، پس2
a a

a , a

a a

     
  


1 2
1 2

1 2

1 1 5 42
1 3 324

  

n          نوشت: روبروصورت توان بهرا مي nxبنابراين دنباله n
n n

n n
x ( ) lim x lim ( ( ) )

 


      

5 4 1 5 4 1 5
3 3 2 3 3 2 3  

  
 صورتبهدنباله تعريف شده  : 6مثالn

n
r ,r

r   1 1
11   )86(رياضي ـ سراسري   كند؟ينه صدق ميدر كدام گز 1

n{rدنباله )1 1نزولي و همگرا به { 5
n{rدنباله )2  است. 2 1صعودي و همگرا به { 5

  است. 2

n{rزير دنباله فرد )3 1ولي و همگرا بهنز { 5
n{rزير دنباله زوج )4  است. 2 1نزولي و همگرا به { 5

  است. 2

  :باشند.صورت صعودي همگرا ميفرد به صورت نزولي و زيردنبالهتوان ديد كه زيردنباله زوج بهبا نوشتن چند جمله اول دنباله مي  »4«گزينه    پاسخ  

              r r r r r r
r


          2 21 5 11 1 1 2  

 

 يهدنبال :7مثالn{x xصورتبهحد دارد و  { 1 nو 2 , ,... 1 2،n n
n

x x
x  1
n.تعريف شده است 52

n
lim x


    )86(آمار ـ سراسري   ؟كدام است 

1( 1 5
2  2( 5  3( 5 1

2  4( 2 5
2  

 :دهيمقرار مي  »2«گزينه    پاسخn
n
lim x L


ت داريم:، در اين صور   L L L L L
L L

       25 52 5 5  

 

 در مورد همگرايي يا واگرايي دنباله با ضابطه:  8مثالn na , a min{a ,cosn}  11 87(رياضي ـ سراسري   يك از موارد زير صحيح است؟كدام(  
  و واگراست. نه نزولي و نه صعودي است )2  نيست، پس واگراست. كراندارچون  )1
  چون نزولي و كراندار از پايين است، پس بنا به قضيه همگرايي يكنوا، همگراست. )4  .چون صعودي و كراندار از بالا است، پس بنا به قضيه همگرايي يكنوا، همگراست )3
 :از رابطه داده شده در صورت سؤال، واضح است كه  »4«گزينه   پاسخn na a  يك دنباله كراندار است  naنزولي است و همچنين دنباله naپس دنباله ،1

  باشد.همگرا مي naپس دنباله
 

 كنيد فرض :9مثال  cو1     اعدادي ثابـت باشـند. دنبالـهn{x n، بـا تعريـف  {  nو 1 n nx ( ) x x 
   

 
2 1

1
1 xو 21 c1     بـه كـدام عـدد

  همگراست؟
  )87ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  

1 ( 2  2 ( 2  3 (
 1  4 ( 

 
2

2 1  

 :حد دنباله موردنظر را  »4«گزينه    پاسخL كنيم. در اين صورت:فرض مي  L ( ) L L L L   
       

     
2 1

2
1 2 2 2 1 21 2 1  
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 ي بازگشتيدنباله :10مثالn nx x  31
1
xو 2  1   )88(رياضي ـ سراسري   مفروض است، در اينصورت:  1

1(nx  نزولي و همگرا به8  .2  است(nx صعودي و همگرا به
2

  ست. ا 4

3(nx  .4  صعودي و همگرا به صفر است(nx 2صعودي و همگرا به
  است.  4

 :باشد، مقدار همگرايي دنباله راها واضح است كه دنباله موردنظر همگرا ميبا توجه به گزينه  »2«گزينه   پاسخL گيريم، در اين صورت:در نظر مي  

Lباشد پس فقطچون تمام جملات دنباله موردنظر منفي مي



2

Lقابل قبول است. 4 L L L L , L , L


       331 2 282 4 4  
 

 اگر :11مثالa 1 1و براي هر ،n  n، داشته باشيم؛1 na a   1 1   )88(رياضي ـ آزاد   گاه: ، آن1
  صعودي و همگرا به صفر است. na) دنباله2  نزولي و همگرا به صفر است. na) دنباله1
  صعودي و همگرا به يك است. na) دنباله4  زولي و همگرا به يك است.ن na) دنباله3
 :ها، دنبالهبا توجه به گزينه  »1«گزينه   پاسخna حل، امتحان كردن عدد است:يا صعودي و يا نزولي است، پس بهترين راه  

a a         1 2
1 1 1 1 11 1 1 12 2 2 22

  

naو naتوانيم فرض كنيم حدودابراين دنباله نزولي است. براي پيدا كردن عدد همگرايي ميبن 1 نهايت تقريباً با هم برابر است، بنابراين داريم:در بي  

n n
n n
lim a lim a L L L L L L L L L L L , L
 

                     2 2
1 1 1 1 1 1 2 1 1     

  ي اول آن كمتر از يك است، بنابراين دنباله همگرا به صفر است.د، چون دنباله نزولي و جملهتواند همگرا به يك شوواضح است، دنباله نمي

  
 فرض كنيد :12مثالa 1

1
n،n و براي هر 2 na a   2

1
1
n{aدر اين صورت دنباله6   )89راسري (رياضي ـ س  :{

) نزولي و همگرا به1


11 3
) نزولي و همگرا به2  است. 2


11 3

  است.  2

) صعودي و همگرا به3


11 3
) يكنواخت نيست ولي به4  است.  2


11 3

  همگراست.  2

 :شود كه دنباله موردنظر همگراست اگر حد دنباله راهاي سؤال، معلوم ميجه به گزينهبا تو  »2«گزينه    پاسخL  ،گاهآنفرض كنيم:  

L L L L L
  

        2 2
4 11 1 11 1 6 3

6 6 2 2  

n{aشود دنبالهبا توجه به رابطه بازگشتي داده شده و جمله اول دنباله نتيجه مي دسـت آمـده در بـالا فقـط     اله نزولي اسـت، پـس در بـين جوابهـاي بـه     يك دنب {


11 3

  قابل قبول است. 2
 

 اگر :13مثالb 1 4،a 1 1،n n
n

a b
b 


1 2،n

n n

a

a b

 


1
2

1 n{aاين صورت دو دنبالهدر  1 n{bو {   )89(رياضي ـ آزاد   به ترتيب ..................... .  {

  است. 4) همگرا هستند و حدشان برابر 2  است. 2ها برابر با ) همگرا هستند و حد آن1
  است. 1دومي همگرا به  ) اولي واگرا و4  و دومي واگراست. 4) اولي همگرا به 3

 :ابتدا  »1«گزينه    پاسخna 1كنيم:را بازنويسي مي  n n
n

n n

n n

a b
a

a b
a b

  


1
22

1 1  

  همواره نامساوي مقابل برقرار است: bو aابتدا توجه كنيد براي دو عدد حقيقي





ab a b
ab

a b


 


2

2Âwk¹À¸Ã«ºIÃ¶
Â£ H¼U¸Ã«ºIÃ¶ ÂMIve¸Ã«ºIÃ¶
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abرويم: از نامساويحالا سراغ حل سؤال مي a b

a b





2

n  ، داريم:2 n n n
n n

n n

a b a b
a b

a b  


  
 1 1

2
2  

nبرقرار است، خصوصاً به ازاي nنامساوي فوق به ازاي هر 1 :بنابراين داريم  n n n na b a b     1 1 1 1  

n  نزولي است: nbدهيم،حالا نشان مي n n n n
n n

a b b b b
b b

 
   1

2
2 2 2  

nبنابراين nb b 1 و اين يعني دنباله نزولي است و چون تمام جملاتnb مثبت هستند وb 1   پايين كراندار بنابراين دنباله همگراست. ، دنباله از4

n  صعودي است: naدهيم،حال نشان مي n n n n n
n n n n

n n n n n

a b a .b a b
a a a a

a b b b b      
 1 1

2 2 2
2  

nصعودي است. از طرفي چون naپس دنباله na bبنابراين دنباله ،na راندار از بالاست بنابراينكna .نيز همگراست  

n  كنيم:ي زير را ثابت ميدست آوردن حد دنباله رابطهقبل از به n n n
n n n n

n n

a b a b.a b a b
a b 


 

1 1
2

2  

nبنابراين n n n n na b a b a b a b      1 1 1 1 1 1و اين يعني دنباله ،na بهa و دنبالهnb بهb .همگراست  

nبا حدگيري از روابط n
n

a b
a 


1 nو 2 na b a b 1   ، داريم:1

a b
a ba

a b a b
ab a b

ab a b

         
1 1

1 11 1
2  

  

 يهحد دنبال:  14مثالn{a a،na، وقتي كه براي{ a a a   
nبار  

  )89(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   در صورت وجود كدام است؟ ،

1 (a   2(a  4 1 1
2  

3(a  4 1 1
  كران است.زيرا دنباله صعودي و از بالا بي) حد وجود ندارد. 4  2

  

 :است: كرانداردهيم كه دنباله صعودي و از بالا دهيم دنباله مورد نظر همگراست. براي اين منظور نشان ميابتدا نشان مي  »3«گزينه    پاسخ  
nدهيم كهبا استفاده از استقرا نشان مي na a 1ي است. واضح است كه، يعني دنباله صعودa a2 nفرض كنـيم كـه  باشد. مي 1 na a  باشـد حـال ثابـت     1

nكنيم كهمي na a 1 باشد: مي  n n n na a a a a a     1 1   
  پس حكم صحيح است و دنباله صعودي است.

aكه به ازايدهيم با استفاده از استقرا نشان مي 1  است. واضح است كه كرانداردنباله از بالاa a a 1 naكنـيم كـه  . حال فـرض مـي  2 a باشـد ثابـت    2
naكنيممي a 1 n  باشد:مي 2 na a a a a a a a       1 2 3 3 2  

aاست، به ازاي كراندار بنابراين دنباله از بالا 1 شود كهبطور مشابه به كمك استقرا ثابت ميnn ,a  2.  
aدر نتيجه به ازاي هر    باشد و چون صعودي نيز هست پس همگرا است. مي كرانداردنباله مورد نظر از بالا  

nگيريم. چوندر نظر مي Lي مانندحد دنباله را عدد na a a  1شود:، پس با حدگيري از طرفين اين رابطه نتيجه مي  
a

L a L L a L L L a L
 

          2 2 1 1 4
2  

aتوجه كنيد كه فقط جواب
L

 


1 1 4
aقابل قبول است، زيرا جواب ديگر يعني 2 1 1 4

  .منفي است در حاليكه تمام جملات دنباله مثبت هستند 2
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  هاسيگما و خواص آن، مفهوم سري و شرط همگرايي سري :4درسنامه
  

 اگر  :1مثال
n

k

( k )


 
1

4 4 باشد، حاصل 8
n

k

k



1
  كدام است؟ 

1 (1
2  2 (1  3 (4

3  4 (2  

 هاي سري را بدانيم:خواص و فرمول كافي استيك سؤال بسيار ساده كه »  2«گزينه  : پاسخ  
n n n n n

k k k k k

( k ) k k
    

        
1 1 1 1 1

4 4 4 4 4 4  

دانيممي
n

k

n(n )
k






1

1
و همچنين 2

n

k

n



1
4   ، لذا داريم:4

n(n )
( ) n n n n n n n n n , n


                2 2 21 44 4 8 2 2 4 8 2 6 8 3 4 12 3   

nفقط 1 :1  قابل قبول است، پس داريم
n

k

n(n ) ( )
k



 
  

1

1 1 1 1
2 2  

 

 حاصل  :2مثال
n

n...lim ( )
n n n n

   
2

4 4 4 4
1 2     كدام است؟ 3

1(1
2  2 (1   3(1

4  4(  

 گيريم:ابتدا مخرج مشترك مي  »1«گزينه   : پاسخ  
n n

n n...lim ( ) lim
n n n n n 

   
    

2 2

4 4 4 4 4
1 2 3 1 2 3   

n(nدانيممي )
n


    

11 2 3 2حال اگر در طرفين اين تساوي به جاي ،nمقدار ،n2 اريم:را قرار دهيم، د  n (n )
n


    

2 2
2 11 2 3 2   

     پس مقدار حد داده شده به شكل روبرو خواهد بود:
n n n

n (n )
n n n

lim lim lim
n n n  




 

2 2
4 2 4

4 4 4

1
12
22 2

  

 

 اگر  :3مثال
n

A
n




 2

1

گاه مقدار، آن1
n ( n )



 
 2

1

1
2 1

  كدام است؟ 

1 (A2
3  2 (A3

2  3 (A4
3  4 (A3

4  

 سري  »4«گزينه   : پاسخ
n

 2
صورتدر واقع شامل يك سري جملات زوج و يك سري جملات فرد است كه جملات زوج آن را به1

n ( n)




 2

1

1
2

و جملات 

صورتفرد آن را نيز به
n ( n )



 
 2

1

1
2 1

    نويسيم، پس داريم:مي

n n n n n n

A A
A A A A A

n ( n) ( n ) n ( n ) ( n ) ( n )

     

     
            

   
      2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
4 4 4 42 2 1 2 1 2 1 2 1

  

 

 اگر سري  :4مثال
n

n an

n bn





 

 


3 4
4 3

1

1
1

  كدام است؟ aگاه مقدارهمگرا باشد، آن 

1 (1-  2 (b  3 (1  4صفر (  

 4«گزينه   : پاسخ  «  
n n

n an an
lim lim a

n bn n 

 


 

3 4 4
4 3 4

1
1

ÁpnH´À
  

aتنها در حالتي كه حد جمله عمومي سري برابر صفر شود، سري همگراست پس بايد   .باشد  
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 اگر  :5مثال
n

A
n




  3

1

و 1
n

n

B
n




 

1

1
3

  گاه كدام گزينه صحيح است؟، آن

1 (A B  2 (B A  3 (A B  4توان مشخص كرد.) نمي  

 دقت كنيد، قدرت رشد  »1«گزينه   : پاسخn3 از، خيلي بيشترn3 است بنابراين مقدار
n

1
3

كوچكتر از 
n3
است، يعنـي  1

nn n
 3

1 1
3

اـبراين  :. بن
n

n nn n

 

 
  3

1 1

1 1
3

. 

    ) صحيح است.1پس گزينه (
  

 حاصل :6مثال
n

n p

lim ( p )
n 
 5

6
1

  )83ـ سراسري  MBA(       كدام است؟      1

1 (1
6  2 (1

5  3 (1
3  4 (2

5  

  هرگاه  »1«گزينه  : پاسخn م: داري گاه، آنn
... n ~   

6
5 5 5 51 2 3                 در نتيجه:، 6

n

n np

n
lim ( p ) lim ( . )

n n 
 

65
6 6

1

1 1 1
6 6  

  
 اگر :7مثالA    2 2

1 11
2 3

 ،B     2 2 2
1 1 11

2 3 4
 مقدارB برحسبA 86ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟(  

1( A
B  2  2( B A

3
2  3( B A

3
4  4( B A

2
3  

 دهيمقرار مي  »1«گزينه   : پاسخ
n

C
( n)




  2

1

1
2

         ، در اين صورت داريم:
n

A
C A , B A C B A ( A)

n




        2

1

1 1 1 12 24 4 4 2  

 

 سري :8مثال
n

n

n

(ln )






3

1 2
  )88(عمران ـ آزاد   :

) برابر با2  ) يك سري همگراست.1
Ln

1
  است. Ln2) برابر با4  ) يك سري واگراست.3  است. 2

 لازم براي همگرايي را ندارد، چون حد جمله عمومي آن مخالف با صفر است. (دقت كنيد سري شرط  »3«گزينه   : پاسخLn /2 7   و بنابراين رشد صورت كسر بيشتر
    .)است

  

 اگر :9مثال

n

m

n

mx

A lim
n





  



1

(چقدر است؟  Aباشد مقدار  2   (.صنايع  نماد جزء صحيح است) 89سيستم ـ سراسري  ـ(  

1(x

2  2 (x 3(x  
2  4 (x    

 بطور كلي هرگاه  »1«گزينه   : پاسخn داريم ،n
x x nx x            

2
2 2 داريم ين، بنابرا:   

n

m

n n

nmx x x
lim lim

n n


 

  
 

 2

1
2 2

2
2  

 

 1تا 1مجموع اعداد طبيعي از  :10مثال    89سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  كدام است؟(  
1(5 5     2(5 5     3(55      4(5 5     

 با توجه به رابطه  »2«گزينه   : پاسخn(n )
n


    

11 2 3 2شود: ، نتيجه مي  ( )
     

1 1 11 2 3 1 5 52
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دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار :11مثال
n

n i

( i i )
lim

n 

 
2

3
1

3 3   )09(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 1

  3) 4   2) 3  1) 2  ) صفر1
 2«گزينه   : پاسخ«    

  كنيم:صورت زير ساده ميابتدا سري داده شده را بهروش اول: 
n n n n n

i i i i i

i i i i n(n )
i ( ) n

n nn n n n n n    

  
           

2 2
2

3 3 3 3 3 3
1 1 1 1 1

3 3 1 3 3 1 1 3 1 11 3 2  

  گيريم:حال از عبارت فوق حد مي
n n n

n n n n ni i i

i i i n(n ) n i
lim lim ( ) lim lim lim ( )

n n n nn n n
 

      

  
       

2 2 2
3 3 3

1 1 1

3 3 1 1 3 1 13 3
2

  

  از طرفي براي حل حد فوق با استفاده از حد حاصل جمع ريماني داريم: 
n n

n ni i

i i
lim f ( ) f (x)dx lim ( ) x dx x

n n n n  
      

1 12 2 3

1 1

11 1 3 3 1
  

  

  كنيم:صورت مقابل ساده ميسري داده شده را به روش دوم:
n n n n

i i i i

i i
[ i i ] ( )

n n   

 
     

2
2

3 3
1 1 1 1

3 3 1 1 3 3 1 1  

  دانيم كه:از طرفي مي
n n n

i i i

n(n )( n ) n(n )
i , i , n

  

  
    2

1 1 1

1 2 1 1 16 2  

  ) و حد گرفتن از رابطه حاصل داريم:1حال با جايگذاري در رابطه (
n

n n ni

i i n(n )( n ) n(n ) n
lim lim [ ( ) n] lim

n n n  

    
      

2 3

3 3 3
1

3 3 1 1 1 2 1 13 16 2  

  
 اگر :12مثالnS n    1 2 3 گاه، آنn

n

S n
lim

n

   )90(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 22

1) 2  ) صفر1
2  3 (1  4 (2  

 ابتدا  »3«گزينه   : پاسخnS كنيم:شد را محاسبه ميباكه مجموع اعداد طبيعي مي  n n
n(n )

s n s


      
11 2 3 2  

n  آوريم.دست ميدهيم و مقدار حد را بهفوق را در حد داده شده قرار مي nSحال مجموع

n n n

n(n )
ns n n n n

lim lim lim
n n n  


   

  

22 2 2
122 2 1  

  
 بهترين مقدار تقريبي :13مثالs براي   1 1 1 11 2 3 1      90(رياضي ـ سراسري   كدام است؟(  

1(s  
11 11

11 1111 11
         2(s  

11 11
111 1111 11

         

3( s   
11

1 11 11 1 1 11
          4( s  1 11 1 1

    


 

  

 داريم: به راحتي با استفاده از فرمول گفته شده  »1«گزينه  : پاسخ  

  
P P P P

P P P Pn n n n
n n s

P P P

  
                 

  

1 1 1 11 11 11 11
1 1 1 11 1 1 11 2 1 1 1 11 1 2 1 11 11 11 11
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  هاي عدديآوردن حاصل سري دستبه :5درسنامه
  

 حاصل  :1مثال
n

n

k

( )

k






5

1
1

    كدام است؟  1

1 (2  2 (1
3  3 (5

6  4 (5
3  

 دانيممي»  4«گزينه  : پاسخ
n

k

n(n )
k






1

1
  داريم: ، لذا2

5
3

n n n n

( ) ( ) ( ( )) ( )
n(n ) n(n ) n(n ) n n   

        
       

5 5 5 5

1 1 1 1

1 2 1 1 1 1 1 12 2 2 2 11 1 1 1 1 5 1 6
2

  

  

 سري همگرايي :2مثال 
k

k

(k )(k k )







  
 2 2

1

2 1
1 2 2

  را بررسي كنيد. 

1 (1  2 (1
2  3 (3

2  4 (3
4  

 حل ابتكاري نياز دارد:هاي تلسكوپي كه به يك راه يك سؤال تقريباً سخت! از مبحث سري  »2«گزينه  اسخ :پ  

k (k ) (k )
( k ) (k ) k (k ) (k )

(k )(k k ) (k )[(k ) ] k (k )

    
            

        

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 1 1 1 1 1 12 1 1 1 1 1

1 2 2 1 1 1 1 1 1
  

1
2 k k k k

kk k

S a f f lim ( )
(k )

 


 

     
 

  1 2
1 1

1 1
2 1 1

  

  

 حاصل سري  :3مثال
k

S
k(k )(k )






 
1

1
1     دام است؟ك 2

1( 1
2  2( 1

8  3( 1
4  4( 1

3  

  كنـيم  دو كسر تبـديل مـي  تفاضل  صورتبهشود كه سه عامل در مخرج داريم، كسر اصلي را هايي استفاده ميدر اين روش كه معمولاً در تست  »3«گزينه : پاسخ
ــل   ــر اول، حاص ــرج كس ــه در مخ ــل       ك ــر دوم، حاص ــرج كس ــلي) و در مخ ــر اص ــرج كس ــپ (از مخ ــمت چ ــل س ــرب دو عام ــت   ض ــمت راس ــل س ــرب دو عام   ض

سر اصلي برابـر باشـند،   (سمت راست) با ك جزئياين كسرهاي  كهاينگيريم. حال براي دهيم و صورت هر دو كسر را عدد يك در نظر مي(از مخرج كسر اصلي) را قرار مي
  .آيد كه صورت آن يك نيستعددي پديد مي ،نويس!!)گيريم (در برگ چركمخرج مشترك در سمت راست مي

1شود و چون صورت كسر سمت چپ عدد يك است، پس در پشت سيگماي سمت راست، عددمي 2مثلاً در اين تست برابر عدد 
 2چـون در   دهـيم و را قـرار مـي   2

  شود:شود، صورت كسر سمت راست هم همان يك ميضرب مي

صورتبهدر اين سؤال، بايد عبارت اول 
k(k )

1
صورتبهو عبارت دوم  1

(k )(k ) 
1

1   گيريم:در نظر گرفته شود، مخرج مشترك مي 2

(k ) (k)

k(k ) (k )(k ) k(k )(k ) k(k )(k )

 
  

      
1 1 2 2

1 1 2 1 2 1 2  

1پس لازم است، عدد
  پشت سيگما در سمت راست قرار گيرد: 2

k k

k k
f f

S ( )
k(k )(k ) k(k ) (k )(k )



 

 
  

     
1

1 1

1 1 1 1
1 2 2 1 1 2 

  

  ايم و لذا داريم:گردد با يك سري تلسكوپي برخورد كردهملاحظه مي
n

S [ lim ( )] [ ]
( ) (k )(k )

    
  

1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 2 2 2 4  
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دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل سري  :4مثال
k

S
(k )(k )(k ) (k )






   
2

1 1
2 1 2 3 1392

  است؟، كدام 

1( 
!

1
1391 1393  2( 

!
1

1391 1392  3( 
!

1
1392 1393  4( 

!
1

1391 1393  

  در اين تست»  1«گزينه : پاسخm 1،P  nو 2 1392 ذا داريم:باشد و لمي  ( )!
S [ ]

( )! !

 
   

  
1 1 1 2 1 1 1
2 1392 1 2 1392 1 1391 1393     

 

 سري  : 5مثال
n

n
log

n



 
1   به كدام عدد همگراست؟ 1

  سري واگراست. )4  1 )3  -1 )2  صفر )1
  ــه وضــوح مشــاهده نشــود ايــن ســري ممكــن اســت در »  4«گزينــه : پاســخ ــا اســتفاده از خاصــيت لگــاريتم امــا ،فــرم اســتاندارد ســري تلســكوپي ب  ب

A
log log A log B

B
  :داريم  

n nn n

n
S log [log n log(n )] log lim log(n ) log lim (n )

n

 

  
           

 
1 1

1 1 1 11     

nدقت كنيد چون
n
lim a


 باشد.، لذا سري واگرا مي  
 

 حاصل  :6مثال
n

S n(n!)


 
1

1


  ، كدام است؟

1 (!1  2 (!11  3 (!1 1  4 (!11 1  
 :شود:مي محاسبهفرم بنويسيم، حاصل سري به راحتي اين ي عمومي را به اگر جمله  »4«گزينه   پاسخ  

  
n n

S [(n ) ](n!) [(n )n! n!]
 

      
1 1

1 1
1 1 1

 
  

n!(nدانيممي ) (n )!  1   است، بنابراين داريم: 1
n n

fn n f

S (n )! n! (n! (n )!) [ ! ( )!] !


 

              
1

1 1

1 1
1 1 1 1 1 11 1

 
  

 

 اگر  :7مثالk  ،حاصل گاهآنعددي طبيعي باشد
n

n k

(n k )!






  1

  كدام است؟ 

1( 
kk!

1  2(  
k!

1  3( 
k

1  4( k!

(k )!1  

  كنيم صورت كسر را شبيه مخرج كسر كنيم:سؤال نيز عبارتي شامل فاكتوريل داريم، بنابراين سعي مي در اين»  2«گزينه : پاسخ  

n n

n n n n
f f

n k (n k ) (n k )
[ ]

(n k )! (n k )! (n k)!(n k ) (n k )! (n k)! (n k )!



   

   

     
    

              
1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1    

    

n
lim

( k)! (n k )! k! k!
    

  
1 1 1 1

1 


  
 

 سري  :8مثال
k

Arctg
( k )( k )



    4
1 4 3 4 1

   به كدام عدد همگراست؟ 

1( 
4  2( 

2  3( 3
4  4( 

6  

  با استفاده از رابطه»  3«گزينه : پاسخa b
Arctg Arctga Arctgb

ab


 

1 :داريم  

k k k

( k ) ( k )
S Arctg Arctg [Arctg( k ) Arctg( k )]

( k )( k ) ( k )( k )

  

  

  
     

       4 4 3 4 1 4 3 4 11 4 3 4 1 1 4 3 4 1  
    

k k
kk f f

( ) [Arctg( k ) Arctg( k )] ( )[Arctg( ) lim Arctg( k )] ( )[Arctg( ) Arctg ]






               

1

1 4 1 4 3 1 4 1 4 3 1 1


   

( )[ ]
  

    
31 4 2 4  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 حاصل عبارت : 9مثال( ) ( ) ( )     
1 1 1 1 1 1
2 4 4 16 8 64  كدام است؟          

1( 1  2( 4
3  3( 2  4( 5

4  

  بندي جملات را طوري عوض كرد كه دو سري هندسي داشته باشيم:توان دستهبا كمي دقت واضح است؛ مي  »2«گزينه : پاسخ    

      S ( ) ( ) ( ) ( ) ( )              
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 4 16 8 64 2 4 8 4 16 64    

aگردد دو سري هندسي نامحدود يكي با جمله اولملاحظه مي 1
1
qو قدر نسبت 2 

1
aو ديگري با جمله اول 2 

1
qو قدر نسبت 4 

1
داريم، پس حاصـل   4

S  مجموع فوق برابر است با:       
 

1 1 1 1
1 42 4 2 4 11 1 1 3 3 31 12 4 2 4

  

 

 اگر  :10مثالS / 125125125  آنگاه مقدار
S

  نهايت ادامه دارد.)تا بي Sي تكراركدام است؟ (دوره 1

1 (1 1
125
   2 (999

125  3 (125
999  4 (125

1 1   

 :اعشاري به صورت يك سري هندسي داريم:با نوشتن بسط »  2«گزينه   پاسخ  

S / S ( )         2 3 2 3
125 125 125 1 1 1125125125 1251 11 1 1 1

   
             

  

1ي اول آندرون پرانتز يك سري هندسي با جملات نامحدود داريم كه جمله ،بينيدطور كه ميهمان
1  1و قدرنسبت آن هم

1   است، بنابراين داريم:  

  S
S

      


1
1 125 1 9991125 1251 1 1 999 1251 1

  
  

  

  

1رقم است آن را در 3داراي  Sي تكراركه دورهحل مقدماتي هم دارد. با توجه به آناين مسأله يك راه البتهتوضيح:    كنيم و داريم:ضرب مي  

S / S / S S S S
S

            
125 1 9991 125 125125125 1 125 125125125 1 125 999 125 999 125         

  

 دنباله  :11مثالn{x kرا با فرض {
n k

k

dx
x

x

 


  

1

1
n، در نظر بگيريد. مقدار

n

x
lim

n
    )76(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (  2 (e  3 (e2  4 (  

 كنيم:ابتدا حاصل انتگرال را حساب مي  »1«گزينه   : پاسخ  k

k

k

k

dx
[Lnx] Ln(k ) Lnk

x


   

11 1  

  توان به شكل مقابل نوشت:را مي nxبنابراين دنباله
k k

n
fk k f

x [Ln(k ) Lnk] [Lnk Ln(k )] Ln Ln(n ) Ln(n )



 

 
             

11 1
1 1 1 1 1  

Ln(nاز n(طبق قانون رشد، همواره رشد   )1 (.بيشتر استn

n n

x Ln(n )
lim ( ) lim ( )

n n 


  

1   

  

 به ازاي  :12مثالn  nT، حاصل عبارت2 ( )( )( ) ( )
n

     2
1 1 1 11 1 1 14 9 16  78(معدن ـ سراسري   با كدام عدد برابر است؟(  

1 (n

n

1
2  2 (n

n

1
2  3 (n

n 
2

1  4 (n

n 
2

1  

 به روش تستي و سريع پاسخ داده شـده اسـت،   » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه  : پاسخ  
   شود.حي نيز ارائه ميبا وجود اين، حل تشري

توان به صورترا مي ضربدقت كنيد كه حاصل
n

n
k

T ( )
k

  2
2

  توان به صورت زير نمايش داد:نوشت و آن را مي 11

n n n

n
k k k

k
k (k )(k ) kT

kk kk
k

  


  

  




  
2

2
2 2 2

1
1 1 1

1

  

kاگر
k

a



1

n  گاه يك سري تلسكوپي داريم:تعريف شود، آن 12
n

a n
T

a n


 2

1

1
2  
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 مقدار سري  :13مثال
! ! !
  

1 2 3
2 3 4  80(رياضي ـ سراسري          كدام است؟(  

1 (3
4  2 (1  3 (5

4  4 (3
2  

 كنيماده مي(از قاعدة تلسكوپي استف صورت زير نوشتتوان بهسري داده شده را مي  »2«گزينه   : پاسخ(:  

nn n n

n (n )
( ) lim

(n )! (n )! n! (n )! ! (n )!

  

  

 
     

     
1 1 1

1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1  

 

 اگر  :14مثالn

n

n
S ( )

n(n )







 

 1
1

2 11   )82ـ سراسري  سيستمصنايع ـ  و رياضي(  كدام است؟ S، مقدار1

1 (1
2  2 (1  3 (2

3  4 (2  

  دانيم، اگرمي  »2«گزينه   : پاسخn
n
lim a


  ،گاهآنn
n n

n

( ) (a a ) a





    1 1
1

    بنابراين: 1

n n

n n

n
( ) ( ) ( ) ( )

n(n ) n n

 


 


        

  1

1 1

2 1 1 11 1 1 11 1  

  
 حاصل  :15مثال

n n

n n
n










1

2 3
2 3

  )84(آمار ـ سراسري             كدام است؟ 

1 (3  2 (2  3 (3
2  4 (2

3  

 توان با تفكيك كسر به دو سري هندسي تبديل كرد پس داريمسري داده شده را مي  »3«گزينه  : پاسخ:
n n

n n n n
n n

( )
 

 


    

  
 

1 1

1 1
2 3 1 1 33 2

1 1 22 3 3 2 1 13 2

  

 

 فرض كنيد  :16مثالS وnS به ترتيب مجموع و مجموع جزئيnام سري
n

n n






1

1
2

هستند و   1
1

2 
|n،nبه ازاي چـه مقـاديري از    S S |  1

1
2 

 

    )85و عمران آزاد  85ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  برقرار است؟
1 (n 1  2 (n  5  3 (n  3  4 (n 128  

 دانيم منظور ازمي  »1«گزينه   : پاسخS همان مجموع تمام جملات سري يعني
k

k k






1

1
2

جمله اول سري يعني nمجموع nSباشد ومي 
n

k
k k


1

1
2

 است، بنابراين

  :  داريم
n

n k k k
k k k n

| S S |
k k k

 

   
     

1 1 1

1 1 1
2 2 2

   

حال توجه كنيد كه سري فوق شبيه سري هندسي
k 1

2
توانيم از مجموع سري هندسي استفاده در مخرج ايجاد مشكل كرده است و بنابراين نمي kاست ولي وجود 

1يم اين مجموع ازخواهكنيم، ولي در اين مثال هدف ما پيدا كردن مجموع دقيق سري نيست و فقط مي
1

2 
كنـيم بـه جـاي    كوچك باشد. بـه همـين علـت سـعي مـي      

ــر ــد كــه    kمتغي ــيم. توجــه كني ــرار داده و آن را از ســيگما خــارج كن ــت ق ــداري ثاب kدر مخــرج در صــورت امكــان مق n 1ــابراين ، بن
k n



1 1

در نتيجــه  1

k kk (n )




1 1
2 1 2

  است.  
n

n
n k k k n

k n k n k n

( )
| S S | ( )

n n nk (n ) (n )


  

     
        

   
  

1

1 1 1

1
1 1 1 1 1 1 1 12

11 1 1 22 1 2 2 2 11 2

   

كهحال براي اين
n (n )


 1

1 1
2 1 2 

n، لازم است (n )  12 1 2  باشد. به ازايn    ) صحيح است.1باشد يعني گزينه (نامساوي برقرار مي 8

 



  

269 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 مجموع سري  :17مثال
n

n

n (n )








 2 2

1

2 1
1

  )86(عمران ـ سراسري   برابر با چيست؟ 

1( 1
4  2( 1

3  3( 1
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دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 
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 هاي زير در مورد سريكداميك از گزينه  :23مثال
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  )88(رياضي ـ سراسري   باشد؟ صحيح مي 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (
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  هاي مثبتهاي همگرايي براي سريآزمون :6درسنامه
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Pي مخرج،درجهبا توجه به  ؛واگرايي سري مشخص است ،، به وضوحسري Pبا مقايسه با 1، سري واگراستلذا  باشد.مي.  
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 :ي عمومي آن برابر با صفر شود. حتماً بايد مقدارجملهسري همگرا باشد، لازم است حد  اگر قرار باشد  »1«گزينه   پاسخc  و مقـدار برابر با صفرa   مخـالف
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ce و اگر هر دو صفر باشند است صفر شود كه باز هم مخالفمي
b

de    آيـد كـه صـفر    بـه دسـت مـي
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d
 1 :سري قطعاً همگراست. پس داريم  a a

d d
    1 1  

 



  

274 

دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :(سخت) 4مثالn

n

a
A (cos )

n






3

1
و 

n

cosh
nB Ln[ ]

cos
n




 

1

1

a)كدام گزينه صحيح است؟ گاهآن، 1 )     

  همگراست. Bواگرا و سري A) سري2  واگراست. Bهمگرا و سري A) سري1
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ارز با سريي همپس اين سر
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  )77ـ سراسري  مكانيك(           ؟هستند، از نظر همگرايي به كدام صورت 

  واگراست. Bهمگرا و A) 4  همگراست. Bواگرا و A) 3  هر دو واگرا هستند.) 2  هر دو همگرا هستند.) 1
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سـري واگراسـت. امـا بـراي تعيـين همگرايـي يـا         Pدانست و بنابراين در مقايسه با 1

توانيم از آزمون انتگرال استفاده كنيم. فرض كنيدمي Bواگرايي سري
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تـابعي   fبينيـد طـور كـه مـي   ، همان1

  نزولي و مثبت است، بنابراين داريم:

سري همگراست
x

x u u u

dx du
x

e
I f (x)dx dx I e du [e ]

ex

   
  


           11 1 11

2

22 2  
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 فرض كنيد: 6مثالn
n

a



 2

1
همگرا باشد و 

n

n k
k

S k a
n 

 
1

    )78(رياضي ـ سراسري   در اين صورت همواره ...... است. 1

1 (nS .2  كراندار است (nS .3  همگراست (nS .با شرط4  واگراست (na  دنباله ،nS واگرا  

 :براي پاسخ به اين سؤال بهتر است از نامساوي زير كه به نامساوي كوشي (شوارتز) معروف است، استفاده كنيم:  »1«گزينه  پاسخ  
n n n

k k k k
k k k

( a b ) ( a )( b )
  

  2 2 2
1 1 1

 

  كنيم:را به شكل مقابل بازنويسي مي nSابتدا
n n n n n

n k k n k k
k k k k k

k k k
S ka ( )a | S | | a | ( ) ( a )

n n n n    
        

1 1
22 2

2
1 1 1 1 1

1  

در اين مرحله ابتدا حاصل سري
n

k

k

n
 2

1
  كنيم:را حساب مي 

n

n nk

k n
lim lim [ ]

n n n nn 
    2

1

1 1 2   

xdxفوق برابر با ي حد مجموع، سريبا توجه به روش محاسبه
1


1است و لذا برابر با 

  است و لذا داريم: 2

nS كراندار است.
k

k
a

n k
k

| S | ( ) ( a )









 

2
1

1 1
22 2

1

1
2

SwHo«μÀ
  

 

 ي ازبه ازاي چه مقادير: 7مثالp سريp p

n

( n n )



 

1
  )80(آمار ـ سراسري                     همگراست؟ 1

1 (p 1  2 (p 1  3 (p  2  4 (p  2  

 :آن ضرب و تقسيم كنيم:واضح است بايد عبارت را در مزدوج    »3«گزينه   پاسخ  

    
p p

p p
pp p p pn n n n

(n ) n
( n n )

n n n n
n

   

   

 
   

   
   

1 1 1 1 2

1 1 11
1 1 2

  

ارز باپس سري داده شده هم
p

n
n






1 2

1 1
pاست و براي همگرايي بايد  2

12 ياp    باشد. 2

 

 اگر: 8مثالna sin
nn


1 nbو 1 Arcsin

n


  )80(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       :گاهآن ،1

  ست.واگرا nbهمگرا و na) 2  واگرا هستند. nbو na) هر دو سري1
  همگراست. nbواگرا و na) 4  همگرا هستند. nbو na) هر دو سري3

 :واضح است كه  »2«گزينه   پاسخsin
n nn n

n

   3
2

1 1 1 1 و چـون سـري   1
n

 3
2

نيـز طبـق آزمـون مقايسـه      naهمگراسـت، بنـابراين سـري    1

چوناز طرفي همگراست. 
n

Arcsin
nlim

n




1
واگرايي سري ،، پس طبق آزمون مقايسه حدي11

n
   دهد.را نتيجه مي nb، واگرايي سري1

 

 اگر:  9مثالn
n

a





1
  )81(علوم كامپيوتر ـ سراسري                     واگراست.        .............  گاهآنواگرا باشد،  

1 (n
n

a



 2

1
  2 (n

n
n

( ) a





1
1  3 (n

n

a



 2

1
  4 (n

n

na





1
  

 :ابتدا توجه كنيد كه به ازاي هر  »4«گزينه   پاسخn :داريمn nna a و چون سريna واگراست، پس طبق آزمون مقايسه سريnna واگراست.  
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 82(علوم كامپيوتر ـ سراسري                كدام سري واگراست؟: 10مثال(  
1 (

n

Lnn

n



 
 3

12 1
  2 (

n

( cos )
n






1

11  3 (n

n

{( ) }
n




  2

1

11 1   4 (
n n(Lnn)(LnLnn)




 2

2

1  

  :كنيم:را بررسي ميار گزينه براي درك بهتر و تمرين بيشتر هر چه  »3«گزينه   پاسخ  

Lnnدانيم): مي1گزينه ( nبنابراين ،Lnn n

n n


 3 32 1 2 1
nكه سريو با توجه به اين 

n 
 32 1

  .نظر نيز همگراست همگراست پس طبق آزمون مقايسه سري مورد 

cos): عبارت2گزينه (
n


ارز، هم11

( )
n

n


2

2

1
1

2 2
باشد و چون سريمي 

n n




 2

1

1
2

  نظر نيز همگراست. همگراست پس سري مورد 

)nارز عبارت): ابتدا هم3گزينه ( )
n

 2
11   آوريم:دست ميرا به1

nLn( ) n.
n n n n( ) e ~ e e ~

nn


      2 2

1 1 11
2

1 11 1 1 1 1  

و چون سري
n n






1

  نظر نيز واگراست. واگراست، پس سري مورد 1

دانيم سريطور كلي ميه): ب4گزينه (
p

n nLnn(LnLnn)






3

pبه ازاي 1 1 نظر نيز همگراست. بنابراين سري مورد باشد،همگرا مي  

  
 اگر:  11مثال

k

A
kLnk




 

2

و 1
k

B
kLn k




  2

2

  )82(آمار ـ سراسري              كدام مورد درست است؟        ،1
1 (A B    2 (A   وB    3 (A   وB    4 (A   وB    

 :دانيم سريبه طور كلي مي  »2«گزينه   پاسخ
p

n n(Lnn)






2

pبه ازاي 1 1 همگرا و به ازايp 1 باشد.واگرا مي  
 

 مورد سريدر : 12مثال
n

(a ) n n n an



     4 4

1
2 1  82(معدن ـ سراسري             است؟       درستكدام گزينه(  

  واگراست. a) به ازاي تمام مقادير2  همگراست. a) به ازاي تمام مقادير1
a) به ازاي3  aو به ازاي همگراست 2  a) به ازاي4  واگراست. 2  aواگراست و به ازاي 2    همگراست. 2

 :3«گزينه  پاسخ«                 
n n n n

n n

( a)n ( a)n a
( n n n an ) ~

nnn n n an

   

   

   
     

   
   

2 2

4 4
24 41 1 1 1

2 1 2 2 12 1 222 1 
SwH IM pnH´À SwH IM pnH´À

  

سري
n n






1

aاست پس فقط به ازايباشد و واگر، سري همساز مي1    نظر همگراست. سري مورد 2

 

 فرض كنيد: 13مثالna وnb همواره مثبت باشند وn

n n

a
lim L

b
 86(مكانيك ـ سراسري   است؟ نادرستهاي زير يك از گزاره. كدام(  

Lاگر )1   و سريn
n

b





1
nسري گاهآن ،واگرا باشد 

n

a





1
Lاگر )2  نيز واگراست.    و سريn

n

b





1
nسري گاهآن ،واگرا باشد 

n

a





1
  نيز واگراست. 

Lاگر )3   و سريn
n

b





1
nسري گاهآنهمگرا باشد،  

n

a





1
Lاگر )4  نيز همگراست.    و سريn

n

b





1
nسري گاهآنهمگرا باشد،  

n

a





1
 نيز همگراست. 

 :دانيم كه اگربا توجه به آزمون مقايسه حدي مي  »1«گزينه  پاسخna وnb هايي با جملات نامنفي باشند وسريn

n n

a
lim L

b
  باشد اگـرL   

  هم همگراست.  na،همگرا باشد nbباشد و
Lاگر   باشد وnb واگرا باشد،na  .هم واگراست  
Lاگر   وL   گاهآن ،دباشna وnb باشند. يا هر دو همگرا هستند يا هر دو واگرا مي  

  باشد و پاسخ تست است. غلط مي 1با توجه به مطالب فوق واضح است كه گزينه 
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 مجموع سري: 14مثال
n

sin
n






1

  )88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 

1(   2(  3  3( 
3 2  4( 3  

 :وقتي  »1«گزينه   پاسخsin , n
n n

 
 و چون سري

n n






1

(سري همساز واگراسـت) پـس سـري   واگراست  
n

sin
n






1

نيـز طبـق آزمـون مقايسـه حـدي       

  .واگراست
 

 هايسري: 15مثال
n nLnn(Ln(Lnn))






3

و 1
n nLnn(Ln(Lnn))




 2

3

  )88(رياضي ـ آزاد   اند؟به ترتيب چگونه 1

  ) همگرا ـ واگرا4  ) همگرا ـ همگرا3  همگرا) واگرا ـ 2  ) واگرا ـ واگرا1
 :دانيم سري به فرم زير با فرضبر طبق نكته مي  »2«گزينه    پاسخP 1 همگرا و با فرضP 1 .واگراست  

P
n nLnn[Ln(Lnn)]






3

1  

    بنابراين سري اول، واگرا و سري دوم، همگراست.
 

 هاي زير در مورد همگرايي يا واگرايي سرييك از گزينهكدام: 16مثالkn

n

e







1
  )89(پزشكي ـ آزاد   ، صحيح است؟k، به ازاي مقادير مختلف

k) به ازاي1  همگرا و به ازاي ،k  .به ازاي2  ، واگراست (k  همگرا و به ازاي ،k  .واگراست ،  
k) به ازاي3 1همگرا و به ازاي ،k 1.به ازاي4  ، واگراست (k 1همگرا و به ازاي ،k 1.واگراست ،  

 :اگر  »2«گزينه   پاسخk   باشد، آن وقتk

n
lim n


   و در نتيجهkn

n
lim e e


 1ي عمومي سري مخالف صفر است، ، اين يعني حد جمله

هـاي  كنيم و تمام حواسمان را به فرق بـين گزينـه  ) خداحافظي مي4) و (1هاي (زم براي همگرايي را ندارد. پس تا اين جا با گزينهپس در اين حالت سري شرط لا
) را بررسي كنيم، چون اگر قرار باشد 2با هم اختلاف دارند. بهتر است گزينه ( kدهيم. كه البته فرق چنداني ندارند، فقط در يك واحد براي) اختصاص مي3) و (2(

k ) را نتيجه بگيريم (وضعيت سـري بـراي  2توانيم از آن شرايط همگرايي گزينه () را بررسي كنيم، نمي3شرايط همگرايي گزينه ( 1     بايـد جداگانـه بررسـي

kبراي .شود)  ايي را دارد. يعني، سري شرط لازم براي همگرkn

n
lim e


 تـوانيم از آزمـون   كه سري همگراست يا واگرا، مـي ، اما براي مشخص شدن اين

مقايسه كمك بگيريم: سري
n

 3
  گيريم:را به عنوان سري مقايسه در نظر مي1

  
k

k

n

nn n

e n
lim lim

e
n



 


3

3
1 k{n·¼º I¤  

چون سري
n

 3
  ) صحيح است.2، همگراست، بنابراين سري داده شده نيز همگراست، پس گزينه (1
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  هاي متناوب، همگرايي مطلق و مشروطسري :7درسنامه
  

 

 سري  :1مثال
n

cos(n )

(n )Ln(n )






 

1 1   از نظر همگرايي كدام شرايط را دارد؟ 1

  هاي زوج همگراست.n) به ازاي4  هاي فرد همگراست.n) به ازاي3  ) همگراي مطلق است.2  ) همگراي مشروط است.1

 :دانــيممــي»  1«گزينــه   پاســخncos n ( )  1 ســري متنــاوب اســت. اگــر قــرار دهــيمايــن ، پــسna
(n )Ln(n )


 

1
1 ، در ايــن صــورت ســري 1

n
n

n

| ( ) a |





1
صورتبه 1

n (n )Ln(n )



  
1

1
1 سري همانآيد كه در مي 1

n nLnn






2

nمتناوب است و بنابراين واگراست. ولي سري 1
n

n

( ) a





1
همگراست،  1

naيعني آن زيرا جمله عمومي
(n )Ln(n )


 

1
1   همگرايي مشروط دارد. ،سري اين پسبه وضوح نزولي و همگرا به صفر است.  1

يادآوري:   
P

n

P

PnLn n






  


2

11
1 . همگرا 

 واگرا
  

 

 اگر  :2مثال
n

sin(n )
S

Ln(Lnn)





 
 1

1

1
2


و 

n

cos(n )
S

n








2
1

1
2 3
   ،يك از جملات زير صحيح است؟كدام گاهآنباشند  

1 (S1 وS2 .2  هر دو همگراي مشروط هستند (S1 همگراي مشروط وS2 .همگراي مطلق است  
3 (S2 همگراي مشروط وS1 .4  همگراي مطلق است (S1 وS2 .هر دو همگراي مطلق هستند  

 :ستند و حد جمله عمومي هر دو برابر صفر است.هر دو سري متناوب ه»  1«گزينه   پاسخ  
n n
lim , lim

n Ln(Lnn) 
 


1 1

2 3
     

باشند. ولي سريپس هر دو سري همگرا مي ،ها برقرار استو شرط نزولي بودن نيز براي آن
n Ln(Lnn)






1

1


 زيـرا جملـه عمـومي سـري يعنـي      ،باشـد واگـرا مـي   

Ln(Lnn)

از 1
n

بزرگتر است و چون سري 1
n

  نظر نيز طبق آزمون مقايسه واگراست. همچنين واضح است كه سـري  پس سري مورد ،واگراست 1
n  1

2 3 

~نيز واگراست زيرا 
n n 1 1

2 3  و سري 2
n 1

  هر دو همگراي مشروط هستند. S2و S1شودراست. از بحث بالا نتيجه ميواگ 2

  

 اگر   : 3مثال
n

n

( )
S

(Lnn)






 1 2

2

و 1
n

n

( )
S

Ln(n )

 







1

2
1

1
  درست است؟ S2و S1كدام گزينه در مورد وضعيت همگرايي گاهآن 1

1 (S1 همگراي مطلق وS2 .2  همگراي مشروط است (S1 وS2 .هر دو همگراي مشروط هستند  
3 (S1 وS2 .4  هر دو همگراي مطلق هستند (S1 همگراي مشروط وS2 .همگراي مطلق است  

 :هايهاي متناوب، سريبا توجه به آزمون همگرايي براي سري  »2«گزينه  پاسخS1 وS2 هايهر دو همگرا هستند زيرا دنباله
(Lnn)2

و 1
Ln(n )

1
هـر   1

ها را بررسي كنيم. سريدو نزولي و همگرا به صفر هستند. حالا بايد همگرايي مطلق آن
n (Lnn)




 2

2

  كنيم:شي بررسي ميوكتراكم ي را با استفاده از قضيه 1

n n
n

n
n n n n(Lnn) (Ln ) (nLn ) (Ln ) n


   

   
     2 2 2 2 2

2 2 2 1

1 1 2 1 22
2 2 2

  

اين سري به وضوح واگراست، زيرا سرعت رشد صـورت از مخـرج بيشـتر بـوده و    
n

n
lim

n
 2

 فقـط همگـراي مشـروط اسـت. حـالا سـري       S1اسـت. بنـابراين   2

n Ln(n )



 
1

1
Ln(nهاي بزرگnبگيريد. برايرا در نظر  1 ) Ln(n)1  حدود سري استفاده كنيم:» لغزاندن«ارزي، از خاصيت توانيم به جاي اين همالبته مي 

n nLn(n ) Lnn

 

 


 
1 2

1 1
  شي، واگرا بودن اين سري هم واضح است:وكتراكم ي حالا طبق قضيه 1

n n

n
n n nLnn Ln nLn( )

  

  
  

2 2 2

1 2 1 2
22

  

باز هم
n

n
lim

n
 

  هر دو همگراي مشروط هستند. S2و S1كهيعني شرط لازم براي همگرايي برقرار نيست. خلاصه آن 2
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 سري :4مثال
p

n

sin(n )

n






1

p)همگراست؟ و pزاي كدام مقاديربه ا،  )    

p) به ازاي  2و هر مقدار دلخواه براي p) به ازاي تمام مقادير مثبت1 1 مقدار دلخواه براي و هر  
) به ازاي3   ياp 1  4به ازاي (p 1 و هر مقدار دلخواه براي  
  :اگر » 1«گزينه  پاسخ ضربم باشد، در اين صورتsin(n )    برابر صفر است و بنابراين سري همگرا به صـفر اسـت. اگـر مضـرب    نباشـد، نشـان

هاي جزئيي مجموعدنبالهدهيم مي
n

n
k

S sin(k )


 
1

sinكراندار است. بدين منظور آن را در 
2 هاي تبديل ضرب بـه جمـع   ضرب و تقسيم كرده و از فرمول 2

  كنيم: استفاده مي
n n

k k

S sin sin(k ) cos(k ) cos(k )
sin sin 

              
 

1 1

1 12 2 2 22 22 2

   

S cos cos(n )
sin sin sin

            
2

1 2 1
2 22 22 2 2

ÂQ¼§v ± UÁow

j¼{Â¶ oMHoM oX¨Hke

   

بنابراين مجموع جزئي
n

k

sin(k )



1

nهكراندار است و چون دنبال  p
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است) سري داده شده شرط لازم براي همگرايي را ندارد لذا واگر2در گزينه (
n

n
( lim sin sin( ))

n




2

2
1 1  
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  :هاي جزئي را تـا ي مجموعهاي متناوب همگرا، اگر دنبالهدر سري  »4«گزينه    پاسخn    جملـه بنويسـيم يعنـيn
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 اگر :7مثالA سري     
1 1 1 1 1 1
2 3 4 9 8 27  وB سري   

1 1 11 2 3 4  دو  سري صحيح است؟ن كدام گزينه در مورد اي ،باشند  
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 :دهيم:ها را مورد بررسي قرار ميتك گزينهتك  »2«گزينه   پاسخ  
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 هاي زير در مورديك از گزارهكدام :10مثالn
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  )86(مديريت نساجي ـ سراسري   چگونه است؟ 

1 (A همگراي مشروط وB 2  ست.واگرا (A همگراي مطلق وB .واگراست  
3 (A همگراي مشروط وB .4  همگراي مطلق است (A واگرا وB .همگراي مطلق است 

 :سري  »1«گزينه   پاسخA يك سري متناوب است، ابتدا توجه كنيدna
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جا شـرط همگرايـي را دارد.   نزولي و همگرا به صفر است، پس تا اين 1

كنيم. چون سري قدرمطلق آن يعنيالا نوع اين همگرايي را مشخص ميح
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لكـه همگـراي مشـروط    واگراست، پس اين سري همگراي مطلق نيست، ب 1

  است.
  داريم: ارزي استرلينگ و استفاده از آزمون ريشهتوجه كنيد كه با توجه به هم Bدر مورد سري
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1 nباشد، در اين صورت سري 12
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1   )86سيستم ـ آزاد صنايع ـ (  چه وضعي دارد؟ 1

  دارد. na) همگرايي آن بستگي به مقادير خاص2    ) واگراست.1
    يي مطلق دارد.) همگرا4  ) همگراي مشروط است.3
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  نيز همگراست. 

ي همگرايي مطلـق در گزينـه   دهد و در واقع واژه، همواره جملاتش مثبت است، همگرايي سري، همگرايي مطلق را نيز نتيجه ميSدقت كنيد چون سريوضيح: ت
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 87ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام سري واگراست؟ :13مثال(  

1 (
Ln Ln Ln Ln

   
1 1 1 1

2 3 4 5   2 (
Ln Ln


1 1

2 2 3 3  

3 (         
1 1 1 1 1 1 1 1 11 4 9 16 25 36 49 64 81 1 


  4 (

(Ln ) (Ln ) (Ln )
  2 2 2

1 1 1
2 2 3 3 4 4
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  ست. همگرا1

گزينه دوم: به طور كلي سري
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pبه ازاي 1 1 همگرا و به ازايp 1 .واگراست  
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  همگراي مطلق است.  3لذا سري داده شده در گزينه  ،همگراست 1

گزينه چهارم: به طور كلي سري
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 هاي زير در مورد سريكداميك از گزينه :14مثالn
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1   )88(رياضي ـ سراسري   باشد؟ صحيح مي 11

  سري همگراي مشروط است.  )4  است.  به سري واگرا )3  سري همگراي مطلق است.  )2  است.  سري واگرا به )1
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گيـريم  نتيجـه مـي   گفته شـده، باشد. پس از بحث واگرا مي1

  سري موردنظر همگراي مشروط است. 
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  .نيز همگراست 2
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  در نظر گرفت، طبق آزمون لايب نيتز اين سري همگراست. 1
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ارز) هـم 4داده شده در گزينـه (  سري .ها همگرا هستندهاي آنبرابر با صفر و هر دو جمله نزولي هستند، لذا سري
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اسـت و چـون سـري    

n
n






12
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  ) هم همگرا است.4(است، لذا سري داده شده در گزينه هندسي و همگر
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 سري :17مثال
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2
  )90مواد ـ سراسري (  

  ) همگراي مشروط است.2  ) همگراي مطلق است.1
 . نيست) واگرا است زيرا حد جمله عمومي آن صفر 4  ) همگرا است زيرا حد جمله عمومي آن صفر است.3

 :براي تشخيص رفتار سري متناوب  »1«گزينه   پاسخn
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  همگرا و لذا سري متناوب فوق نيز همگراي مطلق است.

  
 كدام گزينه در مورد سري :18مثال
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  )90كامپيوتر ـ سراسري  (علوم  صحيح است؟
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1 سري همگراي مطلق نيست. حالا بايـد شـرايط همگرايـي مشـروط را بررسـي       واگراست، پس 1

naي عمومي يعنيكنيم؛ ابتدا توجه كنيد كه جمله
Lnn


  ، نزولي و همگرا به صفر است و چون سري متناوب است، پس سري همگرايي مشروط دارد.1
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  هاي توانيي همگرايي سريي شعاع و فاصله، محاسبههاي توانيتعريف سري :8درسنامه
 

 سري همگراييفاصله   :1مثال
n

n
n

n!x

n






1
    كدام است؟ 

1 (( , )1  2 (( , )1 1  3 (( ,e)   4 (( e ,e)  

  : ارزي استرلينگ داريمآوريم. طبق هم دستبهابتدا لازم است شعاع همگرايي را   »4«گزينه پاسخn n
n!

e
:  

n
nn n

n
n! elim lim R e | x | e e x e

R n en 
          

1 1  
 

 شعاع همگرايي سري  :2مثالn

n

( n)!
z

(n!)




 2

2


    ا:          برابر است ب 

1 (2  2 (1
2  3 (1

4  4 (4  

  : كنيم:براي تمرين بيشتر، شعاع همگرايي اين سري را با توجه به هر دو فرمول حساب مي  »3«گزينه پاسخ  
  روش اول:

R 
1
4

n

n n n n nn

( n )!

a (n!) ( n )! (n!) ( n )( n )( n)! ( n )( n )((n )!)
lim | | lim lim lim lim

( n)!R a ( n)!((n )!) ( n)!(n ) (n!) (n )
(n!)


    



    
      

   

2 22
1

2 2 2 2
2

2 2
1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 11 42 2 1 2 1 1

  

                    م:روش دو
n

nnn
n

n n n nn

n n
( ) ( )( n)! e elim | a | lim lim lim R

n nR (n!) ( ) ( )
e e

   
      

2 2

2 2 2

2 2
1 2 14 4  

nهرگاهتوجه:   ارزي استرلينگ داريم:با استفاده از همkkn
(kn b)! ( )

e
 .  

 

 شعاع همگرايي سري  :3مثالn

n

( n )
x

n!





    
1

1 3 5 2 1 كدام است؟  

1 (1
2  2 (1

4  3 (2  4 (1  

 :خواهيم داشت: ،ايمها گفتهبا استفاده از روابطي كه در مورد اين دنباله»  1«گزينه   پاسخ  
n

n n

( n)!
( n ) ( n)!n!a

n! n! (n!)

    
   2

2
1 3 5 2 1 22

2
  

n  را حساب كنيم: naاُمnيكنيم تا حد ريشهده مياارزي استرلينگ استفحالا از هم nn nn n n

n
( )( n)! elim a lim lim R

n(n!) ( )
e

  
    

2

2 2

2
2 12 22 2

  

  

 بازه همگرايي سري  : 4مثال
n

n

n

e
( x)

n




 3

1
  كدام است؟ 4

1 (( , )
e e

  
1 14 4  2 ([ , )

e e
  

1 14 4  3 (( , ]
e e

 
1 14 4  4 ([ , ]

e e
 

1 14 4  

 :آوريم:مي دستبهابتدا شعاع همگرايي سري تواني را »  4«گزينه   پاسخ  
n

n n
n

n n

e
lim | a | lim e R | x | x x

R e e e e e en 


                3

1 1 1 1 1 1 14 4 4 4  

همگرا   كنيم.بررسي مي نيز همگرايي سري را در نقاط انتهايي بازه
n

n

( )
x

e n






    3

1

1 و         همگرا          14
n

x
e n




    3

1

1 14  

]پس سري در فاصله , ]
e e

 
1 14   همگراست. 4
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 بازه همگرايي سري  : 5مثال
n

n
n

( x )

n






1

4   ، برابر كدام گزينه است؟ 1
1 (( , )   2 (( , )  3 ([ , ]1 1  4 (( , )1 1  
 :آوريم:به دست ميابتدا شعاع همگرايي را »  1«گزينه   پاسخ  

n nn

n nn n n

nlim lim lim R | x | x x
R nn  
                     

1
1 1 1 4 1 4 11   

 

 دامنه تابع  :6مثال
n

n
n

(x )
f (x)

Ln(n )











1

2
2 1

  )90(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 

1(( , ]5  2([ , )4  3([ , ]4  4([ , ]2 2  
 :به راحتي مشخص است  »2«گزينه   پاسخx  متقـارن   2 هـا نسـبت بـه   هاي آنهايي جواب هستند كه بازهباشد. بنابراين گزينه، مركز بازه همگرايي مي2

) صحيح است. تفاوت اين دو گزينه در اين اسـت  3) يا (2هاي (دانيم يكي از گزينهجا ميكنيم و تا اين) خداحافظي مي4) و (1هاي (ن با گزينهالآ باشد، پس همين
x) اصرار دارد؛3كه گزينه (  ؛ شـرايط همگرايـي سـري    كـافي اسـت  ت با ايـن حـرف مخـالف اسـت! بنـابراين      ) به شد2ي همگرايي قرار دارد و گزينه (در بازه 4

xدر    را بررسي كنيم: 4
n

n
n n

( )
x f ( )

Ln(n )Ln(n )

 

 
   


 

1 1

2 14 4 12 1
  

nدانيممي .گيريمبراي بررسي همگرايي اين سري، از آزمون مقايسه كمك مي Ln(n )  1 ، بنابراين1
n Ln(n )


 
1 1

1 1.  

كه دانيمـ سري ميPاز طرفي با توجه به مطالب
n n



 
1

1
واگراست، پس سري  1

n Ln(n )



 
1

1
xينيز واگرا بوده و در نتيجـه نقطـه   1  جـزء دامنـه سـري     4

  كرد!!) بيخود اصرار مي3) بود و گزينه (2زينه (، معلوم شد؛ حق با جناب گباشدنمي
 

 بازه همگرايي سري  :7مثال
n

n

(x )

n






1

  )87(آزمون دكتراي دانشگاه صنعتي شريف ـ سال   كدام است؟ 3
1( ( , )1 3  2( ( , )2 4  3( [ , )2 4  4( [ , )1 3  

 :ينقطـه  كه با نگاهي ساده و گذرا معلوم است  »3«گزينه   پاسخx    كنـيم!  ) را مـرخص مـي  4) و (1هـاي ( ، مركـز بـازه همگرايـي اسـت. پـس گزينـه      3
xها نسبت بهي آن(چون بازه    ) بر سر چيست؟3) و (2هاي (متقارن نيست) خبُ حالا ببينيم؛ دعواي گزينه 3

x) دوست دارد، عدد3گزينه (  تر است، شما چي فكر كند، ولي به هر حال نظر من و شما مهم) مخالفت مي2ي همگرايي حساب شود، اما گزينه (نيز جزو بازه 2

  گويد:) درست مي3گزينه (كنيم كنيد!؟ فرض ميمي
n n

n n

( ) ( )

n n

 

 

 
  

1 1

2 3 xحاصل سري1  2  

naدر سري فوق
n


nو چون 1 n| a | | a | 1 وn

n
lim a


 كـرد و  مـي ) اشـتباه  2هاي متناوب، سري همگراست. پـس گزينـه (  ، بنابراين طبق مطالب سري
  گفت!) درست مي3گزينه (

 

 ي همگرايي سريبازه  :8مثال
n n

n

( ) x

n






 3

1
  )85(رياضي ـ سراسري   كدام گزينه است؟ 

1 (( , )
1 1
3 3  2 ([ , )

1 1
3 3  3 (( , ]

1 1
3 3  4 ([ , ]

1 1
3 3  

 :ها، كافي است بدانيم سري در نقاطبا توجه به گزينه » 3«گزينه   پاسخx  
1
xو 3 

1
  چه وضعي دارد. 3

n n
n n

n n n

( ) ( ) ( ) ( )

n n n

  

  

   
  

  
  

13 3 3 13
1 1 1  

xحاصل سري   
1
3   

)اين سري واگراست كه واضح است» ـ سريP«با توجه به مطالب  ~ )
n

n
 1

2

1 1
1

.  

n n
n n n

n n n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n n

  

  

  
  

  
  

13 3 3 13
1 1 1  

xحاصل سري  
1
3  

يدنباله ؛متناوب استاين سري 
n 
1

1
و بوده نزولي 

n
lim

n



1

1
 3سري همگراست. پس گزينـه ( » هاي متناوبسري«مطالب ، بنابراين بر طبق است (

  صحيح است.
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 به ازاي چه مقاديري از   : 9مثالx سري
n n

n

( ) x

( n )!

  





1 2 1

1

1
2   همگراست؟ 1

1 (x     2 (x  1 1  3 (x 1  4 (x 1 3  

  : ابتدا شعاع همگرايي اين سري » 1«گزينه پاسخ
n n

n

( ) x

( n )!








1

1

1
2   كنيم:آوريم و در نهايت جذر آن را حساب ميمي دستبهرا  1

n
n

nn n n n nn

a ( ) ( n )! ( n )! ( n )!
lim | | lim | | lim lim lim

R a ( n )! ( n )! ( n )!( n )( n)( ) n n


    

   
      

    
1

1 2
1 1 2 1 2 1 2 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 21 4 2
   

R x
R
       

1   
xآن نيز همان آمده، جذر دستبهبا توجه به شعاع همگرايي     شود.در نظر گرفته مي  

  

 شعاع همگرايي سري  : 10مثالn n n

n

[ ( ) ] x



  3 1


  كدام است؟ 

1 (1
4  2 (4  3 (2  4 (1

2  

 :به اين كه تواني ازبا توجه   »1«گزينه   پاسخn ،كنيم:بنابراين از آزمون ريشه استفاده مي داريم  

n n nnn
n

n n n

; n
Rlim | a | lim | [ ( ) ] | lim ( ( ) )

R R
; n

R
  

          
 


1 41 13 1 3 1 1 2

k{IMZ»p o¬H

k{IMjo  o¬H
    

، كوچكترين مقدار باشد، بايد حالت اول را در نظر بگيريم، پسRبراي اين كه
R


1 Rت ديگرو به عبار 4 
1
  است. 4

 

 در مورد سري :11مثالn

n

x
(n ) ( )

x






 21 2
   ، كدام گزينه صحيح است؟

x) به ازاي1  1 به طور مطلق همگرا و به ازايx  1 .به ازاي2  واگراست (x  1 به طور مطلق همگرا و به ازايx  1 .واگراست  
x) به ازاي3  1 واگرا و به ازايx  1 .به ازاي4  همگراي مطلق است (x  1 به ازاي او اگرx  1 .همگراي مطلق است  

 :دهيمكنيم. قرار مياز آزمون ريشه استفاده مي»  2«گزينه   پاسخn
n

x
f (x) (n ) ( )

x
 


21   :داريم ، در اين صورت2

n nn
n n

x x x
lim (n ) ( ) lim (n ) | | | |

x x x 
   

  
2 2

1
1 12 2 2  

    باشد، يعني داريم: 1براي همگرايي طبق آزمون ريشه لازم است حاصل حد فوق كوچكتر از 
x x

| | x
x x x x x x


                       

     
2 2 2 11 1 1 1 1 1 2 2 1 12 2 2 2 2 2    

xيعني سري به ازاي  1 همگرا و در نتيجه به ازايx  1 .واگراست  
 

  

 سري  :12مثال
n

n
n

(x )




2

1

3
4

  همگراست؟  xبه ازاي چه مقاديري از 

1( x  4 4  2 (x  1 7  3 (x  1 1  4 (x 1  

 :كنيم:از آزمون ريشه استفاده مي » 3«گزينه  پاسخ  
n

n n
n nn n

(x ) x
lim | f (x) | lim x x x
 

 
          

2 2
2 23 3 1 3 4 1 1 144

  
 

 سري  :13مثال
n

x
n

x

n






1
  باشد؟ همگرا مي xبه ازاي چه مقاديري از 

1 (x 1  2 (x  1 1  3 (x    4 (x 1  

 :كنيم:از آزمون ريشه استفاده مي»  2«گزينه   پاسخ  
n

n n
n x n xn n n

x | x |
lim | f (x) | lim lim | x | x

n n  
      1 1 1  

nكهايندر محاسبه حد فوق از توضيح:  x

n
lim n


1.استفاده كرديم  
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 سري  :14مثال
n!

n
n

x




1 2
  همگراست؟  xبه ازاي كدام مقادير 

1 (x  1 1  2 (x  1 1  3 (x 1  4 (x    

 :كنيم:از آزمون ريشه (كوشي)، استفاده مي»  2«گزينه   پاسخ  
n! (n )!

n n
n nn n n

x x
lim | f (x) | lim lim



  
 

1

22
  

|حد فوق كمتر از يك باشد، لازم است كهاينبراي  x |1 باشد، يعني به ازايx  1   سري همگراست.1
 

 مجموعه همگرايي سري  :15مثالS x x x   4 4 9 93 3 3   كدام است؟    

1 ({x :| x | }
2
3  2 ({x :| x | }

2
3  3 ({x :| x | }

1
3  4 ({x :| x | }

1
3  

 :صورتبهي سري واضح است فرم بسته»  4«گزينه   پاسخn n

n

x





2 2

1
  هاي تابعي استفاده كنيم:، لازم است از آزمون ريشه براي سريxاست. با توجه به توان 3

n n n n n n

n n n

; | x |

lim | x | lim | x | lim ( | x |) ; | x |

; | x |

  

 

   


 

2 2

1
3
13 3 3 1 3
1
3



  

|ي همگراييدير كوچكتر از يك، يعني (صفر) همگراست بنابراين بازهسري فقط براي مقا x |
1
  است. اما نقاط مرزي بايد بررسي شود: 3

nسري واگراست n n

n n

x S ( ) ( )
 

 
        

2 2 2

1 1

1 13 13 n،      سري واگراست      3 n

n n

x S ( )
 

 
     

2 2

1 1

1 13 13 3  

  

 سري :16مثالx x x x
S      

2 3 4
2 2 2 21 2 3 4

 يدر فاصلهx  1     )76(مكانيك ـ آزاد   چه وضعيتي دارد؟ 1

x) به جز3  .) همگراست2  .) واگراست1 1 به جز4  .همگراست (x  1 .همگراست  

  : ي را به شكلي سرابتدا فرم بسته  »2«گزينه   پاسخ
n

n

n

x
S ( ) ( )

n





  1

2
1

  كنيم:نويسيم. حالا به راحتي شعاع همگرايي را تعيين ميمي 1

n
n n

n nn n n

( )
lim | a | lim | | lim R

R n n



  


     

1

2 2
1 1 1 1 1  

|ي همگراييبنابراين بازه x |1 باشد و لازم است نقاطميx  1 وx 1 اگانه بررسي شوند:جد  

  هاي متناوب همگراست.اين سري با توجه به مطالب سري
n n

n

n n

( ) ( )
x S ( ) [ ]

n n

 


 


     

1
1

2 2
1 1

1 11 1  

  سري همگراست. Pاين سري با توجه به مطالب
n

n

n n

( )
x S ( ) [ ]

n n

 


 


       1

2 2
1 1

1 11 1  

  

 يشعاع همگرايي سري توان :17مثالn
n

n

x




 2

2 1
1

3
  )78(مكانيك ـ سراسري        كدام است؟ 

1(3
3  2(3  3(1

3  4 (3  

  : نويسيم:رو ميهابتدا سري داده شده را به شكل روب  »4«گزينه پاسخ  n n
n n

n n

x x
 


 




 2 2
2 1
1 1

3 9 3 
  

nبه اين كه: با توجه

n n

a
R lim | |

a 


1
  در نتيجه داريم: 

n

n
n

R lim | |




 

1

1
9 3 91

9 3

  

  باشد.مي 3يعني  9) شعاع همگرايي سري موردنظرxبراي n2بنابر نكته متن درسنامه (توان
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 شعاع همگرايي سري :18مثالn n

n

n
( ) z
n



 
2

1   )79(عمران ـ سراسري          چقدر است؟     1

1 (1  2 (e  3(
e

1  4(e  

  : دست آوردن شعاع همگرايي سري داده شده از فرمولبراي به  »2«گزينه پاسخn
n

n
lim | a |

R 


    كنيم پس داريم:استفاده مي 1

n nn
n n

n n
lim ( ) lim ( )

R n n


 
  

 

21 11 1  

g(x)براي رفع ابهام

x a
lim f (x) 


1 كنيم:صورت زير عمل ميبه  

x a n n

n
lim (f (x) )g(x) lim ( )n lim ( )n

g(x) n n n

x a n

n
lim f (x) e lim ( ) e e e R e

R n e
  


 

  
 

          


11 1 111 11 11  
 

 همگرايي سريبازه  :19مثال
n

n
n

( x)

(n )










1

5 2
3 1

  )79(آبياري و زهكشي ـ آزاد   دام است؟، ك

1 (x 1 4  2 (x 2 5  3 (x 3 6  4 (x 1 4  
  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، با » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه پاسخ

  شود.وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

n  كنيم:ابتدا شعاع همگرايي را حساب مي nnn nn n n
lim | u | lim lim R

R n(n )  
       



1 1 1 1 1 11 33 1 3 33 1
  

ــه صــورت   ــي ب ــازه همگراي ــابراين ب xبن   3 5 2 ــا 3 xو ي 1 ــي 4 ــرز  م ــاط روي م ــه نق ــد ك ــراي  باش ــثلاً ب ــوند. م ــه بررســي ش ــد جداگان xباي 1  ــه ب

سري
n

n
n n

( )

n(n )

 

 

 



 

1 1

5 2 1 1
13 1

xدانيم واگراست. يعنيرسيم كه ميمي  1   ) جـواب اسـت. بررسـي همگرايـي     4جزء بازه همگرايي نيست و اين يعنـي گزينـه (

xدر    ها، نياز نيست.ا به عنوان تمرين انجام دهيد، هرچند در پاسخ به سؤال با توجه به گزينهر 4
  

 بازه همگرايي سري تواني :20مثال
n

n

(x )

n(Lnn)





 2
1

  )80ـ سراسري  معدن(                 برابر است با:          2
1 ([ , ]1 3  2 ([ , ]1 3  3 (( , )1 1  4 ([ , ]1 1  
  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، با » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه پاسخ

  شود.ارائه مي وجود اين، حل تشريحي نيز
  آوريم:دست ميصورت زير بههمگرايي ابتدا شعاع همگرايي را به يهدست آوردن بازبراي به

n

n n nn

a (n )(Ln(n ))n(Lnn)
R lim | | lim | | lim | x | x x

a n(Lnn)
(n )(Ln(n ))

  

 
              

 

22
21

2

1
1 1 1 2 1 1 2 1 1 31

1 1

  

xدر نقاط روي مرز يعني 1 وx    توان تحقيق كرد كه سري همگراست.مي 3
 

 مقدار : 21مثالx را طوري پيدا كنيد كه سري
n n

n
n

n

x
( )

n





 1

1

21
3

  )81(عمران ـ آزاد                 همگرا باشد.  

1 (x  
3 3
2 2  2 (x 1 3  3 (x  

3 3
2 2  4 (x 1 3  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، با » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «اين سؤال در كتاب  به  »3«گزينه پاسخ
  شود.وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

  شود:شعاع همگرايي به صورت زير حساب مي
n

n n
n nn n n

lim | a | lim lim R
R nn  
     

1 2 2 1 2 3
3 3 23

  

xبنابراين بازه همگرايي به صورت  
3 3
2 xقطعي است و نقاط روي مرز بايد جداگانه حساب شوند، دقت كنيد كه به ازاي 2  

3
به سري 2

n

 رسيم مي 1
  ) جواب است.3ي (كه واگراست، پس گزينه
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 يبازه همگرايي سري توان: 22مثال
n

n
n

(x )

(n )








 3

1 2
  )81(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       كدام است؟ 

1 ([ , )2 5  2 (( , ]1 5  3 ([ , )1 5  4 (( , ]2 5  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، با » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »3«گزينه پاسخ
   داريم:بنابراين كنيم، همگرايي را محاسبه مي يهآوريم و پس از آن بازدست ميابتدا شعاع همگرايي را بهشود. وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

n nn
n

n nn n n nn
n

a (n ) n(n )
R lim | | lim lim ~ lim

a (n ) n
(n )

 

   



   




1 1

1
1

1
2 2 21 2 21 1 2 2

2 2

  

| x | x x         3 2 2 3 2 1 5  
xهمچنين به ازاي  xسري واگرا و به ازاي 5  ]سري همگراست، پس 2 , )1   باشد.همگرايي مي يهباز 5

  

 صورتبههمگرايي سري تواني  شعاع :23مثالn n

n

( ) z
n






2

1

  )83(عمران ـ سراسري          برابر چيست؟   11

1(e1  2( 1  3(e  4صفر (  

  : 3«گزينه  پاسخ«              nn
n

n n
lim | a | lim ( ) R e

R n e 
     

1 1 11  
 

 همگرايي يهباز :24مثال
n

n

n

( )
x

( n )!







 2 11

2 1
   )83(علوم كامپيوتر ـ سراسري                برابر است با:        

1 ({ }  2 ([ , ]1 1  3 (( , )1 1  4 (( , )   

  4«گزينه :  پاسخ«               n

n n nn

a ( n )!( n )!
R lim | | lim lim

a ( n )!
( n )!

  


    




1

1
2 32 1

1 2 1
2 3

  

)پس بازه همگرايي , )  و شعاع همگرايي سري به دليل وجود باشدميnx 2   است. است كه باز هم R، برابر با1

  
 همگرايي سري يهفاصل :25مثال

n

n

(sin x)

n






1
  )83(آمار ـ سراسري              كدام است؟        

1 (( , )
 

 2 2  2 (( , ]
 

 2 2  3 ([ , )
 

 2 2  4 ([ , ]
 

 2 2  

  : كنيم.آزمون نسبت استفاده مي از  »3« گزينه  پاسخ  

  

n

nn n

(sin x)
n sin xnlim lim | | | sin x |
n(sin x)

n



 
  



1

1
1  

|كه سري همگرا باشد، لازم استبراي اين sin x |1 و بنابراينx
 

  2 xباشد و در نقطه مرزي 2


 سري به 2
n

 شود كـه واگراسـت و در   يتبديل م 1

xنقطه مرزي


 سري به 2
n( )

n

   شود كه همگراست.تبديل مي 1
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 بازه همگرايي سري :26مثال
n

n n
n

x
, a b

a b




 




1
 84(مكانيك ـ سراسري            كدام است؟(  

1 (( a ,a)  2 ([ a ,a)  3 (( b , b)  4 ([ b ,b)  

  : با توجه به قوانين رشد داريم:  »1«گزينه  پاسخ     
n nn n

n
n nn n nn

n n

a a ba bR lim | | lim lim a
a a b

a b

 

  
 

   




1 1

1
1 1

1

1  

| x | a a x a      

xبه ازاي a وx a  صورتسري به ترتيب به
n

n n

a

a b
و

n

n n

( a)

a b




باشند، زيرا شرط لازم براي همگرايي را ندارندآيد كه هر دو سري واگرا ميدر مي.  

حد موجود نيست
n n

n
n n n nn n n

a ( a)
lim , lim lim ( )

a b a b  


   

 
1 1  

 

 در سري :27مثالn

n

x
n!( )

n






1
  )84ـ سراسري  MBA(       ، فاصله همگرايي كدام است؟     

1 (  2 (  3 (( e ,e)  4 (( e , )   

 : 3«گزينه    پاسخ«                 
n

nn n nn n n nn n n n

n
( )n! elim | a | lim lim lim

R en n e   
    

1 1 1  

nnارزي(در محاسبات فوق از هم
n! ~ ( )

e
)     .ايم)استفاده كرده  e ,e)  فاصله همگراييR e

R e
   

1 1  

  
 همگرايي سري يهباز :28مثالn

n n

lim (x )
(Lnn)



 
 2

2

1    )84(علوم كامپيوتر ـ سراسري               ؟كدام است 1
1 (( , )2  2 (( , )1 1  3 ([ , )2  4 ([ , ]1 1  
 : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «اين سؤال در كتاب  به  »3«گزينه     پاسخ

  شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

n

n n nn

a (Lnn)(Ln(n ))
lim | | lim lim R | x | x

R a (Ln(n ))
(Lnn)


  

           


22
1

2
2

1
1 1 1 1 1 1 21 1

  

xدر نقطه مرزي  صورت، سري به
n( )

(Lnn)

 2
xآيد كه همگراست و دردر مي 1  صورت، سري به2

(Lnn)
 2

  .آيد كه واگراستدر مي 1

  

 هاي زير در مورد بازه همگرايي سرييك از گزينهكدام :29مثالn!

n

S x



 

1
  )84ـ سراسري  تيمعماري كش(  صحيح است؟   

)) بازه همگرايي سري فوق بازه1 , )11 .بازه همگرايي سري فوق بازه 2  است (( , )1 .است  
x)، سري واگراست. x) به ازاي همه مقادير3 )   4به ازاي همه مقادير (x .سري همگراست ،(x )   
 : ي عمومي سري بهتر است از آزمون ريشه استفاده كنيم:با توجه به نمايي بودن جمله  »1«گزينه    پاسخ  

n!
n! (n )!n nn

n
n n n n
lim | a | lim | x | lim | x | lim | x | 

   
   1  

n)دانيم كهمي )!1 به كند؛ پس با توجه به مقدارميل مي| x   هاي مختلفي داريم:وضعيت |

(n )!

n

; | x |

lim | x | ; | x |

; | x |






  
 

1
1
1

1 1


  

nاگر مقدار حد
n| a |بينيد؛ مقدار حد بـه ازاي كوچكتر از يك باشد، سري همگراست. همان طور كه مي | x |1 شـود و بنـابراين سـري در    وچكتر از يـك مـي  ك ـ

)يبازه , )11 حتماً همگراست. البته وضعيت سري بر روي مرز، يعني در نقاطx  1 وx  1 كار لازم نيست. امـا  ها اينبايد بررسي شود كه با توجه به گزينه

xاط هم كار سختي نيست؛ چون به ازايبررسي اين نق  1 هايبه سريn!

n






1
!nو 1

n

( )





1
ها مخـالف صـفر اسـت، لـذا     ي عمومي آنرسيم كه حد جملهمي 1

  سري در اين نقاط واگراست.
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 ريس همگراييبازه  :30مثال
n

n
n

(x )

(n )








 3

1 2
  )85(عمران ـ سراسري   كدام است؟ 

1 ([ , ) 5 1  2 (( , ) 5 1  3 ([ , ] 5 1  4 (( , ] 5 1  

 : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » بدون دخالت دست و خودكار ،2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه    پاسخ

  شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

nn nn n
lim lim R

R n(n ) 
      



1 1 1 1 1 11 22 1 2 21 2
  

|بنابراين بازه همگرايي به صورت x | 3 xو به عبارت ديگر به صورت 2   5   مرز بايد جداگانه حساب شوند: است كه نقاط روي 1

xدر  5 صورتسري به
n( )

n


 1

xآيد كه همگراست و دردر مي 1  1  صورتبهسري
n  1

  آيد كه واگراست.در مي 1

  

 مگرايي سريبازه ه :31مثال
n

nn

x

( )
n



 
 2

2

1 11
  )81ـ رياضي سراسري  85(مكانيك ـ سراسري    عبارتست از: 

1 (( e , e)  2 (( e ,e)  3 ([ e ,e]  4 ([ e , e]  

 : اي همگرايي سريطبق آزمون ريشه، بر  »1«گزينه     پاسخnaكافي است ،n
n

n
lim | a |


1داريم . بنابراين:  

n

nn nn n

x x x
lim lim e x e

e( ) ( )
n n

 
      

 
2

2 2 2
11 11 1

  

xدر نقاط مرزي e وx e  .سري واگرا خواهد بود  

  

 راگ : 32مثالr شعاع همگرايي سريn

n

n
x

n






 1

1
،S شعاع همگرايي سري

n
n

n

(x )
n!




 3 1


nشعاع همگرايي سـري  tو 

n

n!x






باشـد، گزينـه    

  )85سري (آمار ـ سرا  صحيح كدام است؟

1 (t r s   2 (t s r   3 (s r t   4 (r s t   

 : دست آوردن شعاع همگرايي دانيم براي بهمي  »1«گزينه    پاسخ(R) يهتوانيم از رابطميn

n n

a
R lim | |

a 


1
  نيم پس داريم:استفاده ك 

n
n

n nn

n
n n n(n )nx a r lim | | lim | |

nn n (n )(n )
n



 


       

   
1

1 1 11 121 1 1 2
  

n

n n n
n

n n nn n n

(n )! nn!(x ) a S lim | | lim | | S lim | |
n! n! (n)!

(n )!

   

 
         



 1 1

3
3 3 3 1 11 33 3

1

  

n
n

n n

n!
n!x a n! t lim | | lim | | r , s , t t r s

(n )! n 
             

  1 11 1    
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دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 85ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  هاي همگرايي سه سري ديگر است؟همگرايي كدام سري شامل بازه يهباز : 33مثال(  

1 (
n

n

(x )
f (x)

n






 3

1

1  2 (
n

n

x
f (x)

n




 2 2

1
  3 (n

n

f (x) n!x



 4

1
  4 (

n

cos nx
f (x)

n




 1 2

1
  

 : آوريم:دست ميهمگرايي هر گزينه را به يهباز  »4«گزينه     پاسخ  

  :)1بررسي گزينه (
n

nn

(x ) nR lim | | | x | x x
n

n






             




1

1
1 1 1 1 1 1 1 21

1

  

xسري فوق به ازاي    دانيم همگراست اما به ازايهمساز متناوب خواهد شد كه ميسريx   يهدانـيم واگراسـت پـس بـاز    سري همساز خواهد شد كه مي 2
]صورتهمگرايي به , )2 .خواهد بود  

  :)2بررسي گزينه (
n

nn

x nR lim | | | x | x
n

(n )




        




2

2
1 2

1
1 1 1 11

1

   

xسري فوق به ازاي  1 صورتهمگرايي به يهنيز همگراست پس باز[ , ]11 .خواهد بود  
n  :)3بررسي گزينه (

n nn

n!
n!x R lim | | lim | |

(n )! n



 
   

 
1

1
1 1   

xسري فوق فقط به ازاي   .همگرا خواهد بود  

xرو هم به ازاي هسري روب: )4بررسي گزينه ( ( , )   :همگراست  
n

cosnx

n




 2

1
  

  همگرايي سه سري ديگر است. يهباز يهگيرند دربر 4 يههمگرايي سري گزين يهبا توجه به مطالب فوق باز
  

 سري تواني همگراييبازه (فاصله)  :34مثالn

n

( cos )x
n






1

  )85معدن ـ سراسري (  كدام است؟ 11

1 ([ , )1 1  2 (( , )1 1  3 (( , ]1 1  4 ([ , ]1 1  
 : ع پاسخ داده شده اسـت،  به روش تستي و سري» ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه   پاسخ

  شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

دانيممي
x

x
cos x ~



2

1 2
  پس داريم: 

   n

n n n nn

cosa (n )nnR lim | | lim lim lim | x | x
a ncos

n (n )

   

 
          


 

22
21

2

111 2 12 1 1 1 11 1 21 1 2 1

  

xبه ازاي 1همگراست             آيد:در مي روهروبصورت ، سري بهn

n n n

( cos )x ( cos ) ~
n n n

  

  
      2

1 1 1

1 1 11 1
2

  

xازايو به   1همگراست               آيد:در مي روهروبصورت ، سري به
n

n n

n n n

( )
( cos )x ( cos )( ) ~

n n n

  

  


       2

1 1 1

1 1 11 1 1
2

  

  ها خودشان گوياي اين مطلب بودند.ي همگرايي را حساب كنيم، چون گزينهالبته اصلاً لازم نبود بازه
 

 يي سريي همگرافاصله :35مثال
n(n )

n
n

x

n

 




1

1
  )85(پزشكي ـ آزاد   ، كدام است؟

1 (| x |1  2 (| x | 2  3 (| x |1  4 (| x | 2  
   : كنيم:هاي تابعي و آزمون ريشه استفاده ميبراي سري چون سري تواني نيست، بنابراين از روش گفته شده  »3«گزينه    پاسخ  

n(n ) n n n
nn

n nn n

; | x |x (x ) | x |
lim | | lim | |

; | x |n| n | n

  

 

 
    

1 1 1 1
1

  

|براي دانيم اگر حد كمتر از يك باشد، سري همگراست، بنابراينمي x |1.سري همگراست ،  

  



  

293 
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 اگر : 36مثالn
n!n!

a
( n)!

 nشعاع همگرايي سري گاهآن ،2
n

n

a x






  )86(معدن ـ سراسري   برابر است با:  

1( R 1  2( R  2  3( R  4  4( R    
 : 3«گزينه    پاسخ«    

                         
n

nnn n
n n nn

n
( )(n!) elim lim lim ( ) R

nR ( n)! ( )
e

  
     

22 2
2

1 1 1 422 2 4  

 

 به ازاي چه مقاديري از :37مثالxسري ،n
n

n

x
sin( )






 1

1
1
2

3
  )86(رياضي ـ آزاد   همگراست؟ 

1 (x
 

  2 2  2 (x     3 (x
 

  
3 3
2 2  4 (x

 
  

2 2
3 3  

  

 : وقتـي   »2«گزينـه     پاسخn  گـاه ، آن
n

x

13
   ارز بـا ي عمـومي سـري هـم   بنـابراين جملـهn

n

x


1
12

3
   اسـت، يعنـي سـري مقابـل را داريـم:      

n

n

S x( )





  1

1

2
3  

    همگراست. xوق يك سري هندسي و به ازاي تمام مقاديرسري ف
  

 دامنه تابع  :38مثالn n

n

Ln(n )
f (x) ( ) (x )

(n )







  


 1

3
21 2

2
  )86(مهندسي پزشكي ـ آزاد   ، كدام است؟

1 (( , ]1 3  2 ([ , ]1 3  3 ([ , ]1 3  4 (( , )1 1  
 : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »3«گزينه    پاسخ

  شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي
n

n nnn
n n n

( ) Ln(n ) Lnn
lim | a | lim | | lim R

R (n ) n



  

 
    



1
3 3

1 1 2 1 1
2

  

xي همگرايي به صورتبنابراين بازه   1 2 xو يا به صورت 1 1   باشد كه نقاط روي مرز بايد جداگانه بررسي شود.مي 3
n n n n n

n n n n

Ln(n ) Ln(n ) Ln(n ) Ln(n )
f ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(n ) (n ) (n ) (n )

   
 

   

   
           

   
   1 1 2

3 3 3 3
2 2 2 21 1 1 2 1 1 1 1

2 2 2 2   
    

ان سريسري فوق هم
n

Ln(n)

n




 3

2
هايي بـه فـرم  سريدانيم باشد و طبق نكته ميمي 

n

Lnn
S

n






 
1

بـه ازاي   1   همگـرا و بـه ازاي 1    ،واگـرا هسـتند  

همچنين  پس اين سري همگراست.
n

n

( ) Ln(n )
f ( )

(n )





 





1
3

1 23
2

Ln(nي همگراست چون دنباله  )

(n )



 3
2

2
  صفر است.نزولي و همگرا به  

 

 شعاع همگرايي سري :39مثالa   وn

n

(sin(na))x






  )87(مكانيك ـ سراسري   يك عدد گوياي ثابت است.) a( كدام است؟ 

1 (1
  بستگي دارد.  a) به مقدار4  2 )3  1) 2  2

 : با استفاده از فرمول   »2«گزينه     پاسخn
n

n
lim a

R 


  داريم: 1

   ) R  1 1 عدد) ( 
1

nعدد  n
n n
lim sin (na) lim (sin(na)) (

R  
  

11  

aخواهد شد و چون 1و  1همواره عددي بين  sin(na)توجه شود كه    گاهاست هيچ sin(na) شود كه به حالت مبهمبرابر صفر نمي( ) .برسيم  
  



  

294 

دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر شعاع همگرايي :40مثالn
n

n

a x






nباشد، شعاع همگرايي Rبرابر
nn

n

n!
a x

n




 2


  )88(مواد ـ سراسري   كدام است؟ 

1(
eR2

1  2(R2  3( R
e

21  4(eR2  

 : چون شعاع همگرايي سري  »4«گزينه   پاسخn
na x برابرR است، پسn

na
R


nحال به محاسبه شعاع همگرايي سري 1

nn

n!
a x

n
 بـا كمـك    2

  صورت:پردازيم، در اينآزمون ريشه مي
n

n
n n nn nn n

n
( )n! elim a lim a R eR

R en n R 
     


2 2 2

2
1 1 1  

  

  كدام عبارت در ارتباط با سري  : 41مثالn

n

n!x






  )88(معماري كشتي ـ سراسري   صحيح است؟ 
xفقط در نقطه ) 3  همگراست. xبراي تمام مقادير ) 2  ست.واگرا) 1   .فقط در نقطه) 4  همگراستx 1 .همگراست  
 : لازم استكه سري همگرا باشد، طبق آزمون ريشه براي اين  »3«گزينه    پاسخn

n
n
lim | a |


1:باشد، بنابراين    

n n n nn
n n n

n n
lim n!x lim ( ) x lim x

e e  
   

xباشد، به جزء درمي واضح است كه حد فوق برابر  .  
 

 سري  :42مثال
n

n

(n!) x

( n)!






2 2

2
  )88(معماري كشتي ـ سراسري   ست؟م فاصله همگرادر كدا 

1 (( , )   2 (| x | 2  3 (| x |1  4 (x  2  
 : كه سري همگرا باشد، طبق آزمون ريشه لازم استاين براي  »2«گزينه    پاسخn

n
n
lim | a |


1 .باشد  

n n
n

n n
n n n

n
( ) x(n!) x xelim lim | x |

n( n)! ( )
e

 
     

2 22 2 2

2
1 222 4  

  
 بازه همگرايي سري :43مثال

n

n

(x )

n n







 
 2

2
1

  )88(معدن ـ سراسري   كدام است؟ 

1( [ , ]1 3  2( [ , ]1 1  3( ( , )1 3  4( ( , )1 1  
 : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه    پاسخ

n  است: قابلمشود. سري مزبور داراي شعاع همگرايي با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي nn
n n n
lim a lim lim R

R n n n  
    

 2 2
1 1 1 1 1

1
  

xبنابراين بازه همگرايي به صورت   1 2 xو يا به صورت 1 1   است كه نقاط روي مرز بايد جداگانه بررسي شود. 3
  :كنيمميبه طور مجزا بررسي را نقاط ابتدايي و انتهايي بازه  حالا

سري همگرا
n( )

:
n n




 
 2

1
1

xريس   1  ،  سري همگرا:
n n


 

 2
1

1
xسري   3  

  توان به جواب رسيد!نيز مي بررسي يكي از اين دو نقطهالبته با 
 

 ي همگرايي سريفاصله :44مثالx ( x) ( x) ( x)
   

2 3 32 2 2 2
1 2 3 4  88غذايي ـ آزاد  (صنايع  كدام است؟(  

1 ([ , ]
1 1
2 2  2 ([ , )

1 1
2 2  3 (( , ]

1 1
2 2  4 (( , )

1 1
2 2  

 : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » دخالت دست و خودكار، بدون 2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »3«گزينه   پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

صـورت تـوان بـه  به راحتـي مشـخص اسـت، سـري را مـي     
n

n n

n

( )
x

n






1

1

1 نوشـت، پـس داريـم    2
n

n
n
lim

R n
 

1 2 Rدر نتيجـه  2 
1
ي يـه اسـت و ناح  2
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)همگرايي , )
1 1
2 xشرايط سري در نقاط خواهد بود. حالا بايد 2 

1
xو 2  

1
  بررسي شود: 2

  
n n

n n

n n n

( ) ( ) ( ) ( )
x S

n n n


   

  

    
      

1 1 1

1 1 1

11 21 1 1 12
2  

  گراست.نيتز براي آن برقرار است و لذا همسري فوق يك سري متناوب است و هر دو شرط آزمون لايب
n n

n n n n

n n n n n

( ) [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x S

n n n n n


     

    

         
            

1 1 2 1 2

1 1 1 1 1

11 21 1 1 1 1 1 12
2  

)ي همگراييـ سري، واگراست. بنابراين بازهPاين سري با توجه به , ]
1 1
2   است. 2

  

 ترين بازه همگرايي سريوسيع  :45مثال
x

n

logn

n






2
  )89(رياضي ـ سراسري   كدام است؟  

1(( , )  2([ , )1  3(( , )1  4([a, ) كهa  

 : به ازاي  »3«گزينه   پاسخx 1 صورتسري به
n

log n

n






2
logهاي بزرگnآيد كه يك سري واگراست زيرا به ازايدر مي  n

n n


و چون سـري  1
n

 1 

xواگراست پس سري موردنظر نيز واگراست. به ازاي 1 :سري همگرا خواهد بود، زيرا  
x (x ) /

n n

log n

n n

 


 

   1 2
2 2

xسري1  1  

و چون سري
(x ) /

n n





 1 2

2

  پس سري موردنظر نيز همگراست. ،باشد)بزرگتر از يك مي nهمگراست (توجه كنيد كه توان 1
 

 سري همگراييبازه  :46مثالm

m

(m!)
x

( m)!






2 2
2

  )89(مكانيك ـ سراسري   ست؟ا كدام

1 (( , )2 2  2 ([ , )2 2  3 ([ , )4 4  4 (( , )4 4  

 : دهيمقرار مي  »1«گزينه   پاسخm
m

(m!)
a x

( m)!


2
2

mون ريشه براي همگرايي اين سري لازم استصورت طبق آزم، در اين2
m

m
lim a


1 :باشد، بنابراين  

m

m mm m
m m mm

m
( )(m!) x xelim x lim x lim ( )

m( m)! ( )
e

  
 

22 2 22 2
222 4 4

ª¹Ã²oTwH−¼¶o   

xكه حد فوق كمتر از يـك باشـد، لازم اسـت   براي اين


2
xشـود ، كـه از آن نتيجـه مـي   14  2 xنقـاط . توجـه كنيـد كـه سـري فـوق در      2 , x  2 2   

mصورتبه

m

(m!)

( m)!






2
222

  آيد كه يك سري واگراست.درمي

  

 بازه همگرايي سري  :47مثال
k

k
k

x

e k




 2

1
  )89(معدن ـ سراسري   هاي زير است؟كدام يك از گزينه 

1([ e,e]  2(( e,e)  3([ , ]2 2  4(( , )2 2  

 : شعاع همگرايي سري تواني  »1«گزينه   پاسخn
n

n

a x





1
nبرابر 

n n

a
R lim | |

a 


1
  باشد، بنابراين داريم:مي 

kk

k k kk k
k

e (k )e ka R lim lim e
e k e k

e (k )



 



    



1 22
2 2

1 2

1
1 1

1
1

  

eه همگرايي سري مذكورلذا باز x e   باشد. حال همگرايي سري را در نقاطميx e وx e  كنيم.بررسي مي  

همگراست
k k k k

k k
k k k

( e) ( ) e ( )
x e

e k e k k

  

  

  
       2 2 2

1 1 1

1 1 J»I¹T¶Áow  همگراست  ،
k

P
k p

k k

e
x e

e k k

 

 
 

    2 2 2 11 1

1 Áow ·¼¶pA  
  

]رتصودر نتيجه بازه همگرايي به e ,e] باشد.مي  
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 همگرايي سري تواني يهباز: 48مثال
n

n

(x )

n






2

1
1

2 

:90(معماري كشتي ـ سراسري   برابر است با(  

1 ([ , ] 3 2  2 ([ , ] 3 1  3 (( , ]3 1  4 ([ , ) 2 1  
 : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه    پاسخ

  شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

  :طبق آزمون كوشي (ريشه) براي همگرايي سري بايد
n

n
n

| x | | x |
lim | x | x

n

 
          

2 2

1
2 21 1 2 1 3 11
 

  

xبه ازاي نقاط ابتدايي و انتهايي بازه يعني  1 وx  3 صورتسري به
n n




 1

1

1
 ست (خواهد شد كه همگراPسري به ازايP 1 (.  

]صورت بازهنابراين ناحيه همگرايي بهب , ] 3   باشد.مي 1
 

 بازه همگرايي سري تواني: 49مثال
n

n
n

( x )

(n )








 2

2 5
1 3

  )90(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 ([ , ]
1 1
3 3  2 ([ , ]3 3  3 ([ , ] 4 1  4 ([ , ]1 4  

 : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »3«گزينه    پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

nn  كنيم:عاع همگرايي سري را حساب ميابتدا ش n nn
a lim R

R(n ) (n )
     

 2 2
1 1 1 1 331 3 1 3

  

:| x | | x | x x              
5 3 3 5 32 5 3 4 12 2 2 2   بازه همگرايي 2

  ها نيازي نيست!صورت جداگانه بررسي شوند كه البته با توجه به گزينهكه نقاط ابتدا و انتهاي بازه بايد به
 

 سري يهمگراي يبازه  :50مثال
n

n

(x )

nLnn






2

  )90(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   عبارت است از:  1

1 ([ , )1   2 (( , )1   3 (( , )2   4 ([ , )2   
 : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1رياضي عمومي حل سؤالات «به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه   پاسخ

   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي
  آوريم، لذا داريم:مي دستبهآوردن بازه همگرايي سري تواني داده شده، ابتدا شعاع همگرايي را  دستبهبراي 

n

n n nn

a (n )Ln(n )nLnnR lim | | lim lim
a nLnn

(n )Ln(n )
  

 
   

 
1

1
1 1 11

1 1

  

|:    ي بازه همگرايي سري تواني داريم:برا x x | R | x | x x             1 1 1 1 1 2   بازه همگرايي  
  و براي نقاط ابتدايي و انتهايي بازه با قرار دادن نقاط در سري تواني و بررسي همگرايي سري داريم:

ست.ري واگراس
n n

x
nLnn n

 

 
    

2 1

1 1  ,                      .سري متناوب همگراست
n

n

( )
x

nLnn






   

2

12  

]بنابراين بازه همگرايي سري فوق , )2   .است  
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  لورنهاي تيلور و مكسري :9درسنامه
 

 لورن تابعدر بسط مك  :1مثالsin( x)1ضريب ،x3 برابر كدام گزينه است؟  

1 (cos
1 16  2 (cos

1 16  3 (sin
1
2  4 (sin

1 12  

 :ضريب»  1«گزينه   پاسخx3برابر ،f ( )

!


3
 .استf (x) sin( x) f (x) cos( x) f (x) sin( x) f (x) cos( x)              1 1 1 1  

cos، برابرx3بنابراين ضريب 1
  باشد.مي 6

 

 در نمايش سري تيلور تابع  :2مثالcos x2يحول نقطهx


 x)، ضريب8 )


 3
  برابر كدام گزينه است؟ 8

1 (
8

3  2 (2
3  3 (2

3  4 (2
3  

 :ضريب»  4«گزينه   پاسخ(x )


 3
برابر 8

f ( )

!


8

  :داريم است. بنابراين 3

f (x) cos x f (x) sin x cos x sin x f (x) cos x f (x) sin x            2 2 2 2 2 4 2  

در نقطه
8،f (x) 2برابر 2و ضريب بسط تيلور برابر آيدمي دستبه 2

  است. 3
 

 فـرض كنـيد:   :3مثالx
f (x) a a x a   

2
1 2 2  ورنلسري مكfبـه ازاي چه مقاديري از ،باشـدa1 وa2 ينقطهx    بـرايf   يـك نقطـه

  است؟   زيممماك
1 (a , a  2 12 1  2 (a , a 2 1    3 (a , a  2 12   4 (a , a  2 1 1  

 :لورن تابعبسط مك»  3«گزينه   پاسخf (x) ست:روهروب صورتبه  x
f (x) f ( ) f ( )x f ( )    

2

2     

xچون   لذا بايد ،قرار است يك نقطه ماكزيمم براي تابع باشدf ( )   وf ( )   باشد پس بايدa 1  وa 2 .باشد  
  

 سومين جمله بسط تيلور براي  :4مثالf (x) cos x xهايبرحسب توان 2


     كدام است؟ 2

  
1 (  2 ((x )


 22 2 3 ((x )


  22 2 4 (

(x )

!


 34 2
3  

 :بسط تيلور حول نقطه»  2«گزينه   پاسخx


 fبراي تابع 2 (x) cos x   برابر است با : 2

x (x )
cos x cos( ) f ( ) f ( )

! !




 
        

2
2 22 2 2 1 2 2 2

³¼w¾ ±μ]

  

(x )
(x )

!

 
   

2
22 4 22 fجمله سوم  2 (x) cos x f (x) sin x f (x) cos x f ( ) cos

               2 2 2 4 2 4 42  
  

 تابع لورنمك ن جمله بسطضريب چهارمي : 5مثالf (x) Ln( x) 1   ؟كدام است 2
1 (

1
4   2 (1

4  3 (4-  4 (4  

  : يك سؤال بسيار ساده كه بايد در بسط»  3«گزينه پاسخLn( x)1به جاي تمام ،x،هاx2 :قرار دهيم  

   
42 xضريب جمله چهارم  44 x x ( x) ( x) ( x)

Ln( x) x Ln( x) ( x)             
2 3 4 2 3 42 2 21 1 2 22 3 4 2 3 4   

 



  

298 

دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابعلورن مكدر بسط   :6مثالLn( x)
f (x)

x




|براي 1 x |   كدام است؟ x3، ضريبxبرحسب قواي 1

1 (
1
3   2 (

1
4  3 (1

3  4 (1
4  

  : لورن تابعبا توجه به بسط مك»  2«گزينه پاسخLn( x)1 :داريم    

  
1
ضريب 4

x x x
xLn( x) x x x

x
x x

  
      

2 3 4
2 3

31 2 3 4 1 2 3 4   
 

 يك جواب تقريبي براي : 7مثالx ازمعادله
xe

x




1 2785
  كدام است؟ 2784

1 (1
1391  2 (1

1392  3 (1
1393  4 (1

1394  

 :نزديك به يك است، يعني به طور تقريبي داريم: عددي سمت راست تساوي فوق  »2«گزينه   پاسخxe ~ x1ارزي دردانيم اين هم، و ميx هاي نزديك

  را بنويسيم: xeلورنتوانيم بسط مكشود، پس مياصل ميبه صفر ح
x

x x
( x ) xe x! !~ ~

x x x

     
 

2 2
1 11 2 2 1 2

 
  

x  بنابراين داريم: 
1

1392
x x

     
1 11 12 2784 2 2784  

  

 اگر  : 8مثالtgx

x


12 1
12

 

  تواند باشد؟حسب راديان، كدام عدد ميبر xگاهآن، 

1 (1
2 1  2 (1

2   3 (1
21  4 (1

2  

 :12با توجه به اين كه عدد  »4«گزينه   پاسخ 1
12

 

tgxيك است، بنابرايننزديك به عدد تقريباً  

x
نزديك به صـفر اسـت.    xيك است و اين يعني اًهم حدود 

  را بنويسيم: tgxلورنتوانيم بسط مكلذا مي
x

xtgx x

x x

 
   

3
23 1 3


  

x  شود:حساب مي مقابل صورتبه xبنابراين مقدار تقريبي 
1

2
x x x

x         
2 2 2

212 1 12 1 1 11 13 12 3 12 3 12 4
 
       

    

  

 لورن تابعدر بسط مك  :9مثال
x3

1
8

  برابر كدام گزينه است؟ x2، ضريب

1 (1
576  2 (1

576  3 (1
288  4 (

1
288  

 :لورنبسط مك دانيممي»  1«گزينه   پاسخk( x)1 مقابل است: صورتبه  k k(k )
( x) kx x 
    211 1 2  

لورنبنابراين بسط مك
x3

1
8

  زير است: صورتبه 

( )( )x x x x x
( ) [ ( )( ) ( ) ]

x x
( )


 


           




1 2
23

3 1
3

1 4
1 1 1 1 1 1 13 31 12 2 8 2 3 8 2 8 2 48 5768

1 8
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 بسط تيلور تابع :10مثالxf (x) xe
e

 
xحول نقطه 1 1  كدام است؟  

1(
n

n

(x )

(n )!








1

1
1  2(

n

n
n

(x )

n!e






1

1  3(
n

n

(x )
(n )

n!e








1

1 1  4(
n

n

(x )
(n )

n!e








1

1 1  

 :دهيم:لورن استفاده كنيم، تغيير متغير ميبراي اين كه بتوانيم از بسط مك»  3«گزينه  پاسخ                          x t x t    1 1  
x t t tt

f (x) xe (t )e e ((t )e )
e e e e e

 
         11 1 1 1 11 1 1  

n n n n n n
t t

n n n n n n

t t t t t t
(te e ) ( ) ( ) ( )

e e n! n! e n! n! e n! (n )!

        

     
         

     
1 1 1 1

1

1 1 1 11 1 1    
  

n

n

(x )
(n )

e n!








1

1 1 1
n n n

n n n

t t (n ) t t x( ( )) (n )
e n! n e (n )! n e n!

  

  

      
   

1

1 1

1 1 1 1 1 11 11 1
  

  

 لورندر بسط مك  :11مثالf (x) Ln(cosx)ضريب ،x6 برابر كدام گزينه است؟  

1 (
1

45  2 (1
45  3 (

1
12  4 (1

12  

 :چون»  1«گزينه   پاسخf (x) tgx   لورناست، پس بسط مكtgxگيريم:را نوشته و از آن انتگرال مي  
x x x x x

tgx x Ln(cos x)
  

        
3 5 2 4 62

3 15 2 12 45
´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH  

1برابر x6يعني ضريب
fتوانيـد حل فوق به ذهنتان نرسيد، مياست. البته اگر راه 45 (x) صـورت بـه راx

Ln[( )]
2

1 )Lnبنويسـيد، بـه راحتـي از بسـط     2 u)1 

  يشتر است.تر نيازمند دقت بحل سختكه البته راه استفاده كنيد.
  

 حاصل  :12مثال
n

n

( )
S

n!






  1


  ، كدام است؟

1 (e  2 (e2  3 (
e

1  4 (e2  

 :لورندقت كنيد؛ بسط مك يك سؤال بسيار ساده!»  3«گزينه   پاسخxe ،صورتبه
n

x

n

x
e

n!




 


قرار  -1، عدد xاست. اگر در طرفين اين تساوي به جاي 

  را داريم: مقابلدهيم، تساوي 
n n

n n

( ) ( )
e

n! n! e

 


 

 
   1 1 1 1

 
  

 

 اگر  :13مثال
n k

n
k

( )
S

k




 1
2 1

،n
n
lim S


    كدام است؟   

1 (  2 (Ln2  3 (
  ) موجود نيست.4   4

   :بسط مك لورن تابع»  3«گزينه پاسخy Arctgx است: ابلمق صورتبه   
k

k

k

x x ( )
Arctgx x x

k







    


3 5

2 11
3 5 2 1

  

            آيد:مي دستبه ،مقدار يك را قرار دهيم xاگر در بسط فوق به جاي
k

k

( )
Arctg

k





 
 

 1 12 1 4
  

nخواهيم از سريتوانيم طور ديگري هم به سؤال جواب بدهيم؛ در واقع ميميتحليل ديگر: 

n

x
x 






 1
را  Arctgxاستفاده كنيم (اينجوري حتي اگه بسـط  1

kتوان بـه صـورت  را مي در صورت سؤال اولاً توجه كنيد كه سري داده شده )كند!هم ندانيم خطري تهديدمان نمي k

k

S ( ) x dx







  

1 نوشـت (دقـت كنيـد     21

 حاصل انتگرال برابر با
k 
1

2   توان نوشت:است) حالا مي 1 k k

k

S ( ) x dx dx Arctgx Arctg
x  







  
      

  
 

1 1 12
2

11 1 41
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 حاصل سري  :14مثال
n

n

( n )!!
S

( n)!!( n )










 2 1

1

2 1
2 2 2 1

)كدام است؟   n )!!]2 )يعني 1 n )    1 3 5 2 1و( n)!!2يعني[ n   2 4 6 2  

1 (


1
6 4  2 (

6  3 (


1
6 2  4 (

13  

 :دانيم كه:طبق توضيحات صورت سؤال و اطلاعاتي كه از قبل داريم، مي»  3«گزينه   پاسخ  n( n)!! ( n) n!      2 2 4 6 2 2   
nلورن آن، در مخرج كسرنبال تابعي هستيم كه در بسط مكپس به د n!2 شود. اين تابعظاهر ميArcsin x:است    

n
n

n
n n

( n ) x ( n )!!
Arcsin x x ( ) x x , | x |

n ( n)!!( n )n!

 


 

    
    

  
2 1

2 1

1 1

1 3 2 1 2 1 12 1 2 2 12
  

1، عددxاين سري به جايدر 
  دهيم:ميرا قرار  2

n
n

( n )!!

( n)!!( n )






 
 


 2 1

1

1 2 1
6 2 2 2 2 1

n

n

( n )!!( )
Arcsin

( n)!!( n )







  


2 1

1

12 11 1 2
2 2 2 2 1  

)البته استفاده از نمادتوضيح:  n )!!2 )به جاي 1 n )    1 3 5 2 1، و يا( n)!!2 به جايn  2 4 2 به اين دليل يـك مثـال بـا     فقط، مرسوم نيست
  درصد، طراحان چنين كاري كردند، شما شوكه نشويد! 1ر ارائه شد كه احياناً اين ظاه

  
  

 حاصل سري  :15مثال
n

n

( )
S

n(n )

 







1

1

1
  كدام است؟ 1

1 (Ln 
12 3  2 (Ln 

12 4  3 (Ln2  4 (Ln 2 2 1  

 :ي لغزاندن حدود استفاده كنيم، داريم:سري داده شده در اين تست در واقع تقريباً همان سري سؤال قبل است. اگر از قاعده  »4«گزينه   پاسخ  
n n n

n n n

( ) ( ) ( ) ( )
S

(n )(n ) (n )(n ) (n )(n )

  

  

    
  

       
2 21 1 1 1

1 2 1 2 1 2  

  

  را ندارد. 2يب باشد كه فقط ضركنيد، اين سري همان سري مثال قبل ميطور كه ملاحظه ميهمان
  

 سري حاصل :16مثال
n

n

x

n

 

 
2 1

1 2 xبه ازاي 1 
1
  چقدر است؟   2

1 (Ln3  2 (Ln 3  3 (Ln2  4 (Ln 2  

 :با توجه به بسط»  2«گزينه  پاسخx x
x
   


21 11 :داريم ،  x x x

x
    


2 4 6

2
11

1
  

    گيري از طرفين رابطه فوق خواهيم داشت:با انتگرال

x nx

n

x x dx x x
x Ln | | Ln Ln Ln

x nx






        

 


13 5 2 1
2

2
1

3
1 1 1 12 3 313 5 2 1 2 1 2 21

2


  

 

 حاصل  :17مثالS
! ! !

    
3 5 71 2 4 6 است؟  ، كدام  

1 (e   2 (e 2 4   3 (e 2 3   4 (e

e

2 1   

 :1«گزينه   پاسخ  «ميكنه حاصل اين سري هم  واقعاً كي فكرشe  :بشه؟! اما به عمليات ساده و البته زيباي زير دقت كنيد  

S ... ( ) ( ) ( )
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

  
                 

3 5 7 2 1 4 1 6 1 2 1 4 1 6 11 1 12 4 6 2 4 6 2 2 4 4 6 6   

انيمدمي
! ! !
 


2 2 1
2 1 2 و يا مثلاً 1

! ! !
 


4 4 1
4 3 4     ، پس داريم: 3

S
! ! ! !

e      
1 1 1 11 1 2 3 4   
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 حاصل سري  :18مثال
n

n

n!





   
1

1 2 3  كدام است؟ ،  

1 (e  2 (/ e1 5   3 (e2   4 (/ e2 5   

 :دانيممي»  2«گزينه   پاسخn(n )
n


    

11 2 3 2 نويسيم:مي مقابل صورتبه، بنابراين سري را 
n n n

n(n ) n(n ) n

n! (n )!n (n )!

  

  

  
 

   
1 1 1

1 1 1
2 2 1 2 1   

n)ردانيم بايد در صورت كسطور كه ميتوانيم، به سؤال جواب بدهيم، همانخب حالا به راحتي مي )1  :ايجاد كنيم  

n n n

(n ) (n )

(n )! (n )! (n )!

  

  

  
  

    
1 1 1

1 2 1 1
2 1 2 1   حاصل سري  1

  رويم: است)، بنابراين سراغ تعيين تكليف سري اول مي e تكليف سري دوم كه مشخص است، (برابر با

n

e
n!




 1 1 1

2 2
حاصل سري اول

n n n

(*)(n )

(n )!(n ) (n )! (n )!

  

  


  

     
1 2 2

1 1 1 1
2 2 1 2 2 2 2

j»ke·kºHq™²Á½k –I¤ حاصل سري اول  

eن حاصل سري برابر با بنابراي
3
2e e 

1
  است.  2

)توضيح در مورد قسمت ): ممكن است براي شما اين سؤال پيش بيايد چرا در قسمت*( ي حلـه حد پايين سيگما تغيير كرد. جواب اين است كـه وقتـي در مر   *(
n«قبل عبارت  1 «از صورت و مخرج ساده شد، حتماً بايد شرطn    لحاظ شود. 1

  

 حاصل  :(سخت) 91مثالS     
   
1 1 1 1

1 3 2 5 3 7 4 9 برابر با كدام گزينه است؟ ،  
1 (Ln3 2 3  2 (Ln2 3  3 (Ln2 2  4 (Ln3 2  

 :ي عمومي سري را حدس بزنيم:توانيم جملهبه راحتي مي  »3«گزينه   پاسخ  n
n

a S
n( n ) n( n )




  

 
1

1 1
2 1 2 1  

A  حالا بايد سري را به دو كسر تفكيك كنيم: B

n( n ) n n
 

 
1

2 1 2 1  

Aواضح است
nn




1
2 1 

Bو 
n n


 

1
1
2

A، است. به عبارت ديگر  
 

1 12 1
Bو    



1 21
2

  ، پس داريم:
n n

( )
n( n ) n n

 

 
 

  
1 1

1 1 2
2 1 2 1  

  نويسيم.آورد، بنابراين جملات آن را مي دستبهه هاي ديگر گفته شديي تلسكوپي و يا قاعدهتوان با قاعدهحاصل اين سري را نمي

S ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )             
     

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 211 2 1 1 2 2 2 1 3 2 3 1 3 2 5 3 7     

S  كنيم:حالا جملات مثبت و منفي را از هم جدا مي ( ) ( )         
1 1 1 1 1 1 11 22 3 4 5 3 5 7   

  ها ضرب شده، پس داريم:نيز در آن  -2پرانتز اول، بقيه جملات پرانتز اول با جملات پرانتز دوم يكسان هستند و البته يك  در ي اولبه غير از دو جمله

S       
1 1 1 11 2 3 4 5   

 1ها به مثبت تبديل شود) پس عـدد  ها، به منفي و منفيي دوم به بعد تغيير كند (مثبتها از جملهرا استخراج كنيم، بايد علامت Ln2براي اين كه از عبارت فوق
2صورتبهرا    نويسيم و داريم:مي 1

Ln2 2S S ( )                 
1 1 1 1 1 1 1 12 1 2 12 3 4 5 2 3 4 5 ´ÄoÃ¬Â¶ n¼T¨I ÂŸ¹¶S¶°– pH  
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 مقدار سري عددي  :(سخت) 20مثال
n n



    
 2 2 2 2

1

1
1 2 3 

  كدام است؟  

1 (Ln18 12 2   2 (Ln12 18 2   3 (Ln18 24 2   4 (Ln1 12 2  
 :كنيم؛هاي گفته شده، مخرج كسر را بازنويسي مييك سؤال بسيار سخت براي دانشجويان مشتاق و برتر! ابتدا با استفاده از فرمول»  3«گزينه   پاسخ  

n n n n
n(n )( n ) n(n )( n ) n(n )( n )n

   

   
  

       
   2 2 2

1 1 1 1

1 1 6 161 2 1 1 2 1 1 2 11 2
6


  

A  كنيم:يك در اين مرحله لازم است كسر را تفك B C

n(n )( n ) n n n
  

   
1

1 2 1 1 2 1  

A , B , C
n n(n )( n ) n( n ) n(n ) n

      
       

1 1 11 1 4111 2 1 2 1 1
2


  

  شود:زير بازنويسي مي صورتبهبنابراين سري 

 
n n

n n n n
f f

S ( ) [( ) ( )] ( ) ( )
n n n n n n n n n n n



   

   
           

          
1

1 1 1 1

1 1 4 1 1 2 4 1 1 1 26 6 6 6 21 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1  

  كنيم:ضرب مي 2را در عدد  در سري دوم براي اين كه جملات زوج و فرد را در كنار هم داشته باشيم، صورت و مخرج كسر اول

 
n n

n n
f f

S ( ) ( ) S S
n n n n

 

 
      

    1 2
1 1

1 1 2 26 121 2 2 2 1  

Sسري اول يك سري تلسكوپي است و حاصل آن برابر با ( )  1
16 61  توانيم با نوشتن جملات آن مشخص كنيم.شود. اما حاصل سري دوم را ميمي  

n n

S ( ) ( )
n n n n

 

 
    

    2
1 1

2 2 1 112 242 2 2 1 2 2 2   حاصل سري دوم 1

[( ) ( ) ( ) ] [ ]              
           

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 124 242 1 2 2 1 1 2 2 2 2 2 1 2 3 2 2 3 1 4 3 6 5 8 7   

Ln«عبارت داخل كروشه، همان بسط    نويسيم:را مي Ln2باشد، كه البته چند جمله از آن غايب هستند! براي درك بهتر بسطمي» 2

Ln Ln                
1 1 1 1 1 1 1 12 1 2 12 3 4 5 2 3 4 5   

1اعداد
Ln  دهيم:را از سمت راست به سمت چپ انتقال مي -1و  2         

1 1 1 1 12 1 2 3 4 5 6   

  بينيد سمت راست عبارت فوق، همان عبارت داخل كروشه است، پس داريم:طور كه ميهمان

Ln 24 2 12S [ Ln ] Ln ( )       2
1 124 2 1 24 2 242 2   

Ln18  بنابراين حاصل كل سري به شكل مقابل است: 24 2S S S Ln     1 2 6 12 24 2  
 

 اگر :21مثال(x)با رابطه
x
lim (x)


 


 78سراسري  (عمران ـ        تعريف شده باشد، كداميك از روابط زير برقرار است؟(  

1(x cos x x x x (x)     2 21 51 1 2 4  2(x cos x x x x (x)     2 21 51 1 2 4  

3(x cos x x x x (x)     2 21 51 1 2 8  4(x cos x x x x (x)     2 21 51 1 2 8  

 :لورن تابعتوان حدس زد كه بسط مكها ميتوجه به گزينهبا   »4«گزينه    پاسخf (x) x cos x 1 .خواسته شده است  

 f (x) x cos x f ( ) , f (x) cos x x sin x f ( )
x

         


1 11 1 1 22 1
   

f (x) cos x sin x sin x x cos x f ( )
x x( x)

        
  3

1 1 1 51 42 1 2 14 1
  

f             :              داريم بنابراين ( ) f ( ) x
x cos x f ( ) x x x (x) x x (x)

! !

 
          2 2 2 251 11 2 2 8
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 سري تيلور تابع :22مثالLn( x )   )78ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كداميك از عبارات زير است؟ 21

1 (x x x
x    

4 6 8
2

2 3 4   2 (x x x
x

! ! !
  

4 6 8
2

2 3 4  3 (x x x
x

! ! !
   

2 3 4

2 3 4   4 (x x x
x

! ! !
   

6 1 14

3 5 7


  

 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه    پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

  x x x x x x
Ln( x) x Ln( x ) x            

2 3 4 4 6 8
2 21 12 3 4 2 3 4   

  

 حاصل :23ثالمsin x
I dx

x
 

1


  )78(مواد ـ سراسري   ، تا سه رقم اعشار كدام است؟

1 (/984  2 (/918  3 (/946  4 (/972  

 :ي انتگرالمحاسبه  »3«گزينه    پاسخsin x

x
  لورن كمك بگيريم:توانيم از بسط مكگيري ممكن نيست، اما ميهاي مرسوم انتگرالبا فرمول 

n n
n nx

n n

( ) sin x ( )
sin x x x

( n )! x ( n )!

 


 

 
  

  
1

2 1 21 1
2 1 2 1 

njJo†¸Ã o‡
    

   
n n n n n

n
n

n n n

sin x ( ) ( ) x ( ) ( )
dx x dx [ ] , a

x ( n )! ( n )! n ( n )( n )! ( n )( n )!

  

  

   
    

         
1 1 12 1

21 1 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1   

´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH  

1هـايي، مقـدار خطـا از   nدانيم براي اين كه بدانيم بـه ازاي چـه  بينيم سري سمت راست يك سري متناوب است و ميطور كه ميهمان
1      مطلـق   كمتـر اسـت، بايـد قـدر

n«يجمله 1«1ام را كمتر از
1  :قرار دهيم  ( n )( n )!

[ (n ) ][ (n ) ]! ( n )( n )!
      

     
1 1 1 1 2 3 2 3 12 1 1 2 1 1 1 2 3 2 3 1   

     
  

nنامساوي فوق به ازاي  nبرقرار است، (چون به ازاي 2 1سمت چپ نامساوي برابر با ،! 5 5 6   1شود كه كوچكتر ازمي    است) بنابراين بايد مقدار

nسري را به ازاي  ،n 1 وn  1حساب كنيم تا قدرمطلق خطا از 2
1  .كمتر شود  

/ 946
( ) ( ) ( )

S
( )( )! ( )( )! ( )( )! ! !

  
           

                

1 2
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 12 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 3 3 5 5 3 6 5 12 18 5 12



   

  
  

 ضريب :24مثالx3 لورندر بسط مكLn(x x ) 2   )78و مواد ـ سراسري  77(مكانيك ـ سراسري   ام است؟كد 1

1 (
1
6  2 (

1
3  3 (1

3  4 (1
6  

 :دقت كنيد تابع داده شده در واقع همان » 1«گزينه    پاسخsinh x1 دانـيم، بسـط آن بـه صـورت    است كه ميx
sinh x x

!
    

3
1

3   باشـد.  مـي  

برابر با x3ضريب بينيد؛طور كه ميو همان
!

  
1 1
3   است. 6

  

 ضريب :25مثالx2 ق سريلورن مشتدر بسط مكArcsin x 78(ژئوفيزيك ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (2-  2 (
1
2  3 (1

2  4 (2  

 :توان به دو طريق پاسخ داد؛ يك روش اين است كه از سرياين سؤال را مي»  3«گزينه   پاسخArcsin x دانـيم برابـر بـا    ق بگيريم كه ميمشت
x 2

1
1

 

)لورناي نيوتن بسط مكاست و حالا با توجه به دو جمله x )



1

2 دانم، چون راه را تعيين كنيم كه من استفاده از اين روش را جالب نمي x2را نوشته و ضريب 21

sinدر بسط x3اي شاملن است كه از جملهعاقلانه اي x1:مشتق بگيريم ،  sin x x x   1 31
6   


1
xضريب2 ( x ) x x   3 3 2 21 1 3

6 6 6
¢Tz¶جمله شاملx3  
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 لورنسري مك :26ثالمx
Ln( )

x




1
xبراي 1  1   )79(معدن ـ سراسري   ، كدام است؟1

1 (
n

n

x

n



 
2 1

1 2 1  2 (
n

n

x

n



 
2 1

1
2 2 1  3 (

n

n

x

n






2

1 2  4 (
n n

n

( ) x

n






1

12  

 :ي حل اين سؤال بايد از خواصبرا»  2«گزينه   پاسخLn :استفاده كنيم  x
Ln( ) Ln( x) Ln( x)

x


   


1 1 11  

)Lnخبُ ما بسط x)1 دانيم و با قرار دادنرا ميx به جايx در طرفين اين بسط به راحتي به بسطLn( x)1 رسيم.هم مي  
n

n

x x x x x x
Ln( x) Ln( x) (x ) ( x ) (x )

n




                


2 3 2 3 3 2 1

1
1 1 2 22 3 2 3 3 2 1    

  

 اگر :27مثالx x
f (x) x

! !
   

2 3

1 2 گاه، آنf ( )   )79(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 1
1 (e  2 (e2  3 (  4 (2  

  

 :لورن! اگر ازهاي مكيك سؤال نسبتاً جالب از كاربرد سري  »2«گزينه   پاسخx يدر ضابطهf (x) :فاكتور بگيريم، داريم  
x x x xx

f (x) x( x ) xe f (x) e xe e ( x) f ( ) e ( ) e
!

               
2

11 1 1 1 1 1 22   

  

 ضريب :28مثالx4 در بسط تيلورxxe 80ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  حول نقطه صفر كدام است؟(  

1(
1
3  2 (

1
6  3 (1

24  4 (1
4  

 :بسط تيلور  »2«گزينه   پاسخxe حول نقطهx   لورنهمان بسط مكxe باشد كه به صورت مقابل است:مي      x x x ...e x
! !

     
2 3

1 2 3  

!
   

1 1
3 xضريب  6 x x ...xe x x x

! !
      

3 4
2 4

2 3  

  

 ضريب :29مثالx5 لورندر بسط مكx tf (x) e dt 
2


    )80(آبياري و زهكشي ـ آزاد   كدام است؟ 

1 (1
1  2 (1

15  3 (1
2  4 (1

5  

 :لورن تابعابتدا بسط مك»  1«گزينه   پاسخte
t  گيريم:را نوشته و سپس از آن انتگرال مي 2 ( t ) ( t )

e ( t )
!

  
     

2 2 2 2 3
21 2 3   

x x xx t t t x x
f (x) ( t )dt [t] [ ] [ ] x           


4 3 5 3 5

21 2 3 2 5 3 1  
  


   

1برابر با x5كه واضح است؛ ضريب
1 .است  

  

 ضريب :30مثالx3 لورن تابعدر بسط مكxf (x) e sinx 80(نساجي ـ آزاد   كدام است؟(  

1 (1
3  2 (2

3  3 (
2
3  4 (

1
3  

 :يك سؤال نسبتاً ساده كه فقط كافيست، بسط دو تابع  »1«گزينه   پاسخxe وsin x   ،را بنويسيم و جملاتي كه در صورت ضرب شـدن  در هـمx3   توليـد

  كنند، را جدا كنيم:مي
! !

      
1 1 1 1 1
3 2 6 2 xضريب3 x x x x

e sin x ( x )(x ) x
! ! ! !

        
2 3 3 5 31 2 3 3 5   

  

 يضريب جمله:  31مثالx2 لورن تابعكدر بسط مy cos x 2   )81ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 2
1 (4-  2 (2-  3 (2  4 (4  

 :داريم نخست توجه كنيد كه  »1«گزينه   پاسخ:            cos x
y cos x cos x


   2 1 4 1 12 42 2 2  

cosلورنبراي نوشتن بسط مك x4كافي است در بسط ،cos xبه جاي ،x،x4داريم قرار دهيم. بنابراين:  


  
16 )ضريب 44 x) ( x)

y cos x ( ) x
! !

      
2 4

2 21 1 4 42 12 2 2 4   
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 مقدار:  32مثال
n

n

e

(n )!

 

 
2

2

2
  )81(آمار ـ سراسري              كدام است؟  2

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 :دانيممي  »4«گزينه   پاسخ
n

x

n

x
e

n!




 


  پس داريم: 

n n k

n n k

n ke
e e e e

(n )! (n )! k!

   
  

  

 
   

   
2 2

2 2 2 2

2 2

22 2 24 4 4 42 2 
  

  
 بسط تيلور:  33مثالxeحولx a    81(معدن، اكتشاف معدن ـ سراسري        به كدام صورت است؟(  

1 (
n

n

(x a)

n!








  2 (
n

a

n

(x a)
e

n!









  3 (
n

a

n

(x a)
e

n!








  4 (
na n

n

e (x a)

n!








  

 :3«گزينه   پاسخ«                
(n) a

x (n) x (n) a x n n

n n

f (a) e
f (x) e f (x) e f (a) e e (x a) (x a)

n! n!

 

 
          

 
  

  
 ضريب:  34مثالx5 در بسط مك لورنLn( x)1  82(مكانيك ـ سراسري        كدام است؟(  

1(
!


1
5  2(  3(1

5  4 (
!

1
5  

 :3«گزينه    پاسخ«  
1
xضريب 5 x x x

Ln( x) x x       
2 3 4 5

51 2 3 4 5   
 

 ضريب جملة:  35مثالx4 لورن تابع با ضابطهدر بسط مكy xsin x   )82(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري       كدام است؟ 2

1 (
3
4  2 (

4
3  3 (3

4  4 (4
3  

 :لورن تابعدر بسط مك  »2«گزينه   پاسخsinxبه جاي ،x،x2 دهيم. در اينصورت داريم:قرار مي    
( x) x

sin x x xsin x x      
3 4

22 82 2 2 26 6   

  

 حاصل سري:  36مثال
n

n

n!






2

1

4     )82(انرژي ـ آزاد   كدام است؟ 1

1 (e 4 1  2 (e 8 1   3 (e 5 1  4 (e 7 1  

 :نويسيم:مجزا مي ابتدا سري را به فرم دو سري  »4«گزينه   پاسخ  
n n n

n n
S S

n! n! n!

  

  


     

2 2
1 2

1 1 1

4 1 4 1  

e«ي اول را ندارد، يعني است، كه البته جمله e1كه همان بسط S2سري 1 «ي سريگذاريم و سراغ محاسبهپس فعلاً آن را كنار ميS1 رويم:مي  

n n n

n n n
S

n! (n )!n (n )!

  

  
  

   
2 2

1
1 1 1

4 4 41 1  

n)ي محاسبات بايد سعي كنيم با اضافه و كم كردن عدد به صورت كسر،براي ادامه )1 :ايجاد كنيم  

n n n n n n

n (n ) n (n )
S

(n )! (n )! (n )! (n )! (n )! n!

     

     

   
     

         1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 14 4 4 4 4 41 1 1 1 1 
  

ستفاده كرديم و از سريي لغزاندن حدود ااست، (از قاعده eسري دوم همان سري
n (n )!



 
1

1
به سري 1

n n!




 1


  ديگر ايجاد شد:e4جارسيديم.) پس تا اين

n n n

(n )
S e e e e e e

(n )!(n ) (n )! n!

  

  


        

    1
1 2

1 1 14 4 4 4 4 4 4 4 82 1 2 
  

e  بنابراين حاصل نهايي برابر با مقدار مقابل است: 7 1S S S e (e ) e e        1 2 8 1 8 1  
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 مقدار:  37مثالn

n

n
x

n!






2

1
  )84سراسري  ـ و عمران 83آزاد  ـ (مكانيك   برابر است با: 

1 (x(x )e1  2 (x(x )e2 1  3 (xx e2  4 (x(x x)e2  

 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه   پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

k
n n k k k k

n n k k k k

n kn n (k ) k x k
x x x ( x ) x x

n! (n )! k! k! k! k! k!

     
   

     

  
    

     
2 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1
1    

  

k m
k m x x x x

k k m m

k mx x
x x x xe x xe x e xe

(k )! k! m! m!

   
 

   

 
      

   1 2 2 2

1

11 1
1   

  
 

 در بسط تابع:  38مثالf (x) Ln( x )    )83ـ سراسري  MBA(      است؟ جمله عمومي به كدام صورت  xهاي صعوديبه صورت يك سري برحسب توان 21

1 (
nx

n

 2
  2 (

nx

n!

 2
  3 (

n
n x

( )
n


2

1  4 (
n

n x
( )

n!


2
1  

  :لورندانيم جمله عمومي بسط مكمي  »1«گزينه   پاسخLn( u)1  است: مقابلبه صورت  
n

n

n

u u u
Ln( u) u ( )

n





      

2 3
1

1
1 12 3   

xبا قرار دادن                         اهيم داشت:خو uبه جاي 2
n n n

n n

n n n

( x ) x x
Ln( x ) ( ) ( )

n n n

  
 

  


        

2 2 2
2 1 2 1

1 1 1
1 1 1  

  
 لورن تابعسري مك:  39مثالx

f (x)
( x )


 2 21

  )83ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  به  كدام صورت است؟ 

1(n n

n

( ) nx


 


 1 2 11


  2(n n

n

( ) nx





 2 11


  3(n n

n

( ) (n )x





  2 11 1


   4(n n

n

( ) nx



 2

1
1  

 :لورنمك بسط  »3«گزينه    پاسخ
x

1
n  باشد:مي روبروبه صورت  1 n

n

x x x ( ) x
x




      

 2 31 1 11 
  

x  داريم:گيري از طرفين اين رابطه با مشتق xn n n n

n n

( ) nx ( ) nx
( x) ( x )

 
 

 

 
    

 
 

21 2 2
2 2 2

1 1

1 11 1
1 1

´ÃÀjÂ¶ nHo¤ , ÁI]¾M  

x n n n n

n n

x
f (x) ( ) nx f (x) ( ) (n )x

( x )

 
   

 
       


 1 2 1 2 1

2 2
1

1 1 1
1 

njMo†¸Ã o‡ j»ke·kºHq™²Á½k –I¤  

 

 يدفرض كن:  40مثالf   تابعي حقيقـي باشد كه سري تيلور آن همه جا به آن همگراسـت. اگـرf ( )  2،f ( )  2بـراي  ، وn   داشـته باشـيم   2
(n)f ( )  3 آنگاهf (x) 83(آمار ـ سراسري             ؟شودتوسط كدام ضابطه داده مي(  

1 (xe x 3 2 1  2 (xe x 3 1  3 (xe x 3 2 1  4 (xe x 3 1  

  :ها تابعتوجه به گزينهبا   »2«گزينه    پاسخf:بايد به صورت ،xf (x) ae bx c   :باشد و داريم  
x

x x

x (n)

f (x) ae bx c , f ( ) a c

f (x) ae b , f ( ) a b a , b c f (x) e x

f (x) ae , f ( ) a

      
               


     

2 2
2 2 3 1 3 1

3 3
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 مجموع سري:  41مثال
n

n n






3

1
2

  )83ري (رياضي ـ سراس         برابر با كدام عدد است؟    

1 (Ln 
5 1
8 2  2 (Ln 

5 1
8 2  3 (Ln 

5 1
4 2  4 (Ln 

5 1
4 2  

 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه    پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

)Lnلورنابتدا توجه كنيد كه بسط مك x)1  است: مقابلبه صورت  
n n

n

x x ( ) x
Ln( x) x

n






      

2 3 1

1

11 2 3   

xبا جايگزيني



1

  آيد:در رابطه فوق به دست مي 2
n n

n

n n
n n n

( ) ( ) ( )
Ln( ) Ln Ln

n n n


  

  


 

        
1 2 1

1 1 1

11 1 1 1 1 12 1 2 2 22 2
  

n
n

Ln Ln
n





 
    

3

1 1 1 1 5 1
2 8 2 8 22

  

  

 ضريب:  42مثالx4 لورندر بسط مكx

x



2
1
1

  )83ـ آزاد (برق   ، كدام است؟

1 (
!

1
3  2 (

!

1
4  3 (  4 (1  

 :كنيم:عبارت داده شده را به دو كسر مختلف تفكيك مي  »4«گزينه   پاسخ  x x

x x x


 

  2 2 2
1 1

1 1 1
  

را در  xسـت ضـريب  در اين قسمت برابـر بـا صـفر اسـت. بنـابراين كـافي       x4وجود ندارد، يعني ضريبي زوج قسمت اول، يك تابع فرد است و در بسط آن جمله

بسط
x 2

1
1

u  كنيم.حساب كنيم، از بسط مقابل استفاده مي  u u
u
    


2 31 11   

x  ) صحيح است.4است و لذا گزينه ( 1برابر با  x4كنيد كه ضريبملاحظه مي x x
x

      


2 4 6
2

1 1
1

  
 

 لورن تابع با ضابطهكسري م:  43مثالf (x) Ln(x x )     )83(رياضي ـ سراسري          به كدام صورت است؟  21

1 (
n

n

n

( ) ( n )
x x

n!( n)






     
 2 1

1

1 1 3 5 2 1
2
  2 (

n
n

n

( ) n
x x

n!( n )






   


 2 1

1

1 2 4 2
2 2

  

3 (
n

n
n

n

( ) ( n )
x x

( n ) n!






     



 2 1

1

1 1 3 5 2 1
2 1 2

  4 (
n

n

n

( ) n
x x

n!( n )






   


 2 1

1

1 2 4 2
2 1

  

 :3«گزينه   پاسخ«    
Arcsinhتابع داده شده همان: اولروش  x باشد.) مي3لورن آن همان رابطه داده شده در گزينه (باشد كه بسط مكمي  
fلورن را به دست آوريم، بدين منظور بايددر بسط مك x3ها كافي است ضريببا توجه به گزينه: دوم روش ( )  را به دست آوريم، پس داريم:  

x
f (x) Ln(x x ) f (x) f (x)

x
( x )

       




2
32

2 2

11
1 1

  

( x ) x ( x ) ( x)
f (x) f ( )

( x )

       
     



3 1
2 22 2

2 3

31 2 12 1
1

  

nبه ازاي 3ها فقط در گزينة با توجه به گزينه 1 ضريبx3 برابر1
f  خواهد شد.      6 ( )

!

 
  

1
3 6
 ضريبx3 لورن  در بسط مك  
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 مجموع سري:  44مثال
n

n

x

(n )!



 
2   )83(معدن ـ سراسري              كدام است؟       1

1 (xxe  2 (xx(e )1  3 (x(x )e1  4 (xx(e )1  
 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1ؤالات رياضي عمومي حل س«به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه   پاسخ

   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

دانيممي
n

x

n

x
e

n!




 


  :داريم ، بنابراين

n n k k
x

n n k k

k nx x x x
x x x( ) x(e )

(n )! (n )! k! k!

   

   

 
    

    
1

2 2 1

1 1 11 1 
  

  
 ضريب:  45مثالx3 لورندر بسط مكx(x )e2   )83(برق ـ آزاد   كدام است؟ 5

1 (1
6  2 (

1
6  3 (11

6  4 (
11
6  

  :لورنبسط مك  »3«گزينه   پاسخxy e باشد.به صورت مقابل مي       x x x
e x

! !
    

2 3
1 2 3    

  
5 111 6 x3xضريب 6 x x x

(x )e x ( x ) ( x )
! ! !

          
2 2 3

2 25 1 5 12 2 3    
 

 ن تابعلوردر بسط مك:  46مثالf (x) ( x ) 
5

2   )84(مكانيك ـ سراسري         كدام است؟  x4بضري 22
1 (  2 (5 2  3 (15 2

4  4 (15 2
8  

  :براي يافتن ضريب  »4«گزينه   پاسخx4 ايدب
( )f ( )

!

4

4
 را بيابيم پس ابتدا( )f (x)4كنيم و داريم:را محاسبه مي   

f (x) x( x ) , f (x) ( x ) x ( x )      
3 3 1

2 2 2 22 2 25 2 5 2 15 2  

f (x) x( x ) x ( x )


    
1 1

2 3 22 245 2 15 2  
( ) ( )f (x) ( x ) x ( x ) x ( x ) f ( )

 

       
1 1 3

4 2 2 2 4 2 42 2 245 2 9 2 15 2 45 2   
( )f ( )

!
  

4 45 2 15 2
4 24 8
 ضريبx4  

  

 اگر از:  47مثال(n )
n

  2
11 n، به عنوان تقريب1

n


  )84ـ سراسري  تاريخ و فلسفه علم(  استفاده كنيم، بهترين جمله درست كدام است؟   11

) تقريب نقصاني است و قدرمطلق خطا از1
n3
1

2
) تقريب نقصاني است و قدرمطلق خطا از2  ت.كوچكتر اس 

nn

1
2

  كوچكتر است. 

) تقريب اضافي است و قدرمطلق خطا از 3
n3
1

2
) تقريب اضافي است و قدرمطلق خطا از4  كوچكتر است. 

nn

1
2

  كوچكتر است. 

 :توان به صورتت مورد نظر را ميعبار  »3«گزينه   پاسخn( )
n


xfنوشت. بنابراين كافيست تـابع  111 (x) ( x) 1    را در نظـر گرفتـه و بـه ازايx

n


1 

مقدار تقريبي آن را پيدا كنيم. با توجه به آن كه
n


1   توانيم از بسط مك لورن استفاده كنيم:صفر هستيم، ميپس در همسايگي عدد  
x x x x

x(x ) xx xLn( x)f (x) ( x) e e e
         

2 3 3 42
1 2 3 2 31

 
  

tدانيم كهحالا مي t
e t

!
   

2
1 2  پس به ازايx x

t x   
3 42

2 3  :داريم  x x x x
f (x) (x ) (x )

!
          

3 4 3 42 2 211 2 3 2 2 3    

x  را بنويسيم، خواهيم داشت: 3ي اگر از اين بسط فقط جملات تا درجه
f (x) x   

321 2   

xبه عبارتي داريم: x
( x) x    

321 1 2  حالا با جايگذاريx
n


)n  رسيم:به تقريب مقابل مي 1 )

n n n
    

1

2 3
1 1 11 1

2
   

)nبنابراين اگر تقريبي به صورت )
n n

 
1

2
1 11 1 ي خطـاي آن ارت كمي بيشتر است و اولـين جملـه  نوشته شود، از مقدار واقعي اين عب

n
 3

1
2

اسـت در واقـع    

قدرمطلق خطا، حداكثر
n3
1

2
  خواهد بود. 
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 مقدار:  48مثال
a

dx

x 
1

1
،(a )  :85اضي ـ سراسري (ري   برابر است با(  

1 (...
a a a

   
  
1 1 11 1 2 1 3 1  2 (...

a a a
   

  
1 1 11 1 2 1 3 1  

3 (...
a a a

   
  2 2 2

1 1 11
1 2 1 3 1

  4 (...
a a a

   
  2 2 2

1 1 11
1 2 1 3 1

  

 :آوريم:لورن تابع مقابل انتگرال را به دست ميابتدا بسط مك  »1«گزينه   پاسخ  a a a
a

... ...x x x x x x
x x

          
 

2 3 2 31 11 11 1
  

  :بنابراين
a a a

a a a
a

dx x x x ... ...( x x x )dx (x )
a a a a a ax

  
              

      
1 1 1 2 1 3 1

2 3 1 1 1 11 11 2 1 3 1 1 2 1 3 11 



  

  

 ضريب:  49مثالx3 در بسط مك لورنxy (e )cosx    )85(نفت ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (
2
3  2 (

1
3  3 (1

3  4 (2
3  

 :داريم ابتدا توجه كنيد كه  »2«گزينه   پاسخ:   x x ...cos x
! !

   
2 4

1 2 x    و     4 x x ...e x
! !

    
2 3

1 2 3  

x       بنابراين: x x x ......y (e )cos x (x )( )
! ! !

       
2 3 2

1 12 3 2  
 

  
1 1 1

2 6   x3ضريب 3

  

 مجموع سري:  50مثال
n

n

S
n(n )









1

1
1 3

  )85فضا ـ آزاد (هوا  ، كدام است؟

1 (  2 (  3 (Ln
21 2 3  4 (Ln1 3  

 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «ين سؤال در كتاب به ا  »3«گزينـه     پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

nابتدا توجه كنيد كه

n

x
x






 1
1

nي لغزاندن حدود داريم:ده از قاعدهشروع شده، پس با استفا 1، چون حد پايين سيگما در صورت سؤال از 

n

x
x







 1

1

1
1 ،

n(nحالا با توجه به اينكه در مخرج كسرِ صورت سؤال، )1 گيري استفاده كنيم:داريم؛ لذا بايد از انتگرال  
nxn

n n

x
x dx Ln( x)

x n

 

 
    

 
1 1

1 11  

  اگر دوباره انتگرال بگيريم، داريم:
n x

n

x
Ln( x)dx

n(n )




  

 
1

1
11 

  

1، عددxحالا اگر در سمت چپ به جاي
را قرار دهيم، به 2

n
n n(n )



 


1

13
1 3

سـمت راسـت را حسـاب كنـيم و      است، حالا اگر انتگـرال  S3رسيم كه در واقعمي 

1ها، عددxجاي
  شود:مي S3را قرار دهيم، برابر با 3 xS xLn( x) (x Ln( x) S Ln Ln S Ln             1

3

1 2 1 2 23 1 1 3 2 13 3 3 3 3  
 

 لورنبسط مك:  15مثالxcosx x sinx3 4 32   )86(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 3

1( 
n n

n

( ) ( n )x

( n)!





 
6 11 6 2

2
  2( 

n

n

x ( n )

( n)!






6 1 6 2

2
  3( 

n n

n

( ) x ( n )

( n )!





 


6 11 6 2
2 1

  4( 
n

n

x ( n )

( n )!








6 1 6 2
2 1

  

 :دانيم بسط مك لورن توابعمي  »1«گزينه   پاسخcos xوsin x  :بصورت زير است  
x x x x x x

cos x , sin x x
! ! ! ! ! !

         
2 4 6 3 5 7

1 2 4 6 3 5 7   

sinهايدست آوردن بسطبراي به x3 وcos x3 هاي فوق به جاي كافي است در بسطx،x3  :قرار دهيم داريم  
x x x x x

x cos x x sin x x( ) x (x ) ( x x ) ( x )
! ! ! ! !

              
6 12 9 13 13

3 4 3 4 3 7 72 32 3 2 1 3 2 32 4 3 4 3     

n) به ازاي1تنها در گزينه ( 1 ضريبx7  آيد.به دست مي -4برابر  x x   72 4   
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  تابع:  25مثالx  2 4،f (x)
x



1

x)وديهاي صعبه صورت سري توان 2 ) n(xنوشته شده است، ضريب جمله شامل 1 ) در ايـن سـري    1
  )86ـ سراسري  MBA(  كدام است؟

1( 
n

n

( )



1

1
3

  2( 
n

n

( )  11
3

  3( 
n

n

( )1
2

  4( 
n

n

( )1
3

  

 دانيم بسط تيلور تابع مي  »1«گزينه   سخ:پاf حول نقطهx a :به صورت مقابل است  
n (n)(x a) (x a) f (a)

f (x) f (a) f (a)
! n!

     1    

n(xپس ضريب جمله شامل )1 بصورت
(n)f ( )

n!

yام تابعnدانيم مشتق خواهد بود و نيز مي 1
ax b



بصورت 1

n n
(n)

n

( ) a n!
y

(ax b) 



 1

باشـد، پـس بـراي    مي 1

yتابع
x



1

  ام برابر است با: nمشتق  2
n n

n n

( ) n! ( )

n! 
 

  1 1
1 1 1

3 3
ضريب جمله شامل

n n
(n) (n) n

n n

( ) n! ( ) n!
y f ( ) (x )

(x )  
 

    
 1 1
1 11 1
2 3

  

x)را قرار دهيم وضريب 1، عدد nتوانيم به جايروش تستي نياز به محاسبات حجيم بالا نبود، مي )1 برابر باf ( )

!

 1
  است، از طرفي داريم: 1

f (x) f (x) f ( )
x (x )

      
  2 2
1 1 112 2 3

  

nها،خبُ حالا در گزينه 1 دهيم، هر كدام مقدارش برابر باقرار مي 2
1
3

  ) اين شرايط را دارد.1شد، جواب است، واضح است فقط گزينه ( 

  

 با توجه به:  53مثال...Ln       
1 1 1 12 1 2 3 4 ...سري 5     

1 1 1 1 11 3 2 5 7   )86ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  به كدام عدد همگراست؟ 4

1( Ln
1 22  2( Ln

3 22  3( Ln
2 23  4( Ln2 2  

 :2«گزينه   پاسخ«  Ln ( ) Ln ( )            
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 1 1 2 22 3 4 5 6 2 2 4 6 8 1 


  

Ln...    خواهيم داشت: 2و  1با جمع طرفين رابطه  Ln        
1 1 1 1 1 1 12 2 12 3 2 5 7 4 6  

Lnبنابراين حاصل سري داده شده برابر
3   باشد.مي 22

  

 بعتا:  54مثالf (x) x cosx fداراي نمايش سري به صورت 3 (x) C C x C x   2
1 2  است، كه براي تمام مقاديرx  ،برقرار اسـتC9  عبـارت

  )87(رياضي ـ سراسري    است از:

1(
!


1
6  2(

!


1
4  3(

!

1
6  4(

!

1
4  

 :لورن تابعدانيم بسط مكمي  »1«گزينه    پاسخcos x :بصورتx x x
cosx

! ! !
    

2 4 6
1 2 4 6  پس داريم: ،است  

 x x x x x x
f (x) x ( ) x C

! ! ! ! ! ! !


          

2 4 6 5 7 9
3 3

9
11 2 4 6 2 4 6 6  

 

 اگر:  55المثf (x) پذير بوده وتابعي مشتقf ( )  1 وf (x) f (x) 
1
fباشد، آنگاه 2 (x) 87(رياضي ـ سراسري   كدام است؟(  

1(
n

n

x

n!







  2(
n

n
n

x

n!




 2

  3(
n

n
n

x


 2

  4(
n

n

n

x
n!




 2


  

 :با توجه به رابطه  »2«گزينه   پاسخf (x) f (x) 
1
fداريم، 2 (x)

f (x)




1
  حال اگر از طرفين رابطه انتگرال بگيريم، داريم:  2

f (x) dx
dx Ln(f (x)) x c

f (x)


    

1
2 2  

fچون ( ) 1 ست لذا: ا  
x

Ln(f ( )) Ln( ) c c Ln(f (x)) x f (x) e         
1
211 2     

بصورت xeلورن تابعدانيم بسط مكمي
n

n

x

n!







fاست پس براي بسط تابع  (x)  كافي است به جايx ،x

  قرار دهيم، داريم:  2

n
nx

n
n n

x
( ) x

f (x) e
n! n!

 

 
   

1
2 2

2 
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 فرض كنيد:  56مثالf :   حول نقطهx        :داراي سـري تيلـور باشـد و داشـته باشـيمf (x) x f (x) f (x)     fو 21 ( )  1  آنگـاه ،
xاي درجه سوم تيلور حولچندجمله   :87ـ سراسري تاريخ و فلسفه علم (  برابر است با(  

1 (x x x  2 31 3 5 4  2 (x x x  2 31 3 5 8  3 (x x x  2 31 3 1 48  4 (( x ) ( x )  3 32 1 2 12  

 :اي درجه سوم تابعي مانندچندجمله  »2«گزينه   پاسخf (x) يحول نقطهx   برابر با
n

n

n

f ( )
x

n!

3



 :است. اگر سري را باز كنيم، داريم  

f ( ) f ( )x f ( )x f ( )x     2 31 1
2 6   3اي تيلور درجه چندجمله  

fبنابراين بايد ( ) ،f ( )  وf ( )  يرا حساب كنيم، ضابطهf (x) را داريم، ابتداf ( )  را با جايگذاريx  كنيم:در طرفين تساوي حساب مي  
f ( )f ( ) f ( ) f ( ) f ( )         121 1 1 1 3      

fياگر از ضابطه (x)تق بگيريم به، يك بار مشf (x) و اگر دو بار مشتق بگيريم بهf (x) رسيم:مي  
x

f ( ) ,f ( )
f (x) f (x) f (x)f (x) f ( )

 
            1 31 2 1 3 2 1 3 1

 
   

f ( )
f ( )

f (x) f (x) f (x)f (x) f (x)f (x) f ( )
 
 

                3
12 2 1 2 3 3 2 1 1 48

 
    

fي سوماي درجهبنابراين چندجمله (x) :به صورت مقابل است  x x x   2 2 31 3 5 fاي درجه سومچندجمله8 (x)  
  

 جمله عمومي بسط مك لورن:  57مثالxf (x) Ln ( x )    )87ـ سراسري ژئوفيزيك و هواشناسي (  كدام است؟ 21

1 (
nx

n




2 1

2  2 (
n

n x
( )

n




2 3
1 2  3 (

n
n x

( )
n






2 1
1 2 1  4 (

nx

n





2 1

4 2  

 :يابتدا با توجه به خاصيت لگاريتم ضابطه  »1«گزينه   پاسخf (x) كنيم:را ساده مي  
x

x x
f (x) Ln ( x ) Ln( x ) Ln( x )     2 2 221 1 12

  

حالا از بسط مك لورن
n

n

n

( )
Ln( u) u

n






  

1

1

uي اين سؤالگيريم، (كه براكمك مي 11 x    است): 2

n n n
n n

x n n

x ( ) x ( ) x
f (x) ( x ) x

n n n

    

  

  
     

1 2 1 2 12 2

1 1 1

1 1
2 2 2  

  

 سري:  58مثالx x x
S x ( ) ( ) ( )

  
    

  

3 5 71 1 3 1 3 5
2 3 2 4 5 2 4 6 7  87(رياضي ـ آزاد   اي همگراست؟در چه فاصله(  

1 ([ , ]2 2  2 ([ , ]3 3  3 ([ , ]1 1  4 ([ , ]4 4   
 :سري فوق بسط  »3«گزينه    پاسخArcsin xي همگرايي آندانيم بازهاست و مي| x |1 و به عبارت ديگرx  1   باشد.مي 1

 

 تابع 5لورن از درجه اي مكچند جمله:  59ثالمsin(x x )   )87(عمران ـ سراسري   هاي زير است؟اييك از چند جملهكدام 2

1(x x
x x x   

3 4
2 559

6 2 6   2 (x x
x x x   

3 4
2 559

6 2 12  3 (x x
x x x   

3 4
2 559

6 2 6   4 (x x
x x x   

3 4
2 559

6 2 12  

 4«گزينه    :پاسخ«     (x x ) (x x ) x x x
(x x ) x x

 
          

2 3 2 5 2 3 4
2 559

6 12 1 6 2 12 
 

  بسط مك لورن 

  
 مقدار سري:  60مثال

n

n

n!






2

  )81و سراسري  87(عمران ـ سراسري   برابر با چيست؟ 1
1( 1  2(e 2 1  3(e 1  4(e 2 3  
 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه    پاسخ

   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي
  كنيم: ابتدا كسر را تفكيك مي

n n n n n n n n n n n

n n n

n! n! n! (n )!n n! (n )! n! (n )! n! n! n!

          

          


         

             
2 2 2 2 2 2 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1   

يباشد كه شامل جملهمي eاول بسط سري
!

1


ي اول آن يعنيباشد كه شامل دو جملهمي eنيست و سري دوم بسط  
!

1


و 
!

1
  نيست، بنابراين داريم:  1

S (e ) (e ) e
! ! !

      
1 1 1 2 31 
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 اگر:  61مثالn

n

f (x) n x ,| x |



  2

1
fآنگاه 1 (x) :82و رياضي ـ سراسري  87(عمران ـ سراسري   برابر است با(  

1(x

( x)





2

3
1

1
  2 (x

( x)



 3
1

1
  3 (x x

( x)





2

31
  4 (

( x) 2
1

1
  

 

 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »3«گزينه    پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

nدانيممي

n

x
x






 1
1

nگرفتن و عمليات مناسب روي اين سري آن را به صورتباشد، بايد با مشتق مي 

n

n x



 2

1
  در آوريم. 

xn n n

n n n

x
x nx nx

x ( x) ( x)

  


  
    

  
  1

2 2
1 1

1 1
1 1 1

¢Tz¶ njMo†¸Ã o‡  

xn  شود:حالا با مشتق گرفتن از طرفين رابطه اخير نتيجه مي n

n n

( x) x( x) x x x
n x n x

( x) ( x) ( x)

 


 

    
   

  
 

2 2
2 1 2

4 3 3
1 1

1 2 1 1
1 1 1

njMo†¸Ã o‡   

  

 ضريب:  62مثالx1 ن تابعلوردر بسط مكf (x)
x x


  2

1
1

  )87(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (5-  2 (5  3 (1  4 (1-  

 :دانيممي  »4«گزينه    پاسخx x x
x
    


2 31 11 و نيز ،x ( x)( x x )    3 21 1   بنابراين داريم: 1

  x x
f (x) ( x x x ) x( x x x )

x x x


            

  
3 6 9 3 6 9

3 3 3
1 1 1 1

1 1 1
    

  باشد. مي -1ضريب موردنظر بنابراين
 

 مجموع سري:  63مثالx x x | x |    2 4 61 3 5 7 1 84و سراسري  87ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟(  

1 (x

x 2
2

1
  2 (x

( x )





2

2 2
1
1

  3 (x

x



 2
1
1

  4 (x

( x )

2

2 21
  

 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه   پاسخ
   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

Sدهيمقرار مي x x x    2 4 61 3 5 7  داريم در اين صورت:  x
Sdx x x x x x( x x ) c

x
          

 3 5 7 2 4
21

1
   

x   شود:گيري از طرفين رابطه فوق نتيجه ميحال با مشتق x x
S

( x ) ( x )

  
 

 

2 2 2

2 2 2 2
1 2 1

1 1
  

  

 با فرض:  64مثالx  tgبسط 1 x1 87(مهندسي نفت ـ سراسري   كدام است؟(  

1( x x
tg x x    

3 5
1

3 5   2( tg x
x x x

 
     1

3 5
1 1 1

2 3 5
  

3( tg x
x x x

 
    1

3 5
1 1 1

2 3 5
  4( x x x

tg x x     
3 5 7

1
3 5 7   

 

 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »3«گزينه   پاسخ
tgلورناگر بسط مك شود.د اين، حل تشريحي نيز ارائه ميبا وجو x1  تواند راهگشا باشد:گاه روش زير ميداشته باشيم، آننرا به ياد    

dy
y tg x

dx x

  


1
2

1
1

  

uحالا از بسط u u
u
    


2 31 11  گيريم:كمك مي  dy x x x

x x x y c x
dx

            
3 5 72 4 61 3 5 7 ´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸ÃÎoŠ pH  

xكنيد كه در حالا دقت   :داريمy tg ( ) 1  لذا ،c   شود و داريم:مي  x x x
tg x x     

3 5 71
3 5 7   
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كارشناسي ارشد يكسان شريف رتبه مدر  )1رياضي عمومي (

 تابع:  65مثالf (x) ; x
x

   

1 2 x)هاي صعوديبه صورت يك سري برحسب توان 42 )   نوشته شده است، جمله دهم اين سري كدام است؟1

    )MBA  88ـ سراسري(  

1((x )


9
1
1

3 
  2((x ) 9

1
1

3 
  3((x )


1

11
1

3


  4((x ) 1

11
1

3


  

 :ور تابعسري مورد نظر همان بسط تيل  »1«گزينه    پاسخf (x) حول نقطهx 1 باشد، و جمله دهم آن بصورتمي
( )f ( )

(x )
!


9

91 باشـد. پـس لازم   مي 19

fاست مشتق مرتبه نهم تابع (x)دانيم اگردست آوريم. ميرا بهy
ax b



ه، آنگا1

n n
(n)

n

( ) a n!
y

(ax b) 



 1

1 .  

)  :  داريم بنابراين ) ( )( ) ! !
f (x) f (x) f ( )

x ( x)

 
    

 

99 9
1 1

1 1 9 912 2 3   

x)و در نتيجه جمله دهم سري مورد نظر بصورت )  9
1

1
3 

  آيد. مي در 
 

 مجموع سري:  66مثال
n n

n

( ) (n )x

n!

 



 
11 1


  )88سري (عمران ـ سرا  برابر است با:

1( x xe xe   2( x xxe x e  2  3( x xe xe  4( x xxe x e 2  
  
 :ده شده است، به روش تستي و سريع پاسخ دا» ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه    پاسخ

   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

  
n n n n n n n n n n

n n n n n

( ) (n )x ( ) nx ( ) x ( ) x ( ) x

n! n! n! (n )! n!

        

    

     
   

    
1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1 1
1   

    

n n n n
x x

n n

( ) x ( ) x
x x x e xe

n! n!

 
 

 

 
      2 21 1

 
  

  

 مجموع سري: 67مثال
n

n

(n )x

n!





 1


  )88برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  چقدر است؟ 

1(x xe xe  2(x xe xe   3(x xe x e  2   4(x xxe x e 2  
 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده است، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه    پاسخ

   شود.يز ارائه ميبا وجود اين، حل تشريحي ن

دانيممي
n

x

n

x
e

n!







  در بياوريم. xeكنيم سري داده شده را به شكل بسط، بنابراين سعي مي

n n n
n n x n x n x x x x

n n n n n n n

( )*(n )x n x n x
x x e x e x e x e xe e

n! n! n! (n )!n (n )! n! n!

      


      


          

       1

1 1

1 1 1
1 1    

  

nي؛ي لغزاندن حدود يعني رابطهدر بالا از قاعده توضيح: n i
n k n k i

a a
 


  

  ايم. همچنين در قسمته كردهاستفاد( ممكن است داوطلب سؤال كند چگونه  *(

وقتي تساوي
n

n

n n

n x
x

n! (n )!

 

 


 
1 1

nنوشته شد، حد پايين سيگما تغيير كرد، جواب اين است وقتي سري سمت چپ بـه صـورت    

n

n
x

(n )!n



  1
نوشـته   

nشود، قطعاً با شرطاز صورت و مخرج ساده مي nشود ومي   اين موضوع امكان دارد بنابراين در سمت راست بايدn 1 بنويسيم.  
 

 در بسط تابع: 68مثالf (x) sin xcosx هاي صعوديبه صورت سري توانxضريب ،x5 88(صنايع غذايي ـ سراسري   برابر كدام است؟(  

1(2
15  2(4

15  3(3
1  4(3

5  

 :عتاب  »1«گزينه   پاسخf (x) sin x cos x sin x 
1 fباشد بنابراين بسط تابع، مي22 (x) باشد:بصورت زير مي  

( x) ( x)
f (x) sin x ( x ) x x x

! !
        

3 5
3 51 1 2 2 2 22 22 2 3 5 3 15   
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 اگر:  69مثالf (x)
x x


 2

1
2 3

xدر f،1388در اين صورت مشتق مرتبه   1 يعني( )f ( )1388   )89ـ سراسري فيزيك دريا (  برابر است با: 1

1 (!
694

1388
2

  2 (!
695

1388
2

  3 (!
1388

1388
2

  4 (!
1389

1388
2

  
 

 :سخت است و لـذا بايـد از بسـط تيلـور يـا مـك لـورن كمـك بگيـريم، امـا مشـتق در            » ام1388«ي مستقيم مشتق واضح است محاسبه  »2«گزينه   پاسخ
xينقطه  1        يخواسته شد، بنابراين بايـد بـا تغييـر متغيـر مناسـب، مشـتق در نقطـهt      رضحسـاب شـود. بـا ف ـx t 1  و نوشـتنf (x)   بـه صـورت 

f (x)
(x )


  2

1
2 1

g(t)و لذا 
t


 2
1

2
g(t)  داريم: g(t)يشود. كه با كمي تغيير در ضابطهمشكل حل مي  ( )

t t
( ( )) ( )

 

   
2 2

1 1 1
22 1 12 2

  

nحالا بر طبق بسط

n

u
u






 1
1 

tرا به صورت سري بنويسيم g(t)يتوانيم ضابطهمي 
(u ) 

2

n  لذا داريم: 2

n

t
g(t) ( )






 

21
2 2

  
  

 در بسط تابع:  70مثالf (x) sin x xcosx  وديهاي صعبر حسب توانx  ضريبx9 كدام است؟  )MBA  90ـ سراسري(  

1 (
!

1
9
  2 (

!

8
9  3 (

!


1
9
  4 (

!


8
9  

 :لورنابتدا بسط مك  »1«گزينه    پاسخsin x وcos x آوريم:را به دست مي  
k ( k )

k

( ) x
sin x ( )

( k )!









2 11 12 1

  

k k k k

k k

( ) x ( ) x
cos x x cos x ( )

( k)! ( k)!

 

 

 
   

2 2 11 1 22 2 
  

k  خواهيم داشت: x9براي ايجاد ضريب k   2 1 9 4  
( ) ( )k

[ ]x x ( ) x
! ! ! ! !

     
4 4

9 9 91 1 1 1 14
9 8 9 8 9

 ضريبx9 در( )و 1( )2  

  
 ضريب جمله سوم بسط تيلور:  71مثالLn( x)

x



1

xحول 1   90(رياضي ـ سراسري   برابر كدام است؟(  

1(1
6
  2(

1
6
  3(

11
6  4(11

6  

 :كنيمفرض مي  »4«گزينه   پاسخf (x) Ln( x) 1،g(x)
x



1

h(x)و 1 f (x)g(x) .باشد  
    

fهاي تيلور توابعبسط (x)وg(x)حولx   نويسيم:را مي
n n

n

n n n

x x
f (x) Ln( x) , g(x) x

n n x x

  

  
          

    
1

1

1 11 1 1 1 
  

x  برابر است با: h(x)لذا تابع  x
h(x) f (x)g(x) (x )( x x x )        

2 3
2 312 3    

)  داريم: h(x)ابعتدر بسط  x3بنابراين براي محاسبه ضريب )   
1 1 111 2 3   x3ضريب 6

 

 حاصل عبارت:  72مثالA
! ! ! !

        2 4 6 84 6 8 1
3 5 7 9


90(عمران ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 :به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «در كتاب  به اين سؤال  »3«گزينه   پاسخ

   شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي
  نويسيم:را به صورت سري زير مي Aعبارت

n n n n

n n

( n )
A ( ) ( )( )

! ! ! ! ( n )! ( n )! ( n)!

 

 


                 

  2 4 6 8 2 2

1 1

4 6 8 1 2 2 1 11 13 5 7 9 2 1 2 1 2
   

n n n
n n n n n

n n n n

( ) ( ) ( )
( ) [ ] [ (sin ) cos( ) ]

( n )! ( n)! ( n )! ( n)!

  


   

  
                   

      2 2 2 1 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 11 1 32 1 2 2 1 2  

    يادآوري:
n n n

n

n n

( ) ( ) x
cos x x , sin x

( n)! ( n )!

 

 

 
 

 
2 1

21 1
2 2 1 
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 سري تيلور تابع:  73مثالf (x) sinxcos x   )90برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام گزينه است؟  4

1 (
n

n

n

( x)
( )

( n )!







2 121 2 1

  2 (
n

n

n

( x)
( )

( n )!







2 11 212 2 1

  

3 (
n

n n n

n

x
( ) ( )

( n )!


 


 


2 1

2 1 2 11 4 2 2 1
  4 (

n
n n n

n

x
( ) ( )

( n )!


 


 


2 1

2 1 2 11 1 4 22 2 1
 

 

 :ابتدا با استفاده از رابطه تبديل ضرب به جمع توابع مثلثاتي داريم: ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه   پاسخ  

sin pcos q [sin(p q) sin (p q)] sin x cos x [sin x sin x]      
1 14 5 32 2  

  لورن براي توابع فوق داريم:حال با استفاده از سري مك

  
n n

n n n

n n

( x) x
sin x ( ) ( )

( n )! ( n )!

  


 
   

  
2 1 2 1

2 155 1 1 52 1 2 1 
  

n n
n n n

n n

( x) x
sin x ( ) ( )

( n )! ( n )!

  


 
   

  
2 1 2 1

2 133 1 1 32 1 2 1 
  

  
n

n n n

n

x
sin x cos x [ ( ) ( ) ]

( n )!


 


  


2 1

2 1 2 114 1 5 32 2 1
  

 

 اگر:  74مثالf لورن باشد وقابل بسط به سري مكf ( )  1 وf (x) (f (x))     كدام است؟ fلورندر سري مك x3آنگاه ضريب 51
  )90سيستم ـ سراسري ـ (صنايع 

1 (65
6  2 (65

4  3 (65
3  4 (65

2  

 :بسط مك لورن تابع  »3«گزينه   پاسخf (x) :برابر است با  
n

( ) (n)x x x
f (x) f ( ) f ( )x f ( ) f ( ) f ( )

! ! n!
       

2 3
3

2 3        

f (x) (f (x)) f ( ) , f ( )     51 2 1   
f (x) f (x)(f (x)) f ( )    45 1   

( )f (x) f (x)(f (x)) (f (x)) f (x) f ( )         3 4 2 3 35 2 5 1 2 4     
( )f ( )

! !

  
  

3 5 1 2 4 65
3 3 3
  ضريبx3 لورندر سري مكf  

  

 لورنچهار جمله اول ناصفر بسط مك:  75مثالsin xe  :90(آمار ـ سراسري   عبارت است از(  

1 (x x x  2 41 11 2 8  2 (x x x  2 41 11 2 8  3 (x
x x  

3
211 2 6  4 (x

x x  
3

211 2 6  

 :لورن تابعبسط مك  »2«نه گزي  پاسخf (x)  :به صورت مقابل است  
(k)

k

k

f ( )
f (x) (x )

k!




 



   

f  حال چون مساله چهار جمله اول ناصفر بسط را خواسته است داريم: ( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) x x x

! ! !

  
   2 3

1 2 3
    

sin x sin xf (x) e f ( ) e f (x) cos x e f ( )        1 1   
sin x sin xf (x) sin x e cos x e f ( )    2 1  

sin x sin xf (x) cos x e (cos x sin x) e ( sin x cos x) f ( )         2 2 1 1   
fچون ( )   شده است و مساله چهار جمله اول ناصفر را خواسته( )f ( )4  كنيم.را نيز حساب مي  

( ) sin x sin x ( )f (x) cos x e (cos x sin x cos x) e ( cos x sin x cos x sin x) f ( )        4 3 2 43 2 3 3 2 32   
( )f ( ) f ( ) f ( )

f (x) f ( ) x x x x x x
! ! !

 
       

4
2 4 2 41 111 2 4 2 8
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 ورن تابعلچند جمله اول سري مك:  76مثال
x dt

f (x)

( t)




 1

31


  )90(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   عبارتست از:  

1 (x x x   2 31 1
2 3  2 (x x x   2 31 1

6 9  3 (x x x   2 31 1
3 9  4 (x x x   2 31 2

6 27  

 :بسط مك لورن تابع  »4«گزينه   پاسخf (x) :برابر است با  x x
f (x) f ( ) f ( ) f ( )

! !
    

2

1 2     

x  :داريم بنابراين

x

dt
f ( ) , f ( ) ( ) |

( t) ( x)


     

 
1 1
3 3

1 1
1 1


    

b(x)  گيري از تابع انتگرالي همانند فوق داريم:براي مشتق توجه:

a(x)
f (x) h(t)dt f (x) b (x)h(b(x)) a (x)h(a(x))       

fو در ادامه براي محاسبه ( )  از تابعf (x)

( x)




1
3

1

1
  گيريم، لذا داريم:مشتق مي 

x x x x
f ( ) ( ) (( x) ) ( x) f ( ) ( ( x) )

( x)
   

  
                



1 4 4
3 3 3

1
3

1 1 1 1 41 1 13 3 3 9
1

   
   

f (x) x x x    2 31 2
6 27   
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 هفتمفصل 

 »دستگاه مختصات قطبي « 

  دستگاه مختصات قطبي و مفاهيم مرتبط به آن :1درسنامه
  

  

 مساحت مربعي كه نقاط  :1مثالA( , )6 1 5 وB( , )4 3   دو رأس متقابل آن هستند، كدام است؟از دستگاه قطبي  
1 (52 24 2  2 (26 12 2  3 (13 6 2  4 (52 6 2  

 :وقتي»  2«گزينه   پاسخA وB  ،يقطر مربع برابر با فاصلهصورت در ايندو رأس متقابل از يك مربع باشندA تاB  خواهد بود. با توجه به فرمول، در اين
Arمثال   6،A  1 5،Br  Bو 4  3  :پس قطر مربع برابر است با  

| AB | cos( ) cos        2 24 6 48 3 1 5 16 36 48 135 52 24 2     

  برابر طول ضلع است، بنابراين داريم 2نيم كه در هر مربع طول قطر،دامي

(


   
52 24 2 26 12 22

2”±† −¼Š مساحت (  
1 52 24 2
2

(طول قطر) 
1
2

  طول ضلع مربع

 

 يشعاع حامل در نقطه ي بين خط مماس وزاويه: 2مثال( , )
3

2 rاز دلگون 6 sin  1 كدام است؟  

1 (3
4  2 (

4  3 (
3  4 (

6  

 :ا توجه به اينكهو ب فوق فرمول طبق » 3«گزينه   پاسخf ( ) sin   1 :به راحتي داريم  

f ( ) sin
tg tg

f ( ) cos


    

        
  

6
111 2 3 33

2

  

  

 يكي از محورهاي تقارن كدام گزينه  : 3مثالr sin cos    است؟  

خطنيم) 4  هاي مثبتyمحور) 3  نيمساز ربع اول) 2  محور قطبي) 1
  6  

 :خطنيم  »2«گزينه   پاسخ   با هم برابر باشند: عبارت مقابل دو به شرطي محور تقارن است كه  f ( ) sin( ) cos( )

f ( ) sin cos

          
    

2 2 2    

روي محور قطبي داريمكنيم. ها را بررسي ميگزينه   داريم: با قرار دادن آن در روابط فوق  
  f ( ) f ( ) sin( ) cos( ) sin cos f ( )              2    

روي نيمساز ربع اول داريم
  4 :و با جايگذاري آن داريم  f ( ) f ( ) sin( ) cos( ) sin cos f ( )

  
              2 2 2 2  

) داريم3) صحيح است. در گزينه (2بنابراين گزينه (
  2  هم4ي (گزينهو در (

  6 ها در تساويكدام از آناست كه هيچf ( ) f ( )    2  كنندصدق نمي.  
  



  

318 

دستگاه مختصات قطبيفصل هفتم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ي قطبي منحني شكل زير كدام گزينه است؟معادله  :4لمثا  

1 (r cos  1 2  
2 (r cos  1 2  
3 (r cos  

11 2  

4 (r sin  
11 2  

 y

x

  
 :تواند جواب باشد، از ) نمي4دقت كنيد كه چون ليماسيون افقي است، پس گزينه (  »1«گزينه   پاسخ

) هـم غلـط   3گزينه ( پستر باشد، بزرگ aبايد از bتشكيل شده، پس يطرفي واضح است چون حلقه داخل
بايـد بـه    منحني يمعادله است. واضح استcos2پشت) تفاوت بين علامت 2) و (1هاي (است. بين گزينه

b)مقابل كه منحنـي ) باشد. چون منحني شكل 1شكل گزينه ( a) r a bsin     ،اسـت
در جهـت   2

     هاي ساعت چرخيده است.عقربه

 
 خم  :5لمثاr sin 2  80(مكانيك ـ سراسري        در مبدأ به كدام خط مماس است؟(  

1(
  3  2(

 
2
3  3(

  2  4(
  4  

 :خم داده شده در واقع يك رز چهار برگ است (شكل زير) كه واضح است در مبدأ بر دو محور قطبي و»  3«گزينه    پاسخ
    باشد. مماس مي 2

rتوجه شود كه براي منحني sin 2 در مبدأr   :داريم  
 
  
  2


sinيا     2 2   

هيچكدام از مقادير يعني در مبدأ
3،

2
و3

  پذيرد.ا نمير 4

  

 خطوط مماس بر :6لمثاr sin 2 4   )82(مكانيك ـ سراسري        اند؟  كدام أمبددر  2

1(,


  2  2(,
 

 
3

2 2  3(,
 

 
3

4 4  4(, , ,
 

  
3

2 2  

 :آوريم و داريم:مي دستبهتماس را  يهلذا ابتدا مختصات نقط ،باشدمبدأ مي يهتماس همان نقط يهنقط كهاينبا توجه به   »4«گزينه   پاسخ  
k

r sin k , k


           4 2 2 2    

kتماس يهپس بايد مختصات نقط
( , )


2 نسـبت بـه سـه     4 يهها داراي چنين شرطي هستند اما چون گزين ـهي خط مماس صدق كند كه تمامي گزيندر معادله

  باشد.تر ميديگر كاملتر است گزينه صحيح يهگزين
  

 معادله قطبي سهمي كه كانونش در :7لمثاr   و رأسش در   وr    )84 آزاد(علوم دريايي ـ   واقع شده است، عبارت است از:  1

1 (cos
r

 


1
2  2 (r

cos


 
2

1  3 (sin
r

 


1
2  4 (r

sin


 
2

1  

 :چون كانون سهمي در نقطه  »2«گزينـه     پاسخ( , )  و رأس آن در(x , y) ( , ) 1     ) ي يـك  ) معادلـه 2قرار دارد، پس سهمي افقي اسـت و فقـط گزينـه

kدانيم هر معادله بـه صـورت  هاي متن كتاب مراجعه كنيم ميدهد. اگر بخواهيم به فرمولسهمي افقي در مختصات قطبي را نشان مي
r

cos


 1    نمـايش يـك

  دهد.) چنين منحني را نمايش مي2صات قطبي است و فقط گزينه (سهمي در مخت
 

y

x

x 

y 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 85(معماري كشتي ـ سراسري   شكل مقابل مربوط به كدام منحني است؟  :8لمثا(  
1 (r cos 2  

2 (r tg  21  

3 (r a sin 2 2  
4 (r a( sin )  1 2 3  
 :ز »  1«گزينه   پاسخباشد و معادله آنبرگ مي 4شكل داده شده رr cos 2 .است  

  

 فرض كنيد :9لمثاC1 نمودارr sin 2 وC2 نمودارr cos 3 85(نفت ـ سراسري   باشد. در اين صورت كدام گزاره درست است؟(  
1 (C1 چهار پر وC2 .2  سه پر دارد (C1چهار پر وC2.3  شش پر دارد (C1 دو پر وC2 .4  سه پر دارد (C1دو پر وC2 .شش پر دارد  

 :هايبه طور كلي تعداد پرها يا برگ » 1«گزينه   پاسخr cos n  وr sin n   آيد:مي دستبه مقابلاز رابطه  n ; n

n ; n


 
2

jo 
Z»p

  ها)تعداد پرها (برگ 

  

 منحني  يمعادله :10لمثاx y xy 4 4   )85(كشاورزي ـ سراسري   در مختصات قطبي چگونه است؟ 2
1 (r cot g 2  2 (r sin 2  3 (r tg 2  4 (r cos 2  
 :با در نظر گرفتن  »3«گزينه    پاسخx r cos  وy r sin  :داريم  x y xy r cos r sin r sin cos        4 4 4 4 4 4 22 2  

cos sin

r (cos sin )(cos sin ) sin cos r tg r tg
 

             2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2  

¦Ä
  

  

 دايره به مركز يمعادله :11لمثا(a , ) و شعاعa  85(علوم دريايي ـ سراسري   در دستگاه قطبي كدام است؟(  
1 (r(r a cos )  2   2 (r a cos  2 2   3 (r ar cos  2   4 (r ar cos  3 22   
 :اي به مركزي دايرهدر متن درس گفتيم معادله  »1«گزينه   پاسخ(a , ) و شعاعa صورتبهr a cos 2   است كه با ضـرب طـرفين آن درr  صـورت  بـه

r ra cos 2 r(rيبا كمي عمليات ساده به معادله و لذاشود مي 2 a cos )  2  البتـه اگـر   اسـت ) 1ي داده شـده در گزينـه (  معادلـه  رسيم كه همـان مي .
 صـورت دايـره در مختصـات دكـارتي بـه    دانـيم معادلـه ايـن    توانيد از مختصات دكارتي استفاده كنيم. مـي ي اين دايره در مختصات قطبي يادتان نباشد، ميمعادله

(x a) y a  2 2 xاست كه با جايگزيني 2 r cos  وy rsin  برسيم. 1ي داده شده در گزينه (توانيم به معادلهمي (  
  

 رتمسير متحركي در مختصات قطبي به صو :12لمثاr
sin cos


  

,است. اين مسير امتدادهاي 2


  2 را درA وB كند. اگر نقطـه  قطع مي
O نمايشr   باشد، مساحت مثلثOAB 87هاي كشاورزي ـ سراسري (مكانيك ماشين  كدام است؟(  

1 (2  2 (2  3 (2 2  4 (4  
 :ابتدا مختصات نقاط  »2«گزينه   پاسخAوB كنيم،را تعيين ميAوB به ازاي    و

  ي از معادله 2

rمنحني
sin cos


 

)Aشود كهحاصل مي 2 , )2  و B( , )2 آيد، از طرفيدست ميبهO  هم نمايش مبدأ
)است كه مختصات آن , )  :است، لذا داريم    

S


 
2 2 22  

  
 خط كهايندر مختصات قطبي، شرط كافي براي  :13لمثا   محور تقارن نمودار تابعr f ( )  (f )  88(رياضي ـ سراسري   كدام است؟  ،باشد(  

1(f ( ) f ( )     2(f ( ) f ( )        3(f ( ) f ( )   2   4(f ( ) f ( )   2   

 :فرض كنيد   »3«گزينه   پاسخP   يكي از نقـاط منحنـيr f ( )     باشـد، در اينصـورت
باشد و  fنيز روي منحني  Pمتقارن باشد بايد نقطه منحني نسبت به خط كهاينبراي 

ها برابر xنسبت به محور  Pنقطه يبا توجه به شكل روبرو زاويه 2  باشد پس نتيجه مي
fگيريم شرط كافي براي تقارن رابطهمي ( ) f ( )   2  باشد. مي  

  
  

x

y

x

y

2O

A

B2

p 

p 

   
   

 

   

x

y
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دستگاه مختصات قطبيفصل هفتم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرم دكارتي :14لمثاr cos 290(عمران ـ سراسري   از موارد زير است؟ يككدام(  

1 (x y xy 2 2 2  2 (x y ( xy) 
3

2 2 22  3 ((x y ) x y  
3

2 2 2 22  4 ((x y ) x y  2 2 2 2 2  

 :دانيممي  »3«گزينه    پاسخx r cos ،y rsin  وr x y 2 2 cosابتدا تبديل. پس 2 2 داريم لذا ،نويسيمرا مي:    

rr cos r cos sin r r cos r sin (x y ) x y            
2 3

2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 222  

  
 يدو نقطه :15لمثاA( , )

3 )Bو 6 , )
24   )90غذايي ـ سراسري  (صنايع  ه اين دو نقطه كدام است؟اند. فاصلدر مختصات قطبي داده شده 3

1 (2 3  2 (6  3 (5  4 (4 2  

 :3«گزينه    پاسخ«    

ABd   طبق فرمول داريم:روش اول:  cos( ) cos
  

           2 2 23 4 2 3 4 9 16 24 56 3 2  

  :دست آورد، لذا داريمتوان ابتدا نقاط را در مختصات دكارتي پيدا كرد و سپس فاصله دو نقطه را به، ميBوAنقاطبين  فاصله اگر فرمول را بلد نباشيم، براي يافتنروش دوم: 

 
B

B

x cos
:

y sin

   
   


24 23
24 2 33

،        Bنقطه  
A

A

x cos
:

y sin

 
 


  

3 33 6 2
33 6 2

Aطه نق 
x r cos

:
y r sin

 
  

  دكارتيتبديل مختصات قطبي به  

AB A B A B:d (x x ) (y y ) ( ) ( )       2 2 2 23 3 32 2 32   Bو  Aفاصله نقطه  2

         
27 9 366 3 4 6 3 12 16 25 54 4 4  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  هاي قطبيي طول قوس، مساحت محصور، سطح و حجم حاصل از دوران در منحنيمحاسبه :2درسنامه        
  

 طول دلوار  :1مثالr sin  1 كدام است؟  
1 (8  2 (4  3 (6  4 (3  
 :با توجه به شكل، اين منحني نسبت به محور»  1«گزينه   پاسخyتوانيم طول قسمت سمت راست كه در محدودهها تقارن دارد. بنابراين مي 

   2 2 
  شود:قرار دارد را محاسبه كرده و دو برابر كنيم. بنابراين طول كامل اين منحني از رابطه زير تعيين مي

L f ( ) (f ( )) d ( sin ) cos d

L sin d sin d

 

 
 

 

 
 

            

       

 

 

2 2 2 22 2

2 2

2 2

2 2

2 2 1

2 2 2 2 2 1

  

sinارت زير انتگرال دربراي حل اين انتگرال، از ضرب و تقسيم عب 1 كنيم. استفاده مي  

sin sin sin | cos |
L d d d

sin sin sin

  

  
  

       
     

       
2

2 2 2

2 2 2

1 1 12 2 2 2 2 2
1 1 1

  

  شود: مثبت است و از قدرمطلق خارج مي cosو چهارم، علامت اولدر قسمت سمت راست، يعني در ربع 

cos
L d ( sin ) cos d

sin

 


 
 


      

  
1

2 2 2

2 2
2 2 2 2 1

1
  

uغيربا تغيير مت اين انتگرال sin  1،du cos d    شود و در نهايت داريم:حل مي  L sin ( )





        
2

2
2 2 2 1 2 2 2 2 8  

  

 مساحت داخل حلقه كوچكتر منحني  :2مثالr cos  1   كدام است؟ 2

1 (
3 3
12  2 (

3
6  3 (

3 3
4  4 (

3 3
2  

 :با توجه به شكل بايد مساحت ناحيه هاشورخورده را محاسبه كنيم. حدود  »4«گزينه  پاسخ  از حل كوچك حلقهدرr   ندآيدست ميهب:  
r cos cos ,

 
           

1 2 41 2 2 3 3   

) مساحت cos ) d ( cos cos )d

 

          
4 4

2 23 3
2 2
3 3

1 11 2 1 4 42 2  

( cos cos )d [ sin sin ]







           
4
3

2
3

4
3

2
3

1 1 3 31 4 2 2 2 3 4 22 2 2  

  برابر كنيم؟ 2توانيم نصف ناحيه را در نظر گرفته و جواب را آيا در اين مثال نيز مي: سؤال دانشجو

2بله، كل اين ناحيه بينپاسخ: 
4تا 3

2خواهيد آن را نصف كنيد بايد حدود انتگرال رااست. اگر مي 3
تا 3

 
3
  .برابر كنيد 2در نظر گرفته و جواب به دست آمده را  3

  

 نيمساحت محدود به يكي از دو حلقه بزرگتر منح  :3مثالr cos  1   كدام است؟  هاxو محور 2

1 (


3 3
2 8  2 (


3 3

2 8  3 (
3 32 2  4 (

3 3
4  

 :دو حلقـه بزرگتـر بـا توجـه بـه شـكل، حـدود حلقـه را از حـل          براي محاسبه مساحت محدود به يكي از»  4«گزينه   پاسخr     آوريـم كـه   بدسـت مـي

,برابر
 

 
2 4
3 هاي بزرگتراست، سپس براي يافتن يكي از حلقه 3

  
2
3 يا

   
4  گيريم و داريم:را در نظر مي 23

( cos ) d ( cos cos )d [ sin sin ]

  

               
2 2 2
3 3 321 1 11 2 1 4 2 2 2 4 2 22 2 2  

 مساحت  

  [ ] [ ]
 

       
1 2 4 3 1 3 3 32 3 2 32 3 3 2 2 2 4  

  

 

O
x

y

2

3


 

4

3


 

x

y

2

3


 

4

3


 

x

y
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دستگاه مختصات قطبيم: هفتفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مساحت محدود به يك برگ از منحني قطبي  :4مثالr sin 3كدام است؟ ،   

1 (
4  2 (

24  3 (
3  4 (

12  

 :البته انتظار ما ايـن اسـت كـه شـما نمـودار       »4«گزينه   پاسخsin 3  را
هنتان نباشـد،  كه شكل نمودار در ذحفظ باشيد. اما به عنوان تمرين و با فرض اين

rرزبراي رسم نمـودار   كنيم.شكل را رسم مي sin 3 )زاز نمـودار  بـرگ)   3 ر
rدكـــارتي sin 3 كنـــيم. مقـــداراســـتفاده مـــيr   بـــه ازاي زوايـــاي ،

, , , , , ,
   

   
2 4 5 23 3 3 3 (شكل مقابل).آيد دست ميبه  

بنابراين اين منحني از همـان ابتـدا يعنـي در          كنـد. در  بـار ديگـر از مبـدأ عبـور مـي      6در مبـدأ قـرار دارد و سـپس

يفاصله
   3 مقدارr ازr   بهr 1 رسد و دوباره بهميr   نشـان  1اين بخش از منحني را بـا (  گردد.بر مي (

ي بعدي از مسير بين زوايايايم. قطعهداده
2تا 3

rاست. ولي در ايـن بـازه   3       ياسـت، پـس منحنـي در بـازه 3 

تا


2
rگيرد. در اين قسمت هم ابتدا ازقرار مي 3   بهr 1 رسيم و سپس بـه ميr     گـرديم. بـه همـين    بـر مـي

  شوند.بق مي) قرار گرفته و بر آن منط3) و (2)، (1) روي قطعات (6) و (5)، (4هاي (دهيم. قسمتترتيب ادامه مي

Iصورتحالا يك دور كامل را به قطعاتي به [ , ] , I [ , ]
  

 2 1
2

3 3 3، ... ،I [ , ]


 6
5 rبرگي وجود دارد چـون در ايـن محـدوده    I1تقسيم كنيد. در 23   

rد ندارد، چونبرگي وجو I2است. در   ها برگ وجود دارد:است. به همين ترتيب يكي در ميان، در اين بازه  

sin مساحت يك برگ d ( cos )d [ sin ] ( )

 
 

            
323 31 1 1 1 13 1 6 62 4 4 6 4 3 12 

 

 

 مساحت محدود به منحني قطبي: 5مثالr cos 4صنعتي شريفپايان ترم دانشگاه (از سؤالات    ، كدام است؟(  

1 (
32  2 (

8  3 (
2  4( 

4  

 :منحني قطبي»  3«گزينه   پاسخr cos 4 ،زمساحت يك برگ را بدست آورده و حاصل را  كافي استبرگ است. براي محاسبه مساحت كل شكل،  8 ر
  :برگ متقارن است) 8ضرب كنيم (زيرا اين شكل داراي  8در 

r cos k , , , , , , ,
        

          
3 5 7 9 11 13 154 4 2 8 8 8 8 8 8 8 8   

cos مساحت يك برگ d ( cos )d [ sin ]

  

  


           
3 3 3

28 8 8

8 8 8

1 1 1 14 1 8 82 4 4 8 16  

بنابراين مساحت كل برابر با 
 8 16   است. 2

 

 مساحت داخل دو دايره  :6مثالr a  وr acos 2 كدام است؟  

1 (a
 24 3 3

12  2 (a
 24 3 3

12  3 (a
 24 3 3

6  4 (a
 24 3 3

6  

 :ها همواره از مبدأ وارد كنيد آنطور كه ملاحظه ميخورده را محاسبه كنيم. با رسم خطوط شعاعي، همانبايد مساحت ناحيه هاشور ،با توجه به شكل  »4«گزينه   پاسخ

rشوند، ولي گاهي ازناحيه هاشور خورده مي a )يدر محدوده  تا
  rگاهي از ) وايم) نشان داده1و ما آن را با ( دايره است 2محل برخورد كه  3 a cos 2 

يدر محدوده(
  تا 3

  انتگرال تبديل  دورا به مجموع نمودار را بدست آورده و مساحت  2شوند. ابتدا تقاطع خارج مي )) نشان داده شده است2كه در شكل با ( 2

    .مساحت نيمه بالايي را بدست آورده و حاصل را در دو ضرب كنيم توانيمچون ناحيه شامل دو مساحت كاملاً يكسان است ميكنيم. دقت داشته باشيد، مي

a a cos cos


        
12 2 3  

3

8

5

8



11

8

 13

8



15

8

9

8



8

7

8



x

y

(1)



r sin 3 

(3) (5)

(2) (4) (6)

0
3

 2

3

 4

3

 5

3

 2

3

2

3



5

3

4

3



x

y

(2)

(1)(3)

0 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

a مساحت d a cos d a d a ( cos )d

   

            2 2 2 2 23 2 3 2

3 3

1 1 14 1 22 2 2 
 

a a a a a a
[ ] [a sin ] [ ] [ ]

 



  
         

3 2

3

2 2 2 2 2 22 322 2 6 2 3 4
  

a a a
a a ( )a

    
     

2 2 2
2 2 23 3 4 3 3

6 6 4 3 4 12   

)بنابراين مساحت موردنظر برابر )a
 24 3 3

  ضرب شود.  2است، چون بايد عبارت بالا در  6
 

  
  

 يمساحت داخل پروانهكل : 7مثالr cos 2 2 rيو خارج دايره 2     دام است؟ك1

1(


22 3 3  2(
3 3  3(


3

2 6  4(


3
4 12  

 :مساحت  توانيمميرا بيابيم.  زده شدهسايههاي قسمت در واقع بايد مجموع مساحت  »2«گزينه  پاسخ
  :برابر كنيم 4آن را  حاصل و سپس حساب كرده را ل)ناحيه (مساحت واقع در ربع او يك

  آوريم.ي تلاقي دو منحني را به دست ميابتدا نقطه

kr cos
cos cos k k

r

                      


2

2
2 2 12 2 1 2 2 22 3 6 61

  

خواهيم مساحت واقع در ربع اول را حساب كنيم، بنابراين حدود انتگرال ازطور كه گفتيم ميهمان   تا
    است. 6

S ( cos )d ( cos d d ) [ sin ] ( )

    
                 66 6 61

1 1 1 1 1 3 32 2 1 2 2 2 22 2 2 2 2 2 6 4 12  
  

S  شده است.مساحت از ما خواسته  كلبرابر كنيم چون در صورت سؤال  4اكنون مساحت به دست آمده را بايد  ( )
 

   
34 34 12 3   

 

 مساحت داخل دلگون  :8مثالr a( cos )  1 دايره و داخلr aكدام است؟ ،  

1 (( )a

 25 24  2 (( )a


 25 24  3 (( )a


 25 18  4 (( )a


 25 18  

 :ي ناحيهكنيم. منظور تقاطع دو منحني را محاسبه مي ينبراي ا، بياوريمبايد مساحت ناحيه هاشورخورده را بدست  ،با توجه به شكل  »1«گزينه  پاسخ
  توانيم به اين صورت تفكيك كنيم:موردنظر را مي

a    ناميم.مي S1است. اين قسمت را aدايره به شعاعها قرار دارد، يك نيمyقسمتي از اين ناحيه كه در سمت چپ محور  21
Sدايرهمساحت نيم 2 1  

اي كـه در  مسـاحت نيمـه   كافي است S2ي مساحتي متقارن تشكيل شده است. براي محاسبهاز دو تكه S2ي موردنظر يعنيها ناحيهyاما در سمت راست محور

)a  ربع اول قرار دارد را نوشته و دو برابر كنيم. cos ) a cos ,
 

        
31 2 2 

 
 
 
 
 
 
 

r a a
S d a ( cos ) d (a a cos a cos )d (a cos a cos )d

   
                     

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 22

12 2 1 2 2 22 2 2 2   
 

a a
S [a sin a sin ] a a




      
22 2

2 2 2 2
2

32 2 22 4 4
 

a
S S a a a a ( )a

   
        

2 2 2 2 2 2
1 2

3 5 52 2 22 4 4    خوردهمساحت ناحيه هاشور  4
  

2r 2cos2 

r 1
y

x

a2a a
x

y

x

y

1S

2S

2aa
a x

y

(2)
(1)

3
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 اي از دلوارمساحت ناحيه  :9مثالr cos  1 يي دايرهوسيلهكه بهr sin 3 شود، كدام است؟قطع مي  

1 (( )
3 34  2 ( 3  3 (( )

3 32  4 (( )
3 38  

 :كنيم:نقاط تلاقي دو منحني را تعيين مي ابتدا»  1«گزينه  پاسخ  

  وr cos
cos sin

r sin

           
 

1 2
1 3 33

  

  شود.تشكيل مي S2و S1بين دو منحني از دو بخش مساحت

S1 يبخشي از دايرهr sin 3 ي ازاست كه در محدوده   تا
    قرار دارد. 3

r sin sin
S d d ( cos )d [ ] [ ]

  
  

             
32 2

3 3 31
3 3 1 3 2 3 31 22 2 2 2 4 2 4 3 4  

  

S2 به منحنيr cos  1 يشده است و در بازه محدود
  تا 3   .قرار دارد  

r cos sin
S d ( cos ) d ( cos cos )d ( cos )d [ sin ]





   
   

  
                    

3

2
2 2

2
3 3 3 3

1 1 1 1 2 1 3 21 1 2 1 2 22 2 2 2 2 2 2 4  

[ ] [ ]     
1 2 3 3 1 9 32 2 8 2 8  

S  ها داريم:با جمع كردن مساحت S [ ] [ ] [ ]


       1 2
3 3 1 9 3 3 34 3 4 2 8 4  

 

 حيه داخل نمودار قطبي تابعمساحت محدود به نا :10مثالr cos 2 و خارج نمودار قطبي تابعr    )78(مكانيك ـ سراسري   مربع است؟ چند واحد 2

1(  2(
2  3(3

4  4(5
4  

  :يدايرهآوريـم. مي دستبهنقـاط تلاقـي دو منحنـي را ابتــدا   ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه   پاسخr  از مبدأ  2

cosيهـاي معادلـه  ريشـه  ،نقــاط برخـورد  دهد. تنهـا  پس در مبدأ برخوردي رخ نمي ،گذردنمي 2 يعنـي  .باشـد يم ـ 2
4 

و
              :داريم بنابراين 4

S (( cos ) ( ) )d ( cos )d cos d sin

  





              2 2 24 4 4

4

1 2 2 4 2 2 2 2 142  


  

  

 سطح حاصل از دوران منحني قطبي به معادلهمساحت  :11مثالr cos 2 2   )84و عمران ـ آزاد  78(مكانيك ـ سراسري     كدام است؟ oyحول محور 2
1(3 2  2(3 3  3(4 2  4(4 3  
 :قابل نمايش داده شده است.كه در شكل مباشد سكات ميينمنحني قطبي داده شده يك لم  »3«گزينه    پاسخ  

r cos ,
 

        
32 2 4 4   

هـا كـه بـه ازاي   yها متقارن است، لذا دوران قسمت سمت راست محـور yكه نمودار نسبت به محوربا توجه به اين 
  4 4 

sin  كند.اد ميشود، كل سطح را ايجايجاد مي sin
r cos rr sin r

cosr

          


2 22 2
2

4 2 4 22 2 2 4 2 2 2  

sin         :      داريمبنابراين 
r r cos

cos cos r

    
 

22 2
2

4 2 4 42 2 2 2 2 2  

S r cos r r d r cos d cos d
r

  

 
 

                2 24 4 4

4 4

22 2 8 4 2


  

  

x

y

1S
2S

r 1 cos  

3


 

r 3 sin 

4


  

2 21 2  

4


 

x

y

 =   
4   =  3 

4  

 =  - 
4   =  3-

4  

x

y
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 طول قوس منحني :12مثالr ( cos )  2   )80(برق ـ آزاد    برابر است با: 1
1 (8  2 (16  3 (32  4 (4  
 :آورن طول قوس داريم: دستبهبراي   »2«گزينه   پاسخ     

L (f ( )) (f ( )) d ( cos ) sin d cos d
  

                
2 2 22 2 2 24 1 4 8 8
  

  

cos d | cos | d ( cos d cos d )
   



   
          

2 2 2216 4 4 162 2 2 2  
  

rهايي به شكلطبق نكته متن كتاب، طول قوس منحني توجه: a( cos )  1 همواره برابر باa8 است. در اين سؤالa    است. 16و لذا طول قوس برابر  2
  

 منحنيبه  سطح محصور :13مثالr   يهدر ناحي
   4 )r شعاع و  مثبت محور قسمتزاويه باxبا تست) برابر اسها   ...      

  )80(علوم كامپيوتر ـ سراسري 

1 (
64  2 (2

32  3 (2

64  4 (
32  

 :داريم: مساحت محصور يهدر رابطه با محاسب  »3«گزينه   پاسخ  S r d ( ) d |

  


        
2

2 2 24 4 41 1 1
2 2 4 64 

  
  

 اگر :14مثال   يه، طول قوس سيكلوئيد به معادلx a( sin )

y a( cos )

   
      )80(رياضي ـ سراسري           كدام است؟ (x,y)بين مبدأ و نقطه 1

1 (axy  2 (ay8  3 (a  4 (ay8  
 :كهاينبا توجه به   »2«گزينه   پاسخxوy بر حسب پارامتري از  لذا با استفاده از مطالب ارائه شده در متن درس داريم: ،اندشدهارائه  

در مبدأ  اگر ، را در نقطه(x, y)، :فرض كنيم، در اين صورت  

L x y d a ( cos ) a sin d a ( cos )d
  

               2 2 2 2 2 2 21 2 1  

  
  

cos y
L a cos d a sin a a ay

a

   
       2 2 14 4 4 4 82 2 2 2

  


  

  
 طول منحني نمايش : 15مثالsin


  3

  )80(رياضي ـ سراسري          چقدر است؟   3

1 (2
3  2 (3

4  3 (4
3  4 (3

2  

 :آوردن طول منحني داريم: دستبه روشدر رابطه با   »4«گزينه   پاسخ   

L d sin sin cos d sin d ( cos )d
                        

3 3 3 32 2 6 4 2 2 1 2 313 3 3 3 2 3 2  
  

sinبراي تابع

  است. شده 3تا است. از اين رو حدود انتگرال 3، دوره تناوب3

  

 هايمساحت مشترك بين دايره :16مثالr asin , r acos   2   )81(رياضي ـ آزاد               را بيابيد.        2

1 (a
( )

2
22  2 (a 2

3  3 (a
( )

2
13  4 (a

( )
2

23  

 :1«گزينه    پاسخ  «  
rيهبرابر مسـاحت بـين دايـر    2توان با توجه به شكل مقابل، مساحت خواسته شده را ميروش اول:  a cos 2   و خـط

(r )


   4 در نظر گرفت:    cos
S ( a cos ) d a cos d a d

  

  
 

          2 2 2 22 2 2

4 4 4

1 2 12 2 4 42 2  

S a ( cos )d a ( sin ) a [( ) ( )] a ( ) a ( )



 
                  

22 2 2 2 22

4 4

1 1 12 1 2 2 2 2 2 12 2 4 2 4 2 2   r = 2acos   

r = 2asin   

a  

a  
4


 

y

x
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باشد كه مبحث آن در اين كتاب ارائه نشده است اما جهت اطلاع آن دسته از دانشجوياني كه با اين مبحـث آشـنايي   حل با استفاده از انتگرال دوگانه مي اين راهروش دوم: 

  كنيم:حل را نيز ارائه مياين راه ،دارند
a cos a cos

S rdrd ( r ) d ( a cos ) d ( a cos ) d a ( )
   

   
               

2 2
2 2 2 22 2 2 2

4 4 4 4

1 12 2 2 2 2 12 2 2 
  

)بيقط يههر چند دو نقطتوجه:  , ) , ( , )

2   مـا از  كـه اينباشد اما با توجه به بر روي هر دو دايره مشترك مي

  بايـد در جهـت مثلثـاتي حركـت كنـيم       4

)امشـترك دوم ر  يهديگر برسيم لذا قطعاً زاويه افزايش خواهد يافت و لذا به همين دليل نقط يهگرد) و به نقط(پادساعت , )

2    انتخـاب كـرديم و نـه( , )    بـه

از هاهمين جهت در كران
تا 4

  تغيير يافته است.  2
  

 معادله قطبي همساحت محصور ب : 17مثالr cos  2   )81ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(   برابر است با: 2
1 (4  2 (3  3 (2  4 (6  

 :ي قطبير معادلهمتن كتاب، مساحت محصو طبق نكته » 4«گزينه    پاسخr a( cos )  1 همواره برابر باa
r

 اسـت،   23
aدر اين سؤال  S، لذا2  6 حل تشريحي به شكل زير است:شود. اما راهمي  

cos
S f ( )d ( cos ) d ( cos )d

  
    

              
2 2 22 21 1 1 22 2 2 1 2 62 2 2  

  
 مساحت ناحيه واقع در داخل دايره :18مثالr  rو در خارج دلنماي 2 ( cos )  2   )83(مكانيك ـ سراسري       كدام است؟  1

1(1  2(
4 2  3( 8  4(

4 4  

 :نقاط برخورد دو منحني از حل معادله  »3«گزينه   پاسخ( cos )  2 1 هاي معادله برابرآيد، كه ريشهمي دستبه 2
3و 2

خواهد بود. بنابراين سـطح   2

S  محصور برابر است با: ( ( cos ) )d ( cos cos )d ( sin sin )

 

 



                 
 

3 3
2 2 2 22 2

2 2

3
1 1 1 22 2 1 8 4 4 2 82 2 2

2

  

  

 صورتبهيك منحني در مختصات قطبي  يهمعادل :19مثالe


  است. طول اين منحني از 2  تا 1      كدام است؟ 2
  )83ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري (

1 ((e e)3  2 ((e e)5  3 ((e e)25  4 ((e e)23  

 :2«گزينه   پاسخ«          L (e ) ( e ) d e d e (e e)
   

        
2 2

1 1
2 22 2 2 2 21 5 5 512 2  

  

 مساحت مشترك دايره :20مثالr cos 3 دو كارديوئيr cos  1 كدام است؟      )MBA  84ـ سراسري(  
1 (3

2  2 (3
4  3 (5

4  4 (  

 :آوريم:مي دستبهابتدا محل تلاقي دو منحني را   »3«گزينه   پاسخ  

cos cos cos


          
13 1 2 3  

  :(مساحت قسمت سايه زده شده) با توجه به شكل مقابل مساحت محدود بين دو منحني برابر است با

S ( cos ( cos ) )d ( cos cos )d ( cos cos )d ( sin sin )

  




                     2 2 23 3 3

3

1 9 1 8 2 1 3 4 2 2 3 2 2 2 32   
  

r م. دايـره آمـده در فـوق كـم كنـي     دسـت بهرا از مساحت  با توجه به شكل فوق براي محاسبه مساحت مشترك بين دو منحني كافي است مساحت كل دايره cos 3 ،

3اي به شعاعدايره
9باشد، بنابراين مساحت دايره برابرمي 2

خواهد بود و در نتيجه مساحت مشترك موردنظر برابر4 
  

9 5
4   خواهد بود. 4

y 

x  
4 

-2  

2  

x

y

r 3cos 

r 1 cos  
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 منحنيمساحت ناحيه درون  :21مثالr cos 2 و خارجr      )85(رياضي ـ سراسري     برابر است با: 1

1 (


3
3 2  2 (


3

2 3  3 (


23 3  4 ( 
2 3

3  

 :آوريم.مي دستبهحل تلاقي دو منحني را ابتدا م  »2«گزينه    پاسخ   cos cos ,
 

       
12 1 2 3 3  

  بنابراين مساحت موردنظر برابر است با:

S (( cos ) )d ( cos )d ( cos )d ( sin )
  

  







                 2 2 23 3 3

3

1 32 1 4 1 1 2 2 1 2 32 3 2
  

 مساحت ناحيه محدود به دو منحني قطبي :22مثالr sin  1 وr sin كدام است؟ ،  )MBA  85ـ سراسري(  

1 (  2 (3
2  3 (3

4  4 (5
4  

 :دايره  »4«گزينه    پاسخr sin  1به شعاع
rوار قائمدرون دل 2 sin  1 آورده، سـپس   دسـت بـه گيرد. بنابراين كافي است مسـاحت دلـوار را   قرار مي

cos                              مساحت دايره را از آن كم كنيم.
S ( sin ) d ( sin )d

    
         

2 221 1 1 2 31 1 22 2 2 2 
  

مساحت دايره كهاينبا توجه به 
ت موردنظر برابرباشد، مساحمي 4  

 
3 5
2 4   خواهد بود. 4

  

 مساحت درون حلقه كوچكتر محصور شده توسط خم :23مثالr cos  1   )85اي ـ سراسري (هسته  كدام است؟ 2

1 (
12  2 (1

2  3(  3
2  4 ( 3

2  

 :از  »3«گزينــه   پاســخr   شــودنتيجــه مــي7
و 4

  داخلــي بــا توجــه بــه شــكل بــه ازاي ي. حلقــه4
   4 

و
   

7 شود. با توجه به تقارن شكل كافي است محاسبه برايايجاد مي 24
   4    ضـرب   2انجام شـود و حاصـل را در

  كنيم.

S ( cos ) d ( cos cos )d ( sin sin )

  
 

                2 24 41 1 32 1 2 1 2 2 2 2 2 2 2 42 2 2  
  

  

 منحني يهمساحت محصور به وسيل :24مثالr cos 2 86(مكاترونيك ـ سراسري   كدام است؟(  
1( 

2  2( 
4  3( 

6  4( 
8  

 :منحني  »1«گزينه   پاسخr cos 2 زيمنحني در فاصله يافي است مساحت محصور بوسيلهباشد. با توجه به تقارن شكل كبرگ مي 4، ر
   4  را

cos  ضرب كنيم. 8محاسبه كرده و سپس حاصل انتگرال را در 
S cos d ( )d

 
  

       24 41 1 48 2 42 2 2 
  

rطبق نكته متن كتاب مساحت محصور توسط منحني توجه: a cos 2 برابر باa 2

aاست، در اين سؤال 2 1لذا مساحت برابر با ،
  است. 2

  

 طول منحني :25مثالr( ) ( sin )i ( cos ) j,           1
 

 86ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟(  
1( 2  2( 4  3( 8  4( 16  

  

 :طبق فرمول داريم:  »2«گزينه   پاسخ  

L ( cos ) sin d cos d sin d sin d cos
      

                   2 2 21 2 2 4 2 4 42 2 2    
  

  

r = 2cos   r = 1  
x

y

x

y

4


 

7

4


 

0 
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 مساحت توليد شده به وسيله دور اول مارپيچ ارشميدسي :26مثال    وr  

1

  )87ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 2

1 (1  2 (2  3 (
3  4 (24

3  

 :3«گزينه    پاسخ«  S r d d
  

 
       

  
2 2 232 2

2 2
1 1 1 1
2 2 3 34 8 



   

  
 يمساحت ناحيه واقع در درون دايره :27مثالr  rو بيرون دلنماي 2 cos  188(مكانيك ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1(  2(
5
2  3(3  4(2  

 :طبق فرمول مساحت داريم:  »2«گزينه    پاسخ    
b

a

cos
S (f ( ) f ( ))d ( ( cos ) )d ( cos cos )d ( cos )d

     
                      

2 2 22 2 2 2 2
1 2

1 1 1 1 1 2 52 1 3 2 3 22 2 2 2 2 2  
  

  
 مساحت سطح حاصل از دوران :28مثالr a cos 2 2   )89(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟  xحول محور  2

1(a ( ) 2 14 1
2

  2(a ( ) 2 11
2

  3(( ) 
14 1
2

  4(a 24  

  

 :معادله ، بايدگيريبراي تعيين ناحيه انتگرالابتدا توجه كنيد كه   »1«زينه گ   پاسخr    كنيم.را حل  

a cos cos
 

            2 2 2 2 2 4   

  

با توجه به نمودار منحني داده شده كافي است مساحت حاصل از دوران را در فاصله
   4 آنرا دو برابر كنيم، يعني:آورده و  دستبه  

sin sin
S ( a cos sin a cos (a ) d ) a cos sin cos d

coscos

 
  

           
 

2
2 2 24 42 2 22 2 2 2 4 2 2 22 2 

  

a sin d a ( )


      2 24 24 4 1 2
 

  
 طول قوس منحني به معادله قطبي  :29مثالr cos 2 89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (  2 (2  3 (4  4 ( 2  
 :كنيم.ابتدا معادله منحني را در مختصات دكارتي بيان مي  »2«گزينه   پاسخ  

r x y
r cos x

r cos r r cos x y x (x ) y 


           
2 2 22 2 2 2 22 2 2 1 1  

)اي به مركزلذا منحني دايره , )1   آن برابر باشد و محيطمي 1و شعاع2 .است  rP r P    12 2  

  
 اي كه درون دلوارمساحت ناحيه :30مثالr cos  1 ي و بيرون دايرهr    )90سراسري  سيستم ـ ـ (صنايع  كدام است؟ ،در ربع اول قرار دارد 1

1 (
3
8  2 (

4
3  3 ( 

11 8  4 ( 
31 8  

 :شوند:زير ترسيم مي صورتبههاي دايره و دلوار و ناحيه موردنظر منحني  »3«گزينه    پاسخ  

cos
S (( cos ) )d ( cos cos )d d ( )

  
  

                 2 22 2 21 1 1 2 1 11 1 2 1 1 12 2 2 2 4 2 8  
  

دايره واحد  

S

r 1 cos  

x

y

4



4




aa
x

y
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 هشتمفصل 

  »اعداد مختلط « 
  

   اعداد مختلط و خواص آن :1درسنامه  
  

 حاصل  :1مثالA ( i)(i )  1 2    برابر است با: 2
1 (i5  2 (i5  3 (i4 5  4 (i4 5  
  : با استفاده از ضرب معمولي داريم:  »1«گزينه پاسخ          A ( i)( i) i i i i i          21 2 2 2 4 2 2 5 2 5  

 

 حاصل :2مثالA
( i)( i)( i)


  

1
1 2   كدام است؟ 3

1 (i

1  2 (i


1  3 (


1

1  4 (



1

1  

  : ابتدا بايد پرانتزها را در هم ضرب كرده و با استفاده از»  2«گزينه پاسخi  2   مخرج را ساده كنيم: ،1
i i i

A A
( i)( i)( i) ( i)( i) i i i( i i i )( i) i i i i  

          
          2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 3 3 1 1 12 2 3 3 9 3 1

  
 

 مقدار :3مثالi i

i i i



 

36 27
124 12   است؟برابر كدام  5

1 (i1   2 (i1  3 (i 1  4 (i 1  
  : دانيم مي»  1«گزينه پاسخi  2   :داريم ، بنابراين1

i i (i ) (i ) i ( ) ( ) i i i i i
i

i i ii i i (i ) (i ) (i ) i ( ) ( ) ( ) i

       
       

        

36 27 2 18 2 13 18 13

124 12 5 2 62 2 6 2 2 62 6 2
1 1 1 1 1 111 1 1

  

  

 حاصل  :4مثالi i i i
S

(i i i i )

   


   

139 1391 1392 1393
2 11 2 12 2 13 2 14

1
1



   كدام است؟ ،  

1 (  2 (1  3 (1-  4 (i  
 :ي فوق مجموع هر چهار توان متوالي ازطبق نكته  »2«گزينه   پاسخi وانپس مجموع چهار ت .برابر با صفر استi      در صورت و مخـرج صـفرند و لـذا فقـط

Sمانند، پسدر صورت و مخرج باقي مي 1اعداد   
1     شود.مي 11

  

 فرض كنيد : 5مثالzو| z ai | | z bi |   )a وb اعداد حقيقي وa bدر اين صورت مقدار (z z برابر كدام گزينه است؟    
1 ((a b)i   2 ((a b)i   3 ((a b)i  4 ((a b)i  
  : با فرض  »1«گزينه پاسخz x iy  :داريم  

a b
| x iy ai | | x iy bi | x (y a) x (y b) y a (y b) y ( ) ( )


                  2 2 2 2 12  

( ) a b
z z (x iy) (x iy) yi z z [ ( )]i (a b)i


            12 2 2    
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 در معادله مختلط :6مثالx iy ix y i    3 2 5 7   كدام است؟yو x، مقادير اعداد حقيقي5
1 (x , y  1 2  2 (x , y  1 2  3 (x , y  2  4 (x , y  1  
  : كنيم:ابتدا طرف چپ تساوي را مرتب مي » 1«گزينه پاسخ              ( x y) ( y x)i i    3 5 2 7 5   

  :داريم برابر باشند، يعني با يكديگر براي آنكه تساوي فوق برقرار باشد، لازم است مقادير حقيقي و موهومي در طرفين تساوي
x y x y

y y , x
y x y x

    
           

3 5 7 3 5 7 11 22 2 12 5 6 3 15  

  

 اگر تابع  :7مثالnf (x) (cos xsin ) bcosn axsinn        برx 2 aپذير باشد، حاصلبخش 1 b چقدر بايد باشد؟  

1 (1  2 (2-  3 (1-  4 (2  
   :تابع كهاينبراي   »4«گزينه پاسخf (x) برx 2 xهاي معادله پذير باشد، بايد ريشهبخش 1  2 1   يها را در ضابطهآوريم و آن دستبهراf (x)  به جايx ها

fقرار دهيم، هر دو ريشه بايد (x) كنيم:ها را حساب ميرا صفر كنند، پس اول ريشه  x (x i)(x i) x i        2 1    
nf (i) (cos i sin ) bcos n aisin n cos n isin n b cos n aisin n ( b)(cos n ) i( a)sin n                       1 1  

  

bشوند، بنابراينر حقيقي و موهومي صفر براي صفر شدن سمت چپ بايد مقادي  1 وa 1شود. اگر قرار دهيمميx i  :داريم  
nf ( i) (cos i sin ) b cos n a( i)sin n cos n isin n b cos n aisin n                      

( b)cos n i(a )sin n b , a         1 1 1 1  
2aبنابراين b ( )    1   شود.مي 1

  

 مثلثي به رئوس  :8مثالz i , z  2 1  وz  3 wو مثلث ديگري با رئوس 1 i , w   2 11 wو 1 i 3 داريم. اگر بخـواهيم ايـن دو    1
  اعداد حقيقي و مخالف صفر هستند) وبرقرار است؟ ( و اي بينهرابط چه شابه باشند،تمثلث م
1 (  3  2 (  3  3 (  3  4 (   3  
   :ي فوق لازم است دترمينان رئوس دو مثلث برابر با صفر باشد: با توجه به نكته  »1«گزينه پاسخ  

i [( i) ( i) ( i) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( i)]

i i

                    
  

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
      

  i i i i i i ( ) ( ) i               2 1 1 2 2 1 1   

  بنابراين داريم:   3  
               

2 2 1 1 32 2 2 1 4 12 1 4 4





  
  

 اگر: 9مثالz cos isin
 

 1 5 zو  5 cos isin
 

 2 5 z، مقدار5

z

4
1
2

  ؟كدام است 
1 (i   2 (1-  3 (1  4 (i  

  : نويسيم.ه را به فرم نمايي ميابتدا اعداد داده شد » 2«گزينه پاسخ
i i

z e , z e
 


 5 52   داريم:  1

i
i i i

i

z (e )
e .e e cos i sin

z
e


 





       

44 451 5 5
2 5

1  

 

 حاصل  : 10مثالii برابر چيست؟  

1 (e


 2  2 (e

2  3 (1  4 (1-  

 دانيممي  »2«گزينه :   پاسخ
i

i e


 ii      ، لذا داريم:2 ii (e ) e
 

  2 2  
 

 حاصل :11مثال( i) 52 2   ؟كدام است 3
1 (1 24 6    2(1 24 3    3 (256 2 3    4 (256 2 6    

 : دانيممي»  2«گزينه  پاسخ
i

i e


  32 2 3 i        :داريم ، بنابراين4
( i) ( e ) (cos i sin )   


 

     5 5 53 5 52 2 3 4 4 1 24 33 3  
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 حاصل عبارت  :12مثال( i )

( i )



 

8
7
1 3

2 1 3
  كدام است؟ 

1 (1  2 (1-  3 (1
2  4 (1

2  

 : براي صورت كسر بهتر است در مختصات نمايي سؤال را حل كنيم: 8با توجه به تقسيم دو عبارت بر هم و توان   »1«گزينه  پاسخ  

                   
i i

i i i

i i

( i ) ( e ) e
i e , i e e

( i )
e e

 
  

 


         
 



8
2 68 83 3

3 3 3
7 2 2

7 3 3

1 3 21 3 2 1 3 2 1
2 1 3

2 2
  

 

 صلحا :13مثالz ( i)  21  كدام است؟  
1 ( 52  2 (12  3 (52  4 ( 12  

  : با توجه به نكته فوق »  2«گزينه پاسخn   zو لذا 2 ( i) ( i)


   
2

1 122 2  زيـر ي فوق استفاده نكنيم، به شـكل  اگر بخواهيم از نكته باشد.مي 2

  كنيم:عمل مي
i i i ii e ( i) ( e ) ( ) e e (cos isin )
  

             
22 2 2 1 5 1 1 14 4 41 2 1 2 2 2 2 5 5 2 1 2
          

  

 حاصل  :14مثالz i i i    2 13921 برابر كدام گزينه است؟ ،  
i) 3  1) 2  صفر) 1

i




1
1  4 (i

i





1
1  

  : با شرط  »2«گزينه پاسخk 1به ازاي هر ،k  ي مقابل را داريم:رابطههمواره  
n

n k
k k k

k
  

    


2 1 11 1  

i  سؤال خواهيم داشت: صورتبهبا توجه  i (i) i(i ) i( ) i
z

i i i i i

     
     

    

1393 1392 2 696 6961 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1    
 

 اگر  :15مثالz cos( ) i sin( )
 

 8 wو 8 iz( )
z z

 
 2 2

1 1
1 1

  كدام است؟ w1392حاصل گاهآن، 

1 ( 13922  2 ( 6962  3 (13922  4( 6962  
 :تر است!تر و باكلاستر ولي تكنيكيتر است و روش دوم طولانيتر و كوتاهدهيم، روش اول سادهسؤال را به دو روش پاسخ مي»  4«گزينه  پاسخ  

z  كنيم:را در پرانتز ضرب مي izابتدا مخرج مشترك گرفته وروش اول:  z z z
w iz( ) iz( ) i( )

z z z

  
  

  

2 2 2 3

4 4 4
1 1 2 2

1 1 1
  

صورتبه zرم قطبياما ف
i

z e


   باشد و لذا داريم:مي 8
i i i

i i

(e ) e e
w i[ ] i[ ] i[ ]

i
(e ) e

  

 
  


 

3 3
38 8 8

48 2

2 2 2 1
1 1

  

دانيممي
i

i e


 
3
41   و لذا داريم: 2

ii
i( ) i( ) i i i( ) ii e

i

e
w i[ ] i[e ] i[e ] w e e e e

e


        
  


        

2
3

3 3 3 6 3 38
8 4 8 2 8 2 8 8

3
4

22 2 2 2 2
2

2
  

6962
i iw ( ) e ( ) e

    
1392

1392 1392 696 17482 2  
  بريم:هاي صورت كسر را از بين مي zدر صورت و مخرج،  z1ابتدا با ضرب وم: روش د

ziz iz iz z iz z i i
w w

z z z z z z z z z z z z

  

     
 

      
       

1 1 1

2 2 2 1 1 2 1 1 1 11 1
njJo†Zoh¶ »Rn¼‚  

صورتبه zفرم قطبي 
i

z e


  باشد و بنابراينمي 8
i

z e


 1   ، لذا داريم:8

i i i i

cos i sin (cos i sin )i i i i i
w

isin cos sin cos sin cos ( sin cos )
e e e e
   

 

   
 

       
       

 8 8 8 8

2 2 21 8 8 8 8
2 2 2 2 4 2 28 8 8 8 8 8 8 8
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در محاسبات فوق از دو تساوي
i ie e

sin
i

  
  و  2

i ie e
cos

  
  sinدانيم استفاده كرديم، از طرفي مي 2 cos sin   2   ، بنابراين داريم:2

cos( ) i sin( ) cos( ) i sin( ) cos( ) i sin( )
w (cos i sin )

sin( ) sin( )

     
    

    
 



8 8 8 8 8 8 21 8 82 8 4 2

  

  شود:ر حساب ميبا كمك فرمول دموآور به شكل زي w1392بنابراين

 w ( ) cos( ) i sin( ) cos i sin
              

1392 1392 696 6962 1392 1392 2 174 174 2 18 8  6962  
  

 تابع :16مثالLnz هاي زير برابر است؟با كداميك از گزينه  
1(y

Ln(x y ) iArctg
x

 2 21
2  2(y

Ln(x y ) iArctg
x

 2 21
2  3 (y

Ln(x y ) iArctg
x

 2 2  4 (y
Ln(x y ) iArctg

x
 2 2  

  : 1«گزينه پاسخ  «                           y y
Lnz Ln | z | i Ln x y iArctg Ln(x y ) iArctg

x x
        2 2 2 21

2  
 

 اگر  :17مثالz ،يك عدد مختلط ناصفرLnz Lnr i   مقدار اصلي وLn گاهآنباشد،  موردنظرi
Ln( )

 1 3
  برابر است با: 2

1 (i
3  2 (i 4

3  3 (i
 3  4 (i

Ln


3 3  

  : كنيم:عبارت، جلوي لگاريتم را حساب مي و آرگومانِ ابتدا اندازه  »2«گزينه  پاسخ     

z i | z | , Argz Lnz Ln | z | iArgz Ln i i
  

           
1 3 4 4 41 12 2 3 3 3  

 

 مقدار  :18مثالarctgh( i)1 k)كدام است؟ 2 z)    

1 (Ln i (k )  
1 322 8  2 (Ln i (k )  

1 324 8  3( Ln i (k )  21 324 8  4( Ln i (k )  
1 32 22 8  

  : با توجه به تساوي»  2«زينه گپاسخz
arctghz Ln( )

z





1 1
2   داريم: 1

i i i
arctgh( i) Ln( ) Ln( ) Ln( ) Ln(i ) [Ln i( k )] Ln i(k )

i i i

     
            

   

1
21 1 1 2 1 2 2 1 1 1 1 3 1 31 2 1 2 2 22 1 1 2 2 2 2 2 2 4 2 8    

Ln i(k )


  
1 324 8  

  
 مقدار  :19مثالi

( )
i




11 3
1 3

  :83آزاد  ـو مكانيك  80مكانيك ـ سراسري  ،78سراسري  (عمران ـ  برابر است با(  

1(i
 

3
2 2  2(i

1 3
2 2  3(i 

1 3
2 2  4(i

 
3

2 2  

  : توان مسأله را حل نمود.با نوشتن صورت و مخرج كسر به فرم نمايي و سپس ساده كردن به سادگي مي  »3«گزينه پاسخ  

i
r

z i z e
tg ( )






   
      
  


32 21

1 3 2
1 3 23

1 3
                     ،  i

r
z i z e

tg ( )





   
     
  


31 11

1 3 2
1 3 23

1 3
  

i
i i i ii

i

i e
( ) ( ) (e ) e e e e cos( ) i sin( )

i
e


   






  
         



2 2 2 231 1 1 63 3 3 3

3

1 3 2 2 21 3 31 3
2


    

cos( ) i sin( ) cos i sin i
   

         
1 3

3 3 3 3 2 2  

i  روابط زير را به خاطر بسپاريد:توجه:  i i ii i i ie e i , e e , e e i , e e
   

              
3 3

2 22 2 2 21 1   
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 اگر  :20مثالa(cosx isinx) i  1 ،x  78(مكانيك ـ سراسري        كدام است؟(  

1(
4  2(3

4  3(5
4  4(7

4 

  : ابتدا  »4«گزينه پاسخz i 1 داريم: ويسيم. بنابرايننرا به فرم قطبي مي    

i (cos i sin ) a(cos x isin x) a , x
  

       
7 7 71 2 24 4 4  

zتوجه كنيد براي i 1 :داريمr ( )   2 21 1 tgو 2 ( )  
     1 71 4 4  

 

 اگر  :21مثالz مختلط باشد و در تساوي يعدد| z ai | | z bi |   )a وb اعداد حقيقي وa bمقدار (z z79(رياضي ـ سراسري ، كدام است؟(  
1 ((a b)i   2 (a(a b)i   3 ((a b)i  4 ((a b)i  
  : كهاينبا توجه به   »1«گزينه پاسخz x iy :لذا داريم ،  

| x iy ai | | x iy bi | x (y a) x (y b) x y a ay x y b yb                  2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2  
a b (a b)(a b)

y(b a) a b y ( ) y (a b) ( )
b a b a

  
          

 

2 2
2 22 2 2 1  

zاز طرفي z :برابر با مقدار روبرو است  z z (x iy) (x iy) i y ( )      2 2  
z بنابراين z (a b)i   .  

  
 مقدار اصلي  :22مثالi( i)    )79مواد ـ سراسري (               كدام است؟          11

1 (e (cos i sin )


 
4

4 4  2 (e [cos (Ln ) i sin (Ln )]


42 2 2  

3 (e [cos(Ln ) isin (Ln )]


  
  42 2 24 4  4 (e [cos(Ln ) isin (Ln )]


 

  42 2 24 4  

  : يدر حل اين سؤال از دو قاعده  »4«گزينه  پاسخLnae a وnLna nLna گيريم:كمك مي    
( i)(Ln i ) Ln iLn i Ln i[Ln ]i ( i)Ln( i)A ( i) e e e e .e

    
             

1 2 2 2 2 21 1 1 4 4 4 4 41  
Ln Lne e .e e A e [cos (Ln ) i sin (Ln )]

   
  

      
2 24 4 4 42 2 2 24 4  

 

 اگر  :23مثالi
z

i





1
i، حاصل1

ze

  )79اي ـ سراسري (هسته          كدام است؟      2

1 (1-  2 (i 1  3 (i1  4 (1  

  : 4«گزينه  پاسخ«      i i i i i i
e cos i sin i ze i

i i i

 
    

        
  

2
2 2 1 1 12 2 1 1 1  

  
 مقدار اصلي عدد مختلط   :24مثالi( )1          : 80(مواد ـ سراسري                برابر است با(  

1 (1-  2 (e  3 (1  4 (e  
  : دانيممي  »2«گزينه  پاسخie  1:لذا داريم ،                i i i( ) (e ) e   1  

 

 ر اگ  :25مثالz ،يك عدد مختلط باشدi
| ze z |



3    81(مكانيك ـ سراسري        برابر كدام است؟(  

1(| z |  2(| z |
1
2  3(|z |

1 12  4(| z i |  

  : 1«گزينه  پاسخ«  

  | z |
i i i

| ze z | | z(e ) | | z | . | e | | z || cos( ) i sin( ) | | z || i | | z | ( ( ) ( ) )
  

 
              2 23 3 3 1 3 1 31 1 13 3 2 2 2 2  
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 هرگاه   :26مثالiA ( i)  مقدار اصلي  گاهآنA 81(مواد ـ سراسري                   است؟        كدام(  
1 (e  2 (e1  3 (e


2  3 (e


2  

  : دانيممي  »3«گزينه  پاسخ
i

i e



  e              لذا داريم: ،2


2

ii i( i) [e ]



  2  

  
 چنانچه  :27مثالi  1  ،مقدار گاهآنباشدi i i i i

i

   


2 3 4 5

  )81(برق ـ آزاد                    برابر است با:             1

1 (i
1 1
2 2  2 (i

5 5
2 2  3( i

1 1
2 2  4 (i

5 5
2 2  

  : 1«گزينه  پاسخ«                          i i i i i i i i i i i
i

i i i i

         
     

   

2 3 4 5 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 2 2 2  

 
 

 چنانچه  :28مثالi  1 وz z

i i i
 

 
2 2 5

1   )82(برق ـ آزاد    برابر است با: zگاهآنباشد،  2

1 (( i)
1 1 32   2 (( i)

1 1 32  3 (( i) 
1 1 32  4 (( i) 

1 1 32  

  : 1«گزينه  پاسخ«  z x iy x yz z z
z( ) (x iy)( i) ( i) x , y

x yi i i i i i
    

                    

4 2 52 2 1 1 2 5 1 32 2 2 5 1 2 4 51 1 1 2 2 2  
 

 

 مقدار  : 29مثالi
( )

i




41 3
1

 83(عمران ـ سراسري          هاي زير است؟  برابر كدام يك از گزينه(  
1(( i ) 192 1 3  2 (( i )192 1 3  3 (( i ) 22 1 3  4 (( i )22 1 3  

  : 1«گزينه  پاسخ«  
i

i i i ii

i

i e
( ) [( )] ( e ) e e e e

i
e


   







     



7 7 4 434 4 4 2 2 22 212 3 3 3

4

1 3 2 2 2 2 21
2


       

(cos i sin ) ( i) ( i )
  

      2 2 194 4 1 32 2 2 1 33 3 2 2
   

  
 چنانچه  :30مثالi  1 و

i

z e


 |izگاهآنباشد،  36 e   )83(برق ـ آزاد   كدام است؟ |
1 (6  2 (e3 3  3 (1  4 (e 6  
  : با فرض  »2«گزينه  پاسخz x yi  دانيم:مي  z x yi x yi x z xe e e .e e (cos y i sin y) | e | e        

i iz iz e (cos i sin ) ( i) i iz i( i) i | e | | e | | e | e


    
                 3 3 3 3 3 3 33 1 36 6 6 3 3 3 3 3 3 3 3 33 3 2 2  

  
 اگر  :31مثالz x iy  وz

a ib
z
  ،مقدار گاهآنa b2   )84(نساجي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (  2 (1  3 (2  4 (2  
  : سريع پاسخ داده شده اسـت،  به روش تستي و » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه  پاسخ  

  شود.با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي
iصـورت بـه يـك عبـارت مخـتلط     صـورت بـه حل تشريحي و طولاني، تبديل سمت چـپ معادلـه   راه     و مسـاوي قـرار دادن  بـاa و  بـاb   و در نهايـت

aيمحاسبه b2 aي سؤال يعنيحل بهتر اين است كه توجه كنيم خواستهاست كه بسيار پرزحمت و ناشيانه است! اما راه 2 b2 ي عبـارت  ، همان مربع انـدازه 2
|نيسمت راست معادله، يع a ib |   برسانيم: 2توانيم تساوي صورت سؤال را به توان است. پس مي 2

a b 2 2 1|z| |z|z | z |
| | | a ib | a b a b

z | z |

        
2

2 2 2 2 2 2
2

1
1  
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 چنانچه  :32مثالi  1 وi
z   

3
2   )84(برق ـ آزاد                             :گاهآنباشد  2

1(z i 3  2 (z 3 1  3 (z i3  4 (z  3 1  

 : 3«گزينه   پاسخ«      i i i
z i e z e e cos i sin i

  
  

        
5 5

36 2 23 1
2 2 2 2  

 

 چنانچه  : 33مثالi  1  ،گاهآنباشدi

( i)



 4
1

1
  )85(معدن ـ سراسري    برابر است با: 

1 (i
1 1
4 4  2 (i 

1 1
4 4  3 (i

1 1
4 4  4 (i 

1 1
4 4  

  : 2«گزينه پاسخ«          i i i i i
i

( i) (( i) ) ( i i) ( i)

    
      

   4 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

4 4 41 1 1 2 2
  

  

 فرض كنيم  :34مثالz i 1 3 zو 5 z1 |عددي باشد كه در معادلات 2 z | | z |1 |و نيز 2 z | | z |  1 21     كند در اين صورت:صدق مي  1
  )85ري (نفت ـ سراس

1 (z i 2 3 5  2 (z z2 1  
3 (z z1 2  4 (z1 وz2 نسبت به محورy اند.متقارن  
  : دهيمقرار مي  »1«گزينه  پاسخz x iy 2 2   شود:، در اين صورت از معادلات داده شده نتيجه مي2

x y

x y

( x ) y x x y x , y 

  

            

2 2
2 2

2 2
2 2

142 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

14

1 9 1 2 9 3 5
  

 

 مقدار: 35مثالie
w [( )( i )]    31   )85(هوا فضا ـ سراسري       كدام است؟ 32

1 (w exp( )  22  2 (w exp( ) 22  3 (w exp( )  2  4 (w exp(i ) 2  
 : كنيم:ابتدا كمي عبارت را ساده مي  »1«گزينه  پاسخ  

ii iei i i i i i iw [ e( i)] [ e(e )] w [e .e.e ] e .e .e e ( ) e e


 
                        

2 2 2 2 2 2 213 3 3 3 3 3 23 31 3 12 2  

 

 اگر  :36مثالi  1 باشد، حاصلx iy
Ln( )

x iy




  )86ـ سراسري  MBA(  ، كدام است؟

1( x
itg

y
1  2( tg( x y )2 2  3( tg x y2 2  4( y

itg
x

12  

  : وش تستي و سريع پاسخ داده شـده اسـت،   به ر» ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »4«گزينه پاسخ  
ixاگرشود. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي iy re   ،گاهآنix iy re  :لذا داريم ،    

i
i

i

x iy re y
Ln( ) Ln( ) Lne i Lne iArctg

x iy xre




 


    


2 2 2  

  

 اگر  :37مثالiz r e  
  وiz re  ،مقدار گاهآن| z z | 2

 بر حسب مختصات قطبيz وz 86(مواد ـ سراسري             كدام است؟(  
1( r rr cos( ) r   2 22    2( r rr cos( ) r   2 22    3( r rr cos( ) r   2 22    4( r rr cos( ) r   2 2

    
  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه  پاسخ  

  دارد: سؤال فقط يك سري محاسبات را لازمشود. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي
| z z | | r cos ir sin r cos ir sin | | (r cos r cos ) i(r sin r sin ) |                          

| z z | (r cos r cos ) (r sin r sin )             2 2 2  
r cos r cos rr cos cos r sin r sin rr sin sin                    2 2 2 2 2 2 2 22 2  

r r rr cos( )    2 2 2  r r rr (cos cos sin sin )        2 2 2     
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 لحاص  :38مثالnRe[( cos isin ) ]   1 86(مكانيك ـ آزاد   كدام است؟(  

1 (n n
sin( )

2 2  2 (n n n
cos cos( )

 2 2 2  3 (n n n
sin cos( )

 2 2 2  4 (n n n
cos sin( )

 2 2 2  

  : دانيممي  »2«گزينه  پاسخcos cos


   21 2 sinو2 sin cos
 

  2 2   ، لذا داريم:2

n
i in n n n n n n n( cos i sin ) ( cos i sin cos ) [ cos (cos i sin )] cos (e ) cos ( )e
 

       
        2 2 21 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2  

n n n
cos cos

 2 2 2
n n n n n n nn n n n

cos [cos isin( )] cos cos i cos sin Re( cos isin )
      

        2 2 2 12 2 2 2 2 2 2  
  

 اگر  :39مثالz a
| |
z a





1
zو 2 a ،87(مجموعه رياضي ـ سراسري   :گاهآن(  

1(| z | | a |
1
3  2(| z | | a | 2  3(| z | | a | 2  4(| z | | a | 3  

  : 4«گزينه پاسخ«   
  | z | | a | | z a | | z | | a | , | a | | a |       

| z | | a | 3

z a
| z a | | z a |

z a

| z a | | z | | a | | z | | a | | z a | | z a | | z | | a | | z | | a | | z | | a |

| z a | | z | | a |

 
                     


  


1 22
2 2 2 2 2 2 2 2  

  

 براي اعداد مختلط: 40مثالz وwبارت، ع| z w | | z w |  2   )87(كامپيوتر ـ سراسري   برابر كدام است؟ 2
  است.) wمكمل مختلط wو zمكمل مختلط z(توجه:

1( (| z | | w | )2 22  2( (| z | | w | )2 22  3( (| z | zw wz | w | )  2 22  4( (| z | zw wz | w | )  2 22  

  : الاضلاعي است كه توسط دو بردار دانيم عبارت داده شده مجموع اقطار متوازيمطابق متن كتاب مي »1«گزينه  پاسخz  وw دانـيم  شـود و مـي  تشكيل مي

z  ل اضلاع و در واقع دو برابر طول دو ضلع است. مقدار آن برابر با مجموع مربعات طو w z w (| z | | w | )    2 2 2 22  

  
 اگر: 41مثالz x iy  وw a ib در اين صورت معادله خط ،ax by c  87ياضي ـ آزاد (ر  ي مختلط به كدام صورت است؟در صفحه(  

1 (Re(zw) c  2 (Re(zw) a  3 (Re(zw) b  4 (Re(zw) a   

  : هاابتدا با توجه به گزينه   »1«گزينه  پاسخzw دهيم:را تشكيل مي  

Re(zw) ax by zw (x iy)(a ib) xa ixb iya i yb xa by (ay xb)i           2  
cبنابراين Re(zw)  جواب است.» 1«و لذا گزينه  

  

 اگر: 42مثالz ,z ,z3 2 zسه عددمختلط باشند و 1 z z z z z , | z | | z | | z |     1 2 3 1 2 3 1 2 3   )78(رياضي ـ آزاد   است؟ نادرستكدام گزينه  گاهآن 1
1(z z z z z z   1 2 1 3 2 3 1  2(z z z z z z  1 2 1 3 2 3 1   3(z z z  1 2 3 1   4(z z z   1 2 3 1  

  : دو حالت زير را براي  »1«گزينه  پاسخz1،z2 وz3 گيريم:ظر ميدر ن  z i , z i , z z z z

z i , z i , z z z z

       
          

1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3

1 1
1 1  

z) صحيح هستند، اما در هر دو حالت حاصل4) و (3هاي (گزينه z z z z z 1 2 2 3 1   كنيم:را حساب مي 3
)(i)  حالت اول: i) ( i)( ) (i)( ) i i        1 1 1 1  

)i  حالت دوم:  i) ( i)( ) (i)( ) i i          1 1 1 1  
  غلط است.) 1شويم، گزينه (در هر دو حالت متوجه مي

  



 

337 
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 اگر: 43مثالn ni i
A ( ) ( )

   
 

1 3 1 3
2 nبه ازاي Aمقدار  گاهآن، 2 k nو3 k   )88(مجموعه رياضي ـ سراسري   است؟ به ترتيب كدام 3

  2و1 )4  1و2 )3  2و  -1 )2  - 1و  2  )1

  : ابتدا كافيست مقادير را در مختصات قطبي بنويسيم:   »1«گزينه  پاسخ    
i ii i

cos i sin e , cos i sin e

 
       

     
2 4
3 31 3 2 2 1 3 4 4

2 3 3 2 3 3  
n n

i i i( )n i( ) n i in n i n n n
A (e ) (e ) e e e [e e ] ( ) [ cos ]

     
   

       
2 4
3 3 3 3 3 3 1 2 3  

nبه ازاي k nگردد و به ازايمي 2حاصل عبارت فوق برابر3 k   گردد.مي -1حاصل عبارت فوق برابر3
 

 اگر   :44مثالi  1،y
(x,y ) Arctg

x
 

2
3 حاصل گاهآنx iy

i Ln
x iy




  )88ريزي شهري ـ سراسري (برنامه  كدام است؟ 3

1 (3
2   2 (3

4  3 (4
3  4 (2

3  

  : با توجه بـه وجـود راديكـال و تقسـيم دو عبـارت بـر هـم، بهتـر اسـت از مختصـات قطبـي اسـتفاده كنـيم، اگـر                »4«گزينه  پاسخiz x iy re    گـاه آن 

ix iy re  ،  :2  بنابراين داريم
3

i
i i

i

x iy re y
i Ln i Ln i Ln (e ) i Lne (i i )Lne , Arctg

x iy xre


 

 


         


3 3 3 2 3 3  

  

 فرض كنيد: 45مثالz1 وz2 دو عدد مختلط باشند كه در تساوي| z z | | z z |  1 2 1 |صدق كنند. در اين صورت مقدار2 Arg(z ) Arg(z ) |1  كـدام  2
    است؟

  )88ي ـ آزاد (رياض

1 (
2   2 (  3 (

4  4 (
3  

  : سخ داده شده اسـت،  به روش تستي و سريع پا» ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه  پاسخ  
zگاهآندو عدد مختلط باشند،  z2و z1دانيم اگرميشود. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي z2 zو1 z1  z1الاضلاعي هستند كه توسـط قطرهاي متوازي2

|)شود، چون گفته شده اندازه اين دو قطر برابر استايجاد مي z2و z z | | z z |)  1 2 1 عمود اسـت   z2بر z1پس متوازي الاضلاع در اصل مستطيل است، لذا 2

هم با همو اين يعني زواياي آن 
  ) درست است.1دارد، پس گزينه ( اختلاف زاويه 2

  
 حاصل عبارت  :46مثال

n

n

( i)
A

( i) 



 2
1

1
  )88(رياضي ـ آزاد   كدام است؟

1 (nA i 2  2(nA i   12   3(nA i 2   4(nA i  12   

  : كنيم.زير ساده مي صورتبهابتدا عبارت داده شده را   »2«گزينه  پاسخ  
n n

n n n n n*
n n

( i) ( i) i i i i
A ( i) ( ) ( i)( ) ( i)( ) ( i)(i) i

i i i i( i) ( i) ( i)


 

     
            

     
2 1

2 2
1 1 1 1 1 11 2 2 2 21 1 1 11 1 1

  

)در تساوي iصورت و مخرج كسر *(

i




1
)را در مزدوج مخرج يعني 1 i)1 ايم.ضرب كرده  

  

 حاصل عبارت  :47مثالii
  )89سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  چقدر است؟  3

1 (– i   2(e


 2  3(e

2  4(

2  

 دانيممي  »3«گزينه سخ : پا
i

i e


   ، بنابراين داريم: 2
i ii ii (e ) e e

  

  
43 32 2 2  
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 اگر  :48مثالn N وnIm(z )   ،89(آمار ـ سراسري   لزوماً: گاهآن(  

1 (z .2  عدد حقيقي است (arg z  مضربي گويا از .3  است (nz 1 .4  حقيقي نيست (arg z مضربي صحيح از .است  

  : است رسد بهترها به نظر ميبا توجه به گزينه   »2«گزينه  پاسخnz  كهاينرا تشكيل دهيم، با فرضiz re  :داريم  

n n in n n n k
z r e r (cos n isin n ) Im(z ) r sin n n k ( )

n
                 

arg(كه همان بنابراين z  (مضربي گويا از است .است  

nImاز تساوي كهاين) بسيار ناشيانه است، چون تصور 1دقت كنيد انتخاب گزينه (في: توضيح اضا (z )   توانيم نتيجه بگيـريم ميIm (z)     و لـذاz   عـدد

z  حقيقي است، غلط است. به مثال مقابل توجه كنيد:  cos isin z cos isin
 

         4 1 14 4   

nImكنيدكه ملاحظه مي (z )  است، اماI m (z) sin


 4  .  

  

 اگر نقاط: 49مثالz ,z ,z3 2 |واقع بر محيط دايره 1 z | zباشند به قسمتي كه 1 z z  1 2 3  ،مقـادير  گاهآن
z z z
 

1 2 3

1 1 1،z z z 2 2 2
1 2 بـه   3

  )90(مكانيك ـ سراسري   ترتيب چقدر است؟ 
1 (,   2 (,1  3 (, 1  4 (,1 1  

  : كنيم:هر كسر را در مزدوج مخرج ضرب ميبراي عبارت اول صورت و مخرج   »1«گزينه  پاسخ  z z z
A

z z z z z z z z z
     1 2 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 1 1  

zzدانيممي | z | و چون| z | | z | | z |  1 2 3 z  لذا داريم: 1 z z
A z z z z z z          1 2 3

1 2 3 1 2 31 1 1    

  كنيم داريم:مياستفاده  Aاز تساوي Bبراي محاسبه

  
[(z z z ) (z z z )]z z z z z z

z z z z z z z z z

     
      

2 2 2 2
1 2 3 1 2 32 3 1 3 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1
1 1 1 2    

(z z z ) (z z z ) z z z (z z z ) z z z                2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 ƒo ¾M¾]¼U IM  

  
 اعداد مختلط  :50مثالz x iy 1 1 zو 1 x iy 2 2 الاضـلاعي در  . مسـاحت متـوازي  دهـيم  نمايش zرا با zگيريم. مزدوج مختلط ميرا در نظر  2
  )90ي برق ـ دانشگاه آزاد سال (دكتر  برابر است با: ،باشند z2و z1مختلط كه دو پهلوي مجاورش بردارهايي هصفح

1(| Re(z z ) |1 2  2(| Re(z z ) |1 2  3(| Im(z z ) |1 2  4(| Im(z z ) |1 2  

  : اگر دو بردار   »3«گزينه  پاسخa  وb الاضلاعي باشند، مساحت حاصل برابر با:اضلاع متوازي  A | a b |   
zحالا كه دو بردار x iy 1 1 zو 1 x iy 2 2   ها عبارت است از:باشند، مساحت محصور به آنمياضلاع متوازي الاضلاع  2

A | z z | | (x iy ) (x iy ) |

i j k

z z x y z z (x y x y ) A | x y x y |

x y

     

        

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1
2 2

  




  

z)  سوم معادل عبارت فوق است: ي هها را محاسبه كنيم، گزيناگر گزينه z ) (x iy )(x iy ) (x x y y ) (x y x y )i      1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2  
Im z z x y x y | Im z z | | x y x y |    1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2  

  آمد. دستبهشود كه همان عبارت بالا ملاحظه مي
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   هاي مختلطهاي يك عدد مختلط و معادلهريشه :2درسنامه 
  
  

 

 هاي عدداز كعب ييك :1مثالi
z

i ( i)




   2
1

1 1
  به كدام صورت است؟ 

1 (cos i sin
 
3 3  2 (cos i sin

 
6 6  3 (cos i sin

 
4 4  4 (cos i sin

 


2 2
3 3  

  : كنيم و در نهايت پس از نوشتن فرم نماييابتدا عبارت را تا حد ممكن ساده مي  »2«گزينه پاسخz، هاي سومريشهz كنيم:را حساب مي  

ii i i i i ( i) i i
z z i z e

i i ii ( i) i i i i


       

          
          

2 2
2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2

1 1 1 21 1 1 1 2 1
  

k
k k

z [cos( ) i sin( )] z cos i sin
 

    
    3 33

2 22 21 3 3 6 6  
 

 اگر :2مثالz  1 ،مقدار آرگومان گاهآنz
2
  برابر با كدام گزينه است؟ 3

1 (4
3  2 (5

3  3 (2
1يا 3

3
  4 (2

1يا 3
3
 يا2  

  : ابتدا توجه كنيد كه  »4«گزينه پاسخz  1 صورتبهتوان را ميiz e  نوشت و بنابراينr 1 و   باشد، بنابراين داريم:مي  
k k

i( ) i( ) i[ ( k )]
z e z e e , k , , arg(z ) ( k ) , k , , 

   
  

         
1 2 2 2 2 22 2233 3 3 3 3 3 21 1 2 2 1 23

·H¼U ¾M¸Ã o‡  

zآرگومان
2
  آيد:مي دستبه kتواند هر كدام از سه مقدار زير باشد كه به ازاي سه مقدارمي 3

k arg(z ) , k arg(z ) ( ) , k arg(z ) ( )
 

             
2 2 2
3 3 32 2 2 11 3 2 2 53 3 3 3

  

  
  

 اگر :3لمثاz z  2 1  آنگاه حاصل عبارتS (z ) (z )
z z

   1398 3 1397 2
1398 1397
1   كدام است؟   1

1 (8  2 (9  3 (1398  4 (3  

  : از روي معادله ؛ابتدا دقت كنيد» 2«گزينه پاسخz z  2 1  توان مختلط عدد يك هستند، در واقع مي سوم و هايريشه ها،توان فهميد ريشهمي

zاز طرفي گفتيم اگر .هستند )عدد يك مختلط سوم و هايريشهيا همان هاي اين معادله (هريش 2 و گفت  توان فرض كرد، آنگاه مي
z
 21،  بنابراين

رحسبكنيم عبارات را بسعي مي
z

دقت كنيد كه از روابط ؛بنويسيم zو 1  2 و همچنين 1 3 توانيم در محاسبات استفاده كنيم: واضح است مي 1

  پذير است و بنابراين داريم:بخش 3عدد بر  1398

 S [(z ) ] [(z ) .z ]
(z ) (z ) .z

   3 466 3 3 465 2 2
3 466 3 465 2
1 1   

zبا جايگزيني   و لذاz   3 3 S  داريم:  1 ( ) ( ) S ( ) S ( )


               


22
1

13 2 2 2 2 2
2

11 1 8 8 1 9  

  

 1اگر   :4مثال ،،2،3،4 حاصل گاهآنهاي پنجم واحد باشند، ريشهA ( )( )( )( )        2 3 43 3 3   كدام است؟ 3
1 (12  2 (121  3 (243  4 (242  

   :در اين سؤال ،با توجه به تساوي سمت راست»  2«گزينه پاسخn  zو 5    بنابراين با توجه به تساوي سمت راست داريم: .باشدمي 3

121A      2 3 41 3 3 3 3  
  

  

  ضرب صورت و مخرج 
)در عبارت i)1 
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اعداد مختلطفصل هشتم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :5مثالa cos isin
 

 
2 2
7 7،b a a a  2 cو 4 a a a  3 5    هاي كدام معادله هستند؟ريشه cو bآنگاه ،6

1 (x x  2 1   2 (x x  2 2 4   3 (x x  2 2   4 (x x  2 2 4   
   :هرگاه » 3«گزينه پاسخb وc ي دويي درجهدو عدد حقيقي يا مختلط باشند، جواب معادله(x b)(x c)    :خواهند بود. يعني داريم  

x (b c)x bc2        

يم. توجه داشته باشيد كهدست آوررا به cو bضربحالا بايد مجموع و حاصل
i

a e
2
7


 ي هفتم واحد است. بنابراينريشهa7 1 .است  
a

b c (a a a ) (a a a ) ( a a a a a a )
a a

72 4 3 5 6 2 3 4 5 6 1 1 11 1 1 1 11 1
 

                    
 

   

a7كنيم. توجه كنيد كهرا حساب مي bcضرباكنون حاصل 1 بنابراينa a a a 8 aو به همين ترتيب 7 a9   است: 2
bc (a a a )(a a a ) (a a a ) (a a a ) (a a a ) (a a ) (a a) ( a a )2 4 3 5 6 4 6 7 5 7 8 7 9 1 4 6 5 2 31 1 1                         

a
( a a a a a a )

a

72 3 4 5 6 11 1 1 2 2 21


             


   

x  در نتيجه داريم: (b c)x bc x x        2 2 2   

 
 ياگر نقطه  :6مثالz i  1يهاي معادلهريشه ، يكي ازz az b  7 3 2   ،گاهآنباشدa b كدام است؟  

1 (4  2 (4-  3 (2  4 (12-  
 :كنند، با قرار دادنهاي هر معادله در خود معادله صدق ميبا توجه به اين كه ريشه  »1«گزينه   پاسخz i  1 ده شده، داريم:در معادله دا  

( i) a( i) b      7 31 1 2 z az b   7 3 2   
( i i) ( i) a( i i)( i) b           2 3 21 2 1 1 2 1 2 (( i) ) ( i) a( i) ( i) b           2 3 21 1 1 1 2   

(i )i( i) a( i i ) b i i ai a b             2 2 28 1 2 2 2 8 8 2 2 2   

a b  4a b
a b i( a ) b b

a a

   
                  

8 2 28 2 2 2 8 8 8 22 8 4


  


  

توجـه كنيـد كـه     .تواند توأم با خطا باشد، بهتر است از مختصات قطبي استفاده كنـيم حل فوق ميباشد و راهيم 3و  z ،7البته با توجه به اينكه توان روش ديگر: 

چون نقطه در ربع دوم قرار دارد لذا
i

z e



3
    ، بنابراين داريم: 42

i i
z ( e ) e [cos( ) isin( )] [cos( ) i sin( )]

 
   

         
3 21

7 7 34 4 21 212 2 2 8 2 8 2 5 54 4 4 4  

z cos i sin i i
 

         7 8 2 8 2 8 8 8 84 4  

i i
z ( e ) e [cos( ) i sin( )] [cos( ) i sin( )]

 
   

         
3 9

3 34 4 9 92 2 2 2 2 2 2 2 24 4 4 4  

z cos i sin i i
 

       3 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 2 2  
  كنيم:حالا مقادير فوق را در معادله جايگذاري مي

z az b i a ( a)i b ( a b ) ( a )i a , b                  7 3 2 8 8 2 2 2 2 2 8 2 8 4     

  
 در معادله :7مثالz z i   2 4 7 4  كه در آنi  1 صورتبه، تفاضل دو ريشهa ib است. مقدارab كدام است؟  

1( 8-  2( 4-  3( 4  4( 8  
  آوريم:مي دستبههاي معادله درجه دوم داده شده را ريشه»  1«گزينه : پاسخ  

b ac ( ) ( i) i i ( i ) i                 2 2 22 1 7 4 4 7 4 3 4 2 1 2 1   

,
z i i( i )

z ( i )
z ( i ) i

     
          

1
1 2

2

2 2 1 1 22 2 1 2 2 1 2 2 1 3 21  

z z ( i) ( i) i a ib a , b ab ( )( )                  1 2 1 2 3 2 2 4 2 4 2 4 8  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 اگر: 8مثالz1 وz2 يهاي معادلهريشهz z  2 2 4  باشند، حاصلA z z z z  6 6 3 3
1 2 1   كدام است؟ 23

1 (64  2 (128-  3 (64 -  4 (128  

   :ها برابر باضرب ريشهحاصل ي داده شده،با توجه به معادله  »3«گزينه پاسخ
4 zاست، بنابراين 41 z 1 2 zشود. پس فقط كافيستمي 4 z6 6

1 حساب  2

  هاي معادله حساب شود:شود. براي اين منظور لازم است ريشه
i i

,z z z i z e , z e

 


           2 3 31 2 1 22 4 1 3 1 3 2 2  

i i
z z e e cos( ) i sin cos( ) i sin

 
  

                   
6 66 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 73 31 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 2 128  

z-64  بنابراين داريم: z z z ( )      6 6 3 3 3
1 2 1 23 128 3 4 128 192  

  
  

 اگر :9مثالz cos
z

  
1 nحاصل گاهآن 2

n
z

z


  است؟برابر كدام گزينه  1

1( sin n2  2( cos n2  3(  n( cos )2  4( n( sin )2  

  :ابتدا با توجه به فرض، مقدار»  2«گزينه پاسخz كنيم:را حساب مي    

,
cos cos

z cos z z cos z cos sin
z

 
            

2
2 2

1 2
1 12 2 1 1    

iz cos i sin cos i sin e        2  

izاگر e  ،گاهآنie
z

 
n  ، لذا داريم:1 in in

n
z e e (cos n isin n ) (cos n isin n ) cos n

z

            
1 2  

izاگر e  گاهآنie
z


n  ، لذا داريم:1 in in

n
z e e (cos n isin n ) (cos n isin n ) cos n

z

            
1 2  

cosطور كه ملاحظه كرديد در هر دو حالت مقدار عبارت برابرهمان n2 آمد. دستبه  
 

 يهاي معادلهيكي از ريشه :10مثالn
n

(z i)
(z i)

   


1 1  كدام است؟ ،(k , , ...,n ) 1 1  

1 (k k
cos( ) i sin( )

n n

   


2 6 2 6
3 3  2 (k k

cos( ) i[ sin( )]
n n

    
 

4 6 4 613 3  

3 (k k
cos( ) i[ sin( )]

n n

   
 

2 6 2 613 3  4 (k
cos( ) i sin[ ]

n n

    


4 6 4 6
3 3 

 ؛براي راحتي در محاسبات فرض كنيد  »2«گزينه   سخ:پاw z i :و لذا داريم ،  n n n
n

w w w
w

      21 1 1   

nAكنيمفرض ميحالا  w :باشد، لذا داريم  

A i cos i sin
A A

A cos isin( )

     
         
       

12

2

1 1 4 1 3 2 2
2 2 2 3 31

1 1 4 4 4
2 3 3

  

nwاما چون Aهاي ت ريشه، بنابراين كافيسn ام دو عدد مختلطA1وA2 ند:حساب شو  

k k
w cos( ) i sin( ) , (k ,..., n )

n n

 
   

   2

4 42 23 3 1
k k

w cos( ) i sin( ) ,
n n

 
   

 1

2 22 23 3  

wچون z i زير است: صورتبههاي معادله ، لذا ريشه  
k k

z cos( ) i[ sin( )] , (k ,..., n )
n n

   
    2

4 6 4 61 13 3 k k
z cos( ) i[ sin( )] ,

n n

   
  1

2 6 2 613 3  
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اعداد مختلطفصل هشتم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 يهاي معادلهريشه  :11مثالiz z iz z iz     2 3 4 51  صورتبهcos isin   هستند، بيشترين مقدار در بازه[ , ]2 كدام است؟  

1 (17
1  2 (5

3  3 (11
6  4 (9

5  

 :ي اولي فوق يك تصاعد هندسي با جملهسمت چپ معادله  »3«گزينه   پاسخt 1 qو قدر نسبت 1 iz  و تعداد جملاتn    :باشد، لذا داريممي 6

[ ( iz) ] i z z
z z

( iz) iz iz

   
          

   

6 6 6 6 6 61 1 1 1 1 11 1 1     

ieرا حساب كنيم، چون -1هاي ششم عدد بنابراين بايد ريشه  1:لذا داريم ،  
k k

i i( )
z e e k , , ,

  


   
2

6 3 61 1 5   

kبه ازاي  k  ، داريم:5      
    

5 1 11
3 6 3 6 6 6

  

11برابر با بنابراين بيشترين مقدار
  است.   6

z cos( ) i sin( )
 

 
11 11

6 6  
 

 يهاي معادلهتمام ريشه  :12مثالn n nz z z z      1 23 3 3 2 شريف)دانشگاه صنعتي (با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم  ، كدام است؟  

1 (k k
z cos( ) i sin( ) , k , ,..., n

n n

 
   

2 2 1 1  2 (k k
z cos( ) i sin( ) , k ,..., n

n n

 
   

2 2 1 1  

3 (k k
z , z cos( ) i sin( ) , k ,..., n

n n

 
     

2 22 1  4 (k k
z , z cos( ) i sin( ) , k ,..., n

n n

 
     

2 22 1 1 

 :كنيم:مرتب مي زير صورتبهابتدا معادله را   »4«گزينه   پاسخ  

  n n n nz z z (z z )         1 1 22 1    
n n n n n nz(z z ) (z z ) (z z )(z )                   1 2 1 2 1 21 2 1 1 2      

zها برابر بايكي از جواب  2  است و»n 1 «آيد:مي دستبهي ديگر، از حل معادله زير ريشه  
n

zn n n nz
z z z z

z
  

          


11 2 11 1 11   SwHÂwk¹Àk–I~U  

k  بنابراين داريم: k
z cos( ) i sin( ) , (z ) , k ,..., n

n n

 
    

2 2 1 1 1  

k ي صفر باشد، چونتواند مساونميz 1 ها نيست.  جزو ريشه  
  

 اگر :13مثال
p

p p
z [sin icos ]



 
  

6

1

2 21 7   )MIT(با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه   كدام است؟  zمقدار گاهآن، 7

1 (i 1  2 (i 1  3 (i 1  4 (i  

 :ابتدا توجه كنيد با توجه به فرمول اويلر داريم:»  3«گزينه   پاسخie cos i sin     و بنابراين ازi م استاندارد حاصل شود:گيريم، تا فرفاكتور مي    
p

i i i i

p p p

p p p p
S [sin i cos ] i [cos( ) i sin( )] i e i[e e e ]

   

  

   
             

2 2 4 126 6 6
7 7 7 7

1 1 1

2 2 2 2
7 7 7 7   

ي اول و قدر نسبتعبارت داخل كروشه يك تصاعد هندسي با جمله
i

e
2
ي آخرو جمله 7

i
e

12
  باشد، بنابراين طبق فرمول داريم:مي 7

i i i ii

i i i

e [ e ] [e e ] ( e )
S i i i[ ] ( i) ( ) i

e e e

   


  
   

          

  

2 12 2 2
27 7 7 7

2 2 2
7 7 7

1 1 1
1 1 1

  

zبنابراين i 1 و لذاz i 1 باشد.مي  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 اگر : 14مثالn n n
x cos( ) i sin( )

 
 

4 4
nو 

n

x z





1

1
  كدام است؟  zمقدار گاهآن، 4

1 (i
1 3
2 2  2 (i2 2 3  3 (i4 4 3  4 (i1 3  

 :به راحتي با توجه به فرمول»  2«گزينه   پاسخicos i sin e     :داريم    

n
i i i i[ ]i

n
n n

x e e e e e

         

 
       2 3 2 344 4 4 4 4 4

1 1


  

aي اوللهبينيد عبارت داخل كروشه يك تصاعد هندسي نامحدود با جمطور كه ميهمان


 qو قدرنسبت 4 
1
دانـيم حـد مجمـوع آن برابـر     باشد كه مـي مي 4

با




4
11 4

و يا به عبارت ديگر برابر با 
  است. بنابراين داريم: 3

  
i

n
n

z
x e cos( ) i sin( ) i z i





 
         3

1

1 3 2 2 34 3 3 2 2  
  

 اگر :15مثالz هاي موهومييكي از ريشهn ،حاصل عبارت گاهآنام عدد يك باشدnz z z    2 11  كدام است؟  
n(n  )4  2  )3  1 )2  صفر )1 )1  

  :چون  »1«گزينه پاسخz هاييكي از ريشهnام موهومي عدد يك است، لذاnz 1 وz  هاي موهومي عدد يك يكي از ريشه zاست، چون گفته شده 1

nzاست. پس  1 باشد، لذا داريم:مي  n nz (z )( z z z )          2 11 1 1  

nz  آمده بايد يكي از پرانتزها برابر عدد صفر شود. دستبهبا توجه به معادله  z z     2 zيا        11 z   1 1  

zاز طرفي گفتيم 1 قابل قبول نيست، پس حتماً تساويnz z z     2   باشد.برقرار مي 11
  

 يهاي معادلهيكي از ريشه  :16مثال(z ) (z )   6 61 1  كدام است؟  

1 (i

i

 
 

3 2
3 2

  2 (i

i

 
 

3 2
3 2

  3 (i

i




3 3
3 3

  4 (i

i

 
 

3 2
3 2

  

 :اگر فرض كنيم  »4«گزينه   پاسخz 1 ،توانيم طرفين را برمي گاهآن(z ) z)  تقسيم كنيم. 61 ) z
( )
z(z )

 
    



6 6
6

1 11 111
  

zبا فرض
w

z





1
wگاهآن، 1  6 ieجايي كهرا حساب كنيم و از آن -1ي ششم ها، پس بايد ريشه1   1   ، لذا داريم:1

k
k k

w e cos( ) i sin( )


     
   

2
6 2 21 6 6  

zاما چون فرض كرده بوديم
w

z





1
  ، لذا داريم:1

  w
w(z ) z wz w z z(w ) w z

w


            


11 1 1 1 1 1  

  و بنابراين داريم:

  k

k k
cos( ) isin( ) cos( ) isin( ) i i

z z
k k icos( ) isin( ) cos( ) isin( ) i



      
       

    
            

2 2 3 11 1 1 3 26 6 6 6 2 2
2 2 3 1 3 21 1 16 6 6 6 2 2
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اعداد مختلطفصل هشتم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 يهاي مختلط معادلهريشه :17مثالz (z) 3 32 ,r)صورتبه، 3 )1 و(r, )2 هاي زير مقداريك از گزينهشوند. كدامنمايش داده مي| |  1 را  2
  دهد؟نشان مي

1 (
3  2 (2

3  3 (4
3  4 (

6  

   :باشد، يكي نوشتن سؤال به دو طريق قابل حل مي   »2«گزينه پاسخz صورتبهz x iy  وz x iy   قـرار دادن قسـمت    3اوي و به تـوان رسـاندن و مس ـ
izقطبي يعني صورتبه zو همچنين مساوي قرار دادن قسمت موهومي با عدد صفر است، و ديگري نوشتن  3حقيقي با عدد  re   وiz e  كه ما در حل اين تست ،

i  :كنيمروش دوم را انتخاب مي iz re (z) r e r cos ir sin        3 3 3 3 33 3  , i iz re z r e r cos ir sin      3 3 3 3 33 3  
r  دهيم:مقادير فوق را در معادله قرار مي cos i r sin r cos ir sin r cos ir sin        3 3 3 3 3 32 3 2 3 3 3 3 3 3 3 3  

    هاي موهومي و حقيقي در طرفين تساوي داريم:با مساوي قرار دادن قسمت
rr sin r sin sin sin k k

r cos r cos

             
     

3 3

3 3
3 3 3 3

3 3 3 3 1

   

cosهاهايي كه به ازاي آنk، قابل قبول هستند؛ يعني كه در تساوي دوم هم صدق كنند مقاديري از k   :باشد، چون داريم  
rr cos(k ) cos k    
33 1    

kبنابراين  ،k  kو 2  kقابل قبول هستند، (به ازاي 4 1 و ياk  cos، مقادير3 k شود). بنابراين داريم:شود و تساوي برقرار نميمنفي مي  
k r cos( ) r r            3 33 1 1 1   ³ÃÀjÂ¶ nHn¤ ³»jÁ¾²jI•¶ nj  

براي آنها معلوم شـود،   ها يكسان است!) فقط بايد زاويه اندازه است و مقدار آن براي تمام ريشه rرا حساب كنيم، (چون  rمقدار » هاk«ديگر لازم نيست به ازاي ساير 
(دقت كنيد   اين در حالي است كه هاي مختلط معادلهريشههاي سوال نيست. چون در متن سؤال گفته شده جزء خواسته ،   دله را هاي حقيقي معاريشه

2  دهد.به ما مي
3k , k | | | | | |

    
                       1 2 1 2

2 4 2 4 22 3 2 4 3 43 3 3 3 3  

  
 معادله :18مثالtgz i.  

  ) فقط ريشه موهومي دارد.2  ) فقط ريشه حقيقي دارد.1
  ) ريشه ندارد.4  ) هم ريشه موهومي و هم ريشه حقيقي دارد.3

  : با توجه به مقادير»  4«گزينه پاسخsin z وcos z به راحتي مقدارtgz :براي ما مشخص است  
iziz iz iz iz iz iz

e
iz iz iz iz iz iz

(e e ) e e e e
tgz i i

i(e e ) i(e e ) e e

  

  
  

       
  

22 1
2

´Ã¹¨Â¶Jo† nj HnNaSμwZoh¶ »Rn¼‚  

 معادله ريشه نداردشود، پس هيچگاه صفر نمي izeچون
iz

iz iz iz
iz

e
e e e

e


         



2 2 2 2
2

1 1 1 1 2
1

  
 

 مقدار  :19مثالcosh z1 برابر كدام گزينه است؟  

1 (Ln[z ( z ) ] 
1

2 21  2 (Ln[( z (z ) ] 
1

2 22 1  3 (Ln[(z ( z ) ] 
1

2 21  4 (Ln[z (z ) ] 
1

2 21  

 :4«ه گزين پاسخ«  
w w

w w w
w

e e
w cosh z cosh w z z e e z e z

e


 

          1 12 22  

w w w we ze (e ) ze        2 22 1 2 1  
wAبا فرض e رو هستيم و به راحتي داريم:با يك معادله درجه دوم رو به  

w LnA e wz z
A zA A e z z w Ln(z z ) 

            
22 2 212 1 1 11 ´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  

zدقت كنيد چون تابع 2 هـاي مثبـت يـا منفـي را بـه دلخـواه در نظـر بگيـريم. بنـابراين پاسـخ           يكـي از علامـت   يك تابع دو مقداري است، پـس كافيسـت   1

w Ln(z z )  2   باشد.مي 1
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 از معادله  :20مثالcosh z  1، مقدارz كدام است؟  
1 (z n   2 (z ( n )  2 1  3 (z i( n )  2 1  4 (z in   

 :دانيممي»  3«گزينه  پاسخ
z ze e

cosh z


   ، بنابراين داريم:2

  
z z z

Lnz z z z z
z z

e e (e )
e (e ) e (e ) e z Ln( )

e e

 
                     

2
2 21 11 2 2 2 1 1 1 12   ´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã o‡ pH  

ieدانيممي  1 :لذا داريم  Ln( ) Ln i( n ) i( n ) z Ln( ) i( n )              1 1 2 2 1 1 2 1  
 

 معادله :21مثالcos z    :عددي مختلط باشد  zوقتي كه  2
cosچ جوابي نيست چوني) داراي ه2  است. حقيقي نهايت جواب) داراي بي1 z  1   است. 1
  اي تعداد محدودي جواب مختلط است.) دار4  است. مختلطنهايت جواب ) داراي بي3
  : 3«گزينه پاسخ«  

  cos z cos x.cosh y isin x.sinh y sin x.sinh y     2 k{IM oŸ‚Â¶¼À¼¶Sμv¤ nHk£¶  
sinدر اين قسمت دو حالت را بايد در نظر بگيريم، يا x  و ياsinh y  :است  

sinاگر x   ،گاهآنباشدx k  دانيم وقتيخواهد بود و ميx k   ،توان نوشت:مي گاهآنباشدkcos x ( ) 1:لذا داريم ،  
  cosh yk( ) cosh y cosh y cosh y      1 2 2 2  

x)هاي مختلف،xچون اين دو مقدار به ازايآيد به دست مي yدو مقدار به صورتي فوق، از معادله k ) شوند،حاصل ميz داراي بيشمار جواب مختلط است.  
  شمار جواب است؟داراي بي zچگونه نتيجه گرفتيم كهسؤال دانشجو: 

xابتدا ديديم كهپاسخ:  k  است. البته چونcosh y مثبت است بايدk يزوج باشد. معادلهcosh y  دهد بنـابراين  به ما مي yنيز دو جواب به صورت 2
zخواهيم داشت: k iy  كهk , , ,   2 sinhديگر به بررسي حالت .4 y  .نيز احتياجي نداريم  

 

 هاي معادلهجوابتمام  :22مثالsin z    كدام است؟ 2

1(z ( n ) Ln( )


   
12 2 32 2    2(z ( n ) Ln( )   

12 2 32    

3(z (n ) iLn( )   
1 2 32  4(z ( n ) iLn( )   

12 2 32  

  : اي كه بلديم:دهيم، اول با استفاده از رابطهسؤال را به دو روش پاسخ مي» 4«گزينه پاسخ  
                 sin z z Arcsin  2 2  

Arcsin z iLn(iz z ) z iLn[i( ) ( ) ] iLn( i ) iLn( i i) iLni( )                  2 21 2 1 2 2 3 2 3 2 3

i[Lni Ln( )] i i( n ) iLn( ) n ( n ) iLn( )


                
12 3 2 2 3 2 2 2 32 2  

دانيمتوانيم از روش زير استفاده كنيم، ميرمول توابع مثلثاتي معكوس براي اعداد مختلط را بلد نباشيم، مياگر فوش ديگر: ر
iz ize e

sin z
i


   :، لذا داريم2

iz iziz iz
e e Aiz iz iz iz iz ize e

e e i (e ) ie (e ) ie A iA
i

 



              2 2 22 4 1 4 4 1 4 12

njJo†¸Ã o‡  
LnizA i ( i) ( )( ) i i i i( ) e i( ) iz Ln[i( )]                  22 2 1 1 2 4 1 2 3 2 3 2 3 2 3´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã o‡ pH  

z Ln[i( )] iLn[i( )] i[Lni Ln( )] i[i( n )] iLn( ) z ( n ) iLn( )
i


                    

1 12 3 2 3 2 3 2 2 3 2 2 32 2  
 

 اگر :23المثn  ،يجواب معادله گاهآنعددي طبيعي باشدxi
( )

i





1   تواند باشد؟ يك از مقادير زير مي، كدام11

1 (n 4 1  2 (n 2 1  3 (n4  4 (n2  

  : كنيم:ابتدا عبارت داخل پرانتز را با ضرب صورت و مخرج در مزدوج مخرج ساده مي»  3«گزينه پاسخi ( i)( i) i i i
i

i i

      
   

 

2

2
1 1 1 1 2 1 1 2
1 2 21

  

xiيبنابراين معادله 1 ايتواند صحيح باشد، چون فقط به از) مي3ها فقط گزينه (را داريم كه با توجه به گزينهx n   همواره تساوي برقرار است. 4
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z z
z z z

z z

 
  

 

2
4 2

2
2 5

11 1 5
2 1

 


(z z z )

z z z

( z z z)

z z

( z z )

  

  

  

 

  

4 3 2

3 2

3 2

2

2

2 5
2 6 1 5

2 4 1
1 2 5

1 2 5

 



  

  



(z z )(z z )     2 22 5 2 1 

 اگر  :24مثالz i 1 1 zيهاي معادلهيكي از ريشه 2 z z   4 211 1 5    ،ي ديگر كدام است؟مجموع قدرمطلق سه ريشه گاهآنباشد  

1( 5 2 13  2( 2 1 5  3( 5 4  4( 8 5  

   :دو راه براي حل آن وجود دارد. يكي اين كه معادله را بر !سؤال نسبتاً سختي است  »2«گزينه پاسخi1 تبـديل   )3ي درجـه ( تقسيم كنيم و معادله را به يك معادلـه  2
بهترين روش اسـتفاده از ايـن    .) پديد آمده نيز خيلي آسان نخواهد بود3ي درجه (چون اولاً محاسبات طولاني است و ثانياً حل معادله .كنيم كه اين روش اصلاً خوب نيست

zدانيمجا مياست، پس تا اين ي معادلهنيز ريشه zاي باشد،ي معادلهريشه zاگر :قضيه است i 1 1 zو 2 i 2 1     هاي معادله هستند، بنابراين داريم:ريشه 2

[z ( i)][z ( i)] (z ) ( i) (z ) z z            2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 4 2 5    
  ريم:حالا با تقسيم معادله بر اين عبارت داباشد. بالا مي صورتبهها يعني يكي از عامل

  
  
  

z)هاي پرانتز اول كه معلوم است،ريشه i , z i)   1 21 2 1   :دوم تعيين شوند، لذا داريم پرانتزهاي بنابراين لازم است ريشه 2

,
i

z i
    

    3 4
2 36 2 6 1 32 2  

)قدرمطلق اين دو ريشهمجموع  ) ( )   2 22 1 3 2 1 و قدرمطلقz2 برابر با 2 21 2 است لذا مجموع قـدرمطلق   5
2معادله، برابر باي سه ريشه 1 5 است.  

  

 اگر سه عدد مختلط  :25مثالkz2،k z2 وz يـك از  برابـر بـا كـدام    z گـاه آنعددي مختلط باشد،  kوي الاضلاع باشند و مثلث متسا رئوس يك 3
  )Harward(از سؤالات پايان ترم دانشگاه   باشد؟ هاي زير ميگزينه

1 (k i
( ) 

1 3
2 2 2  2 (k

( i ) 1 32  3 (k( i ) 1 3  4 (k( i ) 1 3  

   :ي فوق داريم:مطابق نكته »2«گزينه پاسخ  

  (kz ) (k z) (z ) (kz )(k z) (kz )(z ) (k z)z    2 2 2 2 3 2 2 2 2 3 2 3  

k z k z z k z kz k z z k z kz k z          2 4 4 2 6 3 3 5 2 4 6 3 3 5 4 2   

z (z k ) kz (z k ) z (z k )(z k) z (z k) (z kz k )             3 3 3 2 3 3 2 3 3 2 2 2 2    

zقطعاً   دهند! بنـابراين است، چون در غير اين صورت سه نقطه اصلاً مثلث تشكيل نميz k وz kz k  2 2      هـا  ي درجـه دوم ريشـه  و لـذا بـا حـل معادلـه

kصورتبه
z ( i )  1   تواند صحيح باشد. ) مي2آيند، بنابراين فقط گزينه (مي دستبه، 32

  

 هاي عدداز كعب ييك:26مثالi
z

i ( i)




   2
1

1 1
  )79ـ سراسري  سيستم ـ صنايع(  به كدام صورت است؟ 

1 (cos i sin
 
3 3  2 (cos i sin

 
6 6  3 (cos i sin

 
4 4  4 (cos i sin

 


2 2
3 3  

  : كنيم:ابتدا عبارت را ساده مي  »2«گزينه  پاسخ     

  ii i i i i ( i) i i
z i z e

i i ii ( i) i i i i


       

         
          

2 2
2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2

1 1 1 21 1 1 1 2 1
  

k
k k

z [cos( ) i sin( )] z cos i sin

 
    

    3 33
2 22 21 3 3 6 6
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 اگر  :27مثالa  وb ي هاي مختلط معادلهريشهz z  2 2 4   ،عبارتمقدار  گاهآنباشندn na b ab  كه در آن ،n  عددي طبيعي است. برابر با
    )80(نساجي ـ سراسري   كدام گزينه است؟

1( n n
cos( )


2 43  2 (n n

cos( ) 
12 43  3 (n n

sin( ) 
12 43  4 (n n

sin( )


2 43  

  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت، » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »2«گزينه  پاسخ   
    آوريم: دستبههاي معادله را اضح است بايد ابتدا ريشهوشود. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

,z a i , b i          1 2 1 1 4 1 3 1 3 1 3  

  نويسيم:قطبي مي صورتبهرا  bو  aتر، ي راحتبراي محاسبه
n n

i i i i i in n n n n na e , b e a ( e ) e , b ( e ) e
     

  
      3 3 3 3 3 32 2 2 2 2 2  

از طرفي
i i

ab ( e )( e )
 


 3 32 2 ها برابر باضرب ريشهرا از صورت سؤال هم مي دانستيم، چون حاصل، (البته اين 4

4   است) و لذا داريم: 41

n n
cos( ) 

12 43

n n
i in n n n n n n nn n n n

a b ab e e cos i sin( ) cos( ) i sin( )
 

    
            3 32 2 4 2 2 2 2 43 3 3 3  

  
 فرض كنيم كه عدد مختلط :28مثالz دلهريشه معا z z z   1 65 11 7    )81(هوا فضا ـ سراسري           باشد در اين صورت: 1

1 (z 2  باشد.نيز ريشه معادله مي (z 3  باشد.ريشه معادله نمي (z z 4  باشد.نيز ريشه معادله مي (z z باشد.نيز ريشه معادله مي  
  : اگر  »1«گزينه پاسخz اي درجهريشه چند جملهn و غير ثابتp(z)  ،گاهآنبا ضرايب حقيقي باشدz نيز همواره ريشهp(z) .خواهد بود  

 

 سه ريشه معادله :29مثالx x  3 2 4   :81(برق ـ آزاد                  عبارتند از(  
1 (, i , i    2 1 1  2 (, i , i 2 1 1  3 (, i , i   2 1 1  4 (, i , i  2 1 1  

  : يهدانيم در معادلمي  »3«گزينه پاسخax bx cx d   3 2  ها برابرضرب ريشهحاصلd

a
   هـا برابـر  و حاصل جمـع ريشـهb

a

  باشـد پـس در   مـي

dي داده شده چونمعادله  4،b   وa 1 ضرب  داراي اين شرط هستند و حاصل 4و  3هاي ها برابر صفر بوده كه فقط گزينهجمع ريشهباشد لذا حاصلمي
  شرط دوم را هم داراست. 3فقط گزينه  4و 3هاي باشد كه از بين گزينهمي 4ها برابر ريشه

 

 هاي معادلهيكي از ريشه :30مثالz i  4 8 8 3  كه در آنzيك عدد مختلط وi  2   )81ـ آزاد » گرايشهاكليه «(مكانيك   است برابر است با: 1

1 (z (cos i sin )
 

 
3 32 16 16  2 (z (cos i sin )

 
 2 8 8  3 (z (cos i sin )

 
 

3 32 8 8  4 (z (cos i sin )
 

 
5 52 12 12  

  : 4«گزينه  پاسخ«                      z i z i     4 48 8 3 8 8 3  

i8بايد ريشه چهارم عدد مختلط 8   محاسبه شود: 3
i k k

i e i [cos i sin ] , k , , ,



 

  
      4 43

2 23 38 8 3 16 8 8 3 16 1 2 34 4   

kبه ازاي 1 :ريشه معادله فوق برابر است با       z [cos i sin ]
 

 
5 52 12 12  

 

 هاي عدد مختلطكعب: 31مثالi
z

i



2

r(cosصورتبه 1 isin )   باشد، يكي ازمي84هواشناسي ـ سراسري يزيك و ژئوف(  ها كدام است؟(  

1 (17
12  2 (

12  3 (7
12  4 (5

12  

  : 3«گزينه  پاسخ«      i i(i ) i i i
z z i

i (i )(i ) i

   
      

   

2
2

2 2 1 2 2 2 2 11 1 1 21
´Ã¹¨Â¶Jo†Zoh¶Z»jq¶ nj HnRnIL–  

yدر ربع چهارم است)      (  مقابل است: صورتبهكه فرم نهايي آن 
| z | ( ) , Arctg Arctg( ) Arctg

x

 
        2 2 11 1 2 11 4  

بنابراين
i

z e



   حساب كنيم، داريم: zي سومرا براي ريشه ، اگر بخواهيم زاويه42

k k


  
   

2 24
3 3 12  

kكه به ازاي 1 ،گاهآن7
12

 
   

2
3   داده شده است.» 3«آيد كه در گزينه مي دستبه 12
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 چنانچه:  32مثالi  1  يهمعادل جوابيك  گاهآنباشد( z) ( z)   5 55 5  :84(برق ـ آزاد    برابر است با(  

1 (itg
5 1  2 (itg

1 5  3 (itg
5 5  4 (tg

1 1


  

  : 3«گزينه پاسخ«  

  
k k k

i i iz z
( z) ( z) ( z) ( z) ( ) e z e ze

z z

  
 

                
 

2 2 2
5 5 5 5 5 5 5 5 55 55 5 5 5 1 1 5 55 5  

k
i

k
i

k k k k k
(cos i sin ) sin (i cos sin )(e ) k

z itg
k k k k k

cos i sin cos (cos i sin )
e





    
   

    
    
  

2
5

2
5

2 25 1 15 1 5 5 5 5 5 52 2 51 21 5 5 5 5 5


  

  

 يي معادلههايكي از جواب:  33مثالz z i  3 3 2  84(مكانيك ـ آزاد   كدام است؟(    

1 (i 1  2 (i 1  3 (i3  4 (i2  

  : به سمت چپ  »4«گزينه پاسخi6 كنيم:فه و كم ميرا اضا  z z i i i (z i) ( z i)         3 33 2 6 6 8 3 6   

iدانيممي i  38   و لذا داريم: 8

(z i)[z iz ( i) ] (z i) (z i)(z iz ) z i , z iz                2 2 2 22 2 2 3 2 2 2 1 2 2 1  (z i ) (z i)   3 38 3 2   
zبا توجه به اينكه i   صحيح است.» 4«ها وجود دارد پس گزينه در گزينه 2

  

 اگر  :34مثال(cos isin ) (sin icos )       5 62   )85ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ گاهآن، 2

1 (k
4  2 (k

8  3 (( k ) 2 1
4  4 (( k ) 2 1

8  

  : داريم ابتدا توجه كنيد كه  »2«گزينه  پاسخ:  

  ( )i ( )i(cos i sin ) (e ) e     5 2 5 12 2   

( )ii ( )i i(sin i cos ) (cos( ) i sin( )) e (e ) e e

     

          6 6 6 4 6 62
2 2  

)i   آيد:در مي روبرو صورتبهبنابراين معادله داده شده  ) ( )i k
e e k k   

             1 6 1 6 2 16 2 8
   

  

 اگر  :35مثالz
z

 
1   )86(آبياري و زهكشي ـ سراسري   كدام است؟ z4، حاصل2

1 (2  2 (2  3 (1  4 (1  

 : 3«گزينه  پاسخ«    

  ,
z i

z z z z
z z

   
          

2
2

1 2
1 1 2 2 4 2 22 2 2 1 2 2  

1-i i iz i cos i sin e z (e ) (e ) cos( ) i sin( )
 

   
                 4 44 41 1 1 14 42 2

  

  



 

349 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 ي هاي معادلهيكي از ريشه: 36مثالz z z   3 28 4 2 1  ،صورتبهr(cos isin )   است. دوتايي مرتب(r, ) كدام است؟  
  )86هاي كشاورزي ـ سراسري (مكانيك ماشين

1 (( , )
2 2  2 (( , )

1
2 2  3 (( , )

1
2 4  4 (,

2 4  

  : ي اولبه راحتي واضح است سمت چپ معادله يك سري هندسي با جمله  »2«گزينه پاسخt  1 qو قدرنسبت 1 z 2 باشد، لذا داريم:مي  
nt ( q ) [ ( z) ] z

S
q ( z) z

     
  

   

4 4
1 1 1 1 2 1 16

1 1 2 1 2  

zپس معادله به شكل

z






416 1
1 2  شود، براي اين كه كسر صفر شود بايد صورت آن يعنيميz 416 zصفر شود، (البته شرط 1  

1
نيز بايد برقرار باشد)، لـذا   2

zداريم:  416 1   

zيحالا بايد معادله 4 1
1ي چهارمكنيم. يعني لازم است ريشهرا حل  16

ieدانيمرا حساب كنيم، مي 16
1 1

16 16
 :و لذا داريم  

k k
( )i iiz e e e
  

  
2
4 24 41 1 1

16 16 2


  

kكه به ازاي 1 ،داريم: گاهآن  (r, ) ( , )


 
1
2 2

i
z e (cos i sin ) r ,


  

       21 1 1
2 2 2 2 2 2    

 

 فرض كنيد :37مثالz1وz2هاي معادله ، ريشهz z  2 2 3 4 ي مختلط باشند. حاصل، در صفحهz z9 9
1   كدام است؟ 2

  )87(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   
1 (1 24  2 (i512  3 (i1 24  4 (( i)512 1  

  : كنيم:ي درجه دوم را حساب ميهاي معادلهابتدا ريشه  »3«گزينه  پاسخ  ,
i

z i
    

    1 2
2 3 12 16 2 3 2 32 2  

zپس i  1 zو  3 i  2   ، با نوشتن فرم نهايي اين اعداد داريم:3
i iz re , z re , r ( ) ( ) , Arctg     

            


2 2
1 2

1 73 1 4 2 6 63
  

  بنابراين داريم:

i1 24
r ,

i i i i

i sin

z z (re ) (re ) r [e e ] r i sin z z sin( ) i sin( )


 

     



 
             

729 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 161 2 1 2
2 9

7 212 9 2 2 9 26 2


  

  

 يجواب كلي معادله :38مثالsin z cosh   )87(مجموعه رياضي ـ سراسري   صحيح نامنفي است). عدد يك nكدام است؟ ( 4

1(z ( n ) i    
12 24  2(z ( n ) i    

1 42 3 3  3(z ( n ) i   
12 42  4(z ( n ) i    

12 35  

  : دانيممي  »3«گزينه  پاسخsin z sin x cosh y i cos x sinh y  :و لذا داريم    
sin x.cosh y cosh

sin z cosh sin x.cosh y i cos x.sinh y cosh cos x x k
cos x.sinh y

sinh y y sin x cosh( ) cosh




  


             

     

4

4 4
2

4

  

  if ;k n cosh y cosh    2 1 ifو          4 ;k n sin( n )cosh y cosh y


      2 2 4 42  

k n 2 cosh)يعني(باشد، چون يك مقدار مثبت غيرقابل قبول مي1 )يعني(برابر با يك مقدار منفي 4 cosh y .شده است  

x n , y z ( n ) i
 

          2 4 2 42 2  
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اعداد مختلطفصل هشتم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر:  39مثالiz i 2   )87(رياضي ـ آزاد   كدام است؟ z گاهآن، 1

1 (
n

z e



 4  2 (

n
z e





2 4  3 (

n
z e





2 4  4 (

n
z e




 4  

 : ابتدا   »2«گزينه   پاسخi1 نويسيم:را به فرم قطبي مي  
i

Arctg i e



      41 1 21 rو      4   2 21 1 2  

  و لذا داريم:
i i ii i iz e z e z (e ) e
   

     
1

4 4 4 42 2  

را بهn2توانواضح است مي
  جواب است.» 2«اضافه كرد. بنابراين گزينه  4

  

 گرا: 40مثال| z | ,nو 5 , ,   1 1 هاي، ريشهnتمايز واحد باشند،ام م(n ) مقدار گاهآن، 2
n

k
k

| z |



 

1 2


  )87(رياضي ـ آزاد   كدام است؟ 

1 (n26  2 (n2  3 (n2  4 (n26  

  : توانيم با عدد گذاري راحت جواب دهيم. اگر فرض كنيم؛اين سؤال را مي  »4«گزينه  پاسخn  zو 2      داريم: گاهآن؛ 5

k
k

| z | | z | | z |


    
1 2 2 2

1


  

,لذا است، 1ام عدد nريشه nچون    11 1 :پس داريم  | | | ( ) |       2 2 2 25 1 5 1 4 6   حاصل سري 52
  ) چنين شرايطي دارد.4شد، جواب است. فقط گزينه ( 52دهيم، هر كدام برابر با را قرار مي 2، عدد nها به جايدر گزينه

  
 جواب معادله :41مثالz i 2   88(معماري كشتي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (( i) 
2 12  2 (( i) 2 1  3 (( i) 

2 12  4 (( i) 2 1  

  : از معادله   »3«گزينه  پاسخz i  2ودش، نتيجه ميz iپس كافي است .i.را محاسبه كنيم  

k
i ( )i

i e e k ,




  

2 2
2 2 1  

i
k z e cos i sin ( i)


 

      41
2 14 4 2  

( )i
k z e cos isin ( i)


 

       
5 42

5 5 21 14 4 2  

 

 اگر  :42مثالa  وb هاي معادلهريشهx x  2 2 4  باشند. حاصل(a b) a b  7 7   )89ـ سراسري  MBA(  كدام است؟  7

1)2  ) صفر 1
2  3 (2  4 (64  

  : آوريم: مي دستبههاي معادله را ريشه  »1«گزينه  پاسخ  

x x (x ) (x ) x i x i                 2 2 22 4 1 3 1 3 1 3 1 3  
  كنيم: يگزين ميدرعبارت مورد نظر جا bو  aها را به جاي حالا ريشه

(a b) a b ( i i) ( i) ( i) ( i)( i) ( i)( i)                 7 7 7 7 7 7 7 6 61 3 1 3 1 3 1 3 2 1 3 1 3 1 3 1 3  

 
i i i i( i)( e ) ( i)( e ) ( i)( e ) ( i)( e ) ( i) ( i)

 
                  7 6 6 7 6 2 6 2 7 6 63 32 1 3 2 1 3 2 2 1 3 2 1 3 2 2 2 1 3 2 1 3 

¦Ä ¦Ä
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 اگر معادله :43مثالz z z   7 5 3 1   دارايn  ريشه حقيقي وm  ،گاهآنريشه موهومي محض باشد(n,m) :89ري (رياضي ـ سراس   برابر است با(  
1(( , )3 4  2(( , ) 2  3(( , )1  4(( , )1 6  

  : دهيمقرار مي  »3«گزينه پاسخf (z) z z z   7 5 3 f، در اين صورت معادله1 (z)  ارد (زيرا هر معادلـه از درجـه فـرد    حداقل يك ريشه حقيقي د
fباشـد و معادلــه حـداقل يــك ريشـه حقيقــي دارد)، و واضـح اســت كـه ريشــه مـورد نظــر منفـي مــي       (z)       ريشـه مثبــت نـدارد. حــال بـا توجــه بـه اينكــه ،

f (z) z z z   6 4 27 5 fو 3 (z) دهدت نميدر اعداد منفي تغيير علام(f (z) )   پس معادلهf (z)      هـاي  دقيقاً  فقط يك ريشـه منفـي دارد و ريشـه
كنـيم،  گيريم و آن را در معادله جايگزين مـي در نظر مي iyرا برابر zهاي موهومي محض معادله،ديگر اين معادله همگي مختلط هستند. براي تعيين تعداد ريشه

    صورت:در اين
(iy) (iy) (iy) iy iy iy i(y y y )              7 5 3 7 5 3 7 5 31 1 1  

 ـتواند برقرار باشد، زيرا سمت چپ معادله فوق موهومي محض و سمت راست معادله فوق حقيقي محض مينمي yمعادله اخير به ازاي هيچ مقدار ه باشد پس معادل
  موردنظر ريشه موهومي محض ندارد.

  
 هاي معادله يكي از ريشه :44مثالz i 4 صورتبهz cos i sin     ،است 89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (3
4  2 (9

8  3 (11
8  4 (13

8  

  : 3«گزينه  پاسخ«  z cos i sin   ريشه معادلهz i 4  باشد لذا داريم:مي  
cos

z cos isin z cos isin , z i cos i sin i
sin

 
                 

4 4 44 4 4 4 4 1


  

  كند. ) در هر دو شرط صدق مي3تنها گزينه (ها مشخص است گه با بررسي گزينه
  

 اگر عدد مختلط :45مثالz1ي، جوابي براي معادلهz az b  2   ،89(آمار ـ سراسري   در حالت كلي جواب ديگر معادله كدام است؟ گاهآنباشد(  

1 (
z1

1  2 (z 1  3 (z1  4 (z a 1  

 : دانيم مجموع ضرايب برابر با) مي2يك سؤال بسيار ساده! با استفاده از خواص معادلات درجه (  »4«گزينه  پاسخa اي جواب است كه زينهاست، بنابراين گ
  چنين شرايطي دارد!» 4«شود. فقط گزينه  aشود برابر باجمع مي z1وقتي با

ي معادله است پـس چـرا گزينـه    هم ريشه zگاهآن) باشد، ايي چند جملهي (معادلهي يك معادلهريشه zاي نگفته بوديد اگرمگر قبلاً در قضيهسؤال دانشجو: 
  ) به عنوان جواب انتخاب نشد؟3(

  .عددي مختلط باشد aباشند، اما در اين سؤال معلوم نيست، چون ممكن است حقيقياي دقت كنيد در آن قضيه كه قبلاً گفتيم؛ حتماً بايد ضرايب چند جملهپاسخ: 

  
 جوابي از معادله: 46مثالze i  3 :89(ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   عبارت است از(  

1 (z Ln i


 2 3  2 (z Ln i


 
52 6  3 (z Ln i


 2 3  4 (z Ln i


 

52 2 6  

  : 2«گزينه  پاسخ«  Lnze i z Ln( i)      3 3´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH    

Arctg( ) Arctg( )


       
1 1

63 3
)آرگومان  i) 3         وr ( ) ( )     2 23 1 4 )اندازه 2 i) 3  

  
    

5
6 6

jnHj nHo¤ ³»j”Mn nj ·¼a  

  از طرفي داريم:
iiLn(re ) Lnr i ln e Ln i


 
     

5
6 52 2 6  
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اعداد مختلطفصل هشتم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 يهاي معادلهمحيط شش ضلعي منتظمي كه رئوس آن ريشه:  47مثالz 6   )89 (رياضي ـ آزاد  هستند، كدام است؟ 64
1 (6  2 (12  3 (18  4 (24  
  : دانيماب كنيم، ميرا حس 64هاي ششم واضح است بايد ابتدا ريشه  »2«گزينه  پاسخie64 64  :و لذا داريم  

k k
( )i i

z e e , k , , , , ,
 

  
2

6 6 364 2 1 2 3 4 5


  
 دسـت بهي بين هر دو ريشه متوالي را كه حساب كنيم، طول ضلع شش ضلعي هاي آن با هم برابر است. لذا فاصلهضلعي منتظم است، يعني طول تمام ضلع 6چون 

zآيد. براي راحتي در كارمي 1 و 2
i

z e


 32   كنيم:را انتخاب مي2
i

| z z | | e | | cos i sin | | i | | i | ( ) ( )


 
                  2 232 1

1 32 2 2 2 2 2 2 2 1 3 1 3 4 23 3 2   طول هر ضلع شش ضلعي2
12تاست، محيط شكل 6و چون تعداد اضلاع  6   شود. مي 2

  
 مقدار :48مثالچقدر است؟  ،نمايدكه در معادله زير صدق مي(i ) 1   90برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه(  

(cos isin )(cos isin ).......(cos( r ) isin( r ) )           3 3 2 1 2 1 1  
1 (k

r


2

2  2 (k

r(r )




2
1  3 (k

r( r )




2
2 1  4 (k

r(r )




2
1  

  : با استفاده از رابطه اويلر داريم:   »1«گزينه  پاسخ  iae cosa isin a     
i i i( r ) i( ... ( r )) ir(cos i sin )(cos i sin )...(cos( r ) i sin( r ) ) e e ...e e e                    

23 2 1 1 3 2 13 3 2 1 2 1  
iدانيماز طرفي مي ke  2 ir  ، است، لذا داريم:1 i k k

e e r k
r

  
      

2 2 2
2

22  

rگر فرض كنيماروش تستي براي حذف دو گزينه:  1:اونوقت داريم ،  icos isin e k         1 1 2   
rهادر گزينه 1هستند كه مقدارشان به ازاي3) و (1هاي (دهيم، فقط گزينه، قرار مي (r 1برابر با ،k2 ايـم دو گزينـه   ود. البته با اين روش فقط توانستهشمي

  را حذف كنيم، ولي به هر حال از شانسي زدن بهتر است!!
 

 اگر:  49مثالz
z

 
1   )90غذايي ـ سراسري (صنايع  كدام است؟ z4باشد، حاصل 2

1 (i  2 (1  3 (i4 (1-  
  : رسانيم، لذا داريم:كنيم و سپس طرفين رابطه حاصل را به توان دو ميابتدا عبارت داده شده را ساده مي  »4«گزينه  پاسخ  

   z
z z z (z ) z z z

z z


            

2
2 2 2 2 4 21 12 2 1 2 1 2 1 2 z 22 z  4 1  

 

 اگر :50مثالz
z

 
1 zباشد، آن گاه 1 (z)2   )91ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ 2

1(1  2(1
2  3 (2  4 (1  

  : دهيم!سؤال را به سه روش پاسخ مي  »1«گزينه  پاسخ  

z  را حساب كنيم: z) مقدار2ي درجه (هتوانيم با استفاده از قوانين معادلمي روش اول: z z z i
z

        21 1 31 1 2 2  

1z (z) (x iy) (x iy) x y ixy x y ixy (x y ) ( )               2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 32 2 2 2 4 4  

zدر اين حالت  روش دوم: x iy  دهيم:قرار مي  z x iy x y ixy x iy
z x iy

           


2 21 11 1 2 1  

x 2 1
4

y 2 3
4

( )
y

x y x ( )
y

xy y x

        
   



2 2
1 2

1 1 1 111 4 22 2


  
1z (z) x y ixy x y ixy (x y ) ( )           2 2 2 2 2 2 2 2 1 32 2 2 2 4 4  

izكنيمفرض ميروش سوم:  e لذا ،ie
z

 
  و بنابراين داريم: 1

i ie e cosi ie e cos cos
       

          2 11 2 1 2 3  

بنابراين
i

z e


 و لذا 3
i

z e



   پس داريم: ،3

(i ) ( i ) i i
z (z) e e e e cos( ) ( )

   
  

         
2 2 2 2

2 2 3 3 3 3 2 12 2 13 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 به ازاي چه مقدار از :51مثالkمختلط معادلهي ه، مبدأ مختصات و دو ريشa
z az

k
  

22 باشند؟ الاضلاع مي، سه رأس يك مثلث متساوي(a R)  
  )91(عمران ـ سراسري 

1 (3
2  2 (3  3(3  4 (3

2  

  : آوريم، اما قبل از آن براي راحتي در محاسبات، دستبهي معادله را واضح است بايد دو ريشه  »2«گزينه پاسخa 1 تر دهيم تا در محاسبات راحتمي قرار
  تواند باشد)هر عدد حقيقي مي aباشيم (دقت كنيد در صورت سؤال قيد شده

i
, ,

( )
k kz z z z i

k k k
 

       
              

2
12

1 2 1 2

1 41 1 4 1 1 11 1 1 4 1 1 41 12 2 2 2 2 2  

1شود تا بتوانيم به عدد 3بايد برابر  kتواند كار را تمام كند، با نگاهي به عبارت راديكالي واضح استجا داوطلب باهوش ميهمين نكته تستي:
3

    برسيم: 

1
3  

4 113 3  

1كه عبارت راديكالي بايد برابرشايد لازم به توضيح نباشد اما دليل اين 
3

6بايـد برابـر   z2و z1ي بـين شود اين است كه زاويه      درجـه باشـد و چـونz1 وz2 

3ي هر كداممزدوج هستند، براي همين بايد زاويه  :درجه شود  y k k
x


   

1 4 1 12 31 3
2

  

شماري در روز آزمون و يا حتي بعد از آن! متوجه اين نكته نخواهند شد، اما براي روشن شدن مطلب و نظر به اين كه احتمالاً تعداد انگشت ي حل تشريحي:ادامه
ي هر يك ي اين دو نقطه از هم با فاصلهباشند، پس لازم است فاصله الاضلاعشود. گفته شده اين دو نقطه و مبدأ بايد رئوس يك مثلث متساويي حل ارائه ميادامه

  از اين نقاط از مبدأ برابر باشد:
k


4 1| z z | | ( i ) ( i ) | | i |
k k k

           1 2
1 1 4 1 1 4 41 1 12 2 2 2  

( )
k

 
1 1 4 14 4| z | | i | ( ) ( )

k k
         2 2

1
1 1 4 1 1 41 12 2 2 2  

k  دهيم:اين دو مقدار را مساوي هم قرار مي  3( ) ( )
k k k k k k k
              

4 1 1 4 4 1 1 4 4 1 31 1 1 1 1 14 4 4 4  
  باشد:ي زير برقرار الاضلاع باشند، بايد رابطهرئوس يك مثلث متساوي z3و z1،z2دانيم براي اينكه نقاطمطابق مطالب متن كتاب مي  بهتر و زيباتر: حلراه

z z z z z z z z z    2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3  

zبا توجه به سؤال، با فرض اينكه 3  باشد، چون قرار استz2 وz1 شود:ي فوق براي اين مسأله به شكل زير ميي داده شده باشند، رابطههاي معادلهريشه    
z z z z (z z ) z z z z (z z ) z z           2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 3    

z) را بلديم! يعني2ي درجه (هاي معادله را حساب كنيم! چون از دبيرستان خواص معادلهديگر لازم نيست ريشه z1 zو aبرابر با 2 z1 aبرابـر بـا   2

k

2
س پ ـ باشـد. مـي  

a  داريم: a
( a) ( ) a ( ) k

k k k
       

2 22 2 33 3 1 3 

  
 اگر :52مثالz

z
 

4 (z)گاهآنباشد، 2 (z)5    )91هاي كشاورزي ـ سراسري (مكانيك ماشين  است؟ كدام5
1 (16  2 (32  3 (48  4 (64  

  

  : يهابتدا از معادل   »2«گزينه  پاسخz
z

 
4 zدست آورده و سپس حاصلرا بهzمقدار 2 (z)5        يابيم.را مي 5

z z z z i
z

        24 2 2 4 1 3  
zبه ازاي كند كدام جواب را در نظر بگيريم، پسمتقارن است، بنابراين فرقي نمي zو zدقت كنيد، عبارت داده شده در صورت سؤال نسبت به i 1 جواب  3

  كنيم:را پيدا مي
i i

i i

z i e z e (cos( ) i sin( )) i
z (z)

z i e (z) e [cos( ) i sin( )] i

 

 
 

          
   
   

         


553 3
5 5

553 3

5 51 3 2 32 32 16 16 33 3
5 51 3 2 32 32 16 16 33 3

32  
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اعداد مختلطفصل هشتم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  مختلط ينواحي در صفحه :3درسنامه   
  

  

 مكان هندسي نقاط :1مثالz x iy  واقع در صفحه مختلط كه در تساويz
| |

z





1   صدق كنند، كدام است؟ 41

1 ((x ) y ( )  2 2 217 8
15 15  2 ((x ) y ( )  2 2 21 8

15 15  3 ((x ) y ( )  2 2 21 8
15 15  4 ((x ) y ( )  2 2 217 8

15 15  

  : 1« هگزينپاسخ  «         z | (x ) iy |
| | | (x ) iy | | (x ) iy |
z | (x ) iy |

  
         

  
1 14 4 1 4 11 1  

(x ) y [(x ) y ] x y x x y x (x ) y ( )                   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 234 17 81 16 1 15 15 34 15 115 15 15   

  

 مكان هندسي معادله   :2مثال| z i | | z i |   4 4 1  كه در آنz  است، كدام است؟يك متغير مختلط    

  و شعاعi4) يك كره به مركز2  1و شعاع i4) يك دايره به مركز1
 1و قطر بزرگ  i4هاي) يك بيضي به كانون4  3) يك مربع با ضلع 3

 :توجه به اينكه با   »4«گزينه  پاسخ| i ( i) | | i |    4 4 8 8 1صحيح است.» 4«باشد و لذا گزينه ي يك بيضي ميي فوق، معادله، لذا معادله  
  

 نمودار معادله :3مثالx y x  2 2         كدام است؟                         
  لولي ذ) ه4  ) سهمي 3  ) دايره 2  ) بيضي 1

  : مطالب فوق ضريب4( توجه به بند با  »3«گزينه پاسخ (y2  باشد. مي سهميصفر است، لذا معادله ذكر شده مربوط به  
  

 ي پارامتريمعادله :4مثالx cosht

y sinht

 
 

1 2
    ، معرف دقيق كدام منحني است؟3

  ) بيضي4  ) سهمي3  ) هذلولي2  خه راست يك هذلولي) شا1

 :دانيممي  »1«گزينه  پاسخcosh t sinh t 2 2 cosh، لذا بايد1 t  را برحسبx وsinh t را برحسبy :بنويسيم  

  x y
cosh t sinh t ( ) ( )


    2 2 2 211 12 xو          3 y

cosh t , sinh t


 
1

2 3  

coshي فوق نمايانگر يك هذلولي است و چونمعادله t 1در نتيجه ،x 


1 xو به عبارت ديگر 12    است. نيمه راست يك هذلولي، پس 3

  

 يدسي نقطهمكان هن :5مثالM(x,y)  غيرحقيقي متناظر با عدد مختلط وz يدر رابطه كهz z z z z z    3 2 3 22     صدق كند، كدام است؟ 2
  ) بيضي4  ) سهمي3  ) هذلولي2  دايره )  نيم1

 :كه همواره داريم: ابتدا بايد توجه كنيد سمت راست تساوي مزدوج سمت چپ تساوي است، چرا»  2«گزينه  پاسخ  z z z z z z    1 2 3 1 2 3   
      و بنابراين داريم:

z z z z z z    3 2 3 22 2  
wاست، پس تساوي wباشد، سمت راست wدر واقع اگر سمت چپ  w را داريم و اين يعنيIm(w)    ست قسمت موهومي سمت چـپ را حسـاب   ا كافياست. پس

x)  كرده و آن را مساوي صفر قرار دهيم: iy) (x iy) (x iy) x (iy) x (iy) x(iy) x (iy) i xy x iy             3 2 3 3 2 2 2 22 3 3 2 2 2  
x iy i x y xy x y i xy x ( y)i Im(w) y x y xy y              3 3 2 2 2 2 3 23 3 2 2 2 3 2 2  
Im(w) y( y x x ) x x y           2 2 2 23 2 2 3 2 2   

zتوانيـد فـرض كنيـد   است. البته اگر بخواهيد از نكات فوق استفاده نكنيـد، مـي  هذلولي  ي فوق، نمايانگر يكمعادله x iy  وz x iy    و محاسـبات را در
  ي فوق برسيد. طرفين انجام دهيد و در نهايت به نتيجه
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 اگر :6مثالz x iy  ،كليه نقاطي از صفحه گاهآنz آنها كه به ازايz i
Re( )

z i





zو 1 i

Im( ) a
z i





 )a    و عددي ثابت است.) عبارتست از…    

  )79(برق ـ سراسري          

x)) نيمه پائيني درون دايره1 ) (y )
a a

   2 2
2

1 x)يه) نيمه بالائي درون داير2  11 ) (y )
a a

   2 2
2

1 11  

x)يه) نيمه بالائي بيرون داير3 ) (y )
a a

   2 2
2

1 x)يه) نيمه پائيني بيرون داير4  11 ) (y )
a a

   2 2
2

1 11  

  : 3«گزينه پاسخ«        
z i x iy i [x i(y )][x i(y )] x y x

i
z i x iy i x (y ) x (y ) x (y )

        
   

        

2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2

1 1 1
  

z i x y
Re( ) x y x y y y ( )

z i x (y )

  
           

  

2 2
2 2 2 2

2 2
1 1 1 2 1 1 1

1
  

(x ) (y )
a a

   2 2
2

1 11z i x x x
Im( ) a x (y ) x (y )

z i a ax (y )

 
            

  
2 2 2 2

2 2
2 2 21 1

1
  

 

 اگر :7مثالz1 وz2 دو عدد مختلط و و اعداد حقيقي غيرمنفي با شرط    zباشند، مكان هندسي نقاط نظير1 z z   1   چگونه است؟ 2
  )81(مكانيك ـ سراسري       

  z2و z1اي گذرنده بر دو نقطه نظير) دايرهz2  2و z1) خط گذرنده بر دو نقطه متناظر1
  z2و z1) پاره خط واصل به دو نقطه متناظرz2  4و z1نظيرهاي نقاط ) بيضي به كانون3
  : خط واصل بين دو نقطهدانيم معادله پارهمي  »4«گزينه پاسخz1وz2 باشد: مقابل مي صورتبه  z ( k)z kz  1 21  

zبنابراين مكان هندسي z z  1 را با توجه به شرط2  1 نويسيم: مقابل مي صورتبه  z ( )z z  1 21  
  باشد.مي z2و z1طهخط واصل بين دو نقدر نتيجه مكان هندسي فوق، پاره

 

 چنانچه :8مثالz x iy   ،گاهآنباشد| z | 2   )81(برق ـ آزاد                    : 3
  ) دو خط است.4  است.) يك بيضي 3  ) يك دايره است.2  ) يك خط است.1
 : 2«گزينه   پاسخ«    | z | | x yi | | (x ) yi | (x ) y (x ) y                 2 2 2 22 3 2 3 2 3 2 3 2 9  

2ي دايره به مركزشود كه به يك معادلهملاحظه مي


  رسيديم. 3و شعاع  

|به طور كليتوجه:  z z | r  اي به مركزي دايرهمعادلهz و شعاعr باشد.مي  
 

 معادله :9مثال| z | | z |  2   )82اي ـ سراسري (هسته         مختلط است نمايشگر چه نقاطي از صفحه مختلط است؟ عددي zكه در آن  4
  ) خط راست4  ) سهمي3  ) بيضي2  ) دايره1
  : كافيست به جاي  »4« گزينهپاسخz در طرفين تساويz x iy   :قرار دهيم  

| z | | z | | x iy | | x iy | (x ) y (x ) y x x x x x                       2 2 2 2 2 22 4 2 4 2 4 4 4 16 8 1  
 

 معادله :10مثالz i
| |

z i





3   )82اد ـ سراسري (مو              ها معرف كدام شكل است؟          zدر صفحه 1

y) خط2  ) بيضي1    3خطهاي (y x , y x    4خط (y 1  

  : كافيست  »4«گزينه  پاسخz x iy  برسانيم: 2ها را حساب كرده و به توان قرار دهيم و اندازه          
y  1z i

| | | x iy i | | x iy i | x (y ) x (y ) x y y x y y y
z i


                       


2 2 2 2 2 2 2 23 1 3 3 1 9 6 1 2 8 8  

 

 دو عدد  :11مثالa  وb اند. اگرثابت و مختلطzz az az aa bb    مكان هندسي نقطه گاهآنM(x,y)  متناظرz كدام است؟      
  )84سراسري  MBAو  83مكانيك ـ سراسري (

  ) خط راست4  ) نقطه ثابت3  ) نيمدايره2  دايره) 1
  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شـده اسـت،   » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »1«گزينه پاسخ  

  با توجه به خواص اعداد مختلط داريم:شود. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي
zz az az aa z(z a) a(z a) (z a)(z a) (z a)(z a) bb | z a | b | z a | | b |                   2 2  
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 مكان هندسي نقطه:  12مثالM متناظر با عدد مختلطzكه در رابطهz z z (z) (z) (z)    3 2 3 22 3 2     صدق كند، كدام است؟  3
)MBA  83ـ سراسري(  

  الساقين) هذلولي متساوي4  ) هذلولي3  ) بيضي2  ) سهمي1

 : 3«گزينه  پاسخ«  

  z x iy z x y xyi z x xy ( x y y )i          2 2 2 3 3 2 2 32 3 3  
z x iy z x y xyi z x xy (y x y)i          2 2 2 3 3 2 3 22 3 3  

  با جايگزيني در رابطه داده شده خواهيم داشت:
x xy ( x y y )i (x y xyi) (x iy) x xy (y x y)i (x y xyi) (x iy)                3 2 2 3 2 2 3 2 3 2 2 23 3 2 2 3 3 3 2 2 3  

( x y y xy y)i (y x y xy y)i y x y xy y            2 3 3 2 3 23 4 3 3 4 3 3 4 3   
y x x   2 23 4 3     ياy(y x x ) y      2 23 4 3    

  .)با هم برابر نيست y2وx2باشد زيرا قدرمطق ضرايبالساقين نميباشد (هذلولي مربوطه متساويها يا يك هذلولي ميxورمكان هندسي موردنظر مح

  
 مكان عدد مختلط  :13مثالz x iy  كه در تساويzz ( i)z ( i)z     1 1 1 83(معدن و علوم كامپيوتر ـ سراسري   كند، كدام است؟صدق مي(  

)cاي است به مركز) محيط دايره1 , )cاي به مركز) محيط دايره2  و شعاع يك 11( , )1   و شعاع يك 1
)cمركز اي است به) محيط دايره3 , )11 اي است به مركز) محيط و داخل دايره4  و شعاع يكc( ,  و شعاع يك 11(

  : با فرض اينكه  »3«گزينه پاسخz x iy  ،گاهآنz x iy  :و لذا داريم  
  (x iy)(x iy) ( i)(x iy) ( i)(x iy)         1 1 1   

x y x iy ix y x iy ix y x y x y (x ) (y )                     2 2 2 2 2 21 2 2 1 1 1 1   
)اي به مركزدايرهي كه معادله , )1   است. 1و شعاع  1

  

 چنانچه:  14مثالi  1  ،معادله گاهآنباشد| z i |    )83(برق ـ آزاد    : 2
  ) يك خط است.4  ) يك دايره است.3  نقطه است. ) يك2  ) يك بيضي است.1

  : ابتدا بايد  »1«گزينه  پاسخz2 :را حساب كنيم و سپس قسمت حقيقي را جدا كنيم، داريم  
z x iy z (x iy) x (iy) i xy x y i xy Re(z ) x y             2 2 2 2 2 2 2 2 22 2  

|دانيماز طرفي مي z | x y 2 |و اين يعني ، 2 z | x y 2 2 x  بنابراين خواهيم داشت:، 2 y 2 24 2 4x y (x y )    2 2 2 23 4  
  ي هذلولي است.دهندهپس مكان فوق، نشان

  

 مكان هندسي :15مثال| z | Re(z ) 2 23   )83(مكانيك ـ آزاد   ، كدام است؟4
  ) بيضي4  ) دايره3  ) سهمي2  ) هذلولي1

  : ابتدا بايد  »1«گزينه  پاسخz2 :را حساب كنيم و سپس قسمت حقيقي را جدا كنيم، داريم  
z x iy z (x iy) x (iy) i xy x y i xy Re(z ) x y             2 2 2 2 2 2 2 2 22 2  

|دانيماز طرفي مي z | x y 2 |و اين يعني ، 2 z | x y 2 2 x  بنابراين خواهيم داشت:، 2 y 2 24 2 4x y (x y )    2 2 2 23 4  
  ي هذلولي است.دهندهپس مكان فوق، نشان

  

 معادله :16مثال| z | | z |   1 1   )84(عمران ـ سراسري           نمايش دهنده چه شكلي در صفحه مختلط است؟                    4
  ) مجموعه تهي4  ) سهمي3  ) بيضي2  ) خط 1

  : باشـد، كـه همـان بيضـي     مـي  4برابـر مقـدار ثابـت      - 1 و1مكان هندسي نقاطي است كه مجموع فاصله آنها از دو نقطه ثابت  داده شدهشكل   »2«گزينه  پاسخ
  .باشدمي
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 اگر :17مثالz x iy  ،نمودار هگاآنRe(z ) 2   )84(نساجي ـ سراسري   به كدام صورت است؟ 1
 

  
)1(  

 

  
)2(  

 

  
)3(  

 

  
)4(  

  : ــخ ــه  پاس ــابطه    »3«گزين ــدانيم ض ــت ب ــهكافيس ــه      ي معادل ــد ك ــه كني ــدا توج ــت. ابت ــكل اس ــه ش ــه چ ــودي) ب ــي و عم ــذلولي (افق zي ه x iy   ــذا و ل
(z) x ( iy) i xy   2 2 2 2   

(z)و به عبارت ديگر x y i xy  2 2 2 Re(z)شود، بنابراينمي2 x y 2 2 x صورتبهي داده شده و معادله 2 y 2 2 ي يـك هـذلولي   است كه معادلـه  1
  جواب است.» 3«است و گزينه  هذلولي افقيمنفي است، پس  yاست و چون ضريب 

  
 اگــر ســه نقطــه :18مثــالz ,z ,z3 2 zاز صــفحه مخــتلط در رابطــه 1 z z     1 2 3  صــدق كنــد كــه در آن و و  اعــداد حقيقــي بــا
شرط        ،84ـ آزاد » ساخت و توليد«(مكانيك      :گاهآنباشند(  

  الزاويه است.، رئوس يك مثلث قائم) سه نقطه2  الساقين است.) سه نقطه، رئوس يك مثلث متساوي1
  الاضلاع است.) سه نقطه، رئوس يك مثلث متساوي4  ) سه نقطه، در يك راستا قرار دارند.3
  : به روش تستي و سريع پاسخ داده شده اسـت،  » ، بدون دخالت دست و خودكار2و  1حل سؤالات رياضي عمومي «به اين سؤال در كتاب   »3«گزينه  پاسخ  
  شود.ود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميبا وج

             ( ) , ( )               

z z z z z ( )z z z z
 

             
   1 2 3 1 2 3 3 1 2  

توجه شود چون 
 

   
  ارد.قرار د z2و z1خط واصلبر روي پاره z3، پس1

 

 مكان هندسي نقطه :19مثالM(x,y) متناظر با عدد مختلطz cosh( it);t  2  كدام است؟  )MBA  85ـ سراسري(  
  ) سهمي4  ) بيضي3  ) هذلولي2  ) دايره1

  : دانيم:مي  »3«گزينه  پاسخ
z ze e

cos hz


 zنيز و2 ie e e (cos i sin )    :پس داريم  
i ie e

cos h( i) [e (cos i sin ) e (cos( ) i sin( )]
 

 
         

1
2 2  

e e (e e )
cos h( i) [(e e ) cos (e e )i sin ] cos i sin cos h .cos sinh .i sin

   
     

               
1
2 2 2  

, t
z x yi cos h( it) cos h .cos t sin h .i sint

   
     

22 2 2  
x x

x cos h .cos t cos t cos t
cos h (cos h ) x y

(cos h ) (sin h )y y
y sin h .sin t sint sin t

sin h (sin h )


    


   

     


2

2 2 2

2 22 2
2

2 2 2 1
2 22 2 2

  

  ي بيضي است. مكان هندسي مورد نظر معادله
 

 مكان هندسي مجموعه تمام :20مثالzهاي در صفحه مختلط كه در شرط| z | | z |   1 1   )86(عمران ـ سراسري   كنند كدام است؟  صدق مي1
  دايره )4  بيضي  )3  مجموعه تهي )2  خطپاره )1
  : يهبه طور كلي معادل  »2«گزينه پاسخ| z z | | z z | a   1 |به شرطي كه 2 z z | a 1 |ي تهـي خواهـد بـود و اگـر    باشـد مجموعـه    2 z z | a 1 2 

  باشد.ي يك بيضي ميمعادله
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 اعداد مختلط معادلهي هدر صفح :21مثال| z ( i) | | z i |     2 3 4   )86(صنايع سيستم ـ سراسري   معرف چه شكلي است؟ 75
  دو خط راست )4  هذلولي )3  يبيض )2  سهمي )1
  : ها صحيح نيست.  كدام از گزينههيچپاسخ  

|يهبه طور كلي معادل z z | | z z | a   1 |به شرطي كه 2 z z | a 1 |باشد و اگردهنده يك هذلولي مينمايشباشد  2 z z | a 1 مجموعـه تهـي خواهـد     2
|تهي  يد كه:بود. حال توجه كن z z | | i ( i) | | i |         1 2 2 3 4 5 5 5 75  
|يهدو عدد مختلط باشند، معادل z2و z1به طور كلي اگر z z | | z z | c   1   معرف يك هذلولي است. 2

 

 نقاط :22مثالz 1  وz 2  با فرضz z1 zي مبدأ يعنيي مختلط مفروض هستند. شرط اينكه نقطهدر صفحه 2   خط اي واقع بر پارهنقطه
  )86تراي برق ـ دانشگاه آزاد سال (دك  باشد اين است كه:  z2و z1واصل بين 

1 (| z z | | z | | z |  1 2 1 2  2 (| z z | | z | | z |  1 2 1 2  3 (| z | | z | | z z |  1 2 1 2  4 (| z | | z | | z z |  1 2 1 2  
  : هايكافيست نقطه  »2«گزينه  پاسخz1 وz2 يها از نقطهي كه خط واصل بين آنبه شرطz   ي ها قرار دهيم تا گزينـه عبور كند را انتخاب كنيم و در گزينه

z  آيد:  دستبهصحيح  , z  1 21 2  
|لذا اين گزينه صحيح است.      ( ) | | | | |      1 2 1 2 3 |غ. ق. ق.       2: گزينه  3 | | | | |     1 2 1 2 1   1: گزينه  3
|غ. ق. ق.      | | | | ( ) |       1 2 1 2 1 |غ. ق. ق.       4: گزينه  3 | | | | ( ) |      1 2 1 2 1   3: گزينه  3

  

 مجموعه  :23مثالA  شامل نقاطي از صفحه است كه عدد مختلط متناظر با آنها يعنيz در نابرابريz i
| |

z i

 



1 1

تلعـق   Aكند. كدام نقطه بهصدق مي 2
  )87(آمار ـ سراسري     ؟دارد

1(( , )2 1 2(( , )1 3(( , )2 1  4(( , )1 1 

  : 1«گزينه  پاسخ«    x iy i
| | (x ) (y ) x (y )

x iy i

  
       

 
2 2 2 21 1 2 1 2 1 1

2
  

x y x y (x ) (y )         2 2 2 24 6 3 2 3 1   
 

 مكان اعداد مختلط :24مثالz x iy  كه در نامساويz i ( i)
| | | |
z i i

 


 
2 1
  )87(معماري كشتي ـ سراسري   صدق كند كدام است؟ 1

2) و شعاعو  -3اي به مركز (يط و خارج دايرهمح )2  4) و شعاع 3و  اي به مركز(محيط دايره )1 2  
2+) و شعاع3و  اي به مركز (محيط و خارج دايره )3 2) و شعاعو 3اي به مركز (محيط و داخل دايره )4  2 2  

  : با توجه به اينكه  »2«گزينه  پاسخ( i)
| |

i





2 1   آيد:زير در مي صورتبه، بنابراين رابطه داده شده 21

z i x (y )i
| | | | x (y ) (x (y )) x y y x (y )
z i x (y )i

  
                 

  
2 2 2 2 2 2 2 212 2 1 2 1 6 1 3 81   

 

 معادله :25مثال| z | | z |   1 1   )88برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  ر صفحه مختلط نمايش دهنده ......... است.د 3
  مجموعه تهي )4  بيضي )3  سهمي )2  خط )1
  : بطــور كلــي  »3«گزينــه  پاســخ| z a | | z b | R     ــه يــك بيضــي در صــفحه مخــتلط مــي ــه شــرطي كــهمعادل |باشــد ب a b | R   باشــد. در
|كهحالي a b | R  خط و در حالتمعادله فوق نمايش يك پاره| a b | R  .مجموعه تهي خواهد بود  

 

 مكان هندسي نقاطي از صفحه مختلط كه در شرط :26مثالz i
Arg

z

 


 2 4) ،Arg (.كننـد كـدام يـك از    صدق مـي  اشاره به آرگومان اصلي است
  )89(رياضي ـ سراسري   هاست؟ خم

  گذرد.مي 2و  i) پاره خطي كه از دو نقطه 2  گذرد. مي 2و  iاي از يك هذلولي كه از دو نقطه ) شاخه1
  گذرد.مي 2و  iاي كه از دو نقطه ) قسمتي از دايره4  گذرد. مي 2و i) قسمتي از يك بيضي كه از دو نقطه 3
 دهيمقرار مي  »4«گزينه  :  پاسخz x iy  :در اين صورت ،  

z i x iy i x (y ) i x ) iy x(x ) y(y ) ( x y) i

z x iy (x ) iy (x ) iy (x ) y

             
   

        2 2
1 2 2 1 2 2

2 2 2 2 2
  

چون طبق فرض مسأله آرگومان برابر
  باشد، پس:مي 4

x y
tan x x y y x y x x y y (x ) (y )

x x y y

  
                 

  
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 1 1 52 2 2 24 2 2 22
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 ركدام نقطه درون نمودا :27مثالz
| |
z





3   )89(عمران ـ سراسري   در صفحه مختلط قرار دارد؟ 23

1 (i1  2 (i 3  3 (i 1  4 (i3  

  : دهيم قرار مي  »2«گزينه  پاسخz x iy :در اين صورت ،  (x ) yz x iy
| | | |
z x iy (x ) y

   
    

    

2 2

2 2
33 32 2 23 3 3

  

(x ) y (x ) y x y x x y x (x ) y                      2 2 2 2 2 2 2 2 23 4 3 4 3 3 3 36 1 12 5 13  

)بنابراين نمودار مورد نظر دايره به مركز  , )5   باشد.مي 13و به شعاع  
x)صورتبهبنابراين درون ناحيه مورد نظر  ) y  2 25 iباشد كه واضح است نقطهمي 13 3.در آن قرار دارد  

 

 كدام نقطه درون نمودار :28مثال| z | 2 5   )89برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  قرار دارد؟ 4
1(i2  2(i5 2  3(i 2  4(i 5 2  
  : نقطه  »3«گزينه پاسخz i  2 :درون نمودار داده شده قرار دارد، زيرا داريم  | z | | ( i) | | i |          2 5 2 2 5 1 2 1 4 5 4  

  

 در صفحه مختلط مكان هندسي :29مثالz،هايي كه به ازاي آنIm(z z)
Re( i)

z | z |


  2

1  )91(صنايع سيستم ـ سراسري   برابر است با:  2

1 (z bi كهb وb   2 (z a كهa وa   

3 (z a bi  كهa,b وa b و(a,b) ( , )   4 (z a bi  كهa,b وa b (a,b)و 2 ( , )   

 : با فرض  »4«گزينه  پاسخz a ib  ،گاهآنz a ib  :و لذا داريم  
a

Re( i) ( )
z a b
 

2 2
1 2 1a ib a b

i i i( )
a ib a b a b a b


       

   2 2 2 2 2 2
1 2 2 2i

z


1 2  

Im(z z) b  2z z (a ib) (a ib) ib      2  
Im(z z) b

( )
| z | a b




2 2 2
2 2| z | a b | z | a b     2 2 2 2 2  

a  اگر قرار باشد نامساوي داده شده برقرار باشد، داريم: b 2( ),( ) (a,b) ( , )a b

a b a b

  
 

1 2
2 2 2 2

2    

  

 هندسي در صفحه مختلط مكان  :30مثالz هايي كهRez
Re( i)

z i | z |
 

 2
1   )91(علوم كامپيوتر ـ سراسري   ، كدام است؟2

1(z bi 
1
zيا2 bi  

1
b 2(zكه2 bi ياz bi  

1
bوbكه2   

3(z biياz a i 
1
bوaوbكه2  وb  1 4(z biياz a i 

1
bوaوbكه2  وb  1 

  : اگر  »4«گزينه  پاسخz x iy دانيم، ميRe(z) x و همچنين| z | x y 2   بنابراين داريم: 2
x (y )i x (y )i

i i ( ) i i
z i x (y )i x (y )i x (y )i x (y )

   
       

        2 2
1 1 1 1 12 2 2 21 1 1 1

  

Rez Re(x iy) x
(II)

| z | x y x y


  

 2 2 2 2 x                          سمت راست 2
Re( i) (I)

z i x (y )
  

  2 2
1 2

1
  سمت چپ 

(I, II) x x
x (y ) x y y y y y y

x (y ) x y
                

  
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
11 2 1 2 1 21

  

yها و اين كهبا توجه به گزينه  
1
  ) درست است.4، لذا گزينه (2
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