
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  جبر خطيها و مباني ماتريس

   
  فصل اول

  »معادلات خطي ماتريس و دستگاه«
 ماتريس   

  
باشند. در نتيجه از اهميت هاي مختلف علوم مهندسي چون برق، مكانيك، كامپيوتر و غيره ميبردترين ابزارهاي رياضي در شاخهرها يكي از پركاماتريس

خواهيم در ابتداي كتاب شما عزيزان را با مفهوم آميخته با مفهوم ماتريس است. بدين جهت، مي مباحث درس حاضر، يهمهاي برخوردارند و به نوعي ويژه
هاي آن متعلق ي مستطيل شكل است كه درايهدانيم، ماتريس يك آرايهطور كه ميهاي معادلات خطي آشنا كنيم، همانماتريس و كابرد آن در حل دستگاه

  پردازيم.ها، ابتدا به تعريف ميدان ميعريف شده است. پس، قبل از شروع بحث در مورد ماتريسبه ميداني هستند كه ماتريس روي آن ت
 مجموعه :1تعريف را همراه با دو عمل جمع و ضرب كه به ازاي هر دو عضوx  وy از  به ترتيب به صورتx y  وx.y د، نشونمايش داده مي

  گانه زير را داشته باشد:خواص ده هرگاه ،يميميدان گو
,xـ براي هر1 y  :داشته باشيمx.y  وx y  (بسته بودن نسبت به اعمال جمع و ضرب)  
,xي هرـ برا2 y داشته باشيم: x y y x   جمع) عمل (خاصيت جابجايي نسبت به  
,xهر يـ به ازا3 y,z نتيجه شود: x (y z) (x y) z     جمع) عمل پذيري نسبت به(خاصيت شركت  
ـ يك عنصر منحصر بفرد4  اي كه، به ازاي هرموجود باشد به گونهx  ،x x x     جمع) عمل (عضو خنثي نسبت به  
)يك عنصر منحصر بفرد xـ به ازاي هر عضو5 x)  اي كه:موجود باشد به گونه  

x    جمع)  عمل قرينه نسبت به (عنصر ( x) ( x) x        
,xـ براي هر6 y  ،x.y y.x (خاصيت جابجايي نسبت به عمل ضرب)  
,xهر يـ به ازا7 y,z  ،x.(y.z) (x.y).z ضرب) عملپذيري نسبت به (خاصيت شركت  
1ـ عضو ناصفر و منحصر بفرد 8  به ازاي هر ؛اي كهوجود داشته باشد به گونهx ،x. .x x 1        ضرب)  عمل (عضو خنثي نسبت به 1
x، عنصر ناصفر و منحصر بفردxهر يـ به ازا9 1   ؛طوريكه بهموجود باشد x.x x .x  1 1   ضرب) عمل (عضو قرينه نسبت به 1

,xـ به ازاي هر10 y,z  ،x.(y z) x.y x.z   جمع) عمل ضرب نسبت به عمل پذيري(پخش  
 همچنين، اعداد مختلط تحت همان جمع و ضرب معمولي يك ميدان هستند.مجموعه اعداد حقيقي و اعداد گويا  :1مثال نسبت به عمــل جمــع و

    دهند: ضرب تعريف شده در زير؛ تشكيل يك ميدان مي
.) (a bi) (c di) (a c) (b d)i ; ) (a bi) (c di) (ac bd) (ad bc)i            1 2  

 

 مجموعه هاي متناهيميدان :2مثال . { , , , , }5 1 2 3 بــدين  5يك ميدان متناهي است. جمع و ضرب به هنگ  ،5اعمال جمع و ضرب به هنگ همراه با  4
  داريم: 5به عنوان مثال در  .آوريمبدست مي 5دهيم و فقط حاصل آن را به هنگ صورت است كه همان جمع و ضرب معمولي را انجام مي

  
5

3 2 5   و  
5

4 3 7 و  2  
5

4 3 12 2  

pيك عدد اول باشد، آنگاه  pاگر  :1نكته    { , , ,...,p } 1 2 1   تحت اعمال جمع و ضرب به هنگp .يك ميدان متناهي است  
 عدد صحيح و مثبت  :2تعريفn را مشخصه ميدان ،هرگاهگويند n  كوچكترين عددي باشد كه حاصل جمعn  در  (عضو خنثي نسبت به ضرب) 1مرتبه عدد

  نامند.وجود نداشته باشد، ميدان را از مشخصه صفر مي يبرابر صفر (عضو خنثي نسبت به جمع) شود. اگر چنين عددآن ميدان 
 به ازاي هر عدد اول هايي با مشخصه صفر و اعداد حقيقي و گويا، ميدان :3مثالp  ،p  ميداني با مشخصهp .است   



 

 

ماتريس و دستگاه معادلات خطيفصل اول:    2  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ها صحيح است؟كداميك از گزينه :4مثال  
1(.2  يك ميدان از مشخصه صفر است( .يك ميدان از مشخصه نامتناهي است  
3 (91  53) 4  است. 91يك ميدان از مشخصه  است. 53يك ميدان از مشخصه  

 :4«گزينه  پاسخ« زيرا  ؛يك ميدان نيست2   و  1 12 2 در واقع وارون عناصر ناصفر مخالف يك در ،.وجــود نــدارد يــك ميــدان از

عــدد اول  53و غير اول (يا مركــب)  91پس از آنجا كه  .است pيك ميدان از مشخصه  pبه ازاي هر عدد اول  pدانيم كهمشخصه صفر است. همچنين مي
  درست است. )4(غلط و گزينه  )3(گزينه  ؛است

 
  پردازيم.حال به تعريف ماتريس و اعمال جبري روي آن و بعضي قضايا در مورد آن مي

 فرض كنيد :3تعريفيك ميدان باشد، آرايه مستطيل شكل زير كه عناصر آن متعلق به نامند.هستند را يك ماتريس مي  
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m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

11 12 1
21 22 2

1 2




   


  

iبه ازاي هر  , ,...,m1 jو  2 , ,...,n1 تعداد ستونهاي  nتعداد سطرهاي ماتريس و  mنامند. همچنين اگر مي Aام ماتريس  ـijرا درايه ijaعنصر  2
mباشد، ماتريس را از اندازه  Aماتريس  n كنند.استفاده مي و براي نمايش آن از شكل خلاصه مقابلگويند مي  ij m nA [a ]   

mنامند. همچنين اگر تايي مي nرا يك سطر  n1تايي و هر ماتريس  mرا يك ستون  m1هر ماتريس  n  باشد، ماتريسA  يك ماتريس مربعي ،
  شود.ناميده مي

  هااعمال جبري روي ماتريس
  با فرض ،پذير است كه دو ماتريس هم اندازه باشند. در اينصورتجمع و تفريق دو ماتريس فقط در صورتي تعريف ـ جمع و تفريق ماتريس:1
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n
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11 12 1
21 22 2
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و       
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n

m m mn

a a ... a

a a a
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a a a


   



 
 
 
 
 
 

11 12 1
21 22 2

1 2

  

  داريم:
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m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b
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a b a b a b
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  داريم: روي ميدان Aو ماتريس  cبراي هر اسكالر ـ ضرب اسكالر در ماتريس:2
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ca ca ca

ca ca ca
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21 22 2
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 هاي ماتريس :5مثالA+B ،B C2 وA3 دست آوريد.را به  

A , B , C
      

            

2 1 1 4 2 1 2 5
1 2 1 3 1 1 2

  

 :پاسخ    A B

       

          

2 4 1 2 1 1 2 1 2
1 1 3 2 1 1 4 1  

A
      

         

3 2 3 1 3 1 6 3 33 3 3 1 3 2 3 6 
  

2يك ماتريس Bاز آنجا كه  2يك ماتريس Cو  3 Bاست،  2 C2 .قابل تعريف نيست  



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   3  جبر خطيها و مباني ماتريس

mضرب ماتريس  ـ ضرب دو ماتريس:3 nA  در ماتريس k lB  پذير است كه فقط در صورتي امكانn k  يعني تعداد ستونهاي ماتريس اول با ،
mيك ماتريس  ABصورت حاصلضرب كه در اين .تعداد سطرهاي ماتريس دوم برابر باشد l شود:است و به صورت زير حاصل مي  

    j , ,..., l1 iو        2 , ,...,m1 ijو       2 i j i j in njc a b a b ... a b   1 1 2 ijو    2 m lAB [c ]   
AB لزوماً  كه توجه كنيد BA حاصلضرب  ،ممكن است نيست. حتيAB  وقابل تعريف BA همچنين، توانهاي يك ماتريس  تعريف باشد. غيرقابل

nيك ماتريس مربعي  Aشود. يعني؛ اگر مربعي، از حاصلضرب آن ماتريس در خودش، حاصل مي n :باشد، آنگاه داريم  
m mA AA, A AA , ..., A AA , m   2 3 2 1   

  پذير است.هاي مربعي امكانبه خاطر داشته باشيد كه محاسبه توانهاي يك ماتريس، فقط در ماتريس
  آوريم.براي درك بهتر ضرب دو ماتريس، ابتدا به يادآوري ضرب اسكالر در بردارها پرداخته و سپس حاصل ضرب دو ماتريس را به كمك آن به دست مي

 فرض كنيد   :4تعريفT
n(a ,a ,....,a ) 1 2a  وT

n(b ,b ,...,b )1 2b   دو بردار دلخواه باشند. در اينصورت ضرب اسكالر دو بردارa  وb  كه با
a.b شود برابر است با:يماده نمايش د  

n na b a b ... a b   1 1 2 2a.b  
 اگر   :6مثالa ( , , , ) 1 2 1 bو  3 ( , , , ) 2 3 1 a.b داريم: 1 ( , , , ).( , , , ) ( ) ( )             1 2 1 3 2 3 1 1 1 2 2 3 1 1 3 1 4  

 

mماتريس در حال اگر  nA  سطر ،i ام راi i in(a ,a ,....,a ) 1 2 ia  و در ماتريسnB  ستون ،j ام راT
j j nj(b ,b ,...,b ) 1 2 jb  ،در نظــر بگيــريم

Cـ ام ماتريس  ijبينيم كه درايه به سادگي مي AB  برابر با ضرب اسكالر دو بردارT
ia  وjb ،است: يعني  

i j i j in nja b a b ... a b   1 1 2 2
T
i ja .bijc   

 با فرض   :7مثالA
 

  
 

2 1 1
1 2 Bو  3

 
   
  

1 2
1 1
1 1

  را به دست آوريد: BAو  ABهاي ، ماتريس

 :پاسخ   AB , BA

   
                                     

1 2 4 5 52 1 1 4 1 1 2 4 2 1 11 1 3 3 21 2 3 2 2 3 6 7 1 2 31 1 3 3 2
  

 

 هاي ماتريسفرض كنيد   :8مثالA ،B  وC زير تعريف شده باشند: صورتبه  

  C



 
   
  3 3

1 2 3
3 2 1
2 1 3

   ,   B



 
  
  3 2

4 5
2 3
1 2

   ,   A


 
 
 2 3

2 3 4
1 2 3  

AB  رت داريم:در اين صو


 
 
 2 2

18 27
11 17,         C



 
   
  

2

3 3

13 9 14
11 11 14
11 9 16

     ,    


B



 
  
  3 2

8 1
2 4 6

2 4
   ,    AC



 
 
 2 3

19 14 21
13 9 14  

3يك ماتريس BAغيرقابل تعريف و همچنين  CAواضح است كه حاصلضرب    ها لزوماً خاصيت جابجايي را نداريم.اتريسدر ضرب م ،بنابراين .است 3

  .نيستندپذير نيست، چرا كه آنها ماتريس مربعي نيز، امكان B2يا  A2توجه كنيد كه محاسبه 
 

 نشان دهيد كه اگر  :9مثالA  وB اي باشند كه دو ماتريس مربعي دلخواه و به گونهAB=BAآنگاه به ازاي هر ،n،n n n(AB) A B.  
 :وي ربراي اثبات از استقرار  پاسخn كنيم:استفاده مي  
nبراي 1 :داريم  (AB) A B1 1 1  

nكنيم كه حكم برايحال فرض مي k رقرار باشدبk k k((AB) A B ) و آن را برايn k 1 كنيم:اثبات مي  
k k k k k

k

(AB) (AB) (AB) A B AB A BB BA B  1   

k k k k

kk

kA BB B A B B A A BB B B A B 



  1 1

1

1   

  يابد.پايان ميبدين ترتيب اثبات 

بار
  بار ديگر از فرض

باربار .كنيممسأله استفاده مي

 فرض فرض استقرا



 

 

ماتريس و دستگاه معادلات خطيفصل اول:    4  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :10مثالA
 

  
 

2 3 4
1 2 Bو  5

 
   
  

3 2
4 1
1 2

Cو  
 

  
 

1 2
3

  برابر است با:d112 آنگاه ، D=ABCو  

1 (13  2 (14  3 (27  4 (28  
 :پرهيز از محاسبات كامل و تعيين ماتريس  ،هااهميت در اينگونه تست داراينكته »  4«گزينه  پاسخD  است. در واقع بايد فقط به دنبال درايه مورد

D ؛اگر قرار دهيم .نظر باشيم ABC (AB)C ،  براي محاسبه آنگاهd11 حاصلضرب سطر اول  است كافيAB  در ستون اولC را بدست آوريم. 

به صورت  Cچون ستون اول  
 
 

1


در  Aضرب سطر اول برابر است با حاصل 11(AB)دانيم مي به كنيم.را محاس 11(AB)فقط كافي است  ؛ پساست 

    ، پس داريم:Bستون اول 
(AB) ( ) d d           11 11 112 3 3 4 4 1 14 14 2 28  

  شود.نيز يك مي ABر سطر هاي ههاي هر سطر آنها يك است، آنگاه جمع درايههايي باشند كه جمع درايهماتريس Bو  Aاگر  :2نكته  
ijقابل تعريف باشد. با توجه به اين، فرض كنيد  ABضرب ي برقراري اين نكته، اينست كه توجه كنيد كه لازمهاثبات:  m nA [a ]   وij n pB [b ]  

  است.  هاي هر سطر آنها يكاي باشند؛ كه مجموع درايهدو ماتريس دلخواه و به گونه

iبرابر با يك است؛ بنابراين به ازاي هر  Aهاي هر سطر مجموع درايه , ,...,n1   ، داريم: 2
n

ik
k

a



1

1 )1(  

kبرابر با يك است؛ بنابراين به ازاي هر  Bهاي هر سطر مجموع درايه , ,...,m1   ، داريم: 2
p

kj
j

b



1

1 )2(  

Cحال فرض كنيد ABدانيم كه ها، مي، در اينصورت با توجه به تعريف ضرب ماتريسC  يك ماتريسm p  است و به ازاي هرi , ,...,p1 و  2

j , ,...,p1          )3(  ، داريم؛2
n

ij i j in nj ik kj
k

c a b ... a b a b


   1 1
1

  

  شود؛نتيجه مي 3و2و1با توجه به روابط 
p p p pn n n n n

ij ik kj ik kj ik kj ik ik
j j k k j k j k k

( ) ( ) ( )c a b a b a b a a
        

          
1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 2 11   Cـ ام  iهاي سطر مجموع درايه1

Cهاي هر سطر بنابراين، مجموع درايه AB .نيز، برابر با يك است  
 ماتريس مربعي  در :5تعريفij n nA [a ]  ي ها، درايهnna ,a ,...,a11 ناميم. اگر در يك مي Aيا قطر اصلي ماتريس  ،هاي قطريرا درايه 22

nnAو به صورت  ناميدههاي قطري آن صفر باشند، آنرا ماتريس قطري ها به غير از درايهماتريس تمام درايه diag(a ,a ,...,a ) 11   دهيم.نمايش مي 22

براي نمايش ماتريس قطري 

nn

a

a
A

a

  
  
   
  

 
 
 
 
 
 

11
nnAاز نماد  22 diag(a a a ) 11 مواقعي از علامت  ،شود. در واقعنيز استفاده مي 22

)diagبدون كاما سخت باشد. به عنوان مثال  ي قطريهاشود كه تشخيص درايهبين اعداد استفاده مي (,) تواند هر كدام ت كه ميعبارتي مبهم اس 135(
)diagهاي از ماتريس , )1 35 ،diag( , )13 )diagو يا 5 , , )1 3 diag(aباشد. ولي عبارت  نيز5 a )1 كاملاً واضح است؛ پس ديگر نيازي به استفاده از كاما  2

  در آن نيست.

ماتريس 
n

diag( , ,..., )11 1  را ماتريس هماني مرتبهn نامند و با ميnI دهند. به عنوان مثال: نمايش مي  I diag( , )
 

   
 

2
111 1



  

 فرض كنيد  :11مثالn  و
cos sin

n nA
sin cos

n n

   
  

  
  

  :برابر است با nA2، در اينصورت 

1 (A   2 (
cos sin

n n

sin cos
n n

  
 
 

    

  3( 
sin cos

n n

cos sin
n n

   
 

  
  

  4 (I2  

برابر با  Cچون ستون اول  
 

1
 .است  

 بار



 

 

هاي خطيها و تابعكتبديلفصل چهارم:   114  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

   
  چهارمفصل 

  »خطيهاي ها و تابعكتبديل«
  تبديل خطي

ا شــما تبديلات خطي، يكي از موضوعات اصلي در درس جبر خطي است و همواره در كنكور كارشناسي ارشد مورد توجه بوده است. به همين دليــل، همــراه بــ
ي خاصي از اين تبديلات بــه نــام كنيم. دستهها، خواص آن را بررسي مياتريسدانشجويان گرامي، به معرفي اين مفهوم پرداخته و با پيدا كردن ارتباط آن با م

  اين فصل مورد بررسي قرار خواهند گرفت. ازباشند كه در بخشي مجزا اي ميهاي خطي مورد توجه ويژهتابعك
  تعريف و چند مثال

 فرض كنيد :1 تعريفVوWدو فضاي برداري روي ميدان ،باشند. در اينصورت يك تبديل خطــي ازVبــهWتــابعي ماننــد ،T : V W  اســت؛
,و cبطوريكه به ازاي هر V ، در شرطT(c ) cT( ) T( )       در دو شرط زير صدق كند:به طور معادل صدق كند. يا به  

) , V T( ) T( ) T( )
T(c ) cT( ) T( )

) c F, V T(c ) cT( )

       
             

1
2  

 تابع زير يك تبديل خطي است. :1مثال  T : 3 3 

T(x, y, z) (x, y, )  

x)فرض كنيد  اثبات: , y ,z )  1 1 x)و  1 , y ,z )  2 2   د. در اينصورت داريم:يك عدد حقيقي دلخواه باشcو  3دو عضو دلخواه از  2

T(c ) T(c(x , y ,z ) (x , y ,z )) T((cx x ,cy y ,cz z )) (cx x ,cy y , )

c(x , y , ) (x , y , ) cT((x , y ,z )) T((x , y ,z )) cT( ) T( )

          

     

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2



 
 

  يك تبديل خطي است.، Tتابع تعريف شده ؛ با توجه به تعريف تبديل خطي ،پس
 

 تابع :2ثالم T : 3 ,T(xيبا ضابطه 2 y, z) (x,y) .يك تبديل خطي است  
 :پاسخ    

x)با فرض اثبات: , y ,z )  1 1 1،(x , y ,z )  2 2   داريم: cو 2
))T(c ) T(c(x , y ,z ) (x , y ,z )) T((cx x ,cy y ,cz z       1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2  

T T(cx x ,cy y ) c(x , y ) (x , y )   1 2 1 2 1 1 2 2  
cT( ) T( )    

 يك تبديل خطي است. Tبنابراين، 

 

 فرض كنيد   :3مثالVيك فضاي برداري است. در اينصورت توابع   o : V V
o(v)


 

Iو       : V V
I(v) v




  تبديل خطي هستند.    

  شود. عريف به سادگي نتيجه حاصل ميبا توجه به ت اثبات:
 

 اگر  :2 تعريفT : V V ،يك تبديل خطي باشدT  را يك عملگر خطي رويVناميم.مي  

 تعريف تبديل خطي

 ف تبديل خطيتعري

معادل با

 تعريف  تعريف 
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 تابع  :4مثالn nD : P P با ضابطهD(f (x)) f (x) لگــر خطــي روي يــك تبــديل خطــي يــا يــك عمnP اســت كــه آن را عملگــر مشــتق   
  نامند.مي nهاي حداكثر از درجه ايروي فضاي چند جمله گيري)(يا مشتق

براي تابع  با توجه به تعريف،
n

nf (x) a a x a x .... a x    2
1 n   داريم : nPاز  2

nD(f ) a a x ... na x     1
1 22   

  ، يك عملگر خطي است؛Dدهيم عمگلر نشان مي

nf ,g P , c D(cf g) (cf g) cf g cD(f ) D(g)            

يك عملگر خطي روي Dبنابراين،
n

P .است  
 

 فرض كنيد  :5مثالA  يك ماترسm n نهاي واقع در ميدابا درايه  باشد. در اينصورت اگر تابعT  را ازn1  بهm1  با ضابطه زيــر تعريــف
n  يك تبديل خطي خواهد بود. Tكنيم، آنگاه  m

T(X) AX
T :  


1 1  

  اثبات: 
nX,Y ,c T(cX Y) A(cX Y) cAX AY cT(X) T(Y)       1   

  ي است.ك تبديل خطي Tبنابراين، 
 

 گر ا :6مثالT : V W :يك تبديل خطي باشد، آنگاه داريم  
  n n n n)T( ) )T(c v c v .... c v ) c T(v ) c T(v ) ... c T(v )       1 1 2 2 1 1 2 21 2  

  :اثبات

1(         T( ) T( ) T( ) T( ) T( ) T( ) T( )      2 

2(    n n n n n n

n n

...T(c v ... c v ) c T(v ) T(c v ... c v ) c T(v ) c T(v ) T(c v ... c v )

c T(v ) c T(v ) .... c T(v )

           

  

1 1 1 1 2 2 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2
  

 

 تابع  :7مثال T : 2 T((x,y))با ضابطه  2 (x ,y)   يك تبديل خطي نيست. 2
  خطي است. در اينصورت داريم: Tفرض كنيد  ،بر برهان خلفبنا اثبات:

   T(( , )) ( , ) , T(( , )) ( , ) T(( , )) T(( , )) ( , ) ( , ) ( , )      1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1  
) از طرفي، , ) ( , ) ( , ) 1 1 1 2 ))Tو داريم:  1 , )) ( , )2 1 4  ؛ولي ،1 T(( , ) ( , )) ( , ) ( , ) T(( , )) T(( , ))    1 1 1 4 1 2 1 1 1  كه اين تناقض اســت. پــس، 1

  يك تبديل خطي نيست. T و در نتيجهباطل  فرض خلف
 

 تابع  :8مثال T : 2 ,T(xبا ضابطة  3 y) (x, y, x y)  .يك تبديل خطي است  
 :اثبات

 T(c(x , y ) (x , y )) T((cx x ,cy y )) (cx x ,cy y ,c(x y ) x y )         1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2  

  c(x , y , x y ) (x , y ,x y ) cT((x , y )) T((x , y ))   1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 
 يك تبديل خطي است. T ،پس

  
 ؟هاي زير يك تبديل خطي نيستيك از نگاشتكدام :9مثال  

n n
n

n n j

n

) T : M s.t. T(A) tr(A)

) T : M s.t. T(A) A (A j )

) T : P s.t. T(f (x)) f ( )

) T : s.t. T(x, y) (xy,x y)





 

  

 

  2 2

1
2
3
4



 

 


 

تعريف ماتريس قوانين ضرب

T تبديل خطي است. 

تعريف

تعريف

 ام       ستون

D تعريف     روابط مشتق Dتعريف

تعريف

تعريف
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 :تبديل خطي هستند.  3و2و1هاي گزينه كه دهيمابتدا نشان مي  »4«گزينه  پاسخ  
  يك اسكالر است. در اينصورت داريم: cدو ماتريس دلخواه و  Bو  A) فرض كنيد 1در گزينه (

TT(cA B) tr(cA B) ctr(A) tr(B) cT(A) T(B)      T يك تبديل خطي است. 

  داريم: صورتست. در اينيك اسكالر دلخواه ا cو دو ماتريس  Bو  A) نيز فرض كنيد 2ه (در گزين

j j j
T TT(cA B) (cA B) c A B cT(A) T(B)        

  يك تبديل خطي است. T ،بنابراين
f) فرض كنيد 3در گزينه ( (x)  وg(x)اه و اي دلخودو چند جملهc :يك اسكالر دلخواه است. در اينصورت داريم  

TT
T(cf (x) g(x)) (cf g)( ) cf ( ) g( ) cT(f ) T(g)        

  يك تبديل خطي است. T ،بنابراين
ــــه ( ــــد 4در گزين ــــرض كني x) ف ( , ) yو  11 ( , ) 1 ــــم :  ؛ T(x)در اينصــــورت داري T(y) T( , ) T( , ) ( , ) ( , ) ( , )     11 1 1 2 1 1 3   و

T(x y) T(( , ) ( , )) T( , ) ( , )    11 1 2 1 2 3 حال از آنجا كه .( , ) ( , )1 3 2 T(x) ،بنابراين 3 T(y) T(x y)    و در نتيجهT توانــد نمــي
  يك تبديل خطي باشد.

  ها را بررسي كرديم. هايي تشخيص گزينه غلط كافي است. در اينجا براي تمرين بيشتر، خطي بودن ساير گزينهتستتوجه كنيد كه در چنين 
 

 آيا تابع :10مثال T : 2 ,T(xيبا ضابطه 2 y) ( , x y) 1 يك تبديل خطي است؟  

 :خير. فرض كنيد  پاسخ( , )  )و 11 , )  1 وc  TT(c  ، داريم:2 ) T( , ) ( , )   2 3 1 5  
cT T T( , ) T( , ) ( , ) ( , ) ( , )       2 11 1 2 1 2 11 3 5  

)چون , ) ( , )1 5 3 T(c، پس5 ) cT T       و در نتيجه تبديلT .خطي نيست  
 

 فرض كنيد :11مثالV  فضاي تمام توابع پيوسته از به ينصورت تابع باشد. در اT : V V  با ضابطه
x

T(f (x)) f (t)dt 


يــك عملگــر  

  است. Vخطي روي 
  اثبات:

x x x

T(cf g) (cf g)(t)dt c f (t)dt g(t)dt cT(f ) T(g)        
T يك عمگر خطي است.  

 

 تابع   :12مثالm n n mT : M M   با ضابطهtT(A) A خطي است. يك تبديل  
  اثبات: 

t t tT(cA B) (cA B) cA B cT(A) T(B)    

  يك تبديل خطي است.T،پس

  
 در بعضي از موارد براي سادگي، عبارت  :1تذكرT(v) صورت طور خلاصه، بهرا بهTv نويسيم.مي  

 فرض كنيد   :13مثال T : 2 )Tطوريكه  به .يك تبديل خطي باشد 3 , ) ( , , )1 1 1 2 و  1 T( , ) ( , , )1 1 )T، در اينصورت 2 , )2   برابر است با: 3
1( ( , , )3 4 1  2 (( , , )3 5 1  3 (( , , )2 5 1  4 (( , , )3 5 2  
 :با توجه به خاصيت خطي بودن تبديل، اگر بتوانيم بردار   »2«گزينه  پاسخ( , )2 )را به صورت يك تركيب خطي از بردارهــاي 3 , )و  11( , )1   بدســت

)Tتوان آوريم، مي , )2 )Tرا به كمك  3 , )Tو 11( , )1 .محاسبه كرد  
a b

( , ) a( , ) b( , ) (a b, a) a , b ( , ) ( , ) ( , )
a

 
            

22 3 1 1 1 3 1 2 3 3 1 1 13   

  داريم: بنابراين،

T( , ) T( ( , ) ( , )) T( , ) T( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )    2 3 3 11 1 3 11 1 3 1 2 1 1 2 3 5 1    

T تعريف تابع اثر ماتريس خاصيت تعريف

تعريف خواص انتگرال

 خواص ترانهاده تعريف

  خاصيت خطي بودن
  

 Tتبديل 

 فرض مساله

 تعريف

    تعريفتعريف

 تعريفتعريف

تعريف

 تعريف
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 كنيد فرض :14مثالT : V W  يك تبديل خطي وT(v v ) w 1 2 T(vو  12 v ) w 1 2   برابر است با: Tv1است. در اينصورت  2

1 (w w1 2
1 1
3 3  2 (w w2 1

1 1
3 3  3 (w w1 2

1 2
3 3  4 (w w1 2

2 1
3 3  

 :با استفاده از خاصيت خطي بودن   »3«گزينه  پاسخT و با تشكيل دستگاه  ،Tv1 آوريم.را بدست مي  
T(v v ) w Tv Tv w

Tv w w Tv w w
T(v v ) w Tv Tv w

                

1 2 1 1 2 1
1 1 2 1 1 2

1 2 2 1 2 2

2 2 1 23 2 3 3  

  هسته و برد

 فرض كنيد  :3 تعريفT : V W  باشد. در اينصورت مجموعه يك تبديل خطيTR {Tv | v V}  را بردT يا تصــويرV تحــت تبــديل خطــيT 
  دهند.نمايش مي Im(T)و يا TR، T(V)ناميم؛ كه آن را با نمادهايي چونمي

T(E)برابر با Tتحت تبديل خطي  Eتصوير  ،باشد Vيك زير مجموعه از  Eاگر ؛ترتيببه همين  {Tv | v E}  است.  

 برد تبديل خطي :15مثال T : 3 ,T(xيبا ضابطه 2 y, z) (x,x) ريد.را به دست آو  
 :با توجه به تعريف  پاسخT بينيم كه به ازاي هرمي(x, y,z)   3تصوير ،(T )  در برد تبــديل خطــي، يــك نقطــه روي خــطy x  در

yاست. به همين ترتيب به ازاي هر نقطه روي خط 2يصفحه xمانند ،(a,a)تصوير نقطه ،(a, , )  :برابر است با  
  T(a, , ) (a,a)   

yبنابراين، برد تبديل خطي همان خط x 2يدر صفحه است، يعني؛   TR (x, y) | x y  2  

 

 برد تبديل خطي :16مثال T : 2 ,T(xيبا ضابطه 3 x) (x, y, x y)  دست آوريد.را به  
 :يكنيم كه برد تبديل خطي بالا، صفحهادعا مي  پاسخz x y  3در فضاي بينيم كه بــه ازاي هــرمي است. به وضوح(x, y) 2 تصــوير آن ،

zيمتعلق به صفحه Tتحت  x y  است. از طرفي به ازاي هر نقطه از ايــن صــفحه ماننــد(a,b,c) واضــح اســت كــهc a b  بنــابراين، اگــر قــرار .
,x)دهيم y) (a,b):داريم ،  

  T(x, y) T(a,b) (a,b,a b) (a,b,c)     
  بدين ترتيب، ادعايمان ثابت شد و داريم: TR (x, y,z) | z x y   3  

 
Tدو فضاي برداري و Wو Vاگر  :1نكته  : V W:يك تبديل خطي باشد، آنگاه  

1- TR يك زير فضايW .است  
  است. Wيك زيرفضاي نيز  T(E)باشد، آنگاه  Vيك زيرفضاي Eاگر  -2

يم نسبت به جمع بــرداري و ضــرب اســكالر بســته اســت؛ چــرا كــه بــا توجــه بــه است، كافي است نشان ده Wيك زير فضاي  TR. براي اثبات اينكهاثبات
TRواضح است كه ،TRتعريف Wفرض كنيد .T, R   وc F :باشد. در اينصورت داريم  

T
T T

T V

R v V s.t. Tv
c cTv Tv T(cv v ) R c R

R v V s.t. Tv 

             
      

1 1
1 2 1 2

2 2
  

TR ،بنابراين   W ) است.1شبيه به قسمت ( ) نيز كاملا2ًاست. اثبات قسمت (  

Tاگر   :2نكته  : V W يك تبديل خطي وnS {v ,v ,..., v } 1 nSباشد، آنگاه مجموعه  Vيك پايه براي  2 {Tv ,Tv ,...,Tv }  1 يــك  2
  است. TRمولد براي 

Twفرض كنيد اثبات.  Rعضوي مانند  ،. پس با توجه به تعريفv V كــهوجــود دارد بطــوريTv w.  از آنجــا كــهS  يــك پايــه بــرايV  اســت؛
nوجود دارند؛ بطوريكه  a1 ،a2 ، ... ،naاي اسكالره ،بنابراين nv a v a v .... a v   1 1 2   لذا داريم:.  2

)1 (n n n nw Tv T(a v ... a v ) a Tv a Tv ... a Tv      1 1 1 1 2 2  

  خاصيت خطي بودن
 Tتبديل 

 حل دستگاه

  با توجه به تعريف
  

  

 با توجه به تعريف
T است تبديل خطي  

T تبديل خطي است  
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اســت.  TRيــك مولــد بــراي  S ،بنــابراين نمايش داد. Sصورت يك تركيب خطي از اعضاي توان بهمي را TRهر عضو دلخواه  ،دهد) نشان مي1رابطه (
باشــد. ولــي در مــواقعي  Vكمتر از بعــد  TRمستقل خطي نيست. يعني ممكن است بعد  لزوماًچرا كه نيست؛  TRيك پايه براي  S دقت كنيد كه لزوماً

    است. TRيك پايه براي  S لزوماً ؛برابر باشند Vو بعد  TRكه بعد 
Tرا تحت تبديل خطي Vتوان چنين برداشت كرد كه اگر تصوير عناصر يك پايه از فضاي برداريفوق مياز نكته  : V W تــوان تصــوير داشته باشيم. مي

  بدست آورد. Tرا تحت  Vهر عنصر (يا بردار) از فضاي برداري
 ه دست آوريد:ي بالا ببرد تبديل خطي در مثال قبل را به كمك نكته :17مثال   T : , T(x, y) (x, y, x y)  2 3  
 :دانيم كهمي پاسخ ( , ),( , )1 1  2ي استانداردپايه  است. پس كافي است تصوير اعضاي اين پايه را تحتT :به دست آوريم  

T( , ) ( , , ) , T( , ) ( , , )  1 1 1 1 11     
   TR ( , , ) , ( , , ) a( , , ) b( , , ) (a,b,a b) | a,b (x, y,z) | z x y        1 1 11 1 1 11      

 

 اگر :81المث T : 2 يك تبديل خطي و 3 T( , ) ( , , )1 1  و2 T( , ) ( , , )1 1   باشد، ضابطه تبديل خطي را بدست آوريد. 2
 :تعيين ،هدف پاسخT(x, y) .است  

(x, y) x( , ) y( , ) T(x, y) T(x( , ) y( , )) xT( , ) yT( , )

x( , , ) y( , , ) (x, x y, y) T(x, y) (x, x y, y)

     

     

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 2 2 2 2

     

 
 

 

 فرض كنيد  :1قضيهV  وW و  يتناهي با بعد مفضاي بردار دوnS {v ,v ,..., v } 1 nSو  Vيــك پايــه بــراي  2 {w ,w ,...,w }  1 بردارهــاي  2
Tيك تبديل خطي مانند  باشند. در اينصورت دقيقاً Wدلخواه در  : V W بطوريكه براي هر  ؛وجود داردi , ,...,n1 iباشيم داشته  2 iTv w.  

ثابــت  نحصــر بفــردي آن را (اثبــات يكتــايي)معرفــي (اثبــات وجــودي)، ســپس م را كه در شرط قضيه صدق كنــد Wبه  Vابتدا يك تبديل خطي از  :اثبات
vد يكنيم. فرض كنمي V  در  دلخواهيبردارV  باشد، از آنجا كهS يك پايه بــراي V اســكالرهايي ماننــد  ،اســت؛ پــسa1 ،a2 ، ... ،na  ؛وجــود دارد 

nبطوريكه  nv a v a v .... a v   1 1 2 vرا براي هر  T. نگاشت 2 V به صورتn nTv a w a w ... a w   1 1 2 كــه در آن  ؛ر بگيريــددرنظ 2
w1 ،... ،nw  بردارهاي متعلق بهS  وa1 ،a2 ، ... ،na  ، اسكالرهاي موجود در نمايشv ت تركيب خطي از بردارهاي به صورS  است. نشان مــي دهــيم

T خطي است. براي اين منظور فرض كنيد  يك تبديلv  وu  دو عضو دلخواهV  وc  .يك اسكالر دلخواه است  

n n
n n n

n n

n n n n n n n

n n n n

v V v a v ... a v
cv u (ca b )v ... (ca b )v

u V u b v ... b v

T(cv u) (ca b )w ... (ca b )w ca w b w ... ca w b w

c(a w ... a w ) (b w ... b w ) cTv Tu

            
     

           

     

1 1
1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

 

اســت كــه  Wبــه  Vيك تبديل خطــي از  Tفرض كنيد  ،دهيم. براي اين منظورميرا نشان  Tيك تبديل خطي است. حال منحصر بفرد بودن  T ،بنابراين
iهر براي  , ,...,n1 i، در شرط  2 iT v w   صدق مي كند وv V :يك بردار دلخواه باشد. در اينصورت داريم  

n n n n

n n

T v T (a v a v ... a v ) a T v a T v .... a T v

a w a w ...a w Tv

          

 

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2
 

vبنابراين براي هر  V ،T v Tv  در نتيجه  وT T  پس نگاشت باشدمي .T فرد است. ه منحصر ب  
  ، بدست آوريم.ي برداري اولفضا ةپاي بردارهايوي تبديل را ر كافي است اثر ،براي مشخص كردن يك تبديل خطي كهبينيم با توجه به اين قضيه مي

 فـــرض كنيـــد :91مثـــال T : 3 ,T(xيـــك تبـــديل خطـــي بـــا ضـــابطه  2 y, z) (x y, z y)    باشـــد. تصـــوير زيرفضـــاي
E {(x, y, z) | x z y}     هاي زير است.كداميك از گزينه Tتحت  2

x خط )1 y y) خط 2  2 x 1  3نيمساز ربع اول و سوم4  ) نيمساز ربع دوم و چهارم (  
 :با توجه به تعريف   »4«گزينه  پاسخE :داريم ،  E {(x, y,z) | x z y} {(z y, y,z) | y,z, }     2 2   

T(zدانيم مي از طرفي y, y,z) (z y y,z y) (z y,z y)       2   بنابراين: ،2

     z y a
T(E) (z y,z y) z, y (a,a) | a

 
       

  يا همان نيمساز ربع اول و سوم است.  y = x، خط Tتحت  Eتصوير  در نتيجه

)ضابطه تبديل(  

S  يك پايه برايV است.  

S  يك پايه برايV است.  
 Tتعريف 

 Tتعريف 

 Tتعريف 

  تبديل خطي است T با توجه به شرط

 T تبديل خطي است  فرض مسأله
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 فرض كنيد   :4تعريفT : V W  يك تبديل خطي وU W در اينصورت، تصوير معكوس .باشدU تحــت تبــديل خطــيT كــه بــا ،T (U)1 
T  :شود؛ برابر است بانمايش داده مي (U) {v V | Tv U}   1  

 ــال ــي :20مث ــديل خط ــرفتن تب ــر گ ــا در نظ ب T : 2 ــابطه 2 ــا ض Tيب : (x, y) (y, x)ــوس ــوير معك ، تص U (x, y) | x y 1 
و U ( , y) | y 2   دست آوريد.هرا ب 1

 سخ:پا       TV T U T (x,x) | x (x, x) | x U     1 1
1 1 1   

   TV T U T ( , y) | y (y, ) | y    1 1
2 2 1 1   

yهمان خط V1پس، 1 2يدر صفحه است. توجه كنيد كهU2خط ،x 1 2در فضاي توان فهميد كه تبديل خطــي بود. در واقع با كمي دقت مي
yي آن نسبت به خطدر اين مثال هر نقطه را به قرنيه همعرفي شد x برد.مي  

 

Tفرض كنيد  :3نكته  : V Wر اينصورت اگر يك تبديل خطي است. دU W  يك زيرفضايW  باشد، آنگاهT (U)1  يك زيرفضايV .است  
Tدو عضو دلخواه از v2و  v1فرض كنيد : اثبات (U)1 وc در اينصورت داريم:يك اسكالر دلخواه باشد .  

v T (U) Tv U
cTv Tv U T(cv v ) U

v T (U) Tv U





        
   

1
1 1

1 2 1 21
2 2

 

cv v T (U)   1
1 2 T  يك زير فضاي V است.  (U)1  

 فرض كنيد   :5تعريفT : V W يك تبديل خطي است. در اينصورت تصوير معكوس مجموعه{o} يي پوچ يــا هســتهرا فضا T بــا  آن را و هديــنام
TN  ياker(T) ،دهند. بنابرايننمايش مي، TNبرابر است با:  TN {v V | TV o}   

Tاگر   :4نكته  : V W آنگاه  ،يك تبديل خطي باشدTN يك زيرفضايV .است  
  است. Vزيرفضاي TNشود طبق نكته قبل نتيجه مي ،است؛ بنابراين Wزيرفضاي بديهي {o}از قبل مي دانيم  :اثبات

 فرض كنيد   :21مثال T : 2 ,T(xبا ضابطه 3 y) (x,x y, x y)    .يك تبديل خطي استTR  وTN .را بدست آوريد  
 :ابتدا  پاسخTNدانيم وريــم. طبــق تعريــف مــيآرا بدســت مــيTN {(x, y) | T(x, y) ( , , )}  2     .بــراي تعيــين  لــذا،اســتTN بايــد

(x, y) 2 اي بيابيم كه گونهرا بهT(x, y) ( , , )   ؛  
x

T(x, y) ( , , ) (x,x y,x y) ( , , ) x y y ,x

x y


          
  


        


 

TN ،بنابراين {( , )}   .يك مجموعه تك عضوي است  
)Tق تعريف بايد طب TRبراي تعيين  )2 در تبديل خطي دانيم، را بدست آوريم. همانطور كه از قبل ميT : V W  اگرnS {v ,v ,...v } 1 يــك 2

'nSباشد، مجموعه  Vپايه براي فضاي برداري  {Tv ,...,Tv } TRيك مجموعه مولد براي  1 T(V)  اســت. پــس در تبــديل خطــيT : V W ،
دانيم تعيــين كنــيم. در ايــن مثــال مــي Tســپس تصــوير اعضــاي پايــه را تحــت اثــر  رده،بدســت آو Vهمواره بهتر است يــك پايــه بــراي  TRبراي تعيين 

)}مجموعه , ),( , )}1 1  2تانداردپايه اس  است و طبق تعريفT :در اين مثال داريم    T( , ) ( , , ) , T( , ) ( , , )  1 111 1 11    
)}مجموعه ،بنابراين , , ) , ( , , )}111 11 يك مولد برايTR كه مجموعه  دانيمبوضوح مي .باشدمي{( , , ),( , , )}111 11  يك پايه بــراي  ر نتيجهو دمستقل

TR:است و داريم  TR ( , , ),( , , )  111 11  
 

  توانيم به نكته زير اشاره كنيم.با توجه به حل مثال فوق مي
Tدر تبديل  :5نكته  : V W  براي تعيينTR توان يك پايه مانند ، ميnS {v ,..., v } درنظــر گرفــت و ســپس از آنجــا كــه  Vرا بــراي  1
nSمجموعه  {Tv ,Tv ,...,Tv }  1 پايه نيــز اســت و  ، مستقل باشد Sاگر ،تقليل دهيم. يعني TRاست، آن را به يك پايه براي  TRيك مولد براي  2

  گيريم.آن را درنظر مي خطي اگر مستقل نباشد، بزرگترين زير مجموعه مستقل

 تعريف

 تعريف

U زيرفضاي  
W .است  

T تبديل  
  خطي است 

 Tتعريف 

Tتعريف  (U)1  

 تعريف

 تعريف
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 در تبديل خطي  :22مثال T : 3 ,T(xبا ضابطه 3 y, z) (z y, x y, x z)   ها يك پايه براي ، كداميك از گزينهTR.است  
1 ({( , , ) ,( , , )}11 1 1   2 ({( , , ),( , , )} 1 1 1 1   3 ({( , , ),( , , )}11 1 1   4 ({( , , ),( , , )}  1 1 1 1   
 :دانيم مي  »3«گزينه  پاسخS {e ,e ,e } 1 2   است و داريم : 3پايه استاندارد  3

Te T( , , ) ( , , ) , Te T( , , ) ( , , ) , Te T( , , ) ( , , )        1 2 31 11 1 1 1 1 1 1          

S ،پس {( , , ),( , , ),( , , )}    11 1 1 1 1    يك مجموعه مولد برايTR از آنجا كهاست. از طرفي:  ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )     11 1 1 1 1      

ود كــه زيرفضــاي توليــد شــده توســط بردارهــاي شــباشــد. بــه ســادگي ديــده مي TRتوانــد يــك پايــه بــراي مجموعــه فــوق وابســته خطــي اســت و نمي
S {( , , ),( , , ),( , , )}    11 1 1 1 1    تــوانيم از مــاتريس تشــكيل شــده توســط ايــن بردارهــا اســتفاده كنــيم. است. بــراي ايــن موضــوع مي 2داراي بعد  

اي تشــكيل داد گونــهرا به Aتــوان مــاتريس ، ميnاز  1 ،2 ، ... ،mكنيم كه براي تشخيص بعد زيرفضاي توليد شده توسط بردارهاي (يادآوري مي
پلكاني آن را بدست آوريم. در اينصــورت ـ  ري مقدماتي، فرم تحويل يافته سطريطسپس با عمليات سطرهاي آن باشند، س1 ،2 ، ... ،mكه بردارهاي 

ـ  است و سطرهاي ناصفر فــرم ســطري1 ،2 ، ... ،mبعد زيرفضاي توليد شده توسط بردارهاي برابر با ، Aپلكاني ـ  ريطسطرهاي ناصفر فرم س تعداد
  .توان به عنوان يك پايه براي اين زير فضا در نظر گرفت)را مي Aپلكاني 

R R R ( )

R

   



         
                      
               

1 3 1

2

1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

   
   

     
 

)}و 2برابر  TRبعد ،بنابراين , , ),( , , )}1 1 11  يك پايه برايTR  .هاي دوعضويالبته توجه كنيد كه چون تمام زيرمجموعهاستS اند (در ايــن ســتقلم
)}هايپس مجموعه ،)مثال چنين است , , ),( , , )}1 1 11 و {( , , ),( , , )} 11 1 1  توان به عنوان يك پايه برايرا نيز ميTR.درنظر گرفت  

  

 در تبديل خطي  :23مثال T : 3 ,T(xبا ضابطه  3 y, z) (x y z, y z, x y)       است.TRها يك پايه براي ، كداميك از گزينه2
1 ({( , , ),( , , )}1 1 11   2 ({( , , ),( , , )}1 1 11   3 ({( , , ),( , , )} 11 11 2  4 ({( , , ),( , , )}1 1     
 :تمرين بيشتر براي تعيين  ،اين تست كاملا شبيه به تست قبل است و هدف از ارائه آن  »1«گزينه  پاسخTRباشد.مي  

Sمي دانيم  {e ,e ,e } 1 2 Te  است و داريم: 3يك پايه براي 3 ( , , ) , Te ( , , ) , Te ( , , )   1 2 31 1 11 2 11  

)}مجموعه  ،بنابراين , , ) , ( , , ) , ( , , )}1 1 11 2 11   يك مولد برايTRاست. براي تعيين پايه براي TR:داريم  

)}مجموعه  , , ) , ( , , )}1 1 11   يك پايه برايTR .است  R

R R



 

     
           
            

1

1 2

1 1 1 1 1 1
1 1 2 1 1 1 1
1 1 1 1

  
 

    
  

 

nاگر :6نكته  mT :    ،ماتريس  آنگاهيك تبديل خطي باشدm nA  براي هــر كهوجود دارد  ايبه گونه حقيقيnX  داشــته باشــيم؛
TX AX.  

nفرض مي كنيم اثبات. mT :   كنيم. مي دانــيم يك تبديل خطي دلخواه باشد و ماتريس مورد نظر در حكم مساله را تعيين ميn{e ,e ,...,e }1 2 
jاي در نظر بگيريم كه براي هر گونهرا به Aاست. حال اگر ماترس  nپايه استاندارد , ,...,n1 شــرط  Aكنيم باشد. ثابــت مــي jTeام آن  ـj، ستون  2

ijاگر فرض كنيم  خواسته شده در نكته را دارد. m n nA [a ] [Te Te ...Te ]  1   ، نتيجه مي شود:2

  
n

n
n

m m mn

a a a

a a a
Te ,Te , ,Te

a a a

     
     
       
     
     

    

11 12 1
21 22 2

1 2

1 2


  

  

  در اينصورت داريم: .لخواه باشديك عضو د nXفرض كنيد ،حال
n

n
n n n n n

m m mn

a a a

a a a
X x e x e ... x e TX x Te x Te ... x Te x x ... x

a a a

     
     
                 
     
     

    

11 12 1
21 22 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

1 2
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n n n

n n n

m m mn n m m mn n

a x a x ... a x a a a x

a x a x ... a x a a a x
AX TX AX

a x a x ... a x a a a x

       
                
     
            

11 1 12 2 1 11 12 1 1
21 1 22 2 2 21 22 2 2

1 1 2 2 1 2




     


 

  اثبات تمام است. ،بدين ترتيب
  دهد. براي درك بهتر اين روند، به مثال زير توجه كنيد.ي محاسبه چنين ماتريسي را نمايش ميي بالا، نحوهتوان ديد كه روند اثبات نكتهبا كمي دقت مي

 اياي به دست آوريد كه در رابطهگونه ماتريس متناظر با تبديل خطي زير را به :24مثالTX AX .صدق كند  
 T : 3 2  

T : (x,y, z) (x y,y z)    
 :هاي مــاتريس عنوان ســتونر گرفته و تصوير اعضاي آن پايــه را بــهي بالا، كافي است يك پايه از فضاي اول را در نظبا توجه به روند اثبات نكته پاسخA 

  در نظر بگيريم.
دانيممي ( , , ), ( , , ), ( , , )1 1 1      3ي استانداردپايه :است و داريم  T( , , ) ( , ) , T( , , ) ( , ) , T( , , ) ( , )   1 1 1 11 1 1         

A  آيد:بنابراين، به دست مي
 

   

1 1
1 1




  

  رستي اين ماتريس:بررسي د
x

x y
AX y TX

y z
z

 
                

1 1
1 1




  

 
Tتوجه كنيد كه براي هر تبديل خطي مانند  : V W  كهV  وW  يكــه در انتهــا ؛باشند، چنــين ماتريســي وجــود دارد با بعد متناهيدو فضاي برداري 

  يك وجود دارد.بهها تناظر يكاي از تبديلات خطي و ماتريسبين دسته پردازيم. در واقع نشان خواهيم داد كهفصل به اين موضوع بيشتر مي
اشــيم داشــته ب nXاي كــه بــراي هــرگونــه تــوان ماتريســي يافــت بــهمي Tماننــد  mبه nدر نكته قبل نشان داديم كه براي هر تبديل خطي از

TX AX  از طرف ديگر متناظر با هر ماتريس .m n  دلخــواه ماننــدAتــوان تبــديل خطــي ، ميn m
AT :    بــا ضــابطهAT (X) AX 

  گويند. مي Aدرنظر گرفت؛ كه به آن تبديل خطي متناظر با ماتريس 

nاگر  :7نكته  mT :   و ماتريس  بوده يك تبديل خطيA گونه اي باشــد كــه بــراي هــربهnX؛TX AX،  آنگــاهTNبــا برابــر 
AXفضاي جواب دستگاه همگن  o  وTR ماتريس  يبرابر با فضاي ستونA .است  

  اثبات بديهي است. ،و نكات قبل TRو  TNبا توجه به تعريف اثبات. 

 در تبديل خطي  :25مثالT : P P2 T(fبا ضابطه  3 (x)) xf (x) f (x)  فضاي برد و پوچ ،T .را تعيين كنيد  
 ابتــدا  :پاســخTRدانيم مجموعــه كنيم. مــيرا تعيــين مــيS { ,x,x } )Tاســت. از آنجــا كــه  P2پايــه اســتاندارد فضــاي  21 ) x x  1   ،

T(x) x.x x   21 T(xو  1 ) x.x x x x   2 2 32 Sپس مجموعه  ،است 2 {x,x ,x x}   2 31  آنجا كه از  و TRيك مولد براي  2
S مستقل خطي است. بنابراين، S  پايهTR باشد، يعني:مي TR x,x ,x x   2 31 2.  

fبايد تمام توابع  TNبراي تعيين  (x) اي تعيين كنيم كه گونهرا بهT(f (x))   :شود. پس داريم  
T f (x)

x
x c xln(f (x)) c

f (x)
T(f (x)) xf (x) f (x) f (x) x.f (x) x

f (x)

Ln(f (x)) x c e e e .e f (x) c e






         

      

22 21 1
2 2 2 21

2

 

 

واضح است كه 
x

f (x) c e P 

2

2 TN، وجود ندارد. لذا  P2در  چنين تابعي ،؛ بنابراين2 { } .   توجه داشته باشــيد كــه همــواره در هــر تبــديل خطــي
T( )  همواره  و در نتيجهT{ } N .است  

 

انتگرال 
 گيريممي

  وانطرفين را به ت
e رسانيممي  

  تعريف
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 فرض كنيد  :6تعريفV  وW  دو فضاي برداري باشند كهV است و  بعد متناهي باT : V W  يك تبديل خطي باشد. در اينصورت بعد فضاي پوچ تبــديل
  نمايش مي دهند. rank(T)ناميده و با  Tرا رتبه  )TR( يعني دهند و بعد فضاي تصوير تبديل مينمايش  nullity(T)ناميده و با  Tرا پوچي  )TN(يعني 

اســت و درثــاني  Vزيرفضــايي از  TN باشند. چــرا كــه اولــاًمي متناهيبا بعد هر دو  TRو  TNايم؛ درنظر گرفته را با بعد متناهي Vتوجه كنيد كه چون 
nSاشاره كرديم كه اگر  {v ,..., v } nSباشد، مجموعه  Vيك پايه براي  1 {Tv ,...,Tv }  بــا بعــد  Vاگــر  ،ســت و بنــابراينا TRيك مولد براي  1

Tdimهمواره  ؛دباش متناهي R dim V  است. پس لازمه تعريف فوق اين است كهV باشد. يك فضاي برداري با بعد متناهي  

 اگر  :2قضيهT : V Wخطي يك تبديل، V  وW ؛ ودو فضاي برداري V باشد، آنگاه داريم:بعد متناهي  با  
nullityT rankT dim V   

TnullityTكنيم كه قبل از ارائه اثبات يادآوري مي: اثبات dim(N )  وTrankT dim(R )  
dimVفـــرض كنيـــد  n  وTdim N kكنيم ، ثابـــت مـــيTdim R n k .  از آنجـــا كـــهTdim N k، كنيم مجموعـــه فـــرض مـــي

kS {v ,..., v }1 تــوان آن را باشــد و ميز مينيــ Vيك مجموعه مستقل خطي در  S1است، پس  Vيك زيرفضاي  TNچون  .استTNيك پايه براي  1
kگسترش داد. فرض كنيد  Vبه يك پايه براي  k nS {v ,..., v ,v ,..., v } 1 بدســت آمــده اســت. از قبــل  S1اســت كــه از گســترش  Vاي بــراي پايــه 1

n{vدانيم كــه اگــر مــي ,..., v ــراي  1{ ــه ب nSباشــد، مجموعــه  Vيــك پاي {Tv ,...,Tv }2 ــراي  1 ــد ب اســت. از طرفــي از آنجــا كــه  TRيــك مول
kS {v ,..., v }1 ــه  1 kTv ،اســت، پــس TNپاي Tv .... Tv   1 2   چــون وk k nS {Tv ,...,Tv ,Tv ,Tv }2 1 1  ــد ــود،  TRمول ب

kعه مجمو nS {Tv ,...,Tv }  اســت، كــافي اســت  TRمولــد  S. از آنجا كــه باشدمي TRيك پايه براي  Sكنيم است. ثابت مي TRنيز مولد  1
kaمنظور فرض كنيد اسكالرهاي  م. به همينردارهاي آن را بررسي كنيل خطي باستقلا 1  ،ka 2 ،... ،naاي وجود دارند كه:به گونه  

  

TT N
k k n n k k n n k k n n Ta Tv ... a Tv T(a v ... a v ) (a v ... a v ) N               1 1 1 1 1 1   

b1 ،bاست؛ پس، ضرايب  TNپايه  S1چون  2 ،... ،kb اي وجود دارد كه:به گونه  

 
S

k k n n k k k k k k n n

k k n

(a v ... a v ) b v ... b v b v ... b v a v ... a v

b b ... b a ... a
   



            

      
1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1




 

ــون  kچ k na a ... a    1 2  ــس ــراي  S، پ ــه ب ــذا پاي ــي و ل ــتقل خط ــت. TRمس ــي اس ــه م ــس k-nداراي  Sدانيم ك ــت، پ ــو اس  ،عض
TdimR n k  :و داريم  T T T TdimR n k dimV dim N dimR dim N dimV       

  اثبات تمام است. ،بدين ترتيب

 يلات خطي زير را به دست آوريد:رتبه و پوچي تبد :26مثال  
 T : 3 2

2   T : 2 3
1  

T (x,y, z) (x y z , x y z)    2 T (x,y) (x y,x y,x)  1  

 :پاسخ    

nullity T rank Tnullity T rank T   1 1 2
1 1 2 T

x y

T (x, y) ( , , ) x y (x, y) ( , ) N ( , )

x

 
        
 

11


       


  

TR T ( , , ) , T ( , , ) , T ( , , ) ( , ) , ( , ) , ( , ) ( , ) , ( , )      2 2 2 21 1 1 11 1 1 11 11 1 1       
rank T nullity T

Trank T din(R ) nullity T    2 2
2

3
2 22 1  

 

 پوچي و رتبه تبديل خطي  :27مثالn n n nT : M M   با ضابطهtT(A) A A :برابر است با  

1 (n(n ) n(n )
rankT , nullityT

 
 

1 1
2 2  2 (n(n ) n(n )

rankT , nullityT
 

 
1 1

2 2  

3( rankT n n , nullityT n  2  4 (rankT n , nullityT n n  2  
 :ابتدا  »2«زينه گ پاسخTN وريم كه به ازاي آنهاآهايي را بدست ميعني تمام ماتريسكنيم، يرا تعيين ميT(A) o :شود. به همين منظور داريم  

t tT(A) o A A o A A A        

تعريف تبديل خطي

.خطي است مستقل

 .متقارن است تعريف
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TAمتقارن باشد،  Aشود كه اگر از طرف ديگر به سادگي ديده مي oشــود كــه مــاتريس نتيجه مي، بنابراين .شودميA اگــر و تنهــا اگــر  ،متقــارن اســت

TNهاي متقارن}{تمام ماتريس ،باشد. پس TNعضو . هاي متقارن برابر دانيم بعد ماتريساز قبل ميn(n )1
    ؛است. لذا 2

T
n(n )

nullityT dim N


 
1

2   

زيــر TRيك ماتريس پادمتقــارن اســت. يعنــي  A ،T(A)شود كه به ازاي هر ماتريس ديده مي T، به سادگي با توجه به تعريف TRيا  Tبراي تعيين برد 
    :هاي پادمتقارن استدقيقا برابر با مجموعه ماتريس TRكنيم ن است. ثابت ميهاي پادمتقاراي از ماتريسمجموعه

Bن دلخواه است و قرار دهيد يك ماتريس پادمتقار Aفرض كنيد  A
1
  در اينصورت داريم: .2

t t
T

B A A
T(B) B B A ( A ) A A A A R


      

1
1 1 1 12
2 2 2 2  

TRهــاي پادمتقــارن}و در نتيجــه {مجموعــه ماتريس TRقارن نيــز يــك زيرمجموعــه هاي پادمتماتريس يمجموعه ،پس دانيم كــه بعــد . از قبــل مــي

n(nهاي پادمتقارن برابر ماتريس )1
T  ؛است. پس 2

n(n )
rankT dim R


 

1
2    

n(nحاسبه توجه كنيد كه بعد از م )
nullityT




1
  :شود كهدگي از قضيه قبل نتيجه ميبه سا 2

n n
n(n ) n(n )

rankT dim M nullityT n
 

    2 1 1
2 2  

  بود. ، انجام تمرين بيشترTRدر اين مساله نيست. در واقع هدف از تعيين  TRو نيازي به تعين ماهيت 
 

 وچي تبديل خطي پ :28مثالnT : P IR  با ضابطهT(f (x)) f ( ) :برابر است با  
1 (1  2 (n 1 3 (n 1  4 (n 

 :دانيم كه اعضاي طبق تعريف مي  »4«گزينه  پاسخnP  به صورتn
nf (x) a a x ... a x   1 باشند و براي تعيــين ميTN  بايــدf (x)  را

T(fاي تعيين كنيم كه به گونه (x))  . دهيم:به همين منظور قرار مي  
n

nf (x) a a x ... a x T(f (x)) f ( )n
nT(f (x)) T(a a x ... a x ) a           1 1 

     

T(fكه ، براي اينf(x)اي در چند جمله ،بنابراين )  باشــند. از آنجــا كــه شود، كافي است جمله ثابت آن صفر باشد و تمام ديگر ضــرايب آن دلخــواه ميn 
nSتوان نشــان داد كــه مجموعــه مي ،است. همچنين nبرابر با  TNدلخواه هستند؛ پس بعد  TNدر اعضاي  a1،a2،...،naضريب  {x,x ,..., x } 2 

  است. TNيك پايه براي 
 

mيــك مــاتريس دلخــواه Aاگــر   :8نكتــه  n  وn m
AT :    تبــديل خطــي متنــاظر بــاA باشــد، يعنــي تبــديل خطــي بــا ضــابطه 

AT X AX آنگاه ،ArankA rankT .است  
nSفرض كنيد اثبات.  {e ,e ,...,e } 1 nSدانيم كــه مجموعــه اســت. در اينصــورت مــي nپايه استاندارد 2 {Te ,Te ,..,Te }  1 يــك مولــد بــراي  2

ATR از طرفي طبق تعريف باشدمي .AT  براي هرj ,...,n1 ،A j j jT e Ae A   كه در آن استjA ستون ،j ـام ماتريسA بنــابراينباشــدمي .، 
nSيعني ؛  Aهاي ستون {A ,A ,....,A }  1 يك مولد زيرفضاي  2

ATRزيرفضــاي  ،است. پس
ATR  و فضــاي ســتوني مــاتريسA  يعنــي ؛)A(ol c 

و نديكسان هست
AA TrankT dimR dimcolA rankA  .  

 فرض كنيد   :29مثالA
 

  
 

2 1 3 3 1
4 1 2 1 Anullityتبديل خطي متناظر با آن است. در اينصورت  ATو  1 T:برابر است با  

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  
 :نيم دابا توجه به نكته قبل مي  »2«گزينه  پاسخArankT rankA از طرفي با توجه به تعريف .AT دانيم كــه تبــديل خطــي مــيAT  از فضــاي

5  2به فضاي  است؛ يعنيAT : 5 2   با ضابطهAT X AX :است. بنابراين داريم  
)1( A AnullityT dim rankT rankA   5 5  

rankAاند (هيچكدام ضريب ديگــري نيســت)، پــس مستقل خطي Aشود كه سطرهاي بوضوح ديده مي ،همچنين  نتيجــه   )1و در نتيجــه از رابطــه ( 2
AnullityT    :شودمي   5 2 3  

  است. پاد متقارن



 

 

مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و قضيهفصل پنجم:  164
 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   هاميلتونـ كيلي  

 

   
  پنجمفصل 

  »قضيه كيلي ـ هاميلتونمقادير ويژه، بردارهاي ويژه و «
  

  ويژه و بردار رامقد

 فرض كنيد  :1 تعريفV يك فضاي برداري روي ميدان  وT : V V يك عملگر خطي رويV باشد. در اين صورت اسكالر  را يــك مقــدار
vصفر مانند د، هرگاه يك بردار ناگوين Tويژه  V  وجود داشته باشد؛ به طوريكه رابطهTv v  در صــورت برقــراري  ،به ازاي آن برقرار باشد. همچنين

    نامند.مي  مقدار ويژه بامتناظر را بردار ويژه  vاين رابطه، 

 نشان دهيد كه :1مثال  1 مقادير ويژه عملگر خطي T : 2 ,T(xيبا ضابطه 2 y) (y, x) باشند.مي  
 :كافي است دو بردار ويژه متناظر آنها را پيدا كنيم. پاسخ  

 1  يك مقدار ويژهT با بردار ويژه متناظر( , )TT    است. 11( , ) ( , ) T( , ) ( , )   11 11 11 1 11  
  1  يك مقدار ويژهT با بردار متناظر( , )1 )T  است. 1 , ) ( , ) ( , )       1 1 11 1 1 1  

 
يك بردار ويژه متناظر با (a,a)، بردارaتوان فهميد كه به ازاي هرقت در مثال بالا ميبا كمي د 1 و بــردار(a, a)  يــك بــردار ويــژه متنــاظر بــا

مقدار ويژه  1 كنيم.ي زير آن را بيان و ثابت مي. اين نتيجه به صورت كلي و همواره برقرار است. در نكتهاست  
vاگر :1نكته  V  يك بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه  براي تبديل خطيT سكالر نا صفرباشد، آنگاه به ازاي هر ا  بــردارv نيــز يــك

  است. بردار ويژه متناظر با 
Tvاست،  بردار ويژه متناظر با  vاز آنجا كه  اثبات: v  داريم:  ،است. بنابراين  

v  يك بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه .است  T( v) Tv ( v) ( v)           
 نيز بردار ويــژه متنــاظر بــا مقــدار ويــژه  vاسكالر  شد، آنگاه تمام مضارببا يك بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه  vبينيم كه اگر با توجه به نكته فوق مي

  توانيم تعريف زير را در نظر بگيريم.باشند. پس ميمي
 فرض كنيد  :2 تعريف  يك مقدار ويژه عملگر خطيT : V V .مجموعه تمام بردارهاي  ،ن صورتدر اي باشدv V  كــه در رابطــهTv v  

  دهند.نمايش مي Eنامند و آنرا با مي صدق كند را فضاي ويژه متناظر با مقدار ويژه 

 ا مقادير ويژهفضاي ويژه متناظر ب :2مثال  1  به دست آوريد:را در مثال قبل  
 :طور كه در بالا ديديم، به ازاي هرهمان پاسخa :داريم  

 T(a,a) (a,a) E (a,a) | a ( , )     11 11  
 T(a, a) (a, a) E (a, a) | a ( , )          11 1 1  

  است. Vيك زير فضاي  Eباشد، آنگاه  Tعملگر خطي  ةيك مقدار ويژ اگر :2نكته  
Eدانيم با توجه به تعريف مي اثبات: {v V | Tv v}    بنابراين ؛، E  در واقع فضاي پوچ عملگر خطيVT I  دانــيم كــه است و از قبل مــي

  است. V، يك زير فضاي Vفضاي پوچ هر عملگر خطي روي 
Tعملگر خطي  :3نكته  : V V ويژه متناظر با اسكالر بردار داراي است، اگر و تنها اگرVT I   يك نباشد.يك به  

 تعريف
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vداراي بردار ويژه  Tفرض كنيد عملگر خطي  اثبات: V  با مقدار ويژه متناظر  ،دانــيم كــه بنــابر تعريــف مــياست. در اين صورتE  فضــاي ويــژه)
VT) فضاي پوچ عملگر متناظر با  I   است و همچنين{ } v E    بنــابراين باشد.مي، 

VT IN E { }     و در نتيجــهVT I  
VTاگر  ،يك به يك نيست. از طرف ديگر I  يك به يك نباشد، آنگاه 

VT IE N { }    .است و در نتيجه اثبات تمام است  

 يد فرض كن :3مثالVI : V V در اين صورت براي هر  .عملگر هماني باشدv V:داريم ، VI (v) .v و  VI، مقدار ويژه 1بنابراين اسكالر  ؛1
Eهمچنين  V1 .در واقع تنها مقدار ويژه عملگر هماني،  است    باشد.مي 1

 

 فرض كنيد :4مثال T : 2 T(x,y)يك عملگر خطي با ضابطه  2 ( x, x y) 2 است. در اين صورت به ازاي بردار( , )1   ، داريم:1
T( , ) ( , ) ( , ) ( , )    1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1  

) ،بنابراين , يك بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه  11(  )a بــردار aبينيم كه براي هــرمي ،به همين ترتيب .است 2 , ) (a,a)11  يــك بــردار ويــژه
متناظر با مقدار ويژه     است. 2

  T(a,a) ( a,a a) ( a, a) (a,a)   2 2 2 2  
ويــژه عملگــر خطــي تواند يك مقــدار مي لزوماً هر عملگر خطي داراي مقادير و يا بردارهاي ويژه نيست و فقط زماني ،اشاره كرديم نيز همانطور كه در قبل

T : V V كه عملگر  ؛باشدVT I   ،اي نيستچ مقدار يا بردار ويژهيد كه داراي هكنعملگر خطي را ارائه مييك يك به يك نباشد. مثال بعد.  
 

 فرض كنيد  :5مثال V C a,b روي بازه  مجموعه تمام توابع پيوسته a,b  است. عملگر خطيT : V V  با ضابطه
x

a
T(f ) f (t)dt   را

fگيري معروف است). در اين صورت تابع نا صفر به عملگر انتگرال ، ( اين عملگر  در نظر بگيريد V ار ويژه متناظر يك بردار ويژه با مقد  است، اگر و
T(fتنها اگر رابطه  ) f   برقرار باشد. در چنين مواقعي تابعf اي داراي هــيچ تــابع ويــژه دهيم اين عملگر خطينامند. نشان ميمي نيز را يك تابع ويژه

  (بردار ويژه) نيست.
 :صفر فرض كنيد تابع نا ،خلف بنابر برهان پاسخf صفرو اسكالر نا كه بطوري ؛وجود داردf  يك تابع ويژه متناظر با :است. در اين صورت داريم  

x

a

f (x) ,'T(f ) f f (t)dt f (x) f (x) f (x)                  

x c x xc 'e e .e c e


   
1 1 1'

ln(f (x))f (x)
Ln(f (x)) x c e

f (x)
     
 
1 1   

)1(
x'f (x) c e 

1
   

)2(   
x a

a a

x af (x) T(f ) f (t)dt f (a) f (t)dt f (a)             از طرف ديگر  

  ) داريم:2) و (1حال با توجه به (
ax a' e' '( ) f (x) c e c e c f (x)

( ) f (a)

  

       
  

11 1
1
2

  


  

اي بر كه توجه كنيد.فرض خلف باطل و اثبات تمام است ،يك تابع ناصفر است، تناقض دارد. بنابراين fو اين با فرض اوليه كه     بــودنبا توجه به ناصــفر 
f.بوضوح هيچ تابعي به عنوان تابع ويژه وجود ندارد ،  

، بــه ازاي عملگــر خطــي فــوق، عملگــر دهد كه بــراي هــر اســكالراين نتيجه مي .عملگر فوق يك عملگر بدون بردار ويژه يا مقدار ويژه است ،بنابراين
VT I  .يك عملگر نامنفرد است  

باشــد،  بــا بعــد نامتنــاهي Vمــواقعي كــه متناهي است و در واقع فقط در اري از بعد نافضاي برد يك Vقبل اي كه بايد توجه كرد؛ اين است كه در مثال نكته
باشد، هــر عملگــر خطــي روي آن حتمــاً  با بعد متناهيبرداري  فضاي يك Vاگر دهيم كه امكان روي دادن چنين حالتي وجود دارد. در ادامه فصل نشان مي

  روي يك ميدان بسته جبري تعريف شده باشد).  Vالبته با فرض اينكه فضاي برداري دير و بردارهاي ويژه خواهد بود (قاداراي م
  

 گيري از طرفينمشتق

  رسانيم.مي eطرفين را به توان  گيري از طرفينانتگرال
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 نشان دهيد تبديل خطي :6مثال T : 2 Tيبا ضابطه 2 : (x, y) ( y,x)  اي نيست.داراي هيچ مقدار ويژه  

 :بنابر برهان خلف، فرض كنيد كه پاسخ  يك مقدار ويژهT با بردار ويژه متناظر(a,b) صورت داريم:باشد. در اين  

b b ( )b b ( )         
212 21 1 

b a
T(a,b) (a,b) ( b,a) ( a, b)

a b

  
          

  

a a ( )a a ( )         
212 21 2  تربيت به همين  

(a,b)شود كه) نتيجه مي2) و (1از روابط ( ( , )    و اين تناقض دارد با تعريف بردار ويژه، چرا كه بردار ويژه بايد ناصفر باشد. بنابراين فرض خلف باطــل و
  اثبات تمام است.

 
روي يك فضاي برداري با بعد متناهي هر هم مقدار ويژه و در نتيجه بردار ويــژه نداشــته باشــد. در مثــال  در مثال بالا، ديديم كه امكان دارد يك تبديل خطي

iبينيم كه دو مقدار ويژهدر نظر بگيريم، مي 2فوق، تبديل خطي را روي فضاي   .خواهد داشت  

 يدفرض كن :7مثال V  برداري و يك فضايT : V V ؟نيستهاي زير صحيح يك عملگر خطي است. در اين صورت كداميك از گزينه     
1 (T  دارايn (با احتساب تكرار) مقدار ويژه است.  
  است.T نيز يك بردار ويژه  vآنگاه هر مضرب ناصفر  ،باشد Tيك بردار ويژه  vاگر  )2
oباشد، آنگاه هر  فضاي ويژه متناظر با  Eاگر  )3 v E   يك بردار ويژه متناظر با .است  
  وجود دارد كه مقدار ويژه نداشته باشد. Tمانند Vيك عملگر خطي روي  )4
 :يديم كه اگر در مثال قبل د »1«گزينه  پاسخV  از بعد نامتناهي باشد، عملگر خطيT رويV  توان چنــان پيــدا كــرد كــه مقــدار يــا بــردار ويــژه ميرا

  شود.با توجه به نكات قبل و تعريف، بوضوح نتيجه مي ،نيز 3و2هاي ي گزينهت) صحيح است. از طرفي درس4) غلط و گزينه (1گزينه ( ،نداشته باشد. بنابراين
 

 ملگر خطي ع :8مثالn nD : P P  با ضابطهD(f ) f   مقــادير و بردارهــاي  .گيري معروف است)( اين عملگر به عملگر مشتقرا در نظر بگيريد
  .ويژه آن را در صورت وجود بدست آوريد

 :اگر  پاسخf (x) aه يك تابع ثابت باشد، واضح است ك'Df (a)    و لذا   گيــري اســت و تــابع ثابــت يك مقــدار ويــژه عملگــر مشــتق
f (x) 1 .اگر  در واقع و تمام مضارب آن بردار ويژه (تابع ويژه) متناظر با آن هستندf (x) 1 :باشد، داريم  

    يك مقدار ويژه و تابعf (x) 1  متناظر با آن است. تابع ويژه    
'D(f ) D( ) ( )

D(f ) f
        

  

1 1
1

  
 

    

nfحال فرض كنيد  (x) P اي دلخواه نا صفر و يك چند جمله   اي باشند كه به گونه  يك مقدار ويژه وf (x)  تابع ويژه متناظر با آن اســت. در
  اين صورت داريم:

'
f' f (x)

D(f ) f f (x) f (x)
f (x)

         

Ln(f (x)) x c c x ' x ' xLn(f (x)) x c e e e e c e f (x) c e              
)خطي فوق به غير از صفر  عملگر ،قرار ندارد. پس nPدر  ؛بدست آمده f(x) تابع واضح است كه )   ندارد و تنهــا مقــدار ويــژه آن  ديگري يمقدار ويژه

   .است  
 

Tيك فضاي برداري و  Vفرض كنيد   :4نكته    : V V ت يك عملگر خطي باشد. در اين صور    يك مقدار ويژهT  است، اگر و تنهــا اگــر
T .منفرد باشد  

اگر  اثبات:    يك مقدار ويژهT شود كه عملگر خطيقبل نتيجه مي از نكته ،باشدV VT I T I T     اگــر ، اســت. از طــرف ديگــر دمنفرT 
VTشود، عملگرترتيب نتيجه ميبه همين  ؛باشد دمنفر I T  و در نتيجه  دمنفر    يك مقدار ويژهT .است  

تــوان بــراي ايــن منظــور از مــاتريس مــي .بــر اســتگير و حوصلهكاري وقت ،تعيين مقادير و بردارهاي ويژه يك عملگر خطي با توجه به تعريف در اكثر مواقع
  داراي بعد متناهي است، كاربرد دارد.V تناظر با عملگر خطي استفاده كرد. البته واضح است كه اين روش فقط در مواقعي كه م

تعريف  ري از طرفينگيانتگرال

  برسانيم eطرفين را به توان 
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 فرض كنيد  :3 تعريفA  يك ماتريس مربعيn n روي ميدان  است. در اين صورت  را يــك مقــدار ويــژه مــاتريسA هرگــاه بــردار  ،ييمگــومــي
AXبه طوريكه رابطه  ؛موجود باشد nXصفري مانندنا X   برقرار شود. در چنين مواقعي بردارX  را، بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه ناميم.مي  

AXاست، هرگــاه دســتگاه  Aيك مقدار ويژه ماتريس  با توجه به تعريف واضح است كه  X يعنــي  ؛و يــا دســتگاه متنــاظر آنn( I A)X o   
كــه مــاتريس  ؛اســت غيــر بــديهي دانيم كه يك دستگاه معادلات همگن فقــط در صــورتي داراي جــوابصفر باشد. از فصل دستگاه معادلات ميداراي جواب نا

 توان چنــين نتيجــه گرفــت كــه مي ،دترمينان آن صفر شود. بنابراين رناپذير است، اگر و تنها اگيك ماتريس وارون ،ناپذير باشد. همچنينضرايب آن وارون
)ndetاست، اگر و تنها اگر  Aويژه ماتريس يك مقدار  I A)    عبارت  ،شود. پسndet( I A)  اي از درجــه كه يك چند جملــهn  برحســب 

  است؛ در تعيين مقادير ويژه يك ماتريس نقش اساسي دارد.
 اگر  :4 تعريفA يك ماتريسn n اي باشد، چند جملهA nP ( ) det( I A)    اي مشخصه را چند جملهA معادلــه  وAP ( )    را معادلــه

  نامند.مي Aمشخصه 

 معادله مشخصه ماتريس :9مثالA
 

   

2 1
1   را بدست آوريد. 3

 :پاسخ    det
    
     

2 1
1 3det( I A) det

    
             

2
2 1
1 3




  

) A:معادله مشخص ماتريس  )( )                 2 22 3 1 5 6 1 5 7   
 

 شود كه نتيجه مي ؛با توجه به توضيحات قبل: 1نتيجه يك مقدار ويژهA بــراي  ،ينريشــه معادلــه مشخصــه آن باشــد. بنــابرا راست، اگر و تنها اگــ
 ؛، كــافي اســتهاي معادله مشخصه آن را بدست آوريم و سپس براي تعيين بردار ويژه متنــاظر بــا مقــدار ويــژه تعيين مقادير ويژه يك ماتريس، بايد ريشه

)nدستگاه معادلات  I A)X o   .را حل كنيم  

 ادير ويژه و بردارهاي ويژه ماتريس اي مشخصه، مقچند جمله :10مثال



A

 
   
  

2 1
4 1 4
2 1

  را بدست آوريد. 

 :پاسخ    AP ( ) det( I A) ( ) ( )
 

 
           

  
  

2 2
3

2 1 2 14 1 4 1 1 2 12 1




  

  ( )(( )( ) ) ( )(( ) ) ( )                21 2 1 2 1 1 1    
APهاي ، بايد ريشهAبراي تعيين مقادير ويژه  ( ) .را بدست آوريم  

APمضاعف)  (ريشه    : Aمقادير ويژه ماتريس  ( ) ( ) ,           2
1 21 1      

ابتدا بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه  1  آوريم. براي اين منظور بايد دستگاه را بدست مي( I A)X AX o    1 را حل كنيم، كه جواب آن بــا  3

AXدستگاه  o كنيد برابر است (فرض :
x

X y

z

 
   
  

.(  

x x z z x

AX o y x y z y x , z x

z x z

           
                      
               

2 1 2 2
4 1 4 4 4 4 2
2 1 2

  
 

  
  

تمام بردارهاي به شكل  ،بنابراين
x

X x

x

 
   
  

4
2

xكه در آن      است، يك بردار ويژه متناظر با 1   است. براي ســادگي بــردارX

 
   
  

1
4
2

  را بــه

بردار ويژه متناظر با  عنوان 1  گيريم. فضاي ويژه متناظر با در نظر مي 1  فضاي توليد شده توسط اين بردار است. يعني داريم: ،نيز  

E dim E 

 
    
  

1 1

1
4 1
2

  

با  متناظر حال بردار ويژه 2 )آوريم. براي اين منظور بايد دستگاه را بدست مي 1 I A)X (I A)X o    2 3   را حل كنيم. 3

بسط دترمينان را نسبت
 .نويسيمبه ستون دوم مي

است با معادله اول يكسان
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 yدلخواه و
x zx

(I A)X o y x z x z

z x z

        
                    
              

3

1 1
4 4 4 4
2 2 2 2

 
  
  

    

 با توجه به نتيجه بدست آمده در بالا، واضح است كه بردارهاي 
 
 
 
  

1



و 

 
 
 
  

1

1
  ، دو بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه 2  2باشند. توجه كنيــد كــه چــون مي 1

  باشد. در اين صورت داريم: ،همتواند داراي دو بردار ويژه مستقل خطي مي ،اي مشخصه) بود؛ بنابراينچند جمله ويژه با دو بار تكرار (ريشه مضاعفيك مقدار 

E , dim E 

   
        
      

2 2

1
1 2

1





  

 
dimتوان نشان داد كه همواره بار تكرار باشد، مي kبا  Aيك مقدار ويژه براي ماتريس  در حالت كلي اگر  E k  ابتدا در نكته زيــر بــه  ،است. در اينجا

اي مشخصــه، مقــادير و بردارهــاي ويــژه در اي از خواص چند جملهو سپس پاره پرداخته،ها و عملگرهاي خطي ادير و بردارهاي ويژه در ماتريسرابطه بين مق
  .كنيمرا بررسي ميها ماتريس

nيك ماتريس متقارن ، حقيقي و  Aاگر  :5نكته  n نگاه تمام مقادير ويژه باشد، آA اند. حقيقي  
AXبردار ويژه متناظر با آن است: در اينصورت با توجه به رابطة  Xو  Aيك مقدار ويژه  فرض كنيد  اثبات: X  ؛ واضح است كه اگــرX  يــك بــردار

nيك بردار مختلط باشــد؛ يعنــي  x. اگر بود نيز لاجرم اسكالري حقيقي خواهدحقيقي است،  Aحقيقي باشد، آنگاه چون 

n

x

x
X

x

 
 
  
 
 
 

1
2 


، آنگــاه اگــر  

AXطرفين رابطة  X   را درtX  ) ضرب كنيمtXي مزدوج، ترانهاده X شود: است)، نتيجه مي  

     )1    (
n n

t t
n i i i

i i

n

x

x
X AX X X [x x .... x ] x x x

x
 

 
 
       
 
 
 

 
1

22
1 2

1 1
  

zzدانيم كه همواره به ازاي هر( از درس توابع مختلط مي z , z 2   (  
tXاز طرفي،  AX  يك اسكالر و در نتيجه با ترانهادة خود برابر است، يعني؛ ،  

  )2(t t t t t tAX AX (X AX) X A X X AX   

t)3(  از طرف ديگر، داريم:  t tAX AX X AX X AX  

tشود كه نتيجه مي 3و2از روابط  tX AX X AX  و اين يعنيtX AX  يك اسكالر حقيقي است ( فقط اعداد حقيقي با مزدوجشان برابرند). لذا با توجــه

)، بايد 1به رابطه (
n

i
i

x


 2

1
نيز حقيقي باشد. چون  

n

i
i

x

 2

1
  نيز حقيقي و لذا اثبات تمام است.  حقيقي است؛ پس، لزوماً  

 كدام گزينه در مورد مقادير ويژه تبديل خطي :11مثال T : 3 ,T(xبا ضابطه 3 y, z) (x y z , x y , x z)     2 درست است؟  
1(,, i     1 2 32 1 1    2(,, i     1 2 35 1 1    
3( , i ,      12 31 2 3   كدامهيچ) 4  1

 :ي استاندارد بــه صــورتبينيم كه ماتريس اين تبديل خطي تحت پايهبا كمي دقت مي  »4«گزينه  پاسخA

 
   
  

1 1 1
1 2

1 1



يــك  A چــوناســت.  

 3و  2، 1هاي كــدام از گزينــهبايد حقيقــي باشــند. پــس، هيچ Tي شود كه تمام مقادير ويژهي قبل نتيجه ميماتريس حقيقي، متقارن و مربعي است، از نكته
  باشند. Tتوانند مقادير ويژه نمي

 .متقارن است

 حقيقي است
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يــك مقــدار  باشــد. در ايــن صــورت  Vيك پايه مرتب براي  Bو  Vگر خطي روي يك عملT ،بعدي nيك فضاي برداري  Vكنيد  فرض :6نكته 
يك مقدار ويژه  اگر و تنها اگر  است Tويژه  BT  باشد. همچنينv V  يك بردار ويژهT  و تنهــا اگــر است، اگر Bv  مختصــات )v  در پايــهB (

يك بردار ويژه  BT .باشد  
رتــب دلخــواه (اصــولاً بت بــه يــك پايــه ممقادير و يا بردارهاي ويژه يك عملگر خطي، كافي است ماتريس آن را نسبراي تعيين  ؛فوق با توجه به نكته ،بنابراين

گيريم) بدست آوريم و سپس با تعيين مقادير و بردارهاي ويژه ماتريس آن، بــا اســتفاده از نكتــه فــوق، مقــادير و براي راحتي پايه استاندارد فضا را در نظر مي
  بردارهاي ويژه عملگر خطي مورد نظر را بدست آوريم.

   بديل خطي كداميك از توابع زير يك بردار ويژه ت :12مثالT : P P2 T(aبا ضابطه  2 bx cx ) a ( a b)x (a b c)x       2 22 2      نيست. 2
1 (x x  21 2  2( x x  21  3 (x x 22  4(x22  

 :با در نظر گرفتن پايه استاندارد » 1«گزينه  پاسخB { ,x,x } شود نتيجه مي 21 BT

 
   
  

1
2 1
1 2 2

 
  .به ســادگي مقــادير ويــژه  BT  بــه

صورت  1 1 ،  2 و  1  3   آنها داريم. با ناظرآيند. براي تعيين بردارهاي ويژه متبدست مي 2

 B
x

x y
: (I T )X o y x y z

x y z
z

     
                                        

1 3
2 21 2 2 2 31 2 3

   


 



  

 ،بنابراين
 
 
 
  

1
1
1

يك بردار ويژه   BT  و در نتيجهf (x) x x   2
1   است. Tيك بردار ويژه  1

 B
xx

: ( I T )X o y x x , z y

z x y z

        
                          
                  

2 3

22
1 2 2 2

1 2 1 2

  
    

 
   

 ،بنابراين
 
 
 
  

1
2


ك بردار ويژه ي  BT  و در نتيجهf (x) x x x x    2 2

2 2 2  يك بردار ويژهT .است  

zو دلخواه  B
xx

: ( I T )X o y x y x y

z x y

        
                            
                 

3 3

33
2 2 2 1 2

1 2 2

  
   
  

  

 ،بنابراين
 
 
 
  1


  يك بردار ويژه BT  و در نتيجهf (x) x x x   2 2

3    يك بردار ويژهT .است  

 4و3،2هــاي گزينه لذا،است.  Tنيز يك بردار ويژه    ،vباشد، آنگاه به ازاي هر اسكالر ناصفرTيك بردار ويژه  vدانيم اگر توجه كنيد كه از قبل مي
  باشد.، گزينه موردنظر مي»1«هستند و گزينه  Tه شامل بردارهاي ويژ

 
در مثال قبل ديديم كه مقادير ويژه  BT كنيم.بدون انجام محاسبات و به سادگي بدست آمدند. اين موضوع را در نكته زير به صورت كلي بيان مي  

nيك ماتريس Aاگر  :7نكته  n  و قطري يا مثلثي (بالا مثلثي يا پايين مثلثي) باشد، آنگاه مقــادير ويــژهA هــاي روي قطــر اصــلي همــان درايــه
  باشند.ماتريس مي

)nباشند. در اين صــورت ميa11  ،a22 ،... ،nnaهاي روي قطر اصلي آن يك ماتريس پايين مثلثي است كه درايه Aفرض كنيد  اثبات. I A)   نيــز
a بــا هاي روي قطر اصلي آن برابريك ماتريس پايين مثلثي است كه درايه  11 ،a  22، ،...nna دانــيم كــه دترمينــان يــك اســت. از طرفــي مــي

  داريم: ،آن است. بنابراين اصلي هاي روي قطرماتريس پايين مثلثي برابر حاصلضرب درايه
ndet( I A)

n nn nn iidet( I A) ( a )( a )...( a ) ( a )( a )...( a ) a , i , ,...,n                      11 22 11 22 1 2   
  به كار برد. ،بالا مثلثي يا قطري است Aهاي مشابهي، براي حالتي كه توان استدلالمي
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nيك ماتريس  Aاگر  :8نكته  n اي مشخصه با چند جملهAP ( ) اي مشخصه ماتريس باشد، آنگاه چند جملهaI A  برابر باAP ( a)  ت.اس  
aIاي مشخصه ماتريسدانيم كه چند جملهيبا توجه به تعريف م اثبات. A برابر با det( I (aI A))  داريم: . پس،است  

  Adet( I (aI A)) det(( a)I A) P ( a)          
  

 اگر  :1قضيهA  وBد، آنگاه نهاي متشابهي باشماتريسA  وB اي مشخصه يكساني هستند.داراي چند جمله  
Aوجود دارد، به طوريكه  Pپذير ماتريس وارون ،. پسباشندمتشابه  Bو  Aفرض كنيد  اثبات. P BP   در اين صورت داريم: ؛ 1

A n n nP ( ) det( I A) det( I P BP) det(P ( I B)P)          1 1  

n n Bdet P .det( I B).det P det( I B) P ( )       1  
  بدين ترتيب اثبات تمام است. 

 هاي متشابه داراي مقادير ويژه يكساني هستند.ماتريس :2نتيجه  
  متشابه نباشند.اي مشخصه يكساني باشند، ولي عكس قضيه و نتيجه قبل برقرار نيست. يعني ممكن است، دو ماتريس داراي مقادير ويژه و چند جمله :1توجه
  ولي لزوماً بردارهاي ويژه يكسان نيست.، هاي متشابه مقادير ويژه يكسان استدر ماتريس :2توجه

 فرض كنيد  :3نتيجهV  و  با بعد متناهييك فضاي برداريT : V V  يك عملگر خطي رويV  دو پايــه مرتــب به ازاي هر است. در اين صورت
B  و'B برايVهاي ، ماتريس BT  و BT  اي مشخصه و مقادير ويژه يكساني هستند.داراي چند جمله  

از آنجا كه  اثبات. BT  و BT شود.اند. مستقيماً از قضيه قبل اين نتيجه حاصل ميمتشابه  

 هاي ماتريس :2قضيهA  وtAاي مشخصه يكسان هستند.داراي چند جمله  
t    اثبات. t t

n n nP (A ) det( I A ) det(( I A) ) det( I A) P (A)              
  اثبات تمام است. ،بدين ترتيب

  داراي مقادير ويژه يكساني هستند؛ ولي لزوماً بردارهاي ويژه آنها يكسان نيست.tAو  Aهاي ماتريس :3هتوج

 شود كه به سادگي ديده مي :31مثال   يك مقدار ويژه مضاعف ماتريس
 

A
 

  
 

با بردار ويژه متناظر ،1


X
 

  
 

اســت. در صــورتي كــه 1

بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه     در ماتريسtA
 

  
 1
 


'Xبرابر  
 

  
 1

  است. 

 

 فرض كنيد  :41مثالA وB  دو ماتريسn n است. غلطها اند. در اين صورت كداميك از گزينهو متشابه      
1 (A  وB .2  داراي مقادير ويژه يكساني هستند (A  وB.داراي بردارهاي ويژه يكساني هستند  
3 (A  وtB.4  داراي مقادير ويژه يكساني هستند (tA وtB اي مشخصه يكساني هستند.داراي چند جمله  
 از آنجا كه » 2«گزينه  خ:پاسA  وB اند؛ پس متشابهA  وB اي مشخصــه و ز طرفي چنــد جملــها. اي مشخصه يكساني هستندمقادير ويژه و چند جمله داراي

اي مشخصــه و ملــهابه باشند، آنگـاـه چنــد جمتش Bو  Aتوان چنين نتيجه گرفت كه اگر مي ،بنابراين نيز يكسان هستند. tBو  Bهمچنين ، tAو  Aمقادير ويژه 

Aقــرار دهيــد، 2ادرست است. براي مثــال نقــض گزينــه) ن2درست و گزينه ( 4و3،1هاي در نتيجه گزينه .يكسان هستند tBوA،B،tAمقادير ويژه 
 

  
 

1
 

 و 

B
 

   

1 1
1 P)اندمتشابه Bو  Aواضح است كه  ،1 )

 
  
 

1
1 1
 .اي مشخصه چند جملهA  وB  برابر باA BP ( ) P ( )    2 و   مقــدار ويــژه 

است. ولي بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه  BوAمضاعف     در ماتريسA  برابر با 
 
 

1


ا ببرابر  Bو در ماتريس   
 
 

1
  است. 1

 
از آنجــا كــه  ،ريشه در ميدان اعداد مختلط است (با احتساب تكرار). بنــابراين nداراي  nاي از درجه دانيم كه يك چند جملهمي؛ با توجه به قضيه اساسي جبر

nاي مشخصه يك ماتريس چند جمله nاي از درجه ، يك چند جملهn ؛ پس داراي استn هــاي باشد. فــرض كنيــد ريشــهريشه ميAP ( )  برابــر1، 
2 ،... ،k به ترتيب با تكرارr1 ،r2،...،kr  .باشند  

A P BP 1

اي مشخصه چندجملهتعريف 
 Aريس تما
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APدر اين صورت با توجه به تعريف  ( ) :داريم  
kr r r

n A kdet( I A) P ( ) ( ) ( ) ...( )              1 21 2  
)1    (kkk r r rr r r r ... rr

k kdet( A) ( ) ( ) ...( ) ( ) ( ... )            1 21 2 1 21 2 1 21    
APچون ،از طرفي ( ) اي از درجه ملهيك چند جn  و دارايn  ريشه است؛ پسkr r ... r n   1   دهد:) نتيجه مي1ر نتيجه معادله (و د 2

kها)                                 ( با احتساب تكرار ريشه i
k n

r r r rn n n
ik i

i i

det( A) ( ) det A ( ) ( . ... ) ( ) det A
 

              1 21 2
1 1

1 1 1  

  رب مقادير ويژه آن ماتريس است.شود كه دترمينان يك ماتريس برابر با حاصلضچنين نتيجه مي ،بنابراين
    مقدار ويژه آن است. nبرابر با حاصلضرب  A، مانند  n ×nدترمينان يك ماتريس : 9نكته 
APاي مشخصه با چند جمله n  ×nيك ماتريس  Aاگر  :10نكته  ( ) باشد، آنگاه:  n

Adet A ( ) P ( ) 1         

n  بنابر تعريف داريم: .اثبات n
A n A AP ( ) det( I A) P ( ) det( A) ( ) det A det A ( ) P ( )           1 1    

 ماتريس  :4نتيجهn nA  اگر و تنها اگر حداقل يكي از مقادير ويژه آن صفر باشد. ،ناپذير استوارون  
detاگر و تنها اگرناپذير است، وارون A اثبات. A    باشد و بنــابر رابطــهn

Adet A ( ) P ( ) 1  ،det A    اســت، اگــر و تنهــا اگــرAP ( )   
APباشد. همچنين  ( )    است، اگر و تنها اگر   هاي كي از ريشهيAP ( )  باشد، يعني    يكي از مقادير ويژهA .باشد  

 البته اگر از رابطه
n

i
i

det A


 
1

  استفاده كنيم، اثبات كاملاً واضح است. 

 اگر  :51مثالAP ( )     3 2       برابر است با: det Aاشد، آنگاه ب Aاي مشخصه چند جمله 4
1 (4  2 (2  3 (2  4 (4  
 :از آنجا كه » 4«گزينه  پاسخAP ( ) است، بنابراين 3اي از درجه يك چند جمله، A يك ماتريس3   است و داريم: 3

Adet A ( ) P ( )   31 4  
nاگر  :11نكته   n n

A n nP ( ) a a ... a a 
           1 2
1 2 1  اي مشخصه ماتريس چند جملهn nA   و1 ،2،...،nمقــادير 

  آنگاه داريم: ،باشند Aويژه 
nn

n
i n i i j n

i i j ni

I) a II) ( ) a III) a 
   
         1 2

1 11
1   

  بنابراين داريم: ؛هستند  Aمقادير ويژه 1 ،... ،nچون  اثبات:

)1 (
nn

n n n n
A n i i j i

i i j n i

P ( ) ( )( )...( ) ( ) ( ) ... ( ) 

    
                      1 2

1 2
1 1 1

1  

nفرض كنيم كه اگر  ،بنابراين n n
A n nP ( ) a a ... a 

         1 2
1 2  ) موارد 1باشد، با توجه به رابطه (I ،II و III آيند.بدست مي  

 اگر :61مثالf (x) x x x   4 23 ، Aعنوان مقادير ويــژه به 4و 1،2،3باشد، آنگاه با در نظر گرفتن Aاي مشخصه ماتريس چند جمله 1
  حاصل عبارت زير را به دست آوريد.               1 2 1 3 1 4 2 3 3 4  

 :توان فهميد كهبا كمي دقت مي پاسخi j
i j

   و در نتيجه، بنابر نكته قبل با ضريب برابرx2 است. پس داريم. اي مشخصهدر چند جمله    

  3  
 

  باشد.مستلزم صرف وقت و حوصله زيادي مي مقادير ويژه و سپستوجه كنيد كه محاسبة 
 اي مشخصه اگر چند جمله :71مثالA  برابر باf (x) x x  3 2       برابر است با: Aباشد، آنگاه مجموع مقادير ويژه  1

1(  2 (1  3 (4  4 (2 2  
 :1«گزينه  پاسخ  «  

  صفر است. Aمجموع مقادير ويژه  ،پس ؛اي مشخصه صفر استدر چند جمله x2با توجه به نكته قبل چون ضريب روش اول:
fهايتعيين ريشه روش دوم: (x) بر است.گير و حوصلهكه وقت ،و جمع كردن آنها با هم  

اگر    را در دو طرف قرار دهيم. 
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 اي مشخصه اگر چند جمله :81مثالA  برابرf (x) x x x   3 2 Aماتريس ويژه آنگاه مجموع مقادير ،باشد 2 I       برابر است با: 2
1 (4  2 (7  3 (1  4 (13  
 :اي مشخصــه دانيم كه اگر چنــد جملــهاز قبل مي» 2«گزينه  پاسخA  برابــرf (x)  ،اي مشخصــه مــاتريس چنــد جملــهآنگــاه  باشــدA aI  برابــر

f (x a) اي مشخصه چند جمله ،هاي مسألهبا توجه به داده ،بنابراين .استA I2 :برابر است با  
g(x) f (x ) (x ) (x ) (x ) x x x            3 2 3 22 2 2 2 2 7 15 12  

Aمجموع مقادير ويژه ،لذا I2 با توجه به نكته قبل برابر ضريبx2 است. 7اي مشخصه آن، يعني برابر ر چند جملهد  

  
نيز يكسانند. حــال بــه رابطــه  tAوA هايدر ماتريس ،هاي متشابه يكسان است. همچنيناي مشخصه در ماتريسديديم كه مقادير ويژه و چندجمله پيشتر

  پردازيم.مي A1و  kAيعني هاي آنتوان و Aبين مقادير ويژه در ماتريس 
  است. kA ماتريس يك مقدار ويژه k ،kباشد، آنگاه به ازاي هر Aيك مقدار ويژه ماتريس  اگر  :21نكته 

AXبه طوريكه رابطــه  ؛وجود داردXبنابر تعريف بردار ناصفر  ،پس .است Aيك مقدار ويژه ماتريس  فرض كنيد  اثبات: X  برقــرار باشــد. در ايــن 
  صورت داريم:

  )1   (k k k k k kAX XA X A (AX) A ( X) (A X) A X (A X)          1 1 1 1  
k  شود:استفاده كنيم، نتيجه مي پياپيبار  k) را 1حال اگر رابطه ( k k k kA X (A X) (A X) ... (AX) X          1 2 2 1  

  است.  kA ماتريس يك مقدار ويژه k ،بنابراين
بردار ويژه متناظر بــا  Xباشد، آنگاه Aدر ماتريس  يك بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه Xاگر  ؛شود اين است كهنتيجه مي نكته ديگري كه از اثبات فوق

  نيز هست. kAدر ماتريس  kمقدار ويژه 

 فرض كنيد :91مثالA
 

   

1 2
1   را به دست آوريد؟ A1391. مقادير ويژه1

 :با توجه به نكته فوق كافي است مقادير ويژه  پاسخA  برسانيم. 1391را به دست آورده و به توان  

det( I A) ( )
  

                
 

2 21 2 1 2 2 1 21 1     

i

, i e




         2 3122 3 1 3 2  
  برابرند با: A1391بنابراين، مقادير ويژه ماتريس

i i i( ) i
( e ) *e e e ( i) ( i)

   
    

     
1391 5 54621391 1391 1391 1391 1391 1393 3 3 3 1 32 2 2 2 2 2 1 32 2

  

nيك ماتريس  Aفرض كنيد  :31نكته   n وa در اين صورت شديك اسكالر دلخواه ناصفر با .  ويژه مقدارA است، اگر و تنها اگــر، a 
  باشد. aAمقدار ويژه 

AXرابطه  به طوريكه ؛شدوجود داشته باXو تنها اگر بردار ناصفري مانند  است، اگر Aيك مقدار ويژه  اثبات.  X   برقرار شود و اين رابطــه معــادل
X(aA)با رابطه  (a )X به ازاي هر اسكالر ناصفر ،a اگر و تنها اگر برقرار است نيز اين رابطه .باشدمي ،a ه ماتريس يك مقدار ويژaA  بــا بــردار

  باشد. بدين ترتيب اثبات تمام است.  Xويژه متناظر 
ويــژه  با مقدار ، بردار ويژه متناظرXباشد، آنگاه  Aدر ماتريس  متناظر با مقدار ويژه  يك بردار ويژه Xتوان از اثبات فوق چنين نتيجه گرفت كه اگر مي

a  در ماتريسaA كنيم.شود كه آن را بدون اثبات بيان ميباشد. از ادغام دو نكته فوق، نكته زير حاصل مينيز مي  
)pباشد، آنگاه  mاي دلخواه از درجه يك چند جمله p(x)و Xبا بردار ويژه متناظر  Aيك مقدار ويژه ماتريس  اگر  :41نكته  )  يــك مقــدار

  است.Xبا بردار ويژه متناظر  p(A)ويژه ماتريس 

 فرض كنيد مجموعه  :20مثال{ , , }1 هــاي زيــر مقــادير ويــژه مــاتريس در ايــن صــورت كــداميك از مجموعــه .هستند Aمقادير ويژه ماتريس  1
B A A 2 دهند.را نمايش مي      

1( { , , }1 1  2( { , }2  3( { , }2  4( { , , }1 2  

تبديل به فرم قطبي

فرم دكارتي
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 :اگر قرار دهيم  »3«گزينه  پاسخp(x) x x 2  واضح است كه ،B p(A)،  بنابراين طبق نكته قبل مقادير ويژه ماتريسB :برابر است با  
{p( ),p( ),p( )} { , , } { , }  1 1 2 2     

  

 فرض كنيد  :21مثال
 
A

 
   
  

3
2 1
1 2 3

Bاست. در اين صورت بردار ويژه متناظر با بزرگترين مقدار ويژه در ماتريس   A A I  3 2
33      برابر است با:  2
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 :از آنجا كه » 3«گزينه  پاسخA مقــادير ويــژه  ،يك ماتريس پايين مثلثي است؛ بنــابراينA هــاي روي قطــر اصــلي همــان درايــهA يعنــي  .باشــندمــي
 1 و 1 2 p(x)اگر قرار دهيم هستند.  Aژه مقادير وي) 2( با مرتبه تكرار   3 x x  3 23 B، داريم 2 p(A)  و لذا مقادير ويژهB  برابــر بــا

{p( ),p( )} 1 }يعني مجموعه  2 , }4 B  ،بزرگترين مقدار ويژه  ،. پساست 74  است كه متناظر با مقدار ويــژه 74 2 اســت.  Aدر مــاتريس  3
)pبــردار ويــژه متنــاظر بــا مقــدار ويــژه ، Xباشــد، آنگــاه  Aدر ماتريس  ، بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه Xدانيم كه اگر از طرفي مي )  در مــاتريس

p(A) بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه  ؛كافي است ،باشد. پسنيز مي 2   را بدست آوريم. براي اين منظور داريم: Aدر ماتريس  3

z دلخواه و
x

x y
( I A)X o y x y

x y
z

     
                                   

2 3
2 22 2 21 2

   


  


 
    

zبا در نظر گرفتن  بنابراين a  كهa ،هر بردار به صورت  يك اسكالر ناصفر دلخواه استX

a

 
   
  


 يك بردار ويژه متنــاظر بــا بزرگتــرين مقــدار ويــژه در  ؛

  باشد.مي Bماتريس 
 

 رض كنيد ف :22مثالA  يك ماتريس3 3،{ , }1 detوAدو مقــدار ويــژه  1 A  اســت. در ايــن صــورت بزرگتــرين مقــدار ويــژه مــاتريس  2
B A A I  23 :برابر است با      

1 (3  2 (5  3 (9  4 (15  
 :فرض كنيد مقدار ويژه سوم » 4«گزينه  پاسخA  برابرa  باشد. در اين صورت از آنجا كه مقادير ويژهA  اي مشخصــه هــاي چنــد جملــهريشــههمانA 

AP  هستند؛ داريم: ( ) ( )( )( a)       1 1  
3يك ماتريس  Aاز طرفي چون  )Aبرابر با  Aدترمينان  ؛است 3 ) P ( ) 31  است. پس؛  det A ( ) ( )( )( a) a        32 1 1 1 2    

}برابر با  Aمقادير ويژه  ،بنابراين , , } 1 1 }برابر با  Bباشند و در نتيجه مقادير ويژه مي 2 , , }3 5   است. 15
nيك ماتريس  Aفرض كنيد  :15نكته   n  عملگر خطي وn n n nT : M M   داراي ضابطهT(B) AB  است. در ايــن صــورت مقــادير

  يكسان هستند. Tو  Aويژه 
AXباشد ( يعني  Xبا بردار ويژه متناظر  Aقدار ويژه ماتريس يك م فرض كنيد  اثبات. X  ماتريس .(n nB  اي در نظــر بگيريــد كــه را بــه گونــه

nباشند. يعني  Xهاي آن برابر با تمام ستون nB [XX......X]   :؛ در اينصورت داريم  
  AX XT(B) AB A[XX...X] [AX AX ..... AX] [ X X ..... X] [XX.....X] B            

،  Bو مــاتريس ناصــفر  Tيك مقدار ويــژه عملگــر خطــي  است. حال، فرض كنيد كه  Bبا بردار ويژه متناظر  Tيك مقدار ويژه عملگر خطي  بنابراين، 
  باشد. نيز مي Aلزوماً يك مقدار ويژه  كنيم بردار ويژه متناظر با آن باشد. ثابت مي

nBفرض كنيد  ,.....,B ,B2 nBهستند (يعني  Bهاي ماتريس ستون 1 [B B .....B ] 1 بردار ويژة متناظر بــا مقــدار ويــژه  B). در اينصورت، از آنجا كه  2
  در عملگر خطيT شود: ياست؛ نتيجه م  

  n n n nT(B) B AB B A[B B .....B ] [B B .....B ] [AB AB .....AB ] [ B B ..... B ]            1 2 1 2 1 2 1 2  
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