
   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  هاسازه تحليل

  فصل اول

  »هابررسي معيني و نامعيني در سازه« 

 سازه مقابل چند درجه نامعين است؟ :1مثال    
  

1 (18    

2( 16  

3 (19   

4( 17  

  
  

 :از  گـاهي گاهي است. بنابراين با حذف اين دو فنر انتقالي تكيهشود كه اين قاب داراي دو فنر انتقالي تكيهشاهده ميبا توجه به شكل م  »4«گزينه  پاسخ
  شود:سازه اصلي، سازه معادل زير حاصل مي

     
  
  
  
  

  
  

  
  

      

  (سازه اصلي)                                                                              (سازه معادل)                                                             

، بـراي سـازه   (k)و تعداد فضاهاي بسته در قاب بـدون در نظرگيـري زمـين    (c)، تعداد معادلات شرط(r)گاهيهاي تكيهالعملسپس مقادير تعداد عكس
  آيد:دست ميبه زيرصورت معادل به

  r , c , k               3 2 1 1 2 2 11 3 1 1 2 2 1 1 11 6  
كنيم. پس درجه نـامعيني سـازه   عدد اضافه مي 2گاهي از سازه اصلي، به مقدار درجه نامعيني از سازه معادل، در نتيجه با توجه به حذف دو فنر انتقالي تكيه

  اصلي برابر است با:
  DI [(r k) (c )] DI [( ) ( )] DI [( ) ( )]                3 3 2 11 3 6 11 3 2 29 14 2 17  

  
 درجه نامعيني قاب فضايي مقابل كدام است؟ :2مثال  

1 (17  

2( 18  

3( 19  

4( 2  
  





  

  

هاسازه تحليل  2  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 :با توجـه بـه اينكـه قـاب فضـايي اسـت، پـس مقـادير تعـداد            »1«گزينه  پاسخ
صـورت زيـر   را به (n)هاو تعداد گره (m)تعداد اعضا ،(r)گاهيهاي تكيهالعملكسع

    كنيم:تعيين مي
r , m , n      6 6 3 1 16 11 8  

  آيد:دست ميصورت زير بهسپس تعداد معادلات شرط به
  ic ( c ) (JI¤ nj ®~ÿ¶ ow »j IñøH jHk÷U) 3  

  c (c c c c ) ( ) ( ) ( ) ( )           1 2 3 43 1 3 1 1 3 1 1 3 6 1  
  c   18 1 17  

  بنابراين درجه نامعيني قاب فضايي برابر است با:
DI ( m r) ( n c) DI ( ) ( ) DI              6 6 6 11 16 6 8 17 82 65 17  

 
 خرپاي مقابل كدام است؟درجه نامعيني  :3مثال  

1 (6   

2( 7  

3( 11  

4( 1   
  
  

  

 :گاهي وجود دارد. پس ابتدا فنرها را حذف كـرده تـا سـازه    شود كه در اين خرپا چهار فنر انتقالي تكيهبا توجه به شكل مشاهده مي  »3«گزينه  پاسخ
  معادل زير ايجاد شود:

          
  (سازه اصلي)                                               (سازه معادل)                                                                                                                                 

  آيد:دست ميصورت زير بهبراي سازه معادل به (n)هاي خرپاو تعداد مفصل (m)، تعداد اعضا خرپا(r)گاهيهاي تكيهالعملسپس مقادير تعداد عكس
r , m , n      2 1 1 4 23 1  

  شود. پس درجه نامعيني سازه اصلي برابر است با:عدد اضافه مي 4سازه معادل، با توجه به اينكه چهار فنر از سازه اصلي حذف شده است، بنابراين به درجه نامعيني 
DI [(m r) n] DI [( ) ] DI [ ] DI                  2 4 23 4 2 1 4 27 2 4 7 4 11 

 
  
  
  
  

1c 2 1 1  

4c 2 1 1  

r 1

r 6

2c 2 1 1  

r 6

3c 4 1 3  

r 3





   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   3  هاسازه تحليل

  فصل دوم

  »هابررسي پايداري و ناپايداري سازه« 
  
 :86سراسري  (مهندسي عمران ـ  ها متقارن هستند.)هاي زير پايدار است؟(كليه سازهيك از سازهكدام مثال(  

        
)1(  )2(  )3(  )4(  

 :صورت جداگانه بررسي نمود:ها را بهبايد تمام گزينه  »1«گزينه  پاسخ  
اند، بنابراين ايـن دو  گاهي مناسب به زمين متصل شدهالعمل تكيههاي سمت چپ و راست سازه صلب بوده و توسط سه عكسدر اين سازه قسمت :)1(گزينه 

  توان پايدار و در نهايت معادل زمين در نظر گرفت، پس داريم:ا ميقسمت ر

  

صـورت غيرمـوازي و غيرهمـرس    هـا بـه  گاهي به زمين متصل شده كه سـه تـا از آن  العمل تكيهشود كه قسمت صلب توسط پنج عكسدر نهايت مشاهده مي
  ست. باشند، در نتيجه سازه پايدار امي

اند، پـس پايـدار و معـادل    گاهي مناسب به زمين متصل شدهالعمل تكيههاي صلب و پيوسته سمت چپ و راست با سه عكسدر اين سازه قسمت: )2(گزينه 
  زمين هستند، بنابراين داريم:

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
      

  به زمين متصل شده و در نتيجه سازه ناپايدار است. Oرس در نقطهگاهي همالعمل تكيهشود كه قسمت صلب توسط سه عكسبنابراين مشاهده مي

 

 

 







  

  

هاسازه تحليل  4  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

ها را با يك ميله در راستاي دو مفصل توان آنصورت دو مفصل هستند و ميهاي صلب در وسط، سمت چپ و راست سازه بهدر اين سازه قسمت: )3(گزينه 
  غلتكي در همان راستا استفاده كرد. پس داريم:          هاي گاهجايگزين نمود و سپس از تكيه

  

  
  
  
  
  
  
  

  به زمين متصل شده و در نتيجه اين سازه ناپايدار است. Oدر نقطه گاهي همرسالعمل تكيهشود قسمت صلب توسط سه عكسطور كه مشاهده ميهمان
  

گـاه  ها را با يك تكيـه توان آنهاي صلب دو سر مفصل بوده و ميصورت قسمتمچنين قسمت وسط، بههاي چپ و راست و هاين سازه در قسمت :)4(گزينه 
  غلتكي در راستاي دو مفصل جايگزين نمود. بنابراين داريم:

  
  
  
  
  
  
  

  است.به زمين متصل شده و در نتيجه اين سازه ناپايدار  گاهي موازيالعمل تكيهشود قسمت صلب توسط سه عكسطور كه مشاهده ميهمان
  

  
  







   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   5  هاسازه تحليل

  فصل سوم

  »هاي معينبررسي استاتيك سازه« 

 در تير شكل زير مقدار لنگر در فنر دوراني :1مثالA و نيروي فنرC  كدام است؟به ترتيب  

1 (qL
PL

23 P2  2( qLو 22
PL 

23
  Pو 2

3( qL
PL 

23
  )P  4و 2

qL
PL

23   P2و 22

 :ايـن سـازه تحـت اثـر     شود طور كه مشاهده ميهمان  »3«گزينه  پاسخ
شود. بنابراين در ايـن  قرار نگرفته، پس تير محسوب مي بارگذاري افقي و مايل

گاهي افقي و همچنين نيروهاي محوري داخلـي  هاي تكيهالعملحالت از عكس
  . از طرفي سازه معين است زيرا:گرددمينظر در اعضا و مفاصل صرف

  شود. ضافه ميآن ا يفنر انتقالي و فنر دوراني از تير حذف شده و در انتها دو عدد به درجه نامعين
DI [r (c )] DI [ ( )] DI          2 2 1 1 2 2    

  داريم: و كرده جدا Bحال تير را از مفصل برشي
كنيم زيرا داراي دو شروع مي BCاز قسمت ي ايجادشدههابا توجه به شكل

Bمجهول است C(M , R ).   
  
  
  
  

  صورت زير داريم:ت تعادل را براي آن نوشته و بهپس معادلا
y C C CF R P R P R R P             o¹    

 

C B C B C BM M (R L) M R L M PL             

شوددو ميبرابر  AB، تعداد مجهولات قسمتBCاز قسمت BMحال با مشخص شدن مقدار
yA A(M , R ، پـس بـا نوشـتن معـادلات تعـادل بـراي       (

  داريم: ABقسمت
  
  
  
  

 

y yy A AF R qL R qL           

A A B
L

M M M qL (qL )


        2
2  BM PL

A
qL

M PL     
23

2 AM M o¹ 
qL

PL 
23

2  

 





  

  

هاسازه تحليل  6  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 در شكل مقابل گشتاور خمشي در نقطه :2مثالm واقع در وسطAD  76سراسري ـ عمران مهندسي (  كدام است؟(  

1 (PL2

8   

2( PL22
8   

3(PL23
8    

4( PL24
8  

  
 :آوريم:ابتدا درجه نامعيني قاب را بدست مي  »3«گزينه  پاسخ  

r

c DI (r k) (c )

k

DI ( ) ( ) DI

  
         
 
       

2 1 3
1 1 1 3 3 3
1

3 3 1 3 3 

  

  

 AB ،BCبنابراين قاب معين است. حال با توجه به اينكه تمام اعضاي دو سر مفصل و پيوسته
  داراي بارگذاري به صورت مستقيم هستند، پس در اين قاب هيچ عضو دو نيرويي نداريم.  ADCو

   :خواهيم داشترا از قاب جدا كرده و به صورت زير  ABبنابراين ابتدا قسمت

                                
y  برابر هستند و داريم: AVو BVبا توجه به تقارن در بارگذاري قائم، نيروهاي A B A B

PL
F PL V V V V


          2    

x  :توان نوشتميهمچنين  A B A BF N N N N          
  را جدا كرده و داريم:BCپس عضو

  برابر هستند و داريم: CNو BNبا توجه به تقارن در بارگذاري افقي، نيروهاي
  
  
  

  همچنين خواهيم داشت:
                

    

C  : توان نوشتميبنابراين  A
PL PL

V N 2 2»  
  

 گاهالعمل افقي تكيه، بايد مقدار عكسmسپس براي محاسبه مقدار لنگر خمشي در نقطه
D را بدست آوريم. بنابراين با لنگرگيري حول نقطهA :در كل سازه به صورت زير داريم  

  

x

x x

A D

D D

L L L
M (PL ) (PL ) (PL ) (R L)

PL PL
R L R

          

    


2

2 2 2

2 2

 
  

  

  



x B C B C
PL

F N N PL N N           2

y C B C BF V V V V

        





   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   7  هاسازه تحليل

  داريم: ADCبراي عضو جدا شده mدر نهايت با زدن مقطعي در

                  

m m m m

L
PL L PL PL L L PL PL PL

M ( ) ( L) ( ) (P ) M M M                 
2 2 232

2 2 2 2 2 2 2 2 8 8   

  

 مقدار لنگر :3مثالCBM 82سراسري ـ عمران مهندسي (   چقدر است؟(  

  ) صفر1

2( PL

  هاي ساعتدر جهت عقربه 2

3 (/ PL1   هاي ساعتدر جهت عقربه 5

4(PL هاي ساعتدر جهت عكس عقربه  
  

 :آوريم:ابتدا درجه نامعيني قاب را بدست مي  »2«گزينه  پاسخ  

 

r

c DI (r k) (c )

k

DI ( ) ( ) DI

  
         
 
       

2 1 3
1 1 1 3 3 3
1

3 3 1 3 3 

  

  
به صـورت پيوسـته،   ADوABشود كه اعضايبنابراين قاب معين است. حال مشاهده مي

و نيـروي  باشند ميراين اعضا دو نيرويي دو سر مفصل و فاقد بارگذاري مستقيم هستند، بناب
  داريم: مقابلداخلي آنها در راستاي دو مفصل قرار دارد. پس به صورت 

  
  
  

از  Cنمود. براي اين منظور ابتدا سمت چپ نقطـه  را به صورت زير محاسبه CBM، مقدار لنگر خمشيABFو ADFتوان بدون محاسبه نيروهايمي پس
     آوريم:را بدست مي CMمقطع زده و لنگررا  BCDEقسمت

  
  
  
  
  

1.5P



´ÃºpïÂ¶ Íõ£¶



ADF



  

  

هاسازه تحليل  8  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  داريم: Cبا در نظرگيري قسمت سمت راست در ادامه

  C C C
PL

M ( / P L) (P L) M M          1 5 2   

  آيد: ولي خلاف جهت آن بدست ميCMهم مقدار باCBM، مقدار لنگرCبه قسمت چپCMحال با انتقال لنگر

CBساعت) هايجهت عقربهدر (
PL

M  2  

  

 لنگر مقابل در قاب :4مثالBCM :84آزاد  ـعمران مهندسي (   برابر است با(  

1 (PL3   
2(PL2    
3(PL5    
4( PL4  

  
 :آوريم:بتدا به صورت زير درجه نامعيني قاب را بدست ميا  »4«گزينه  پاسخ   

r

c DI (r k) (c ) DI ( ) ( ) DI

k

  
             
 

2 1 3
3 3 3 3   


  

  

شود كه اين قاب پيوسته (فاقد ناپيوستگي داخلـي) داراي سـه   همچنين مشاهده ميقاب معين است، 
العمـل  ، ابتـدا بايـد مقـدار عكـس    BCMاست، بنـابراين بـراي محاسـبه لنگـر    گاهي تكيهالعمل عكس
  را بدست آوريم: CRيگاهتكيه

A C

C C

L
M ( P L) (P ) (R L)

PL P
PL (R L) R

        

      

 2 2 2
94 2 2

 


  

  

  را تعيين نمود: BCMتوان مقدار لنگر مي Bحال با زدن مقطعي از نقطه

B BC C

BC BC

L
M M (P ) (R L)

PL P
M ( L) M PL

       

      

 2
9 42 2

 


  

  

 عضودر قاب مقابل نيروي محوري در  :5مثالAC  87سراسري ـ عمران مهندسي (  چقدر است؟(  
  صفر  )1

2(P
5

2    

3(P
2

2  

4(P
3

2  
  

  

r 1

r 2



   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   9  هاسازه تحليل

 :آوريم:ت زير بدست ميابتدا درجه نامعيني قاب را به صور»  1«گزينه  پاسخ  

 

r

c DI (r k) (c )

k

DI ( ) ( ) DI

  
         
 
       

2 1 3
1 1 1 3 3 3
1

3 3 1 3 3 

  

  

به صورت پيوسته، دو سر مفصل و فاقد بارگـذاري مسـتقيم هسـتند، ايـن اعضـا دو       ABو ACشود كه اعضايبنابراين قاب معين است. حال مشاهده مي
  داريم: زيرپس به صورت گيرد آنها در راستاي دو مفصل قرار مي باشند و نيروي داخلينيرويي مي

  
                           

  
  
  
  
  
  
  

  آوريم:را بدست مي ACبه صورت زير مقدار نيروي محوري در عضو BCDEحال با در نظرگيري قسمت
   x AC ACF F cos F           

 را به صورت زير محاسبه نمود:ABتوان مقدار نيروي عضوهمچنين مي

E(خلاف جهت فرضي اوليه)  AB AB AB
L PL P

M (F L) (P ) F L F               2 2 2   

  
 به خرپاي متقارن شكل زير دو نيروي :6مثالP وP2 روي داخلي عضواعمال شده است، نيb چند برابر عضوa 88(مهندسي عمران ـ سراسري   باشد؟مي(  

1 (
7
3   

2( 
5
3   

3( 
4
3   

4( 
2
3   

  

 

ACF cos 
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 :شود شكل اين خرپا پيچيـده  طور كه مشاهده ميهمان  »2«گزينه  پاسخ
است، بنابراين بهترين روش براي محاسبه نيروي اعضاي اين خرپا، روش مقطـع 

  زدن است. 
شده بايد به نحوي باشد كه بـا اسـتفاده از يـك    دقت داشته باشيد كه مقطع زده

دسـت آورد.  راي آن مقطع بتوان نيروي عضو مـوردنظر را بـه  معادله تعادل لنگر ب
را بـا مقـاطع    bو aطوركلي مطابق شكل مقابل نيروي هر يـك از اعضـا  پس به

  آوريم:دست مينشان داده شده به
  
  

آوريـم.  دسـت مـي  ) به1اده از مقطع (را با استف aابتدا نيروي عضو
 Hبراي اين منظور مطابق شكل مقابل با لنگرگيري حـول مفصـل  

را تعيـين   aصورت زير با يك معادله مقدار نيروي عضـو توان بهمي
   نمود، پس داريم:

H a
L L

M [F ( )] [P ( )]        4 22 2    

a a
P

F L PL F


     2 2   

  
)، مطابق شكل مقابل 2، با استفاده از مقطع (bحال براي محاسبه نيروي عضو

   صورت زير نوشت:توان بهمي Dبا لنگرگيري حول مفصل

D b
L L

M [F ( )] [P ( )] [ P L]          6 3 2 22 2    

b b
PL

F L PL F L PL       
3 53 4 32 2   

bF P 
5
6   

  برابر است با: aFبه bFدر نهايت نسبت نيروهاي

b

a

PF
PF

  


5
56
3

2

   

 

 90آزاد عمران ـ مهندسي (  در خرپاي مقابل تحت بارگذاري نشان داده شده تعداد اعضاي صفر نيرويي كدام است؟ :7مثال(  

1 (4  

2( 6  

3( 8  

4( 1   

  
 :با توجه به اينكه خرپا متقارن است، بنابراين مفصل»  3«گزينه  پاسخA   روي محور تقارن خرپا قرار دارد و از طرفي ديگر داراي چهار عضو اسـت كـه

توان گفـت كـه   )، بنابراين ميADو AEاند (و دو عضو ديگر آن با محور تقارن خرپا زاويه يكسان ساخته )ABوACدو عضو آن عمود بر محور تقارن (
  ):ADو AEداراي دو عضو صفر نيرويي است (Aمفصل

  

aF

bF
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كه هر دو شرايط يكساني دارنـد،   Gو Fهايحال با در نظرگيري مفصل
اند كه دو عضـو  ها از سه عضو تشكيل شدهين مفصلاشود كه مشاهده مي

در راستاي ديگر است، از طرفي با توجه به اينكـه  يك راستا و عضو سوم آنها در 
صـفر   GDو FEهيچ نيروي خارجي به آنها اعمال نشده است، بنابراين اعضـا 

  باشند.نيرويي مي
  

  
ــا حــذف عضــوهاي ــرا AEو EFســپس ب چنــين و هــم Eي مفصــلب

، اين دو مفصل سه عضوي شده كه Dبراي مفصل ADو GDعضوهاي
دو عضو آنها در يك راستا قرار دارند و عضو سـوم آنهـا در راسـتاي ديگـر،     

صـفر نيرويـي    JDو EIفت عضو سوم آنها يعني اعضاتوان گبنابراين مي
  هستند، و داريم:

  
  

  

  
گـاه مفصـلي قـرار    بين دو تكيه HJو HIدر نهايت با توجه به اينكه اعضا

صفر است، پس ايـن اعضـا نيـز صـفر نيرويـي      اند و تغيير مكان آنها گرفته
  هستند:  

  

  
  
  

  

  عضو صفر نيرويي وجود دارد. 8بنابراين در اين خرپا 
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  فصل چهارم

  »هاي معين به روش كار مجازي محاسبه خيز و شيب در سازه« 

 گاهگاهي در تكيههاي تكيهدر اثر نشست :1مثالAراناز سازه شكل زير دوB75سراسري  مهندسي عمران ـ(  كدام است؟(  

1( u

a

11
6  2( u

a

7
6 

3u

u  
3( u

a3  4( u

a

11
3  

 :تحت اثر بارگذاري مستقيم قرار ندارد و از طرفي تحت اثر عامل غيرمستقيم نظير شود قاب معين است و طور كه مشاهده ميهمان »2«گزينه  پاسخ
  دهيم.گاهي قرار گرفته است پس با استفاده از روش كار مجازي مراحل زير را انجام مينشست تكيه
 بايد لنگر واحـد در ايـن نقطـه اعمـال     Bبراي محاسبه دوران نقطه مرحله اول:

گـاهي در نقـاطي كـه نشسـت     هـاي تكيـه  العمـل گردد و سـپس مقـادير عكـس   
در  Aگاهي ايجاد شده است مشخص گردد، پس با توجه به اينكه در نقطهتكيه

هـاي  العمـل گاهي ايجاد شده اسـت بنـابراين بايـد عكـس    دو جهت نشست تكيه
  در دو جهت تحت اثر بارگذاري واحد بدست آوريم:را Aگاهيتكيه

 
y yE A AM R ( a ) R

a


       13 1 3   

  كنيم:را بررسي ميABCجدا كرده و قسمتCقاب را در نقطه حال

 
x yC A A

a
M ( R a) (R (a ))         12   

x x xA A A
a

R a ( ) R a R
a a

          
1 3 1 11 3 2 2 2  

  

گاهي داريم، پس با توجه به مقادير بدست لت اينكه فقط نشست تكيهبه ع مرحله دوم:
  توان نوشت:را به صورت زير مي RWآمده در مرحله اول مقدار

y y x xR A A A A R
u u u

W (R ) (R ) W ( u) ( u)
a a a a a

             
1 1 3 733 2 3 2 6  

B  گردد:پس رابطه كار مجازي به صورت مقابل ارائه مي R B B
u u

W
a a

          
7 7
6 6   

  باشد.خلاف جهت دوران اين نقطه ميBنشان دهنده اين است كه جهت لنگر واحد در نقطهعلامت منفي 

  
 خرپاي شكل زير عضودر  :2مثالCF  تر اجرا شده است. تغيير مكان افقي نقطهمتر كوتاهسانتي 2در حين اجراC    .را پس از مونتاژ حسـاب كنيـد
2/برابر CFاز چپ به راست قرار گيرد، نيروي داخلي ميله ton7دانيم در صورتي كه اين خرپا تحت اثر بار افقي(مي   باشد.)(فشاري) مي625

  )85سراسري  مهندسي عمران ـ(  

1(/ cm   به سمت چپ75
2(/ cm   به سمت راست75
3( / cm5   به سمت راست25
  براي محاسبه ابعاد هندسي سازه بايد حذف شود. )4
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 :اثر بارگذاري مستقيم قرار نداشته و فقط در عضو شود خرپا معين است و تحتطور كه مشاهده ميهمان »2«گزينه  پاسخCF  خطاي ساخت ايجاد
  شده است، بنابراين با انجام مراحل زير داريم:

كنيم. دقت اعمال مي C، نيروي واحد افقي در نقطهCبا توجه به محاسبه تغييرمكان افقي نقطه مرحله اول:
قرار گيرد، آنگاه  ton7داشته باشيد در صورت سؤال اشاره شده كه اگر اين خرپا از چپ به راست تحت اثر بار

/برابر  CFنيروي ايجاد شده در عضو ton2 نكه بار واحد از چپ به راست در است. بنابراين با توجه به اي 625
  تحت بارگذاري واحد برابر است با: CFاعمال شده پس مقدار نيروي عضو Cنقطه

CF

CF

C CF
/

( ) ton / F

( ) ton F

 
  

2 625 17 2 625 71

¾‰£º oMjnH»Á»oÃº ¼…– oM jnH» Á»oÃº
Â±‚HÁnHm¬nIM
keH»ÁnHm¬nIM

  

  :ريمحال با قرار دادن مقدار بدست آمده از مرحله اول در رابطه كار مجازي دا مرحله دوم:
xC CF

/
F (F ) ( ) / cm

         2 625 2 757  

)CFتر از مقدار واقعي ساخته شده، بنابراين مقدار آن در رابطه كار مجازي منفي استكوچك CFدقت داشته باشيد كه عضو cm)  2 پس تغيير .
  جهت با نيروي واحد افقي است. ت آمده و اين يعني تغيير مكان آن هممقدار مثبت بدس Cمكان افقي نقطه

  
 88مهندسي عمران ـ آزاد (  در سازه مقابل تغيير مكان افقي ميله صلب كدام است؟ :3مثال(  

1(Pa

AE

2  2(PL

AE2 

3(PL

AEa

  صفر )4  22

 شود سازه معين است و تحت اثر بارگذاري مستقيم قرار دارد. بنابراين با انجام مراحل زير داريم:طوركه مشاهده ميهمان »3«گزينه  :پاسخ  
  توان نوشت:براي محاسبه نيروي عضوهاي سازه تحت اثر بارگذاري اصلي مي مرحله اول:

xFآوريم:       زنيم و نيروهاي سه عضو را بدست ميابتدا مقطعي مي F cos F       2 2    
CM (F a) (P a) F P         1 1   

F
y F P

F F F F sin P P F P F P  


               2
11 3 2 3 3 2  

كنيم:                                         ا را براساس بارگذاري واحد تعيين مينيروي اعضBبراي تعيين تغيير مكان افقي ميله با اعمال بار واحد افقي در نقطه مرحله دوم:

xF F cos F
cos

        
 2 2

11  

CM F a F      1 1    

F
y

F
cos

F F F F sin F ( sin ) F tan F tan
cos

   




                    
 1

2
1 3 2 3 3 31

1  

  بنابراين با قرار دادن مقادير بدست آمده در رابطه كار مجازي خواهيم داشت: سوم: مرحله

x xB B

( ) ( ) ( a L )FFL FFL FFL FFL ( P)( ) L ( P)( tan ) Lcos( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
AE AE AE AE AE AE AE

                
2 2

1 2 3

1
2

2 2
  

L
tan

a
                                         و

x xB B
PLtan PLtan

AE AE
    

       
2 2  

  برابر است با:Bبنابراين تغييرمكان افقي نقطه
xB

PL L PL

AE a AEa

 
   

22 2  

  خلاف جهت تغييرمكان افقي اين نقطه اعمال شده است. Bدهنده اين است كه نيروي واحد افقي در نقطهتوجه داشته باشيد علامت منفي نشان
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 در قاب زير اختلاف دوران در محل مفصل خمشي :4مثالC( ) C  كدام است؟  
  )89آزاد  (مهندسي عمران ـ  باشند).ميEIصلب و ساير اعضا داراي صلبيت خمشي CDو BC(اعضاي

1 (PL

EI

22
3  2( ( ) PL

EI

 22 1
9  

  
3 (( ) PL

EI

 22 1
9  4 (PL

EI

2

3  
  

 :به منظور محاسبه اختلاف دوران در محـل مفصـل خمشـي     »3«گزينه  پاسخC 
  كنيم:را طي ميبا استفاده از روش كار مجازي مراحل زير  ABCDEبراي قاب معين

  كنيم:نمودار لنگر خمشي در قاب را با توجه به بارگذاري اصلي آن رسم مي مرحله اول:
  

  
  در كل قاب داريم: Eابتدا با لنگرگيري حول نقطه

y y yE A A A
P

M (R L) (P L) R L PL R              3 3 3    

y y y yy A E E E
P P

F R R R R          3 3     

  داريم: Cاز مفصل ABCسپس با جداسازي قسمت

y xA A(R L) (R L)     CM     

x y x y xA A A A A
P

R L R L R R R         3   

y yy A C C A C
P

F R V V R V          3    

x xx A C C A C C
P P

F R P N N R P N P N               2
3 3    

  

  ريم:دا CDEهمچنين با بررسي قسمت
  

x xx E E
P P

F R R       2 2
3 3    

 
 

 

  

  

، بايـد  Cحال به منظور محاسبه اختلاف دوران در محل مفصل خمشـي مرحله دوم: 
اعمـال نمـاييم و    Cدو لنگر واحد در خلاف جهت هـم در طـرفين مفصـل خمشـي    

  ا تحت اثر اين بارگذاري واحد رسم كنيم:سپس نمودارهاي لنگر خمشي در قاب ر
  

  

  

  در كل قاب داريم: Eابتدا با لنگرگيري حول نقطه

y yE A AM (R L) R         3 1 1    

y y yy A E EF R R R            
  



   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   15  هاسازه تحليل

  

  از قاب داريم:  ABCحال با جداسازي قسمت

xx
C AA

M (R L) R
L

 
        11    

xC A CN R N
L


   

1
xx A CF R N         

yy A C CF R V V           
  

  صورت زير داريم:به CDEسپس براي قسمت

xC EN R  xF      
  

xE CR N
L

   
1  

  
توان با استفاده از روش ترسيمي مور ا رسم نمودارهاي لنگر خمشي تحت اثر بارگذاري اصلي (مرحله اول) و بارگذاري واحد (مرحله دوم) ميب مرحله سوم:

  دست آورد:را به MMdxمقادير

AB:  Bقسمت  B

A A

PL
L PL

MMdx MMdx
 

   
213

3 9  
  

  
   :DEقسمت

E E

D D

PL
L PL

MMdx MMdx


  

   
21 2 23

3 9  

را با استفاده از رابطه كار مجـازي   Cتوان مقدار اختلاف دوران در مفصل خمشيدست آمده در مرحله سوم، ميبنابراين با قراردادن مقادير به مرحله چهارم:
   تعيين نمود:

E B C D E
C A A B C D

MMdx MMdx MMdx MMdx MMdx
( )

EI EI EI EI EI
            

C
PL PL

( )
EI EI

   
2 2

9 6
PL

EI


2

6 C
PL PL

( ) ( )
EI EI


   

2 22 1 2
9 9   

)ها ضريبشود در گزينهطوركه مشاهده ميهمان )
2 1

ها درنظـر گرفتـه شـده و درواقـع از لحـاظ      توان گفت كه مقدار مثبت در گزينهوجود دارد و مي 9

)اندازه فرقي با )
1 2
  ندارد.  9

Cصلب هستند، بنابراين مقدار BCو CDاينكه اعضايتوجه داشته باشيد به علت 

B

MMdx

EI و
D

C

MMdx

EI  باشـد و در مرحلـه سـوم    برابر صفر مـي
  ها مقاديري محاسبه نشده است.براي اين قسمت
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 عضو :5مثالBCدر اثر بارگذاريP به اندازه دهد. چنانچه اين عضو در اثر خطاي ساختافزايش طول مي2   كوتاه ساخته شده باشد، پس از
  )90آزاد  مهندسي عمران ـ(  ثابت) (EAكدام است؟ Bقي گرهنصب و در غياب هرگونه بارگذاري خارجي روي خرپا، تغيير مكان اف

1(EA

PL

22   2( EA

PL

24  

  
3( EA

PL

23   4( EA

PL

25   

 :خرپا معين و تحت اثر بارگذاري مستقيم »1«گزينه  پاسخP چنين عضوقرار گرفته است. همBC :داراي خطاي ساخت است، پس با انجام مراحل زير داريم  
دهد. پس با استفاده از رابطه افزايش طول مي به اندازه BCرار دارد كه در اثر اين بارگذاري عضوق Pخرپا تحت اثر بارگذاري مستقيم مرحله اول:

  م: آوريرا تحت بارگذاري اصلي بدست ميBCتغيير مكان محوري در عضو از درس مقاومت مصالح، نيروي عضو
BC BC BC

BC BC
BC

F L F L EA
F

(EA) EA L

 
       

  

در Pاعمال نماييم. به دليل اينكه نيروي واحد افقي در جهت نيروي Bبايد بار واحد افقي را در نقطه Bجهت محاسبه تغييرمكان افقي نقطه مرحله دوم:
تحت بارگذاري  BCتقسيم كرده و نيروي عضو Pتحت بارگذاري اصلي را بر  BCتوان مقدار نيروي عضوشود، مياعمال ميBي به نقطهبارگذاري اصل

BC  واحد را بدست آوريم:
BC BC

F EA EA
F F

P L P PL

 
    

1   

  ن با قرار دادن در رابطه كار مجازي داريم:بنابراي مرحله سوم:
را در شرايط بدون بارگذاري خارجي تعيين نماييد. بنابراين از اثر  Bدقت داشته باشيد در صورت سؤال بيان شده است كه مقدار تغييرمكان افقي نقطه

FFLبارگذاري مستقيم بر سازه و ترم

AE
 كنيم. يعني داريم:نظر ميدر رابطه كار مجازي صرف  

x x xB BC B B
EA EA

F (F ) ( ) ( )
PL PL

 


 
              

222  

علامت منفي در 2  به علت اين است كه عضوBC تر از مقدار واقعي ساخته شده است و علامت منفي دركوتاه
xB نده اين است كه تغيير دهنشان

  باشد. خلاف جهت نيروي واحد افقي در اين نقطه ميBمكان افقي نقطه

  
 در خرپاي مطابق شكل زير عضو :6مثالDE را به چه اندازه گرم كنيم تا تغيير مكان افقي مفصلB راست برابر به سمت L41  شود؟  

(ضريب انبساط حرارتي را
C

  5 11  (.فرض كنيد  ) 93مهندسي در سوانح طبيعي ـ سراسري(  

1( C1  
2( C2 
3( C4  
4( C5  

 :خرپا معين و تحت اثر بارگذاري مستقيم قرار نگرفته و از طرفي عضو »2«گزينه  پاسخDE  تغيير دما داشته است. بنابراين با استفاده از روش كار
  مجازي و انجام مراحل زير داريم:

اعمال  Bبايد نيروي واحد افقي را در نقطه Bبه منظور محاسبه تغييرمكان افقي مفصل مرحله اول:
  را تحت بارگذاري واحد به صورت زير تعيين كنيم. پس داريم:DEنماييم و سپس نيروي عضو

به سمت راست مطرح شده است بنابراين نيروي افقي  Bدقت داشته باشيد چون تغيير مكان افقي نقطه
  اعمال گردد. Bواحد نيز بايد در سمت راست به نقطه

 A E EM (R L) ( L) R        12 1 2   
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  :Eمفصل

y E CE CE CEF R F sin (F ) F
              1 1 245 2 22

  

x DE CE DE DEF F F cos F ( ) F            2 1 145 2 22
    

  نابراين با قرار دادن مقدار بدست آمده از مرحله اول در رابطه كار مجازي داريم:ب مرحله دوم:
  است، پس خواهيم داشت: L41برابر Bدقت شود كه تغيير مكان افقي نقطه

xB DEF L T (F L T) L L T T C                4 511 1 22
    

  
 ها يكسان و برابرهمه ميلهدر خرپاي مقابل كه سطح مقطع  :7مثالAاست فقط چهار ضلع را به اندازهTدهيم. تنش حاصـل در ميلـه   حرارت مي

  )93آزاد  مهندسي عمران ـ(  قطري چقدر است؟

1(E T
2

2  

2( E T
2

3 

3( E T  
  صفر )4

 :خرپا معين است و تحت اثر بارگذاري مستقيم قرار ندارد. از طرفي چهار عضو آن دچار تغيير دما به اندازه »4«گزينه  پاسخTدانـيم در  اند. ميشده
ر دما و خطـاي سـاخت قـرار گرفتـه باشـد، نيـروي در اعضـاي خرپـا ايجـاد          گاهي، تغييخرپاي معين كه تنها تحت اثر عوامل غيرمستقيم نظير نشست تكيه

   گردد و در نتيجه تنش در اعضا آن برابر صفر است.نمي

  
 در ميله يكنواحت زير با بارگذاري نشان داده شده مطلوب است تعيين تغييرمكان افقي و عمودي نقطه :8مثالB:  )93آزاد  مهندسي عمران ـ(  

1( PR PR
,

EI EI

3 3

2 2  2( PR PR
,

EI EI

3 3

2 

  
3( PR PR

,
EI EI

3 3

2 2  4( PR PR
,

EI EI

3 3

4 2  

 :دهيم:مي براي محاسبه تغييرمكان افقي و قائم قاب قوسي شكل معين با استفاده از روش كار مجازي مراحل زير را انجام »4«گزينه  پاسخ  
ابتدا توجه داشته باشيد كه فقط مقدار صلبيت خمشي قاب ارائه شده  مرحله اول:

 است، بنابراين تنها بايد معادله لنگر خمشي را تحت اثر بارگذاري اصلي برحسب
  بدست آوريم. پس با زدن مقطعي مطابق شكل زير داريم:

  

 CM M P(R sin ) M PR sin            
 B، ابتدا بار واحد قائم را در نقطهBبراي محاسبه تغييرمكان قائم نقطه مرحله دوم:
تحت اثر  كنيم و سپس با زدن مقطعي معادله لنگر خمشي را برحسباعمال مي

  يم:آوربارگذاري واحد بدست مي

C ( ) ( )M M ( R sin ) M R sin          1 11   
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، كافي است بار واحد افقي را در Bچنين براي محاسبه تغييرمكان افقي نقطههم
 اعمال نماييم و سپس با زدن مقطعي معادله لنگر خمشي را برحسب Bنقطه

  بارگذاري واحد تعيين كنيم: تحت اثر
C ( )

( )

M M ( (R R cos ))

M R( cos )

       

    

 2

2

1
1

  

  بنابراين با قرار دادن مقادير بدست آمده از مراحل اول و دوم در رابطه كار مجازي داريم: مرحله سوم:
  :B) تعيين تغيير مكان قائم نقطه1

y y y

( )
B B B

MM ( PR sin )( R sin ) PR PR cos
Rd Rd sin d d

EI EI EI EI   

        
               

3 31 22 2 2 2 1 2
2  

y y y yB B B B
PR PR PR PR

d cos d | sin | ( )
EI EI EI EI

                            
     

 
3 3 3 3

2 22 2 12 22 2 2 2 2 4  
  

  :B) تعيين تغيير مكان افقي نقطه2

x x

x x

( )
B Bx B

B B

MM ( PR sin )( R( cos )) PR (sin )( cos )
Rd Rd d

EI EI EI

PR PR ( cos ) PR PR
sin ( cos )d | ( )

EI EI EI EI

  




  



        
          

                  
 
 

  



322 2 2

3 3 2 3 3
22

1 1

1 11 2 2 2

  

  باشد. مي Bدهنده اين است كه جهت انتخاب اعمال نيروي افقي واحد خلاف جهت تغيير مكان افقي نقطهعلامت منفي نشان
  

 مكان افقي نقطهدر قاب زير تغيير :9مثالDمتر است؟چند سانتي(EI kg.cm )  11 22   )94مهندسي معماري كشتي ـ سراسري (  1

1(/ 16  

2( / 32  

3( / 48  

4( / 64  

  
 :براي محاسبه تغييرمكان افقي نقطه ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ پاسخD توان از روش كار مجازي به صورت زير استفاده در قاب معين مي

  يم:كرد. توجه داشته باشيد كه اعضا فقط داراي صلبيت خمشي هستند پس با انجام مراحل زير دار
  شوند:نمودارهاي لنگر خمشي تحت اثر بارگذاري اصلي براي اعضا قاب به صورت مقابل رسم مي مرحله اول:

A C CM ( ) (R ) R kg        1 2 4 5        

xx AF R      

y y

y

y A C A

A

F R R R

R kg


         

 

 1 5 1
5
        

 
  

بايد بار واحد افقي را در  Dحال براي محاسبه مقدار تغييرمكان افقي نقطه مرحله دوم:
وارد كرده و نمودارهاي لنگر خمشي اعضاي قاب تحت اثر بارگذاري واحد را  Dنقطه

  رسم نماييم:
 A C CM R R      4    

y yy A C AF R R R

           

x xx A AF R R       1 1   

C
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  ه نمودار لنگر خمشي در اعضاي قاب تحت اثر بارگذاري واحد صفر است. شود كبنابراين مشاهده مي

D  داريم:MMdxدر اين مرحله با استفاده از روش ترسيمي مور براي محاسبه مقادير مرحله سوم: B C

A D B
MMdx MMdx MMdx       

  ه سوم در رابطه كار مجازي داريم:بنابراين با قرار دادن مقادير بدست آمده از مرحل مرحله چهارم:

D B C
D(x) D(x)A D B

MMdx MMdx MMdx MMdx

EI EI EI EI
                  

  اي اين مقدار ارائه نشده است. برابر صفر است و در هيچ گزينه Dشود كه مقدار تغييرمكان افقي نقطهملاحظه مي پس

  
 در تير خمشي زير خيز قائم در نقطه :01مثالD 94مهندسي در سوانح طبيعي ـ سراسري (  كدام است؟(  

1(PL

EI

3

12  2( PL

EI

3

6 
  

  3( PL

EI

3

3  4( PL

EI

3

2  

 :براي محاسبه خيز قائم نقطه »2«گزينه  پاسخD كه فقط مقدار صلبيت توان از روش كار مجازي استفاده نمود. با توجه به ايندر تير معين مي
  خمشي اعضاي تير داده شده است، پس با انجام مراحل زير داريم:

  براي رسم نمودار لنگر خمشي اعضا تير تحت بارگذاري اصلي به صورت زير داريم: :مرحله اول

B C CM (R L) (P L) R P             

y y yy B C B BF R R P R P P R P

            2  

xx BF R       
  :ABقسمت 

  

B B BM M (P L) M PL            
  
  
  

 

  

  :BCقسمت 

C C

C C

M M (P L) ( P L)

M PL PL M

       

     

 2 2

2 2

 

 
  

  
  
  

  

  :CDقسمت 

D D

D D

M M (P L) ( P L) (( P) L)

M PL PL PL M

          

      

 3 2 2

3 4
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را اعمال كرده و نمودار لنگر خمشي اعضاي تير را تحت اثر بارگذاري  Dبايد بار قائم واحد در نقطه Dبراي محاسبه مقدار خيز قائم نقطه مرحله دوم:
  واحد رسم نماييم:

B C CM (R L) ( L) R         1 2 2   

y y yy C B B BF R R R R

             1 2 1 1                                 

xx BF R                                  
  
  

  :BCقسمت :                                                                              CDقسمت 
  

  
  

  
  

  
     C C CM M ( L) M L         1   

  
  

  
  

  :ABقسمت 

A A

A A

M M ( L) ( L) (( ) L)

M L L L M

 

 

          

      
 1 3 2 2 1

3 4
    

  
  

را براي اعضا قاب به كمك نمودارهاي لنگر خمشي تحـت بارگـذاري    MMdxتوان مقاديربا استفاده از روش ترسيمي مور مي در اين مرحله مرحله سوم:
 اصلي و واحد به صورت زير بدست آورد:

  :CDو  ABهاي سمتق
  

B

A
MMdx   

     

  :BCقسمت 
  

C C

B B

( PL)( L) L PL
MMdx MMdx

  
   

3

6 6  
  
  

  بنابراين با قرار دادن مقادير بدست آمده از مرحله سوم در رابطه كار مجازي داريم: مرحله چهارم:
  

y y y

B C D
D D DA B C

MMdx MMdx MMdx MMdx PL PL
( )

EI EI EI EI EI EI
                

3 31
6 6   

  
 در تير زير قطعه :11مثالAB صلب است، تغيير مكان نقطهB 95سراسري  مهندسي عمران ـ(  كدام است؟(  

1 (PL

EI

3

16  2( PL

EI

3

24  

  
3( PL

EI

3

48  4( PL

EI

3

96  

CR

D

C
MMdx 

D

D

B B

B B

M M ( L) ( L)

M L L M

 

 

       

     
 1 2 2

2 2
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 :براي محاسبه تغييرمكان نقطه  »4«گزينه  پاسخB توان از روش كار مجازي اسـتفاده نمـود. البتـه توجـه داشـته      براي تير معين نشان داده شده مي
EI)صلب است ABباشيد كه قسمت )  و از طرفي براي قسمتBC  كـافي اسـت تنهـا نمـودار     فقط مقدار  صلبيت خمشي ارائه شده است. بنابراين

  را رسم كرده و با انجام مراحل زير داريم: BCلنگر خمشي براي قسمت
  آيد:دست ميصورت زير بهبه BCنمودار لنگر خمشي تحت بارگذاري اصلي براي قسمت مرحله اول:

yA C C
L P

M (R L) (P ) R         2 2    

y yy A C A
P

F R R P R        2    

yB B C B
L PL

M M (R ) M        2 4    
اعمـال   B، بايد بار واحد قائم در نقطهBبراي محاسبه مقدار تغييرمكان نقطه مرحله دوم:

  د:رسم شو مقابلگردد و سپس نمودار لنگر خمشي تحت اثر بارگذاري واحد به صورت 
  

  A C C
L

M (R L) ( ) R         11 2 2   

y yy A C AF R R R        11 2    

B C B
L L

M (R ) M     2 4  BM    

   MMdxتوان مقداردر اين مرحله با استفاده از روش ترسيمي مور مي مرحله سوم:
صورت زير با كمك نمودارهاي لنگر خمشي تحت اثر بارگذاري به BCرا براي قسمت
  دست آورد:اصلي و واحد به

C C

B B

PL L L
( )( ) PL

MMdx MMdx


   
34 4 2

3 96  

  در رابطه كار مجازي به صورت زير خواهيم داشت: MMdxبنابراين با قراردادن مقدار مرحله چهارم:

B C
B B BA B

MMdx MMdx MMdx PL PL
( )

EI EI EI EI EI
             

3 31
96 96   

  

 جايي نقطهجابه :12ثالمC 95مهندسي معماري كشتي ـ سراسري (  چه مقدار است؟(  

1(ML

EI

2
  2( ML

EI

2

3 

  
3( ML

EI

22
  صفر است. )4  3

 :جايي نقطهمحاسبه مقدار جابه براي »2«گزينه  پاسخCكه براي اعضاي قاب توان از روش كار مجازي استفاده نمود. با توجه به ايندر قاب معين مي
  فقط مقدار صلبيت خمشي اعضا ارائه شده است، پس با انجام مراحل زير داريم:

  حت اثر بارگذاري اصلي داريم:براي رسم نمودار لنگر خمشي اعضا قاب ت مرحله اول:

a c c
M

M (R L) M R
L

          

y yy c a a
M

F R R R
L

 
          

xx aF R       

4

4
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اعمال  cبايد بار واحد افقي را در نقطه Cجايي نقطهبراي محاسبه جابه مرحله دوم:
  دارهاي لنگر خمشي براي قاب تحت بارگذاري واحد را رسم كنيم:نماييم و نمو

a c cM (R L) ( L) R         1 1   

y yy a c aF R R R

       1   

x xx a aF R R       1 1   
ه كمـك نمودارهـاي لنگـر خمشـي تحـت اثـر       را براي اعضاي قاب ب xMMdتوان مقاديردر اين مرحله با استفاده از روش ترسيمي مور مي مرحله سوم:

  بارگذاري اصلي و واحد به صورت زير بدست آورد:
   : bcو  abهاي قسمت

  
  

  
  
  
  

  

  بنابراين با قرار دادن مقادير بدست آمده از مرحله سوم در رابطه كار مجازي داريم: مرحله چهارم:
b c

C C Ca b

MMdx MMdx MMdx ML ML
( ) ( )

EI EI EI EI EI EI
  

              
2 21 1

3 3  
  باشد. مي Cكه جهت اعمال نيروي واحد خلاف جهت تغيير مكان نقطهعلامت منفي به معناي اين است 

  
  
  

  
  

oÿÅ b

a
MMdx 

c

b

c

b

M ( L) L
MMdx

ML
MMdx

  



 




2

3

3
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  فصل پنجم

  »هاي هندسي در محاسبه خيز و شيب تيرها بررسي روش تير مزدوج و روش« 

 83مهندسي عمران ـ سراسري (  تير مزدوج تير شكل زير مطابق كدام گزينه است؟ :1مثال(  

  
  

1(     2(     

3(      4    (  

 :ها از تير اصلي به تير مزدوج را به صورت زير تغيير دهيم:گاهتمام نقاط اتصال تير به تكيهبه منظور رسم تير مزدوج تير نشان داده شده بايد  »3«گزينه  پاسخ  

  :Aنقطه
  

A A

A A

y M
V

   
     

 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{    

   :Bنقطه
L(B) R(B) L(B) R(B)

L(B) R(B) L(B) R(B)

y y M M

V V

    
       

Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{
Âwk¹À Â§ÃUITwH

  
  

   :Cنقطه

C C

L(C) R(C) L(C) R(C)

y M
V V

    
       

 
Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{
Âwk¹À Â§ÃUITwH

    

   :Dنقطه

D D

L(D) R(D) L(D) R(D)

y M
V V

     
       

Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{
Âwk¹À Â§ÃUITwH

  
 

   :Eنقطه

E E

E E

y M

V

  

   
 
 
 

 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{   

  شود:بنابراين تير مزدوج حاصل به صورت زير رسم مي

  
  

 86عمران ـ آزاد  مهندسي(  تير مزدوج شكل مقابل كدام است؟ :2مثال(   
  

  

  
  

  

1 (          2(      

3(     4(    

 :ها را از تير اصلي به تير مزدوج تغيير دهيم. پس داريم:گاهبراي رسم تير مزدوج تير نشان داده شده بايد تمام نقاط اتصال تير و تكيه »4«گزينه  پاسخ  

  :Aنقطه
  

A A

A A

y M

M M
V

k k

  

   

 
 
 
  2 2

 
Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{  
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  :Bنقطه

  

 

B B

L(B) R(B) L(B) R(B)

y M

V V

  

    
 
 
 

 
Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{
Âwk¹À Â§ÃUITwH

  
  

  :Cنقطه

 

C C
C C

C C

R R
y M

k k

V

  

   

 
 
 
  

1 1
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{

  
  

  شود:بنابراين تير مزدوج براي تير نشان داده شده به صورت زير رسم مي
  

  
 

 مقدار چرخش نقطه :3مثالA86مهندسي عمران ـ آزاد (  در تير زير كدام است؟(  

1(PL
EI

2

72  2( PL
EI

2

36 

3( PL
EI

2

1 8  4( PL
EI

2

18  

 :ن) نقطهبراي محاسبه چرخش (دورا »3«گزينه  پاسخA توان از روش تير مزدوج با انجام مراحل زير استفاده نمود:مي  
  كنيم:نمودار لنگر خمشي تير را به صورت زير رسم مي :مرحله اول

y

y y

D A

A A

M (R L) PL PL

PR L PL R

      

      

 3
23 2 3

  

  :ABقسمت

yB B A

B B

M M PL (R L)

P PLM PL ( L) M

      


     


2
3 3

  

  

  :BCقسمت

yC C A

C C

M M PL (R L)

P PLM PL ( L) M

     

 
     

 2
2 23 3

 
  

  
  

  :CDقسمت 
  

  
  

Mنمودار :مرحله دوم
EI

  نماييم:را براي هر قسمت از تير به صورت زير رسم مي

  
  
  

M  نهايت است بنابراين داريم:ها برابر بيب بوده و صلبيت محوري آن در اين قسمتتير صلCDو ABتوجه داشته باشيد در قسمت
EI
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  ها و تير را از تير اصلي به تير مزدوج تغيير دهيم، پس داريم:گاهبراي رسم تير مزدوج تير نشان داده شده بايد نقاط اتصال تكيه :مرحله سوم

  :Aنقطه
 

A A

A A

y M

V

  

   
 
 
 

 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{    

  :Dنقطه
 

D D

D D

y M

V

  

   
 
 
 

 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{    

  

  گردد:بنابراين تير مزدوج تير نشان داده شده به صورت مقابل رسم مي
  
  
  

  
  

Mحال با قرار دادن نمودار :مرحله چهارم
EI

هاي مختلف تيـر  براي قسمت

اصلي (بدست آمده از مرحله دوم) بـر روي تيـر مـزدوج (بدسـت آمـده از      
  مرحله سوم) به صورت مقابل داريم:

  

از تيـر اصـلي، بايـد    Aبراي محاسبه چرخش (دوران) نقطه :مرحله پنجم
از روي تير مزدوج را بدست Aگاهي) نقطهالعمل تكيهمقدار برش (عكس

  توان نوشت:آوريم، پس مي
  

  

                           
yD A

PL L L L PL L LM (R L) ( ) ( ( ) L) ( ) ( ( ) L)
EI EI

                       
 1 2 1 13 6 2 2 3 2 2 6 2 2 3 2   

y y yA A A
PL L PL L PL PL(R L) R L R

EI EI EI EI



     

             
      

2 2 3 211 73 324 6 24 6 36 1 8  

)yA  داريم: بنابراين ) A ( )
PLR

EI


  
2

1 8Â±‚H oÃU Z»jq¶ oÃU  

  

 گاهتير شكل زير تكيهدر  :4مثالB ،3 88مهندسي عمران ـ سراسري (  نشست كرده است، تير مزدوج اين تير كدام است؟متر سانتي(  

  
1 (                                                               2(  

    
  
  
  
  

  
  

3 (                                                               4(  
  

  

  

 :مزدوج تير نشان داده شده بايد دو نقطه براي رسم تير »4«گزينه  پاسخA  وB :را از تير اصلي به تير مزدوج تغيير دهيم  

  :Aنقطه
  

A A

A A

y M

V

  

   
 
 
 

 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{    

  :Bنقطه
  

B B

B B

y cm M

V

  

   
 
 
 

3 3
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{    

  

  باشد:بنابراين تير مزدوج تير نشان داده شده به صورت مقابل مي
  

  شود.، تير مزدوج آن به صورت زير رسم ميEIالبته با اعمال نمودار لنگر خمشي از تير اصلي و تقسيم آن بر
  

  
  

  



  

  

اهسازه تحليل  26  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مودار تغيير شكل سازه بين نقطههاي رسم شده به ندر سازه مقابل زاويه بين مماس :5مثالB وC ) چقدر است؟EI(ثابت  ) 90مهندسي عمران ـ آزاد(  

1(PL
EI

2

3  

2( PL
EI

22  

3( PL
EI

23  

4( PL
EI

2
  

  

 :هاي رسم شده بين دو نقطهبه منظور محاسبه زاويه بين مماس »4«گزينه  پاسخB وC توان از روش لنگر سطح و قضيه اول آن به صـورت زيـر   مي
  استفاده نمود. پس داريم:

  BCخمشي براي قسمت رسم نمودار لنگر : مرحله اول
   را جدا كرده و داريم: CDEابتدا قسمت

C C CM M (P L) M PL          

Mرسم نمودار :مرحله دوم
EI

  BCبراي قسمت 

  

  

Mمحاسبه مساحت زير نمودار :مرحله سوم
EI

BC  BCبراي قسمت 

PL L PLEIS
EI


 

22
2  

  
  
  
  

C  برابر است با: Cو Bدر نتيجه اختلاف شيب (دوران) دو نقطه
C/B C B BC C/BB

Mdx PLS
EI EI

         
2

  

  
  
  

 91معماري كشتي ـ سراسري  مهندسي(  تير مزدوج سازه زير كدام است؟ :6مثال(  
  

1 (                                                         2(  
  

  

  
3                                                          (4(

 
  

  

 :براي رسم تير مزدوج تير نشان داده شده بايد دو نقطه »4«گزينه  پاسخB A» :را از تير اصلي به تير مزدوج تغيير دهيم، پس داريم  

  :Aنقطه

  

  

C C
A A

A A

R R
y M

k k

V

  

   

 
 
 
  

1 1
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{  

  
  

     شان داده شده برابر است با:است، پس تير مزدوج تير نAمشابه نقطهBبا توجه به  اينكه نقطه

  
  

E



   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   27  هاسازه تحليل

 91مهندسي عمران ـ آزاد (  تير مزدوج سازه نشان داده شده كدام است؟ :7مثال(  
 
 
 

 

 
 
 
  
  

  
 

1(                                                                                        2(  
  

 
  
  
  
  
  

  

  
3                                  (                                                       4 (  
  
  

  

 :ها را از تيـر اصـلي بـه تيـر مـزدوج      ها و مفصلگاهجهت رسم تير مزدوج براي تير نشان داده شده بايد تمام نقاط اتصال تير به تكيه »3«گزينه  پاسخ
  تغيير دهيم. پس داريم:

  :Aنقطه

  
A A

A A

F F
y M

k k
V

  

   

 
 
 
   

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{  

  

  :Bنقطه

  

  B B

L(B) R(B) L(B) R(B)

F F
y M

k cos k cos

V V

 
  

    

 
 
 
 
 

1 1

1 145 45Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{
Âwk¹À Â§ÃUITwH

  

 
 
 

  

  :Cنقطه

  

  F F
y MC C

k cos k cos
V VL(C) R(C) L(C) R(C)

   

    

 
 
 
 
 

2 2
45 452 2Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{

Âwk¹À Â§ÃUITwH
  

 
 

 

  

  :Dنقطه
  

D D

D D

y M

V

  

   
 
 
 

 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{   

  گردد:بنابراين تير مزدوج تير نشان داده شده به صورت زير رسم مي
  

  
  

  



  

  

اهسازه تحليل  28  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 92مهندسي عمران ـ آزاد (  تير مزدوج تير نشان داده شده كدام است؟ :8مثال(  

  
  

1 (    2(     

3(      

  

4    (  

 :ها را از تير اصلي به تيـر مـزدوج   ها و مفصلگاهبه منظور رسم تير مزدوج براي تير نشان داده شده بايد تمام نقاط اتصال تير با تكيه »3«گزينه  پاسخ
  تغيير دهيم. پس داريم:

A:   Aقطهن A

A A

y M

V

  

   
 
 
 

 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{    

  :Bنقطه
  L(B) R(B) L(B) R(B)

L(B) R(B) L(B) R(B)

L(B) R(B) L(B) R(B)

y y M M

| y y | | M M |

V V

 
     

      

 
 
 
 
  

Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{
Âwk¹À Â§ÃUITwH

    

C:   Cنقطه C

L(C) R(C) L(C) R(C)

y M

V V

  

    
 
 
 

 
Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{
Âwk¹À Â§ÃUITwH

  

  

  :Dنقطه

 

D D
D D

L(D) R(D) L(D) R(D)

R R
y M

k k

V V

  

    

 
 
 
  

2 2Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{
Âwk¹À Â§ÃUITwH

  

  

E:    L(E)نقطه R(E) L(E) R(E)

L(E) R(E) L(E) R(E)

y y M M

V V

    

      

  
 
  

 

 
Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{
Âwk¹À Â§ÃUITwH

  
  

  :Fنقطه

 
F F

F F

F F

R R
y M

k k

V

  

   

 
 
 
  

1 1
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{  

 
  شود:بنابراين تير مزدوج تير نشان داده شده به صورت زير رسم مي

  
  

  



   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   29  هاسازه تحليل

  ششم فصل

  »هاي معين با استفاده از روابط حفظي محاسبه خيز و شيب سازه« 

 خيز نقطه  : 1    مثالB در تير مقابل كدام است؟EI)  (مهندسي عمران ـ آزاد    ثابت)81(    

1  (  wL
EI

45
12    2  (  wL

EI

47
12    

  3  (  wL
EI

4

3    4  (  wL
EI

4

4    

  :براي محاسبه خيز نقطه  » 2 «      گزينه        پاسخB بايد تير را از نقطهB د بر نقطهمقطع زده و به صورت زير نيرو و لنگر وارB  :را تعيين كنيم. پس داريم   

B B B
L wLM M (wL ) M       

2

2 2    

y B BF V wL V wL             
  خواهيم داشت:  ABحال براي تير كنسول

  

      بارگذاري اول  بارگذاري دوم
  

  بارگذاري اول:

B
B B B

V L wL L wL
EI EI EI


        1 1 1

3 3 4

3 3 3   

                                    بارگذاري دوم:                                                                                                                

B
B B B

wL( )LM L wL
EI EI EI

        2 2

2 22 4
2

2
2 2 4   

  

B  برابر است با:  Bبراين خيز نقطهبنا B B B
wL wL wL

EI EI EI
         1 2

4 4 47
3 4 12    

  

 گاهدر سازه شكل مقابل تكيه  : 2 ل   مثاC به اندازهcm1 در جهت قائم نشست كرده و بار افقي در نقطهD كند. با در نظـر گـرفتن اثـر    بر آن اثر مي
  )82(مهندسي عمران ـ سراسري   چقدر است؟  Bجايي افقي نقطهخمش، جابه

1  (  L
EI

35                                                            2  (  L
EI

35
3    

3  (  L
EI

31                                                        4  (  L
EI


35 13  

  
  :گـاهي در  هاي تكيهبا توجه به اينكه سازه معين است، بنابراين نشست  » 2 «      گزينه        پاسخ

تـأثير نـدارد.    Bهدر تغيير مكـان نقط ـ  Cسازه نيرو ايجاد نكرده و در نتيجه نشست در نقطه
گردد. از طرفي با توجـه  در سازه ايجاد مي ton5تنها در اثر نيروي Bپس تغيير مكان نقطه

تيرهاي كنسولي تغييـر   باشد، با استفاده از روابط حفظيتير كنسول مي ABبه اينكه قسمت
  آيد.  دست ميبه Bمكان نقطه

  

w

w



EI



  

  

اهسازه تحليل  30  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  را جدا كرده و داريم: BDبراي اين منظور ابتدا قسمت

x B BF N ton       5 5   
  

  داريم:  ABحال براي تير كنسول

  B
B B

N L L
EI EI

    
3 35

3 3     

 
 82(مهندسي عمران ـ آزاد    در تير شكل مقابل تغيير مكان قائم جسم صلب كدام است؟  : 3    مثال(  

1  (  qL
EI

4

162    2  (  qL
EI

4

648  

 
3  (  qL

EI

4

216  4  (  qL
EI

4

64  

  :شـود كـه ايـن تيـر متقـارن و      تير مشاهده مي با دقت در   » 3 «      گزينه        پاسخ
تحــت اثــر بارگــذاري متقــارن نيــز قــرار گرفتــه اســت. بنــابراين بــه علــت اينكــه  

و  ACهـاي صلب است، تغيير شكل آن به صورت خطـي و قسـمت   CDقسمت
DB يكسان هر دو قسمت به صورت منحني تغيير شكل  به علت صلبيت خمشي
  دهند. پس به صورت مقابل داريم:  مي

  

  

دوران نـدارد   CDمتبرابـر اسـت يعنـي قس ـ    Dو Cدر نظر داشته باشـيد كـه تغييـر مكـان نقـاط      CDحال براي محاسبه تغيير مكان قائم جسم صلب
C D( )    هاي. از طرفي تغيير شكل قسمتAC وDB هايتوان فرض زير را براي قسمتبه نحوي است كه ميAC وCD  :در نظر گرفت  

را بـه آن نيـز    DBو ACهـاي هاي وارد بـر قسـمت  فرض نموده و تمام بارگذاري DBو ACگاه گيردار براي تير كنسولرا به صورت تكيه DوCنقاط
  اعمال نماييم. يعني خواهيم داشت: 

  را بررسي نماييم.  AC                                      ً مشابه هستند و كافي است يكي از آنها مثلا   DBو ACهاي قسمت
  
  

     بارگذاري اول  بارگذاري دوم 
  

  
  ه صورت زير داريم: قرار گرفته است، ب qو  ARكه تحت اثر دو بارگذاري ACدر تير كنسول  Aحال براي محاسبه تغيير مكان نقطه

  بارگذاري اول:  

A A

Lq( ) qL qL
EI ( )EIEI

      
1 1

4 4 4
4

3
8 81 83 8

    

  بارگذاري دوم: 

A
A A A

L qL LR ( ) ( ) ( ) qL
EI EI ( )EI


        

2 2 2

3 3 43 2 3
3 3 81 2

  
تحت  Aيير مكان نقطهبايد رو به بالا باشد، پس جهت بالا را به عنوان جهت مثبت در نظر گرفته و تغ Aبنابراين با توجه به اينكه تغيير مكان نهايي نقطه

    اثر هر دو بارگذاري برابر است با: 

  A A A
qL qL qL qL( ) ( )

( )EI ( )EI ( )EI EI


         
  

4 4 4 43
81 8 81 2 8 81 216A A A       1 2   

C است و داريم:  Aبرابر با تغيير مكان نقطه Cدر نتيجه تغيير مكان نقطه
qL

EI
 

4

216  
  

A C 




   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   31  هاسازه تحليل

 در تير شكل زير تغيير مكان در سمت چپ مفصل برشي  : 4    مثالB برحسبmm  كدام است؟  (EI ton.m ) 21     
   )84(مهندسي عمران ـ سراسري 

  ) صفر 1
2 (6   
3 (5   
4 (3     
  :براي محاسبه مقدار تغيير مكان در سمت چپ مفصل برشي   » 2 «      گزينه        پاسخB  در نظر داشته باشيد كه عضـوAB      .از سـازه، تيـر كنسـول اسـت

را تعيين نمـود. بـراي ايـن منظـور ابتـدا       Bتوان مقدار تغيير مكان در سمت چپ مفصل برشياز روابط حفظي براي تيرهاي كنسول ميبنابراين با استفاده 
  را جدا كرده و داريم:  BCقسمت

C B BM M ( ) M ton.m         3 1 3       

  خواهيم داشت:  ABحال با بررسي تير كنسول

  B / m mm
    



23 2 6 62 1  
 

B
B

M L
EI

   
2

2   

  
  

 جايي قائم مفصلدر سازه نشان داده شده، جابه  : 5    مثالB ) چقدر است؟EI  (مهندسي عمران   براي كليه اعضا يكسان است) 86ـ سراسري(     
  ) صفر 1

2 (PL
EI

3
   

3 (PL
EI

3

3   

4 (PL
EI

32
3   

  
  :شـود عضـو  طور كه مشاهده ميهمان   » 1 «      گزينه        پاسخAB      از قـاب بـه صـورت تيـر

توان از روابـط حفظـي   مي Bاشد، بنابراين براي محاسبه تغيير مكان قائم مفصلبكنسول مي
    را جدا كرده و داريم: BCDEتيرهاي كنسول استفاده نمود. براي اين منظور ابتدا قسمت

  y BF V          
  
  

  خواهيم داشت:  ABسپس با بررسي تير كنسول
  

B
B B

V L L
EI EI


    

3 3

3 3
     

  



  

  

اهسازه تحليل  32  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 در شكل مقابل،  : 6    مثالC .را تعيين كنيدEI) (مهندسي عمران ـ سراسري    ثابت فرض شود)86(  

1  (  
EI
1    2  (  /

EI
1 5    

  
3  (  /

EI
1 625    4  (  /

EI
625    

  :توان قسمتشود كه ميبا كمي دقت در تير مشاهده مي  » 3 «      گزينه        پاسخBCD   را به صورت تير دو سر مفصل در نظر گرفت، البته نقـاطB  وD 
توان فـرض كـرد   ها برابر هستند. پس با اين موارد ميداراي تغيير مكان به سمت پايين هستند كه با توجه به متقارن بودن سازه و بارگذاري، اين تغيير مكان

kNعلاوه بر بارگذاري بار گسترده BCDكه تير دو سر مفصل
m

) قـرار  Dو B(تغيير مكان قائم نقـاط   Dو Bگاهي مفاصلهاي تكيهتحت اثر نشست 3

را از  BCDدست آوريم، براي اين منظور قسـمت به صورت زير به DEو ABرا براي تيرهاي كنسول  Dو  Bدارد. بنابراين ابتدا بايد تغيير مكان نقاط 
  تير جدا كرده و داريم: 

C B BM (V ) ( ) V kN            22 3 2 32     
  

  y B C D DF V V ( ) V V kN              3 2 3 6 3     
  خواهيم داشت:  ABحال براي تير كنسول

B
B B

V L
EI EI EI


      

3 33 1 1
3 3   

B  به علت تقارن داريم:  D EI
   

1    

  توان نوشت: مي BCDبنابراين براي تير دو سر مفصل
  
  
  

  

  

kNزمان بارگذاري با بار گستردهتحت اثر هم BCDشود تير دو سر مفصلمشاهده مي طور كههمان
m

  قرار دارد. پس داريم:  Dو  Bگاهيهاي تكيهو نشست 3

kNتحت اثر بارگذاري با بار گسترده C) تغيير مكان نقطه1
m

3 :  
  

C C
qL

EI EI EI
 

      
1 1

4 45 5 3 2 5
384 384 8   

  
  :Dو Bگاهيهاي تكيهتحت اثر نشست C) تغيير مكان نقطه2

B D C B D C EI
           2 2

1   
  

  برابر است با:  Cدر نهايت تغيير مكان نقطه

  C C C C
/

EI EI EI EI
           1 2

5 1 13 1 625
8 8     

  
  

  



   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   33  هاسازه تحليل

 تغيير مكان سمت چپ مفصل برشي  : 7    مثالD ) كدام است؟EI (مهندسي عمران ـ آزاد    ثابت)90(    

1  (  qL
EI

4

6    2  (  qL
EI

4

3  

  
3  (  qL

EI

4

12  4  (  qL
EI

4

8  

  :دقت داشته باشيد در اين سازه قسمت  » 3 «      گزينه        پاسخAB   لببه صورت تير كنسول بوده كه توسط يك مفصل خمشي بـه عضـو ص ـBC   متصـل
  دست آورد. را به Dتوان تغيير مكان قائم نقطهمي Bشده است. بنابراين با محاسبه تغيير مكان قائم نقطه

  را جدا كرده و داريم:  BCاتصال پيوسته دارد. پس ابتدا عضو صلب BCبا عضو صلب CDتوجه داشته باشيد كه عضو

     
C B

B B

q L LM (V L) ( )

qL qLV L V

      

    


2

2 2

4 4

 
        

  

  آوريم: دست ميرا به Bسپس تغيير مكان قائم نقطه

  B

qL L qL
EI EI


   

3 44
3 12

B
B

V L
EI

   
3

3   

    

  
  

  آيد: دست ميدر سمت چپ مفصل برشي به Dدر ادامه مطابق شكل زير تغيير مكان قائم نقطه
  

  B D B D
D B

BC CD

qL
L L L L EI
   

      
4

12      
 

  
  

 گاهتغيير مكان تكيه  : 8    مثالC كدام است؟ (ميلهBC (مهندسي عمران ـ آزاد    صلب است)91(   

1  (  PL
EI

3

3                                              2  (  PL
EI

3

12    

3  (  PL
EI

3

24                                            4  (  PL
EI

3

48    

  
  :شود كه نقطهبا كمي دقت در شكل مشاهده مي  » 1 «     زينه  گ       پاسخC تواند تغيير مكـان  مي

توانـد داشـته   صلب است و در واقع امكان دوران هـم نمـي   BCقائم داشته باشد، از طرفي قسمت
Bباشد (يعني  وان گفت كه نقطهت). بنابراين ميB   گـاه لغزنـده گيـردار    همانند يـك تكيـه

فـرض   ABباشد. پس سازه را به صورت يك تير يك سـر مفصـل و يـك سـر لغزنـده گيـردار      مي
    شد و داريم:  بامي Cر مكان نقطهبرابر با تغيي Bنماييم. بنابراين تغيير مكان قائم نقطهمي

  B C
PL

EI
   

3

3    
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 رو حاوي مفصل در نقاطتير متقارن روبه  : 9    مثالB وC است. تغيير مكان قائم نقطهB ل بار متمركـز بعد از اعماP   در وسـط بخـشBC   چقـدر
       )92هوافضا ـ آزاد مهندسي (  ثابت) (EIاست؟

1  (  PL
EI

39    2  (  PL
EI

39
2  

  3  (  PL
EI

316
3  4  (  PL

EI

38
3  

  :با توجه به اينكه قسمت  » 2 «      گزينه        پاسخAB از سازه به صورت تير كنسول است، بنابراين براي محاسبه تغيير مكان قائم نقطهB توان از روابـط  مي
  را جدا كرده و به صورت زير داريم:   BCر ابتدا قسمتحفظي تيرهاي كنسول استفاده نمود. براي اين منظو
  C BM (V L) (P L)       2    

B B
PV L PL V    2 2   

y B C C
PF V V P V        2      

  خواهيم داشت:  ABبنابراين براي تير كنسول

  B

P( ) L PL
EI EI


   

3 3 33 92
3 2

B
B

V ( L)
EI

   
33

3   
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  هفتم فصل

  »هابررسي انرژي كرنشي و قضاياي كاستليانو و بتي ـ ماكسول در سازه« 

 تير  : 1    مثالABC ،(الف) تحت بارگذاري (الف) و (ب) قرار گرفته است. اگر تحت اثر بارگذاري B /  تحـت اثـر    Dتغيير مكان نقطـه باشد،  1
   )81(مهندسي عمران ـ سراسري   بارگذاري (ب) چقدر است؟ 

1  (  / L1   2 (   / L2   

          
  cm1  4 (   cm2   ) 3  (الف)                  (ب)                                                                            

  :ها صحبتي نشـده بنـابراين   ها رسم نشده است. از طرفي در مورد صلبيت خمشي سازهشود كه هندسه تغيير شكل سازهمشاهده مي  » 4 «      گزينه        پاسخ
ها را رسم كرده و سپس بارگذاري و تغيير مشي يكساني هستند. پس ابتدا به صورت زير هندسه تغيير شكل سازهها داراي صلبيت خكنيم كه سازهفرض مي

    كنيم:  هاي آنها را مشخص ميشكل

                      
  (الف)                                                                                 (ب)                                                                        

)D  گردد: بنابراين قضيه بتي ـ ماكسول به صورت مقابل ارائه مي ) D( ) B( ) B( )P M  œ²H J J œ²H  
)Bدر سازه (الف) Bشود كه دوران نقطهمشاهده مي )( ) œ²H خلاف جهت لنگر نقطهB (ب) در سازهB( )(M )J باشد، پـس حاصـل ضـرب آنهـا در     مي

)Dدر سازه (ب) Dچنين تغيير مكان نقطهرابطه منفي است. هم )( ) J خلاف جهت نيروي نقطهD (الف) در سازهD( )(P )œ²H   است پس حاصـل ضـرب
  در سازه (ب) برابر است با:  Dآنها در رابطه منفي خواهد بود. بنابراين مقدار تغيير مكان نقطه

D( ) D( ) ( / ) / m cm       1 2 1 2 2   J  
  

 ل مقدار نيرويبا توجه به دو سازه مقاب  : 2    مثالP برابر چندton  82(مهندسي عمران ـ سراسري     است؟ (  

1  (  5
3
  2 (   2

3
  

          
                                  )2)                                                                  (1(  

3 (   5  4 (   1  

  :است1) دو برابر سازه (2با توجه به اينكه صلبيت خمشي سازه (  » 1 «      گزينه        پاسخ (((EI) (EI) )2 هـا و  بنابراين مطـابق شـكل زيـر بارگـذاري     12
  ها را مشخص كرده و داريم: تغيير شكل سازه

                       
                                                                      )2                   (                                                               )1(  
  گردد: ) صلبيت خمشي يكساني ندارند به صورت زير ارائه مي2) و (1هاي (پس قضيه بتي ـ ماكسول در شرايطي كه سازه

A( ) A( ) D( ) D( )M ((EI) ) P ((EI) )    1 2 2 2 1 1  

6cm

D(2)P P=

DP 1ton(þ²H)

D(1) 6cm 
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)D)1از سازه ( Dشود تغيير مكان نقطههاي بالا مشاهده ميبا توجه به شكل )( ) )D)2در سازه ( Dدر خلاف جهت نيروي وارد بر نقطه 1 )(P است و  2(
)A)2در سازه ( Aدر نتيجه علامت حاصل ضرب آنها در رابطه بالا منفي است. از طرفي دوران نقطه )( ) در سـازه   Aدر خلاف جهت لنگر وارد بر نقطه 2

)1(A( )(M   توان نوشت: است پس حاصل ضرب آنها در رابطه بالا منفي خواهد بود. بنابراين به صورت زير مي 1(

P / P ton ton
/

    
1 51 6 6 3

 
 

[ ( (EI) / )] [P ((EI) / m)]       1 11 2 5 6      
  

 در شكل3) و (2)، (1انرژي كرنشي تيرهاي (  : 3    مثال (هاي زير به ترتيب برابرU1،U2 وU3 هاي زير صحيح است؟ يك از گزينهباشد. كدامميEI) 
  )85(مهندسي عمران ـ آزاد   در تيرها يكسان است) 

                                            
)3)                                                                (2)                                                               (1(  

1  (  U U U 3 1 2    2 (   U U U 3 1 2  3 (   U U U 3 1           هيچكدام     ) 4  2
  :براي محاسبه انرژي كرنشي هر يك از تيرهاي نشان داده شده توجه داشته باشيد كه فقط لنگر متمركز بر آنهـا وارد شـده و انـرژي      » 3 «      گزينه        پاسخ

Mتوان با استفاده از روش ترسيمي مور و محاسـبه مقـدار  . انرژي كرنشي تيرها را ميكرنشي اين سه تير ناشي از خمش است dx دسـت آورد. پـس   بـه  2
  توان براي هر تير به صورت زير داشته باشيم: مي

  ):  1تير (
A BM M , M   1    

  
B B
A A

M M L M L
M dx M dx

 

 
 

   
2

2 21 1 1
3 3   

M( ) M( )
M L M LM dxU U ( )

EI EI EI
    

2 22
1 1

1 1
1

2 3 2 6  

  
A            ):  2تير ( BM , M    2   

  

  
B B
A A

M M L M L
M dx M dx

 

 
 

   
2

2 22 2 2
3 3    

M( ) M( )
M L M LM dxU U ( )

EI EI EI
    

2 22
2 2

2 2
1

2 3 2 6    

  ):  3تير (
A BM M , M M   1 2  

  است)   M1بزرگتر از M2كنيم(فرض مي 
B
A

B
A

M M M M LM dx [M M ( ) ( ) M M ]

[M (M M ) M ]LM dx




 

       

  
 





2 1 2 1 21 1 2 2

2 2 22 1 1 2 2

4 2 2 6

6

   

  
M( ) M( )

M( )

(M (M M ) M )LM dxU U ( )
EI EI

(M (M M ) M )L (M M )L M M LU
EI EI EI

  
   

   
   


2 2 22
1 1 2 23 3

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 23

1
2 6 2

2 2
12 12 12

  

M( )
LU [(M M ) M M ]
EI

   2 2
3 1 2 1 26   

1M

1M

M:

2M
+

+

M:

B

2M

B

M:

M:

1M

1M

L
2

L
2

2M

2M

1 2M M
2
+

1 2M M
2
+

L
2

L
2

A B
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  ) را با هم جمع كرده و داريم: 2) و (1دست آمده در تيرهاي (ها مقادير انرژي كرنشي بهحال با توجه به گزينه

  M( ) M( )
M L M L LU U (M M )

EI EI EI
    

2 2
2 21 2

1 2 1 26 6 6   

)Mدر نهايت با مقايسه مقدار  ) M( )U U1 )Mو  2 )U )Mمشخص است كه مقدار 3 )U )Mبزرگتر از  3 ) M( )U U1   است و خواهيم داشت:  2

M( ) M( ) M( )U U U 3 1 2    

  
 انرژي كرنشي خرپاي زير به صورت  : 4    مثالAE

U ( )
L

      2 2
1 2 1 23 3 به ترتيب تغيير مكـان افقـي و    2و 1باشد كه در اين رابطهمي 24

باشد. قدر مطلق نسبتمي Oقائم مفصل


1
2

  )86(مهندسي عمران ـ آزاد   براي بارگذاري داده شده چقدر است؟  

1 (/3 5  
2( 2  
3( 3  
4( /2 5  

  
  :هاي افقي و قائم نقطهشود در صورت سؤال انرژي كرنشي خرپا تابعي از تغيير مكانطور كه مشاهده ميهمان  » 3 «      گزينه        پاسخO ابراين باشد. بن ـمي

به منظور تعيين مقدار


1
2

  توان از رابطه زير استفاده نمود: مي 

  توان نوشت: گردد بنابراين با توجه به قضيه اول كاستليانو ميوارد نمي Oبا توجه به شكل سؤال مشخص است كه نيروي خارجي در جهت قائم به مفصل
U U AEO [ ( )]

L
  

                 
  

2 2
1 2 1 2

2 2 2
3 3 24 ¾̂ £º oM jnH» Â]nIi ´GI¤ Á»oÃº  

AE AE( ) ( )
L L


              


2 2
1 2 1 2 2 1

2
3 3 2 6 24 4    

 
             

 
1 1

2 1 1 2
2 2

6 2 3 3 3  

  
 مقدار لنگر مجهول  : 5    مثالx  86(مهندسي عمران ـ آزاد   چقدر باشد تا انرژي ذخيره شده در تير حداقل گردد؟(  

1  (  PL  2 (   PL2  

  3 (   PL
4  4 (   PL

2  

  :با توجه به اينكه در صورت سؤال اشاره شده مقدار لنگر  » 4 «      گزينه        پاسخx  چقدر باشد تا انرژي ذخيره شده در تير حداقل گردد، يعني بايد از انرژي
  توان نوشت: مي xيعني محل اعمال لنگر Aدهيم. پس به صورت زير براي نقطهگيري جزئي انجام ميمشتق xبه لنگر كرنشي نسبت

A

A

U
x
U
x

          
 




(Âzºo¨Ároº H ·k{®¤Hke)

(¼ºIÃ±TwI ³̈»j ¾Ã…¤)
  

                                                                       برابر صفر باشد. پس با استفاده از روابط حفظي براي تيرهاي كنسول داريم:   A           شده در نقطه                                               بنابراين كافي است مقدار دوران در تير نشان داده 
  

  بارگذاري اول  بارگذاري دوم 
  

A                                                       بارگذاري اول:              (دوران در جهت پاد ساعتگرد)  
PL
EI


 1

2

2  
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A                       (دوران در جهت ساعتگرد)                                                          بارگذاري دوم:
xL
EI

 2  
  

A       آيد:       دست مي           صورت زير به  به  A                   بنابراين دوران نقطه A A A
PL xL
EI EI


      1 2

2

2  

A                                                 براي اينكه انرژي كرنشي حداقل شود برابر است با:   x                   در نتيجه مقدار لنگر
PL xL xL PL PLx
EI EI EI EI


        

2 2

2 2 2   

 
 يك سازه الاستيك خطي مطابق شكل زير مفروض است. اگر انرژي تغيير شـكل ايـن سـازه را برحسـب نيروهـاي وارد شـده بـه صـورت           : 6    مثال

U U(P)  89(مهندسي عمران ـ سراسري   صحيح است؟ بيان كنيم، كدام رابطه زير (  

1  (  U / m
P


 


8   2 (   U / m

P


 


5   

  
3 (   U / m

P


 


6   4 (   U / m
P


 


4   

  :انرژي كرنشي سازه تـابعي از نيروهـاي وارد بـر آن اسـت     با توجه به اينكه در صورت سؤال اشاره شده  » 1 «      گزينه        پاسخ(U U(P))   بنـابراين بـا ،

Uاستفاده از قضيه دوم كاستليانو مقدار 
P




U  كنيم: را تعيين مي  f (P ,P ) 1 2  

U ( (P)) ( ( P))
P P P

  
      

  1 2 2P PU U U( ) ( )
P P P P P

   
    

    
1 2

1 2
  

U U( / ) ( / ) / / / m
P P

 
         

 
4 1 2 2 4 4 8           

  
  

  اگر تحت بارگذاري نشان داده شده در سازه (الف)، نيروي ايجاد شده در فنر افقي برابر   : 7    مثال                                                                               F   باشد، آنگاه تحت بارگذاري سازه (ب) چه نيرويي                                            
       )  91             عمران ـ آزاد مهندسي  (           شود؟                         در فنر قائم آن ايجاد مي

1 (F2   

2 (F4   

3 (F6   

4 (F8   
        

  (الف)            (ب)                                                                                                  
    :طــور كــه مشــاهده     همــان  »  3 «      گزينــه        پاســخ              
                                  ها فنرهاي انتقالي وجـود دارد كـه در              شود در سازه  مي

                                                   واقع تغيير مكان در راستاي نيروي وارد بر آن نقطه را 
                             توان نشان داد و محاسـبه نمـود.                      با تغيير شكل فنر مي

                         هــاي مقابــل نيروهــا و تغييــر                   بنــابراين مطــابق شــكل
       شود:                                  هاي آن در هر دو سازه نشان داده مي    مكان

  
                

  (الف)                                                                (ب)                                                               

k

2k

P

P

1P 2P

1P P= 2P 2P=

2k

k

2k

k
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)B       شود:           ر ارائه مي                               پس قضيه بتي ـ ماكسول به صورت زي ) B( ) A( ) A( )P P  œ²H J J œ²H  
                                        هستند و در نتيجه حاصل ضرب آنها در رابطـه     هم     جهت     خلاف   B و  A   هاي                        ها و بارهاي وارد بر نقطه              شود تغيير مكان            ها مشاهده مي             طور كه در شكل    همان

                                    است، پس تغيير مكان فنر افقـي در سـازه     F                                                                          توجه به اينكه در صورت سؤال اشاره شده كه نيروي فنر افقي در سازه (الف) برابر        است. با       منفي            بالا با علامت 

)A          (الف) يعني ) œ²H :برابر است با                A( )
F
k

  
œ²H  

)B        سازه (ب)                                      بنابراين مقدار تغيير مكان فنر قائم در  )( ) J  شود:                       به صورت مقابل تعيين مي       B( ) B( )
F F(P ) ( P ( ))
k k

      
33  J J  

                                                          در نهايت مقدار نيروي فنر قائم در سازه (ب) برابر است با: 
B( )

B( )

F
FFk F F

F k k
k

        


3
3 62

2





J

J

  

  
 قطر عضو  : 8    مثالAB را چند برابر قطرBC در نظر بگيريم تا انرژي جذب شده تحت نيروي محوريP 5برابر

انـرژي ذخيـره شـده در صـورت      6

      )93آزاد  (مهندسي عمران ـ  باشد؟  BCو مقطع Lاستفاده از عضو يكنواخت به طول

1  (  2      2 (   3
2    

L
2

L
2  3 (   1

                  قابل محاسبه نيست   ) 4    2

  :دقت داشته باشيد نيروي متمركز محوري  » 2 «      گزينه        پاسخP گردد و مقدار انرژي كرنشي در هر ر اعمال ميبه سازه در حالت اول و دوم به صورت زي
  گردد:  حالت تعيين مي

  باشد و برابر است با: مي Pدر اين حالت مقدار انرژي كرنشي تنها ناشي از نيروي متمركز محوري حالت اول:

  ( ) ( ) ( )
BC BCAB AB

N N N
AB BC

N LN LN dx N LU U U
EA EA (EA) (EA)

      
      1 1 1

222 2

2 2 2 2
SwH q öμT¶ Án¼d¶Á»oÃº ¾§¹ÄH ®Ã²j ¾M     

  ( )N
AB BC AB BC

L LP P P L P LU
E A E A E A E A

 
    

   1

2 2 2 22 2
2 2 4 4   

  باشد و داريم:مي Pدر اين حالت هم مشابه حالت قبل مقدار انرژي كرنشي تنها ناشي از نيروي متمركز محوري م:حالت دو

( ) ( )
BC BCAB AB

N N
AB BC

N LN LN LU U
EA (EA) (EA)


   2 2

222

2 2 2    

  ( ) ( )N N
BC BC BC BC BC

L LP P P L P L P LU U
E A E A E A E A E A

 
      

    2 2

2 2 2 2 22 2
2 2 4 4 2   

ABباشدمي BCتوجه داشته باشيد در حالت دوم مساحت تمام مقاطع برابر قسمت BC(A A )  :در نهايت براساس صورت سؤال داريم  

  ( ) ( )N N
AB BC BC AB BC BC

P L P L P L P L P LU U ( ) ( ) ( ) ( )
E A E A E A E A A E A

      
   1 2

2 2 2 2 25 5 1 1 5
6 4 4 6 2 4 6 2   

  
BCBC BC

AB BC
AB BC BC AB BC AB AB

AB

D( )A D
D D

A A A A A A D D( )



             


2
2

2 2
1 1 5 1 2 2 2 2 34

3 3 3 3 3 2
4
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  فصل هشتم

  »هاي نامعين به روش نيرو و استفاده از روابط حفظي بررسي سازه« 

  دوران نقطه     :1    مثال          Aاثر لنگر درMدر نقطهA80(مهندسي عمران ـ آزاد   نظر مي شود)چقدر است؟ (از تغيير شكل محوري اعضا صرف(  

1 (ML
EI

2
5  2( ML

EI
2
3  

  
3 (ML

EI
2
7  4 (ML

EI
3
7  

 :شود اين تير از اتصال دو قسمتكه مشاهده مي طورهمان» 3«گزينه پاسخABوBC به صورت پيوسته در نقطهBر تشكيل شده است. بنابراين تي
  نامعين است و با استفاده از روش نيرو و انجام مراحل زير داريم: 

  آوريم: درجه نامعيني تير را بدست مي مرحله اول:
c

DI r (c ) DI ( )
r


           
2 3 2 12 1 3


   

  بنابراين تير يك درجه نامعين است. 
  

  

                   B(L) B(R)( )     
  (تير معين)                                                                    عادله سازگاري)     (م                             

  
  (تير نامعين)                                                                                         

B(L)براي حل معادله سازگاري سوم:مرحله  B(R)   صورت زير داريمبه :  
  : ABتير

   بارگذاري اول  بارگذاري دوم                              
  

  بارگذاري دوم:                                                                                                           بارگذاري اول:

B(L)
L

EI


 1 6   
  

   

B  برابر است با: ABدر تيرBبنابراين دوران نقطه
B(L) B(L) B(L) B(L)

M LML
EI EI


        1 2 6 3   

  :BCتير
B

B(R)
L

EI


       سرگيردار سر مفصل و يك: روابط حفظي تيرهاي نامعين يك4

    برابر است با:Bصورت زير مقدار لنگربنابراين با حل معادله سازگاري به
B B B

B(L) B(R) B
M L M L M LML ML MM

EI EI EI EI EI


         
7 2

6 3 4 12 6 7   

  شود:صورت زير تعيين ميبه Aدر نهايت مقدار دوران در نقطه 
  

  بارگذاري اول    بارگذاري دوم                          

C

A

45

BM

B

B
B(L)

L
EI


 2 3

به يك تير ABCدرجه نامعينبراي تبديل تير يك مرحله دوم:
 Bكه به صورت پيوسته در نقطهBCو يك تير نامعينABمعين

تير  جدا نمود و براي هر دوBتوان تيرها را از نقطهمي اتصال دارند،
  Mالجهتفصلي با لنگرهاي مختلفگاه منقطه يك تكيهدر اين 

 نمود:نظر گرفت و معادله سازگاري آن را به صورت زير تعريف  در
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  بارگذاري دوم:                                                                             بارگذاري اول:

A
L

EI


 1 3     

  
  

A  برابر است با:Aبنابراين دوران نقطه A A A A
ML ML ML

EI EI EI
           1 2

2
3 21 7   

  

  ميزان   : 2    مثال     ABM  برحسب     ton.m  81                       (مهندسي عمران ـ سراسري            چقدر است؟   (        

1 (12  

2 (6  

3 (/4 5  

4( 3    
    :با كمي دقت در شكل صورت سؤال مشخص است كه اين سازه نامعين است. سپس براي محاسبه مقدار لنگـر   »  2 «      گزينه        پاسخ                                                                                       ABM   تـوان بـا     مـي        

                                        ه از روش نيرو و انجام مراحل زير نوشت:       استفاد
         آوريم:       دست مي                                   درجه نامعيني سازه را به صورت زير به            مرحله اول:

c
k
r

DI (r k) (c ) ( ) ( )





 
  
     
         

1

3 1 1 5
3 3 5 1 3 1

  

                                        بنابراين اين سازه يك درجه نامعين است. 
                   ن ابتدا سـازه را از     توا  مي  A          گاه گيردار                               حال براي محاسبه مقدار لنگر تكيه            مرحله دوم:

              انتقـال داد تـا     B          را بـه نقطـه    C                                جدا نمود و سـپس نيـروي بـرش در نقطـه    C    نقطه
    :          مشخص گردد  AB                                                هاي وارد بر تير نامعين يك سر گيردار و يك سر مفصل        بارگذاري

y C CF V ( ) V ton         3 2 6   
  

  

  

  

A

CV 6ton=

           
A

CV 6ton=

  

                                                                 بنابراين براي تير نامعين يك سر مفصل و يك سر گيردار با اسـتفاده از              مرحله سوم:
                را تعيين كرد:   ABM               توان مقدار لنگر                           روابط حفظي مربوطه به آن، مي

  AB AB
MM M ton.m    

12 62                                          يرهاي نامعين يك سر مفصل و يك سر گيردار               : روابط حفظي ت  2

     رسد،   مي  CR    يعني  C   گاه          العمل تكيه                                  اعمال شده است و تمام سهم آن به عكس  B         گاه غلتكي     ً         دقيقاً روي تكيه  CV                                   توجه داشته باشيد به علت اينكه نيروي
              نقشي ندارد.   A   گاه                            بنابراين در محاسبه لنگر تكيه

 

  

ABM

ton2 m



A
c

ton2 m

CV

B
A

A

L
EI

M L ML
EI EI


 


   

2

2

6
2
7
6 21

BM

A

M 12ton.m=
ABM



  

  

اهسازه تحليل  42  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  گـاه فنـري در حالـت (ج)                     وجود آمده در تكيه                                                 هاي (الف) و (ب) مطابق زير داده شده باشد، نيروي به                                  اگر تغيير شكل حداكثر مربوط به حالت   : 3    مثال                     
   )  81            ان ـ سراسري            (مهندسي عمر                  چقدر خواهد بود؟ 

  

max      الف)  
PL

EI
 

311
max    ب)                                                                                                                                                    6

PL

EI
 

34
3  

  

  
  

    ج)
  

  
  
  
  

  
  
  

1 (   P  2 (     P2  3 (     P
2  4 (     P3

2  

    :شود كه اين سازه نامعين است و از اتصال تير معين و فنـر انتقـالي تشـكيل شـده اسـت. از                                     با كمي دقت در شكل (ج) مشاهده مي  »  3 «      گزينه        پاسخ                                                                               
                                                     پس با استفاده از روش نيرو و انجام مراحل زير داريم:        باشد.                  هاي (الف) و (ب) مي                                           شود كه بارگذاري (ج) برابر با مجموع بارگذاري              طرفي مشاهده مي

                                  درجه نامعيني سازه برابر است با:             مرحله اول:
c

DI [r (c )] DI [ ( )]
r



 

             
2 1 2 2 1 11 1 2  

                                        بنابراين اين سازه يك درجه نامعين است. 
                                                                          براي تبديل سازه يك درجه نامعين به يك سازه معين كافي است فنر انتقـالي را از              مرحله دوم:

                                          سازگاري آن را به صورت زير تعريف نماييم:                   دا كرده و معادله      سازه ج
                                                                                                                                                              B( )    o¹                                                                                                                     

             (سازه معين)                                                                                                                                                              (معادله سازگاري)                                                                                                                                                                                                        
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

  

  
  

B                      براي حل معادله سازگاري            مرحله سوم:  o¹    :به صورت زير داريم                     
                     بارگذاري (الف)               بارگذاري (ب)  BR        بارگذاري                                                                                                            

  
  

               بارگذاري (ب):                                                                                                                                                                                      بارگذاري (الف): 

B
PL
EI

  1

311
6  

                                                                                                                                

  
  

    : BR        بارگذاري
  

B B B
B B B

R ( L) R ( L ) R L
EI EI EI

        3 3 3

3 3 34 64 4
48 48 3  

  

                برابر است با:   B                        بنابراين تغيير مكان نقطه

  B B
B B B B B B

PL PL R L PL PL R L
EI EI EI EI EI


                 1 2 3

3 3 3 3 3 311 4 4 11 8 4
6 3 3 6 3  

B
B

R LPL
EI EI

  
33 419

6 3  

3
EI

k
5L

=

BR

BR

3
EI

k
5L

=

BR

k
 o¹ 

B
PL
EI

  2

34
3
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          نماييم:                    ا به صورت زير حل مي                    حال معادله سازگاري ر

  B B B B B
B B

R L R R L R L R LPL PL PL PREIEI EI EI EI EI EI EI
L

            
3 3 3 33 3 3

3

4 5 4 1919 19 19
6 3 6 3 6 3 2

5
o¹     

  

  اي       تير طره   : 4    مثال  AB  و CD  مطابق شكل فاصله                / L        العمل                                                                      از يكديگر دارند، اگر با استفاده از جك دو تير به يكديگر مفصل شوند، عكس  1
       )  81                     (مهندسي عمران ـ آزاد             كدام است؟   A   گاه         قائم تكيه

1  (  / EI
L


2
1   2  (  / EI

L


2
2   

  3 (   / EI
L


2
3     4 (   / EI

L

2

1
3
     

    :شود دو تير معين                طور كه مشاهده مي    همان  »  1 «      گزينه        پاسخ               AB  و CD  به فاصله          از هم قرار دارند و اگر نقاط                           B  و C    به هم متصل شوند يـك                   
                                                             شود. پس با انجام مراحل زير و با استفاده از روش نيرو داريم:          نامعين مي  ABCD             اين صورت سازه           گردد و در             مفصل ايجاد مي

         آوريم:       دست مي              به صورت زير به  C و  B   هاي                             را بعد از اتصال مفصلي در نقطه  ABCD                 درجه نامعيني سازه            مرحله اول:
c

DI r (c ) DI ( )
r
 

           

1 2 4 1 2 12 2 4  

                                         بنابراين سازه حاصل يك درجه نامعين است. 
          نماييم:                                                 از هم قرار دارند، معادله سازگاري زير را تعريف مي                                                            براي تبديل سازه يك درجه نامعين به دو سازه معين كه با فاصله            مرحله دوم:

  
               B C( )       

  (معادله سازگاري)      
  

  
  

B                      براي حل معادله سازگاري            مرحله سوم: C       :به صورت زير داريم                     
   :CD   تير              : AB   تير

B
B

V L
EI

 
3

3          
C C

C C

C
C

V ( L) V ( L )
( EI) EI

V L
EI

     

 

3 3

3

2 8
3 4 12

2
3

  

    

       آيد:       دست مي  به  CV  ياBV                                          بنابراين با حل معادله سازگاري، مقدار نيروي

  B CV VCB B B B
B C / L

V LV L V L V L V L/ L / L
EI EI EI EI EI 

   
 

              
33 3 3 3

1
2 2 1 13 3 3 3  

  B C
/ EIV V
L

   2
1   

               توان نوشت:   مي  A   گاه               العمل قائم تكيه                   حال براي محاسبه عكس
  

y yy A B A B
/ EIF R V R V
L

          2
1  

  
  
  

B 2
0.01EIV

L
=

yAR

AM

c 1
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  نيروي ايجاد شده در فنر كدام است؟ (     زير        در شكل   : 5    مثال                                  EI   (مهندسي عمران ـ سراسري             ثابت است)                       83  (   

1 ( P    2 ( P3
2      

3
EI

k
2L

=

  
3 ( P3

8      4 ( P3
4      

    :شود اين سازه نامعين از اتصال يك سازه معين و پايدار                طور كه مشاهده مي    همان   » 4 «      گزينه        پاسخ                                                  ABC        .با يك فنـر انتقـالي تشـكيل شـده اسـت                                 
          نماييم:                  صورت زير تحليل مي     را به                                            بنابراين با استفاده از روش نيرو سازه نامعين 

        آوريم:                صورت زير بدست مي          سازه را به         نامعيني     درجه             مرحله اول:
  

c
DI [r (c )] DI [ ( )]

r





           
2 1 2 2 1 12  

  بنابراين سازه يك درجه نامعين است.
                                                                 براي تبديل اين سازه يك درجه نامعين به سازه معـين كـافي اسـت قيـد فنـر                  مرحله دوم:

           گاري آن را             ، معادلـه سـاز  C                العمـل آن در نقطـه               قرار دادن عكس                          انتقالي را حذف كرده و با
        كنيم:                صورت زير تعريف   به

        C( )   o¹       
  (معادله سازگاري)             

  CR
k

 o¹                                           (سازه معين)  
  

)Cحال معادله سازگاري مرحله سوم: )  o¹  كنيم: صورت زير حل ميرا براساس سازه معين حاصل شده به  
  

                                                                                 بارگذاري اول بارگذاري دوم                   
  

  
  

  بارگذاري اول: 

C C
C C

(P R )( L ) (P R )L
EI EI

 
     1 1

3 32 8
3 3   

  

  بارگذاري دوم: 

B B
PL PL

EI EI
   2 2

3 2

3 2»  

C B B( L)      2 2 2  

C C
PL PL PL PL PL( L)

EI EI EI EI EI
         2 2

3 2 3 3 35
3 2 3 2 6  

  برابر است با:  Cپس تغيير مكان نقطه

C C C
C C C C C C

(P R )L R L R LPL PL PL PL
EI EI EI EI EI EI EI


                  1 2

3 3 33 3 3 38 8 85 8 5 7
3 6 3 3 6 2 3   

C(Rبدست آمده در معادله سازگاري، مقدار نيروي فنر Cحال با قرار دادن   شود: تعيين مي (
CR

C C C C Ck
C C

R L R R L R L R LPL PL PL PREIEI EI EI EI EI EI EI
L

 
            

3 3 3 33 3 3

3

8 2 147 7 7 3
2 3 2 3 2 3 4

2

o¹ 
o¹    



CR

CR

k

C

1
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  گـاه                     ده اسـت. لنگـر در تكيـه                                    گاهي نشان داده شـده بـر سـازه اثـر كـر                                    در تير شكل زير نشست و چرخش تكيه   : 6    مثال   a   چنـد   kg.m   اسـت؟      
(EI ton.m )     )   83                       (مهندسي عمران ـ سراسري       2135

1 ( 4 5    
2 ( 495    
3 ( 855      
4 ( 945        

   :توان گفت كه اين تير نامعين است و از اتصال دو تير معينبا كمي دقت در شكل صورت سؤال مي» 3«گزينه پاسخab وbc توسط مفصل خمشيb 
  داراي دوران است. بنابراين با استفاده از روش نيرو و انجام مراحل زير داريم:  cگاهداراي نشست و تكيه aگاهه است. از طرفي تكيهتشكيل شد
  درجه نامعيني اين سازه برابر است با:  مرحله اول:

c
DI r (c ) DI ( )

r


           

1 2 4 1 2 12 2 4  

  براين اين سازه يك درجه نامعين است.بنا
     كافي   bc و  ab                                              براي تبديل سازه يك درجه نامعين به دو سازه معين            مرحله دوم:

     صـورت                                    جدا كرده و معادله سازگاري آن را به  c                               است اين دو سازه معين را از نقطه
              تعريف كنيم:      زير

                                                                          b(L) b(R)( )      
  

  (دو سازه معين)                                                                      )(معادله سازگاري                                                                                                                          

b(L)براي حل معادله سازگاري مرحله سوم: b(R)   صورت زير داريم: به  
  bVبارگذاري aگاهنشست تكيه             :                                                          abتير

  

  :aگاهنشست تكيه                                                                               :bVبارگذاري

b
b(L)

V L
EI

  1

3

3                                                                        

       
  

b  برابر است با: abدر تير bپس تغيير مكان نقطه
b(L) b(L) b(L) b(L)

V L
/ m

EI
         1 2

3
23      

  
  

  bVبارگذاري cگاهدوران تكيه             :                                                                bcتير
  

  :cگاهدوران تكيه                                                                              :bVبارگذاري

b
b(R)

V L
EI

  1

3

3   
  

  
  
  
  

  آيد:بدست مي bVصورت زير مقدار نيرويدر نهايت با حل معادله سازگاري به

b b b
b(L) b(R)

V L V L V L/ / /
EI EI EI

        
          

3 3 322 75 953 3 3   

EI ton.m b
bL / m

V ( / ) / V / ton   


 
     



2 2135
1 5

2 1 5 95 573 135   

bV

bV

bV

b(L) a

b(L)

mm

/ m  

    

  
2

2

2
2

b(R) c

b(R)

L

/ / / m     

    

    
2

2 5 1 5 75
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   برابر است با:  aگاهبنابراين لنگر در تكيه

a a b a b

a a

M M (V L) M V L
M ( / ton) / m / ton.m M kg.m

         

       


57 1 5 855 855
 
 

   

  

  هاي گيردار   گاه            لنگر در تكيه    :  7    مثال          AوD   87سي عمران ـ آزاد (مهند  كدام است؟(  

1 (A D
wLM M 

2

8  

2(A D
wL wLM ,M 

2 2

8 12   

3 (A D
wL wLM ,M 

2 23 3
8 16  

4 (A D
wLM M 

2

12  

  
 :پس با استفاده از روش نيرو و انجام مراحل زير داريم: ب نامعين است.شود كه اين قادقت در شكل صورت سوال مشاهده ميبا كمي» 2«گزينه پاسخ  

  آوريم:صورت زير بدست ميدرجه نامعيني سازه را به مرحله اول:
  

c
r
k

DI (r k) (c )
DI ( ) ( )


    
 
    
     

3 3 2 8

3 3
8 3 5





 
  

  
  

  
  
  

  بنابراين سازه پنج درجه نامعين است. 
  و BCبه علت وجـود عضـو صـلب   CوBتوان گفت نقاطبا كمي دقت در شكل مي دوم:مرحله

                                    امكان تغييرمكان افقي و قـائم و دوران     ،A           چنين نقطه    و همC وD            گاهي در نقاط          شرايط تكيه
                   گـاه گيـردار را بـراي                         را از سـازه حـذف و تكيـه   BC            تـوان عضـو صـلب                و بنـابراين مـي         ندارد   را 

       گرفت:          رو درنظر    روبه      صورت  بهC وB    نقاط
  

  باشند. به صورت دوسرگيردار ميCDوABشود تيرهاي نامعينطور كه مشاهده ميهمان
  داريم:DوAبنابراين براي محاسبه لنگر در نقاط سوم:مرحله
  :AMلنگر

A B
PLM M    : روابط حفظي تيرهاي نامعين دوسرگيردار   8

P wL
A B A B

wL L wLM M M M 
     

2

8 8   

L
2

L
2

 2EI 

w

wL



L
2

L
2

w

L
2

L
2

AM

BM
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  :DMلنگر

C D
wLM M 

2

   : روابط حفظي تيرهاي نامعين دوسرگيردار12

  
  
  

  

  
  در سازه شكل مقابل مقدار شيب تير در محل   : 8    مثال                                      B91سراسري كشتي ـ  معماري (مهندسي                   كدام گزينه است؟ (  

1( 
EI

8
3
  2 (

EI
16
3
  

C

40kN

  
3 (

EI
24
3
  4(   

EI
32
3
  

 :پس با استفاده از روش نيرو و انجام مراحل زير داريم:  نشان داده شده نامعين است، تير» 4«گزينه  پاسخ  
  آيد:صورت زير بدست ميهنامعيني تير ب درجه مرحله اول:

r
DI r (c ) DI ( ) DI

c



   

          

2 2 1 5 2 5 2 3  

  درجه نامعين است.بنابراين تير سه 
تبديل  BCوABگيردار سرسر مفصل و يكتير نامعين يك درجه نامعين را به دو توان اين تير سهمي پيوسته است، با توجه به اينكه تير مرحله دوم:

  صورت زير نوشت: و تعريف معادله سازگاري بهBدر طرفين نقطهMالجهتمختلفكافي است با اعمال لنگرهاي . نمود
  

                                                      B(L) B(R)( )     
  

  (معادله سازگاري)                                                              (دوسازه نامعين)                                                                                                         
B(L)براي حل معادله سازگاري مرحله سوم: B(R)   صورت زير داريم:به  

  :ABتير
    بارگذاري اول بارگذاري دوم                                

  بارگذاري اول:

B(L)
PL

EI
 1

2

  يردار سرگفصل و يكسر م: روابط حفظي تيرهاي نامعين يك  32

B(L) B(L)
( )
EI EI

 
     1 1

24 16 32
32  

  بارگذاري دوم: 

B(L)
ML

EI
 2   سرگيردار سر مفصل و يك: روابط حفظي تيرهاي نامعين يك 4

B(L) B(L)
M M

EI EI


     2 2
16 4

4  

B(L)   برابر است با:ABدر تيرBپس دوران نقطه B(L) B(L) B(L)
M

EI EI


         1 2
32 4     

  : BCتير

B(R)
ML

EI
    سرگيردارسر مفصل و يك: روابط حفظي تيرهاي نامعين يك   4

B(R) B(R)
M M

EI EI


     
8 2

4        

DM

CM

w

C

40kN

40kN

40kN
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    با: برابر استMمقدار بنابراين با حل معادله سازگاري،

B(L) B(R)
M M M M kN.m

EI EI EI EI EI
   

           
32 4 2 6 32 32 16

6 3   

B  داريم:Bحال براي محاسبه مقدار شيب در نقطه B(L) B(R) B B(R) B
M

EI EI EI


             

1622 323
3


     

  
  گاه          العمل تكيه         مقدار عكس   : 9    مثال   B 92سوانح طبيعي ـ سراسري در  (مهندسي            چقدر است؟ (  

1( wL P
3

8   2 (wL P2  

L , EI

w

  
wL   )4  صفر )3 P

3
2  

 :سرگيردار است كه تحت اثر دوبارگذاري مختلف قـرار گرفتـه اسـت. بنـابراين بـا      سر مفصل و يكنشان داده شده تير نامعين يك تير» 1«گزينه       پاسخ
  صورت زير داريم:سرگيردار بهسر مفصل و يكي نامعين يكاستفاده از روابط حفظي تيرها

  

   بارگذاري اول  بارگذاري دوم                   

  بارگذاري اول:

y B BF R P R P        1 1  
  

  

  

  سهمي از اين نيرو ندارد. Aگاهالعمل قائم تكيهعكس اعمال شده است،Bگاه غلتكي     ً         دقيقا  روي تكيهPدقت داشته باشيد در اين حالت به علت اينكه بار
  بارگذاري دوم:

B
wLR 2

3
  سرگيردارسر مفصل و يك: روابط حفظي تيرهاي نامعين يك8

  

  

B برابر است با:Bگاهالعمل تكيهابراين مقدار عكسبن B B B
wLR R R R P     1 2

3
8  

  
  جايي قائم       يك جابه     زير                     كه به تير دوسرگيردار         در صورتي   :  10    مثال           ،گاهي ايجاد شده چقدر خواهد بود؟            گشتاور تكيه            اعمال شود                                   

     )92سي هوافضا ـ سراسري (مهند    

1( EI
L


2
3   2 (EI

L


2
2   

  
3( EI

L


2
6   4(   EI

L

2   

 :تير نشان داده شده دوسرگيردار و نامعين است. بنابراين براي محاسبه مقدار » 3«گزينه  پاسخ
توان از روابط حفظي تيرهاي نامعين ، ميگاهيتكيه اثر نشستها تحتگاهاد شده از تكيهلنگر ايج

  صورت زير استفاده نمود: دوسرگيردار به
EIM
L


 2
  : روابط حفظي تيرهاي نامعين دوسرگيردار6

EIM  برابر است: BوAهايگاهبنابراين مقدار لنگر در تكيه
L


 2
6  

  

L , EI

2BR

w

L , EI

w

P

M



   

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   49  هاحليل سازهت

  فصل نهم

  »هاي نامعين به روش تغيير مكان (روش شيب افت)بررسي سازه« 

 گاهمقدار لنگر در تكيه :1مثالB ) با كدام رابطه برابر است؟EI  (ثابت است  ) 79 عمران ـ سراسريمهندسي(  

1 (DEI
L

2

2                        2( BEI
L
2  

3 (BEI
L

2

4                        4 (DEI
L
4  

  
 :رسد كه سـازه نـامعين اسـت، پـس     با توجه به شكل صورت سؤال به نظر مي  »4«گزينه  پاسخ

  كنيم:  معيني سازه را به صورت زير تعيين ميابتدا درجه نا
r
c DI (r k) (c ) DI ( ) ( )
k
  


   
            
 

3 3 3 9
3 3 9 3 6  

  درجه نامعين است. 6بنابراين سازه
طور كه مشاهده شد درجه نامعين سازه زياد است، پس براي محاسـبه  همان

  صورت مقابل داريم: از روش شيب افت بهBمقدار لنگر در نقطه
را بـه  BDقرار دارد، پـس قسـمت  BDدر قسمتBبا توجه به اينكه نقطه

  صورت مقابل از سازه جدا كرده و داريم: 
  بنابراين براساس رابطه روش شيب افت داريم: 

BD D
BD B D BD BD BD D BD

BD

(EI) EIEIM ( ) FEM M ( ) MLL L


              
2 422 3

2

    

  

 در تير ممتد شكل مقابل با صلبيت خمشي ثابت :2مثالEIگاهي نشان داده شده، لنگرهاي تكيهتحت نشستABM كدام است؟  
  )81عمران ـ سراسري مهندسي (

1 (EI
L


2
3  2( EI

L


2
6  

  
3 (/ EI

L


2
7 5  4 (/ EI

L


2
4 5  

 :آوريم:دست ميابتدا درجه نامعيني تير را به  »4«گزينه  پاسخ  
c

DI r (c ) DI ( )
r


            
2 5 2 32 2 1 5


  

  صورت زير استفاده نمود:توان از روش شيب افت بهدر اين تير مي ABMدرجه نامعين است. پس براي محاسبه مقدار لنگر3بنابراين تير
  آوريم:دست ميرا بهBبه صورت زير، ابتدا مقدار دوران نقطهBپيوسته است، پس با تعريف معادله تعادل لنگر در نقطه Bتوجه داشته باشيد تير در نقطه

B BC BAM M M       

B

BD

BD

BD BD

(B )
FEM ( BD )

( D B )
L(EI) EI L






 
 
 

  
 2
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BCحال براي محاسبه مقادير لنگر BAM M»توان نوشت:با استفاده از رابطه شيب افت مي  
  :BAقسمت

  
  

  
  
  

BA
BA B A BA BA BA B

BA

BA B BA B

(EI) EIM ( ) FEM M ( ( ))
L L L

EI EIM ( ( )) M ( )
L L L L


            

 
         

2 22 3 2 3

2 2 32 3 2

 

 
  

  :BCقسمت
C

BC

B C
BC BC

BC

BC BC

(C )
FEM ( BC )

L L
L L (EI) EI

 
 

         


 






nHjoÃ¬½I¬¾Ã§U
SwHÁnHm¬nIMk¤I  Sμv¤

»

  

BC
BC B C BC BC BC B BC B

BC

(EI) EI EIM ( ) FEM M ( ) M ( )
L L L

               
2 2 22 3 2 2    

  شود:تعيين ميBبه صورت زير مقدارAدر نهايت با حل معادله تعادل لنگر در نقطه

BC BA B B B B B B
EI EI EIM M ( ) ( ) ( )
L L L L L L L

   
                    

2 2 3 2 3 3 32 2 2 2 4 4     

  مطابق شكل زير داريم:ABMلنگر حال براي محاسبه مقدار

A B

AB

B A
AB AB

AB

AB AB

(A )
L

FEM ( AB )

( )
L L L

L L (EI) EI

   



          

  

3
4




nHjoÃ¬½I¬¾Ã§U

SwHÁnHm¬nIMk¤I  Sμv¤

SwHjo«T–Iw ¼…– n¼d¶ yioa S¿]

»

  

AB
AB A B AB AB AB AB

AB

AB AB

(EI) EI EIM ( ) FEM M ( ( )) M ( )
L L L L L L L

EI EI / EIM ( ) M
L L L L

    
              

    
     2 2

2 2 3 2 3 32 3 34 4
2 9 9 4 5

4 2

  

  

A

BA

B A
BA BA

BA

BA BA

(A )
FEM ( BA )

( )
L L L

L L (EI) EI
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   51  هاحليل سازهت

 گاهدر تير مقابل لنگر در فنر پيچشي واقع در تكيه :3مثالB) كدام است؟EI
k

L 
  )82 سراسري ـمهندسي عمران (  ثابت است) EIو  2

1 (PL
12  2 (PL

16  

  3 (PL
24  4 (PL

8  

 :گاه مفصليني در تكيهشود اين تير نامعين است. از طرفي فنر دوراطور كه مشاهده ميهمان  »3«گزينه  پاسخB قرار گرفته است. بنابراين با استفاده
  از روش شيب افت به صورت زير داريم:

  نيم:كتعريف ميBجدا كرده و معادله تعادل لنگر و دوران را در نقطهBابتدا فنر دوراني را از نقطه
BA

B

) M M

)


   

o¹ 

o¹ 

(jo«T–Iw S¿]

(jo«T–IwjIQS¿]
  

  با استفاده از روش شيب افت داريم:ABMحال براي محاسبه مقدار لنگر
A B

BA

BA

BA BA

(A )

PLFEM

( B A )
L L (EI) EI





    

 

 


 

8

o¹ nHjoÃ¬½I¬¾Ã§U »

kº nHkº´GI¤·I§¶ oÃÃ™U » ŠI£º
»

  

BA
BA B A BA BA BA

BA

(EI) EI PLM ( ) FEM M ( ( )) )
L L

             
2 22 3 2 8o¹   

BA

M
k

BA M M

M
EI( )EI EIMkPL PL PLM M M

L L k L


 


 

  
         

44 4
8 8 8

o¹ 
o¹ 

o¹ 

o¹ 
o¹  o¹ 

o¹  o¹   

EIk
L EIM PL PL PL PLM M M M MEI L

L

 
          



2 4
2 32 8 8 8 24

o¹ 
o¹  o¹  o¹  o¹  o¹   
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 اهگاگر تكيه :4مثالBبه اندازهcm1نشست پيدا كند، لنگرAM .83سراسري ـ مهندسي عمران (  را حساب كنيد(  

1 (A
PL EIM

L


  2
3

8  2 (A
PL EIM

L


  2
3 6
16  

  
3 (A

PL EIM
L


  2

3 3
16  4 (A

PL EIM
L


  2

6
8  

 :باشـد. بنـابراين بـا توجـه بـه اينكـه       شود اين تير يك سرگيردار و يك سر مفصل اسـت كـه نـامعين مـي    طور كه مشاهده ميهمان  »3«گزينه  پاسخ
  دست آورد:را به AMاز حالت خاص اول در روش شيب افت به صورت زير مقدار لنگرتوان با استفاده نشست دارد، مي cm1به اندازه Bگاهتكيه

                      
A

AB

B A
AB AB

AB

AB AB

(A )
PL(FEM)

( )
L L L

L L (EI) EI

 
   

        

  

3
16

1 1





nHjoÃ¬½I¬¾Ã§U
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»

  

AB
AB A AB AB AB AB

AB

(EI) EI PL EI PLM ( ) (FEM) M ( ) ( ) M
L L L L

           2
3 3 1 3 3 3

16 16  

  

 سازه شكل مقابل كلاً چند :5مثالجايي هر گره:مستقل دارد؟ (جابه(  ) 84سراسري  ـ عمرانمهندسي(  
  صفر) 1
  يك )2
  ) دو 3
    ) سه4
 :بـراي محاسـبه تعـداد درجـه آزادي       »2«گزينـه   پاسخ

انتقالي در اين قاب، بايد اين قاب را به يك خرپا تبديل كنـيم.  
ســت تمــام نقــاط اتصــال داخلــي و بــراي ايــن منظــور كــافي ا

  گاهي قاب را به مفصل تبديل نماييم: تكيه
  

اضافه نمود. پس Bگاه غلتكي به نقطهتوان يك تكيهشود خرپاي حاصل شده ناپايدار است، بنابراين براي پايدار شدن اين خرپا ميطور كه مشاهده ميهمان
سـه  BCDتوان اين قسمت را به صورت زمين فرض نمـود. قسـمت  العمل مناسب به زمين متصل شده و پايدار است. حال ميتوسط سه عكسABقسمت

  باشد. هاي مناسب به زمين متصل شده و پايدار ميالعملمفصل بوده و توسط عكس
  برابر يك است:بنابراين درجه آزادي انتقالي اين سازه 

  (N ) 1  
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   53  هاحليل سازهت

 لنگر در :6مثالC) كدام است؟EI  (ثابت  )93 آزاد عمران ـ مهندسي(  

1 (kN.m16  
2( kN.m16  
3 (kN.m8  
  ) صفر4

  
 :شود قاب نامعين است. بنابراين براي محاسبه مقدار لنگر در نقطهطور كه مشاهده ميهمان  »4«گزينه  پاسخCCB(M ، با استفاده از روش شيب (

  افت به صورت زير داريم:
  به صورت زير تعريف نموده و داريم:Bدر قاب پيوسته است، معادله تعادل لنگر را حول نقطهBطهبا توجه به اينكه نق

B BC BAM M M       
  

BCحال با استفاده از رابطه روش شيب افت مقادير BAM M» كنيم:ميرا به صورت زير تعيين  
  :BCقسمت

C

BC

BC

BC BC

(C )
FEM ( BC )

( C B )
L m (EI) EI

 
 
 
   4
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BC
BC B C BC BC BC B BC B

BC

(EI) EIM ( ) FEM M ( ) M EI
L

               
2 22 3 24     

  :BAقسمت
A

BA

BA

BA BA

(A )
FEM ( BA )

( A B )
L m (EI) EI
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BA
BA B A BA BA BA B BA B

BA

(EI) EIM ( ) FEM M ( ) M EI
L

               
2 22 3 24     

  داريم:Bحال با حل معادله تعادل لنگر در نقطه
  BC BA B B B BM M EI EI EI            2     

CBدر نهايت با توجه به شرايط يكسان BC»مقدار لنگر در نقطه ،CيعنيCBM:برابر است با  
CB

CB C B CB CB CB CB
CB

(EI) EIM ( ) FEM M ( ) M
L

             
2 22 3 4       
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  فصل دهم
  »ها به روش مدلسازي با فنرسازهتحليل بررسي« 

 در سازه مقابل لنگر :1مثالDAM ) كدام است؟EI(مهندسي عمران ـ سراسري   ثابت)79( 

1 (M
8  

2 (M
6  

3 (M
4  

4 (M
3  

 :شود اين سازه از اعضايي تشكيل شده است كه در نقطهطور كه مشاهده ميهمان  »2«گزينه  پاسخA  انـد و از طرفـي لنگـر    به يكديگر متصل شـده
صورت اتصال موازي چهـار فنـر دورانـي در    توان اين سازه را بهاعمال شده است. بنابراين مي Aدر محل اتصال اعضاي سازه يعني نقطه Mخمشي متمركز

  كنيم:صورت زير تعيين مينظر گرفت. پس سختي دوراني هر يك از اعضاي سازه را به
صورت مفصلي است، بنابراين اين قسمت از سازه در تحمل لنگر خمشي نقشي نداشته و سختي به Mمحل اتصال اين قسمت و لنگر متمركز: ABقسمت

(AB)  دوراني ندارد پس مقدار لنگر و سختي فنر دوراني آن برابر صفر است: ABk M   »  
گاه مفصـلي قـرار   يك تكيهA، در نقطهACصورت پيوسته است، بنابراين در قسمت) بهA(نقطهMمحل اتصال اين قسمت و لنگر خمشي: ACقسمت

  دهيم و مقدار سختي فنر دوراني براي اين قسمت برابر است با:مي
  

AC
(AC) (AC) (AC)

AC

(EI) EIk k k EI
L      

4 4
4  

صـورت پيوسـته اسـت، بنـابراين در     ) بهAمحل اتصال اين قسمت و لنگر خمشي (نقطه: ADقسمت
 ـ    گاه مفصلي قرار مييك تكيهA، در نقطهADقسمت ي بـراي ايـن   دهـيم و مقـدار سـختي فنـر دوران

  شود:قسمت به صورت زير تعيين مي
AD

(AD) (AD) (AD)
AD

(EI) EIk k k EI
L      

4 4
4  

گـاه مفصـلي قـرار    يك تكيـه Aقطهدر نAEصورت پيوسته است بنابراين در قسمت) بهA(نقطهMمحل اتصال اين قسمت و لنگر خمشي: AEقسمت
  دهيم و مقدار سختي فنر دوراني براي اين قسمت برابر است با:مي

  

AE
(AE) (AE) (AE)

AE

(EI) EIk k k EI
L      

4 4
4  

  

DA(Mحال براي تعيين مقدار لنگر در نقطه ) Dابتدا بايد مقدار لنگر در قسمتADعني نقطهيAدست آوريم، پس با توجه به اتصال موازي فنرهاي را به
  دوراني داريم: 

(AD)
AD AD AD

(AD) (AE) (AC) (AB)

k EI MM M M M M
k k k k EI EI EI



   
      

      3
  

  توان نوشت:ميADبنابراين براي قسمت
  
  

AD
DA DA DA

M
M M: M M M    3

2 2   ر گيردارروابط حفظي تيرهاي نامعين يك سر مفصل و يك س 6
  

A

AM

D

EI 4m

ADM

A

k


D

EI

A
k

AEM

A E
4m

AEM




EI A

ACM

k

ACM
A

C 4m
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 81(مهندسي عمران ـ آزاد   انرژي ذخيره شده در سازه مقابل كدام است؟   : 2    مثال( 

1 (P L
EI

2 3

3  2 (P L
EI

2 3

6  

3 (P L
EI

2 3

12  4 (P L
EI

2 3

24  
  

 :اي محاسـبه  با توجه به شكل صورت سؤال بـر   »3«گزينه  پاسخ
ــر    ــرژي كرنشــي در ايــن ســازه كــافي اســت تغييــر مكــان محــل اث ان

شـود  طور كه مشاهده ميدست آوريم. همانرا بهBيعني نقطهPنيروي
CDتوان اين سازه را از اتصال دو ستون معين و پايدارمي AB» توسط
در نظر گرفت. البته دقت داشته باشيد بـه علـت وجـود    BCصلب ميله

Cنقـاط BCعضو صلب B»       تغييـر مكـان افقـي يكسـاني دارنـد. پـس
  توان اين سازه را به صورت اتصال دو فنر موازي فرض نمود: مي

CDختي فنرهاي انتقاليحال براي محاسبه مقادير س AB»توان نوشت:مي 
  :ABفنر انتقالي

 
 

AB
(AB) (AB)

AB

(EI) ( EI) EIk k
L ( L) L

    3 3 3
3 3 8 3

2
  

  

  
 :CDفنر انتقالي

CD
(CD)

CD

(EI) EIk
L L

  3 3
3 3

 

  به صورت زير داريم:Bدر نهايت براي محاسبه تغيير مكان نقطه

B B B B
(AB) (CD)

P P P PL
EI EI EIk k EI

L L L
 

          
 

3

3 3 3
3 3 6 6  

B  بنابراين انرژي كرنشي اين سازه برابر است با: 

PLPP P LEIU U U
EI


    

3
2 36

2 2 12  

  
 در سازه مسطح شكل مقابل بار :3مثالP عمود بر صفحه سازه در نقطهO گـاه نگر خمشي ايجاد شده در تكيـه شود. لبه آن اعمال ميB   چقـدر

COاست؟ (صلبيت خمشي اعضا AO» برابر باEI

 )82(مهندسي عمران ـ سراسري   است.) EI4برابرBOو صلبيت خمشي عضو2

1 (PL
2  

2 (PL
4  

3 (PL3
4  

4 (PL3
2  

  
  

P

O

3
3EIk
2L

=

A L L

B

2L

C



B

P

(AB)k (CD)k

B

ABF

8EI2L

A

(AB)

ABF

k


B

EIL

D

C

CDF

(CD)

CDF
C

k
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 :شود اين سازه از اتصال سه تير معين و پايدارطور كه مشاهده ميهمان  »1«گزينه  پاسخBO CO AO» به همراه يك فنر انتقـالي تشـكيل شـده     ,
توان باشد و مياتصال است، براي تمام اعضا يكسان ميكه محل  Pگردد. بنابراين تغيير مكان نقطه اعمال باربر آن اعمال مي Pنيروي Oاست كه در نقطه

  اين سازه را به صورت اتصال چهار فنر انتقالي موازي در نظر گرفت. پس داريم: 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :AOفنر انتقالي
  

AO
(AO) (AO)

AO

EI( )(EI) EIk k
L L L

    3 3 3
33 32

2
  

  
  

   
  :BOفنر انتقالي

  
  

BO
(BO) (BO)

BO

(EI) ( EI) EIk k
L ( L) L

    3 3 3
3 3 4 3

2 2
  

  
  

  :COفنر انتقالي 

CO
(CO) (CO)

CO

EI( )(EI) EIk k
L L L

    3 3 3
33 32

2
  

  

  
  برابر است با:  BOشود، پس نيروي فنر انتقاليبنابراين به علت اينكه در اتصال موازي فنرها، نيروي هر فنر به نسبت سختي فنرها توزيع مي

(BO)
BO BO BO

(BO) (CO) (AO)

EI
k PLF P F P FEI EI EI EIk k k k

L L L L



   
      

     

3

3 3 3 3

3
2

3 3 3 3 4
2 2 2 2

  

  

   داريم: Bدر نهايت براي محاسبه مقدار لنگر در نقطه

B BO B

B B

M (F L) M
P PLM ( L) M

     

      

 2

24 2

 


  

  

  
  
  
  

AOF

OEI
2

A
L

O

AOF

(AO)k



B

2L

O

BOF

(BO)

4EI

k

O


BOF

(CO)

COF

O EI
2

L
O

COF

k


C



P

O

k

A L L

B

2L

C

P

O

kkkk

B

2L

BOF

O

BM
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 گاه گيرداردر قاب مقابل لنگر تكيه :4مثالA) كدام است؟EI(مهندسي عمران ـ  ثابت است)  87آزاد( 

1 (PL
5  

2 (PL
4  

3 (PL
8  

4 (PL
1  

  
  
  
  
  
  
  

 :با توجه به شكل صورت سؤال، سمت راست مفصل  »1«گزينه  پاسخEر نيروي برشي در نقطهرا در نظر بگيريد. ابتدا بايد مقداEدسـت آوريـم. توجـه    را به
EFاز دو قسمت Eداشته باشيد سمت چپ نقطه GF» تشكيل شده است. پس براي تعيين مقدار نيروي برشي در نقطهE قسمتEFگيريم:را در نظر مي  

  

F E EM V L V           
  توان نوشت:مي Eبنابراين براي سمت راست نقطه

  
  
  
  
  

  
DAتوان اين سازه را به صورت اتصال دو عضوحال مي DB»    در نظر گرفت كه در محل اتصـال يعنـي نقطـهD   لنگـر متمركـزPL

اعمـال شـده اسـت.     2

  شود:صورت زير تعيين ميشود. پس مقدار سختي دوراني هر فنر دوراني بهتوان گفت اين سازه به صورت اتصال موازي دو فنر دوراني فرض ميبنابراين مي

PLت و لنگرمحل اتصال اين قسم :DBقسمت
گاه مفصلي در صورت پيوسته است، بنابراين با فرض تكيهبه2

  آوريم:دست مي، مقدار سختي فنر دوراني اين قسمت را بهDنقطه
  

DB
(DB) (DB)

DB

(EI) EIk k
L L     

PLرمحل اتصال اين قسمت و لنگ :DAقسمت
گـاه مفصـلي در   صورت پيوسته است، بنـابراين بـا فـرض تكيـه    به 2

  شود:، مقدار سختي فنر دوراني براي اين قسمت تعيين ميDنقطه
  

DA
(DA) (DA)

DA

(EI) EIk k
L L   

4 4  

AD(Mبنابراين براي محاسبه مقدار لنگر در نقطه ) A بايد ابتدا مقدار لنگرDAM دست آوريم. پس با توجه به اتصال موازي فنرهاي دوراني داريم:را به  

(DA)
DA DA DA DA

(DA) (DB)

EI EI
k PL PL PL PLL LM ( ) M ( ) M ( ) MEI EI EIk k

L L L



 
         

 

4 4
2

4 52 2 2 5  

  داريم: DAدر نهايت براي قسمت
  
  

  

DA
AD AD AD

PL
M PL: M M M    

2
5

2 2   فصل و يك سر گيردارروابط حفظي تيرهاي نامعين يك سر م 5

D

DBM

D

B

EI L

DBM

k



D

DAM

A

EI L

D

k

DAM



PLو ايجاد لنگر خمشي به مقدار Dبه نقطه Pانتقال نيروي
 در اين نقطه 2
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  فصل يازدهم

  »ها با استفاده از خواص تقارنسازهتحليل «

 1مثال: AM را برحسبton.m.حساب كنيدEI)(مهندسي عمران ـ سراسري       ثابت است)81( 

1 (2  
2 (4  
3 (8  
4 (16  

  

 :شود سازه متقارن است و تحت اثر بارگذاري متقارن قرار دارد. با توجه به اينكه محور تقارن سازه بر روي طور كه مشاهده ميهمان»  2«گزينه  پاسخ

EA)و فاقد صلبيت محوري(EI)با صلبيت خمشيBDعضو )  قرار دارد، بنابراين براي سازه نيمه، عضوBD جاي آن در نقطهرا حذف كرده و بهB ،
  گيريم. يعني داريم:مي گاه گيردار در نظرتكيه

  
  
  
  
  

  

  
  گيردار مطابق شكل زير داريم:حال با استفاده از روابط حفظي تيرهاي نامعين دو سر

  

A A A
PLM M M ton.m

       
8 4 48 8         

  

  

 داخلي در گره لنگر :2مثالA 90(مهندسي عمران ـ آزاد    ؟كدام است(  

1 (PL
3  

2 (PL
6  

3 (PL  

4 (PL
2  

  
 :با توجه به شكل صورت سؤال مشخص است » 2«گزينه  پاسخ

باشد. پس كه اين قاب متقارن و بارگذاري وارد بر آن نيز متقارن مي
كنيم. توجه داشته باشيد در محل برخورد دا محور تقارن را رسم ميابت

 C، به علت وجود مفصل خمشي و در نقطه Bمحور تقارن در نقطه 
گاه غلتكي در جهت عمود بر محور تقارن براي سازه نيمه به ترتيب تكيه

  گيريم. يعني داريم: گاه لغزنده گيردار در نظر ميو تكيه
 

  

  

 (سازه متقارن تحت بارگذاري متقارن)


 سازه نيمه 

  (سازه متقارن تحت اثر بارگذاري متقارن)

  سازه نيمه 
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  دهيم. سازه نيمه را مورد بررسي قرار مي Aحاسبه مقدار لنگر در نقطه حال براي م
  به صورت زير داريم:  ABبنابراين با در نظر گرفتن قسمت 

  
  

  

A A A A
P L PL PLM M ( L ) M M
L

              1
2 3 6 6    

  

 گاه غلتكي برشي تغيير مكان تكيه :3مثالA91(مهندسي عمران ـ آزاد    ؟كدام است(  

1 (PL
EI

3

3  2 (PL
EI

3

6  

  
3 (PL

EI

3

12  4 (PL
EI

3

24  

 :ري متقارن قرار دارد. بنابراين محور شود كه اين سازه متقارن است و تحت اثر بارگذابا كمي دقت در شكل صورت سؤال مشاهده مي» 3«گزينه  پاسخ
گاه گيردار به جاي اين وجود دارد، براي سازه نيمه يك تكيه EI2با صلبيت خمشي  BDتقارن آن را رسم كرده و به علت اينكه روي محور تقارن، عضو 

  عضو در نظر گرفته و داريم: 

  

  

  
  

  

به صورت زير با استفاده از روابط حفظي تيرهاي  Aگاه هيم. حال براي محاسبه مقدار تغيير مكان تكيهرا مورد بررسي قرار د AB پس در ادامه كافي است سازه نيمه
  نامعين يك سرگيردار و يك سر لغزنده گيردار داريم: 

A
PL

EI
 

3

  : روابط حفظي تيرهاي نامعين يك سرگيردار و يك سر لغزنده گيردار 12

  
  

  



  (سازه متقارن تحت اثر بارگذاري متقارن)

  سازه نيمه 
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 گاه العمل افقي در تكيهاي زير، عكسزهدر سيستم سا :4مثالA  (.صلبيت همه اعضا يكسان است) 92(مهندسي عمران ـ دكتري   كدام است؟(  

  ) صفر1

2 (P
2  

3 (P
4  

4 (P  
  

 :قارن است و تحت اثر بارگذاري پادمتقارن قرار دارد. پس با شود كه اين سازه متبا كمي دقت در شكل صورت سؤال مشاهده مي» 1«گزينه  پاسخ
  شود و به صورت مقابل داريم: اش نصف ميصلبيت خمشي GHنيمه فقط عضو  رسم محور تقارن سازه براي سازه

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
را مورد بررسي قرار  ABCGH، سازه نيمه Aگاه العمل افقي تكيهبنابراين براي محاسبه مقدار عكس

  گيريم:را به صورت زير در نظر مي ABCGHهيم. در ادامه سازه دمي
   
   

  

xx AF R 
     

  

  برابر صفر است.  Aگاه العمل افقي تكيهبنابراين مقدار عكس
  
  
  

EI

  (سازه متقارن تحت اثر بارگذاري پادمتقارن)

  سازه نيمه 
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  فصل دوازدهم

  »هابررسي خط تأثير در سازه«

 گاه العمل تكيهزه ماكزيمم عكستن بر روي تير شكل زير حركت كند، اندا 3اگر يك بار منفرد  :1مثالD ؟چند تن است  
  )77(مهندسي عمران ـ سراسري    

1 (3  2 (5  

  
3 (5

3  4 (1
3
  

 :گاه العمل تكيهخواهيم حداكثر مقدار عكسكند و ميتن بر روي تير حركت مي 3با توجه به اينكه يك بار متمركز  » 2«گزينه  پاسخD  را به دست
  دهيم: هاي زير را انجام ميآوريم، گام

   Dگاه گام اول: رسم نمودار خط تأثير تكيه
  براي اين منظور كافي است مراحل زير را انجام دهيم: 

   از سازه Dگاه حذف تكيه :مرحله اول
   و رسم تغييرشكل سازه Dاعمال تغييرمكان واحد در نقطه  :مرحله دوم

  و تغييرمكان واحد در اين نقطه به صورت زير داريم: Dبا اعمال بار فرضي در نقطه 
  شود: به صورت زير تعيين مي Cتغييرمكان واحد اعمال شده است، بنابراين مقدار بالا آمدن مفصل خمشي  D: به علت اينكه در نقطه Cـ مفصل خمشي 

C CD
C

ED ECL L
 

     
1 5
3 5 3  

  شود. مفصل خمشي همواره شكستگي تغيير شكل ايجاد ميتوجه داشته باشيد در 
گاهي مناسب العمل تكيهداراي دو عكس AB: در يك مفصل خمشي همواره شكستگي در تغيير شكل داريم. توجه داشته باشيد قسمت Bـ مفصل خمشي 

  شود: زير رسم ميباشد. بنابراين تغيير شكل سازه به صورت است، پس اين قسمت پايدار و بدون تغيير شكل مي
  

  
  

   رسم تغيير شكل سازه به عنوان نمودار خط تأثير :مرحله سوم
  

  گردد: به صورت مقابل رسم مي Dگاه نمودار خط تأثير تكيه
  

   Dگاه تعيين محل و مقدار حداكثر ارتفاع خط تأثير در نمودار خط تأثير تكيه گام دوم:
  حداكثر ارتفاع خط تأثير ايجاد شده است كه مقدار آن برابر است با: Cشود كه در نقطه مودار خط تأثير رسم شده در گام اول، مشاهده ميبا توجه به ن

maxh 
5
3  

   Dگاه العمل تكيهتعيين حداكثر مقدار عكس گام سوم:

D(max)  داريم: Dگاه كيهالعمل تبا استفاده از رابطه زير براي حداكثر مقدار عكس max D(max)R P h R ton     
53 53  

  

DR :
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 منحني خط تأثير لنگر خمشي در نقطه  :2مثالB  95(مهندسي معماري كشتي ـ سراسري   چگونه است؟(  
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 :براي رسم خط تأثير لنگر در نقطه » 1«گزينه  پاسخB  از روش مولر برسلاو به صورت زير داريم  
   Bقراردادن مفصل خمشي در نقطه  ه اول:مرحل

  

  به نحوي كه مجموع دوران طرفين برابر واحد باشد و رسم تغيير شكل سازه Bاعمال دوران در طرفين مفصل خمشي  مرحله دوم:
  باشد. گاهي مناسب است، پس پايدار و بدون تغيير شكل ميالعمل تكيه: اين قسمت داراي دو عكس ABـ قسمت 

   گردد.اعمال مي Bثابت و بدون تغييرشكل است، بنابراين تمام دوران واحد به سمت راست مفصل خمشي  B: به علت اينكه سمت چپ مفصل خمشي   Bيمفصل خمشـ 
به اندازه واحد دوران داشته است،  Bشود. به علت اينكه سمت راست مفصل خمشي : در مفصل خمشي همواره شكستگي مشاهده مي Cـ مفصل خمشي 

C  آيد:به صورت مقابل به دست مي Cمقدار تغييرمكان نقطه پس 
L L

   1 2 2  

  گردد:بنابراين تغييرشكل سازه به صورت زير رسم مي

  

  مرحله سوم: رسم تغييرشكل سازه به عنوان نمودار خط تأثير 
  گردد:ل رسم ميبه صورت مقاب Bنمودار خط تأثير لنگر در نقطه 
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