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تابع :سوم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

   

  

  
  سومفصل 

  »تابع«
  

  برد تابع و معرفي انواع تابع دامنه،تعريف تعريف تابع،  ):1درسنامه (  
  

  تعريف تابع    

Aضرب دكارتياز حاصل ايزير مجموعه fدو مجموعه باشند. BوAفرض كنيد B يعني يك رابطه از)A بهB   هرگـاه هـيچ دو عضـو     .) را يـك تـابع گوينـد
  .نيز با هم مساوي باشند تا اين رابطه يك تابع باشدها هاي دوم آن، اگر دو مؤلفه اول مساوي باشند، حتماً بايد مؤلفههاي اول مساوي نباشندداراي مؤلفه fمتفاوت
 دو مجموعه :1مثالA { , , , } 1 2 3 Bو 4 { , , } 1 3 ضرب دكارتيحاصل .مفروض استA B:عبارتست از  

A B {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}     1 1 2 1 3 1 4 1 1 2 3 4 1 3 2 3 3 3 4 3     
fرابطه {( , ) , ( , ) , ( , )} 2 1 3 4 3 ع است ولييك تابg {( , ) , ( , ) , ( , )} 2 3 3 2 3 .تابع نيست  

  

 fرا بـرد  fهـاي دوم اعضـاي  مؤلفـه  يهو مجموع ـ fتعريـف)  يه(دامن ـ يهرا دامن ـ fهاي اول اعضـاي تـابع  مؤلفه يهمجموع: تعريف و برد تابع يهدامن
  دهند.نشان مي fRو fDخوانند و آنها را به ترتيب بامي
 فرض كنيد :2مثالA { , , , , } 1 2 3 4 Bو 5 { , , , } 1 3 5 و شكل زير تابعf را مشخص كند. دامنه و بردf .را مشخص كنيد  
 پاسخ:  

  
  
  
  
  

fR { , , } 1 3        و       fD { , , , } 1 2 3 4  
  مقدار تابع     

,x)وقتي y)عضو دلخواهي ازf باشدy را مقدار تابعfدرx خوانند و معمولاً آن را به صورتميy f (x) نويسند، در اين مقام مؤلفه اول، يعنـي ميx  را
f، يعنـي xهاي مرتب است، با مقـدار آن در اي از زوج، كه مجموعهfتوجه كنيد كه تابع .خوانندرا متغير تابع مي yدوم، يعنيمتغير مستقل و مؤلفة  (x) ،

  فرق دارد.
قـانون   fشود و بدين ترتيـب از روي اي از روي مؤلفه اول آن زوج مرتب مشخص ميبه طور يگانه fدوم هر زوج مرتب در يهيك تابع باشد، مؤلف fهرگاه

,x)متناظر سـاخت بـه قسـمي كـه     fRمتعلق بهyيك و تنها يك عضو fDاز xتوان به هر عضوآيد كه به كمك آن مياي به دست مييا ضابطه y) f .  
به عنوان  .بحث) اختيار كرد كه آن قانون براي آن زير مجموعه با معني است مرجع (مورد يهاي از مجموعداده نشود بايد آن را بزرگترين زير مجموعه تابع اگر دامنه

fمثال در تابع (x) x f  :داريم باشند، يعنيمي xي تابع به صورت مربعهاي دامنهxبه ازاي fمقادير 2 {( , )( , )( , )} 2 4 3 9 4 16   
 تابع :3مثال f داده شده است: روبرو به شكل                 f {(x,y) | x ,x ,y x x }     25 4 3  
  اعداد طبيعي است) يهمجموع هاي مرتب بنويسيد (ه شكل زوجبرا  fتابع
 پاسخ:  xدهيم تا مقاديرباشند را در تابع قرار ميكه عدد طبيعي مي 5تر از هاي كوچكy ها به دست بيايد.آن  

           f {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} 1 2 1 3 4 3   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي عمومي

   

 ي كه در آنها يهارابطه :1تذكرy تابع نيستند.  معمولاًنسبت مثلثاتي باشد، ، داخل قدر مطلق، براكت، داراي توان زوج و يا كمان يك  

 اگر  :4مثالx متغير مستقل باشد، كداميك از روابط زير تابع است؟    
1 (y x 2 1  2 (y x  2 1   3 (x y  2 2 1   4 (sin y x  
 2«گزينه  :پاسخ«  

xبه ازاي: روش اول  بيش از يك مقدار براي4) و (3)، (1هاي (، در گزينه (y به دست مي) تنها يك مقدار براي2آيد و فقط در گزينه (y شودحاصل مي.  
x: y x y y       2 1 1 1  ) 2گزينه(  x: y x y y      2 21 1 1 ) 1گزينه(  

x: sin y x sin y y , , , ...        2   ) 4گزينه(  x: x y y y        2 2 21 1 1  ) 3گزينه(  
چون در تابع نخواهد بود. بنابراين  داراي توان زوج، قدر مطلق، جزء صحيح يا نسبت مثلثاتي باشد آن ضابطه معمولاً yدر يك رابطه، اگرروش دوم: 

البته لازم به ذكر است كه موارد استثنايي وجود دارند كه در آنها  باشد، در نتيجه تابع نيستند.داراي توان زوج يا نسبت مثلثاتي مي y)،4( ) و3)، (1هاي (گزينه
(xيباشد. به طور مثال رابطهتذكر بالا معتبر نمي ) y  2 xزوج است، زيرا فقط به ازاي yباشد با آن كه توانيك تابع مي 21 1 وy  شود.برقرار مي  

  

 كداميك از روابط زير تابع نيستند؟ :5مثال  

1 (y x 1  2 (y x2 2  3 (y x 3 1  4 (y
x

 2
1  

 يطهدر راب  »2«گزينه  :پاسخy x2 xبه ازاي 2 1دو مقدار ،y 1 وy  1 دهد اين رابطه تابع نيست.آيد كه نشان ميست ميبه د  
  

 تابع :6مثالx,y } وxf {(x ,y)|y
x


 
  چند عضو دارد؟ 4

1 (3  2 (6  3(N  4نامحدود (  

 تابع»  1«گزينه  :پاسخf نويسيم.مي مقابلصورت ه را ب          f {(x , y) | y , x , y }
x

   
41   

انتخاب شوند كه حاصل كسر xبايد مقاديري از
x
عددي طبيعي شـود، بـا توجـه بـه ايـن       4

xتوان نتيجه گرفت كه فقط به ازايموضوع مي , ,1 2   حاصل تابع عدد طبيعي خواهد بود. ،4
  

x y

x y

x y

      

      



      

41 1 51
42 1 32
44 1 24







  

  

، در غيـر ايـن صـورت    بع را در بيش از يك نقطه قطع كنـد نبايد منحني تا ،ها رسم شود yهرگاه خطي موازي محور  در بررسي نمودار تابع :1نكته 
  .باشدميتابع ن

  
  
 
  
  

   محاسبه دامنه توابع     

ديگر  به عبارتدهيم. نمايش مي fD را معمولاً با نماد گويند و آنمي  f) دامنه Aهاي اول آن (اعضاي مجموع به مختص ،تابع باشد fاگر رابطه ع: دامنه تاب
  وجود داشته باشد، دامنه تابع گوييم. yي كه براي آنها يهاx به مجموعه

  است. )(گونه توابع اعداد حقيقي دامنه اين :ابع كثيرالجمله يا خطيـ تو1
fي تابعبه عنوان مثال دامنه (x) x x x   3 22 4 6 )يعني برابر 1 , )  باشد.مي  

fـ توابع كسري2 (x)(y )
g(x)

 :گونه توابع به شرط آنكه دامنه صورت كسر اعداد حقيقي باشد، اعداد حقيقيدامنه اين   به جز مقاديري كه مخـرج كسـر را

         به عبارت ديگر:   باشد.كنند، ميصفر مي yD x | g(x)     

y

x

 تابع است

y

x

 نيستتابع 

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تابع :سوم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

   

 دامنه تابع با ضابطه :7مثالxf (x)
x x


 2

3
5 6

  آوريد؟ به دسترا  

 هاي آن را به دست آوريم:بايد مخرج كسر را مساوي صفر قرار دهيم و ريشه :پاسخ    f
x

x x D ,
x


       
2 25 6 2 33   

  

 شود.تابع نيز گفته مي انفصالكند، نقاط به نقاطي كه مخرج را صفر مي :2تذكر  
 در اينگونه توابع اگر فرجه راديكال زوج باشد، بايد عبارت زير راديكال بزرگتر يا مساوي صفر باشد و اگر فرجه راديكال فرد باشد دامنـه  ـ توابع راديكالي:3

  همان دامنه عبارت زير راديكال خواهد بود. ،تابع

 دامنه تابع :8مثالxz
x




2

    كدام است؟ 1

1(  2( و 1   3(x 1  4(x 1  
 با توجه به اينكه همواره  »3«گزينه  :پاسخx 2  باشد، لذا فقط كافي است ميx  1   و ياx 1 د.باش  

  

 دامنه تابع با ضابطه :9مثالxf (x)
x


   )86(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (x  1   2 (x  1   3 (x   ياx  1  4 (x   ياx  1  
 داريم مساوي صفر باشد، يعنييا عبارت زير راديكال بايد بزرگتر   »4«گزينه  :پاسخ:   

x
x

x
x

x
x

x




 




  

     


  


1

11

1

S¶°–¸ÃÃ • U  

  
  

xوجه داشته باشيد كه بـه ازاي با توجه به جدول تعيين علامت در جاهايي كه عبارت زير راديكال مثبت است، تابع تعريف شده است. ت  1    مخـرج كسـر
fD      شود و كسر تعريف نشده است.صفر مي ( , ) [ , )   1     

  تساوي دو تابع     

  دو شرط زير را داشته باشند:را مساوي گويند هرگاه  gو  fدو تابع 
fي دو تابع برابر باشد،دامنه) 1 gD D، 2 (به ازاي هرx تابع مقدار دو تابع با هم برابر باشد. دو يمشترك از دامنه  

 توابع :10مثالf (x) x  xg(x)و 3
x





2 9
  باشد.مي -}3{برابر g(x)دامنه  وليبرابر  f(x)با هم مساوي نيستند. زيرا دامنه  3

 دو تابع حقيقي :11مثالxf (x)
x






4
2

1
1

g(x)و  x 2 ي تابع مقدار از دامنه دلخواه xبه ازاي هرباشد و مي با هم برابرند، زيرا دامنه هر دو تابع 1

  .باشددو تابع نيز با هم برابر مي
 دو تابع :12مثالfوg87(حسابداري و مديريت ـ سراسري   ها با يكديگر برابرند؟، با كدام ضابطه(  

1(f (x) 1 وxg(x)
x

  2(f (x) x وg(x) ( x ) 2  

3(f (x) log x g(x)و 2 logx 2  4(f (x) x xو 2 | x | x | x |g(x) ( ) ( ) 
 2 2

2 2  

 هايي تابعدامنه» 3«و » 2«، »1«هاي در گزينه  »4«گزينه  :پاسخf  وg .با هم برابر نيست  
IR، برابرgو دامنه تابع  IR، برابرfدامنه تابع » 1«در گزينه  { }  باشد.مي  
]برابر ،gو دامنه تابع  IR، برابرfدامنه تابع » 2«در گزينه  , ) .است  
f،IRدامنه تابع » 3«در گزينه  { }   و دامنه تابعgبرابر ،( , ) .است  

 تعريف نشده
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي عمومي

f 

2 1 2 3 
x 

g 

y y 

x 

   

  اعمال جبري روي توابع
1 (f g f g(f g)(x) f (x) g(x) , D D D      2 (f g f g(f g)(x) f (x) g(x) , D D D      

3 (fg f g(fg)(x) f (x)g(x) , D D D    4 (f f g
g

f f (x)( )(x) , D D D {x | g(x) }
g g(x)

      

 توابع :31مثالf {( , ) , ( , ) , ( , )} 2 2 3 4 4 gو 5 {( , ) , ( , ) , ( , )} 3 4 5 6 2 fاند،مفروض 3 g كدام است؟    
1 ({( , ) , ( , )}2 3 4 6  2 ({( , ) , ( , )}2 5 3 8  3 ({( , ) , ( , )}3 5 2 4  4 ({( , ) , ( , ) , ( , )}5 6 8 1 6 8  
 ي تابعدانيم دامنهمي  »2«گزينه  :پاسخf gهاي، از اشتراك دامنهf وg گردد. پس داريم:حاصل مي  

  f
f g

g

D { , , }
D { , }

D { , , } 
   

2 3 4
2 33 5 2  

f ( ) g( ) ( , ) f g
f g {( , ) , ( , )}

f ( ) g( ) ( , ) f g
      

         

2 2 2 3 5 2 5 2 5 3 83 3 4 4 8 3 8  

  

 نمودار دو تابع :14مثالf (x)وg(x) ي تابعصورت زير است، دامنهبهf
g

  كدام است؟ 

1 ({ } 1  

2 ({ , , , } 1 2 3   

3 ({ , } 1 3  
4 ({ , , } 1 2   
 :ي دو تابع را با توجه به نمودارهاي داده شده به دست آوريم، با توجه به اين كه دامنه تابع همان مقاديرابتدا بايد دامنه  »2«گزينه  پاسخx باشد، داريم:مي  

  } { , , , }   1 2 مخرجهاي ريشه3
f

g f f g
g

D :
D : { } D D D {

g(x) x , , ,




   
   

1
1 2 3


 

 

  

  

 نمودار :15مثالf (x)وg(x) يبه صورت زير است. دامنهf g  كدام است؟    
1 ([ , )1  
2 ([ , )2  
3 ([ , )1 2  
4 ([ , ]1 2  
  : با توجه به نمودارها »  3«گزينه پاسخgD ( , )  fDو 2 [ , )  1 .:لذا داريم  f g f gD D D ( , ) [ , ) [ , )        2 1 1 2  

  تابع  انواع    

x            : شود. مثالش از يك ضابطه بيان مياش با بيبع در دامنهگاهي مقدار يك تااي: ضابطهـ تابع چند1 ; x
f (x)

x ; x


  




  

 اگر :16مثال
x ; x

f (x) ax b ; x

x ; x

  


   




2

3

1 1
1 2

2
    كدام است؟ abي يك تابع باشد، مقدار ضابطه 

1( 64-  2( 48-  3( 64  4( 48  
 :ابع درهاي تلازم است ضابطه براي تابع بودن  »1«گزينه  پاسخx 1 وx             با هم برابر باشند. يعني داريم: 2

a b
a ,b ab

a b
 

        
8 8 642 8

  
  

y  

x  

f 

-1 

y  

x  O  

g  

2  
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 فرض كنيد :17مثال; x
f (x)

x ; x

  
 

2
2

1



fدر اين صورت ، (f ( x ))     كدام است؟ 2

1 (4-  2 (x 2 1  3 (2-  4 (x 4 1  
 با توجه به اين كه  »3«گزينه  :پاسخx پـس بايـد آن را در   شـود)  مقدار آن منفي مـي  x(يعني به ازاي هر مقدار دلخواه ،باشديك مقدار منفي مي 2

f                        ي پايين قرار دهيم:ضابطه (f ( x )) f (( x ) ) f (x )       2 2 2 41 1 2  
  

 تابع :18مثال
x ; x

f (x) ; x
x
x ; x

  

  


  

32 1 2
1 2 32

2 5 3
fمفروض است، مقدار  (      كدام است؟ 8(

1 (2 1
2  2 (2 1

2  3 (4 2 5  4 (3 2 1  

 :عدد»  1«گزينه  پاسخ8 2 fلذا بايد از ضابطه دوم تابع مقدار ؛باشدمي 3و كوچكتر از  2بزرگتر از  2 (     را محاسبه كنيم: 8(

         f ( )   
    

  
1 1 2 2 2 2 2 2 2 18 4 28 2 2 2 2 2 2 2

  
  

 مشـتركي نداشـته    نقطـه  ها در دامنه تعريفشان تابع باشند، ثانياً دامنه آنهاتوانند تابع باشند، كه اولاً تك تك ضابطهاي در شرايطي ميروابط چندضابطه :3تذكر
  برابرحاصل شود. هاي yهاي مشترك، xها داراي ناحيه (يا نقطه)مشترك با يكديگر بود به ازاي باشد و اگر دامنه ضابطه

براي مثال ضابطه 
x ; x

f (x)
x ; x

  
 

2
1 1
1 1

  باشد. تابع مي 

f          ثابت مشخص شود. yتنها يك  ،متعلق به دامنه xتابعي است كه به ازاي هر  :ـ تابع ثابت2 (x) c      
fx                  توان تابع مقابل را بيان نمود:بعنوان مثالي براي تابع ثابت مي Df (x) x x f (x)      

f)تابعي است كه هر عضو دامنه را به خود آن عضو از دامنه نسبت دهد :ـ تابع هماني3 (x) x) اين تابع را باI (x) دهيم. نمودار تابع همـاني  نمايش مي
  باشد.همان نيمساز ربع اول و سوم مي

 باشد.و برد تابع هماني با هم برابر ميدامنه  :4تذكر  
  شود:اين تابع به صورت زير تعريف مي :ـ تابع علامت4

و        
; x

sgn(x) ; x
; x


 
 

1

1


 


  

  

x                             شود:تعريف مي مقابلاين تابع به صورت  :ـ تابع قدرمطلق5 ; x
y f (x) x

x ; x


    




  

داريم و اگر عبارت داخـل قـدرمطلق منفـي بـود، آن     عبارت ديگر اگر عبارت داخل قدرمطلق مثبت بود، قدر مطلق را برميبه 
y، نمودار تابعداريمسپس علامت قدرمطلق را برميعبارت را در يك علامت منفي ضرب و  | x |  باشد:مي مقابلبه صورت  

  خواص قدرمطلق     
  

1( x    2( x x   
3( ax a x a     4( ax a x a a x a      2 2   
5( x a   ياax a x a    6( x . y x . y  

7( n nx x2 2  8( x y x y x y        )(نامساوي مثلثي  

9( x y x y    10( x x x    

y 

x 

1 
-1 

y

x
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 مجموعه جواب نامعادله: 19مثال| x x | 2 1  كدام است؟    
1(x  9  2(x  9 9  3(x 1 9  4(x  1 9  
  :با استفاده از خواص قدرمطلق داريم:  »4«گزينه پاسخ               x x x x              2 8 1 1 2 8 1 2 2 18 1 9    

  
 مجموعه جواب نامعادله :20مثالx x  2 1   كدام است؟ 8

1 (x  3  2 (x 3 7  3 (x 1  4 (x 1 3  
 با توجه به وجود قدرمطلق بايد نامعادله را در دو حالت زير حل كنيم: »1«گزينه  :پاسخ  

         ( ) , ( )) x x x x x x x ( )
x

) x x x x x x ( )
               

             

2 11 1 1 2 1 8 3 9 3 1 3 1 32 1 1 2 1 8 7 1 2



  

  
 يهتابع با ضابط يهدامن :21مثالxf (x)

x





2 1
    كدام است؟ 1

1 (  2 ({ } 1  3 ({ } 1  4 ({ , } 1 1  
 داريم: و دهيممخرج كسر را مساوي صفر قرار مي  »4«گزينه  :پاسخ                          { , }  1 1 دامنه| x | | x | x       1 1 1  

  
 دامنه تابع: 22مثالf (x) x x      كدام فاصله است؟ 2

1 (( , ) 1 1  2 (( , )1  3 (( , )1 1  4 ([ , ]1 1  
 4«گزينه  :پاسخ «  

|                  تر يا مساوي صفر باشد و داريم:بايد زير راديكال بزرگروش اول:   x | x x | x | x       2 2 1 1  
كنـد،  دامنـه صـدق نمـي    در 2. از طرفـي عـدد   ) صحيح نيستند3) و (2هاي (كند، بنابراين گزينهدر دامنه تابع صدق مي 1عدد  روش دوم (عددگذاري):

  تواند پاسخ صحيح باشد.) مي4باشد. پس تنها گزينه () نيز صحيح نمي1بنابراين گزينه (
  

 حاصل عبارت: 23مثالx | x | x | x |A ( ) ( ) 
 2 2

2       كدام است؟ 2
1 (x22  2 (x24  3 (x2  4 (x | x |  
 3«گزينه  :پاسخ«    

x   روش اول: xx x x x x x x x x x x x x x x x xA A x        
     

222 22 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 4
4 4 4 4  

xكنيمشدن محاسبه عبارت فرض مي براي ساده :دوم روش  1داريم ، در اين صورت:  
x | x | x | x | | | | |( ) ( ) ( ) ( )       

    2 2 2 21 1 1 1 12 2 2 2  
x) به ازاي3تنها گزينه (  1 برابر 1 شودمي.  

  
 يمجموعه جواب معادله: 24مثال| x x | x | x |  23 2 3     كدام است؟ 2

1 (( , ]   2 ([ , )1  3( { } [ , ) 
2
3    4 ([ , ]2 5  

 در قدرمطلق سمت چپ ابتدا از  »3«گزينه  :پاسخx گيريم و داريم:فاكتور مي  | x( x ) | x | x | | x | x    3 2 3 2  
xتساوي فوق به ازاي   كه شود و واضح استبرقرار ميx 


2

  كند.چرا كه در معادله داده شده صدق مي نيز جواب معادله است. 3

  

 هاي زير برقرار است؟كداميك از نامساوي: 25مثال    
1 (|| x | | y || | x y |    2 (| x | | y | | x y |    3 (x | x | x    4 (| x | | y | | x y |    
 صحيح است.4با توجه به خواص قدرمطلق گزينه (  »4«گزينه  :پاسخ (  
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  تابع جزء صحيح (براكت)        

)و يك عدد حقيقي نامنفي (n)توان به صورت مجموع يك عدد صحيحهر عدد حقيقي را مي p ) 1 مايش داد، جزء صحيح نx فرمه را بx     نمـايش
x                دهيم:مي , n , x n p , p       1    

xبراي مثال جزء صحيح / 3 /باشد چونمي 3برابر  7 / 3 7 3 7و جزء صحيحx / 1 /(چون باشد.يم  -2برابر  6 /   1 6 2 4(   
در سؤالات كنكور تابع جزء صحيح را به صورت توجه:  نماد كروشـه آن   باما در اين كتاب به دليل اشتباه نشدن  .دهنديعني به صورت كروشه نشان مي

را به صورت   دهيم.نشان مي  
  ص تابع جزء صحيح  خوا

1( x x x         1  2 (x x x    1  3 (p x x      1  4 (x x         

5 (x n x n , (n )           6 (, x
x x

, x


            1
 


  

7 (x y x y              xيا  1 y x y              8 (x x x           2    
 مقدار: 26مثال   2     كدام است؟ 2

1 (2-  2 (1-  3 (2  4 (1  
 چون   »2«گزينه  :پاسخ    1 2 2   پس     2 2   باشد.مي 1

  

 اگر :27مثالx
f (x)

x
   

   

2 1 2
5 4 fباشد، 4  

 
 

1
    ست؟ا كدام 3

1 (1  2 (1-  3(1
2  4(

1
2  

 فقط كافي است به جاي  »2«گزينه  :پاسخx 1مقدار
  را قرار دهيم. 3

                         f ( )

                  
            

2 11 2 21 1 2 13 3 14 113 3 4 15 4 43 3

  

  

 اگر :28مثالf (x) x x    
1
fباشد، مقدار 2 (f (   )93(مديريت و حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 7((

1 (
1
2  2(

1
4  3(1

4  4 (9
4  

 :ابتدا  »4«گزينه  پاسخf ( fيدر ضابطه xبه جاي 7را با جايگذاري  7( (x) كنيم:حساب مي  

f (x) x x f ( ) /                 
1 1 7 77 7 7 7 3 52 2 2 2  

fيي محاسبهاما برا (f ( fيبايد در ضابطه 7(( (x) به جاي تمامxعدد ،/ 
7 3 3/را قرار دهيم، حواستان باشد؛ جزء صحيح 52   .است 4برابر با 5

f (f ( )) ( / ) / ( ) ( )             
1 1 7 7 97 3 5 3 5 4 42 2 2 4 4  

  
 در تابع :92مثالx xy (x )           

3 2 22 2   
 

xبه ازاي yمقدار   7 92(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (8    2 (9   3 (11   4 (7    
  :ابتدا  »4«گزينه پاسخx كنيم و داريم: را جايگزين مي    

x y ( ) y / ( / )y                         

7 77 3 2 7 2 3 3 5 2 7 2 3 52 2
           
 

  
/چون / 3 5 3 5و/ /   3 5 4 5 يعني/   3 5 /و 3     3 5       باشد و داريم: مي 4

7  y ( ) ( ( )) y ( )           3 3 2 7 2 4 9 2 1 9 2              



  

51  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي عمومي

   

 اگر :30مثالf (x) x x         2 وx، گاهآنf (x) كدام است؟    
  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1
 با توجه به اين كه توانيم آن را از جزء صحيح بيرون بياوريم.مي بنابراين صحيح است، يعدد 2 دانيممي  »2«گزينه  :پاسخx  متعلق بـه   نيسـت در

xنتيجه  x          1   f (x) x x ( x x )                         2 2 1 2 1  
  

  
 دامنه تابع: 31مثال| x |y

x

  

     عبارتست از:  

1 ([ , ) 1   2 (( , ] 1   3 (( , ) 1   4 ({ }   
 گاه بازه به دسـت آمـده را بايـد از مجموعـه     هاي مخرج را به دست آوريم. آندهيم تا ريشها مساوي صفر قرار ميابتدا مخرج كسر ر  »1«گزينه  :پاسخ

]                       اعداد حقيقي حذف كنيم. , )  1   دامنهx x       1   
  

 دامنه تابع: 32مثالy
x


  

1
1

    كدام است؟ 

1 ([ , )2  2 (( , )2 3 ([ , ]1 1  4 (R [ , ]  1 1  
 اشد.عبارت زير راديكال با فرجه زوج كه در مخرج كسر قرار دارد بايد بزرگتر از صفر ب  »1«گزينه  :پاسخ  

[ , ) 2دامنهx x x            1 1 2  
  

 مقدار تابع :33مثالf (x)
x
    

  )95(مديريت و حسابداري ـ سراسري   در كدام بازه برابر صفر است؟ 2

1 (( , )2  2 (( , ) 2  3 (( , )2   4 ([ , ] 2 2  
 شود، پس ابتدا عبارت را مساوي صفر قـرار  هاي داده شده، حاصل عبارت برابر صفر ميبايد ببينيم به ازاي كدام مقادير از بين گزينه  »1«گزينه  :پاسخ

uدهيم. و با توجه به اين كه ازمي     شود كهنتيجه ميu 1  .داريم    
x x
       

2 2 1   

x  مثبت است. با وارونه كردن طرفين داريم: xبنابراين x      1 22  
  

 اگر: 34مثالxf (x)
x




  

2 1
    ) چيست؟f(دامنه fDباشد،  1

1({ }  2  2 (( , ] [ , )  1 2   3 (( , )2   4 ([ , )  1 2   
 2«گزينه  :پاسخ«    

  هاي مخرج كسر جزء دامنه تابع نيستند.ل بايد بزرگتر يا مساوي صفر باشد و ريشهعبارت زير راديكا روش اول:
x  1   ياx x x     2 21 1 1  

xهاي مخرج كسر) (ريشه x x            1 1 1 2  
)بنابراين دامنه تابع  , ] [ , )  1 2 .خواهد بود  

xبه ازاي :گذاريمقدار روش دوم: 1 بنابراين ،شودمخرج كسر صفر ميx 1 دامنه تابع جزوf نادرسـت هسـتند بـه     4و  1هـاي  باشد پـس گزينـه  نمي
xازاي  xباشد در نتيجهف صفر ميشود و مخرج كسر هم مخالمي 3زير راديكال  2    هم غلط است.  3پس گزينه  ،باشدمي fدامنه تابع جزو 2

  

  لگاريتم     

aدو عدد حقيقي مثبت و aو Nفرض كنيد  xaيهرا كه در معادل xد، عدد حقيقيباش 1 N لگاريتم عدد ،كندصدق ميN در مبنايa گـوييم  مي
aLogو با نماد N x داريم دهيم. بنابرايننشان مي:         x

aLog N x N a    

Logبه طور مثال 28 ، زيرا3 38 aLogو يا 2 a 
1
a، زيرا2 a

1
2.  

 1اگر مبنا در لگاريتم :5تذكر نويسيم.و معمولاً مبنا را نمي ناميمرا لگاريتم اعشاري مي آن ،باشد  
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  :خواص لگاريتم
aLog 1 )2     alog a a , a     1 1 )1 

a a a
Mlog log | M | log | N |
N

  )4 a a alog MN Log | M | Log | N |  )3 

a
N

log N
log a


1 )6 m

n
aa

nlog N Log N
m

 )5 
alog Na N)8 b blog N log aa N )7 

a b blog N.log a log N )10 b
a

b

Log N
log N

Log a
 )9 

 اگر :53مثالlog a2آنگاه ،log /25 كدام است؟  
1 (1

2
  2 (

a2
1  3 (a2  4 (a4  

 با استفاده از خواص لگاريتم داريم:  »3«گزينه  :پاسخ              log / log log log a      2125 2 2 2 24  
  

 اگر :63مثال
x ; x

f (x) ; x
x
x ; x

  

  


  

32 1 2
1 2 32

2 5 3
fباشد، حاصل  ( log )2   )91(مديريت و حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 256

1 (2 1
2  2 (2 2 1

2  3 (2 2 1
2  4 (2 1

2  

 با توجه به اين كه تابع  »4«گزينه  :پاسخf باشد، ابتدا لازم است مقدارياي مچندضابطهlog2 را به دست آوريـم تـا مشـخص شـود از كـدام       256
دانيمي تابع بايد استفاده كنيم. ميضابطه 8256 log  ، بنابراين داريم:2 log log    8

2 2 2256 2 8 2 8 1 8  
nدقت كنيد از رابطه

b blog a n log n كنيم چون عبارت راديكال دارد، داريمسبه فوق استفاده كرديم، حالا مقدار خواسته شده را حساب ميدر محا:  
  log   3

2 256 8 2 2 2  
2مقدار /حدوداً برابر 2 / 2 1 41 2   ي دوم تابع استفاده كنيم:د از ضابطه) بنابراين باي3تر از و كوچك 2تر از باشد (يعني مقداري بزرگمي 82

f ( log ) f ( ) 


2
1256 2 2

2 2 2
  

)  ها لازم است عبارت گويا شود:با توجه به گزينه ) ( )
( )

    
     

    2 2
1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2 1

4 2 4 4 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
  

  

 اگر :73مثالlog k23آنگاه ،log   كدام است؟ 324
1 (k

k  3  2 (k
k
 3  3 (

k 
1

3 1
  4 (

k 
3

1  

 با استفاده از قوانين لگاريتم داريم:  »2«گزينه  :پاسخ                       log log log log log log       3
3 3 3 3 3 324 3 8 3 8 1 2 1 3 2  

logاز طرفي از رابطه k23شود، نتيجه ميlog
k

3
klog                                        :داريم ، بنابراين12 ( )

k k k


    3
1 3 324 1 3 1  

  
 اگر :83مثالf (x) (log x) 1

1 باشد، نمودار تابعf (x)y x با منحنيy x x  2   )93(مديريت و حسابداري ـ سراسري   ، كدام وضعيت را دارد؟2
  ) مماس4  ) يك نقطه تلاقي3  ) دو نقطه تلاقي2  ) غيرمتقاطع1
 يابتدا ضابطه  »1«گزينه  :پاسخf (x)y x يكنيم، براي اين منظور از دو رابطهرا ساده ميa

b a
b

log
log


xlogو 1 ax a كنيم. استفاده مي    

x(log x) log x logy x x x


   
1

1 1
1

1 1     
yحالا منحني 1 وy x x  2 x  دهيم:را با هم تلاقي مي 2 x x x      2 22 1 2 1    

  است، پس اين معادله ريشه ندارد و بنابراين دو منحني با هم تلاقي ندارند. ي دوم فوق كوچكتر از صفري درجهچون دلتاي معادله
  

coبا نماد را xكلگاريتم عدد مثبت: تعريف كلگاريتم log x دهيم و برابر منفي لگاريتمنشان ميx .است             a aco log x log x   
coبه طور مثال log log   6 636 36 2.  
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  لگاريتم طبيعي يا نپرين    
 

e)اگر مبناي لگاريتم عدد نپر / ) 2 elog  دهيم:  نشان مي Lnباشد، آنرا با نماد 7 x Lnx  
  كنيم.دوباره بيان مي Lnرا در مورد Log، خواص مهمLnبا توجه به اهميت بسيار زياد

ALne A )4  Ln 1 )3  Lne 1 )2  ALnx A x e   )1  

A
LnA

Log e


1 )8 ALn Ln | A | Ln | B |
B
  )7 LnAB Ln | A | Ln | B |  )6 LnAe A )5 

yنمودار تابع Lnx :به شكل زير است  
  آيد:به دست مي Lnاز شكل روبرو نتايج زير در مورد تابع

LnA ALn( )
LnA A

Ln( ) LnA A


       
    

1
1
1




 
  

 يهجواب معادل :39مثالLn( Lnx) 2   كدام است؟ 1
1 (e e2  2 (ee 2  3 (ee

2  4 (ee 2  
 چون پايه )1با توجه به خاصيت (  »4«گزينه  :پاسخLn برابرe باشد، داريممي:          eLnx e Lnx e x e        22 2  

  

 اگر :40مثالa bLn (Lna Lnb)
 

1
3 a. آنگاه حاصل2 b2   است؟ كدام 2

1 (ab5  2 (ab6  3 (ab7  4 (ab8  
 با استفاده از خواص لگاريتم داريم:  »3«گزينه  :پاسخ     

a b a b a b a bLn Lnab Ln Ln ab ab ( ) ab a b ab ab a b ab   
             2 2 2 2 21 2 9 73 2 3 3 3  

  

 ها قابل قبول نباشندهاي به دست آمده بعضي جوابرسانيم، ممكن است در بين جواب(زوج) مي 2در حل مسائل رياضي طرفين يك رابطه را به توان  قتيو :6تذكر.  
 يهمعادل :41مثالLn x Lnx چند جواب دارد؟  

  3) 4  2) 3  1) 2  ) هيچ1
 ابتدا»  3«گزينه  :پاسخx جلويLn رسانيم:مي 2كنيم و سپس دو طرف تساوي را به توان را از راديكال خارج مي           

             Lnx Lnx (Lnx) Lnx (Lnx) Lnx     2 21 1 42 4   
Lnx(Lnx ) Lnx , Lnx x , x e        44 4 1   

g(x)دامنه توابع لگاريتمي     
k(x)y log  

  

    شود، بايد بزرگتر از صفر باشد، ضمناً شرايط مبناي لگاريتم نيز بايد مشخص باشد.ه توابع عبارتي كه از آن لگاريتم گرفته ميگوندر اين
      fD x | g(x) , k(x) , k(x)    1   

 دامنه  :24مثال(Domain) تابعxy
Lnx


   كدام است؟ 1

1 (  2 (  3 ({ }  1  4 ({e}   
 عبارت مقابل  »4«گزينه  :پاسخLn بايد بزرگتر از صفر باشد، يعنيx  باشد.. از طرفي ريشه مخرج نيز جزء دامنه تابع نمي  

{e}   دامنهLnx Lnx x e      1 1  
  

 دامنه تابع :34مثالf :   با ضابطهLn(x )y
sin x




  )90(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟ 1
1 (fD {x k , k }    2   2 (fD {x | x , x k , k , x }       1    
3 (fD {x , x k , k }      1   4 (fD {x | x , x k ,k , x }      1 2    
 بايد جلوي  »3«گزينه  :پاسخLn تر از صفر باشد و همچنين مخرج كسر هم مخالف صفر شود.بزرگ  

  x x    1 1  
  sin x x k     

fD {x | x , x k , k , x }       1    (دامنه مخرج) ي (دامنه صورت) = دامنهy  

1  e  
1  

x  

y  
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  چهارمفصل 

  » حد و پيوستگي« 

  ي مستقيم حد، حدود چپ و راستتعاريف حد، محاسبه :)1( درسنامه
  

fكند، حد تابعميل مي aبه سمت xوقتي (x) برابر باL ي زير را داريم:نمادگذار شود ومي  

x a
lim f (x) L


  

fدقت كنيد، در پيدا كردن حد (x) وقتي كهx به سمتa كند، هرگز حالتي را كهميل ميx a ي لازم نيسـت گيريم. در حقيقت حتاست، در نظر نميf (x) 
xدر a تعريف شده باشد، فقط مهم اين است كه در همسايگي محذوفa و بسيار نزديك (يعني در همسايگيa به جز خودaشد.) تعريف شده با  

 تعريف حدود چپ و راست  
  

نزديـك شـود. وقتـي     aتواند از سمت چپ و يا از سمت راست بهمي x، متغيرaاي مانندي حد يك تابع در نقطهطور كه در مفهوم حد گفتيم، در محاسبههمان
نويسيممي

x a
lim f (x) L


منظورمان آن است كه حد ،f (x) وقتيx از سمت چپ بهa كند، برابر باميل ميL  نويسـيم است و وقتي مـي

x a
lim f (x) L


 

fيعني حد (x) وقتيx از سمت راست بهa كند، برابر باميل ميL است. نمادگذاريx a يعني فقطx گيـريم كـه از  هايي را در نظر مـيa   كوچكترنـد و
xنمادگذاري  a يعني فقطxگيريم كه ازهايي را در نظر ميa توان نتيجه زير را گرفت:بزرگترند. با توجه به توضيحات گفته شده مي  

كهشرط لازم و كافي براي آن
x a
lim f (x) L


 باشد، آن است كه
x a x a
lim f (x) lim f (x) L

  
  يعني شرط لازم و كافي براي وجود حد اين است كه حد)

fصورتگاهي اوقات حد راست و حد چپ را به .)وجود داشته و با هم برابر باشند چپ و حد راست، هر دو (a ) وf (a ) نويسيم.مي  

 ويژگي جايگذاري مستقيم در ضابطه ي تابع  
  

fاگر تابع (x) ها باشد وهيپربوليك، راديكالي، لگاريتمي و نظاير اين ،، مثلثاتيگويا اي، كسراز نوع چندجملهf (a)  داريم: گاهباشد، آنتعريف شده  

x a
lim f (x) f (a)


  

fيعني براي پيدا كردن حد تابع (x) يدر نقطهx a ياز دامنهf، يتوانيم در ضابطهميf به جايx ،مقدارa اولاً  . به دو موضوع دقت كنيد كـه ار دهيمرا قرa 
fدر دامنه (x) از جملـه   اييا توابـع چندضـابطه   قدر مطلق ،جزء صحيحمثلاً توابعي مانند  ؛توان مقدار تابع را با حد آن يكسان دانستباشد و ثانياً در همه توابع نمي

ي تابع ممكن است مقدار حد فقط نيز با توجه به دامنه راديكالي و لگاريتميدر توابع  مشخص، يكسان نيست. يه لزوماً مقدار تابع با حد تابع در يك نقطهتوابعي هستند ك
  .موجود باشد طرف يكاز 

 قواعد و قضاياي حد  
  

ي ايـن  پردازيم. دقـت كنيـد كـه همـه    كنيم و سپس به يكي از قضاياي مهم حد مياره ميدر اين قسمت، ابتدا به تعدادي از قواعد و اعمال جبري بر روي حدود اش
قضايا به شرطي برقرار هستند كه

x a
lim f (x) L


 و 1
x a
lim g(x) L


   هر دو موجود باشند: 2

  حد مجموع (تفاضل)، برابر با مجموع (تفاضل) حدهاست: ـ1
x a x a x a
lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x) L L
  

    1 2  

  تواند از حد خارج شود:مي Cضريب ثابت ـ2
x a x a
lim (Cf (x)) C lim f (x) CL
 

  1  
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  ضرب حدهاست:ضرب، برابر با حاصلحد حاصل ـ3
x a x a x a
lim f (x)g(x) lim f (x) lim g(x) L L
  

   1 2  

x  حد نسبت، برابر با نسبت حدهاست (به شرطي كه حد مخرج صفر نباشد): ـ4 a
x a x a

x a

lim f (x) Lf (x)lim ( ) , ( lim g(x)
g(x) lim g(x) L


 



  1
2

 Šo{IM)  

n ـ5 n
x a x a
lim [f (x)] [ lim f (x)]
 

 كهn .يك عددي طبيعي است  

fاگر حدـ 6 (x) درx a موجود باشد، حد| f (x)  نيز در اين نقطه وجود دارد و خواهيم داشت: |
x a x a
lim | f (x) | | lim f (x) |
 

   اما عكس اين مطلـب صـحيح ،

fنيست. مثلاً در تابع علامت (x) sgn x حد| f (x) xدر |   برابر با يك است، اما حدf (x) .وجود ندارد  
nـ7 n

x a x a
lim f (x) lim f (x)
 

 كهn يك عدد طبيعي است و اگر زوج باشد، بايد مقدار
x a
lim f (x)


  نامنفي باشد. 

f، نامساويaنزديك xاگر به ازاي هرـ 8 (x) g(x) گاه داريم:برقرار باشد، آن  
x a x a
lim f (x) lim g(x)
 

  

 به ازاي كدام مقدار :1مثالa حد تابع با ضابطه
ax bx ; x

f (x) ax ; x
bx

   
  




2 1 2
5 21

xدر نقطه     )85(حسابداري و مديريت ـ سراسري   است؟ 9، برابر 2

1 (1  2 (2  3 (3  4 (3
2  

  :دقت كنيـد  باشد. 9بايد حد چپ و راست تابع برابر  اي وجود حدبر  »2«گزينه پاسخ 2 fدر نتيجـه  2 (x) ax bx  2 بـراي محاسـبه حـد     1

ولي گيردراست مورد استفاده قرار مي 2 axfلذا  2 (x)
bx





5
  گيرد.تفاده قرار ميي حد چپ مورد اسبراي محاسبه 1

x x

x x

lim f (x) lim (ax bx ) a b
a b a b

ax a a b a blim f (x) lim
bx b

 

 

 

 

       
                    

 

2
2 2

2 2

1 4 2 1 9
4 2 1 2 5

5 2 5 2 5 18 9 9 791 2 1

  

aاز حل دستگاه فوق  bو 2 1 آيد.به دست مي  
  

 اگر :2مثالa b  bو 1   باشد، حد تابع
ax bx ; x

f (x) ax ; x
bx

   
  




2 1 2
5 21

xدر نقطه     )85(علوم اقتصادي ـ سراسري   در صورت وجود كدام است؟ 2

1 (6  2 (7  3 (8  4 (9  

  :يهاز رابط  »4«گزينه پاسخa b 1ضابطه تابع ،f  به صـورت
(b )x bx ; x

f (x) (b )x ; x
bx

       




21 1 2
1 5 21

 آيـد. بـراي داشـتن حـد در نقطـه     ر مـي د 

x    :داريم لازم است حد چپ و راست با هم برابر باشند، بنابراين 2
چون 2   ) را در نظر گرفتيم.1ي (در نتيجه ضابطه 2
چون 2   ) را در نظر گرفتيم.2ي (در نتيجه ضابطه 2

x x

x x

lim f (x) lim ((b )x bx ) (b ) b b

(b )x blim f (x) lim
bx b

 

 

 

 

          

     

 

2
2 2

2 2

1 1 1 4 2 1 6 3

1 5 2 7
1 2 1

  

b b b b b b b b
b


              


2 2 22 7 6 3 2 7 12 3 12 2 1 6 52 1     

5برابر bاز حل معادله درجه دوم فوق
bآيد كه با توجه به فرضبه دست مي 1و  6  فقط ،b 1  ازايقابل قبول است. بهb 1 حد تابعf درx  2 

                            برابر است با:
x
lim f (x) b


  
2

6 3 9  

bاگرتوجه:  1 را در كسرb
b



2 7
2 fد تابعقرار دهيم باز هم ح 1 (x) برابرa كند كهبنابراين فرقي نمي ،شودميb 1 ت قرار دهيميك از دو عباررا در كدام.  



  

95  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي عمومي 

  و صفر مطلق ، (  ، و صفر حدي (  
  

 اگـر بگوييـد   .توجـه كنيـد   ،از سمت راست آن است. به مفهوم حركت كه در ذات اين علامت نهفته استي نزديك شدن به صفر دهندهنشان علامت
/ همان 1  اگر بگوييدتر استزيرا از اين مقدار به صفر نزديك! گوييم نهمي است ما . يعني/ 1  آن كه خلاصه .دهيمباز همان جواب قبلي را مي 
 كنيم. البته اين كاررا يك عدد مثبت بسيار كوچك تصور مي ماگاهي اوقات اما در عمل و براي سادگي بيشتر،  ؛توان با يك عدد ثابت مقايسه كردرا نمي

كنيم، منظورمان كميتي است كه از سمت چپ صـفر در حـال   استفاده مي دهيم. به طور مشابه، وقتي از علامتانجام مي با آگاهي از مفهوم واقعي را
كميتي در حال تغيير است، فقط براي سـادگي بيشـتر آن را يـك     ويك عدد نيست  كه ننزديك شدن به آن است. در اين مورد هم با وجود آگاهي از اي

/ عدد منفي نزديك به صفر مثلاً 1   در موردكنيم. تصور مي  و دد مثبت بر يك عدد مثبت بسـيار  وقتي يك ع ؛طور تصور كنيداين توانيدمي
مثلاً .شودحاصل كسر بسيار بزرگ (مثبت) مي كه شود، واضح استكوچك تقسيم مي

1
1

1 
برابر با  11 1  شود كه يك عدد مثبت بزرگ است. مي

حاصـل كسـر يـك عـدد منفـي       كه شود، واضح استيار نزديك به صفر) تقسيم ميبه همين ترتيب تصور كنيد وقتي يك عدد مثبت بر يك عدد منفي، (بس
دهيم. مثلاًنمايش مي شود كه اين حاصل منفي را بامي

 1
1

1 
برابر با   11 1  است كه آن را با  توجـه كنيـد كـه     دهـيم. ينمـايش م ـ

 !آشـنا شـويد  اين مفـاهيم  تر با اين اعداد را انتخاب كرديم تا كمي ملموس ،هستند! چون ما براي درك بهتر يا گونه تصور نشود اين اعداد برابراين
  پردازيم.  مي» صفر مطلق«و » صفر حدي«اعداد مشخصي نيستند. حالا كه با اين چهار مفهوم آشنا شديد، به مفهوم  يا وگرنه

(صـفر واقعـي)    صفر مطلقها صفر، حدي نيست و شويم كه در آنرو ميسروكار داريم. اما گاهي اوقات با سؤالاتي روبه صفر حديما در فصل حد بيشتر با 
تعريف نشده است. اما صفر مطلق معمولاً چه زماني پديـد  » صفر مطلق«شود و تقسيم آن عدد بر مي برابر با» صفر حدي«. مثلاً تقسيم يك عدد بر است

تعريف نشده  توجه كنيد: مقابلآيد!؟ به مثال مي
x

xlim
x 

   
         

1

1 1 1
1 1 1 SLX¶ ¾TL²H » ¦a¼¨ nIÃvMÁjk– ¢±‰¶ oŸ‚

  

  :شود. اما به مثال زير توجه كنيدوجي برابر با صفر مطلق (واقعي) ميخررسيم، قطعاً تر از صفر ميايي به جزء صحيح عددي كمي بزرگدر واقع، وقتي در محاسبات نه

x

x

x

xlim
xxlim

xx lim
x





  


 

        
    

  

1
1

1

1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 11
1 1 1





¦a¼¨ nIÃvM » SLX¶ jk–

oŸ‚ ¾M ¦Äjqº nIÃvM » ÂŸ¹¶ jk–

  

باشـد،   كـه اگـر   اسـت يـا   در واقع در حالت حدي، صفر موجود در مخرج يـا  شود.مي يا جا صفر ما، حدي است و حاصل برابر بادر اين
گاهآن


 

1


گاهباشد، آن و اگر 

 

1


  :رو شويم، در زير آورده شده استها روبهبا آن سؤالاتد. براي نمونه چند حالت مهم كه ممكن است در شومي 

  
jk–
Áke oŸ‚

،           صفر مطلق   


¢±ˆ¶ oŸ‚
Áke oŸ‚

  
،         تعريف نشده 


Áke oŸ‚
¢±ˆ¶ oŸ‚

  
تعريف نشده      ،   

jk–
¢±ˆ¶ oŸ‚

  

هـم   بينيد؛ هرجا صفر مطلق در مخرج داريم، حاصل تعريف نشده است و مهم نيست در صورت كسر چه عددي باشد (حتي اگرطور كه ميدر واقع همان

باشد باز هم حاصل تعريف نشده است). در شرايط 
jk–
Áke oŸ‚

ين علامت صفر حـدي مخـرج   بستگي به علامت صورت كسر و همچن هايت،نبي علامت ،
  كسر دارد:

         


 


ÂŸ¹¶ jk–             ،


 


ÂŸ¹¶ jk–   


 


SLX¶ jk–               ،


 


SLX¶ jk–  

 و در حال نزديك شدنبه معناي يك عدد مثبت بسيار كوچك » اپسيلنُ« اينجادهيم. در نشان مي را با (اپسيلنُ) و را با گاهي اوقات: 1توجه
  به صفر است.

  اضافه كنيم. اين نقاط خواص زير را دارند: را به مجموعهو رضيف يهك بهتر مفاهيم حد بايد دو نقطبراي در: 2توجه
1(  و يعنيقرينه يكديگر نيستند ،( ) ( )   شود.اً صفر نميلزوم  
  داريم: aبه ازاي هر) 2
  aa ( ) , a ( ) ,

aa ( ) , a ( ) ,

, ( )( ) ( )( ) , ( )( ) ( )( )

          


        


                 





  
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aاگر  )3   گاه، آنباشد :a ( ) , a ( )         
aاگر )4   گاه، آنباشد :a ( ) ( ) , a ( )         
aاگر  )5 1 گاه باشد، آنa    و a    و اگرa 1گاه ، آنa    وa    

 حد راست تابع :3مثال
x

xf (x) 



1

2 1

4 2
xدر نقطه    كدام است؟  

1) 4  1) 3  ) صفر2  2) 1
2  

  :چون حد راست تابع خواسته شده است در نتيجه مقدار » 2«گزينه پاسخ
x
lim f (x)


xرا بايـد حسـاب كنـيم وقتـي       گـاه آن

x
 

در  1

xنتيجه  
1

4 :             
x x

x

xlim f (x) lim
   

  
   




1
2 1 1 1

4 2
4 2

 

   

  

 مقدار :4مثالx x

x
x x

e elim

e e




 





1 1

1 1
5 3

2 5
  )80(علوم اقتصادي ـ سراسري             برابر است با: 

1 (
3
5  2 (  3 (5

2  4 (  

 :وقتي»  3«گزينه  پاسخx   گاهآن
x
 

xeدر نتيجه 1  
1

xوقتيو     گاهآن
x
 

)در نتيجه 1 )
x

 11     

  كنيم:با توجه به توضيحات داده شده حد تابع را حساب مي
x x x

x x
x x x

e e elim lim

e e e
 



 


 



1 1 1

1 1 1
5 3 5 5

2
2 5 2

 
   

 در چه نوع حدودي حتماً لازم است هم حد چپ و هم حد راست را حساب كنيم؟  
  

  به طور جداگانه حساب كنيم.ها بايد هم حد چپ و هم حد راست را بندي مشخصي از حدودي را ارائه كنيم كه در آنخواهيم دستهدر اين قسمت مي
  ها ممكن است حد چپ و حد راست با هم يكسان نباشد.در اين حالت اي وقتي حد تابع در نقاط روي مرز، سؤال شده باشد.) در توابع چندضابطه1
در ايـن  بـه همـين دليـل     ،نفي باشدمقداري متواند نميوقتي فرجه راديكال زوج است زير راديكال  ) در توابع راديكالي كه فرجه راديكال زوج است.2

  توابع ممكن است يكي از حدود چپ و يا راست وجود نداشته باشد. 

xحد در  توجه كنيد: مقابلبه مثال   xوجود ندارد 2

x

x

lim x
lim x

lim x





 



  



       
     


2
22

2 2
2

4 4 4
4

4 4 4

 

 jnHkº j¼]»
  

گاه هر يـك از حـدود   ت اگر مخرج ريشه مرتبه فرد داشته باشد، آنگونه سؤالادر اين كند.) در توابع كسري وقتي مخرج كسر به سمت صفر ميل مي3
خواهد شد و اگر مخرج كسر ريشه مرتبه زوج داشـته باشـد، هـر دو حـد چـپ و راسـت       و ديگريشوند. يعني يكيالعلامه ميچپ و راست مختلف

  هاي زير توجه كنيد:به مثال خواهد شد. يا هر دو حد برابر بابرابر

حد وجود ندارد
x

x
x

lim (tgx)

lim tgx
lim (tgx)














 



   



2

2
2

و        حد وجود ندارد          
x

x

x

xlim ( )
x

xlim ( )
xx lim ( )
x













    
       

 


1
3

1
3 1

3

6 2 4
3 1

6 2
6 2 43 1
3 1





  

xتوجه كنيد كه وقتي tgxي حددر محاسبه ( )
 شود در ربع دوم تعيين ميtgxنهايت با توجه به علامتدر ربع دوم قرار دارد بنابراين علامت بي xگاه، آن2

xدانيم منفي است. به همين ترتيب وقتيكه مي ( )
   . قرار داديم در ربع اول مثبت است، بنابراينtgدانيم علامتار داريم و مييعني در ربع اول قر 2



  

97  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي عمومي 

  هاي عبارت داخل قدرمطلق هستند.) در توابع شامل قدرمطلق وقتي حد تابع در نقاطي مد نظر باشد كه اين نقاط ريشه4

 بطهمقدار حد تابع با ضا :5مثالx
f (x)

x





2
xوقتي 2    كدام است؟  2

1 (1  2 (1-  3 (  4( حد ندارد  

  : چون  »4«گزينه پاسخx  xمطلق است بايد حد چپ و راست تابع را درداخل قدر ساده ريشه 2   2از سـمت راسـت بـه     xوقتـي   حسـاب كنـيم.   2
xشود،نزديك مي 2گيريم با توجه به تعريف قدرمطلق نتيجه مي شود و، مقدارش مثبت مي| x | x  2  2پ بـه  از سـمت چ ـ  xو به همين ترتيب وقتـي  2
x«شود نزديك مي 2 «با توجه به تعريف قدرمطلق خواهيم داشت شود ومقدارش منفي مي| x | (x )   2   چون حد راست و چپ با هم برابر نيستند.  2

xتابع در نقطه    xحد ندارد. 2 x

x x

x xlim lim
x x
x (x )lim lim
x x

 

 

   

 

 
    

        

2 2

2 2

2 2 12 2
2 2 12 2

Oake SwHn ke  

  
  كند.) در توابع شامل جزء صحيح، وقتي حد تابع در نقاطي مدنظر باشد كه عبارت داخل جزء صحيح، مقدار صحيح پيدا مي5

 حاصل  :6مثال
x

x
A lim

x

  


  كدام است؟
1 (  2 (1-  3 (1  4(   
  :كنيم.باشد ضرب ميعلامت منفي صورت كسر را در علامت مخرج كسر كه منفي مي  »4« هگزين پاسخ  

              
x

A lim


        
    

1 1 1



 ¦a¼¨nIÃvM »SLX¶ Ájk–

oŸ‚ ¾M ¦Äjqº Â±Ãi » pH oT§a¼¨ Ájk–
oŸ‚ ¾M ¦Äjqº Â±Ãi » pH oT§a¼¨ Ájk–

  
  

 مقدار حد عبارت :7مثال
x

x
lim

x

  
26

6
36

  )82(حسابداري ـ سراسري   ، برابر است با:

  3 (  4 (1) 2  ) صفر1
12  

 :هاي بگيريم بهتر است قبل از گرفتن حد، با دانستن اينكهرگاه در تابعي جزء صحيح وجود داشته باشد و بخواهيم حد تابع را در نقطه»  1«گزينه  پاسخx  به
ــا راســت) ميــل مــي    ــي (چــپ ي ــيم   ســمت چــه عــددي و از چــه طرف ــرفتن حــد كن ــه گ ــدام ب ــيم و ســپس اق ــد، تكليــف جــزء صــحيح را مشــخص كن    .كن

 كمي بيشتر 6يعني از  6با توجه به اين كه   6   باشد، داريم:مي 6
x x x

x
lim lim lim

x x x  



  

         
  2 2 26 6 6

6 66
36 36 36

  


  

xقت كنيد وقتيد  xگاهآن 6 2 در نتيجه 36  36 36    
  

  

 مقدار  :8مثال
x
lim x x


       1
3

3    برابر است با: 3

1 (  2 (1-  34  ) وجود ندارد( 
1
3  

  :2«گزينه  پاسخ  «  

)بايد حاصل حد تابع را به ازايروش اول:  )1
)و 3 )1

  جداگانه محاسبه كنيم. 3

x

x

lim x x ( ) ( )

lim x x ( ) ( )





 
 







                                                                       

                                             

1
3

1
3

1 1 1 13 3 3 3 3 3 1 3 1 3 1 1 1 2 13 3 3 3

1 13 3 3 3 1 3 1 3 13 3







        



1 1 1
   

x x

lim f (x) lim f (x)
 

 

   
1 1
3 3

1  
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)به سمت xوقتي روش دوم: )1
)يا  3 )1

د در باشنميد متعلق به مجموعهباشمي x3وx3گاه مقدار داخل جزء صحيح كه همانكند آنميل مي 3

)همواره برابرنتيجه مقدار حد داده شده  )1  .است      

; توجه: x
x x

; x
 

             1
 


  

  

 حد چپ و حد راست تابع :9مثال| x x |
f (x)

x
    صفر كدامند؟ يهدر نقط   

  1و  ) 4  1و    3 (و  -  2 (1و  1) 1

  :اي بگيريم بهتر است قبل از گـرفتن  طور كه گفته شد، هرگاه در تابعي جزء صحيح وجود داشته باشد و بخواهيم حد تابع را در نقطههمان»  3«گزينه  پاسخ
    : كند، تكليف جزء صحيح را مشخص كنيم و سپس اقدام به گرفتن حد كنيمبه سمت چه عددي و از چه طرفي (چپ يا راست) ميل مي xهحد، با دانستن اينك

x x x x x

| x || x x | | x ( ) | | x |lim f (x) lim lim lim lim ( )*x x x x    



    

                


1 1 1 1
    




  

x x x x x x

| x || x x | | x | | x | xlim f (x) lim lim lim lim lim
x x x x x     



     

            1
     

   

  كنيم.ضرب مي اشدبميدر علامت مخرج كسر كه منفي  كه مثبت استرا علامت صورت كسر ) *دقت كنيد در (
  

 از داريچه مقي به ازا  :10مثالa تابعf (x) a x x        1 در نقطهx    داراي حد است؟ 1
1 (1-  2 (2-  3 (  4 (2+  

  :1« گزينه پاسخ«    

  xx

x

lim f (x) a a
a a

lim f (x) a a a





 






                              
                    

11

1

1 1 1 2 2 1
2 1 1

1 1 1 1 2 2


k¹{IM oMHoM nj ”MIU Oa » SwHn ke kÄIM

SwHn ke

Oa ke
  

  

 حاصل :11مثال
x

x
lim

x x

  
  2

  كدام است؟  1

  3(   4( 1 )2  صفر )1
2  

  :با توجه به اين كه سپس به سراغ حدگيري برويم، ،را مشخص كنيمتكليف جزء صحيح بايد ابتدا   »1«گزينه پاسخ   2     باشد، داريم:مي 1

x x x

x
lim lim lim

x x x ( )x  



   

            
        

2 2 2

2 11 1 1 1 1
1 1 2 12

   

  

 حد عبارت :12مثال
x x

x

         


2 32 3
xوقتي 6    كدام است؟  6

1( 1  2( 1  3( 4  صفر(2  

  :ابتدا تكليف جزء صحيح را وقتي  »3«گزينه پاسخx    كنيم.سپس اقدام به گرفتن حد مي ،كنيمكند مشخص ميميل مي 6

x x x x

x x

lim lim lim lim
x x x x   

 

 

    

                                        
    6 6 6 6

6 62 32 3 2 3 3 22 3 2 3 3 22 3
6 6 6 6 6 6

  


   

چون توجه: 6 در نتيجه 6



6 ولي 32 6 در نتيجه 6




6 32.  
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 حاصل   :13مثال
x

sin x
lim

x

  


   كدام است؟ 

1 (   2 (  3 (  4 (1  

  :توجه شود كه»  1« گزينهپاسخ( ) يعني اي در ربع چهارم است،زاويهsin( )  1   باشد.مي  

  
x

sin( )sin x
lim

x



 

         
1





 
  

شود در نتيجه مقدار مي ضربعلامت منفي در صورت كسر با علامت منفي در مخرج كسر نتيجه  توجه:

1


)برابر  ) شود. مي    
  

 حاصل :14مثال
x
lim ( x x x x x x )


                         

2 3 4 5 6


  )87(علوم اقتصادي ـ سراسري   كدام است؟

1 (6  2 (3  3 (3-  4 (6-  

  :و است صفر  صحيح آن جزءكند حاصل صحيح را عددي بين صفر و يك مي ءداخل جز حد جملات داراي توان زوجتوجه كنيد كه   »3«گزينه پاسخ

)برابر صحيح آن جزءكند حاصل داخل جز صحيح را عددي بين صفر و منفي يك مي حد جملات داراي توان فرد )1.يعني اگر استx   اهآنگx2   

     داريم: است. پس به همين دليل 1صحيح آن برابرجزء كند و ميل مي به سمت x3صحيح آن برابر صفر است و جزءكند و ميل مي به سمت

x x x            
2 4 6   وx x x            

3 5 1   

x
lim ( x x x x x x )


                           

2 3 4 5 6 3


  
  

 در تابع :15مثالxf (x) x        
2 xاختلاف حد چپ و راست در 2  2 كدام است؟   

  3 )4  2 )3  صفر  )2  1 )1

  :با توجه به صورت سؤال حد چپ و راست را در  »1«ه گزينپاسخx  2  :بايد حساب كنيم   

  حد راست
x x

xlim f (x) lim ( x )


 

 

   
 

 

                            

22 2 12
2 2

22 2 2 2 2 1 2 22 2    

 حد چپ
x

xlim f (x) lim( x )


 



   
 



                             

22 2 12
2

22 2 2 1 2 1 1 2 12 2   

  1 1  حد چپ –حد راست  
  

 ؟نيسته درست كدام گزين  :61مثال   

1 (
x

xlim
x
1


  2 (

x

x
lim

x

   
1

1  3 (
x
lim x



1

1  4 (
x
lim x


2
1

1  

  :خيلي بديهي مشخص است و1حد داده شده در گزينه (»  2« گزينه پاسخ (x شـوند و اصـلاً لازم نيسـت حـد     ده مـي هاي صورت و مخرج با هم سـا
هاي كند، همواره برابر يك است. از طرفي حاصل حدود داده شده در گزينهبه چه سمتي ميل مي xگرفته شود، در واقع حاصل اين حد بدون توجه به اينكه

  ) با توجه به وجود جزء صحيح داريم:2اده شده در گزينه (شود. اما براي تابع د)، نيز با جايگذاري عدد برابر يك مي4) و (3(

حد چپ
x x x

x
, lim lim lim

x x x  



  

        
1 1 1

1

1
  حد راست

x x x

x
lim lim lim

x x x  



  

         
1 1 1

1 1 11 11  

 چون حاصل حد چپ و راست با هم برابر نيست، لذا تابع حد ندارد.
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چند است؟!  xوقت به نظر شمااست، آن 1مساوي عدد  يااست و همچنين كمتر  1مساوي عدد  يابيشتر  xاگر بگوييمچ): قضيه فشردگي (ساندوي  
بايد رضايت هر دو جمله را كسب كند! پس يك  xبا هم ارتباط دارند، يعني» و«در متن هر دو جمله وجود دارد و اين دو جمله با حرف » يا«چون حرف 

xانتخاب بيشتر نداريم و آن اين است كه 1 گويد. باشد. قضيه فشردگي يا ساندويچ، همين مطلب را مي  
اشـاره دارد كـه    gبه شكل مقابل دقت كنيد، در واقع قضيه فشردگي به تابعي مانند

گير افتاده است! حالا كه مطلب را خوب فهميديـد، بهتـر    hو fبيچاره بين دو تابع
  است صورت دقيق و رسمي قضيه را بيان كنيم:

  
  

  

fقضيه: فرض كنيم نامساوي (x) g(x) h(x)  به ازاي هرx در يك فاصله باز شاملa به جز احتمالاً در خود)x a   برقرار باشـد، همچنـين (

x a x a
lim f (x) lim h(x) L
 

  ًدر اين صورت حتما ،
x a
lim g(x) L


   .است  

xبراي مثال اگر به ازاي هر   نامساويx g(x) x   2 23 گاهبرقرار باشد، آن 3
x
lim g(x)


  است، چون داريم: 3برابر با  

x x x x x
lim h(x) lim ( x ) , lim f (x) lim ( x ) lim g(x)
    

       2 23 3 3 3 3
    

 

  

  صورت زير است:: يكي از نتايج مهم قضيه فشردگي كه در حل سؤالات كاربرد زيادي دارد، بهنتيجه قضيه فشردگي

رگاهه«
x a
lim f (x)


  وg(x) در يك همسايگي محذوفa گاهنهايت نشود)، آندار باشد (بيكران
x a
lim f (x)g(x)


  .خواهد بود«  

براي مثال حاصل حد
x
lim x sin

x

2 1


اينجابرابر با صفر است. چون در  
x
lim x


2


 و از طرفي تابعsin
x
sinبه اين دليل كه 1

x
  

11 دار ، تابعي كران1

  است و بنا بر نتيجه قضيه فشردگي داريم:

    )منظورsin
x
sinمنظور( صفر ) است 1

x
صفر 1(و 1بين  است 1

x
lim x sin

x
2 1


  

 اگر :17مثالx xf (x)
x x

 
 

2 2
2 2

2
1 1

، آنگاه
x
lim f (x)


  ت؟كدام اس 

1 (1  2 (  3 (2  4نامعلوم (  
  :كه:   با توجه به اين»  2«گزينه پاسخ  

                            
x x

x xlim , lim
x x 

   
  

2 2
2 2

2
1 11 1 

  
 

  

شود، يعني:حد تابع وسط نيز برابر صفر مي طبق قضيه ساندويچ
x
lim f (x)





.  
  

  

sinتوابع :1نكته    x وcos x وقتيx  حد ندارند، چونsin وcos اعداد مشخص نيستند و در واقع عددي نامشخص بين1  باشند. مي 1و  

sinتوابع :2نكته 
x
cosو 1

x
xوقتي 1  حد ندارند، چون وقتيx ، آنگاه

x
        كند.نهايت ميل ميبه سمت بي 1

         

L

a
x

y
h(x)

g(x)

f (x)
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حالت مبهم :)2درسنامه (


  
 

  شـود.  توانستيم پس از جايگذاري بگوييم حاصل حد چقدر مي) بررسي كرديم، هيچكدام مبهم نبودند. در واقع در آن حدود مي1ي (حدودي كه در درسنامه
  شود!)نهايت ميتوانستيم بگوييم حاصل حد بيشد كه بالاخره باز هم حداقل ميمي يا وارد اندكي هم حاصل حد(در م

توانيم بلافاصله پس از م امكان ندارد. در واقع نميها پس از جايگذاري مستقيشويم كه تعيين حاصل دقيق آنرو ميهاي بعدي با حدودي روبهسنامهدر اين درسنامه و در
  هاي زير توجه كنيد:شود. براي روشن شدن مطلب به مثالمي يا شانتوانيم بگوييم حاصلجايگذاري بگوييم حاصل حد برابر با چه عددي است. حتي نمي

x x x

x x x) lim , ) lim , ) lim
x x x  
   

3

2 2
21 2 2 3
  

  

xدر هر سه مثال فوق، پس از جايگذاري  به حالت ،


كه چطـور حاصـل   كند. اينبينيد حاصل اين حدود با هم فرق ميطور كه ميرسيم. اما همانمي 
  دانـيم وقتـي   گـوييم حاصـل حـد مـبهم اسـت. در واقـع مـا نمـي        مـي اين حدود محاسبه شده، فعلاً مهم نيست! بحث ما فهميدن اين موضوع است كه چرا 

شود. البته حالتشود، حاصل چه ميتقسيم مي» صفر حدي«بر » صفر حدي«


تنها حالت مبهم در حدود نيست. به طور كلي هفت حالت مختلف داريـم   

1  ،  ،  ،  ،است: صورت مقابلشود كه بهگفته مي» صور مبهم«ها كه به آن   ،


  ،


 .  
  .پردازيمنه ميگااكنون به بررسي جداگانه هر يك از اين حالات هفت

رفع ابهام از حالت مبهم  
 

  
كنيم. در حالت كلي اگر حدي به شكلبرخورد مي باشد كه در حدود با آنهاي مبهم مياين حالت يكي از پرتكرارترين صورت

x a

f (x)lim
g(x)

داشته باشيم كـه   

xوقتي aگاه، آنf (x)   وg(x)   در اين صورت با حالت مبهم


هـاي مختلفـي وجـود    براي رفع ابهام در اين حالـت، روش رو هستيم و روبه 
  كنيم:ها اشاره ميدارد كه به آن

كننده (مثلاً حذف عامل صفرشونده) با استفاده از رد، حذف عامل مبهمگيهايي كه كمتر مورد استفاده قرار مييكي از روش  ) حذف عامل مزاحم  1   
  تجزيه و اتحادهاي جبري است. به مثال زير توجه كنيد:

 حد تابع :18مثال
x

xlim
x




3

1
1

   را حساب كنيد.  1

 :به ازاي  پاسخx 1كسر به صورت مبهم


xكنندهآيد. در نتيجه عامل مبهممي در  1 كننده را در صورت و است براي رفع ابهام بايد عامل مبهم
  دهيم.مخرج كسر پديد بياوريم و با حذفشان در مرحله بعد عمل حدگيري را انجام مي

x x x

x (x )(x x )lim lim lim (x x )
x x  

   
        

 

3 2
2

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 31 1  

  
توان آن را حذف كرد. در هميشه شناسايي عامل مزاحم كار راحتي نيست و يا حداقل پس از شناسايي به راحتي نمي   ) استفاده از قاعده هوپيتال   2   

ي حد توابعها در محاسبهاين قسمت به يكي از پركاربردترين روش


گيري دارد، اگر مشتق از دبيرستان وانين مشتقكنيم كه نياز به دانستن قاشاره مي 
  توانيد هر جا لازم شد از فصل مشتق همين كتاب كمك بگيريد.يادتان نيست مي

fفرض كنيدقاعده هوپيتال:  (x) وg(x) در همسايگي محذوفa پـذير باشـند و  مشتقg (x)    و همچنـين
x a
lim f (x) 


 و
x a
lim g(x) 


  .باشـد 

يبه عبارت ديگر براي محاسبه
x a

f (x)lim
g(x)

حالت ابهام 


    داشته باشيم، در اين صورت تساوي زير را داريم: 

x a x a

f (x) f (x)lim lim
g(x) g (x) 

 
 

 
Rn¼‚¢Tz¶
Zoh¶¢Tz¶

  

  .باشد) يا تساوي بالا به اين شرط برقرار است كه حد سمت راست وجود داشته باشد (يا حداقل

  ايط اين قاعده كه در بالا گفتـه شـد).   هايشان است (البته با توجه به تمام شرها برابر با حد نسبت مشتقكه حد نسبت تابعقاعده هوپيتال يعني اين: 1توجه 

fكنند بايد مشتق كسرگاهي دانشجويان فكر مي
g

  را حساب كرده و از آن حد بگيرند!! كه اشتباه است. 
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x«طرفه (حد چپ يا حد راست) نيز برقرار است؛ يعني قاعده هوپيتال همچنين در مورد حدود يك: 2توجه  a «توان با نمادهايرا ميx a يا 
x a جايگزين كرد، در ضمنa تواندمي يا .هم باشد  

پيتال دوباره با حالتاگر بعد از استفاده از قاعده هو: 3توجه 


fمواجه شديم، با برقراري شروط اين قاعده براي  (x) وg (x)توانيم دوبـاره از قضـيه   ، مي
  رتبه از قاعده هوپيتال كمك گرفت؛ در نتيجه خواهيم داشت:توان به طور متوالي و چندين ماستفاده كنيم. در واقع با برقراري شرايط قضيه هوپيتال مي

x a x a x a

f (x) f (x) f (x)lim lim lim
g(x) g (x) g (x)  

 
  

 
  

  كنيم كه در هر مرحله بايد شرايط قضيه برقرار باشد. دوباره تأكيد مي
 حاصل  :19مثال

x

x xlim ( )
x



 33
3

27
  كدام است؟  

1 (1
54   2 (

1
54   3 (1

18   4 (
1

18   

 :به ازاي»  2«گزينه  پاسخx  به حالت مبهم 3


  رسيم، با استفاده از قاعده هوپيتال داريم:مي 

                                HOP

x x

x x xA lim A lim
x x 

 
       

  3 23 3

3 31 13 12 3 2 3 3
3 9 5427 3




   

)aاز رابطه x3براي مشتق گرفتن از  توجه: ax )
ax

 
2

uاستفاده كـرديم. دقـت كنيـد     x 3  در نتيجـهu  از  x3، بـراي مشـتق گـرفتن از   3

nرابطه n(x ) nx n  1 كنيم.استفاده مي     
(ax)از رابطه xبراي مشتق گرفتن از a استفاده كرديم، چون ضريبx يك است در نتيجهa 1 باشد، پس مشتقميx .برابر يك است  

  
 حاصل :20مثال

x

xlim
x x

 
 

3

1
1 1 2

  )87(حسابداري و مديريت ـ سراسري   كدام است؟ 2

1(2
3  2(3

2  3(4
9  4(9

4  

  :به ازاي  »3«گزينه پاسخx  1 به حالت مبهم


  با استفاده از قاعده هوپيتال داريم: .رسيممي 

  HOP

x x

( x)xlim lim
x x

x
 


 

   
  



233

1 1

2 2
3 1 21 1 2 43

1 3 92 1 22 2




  

x3براي مشتق گرفتن از  1 nاز رابطه 2
n n

u( u )
n u 


 

1
uدقت كنيد كهاستفاده كرديم.  x 1 uو 2  nو 2  باشد. در مخرج كسر هم از مي 3

     ايم.اين فرمول استفاده كرده
  

 حاصل :21مثال
x

x xlim
x x

 

22
2
2

  )84(حسابداري ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
3
4  2 (

3
8  3 (3

4  4 (3
8  

 :به ازاي   »2«گزينه  پاسخx  2 مبهم به حالت


  ل داريم:رسيم. با استفاده از قاعده هوپيتامي 

    HOP

x x

( )x x xlim lim
x ( )x x 

 
      

  22 2

11 11 2 2 22 32 2
2 2 2 2 2 82




  
  

 حد عبارت :22مثال
h

(x h) xlim
h

 5 5


  كدام است؟  

1 (x45  2 (5  3 (1  4صفر (  
 :به ازاي »1«گزينه  پاسخh   به حالت مبهم


  داريم: hرسيم و با استفاده از هوپيتال و مشتق گرفتن نسبت به متغيرمي 

               HOP

h h

(x h) x (x h)lim lim x
h 


 

  
  

5 5 4
45 51  

x)براي مشتق گرفتن از h) nاز رابطه 5 n(u ) nu u   n  گيريم. رمول اصلي نتيجه مياستفاده كرديم با مقايسه با ف 1 , u , u x h   5 1   
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  پنجمفصل 

  »مشتق«
  

  گيريهاي مشتقمفهوم مشتق و فرمول ):1درسنامه (  

  
  تعريف مشتق در يك نقطه     

yكنيم تابعفرض مي f (x) روي فاصلهb)و(a معين و در نقطهx (a ,b)  باشد، تـابع پيوستهf 
fپذير است اگر حد زير وجود داشته باشد، اين حد را كه بامشتقxدر نقطه (x )   دهـيم،  نمايش مـي

fمشتق تابع (x) در نقطهx .است   

x x

f (x) f (x )f (x ) lim ( )
x x

 


1






 

  
 مقدار :1مثال

x

f (x) f( )lim
x


1

1
  را حساب كنيد. 1

 :با توجه به رابطه پاسخ
x x

f (x) f(x )
f (x ) lim

x x

 






گيريم كه مقدارنتيجه مي 

x

f (x) f( )lim
x


1

1
fبرابر 1 ( ) fبراي حساب كردن( است 1 ( ) 1   

fكافي است ابتدا از تابع (x) مشتق بگيريم و در مشتق تابع به جاي هرx دهيمعدد يك را قرار مي(.   
  

  دهند:زير نيز نشان مي به صورتعبارت بالا را 

h

f (x h) f (x )
f (x ) lim ( )

h

   2 
 

 

 مقدار :2لمثا
h

f ( h) f( )
lim

h

 
 4 4


  را حساب كنيد. 

 :با توجه به رابطه پاسخ
h

f (x h) f(x )
f (x ) lim

h

    



گيريم كه مقدارنتيجه مي 

h

f( h) f( )
lim

h

 
 4 4


fبرابر  ( ) براي حساب كردن ( است 4

f ( ) fعكافي است ابتدا از تاب 4 (x) مشتق بگيريم و در مشتق تابع به جاي هرx،
  .)دهيمرا قرار مي 4

  

M(xاگر: تعبير هندسي مشتق ,f (x ))  يك نقطه روي منحنيy f (x) ،در اين  باشد
m صورت f (x )  ضريب زاويه خط مماس بر منحنيy f (x) اي به طول در نقطهx 

yصورته معادله خط مماس ب و باشدمي y m(x x )    .است  
  
  
 گونـه مسـائل و يـا در مـواقعي كـه محاسـبه       با استفاده از تعريف مشتق حد را محاسبه كرد و معمولاً در اين تواندر محاسبه بعضي حدود مي :1تذكر

  كنيم.نباشد از تعريف مشتق استفاده مي سادهها مشتق از روي فرمول

x  

y 

y = f (x)  

x

m f (x ) 

x  

y 

x x h x 

f (x )

f (x h)

f (x)
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 مقدار :3مثال
x

cos(x ) cos( )
lim

x

 
 6 6


  برابر است با: 

1 (
x


2

1
1

  2 (
x 2

1
1

  3 (
3

2  4 (
1
2  

 با مقايسه»  4«گزينه  :پاسخ
x

cos (x ) cos ( )
lim

x

 
   6 6


با فرمول 

h

f (x h) f (x )
f (x ) lim

h

    



fگيريم كه نتيجه مي  (x) cos(x )  6 

xو    محاسبهبرايf (x )  كه همانf ( )  است بايد از تابعf (x)  مشتق بگيريم. براي اين كار از فرمول(cos u) u sin u   كنيم. استفاده مي
uدقت كنيد x 

  uدر نتيجه 6 1 باشدمي .  

f (x) cos(x ) f (x) (x ) sin(x ) f (x) sin(x )               6 6 6 6  
x

f ( ) sin ( ) sin
                   

1
6 6 2 ´ÃÀkM nHo¤ Hn oŸ‚ jk– oÀÁI] ¾M kÄIM  

  

    :گاهآن ،پذير باشدمشتق xدر fاگر :1نكته
h

f (x mh) f (x nh)lim (m n)f (x)
h

    


  
mبا فرض n 1  :خواهيم داشت  

 (الف
h

f (x h) f (x h)lim f (x)
h

    2


(ب                                  
h

f (x h) f (x h)lim f (x)
h

   2
  

 اگر :4مثالf (x) x باشد، آنگاه مقدار
h

f ( h) f ( h)A lim
h

  


2 3 2


  كدام است؟ 

1 (1  2 (2  3 (1
2  4 (2

2  

 2«گزينه  :پاسخ  «  
nبا توجه به نكته بالا روش اول:  1 وm    : داريم در نتيجه 3

h

f ( h) f ( h)lim ( ) f ( ) f ( ) ( )
h

        
2 3 2 3 1 2 4 2 1  

f) ابتدا از تابع1براي مشخص كردن مقدار ( (x) گيريم و در مشتق تابع به جايمشتق ميx دهيم. را قرار مي 2عدد  

f (x) x f (x) f ( ) f ( )
x

             41 1 4 2 2 2 2 22 4 2 222 2 2 2 2 2 2 2
´Ã¹¨Â¶ IÄ¼¬  

hبه ازاي روش دوم:   به حالت مبهم


  كنيم. فاده ميبراي رفع ابهام از قاعده هوپيتال است .رسيممي 
HOP

h h h

f ( h) f ( h) f ( h) ( f ( h))lim lim lim ( f ( h) f ( h)) f ( ) f ( ) f ( )
h  

  
  

                      
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 2 4 21  

fبا توجه به اين كه حد تابع داده شده برابر ( )4 fاست براي محاسبه 2 ( ) fبايد از تابع 2 (x) مشتق بگيريم و در مشتق تابع به جاي هرx را قرار بدهيم 2، عدد .  
x

f (x) x f (x) f ( ) f ( )
x

                  41 1 1 2 2 2 22 4 2 4 222 2 2 2 2 2 2
´ÃÀjÂ¶ nHo¤ Hn 2, ÁI] ¾M  

fبراي مشتق گرفتن ازتوجه:  ( h)2 fكه در آن مشتقبايد از مشتق تابع مركب استفاده كنيم  3 (u) برابرu f (u)  داريم در نتيجه باشد ومي:  
  (f ( h)) ( h) f ( h) f ( h)        2 3 2 3 2 3 3 2 3  

  مشتق چپ و راست    

xدر fتابعالف)  x  :مشتق راست دارد هرگاه حد مقابل وجود داشته باشد              
x x

f (x) f (x )
f (x ) lim

x x




 






  

xدر fتابعب)  x  هرگاه حد مقابل وجود داشته باشد ق چپ داردمشت:              
x x

f (x) f (x )
f (x ) lim

x x




 






  

  اسـت  داراي مشـتق  xيم تـابع در نقطـه  يباشـند، گـو  اين دو مشتق با هم مساوي  مقدار داراي مشتق راست و چپ بوده وxاگر تابعي در يك نقطه مانند
f                                 .(عكس قضيه فوق نيز صادق است) (x ) f (x ) f (x )        

  پيوستگي رابطه بين مشتق و    

yاگر تابع f (x) در نقطهx x  داراي مشتق متناهي باشد، آنگاهf (x) درx  پذيريبراي مشتق لازمپيوسته است. البته پيوستگي در يك نقطه شرط   
   پذيريپيوسته باشد، دليل بر مشتق xتابعي در نقطه باشد، يعني اگرعبارت ديگر عكس قضيه فوق صادق نميه باشد، بدر آن نقطه است ولي شرط كافي نمي

y. براي مثال تابعنخواهد بود xدر نقطهتابع  | x | درx   پذير نيست.ولي در اين نقطه مشتق ،پيوسته است  
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x

x x

x x

lim f (x) lim ae ae a

a bb blim f (x) lim (x ) b
x



 

 




 

 



 

 

       
  
        

  1 1

:SwHn ke

:Oa ke

 براي تابع  :5مثالf به معادله
x ; x

f (x) ; x
x ; x

 
 
  

2 1
1
2 1





x، در نقطه   93(علوم اقتصادي ـ سراسري   است؟  نادرستيك از موارد زير كدام(  

  ) گسسته است. 4  -1) حد راست برابر 3  1) حد چپ برابر 2  ) مشتق آن صفر است.1
 :با محاسبه حد چپ و راست و مقداري تابع داده شده با توجه به ضابطه  »1«گزينه  پاسخf درx   :داريم  

  f ( ) 1       ،
x x
lim f (x) lim ( x )

  
   2 1 1

 
       ،

x x
lim f (x) lim ( x )

  
     2 1 1

 
SwHn ke  

xچون تابع در    ها درست هستند) نادرست است و بقيه گزينه1باشد، پس گزينه (پذير نميپيوسته نيست در نتيجه مشتق  .  
  

 فرض كنيد :6مثالx( e ) ; xf (x)
; x



   
 

1
11 

 
    باشد. در اين صورت كدام گزينه صحيح است؟ 

1(f (x) درx  .2  ، فقط پيوستگي چپ دارد(f (x) درx  پذير نيست.، پيوسته است ولي مشتق  
3(f (x) درx  4  پذير است. ، مشتق(f (x) درx  .فقط پيوستگي راست دارد ،  
  :در  ابتدا شرايط پيوستگي تابع را  »4«گزينه پاسخx   كنيم: بررسي مي  

x
x x

x
x

x x

lim f (x) lim ( e )
e

e lim f (x) f ( )

lim f (x) lim ( e )
e

e

 




 



 




 


       

   


        
 

 

1
1

1

1
1

1

1 1 11
1

1
1 1 11 111

1

 




 




 



SwHn ke

Oake

    

xينقطه بنابراين تابع موردنظر در    ،پذير نيست.مشتق در نتيجهفقط از راست پيوسته است  
  

 در تابع :7مثال
xae ; x

f (x) bx ; x
x

 
 

 
 1




f، مقدار ( )  .موجود استa.b  86(حسابداري و مديريت ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (
1
2  2 (1

4  3 (1
2  4 (2  

 :با توجه به اينكه  »2«گزينه  پاسخf ( )  در بايد موجود است، پس تابعx    و همچنين مشتق چپ و مشتق راست تابع در باشدپيوستهx     بـا
xابتدا شرط پيوستگي تابع را در هم برابر است.   كنيم. بررسي مي  

  
  

fتابع پذير بودناكنون شرط مشتق (x) را درx   كنيم.بررسي مي 
xx ae ; x f ( ) ae aae ; x

f (x) f (x) a bb bb ; x f ( ) bx ; x
( x) ( )x

 



                                       
2 2

11 1 1
1 11

 

 


:SwHn ¢Tz¶

:Oa¢Tz¶  

a b a b
a b ab

a b a b
   

            

1 1
1 1 2 4  

  

تابع با  ضابطه :2نكته 
n mx sin ; x

f (x) x
; x

  
 

1 

 
  شرايط زير را خواهيم داشت: nو mبه ازاي هر عدد طبيعي .در نظر بگيريد

  در تمام نقاط پيوسته است. nو mتابع به ازاي تمام مقاديرـ 1
nدر صورتي كه mبه ازاي تمام مقاديرـ 2  xتابع در كليه نقاط مشتق داشته و مشتق آن در نقطه 2   .برابر صفر است  
nدر صورتي كه mبه ازاي تمام مقاديرـ 3  xباشد تابع در كليه نقاط به جز نقطه 2  باشد و تابع مشتق آن در صفر ناپيوسته است. پذير ميمشتق  
nدر صورتي كه mبه ازاي تمام مقاديرـ 4    باشد.نيز پيوسته مي پذير بوده و همچنين تابع مشتقباشد تابع در كليه نقاط مشتق 3

 در تابع :8مثالx sin ; x
............f ,f (x) x

; x

  
 

2 1


 
     

  ) در صفر پيوسته نيست.2  پذير است.) در همه جا مشتق1
fپذير و) در صفر مشتق4  پذير نيست.ولي در صفر مشتق ،) در همه جا پيوسته است3 ( ) 1 .است  
 نكته فوق 2با توجه به بند »  1«گزينه  :پاسخ(n )   باشد.پذير ميتابع در كليه نقاط مشتق 2
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  ).است xپذير برحسب توابعي مشتق v , u: (در توابع زير گيريتقخلاصه قواعد مش
yمثلاً مشتقتر براي اين كار استفاده كرد. هاي سادهاستفاده از تعريف مشتق براي محاسبه مشتق توابع بيشتر اوقات كار سختي است بنابراين بايد از فرمول x 

yخواهيم مشتقو يا مثلاً وقتي مي است يكبرابر  x yگوييم را حساب كنيم سريع مي 2 x    و اين بر اساس فرمول زير است: 2
n ny u y nu u     1   

yدر مثال x uمادر واقع  2 x وx  uدر نظر گرفتيم و چون 2 1 لذاy x x    2 12 1 هاي مهم به دست آمد. جدول زير خلاصه فرمول 2
  ها را حفظ باشيد.است كه بايد آن

  تابع در حالت كلي  ع در حالت كليمشتق تاب مثال مربوطه  مشتق مثال مربوطه
f (x)     f (x) ( )  32 1 f (x)    c

f (x) c





   

f (x) 
3
2   xf (x)  3

2   f (x) a   
a

f (x) ax




   

f (x) x  23   f (x) x 3 nf (x) nx   1 nf (x) x   
f (x) ( x x ) ( x )    2 34 5 3 1 1 3 f (x) ( x x )  2 45 3 1 nf (x) nu .u  1  nf (x) u  

f (x) x
. x


  

1
6

6
5 5
6 6

  f (x) x . x x .x x  
1 1 1 5

32 2 3 6
  

n n m

muf (x)
n. u 


   n mf (x) u  

f (x) x cos x  22  f (x) sinx 2 f (x) u cos u   f (x) sin u  
f (x) sin x  2 2  f (x) cos x 2 f (x) u sinu    f (x) cos u  

f (x) ( x)( tg x )   2 22 1  f (x) tgx 2  uf (x) u ( tg u)
cos u


   2

21  f (x) tgu  

f (x) ( cot g x)    23 1 3  f (x) cot g x 3  uf (x) u ( cot g u)
sin u


     2

21
  

f (x) cot gu  
x xf (x) ( x)e xe     

2 21 12 2 4 xf (x) e  
2 12 uf (x) u .e  uf (x) e  

tgxf (x) ( tg x)( )Ln   21 3 3  tgxf (x)  3  uf (x) u .a .Lna    (a )  uf (x) a  

ef (x) log
x

  3
1  xf (x) log 3  e

a
uf (x) log (u )
u


     u
af (x) log  

sin xf (x) tgx
cos x
     f (x) Ln cos x  uf (x)

u


  f (x) Lnu  

f (x)
x

 
 2
1

1
  f (x) Arcsinx  uf (x) | u |

u


  

 2
1

1
  f (x) Arcsin u  

xf (x)
x

 
 4
2

1
  f (x) Arccos x 2  uf (x)

u

 
 21

  f (x) Arccos u  
xf (x)

(x )
 

 2 2
2

1 1
  f (x) Arctg(x ) 2 1  uf (x)

u


 

 21
  f (x) Arctgu  

xf (x)
x ( x)( x )


  
 2

1
12

2 11
  f (x) Arccot g x  uf (x)

u

 
 21

  f (x) Arccot gu  

f (x) cosh x  5 5  f (x) sinh x 5 f (x) u cosh u   f (x) sinh u  
xf (x) x .sinh 

3
2

3  xf (x) cosh
3

3  f (x) u sinh u   f (x) cosh u  
f (x) ( tgh x)   23 1 3  f (x) tgh x 3 f (x) u ( tgh u)   21  f (x) tghu  

f (x) x( cot gh x )   2 22 1 f (x) cot ghx 2 f (x) u ( cot gh u)   21  f (x) cot ghu  
f (x)

x
 

 2
1

1
  f (x) Arcsinh x  uf (x)

u


 

 21
  f (x) Arcsinh u   

xf (x)
x

 
4

2
1

  f (x) Arccos hx 2  uf (x)
u


 

2 1
  f (x) Arccos hx  

f (x)
x

 
 2

3
1 9

  f (x) Arc tgh x 3  uf (x)
u


 

 21
  f (x) Arc tg hu

(| u | )


1  
xf (x)
x

 


2

6
3

1
  f (x) Arccot ghx 3  uf (x)

u


 

 21
  f (x) Arccot g hu

(| u | )


1  
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  توجه كنيد:براي تمرين بيشتر هاي زير با توجه به جدول مشتق فوق به مثال

.

( x ) xf (x)
( x ) ( x ) ( x )( ( x ) x x )

    
   

3 3 2
32 2 2 2 2 23 3 3 33 3 3 3 3

1
1 1 13

3 1 3 1 3 3 1 9 1
) f (x) x 3 31 1  

fبراي مشتق گرفتن از تابع (x) از مشتقm n
m m n

nu( u )
m u 


  كنيم دقت كنيداستفاده ميu x  uدر نتيجه 31

x
  3 2

1
3

باشد چون توان زير مي 

fباشد. در نتيجه در تابعمي 3تر راديكال يك است و فرجه راديكال بزرگ (x) تر برابرتوان عبارت زير راديكال بزرگ 3 1   ________________________________________  باشد. مي 2
f (x) (tgx) tg x ( tg x)tg x     3 1 2 23 3 1) f (x) tg x 32  

fبراي مشتق گرفتن از تابع (x)  از مشتقn n(u ) nu u   uكنيم. دقت كنيداستفاده مي 1 tgx وn  uدر نتيجه 3 ( tg x)     ________________________________________  باشد.مي21
f (x) (sin x) sin x cos x sin x    3 1 23 3) f (x) sin x 33  

fبراي مشتق گرفتن از تابع (x) از فرمولn n(u ) nu u   uكنيم. دقت كنيداستفاده مي 1 sin xوn  uدر نتيجه 3 cos x  باشدمي.  ________________________________________  
( x ) xf (x)

x( x ) x x



    
 

3 3 2
32 2

1
13

11 3 1
 ) f (x) arc cos( x) 34  

fبراي مشتق گرفتن از تابع (x)از فرمول ،u(arc cos u)
u

 
 21

uكنيم. دقت كنيداستفاده مي  x uدر نتيجه  3
x

  3 2
1

3
  ________________________________________  باشد. مي

  f (x) (Lnx) (Lnx) Lnx Lnx
x x

     2 1 1 22 2) f (x) (lnx) 25  

fاي مشتق گرفتن از تابعبر (x)  از فرمولn n(u ) nu u   uكنيم. دقت كنيداستفاده مي1 Lnx در نتيجهu
Lnx

 
  ________________________________________   باشد.مي 1

  (sin x) cos xf (x) cot gx
sin x sin x


    ) f (x) Ln(sin x)6  

fبراي مشتق گرفتن از تابع (x) از فرمول u(ln u)
u


 دقت كنيد .كنيماستفاده ميu sin x در نتيجهu cos x  باشد.مي   ________________________________________  
  x x xf (x) ( x ) e xe xe     

2 2 22 3 3 33 3 2 6 x) f (x) e
237   

uاز فرمول f(x)براي مشتق گرفتن از تابع  u(e ) u e  دقت كنيد .كنيماستفاده ميu x uدر نتيجه 23 x    ________________________________________   باشد.مي 6
  x x x xf (x) (e ) cos(e ) f (x) e cos(e )      x) f (x) sin(e )8  

fبراي مشتق گرفتن از تابع (x) از فرمول(sin u) u cos u  دقت كنيد .كنيماستفاده ميxu e در نتيجهxu e  باشد.مي  
  ________________________________________  

 مشتق تابع: 9مثالArctgxf (x) e :برابر است با  

1 (Arctgxf (x) f (x) e
x

  
 2
1

1
  2 (Arctgxf (x) e

x
 

 2
1

1
  3 (Arctgxf (x) Arctgxe   4 (Arctgxf (x) e   

 :براي مشتق گرفتن از تابع »2«گزينه  پاسخf (x) از فرمولu u(e ) u e دقت كنيد .كنيماستفاده ميu Arctgx در نتيجهu
x

 
 2
1

1
  :داريم بنابراين 

   Arctgx Arctgxf (x) e f (x) e
x

  
 2
1

1
  

  

 مشتق تابع :10مثالf (x) Ln(Arcsin x) :عبارت است از    

1(Arccos x
Arcsin x

  2(
x Arcsin x 2

1
1

  3(.
Arcsin xx



 2
1 1

1
  4(x Arcsin x

x 21
  



  

212  

انتگرال و كاربرد انتگرال :هفتم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

  

  
  هفتم فصل

  »و كاربرد انتگرال انتگرال«
  

  گيريگيري و استفاده از تغيير متغير در انتگرالهاي انتگرالفرمول ):1درسنامه (  
  

  انتگرال نامعين    
  با مسأله زير روبرو بوديم: مشتقدر فصل 

fمفروض است، مشتق اين تابع يعني F(x)تابعي مانند (x) F (x)  يعنـي مشـتق (بـه عبـارت      ،را بيابيد. در اين فصل با عكس اين مسأله روبرو هسـتيم
  خواهند.مياز ما دهند و خود تابع را تر ديفرانسيل) يك تابع را ميدقيق

fرا تابع اوليه تابع F(x)تابعتعريف تابع اوليه:  (x) گويند هرگاهيمF (x) f (x)  يعني اگر از تابع اوليه مشتق بگيريم به تابع باشد)f (x) رسيم).مي  

 تابع :1مثالF(x) x fتابع اوليه ،3 (x) x d(x               رسيم.مي x23گيريم بهمي مشتق x3وقتي از است، زيرا 23 ) x
dx


3

23  

 تابع :2مثالF(x) sinx ،تابع اوليهf (x) cosx وقتي از است، زيراsin x گيريم بهمشتق ميcos x رسيم.مي            d(sin x) cos x
dx

  

fواضح است كه اگر (x)  توابع 1يك تابع اوليه داشته باشد، آنگاه بيشمار تابع اوليه دارد. به طور مثال در مثالF(x) x 3 1، F(x) x 3 و به طـور   2
F(x)كلي x C 3 هايهمگي تابع اوليهf (x) x   .و اختلاف آنها عددي ثابت است(چون مشتق تمام آنها يكسان است) باشند مي 23

fمسأله يافتن تابعي كه مشتق آن (x) باشد و مسأله يافتن تابعي كه ديفرانسيل آنf (x)dx شد هر دو يكي است و جواب آنها هم ماننـد هـم اسـت. لـذا     با
fگيري نيز دانست. عمل تابع اوليه گرفتن را با نمادتوان عمل تابع اوليه گرفتن را عكس عمل ديفرانسيلمي (x)dx دهند و به طور خلاصه آن را نشان مي

  شود.اين نماد انتگرال نامعين نيز ناميده مي خوانند.مي» fانتگرال«

fطبق تعريف نماد (x)dx :داريم    dy f (x) dy f (x)dx dy f (x)dx y f (x) c
dx

          ´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH  
  .باشدو همچنين كاربردهاي انتگرال ميانتگرال توابع  هاي محاسبهروش اين فصلهدف ما در 

  هاي مهم انتگرال فرمول     

 زير  هايدر فرمول :1تذكرu  تابعي ازx باشد، ( ميc  وa (اعداد ثابت هستند.   

Ln u c du)
u

2
nu c (n )

n


   



1
11 n) u du1  

ue c u) e du 4  ua c (a ,a )
Lna

   1 u) a du 3  

sin u c  ) cos udu6  cos u c  ) sinudu 5  
du cot gu c

sin u
   2 ) ( cot g u)du  28 1  du tgu c

cos u
  2 ) ( tg u)du  27 1  

Ln sinu c ) cot gu.du 10  Ln cos u c  ) tgu.du 9  
uArcsin( ) c
a

 du)
a u




 2 2
12  uArctg c

a a


1 du)
a u


 2 211  

u aLn | | c
b a u b




 
1du)

(u a)(u b)


 14  u aLn c
a u a





1

2 du)
u a


 2 213  
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f]                                :1توجه (u) g(u)]du f (u)du g(u)du      
k.f                                                        باشد.عددي حقيقي مي k :2توجه (x)dx k f (x)dx   

f           :3هتوج (u)duf (u) du
g(u) g(u)du

  
fو     (u).g(u)du f (u)du g(u)du     

  توجه كنيد. شود،هاي فوق به راحتي محاسبه ميكه تمام آنها با استفاده از فرمول هاي زيربه مثال

Ln    : )2(فرمول  | x | c 2 dx)
x


2 xx :) 1فرمول ( 2 dx c x c x c

 


     
 



1 11 12
2 22 21 12

 dx)
x
1 

xe                              :  )2و توجه  4(فرمول  c5 x) e dx 4           : )3(فرمول  5
x

c
Ln


3

3 x) dx 3 3 

sin)  )5(فرمول  x) dx cos x c  
1 13 3 33 3 ) sin xdx 5 3 

cos)  )6(فرمول  x) dx sin x c 
1 17 7 77 7 ) cos xdx 6 7 

]  )1و توجه  7(فرمول  ( tg x)]dx dx ( tg x)dx x tgx c         2 21 1 1 ) ( tg x)dx  27 2 
cot  )8(فرمول  gx c  ) ( cotg x)dx   28 1 

)  )1و توجه  9فرمول ( dx tgxdx) x Ln | cos x | c    4 4) ( tgx)dx 9 4 

sin)                                                                            10(فرمول  x cos xdx dx x Ln | sin x | c
sin x sin x

      sinx cosx) ( )dx
sinx


1 

)xArctg  )11(فرمول  ) c1
3 3 dx)

x


 211
9

  

)xArcsin  )12(فرمول  ) c
3

 dx)
x




 2
12

3
  

xLn  )13(فرمول  | | c
x





1 2
4 2 dx)

x


 213
4

  

dx  )14(فرمول  x xLn | | c Ln | | c
(x )(x ) x x

 
   

    
1 3 1 3

3 5 5 3 5 2 5
dx)

x x


  214
8 15

  

 ه توجه داريم كه وقتي عبارت برحسب هاي ذكر شددر فرمول :2تذكرu است ،du هاي فـوق ماننـد مثـال    در بعضي از مثال .نيز كنار آن موجود است
sinعبارت  5شماره  x3 داخل انتگرال موجود وليdx3 لذا با تغييري كه مشاهده كرديد ،كنار آن وجود نداردdx3 هاي را ايجاد كرديم تا بتوانيم از فرمول

هـاي زيـر   باشد كه با توجه به مثـال ميتغيير متغير ترين نوع تغييرات انجام شده ساده .نيز انجام شده است )6مثال (اين تغيير در  .ذكر شده استفاده كنيم
   .بهتري از مفهوم تغيير متغير داشتتوان درك مي

  يرتغيير متغ     

هـايي  كنيم با ايجاد تغييرات انتگرال را به شكل انتگـرال هاي مستقيم محاسبه كنيم و سعي ميآيد كه انتگرال را نتوانيم از فرمولاين روش زماني به كار مي

I  تبديل كنيم كه به راحتي بتوان آن را محاسبه كرد. براي مثال به انتگرال مقابل توجه كنيد: ( x ) dx  22 1  

dux  بايد وجود داشته باشد و لذا داريم: du)، 1، در فرمول (uاما دقت كنيد به ازاي u dx du dx     2 1 2 2  

du  كند:تغيير مي مقابلپس انتگرال به شكل  u.I u u du ( ) c u c ( x ) c         
3

2 2 3 31 1 1 1 2 12 2 2 3 6 6  
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 با استفاده از روش تغيير متغير بيابيد. هاي زير راحاصل انتگرال :3مثال  
du du u ( x )u x du dx dx I u . u du ( ) c c

              
18 18

17 171 1 3 53 5 3 3 3 3 3 18 54 )I ( x ) dx  171 3 5  

du duu x du dx dx I (cos u) cos u du sin u c sin( x) c                 
     

1 1 11 1 )I cos( x)dx  2 1  

dxx u du dx x du u du I sin u du cos u c cos x c
x

               2 2 2 2 2
2

 sin x)I dx
x

 3  

Ln x Lnx dx udx dx Lnx u du I u du ( ) c (Lnx) c
x x x

            

1
22 21 1 1 1

2 2 2 2 4 Ln x)I dx
x

 4  

dx ( tg x) dx tgx u ( tg x)dx du
tg x

tg x


     




 
2 2
2

2

1 11 21
1

  dx)I
cos x

 
 25

1
  

tgتوجه داشته باشيد كه x
cos x

 2
2

cosباشد پسمي 11 x
tg x




2
2

1
1

  است. 

du u tgxI Arctg( ) c Arc tg( ) c
u

    
 2

1 1
2 2 2 22

  

du sin u sin(x )x u x dx du x dx I cos u du c c
           

3
3 2 2 1 33 3 3 3 3 3 )I x cos(x )dx   2 36 3  

u dux u x u x dx
        

52 5 2 5 2 2 )I x( x ) dx   17 2 5   

u du u ( x ) ( x )I ( )(u) ( ) (u )u du (u u )du [ u ] c [ ] c  
            

12 12 11
1 1 11 1 115 1 1 1 5 1 2 5 5 2 55 52 2 4 4 4 12 11 4 12 11
  

x x xdue u e dx du I Ln | u | c Ln | e | c
u

          1 1 
x

x
e)I dx

e
 

8
1

  
x x

x x x
x

du a dx du arctg(a )a u a Lna dx du a dx I [arc tgu] c c
Lna Lna Lna Lna(a ) u

           
  2 2

1 1
1 1

 
x

x
a dx)I

a
 

 29
1

  

dx duu arccos x du I u du u c c
u (arccos x)x

 
            


  5 4

5 42
1 1
4 41

 dx)I
(arccosx) x




 5 2
1

1
  

  

 اگر :4مثالxI(x) dx
x x





 3 2

1
2

cفرض شود، به ازاي  مقدار ،I( )1           كدام است؟    

1 (3
4  2 (1

3  3 (1
3  4 (3

4  

 :با استفاده از تغيير متغير  »4«گزينه  پاسخu x x 2 2،du (x )dx 2 duو يا 1 (x )dx 12 :خواهيم داشت  

cduI(x) u du u (x x) c I( ) ( ) ( )
u


              

1 2 2 2 2
23 3 3 3 3

3
1 1 3 3 3 3 32 1 1 2 12 2 2 4 4 4 42

  
  

 اگر :5مثالI(x) dx
x x


 2
cرضباشد با ف 2   مقدارI(     كدام است؟ 2(

1 (Ln2 2  2 (Ln 4  3 (1  4 (2  
 :ابتدا در مخرج كسر از  »2«گزينه  پاسخx گيريم و داريم:فاكتور مي  

  dx x xI(x) dx Ln Ln I( ) Ln Ln Ln
x(x ) x xx x

            
       2

2 1 22 2 2 2 2 2 2 41 1 1 1 2 1  

duدر بالا از فرمول  يادآوري: u aLn c
(u a)(u b) b a u b


 

   
   ايم.استفاده كرده 1
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 اگر :6مثالdxf (x)
x


 2

2
3

fگيري صفر باشد، مقدارو ثابت انتگرال  (   كدام است؟  3(

1(
2 3

  2(2
3

   3(
8 3

  4(
3

  

  :گيري صفر است، يعني پس از محاسبه انتگرال مقدارثابت انتگرال  »1«گزينه پاسخc   شود:قرار داده مي  
dx dx x cf (x) Arctg c f ( ) Arctg Arctg

x x
             

  2 2
2 2 2 3 2 22 3 1 43 3 3 3 3 3 2 33 3

  

Arctgتوجه: 
1    د. باشمي 4

  

 حاصل :7مثالdxI
cos x tgx


 2 1

  كدام است؟ 

1 (tgx c
cos x

 
1  2 (cot gx c

cos x
 

1  3 (tgx c 2 1  4 (( tgx) c 2 1  

  :با توجه به اين كه مشتق » 3«گزينه پاسخtgx برابرtg x tgو همچنينباشد، مي 21 x
cos x

 2
2

   باشد و داريم:مي 11

     dx du utgx u ( tg x)dx du du I u du u c tgx c
ucos x


                

1
1 122 2 2

21 1 2 2 11
2

  

  
  توان رسيد:به نتايج غيررسمي زير مي در مورد تغيير متغير

  نباشد. xهاي بالا) زير انتگرال وجود داشته باشد و اثري از در مثال uد كاري كنيم تا فقط نماد تغيير يافته (در تغيير متغيرها باي) 1
  بايد مشتق عبارت كنار آن ايجاد شود.) 2
  گيريم.در نظر مي uصورت راديكالي هستند عبارت داخل راديكال را ه معمولاً در توابعي كه ب) 3
  در نظر بگيريم. u ي را برابريي در تركيب مخرج وجود دارد بهتر است كل مخرج كسر و يا خود تابع نماينمادر توابع كسري كه توابع ) 4
  .دهيمفرض شده بود قرار مي uكه از ابتدا برابر را  xهمان عبارت برحسب  uبدست آمد آنگاه به جاي  uدر نهايت وقتي جواب انتگرال بر حسب ) 5
 حاصل :8مثالdxI

x Lnx
  كدام است؟  

1 (c
Lnx


2  2 (Lnx c

x
 3 (Lnx c2  4 (Ln(Ln x)  

  :با توجه به اين كه مشتق  »3«گزينه پاسخLnx برابر
x
uد با فرضباشمي 1 Lnx ،داريمdxdu

x
 داريم پس:  

           
u
du

dx dx uI (Lnx) ( ) c u c u c Lnx c
xx Lnx

 


         
 

 

1 11 122 22 2 21 12

  

  

 اگر :9مثالF(x) f (x)dx  آنگاهI f (ax b)dx  كدام است؟  
1 (aF(ax b)  2 (F(x)

a
1  3 (aF(x)  4 (F(ax b)

a


1  

  :با استفاده از روش تغيير متغير داريم:  »4«گزينه پاسخ  
du F(u)ax b u adx du dx I f (u)du I F(ax b)
a a a a

           
1 1ƒo ¾M¾]¼U IM  

  

 مقدار انتگرال :10مثالxdxI
x


 xبه ازاي  1  cو  8    كدام است؟ 2

1 (12  2 (14  3 (15  4 (16  
 :با استفاده از تغيير متغير»  2«گزينه  پاسخu x 1شود:، نتيجه مي   du dx  

u uI du du (u )u du (u u )du u u c (x ) (x ) c
u

u


 

                
1 1 1 3 1 3 1
2 2 2 2 2 2 2

1
2

1 1 2 21 2 1 2 13 3  

x ,cI(x) (x ) (x ) c I               
3 1 3 1

8 22 2 2 22 21 2 1 9 2 9 2 18 6 2 143 3  
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 مقدار انتگرال :11مثالx dx
x 23 2

xازايبه   2
cو 2   97(علوم اقتصادي ـ سراسري   برابر كدام است؟(  

1 (1
4  2 (Ln

1 24  3 (Ln
1 22  4 (1

2  

  :توانيم مشتق عامل مخرج را در صورت كسر ايجاد كنيم عامل مخرج رابا توجه به اينكه مي  »2«گزينه پاسخu كنيم:فرض مي  
x u

xdx du
x duI dx I

ux
 

 
    

 
23 2

2 4
1
43 2

   

duاكنون با توجه به اينكه Ln | u |
u

 باشد، داريم:مي  
x

c
I Lnu Ln( x ) c Ln( ( )) Ln




          

2
2 21 1 1 1 13 2 3 2 24 4 4 2 4

  
  

 حاصل  :12مثال
ArctgxeI dx

x


 21
  كدام است؟ 

1 (Arctgxe c  2 (Arctgxe c2  3 (Arctgxe c1
2  4 (xArctg(e ) c 1  

  :با توجه به اين كه مشتق  »1«گزينه پاسخArctgx برابر
x 2

1
1

  باشد، داريم:مي 

            u u ArctgxdxArctgx u du I e du e c e c
x

        
 21

  
  

 حاصل :13مثالsin(Lnx) dx
x كدام است؟  

1 (cos(Lnx) c   2 (sin(Lnx) c  3 (cos(Lnx) c
x


1  4 (sin(Lnx) c

x
 

1  

  :با توجه به اين كه مشتق  »1«گزينه پاسخLnx برابر
x
uباشد، با فرضمي 1 Lnx :داريمdu dx

x


  . پس داريم:1
          I sin u du cos u c cos(Lnx) c        

  

 حاصل :14مثالcos(Lnx) dx
x كدام است؟  

1(sin(Lnx) c  2(sin(Lnx) c   3(sin(Lnx) c
x


1  4(sin(Lnx) c

x
 

1  

  :با توجه به اين كه مشتق » 1«گزينه پاسخLnx برابر
x
dxLnx     باشد، داريم:مي 1 u du , I cos u.du sin u c sin(Lnx) c

x
         

  
 جواب انتگرال :15مثالcosx dx

sinx 1 cبه ازاي 2   وx 
   )95(علوم اقتصادي ـ سراسري   برابر است با: 2

1 (1  2 (3  3 (2  4 (1 2  

  :بنويسيم: توانيم به اين صورتانتگرال را مي  »2«گزينه پاسخ  I cos x( sin x) dx


 
1
21 2  

uبا تغيير متغير sin x 1 duداريم 2 cos xdx duI  در نتيجه داريم: 2 u u du ( u ) c ( sin x) c
 

       
1 1 1 1
2 2 2 21 1 2 1 22 2 2  

cطبق صورت سؤال   كنيم:را انتخاب مي  
x

I ( sin x) sin x I



       

1
221 2 1 2 1 2 3  

  
 اگر :16مثالdxf (x)

x x


  2 4 8
fگيري صفر باشد، در اين صورتو ثابت انتگرال  ( )كدام است؟    

1(
4  2(

8  3(
2  4(

16  

  :با توجه به اين كه مخرج كسر ريشه ندارد  »2«گزينه پاسخ( )   16 تا انتگرال به  بنويسيممخرج كسر را به صورت مربع دو جمله  بايد 32

duفرم
u a 2   گيريم:و سپس از آن انتگرال مي شودتبديل  2

  dx dx dx x cf (x) Arctg c f ( ) Arctg Arctg
x x (x x ) (x )

            
        2 2 2 2

1 2 1 2 1 112 2 2 2 2 2 4 84 8 4 4 4 2 2
   
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