
 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  1 آمار و احتمالات

 

  اولفصل 

   «آنالیز تركیبي»

 فصل اول تألیفيهاي تست
 

ی در مجموعه :1مثالs { , , } 1 2  پذیر باشند؟بخش 5یا  4چند عدد وجود دارد که بر اعداد  9

1  )222 2  )3 3 )36 4  )4 5 

 :ی در مجموعه«  3»گزينه  پاسخS { , ,...,n} 1 پذير باشند برابر است با بخش kمجموعه اعدادی که بر 2
n

k

 
 
 

)] [ علامت جزز  حزح ا اسزت(     

 پذير باشد، خواه م داشت:بخش 2اعدادی باشد که بر  مجموعه Bپذير و بخش 4اشد که بر ی اعدادی بمجموعه Aبنابراين اگر در اينجا 

 A , B
   

      
   

9 9
225 18

4 5
 

ريم و در ايزن  ک.م.م )کوچكترين مضرب مشزترک( بی ز   2و  4پذير باشند بايد ب ن بخش 2 هم برو  4که اعدادی را شمارش کن م که هم بر اکنون برای آن

A حورت خواه م داشت: B
 

  
 

9
45
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N(A اکنون طبق احل شمول و عدم شمول خواه م داشت: B) N(A) N(B) N(A B)      225 18 45 36 

  

 صف  مرتفك کفرد بفه طفوری کفه        را در کنار یكدیگر در یك ریاضيدانشجوی رشته  4دانشجوی رشته صنایع و  3توان به چند طریق مي  :2مثال

 دانشجویان هم رشته در کنار یكدیگر باشند؟  

1 )44 2 )224 3)25 4 )244 
 

  :دانشجوی رشته حزناي  را يزگ گزرو      3«  4»گزينه پاسخ(A)  4و 

کن م. اکنزون ايزن دو   فرض می (B)را گروهی ديیر  رياضیدانشجوی رشته 

و گرو   3!طريق جابجايی دارند، اما در ب ن گرو  دانشجويان حناي  2!گرو  

طبزق   هاجايیشت وجود دارد. بنابراين تعداد کل حالت 4!رياضیدانشجويان 

!          با: برابر است احل ضرب ! !  2 4 3 288 

 

ریاضي ریاضي    ریاضي    ریاضي    صنایع    صنایع    صنایع 

 ریاضي
A B 

  

به چند طریق ممكن است فرد خاصي در جای ثابتي بنشیند؟ ،شوندنفر برای نشستن دور یك میز گرد وارد اتاقي مي 6  :3مثال 

1 )!6 5 2  )!6 3  )!5 4  )!4 

 :شود به مفهوم آن است که عنصر يا فرد مورد نظر معلوم است و ه چ انتخابی برای او نداريم  يعنزی ی خاص گفته میهر گا  کلمه«  3»گزينه  پاسخ، 

جا شوند در اينجزا  حالت جابه 5!توانند به نفر ديیر دور داير  می 2اکنون  .ت تع  ن شد  بنش ند )فقط يگ حالت(در اينجا ابتدا فرد خاص بايد در جای ثاب

اين شزخ    ،ن فرد خاص در جايیا شوند ولی بايد گفت که پس از نشستحالت دور يگ م ز گرد مرتب می 4!نفر به  2مطرح شود که  غلطشايد اين ايد  

 شوند.شود و بق ه افراد نسبت به اين فرد جابجا میبه عنوان مبدأ در نظر گرفته می

  

 دختر بچه را به صورت یك در میان در یك ص  مرتك کرد؟ 2پسر بچه و  3توان به چند طریق مي :4مثال 

1)! ! 2 3 2 2)! !3 2 3)( !) 22 3 4)( !) 22 2 

  :در اينجزا  ( پسر   دختر   پسر   دختزر   پسزر   ) ها شروع کن م تا بتوان م حالت يگ در م ان ايجاد کن م. ابتدا بايد از گرو  پسر بچه«  2»گزينه پاسخ

  طريق جايیشت دارند. بنابراين تعداد حالات برابر است با: 2!طريق و دخترها به 3!ندارد. اکنون پسرها به حالت وجود 2مانند قبل 

      ! !3 2 

  
 

 

 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  آمار و احتمالات  2

 نفره انتخاب کرد؟  1ره یك تیم حداقلنف 12توان از یك گروه به چند طریق مي :5مثال 

1) 66 2 )84 3 )12 4 )87 

  :باشد. بنزابراين طبزق احزل    نفر می 12فر يا ن 11نفر يا  1نفر به  مفهوم انتخاب   1انتخاب حداقل  به کلمه حداقل توجه شود.«  4»گزينه پاسخ

 تعداد حالات برابر است با: ،جم  و ترک ب
! ! !

! ! ! ! ! !

     
             

       

12 12 12 12 12 12
66 12 1 79

1 11 12 1 2 11 1 12
 

  
خواهیم مي  :6مثالm  مهره سفید یكسان وn ی مجاوری سفید نباشفند  ه سیاه یكسان را در یك ردی  مرتك کنیم به طوری که هیچ دو مهرهمهر

m)پذیر است؟ به چند طریق این کار امكان n) 
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 :هزا  های س ا  را کنار يكديیر مرتب کن م )توجه کن زد مهزر   که ه چ دو مهر  مجاوری سف د نباشند کافی است ابتدا مهر برای آن  «2»گزينه  پاسخ
nآيد( سپس از يكسان است و جايیشتی به وجود نمی 1  مكان ب ن و طرف ن آنهاm  مكان را برای قرار دادنm با اين روش  .مهر  سف د انتخاب کن م

 ی مجاوری سف د ن ست. ه چ دو مهر 

 توجه کن د. مسألهبه تفاوت اين دو  .را حل کرديم مسألهدر قسمت قبل ن ز )در قسمت ترت ب( اين  توضیح:

  

تقسیم کرد به طوری که در جعبه اول دو مهره و در جعبفه دو  و سفو  هفر     متمایزجعبه  3را در بین  متمایزمهره  4توان به چند طریق مي  :7 مثال

 کدا  یك مهره قرار گیرد؟

1  )4 2  )1 3  )12 4  )12 

 :ق د شد  است که در کدام جعبه دق قاً چند مهر  قرار گ رد. مسألهها متمايزند و در حورت بهها و جعتوجه کن د که مهر   «3»گزينه  پاسخ 
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, , ! ! !
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گیرد؟ مهره قرار 1تقسیم کرد به طوری که در هر جعبه حداکثر  متمایزجعبه  6را  در  مشابه مهره 4توان به چند طریق مي  :8مثال 

1  )12 2  )2 3  )3 4  )6 

 :داريم با توجه به حالت گفته شد   «1»گزينه  پاسخ : 
!

C
! !
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جعبه متمایز تقسیم کرد؟ 3شابه را بین مهره م 5توان به چند طریق مي :9مثال 

1   )35 2  )53 3  )
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 :تعداد حالات برابر است با:  8طبق حالت «  4»گزينه  پاسخ 
    

   
   

5 3 1 7
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معادله   :11مثالkx x ... x n   1 iبا فرض  2 ix , x { } 2چند جواب دارد؟ 
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 :توجه کن د که در اينجا  «4»ينه گز پاسخix پزس   ،د و اين به مفهوم آن است که در هر جعبه حداقل بايد دو مهزر  قزرار گ زرد   نباشمی 2ها حداقل

کنز م سزپس   ها را ابتدا کم مزی از مهر  k2بنابراين تعداد  .کن مها تقس م در جعبههای باق ماند  را کافی است در هر جعبه دو مهر  قرار ده م سپس مهر 

nتعداد  k2  مهر  باق ماند  را درk کن م.جعبه تقس م می 

 
n k k n k

k k

       
   

    

2 1 1

1 1
 

 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  3 آمار و احتمالات

 اولآزمون فصل  

 1های صحیح و غیر منفي نامعادلهتعداد جواب فrx x ....x n  1  کدا  است؟  2
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 3و  2(  4 

 2هر جعبه دقیقاً یك طوری که اولاً  ها قرار دهیم بهرا در چهار جعبه به همین شماره 4و  3و  2و 1های به چند حالت امكان دارد چهار توپ به شماره ف

 خودش نباشد؟ ای قرار بگیرد که شماره جعبه هم شمارهتوپ داشته باشد و ثانیاً هر توپ در جعبه

1 )24 2 )2 3 )7 4 )12 

 3قصد داریم بتوانیم با استفاده از سیستم ف( ,  مورد نیاز است؟ برای این کار حالت ممكنند حال چ ،پیا  را مخابره کنیم 16حداقل  1(

1 )16 2 )4 3 )4 4 )2 

 4آژانس  4چهار نفر قصد دارند برای تهیه بلیط به  فD,C,B,A به چند حالت آژانس  ،مراجعه کنندA کننده دارد؟ دقیقاً یك نفر مراجعه 

1)18 2 )14 3 )1 8 4) 172 

 5حالت امكان دارد؟ ظرف بریزیم به طوری که در هر ظرف حداکثر یك توپ باشد این کار به چند 1توپ یكسان را در 6اگر بخواهیم  ف 
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 6مقدار عبارت ف
n

r
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 برابر است با: 

1)n ( n) 2 2 1 2)n (n ) 2 1 3)nn 2 2 4)n22 2 

 7قدر است؟تر باشد چکمیته کم ها درد تعداد حالاتي که تعداد مردان از تعداد زنزن تشكیل شو 4مرد و  6نفری از  5قرار است که یك کمیته  ف 

1)44  2 )16 3 )18 4 )66 

 8حالت امكان دارد این کمیته تشفكیل شفود بفه     به چند ،صورتي که ریاست کمیته به او واگذار شود عضو کمیته شود در سؤال قبلي اگر مردی در ف

 زن در آن کمیته باشند؟ 2مرد و  3ری که طو

1 )6 2 )12 3 )18 4 )32 

 9حال اگر دو شخص  .اند که قرار است در یك ردی  بنشینندنفر به مهماني دعوت شده 1فرض کنید  ف, AB   کنفار هفم باشفند و     بخواهنفدD,C 

 نخواهند کنار هم باشند این ترتیك به چند حالت امكان پذیر است؟

1 )5896 2)346752 3 )56448 4 )43122 

 11عبارت ف
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 ا کدا  عبارت زیر برابر است؟ب 
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 11تعداد حالاتي که مفي تفوان    باشد حال 5اع هر پله مضربي از پله بسازیم به طوری که ارتف 5متری دقیقاً سانتي 5مي خواهیم برای یك ارتفاع  ف

 ها را ساخت کدا  است؟این پله

1)1 2 )
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 12ممكن هر واحد جامعه چنفد بفار    هایرا در نظر بگیرید. در این نمونه 4ون جایگذاری به حجم های تصادفي بدهمه نمونه 1ای به حجمدر جامعه ف

 شود؟تكرار مي

1)24 2)21 3 )126 4 )44 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  آمار و احتمالات  4

 13مراجعه کنند به چند حالت امكان  هایط به این آژانسمسافر برای تهیه بل 5آژانس وجود دارد اگر طي یك روز قرار باشد  4فرض کنید در شهری  ف

 آژانس برای تهیه بلیط توسط این مسافرین انتخاب شود؟ 2دارد دقیقاً 

1)18 2)172 3)36 4)76 

 14هفا بفه صفورت    اگفر تفوپ   باشدها موجود ميتوپ نیز به همین رنگ 5جعبه به رنگهای سفید، زرد، سیاه و سبز و آبي داریم. همچنین  5فرض کنید  ف

 گیرند؟قرار مي های مخال  خودهایي با رنگتوپ در جعبه 3ها قرار داده شوند به چند حالت تصادفي داخل جعبه

1)3 2)17  3)2 4)42  

 15قرار باشد که دو نفر نفر بخواهند در یك ردی  بنشینند و  5اگر  فA  وB حالات مختل  چقدر است؟ دقیقاً با یك نفر فاصله کنار هم باشند تعداد 

1)12 2)14 3)36 4)82 

 16ف K  جعبه داریم که هر یك محتویn تا  1های مهره شمارهn   3کفه   هفایي حالفت  داریفم. مللفوب اسفت تعفداد    است. از هر جعبه یك مهفره برمفي 

 عدد باشد؟ Kترین عدد انتخاب شده در این کوچك
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 17فرض کنید  فk ها را در خواهیم آنمهره نامتمایز داریم که ميr  جعبه دقیقفاً   حالت امكان دارد که در یكجعبه تقسیم کنیم، چندm    مهفره قفرار

 بگیرد؟
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 18هفا فاقفد   حال چند نففر آن  نفر هیچ فرزند دختری ندارند. 4ها یك فرزند دارند که بین آنها حداقل نفر آن 7 ،نفر اعضای یك کمیته 1از بین ف

 یا حداقل یك دختر دارند؟ هستند فرزند

1)1 2 )3 3 )6 4 )4 

 19نففر از   2پذیر است هرگاه امكان چند طریق این کار به .مرد بایستي تشكیل شود 3زن و  3مرد شورایي مرکك از  6زن و  8از گروهي متشكل از  ف

 مردها نخواهند با هم انتخاب شوند؟

1)1 2)476 3)872 4)442 

 21نگیرند؟ توانند کنار هم در یك ردی  قرار بگیرند به طوری که هیچ دو دختری یا دو پسری کنار هم قرارمي چگونهدختر  3پسر و  4 ف 

1) !12 2) 144 3)5 4 4)1 2  

 21در بسط ف(x y) xضریك جمله 5 y
2  کدا  است؟ 3

1)6 2)3 3)1 4)4 

 22نا  داشته باشند؟ دبیرستان متفاوت ثبت 4توانند در مي آموزدانش 4به چند طریق  ف 

1) 16 2)24 3)226 4)64 

 23باشد؟ 1 های ظاهر شده دقیقاً برابرچند حالت امكان دارد اختلاف بین تعداد شیرها و خط کنیممي بار پرتاب 5یك سكه را  ف 

1)2 2)2 3)8 4)1 

 24 سرپرست تولید انتخاب  قصد داریم سه نفر برای پست مدیریت، معاونت و ،نفر مهندس مواد 7نفر مهندس مكانیك،  6مهندس صنایع،  5از بین ف

 ؟)توجه از هر گروه دقیقاً یك نفر انتخاب شود(به چند حالت امكان دارد این انتخاب صورت گیردکنیم. 

1)21 2)126 3)63 4)74 

 25ال قبل اگر برای پست مدیریت فقط از گروه مهندسي صنایع حق انتخاب داشته باشیم، آنگاه تعداد حالات کل این انتخاب کدا  است؟ؤدر س ف 

1)42 2)21 3)126 4)63 

 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  2 آمار و احتمالات

 26 پذیر است؟چند طریق امكان که به هر بچه حداقل یك سیك برسد. این کار بهبچه تقسیم کنیم، به طوری 5سیك را بین  15فرض کنید قصد داریم ف 

1)1 1 2)3876 3)2 2 4)11624 

 27 نفره تقسیم کرد؟ 2اتاق  4نفر را در  8توان مي به چند طریقف 

1)4 32 2)252 3)521 4)226 

 28 نخواهند با هم انتخاب شفوند بفه    مرد 2زن را تشكیل دهیم. حال اگر  2و  مرد 2خواهیم شورایي مرکك از مي مرد 7زن و  5از  متشكلاز گروهي ف

 توان این شورا را تشكیل داد؟مي چند طریق

1)1 2)15 3)2 4)1 

 29 یك نقله از نقاط موجود باشد؟ توان در این سلح مثلث رسم نمود به طوری که هر رأس آندارد به چند حالت مينقله وجود  15در یك سلح ف 

1)42 2)422 3)51 4)432 

 312صفحیح مثبفت و مضفربي از     اهیم این متغیرها عددخومي باشد و از طرفي 3خواهیم حاصل جمع آنها برابرمي متغیر داریم که 5فرض کنید  ف 

 به چند حالت این امر امكان پذیر است؟ ،باشند

1)3486 2)4213 3)2 2 4)1 1 

 31مقدار عبارت ف
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 برابر کدا  است؟ 1

1)na 2)n(a )1 3)na 1 4)n(a )1 

 32در ظرفي  فn توان دور یك دایره قرار داد؟ها را ميدار سیاه و سفید موجود است، به چند طریق آنتوپ شماره 

1)(n )!2 2)(n )!2 3)(n )!(n ) 2 3 4)(n )!(n ) 2 1 

 33تعداد  فn  ظرف متفاوت وn توان به چند طریق مختل  مي .توپ متفاوت مفروض استk توپ از n  در توپ انتخاب کفرد و k     ظفرف قفرار داد بفه

 ؟طوری که در هر ظرف یك توپ قرار بگیرد
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 34کدا  گزینه صحیح است؟ ف 

1 )(k )! k! kk!  1 2 ). ! . ! ... n.n! (n )!     1 1 2 2 1 1 
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 35ظرفي حاوی  فn  توپ سفید وn توان از این ظرف، توپ قرمز است. تعداد حالاتي که ميn :توپ انتخاب کرد، برابر است با 
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  دومفصل 

   «هاي شرطياصول احتمال و احتمال»

 فصل دوم تألیفيهاي تست
 

اگر   :1مثالA  وB  وC  سه پیشامد دلخواه باشند آنگاه پیشامد(A B C ) (A B C) (A B C) (A B C)    کدا  گزینه

 است؟

 (  دو پ شامد رخ دهد.1

 رخ دهد. های شامد(  دو پ شامد يا سه پ2

 (  حداقل يگ پ شامد رخ دهد.3

 (  حداقل دو پ شامد رخ دهد.4

 :دق قزاً دو  "شزود دق قزاً دو پ شزامد يزا     زمانی درست است که بدين حورت ب ان « 2»شويم که گزينه با کمی دقت متوجه می«  4»گزينه  پاسخ

 "دق قاً سه پ شامد رخ دهد. پ شامد يا

 

 سه تیرانداز به سمت هدفي با احتمال برخورد :2مثال
3
4

  کدا  است؟دو اصابت  احتمال، باشدها مستقل از یكدیگر ميپرتاب اگر کنند.تیراندازی مي 

1  )( )3
1
4

 2 )
3
4

 3 )( )3
3
4

 4 )
3
16

 

 :ها توجه کن د که ت راندازی .دهدباشد که به سه حالت رخ میاحتمال دو احابت به مفهوم احابت دو ت ر و عدم احابت ت ر ديیر می«  3»گزينه   پاسخ

 از يكديیر مستقل است:

 P(A A A' ) P(A A' A ) P(A' A A ) 1 2 3 1 2 3 1 2  P= )دو احابت(3

( )          33 3 1 3 1 3 1 3 3 3
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

 

  

 شود کدا  است؟  1و 5که مجموع اعداد روی دو تاس احتمال آن .کنیمیك جفت تاس را دو مرتبه پرتاب مي :3مثال 

1 )
1
2

 2 )
1
32

 3 )
1
54

 4 )
1

1
 

 :ابتدا پ شامدهای  «3»گزينه  پاسخA,B کن م:را به حورت زير تعريف می                 

 iAشود:  2ام مجموع iکه در پرتاب پ شامد اين  

 iBشود:  1ام مجموع iر پرتاب که دپ شامد اين

A) )به دل ل ناسازگاری B )1 B)و  2 A )1   خواه م داشت:2

در پرتاب دوم  

  باشد5مجموع 

در پرتاب اول مجموع 

  باشد1

در پرتاب دوم مجموع 

  باشد1

در پرتاب اول مجموع 

  باشد5
P




 يا و








 و


 

 P (A B ) (B A ) P(A B ) P(B A )  1 2 1 2 1 2 1 2 

P(Aمستقلند. بنابراين:                          A2و  B1و همچن ن  B2و  A1اکنون  ).P(B ) P(B ).P(A )      1 2 1 2
4 3 3 4 1
36 36 36 36 54

 

  
 بفار پرتفاب کنفیم    اگر این تاس را یك .زوج در آن دو برابر آمدن عدد فرد استیك تاس به شكلي ساخته شده است که احتمال آمدن عدد  :4مثال

 کدا  است؟ 5احتمال آمدن حداقل 

1)
1
3

 2)
1
2

 3)
2
3

 4)
1
9
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  8 آمار و احتمالات

  :اد فرد شانس اگر به اعد«  1»گزينه پاسخK  داد  شود برای اعداد زوج شانسK2 شود.نسبت داد  می 

   :از طرفی طبق احل اول احتمال 

P(S) K K K K K K K K           
1

1 2 2 2 1 9 1
9

 

Aباشد آنیا  2پ شامد مشاهد  عدد حداقل  Aحال اگر  { , } 5 P(A) و در نت جه: 6 P( ) P( )     
1 2 3 1

5 6
9 9 9 3

 

  

 چقدر است؟ ،که اعداد رو شده یكسان نباشنداحتمال این .کنیمتاسي را سه بار پرتاب مي :5مثال 

1)
12
216

 2)
6
216

 3)
3
216

 4)
9
216

 

 :کل فضای نمونه «  1»گزينه  پاسخn(S)  36 اما برای ما مطلوب آن است که اعداد رو شد  يكسان نباشند. اول ن بار که تزا    .حالت دارد 216

حالزت   4حالت ممكن است رخ دهد زيرا عدد دوم نبايد مانند عدد اول باشزد و در دفعزه سزوم     2در دفعه دوم  .حالت برای آن وجود دارد 6شود پرتاب می

P(A) سوم نبايد مانند عدد اول و دوم باشد( بنابراين: وجود دارد )عدد
 

  
6 5 4 12
216 216

 

 
ها متفاوت باشند؟ ها یكسان و تاسشود. چقدر احتمال دارد که سكهتاس پرتاب مي 3سكه و  4فرض کنید   :6مثال 

1 )
5
72

 2 )
1
72

 3 )
15
36

 4 )
5
36

 

 :های ديیر بايد مانند سكه اول باشند لذا انتخابی به جز انتخزاب حالزت سزكه    کن م دو حالت دارد. اما سكهسكه اول را که پرتاب می« 1»گزينه  پاسخ

هم باشند يعنی در پرتاب اول ن تا  هر عددی ظاهر شود، در پرتاب تا  دوم و سوم نبايد اعداد تكراری باشزند   نبايد مانند ،اندها ن ز چن نتا  .اول ندارد

P(A) بنابراين تعداد حالات برابر است با:
     

  
4 3

2 1 1 1 6 5 4 5
722 6

 

 
 به عنوان  عدد 6نیست( سپس  کنند )ترتیك انتخاب مهمانتخاب مي 49تا  1ها شش عدد صحیح مختل  را از بین اعداد در یك بازی، بازیكن :7مثال

ترتیك برای نففر   برد. و به همینباشد جایزه بسیار بزرگي را مي شش عدد انتخابي او همان اعداد اعلا  شده یاعداد برنده اعلا  مي شود. بازیكني که همه

ملابق پنج عدد اعلا  شده باشد و برای نفر سو  نیز به همین ترتیك، احتمال برنده شدن جفایزه   ي اوعدد انتخاب 5شود، اگر دقیقاً دو  جایزه نصیك او مي

 سو  کدا  است؟ 

1 )
1

541
 2 )

1
1 32

 3 )
1

77
 4 )

1
5 1

 

 :بزا اعزداد اعزلام شزد       عدد 6عدد از  4عدد است، اکنون حالت مطلوب آن است که  47عدد از  6کل حالات برابر با انتخاب تعداد «  2»گزينه  پاسخ 

 تواند هر عددی باشد. میانتخاب ديیر  2يكسان باشند و 

 P(A)

  
  
  


 
 
 

6 43

4 2 1
49 1 32
6

 

 
 

 کنیم. توپ قرمز است. یك توپ به تصادف انتخاب مي 5سیاه و  توپ 4توپ سفید،  3ای شامل جعبه :8مثال 

 دست آورید.ه که توپ انتخابي سیاه باشد، را بب ف احتمال این          دست آورید.ه که توپ انتخابي سفید باشد، را بال  ف احتمال این        

 :پاسخ W  توپ سف د و :B  توپ س ا : 

n(S)در اينجا فضای نمونه دارای 12 ها مساوی است. پس:باشد که شانس انتخاب همه توپعضو می 

    

n(S)
n(A)

P(A)
n(S)

n(A)

    
    

    
    

  
      

12 3
1 1 3 1

12 12 43
11

   

n(S)
n(B)

P(B)
n(S)

n(B)

    
    

    
    

  
      

12 4
1 1 4 1

12 12 34
11

 

S

P K K K K K K

1 2 3 4 5 6

2 2 2

 تعداد حالات مطلوب

 تعداد کل حالات

 تعداد حالات مطلوب

 تعداد کل حالات

 الف( (ب
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 ایفد.  را گفم کفرده  یكفي از آنهفا    کلید مختلفي است که در جیك دارید اما 5قفل وجود دارد و کلیدهای آنها در بین  2روی درب منزل شما  :9مثال

 که هنوز هم بتوانید درب منزلتان را باز کنید کدا  است؟احتمال این

1 )
2
5

 2 )
1
4

 3 )
1
2

 4 )
3
5

 

 :باشد اکنون بايد کل د قفل ديیر در ب ن سه کل د ديیزر باشزد تزا    ها می د ن ز برای يكی از قفلايد يگ کليگ کل د را که گم کرد «  4»گزينه  پاسخ

P(A) بتوان د درب منزلتان را باز کن د يعنی مطلوب آن است که اين کل د، کل د گم شد  نباشد. 

 
 
 

  
 
 
 

3

1 3
5 5
1

 

  

خواهیم مي  :11مثالn تا  1های شماره مهره بهn  را درn تا  1های جعبه به شماره n که جعبه اول خالي باشد کدا  است؟تقسیم کنیم احتمال آن 

1 )
n

n

n

 
 
 

1
 2 )

n
n

n

 
 
 

2
 

3 )
 

n

n
n !

n

 
  

 
1

1
 4 )

n

n
n

n

 
  

 
1

1
 

 :گذاريم و  بايد که جعبه اول خالی بماند، آن را کنار میآنبرای   «1»گزينه  پاسخn  مهر  متمايز را ب نn 1      جعبه ديیر تقسز م کنز م کزه بزدون

n(nه چ محدوديتی تعداد حالات برابر است با: )1  :بنابراين احتمال مورد نظر برابر است با 
nn

n

(n ) n
P(A)

nn

  
    

 

1 1
  

 
که فقط جعبه اول خالي باشد کدا  است؟در مثال قبل احتمال آن  :11مثال 

1  )
 

n

n
n !

n

 
  

 
1

2
 2 )

n

n

n
(n )

n

 
  

 
1

2
 3  )

n

n
n!

n

 
 

 2 
4  )

n

n

(n )

n

1
 

 :خزالی باشزند ولزی در ايزن مثزال      ندتوانستهای ديیر ن ز میبه تفاوت اين مثال با مثال قبل دقت کن د در مثال قبل ظرف اول خالی بود و ظرف  «1»گزينه  پاسخ، 

کن م ها را انتخاب میلذا دو تا از توپ .بايد فقط ظرف اول خالی بماند پس ه چ ظرف ديیری نبايد خالی باشد
n 
 
 2

nو ب ن   1    کنز م کزه ايزن دو    ظزرف تقسز م مزی

توانند به توپ می n !1 ها توزي  شوند پس احتمال مطلوب برابر است با:در ظرف 
n

n
(n )!

P(A)
n

 
 

 
 

1
2

 

 
ای در جعبه  :12مثالN تا  1 هایمهره با شمارهN  .وجود داردn  کفه مفاکزیمم   احتمفال آن  ،کنفیم از این جعبه خارج مي  با جایگذاری مهره به تصادف و

K)باشد کدا  است؟  Kهای انتخابي برابر با شماره N) 

1  )
k k

n

N n

N


 2  )

n n

n

k (k )

N

 1
 3  )

N N

n

k (k )

N

 1
 4 )

N N

n

k k

N

 1
 

 :های بايد در ب ن دسته  روش اول: «2»گزينه  پاسخn کن م حداقل يكی از اعداد انتخابی تايی که با جايیذاری انتخاب میk  باشد و بق ه اعداد کمتر

و  kيزا شزامل دو تزا     kو بق ه کمتزر از    kشمارش کن م که شامل يگ  تايی را nهای همه دسته ،حالت دارد( يعنی (k-1)باشد )بق ه اعداد هر کدام   kاز 

 يا ...که برابر است با : kبق ه کمتر از 

 

 
n

n i n n n n

i
n n

n n n n
k (k ) (k ) ... ... (k )

i n

N N

   



       
                     

       


 1 2

1
1 1 1 1 1 2 1 1 1

1 2
 

kز بز ن  هزا ا خارج شود و يا تمزام مهزر    kی شمار  ی اول )با جايیذاری( انتخاب شوند و حداقل يگ بار مهر مهر  kها بايد از تمام مهر  روش دو : 1 

 ی اول خارج نشود.مهر 

 حالات مطلوب

 کل حالات 

 حالات مطلوب

 کل حالات 

 حالات مطلوب

 کل حالات 
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n n

n

k (k )
P(A)

N

 
 

1
                             

n

n

(k )

k

, , ,....k ,k ,k ,k ,..., N



  

1

1 2 3 1 1 2 

 توان نشان داد که دو جواب با يكديیر برابرند:می

 
n n n n

n n

( (k ) (k ) k (k )

N N

     
 

1 1 1 1

n n
n i n i n

i i
n n

n n
(k ) (k ) (k )

i i

N N

 

 

   
      

   


 
1

1 1 1

 

  

نفری فقط دو نفر در یك روز به دنیا آمده باشند چقدر است؟ 1که در یك اتاق احتمال آن  :13مثال 

1  )

P

( )

 
 

 

1
364

1

1

2

365
 2   )

P

( )

 
 

 

8
364

1

1

2

365
 3  )

 

P
 

 
 

1
364

9

1

2

365
 4  )

P

( )

 
 

 

8
364

9

1

2

365
 

 :کن م.نفر انتخاب می 1ابتدا دو نفر از   «4»گزينه  پاسخ
 
 
 

1

2
روز و  362البته توجه کن زد کزه يكزی     .انتخاب داشته باشند 365توانند حالت که اين دو نفر می 

)د اولی باشد ديیری بايد تاب  روز تول )365  د در روزهای ديیر تقس م شوند. بنابراين تعداد حالات برابر است با:  نتوانبق ه ن ز به هر ترت بی می 1

P P
n(A)

P(A)
n(S) ( ) ( )

   
      

   
  

8 8
364 364

1 9

1 1
365 1

2 2

365 365
 

 

  
 تعمیرکار مراجعه شود کدا  است؟  2که دقیقاً به احتمال این ،اب باشنددستگاه تلویزیون خر 4تعمیرکار تلویزیون دارد اگر  4شهری  :14مثال 

1 )/25 2 )/32 3 )/45 4 )/47 

 :در  .حالت( 44تعم رکار تلويزيون ) 4تلويزيون خراب ب ن  4لات تقس م تعداد کل حالات برابر است با تعداد حا روش اول:«  2»گزينه  پاسخ

 2تعم رکار مختلزف داريزم يزا بزه هزر کزدام از آنهزا         2تلويزيون متفاوت و  4گردد. حال تعم رکار انتخاب می 4تا از  2حورت کسر احتمال، ابتدا 

 ده م. تلويزيون و به ديیری يكی می 3او  تلويزيون خراب يا يكی را انتخاب کرد  به

             

! !

! ! ! !
P(A) /

    
    

    


4

4 24 4
2 2 2 1 3 1

32
4

 

از اين تعداد  .تعم ر کار تقس م شوند 2انتخاب دارند که ب ن  42تلويزيون خراب 4تعم رکار را انتخاب کرد  و هر کدام از  4ابتدا دو تعم رکار از  دو : روش

 رسد و جز  حالات مساعد ن ست.دو حالت است که هر چهار تلويزيون به يگ تعم رکار می حالات،

 

( )

P(A) /

 
 

 


4

4

4
2 2

2
32

4
 

اگر بخواهیم در مثال قبل   :15مثالk2 اتاق دارای بازیكنان غیر هم رنگ باشند، احتمال آن کدا  است؟ 

 :ابتدا  پاسخk2 بازيكن س ا  پوست و 1بازيكن س ا  پوست  ازk2  کنز م. سزپس بزه    بازيكن سف د پوست انتخزاب مزی   1بازيكن سف د پوست از

( k)!2 اتاق نمود. همچن ن بايد بق ه بازيكنان س ا  پوست و بق ه بازيكنان سف د پوست ن ز با يكديیر هم اتاق شوند.توان بازيكنان هر گرو  را هم می 

k k

( k)! ( k)!
( k)!

k k ( k)! ( k)!

!

( !) !

 

        
         

           



5 5

1

1 1 1 2 1 2
2

2 2 2 5 2 5
2

2 1

 

 
 

 حالات مطلوب

 کل حالات 
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 گری را  نزند یعني هفیچ سفلر و یفا    ها دیکه هیچ یك از رخمهره رخ شلرنج را به تصادف روی صفحه شلرنج قرار دهیم احتمال این 8اگر  :16مثال

 ستوني بیش از یك رخ نداشته باشد چقدر است؟

1)
...

     

  

64 5 36 25 16 9 5
64 63 57

 2)
...

      

  

64 49 36 25 16 9 4 1
64 63 57

 

3)
 
 
 

88
64

8

 4)
!

 
 
 

7
64

8

 

 :چراکزه در اولز ن بزار هز چ      گزينزه داريزم   64بزرای انتخزاب اولز ن مكزان      سزتون دارد.  4سطر و  4توجه کن د که حفحه شطرنج « 2»گزينه  پاسخ

خانزه حزذف شزد  اسزت      12 ،يعنی )تا رخ اول زد  نشود( برای دوم ن رخ سطر يا ستون رخ اول حذف شد  است محدوديتی وجود ندارد. 64 15 49 

شودخانه ديیر حذف می 13برای انتخاب سوم  49 13 P(A) طور تا آخرين خانه.گزينه و هم ن 36
...

      


  

64 49 36 25 16 9 4 1
64 63 57

 

  

 دور  توجه به رنگشفان آنهفا را   مهره قرمز است. دو مهره به تصادف انتخاب کرده و بدون جایگذاری و بدون 12مهره سفید و  1ای حاویجعبه :17مثال

 کنیم قرمز باشد کدا  است؟که سومین مهره که به تصادف استخراج ميریزیم، احتمال اینمي

1 )
12
2

 2 )
12
22

 3 )
1
2

 4 )
12
18

 

 :انتخاب مهر  سوم  ،تأث ری در حل مسأله ندارد مسألهاين جمله در  اول و دوم نداريم عاتی از رن  مهر در اينجا ن ز چون ه چ اطلا«  2»گزينه  پاسخ

P(R :مانند انتخاب مهر  اول است پس احتمال آن )مهر  سوم( با احتمال انتخاب يگ مهر  قرمز برابر است با ) 3
12
22

 

 تی مانند مدل آوندپول ا نشان داد.توان آن را با استفاد  از نمودار درخمی

  

 کدا  است؟ که هیچ زني در کنار شوهرش نباشداحتمال این ،زوج متأهل دور یك میزگرد غذاخوری نشسته باشند 1اگر  :18 مثال 

1 )/67 2 )/38 3 )/62 4 )/33 

 :اگر، خواه م داشت:  2باز هم طبق تعم م خاح ت «  4»گزينه  پاسخi(i , ,..., )A1 2 امز ن زوج کنزار هزم نشسزته      iدهند  پ شامدی باشزد کزه   نشان 1

iباشند آنیا  احتمال مورد نظر برابر با
i

P( A )



1

1
 به ازای تعداد زوج پ شامدها، علامت منفی و به ازای تعداد فرد پ شامدها علامت مثبت وجود دارد.   است. 1

 
n

n

n
i i i i i

i i i i ... i

P( A ) P(A ) ... ( ) . P(A A ...A ) ... P(A A ...A )

    

       1 2
1 2

11
1

1 2 1
1 1

1 

i
i

P( A ) / /


   
1

1
1 1 66 33   

! ! ! !
... /

! ! ! !

       
           
       

1 2 3 11 1 1 118 17 16 9
2 2 2 2 66

1 2 3 119 19 19 19
 

 
 

 ف از فاصله اعداد حقیقيعددی را به تصاد :19مثال ,3 که عدد انتخابي در فاصلهکنیم احتمال اینانتخاب مي 7 , /4 5  دست آورید. هباشد را ب 5

 :کل فضای نمونه ما به حورت  پاسخ S , 3 Aو پ شامد 7 [ , / ] 4 5  باشد.می 5

/ /
P(A) /


   



5 5 4 1 5
37

7 3 4
 

  

 دو عدد تصادفي را در فاصله :21مثال( ,  باشد کدا  است؟   5/1و  5/که مجموع آنها بینکنیم، احتمال آنانتخاب مي 1(

1 )
1
2

 2 )
1
4

 3 )
3
4

 4 )
1
3

 

 

 

 A  فاحله طول زير

 ای نمونهطول کل فض



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  11 آمار و احتمالات

 : اگر يكی از اعداد را با«  3»گزينه  پاسخx و ديیری را باy   آنیزا  نقطزه بزه     ،نشزان دهز م

  واق  است و ناح ه مطلوب نقاطی است که: 1به ضل  در داخل مرب   )y,x(مختصات

 

                         / x y /  5 1 5 

                      

/
( )

A
P(A) / /



    

25
1 2

2 1 25 75
1

 

 
 

 ای به شعاعای را به طور تصادفي از دایرهنقله :21مثالr  حداکثر  که نقله انتخابي تا محیط دایرهاحتمال این .کنیمتخاب ميان 3
2
3
شعاع باشد  

 برابر است با:

1 )
7
8

 2 )
8
9

 3 )
9
1

 4 )
1
2

 

  : ای به شعاع ای کلی و داير فضای مطلوب ما در واق  فضای انتخابی ب ن داير   «2»گزينه پاسخr
1
3

باشد  می 

اش تا مح ط داير  حداکثر ای اخت ار شود فاحلهچرا که در اين ناح ه هر نقطه
2
3

 شعاع است )ناح ه هاشور خورد (.  
 

A
A B

r
Sr

S r , S S S r r , P(A)
S r




             


2
2

2 2 2
2

8
8 899

9 9 9
 

  
 نقله از هفر رأس بیشفتر از    که فاصله آنشود، احتمال آنانتخاب مي 3الاضلاع به ضلع یك نقله به طور تصادفي درون یك مثلث متساوی :22مثال

 یك باشد کدا  است؟

1 )
2

9 3
 2 )




2
1

9 3
 3 )

1
2

 4 )
3
4

 

  : بايزد   ،اگر نقطه انتخابی از هر رأ  ب شتر از يگ واحد فاحله داشزته باشزد   .کن مکمانی رسم می 1ابتدا به مرکز هر رأ  به شعاع   «2»گزينه پاسخ

  درون مثلث خارج از اين سه داير  باشد.

                           ABCS (AH BC) 
1
2

 

AH AB BH AH ( ) AH      2 2 2 2 2 23 3 3
3

2 2
 

 

ABCS    
1 3 3 9 3

3
2 2 4

 

 آوريم:قطاع را به دست می 3اکنون مساحت 

  S r
 

     2
1

6
1 1

36 36 6
 





   

9 3
24 2 1

9 3 9 3
4

S)مطلوب( S S P


    1 2 3 2
 

 
 

 مساحت ناح ه
 ساحت کل فضای نمونهم

1

1
x y 1.5 

x y 0.5 

0.5

0.5

0.5

0.5

 مساحت کل مثلث –ها مجموع مساحت قطاع

 مساحت کل مثلث

A 

H B C 

 کل کل کل

B

r

1
r

3
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مربعي به طول ضلع   :23مثالa ای به تصادف در دایره انتخاب کنیم با چه احتمالي نقله داخل مربع است؟ای محاط شده است اگر نقلهدر داخل دایره 

1  )


1
 2 )



2
 3 )

a



2

2
 4 )

a



22
 

 :که نقطه داخل مرب  باشد، بايد مساحت مرب  توان م شعاع داير  را بر حسب ضل  مرب  به دست آوريم. اکنون برای آنبه راحتی می«  2»گزينه  پاسخ

 را بر مساحت داير  تقس م کن م.

                 
a r

r r a a r p(A)
r r

        
 

2 2
2 2 2 2 2

2 2
2 2

2 

  

 کنیم تا یك شیر مشاهده شود.ای را آنقدر پرتاب ميسكه :24مثال 

 های لازم فرد باشد کدام است؟که تعداد پرتابالف ز احتمال اين

1 )
1
3

 2 )
2
3

 3 )
1
2

 4 )
3
4

 

 :در خزط مشزاهد  شزود و    اول  دفعزه ممكن است ، ش ر مشاهد  شود در دفعه اول فضای نمونه به اين حورت است که ممكن است  «2»گزينه  پاسخ

 ش ر مشاهد  شود و   پرتاب دوم

P(A) ...

( )

      

 2

1 1
1 1 1 22 2

1 32 8 32 31
2 4

 

 کدام است؟ ،پرتاب لازم باشد 2که حداقل ب ز احتمال اين

1)
1
1

 2 )
1
4

 3 )
1
16

 4 )
1
8

 

 :پ شامد «  3»گزينه  پاسخB  پرتاب يا ب شتر . 2پرتاب يعنی  2پرتاب است. توجه کن د که حداقل  2پ شامد حداقل 

( )

P(B) ( ) ( ) ...    



5
5 6

1
1 1 12

12 2 161
2

 

  

 باشد، با کدا  احتمال تعداد دفعات پرتاب شده فرد است؟ 7کنیم تا برای اولین بار مجموع دو عدد رو شده دو تاس را با هم پرتاب مي  :25مثال 

1 )
1
2

 2 )
5
9

 3 )
5
11

 4 )
6
11

 

 :باشد : 8ممكن است در بار اول پرتاب مجموع  کن م :                     توجه کن د که وقتی دو تا  را پرتاب می  «4»گزينه  پاسخe1 
 e2باشد : 8ممكن است در بار دوم پرتاب مجموع 

                                                       

e( برابر است با: 8دو تا  را پرتاب کن م احتمال مجموع ) :{( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}1 1 6 6 1 2 5 5 2 3 4 4 3 P(e ) 1
6 1
36 6

 

P(e ب ايد. 8ار اول ن ايد و در بار دوم مجموع ب ايد يعنی در ب 8که در بار دوم کن م احتمال آندو تا  را پرتاب می ) 2
5 1
6 6

 

 حاحل جم  روبرو يگ تصاعد هندسی است.

.P(e ) P(e ) ... ( ) ...

( )

      



2
1 3

2

1
1 5 1 66

56 6 6 111
6

 

 
 

 

 مساحت مرب  

 مساحت داير 

a

rr

 حتمالا

S H TH TTH

1 1 1
2 4 8

 احتمال

 

e e e ...

P ( ) ... 

1 2 3

21 5 1 5 1
6 6 6 6 6



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  13 آمار و احتمالات

 کنیم. ميخارج  ن جایگذاری از جعبهمهره یك به یك و بدو 3قرمز است.  یمهره 2سیاه و  یمهره 4 ،سفید یمهره 3ای شامل جعبه 26:مثال 

 دست آورید.هکه مهره انتخابي اول قرمز، دومي سفید و سومي قرمز باشد را بال  ف احتمال این 

1  )
6
56

 2  )
8
57

 3  )
1
84

 4  )
1
1 4

 

 فرض کن د الف ز طبق تعم م قانون ضرب احتمال « 3»گزينه   خ:پاس ،R های قرمز و دهند  مهر نشانW هزای سزف د اسزت. در    دهند  مهر سنشان

P(R حورت خواه م داشت: اين W R ) P(R ).P(W | R ).P(R | R W )    1 2 3 1 2 1 3 1 2
2 3 1 1
9 8 7 84

 

 دست آورید.هکه دو مهره قرمز و یك مهره سفید انتخاب شوند را بب ف احتمال این 

1  )
1
3

 2 )
2
27

 3 )
1
28

 4 )
2
15

 

 :ها مهم ن ست.در اينجا ترت ب انتخاب مهر «  3»گزينه  پاسخ P(A)

  
  
  

 
 
 
 

2 3

2 1 1
9 28
3

 

  

 درصفد پروازهفای    75شفود و  شك انجا  ميدرصد پروازها بین ظهر تا نیمه 5پروازهای داخلي تأخیر دارند و هدرصد کلی 2فرض کنید :27مثال

 خیر نداشته باشد، چقدر است؟شك تأدارای تأخیر از پروازهای بین ظهر تا نیمه شك است. احتمال این که یك پرواز منتخك از بین پروازهای ظهر تا نیمه

1)/25 2)/9 3)/45 4)/7 

 :حورت زير است:با توجه به حورت مسأله اطلاعات آن به  «4»گزينه  پاسخ  

A : P(A) /
, P(B | A) /

B: P(B) /






2
75

5
 

P(Aله از ما اکنون مسأ | B) کن م:را خواسته است که از مكمل آن استفاد  می 

P(A B) P(A).P(B | A) / /
P(A | B) P(A | B) P(A | B) / /

P(B) P(B) /


            

2 75
1 1 1 1 1 3 7

5
ث

  

 ظرف سه  :28مثالI  وII  وIII  مفروض است. ظرفI  مهره سیاه است. ظرف  2شامل یك مهره سفید وII ه مهره سففید و سفه مهفر     شامل دو

بیایفد   2یفا   1و اگر عفدد   IIIبیاید ظرف  6عدد  اگر. کنیممهره سیاه است. تاس همگني را پرتاب مي 4مهره سفید و  3شامل   IIIسیاه است و ظرف 

 کدا  است؟که  مهره سفید خارج شود احتمال آن ،کنیمتصادف خارج مي ای بهرا انتخاب کرده و مهره Iصورت ظرف و در غیر این IIظرف 

1)
1

63
 2)

1
5

 3)
1

24
 4)

23
74

 

 :پ شامدهای  طبق قانون احتمال کل  «1»گزينه  پاسخA  وB  کن م:تعريف می زيررا به حورت 

 iAام انتخاب شود:  iرف ظ                 Bپ شامد آنكه مهر  سف د خارج شود: 

   کن م:محاسبه می زيررا به حورت  P(B)اکنون طبق قانون احتمال کل 

    
k

i i
i

P(B) P(A ).P(B | A )



       
1

3 1 2 2 1 3 1
6 3 6 5 6 7 63

 

 يگ روش ساد  برای نشان دادن قانون احتمال کل، به حورت نمودار درختی است.

 

 
 

 

 
 
 

 

  

 خ ر پرواز أت

 پرواز ب ن ظهر تا ن مه شب

3

7

 بیاید( 2یا  1)عدد 

1

6

2

6

3

6

 بیاید( 6)عدد 

 بیاید( 5یا  4یا  3)عدد 

2

5

1

3

 مهره سفید خارج شود

 مهره سفید خارج شود

 مهره سفید خارج شود
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شود. اگر پیشامدهاییك آزمایش تصادفي را در نظر بگیریم که به طور مستقل تكرار مي :29مثال A  وB       از فضفای نمونفه ایفن آزمفایش تصفادفي

 رخ دهد کدا  است؟ Bقبل از  Aکه پیشامد ناسازگار باشند احتمال آن

1  )
P(A)

P(A) P(B)
 2  )

P(A )

P(A) P(B)




 3  )

P(B)

P(A) P(B)
 4  )

P(B )

P(A) P(B)




 

 :کن م:کن م. پ شامدها را به حورت زير تعريف میاز قانون احتمال کل استفاد  می  «1»گزينه  پاسخ 

: E که پ شامد اينA  قبل ازB                                              .رخ دهد          

P(E) P(A) P(E | A) P(B) P(E | B) P(C) P(E | C) P(A) P(C) P(E)          1 

P(A) P(A)
P(E) P(A) P(C) P(E) P(E)

P(C) P(A) P(B)
      

 1
 

 روش نمودار درختي:

 

رخ دهد کدا  است؟ 7قبل از مجموع  4که مجموع مشاهده شود احتمال آن 7یا  4ریزیم تا مجموع دو تاس سالم را مي :31مثال 

1  )
1
3

 2  )
1
4

 3  )
3
4

 4 )
1
6

 

 :در اينجا با استفاد  از قانون احتمال کل خواه م داشت: .های مختلف حل کن متوان م به مدلرا می مسألهاين   «1»گزينه  پاسخ 

: A 8قبل از مجموع  4د مجموع پ شام                                            p(A) ? 

: B1  در اول ن آزمايش                                         4پ شامد مجموعP(B ) 1
3
36

 

: B2 در اول ن آزمايش                                        8مجموع  پ شامدP(B ) 2
6
36

 

: B3  در اول ن آزمايش                          8و  4پ شامد مجموع غ ر ازP(B ) 3
27
36

 

 کن م:را به حورت زير محاسبه می P(A)اکنون طبق قانون احتمال کل 

 
n

i i
i

P(A) P(B ).P(A | B ) P(B ) P(A | B ) P(B ) P(A | B ) P(B ) P(A | B )



       1 1 2 2 3 3
1

 

 P(A) P(A)        



33
3 6 27 1361

2736 36 36 31
36

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

  

1

(B )رخ دهد 

 

P(B)

P(C)

(A )رخ دهد 

 رخ دهد( Bیا  A)غیر از 
P(E)

A  قبل ازB رخ دهد 

A  قبل ازB رخ دهد 

 

A  قبل ازB رخ دهد 

 

P(A)

1

 (در اولین آزمایش 7مجموع )
6

36

27

36

 (در اولین آزمایش 4مجموع )

 (در اولین آزمایش 7و  4مجموع غیر از )
P(E)

 رخ دهد  7قبل از مجموع  4مجموع 

 رخ دهد  7قبل از مجموع  4مجموع 

 رخ دهد  7قبل از مجموع  4مجموع 

3

36



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  12 آمار و احتمالات

 کنید و کلاً پیوسته تمبر جمع ميفرض کنید که شما به طور  :31مثالm  تمبفر جدیفد    کفه یفك   نوع تمبر وجود داشته باشد. همچنین فرض کنید  هر مرتبفه

i)ا  iاز نوع  iPکنید با احتمالخریداری مي , ,..,m) 1  آوری کرده باشید با چه احتمالي این تمبر جدید است؟را جمع امین تمبر nاگر شما  است. 2

1 )
m

n
i i

i

P ( P ) 



 
1

1
1 1 2 )

m
n

i i
i

P ( P ) 




1

1
1 3 )

i

m
n n m

i
i

n
( ).P ( P )
i






1

 ( حورت مسأله ناق  است. 4 1

 :جديد(|)نوع دوم   «2»گزينه  پاسخP.  )نوع دوم(P جديد(  |)نوع اولP.  )نوع اول(P (n )ام ن تمبر جديد باشدP 

m
n n n n

` m m i i
i

... p(m ).P( | m ) P ( P ) P ( P ) ... P ( P ) P ( P )   



          
1 1 1 1

1 1 2 2
1

1 1 1 1 

 

n)يعنی اينكه تمام  Pجديد(|)نوع اول  نكته: )1 تمبر قبلی، از نوع اول نبود  باشند يعنیn( P )  1
11 

 نمودار درختي:

 

 

 
 

 

 

 

 

  

 یكسال بعد از کفلاس سفیگار    تا اند که حداقلاند و موفق شدهدرصد از مردها شرکت کرده 37ها و درصد از زن 48یك کلاس ترك سیگار،  در :32مثال

 کنندگان در آن کلاس مرد باشند. درصد از شرکت 62اگر  کنند.نكشند، این افراد در پایان یكسال در یك جشن شرکت مي

 برابر است با:  ،اندهایي که در جشن شرکت کردهدرصد زن

1 )34%  2 )3/41%  3 )3/44%  4 )32%  

 :3»گزينه  پاسخ» 

 
P(A).P(B | A)

P(A | B)
P(B | A).P(A) P(B | A').P(A')

 


 Pزن باشد( |)در جشن شرکت کند 

%
/ /

/ / /
( / / ) ( / / )


    

  

48 38
443 443 1 44 3

48 38 37 62
 

  

 تصادف انتخاب کرده و آن را   ها را بهدارد. او یكي از سكهمردی در جیك خود یك سكه سالم و یك سكه که دو طرفش شیر است نگه مي :33لمثا

 اب شده باشد کدا  است؟که سكه سالم انتخاگر شیر ظاهر شود احتمال آن .کندپرتاب مي

1 )
1
3

 2 )
1
5

 3 )
2
5

 4 )
3
5

 

  : پ شامدها   «1»گزينه پاسخS  وN1 کن م:یتعريف م زير را به حورت 

 Sسالم بودن سكه:              N1بار اول سكه ش ر ب ايد:

P(S).P(N | S)
P(S | N ) P(S | N )

P(S).P(N | S) P(N | S ).P(S )



   
 

  

1
1 1

1 1

1 1
12 2

1 1 1 31
2 2 2

 

         

 

 

 

n 1
1(1 P )



2P )نوع دو (

3P

 )نوع اول(

 (ا m)نوع 

n امین تمبر جدید باشد 

n دید باشدامین تمبر ج 

n امین تمبر جدید باشد 

1P

mP

n 1
2(1 P )



n 1
3(1 P )



n 1
m(1 P )


n امین تمبر جدید باشد 

 )نوع سو (

 جديد نوع نوع
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 باشد:به حورت روبرو می مسألهنمودار درختی 

     ش ر ظاهر شود

 

 
 

  

 ظرفي ل آوندپولیا( در مد) :34مثالb  توپ سیاه وr توپي را به تصادف انتخاب و  .توپ قرمز وجود داردc همان رنگ به ظفرف اضفافه    توپ دیگر از

 باشد کدا  است؟ که توپ دو  سیاهاکنون اگر توپ دیگری را از ظرف انتخاب کنیم احتمال این .کنیممي

1 )
r

r b c 
 2 )

b

r b
 3 )

b

r b c 
 4 )

rb

r b c 
 

 :بزه   توجه کن د که چون هز چ اطلاعزی راجز    «  2»گزينه  پاسخ

رن  مهر  اول به ما داد  نشد  است لذا مانند اين است که برای اولز ن  

ر بااحتمال آن براب ،کن م يعنیرف انتخاب میظبار يگ مهر  از 
b

r b
 

 نشان داد. به حورت روبروتوان اين موضوع را می .است

توسط پول ا نشان داد  شد  که اگر اطلاعات داد  شزد    مسألهاين مدل 

 است. مسألهدر حورت مسأله سف د نباشد به حورت جمله اضافی در 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 شیر ظاهر شود

 سكه ناسالم شیر ظاهر شود

1 سكه سالم

2

1

2

1

2
1

 اول توپ

 توپ دو  سیاه

 توپ دو  سیاه

b c

r b c



 

b

r b c 

b

r b
 سیاه

r

r b
 قرمز
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آزمون فصل دوم 
  
1افراد دارای فرزند پسر و  4/اگر بدانیم ف/ فرزندانشان مي باشند حال  دارای فرزند دختر در بین 3/دارای هم فرزند دختر و هم پسر و 2

 احتمال این که یك خانواده فقط فرزند دختر یا پسر داشته باشد چقدر است؟

 1)/3 2 )/4 3 )/2 4 )/5 

 2فرض کنید  فB , A گاه د آنندو مجموعه باش(A B ) (B A )  :برابر است با 

 ( برابر تهی خواهد شد.2 ( فضای مرج 1

 تواند حح ا باشد.( هر سه گزينه می4 تعداد فصل مشترک دو مجموعه دارد. ( بستیی به3

 3گفا    2احتمال این کفه بعفد از    باشدها مستقل از هم ميدارد که جهت گا به سمت راست یا چپ بر مي ميفرض کنید شخصي به طور تصادفي گا ف

 قدر است؟برداشتن این شخص در جای فعلي باشد چه

1 )P ( P)2 21 2 )P( P)2 1 3 )P( P) 21 4 )P2 

 4دو ففرد  فB , A مان به سمت هدفي تیراندازی مي کنند اگر احتمال اصابت تیر به هدف برای هر کدا  برابرزهم
1
2
بدانیم تیفری بفه    گاهباشد. و آن 

 ند؟هقدر احتمال دارد هر دو نفر هدف را مورد اصابت قرار دچهدف خورده است 

1 )
1
4

 2 )
3
4

 3 )
1
3

 4 )
2
3

 

 5بدون جایگفذاری انتخفاب    نفر به ترتیك هر کدا  یك مهره 4قرمز وجود دارد.  3آبي و  3 ،سفید 1سیاه و  4ه وجود دارد که مهر 2در ظرفي  ف

 خری مهره قرمز انتخاب کند؟آ مهره سفید و نفر سو  مهره آبي و، نفر دو  مي کنند. چقدر احتمال دارد نفر اول مهره سفید

1)/ 7 2 )/ 41 3 )/ 3 4 )/ 6 

 6شخصي دارای  فn اصلي را باز کند لذا کلیدها را یفك   حال فرض کنید شخص قصد دارد درب .کلید است که یكي از این کلید ویژه درب اصلي است

 اُمین انتخاب درب باز شود؟ rاصلي برسد چقدر احتمال دارد در  شود تا به کلیدو اگر کلید متعلق به درب نباشد کنار گذاشته مي به یك چك کرده

1)
n

1
 2 )

r

n
 3 )

r
n

n

 
 
 

1
 4 )

r

n

 
 
 

1
 

 7از ناحیه نقله  4 فA چقدر احتمال دارد نقله اول و دو  درون ناحیه  .کنیمانتخاب ميB که زیر مجموعه ناحیه Aاست واقع شده باشد؟ 

1)/ 12 

2 )/125 

3 )/ 72 

4 )/ 35 

 8صندلي پفنجم یفك دختفر باشفد و      چقدر احتمال دارد روی ،صندلي در یك ردی  قرار بگیرند 1پسر قصد دارند روی  5دختر و  5فرض کنید  ف

 دقیقاً کنار دست راست وی یك پسر قرار داشته باشد؟

1 )/ 4 2 )/2778 3 )/5556 4 )/1778 

 9یك عدد به طور تصادفي در فاصله ف,
 

 
 2
 آن باشد کدا  است؟ sinتر از آن بزرگ oscانتخاب مي شود احتمال این که  

1 )
1
4

 2 )
3
4

 3 )


1
 4 )

1
2

 

 11استخراج مهره با مشاهده رنگ  رکنیم که در هر بادو مهره به این صورت انتخاب مي .مهره سفید است 1مهره سیاه و  5 ،مهره آبي 4ظرفي شامل  ف

 رنگ باشند؟توپ خارج شده هم 2احتمال دارد هر دو  چقدر .گردانیمل ظرف باز ميآن، مهره را به همراه یك مهره دیگر از همان رنگ به داخ

1 )/473 2 )/945 3 )/374 4 )/412 

 

A 

B 
1 

1 

1 
2 

1 
2 
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 11قدر است؟چاشد ه مهره دو  خارج شده سفید بدر سؤال قبل احتمال این ک ف 

1 )/ 5 2)/1 3 )/ 72 4 )/ 42 

 12یچكفدا  دوشفنبه   تولفد ه  که روزاند متوق  کنیم و روز تولدشان را بپرسیم احتمال ایناگر در خیاباني سه شخص را که به تصادف انتخاب شده ف

 نباشد، چقدر است؟

1)
216
343

 2)
116
343

 3)
1
343

 4)
1
2

 

 13که کند احتمال اینپرتاب مي کند و سپس به تعداد عدد انتخاب شده یك تاس رارا انتخاب مي 3و  2و  1شخصي به تصادف یكي از اعداد صحیح  ف

 بیاورد کدا  است؟ 5مجموع 

1)
11
1 8

 2)
12
1 8

 3)
13
1 8

 کدام( ه چ4 

 14را دوباره در ظفرف قفرار    د باشد آناگر رنگ این مهره سفی .کنیمای به تصادف انتخاب ميمهره سفید است. مهره 7مهره آبي و  3ظرفي محتوی  ف

ظرف قفرار نفداده و مهفره دیگفری نیفز در ظفرف قفرار         کنیم. اگر مهره استخراجي آبي باشد آن را دردهیم و دو مهره سفید دیگر به ظرف اضافه ميمي

 بار دو  سفید باشند کدا  است؟که دو مهره انتخاب شده در این آوریم. احتمالدهیم. سپس برای بار دو  دو مهره از ظرف بیرون مينمي

1)
39
72

 2)
48
78

 3)
29
52

 4)
49
88

 

 15از رنفگ مخفال  آن در    کنیم و هر رنگي که باشد مهره دیگفری مهره سفید است. یك مهره از ظرف خارج مي 7مهره قرمز و  3یك ظرف شامل  ف

که هر دو سففید  رنگ باشد احتمال ایندست آمده بود هم اگر این مهره با مهره قبلي که به .کنیمدهیم. سپس مهره دیگری از ظرف خارج ميظرف قرار مي

 باشند کدا  است؟

1)
3
4

 2)
2
5

 3)
7
8

 4)
1
9

 

 16دو تاس را همزمان  فn  بار پرتاب کنیمn  بیش از برای اعداد دو 12چند بار باشد تا احتمال مشاهده حداقل یك بار مجموع
3
4

 ؟باشد 

1)5 2)22 3)1 4)82 

 17فرض کنید  فn  توپ متمایز را به تصادف درN احتمال این که  .کنیمظرف توزیع ميm توپ در ظرف اول باشد چقدر است؟ 

1)

n

m

N N
(N )

m

N

  
  

  
1

1
 2)

n m

n

n
(N )

m

N

 
 

 
1

 3)

n m N

n m

n N

n

   
 

 

  
 
 

1

1
 4)

n m

n

(N )

N

1
 

 18ظرف قرار دهیم. چقدر احتمال دارد که در هیچ ظرفي بیش از یك توپ نباشد؟ 15مهره نامتمایز را درون  1اگر بخواهیم ف 

1)/ 23 2)/ 23 3)/ 32 4)/ 184 

 19توپ وجود دارد که  2دارد و همچنین در ظرف دیگر توپ قرمز وجود 6د و توپ سفی 4در ظرفي  فn است. اگر احتمال انتخاب یك  تای آن سفید

توپ سفید از این دو ظرف برابر
1
2
 چقدر است؟ nآنگاه مقدار  ،باشد 

1)n 12 2)n  6 3)n 1 4)n 18 

 21کنیم و بعد از مشفاهده  انتخاب مي توپ به طور تصادفي و بدون جایگذاری از این ظرف 2توپ سیاه وجود دارد. حال  8توپ سفید و  4در ظرفي  ف

های انتخاب شده به ظفرف بازگردانفده   از رنگ سیاه به همراه توپ توپ i2تایي به اندازه 2( در نمونه i)های منتخك با توجه به تعداد توپ قرمز رنگ توپ

 کنیم. احتمال این که توپ منتخك سیاه باشد چقدر است؟مي های جدید انتخابشود. حال یك توپ از مجموعه توپمي

1)/7 8 2)/292 3)/439 4)/768 
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 21فرض کنید  فF,E کنیم. آنگاه احتمال این که  های ساده مستقل از این نوع را تكراردو پیشامد ناسازگار از یك آزمایش باشند. حال اگر آزمایشE 

 اتفاق بیفتد کدا  است؟ Fقبل از 

1)P(E) 2)
P(E) P(F)

P(t)


 3)

P(E)

P(E) P(F)
 4)

P(E) P(F)

P(E)


 

 22هفیچ تمفایزی بفین    کفه   ایتا را به یك صورت تا کرده به گونفه  5تكه کاغذ هم شكل و همسان نوشته و  5را روی نفر اسامي خود 5فرض کنید  ف

هفا کاغفذی را   نففر آن  2احتمال دارد کفه دقیقفاً    چقدر است. به تصادف انتخاب کرده شد. حال کاغذها را روی زمین ریخته و هر نفر یك کاغذکاغذها نبا

 بردارند و اسامي خودشان روی کاغذ نوشته نشده باشد؟

1)
1
2

 2)
1
6

 3)
1
12

 4)
1
18

 

 23ف/ هفای تولیفد شفده تحفت     تلویزیون های تولید شده در یك شرکت دارای لامپ تصویر سالم هستند. لذا در انتهای خط تولید، تلویزیون 99

/در آزمایش قرار گرفته تا صحت سالم یا معیوب بودن لامپ تصویر را تست نماید که درصفد   دهفد. حفال چنفد   موارد آزمایش درست تشخیص مي 95

 شوند؟ها بعد از تست سالم تشخیص داده ميتلویزیون

1)/94 2)/95 3)/99 4)/97 

 24باشد؟مي دارای دو فرزند است. احتمال این که هر دو دختر باشند به شرط این که فرزند بزرگتر دختر است کدا زوجي  ف 

1)
1
3

 2)
1
4

 3 )
1
2

 4)
1
7

 

 25اگر فP(E | B) / , P(E | A) / , P(B) / , P(A) /    8 1 4  چقدر است؟ Eباشد احتمال مي 3

1)/11 2)/18 3)/3 4)/35 

 26مرغفوب   95/احتمفال  د را بفا باشد. بازرسي ساده واحفد، کفالای اسفتاندار   مي یك کالا طبق استاندارد %96در بازرسي نشان داده شده است که  ف

/دهد و محصول غیر استاندارد را با احتمالمي تشخیص که واحد کالای بازرسي شده استاندارد تشفخیص داده  این دهد. احتمالمي مرغوب تشخیص 8

 شود چقدر است؟

1)/915 2)/996 3)/651 4)/72 

 27در سؤال قبل چقدر احتمال دارد یك کالا واقعاً معیوب باشد به شرطي که بازرسي آن را سالم تشخیص داده است؟ ف 

1)/ 8 2)/ 32 3)/ 3 4)/ 77 

 28؟کندمي کدا  یك از تعاری  زیر مفهو  احتمال از طریق آماری را بیان ف 

 ها به طور نامحدود افزايش يابد را احتمال به طريق آماری گويند.( حد فراوانی نسبی وقتی که تعداد آزمايش1

 شود که احتمال به طريق آماری گويند.می تر باشد فراوانی نسبی به عددی نزديگبزرگ 3ها از( وقتی که تعداد آزمايش2

 کند.می شوند مفهوم احتمال به طريق آماری را ب انمی های نسبی حادثه برای تعداد مشاهدات به انداز  کافی زياد در حول آن متمرکز( عددی که فراوانی3

 های ممكن وجود داشته باشد.های مساعد به حالتهای محدود نسبت حالت( در تعداد آزمايش4

 29کننفد.  مفي  مختلف  پیفاده   نفر افراد نامتمایز داریم که از همك  برای طبقه اول تا پنجم بالا رفته و مسافرین را در طبقات 12آسانسوری شامل  ف

 چقدر احتمال دارد فقط در طبقه دو ، سو ، پنجم متوق  شود؟

1)/ 2 3 2)/ 3 2 3)/ 4 1 4)/ 1 2 

 31ففر  ن 2هفر طبقفه    5و  4طبقه  نفر و در 4نفر و طبقه سو   4در سؤال قبل اگر بین افراد تمایز وجود داشته باشد چقدر احتمال دارد که در طبقه دو   ف

 پیاده شوند؟

1)/  385 1 2)/  314 1 3)/  342 1 4)/  358 1 
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 31در فاصله  ف,
 

 
 2
این مقدار بیشتر از sinچقدر احتمال دارد  .کنیممي یك مقدار انتخاب 

1
2
 باشد؟ 

1)
1
2

 2)
2
3

 3)
1
3

 4)
1
4

 

 32اگر  فB,A پیشامدهای ناسازگار باشد آنگاه احتمالP(A|B) کدا  است؟ 

1 )P(A) 2) P(A)P(B) 34 ( حفر)
P(A)

P(B)
 

 33آن شفخص برنفده    ،یایدب ها خط یا شیرشود که هر سه نفر سه سكه را پرتاب کرده و اگر همه سكهمي یك بازی بین سه نفر به این صورت اجرا ف

ار شود چقدر احتمفال دارد  که برنده نداشته باشد مجدداً تكر ادامه یابد و در صورتي Cو سپس  B به شروع و سپس Aاست. حال اگر ترتیك انجا  بازی از 

 برنده شود؟ Aنفر 

1)/314 2 )/432 3)/571 4)/482 

 34کرده باشد؟ مغازه انتخاب 5ز مغازه ا 2چقدر احتمال دارد تا چهار مشتری لامپ فقط  .مغازه لامپ فروشي در شهری وجود دارد 5 ف 

1)
8

125
 2)

28
125

 3)
14
625

 4)
1
625

 

 35باشندفرض کنید تعداد افرادی که در یك جامعه دچار مشكل کم خوني مي ف/ تواننفد در  افراد جامعه مي دهند همچنینشكیل ميجامعه را ت 1

موارد این آزمفایش بتوانفد درسفت     98/حال اگر در .کنند یك آزمایش پزشكي شرکت کرده و در مورد صحت و عد  صحت سلامتي خود اطلاع حاصل

 سالم تشخیص داده شود؟دهد، انجا  مي تشخیص دهد. چقدر احتمال دارد یك فرد که این آزمایش را

1)/98 2)/97 3)/99 4)/94 

 36اگر در سؤال قبل دو نفر برای آزمایش مراجعه کنند چقدر احتمال دارد که نتیجه هر دو سالم باشد؟ ف 

1)/941 2)/96 3)/981 4)/884 

 37اگر فA B  تفاضل متقارن دو پیشامدA  وB باشند، آنگاهP(A B) :برابر است با 

1)P(A B) P(B A)   2)P(B A) P(A B)   

3)P(A B) P(B A)   4) ه چكدام 

 38اگر فP(B) P(A) 
3
4

 کدا  گزینه صحیح است؟ 

1)P(A B) 
3
8

 2)P(A B) 
3
4

 3)P(A B) 
3
4

 4) P(A B) 
3
4

 

 39اگر فP(A) P(B) /  P(Aو  6 | B) /  کدا  گزینه صحیح است؟8

1)P(A | B ) /  3 2)P(A | B ) /  2 3)P(A | B ) /  5 4) P(A | B ) /   5 

 41اگر  فB, A  دو پیشامد مستقل تصادفي باشندP(A B) 
1
6

P(Aو   B )  
1
3

 در این صورت:  

1)
P(A)

P(B)





 


1
2
1
3

 2)
P(A)

P(B)





 


1
3
1
2

 3)P(A) P(B) 4) P(A) P(B) 
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  ومسفصل 

   «متغیرهاي تصادفي»

 فصل سوم تألیفيهاي تست
 

  کنیم و متغیر اس را با هم پرتاب ميدو ت :1مثالX گیریم.را برابر با مجموع اعداد روی دو تاس مشاهده شده در نظر مي 

 دست آورید.هرا ب Xال  ف تابع احتمال         

 دست آورید.هباشد را ب 5که مجموع اعداد روی دو تاس حداکثر ب ف احتمال این        

 دست آورید.هشود را ب 9و  7اعداد روی دو تاس بین که مجموع ج ف احتمال این        

  : الف ز متغ ر تصادفی  پاسخX  می تواند مقادير{ , ,..., }2 3 توان احتمال هر نقطه مورد نظر را به پس با استفاد  از تاب  احتمال می .را اخت ار کند 12

               ( يزا  2و  1شد  است يعنی، دو تزا  بزه حزورت  )    3را اخت ار کند يعنی مجموع روی دو تا  عدد  3که متغ ر تصادفی مقدار احتمال آن  دست آورد. مثلاً

)Pاند و بنابراين ( آمد 1و  2) , ) P( , ) 
1

1 2 2 1
36

 :   P(X ) P ( , ) ( , )    
1 1 2

3 1 2 2 1
36 36 36

 

 به طور مشابه  P(X ) P {( , ) ( , ) ( , )}     
1 1 1 3

4 1 3 3 1 2 2
36 36 36 36

 

 باشد. تاب  احتمال به حورت زير می Xلات مربوط به مقادير بنابراين با محاسبه همه احتما

X

X x

f (x) P(X x)



 

2 3 4 5 6 7 8 9 1 11 12

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

 

X ب ز   X X X XP(X ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )           
1 2 3 4 1

5 1 2 3 4 5
36 36 36 36 36

 

X ج ز  X XP( X ) f ( ) f ( ) f ( )        
6 5 4 15

7 9 7 8 9
36 36 36 36

 

 
 

 کنفیم. اگفر   را به روش تصادفي و بدون جایگذاری انتخاب مفي  لامپ 3معیوب وجود دارد. از این جعبه لامپ  4لامپ سالم و  6ای در جعبه :2مثالX 

     های انتخابي باشد تابع احتمال آن کدا  گزینه است؟های معیوب بین لامپتعداد لامپ

1 )x x
xP(x) C ( ) ( ) ; x , , 3 34 6

1 2 3
1 1

 2 )x x
xP(x) C ( ) ( ) ; x , , , , 3 34 6

1 2 3
1 1

 

3 )
x xC .C

P(x) ; x , , ,
C



 
3

4 6
3
1

1 2 3 4 )
x xC .C

P(x) ; x , , ,
C

 4 6
3
1

1 2 3 

 :غلط هستند چرا که  2و  1شويم که دو گزينه با کمی دقت متوجه می  «3»گزينه  پاسخX لامپ برداشزته شزد     3های مع وب ب ن تعداد لامپ

xتواندباشد که میمی , , , 1 2 کزه در  تزا در حزالی   3تا و يا  2لامپ مع وب باشد يا  1های انتخابی نباشد يا باشد يعنی لامپ مع وبی در ب ن لامپ 3

           تزا مع زوب در بز ن     xادامه دارد. اما توجه کن د که اگر مزا  تا xمقادير  2شود و در گزينه ديد  نمی x( مقدار ه چ لامپ مع وب در مقدار 1گزينه )

 xتوان م با جايیذاری مقادير می دهد و ما( اين مطلب را نشان می3ی )لامپ سالم داريم که فقط گزينه x3لامپ برداشته شد  داشته باش م پس 3

در تاب  احتمال اين مطلب را متوجه شويم. علاو  بر اين به 
 
 
 

1

3
ی انتخاب کرد. همچن ن تعداد لامپ را به حورت تصادف 1لامپ از  3توان طريق می 

لامپ مع وب انتخاب شود برابر  xحالاتی که 
x x

  
  

  

4 6

3
 است.  

 
 

فرض کنید تابع   :3مثال

n
( )

f (n) k
n






21
3

2
nیك تابع احتمال برای متغیر تصادفي گسسته    , , , 1  کدا  است؟  kدار باشد مق 2

1 )ln
2
3

 2  )ln
1
3

 3  )( ln ) 11 1
3 3

  4  )( ln ) 12 2
3 3

 

 يا

 يا يا
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 :با توجه به خاح ت تاب  احتمال خواه م داشت: «  4»گزينه  پاسخ 

n n

n n n

( ) ( )

f (x) k k
n n

 
  

  

    
 

  

2 21 1
3 31 1 1

2 2
  

 برای محاسبه حاحل جم  بالا به مطلب زير دقت کن د: 

n

n

a
a

a






 



1

1
 

n
n n

n n n

a a a
a da da a da da a( a) da ( a) ln a c

a a n

  
  

  

          
  

      
2

1 1 11 1 1
1 1 2

 

n

n

a
( a) ln a

n





    



2

1 1
2

  

aاکنون به ازای  
1
3

 آيد: به راحتی حاحل جم  مورد نظر به دست می

 

n n

n n

( ) ( )

( ) ln ln
n n

 
 

 

      
 

 

2 21 1
1 1 2 23 31 1

2 3 3 2 3 3
 

 ده م. کنون اين حاحل جم  را در رابطه اول تاب  احتمال قرار میا

 K( ln ) K ( ln )      12 2 2 2
1

3 3 3 3
 

 

 
 

 اگر  :4مثالX  باشد مقدار  روبرویك متغیر تصادفي با تابع چگالي احتمالC کدا  است؟ 

c x x

f (x) c x x

   


   



2
2 

( 3  2(  2 ( حفر 1
4
5

 4 )
5
4

 

 :با توجه به خاح ت تاب  چیالی احتمال بايد «  4»گزينه  پاسخf (x)dx   باشد. 1

x x
(c x)dx (c x)dx cx cx ( c ) ( c ) c c


                  

 
2

2

2 2 2 5
1 1 2 2 2 2 1 4 5

22 2 4
 

 

مقدار  .بگیریدعروف است را در نظر تابع چگالي احتمال زیر که به تابع چگالي مثلثي م :5مثالK   است؟ کدا 

x x

f (x) k x x

 


   



1
1 2  

1  )1 2  )
1
2

 3 )2 4  )
1
4

 

 :با توجه به خاح ت تاب  چیالی احتمال خواه م داشت :«  3»گزينه  پاسخ 

x x
xdx (k x)dx kx ( ) [( k ) (k )] k k                   

1

1

22 21 2

1

1 1 1 3
1 1 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2
 

 

 اين تاب  چیالی دقت کن د: به شكل 

 
 

 کن مگ ری میاز دو طرف انتیرال

 جاهای دیگر

 جاهای دیگر

1

y x y 2 x 

1 2
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فرض کنید  :6مثالX  یك متغیر تصادفي با تابع چگالي احتمال
x

f (x) e

 

 21
2

X باشد، مقدار مُد کدا  است؟    IR , IR  

  4  )1(  3 (  حفر2 2( 1

 :اين تاب  زمانی ماکزيمم است که توان نپر «  3»زينه گ پاسخ
x  

2
xکمترين مقدار را داشته باشد و اين قدر مطلق زمانی کمترين است که      .باشد 

MO  بنابراين:   

 

اگر   :7مثالX یك متغیر تصادفي با تابع چگالي احتمالx
f (x) e x

  مقدار مُد کدا  است؟  ،باشد 

 (  4 -1(  3 1(  2 (  حفر1

 :مشتق هموار  منفی است      گ ريم: از تاب  مشتق می«  1»گزينه  پاسخxf (x) e    

MOکند بنابراين تاب  نزولی است بنابراين ب شترين مقدار خود را در ابتدای باز  اخت ار می   

  

فرض کنید متغیر تصادفي گسسته  :8مثالX  دارای تابع احتمال به صورت
x , , ,n

P(X x) n




  



1
1 2

 کدا  است؟ Xباشد، تابع توزیع  

1     )x

; x

F (x) x ; x n

; x n




  
 

1

1

1

 2    )x

; x

x
F (x) ; x n

n

; x n





  




1

1
1

1

 

3     )
x

; x

x
F (x) ; x n

n

; x n





  




1

1

1

  4    )
x

; x

x
F (x) ; x n

n

; x n





  

 

2

1

1

1

 

 :برای «  3»گزينه  پاسخn    توان م امتحان کن م:  می 3

x

x

x

F (x)

x

x



  



  

 

1

1
1 2

3
2

2 3
3
1 3

 

 
 

ای دارای تابع نرخ خرابيفرض کنید طول عمر قلعه :9 مثال(t) t t  3 سفال   2که طول عمر قلعه احتمال آن .باشد)بر حسك سال( مي

 باشد کدا  است؟

 1( 4 75/( 3 5/( 2 ( حفر1

 :شويم که طول عمر، متغ ری پ وسته است پس احتمال در يگ نقطه برابر حفر است.با کمی دقت متوجه می« 1»گزينه  پاسخ 

 
 

در تابع توأ  روبرو :11 مثالy x,x ,... , x , , ...  1 1 2 x y
f (x,y) ( )

 27 1
2 2

 کدا  است؟ Yتابع کناری متغیر

1  )y y( ) ( )  27 1 3
2 2 4

 2 )

y( )

y





1
17 4

2
 3 )

y( )



1
17 4

32
4

 4 )

y

y
( ( ) )

( )



 



1 1
17 1 4 4

12 2 1
4

 

 سایر جاها
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 :گا اشتبا  تك هتوجه کن د که با يگ نیا  ساد  ولی  «4»گزينه  پاسخx تا1ازدر حالی که دو متغ ر ،استy,x     به يكزديیر وابسزته هسزتند و بزه

xحورت y  1 گا  متغ راند بنابراين تك هتعريف شدx ات 1ازy :است بنابراين 

y
y y

x y y x y y y

x x

( ( ) )

P(Y y) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ... ( ) ( )

 



             


 

2 2

1 1

1 1
17 1 7 1 1 7 1 1 1 1 1 7 1 4 4

12 2 2 2 2 2 2 4 16 64 4 2 2 1
4

 

 
تصادفي در مثال قبل تابع کناری متغیر :11 مثالXکدا  است؟ 

1 )x( )2
1
2

 2 )x( )3
7 1
2 2

 3 )x( )2
1

7
2

 4 )x( )3
1

7
2

 

 :گا  متغ رروی تك ه« 4»گزينه  پاسخyبنديم:جم  می 

x

x y x y x x x

y x y x

( )

P(X x) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 



 

         


 

2 2 2 2

1
7 1 7 1 1 7 1 7 1 12 2

12 2 2 2 2 2 2 2 2 21
2

 

x x( ) P(X x) ( ) x , ,...    3 31 1
7 7 1 2

2 2
 

  

در تابع احتمال  :12 مثالx y
p(x,y) ( ) ( ) , x , , , , y , , ,  

1 1
2 1 2 3 1 2 3
2 3

p(Xمقدار   Y)  کدا  است؟ 

1  )
1
5

 2  )
2
5

 3  )
3
5

 4  )
4
5

 

 :روی مقادير «  4»گزينه  پاسخx بنديمجم  می 
y

p(X Y) p(X Y,Y y)




   
1

  

 :های س یما دقت کن دبه کران

 x y y x

y x y y x y y x y

p(X x,Y y) ( ) ( ) ( ( ) . ( ) )
     

     

         
1 1 1

1 1 1 1
2 2
2 3 3 2

  

y

y y y

y y y

( )

( ) ( ) ( )
  

  

     

 
  
1 1 1

1 1
1 1 1 42 62 4 4 4

1 13 6 6 51 1
2 6

 

  

برای تابع احتمال توأ  بردار تصادفي  :13مثال(X,Y) .به صورت زیر داده شده است 

x y

X,Y

( ) .( ) x,y , , , ...
f (x,y)




 



1 1
2 1 2 3
2 3 

Yبه شرط  Xتابع احتمال شرطي  yکدا  است؟ 

1 )y( )
1
2

 2 )x( )
1
2

 3 )x( )
1
3

 4 )y( )
1
3

 

 :کن م:از رابطه احتمال شرطی استفاد  می« 2»گزينه  پاسخ X,Y
X|Y

Y

f (x, y)
f (x | y)

f (y)
 

Yf (y)  تاب  احتمال کناریY آوريم.است آن را بدست می 

1تصاعد هندسی با قدر نسبت 
2

 

1تصاعد هندسی با قدر نسبت
6

  

 سایر جاها

1تصاعد هندسی با قدر نسبت
2
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  x y y x y y y
Y

x x x

f (y) f (x, y) ( ) ( ) ( ) . ( ) ( ) .( ) .( ) y , ,...
 

 

        


  

1 1

1
1 1 1 1 1 1 122 2 2 2 1 2 1 2

12 3 3 2 3 3 31
2

 

x y

X|Y

( ) . ( )

f (x | y) 

1 1
2
2 3

y. ( )
1

2
3

x( ) ; x , ,... 
1

1 2
2

 

 
 

 در مثال قبل :14 مثالP(X | y ) 2  کدا  است؟ 2

1)
1
5

 2)
2
5

 

3)
3
5

 4)
3
4

 

  :دست آوريم.ه اين مقدار را ب توان ماز جدول توزي  احتمال شرطی بالا می«  4»گزينه پاسخ  

x
X|Y

x x

P(X | y ) f (x | ) ( )

 

       
2 2

1 1

1 1 1 3
2 2 2

2 2 4 4
 

 

 گر تابع توأ  متغیرهای تصادفي ا  :15 مثالX  وY  مقدار  باشد روبروبه صورتC کدا  است؟ cxy x y
f(x,y)

   
 


2 1
 

1 )
1
1

 2 )
1

1
 3 )1 4 )1 

 :به دامنه چیالی توأم دقت کن د:  «3»گزينه  پاسخ 

x x
cxy dydx ( y dy)cxdx     

1 1 1 12 21 1 

x( y ) cxdx c ( x )xdx     
1 13 1 31 1 1

1 1
3 3 3

 

c c c c
( x )xdx ( x x ) ( ) c          

11 3 2 51 1 1 1 3
1 1 1

3 3 2 5 3 2 5 3 1
 

     :کن معمل می روبروبه حورت  xyدر حفحه  Aدر يگ ناح ه  (x,y)برای محاسبه احتمال قرار گرفتن توجه:   X,Y

A

P (X,Y) A f (x, y)dxdy   

  

 تابع چگالي احتمال توأ   :16 مثالX  وY   مفروض است: روروبهبه صورت xy y x , x
f (x,y)

    
 


23 2 1 

P(Xمقدار Y )   کدا  است؟ 1

1 )
3

128
 2 )

7
128

 3 )
3
64

 4 )
5
64

 

 

 

 

 

 تضاعد هندسی

 جاهای دیگر

y 1

x 1

y x

 جاهای دیگر

x
y 1 2

1 1 1
6 3 12
2 1

1
9 6
1

2
36
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 :دامنه چیالی توأم و مساحت مشترک   «2»گزينه  پاسخX Y 1 کن م.را روی شكل مشخ  می 

 

 
y

y

y y
P(X Y ) xydx dy x y dy




     

1 1
12 2

1

2

2 2

3
1 3

2
 

y y
( y) ydy (y y)dy
 

      
 

 

1 1
2 2 2

2 33 3 5
1

2 2 2 2
 

y y y
( )

 
       

 
 

1
4 3 2 23 5 3 1 5 1 7

2 4 6 2 2 64 48 8 128
 

  

اگر   :17 مثالxF ( ) /1 yFو2 ( ) /2 x,yFباشد حداکثر و حداقل مقدار  8 ( , )1  کدا  است؟ 2

1 ),1 2 )/ , /4 16 3 ), /1 4 4 ), /4 

 :ن مم تاب  توزي  توأم ب ن مقدارهایبا توجه به آن که ماکزيمم و می«  4»گزينه  پاسخx yF (x).F (y) وx yF (x) F (y) 1قرار دارد 

x ymax : F (x).F (y) /   
2 8 16

4
1 1 1

 

x ymin : F (x) F (y) / /     1 2 8 1 

 
 

 را در نظر بگیرید:روبرو الي توأ  تابع چگ :18 مثال 
x y , x , y

f (x,y)
   

 


2 1
 

f (y | x) کدا  است؟ 

1 )
x

2
1

 2 )( x)2 1 3 )
x

1
1

 4 )x1 

 : خواه م داشت بطه گفته شد  دررا با توجه به« 3»گزينه  پاسخ:  

Y|X x
X

f (x, y)
f (y | x)

f (x) ( x) xdy


   
 


1
2 2 1

2 1 12
 

  

 فففرض کنیففد متغیرهففای تصففادفي    :19 مثففالX  وY    دارای تففابع چگففالي تففوأxy x ; y x
f(x,y)

    
 


23 1  باشففند. 2

)Pمقدار X | y )  
1 1

1
2 3

 دست آورید.ه را ب 

 :دست آوريم:ه توان م احتمال داد  شد  را ب( می2طبق نكته )  پاسخ X|YI : P( X | y ) f (x | )dx    
1
1
2

1 1 1
1

2 3 3
 

  yY y

y
f (y) xydx y x y( )   

1 12

22

3 3
3 1

2 2 2
 : از طرفی

x x
I dx dx x

y
   




 

1
1 1 2
1 1

1
2 2

2

4 4 6 9
12 5 12
3

X|Y
Y

f (x, y) xy x
f (x | y) ;

yf (y) y
y( )

  




3 4
3 21
2 2

 

 

2
y 2x2

1

2

1

2 y 1 x 

 جاهای دیگر

 جاهای دیگر
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آزمون فصل سوم 

  

 1به ازای چه مقادیری از فk را به عنوان تابع چگالي یك متغیر تصادفي به کار برد؟ روبروتابع توان مي x
f (x) ( k)k x , , , ...  1 1 2 

1 )k 1 2 )k 1 

3)k 1  4 )k تواند بی رد.می هر مقدار طب عی 

 2متغیر تصادفي  فX  باشد. مقداريم روبروبه صورتC کدا  است؟ 
c

f (x) x
x

   4 

1)
1
2

 2 )4 3 )2 4 )
1
4

 

 3کنیم. اگر بخواهیم یك تفابع احتمفال   مي است انتخاب 2تا  1توپ از شماره  2سه توپ به طور تصادفي و بدون جایگذاری از ظرفي که شامل  ف

 دست آوریم کدا  گزینه صحیح است؟ه تایي ب 3برای بزرگترین عدد انتخاب شده در این نمونه 

1)p(X x) , x , ,...,  
 
 
 

1
1 2 2

2

3

 
2 )

x
p(X x) , x , ,

 
 
 

  
 
 
 

2

1 2 3
2

3

 

3 )

x

p(X x) , x , ,...,

 
 
 

  
 
 
 

2

2
3 4 2

2

3

 4 )

x

p(X x) , x , ,...,

 
 
 

  
 
 
 

1

2
3 4 2

2

3

 

 4ف pdf متغیر تصادفيX میانه این متغیر کدا  است؟است به صورت زیر تعری  شده ، 
x

f (x) e x



 21
2

 

1 )37/1 2 )/25 3 )/221 4 )/695 

 5تابع جرمي احتمال متغیر تصادفي  فx به صورت زیر است. مقدارk کدا  است؟ x
p(x k) k( ) x , , , ...  1 1 24 

1)
1
4

 2)
3
4

 3)
1
2

 4)1 

 6حاصل شود چقدر است؟ پرتاب این نتیجه 2که در بیش از حاصل شود. احتمال این 7کنیم تا مجموع دو تاس مي را پرتاب سالمتاس دو  ف 

1)
11
36

 2)
25
36

 3)
1
6

 4)
1
5

 

 7شود، مقدار تعری  مي روبروعمر یك قلعه از ماشین صنعتي بر حسك سال به صورت تابع چگالي طول  فa کدا  است؟        
a

f(x) x
x

 
2

1 

1)
1
1

 2)
1

1
 3)1 4)1 

 8فرض کنید  فx  دارای تابع مولد گشتاور روبرو باشد آنگاهp(X ) (t)    کدا  است؟2 t
M Exp( e )

   
 

1 

1)/764 2)/ 13 3)/987 4)/441 

 9فرض کنید فX باشد مقدار  روبرو دارای تابع چگالي به صورتC کدا  است؟ 
x

xf (x) cxe x


 2 

1)
1
32

 2)
1
4

 3)
1
16

 4)
1
8

 

 11 فرض کنید فX فاصله دارای توزیع یكنواخت در( yگاه کنیم آننمونه از توزیع مذکور انتخاب مي3است حال  و1( min(x ,x ,x ) 1 2 دارای  3

 کدا  توزیع زیر است؟

1)yf (y) ( y) y   23 1 1 2)yf (y) y y   31 1 3)yf (y) y y  34 1 4)yf (y) y y   21 3 1 
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 11 متغیر تصادفي فX  دارای توزیع یكنواخت( , )1 است مقدار  1
x

P(sin )



2

2 2
 چقدر است؟ 

1)1
2

 2)
1
4

 3)
3
4

 4)
1
3

 

 12اگر  فX1  وX2  بر روی فضای( , P(Xبه طور یكنواخت پخش شده باشند  1( X )1 2
1
4

 چقدر است؟ 

1)Ln
1 1 1
4 4 4

 2)Ln
1 1 1
4 4 4

 3)Ln
1
4

 4)Ln
1 1
4 4

 

 13اگر  فX   دارای چگالي به فرx  2 ; f (x) 
1
2

و   
x x

Y
x x


 


2

1

1
)Pباشد مقدار   y ) 

1 9
4 4

 چقدر است؟

1)1
8

 2)3
8

 3)5
8

 4)1
2

 

 14اگر  فX  دارای چگالي به صورتf(x) x ; x  2  از میانه بزرگتر باشد چقدر است؟ixباشد احتمال آن که کوچكترین  1

1)1
2

 2)1
8

 3)1
4

 4)1
3

 

 15فرض کنید  فX  دارای توزیع پیوسته و صعودیF(x)  است. فرض کنیدY [F(x)]  کدا  است؟ Yباشد واریانس متغیر  2

1)2
45

 2)27
45

 3)4
45

 4)1
45

 

 16فرض کنید فX , X2 دارای چگالي به فر  1

x ,x

f (x ,x )

 



1 2

1 2

2

1
2

P(min(Xباشد مقدار   , X ) )1 2
1
2

 چقدر است؟ 

1)3
4

 2)9
16

 3)4
7

 4)1
5

 

 17فرض کنید  فf(x) ; x  1 y|xfو  1 (y | x)  P(Xدر این صورت  1 Y )   چقدر است؟1

1)1
2

 2)5
8

 3)4
7

 4)1
8

 

 18اگر  ف(x,y)   دارای چگالي توأy( x)
f (x,y) ye x,y

  1  مقدارP(max(X,Y) )  چقدر است؟  1

1)e 21 1
2 3

 2)e 13 1
4 3

 3)e 2
4

8
3

 4)e e  1 21 1
2 2

 

 19فرض کنید تابع چگالي توأ   ف(x,y) به صورتx y

x,y , , ,...

f (x,y) ( ) ( )





1 2 3

1 1
2
2 3

P(Yباشد مقدار   X) چقدر است؟ 

1)2
11

 2)4
5

 3)3
8

 4)7
25

 

21در تابع چگالي توأ  متغیرهای تصادفي ف y  وx  که به صورت زیر تعری  شده است. مقدارP(y )



1
2

 کدا  است؟ 

f(x,y) , x ; y x   1 1 

1)3
8

 2)5
8

 3)3
4

 4)7
8

 

 

 
 

 

 

 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  27 آمار و احتمالات

 

  چهارمفصل 

 «امیدرياضي و واريانس»

 فصل چهارم تألیفيهاي تست

کنیم. اگر بار پرتاب مي 2ای را فرض کنید سكه :1مثالX ضي )مقدار مورد انتظار( ها باشد امید ریانشانگر تعداد شیرها در این پرتابX  کدا  است؟ 

 (  حفر4 8(  3 1(  2 2( 1

 :که متغ ر با توجه به اين«  1»گزينه  پاسخX      گسسته است بنابراين ابتدا تاب  احتمزال ايزن متغ زر را بزا

 کن م:  می توجه به تعريف مشخ 

S {(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)} 

 اکنون با توجه به رابطه ام د رياضی خواه م داشت:

 
x

E(X) x.p(X x) ( ) ( ) ( )



        
2 1 1 1

1 2 1
4 2 4

 

 و اين بدين معنی است که در پرتاب مكرر دوبار يگ سكه سالم در دراز مدت، انتظار داريم در هر دو بار پرتاب يگ ش ر مشاهد  شود. 

 
 

 فرض کنید  متغیر تصادفي  :2مثالX دارای چگالي احتمال به صورت زیر باشد. مقدار امید ریاضي کدا  است؟ 

1 )1 2 )2  

 سایرجاها 

| x | x
f (x)

  
 


1 2

 3 )3 4 )4 

 :چون در اينجا«  1»گزينه  پاسخ X :متغ ر تصادفی پ وسته است بنابراين خواه م داشت 

 E(X) x. | x |dx x( x)dx x(x )dx (x x )dx (x x)dx                  
2 1 2 1 2

1 1

2 2 1 5
1 1 1 1

6 6
 

 
 

 تابع چگالي احتمال  :3مثالX  است: مقابلبه صورت X
a bx x

f (x)
   

 


2 1 

E(X)اگر   
3
5

 را بدست آورید. bو  aباشد، مقادیر  

 : چون پاسخf (x) :تاب  چیالی است 
bx b

f (x)dx (a bx )dx ax a          
131 1 21 1 1 1

3 3
 

E(X)از طرفی 
3
5

 داريم: است بنابراين طبق تعريف ام د رياضی 

b
a

ax bx a b
E(X) x.f (x)dx (ax bx )dx a , b

a b


 

              
  


 
1 1 12 4

3
1

3 3 3 3 3 63
35 5 2 4 5 2 4 5 5 5

2 4 5

 

  

 است:  مقابلطول عمر یك لامپ الكتریكي )برحسك ساعت( یك متغیر تصادفي با تابع چگالي احتمال  :4مثال x
f (x) x.e ; x

  

 کدا  است؟متوسط طول عمر چنین لامپي 

1 )1 2 )2 3 )3 4 )4 

 

 

 

X x

P(X x)





1 2

1 1 1
4 2 4

 سایر جاها
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 :از روش انتیرال جز  به جز  :«  2»گزينه  پاسخ 

 
 

 x x xE(X) x.f (x)dx x e dx x .e xe dx
  




         

2 2 2 

 
 

x x x x xxe dx xe e dx e dx e
   

              2 2 2 2 2 2
 

  

 د متغیر فرض کنی :5مثالX دار امید ریاضيشد. مقدارای تابع احتمال زیر باY X 2  کدا  است؟ 1

1)/1 2)/2 x

P(X x) / / / /

 



2 1 1
2 1 5 2

 
3)/3 4)/4 

 :1»گزينه  پاسخ » 

x

E(X ) (x )P(X x) (( ) )( / ) (( ) )( / ) ( )( / ) ( )( / ) /



              
1

2 2 2 2 2 2

2
1 1 2 1 2 1 1 1 1 5 1 1 2 1 

 
 

 فرض کنید متغیر تصادفي  :6مثالX  دارای تابع چگالي زیر باشد. مقدار امید ریاضي تابعY X 5  کدا  است؟  4

1 )6 2 )8  
 

سایر جاها 
X

x x
f (x)


 

 



3
4

16

 
3 )4 4 )7 

 :3»گزينه  پاسخ»  

E( X ) ( x ) x dx ( x x )dx x x
   

            
   

 
4 3 1 4

4 5 32 23 3 3 8 3 64
5 4 5 4 5 4 2 64 8

16 16 16 3 16 3
 

  

فرض کنید تابع احتمال توأ  متغیرهای تصادفي :7مثالY, X  به صورتf (x,y)
n(n )




1
1

 کدا  است؟ E(xy)باشد مقدار  

x,y , , ...,n x y 1 2 

1 )
(n )(n ) 1 2

4
 2 )

(n )(n ) 2 1 1
4

 3 )
n 2 1
12

 4 )
(n )( n ) 1 3 2

12
 

 :4»گزينه  پاسخ» 

 
n n n n

x y x y

E(XY) xyf (x, y) xy
n(n )

   

 


   
1 1 1 1

1
1

 

n n n

x y x

n(n ) n(n ) n(n )( n )
[ x y x ] [ ]

n(n ) n(n )
  

   
    

 
  

2

1 1 1

1 1 1 1 1 2 1
1 1 2 2 6

 

xتوجه کن د که  y  است بنابراين نقاط مشترک
n n

x y

x y

 

 
1 1

) ،يعنی  , ,...,n n)  1 1 2  کرديم، در نت جه:را بايد کم می 2

(n n) (n n)( n ) (n )( n )
.[ ]

n(n )

    
  



2 2 21 2 1 1 3 2
1 4 6 12
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متغیر تصادفي  :8مثال(X.Y)   دارای تابع چگالي احتمال توأf (x,y) 


1
نقاط مربوط به دایره به شعاع یك مرکز مبفدأ   (x.y)است. که در آن  

xمختصات است. امید ریاضي  y
2  کدا  است؟ 2

1 )
1
1

 2 )
1
12

 3 )
1
36

 4 )
1
24

 

 :را در نظر بی ريم: 1بايد مساحت داير  به شعاع توجه کن د « 4»گزينه  پاسخ 

x y

E(x y ) x y .f (x, y)dxdy x y dxdy

 

 
 

2 2

2 2 2 2 2 2

1

1
 

 کن م:از مختصات قطبی استفاد  می

 
x rcos

dxdy rdrd
y rsin

 
  

 
 

sin
r cos sin drd d ( cos )d

   
           
      

2 1 2 22
5 2 21 1 2 1 2 1

1 4
6 4 48 48 24

 

 
 

فرض کنید متغیر تصادفي  :9مثالX ها در تعداد موفقیتn ها دارای احتمفال موفقیفت   باشد هر کدا  از آزمایشآزمایش مستقل مي بار تكرار یكP 

nXها را تعداد موفقیت در هر مرحله معرفي کنیم؛ بنابراین iXتوانیم هستند مي X X X   1  کدا  است؟ X مقدار امید ریاضي متغیر 2

1  )P 2  )np 3  )n p2 2 4  )n p 

 :طور که در حورت مسئله گفته شد  است:همان«  2»گزينه  پاسخ  
n n n

i i i
i i i

X X E(X) E( X ) E(X )

  

     
1 1 1

 

 :رنولی( به حورت زير تعريف کن مها را به حورت متغ ر نشانیر )بiXتوان م اکنون می

iX


 


1
 

 بنابراين طبق تعريف ام د رياضی خواه م داشت: 
n n n n

i i
i i i i

E(X) E( X ) E(X ) ( p) ( ( p)) p np

   

           
1 1 1 1

1 1 

 
 

گر  ا  :11مثالn ای با توپ به تصادف از جعبهN  توپ کهmهای سفید انتخابي کدا  است؟ي تعداد توپتای آن سفید هستند انتخاب کنیم، امید ریاض 

1  )
mn

N
 2 )

n

N
 3 )

m

N
 4  )

Nm

n
 

 :فرض کن د   «1»گزينه  پاسخX ده م:رو نمايش میروبههای سف د انتخابی باشد که آن را به حورت نشان دهند  تعداد توپ mX X ... X 1 

             به طوری که:

     

ام ن توپ سف د انتخاب شود. iاگر  

iXحورت  در غ ر اين


 


1

  
 آوريم:ها را طبق تعريف بدست میiXاکنون ام د رياضی 

N (N )!

n n(n )!(N n)!
}

N!N N

n!(N n)!n

   
  

    
  

 
   

1 1 1
1 1 1

i ام ن توپ سف د انتخاب شود   i iE X p X p{    1 1 1 

 بنابراين:     
m

m
i

n nm
E X E X ... E X

N N


    1
1

 

 

 ام ن آزمايش موفق ت باشدiاگر  

 ام ن آزمايش شكست باشدiاگر  
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شكل از ها(  گروهي مت)امید ریاضي تعداد انلباق :11مثالN شوند و هر نفر به ها مخلوط ميکنند. کلاههای خود را وسط یك اطاق پرتاب مينفر کلاه

 کنند کدا  است؟خود را انتخاب مي کند. امید ریاضي تعداد افرادی که کلاهها را انتخاب ميتصادف یكي از کلاه

1 )1 2 )2 3 )3 4 )4 

 :اگر  «1»گزينه  پاسخX ها باشد آنیا  نشان دهند  تعداد انطباقNX X X ... X   1  باشد به طوری که :می 2

 
 

ام ن فرد کلا  خود را انتخاب کند iاگر 

iXدر غ ر اين حورت 


 


1

 

از آنجايی که هر کسی با احتمال يكسان 
N

1
i کند طبق رابطه ام د رياضی خواه م داشت:کلا  خود را انتخاب می  iE(X ) P(X )

N
   

1
1 1 

NE(X) بنابراين: E(X ) ... E(X ) N
N

 
      

 
1

1
1 

 کند.به طور متوسط يگ نفر کلا  خود را انتخاب می در نت جه

  

 در جدول زیر مقدار واریانس کدا  است؟ :12مثال  

1)/25 2)/75 X

P(X x)

1 2 3
1 3 1 1
2 1 1 1

 
3)/96 4 )1 

 :کن م:رابطه واريانس که در بالا گفته شد  استفاد  میاز «  3»گزينه  پاسخ 

x

E(X ) x P(X x) /



          
3

2 2 2 1 2 21 3 1 1
1 2 3 1 6

2 1 1 1
 

 
x

E(X) xP(X x) ; Var(X) E(X ) E(X) / ( / ) /



                
3

22 21 3 1 1 8 4
1 2 3 1 6 8 96

2 1 1 1 1 5
 

  

 اگر متغیر تصادفي  :31مثالX  دارای تابع چگاليf(x) | x |;| x |  1  ؟کدا  است Var(X)باشد، مقدار  1

1 )
1
6

( 3 ( حفر2 
1
3

   4 )1 

 :1»گزينه  پاسخ»      E(X ) x ( | x |) x ( x)dx x ( x)dx
 

        
1 1

1 1

2 2 2 2 1
1 1 1

6
 

E(X) x( | x |) x( x)dx x( x)dx , Var(X) E(X ) (E(X))
 

             
1 1

1 1

2 2 1 1
1 1 1

6 6
 

 
 

اگر متغیرهای تصادفي :14مثالnX ,X ,...,X1 iباشند، کوواریانس بین  2و واریانس مستقل باشند و دارای میانگین 2 i
i i

X , X

 

 
1 5

1 1
 کدا  است؟ 

1 )2 2 ) 2   3 )25   4 )  2 25 5 

 :از هم مستقل بود  و کوواريزانس مجمزوع    ها ن زمجموع آن ،باشد بنابراينمتغ ر دوم مستقل می 2توجه کن د که چون متغ ر اول و « 3»گزينه  پاسخ

 ها حفر شد  است. آن

iحفر i i i i i i i i i
i i i i i i i i i i

COV( X , X ) COV( X , X X ) COV( X , X ) COV( X , X ) Var( X )

         

              
5 1 5 5 1 5 5 5 1 5

1 1 1 1 6 1 1 1 6 1
 

i i
i i i

Var( X ) Var(X )

  

       
5 5 5

2 2

1 1 1
5 
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اگر :15مثالY X 2 E(X)و 5  1 وE(X.Y)   کدا  است؟ Var(X)باشد مقدار 5

 ( اطلاعات مسئله کافی ن ست.4 7( 3 2( 2 4( 1

 :کن م:از خواص ام د رياضی استفاد  می  «1»گزينه  پاسخ 

E(X.Y) E(X.( X )) E( X X) E(X ) E(X) E(X )             2 2 25 2 5 5 2 5 5 2 5 5 2 5 1 5 

E(X ) E(X ) Var(X) E(X ) (E(X)) ( )          2 2 2 2 22 1 5 5 1 4 

 
 

اگر دو متغیر مستقل باشند:  :16مثال    

1 )E(X.Y) E(X).E(Y) 2 )P(x,y) P(x).P(y) 3)COV(X,Y)   4  هر سه گزينه ) 

 :( حالزت اگزر و   2ها هموار  برقرار ن ست و فقط با گزينزه) هر سه گزينه حح ا است ولی بر عكس آن ،در حورت استقلال دو متغ ر  «4»گزينه  پاسخ

 رابطه عكس برقرار است. تنها اگر معنی

E(X.Y) E(X).E(Y)

COV(X,Y)

P(x, y) P(x).P(y)

 

 

 

 مستقل باشند Xو  Yاگر 

 
 

 اگر :17مثالCOV(X,Y)  )COVمقدار 2 X, Y) 1 3  کدا  است؟ 2

1 )2- 2 )3- 3 )4- 4 )2- 

 :داريم:طبق خواص کوواريانس   «3»گزينه  پاسخ COV(aX b,cY d) a.cCOV(X,Y)   

COV( X, Y) COV(X,Y)          1 3 2 1 2 2 2 4 

 
 

 اگر :18مثالCov(X,Y)  1 ،X  Yو  5   باشد، ضریك همبستگي کدا  است؟ 3

1)
1
2

 2)
1
2

 3)
2
3

 ( ه چكدام4 

  :طبق رابطه ضريب همبستیی خطی:«  3»گزينه پاسخ 
Cov(X,Y)

Var(X). Var(Y)
   



1 2
5 3 3

 

 
 

ها کدا  است؟ها واریانس تعداد انلباقدر مسأله انلباق کلاه :19مثال 

1  )
N 1
2

 2  )
N

N



2
1

 3 )
N

N



2
1

 4 )
N 1
2

 

 :طززور کززه قززبلاً ثابززت کززرديم   همززان«  2»گزينززه  پاسففخE(X) 1   کززه در اينجززاx   باشززد، آنیززا   هززا مززی نشززان دهنززد  تعززداد انطبززاق

NX X X ... X   1  باشد به طوری که :می 2

 
 

ام ن فرد کلا  خود را انتخاب کند iاگر 

iXدر غ ر اين حورت 


 


1

 

 اما طبق قض ه گفته شد :
N N N N

i i i i i j i j
i i i j

Var( a X ) a Var(X ) a a COV(X ,X )

  

   
2

1 1
2 

i

i i i i

i

E(X )
N N

Var(X ) E(X ) E (X ) Var(X )
N NE(X )

N N


  

     
   


2 2
22 2

1 1
1

1 1
1 1

1
 

i j i j i jCov(X ,X ) E(X .X ) E(X ).E(X )  
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iتوجه کن د که بايد  jE(X .X  را به دست آوريم: (

i jX .X


 


1
 

i j i j i j i j i jE(X .X ) P(X .X ) P(X .X ) P(X .X ) P(X ,X )          1 1 1 1 1 

i j iP(X ) P(X | X )
N N N(N )

       
 

1 1 1
1 1 1

1 1
 

 ده م:اکنون مقادير به دست آمد  را در رابطه کواريانس قرار می

i j i j i jCov(X ,X ) E(X .X ) E(X ).E(X )
N(N ) N N N(N ) N

      
  2

1 1 1 1 1
1 1

 

 کن م:اکنون در فرمول احلی مقادير را جايیذاری می
N N N N N N N

i i i j
i i i j i i j

Var( X ) Var(X ) COV(X ,X ) ( ) ( )
N N(N )N N    

     


    2 2
1 1 1

1 1 1 1
2 2

1
 

N

N
N ( ) ( )

N N(N ) N NN N

 
           

 
2 2

1

1 1 1 1 1 1
2 1 1

2 1
 

 

 فرض کنید  :21مثالX  وY باشند: روبرو دارای تابع چگالي توأ  به صورت 
y

X,Y

e
f (x,y) x y y

y



      

E(Xمقدار | Y y)3 کدا  است؟ 

1)
y2

2
 2)

y3

3
 3)

y3

4
 4)

y2

4
 

 :دست آوريم:ه برای بدست آوردن ام د رياضی شرطی ابتدا بايد چیالی شرطی را ب«  3»گزينه  پاسخ 

 

y y

y
X,Y

X|Y y yy
Y

e e

f (x, y) x yy y
f (x | y) E(X | Y y) dx

f (y) y ye e
dx

y

 

 
       



3 3
31

4
 

 
 

حاصل :21مثالE(XY | x) کدا  است؟ 

1 )XY 2 )E(X Y) 3 )YE(X x) 4 )xE(Y x) 

 :شرط بر روی«  4»گزينه  پاسخxبه جای متغ ر  متواناست بنابراين میX مقدارx .را قرار ده م 

 
 

فرض کنید تابع مولد گشتاور متغیر تصادفي  :22مثالX  به صورتt t t t
XM (t) e e e e   2 3 41 2 3 4

1 1 1 1
P(Xباشفد، مقفدار   مفي   ) 3 

 کدا  است؟

1 )
5
1

 2 )
6
1

 3 )
7
1

 4 )
8
1

 

 :با توجه به رابطه تاب  مولد گشتاور خواه م داشت:« 3»گزينه  پاسخ 

 tx tx
X X

x

E(e ) M (t) M (t) e .P(X x)    

t t t tP(X ) e .P(X ) e P(X ) e P(X ) e P(X ) ....          2 3 41 2 3 4 

  ن فرد کلا  خود را انتخاب کنندامjام ن فرد و iاگر 

 حورتدر غ ر اين
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tاز طرفی:  t t t
XM (t) e e e e   2 3 41 2 3 4

1 1 1 1
 باشد بنابراين:می 

 جملات باز شد  بالا خواه م داشت:با مقايسه اين تاب  و 

P(X )

P(X )

P(X ) P(X ) P(X ) P(X )

P(X )

P(X )


 


  




          



 



 


1
1

1
2 3 4 7

2 3 3 4
1 1 1 1
3

3
1
4

4
1

 

 
 

فرض کنید   :23مثالX  یك متغیر تصادفي گسسته باشد که در آنk k
E(X ) , K , , , ... 7 1 2 تابع مولفد گشفتاور ایفن متغیفر کفدا        ،باشدمي 3

 است؟

1 )te7 2 )te7 3 )
t

t

7
1

 4 )
t

t

7
1

 

 :از تعريف تاب  مولد گشتاور « 2»گزينه  پاسخX کن م:استفاد  می 

 
k k k k k k k k

tX t
X

K K K K K

(tx) (t )(x ) t E(x ) t . ( t)
M (t) E(e ) E( ) E( ) e

K! K! K! K! K!

    

    

          
77 7

 

 
 

فرض کنید متغیر تصادفي  :24مثالX  دارای تابع چگالي احتمالf (x) , x
( x )

 
  2

1

1
 تابع مولد گشتاور آن کدا  است؟ ،باشد 

1 )
te

t 21
 2 )

te

t

2

21
 3 )

te

t



 21
 ارد.( وجود ند4 

 :داريم: طبق رابطه مولد گشتاور« 4»گزينه  پاسخ 
tx

tX tx
X

dx e dx
M (t) E(e ) e

( x ) x

 


  

  
 2 2

1

1 1
 

K ،keتوجه کن د که برای هر عدد  k باشد بنابراين:می 
tx x t

dx dx [ln( x ) ]
x x

  
    
   
 

2
2 2

1 1 2
1

2 21 1
 

tپس برای هر   د گشتاور احتمال وجود ندارد.تاب  مول 
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   آزمون فصل چهارم

 
 1فرض کنید  فU U U U  1 2 3  ،میانفه توزیفع باشفد    mتایي از تفوزیعي پیوسفته و صفعودی و     4آمارهای ترتیبي برای یك نمونه تصادفي  4

P(Uآنگاه m U ) 2  است با :برابر  4

1 )
1
2

 2 )
1
4

 3 )
1
8

 4 )
5
8

 

 2مقدار  فE[X.E(Y| X)] :برابر است با 

1) E[X].E[Y| X] 2 )E[X].E[Y] 3 )2 )E(X.Y) 4کدام( ه چ 

 3اگر  ف(X , Y)  و ضریك همبستگي 1های های صفر و واریانسدارای توزیع نرمال دو متغیره با میانگین  ،باشد 1 1 ،V(XY) کدا  است؟ 

1)2 2) 1 2 3)21 4) 21 

 4هرگاه  فxF،yF وx,yF  به ترتیك توابع توزیعX وY  و(X , Y)  :باشند، آنگاه 

1)X,Y X YF (x,y) F (x)F (y) 2 )X Y X,YF (x) F (y) F (x,y)  1 

3)X,Y X Y|XF (x,y) F (x) F (y | x)  4)X,Y Y X,YF F (y) F (x,y)  1 

 5فرض کنیم  فX  یك متغیر تصادفي با تابع چگاليf  وg  یك تابع غیر منفي تعری  شده بر اعداد حقیقي باشد. اگرK  آنگاه:  ،یك عدد ثابت باشد 

1)KP(g(x) k) E[g(x)]  2) KP(g(x) k) E[g(x)]  

3) KP(g(x) k) E[g(x)]  4) KP(g(x) k) E[g(x)]  

 6فرض کنید  فX  دارای تابع چگاليXf (x) ( x), x   2 1 Yباشد. مقدار امید ریاضي متغیر تصادفي 1 X X ....   21 کدا  است؟ 

1 )1 2 )2 3) 4 )3 

 7فرض کنید  فX , Y  های یكنواخت در بازهمستقل و دارای توزیع[ , Uاگر ،باشند 1[ min{X,Y}آنگاه ،E[U] کدا  است؟ 

1)
1
6

 2)
1
3

 3)
1
2

 4)
2
3

 

 8 اگر ف
x x

X
x

 
 


XFمتغیر تصادفي با تابع توزیع  Xو  (x) تابع توزیع ،باشدY X

کدا  است؟ 

1) 
Y

X

y
F (y)

F (y) y


 


 2) Y

y
F (y)

y


 

1
 3) Y

X

y
F (y)

F ( ) y


 


 4) 

Y X

Y

y

F (y) F ( ) y

F (y) y




 
 

 

 9 دو متغیر  فX وY  باشند. در این صورتپیوسته و دارای میانگین ميE[YE(X | Y)] :برابر است با 

1)E(Y)E(X) 2)E(XY) 3)E(Y)E(X | y) 4)uE(X | Y) 

 11 تابع چگالي توأ   فX وY  :عبارت است از
x

e y x
f(x,y)

    
 


E(Xدراین صورت  | y) :عبارت است از 

1)y 1 2)y 
1
2

 3)y 1 4)y 2 1 

11 فرض کنید ف(X,Y)   باشد، روبرودارای تابع چگالي توأ                                                                               x,y

y x
f (x,y)

  
 


2 1
 

Yرطبه ش Xامید شرطي  y کدا  است؟ 

1)
y

2
 2)y2 3)

y 1
2

 4)
x y

2
 

 12اگر تابع مولد گشتاور  فX  به صورتpa
( )
a t

 ،t a ،باشد مقدارEX
 صحیح مثبت برابر است با:  rبرای 2

1)a . (p r) (p)  2 2) 
(p r)

a .
(p)

 



2 3) 
(p r)

(p)

 


 4) 

(p r)
.

(p)a

 

2
1

 

    

 سایر نقاط

 جاهای دیگر
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 13فرض کنید  فu U( , Xو 1( g(u) اگرXF (x) ( x) , x    21 1  کدا  است؟ g(u)، تابع 1

1)u 1 1 2) u 1 1 3) u 1 1 4) u 1 1 

 14اگر  فX  دارای چگاليx
f (x) / ( / ) 2 8 ،x , , , ... 1  به ترتیك برابر است با:  Xباشد. میانگین و واریانس 2

 22و  2( 4 22و  4( 3 2و 2( 2 2و 4(1

 15اگر  ف
p

p axa
f(x) x e x ,a ,p

(p)

   


 عبارت است از: X تابع مولد گشتاور 1

1)p(a t) 2)p(a t)  3)pa t
( )

a


  4)pa

( )
a t

  

 16فرض کنید   فnX ,X ,... ,X ,....1 . بفا تعریف    باشفند  2ای از متغیرهای تصفادفي مسفتقل بفا توزیفع یكسفان و واریفانس متنفاهي       دنباله2

n

n i
i

X X
n



 
1

1
nمقدار n kcov(X ,X ,X  برابر است با: (

1 )
, k n

( ) , k n
k n





  


21 1 2 )
, k n

( ) , k n
n k





  


21 1 

3 )
( ) , k n
n k

, k n


  


 

21 1
 4 )

( ) , k n
k n

, k n


  


 

21 1
 

 17فرض کنید  ف(X,Y) باشد: روبروارای تابع چگالي احتمال د                    
x y

(xy c)e x , y , c
f (x,y) c

 
    

 



1
1

1 

 کدا  است؟E(X)مقدار 

1)
c

c





1
2

 2)
c

c





2
1

  3)
c

c





3
1

  4)
c

c





1
3

  

 18فرض کنید    فX وY  دو متغیر مثبت وE(Y | X) bX ،b   باشد، رابله صحیح کدا  است؟ 

1)
X

E( )
Y b


1

 2)
X

E( )
Y b


1

  3)
X

E( ) b
Y

  4)
X

E( )
Y b


1

  

 91ي تابع چگال  ف
x x

f(x)
 




2 1
را در نظر بگیرید. اگر   

X X

Y

X




 
 


1
2

1 1
2 2

 کدا  است؟  Y، امید ریاضي  

1 )
11
24

 2 )
12
24

 3 )
25
48

 4 )
26
48

 

 21فرض کنید   فX , X1  داریم:  ي که به ازای هر باشند به قسم دو متغیر تصادفي با میانگین یكسان   2

P[ X ] P[ X ]      1 2  

 آنگاه کدا  گزینه برقرار است؟ 

1 )var(X ) var (X )1 2 2 )var(X ) var (X )1 2 3 )EX EX4 4
1 2 4 )EX EX4 4

1 2 

 21اگر   فY  دارای توزیع یكنواخت در فاصله( , Yبه شرط  Xو  1( y   :دارای توزیع زیر باشد 

P(X y Y y) P(X y Y y) y        1 1 1 

Xبه شرط  Yمیانگین 
1
5

 کدا  است؟   

1 )
4
25

   2 )
1
5

 3 )
8
25

   4 )
1
2

 

 

 سایر نقاط

 سایر جاها
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 22فرض کنید   فX   وY   باشد:  مقابلدارای تابع چگالي احتمال توأ X,Yf (x,y) y x   23 1  

V(Yمقدار  X x)   کدا  است؟ 

1 )
x4

3
   2 )

x22
3

 3 )
x4

12
 4 )

x25
12

 

 23فرض کنید   فnX , , X1  یك نمونه تصادفيn  باشد:  مقابلتایي از توزیعي با تابع چگالي احتمال 
x

f (x) e ,x




  21
2

  

nUاگر X X X  2 2
1 ) و 2 )E(U X  کدا  است؟   1(

1 )( )
n

X


1
4

2
 2 )( )

(n )
X

n


1
2 1

 3 )( )
(n )

X
n


1
2 1

 4 )( )
n

X


1
4

2
   

 24برای دو متغیر تصادفي   فX  وY   کدا  رابله درست است؟ 

1 )Cov(X,Y) Cov(E(Y X),E(Y)) 

3 )Cov(X,Y) Cov(X,E(X Y)) 

2  )Cov(X,Y) Cov(E(X Y),E(Y X)) 

4  )Cov(X,Y) Cov(X,E(Y X)) 

25فرض کنید متغیرهای تصادفي  فX  وY   باشند.روبرو دارای تابع چگالي احتمال توأ y
X,Yf (x,y) e x y

     

E(X)مقدار  | Y y) , Var(X | Y y))  کدا  است؟ 

1 )(y, y )2 2 )
y y

( , )
2

2 12
 3 )

y
( , y )2

2
 4 )

y
(y, )

2

12
 

26فرض کنید متغیر تصادفي  فX  دارای تابع چگالي احتمالx  ،

x

f (x) x e
( )


 



  

11
)Eباشد،  )

X

1
1

 کدا  است؟ 

1 )i

i

( i)






    2 )
i

i

( i)

( )





   

 
 3 )i

i

( i)

(i)





  



 4 )i

i

( i)

( i)





  


  
 

27 فرض کنید فnY Y Y  1 باشفند. مقفدار    fاز توزیعي پیوسته با تابع چگفالي احتمفال    nترتیبي یك نمونه تصادفي به اندازه های آماره 2

i

i

Y

Y
E( f(x)dx)




 کدا  است؟ 1

1 )
i i

n n






1
1

 2 )
n


1

1 3 )
n

1
 4 )

n 

1
1

 

 28فرض کنید  فX  وY باشند:روبرو  هایدو متغیر تصادفي مستقل با چگالي 
y x

e e
f (y) y , f (x) x

   
    
  

3 23 2 

Wاگر  min(X,Y)  وV max(X,Y)گاه امید ریاضي ، آنZ V W  کدا  است؟ 

1 )
1
3

 2 )2 3 )
5
6

 4 )2 

 29تابع چگالي احتمال توأ  دو متغیر تصادفي  فX  وY  به صورتx(y )
f (x,y) xe

  Zاست. تابع مولد گشتاور  1 XY  کدا  است؟(t ) 1 

1 )( t) 21 2) ( t) 11 3) ( t) 21 2 4) ( t) 11 2 

31اگر  فX  متغیر تصادفي باشد که تابع مولد گشتارو آن به صورتXM (t) cosht ,t R  گاه باشد، آنX دارای توزیع یكنواخت بر کدا  است؟ 

1 )( , )1 1 2 ){ , }1 1 3 ),
 
 
 

1 1
2 2

 4 ),
 
 
 

1 1
2 2

 

 31فرض کنید متغیر تصادفي  فX  دارای تابع مولد گشتاور به صورت

t

t t

X

e e e
M (t)



   
24 2 3

1 1 1 1
Pمقدار باشد.   X

 
 

 

1
3

 کدا  است؟ 

1)/1 2) /2 3) /4 4) /5 

 

 سایر جاها                                     سایر جاها
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32تابع چگالي توأ  زیر را در نظر بگیرید: ف 

 X,Y

x , y

f (x ,y) (x ,y) ( , ) ,( , )

o.w.


   




 





1
1 1

4
3

1 1 1
8

 

E(Yمقدار  | X x) کدا  است؟ 

1 )
1
4

 2 )
1
2

 3) ( , ) { }I (x) I (x)1 1
1 3
2 8

 4) ( , ) { }I (x) I (x)1 1
1 1
4 2

 

 33فرض کنید متغیر تصادفي  فX  دارای تابع چگالي احتمالx
f (x) e , x ,

     باشد، مقدار  1 [x]
E e ( کدا  است؟[x] جز صحیحx )است 

1 )
e

e







 1
1

1
 2) 

e

e







 1
1

1
 3) 

e

e







 1
1

1
 4) 

e

e







 1
1

1
 

 34فرض کنید  فX  یك متغیر تصادفي پیوسته با مقادیر ممكن بر بازه[ ,c]  باشد. کران بالا برایV(X) کدا  است؟ 

1 )
c2

3
 2) 

c2

4
 3 )

c(c )1
4

 4) 
(c ) 21

4
 

 35فرض کنید متغیر تصادفي   فY  :دارای تابع احتمال زیر باشد
Y y

P(Y y)

 



1 1
1 1
2 2

Yاگر   ln X مقدار ،var( X)   کدا  است؟ 

1 )
e e  1 4

4
   2 )

e e  1 4
4

 3 )
e e  1 2

4
 4 )

e e  1 2
4

 

 36فرض کنید   فX  باشد:  روبرویك متغیر تصادفي با تابع چگالي احتمال f (x) , x   


1
 

Uتابع مولد گشتاور  (lnX ln )    کدا  است؟ 

1 )
t

1
1

 2 )
t 

1
1

   3 )
t



 
 4 )

t

1
 

 37تابع توزیع متغیر تصادفي   فX  برابر

x

x x
F(x) x

x




 
  

 


2

1

2 2
1 2

2
1 2

  کدا  است؟ E(X)است، مقدار   

1 )
5
6

 2 )
7
6

 3 )
4
3

   4 )
2
3

 

 38فرض کنید  فM(t) ( cosht) 
1
1

2
P(Xباشد، مقدار  Xتابع مولد گشتاور متغیر تصادفي    )2   کدا  است؟ 1

1 )
1
8

 2 )
1
4

 3 )
1
2

   4 )1 

 39فرض کنید  فX  وY  .دو متغیر تصادفي مستقل و هم توزیع باشند 

Xاگر تابع مولد گشتاور   Y  ،مقدار برابر معادله روبرو  باشدP(X ) ت؟کدا  اس t t t t
/ c / e / / e / c

    2 29 24 34 24 9 

1 )/1 2 )/3   3 )/4   4 )/7   

 41کنیم. اگر ای به تصادف از داخل نیم دایره شكل زیر انتخاب مينقله  ف(X,Y)   ،نمایانگر مختصات نقله انتخابي باشدvar(X Y y)   کدا  است؟ 

1 )
y 21
2

   2 )
y 21
2

   

3 )
y 21
3

   4 )
y 21
3

   

y

x
11
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 41فرض کنید   فi
i

i

X
Y , i , ,n

X
 



2
1

1
nXر آن که د   ,X , ,X1 fیك نمونه تصادفي از توزیعي با تابع چگالي احتمال   2 (x) ,x

( x)
 

 2
1

1
  

باشد. مقدار 
n

i
i

var ( Y )




1

 کدا  است؟    

1 )n( ) 
4

1
3

   2 )n( )
4
3

 3 )n( )
3

1
4

 4 )n( )
3
4

 

 42ف n خواهیم در توپ داریم که ميn های موجفود قفرار بگیفرد و    جعبه تواند در یكي ازجعبه قرار دهیم.به طوری که هر توپ با شانس یكسان مي

 مانند کدا  است؟مي ليهایي که خاآنگاه واریانس تعداد جعبه ،مستقل از محل قرار گرفتن توپ قبلي باشد

1)nn( )
n

 21
1 2)n nn( ) ( )

n n

 
   

 

1 1
1 1 1 3)

n
nn ( )

n n

   
    

   

1 1
1 1 4)nn ( )

n n

   
     

   

1 1
1 1 1 

 43ف (  اگر تابع مولد گشتاور توأx,yبرابر با )

t

X,Y

e
M (t , t )

t t


 

2
1
2

1 2
1 21

 کدا  است؟ xتابع مولد گشتاور  ،باشد 

1)
t

.e
t

2
1
2

1

1
1

 2)
t 1

1
1

 
3) 

t

e

t

2
2
2

21
 

 کدام( ه چ4

 44اگر تابع چگالي توأ  متغیرهای تصادفي فX1 وX2 به صورتx ,x 1 x)؛ 2 x )
f (x ,x ) e

 
 1 2

1 Var(Xآنگاه  ،باشد تعری  شده 2 X )1 2 

 کدا  است؟

1 )2 2 )1 3)
1
2

 4) 

 45فرض کنید فX دارای تابع مولد گشتاور به شكل زیر باشد. آنگاهE(X )
 است؟ کدا  2

t t t

x

e e e
M (t)



   
21

6 2 6 6
 

1 )1 2)
1
3

 3)
1
2

 4)
2
3

 

 46تومان  2اه آنگ ،رنگ باشند ها از یكکنیم. اگر مهرهمي مهره آبي دو مهره بدون جایگذاری به تصادف انتخاب 5مهره قرمز و  5ای شامل از جعبه ف

 بندی چقدر است؟شرط مقدار انتظار شما از .شویمميتومان جریمه  1 ،های متفاوت باشندگیریم و اگر از رنگمي جایزه

1)1  2)/ 11 3)/333 4) 

 47ظرفي شامل  فn1  مهره سفید وn2 مهره سیاه وn3باشد. مي مهره قرمزC کنیم. امید ریاضي تعفداد  مي مهره از ظرف بدون جایگذاری انتخاب

 های سفید انتخاب شده کدا  است؟مهره

1)
n n

C
n n n

 
 

  

3 2

1 2 3
 2)

cn

n n n 

1

1 2 3
 3)

e

cn

n n n

1

1 2
 4)

cn n

n n n 

2 3

1 2 3
 

 48؟امید ریاضي غلط است گرکدا  تساوی در مورد عمل ف (a  وc  ).مقادیر ثابت هستند 

1) E c(a x) ac E(x)   2 )E(a x) a E(x)   3 )E(cx) cE(x) 4 )E(a) a 

 49را در نظر بگیرید: مقابلتابع چگالي  ف f(x) x x   1 2 

 کدا  است؟ E(X 3+4آنگاه )        

1)1 2)2 3)12 4)8 

 51با احتمال  قبلي افتد مستقل از نوع حشرهای به دا  ميکنند و هر دفعه که حشرهنوع مختل  حشره زندگي مي 1ای در ناحیه ف
1
1
ا   iاز نفوع   

is)است  , , ..., )1 2  اند کدا  است؟دا  افتاده به 1حال متوسط تعداد انواع حشراتي که قبل از به دا  افتادن حشره نوع . 1

1) 2 2)4 3)2/7 4)2/4 
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 فصل پنجم

 «خاصهاي آماري توزيع»

 پنجمصل ف تألیفيهاي تست    
 

اگر :1مثالX دارای توزیع برنولي با احتمال موفقیت
1
2
E{(Xمقدار ،باشد  )(X X )}  22 2  کدا  است؟   4

1 )/8 5 2 )/7 5 3 )/4 5 4 )4 

 :کن م:از رابطه خطی ام د رياضی استفاد  می«  2»گزينه  پاسخ 

 
K K K

E((X )(X X ))E{X X X X X } E(X ) E(X )

/
: E(X ) ( ) q ( ) p p E(X )

           

   
      

2 3 2 2 3 3

3

2 2 4 2 4 2 4 8 8 8 1
8 7 51 21

2

 

  

اگر  :2مثالX دارای توزیع برنولي با پارامترp باشد  واریانسK
(X  کدا  است؟ (

1 )Kpq 2 )Kqp 3 )pq 4 )K(pq) 

 :طبق رابطه واريانس:   «  3»گزينه  پاسخK K KVar(X ) E(X ) E (X ) 2 KE(X اما در مسئله قبل مشاهد  کرديم که:     2 ) P 

KVar(X بنابراين:  ) P (P) p p p( p) pq      2 2 1 

 
 

اگر :3مثال nX ...,X ,X2 nYتوزیع ،باشدPتوزیع و دارای توزیع برنولي با پارامترمستقل و هم 1 min(X ,X , ,X ) 1  کدا  است؟ 2

 ( نامشخ 4 (  تباه د 3 ( يكنواخت گسسته2 ولی( برن1

 :شويمبا کمی دقت متوجه می«  1»گزينه  پاسخYند.نکاخت ار د نتوانها هم فقط مقادير حفر و يگ را می 

(1همهiX باشند)nP(Y ) P(min(X ,X , ,X ) ) P   1 21 1 

n
nP(X ) P(X ) ... P(X ) P P ... P P           1 21 1 1 

nP(Y ) P(Y ) P     1 1 1 

 
 

که کنیم احتمال آنمهره آبي است. سه مهره به تصادف و با جایگذاری خارج مي6مهره سیاه و  5مهره قرمز، 4مهره سفید، 1ای شاملجعبه :4مثال

   رمز باشند کدا  است؟ مهره ق 3هر 

1 )( )2
4
25

 2 )( )3
4
25

 3 )( )
 
 
 

14 4
3 25

 4 )( ) ( )
 
 
 

3 14 4 21
3 25 45

 

 :ای با احتمال موفق تتوزي  دو جمله«  2»گزينه  پاسخP 
4
25

 باشد:شود( میهای مستقل انجام می)آزمايشگذاری با جایگ ری است چرا که نمونه 

 x n xn
P(X x) p q x , , ,...,n

x

 
   

 
1 2 

Xهاخواه م تعداد موفق تاکنون می  n)بنابراين:  ،باشد 3 ,x ) 3 3 P(X ) ( ) ( ) ( )
 

   
 

3 33 4 21 4
3

3 25 25 25
 

 

 

 از طرفی
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 ؟مشاهده شود چقدر است 4بار عدد  3که دقیقاً نکنیم احتمال ایبار پرتاب مي 5تاسي را  :5مثال 

1)/45 2)/5 3)/ 32 4)/71 

 :با احتمال موفق تای با يگ توزي  دو جمله«  3»گزينه  پاسخP 
1
6

 های آن به حورت زير است:که ويژگی و هست مروبر 

X ~ B( , ) ; n , p 
1 1

5 5
6 6

 

x x

P(X x) . . x , , , , P(X ) . . /
x


          

                
          

5 3 25 51 5 1 5
1 2 5 3 32

36 6 6 6
 

 
 

شیر باشند، کدا  است؟ بار اول 6که بار شیر ظاهر شده است. احتمال این 12کنیم کهکنیم و مشاهده ميبار پرتاب مي2ای را سكه :6مثال 

1 )
( )

 
 
 

61
2
2

6

 2 )
( )

 
 
 

81
2
2

8

 3 )
( )

 
 
 

121
2
2

12

 4 )
 
 
 

1
2

12

 

 :اگر«  4»گزينه  پاسخE بار اول ش ر مشاهد  شود و 6پ شامد آن باشد کهX آنیا  احتمال موردنظر به حورت زير است: ،بار پرتاب باشد2تعداد ش رها در 

P(E) ( ) ( )
P(E,X )

P(E | X )
P(X )

( ) ( )




   
    

   
   

6 14

12 8

1 1
12 12 212

2 212 1 1
12 122 2

 

 
 

حاصل عبارت :7مثال
n

x

x

n
A e

x


 
  

 
کدا  است؟ 

1 )n(e )1   2 )n( e)1 3 )n(e )1 4حفر ) 

 :ها استفاد  کرد:توان برای محاسبه بعضی از سریای از مواق  میای در پار از توزي  دوجمله«  3»گزينه  پاسخ 

n n
x n x n n n n n n

X
x x

n n
A e e ( ) .M ( ) ( e ) ( e ) (e )

x x
 

   
             

   
 

1 1 1 1 1
2 2 1 2 2 2 1

2 2 2 2 2
 

 
 

ی مقدار ادر توزیع چند جمله :8مثالi jcov(X ,X  کدا  است؟ (

1 )i jn(n )P P1 2  )i jnP P 3  )i jn(n )P P 1 4  )i jnP P 

 :طبق رابطه کوواريانس خواه م داشت:«  2»گزينه  پاسخ i j i j i jcov(X ,X ) E(X X ) E(X )E(X )  

 ها را با تاب  مولد گشتاور بدست آوريم:توان م اين ام د رياضیطرفی می از

X i j
i j i j i j

i ji j

M ( , , , t , , t , , , , )
E(X X ) nP (n )P n(n )P P

t tt t


    

  

2

1 1
1

 

X  توجه کن د که:   i i
i

M ( , , , t , , , , ) nP i , ,...k
tt


  


1 2 1

1
 

 i i j j i j i j i j i jE(X ) nP , E(X ) nP cov(X ,X ) n(n )P P nP nP nP P i j        1 

 

 

 ایبسط دوجمله
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 معیوب باشد کدا  است؟ که حداکثر یك لامپ انتخاب شدهب است. احتمال اینمعیو هاتای آن 3لامپ که  4لامپ از بین 5در انتخاب  :9مثال 

1)/96 2)/73 3)/5 4)/25 

 :طبق تاب  احتمال متغ ر فوق هندسی«  1»گزينه  پاسخ ،M  nو  3  Nو  5  که حفر لامپ مع زوب باشزد يزا    حالت احتمال اين 2بايد  4

P(X يگ لامپ مع وب باشد را با هم جم  کن م: ) /

     
     
     

   
   
   
   

3 37 3 37

5 1 4
1 963

4 4

5 5

 

 
 

 غلفط تفایپي    کهاحتمال این ،ای از کتاب را به تصادف انتخاب کنیمغلط چاپي وجود دارد. اگر صفحه 2متوسط در هر صفحه از کتابي  طوره ب :11مثال

 وجود نداشته باشد چقدر است؟

1)e12 2)e1 3)e3 4)e2 

 :ن است.ومتغ ر تصادفی پواس « 4»گزينه  پاسخ 
e .

P(X ) e
!


   

2
22

   
xe .

X ~ P( ) P(X x) x , , ,
x!



   
2 2

2 1 2 

  

 کفه  احتمفال ایفن    کننفد. نفر در ساعت، برای خرید به مغازه مراجعفه مفي   2ن با میانگینوهای یك مغازه ملابق یك توزیع پواسمشتری :11مثال

 دقیقه برای مراجعه اولین مشتری منتظر بماند، کدا  است؟ 5دار مجبور شود بیش از مغازه

1)e




5
31 2)e2 3)e


5
3 4)e 21 

 :مشتری وارد نشود را محاسبه کن م: دق قه اول 2بايد احتمال اين که در «  3»گزينه  پاسخ
te ( t)

P(X ) e e
!

   
   

1 5
2

12 3  

در دق قه است، پارامتر 6توجه کن د که چون واحد زمانی پايه يگ ساعت يا
5
6

 شود. ضرب می  

 
 

فرض کنید برای مقادیر صحیح و غیر منفي  :21مثالX  تابع جر  احتمال به صورتf (x ) f (x)
x

 


1
1

1
E(Xباشد. مقدار   X)2کدا  است؟ 

 x , , ,... 1 2 

 (  حفر4 1(  3 2(  2  3( 1

 :ده م:رابطه بازگشتی قرار می در را مقادير«  3»گزينه  پاسخ 

 
k k

x f ( ) f ( )
f ( ) f ( )

x f ( ) f ( )
f ( ) f ( ) f ( )

f ( ) f ( )
x f ( ) f ( ) f (k) f (k)

k! k!f ( ) f ( ) f ( )

x f ( ) f ( )
f ( ) f ( ) f ( )

 

 

  


   
  
 

          
  

 
   

 
 


 

1
1

1
1 2 1 1 1

2 2 1
2 21

2 3 2 1 11 1
3 3 2

3 61
3 4 3 1 1

4 4 3
4 24

 

 
k

e
f ( ) f ( ) e f ( ) e f (k) k , , ,... E(X) var(X)

k! k!






               
1

1 11
1 1 1 2 1 1 

 

 Var(X) E(X ) E (X) E(X ) Var(X) E (X)       2 2 2 2 1 1 2 

E(X  است: روبرواز طرفی آنچه خواسته شد  است به حورت  X) E(X ) E(X)     2 2 2 1 1 
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اگر  :13مثالX ~ P( )  باشد مقدارE(X | X ) )کدا  است؟ )توزیع بریده شده پواسون 

1  )
e


 2  )

e



1
 3  )

e



1
 4  )e1 

 :آوريم:ابتدا تاب  احتمال شرطی را به دست می«  3»گزينه  پاسخ 

 
x xP(X x, x ) P(X x) P(X x) e x! e .

P(X x | x ) E(X | X )
P(X ) P(X ) P(X ) e ( e )x!

!

 

 

     
        

     


1 1
1

 

x x x

x x x

e . e . e . e .
x. x. [ x. ] (E(X) )

x! x! !x!( e ) e e e e

     

    
   

    
      

    
  
1 1

1 1 1

1 1 1 1 1
 

 
 

در یك توزیع پواسون به صورت  :14مثال
x

e

x!

 
)Eمقدار    )

X 

1
1

 کدا  است؟ 

1  )
e



1
 2  )

e



1
 3  )

e

2
1

 (  وجود ندارد4  

 :کن م:از تعريف ام د رياضی استفاد  می«  2»گزينه  پاسخ 

  
x

x

e
.

x x!










1
1

 
 طبق تعريف ام د رياضی

 E( )
x 

1
1

 

x t t

x t t

x t

x t

e . e . e . e .
( e ) [ ] ( e )

(x )! t! t! !

      
 

  

 

  

   
      
     
  

1

1

1

1

1 1 1 1 1
1 1

1
 

 
 

پواسون  در توزیع :15مثال
x

e .
P(X x) x , , , ... ;

x!

 
    1 2 2  کدا  است؟ E(X!)مقدار  1

1  ) 2  )2 3  )
e

 1
 4  )

e

 1
 

 :کن م:میاز تعريف ام د رياضی استفاد  «  3»گزينه  پاسخ 

x
x x

x x x

e
E(X!) x!. e e e ( ..) e

x!

  
   

  


             


  

2 1
1

1
 

 
 

ای بفه طفور   هفای نفاقص تولیفد شفده در کارخانفه     دهفد کفه فراوانفي نسفبي قرقفره     آمار به دست آمده در یك مدت طولاني نشان مفي  :16مثال

/ثابت  قرقره ناقص وجود داشته باشد کدا  است؟ 35های این کارخانه، تایي از قرقره6که در یك جعبهاست. احتمال این5

1 )/ 453 2 )/ 2 1 3 )/ 93 4 )/9 

 :در ابتدا« 1»گزينه  پاسخX bin( , / )6 Pباشد اما توجه کن زد کزه  می5 / n 5 np،بنزابراين  2 /    6 5 3 

 اکنون:
e ( )

P(X ) /
!

 
 

3 353
35 4531

35
 

 
 

دهد. اگر سه سفكه  ، پول غذا را ميد، فردی که در اقلیت باشدنکنحساب رستوران سكه پرتاب ميفرض کنید سه نفر برای پرداخت صورت :17مثال
 که در چهارمین پرتاب تكلی  روشن شود کدا  است؟احتمال آن .شودد دوباره پرتاب انجا  مينیكسان بیای

1 )
3
256

 2 )
27
256

 3 )
1
256

 4 )
81
256

 

 تصاعد هندسی
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 اگر« 1»گزينه  سخ:پا*Xهای لازم برای روشن کردن تكل ف باشدتعداد پرتاب*X Ge( )
3
4

سه سكه يكسان ب ايد تكل ف مشزخ   در حورتی که  

 ،کنزد بنزابراين  تكل ف را مشزخ  مزی   حالت آن 6کند و حالت دارد که دو حالت هر سه ش ر يا هر سه خط تكل ف را مشخ  نمی 4سكه  3ن ست. پرتاب 

احتمال روشن شدن تكل ف برابر
3
4

A است.    {HHH,TTT}  

*P(A ) P(X ) ( )        4 1 32 6 2 3
4

8 8 8 256
 

 
 

 اگر :18مثالX وY تصادفي مستقل بوده و هر دو دارای توزیع هندسي با پارامتر متغیرهایp ،p  Xباشند آنگاه احتمال 1 Y کدا  است؟ 

1)
p

p2
 2)

p

1
2

 3)
p

p1
 4)

p

1
1

 

 :1»گزينه  پاسخ»  

P(X ).P(Y ) P(X ).P(Y )     1 1 2 2 
x  و yاند متغ رهای مستقل 

  P(X Y) P(X Y ) P(X Y )       1 2 

p p

p( p)


 

2

2 21 1
 

 تصاعد هندسی
p( p) p( p) p( p)p( p) p p ( p)          2 2 21 1 1 1 1 

  
های لاز  کدا  است؟کنیم تا حداقل یك شیر و یك خط داشته باشیم امید ریاضي تعداد پرتابسالمي را آنقدر پرتاب مي یسكه :19مثال 

1 )2 2 )3 3 )4 4 )4 

 :اگر متغ ر تصادفی« 2»گزينه  پاسخXکه حداقل يگ ش ر برای آن، تعريف کن م های لازم برای رس دن به حداقل يگ ش ر و يگ خطرا تعداد پرتاب

x بار پرتاب داشته باش م: 2و يگ خط داشته باش م بايد حداقل  xf (x) pq pq x ; p q     1 1 1
2

2
 

x x x x x x

x x x x

E(X) x(pq pq ) x(( ) ( ) ) x( ( ) ) x.( )

( )

   
  

   

         


   

1 1 1

22 2 2 2

1 1 1 1 1
2 1 3

12 2 2 2 1
2

 

x   یادآوری: x x x

x x x x

d d
x.a a ( ) x.a x.a

da da a ( a)

   
  

   

     
 

   
1 1 1

2
1 2 1

1 1
1

1 1
 

 
 

فرض کنید :21مثالnX ,X ...X Ge(P)1 nYتوزیع ،ای مستقل باشندنمونه2 min(X ,X ,...,X ) 1  کدا  است؟2

1 )nGe(q ) 2 )nBin(q ) 3 )nGe( q )1 4 )nBin( q)1 

 :طبق تعريف تاب  توزي  احتمال:« 3»گزينه  پاسخ 
nP(min(Xهستند               بزرگترyها ازهر کدام از نمونه ,X ,X ,...,X ) y   1 2 31Y nF (y) P(min(X ,X ,X ,...,X ) y) 1 2 3 

nاند       ها هم توزي  و مستقلixکه به دل ل آن y n ny
i[P(x y)] (q ) q      1 1 1 

        ny n
y nF (y) q y Ge( q ) P(X y).P(X y)...P(X y)        1 21 1 1 

 
 

 چقدر است؟ است. احتمال اینكه او در پنجمین پرتاب به دومین گل برسد 8/احتمال گل شدن پرتاب یك بسكتبالیست :21مثال 
1)/32 2)/8 3)/ 2 4)/64 

 :ای منفی با تعريف از توزي  دو جمله«  3»گزينه  پاسخX شود:ها استفاد  میعنوان تعداد آزمايش هب 

 P(X ) .( / ) ( / ) .( / )( / ) /   
      

   

2 5 25 1 4
5 8 2 64 8 2

2 1 1
 

 
 

 فرض کنید :22مثالa عددی تصادفي از فاصله[ , ]4 xکفه معادلفه درجفه دو    باشد. احتمفال ایفن   4 ax  2  دو ریشفه حقیقفي داشفته     1

 باشد کدا  است؟

1)
1
5

 2)
1
4

 3)
1
3

 4)
1
2
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  :چیالی احتمال تاب    «4»گزينه پاسخa باشد:به حورت روبرو می f (a) a
( )

    
 

1 1
4 4

4 4 8
 

برای اينكه معادله درجه دوم دو ريشه حق قی داشته باشد بايد   :باشد، بنابراين 

a ) P( a ) dx


             
2

2

1 4 1 1
2 1 2 2 1 1 1

8 8 2 2
P(aیا  ) P(a ) P(| a | ) P(a       2 24 4 2 2 

  

 فرض کنید که :32مثالX U( , و همچنین  2(
X ; x

Y
X ; x


 


2

1

1
)pباشد. مقدار احتمال  Y ) 

1 9
4 4

 کدا  است؟ 

1 )
2
8

 2 )
3
8

 3 )
4
8

 4 )
5
8

 

  :مقدار « 4»گزينه پاسخY های های خواسته شد  با توجه به باز را در فاحلهX کن م:جدا می 

P( Y ) p( Y ) p( Y ) p( X ) p( X ) dx dx                       

3
1 2

1 1
4

21 9 1 9 1 9 1 1 1 3 1 1 3 1 5
1 1 1 1

4 4 4 4 4 4 2 2 2 4 2 2 8 4 8
 

  

 است .احتمال آن که متغیر تصادفي سود که دارای توزیع یكنواخت  12و واریانس سود برابر با  4مقدار مورد انتظار سود در شرکتي برابر با :42مثال

 را  اختیار کند کدا  است؟ 4است مقدار بیش از

( 2 ( حفر 1
1
2

 3 )
1
3

 4 )
1
12

 

  :در توزي  يكنواخت پ وسته با توجه به رابطه م انی ن و واريانس به حورت زير خواه م داشت:«  2»گزينه پاسخ 

a b
E(X)

a b a b
b b a a

(b a)(b a) (b a)
Var(X)


 

   
             

     
2 2

4 8 82
2 92 46 46 8 8 46 34

12144
12

12

 

a x b x
f (x) f (x)b a

 
    

   
 
 

1 1
34 46

12 

P(X کن م:گ ری میروی فاحله خواسته شد  انتیرال ) dx x     
46

4

461 1 46 4 1
4

412 12 12 12 2
 

  

 تصادف بعدی براساس لحظه  دقیقه طول بكشد تا 2که حداقل دهد. احتمال اینتصادف رانندگي در یك ساعت رخ مي 5طور متوسطه ب :25مثال

 معیني رخ دهد کدا  است؟

1)e

5
6 2)e




5
61 3)e




5
31 4)e


5
3

 

 :ابتدا مقدار   «4»گزينه  پاسخ دق قه است. لازم است متوسط زمان انتظار  6تصادف برابر 5آوريم. متوسط زمان انتظار برای وقوعرا بدست می

 دق قه           تصادف       شود:قوع يگ تصادف به عنوان م انی ن متغ ر تصادفی نمايی محاسبه برای و

   




6 5

1 5
1

6

 

x

x x xe x
e x

f (x) P(X ) e dx e e
o.w

o.w





   


  
        
 




2

5
5 5 56

36 6

5
56 2

26
 

  

 سایر جاها سایر جاها
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 در توزیع نمایي به صورت :26مثالx
f (x) e x

    است؟ تابع نرخ شكست کدا 

1 )
t


 2 ) 3 )



1
 4 )

t


 

 کن م:طبق رابطه تاب  نرخ شكست جايیذاری می«  2»گزينه : پاسخ 
x x

x x

f (x) e e

F(x) ( e ) e

 

 

 
   

  1 1 1
 

ب  نرخ شكست تابعی ثابت است. اين به مفهوم آن است که گذشت زمان در طول عمر باق ماند  ه چ تزأث ری نزدارد   شود تاطور که ملاحظه میهمان نت جه:
 کند. حافظیی را تأي د میکه همان خاح ت بی

  

 لامفپ از ایفن    1د. اگر به تصفادف و بفا جایگفذاری    باشماه مي 6های تولیدی یك کارخانه دارای توزیع نمایي با میانگین طول عمر لامپ :27مثال

 ماه عمر کند کدا  است؟ 5لامپ حداکثر  2کارخانه انتخاب کنیم احتمال آن که حداقل 

1 )/997 2 )/723 3 )/847 4 )/556 

  :اگر فرض کن م «  1»گزينه پاسخy ما  است، در اين حورت داريم: 2ها حداکثر های انتخابی از اين کارخانه باشد که طول عمر آنتعداد لامپ  
x x

xY bin( ,p) ; X exp( ) , p P(X ) e dx e e F ( ) /

 


        
5 5

6 6 651 1
1 5 1 5 57

6 6
  

p(Y ) p(Y ) p(Y ) p(Y ) ( / ) ( / ) ( / )( / ) /
  

              
   

1 91 1
2 1 1 1 1 1 57 43 57 43 997 

  

 ماه کار کند چقدر است؟ 8ماه کار کرده است احتمال آن که حداقل  2اگر بدانیم یك لامپ حداقل در مثال قبل  :28مثال 

1 )e1 2  )e2 3 )e3 4 )e4 

 ظه در توزي  نمايی به حورت زير خواه م داشت:با توجه به خاح ت عدم حاف«  1»گزينه  :پاسخ 
x x

p(X | X ) p(X | X ) p(X ) e dx e e
  


           

6

16 61
8 2 2 6 2 6

66
 

  

 اگر  :29مثالX دارای تابع چگاليx
f (x) e

  باشد، مقدارE(X | X )  کدا  است؟ 1

1 )


2
 2 )

 



1
 3 )

 



1
 4 )

 



2
 

 :در فصل سوم ثابت کرديم که:«  2»گزينه  پاسخ 

b

a
b

a

x

x

g(x).f (x)dx x e dx e ( )

E(g(x) | a x b)
e

f (x)dx e dx





 




 
      




 

 

1

1

1
1 1

 

E(Xهمچن ن به طور مستق م | X )1 کن م:را محاسبه می 

X Xf (x | X ) f (x ) ; x   1 1    مشتثق1
X XP(X x ) F (x | X ) F (x )       1 1 1 1 1 

 بی حافظیی
 

P(X x | X ) 1 

(x ) x
X XE(X | X ) x.f (x | X )dx x.f (x )dx x. e dx e x.e dx

   
              

1 1 1 1

11 1 1 

e (e ( ))   
 

 

1 1
1

 جز  به جز 
 

  

 مقادیر :31مثال( ) )و 5 )
5
2

 را به دست آورید. 

 :عددی حح ا است بنابراين 2چون  پاسخ( ) ( )! !   5 5 1 . از طرفی چون4
5
2

 عددی حح ا ن ست.  

) طبق رابطه بازگشتی: ) ( ) ( )


      
5 3 3 3 1 1 3
2 2 2 2 2 2 4
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 کفه  گیفرد. احتمفال ایفن   مي تلفن در دقیقه صورت 5های مشترکین در یك مرکز تلفن براساس یك فرآیند پواسون با آهنگ یریگشماره :31مثال

 کدا  است؟گیری صرف شود حداکثر یك دقیقه برای دو شماره

1)/58 2)/96 3)/75 4)/5 

  :مقدار  روش اول:  «2»گزينه پاسخ گ ریآوريم، همچن ن زمان انتظار تا وقوع دوم ن شمار را بدست می   گ ری    دق قهشمار است.  2

  


1 5

1
5 1

 

x x x xx
P(X ) .x .e dx x.e dx ( e ) e dx e /

( )

             
  

1 1 512
2 1 5 5 5 5 55 1

1 25 25 1 6 96
2 5 5

 

 توان ب ان کرد که: ( گفته شد  در بالا )رابطه گاما و پواسون( می2با استفاد  از نكته ) روش دو :

X ~ ( , )
P(X ) P(Y ) ;

Y ~ P( )


   



2 5
1 2

5
 

P(Yبنابراين )  آوريم:را به دست می 2
ye .

P(Y y) y , , ,
y!

 
   1 2 

e . e .
P(Y ) P(Y ) P(Y ) P(Y ) e e e

! !

 
                  

5 5 1
5 5 55 5

2 1 2 1 1 1 1 5 1 6
1

 

  

 اگر :32مثالX ~ N( , )5 )Pمقدار ،باشد 1 X ) 45  کدا  است؟ 62

1)/57 2)/36 3)/59 4)/15 

 

 

  :کن م.احتمال را محاسبه می ،سپس از جدول مقادير کرد ستاندارد ابتدا متغ ر را ا  «1»گزينه پاسخ 

P( Z ) P(Z / ) P(Z / ) ( / ) ( / ) / [ / ] /
 

             
45 5 62 5

1 2 5 1 2 5 8849 1 6915 5764
1 1

 

آوريزم )بزه عنزوان مثزال     را در سطر و ستون اول جدول به دست می Z، ابتدا عدد (Z)برای محاسبه

Zبرای عدد /1 در سطر اول جدول( سپس مقدار احتمال  2/عدددر ستون اول جدول و  1، عدد 2

 کن م.را از درون جدول محاسبه می Zمورد نظر مربوط به 

هزای منفزی   Zکنز م. بزرای   های منفی، از ويژگی تقارن شكل تاب  چیالی نرمال استاندارد حول حفر اسزتفاد  مزی  Zبرای محاسبه مقدار احتمال مربوط به 

(Z) رو استفاد  کن م:  به دست آورد  سپس از رابطه روبه |Z|م ابتدا مقدار احتمال را با روش توض ا داد  شد  برای توان می (| Z |)  1 

)به طور مثال / ) ( / )   5 1  باشد. می 5

 توجه کن د: 

P(Z ) P(Z ) /

P(Z ) P(Z ) /

   


   

5

5
 

  

اگر  :33لمثاX N( , p(Xباشد، مقدار  11( |X ) 2  کدا  است؟  1

1 )( ) 2 2 1 2  )( )1 1 3 )( ) 1 4 )( ) 2 1 1 

  :شرطی خواه م داشت:  با توجه به رابطه احتمال«  1»گزينه پاسخ 

1.2

(1.2)

0.5

( 0.5) 

0.5
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X
p( )

p(X ,X ) p(X ) p(Z ) p(Z ) ( )
p(X | X ) ( )

Xp(X ) p(X ) p(Z )
p( )

 


      
          

   


1 2 1
2 1 2 1 1 1 1 11 12 1 2 2 1

1 1 1 1 11 1
1 1 2 2

 

  

فرض کنید   :34مثالX N( , )2 Xباشد، مقدار  4
Var(e )

 کدا  است؟  2

1 )e e4 32 2 )e e32 16 3 )e e4 24 4 )e e4 18 

  :3»گزينه پاسخ  »  
tX

XM (t) E(e )X X X
X XVar(e ) E(e ) E (e ) M ( ) (M ( ))


   2 4 2 2 24 2 

از طرفی:  
t t

XM (t) e
  



2 21
  ، پس خواه م داشت:2

( )

X

X X
( )

X

M ( ) e e

M ( ) (M ( )) e (e ) e e

M ( ) e e

   

   

  


     


 

2

2

1
2 4 4 4 42

2 4 12 2 4 24
1

2 2 4 2 122

4

4 2

2

 

  

مقدار 25در یك توزیع پواسون با میانگین  :35مثال ، P(X )  کدا  است؟   3

1  )/16 2  )/68 3  )/84 4  )/34 

  :در اینجا «  3»گزینه پاسخ     است: باشد و شرایط تقریك برقرار مي 25

                                                         
X

P(X ) P( ) P(Z ) /
 

     


3 25
3 1 84

25
 

  

نفر قبول شوند کدا  است؟   84که حداقل م، احتمال آنتایي انتخاب کنی  1است. اگر نمونه   8/احتمال قبولي دانشجویان در کنكور امسال  :36مثال 

1  )/16 2  )/84 3 )/75 4 )/34 

 :که آزمايش با احتمال ثابت با توجه به اين«  1»گزينه  پاسخp /  بار تكرار شد  است، خواه م داشت:   n1به تعداد  8

X np
p(X ) p( ) p(Z ) p(Z ) /

npq

  
       



84 84 8
84 1 16

16
 

  

 فففرض کنیففد تففابع چگففالي احتمففال متغیففر تصففادفي        :37مثففالX    صففورت تففابع چگففالي   در ایففن ،بففه صففورت زیففر باشففد

nاحتمال ,p / np , npq             28 8 2
1 8 1 8 1 16

1 1 1
Y X  دست آورید.ه را ب   3

X

x
f (x)

 
 


1 1
 

   :آوريم:دست میه ابتدا تاب  توزي  را بپاسخ 

y

Y YF (y) P(Y y) P(X y) P(X y ) F(y ) dx y F (y) y          

1
31 1 1 1

3 3 3 3 31 

 توان با مشتق گرفتن از طرف ن رابطه زير تاب  چیالی مورد نظر را به دست آورد:علاو  بر اين، می

X
Y X Y X

dF (y )
F (y) F (y ) f (y) y .f (y ) y

dy

 
    

1
1 2 1 2

3
3 3 3 3

1

1 1
3 3

 

  

%68

%16 %16

1 1

 سایر جاها
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اگر :38مثالX ~ exp( )


1
Yباشد، تابع چگالي X

1

 کدا  است؟ 

 ( پواسون4 ( نرمال3 ( نمايی2 ( وايبول1

  :تاب  چیالی احتمال نمايی به حورت «1»گزينه پاسخx 

x

f (x) e ;






1
 آوريم:را به دست میYباشد. اکنون تاب  توزي می

Y XF (y) P(Y y) P(X y) P(X y ) F (y )       

1 y

Y Y X
d

f (y) F (y) y f (y ) y e
dy



        


1 1 1
 

 باشد.تاب  چیالی به دست آمد  همان تاب  چیالی وايبول می

  

ر تصادفياگر متغی :93مثالXدارای توزیع یكنواخت در فاصله( , Yباشد، تابع چگالي احتمال متغیر تصادفي1( lnX  کدا  است؟ 

( نمايی با م انی ن 2( نمايی با م انی ن1


1
)( يكنواخت 4و( گاما با پارامترهای3  , )1 

 :تاب  توزي  «1»گزينه  پاسخYآوريم:را به دست می 

y y y

Y
y

F (y) P(Y y) P( ln X y) P(ln X ) P(X e ) P(X e ) F(e )

  

  


             


1 1  

y y y

Y Xf (y) e f (e ) e Y exp( ) ; E(Y)

  

        
  

1

1 1 1
 

  

 اگر  : 41 مثالX :یك متغیر تصادفي با چگالي احتمال روبرو باشد X

x
f (x)


  

 



1
1 1

2 

Yتابع چگالي احتمال متغیر | X | کدا  است؟ 

1)  Y

y
f (y)

 
 


1 1
 2) Y

y
f (y)


  

 



1
1 1

2 

3)  
y

Y
e y

f (y)
 

 


 ه چكدام ( 4 

 :طبق تعريف تاب  توزي  داريم:«  1»گزينه  پاسخ 

)y(F)y(F)yX(P)yX(P)yXy(P)y|X|(P)yY(P)y(F|X|Y XXY  

Y اکنون از تاب  توزي  مشتق گرفته خواه م داشت: X X Y

y
f (y) f (y) f ( y) f (y)

 
         



1 11 1
1

2 2
 

  

  فرض کنید :41مثالX1 وX2 یك نمونه تصادفي از چگالي X

x x
f (x)

 
 


2 1
باشد. توزیع متغیر 

X
Y

X
 1

2
 دست آورید.ه ب را 

   :2ابتدا متغ ر جديدی مانندپاسخXY  گ ريم:ها را بدست آورد  ژاکوب ن میسپس معكو  کن ممعرفی می 

x x
X

Y X YY yy y yy y
X J y

x xX Y y
Y X

y y

 


       
     

         

1 1
1

1
2

2 22
2

1

11
 

 سایر جاها

 ساير جاها
 ساير جاها

 ساير جاها

 ساير جاها

 سایر جاها
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X ,X X Xf (x ,x ) f (x ).f (x ) x . x x x   
1 2 1 21 2 1 2 1 2 1 22 2 4 

 Y,Y X ,X Y Y,Yf (y ,y ) f (yy ,y ).|J | (yy )(y )y yy f (y) f (y,y )dy              1 2
3

1 2 4 4 

  دقت کن د: yاما به حدود

y y min ( , )
y

yy


     


  

1
1 1

1

 

y
Y

y
yy dy y y ; y min( , ) y

y

f (y)
yy

yy dy y ; y min( , ) y
y y yy

 
           




  


            







1

1

4
3

4
3

3

1 1
4 4 1 1 1 1

4

1
1 1 1 1

4 4 1 1
4

 

  

  اگر :24مثالX1 وX2 دو نمونه تصادفي از توزیعU( , ) توزیع ،باشندY X X 1  .دست آوریده را ب 2

   :1متغ ر جديدی مانندپاسخXY  کن م:تعريف می 

 رو است:ژاکوب ن به حورت روبه

X X

Y X X X Y Y Y
J

X XY X X Y Y

Y Y

 
     

      
       

 

1 1
1 2 1

2 21 2

1
1

1 1
 

X ,X

x ,x
: f (x ,x ) f (x ).f (x )


  

  



1 2
1 22

1 2 1 2

1
 از طرفی 

Y,Y X ,X Y Y,Yf (y, y ) f (y ,y y ).| J | , f (y) f (y,y )dy        


1 2 2
1

 

 Y X

X

y
y y y y y max{y , } y min {y, }

y y



 

  
              

   

1

1
 

y

y
Y

max(y , )y
y y ydy

min(y, ) y

max(y , ) yy
yf (y) dy y y

min(y, )

o.w





   
        

  
      

             
   









2 2

2 2

1

1 2 2 

  

 فرض کنید : 34مثالnX , ,X ,X2 Xتوزیع با چگالي مشترك متغیرهای تصادفي مستقل و هم 1

x
f (x) x


  

 



2
1

1
تفابع   .باشفند   

nYچگالي احتمال       min(X ,X , ,X ) 1  کدا  است؟ 2

1)  
n

Y
y y

f (y)
   

 


1 1 
2) n

Y

y
f (y) y


   

 



1
1 1

 

3) n
Y

y
f (y) y


  

 



1
1

 کدام( ه چ4 

 ساير جاها

 سایر جاها

 ساير جاها ساير جاها

 ساير جاها
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 :کن م:يیذاری میمقادير را به دست آورد  و جا طبق مثال بالا«  4»گزينه  پاسخ )y(f.))y(F(n)y(f X
n

XY
11  

y y y y n n n
X YF (y) dx x dx x f (y) n.( ) . n.y .y n.y

x y yx y

                       1 11 1

2 1 1 1 2 1
2 2
1 1 1 1 1

1 1 1 

 
 

اند متغیرهای تصادفي از نوع نمفایي  فرض کنید طول عمر هر یك از دو مؤلفه از سیستمي که به طور متوالي )سری( به یكدیگر متصل شده  :44مثال

 باشد. متوسط طول عمر سیستم کدا  است؟با پارامتر

1 )2 2 )


1
2

 3 )2 4 )1 

 :حداقل طول عمر دو  کند. لذا طول عمر يگ س ستم برابر باکند که هر دو مؤلفه کار ها سری هستند و س ستم زمانی کار میمؤلفه«  2»گزينه  پاسخ

Yطول عمر س ستم باشد.مؤلفه می Min(X ,X ) 1 2 

y y y y
Xf (y) ( F (y)f (y) ( e ) e e           22 1 2 1 1 2        

Yبنابراين min(X ,X ) 1 اکند. لذا متوسط طول عمر برابر است بپ روی می2نمايی پارامتر2


1
2
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باشند. اگر 1های تلویزیوني بر حسك ساعت دارای توزیع نمایي با میانگین فرض کنید طول عمر لامپ  :54 مثالX3وX2وX1 عمر  نمایانگر طول

سوزد کمتر ازسه لامپ تلویزیوني باشند، احتمال این که عمر اولین لامپي که مي
1
3

 ساعت باشد کدا  است؟

1 )e 31 2 )e3 3 )e 11 4 )e1 

 سوزد برابرطول عمر اول ن لامپی که می« 3»گزينه : پاسخY min(X ,X ,X ) 1 2  آوريم:را به دست می Yباشد. ابتدا تاب  چیالی می 3

n y y
Y X X X Xf (y) n( F (y)) .f (y) n , , F (y) e , f (y) e         11 3 1 1 

y y y y y y y
Yf (y) ( ( e )) .e (e ) .e e P(Y ) e dy e e                   
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nXخلاف مشاهدات نمونهتوجه کن د که بر ...X ,X2 nyیهای تصادفآمار  1 ...y ,y2  شود:مستقل ن ستند. اين موضوع به سادگی توسط رابطه زير مشخ  می 1

i i i i ip{Y y ,Y y} P(Y y) P(Y y) P(Y y) i , ,...n          1 1 1 2 1 

 يم:آورهای کناری به دست آورد. لذا در قض ه زير آن را مستق ماً به دست میضرب چیالیتوان از حاحلرا نمی nYپس چیالی توأم

  

فرض کنید :46 مثالnXای تصادفي از توزیع یكنواخت برنمونه( ,  کدا  است؟ iYاست. توزیع آماره مرتك1(

1 )(i,n i )  1 2 )(i ,n i )   1 1 3 )(n i,i )  1 4 )(n i ,i )   1 1 

  :1»گزينه پاسخ» 
i

i n i
y

n!
f (y) y ( y) ; y

(i )!(n i)!

      
 

1 1 1
1

 

i,n)دارای توزي  بتا با پارامترهای iYشود آمار  مرتبطور که ديد  میهمان i ) 1باشد.می 
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  پنجمآزمون فصل 

 
 1زمان هر سه سكه شیر هم کند تا به طورمي شوند. این آزمایش آنقدر ادامه پیدامي زمان پرتابشود، سه سكه هممي آزمایشي به صورت زیر انجا  ف

 . ………را نشان دهند. آنگاه متغیر تصادفي این آزمایش 

 باشد.می ( پ وسته و متناهی4 باشد.می ( گسسته و نامتناهی3 باشد.می ( پ وسته و نامتناهی2 باشد.می ( گسسته و متناهی1

 2متغیر این آزمایش چیست؟ مشاهده شود. 3بار پشت سر هم عدد  6شود تا مي د. در یك آزمایش این تاس آنقدر پرتابییك تاس منص  را در نظر بگیر ف 

 ای منفی( دو جمله4 ( برنولی3 ( هندسی2 ایدو جمله (1

 3مشاهده شود؟ 3بار پشت سر هم عدد  6ال قبل به طور متوسط چند بار باید این تاس پرتاب شود تا ؤدر س ف 

1)216 2 )46624 3 )1276 4 )36 

 4استخراجي در ایفن   های قرمزرهمه کنیم. متوسط تعداد مي با جایگذاری انتخاب مهره  1 ،آبي استمهره  3مهره قرمز و  4ای که دارای از جعبه ف

 نمونه برابر است با:

1)4 2)
4
7

 3)
4
7

 4)
3
7

 

 5یك تاس چهار وجهي منص  را که بر روی هر وجه آن حروف  فC,B,A  وD ففرض   د.است در نظفر بگیریف   نوشته شده که هر حرف معرف یك نفر

در نهمین پرتفاب بفرای    Aکه نفر احتمال این یك بار برنده شود. شود تا یكي از این وجوه سه بار مشاهده شود و آن شخصمي کنید این تاس آنقدر پرتاب

 اولین بار برنده شود چقدر است؟

1)/234 2)/623 3)/ 78 4)/25 

 6در سؤال قبل انتظار دارید در چند بار پرتاب تاس،  فA برای دومین بار برنده شود؟ 

1)4 2)12 3)24 4)14 

 7شبكه چهفار  را تماشفا   برنامه 25%و دو  برنامه شبكه 15%و برنامه شبكه اول 1%شبكه سو  و تماشاگران تلویزیون  5%در شهر تهران ف 

 نفر شبكه سو  را ببینند؟ 4شبكه دو  و  نفر  3نفر شبكه اول و  2نفر انتخاب کنیم چقدر احتمال دارد که  1کنند. اگر از افراد این شهرمي

1)/ 66 2 )/2 5 3)/ 5 4)/ 12 

 8خط مشاهده شود؟ 2شیر قبل از  2شود چقدر احتمال دارد مي یك سكه پرتاب ف 

1)/5 2)/75 3)/15 4)/25 

 9مهره است که 52یك جعبه شامل ف
x

 
 
 

5
x)است. xتای آن دارای شماره   , , , , , ) 1 2 3 4 شفماره   xاگفر   .کنیممي خارج دو مهره با جایگذاری از جعبه 5

 چقدر است؟ Var(X)باشد  روی آن

1)2  2)22/2 3)22/1 4)2/2 

 11دنیا آمده باشد بیش ازه در روز تولد شما ب هاحداقل یكي از آنکه چند نفر لاز  است تا احتمال این  ف
1
2
 گردد؟ 

1)17 2)223 3)242 4)221 

 1111اگر بدانیم یك نفر بین ساعت  باشد.نفر در ساعت مي 1ن با میانگینوشوند دارای توزیع پواسیك سیستم بانكي وارد ميتعداد افرادی که به  ف 

 به سیستم وارد شده باشد؟ 5/12الي  11به سیستم وارد شده باشد چقدر احتمال دارد این شخص بین ساعت  13تا 

1)
1
2

 2)
1
4

 3)/e1 5 4) 

 12نیز هیچ کس به سیستم وارد نشود؟ 13هیچ کس به سیستم وارد نشده است چقدر احتمال دارد تا ساعت  5/12الي  12ال قبل اگر بدانیم بین ساعت ؤدر س ف 

1)e1 2)
e

e

5

5
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 3)e 11 4)e5 
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 13اگر  فX , X2 )ای با پارامترهایدارای توزیع دو جمله 1 , )
1

5
4

p(Xباشند آنگاه  | X X ) 2
1 1 2  کدا  است؟ 5

1)/282 2)/397 3)714 4)/828 

 14اگر  ،کنیمتاسي را دو بار پرتاب مي فx   برابر مجموع مقادیر وy  برابر تفاضل نتیجه تاس دو  از تاس اول باشد cov(x,y) کدا  است؟ 

1) 2)
1
2

 3)
1
2

 4)
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4

 

 15متغیر تصادفي فX ای با پارامترهایدارای توزیع دو جمله(x,p) متغیر تصادفي سباشد. مدُ یا نماميX کدا  است؟ 

1)[np] 2)
n

[ ]
p

 3)[(n )p]1 4)[(n )p]1 

 16نفر در ساعت باشد و هم چنین اگر 2اگر نرخ ورود افراد به یك فروشگاه ف/ چقدر احتمال دارد در ظرف  مشتریان را مردان تشكیل دهند 25

 اند؟شده نفر به فروشگاه وارد 12د به شرطي که بدانیم نمرد وارد فروشگاه شده باش 4یك ساعت 

1)/395 2)/196 3)/8 4 4)/4 8 

 17فرض کنید فX وY باشند 5و  7ن به ترتیك با پارامترهای ومتغیرهای تصادفي مستقل با توزیع پواسP(X Y) 5 کدا  گزینه برابر است؟ با 

1)/ 4 2)/271 3)/ 127 4)/ 217 

 18ن با پارامتروفرض کنید تعداد اشتباهات چاپي در یك صفحه ازکتابي دارای توزیع پواس ف  حداقل یفك غلفط در یفك     باشد. احتمال اینكه 2

 است؟صفحه باشد چقدر 

1)e

1
2 2)e

1
21

2
 3)e 21 4)e 21
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 19فرض کنید متغیر تصادفي فX ست؟حال ضریك تغییرات این توزیع کدا  ا ،ن با میانگین معلو  باشدوتوزیع دارای پواس ( پارامتر توزیع مي)باشد 

1 )1 2)



 3) 4) 

 21اگر متغیرهای  فx ,x , .......,x1 2 i در این صورت ،باشد 4و واریانس  1یك نمونه تصادفي از توزیعي با میانگین  64
i

P( x )

 
64

1
 کدا  است؟ 64
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 3)
1
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1
8

 

 21فرض کنید  ف[x]  جزء صحیح عدد حقیقيX  باشد. اگرX  دارای توزیع یكنواخت بر بازه[ , ]باشد امید ریاضي  1[ x]1کدا  است؟ 

1 )22 2)5 3)/5 5 4)21 

 22فرض کنید  فnX ,X ,...,X1 باشند در آن صورت  یك نمونه تصادفي از توزیع برنول با میانگین  2
n

i
i

E( X )



 4

1
 برابر کدا  است؟ 

1 )n 2)n( )1 3)n4 4)n( ) 41 

 23فرض کنید  فi ix x
i i

i
i , ,...,n

P(X x ) ( )
x
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در آن 1

n

i
i

V ar( X )
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 عبارت است از: 

1 )p( p)1 2)np( p )1 3)n np ( p )1 4)n np ( p)1 

 24ای، امید وقوع در یك توزیع دو جمله فS  سه برابر امید وقوعF ای است. اگر در این توزیع دوجملهn   Sترین تعداد بفاری کفه   باشد محتمل 1

 دهد برابر است با:رخ مي

1 )4 2) 4 3) 2 4) 2 
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 25شخصي  ف(m n) دهد که احتمال موفقیت در هر آزمایش آزمایش و مستقل از یكدیگر انجا  ميp  است وq p 1  در این صورت بفه ازای .

kهر  , , , ...,n 1 m) احتمال شرطي اینكه دقیقاً 2 k)  آزمایش موفق باشد با فرض اینكه اولینm :آزمایش موفق بوده باشد برابر است با 

1 )k n kn
p q

k
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 4)m k n km n
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 26اگر  فZ,Y,X ای با پارامتر متغیرهای تصادفي دو جملهp  و مرتبهn  باشند، آنگاهE[(X Y Z) ]   برابر است با: 2

1 )np( np )3 3 1 2)( n )np 23 1 3)( n )np3 1 4)np(( n )p ) 3 3 1 1 

 27در یك توزیع پواسون داریم  فp( ) p( )2 )pدر این صورت  4  کدا  است؟ 3(

1 )e2 34 3 2)e2 32 3 3)e2 32 3 4)e2 34 3 

 28متغیرهای  فXY,  دارای توزیع پواسون با پارامترهای
1
3
و  

1
2
P(Xباشند مي  Y ) 2 2  کدا  است؟2

1 )
e

2
 2)

e

2
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 29یكي از اعداد مجموعه  ف{ , , , , }1 2 3 4 ]نامیم. اگر عددی از بازه مي Nرا به تصادف انتخاب کرده و آن را  5 ,N]      به تصفادف انتخفاب کنفیم امیفد

 ریاضي آن کدا  است؟

1 )
1
5

 2)
2
5

 3)
3
5

 4)
3
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 31فرض کنید  فnX ,X ,...,X1 )باشد و  Pیك نمونه تصادفي از توزیع برنولي با پارامتر  2 ) ( ) (n)X ,X ,...,X1 های ترتیبي این نمونه تصادفي آماره 2

)باشند  ) ( ) (n)Var(X X ...X )1  ت؟کدا  اس2

1 )n np ( p)1 2)n np ( p )1 3)n np ( p ) 21 4)n np ( p) 1 

 31 توزیفع نرمفال بفا میفانگین     کند که وزن این ظروف بعد از پر شدن دارایمي بندییك کارخانه مایع ظرفشویي تولیدات خود را در ظروفي بستهف             

هفا دارای وزنفي کمتفر از    ی از این بستهدمتوسط چه تعدا نمونه برداشته شود. به طور 5بندی گر  است. اگر از این خط بسته 1گر  و واریانس  5

 د؟باشمي گر  5

1 )5 2 )22 

 توان محاسبه کرد.( بدون جدول نرمال نمی4 2/12( 3

 32 ها دارای توزیع یكنواخت در بازه کند که طول این لولهمي هایيیك شرکت اقدا  به تولید لولهف( )cm1 اندازه مفورد نیفاز بفرای     .باشدمي 12

x)ای برابرهزینه است. اگر طول لوله تولید شده با مقدار مورد نیاز اختلاف داشته باشد  cm 11مصرف این لوله  ) 212         واحفد پفولي دارد. اگفر روزانفه    11

 کاری داریم؟دوباره عدد از این قلعه تولید شود به طور متوسط چقدر هزینه 5

1)4 2 )12 3 )132 4 )2 

 33 دار بفرای ورود  که مغفازه این باشد. احتمالمي نفر در ساعت 12ن با میانگین وشوند دارای توزیع پواسمي تعداد مشتریاني که وارد یك فروشگاهف

 دقیقه انتظار بكشد چقدر است؟ 2و مشتری بیش ازمتوالي د

1)/ 18 2)/127 3)/213 4)/ 32 

 34 ر مشتری چقدر است؟دار برای ورود هال بالا به طور متوسط زمان انتظار مغازهؤدر سف 

(3 دق قه 2(2 دق قه 12(1
12
6

(4 دق قه
1
12

 دق قه

 35 اگفر بفدانیم ایفن     کیلفومتر اسفت.   1ها دارای توزیع نمفایي بفا میفانگین   لاستیك است که طول عمر این لاستیك 4یك اتومبیل دارای ف

 پیدا کند؟ کیلومتر افزایش 12کیلومتر را بدون مشكل طي کرده چقدر احتمال دارد این مقدار به 5اشینم

1)/ 61 2 )/497 3 )/ 8 4)/3 1 
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 36 دار پفیش از  مغفازه  کفه احتمفال ایفن   .کنندای مراجعه مين به مغازهومشتری طبق فرآیند پواس 3فرض کنید که به طور متوسط در هر ساعتف

 دقیقه انتظار بكشد چقدر است؟ 5رسیدن دو مشتری نخست، بیش از 

1 )/872 2)/431 3)/287 4)/561 

 37 تلفن زده نشود چقدر است؟ که در طول نیم ساعت به این شرکتشود. احتمال اینمي به طور متوسط در هر ساعت یك تلفن به یك شرکت زدهف 

1)e





1
21 2)e 21 3)e

1
2 4)e2 

 38 متغیر تصادفيفX باشد. امید ریاضي تقریبي تابعمي 4و واریانس  1دارای توزیع نرمال با میانگینy lnx x   است؟ کدا 

1)2/14 2)3/11 3)24/12 4)2/13 

 39 فرض کنیدفX ~ u( , xآنگاه 1( ,x ,x3 2 yرا از این توزیع انتخاب کرده 1 min(x ,x ,x ) 1 2  کدا  است؟ yحال تابع توزیع . کنیمرا تعری  مي 3

1)y ,( y)   21 1 2)( y) y  23 1 1 3)(y ) y  23 1 1  4)y
y

 
1

1 

 14 باشدفرض کنید طول عمر نوعي لامپ دارای توزیع نمایي به صورت زیر ميفE(x | x ) کدا  است؟ 5
x

Xf (x) e x



 21
2

 

1)88 2)2 3)25 4)15 

 41فx ,x2 x باشندمي دارای توزیع نمایي با پارامترهای 1 x  1  حال دارای توزیع . . . است. 2

 مرب کای (4 ینماي (3 نرمال (2 ( بتا1

24اگر ف( , )f ~ F 1 P(Fباشد و 12 x) /   کدا  است؟ xدر این صورت  1

1)/F ( , )95 1 12 2)/F ( , )95 12 1 3)/F ( , )95 1 12 4)/F ( , )99 12 1 

 34فرض کنید  فX یع نمایي با پارامتردارای توز
1
2
f(yباشد. همچنین در نظر بگیرید  / x) ~ N(x,x) باشد حالمي var(y) کدا  است؟ 

1 )6 2 )4 3)x2 4)
1
6

 

 44اگر فX ( توزیع شده باشد در این صورت-1،1به طور یكنواخت روی فاصله )P{| x | }
1
2

 کدا  است؟ 

1)
1
2

 2)
1
4

 3)
1
8

 4)
1
12

 

 54اگر فX ,X ,X ,X4 3 2 دارای توزیع نمایي با پارامترهای برابر 1
1
2
E(Xباشد آنگاه  X X X )  1 2 3  کدا  است؟ 4

1)
1
2

 2 )2 3 )4 4)42 

 64متغیر تصادفي فX  مفروض است. گشتاور مرکزی مرتبه هفدهم آن چقدر است؟ 4واریانس  2با توزیع نرمال و میانگین 

)(2 ( حفر1 ) 2 4 17 3)2 17 4)172 

 74اگر متغیر تصادفي  فT  دارای توزیعt–  استیودنت باn درجه آزادی باشد در این صورت
T
2
1

 آزادی است. یهدرج دارای توزیع . . . . با . . . . 

n( کای مرب 1 , 2)(n , ),F1 3)( ,n),F1 4)( ,n ),F1 1 

 84اگر فW ~ F(m,n) آنگاه توزیعY
W


1

 کدا  است؟ 

1)F(m,n) 2)F(n,m) 3)2 4.مشخ  ن ست ) 

 94فرض کنید فX1 وX2  یعباشد توز 1یك نمونه تصادفي دوتایي از توزیع نمایي با میانگین
X

k
X

 1

2
 کدا  است؟ 

1)( )22 2)F( , )2 2 3)F( , )1 1 4)( )21 
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 15اگر فX ~ U( , )
 


2 2

Yآنگاه توزیع  tagX کدا  است؟ 

1)
( y )  2
1

1
 2)

( y )



 22
 3)U( , )1 4)U( , )1 1 

 15مصرف روزانه آب در شهر دارای توزیع گاما با پارامترهای ف( , )   2 باشد احتمال اینكه در روز معیني شهروندان دچفار کمبفود آب   مي 3

 وند کدا  است؟ش

1)e3 2)e32 3)e33 4)e34 

 25اگر  فX  باشد. اگر 4و واریانس  12یك متغیر تصادفي نرمال با میانگینP{X c} /   کدا  است؟  cمقدار  1

1) 24/1 2) 26/14 3) 2/12 4) 76/1 

 35اگر  فX یك متغیر تصادفي نمایي با تابع چگاليe x
  ،باشدP(X x)dx



 کدا  است؟ 

1)2 2)
2

2
 3) 4)



1
 

 45متغیر تصادفي  فX  است.  2دارای توزیع نرمال به میانگین صفر  و واریانسE(X )
 برابر با:4

1 )14 2 )16 3 )12 4 )6 

 55دریك توزیع نمایي نرخ شكست برابر با   ف
1
3
P(Xاست مقدار   X ) 7    است؟کدا 6

1 )e

1
3 2 )e


1
3 3 )e3 4 )e1 

 



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  آمار احتمالات 85

 

 مفصل شش

 «ایهای نمونهتوزيع»

 مششفصل  تالیفيهای تست

ها  طی فرآینددی وویيدد شدوند کده     شافتفرض کنيد  .اینچ  کمتر باشد  5/1برای قابل استفاده بودن نوعی شافت لازم است که قطر آن از   :1 مثال

1/ هاميانگين قطر آن /اینچ با انحراف معيار   49 کده  انتخاب کنيم احتمدا  آن های وویيدی شافتاز وایی 1وصادفیی نمونهیك اگر  .باشداینچ  4

 ميانگين این نمونه در بازه قابل قبو  قرار گيرد کدام است؟

 68/(  4 95/( 3 1(  2 ( صفر1

  :اينچ کمتر باشد از طرفی توزيع  جامهعه نعامهلوس اسعت     8/1از  هااند که قطر آنهايی قابل استفادهبا توجه به توضیح مسئله شافت«  2»گزينه پاسخ. 

nولی  x بنابراين طبق قضیه حد مرکزی داريم:و باشد می 3
( / )

X N( / , ) 
24

1 49
1

 

X / /
P(X / ) P( ) p(Z )

/

n

 
     



1 5 1 49
1 5 25 1

4

1

 

  

اگر    :2 مثالX  یک متغیر تصادفی باE(X)  )Pکران پایین احتمال  ،باشد Var(X)1و  1 X ) 8  چقدر است؟  12

1 )/75 2  )/85 3  )/9 4  )/96 

 خواهیم داشت:شف بیبا توجه به نامساوی چی« 1»گزينه : پاسخ   2 1 1 

P(| X | k ) p( X ) P( X ) P(|X | )
k ( )

                 
2 2
1 1 3

1 8 12 2 2 2 1
42

  

  

اگر    :3 ثالمE(X) E(Xو  2 ) 2 |)Pباشد مقدار  8 X | )8  کدام است؟ 

(  حداکثر 1
1
9
(  حداقل 2  

1
9
(  برابر با 3  

1
9
(  حداکثر 4  

1
4

 

 :آوريم: با توجه به مقادير امید رياضی داده شده واريانس و سپس انحراف مهیار را به دست می«  1» گزينه  پاسخ 

E(X ) E (X) ( )          2 2 2 28 2 8 4 4 4 2 

 : خواهیم داشت شفبیقضیه چی براساس

k k k
X )

k k k

       
   

        

8 2 6 3
8

8 2 1 5
|)Pيا  X | ) P(X  8 8 

X )    
2
1 1

2 3 2
93

Xيا   ) P(X      2 5 2 2 3 |)Pيا  2 X | ) P(X    8 2 3 2 

  

گرم است. اگر  2ا هتنظیم شده است. انحراف معیار وزن بستهبرای هر بسته گرم  5وزنبندی مواد غذایی یک کارخانه روی دستگاه بسته  :4 مثال

nای نمونه   گرم باشد، کدام است؟  44تا  44بسته بین   1وزنکه میانگین این طور تصادفی انتخاب کنیم احتمال اینتایی را به1

1  )/9 2  )/99 3  )/975 4  )/999 

  :با توجه به نامهلوس بودن توزي  و «  3»گزينه پاسخn3 خواهیم داشت:، شفبیاز نامساوی چی  

)P)حداقل(     X ) P( X ) p( X ) p(| X | ) /
n


                 



2

2
4

46 54 46 54 4 4 4 1 1 975
1 164

  

  



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  85 احتمالاتآمار و 

( ) ( ) ( )
(X ) X

t p(t / ) p(t / ) / /
SS

 
         9 9 9

1
1 383 1 1 383 1 1 9

1

تایی از توزیع 1ای تصادفی ید نمونهفرض کن  :4مثالN( , ) 2  انتخاب کرده باشیم. با فرض 2 p(Sمقدار   2 / )2 42  کدام است؟  273

1  )/ 5 2  )/ 5 3  )/ 25 4  )/25 

 :در اينجا «  3»گزينه  پاسخ(n )
(n )S







2
2

12
1

 است. در نتیجه: 

(n )S /
P(S / ) p( )

 
  



2
2

2
1 9 42 274

42 273
2

 

) با توجه به جدول خواهیم داشت: )P( / ) /   2
9 19 23 25 

  

ای اگار نموناه   .شود، توزیع نرمال با میاانگین و واریاانم مولاول دارد   درجه حرارت وضعیت روشن یک کلید که با ترموستات کنترل می  :4 مثال

تایی انتخاب شود مقدار احتمال 24
S

P( / )


2

2
1  کدام است؟  83

1  )/25 2  )/75 3 ) /95 4 )/99 

 :شود که مشاهده می« 4»گزينه  پاسخ(n )
(n )S







2
2

12
1

 بنابراين:  

( )
S (n )S

P( / ) P( / ) P( / ) / /


        
 

2 2
2
252 2

1
1 83 25 1 83 45 75 1 1 99 

  

فرض کنید  :7مثالX  وS
nای به ترتیب میانگین و واریانم نمونه 2  تایی باشند مقدار احتمال  1

(X )
p( / )

S


 

1
1 در جدول  383

 کدام است؟ ،وجود دارد

1  )/1 2  )/9 3  )/ 5 4)  /65 

 :شويم که احتمال داده شده همان توزي  با کمی دقت متوجه می«  2»گزينه  پاسخ( )t  باشد. می  9

 

  

  فرض کنید: 8مثالX1 وX2 ی تصادفی مستقل از هم با توزیع نرمال استاندارد باشد توزیعمتغیرها
X X

Y
| X X |






1 2

1 2
فرض استقلال صاورت و   با 

 مخرج کدام است؟

1)( )21 2)t ( )1 3)F( , )1 1 4)Z 

  :کنیم:تقسیم می 2ابتدا صورت و مخرج را بر عدد«  2»گزينه پاسخ 

( )

X X X X ~ N( , )

Y Y ~ t( )
X X (X X )

~

 

  
 



1 2 1 2

21 2 21 2
1

1
2 2 1

2 2

X ,X N( , )

E(X X )
;

X X N( , )

Var(X X )




   


 
    

1 2

1 2

1 2

1 2

1

2

1 1 2

 

X X N( , ) 1 2 2
X ,X N( , ) E(X X )

Var(X X )

    

   

1 2 1 2

1 2

1

1 1 2
 

 
 

دو متغیر تصادفی :9مثالX وY براساا  دو   .باشاند می 4و  8های به ترتیب برابر با های یکسان و واریانممستقل و دارای توزیع نرمال با میانگین

Xتوزیع   Yاز جامعه  8و   Xاز متغیر  14های نمونه تصادفی به اندازه Y  کدام است؟ 

1  )X Y N( , ) 12 2  )X Y N( , ) 1 3  )X Y N( , ) 4 4  )X Y N( , ) 8 

0.25

19.023

0.01

45.75

 :که چرا



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  آمار احتمالات 06

 :خواهیم داشت:با توجه به مطلب گفته شده در بالا «  2»گزينه  پاسخ  ) ; X ~ N( , )
n n

 
1 2

2 2

1 2
Xو   8 Y N(  1 2 

X Y N( , ) ; Y ~ N( , )

n n

 
  

  
   

1 2

1 2

1 2
2 2

1 2

1 4
8 4

1
16 8

 

  

 اگر : 01 مثالX ,X ,...,X1 2 احتماال متغیار    باشاد، در ایان صاورت توزیاع     تایی از یک توزیاع نرماال باا میاانگین    14یک نمونه تصادفی  16

تصادفی

i
i

(X )
U

(X )



 


 

2
16

15
2

1

15
 کدام است؟ 

1 )T  2 درجه آزادی 18با )T  3 درجه آزادی 14با )F  4 درجه آزادی 18و  1با )F  درجه آزادی 14و  1با 

 :های نمونه داريم:با توجه به توزي  واريانس نمونه و توزي  نسبت واريانس«  3»گزينه  پاسخ ( )
(X )

~





2
216
12

 

( )
i

ii
( ) ( )

( )
i

i

(X )

(X )
(X )

~ ~ U ~ F( , )

(X )







 


     
  









2
1615 22 2 1

2 21
1 152 2 15 2

2 15

1
2

1 1 115

15

15

 

  
فرض کنید  :11 مثالiX  وjY  به ازایj , , , , i , , , 1 2 9 1 2 های تصادفی مساتقل هار دو باا توزیاع نرماال و میاانگین صا ر و باا            نمونه 7

های به ترتیب واریانم
1
4

و  
1
3

iهستند مقدار   i
i j

p( X Y )

 

 
7 9

2 2

1 1
4  کدام است؟  6

1  )/1 2  )/ 1 3  )/ 96 4  )/ 5 

 :توجه کنید که:  «  3»گزينه  پاسخ 
( ) ( )

i
i

X
X N( , ) N( , ) X X



    1 7

7
2 2 2

1

1
1 4 4

4 1
4

 

( ) ( )
i

j

Y
Y N( , ) N( , ) Y Y



    
2

1 9

9
2 2 2

1

1
1 3 3

3 1
3

 

( ) ( )

( ) ( )

( )
, ,

( ) ( ) ( )

p ( ) P( ) P( ) P( ) P(F ) p(F / ) /

 


               

  7 9

2 2
7 72

72 2
7 9 7 92 2 2

9 9 9

7
9 97 72 2 2 2 2 2 57 96
7 79

9 9

 

i(xکه به جای رابطه  در صورتی نتیوه: x)
S

n







2

2

1
i(xاز رابطه   x)

S
n





2
 خواهیم داشت:استفاده کنیم  2

(n )

(n )

(n ,n )

(n )S

(n )S

Sn
F

(n )S S(n )S

n


 

 
 


 

 

1

1

1 1
1 2

2 22

2

2
1

2
21 2 2

2
1
2 22

22 2
22

2

  



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  01 احتمالاتآمار و 

 آزمون فصل هفتم 

 1صله در فا ا( , عدد بزرگتر از 1که میانگین اینکنیم، احتمال تقریبی اینعدد را انتخاب می1به تصادف 1(
1
2

 باشد برابر است با: 

1 )
1
4

 2 )
1
2

 3 )
3
4

 4 )1  

 2فرض کنید اX ,X , ... ,X
51 iیک نمونه تصادفی از توزیع کای اسکور با یک درجه آزادی و 2

i

S x




5

1
P(Sاست. مقدار تقریبی  )5  برابر است با: 5

1)
1
2

 2)
1
3

 3) 
1
4

 4)
3
4

 

 3فرض کنید  ا
n

X ,X , ... ,X1 pیاک نموناه تصاادفی از توزیاع برناو ی باا پاارامتر        2  nیباشاد. آمااره   1 nT x x ...x 1 در نظار   را 2

nگیریم.می
n
lim var(T )


 برابر است با: 

(2 ( صفر1
1
4

 3)
1
2

 4 )1 

 4اگر اnX میانگین یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع گاما با پارامترهای    و  nn(Xباشد، توزیع حدی  1 )

X


 چیست؟

1 )t 3 ( نرمال استاندارد2 ع استودنت با يك درجه آزادی  )N( , ) 1 4)t  ع استودنت باn 1 درجه آزادی   

 4فرض کنید  اnX , ... ,X1 یک نمونه تصادفی از توزیعN( , ) 2 باشد. اگرiX X
n

 
1

iSو  (X X)
n

  


2 21
1

 ، آنگاه:  

1 )
X

E( )
S



2 2

 2) 
X

E( )
S



2 2

 3) 
X

E( )
S



2 2

 4) 
X (n )

E( )
S

 


2 2
1

 

4اگر  اnX , ... ,X1 یک نمونه تصادفی از توزیع برنو ی با پارامترp باشد، آنگاهE(s | x)
 عبارت است از: 2

1)x 2)
x

n
 3)

s

n

2
 4)s2 

 7اگر اn{X باشد و قرار دهیم توزیع با میانگینای از متغیرهای تصادفی مستقل همدنبا ه{
n

n i
i

S X




1

 آنگاه:  

n
x
lim P{n( e) S n( e)}


     :برابر است با 

 1( عدد 2 ( عدد 1

 از سطح زير منحنی نرمال استاندارد %58( 4 ( عددی کمتر از يك3

 8اگر پیشامد نادری با شانم ا
1

1
 عدد زیر است؟پیشامد رخ دهد تقریباً برابر کدام  2بار تکرار مستقل آن کمتر از  1رخ دهد، احتمال این که در 

1 )e2 2 )( )
5

99
 تاب  توزي  نرمال استاندارد است. وقتی 

3 )e12 4 )( )
1

99
 دارد است.تاب  توزي  نرمال استان وقتی 

 9فرض کنید  اnX ,X , ,X1 باشد، مقدار  1تایی از توزیع پواسون با میانگین  nیک نمونه تصادفی  2
n

i
x

i

lim P X n




 
 

  

1

 کدام است؟ 

1 )
1
4

 2 )
1
2
   3 )1 4 )2 

 



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  آمار احتمالات 02

 10فرض کنید   اnX , , X1 ای تصادفی از توزیع پیوسته با تابع توزیعنمونهF( nباشد توزیع حدی  ( (n)( ),Z F(X )    که در آن(n)X 

 نمایانگر بزرگترین عضو نمونه است کدام است؟ 

 است.  ( تباهیده در 1

 ( است. ,2( دارای توزي  گاما با پارامترهای )3

 است.  ( دارای توزي  نمايی با میانگین 2

)N( دارای توزي  4 , )  است.   1

 11کنید فرض اnx ...x ,x2 kyباشاند و  2و دارای توزیع نرماال باا پارامترهاای    1 ...y ,y2                در .و یاک باشاند   نیاز دارای توزیاع نرماال صا ر     1

صورتاین

k

i
i

y

(y y)

S
k








 2

12

1
ایشود حال تابع نمونهتعریف می 

y

x

s n

 


 دارای توزیع . . . است. 

1 )t  باn 2 درجه آزادی )t  باn 13 درجه آزادی )t  باk 1 توزي  خاصی نیست4 درجه آزادی ) 

 12فرض کنید اnx ...x ,x2 nو واریانم تایی از توزیع نرمال با میانگین n یک نمونه 1
nyباشد ومی 2 ...y ,y2 تایی از یک توزیاع   nنمونه  نیز 1

yنرمال با میانگین y, 2 باشد توزیع تابع

n

i x
yi

n
x

i y
i

(x )

.Z

(x )





 





 





2
2

1
2

2

1

 است؟کدام  

nبا  F( توزي  2 درجه آزادی nو  nبا  F( توزي  1 1 وn 1درجه آزادی 

 درجه آزادی n2با  t( توزي  4 درجه آزادی nو  1با  F( توزي  3

 13فرض کنید اx1 وx2 های برابرهای برابر و همچنین واریانموزیع نرمال و با میانگیندارای ت2 حال ،باشندمی 
x x x x

 
  

2 2
1 1 2 2
2 2 22 2

دارای  

 چه توزیعی است؟

 ( کای مرب  با يك درجه آزادی2 ( نرمال1

 درجه آزادی 2و  2با  F( 4 درجه آزادی 2( کای مرب  با 3

 14اگار اnx ,x , ...,x1 ny باشد و اگاار  2و واریاانم ی نارمال باا میاانگینتایای از یک جاامعاه nیک نماونه تصاادفی 2 ,y , ...,y1 ای نموناه   2

 کدام است؟ Wدراین صورت توزیع متغیر  ،مال با همان مشخصات باشدنرای دیگر با توزیعاز جامعه

1)(n)2 2)t(n) n

i
i

i

(x )

W
(y )


 


  

2

1
2

 3)F(n,n) 4 )Z 

 14فرض کنید اnX ,...,X ,X2 عدد بسیار بزرگ باشاد آن گااه    یک nباشد. حال اگر  2و واریانم با میانگینتایی از یک توزیع  nیک نمونه  1

توزیع

n

i
i

x n

y
n



 





 کدام است؟ 1

 n2و واريانس n( نرمال با میانگین2 ( نرمال استاندارد1

nبا  t( توزي  3 1دارای توزي  خاصی نیست.4 درجه آزادی ) 

 



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  03 احتمالاتآمار و 

 

 فصل هفتم

 «نظريه برآورد»

 های تالیفي فصل هفتمتست 

 فرض کنید  :1مثالnX ,X ,...,X1  کدام است؟ پارامتر مولول MMEتایی از توزیع زیر باشد. nیک نمونه تصادفی  2

f (x) x x


      1 1 

1)X 2)
X

X

1
 3)

( X)

X

2 1
 4)

X

X1
 

 :گشتاور اول همان  از برابری گشتاور اول و امید رياضی داريم:«  4»گزينه  پاسخ(X )است 

X
M x

X


     

 
1 1 1 1

     
x

E(X) x .xdx x dx .


  
     

  
1 1 1 11

1 1
 

  

 هایفرض کنید یافته :2مثال/ 9،/4،/ چگا ی احتماال زیار باشاد.     مقادیر مشاهده شده یک نمونه تصادفی از توزیعی با تابع 3/و 7/،2

 به روش گشتاوری کدام است؟ برآورد پارامتر

1 )/2 

2 )/5 

3 )/9 

4 )1 

f (x) ( x)


    11 

x  1 

  

 :دهیم:های مسئله قرار میامید رياضی را محاسبه کرده آن را برابر با میانگین داده  «4»گزينه  پاسخ  

u u
E(X) x. ( x) dx x u dx du E(X) (u u )du

 
  

 
                

     
 
1 1

11
1 1 1

1 1
1 1

 

n

i MM
i

X M x ( / / / / / ) / /
n



          


1
1

1 1 1
9 4 2 7 3 5 5 1

5 1
 

  

فرض کنید  :3 مثالnX ,X , ,X1  2و  باشد، برآورد گشتاوری پارامتر 2و  تایی از توزیع  وگ نرمال با پارامترهای nای تصادفی نمونه 2

 کدام است؟ 

1 )

n

i
i

n

i
i

X

ln(X / )
n

ln( X / X )
n





 

 





2

4 1

2 2 2

1

1
2

1

 2 )

n

i
i

X
ln( )

X

X
ln(ln( ))

n



 

 



2

4

1
4

2

 3 )X X    2 2  ( وجود ندارد. 4 2

 :از تساوی گشتاورهای دوس نمونه و جامهه خواهیم داشت: دهیم، همچنینمیانگین نمونه را به دست آورده با گشتاور اول مساوی قرار می  «1»گزينه  پاسخ 

t t

TX ~ ln( , ) ln X T ~ N( , ) M (t) e
 

       

2 21
2 2 2 
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n
ln x ln x

T T i
i

E(X ) E(e ) M ( ) e X , E(X ) E(e ) M ( ) e X
n

 
 



            
2

2
1 1

1
22 2 2 22

1 1 2 1
1

1
1 2 

n

i
in

ni
i i

i

X
ln( )

ln X
X

n

X
X

ln( ) n
n ln( )

X







 
  

    
 
 

 
 
    
   
 






4

2
2

1
2

2
2 1

2 1
2

1
1 2 1
2

1
2 2

 

  

 فاارض کنیااد متغیاار تصااادفی    :4مثااالX   براسااا  یااک نمونااه تصااادفی   .دارای تااابع چگااا ی احتمااال زیاار اسااتn تااایی باارآورد

x

i
p( p) x , , ...

f (x ,p)
  

 


11 1  کدام است؟ pیمم درستنمایی برای زماک 2

1 )x 2)
X

1
 3 )x 1 4 )

x 

1
1

 

 :دهیم:را تشکیل میتاب  درستنمايی «  2»گزينه  پاسخ i
n n

x n nx n
i

i i

L(p) f (x ,p) p( p) p ( p)
 

 

     
1

1 1
1 1 

را محاسعبه کنعیم. همچنعین در     p̂مشتق گرفته و مساوی صعفر قعرار دهعیم و سعپس     pتوان از تاب  درستنمايی نسبت به ، میpبرای يافتن مقدار مناسب 

گیعريم و مسعاوی صعفر قعرار داده و     ه پارامتر مجهول مشتق معی توانیم لگاريتم طبیهی گرفته و سپس نسبت ببسیاری از موارد، ابتدا از تاب  درستنمايی می

 آوريم:را به دست می p̂مقدار
d n nX n

ln(p) n ln p (nX n)ln( p) l (p) ln(p)
dp p p


         


1

1
 

n np npX np n( pX) ˆPX P
P( p) P( p) X

   
       

 

1 1
1

1 1
 

  

 8/، 6/هایفرض کنید یافته  :4 مثال ،/ تایی از توزیعی باا چگاا ی احتماال زیار     4مقادیر مشاهده شده یک نمونه تصادفی  4/و  5/، 1

 کدام است؟ د. برآورد حداکثر درستنمایی پارامتر نباش
x

f (x) x    
 2
2

1
1

 

1 )/1 2 )/48 3 )/5 4 )/8 

 :دهیم:تاب  درستنمايی را تشکیل می  «1»گزينه  پاسخ 

n
n

in
i

i n
i

x

L( ) f (x )
( )





  



 1

2
1

2

1
 

)Lبرای اينکه ) نسبت به ماکزيمم شود بايد21 مینیمم شود بنابراين کهاين بايد ماکزيمم شود و با توجه بهx ماکزيمم ،    بعا مینعیممx 

n ،است يهنیبرابر 
ˆ min(X ,X ,...,X )  1 2. ˆ min( / , / , / , / , / ) /  6 8 1 5 4 1 

  

 فرض کنید  :4مثالnX ,X ,...,X1 x باشد: مقابلیک نمونه تصادفی از توزیع  2 ;        

x

if (x , ) e ;

 

  21
2

 

 ؟کدام است پارامتر (M.L.E)ییبرآورد ماکزیمم درستنما

 ( مد نمونه4 ( بزرگترين مقدار نمونه3 ( میانه نمونه2 ( میانگین نمونه1

 :تاب  درستنمايی به صورت روبرو است:  «2»گزينه  پاسخ 
i

n x
n

i
i

L( ) f (x , ) ( ) .e
 




   

1
2

1

1
2

 

)(L  مم است که مقدارزمانی ماکزي
n

i
i

x



 
1

n(Xافتد کهدانیم که زمانی اين اتفاق میمینیمم گردد و می  ,...,X )1medˆ . 

 جاهاي ديگر
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  فرض کنید  :7مثالnX ,....,X1  یک نمونه تصادفی از توزیعی با تابع چگا ی احتماال

x

e x ,f (x, )





     



1
برآوردگار   باشاد،  

Vماکزیمم درستنمایی  (X)  واریانم(X کدام است؟ )  

1)S2 2 )X2 3 )
n

i
i

x x
n




2 2

1

1
 4 )

n
S

n

 21
 

 :اگر    «2»گزینه  پاسخX  دارای توزي  نمايی با میانگین :باشد آنگاه
x

x
f (x) e , E(X) ,V(X)







    

 

21
 

 دهیم:کنیم تا تاب  درستنمايی حاصل شود سپس لگاريتم گرفته، مشتق گرفته و مساوی صفر قرار میبار در خودش ضرب می nتاب  چگالی احتمال را 
n

xi
i

n

n n

(x x ... x ) i in
i i

i n
i

x x
d ( ) n ˆL( ) f (x ) e Ln (L( )) ( ) nLn X




   

 




 
               

   

 


1

1 2
1 1

2
1

1
 

Var(X)ˆˆ اکنون طبق قضیه زهنا: (X )  2 2 

 
 

 فرض کنید ظرفی شامل :8مثال  تا 1ملره است که از مند به برآوردگذاری شده است. علاقهشماره نمونه  هستیم. یکn ایی با جایگذاری از ت

 دست آورید.ه را ب برای پارامتر M.Mکنیم. برآوردگراین ظرف انتخاب می

 :از برابری گشتاور اول و امید رياضی داريم: پاسخ MME(X) M X X
 

     1 1
1 1

2 1
2 2

 

nmax(Xاز طرفی ,X ,...,X )  1 max(X(n)در اين صورت يك برآوردگر مناسب عبارت است از  2 , X )2 1. 

  

 فرض کنید :9 مثالX1 وX2 وX3 وX4 یی از یک جامعه با میانگینیک نمونه تصادفی چلارتا  یاک  زیار کادام   هاای از برآوردکنناده  .باشاد

)برآوردکننده نااریب )  با واریانم کمتر است؟ 

1)
X X X X  1 2 3 42 2

4
 2)

X X X X  1 2 3 42 2
6

 3)
X X X 1 2 3

3
 4)

X X X X  1 2 3 4
2

 

 :يك برابر با پارامتر کنیم که کداسگیريم و بررسی میها امید رياضی میاز گزينه «2»گزينه  پاسخ ها واريانس گرفته، هر کداس سپس از آن باشد.می

 واريانس کمتری داشت برآوردکننده بهتری است.

X X X X X X X X
E( ) , Var( )

                
      

2 2 2 2
2 21 2 3 4 1 2 3 42 2 2 22 2 4 4 5 1

6 6 6 36 18 36
 

X X X X X X X X
E( ) , Var( )

       
    

2 2
21 2 3 4 1 2 3 42 2 4 9

4 4 16 4 36
 

X X X X X X
E( ) , Var( )

    
    

2
21 2 3 1 2 3 12

3 3 3 36
 

 ( دارای واريانس کمتری است. 2ها گزينه )باشند و از بین آننااريب می 3و2و1های بنابراين برآوردگرهای گزينه

 
 

 فرض کنید :10مثالnx ,... ,x ,x2 اگار آمااره   .باشاد  2و واریاانم  تایی از یک جمعیت نرمال با میانگین nیک نمونه تصادفی  1
n

i
i

U X




1

 

و
n

i
i

W X



 2

1
 : باشد برابر است با 25ای که برآوردکننده نااریبتعریف شود. آماره 

1)

U
(W )

n

n





2
5

1
 2)

(W U )

n(n )





25
1

 3)
(W nU )

n





25
1

 4)
(W U )

n





25
1

 

 جاي ديگر



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  آمار احتمالات 00

 :دانیم ابتدا می«  1»گزينه   پاسخE(S )  2 )Eبنابراين  2 S )  2 25  25يك برآورد کننده نااريب بعرای   S25و اين به مفهوس آن است که  5

 دهیم:مقدار آن را قرار می S2است. اکنون به جای 
n n

i i
i i

(W U )
nS X ( X )

n n n
 

 
   

   
 

2
2 2 2

1 1

1
51 1

5 5
1 1

 

  

به ازای چه مقداری از   :11 مثالk  برآوردکننده
X

g(X)
k

 برای  برآورد کننده نااریب با تابع احتمال زیر است؟ 

x
f(x) ( ) x ,

   11 1 

1 )
1
2

 2 )1  3 )2  4 )8  

 :نويسیم: شرط نااريبی را می  «2»گزينه  پاسخ E(X)X
E( ) E(X) .

k k k


      

1 1
k 1 

  

اگر   :12 مثالnX ,X , ,X1  نااریب است؟ های زیر برای یک از برآوردکنندهباشد کدام ای د خواه با میانگینای تصادفی از جامعهنمونه 2

1 )

n

i
i

(X )

ˆ
n





 


1

1

2 1

 2 )

k n

i i
i i k

X X

ˆ ( )
k n k

    


 
1 1

2
1
2

 

3 )

n

i
i

(X )

ˆ
n





 


1

3

2 1

 4 )

k n

i i
i i k

X X

ˆ ( )
k n k

    


 
1 1

4
1
2

 

 :همان میانگین نمونه است چرا که: 4شويم که گزينه با کمی دقت متوجه می  «4»گزينه  پاسخ 
k n

i i
i i k

X X

ˆE( ) E( ) E(X X ) ( )
k n k

           


 
1 1

4 1 2
1 1 1
2 2 2

 

  

 دفرض کنی :13 مثال
iid

X , X , X ~ N( , )1 2 3  یک از برآوردگرهای زیر کاراتر است؟کدام .باشد 4

1)U 2)V 3)U2 4)U V2 U X 
V X X X  3 2 13 

 :شويم که ابتدا متوجه می«  1»گزينه   پاسخU  وV کنیم:ها را محاسبه میدو برآوردکننده نااريب هستند، اکنون واريانس آن 

E(U) E(X) , E(V)    3 

U  کاراتر ازV .است var(U) var(X)
var(U) var(V)n

var(V) var(X ) var(X ) var(X )


  

  

       

2

3 2 1

4
3

9 9 4 4 4 44

 

 

U  ،33  برابر کاراتر ازV است. 
Var(V)

e(U,V)
Var(U)

  
44

33
4
3

 

  

 متغیر تصادفی  :14 مثالX با میانگین و واریانم2 یدو نمونه تصادفی مستقل با اندازه .م روض استn1 وn2 هاای میانگین دارایX1 وX2 

Xدر عبارت aحداقل باشد  Xهستند. اگر بخواهیم واریانم aX ( a)X  1 aکه در آن 21   است، برابر است با: 1

1)
n

n n

2

1 2
 2)

n

n n

1

1 2
 3)n2 4)n1 
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 :واريانس   «2»گزينه  پاسخX دهیم:را تشکیل می 

 
a ( a)

Var(X) a Var(X ) ( a) Var(X ) a . ( a) ( )
n n n n

  
        

2 2 2 2
2 2 2 2 2

1 2
1 2 1 2

1
1 1 

  گیريم:مشتق می aاکنون نسبت به پارامتر 

ndVar(X) a ( a)
( ) an n an a

da n n n n


         



2 1
2 1 1

1 2 1 2

2 2 1
 

  

دو برآوردکننده   :14 مثال̂1  و̂2 های زیر را در نظر بگیرید،با ویژگیˆ ˆ ˆ ˆvar( ) , var( ) , E( ) , E( )           2 1 1 25 9  آنگاه:   6

1 )̂2 2 تر است چون کاراتر است.مناسب )̂1 تر است زيرا يك برآوردکننده نااريب است. مناسب 

3 )̂1 مناسب( تر است چون میانگین مجذور خطای آنMSE  .کمتر است ) 4 )̂2 مناسب( تر است چون میانگین مجذور خطای آنMSE .کمتر است ) 

 :4»گزينه  پاسخ   » 

 ̂1 نااريب استˆ ˆbiase( ) E( )     1 1 

̂2 اريب استˆ ˆbiase( ) E( )     2 2 6 

 ه صورت زير است: اريب است بنابراين بهترين ملاك مقايسه استفاده از میانگین مجذور خطا ب ̂2نااريب و  ̂1آماره 

ˆ ˆ ˆMSE( ) var( ) E( )
ˆ ˆMSE( ) MSE( )

ˆ ˆ ˆMSE( ) var( ) E( ) ( )

         
   

        

2 2
1 1 1

2 12 2
2 2 2

9 9

5 6 86
 

 شود. ترجیح داده می ̂2نااريب است ولی ̂1بنابراين با وجود اينکه

  

چنانچه  :14 مثالˆ X
n

  
1

 این برآوردکننده برابر است با:  MSEن جامعه باشد مقدار ای از میانگیبرآوردکننده 

1 )xn

n

 2

2
1

 2 )x

n

 2 1
 3 )x

n

 2 1
 4 )xn

n

 2

2
1

 

 :از رابطه  «1»گزينه  پاسخMSE کنیم: استفاده می 

E(X )
n

ˆ ˆ ˆ ˆMSE( ) var( ) ( ) var( ) ( E( ) ) var(X) ( )
n

 

           2 2 2

1

1
 

n

n n n

  
 

2 2

2 2
1 1

 

 :برآوردگر  تعریف̂  را يك برآوردگر سازگار برای پارامتر یم هرگاهيگو
n

ˆlim MSE( )


  

  

فرض کنید  :17 مثالX ک متغیر تصادفی نمایی با تابع چگا ی ی
x

f (x) e





1
)است. اگر فاصله   ,kX)    یک فاصاله اطمیناان% ( )1 1 

 کدام است؟ kباشد  برای 

1  )Ln( )1 2  )
Ln( )

1
1

 3  )Ln( ) 1 4  )
Ln( )





1
1

 

 :دهیم:طبق تهريف فاصله اطمینان گفته شده در بالا پارامتر را در فاصله داده شده قرار می«  4»گزينه  پاسخ  

k

x x

k

k

P( kX) P(X ) e dx e e Lne Ln( ) Ln( ) k
k k k Ln( )






 
 



 
                 

 

1
1 1 1 1

1 1 1
1

 

 اريبی

 اريبي



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  آمار احتمالات 05

اگر   :18 مثالX  یک تک مشاهده از توزیعx
f (x; ) e x

     باشد که در آن  است، اگر(X, X)2    یک فاصله اطمیناان بارای


1
 

 باشد در این صورت ضریب اطمینان برابر است با:

1  )e ( e )
 



1 1
2 21 2  )e ( e )




1
12 1 3  )e e




1
12 4  )e e

 


1 1
2 4 

 :طبق تهريف فاصله اطمینان، احتمال فاصله داده شده را برابر با «  1»گزينه  پاسخ1 دهیم:قرار می 

x xP(X X) P( ) p( X ) f (x)dx e dx e e e e ( e )
X X

 

 

   
  



                 
    

1 1

1 1
2 2

1
1 1 1

12 2 2

1
2

1 1 1 1 1
2 1

2 2
 

  

اگر   :19 مثالnX ,X ,...,X1 )Nای تصادفی از توزیع نمونه 2 , ) 2  باشد( a b)  امید ریاضی طول بازه اطمینان زیر کدام است؟ 
n n

i i
i i

( (X ) , (X ) )
b a

 

  2 2

1 1

1 1
 

1  )
n

(b a)
ab




2
 2  )(b a)

nab




2
 3  )(b a)

n




2
 4  )(b a) 2 

 :طول هر بازه برابر است با انتها منهای ابتدا:« 1»گزينه  پاسخ i i(X ) (X )
L

a b

 
  

 
2 2

 طول بازه اطمینان 

 دانیم که:  می
n

i i
i ( ) (n)

i

X XX
X ~ N( , ) Z ~ N( , ) Z ( ) ~ ( ) ~



 
        

  


2 2 2 2 2 2
1

1
1 

n n
i

i
i i

(X )
E( ) n E( (X ) ) n ( )*

 


     


 

2
2 2

2
1 1

 

 گیريم:اکنون از طول بازه اطمینان امید رياضی می

n n
i i

i i
i i

* *

(X ) (X )
E(L) E( ) E( ) E( (X ) ) E( (X ) ) .n .n

a b a b a b
 

 
          

 
 

2 2
2 2 2 2

1 1

1 1 1 1
 

n (b a)
n ( )

a b ab

 
   

2
2 1 1

 

  

اگر متغیر  :20 مثالX   دارای توزیع نمایی با چگا یx
f (x) e x

     ای باشد و از این متغیار نموناهn       تاایی اختیاار شاود کادام یاک از

 باشد؟می های زیر یک تابع محوری برای گزینه

1  )X 2  )
X


 3  )X 4  )xe1 

 :آوريم؛ هر کداس به ها را به دست میتوزي  هر کداس از گزينه« 4و3»گزينه  پاسخ      اش بستگی داشته باشد تابهی محوری نیسعت و هعر کعداس توزيع
 وابسته نباشد يك تاب  محوری است: باشد و به  مستقل از 

Y XY X F (y) P(Y y) P(X y) P(X y ) F (y )           

1 1

 «1»گزینه اگر:  

.y y
Y Xf (y) y f (y ) y . e y .e

 


 
        

 

1 11 1 1 1
1 11 1

 

 تواند يك تاب  محوری باشد.بستگی دارد بنابراين نمی توزي  گزينه اول به پارامتر 

Y X
X X

Y F (y) P(Y y) P( y) P(X y) F ( y)          
 

 «2»گزینه اگر :  

Y Xf (y) f ( y)   

 رابطه رابطه

 بعاز روش تا

 توزيع

 Yاز دو طرف نسبت به 

 کنیممشتق گیری مي

 از روش تابع توزيع

 yاز دو طرف نسبت به 

 کنیمگیری ميمشتق
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, n , n , n , n

, n , n

P( n x ) P( ) L , U
nx nx nx nx
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 تواند تاب  محوری باشد.اين گزينه نیز نمی

y y. e e    2 

Y Y X
y y

Y X F (y) P(Y y) P( X y) P(X ) f (Y) f ( )           
  

1
 «3»گزینه اگر : 

  بستگی ندارد به 
y

. y xy y
Y. e e f (y) e

      


1
 

Y باشدو میبه صورت روبر yيهنی توزي   X ~ exp( )  1  

 X X X X
Yy e F (y) P(Y y) P( e y) P( e y ) P(e y)                 1 1 1  «4»گزینه اگر : 1

Ln( y)
(

Ln( y)
X

Ln( y) Ln( y)
P( X Ln( y) P(X ) F ( ) e e y y


 


  

               
 

1
11 1

1 1 1 1 1 

 

Yf تواند تاب  محوری باشد.بنابراين اين گزينه نیز می (y) 1 

ینان بر اساس آن را توضیح خواهیم داد. با توجه به تهريف فاصعله اطمینعان و بعا    پس از مهرفی تاب  محوری و مشخص کردن آن، طرز به دست آوردن فاصله اطم

P(a)که لزوماً يکتا نیستند( را چنان بیابیم که  bو  aتوانیم اعداد توزي  مشخصی است می Qکه توزي  توجه به آن Q b)   1  از حل نامسعاوی .

a Q b   بر حسب پارامتر:پاسخ يکتايی به صورت ، n nL g(X ,...,X ) h(X ,...,X ) U   1 1  

 آيد.به دست می برای  1با ضريب  (L,U)آيد و بدين طريق فاصله اطمینان به دست می

  

فرض کنید :21مثالnX ,X ,...,X1 با چگا ی Xیک نمونه تصادفی از  2
x

e x ;
f (x)

   
 


باشد. یک فاصله اطمینان بارای   

 کدام است؟ پارامتر 

1   )
, n , n

,
nx nx

 


 2 2

2 1 2
2 2
2 2

 
2  )

, n , n

n n

i i
i i

,

X X

 

 

 

 

2 2

2 2
2 2

2 2

1 1

 
3  )

Z Z

,
X X

 


2 2  
 کداس(  هیچ4

 :دانیم در توزي  نمايی تاب  توزي  به صورت می«  1»گزينه  پاسخx
xF (x) e 1 باشد بنابراين:می 

n

i
i

Q LnF(X , ) nx ~ ( n)



     
2

1
2 2 2 

 

 

 

اند. ايعن فواصعل   های مختلف مورد بررسی قرار گرفتهپردازيم که در حالتدر جامهه می Pو  2و  در ادامه به مهرفی فواصل اطمینان برای پارامترهای 

n):  ی بر اساس تواب  محوریاطمینان همگ ) (n )
p p (n )S X X

Z , X ~ , t ~ t , Z ~ N( , )
sp q

n nn

 
   

    


22
2

1 12
1

1        

 کنیم.ها خودداری میاند که در اينجا از ذکر روش اثبات آنبه دست آمده

 

 yاز دو طرف نسبت به  از روش تابع توزيع

 کنیمگیری ميمشتق

 

 از روش تابع توزيع

 yاز دو طرف نسبت به 

 کنیمگیری ميمشتق

 

 ساير جاها
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 این قطعه به دست آوریام  فارض    ای برای میانگین وزنخواهیم یک تخمین فاصلهشود. میای تو ید میدر یک کارخانه خودروسازی قطعه :22 مثال

/و انحراف معیاار  3تایی از خط تو ید این قطعه انتخاب کرده که میانگین وزن این نمونه 49ای کنید توزیع وزن قطعات نرمال باشد، نمونه باه دسات    8

 کدام است؟ 99/ای برای میانگین وزن کل قطعات در سطح اطمیناناست. تخمین فاصلهآمده

1  )( / , / )1 85 2 25 2 )( / , / )1 5 3 5 3 )( / , / )1 4 4 24 4 )( / , / )2 97 3 2 

 :دهیم:ه شده را در رابطه مورد نظر قرار میباشد. مقادير دادمی 3توجه کنید حجم نمونه بزرگتر از   «4»گزينه  پاسخ 

 / / / Z /


       

2

1 99 1 5 2 58
2

 

S S
X Z X Z

n n
     

2 2

    ;     S / 8     ;   X  3   ;   n  49 3 

/ /

/ /

/ / / /
Z Z / /              1 1

2 2
2 58 2 58

8 8 8 8
3 3 3 2 58 3 2 58

7 749 49
 

/ / / /     3 29 3 29 2 97 3 29 

  

 دو نمونه تصادفی :23 مثالn 1 nو 9 2 Xتایی از دو جمعیت نرمال مستقل با 16 1 Xو 64 2 Sو 59 1 Sو 6 2 ارائاه شاده اسات.     5

/یک فاصله اطمینان برای 95 1 با فرض 2  1  کدام است؟ 2

1)( / , / )5 1 5 2 )( / , / )37 9 63 3 )( / , / )1 2 1 5 4 )( / , / )5 12 5 

 :هعا  ها با هم برابرند. همچنین توجه کنید حجم نمونهدر اينجا واريانس دو جامهه نامهلوس است ولی در سؤال گفته شده است که آن«  2»گزينه  پاسخ

 کنیم:باشد. مقادير را جايگذاری میمی 3تر از کوچك

 / ,
,n n

/ / , t t /
 

     
1 2

25 23
2

2

1 95 5 2 69 

p p
(n )S (n )S

S / S / /
n n

     
     

   

2 2
2 1 1 2 2

1 2

1 1 8 36 15 25
28 83 28 83 5 37

2 9 16 2
 

p
,n n

(X X t S )
n n


 

      
1 2 1

1 2 1 2
2 22

1 1
 

( / / ) ( / , / )          1 2 1 2
1 1

64 59 2 69 5 37 37 9 63
9 16

 

  
  ای به حومدر نمونه :24مثالn  i(xمقدار 2 x)  2 ر کادام  درصد، فاصله اطمینان برای انحاراف معیاا   94است. در سطح اطمینان  2

/است؟ , / ,( / , / )   2 2
25 19 975 1932 85 8 9 

1) ( / , / )6 9 22 47 2 )( / , / )2 46 4 74 3 )( / , / )3 25 7 82 4 )( / , / )5 337 7 1 

 :له اطمینان برای انحراف مهیار حاصل شود:گیريم تا فاصدهیم سپس جذر میابتدا يك فاصله اطمینان برای واريانس تشکیل می  «2»گزينه  پاسخ 

/ کنیم()از جدول مشاهده می ,
i

/ ,

/
/

n , (x x) , /
// /


    

       
      




2

25 192
2
975 19

25 32 8522 2 5
8 91 1 25 975

2

 

i
x

(x x)
S /

n


  




2

2 2
1 52

1 19
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( / , / ) ( / , / ) 6 9 22 47 2 47 4 74

,n ,n

(n )S (n )S
( , ) ( , ) ( / , / )

/ /
 

  

 
    

 

2 2
2 2

2 2

1 1 1
2 2

1 1 2 2
6 9 22 47

32 85 8 9
 :فاصله اطمینان

  
 ن ار   14کنیم. مشااهده شاده اسات   طور تصادفی انتخاب میتایی به 4ک موضوع در شلر یک نمونهبرای تعیین درصد موافقین با ی :24 مثال

 کدام است؟ %94موافق موضوع هستند. یک فاصله اطمینان برای موافقین در کل جامعه در سطح 

1 )( / , / )2 5 2 )( / , / )3 4 3 )( / , / )5 7 4 )( / , / )2 8 

 :2»گزينه  پاسخ»  : x تهداد موافقان  // / / Z /


       251 95 5 25 1 96
2

 

p q p q
P Z P P Z

n n
      

2 2

                 ،
x

P /
n

  
14

35
4

 

/ / / /
/ / P / /

 
     

35 65 35 65
35 1 96 35 1 96

4 4
 

/ / / P / / / / P /        35 24 1 96 35 24 1 96 3 4 

  

  هزار ج ت ک ش  1یابد که از کلگر در میتعیین کند. تحلیل خواهد سلم فروش ک ش گام را در بازار فروش ک شگری میتحلیل :24مثال

Z) ای چگونه است؟ای و فاصلهج ت از نوع ک ش گام بوده است. برآورد سلم فروش ک ش گام بصورت نقطه 12فروخته شده / ) 

2

2 33 

)و 12/ (1 / , / )112 )و 15/ (2 127 / , / )141 )و12/ (3 172 / , / )112 )و 15/ (4  199 / , / )11 2 2 

 :باشد: صورت روبرو میکه به ای نسبت جامهه همان نسبت نمونه استبرآورد نقطه  «1»گزينه  پاسخ 
x

P̂ p /
n

   
12

12
1

 

Zو  Pت مقادير ای نسباما برای برآورد فاصله

2

 کنیم:  را جايگذاری می 
p / q p / /

pq
p Z . Z /

n
 

      


   

2 2

12 1 1 12 88

2 23 

/ /
p ( / / ) ( / , / )


  

12 88
12 2 23 1124 1276

1
 

 
 

گیریبرای برآورد نسبت موافقان با موضوعی در یک شلر خطای نمونه :27 مثال/ تاایی باه صاورت    4در نظر گرفته شده است. یک نمونه 4

 ها با موضوع مطرح شده موافقند. حداقل حوم نمونه برای برآورد نسبت کل موافقان چقدر است؟ ن ر از آن 24گیریم که مقدماتی درنظر می

1 )128 2 )138 3)14  4 )144 

 :با توجه به رابطه گفته شده خواهیم داشت:«  4»گزينه  پاسخ // / / Z /


       251 95 5 25 1 96
2

 

x
p / q p / /

n
        

25
625 1 1 625 9375

4
 

p q(Z )

( / )( / )( / ) / ( / )
n n n

/e ( / )



      

2
2 2

2
2 2

625 9375 1 96 6 1 96
144 144

164
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 هفتم فصل مونآز      

 1فرض کنید اx ~ U( , )  به روش گشتاورها کدام است؟ باشد آنگاه تخمین زنندهمی 4

1)x 2)x  8 3)x 2 4 4)x 2 8 

 2فرض کنید اnx ...,x ,x2 ای زیر )آماره( توزیع نمونه باشد حال کدام تابعمی 2و واریانم تایی از جامعه نرمال با میانگین معلوم nیک نمونه  1

 باشد؟می 2یک تخمین زننده نا اریب برای

1)

n

i
i

(x x)

T
n








2

1 2)

n

i
i

(x x)

T
n









2

1
1

 3)

n

i
i

(x )

T
n








2

1 4)

n

i
i

(x )

T
n









2

1
1

 

 3تطرفه برای نسببه منظور برآورد فاصله یک ا (p)  است و قصاد داریام ایان     برآورد شده 4/تایی مقدار 34یک ص ت در جامعه براسا  یک نمونه

 ای کدام است؟جامعه گردد حال حد بالای این تخمین فاصله حد بالا شامل این نسبت واقعی 95%گذاری کنیم که با اطمینانای را طوری پایهبرآورد فاصله

1)/56 2)/24 3)/53 4)/27 

 4فرض کنید اx , x ,x  1 2 33 )Bای با پارامترتایی از یک توزیع دو جمله مونه سهیک ن 2 , )4 حداکثر درستنمایی ایان تاابع   ع باشد حال تابمی

xبه ازای ,x ,x3 2  کدام است؟ 1

1)( ) 6 224 1 2)( )
75 11 3)( ) 7 524 1 4)( ) 5 724 1 

 4ال قبل فرض کنیاد برای بارآوردؤدر سا ا2 تخمیان زنناده

n

i
i

(x x)

n





 

 2

 کدام است؟ ̂2برای MSE2 ایم آنگاهرا در نظر گرفتاه 12

1)
(n )

n

 4

2
2 1

 2)
(n ) (n )

n n

   


4 2

2 2
2 1 1

 3)
( n )

n

 4

2
2 1

 4)
(n )

n

 6

3
2 1

 

 4ایفرض کنید تابع نمونه اn
ˆ f (x ,x ... ,x )  1  است؟صورت کدام گزینه صحیح  باشد در اینمی نااریب برای پارامتر مولول تخمین زننده 2

1)̂2 برای2 .2 اريب است)̂2 برابر̂ .نااريب است 

3)̂2 در برخی موارد برای2 بستگی به شکل تاب  دارد.4 باشد. تواند اريب و گاهی نااريبمی ) 

 7کرد و تایی انتخاب 1میانگین مولول یک نمونه ای برای واریانم یک جامعه نرمال بافرض کنید به منظور تخمین فاصله ا2 کنیم را محاسبه می

 ای باشد؟تخمین فاصلهتواند بیانگر این حال کدام گزینه زیر می

1)

, ,

s s

 


  
 

2 2
2

2 2

9 1 9
2 2

9 9
 2)i i

, ,

(x x) (x x)

 


 
  

 

 
2 2

2
2 2

9 1 9
2 2

 

3)

, ,

s s

 


  
 

2 2
2

2 2

1 9 9
2 2

9 9
 

 

 باشند.هر دو صیح می 2و  1( گزينه 4

 8فرض کنید اx سی با پارامتر مولولهای لازم برای رسیدن به او ین موفقیت دارای توزیع هندتعداد آزمایش  باشاد تخماین زنناده   مای   باا

 است اده از روش گشتاوری کدام است؟

1)ˆ x  2)ˆ x  1 3)ˆ
x

 
1

 4)ˆ
x

  
1

1 

 9فرض کنید اnX ,X ,...,X1 )Pتایی از توزیع nیک نمونه تصادفی 2 ) و   باشد برآوردM.L برایP(x )1  کدام است؟ 1

1)xe 2)xe ( x)1 3)xe ( x)1 4)xe ( x ) 21 
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 10طاول قاد دانشاوویان ایان      درصدی بارای میاانگین   94ی اطمینان اگر طول قد دانشوویان یک دانشکده دارای توزیع نرمال باشد، یک فاصله ا

بااه دساات آمااده  18و 174و  144 و  17و 16باشااد و مقااادیر هااا انتخاااب شاادهتااایی از بااین آن4دانشااکده کاادام اساات؟ اگاار یااک نمونااه 

t/باشد. ( ) / )975 4 2 Z)%و 78 /5 1 64 

1( )2/105 ,15/106) 2( )53/165 ,1716 /) 3( )68/1  ,8/162) 4( )8/105  ,8/185) 

 11کدام گزینه زیر صحیح است؟ ا 

دارای واريانس MLEهای ( تماس برآوردکننده2 باشند.نااريب می MLEهای ( تماس برآوردکننده1
n

2
 باشند.می 

 باشند.هر دو صحیح می 3و 1( 4 در حد سازگارند. MLEهای ( تماس برآوردکننده3

 21برای 99%ی اطمینان یک فاصله 2/2تایی با انحراف معیار  14در یک نمونه  ا2 کدام است؟ 

/ // , /   2 2
995 54 6 32 8  

1( )65/18 ,20/2) 2( )571 / ,24/3) 3()512 /,) 4( )20/18 ,52/6) 

31فرض کنید  اx دارای توزیع نمایی با میانگین باشد تابع حداکثر درستنمایی این توزیع کدام است؟ 

1)
n

x

n
L( ) e


 



1
 

2)ix
L( ) e


   

3)
ix

n
L( ) e



 


1
 

4)
nxL( ) e   

 41تصادفی  متغیر اx پارامترهای مولول, 2 م روض است. به منظور برآورد کردن2  یک نمونه تصادفیn برگرفته و متغیر تصادفی تاییŜ
را  2

کنیم حال کدام گزینه صحیح است؟به صورت زیر تعریف می
n

i
i

ŝ (x x)
n



 2 2

1

1
 

1)ŝ2 يك تخمین زننده، نااريب برای2 2 باشد.می)ŝ2 کاراترين تخمین زننده برای2 باشد.می 

 يك تخمین زننده نااريب مجانبی است. ŝ2(4 باشد.( مقدار تورش اين تخمین زننده مثبت می3

 14با م روض بودن یک نمونه  اn ای با چگا یتایی از جامعهf (x, ) ( )x x
    1  به روش گشتاورها کدام است؟ برای ایبرآوردکننده 1

1)
xˆ

x


 



1
2 1

 2)
xˆ
x

 


2
1

 3)ˆ x  2 1 4)
xˆ

x


 



2 1
1

 

 14متغیر تصادفی اX توزیع نرمال با میانگین نامعلوم و واریانم2 دارد. نمونهX ,X ,X3 2 م با چه احتماا ی دسات   کنی گیریم و مایلیم تعیینرا می 1

از توزیع فوق در بازه 95/کم , s  Sگیرد. برای تعیین این احتمالقرار می 2
Zرا واریانم نمونه بگیرید و فرض کنید 2 / /5 1  است؟ 645

1)/4916 2)/712 3)/5 84 4)/66 5 

 17متغیر تصادفی  اX دارای توزیع نرمال با میانگین ص ر و واریانم مولول2 گیاریم و  این توزیاع را مای   تایی از 24باشد. یک نمونه تصادفی می

Sو Xهای تصادفیمتغیر
)Pهآوریم. اگر رابطرا به دست می 2 X / S) / 5 1 71 F/گاه مقدارباشد آن برقرار 5 ( , )9 24  کدام است؟ 1

1 )30/1 2)/342 3)/585 4)/22 

 18در توزیع هندسی با میانگین  ا  برآوردگرM.L  برای پارامترکدام است؟ 

1 )X 2)
X

1
 3)

X

2
 4)

X2
1

 

19فرض کنید  اnX ,X ,...,X1 )Pتایی از توزیع  nای نمونه 2 )  است برآوردگرM.L  برایP(X ) کدام است؟ 

1 )Xe 2)X 3)
Xe

1

1
 وجود ندارد  (4 

20کدام گزینه صحیح است؟ ا 

,ˆ( همواره 2 ( برآوردگرها حافظ دامنه پارامتر خود هستند.1  .دو دامنه متفاوت دارند 

 تواند صحیح باشد. ( هر سه گزينه می4 ( لزومی ندارد برآوردگرها حافظ دامنه باشند.3
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 فصل هشتم

 «هافرضآزمون »

 های تألیفي فصل هشتمتست
 

 فرضیه« تومان بوده است 5ها در سال جاری حداکثرپراکندگی قیمت»ای بدین صورت مطرح شده است که فرضیه :1مثالH1 کدام است؟ 

1) x 2 5 2) x 2 5 3 )x 2 5 4 )x 2 5 

 :پراکندگی در آمار به مفهوس واريانس است.  «1»گزينه  پاسخH1 تومعان   5تواند تساوی داشته باشد. به کلمه حعداکثر توجعه کنیعد، حعداکثر     نمی

x دهیم.قرار می Hتومان يا کمتر بنابراين، آن را در  5يهنی 

x

H :

H :

  


 

2

2
1

5

5
 

  

 فرض کنید که :2مثالX    متغیر تصادفی باا چگاا ی احتماا ی

x

e xf (x)





  



1
باشاد بارای آزماون      در برابار   1  2 

nای به حوممشاهده  Xاختیار شده است اگر 1 1  کدام است؟ و کنیم. مقادیررا رد می Hباشد، فرض 1

1 )e ,e




1
121 2 )e ,e  1 11 3 )e ,e 1  1( صفر و4 2

  :طبق تهريف« 1»گزينه پاسخ و  :خواهیم داشتX1 کنیم: گیری میتوزي  نمايی دارد، برای محاسبه احتمال روی فاصله خواسته شده انتگرال 

x x x

H ) p(X | ) e dx e dx e (e ) e
     


          

 
1 1

1
11 1 1

1
1 1

1 1
11

p(Hرد|درست باشد  

X1 کنیم:گیری میتگرالتوزي  نمايی دارد، برای محاسبه احتمال روی فاصله خواسته شده ان 

H ) p(X | )   1 1 p(Hپذيرش |نادرست باشد 2  

x x x

e dx e dx e e e
    
        

 
1 1 1 1

2 2 2 211 1
1 1

2
 

  

 ای شاملجعبه :3مثالn  خواهیم بدانیمیی )بدون جایگذاری( میتا 3ملره سیاه است. براسا  یک نمونه تصادفی  4ملره س ید وH : n  یاا   3

H : n 1 nاست. اگر فرض 4   کنیم توان آزمون کدام است؟ملره سیاه رد  2را با مشاهده حداقل  3

1 )
5
84

 2 )
25
57

 3 )
32
71

 4 )
18
53

 

  :طبق تهريف توان آزمون خواهیم داشت:« 1»گزينه پاسخ H Hرد |درست باشد 1( ) p(H1 پذيرش |درست باشدp(H 1توان آزمون 

n)مهره سیاه مشاهده کنیم. توان يهنی تحت 2کنیم که حداقل را زمانی رد می Hفرضیه )H  حداقل دو مهره سیاه بیرون آيد.  14

 مهره سفید: 1مهره سیاه مهادل است با بیرون آمدن حداکثر  2حداقل 

Nهای استخراج بدون جايگذاری دارای توزي  فوق هندسی با پارامتر 3فید در های متهداد مهره Xدر نتیجه 9  ،M  nو  4  3 : 

P(X ) p(X ) p(X )

     
     
     

       
   
   
   

4 5 4 5

3 1 2 5
1 1

9 9 84
3 3

 

 ساير جاها
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 هایخواهیم تنلا از یک مشاهده است اده کنیم و فرضیهمی :4مثال
H :

H :

 


  1

1
1

داشاته باشاد و    توزیع نمایی با میانگین Xرا آزمون کنیم اگر 

Xناحیه بحرانی به صورت } Cیا8 {X | X  باشد خطای نوع دوم به ازای 12   کدام است؟ 2

1 )/ 1 2 )/ 2 3 )/ 3 4 )/ 4 

  :2»گزينه پاسخ» 
x

f (x) e x

 



1
 

 خواهیم داشت: شود. طبق تهريفپذيرش می Hآنجايی است که شود، پس مکمل رد می Hبحرانی جايی است که  ناحیه

x x

H ) P ( X ) e dx e /
 

     
12

8
2 2

2
121

8 12 2
82

P(Hپذيرش|نادرست  

  

 فرض کنید متغیر تصادفی  :4مثالX  پارامتردارای توزیع نمایی با هاای طبق  م نیمن ا پیرسون برای فرض .باشد  
H :

H :

 


  1

2

1
براساا  یاک    

nنمونه تصادفی  /تایی و خطای نوع اول 1   کدام است؟ناحیه بحرانی  5

1)i
i

x /




1

1
5 2)i

i

x /




1

1
1 9 3)i

i

x /




1

1
1 9 4)i

i

x /




1

1
5 

 :ابتدا تاب  درستنمايی را تحت   «3»گزينه  پاسخH  وH1 ها را طبق لمِ بالا از تشکیل داده سپس نسبت آنk دهیم:بزرگتر قرار می 

i i
i

x xn x

i
i i

L( ) L( )
L( ) f (x , ) e . e K K e K

L( ) L( )


   

 

 


           

 
 

11
21 11

1 1

1 1
2

2
 

صورت بنابراين ناحیه بحرانی به
i

i

x K

i i i~
i i i

e K( ) x Ln (K. ) x K C x| x K

 


  

   
          

  
  

1

1

1
1 1 12 1 1

1 1 1

1
2 2

2
    

)اکنون طبق تهريف احتمال خطاهای نوع اول  باشدمی ) :خواهیم داشت 

iH
i

P x K



  
    

  

1

1
 

 

i
( n)

n

i ( ) i~
i i

x
X ~ exp( ) ( , ) x ( , ) x ( , ) ( ) ~

/ P ( X K ) P K K / C x | x /
 


           

  

  
             

    
 

2 2
2

1
2

2 2
1 1

21 2 1
1 11 1 2

2

2 2
5 1 9 1 9

 

  

 فرض کنید   :4مثالnX ,X ,...,X1 |x| یک نمونه تصادفی از توزیع با چگا ی احتمال روبرو باشد. 2
f (x) e


1
2

؛      
x

f (x) e





21
2

1
1

2
  

Hمند به آزمون علاقه :f f  در مقابلH :f f1  هستیم. ناحیه بحرانی به روش  م نیمن ا پیرسون کدام است؟ 1

1 )i| x | c  2 )i(| x | ) c  21 3 )i(| x | ) c  21 4 )i(| x | ) c  21 

 :دهیم: های درستنمايی را تشکیل میطبق لم نیمن پیرسون تاب «  3»گزينه  پاسخ 

:تاب  درستنمايی تحت  H1 
nn

(x) i i
i

L( ) f f (x ) ( ) exp( x )





      1
22

1 1
1

1
2

2
 

:تاب  درستنمايی تحت  H 
n

n
(x) i i

i

L( ) f f (x ) ( ) exp( x )




    
1

2 
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n

in
(x) ( ) ii

n n
(x) ( )

ii
i

exp( x )
f L exp( | x |)

k k K
f L

exp( x )( ) exp( x )


  

 






     

  



1 1

1
1

222
1

2

11
2 22

 )طبق لم نیمن ع پیرسون(

i iexp { x x } K
K

     
2

2
1

1 1
2

 

n
i i( ) exp{ (| x | ) n } k exp{ (| x | ) n } k         




2
2 2 2

1 2
2 1 1

1 1
2 22

 

n n

i i i
i i

C

n n n
{ ( x ) Lnk ( x ) Lnk ( x ) (Lnk )

 

               
2 2 2

2 2 2
1 1

1 1
1 1 1 2

2 2 2 2 2
 

  

 فرض کنید   :7مثالX :دارای یکی از توابع چگا ی احتمال روبرو باشد x IR f (x) x IR
( x )

  
 

1 2
1

1
x؛      

f (x) e




21
  

Hدر آزمون  : f f  در برابرH : f f1  کدام است؟ ترین آزمون اندازه ناحیه بحرانی پرتوان 1

1 )( ),X  2 2
1 1

1
2

 2 ),X  2 2
1 3 ),X  2 2

1
1
2

 4 ),X  2 2
1 1 

 :درستنمايی را تحتپیرسون استفاده کرده تاب ناز لم نیم«  3»گزينه  پاسخ  H  وH1 دهیم.تشکیل می 

x

x

e
L( ) x

k Ln( x ) x k ' x Ln( x ) k '
L( )

e
( x )



 
           



 

2

2

2
2 2 2 2

1
2

1
1

1 1
1

1

 

xاز طرفی چون  21 )Lnباشد بنابراين می1 x ) 21 توان نتیجه گرفت پس میx k"2 توجه کنید که:  اما 

,k"   2 1
1
2( )) P(X k") P( X k") P( k")      2 2 2

12 2 Hرد2 ( ) f
X

X N( , ) N( , ) X P (H     2 2
1

1
1 2

2 1
2

 

  

 ترین آزمون برای آزمون ناحیه بحرانی پرتوان  :8مثالH : x f(x) x Hدر برابر  56 : x g(x) x 2
1 خطای نوع اول با احتمال  3 

1
64

 

 کدام است؟

1 )x 
1
2

 2 )x 
1
8

 3 )x 
1
4

 4 )x 
1
2

 

 :نیمن پیرسون  با توجه به لم«  4»گزينه  پاسخ
f (x)

f (x)1
 دهیم: یل میرا تشک 

x k ' x k k    3 ناحیه بحرانی      3
f (x) x

x k x k '
f (x) x

     
5

3 3
2

1

6
2

3
 

k
H ) P(x k | f f ) x dx


    

5 1
6

64
P(Hرد فرض  |درست باشد   

kx (k ) k x
        6 61 1 1 1

64 64 2 2
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باا فارض نرماال      9و  14و  11و  13و  19و  8و  7و  12: ه صورت روبرو بوده استتایی از نمرات دانشوویان در در  آمار و احتمال ب 8ای نمونه :9مثال

 خواهیم آزمون روبرو را انوام دهیم مقدار آماره آزمون کدام است؟بودن توزیع جامعه می
H :

H :

 


  1

11

11
 

1 )05/10 2 )/ 6 3 )68/6 4 )28/1 

 :مقدار آماره آزمون مناسب با توجه به جدول بالا به صورت  « 2»گزينه  پاسخ
x

t
S

n


 باشد، مقادير مورد نظر در آماره آزمون را محاسبه کرده می

ix کنیم.و در اين رابطه جايگذاری می
x /

n

      
  
 9 16 11 13 19 8 7 12

11 87
8

 

i
( / ) ( / ) ... ( / )

S (x x) / S S / /
n

     
       

 


2 2 2
2 2 21 9 11 87 16 11 87 12 11 87

16 69 16 69 4 8
1 8 1

 

x /
t t /

S /

n

 
   

11 87 11
6

4 8
8

 آماره آزمون مناسب()  

  

 کند. برای افزایش بازدهی ماشین یک وسایله کمکای باه آن اضاافه شاده و      نسخه از متنی را چاپ می 44یک دستگاه چاپ به طور متوسط در هر دقیقه  :10مثال

)کپی در دقیقه بود. آیا این افزایش معنی دار است؟ 48و  47و  44ها گیریگیری انوام شده است. نتایج نمونهسپم در سه نوبت نمونه / )  5 

 شود.رد نمی H (4 مشخص نیست  (3 خیر (2 بلی   (1

 :کنیم: مراحل آزمون فرضیه را به ترتیب اجرا می  «1»گزينه  پاسخ 

  1)      
H :

H :

 


  1

45

45
/( مقدار2ها(    شکیل فرضیه)ت      باشد.می 5

n)( آماره آزمون مناسب با توجه به مهلوس نبودن واريانس جامهه و کوچك بودن حجم نمونه3 ) به صعورت   3
x

t
S

n


  باشعد، مقعدار آن را بعه    معی

آوريم:دست می
x

t t /
S

n

 
    

47 45
3 47

1

3

    

i

i

x
x

n

(x x) ( ) ( ) ( )
S S

n

 
  

     
    

 




2 2 2 2

2

46 47 48
47

3

46 47 47 47 48 47
1 1

1 3 1

 

    صورت زير است:( ناحیه بحرانی به4

,n / ,t t ; t /  1 5 2 2 92 

آمعاره آزمعون   با توجه به اين که مقدار  گیری و مقایسه مقدار آماره آزمون و ناحیه بحرانی:نتیوه( 4

( / )3  شود.گیرد، بنابراين فرضیه صفر رد میشور خورده( قرار میدر ناحیه بحرانی )قسمت ها47
 

  

 هزار ساعت به دست آمده است. با  4هزار ساعت و انحراف معیار  14تایی با میانگین  2ایبرای پراکندگی عمر نوعی قطعه ا کتریکی نمونه :11مثال

 ؟درصد نتیوه آزمون زیر کدام است 4ل بودن طول عمر قطعات در سطح خطای پذیرفتن نرما
H :

H :

  


 

2

2
1

25

25
  

 شود.( فرضیه صفر رد می2 شود.( فرضیه صفر پذيرفته می1

 ( اطلاعات مسئله کافی نیست.4 دارد. ( بستگی به مقدار3

0.05,2,n 1 t 2.92t   
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 :دهیم:ترتیب انجاس میجاس آزمون فرض را بهمراحل ان«  1»گزينه  پاسخ 

1         )
H :

H :

  


 

2

2
1

25

25
 2 )/  5 

         شود:   صورت روبرو محاسبه می( آماره آزمون مناسب به3
(n )S ( )( )

n ,s , /
 

        


2 2
2 2

2
1 2 1 4

2 4 25 12 6
25

 

 صورت روبرو است:( ناحیه بحرانی به4

/ ,
, n

/



   2 2

25 19
1

2

32 /و      85 ,
, n

/


 
   2 2

975 19
1 1

2

8 9 

آمعاره آزمعون   با توجعه بعه ايعن کعه مقعدار      گیری و مقایسه مقدار آماره آزمون و ناحیه بحرانی: نتیوه( 4

( / )12  شود.گیرد، بنابراين فرضیه صفر رد نمیدر ناحیه بحرانی )قسمت هاشور خورده( قرار نمی16
 

  

 تایی از مردان انتخاب و فشار خونشان را  41باشد. یک نمونه میلی متر می 17سال دارای انحراف معیار حدودی  5فشار خون مردان بالای :12مثال

 ار آماره آزمون مناسب برای آزمون واریانم جامعه کدام است؟میلی متر محاسبه شده است. مقد 14کنیم که انحراف معیار نمونه برابر با گیری میاندازه

1) /3 85 2) /3 5 3) 31 4) /31 14 

 :آماره آزمون مناسب برای واريانس يك جامهه به صورت  «4»گزينه  پاسخ
(n )S ( )( )

/
( )

 
   



2 2
2

2 2
1 41 1 15

31 14
17

 د. باشمی 

  

 برای مقایسه میانگین زمان است اده کامپیوتر در ه ته بین دو گروه از دانشوویان اطلاعات زیر باه دسات آماده اسات. در ساطح خطاای                 :13مثال         

n مون کنید.را آز« میانگین زمان است اده کامپیوتر در گروه اول بیشتر از گروه دوم»درصد فرضیه  4 n 1 216 12 

/ /   1 213 2 1 2X X ; 1 244 39 

 :دهیم: ترتیب انجاس میمراحل انجاس آزمون فرضیه را به  پاسخ 

1             )
H :

H :

  


  

1 2

1 1 2
/( 2 ها()تشکیل فرضیه     داری(ی)سطح مهن   5

 شود: صورت روبرو محاسبه می( آماره آزمون مناسب به3
X X

Z /

( / ) ( / )

n n

 
  

 


1 2
2 2 2 2
1 2

1 2

44 39
1 13

13 2 1 2
16 12

 

Z صورت روبرو است:   ( ناحیه بحرانی به4 Z ; Z Z / /   5 1 65 

آمعاره آزمعون   با توجعه بعه ايعن کعه مقعدار       گیری و مقایسه مقدار آماره آزمون و ناحیه بحرانی:نتیوه (8

( / )1  شود.گیرد، بنابراين فرضیه صفر رد نمیدر ناحیه بحرانی )قسمت هاشور خورده( قرار نمی13

  

 کنیم. فارض  گیری میها را پیش از این تغییر و سه ماه پم از آن اندازهدهیم و وزن آنن ر را در یک اردو تغییر مختصری می 4جیره غذایی  :14مثال

 کنیم مقدار آماره آزمون مناسب چقدر است؟ )واحد پوند است(افزایش وزن را آزمون می

1) 65/1 2) /1 79 i 1 2 3 4 5
162 192 138 182 159
166 196 136 19 16

 
3) /3 47 4) /3 47 

 :کنیم، فرضیه به صورتفاده میاز آزمون زوجی است  «2»گزينه  پاسخ
x y d x y

x y d x y

H : H :

H : H :

         
 

         1 1
 باشد. می 

i i id x y , , , ,      4 4 2 8 1 

32.85  8.90  
 Hناحيه پذيرش 

1.65Z 
 

 پيش

 پس
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صورت آماره آزمون مناسب را به
d

d
t

S

n

 کنیم، مقادير محاسبه میd  وdS کنیم:را محاسبه می 

(xوز :)ن پیش از تغییر d x y
       

     
162 192 138 182 159 166 196 136 19 16

3
5 5

 

(y)وزن پس از تغییر : 
d

d
t /

S /

n


 

3
1 79

3 74

5

                   ،i
d

(d d)
S

n


 



 374
1

 

  

 کنیم، نتایج زیار حاصال شاده اسات. بارای      گیری میها را اندازهگیرند عملکرد آنها تحت دو نوع پوشش قرار میده زوج یکسان از نمونه :14مثال

 توان قضاوت کرد؟آزمون فرض عدم وجود ت اوت در عملکرد چگونه می

 پذيريم. فرضیه عدس وجود تفاوت را می (1

 پذيريم. فرضیه عدس وجود تفاوت را نمی (2

 شرايط فرضیات مسئله کافی نیست.  (3

 توان قضاوت کرد. نمی (4

 1نوع  92 84 93 91 93 9 84 89 91 88

 2نوع  88 84 82 9 81 93 87 92 84 84

 

 :دهیم:مراحل انجاس آزمون فرضیه را به ترتیب انجاس می  «1»گزينه  پاسخ  

1             )
x y

x y

H :

H :

  


   1
%(2 ها()تشکیل فرضیه      داری()سطح مهنی   5

id شود:رو محاسبه میصورت روبه( آماره آزمون مناسب به3 : , , , , , , , , ,  4 111112 3 1 3 5 3i i id x y   

d

d
t /

S /

n

  
3

1 81
5 23

1

: آماره آزمون 

i

i
d

d
d

n

(d d) ( ) ( ) ( )
S /

n

     
  

      
  

 




2 2 2 2

4 1 11 1 12 3
3

1

4 3 1 3 3 3
5 23

1 1 1

 

  رو است:  صورت روبهنی به( ناحیه بحرا4

/ ,
,

t t /  25 9
9

2

2 و26
,n

| t | t



1

2

 

 
 

)آماره آزمون با توجه به اين که مقدار  گیری و مقایسه مقدار آماره آزمون و ناحیه بحرانی:نتیوه( 8 / )1 در ناحیه بحرانی )قسمت هاشعور خعورده( قعرار    81

 شود.نابراين فرضیه صفر رد نمیگیرد، بنمی

  

 ای به حومبه منظور مقایسه اسناد ما ی دو شرکت تواری، از شرکت اول نمونه :14مثالn 1 سند را بطور تصادفی انتخااب کارده و ملاحظاه     1

nی اشتباه هستند و از شرکت دومسند دارا 1شود که تعدادمی 2 باشند. مقدار آمااره  سند دارای خطا می 8سند انتخاب گردید که از این تعداد  1

 های اسناد اشتباه در دو شرکت کدام است؟آزمون برای برابری نسبت

1) 
1
2

 2) 
1
3
   3) 

1
4
   4) 

1
5

 

  :صورت ها بهآماره آزمون مناسب برای برابری نسبت  «1»گزينه پاسخ
p p

Z

p q( )
n n






1 2

1 2

1 1
pباشد، مقادير می  ,p1 را محاسبه  pqو  2

,n 1
2

t 2.26




1.81

,n 1
2

t 2.26
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 کنیم:طه جايگذاری میکنیم و در اين رابمی

 
xx

p / , p /
n n

     2
1 2

1 2

1 8
1 8

1 1
 

x x
p / q p / /

n n

 
         

 

1 2

1 2

1 8 18
9 1 1 9 91

1 1 2
 

p p / / /
Z Z /

/
pq( ) / / ( )

n n

 
     

  

1 2

1 2

1 8 2 1
5

4 21 1 1 1
9 91

1 1

 

 
 

 امتیازهای آن هایی گرفته شد و ی مدیریت آزموناداره ارائه شده است که قبل و پم از ارائه این شیوه 3روش جدیدی از شیوه مدیریت در  :17مثال

 به صورت زیر ثبت شد مقدار آماره آزمون برای اثرپذیری شیوه مدیریت کدام است؟

1) 62/15 2) 83/18 i 1 2 3
468 465 456
4 2 394 4 1

 
3) 84/13 4) /1 25 

 :از آزمون زوجی ابتدا  «3»گزينه  پاسخidها و واريانسidکنیم:ها را محاسبه میi i id x y  

i

i

d

1 2 3

66 71 55
 

i i
d

d (d d) ( ) ( ) ( )
d ; S /

n n

      
     

 

 
2 2 2 266 71 55 66 64 71 64 55 64

64 81 85
3 1 3 1

 

d d

d d n
t /

S S /

n

  
64 3

13 54
81 85

 : آماره آزمون 

  
 

 یدتو یدات دو خط تو  :18مثالA وB های دو جامعه های زیر هستند. مقدار آماره آزمون برای برابری واریانمهر کدام دارای توزیع نرمال با ویژگی

 کدام است؟

1) 5/1 2) 2 
A A

B B

n S /

n S /

 

 

2

2

21 33

25 15
 

3) 2/2 4) 68/2 

 :باشد: ها به صورت روبرو میون مناسب برای تساوی واريانسآماره آزم  «3»گزينه  پاسخ A

B

S /
F /

/S
  

2

2
33

2 2
15

 

  

 یک فاصله اطمینان برای قبول فرضیه :19مثال  1  کدام است؟ 2

1 )( , )2 1 2 )( , )
1
2

 3 )( , ) 
1

3
2

 4 )( , )11 

 های آزمون به صورتتوجه کنید که فرضیه« 3»گزينه : پاسخ
H :

H :

  


  

1 2

1 1 2
باشند. اکنون برای قبولمی  1 رد شود و ايعن   Hبايد فرضیه 2

( مقدار صفر را ندارد يا به عبارتی 3است که فاصله اطمینان فاقد نقطه صفر باشد و فقط گزينه )مستلزس آن   1  باشد. 2

  

 

 قبل

 بعد



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  51 احتمالاتآمار و 

 ای به حومای خاص، نمونهن ر در به کارگیری وسیله 3های مصرف شده توسط به منظور مقایسه مدت زمان :20مثالn  اختیار شده است. و بار   4

 کدام است؟ (F)باشد. مقدار عددی آماره آزموناسا  نتایج مشاهدات جدول آنا یز واریانم به صورت زیر می
 

1) 1 

2) 2 

3) 3 

4) 4 

 منبع تغییرات مجموع مربعات درجات آزادی میانگین مربعات

 های )تیمارها(بین گروه 671/  

 ها )خطاها(داخل گروه   

 جمع کل 47/24  

  :برای محاسبه  «3»گزينه پاسخ

trSS

kF
SSE

k(n )





1

1

trk کنیم:به ترتیب همه مقادير مورد نظر در اين رابطه را محاسبه می  df     1 3 1 2 2 

ek(n ) ( ) df     1 3 4 1 9 9  

tr

/

SST SS SSE / / SSE SSE / / F           

1 67
226 67 1 67 26 67 1 67 16 3
16
9

 

  

 کند که دارای طول عمر نرمال با میانگینای تو ید میای تراشهفرض کنید کارخانه :21مثال  ساعت و 5 2 . مادیر  اسات ساعت  1

تایی برابار   1های جدید با توجه به تکنو وژی جدید کارخانه افزایش یافته است. میانگین طول عمر نمونههکند میانگین طول عمر تراشکارخانه ادعا می

/خواهیم با میزانساعت شده است. می 52با   یم:یاین ادعا را بیازما 5
H :

H :

 


  1

5

5
 

کنایم بناابراین ناحیاه    رد مای  H1باه ن اع  را  Hخیلی بزرگ شود فارض  x، است. اگر یافته این آماره یعنی Xآماره پارامتر گرکه برآورددانیم می

Xبحرانی C .است 

 :طبق تهريف مقدار  پاسخ شود. به صورت روبرو محاسبه می H ) / P(X C| )    5 P(Hرد |درست 5  

X C C
X ~ N( , ) X N( , ) / P( ) ( )

n

n

   
      



2 5 5
5 1 5 1

1 1
 

C C
( ) / / C /

 
      

5 5
95 1 65 516 5

1 1
 

 

/بنابراين ناحیه بحرانی با میزان  Xبه صورت 5 / 516 xهعا اکنعون چعون در نمونعه    .باشعد معی  5   بعا میعزان   راHپعس فعرض   بعه دسعت آمعده    52

/  xه بالاای مشابرا تغییر دهیم با محاسبه که اگرکنیم در حالیرد می 5   Hپعس رد  .شعود رد نمعی  Hگیرد و فععرض در ناحیه بحرانی قرار نمی 52

مقعدار از   Pمقعدار اسعت. اگعر    Pاحتمعال يعا همعان    مقدار  رد شود، برابر با Hتوان در نظر گرفت تامی دارد. کوچکترين مقداری که برای بستگی به میزان

P)دار مق Pشود. با روش رد می Hکه پژوهشگر انتخاب کرده است کمتر باشد فرض اين Value)  نیست.برای آزمون ناحیه بحرانی  داشتننیازی به 

 :کمترين مقداری از تعریف گردد،)سطح آزمون( که موجب رد فرض صفر میP مقدار(P Value) .ناس دارد 

  

 در آزمون    :22ثالم
H :

H :

 


  1

1

1
/و سطح آزمون 12در توزیع نرما ی انحراف معیار   nاست. اگر حوام نموناه    5  xو  36  1 باشاد   6

Pمقدار Value  چقدر است؟S /

 3 13 

1 )/ 13 2 )/ 125 3 )/ 257 4 )/ 1245 

  :با توجه به تهريف مقدار «  1»گزينه پاسخp ))خواهیم داشت: )آزمون يك دامنه به راست است )قسمت الف 

P Value P(X | ) P(Z ) P(Z ) P(Z ) /


            
1 6 1

1 6 1 3 3 13
12
36

 

0.95

C 516.5
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 ای انحراف معیاار معلاوم و مقادار آن   فرض کنید در جامعه :23مثال  باشاد بارای انواام آزماون فارض      3
H :

H :

 


  1

12
12

یاک نموناه    

Pباشد، مقدارمی 1244نمونه برابر  شود که میانگینکنیم. ملاحظه میتایی به تصادف از جامعه استخراج می 1تصادفی value  :برابر است با 

/

f (z)dz /



2 17

146 

1) / 1 2) / 3 3) / 5 4) /1 

  :مقدارطبق تهريف  «2»گزينه پاسخ ،P value باشد برابر است با:که آزمون دو دامنه میبا توجه به اين 

 P value min{P(X ) , P(X )}   2 1265 1265 

X
P(X ) P( ) P(Z / ) /

n

 
     



1265 12
1265 2 17 146

3

1

 (1) 

X
P(X ) P( ) P(Z / ) / /

n

 
       



1265 12
1265 2 17 1 146 9854

3

1

 (2) 

P value min{ / , / } / /   2 146 9854 2 146 3 

  

 ای به حومنمونه :24مثالn  xگردد اگار انتخاب می 14ای با توزیع نرمال با واریانم معلوم از جامعه 25  Pباشاد  37 value    بارای آزماون

H : 1 Hدر مقابل 35 :   کدام است؟ 35
/

f (z)dz /



2 5

62 

1) / 62 2) / 87 3) / 82 4) / 124 

  :باشد طبق تهريف داريم:آزمون دو دامنه می  «4»گزينه پاسخ P value min{p(X ),p(X )}   2 37 37 

X
P(X ) P( ) P(Z / ) /

n

 
     



37 35
37 2 5 62

4

25

 (1) 

X
P(X ) P( ) P(Z / ) / /

n

 
       



37 35
37 2 5 1 62 9938

4

25

 (2) 

P value min{ / , / } / /    2 62 9938 2 62 124 

  

 در یک نمونه تصادفی به حوم نمونه  :24مثالn  ,با میانگین و واریاانم مولاول    1 2  مقادارi
i

(X X) /



 
1

1
67 باشاد. بارای   مای  68

های فرض
H :

H :

  


 

2

2
1

4

4
Pمقدار   Value کدام است؟ 

1 )/ 1 2 )/ 2 3 )/ 5 4 )/1 

  :باشد بنابراين:رض موردنظر دوطرفه میتوجه کنید که آزمون ف«  4»گزينه پاسخ 

 
i

i

(X X)
/

S /
n





  



1

2

2 1 67 68
7 52

1 9
 

( )
(n )S /

P Value P(S / | ) P( ) P( / ) /


          


2
2 2 2

92
1 67 68

2 7 52 4 2 2 16 92 1
4

 

  



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  53 احتمالاتآمار و 

 خواهیم آزمونفرض کنید می :24مثال
H :

H :

 


  1

3
3

/داریرا در سطح معنی   واقعااً برابار باا     به عالاوه اگار  در جامعه نرمال تست کنیم.  5

Sدرصد نشود و همچنین واریانم نمونه 1خواهیم شانم رد نکردن فرض ص ر بیشتر ازباشد می 5 ( )2  باشد. مقدار اندازه نمونه کدام است؟می 27

1 )1 2 )125 3 )184 4 )168 

  :دهیم:که آزمون دو دامنه است مقادير مورد نظر را در رابطه زير قرار میبا توجه به اين« 2»گزينه پاسخ 

 / /, , S ( ) , / / Z / , / Z /


              2 2
1 25 15 3 7 5 25 1 96 1 1 28

2
 

(Z Z ) .

( / / ) ( )
n

( ) ( )

  

 
 

  

2 2
2 2

2
2 2

1

1 96 1 28 7
129

5 3
 

طرفه )به چپ يا به راست(های يكدر آزمون( 2
H :

H :

  


   1
يا 

H :

H :

  


   1
 برابر است با: و اندازه نمونه به ازای مقادير مهلوس 

(Z Z ) .
n

( )

  


 

2 2

2
1

 

  

 ن ره از مشتریان یک بانک راجع به رضایت برخورد کارکنان نتایج زیر حاصل شده است: 1ایدر نمونه :27مثال 
 

 رضایت مشتریان خیلی کم کم متوسط زیاد خیلی زیاد

 فراوانی 1 1 1 3 4

 مقدار آماره آزمون  مناسب کدام است؟« بین توزیع مشاهده شده و مورد انتظار )یکنواخت( ت اوت وجود دارد»خواهیم این فرضیه را تست کنیم که می

1) t /12 5 2) Z / 3 45 3)  2 4 4) F /18 5 

 :رو است: های اين آزمون به صورت روبهفرضیه  «3»گزينه  پاسخ 
H :

H :



 1

 

 کنیم:از آزمون کای ع دو استفاده می
i

i i
i

o
e n.p

e
   

1 1 1 3 4 1
1 2

2 2 2 2 2 5
 

 گرفت:فر قرار مین 2رود که به طور متوسط در هر طبقهانتظار می
n

i i
i

i

(o e )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

e




    

       


2

2 2 2 2 2
2 1 4 2 3 2 1 2 1 2 1 2

4
2 2 2 2 2

 

 ( صحیح است.3دو است، پس گزينه )آماره آزمون نیکويی برازش مبتنی بر توزي  خی روش دوم )روش تستی(:
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

بین توزيع مشاهده شده و مورد انتظار تفاوت 

 وجود ندارد. 

بین توزيع مشاهده شده و مورد انتظار تفاوت 

 وجود دارد. 
 

مشاهده 

 شده

مورد 

 انتظار
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 هشتمآزمون فصل  

 1تحلیل واریانم برای مقایسه  ا.............. 

k)جامهه  Kهای ( واريانس1 )1های ( واريانس2 باشد.میK  جامهه(k )  باشد.می2

k)جامهه  Kهای ( میانگین3 )1میانگین 4 باشد.می )K جامهه(k )  باشد.می2

 2است.................. در تحلیل واریانم یکطرفه مدل به صورت ا 

1) ij i ijX

i ,...K , j ,...n

    

 1 1
 2 )ij ijX

i ,....,K , j ,....,n

   

 1 1
 

3 )ijx

i ,....,K , j ,....,n

 

 1 1
 ( هیچکداس 4 

 3در مدل اij i ijx

i ...k , j ...n

     

 1 1
 ی آزادی خطا کدام است؟درجه 

1)k 1 2)nk 1 3)nk k 4)nk(k )1 

 4در مدل اij i ijx     )مقدار )تیمارهاtrSS کدام است؟ 

1)
i

x 2 2 )
i

x 3 3)i
x

x
n nk
 

2
21

 4)ij
X

x
nK

 
2

2 

 4کنید؟ای را پیشنلاد میهبرای این منظور چه آمار .کنیمنمونه انتخاب می 1جامعه از هر جامعه 4به منظور ارزیابی تساوی میانگین  ا 

)(2 ( نرمال1 , )F 5 1 3)( , )F 4 9 4)( , )F 4 45 

 4و 3طرفه، اگر تعداد تیمارها یل واریانم یکدر تحل اSST  SSEو 5   کدام است؟ trSSباشد 18

 ( اطلاعات کافی نیست.4 32( 3 30( 2 05( 1

 7در جدول آنا یز واریانم  اijx T
kn

 2 21
 برابر است با: 

1 )SSE 2 )SST 3 )SStr 4 )MSE 

 8با توجه به جدول زیر درجه آزادی اSSE : برابر است با 

1) 3 2) 13 
i

i

i

A B C D

n

x

S / / /

2 5 6 4
5 1 8 9

2 3 1 1 1 5 1

 

3) 16 4) 15 

 9در سؤال قبل درجه آزادی تیمار کدام است؟ ا 

1) 4 2) 3 3) 2 4) 1 

10در جدول آنا یز واریانم مقدار اSSE :برابر است با 

1)
k

i i
i

(n )S




2

1
1 2)

k

i i
i

n x .




1

 3)
k

i
i

S




2

1
 4)iS2 

 11هاا  تایی از این لامپ 24ای نمونه ،1انمو واری 44کند که طول عمر آنلا دارای توزیع نرمال است. با میانگین تو یدکننده نوعی لامپ ادعا می ا

/تو یدکنناده در ساطح   آیاا ادعاای ایان    .سااعت باوده اسات    5تاایی  24ه نا گرفته شده است متوساط طاول عمار ایان نمو      پذیرفتاه   5

)Fشود؟می / ) / 2 5 62 

 ( اطلاعات مسئله کافی نیست4 توان قضاوت کرد( نمی3 ( بلی2 خیر (1



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  58 احتمالاتآمار و 

 12شود:فرض کنید دانشوویی تقلب نکرده و ی او به اتلام تقلب از امتحان محروم می ا 

 ( خطای نوع دوس رخ داده است.2 ( خطای نوع اول رخ داده است.1

 داری دارد.مهنی( در اينجا قضاوت به نسبت میزان 4 توان قضاوت کرد.( نمی3

 13فرض کنید اX ~ bin( ,p)1 خواهیم آزمون کنیمهای آماری زیر را میآزمون فرض .باشد
H : p

H : p







 1

1
2

3
4

نمونه تصاادفی چلارتاایی    فرض کنید که،  

iاز این توزیع را انتخاب کرده باشیم چنانچه
i

X




4

1
 نوع اول کدام است؟ خطای .کنیمرا رد می Hباشد فرض 2

1)/ 35 2)/ 31 3)/ 67 4)/95 

 14ال قبل خطای نوع دوم کدام است؟ؤدر س ا 

1)/25 2)/ 45 3)/ 52 4)/ 69 

14برای آزمون ا
H :

H :

 


  1

55
55

/بخاواهیم  اگر .کنیمیک نمونه تصادفی انتخاب می 924ای با انحراف معیار از جامعه   و بارای  5  85 

/احتمال خطای نوع دوم برابر با  باشد حوم نمونه کدام است؟ 1

1)5 3)15  /Z /25 1 96 

2)1 4)2  /Z /1 1 282 

 14در آزمون ا
H : H

H : H




 1 1
)اگر  )  تابع توان باشد اندازه آزمون کدام است؟ 

1)
Sup [ ( )]

H

  

 1

1
 2)

Sup [ ( )]

H

  



1
 3)

Sup [ ( )]

H

 


 4)

sup [ ( )]

H

 

 1
 

17تایی گرفته شده است و 11ای ای نرمال نمونهز جامعها اS /2 23 دسات آماده اسات. دربااره    ه با  2
H :

H :

  


 

2

2
1

9

9
تاوان  قضااوتی مای   چاه  

کرد؟
/

( ( ) / ) 
2

5
1 18 31 

 شود.( فرض صفر رد نمی2 شود.( فرض صفر رد می1

8( با4 توان قضاوت کرد.( نمی3 / شود.فرض صفر می 

 81برای ا
H :

H : H

    



1 2 3

1
 برآورد میانگین کل کدام است؟ 

1 )1 

2 )2 

3 )3 

4 )4 

n ,n ,n  1 2 32 3 4 

S ,S ,S  2 2 2
1 2 33 3 2 

x , x , x  1 2 34 2 1 

 91سا م است:  %94آید آیا سکه با احتمال بار خط می 4بار شیر و 6کنیمپرتاب میبار  1ای راسکه ا / , / 2 5 1 3 83 

 توان قضاوت کرد.( نمی4 سالم است. /99( با احتمال3 ( بلی2 ( خیر1

 20فرض کنید اX ,X ,....,X1 2 خواهیمباشد و می 9ای از توزیع نرمال با واریانم نمونه 16
H :

H :

 


  1 1
)اگر. را آزمون کنیم  / ) / 8 باشد  78

صورته و ناحیه بحرانی ما ب c X /   کدام است؟ باشد 6

1)/78 2)/21 3)/34 4)/92 

 نفی
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 21فرض کنید  اx باشد.یک متغیر تصادفی گسسته می 

x x x x x

H / / / / /

H / / / / /

1 2 3 4 5

1

2 3 1 3 1
3 1 3 2 1

 

صورته اگر ناحیه بحرانی ما ب c x ,x ,x 1 3  کدام است؟ باشد 5

1)/2 2)/5 3)/ 6 4)/4 

 22ال قبل مقدارؤدر س ا کدام است؟ 

1)/2 2)/3 3)/4 4)/ 6 

 23توان آزمون  ا(power of test) :عبارت است از 

 ( رد فرضیه نادرست4 ( احتمال پذيرش فرضیه درست3 ( احتمال رد فرضیه نادرست2 ( احتمال پذيرش فرضیه نادرست1

 24بت باقی بماند، با افزایش احتمال خطای نوع اول، توان آزمون:ثر ثاؤاگر کلیه عوامل م ا 

 کند.( تغییری نمی4 يابد.ثابت افزايش می ( با شرط3 يابد.( کاهش می2 يابد.( افزايش می1

 24فرض کنید اnX ,X ,......,X1 ناامعلوم باشاد، بارای آزماون      2و واریاانم  ید ریاضیاز جامعه نرمال با ام  nیک نمونه تصادفی به حوم  2

Hفرضیه :  2  ای کدام است؟تابع نمونه 2

1)
 n S



2

2

1
 2)

i

maxS

maxS

2

2
 3)

minS



2

2
 4)i

i

maxS

minS

2

2
 

 24های زیر از توزیع یک از آزموندر کدام اF توان است اده کرد؟می 

 ( برابری میانگین در دو جامهه2 ( اختلاف بین دو مقدار واريانس1

 واريانس با عددی مشخص ی( برابر4 ( استقلال دو کمیت3

 27احتمال یکسان است با کدام است؟ بندی ا ف و ب و ج دارایکه فروش کالا در سه نوع بسته براسا  اطلاعات زیر، آماره آزمون برای آزمون این ادعا ا 

  ا ف :تعداد کالای فروخته شده  1

  ب :تعداد کالای فروخته شده 8

  ج :تعداد کالای فروخته شده 12

1)
( )

 2
2

8 2)
( )

/ 2
2

4 7 3)
( )

/ 2
3

4 7 4)
( )

 2
3

8 

 28اگر ا
H : p

H : p





 


1

1
2
1
2

/موفقیت مشاهده شده باشد، آماره آزمون و نتیوه آزمون 49آزمایش،  1و از بین   Z)کدام است؟ 5 / )  51 

 شود.رد نمی Hو 5/1( 4 شود.رد نمی Hو 54/1( 3 شود.رد می Hو 52/1( 2 شود.رد می Hو 54/1( 1

 29دو نموناه   .دست مطا عه است قیق برای مقایسه دو روش آزمون دانشوویان با روش متداول یا سنتی و روش آموزش ا کترونیکی یا جدید درتح ا

 دست آمده است.ه مستقل انتخاب و اطلاعات زیر ب

 روش سنتی  روش جديد

n 2 15  n 1 13 

X 2 48  X 1 52 

S 2
2 16  S 2

1 86 

 چقدر است؟ tمقدار آماره آزمون         

1)/15 2)/57 3)/85 4)/55 

 



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  56 احتمالاتآمار و 

 30خطاای ناوع دوم آزماون     گرم باشد 14با انحراف معیار  7/394شود هایی که توسط یک دستگاه اتوماتیک پر میاگر میانگین واقعی وزن قوطی ا

/تایی با 44فرضیه با نمونه تصادفی   Z)/کدام است؟ 5 / )5 1 65 

1)/95 2)/75 H :

H :

 


  1

4
4

 
3)/5 4)/ 5 

 31برای آزمون استقلال سطوح  اA  وB جدول زیر حاصل شده است آماره آزمون کدام است؟ 

B  

2 3 
A 

3 2 
 

1 )32 2 )25 3 )5 4 )4 

 32فرض کنید  اx دارای تابع چگا ی به صورت
x

f (x) e ,x



 


1
حال قصد آزمون فرض .است 

H :

H :

 


  1

1
1

تاایی باه    2براسا  یک نمونه  را 

min(kم که اگراین صورت داری ,k ) 1 2  مقدار خطای نوع اول چقدر است؟ در این آزمون فرض .کنیمرا رد می Hباشد 1

1)/135 2)/368 3)/241 4)/179 

 33ال قبل مقدار توان آزمون به ازایؤدر س ا 
3
2

 چقدر است؟ 

1)/736 2)/264 3)/223 4)/777 

 34فرض کنید اx ای با پارامترهایدارای توزیع دو جمله( , )3 باشد و قصد آزمون فرضمی
H

H :


 


  


1

1
2
1
2

x ذا را داریم.  .x2 دسات  ه را از این توزیع با  1

xدر صورتی که .آوریممی x 1 2 /در احتمال دارد به ازایصورت چقکنیم در اینباشد آنگاه فرض ص ر را رد می 2   فرض ص ر را بپذیریم؟ 4

1)/23 2)/77 3)/87 4)/352 

 34ا x دارای توزیعf (x , ) , x    


1
است به همین منظور قصد آزمون فر ض 

H :

H :

 


  1

2
2

xناحیه بحرانی به صاورت  را داریم و  B1 

/خطای نوع اول چقدر باشد تا ارتکاب Bحال  .باشدیک نمونه از این توزیع می x1شود کهتعریف می  حداکثر آن باشد؟ 1

1)/1 2 )1 3)/4 4)/2 

 34سختگیرانه برخورد کرده است؟ سال است به صورت 4که میانگین عمر یک محصول بیشتر از های زیر در مورد اینکدام یک از آزمون فرضیه ا 

1)
H :

H :

 


  1

4

4
 2)

H

H :

 


  1

4

4
 3)

H :

H :

 


  1

4

4
 4)

H :

H :

 


  1

4

4
 

 37فرض کنید اy ,x تاه شاده بارای    تاایی گرف  14به منظور آزمون استقلال این دو متغیر یک نمونه  .دنباشدارای توزیع توأم نرمال دو متغیره می

 گیریم؟آزمون از چه توزیعی کمک می

 درجه آزادی 13با  t( 4 درجه آزادی 14با  t( 3 درجه آزادی 18( کای مرب  با 2 ( نرمال1

 38فرض کنید  اx ~ P( ) برای آزمون
H : /

H : /

 


  1

5
5

xکنیم اگررا انتخاب می x2و x1نمونه تصادفی   پذیریم در این صورت بص ر را  فرض 1

 کدام است؟ مقدار 

1)e1
5
2

 2 )e 15
1

2
 3)e

1
25 4)e


1
25

2
 

 39ای شامل جعبه اn تاایی و بادون جایگاذاری آزماون     3ی ی سیاه است بر اسا  یک نموناه ملره 4ی س ید و ملره 
H : n

H : n




 1

3
4

را بررسای   

 اید انتخاب شود.ی س ید بملره 2حداقل  Hکدام است؟ برای پذیرش  کنیم.می

1)/41 2)/38 3)/37 4)/45 
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 40اگر اx ~ bin( ,P)5 برای آزمون
H : P

H : P





 


1

1
2
1
2

Cیا 5{ی بحرانی به صورتیاگر ناحیه  {x | x  خطای نوع اول کدام است؟ باشد احتمال 

1)
1
8

 2)
1
16

 3)
1
32

 4)
1
64

 

 41ایم و اطلاعات جدول زیر به دست آماده اسات همچناین   گیری کردهاندازه لامپ یک کارخانه را 1طول عمر ا ix  سرپرسات   2

/ آیا ادعای او در سطح  .ها دارای توزیع نمایی استکارخانه ادعا دارد که طول عمر لامپ  )/پذیرفته است؟  1 ( ) / ) 2
99 4 13 3 

 شود.نمی( رد 1

 شود. ( رد می2

 ( اطلاعات کافی نیست.3

 شود.ای از مواق  رد نمیشود و در پارهای مواق  رد می( در پاره4

 42قرار است آزمون فرضی ا
H :

H :

 


  1

15
15

 تاایی از ایان جامعاه    24 اگر در یک نمونه .انوام دهیم 4را برای میانگین یک جامعه نرمال با واریانم  

 کنیم. سطح آزمون چه مقدار است؟را رد می Hشد 14میانگین نمونه کمتر از 

1)/ / 5 1 2)/ /5 25 3)/ 25 4)/  25 

 43آزمون ا
H :

H :

  


  1
 ای زیر است؟عادل کدام برآورد فاصلهم 

1)X Z
n






2

 2)Z
n




 

2

 3)X Z
n




 4)X Z
n




 

 44فرض کنید  اX دارای توزیع نمایی با پارامتر مولول باشد. حال قصد آزمون
H :

H :


 


  


1

1
4
1
4

منظاور یاک نموناه ساه تاایی       را داریم به همین 

max(x)چنانچه. گیریممی ,x ,x ) )1 2 3  مقدار خطای نوع اول چقدر است؟ حال .کنیممی ردگاه فرض ص ر را گردید آن 3

1)/15 2)/1 5 3)/895 4)/212 

 44فرض کنید  اX ن با پارامترودارای توزیع پواس به منظور آزمون .باشدمی
H :

H :

 


  1

1
1

نامیم و می x1آورده و آن را به دست Xیک مشاهده از  

احتمال دارد مقدار حال چقدر .کنیمباشد فرض ص ر را رد می 2مقدار مشاهده شده کمتر از در صورتی که  
1
2

 را بپذیریم؟ Hباشد و ی ما 

1)/212 2)/ 9 3)/ 14 4)/264 

 44باشد،  4ای آزمایش دو جمله 2اگر تعداد پیروزی در  ا
H : P /

H : P /




 1

5
5

/دار بودن در سطح معنی    فرض ص ر: 5

 شود. قبول نمی1H( 4 ( اطلاعات کافی نیست.3 شود.( رد نمی2 شود.( رد می1

 47یسطح زیر منحنی مربوط به آماره آزمون فرضیه اH  :برابر است با 

  3) 4)1( 2 ( درصد اطمینان فرضیه1

 48طای نوع دوم عبارت است از:در یک آزمون فرض خ ا 

 ( احتمال رد کردن فرض صفر در حالی که فرض صفر درست است.2 که فرض صفر درست است. ( احتمال قبول کردن فرض صفر در حالی1

 ( احتمال رد کردن فرض صفر در حالی که فرض صفر درست نیست.4 که فرض صفر درست نیست. ( احتمال قبول کردن فرض صفر در حالی3

t تعداد طول

t

t

t

t

t

t



 

 

 

 



15 543
15 45 258
3 45 12
45 6 48
6 75 2

75 11
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 49فرض کنید قصد آزمون ا
H :

H :


 


  


1

1
4
1
4

)که دارای توزیع برنو ی با پارامترهای Xبرای متغیر تصادفی  , )1 چنانچاه  .باشد را داریممیx  3 

 زمون کدام است؟کنیم. حال توان این آگردد ما فرض ص ر را رد می

1)x x

x

( )
x





 
   

 

2

11
1 2)x x

x

( )
x





 
    

 

2

11
1 1 3)x x

x

( ) ( )
x





 
  

 

2

11 1 3
1

4 4
 4)x x

x

( )
x





 
    

 

1

11
1 1 

 40در سؤال قبل مقدار سطح اطمینان این آزمون چقدر است؟ ا 

1)/526 2)/474 3)/96 4)/872 

 41ی زندگی در کشور چه ربطی وجود دارد؟با توجه به جدول توافقی در مورد میزان تحصیلات و منطقه ا 

 تحصیلات

 
 شرق غرب منطقه

 11 3  پایین

 8 19  متوسط

 17 11  بالا

/دارتوان وابستگی آنها را در سطح مهنی( نمی1  ( بین تحصیلات افراد و محل زندگی افراد استقلال وجود دارد.2 رد کرد. 5

/دار( در سطح مهنی3 /داری( در سطح مهن4 .اندلاز يکديگر مستق 5  اند.اين دو ناهمبسته 5

 42مربع است. یاک نموناه    مترکیلوگرم بر سانتی1ساخته مدعی است که انحراف معیار مقاومت محصولات او برابر کننده قطعات پیشیک تو ید ا

xحصولات نتایج تایی از این م 1تصادفی   Sو 312 2 ی مقاومت این محصولات دارای توزیع نرمال باشاد، آیاا   اندازه را به دست داده است. اگر 195

/دار را سطح معنی نتایج به دست آمده با ادعای تو یدکننده سازگار است؟  )/بگیرید.  5 ( ) ) 2
975 9 19 

 ( بله سازگار است.1

 ( خیر سازگار نیست.2

/داری ( در سطح مهنی3   بلی 7

/داری( در سطح مهنی4  /خیر ولی در سطح  5   بلی 1

 43تابع توزیع احتمال برای متغیر تصادفی اX :به شکل زیر است 

X b

P

 2 4
1 5 1
4 12 3

 

خواهیم براسا  یک نمونه یکتایی فرضیهمی       
H : b

H : b




 1
Xآزمون کنیم ناحیه بحرانی به صورت را در سطح    کدام است؟ است. مقدار 2

1)/ 1 2)/ 5 3)/ 125 4)/33 

 44خطای نوع اول عبارت است از: ا 

 Hرد بنا حق فرض (H1 4رد بنا حق فرض (H1 3قبول بنا حق فرض (H 2قبول بنا حق فرض (1

 44در یک آزمون فرض ضریب اطمینان برابر است با: ا 

1) 2) 3)1 4)1 
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 نهمفصل 

 «رگرسیون و همبستگي»

 های تألیفي فصل نهمتست

توزیع احتمال توأم دو متغیر  :1مثال(X,Y).را به صورت جدول مقابل در نظر بگیرید 

xبه ازای  Xبر روی  Yتابع رگرسیون    کدام است؟ 2

1 )1 2) 
1
2

 

 ( صفر4 8/1( 3

 :های قبل خوانديم برای محاسبه طور که در فصلهمان«  2»گزينه  پاسخE(Y | X x)  بايد ابتدا تاب  احتمالی شرطیY | X x :را به دست آوريم 

Y|X
X x (x)y

f (x, y) f ( , y) y.f ( , y)
f (y | x) E(Y | X x)

f (x) f ( ) f ( )


     
2

1

2 2
2 2

 

x x

f ( , ) f ( , ) / /

f ( ) f ( ) / /

      
      

1 2 1 2 2 2 1 1 2 1 1 1
1

2 2 2 2 2 2
 

  

فرض کنید تابع چگا ی توأم  :2مثال(X,Y) باشد:به صورت زیر می 

y
e y x

f(x,y)
  

 


 

 کدام است؟ Xبر روی  Yبینی کننده بلترین تابع پیش

1 )x 1 2 )x 1 3 )x2
1
2

 4 )x x2 

 :امید رياضی شرطی خواهیم داشت: )در حالت پیوسته(طبق رابطه «  1»گزينه  پاسخ 
y

x
X X

f (x, y) e
E(Y | X x) y. dy y. dy

f (x) f (x)




    

y به صورت زير است: xتاب  کناری متغیر  y x
x xx

:f (x) e dy e e
         از طرفی 

y
y y y x x

x x x xx x x

e
.E(Y | X x) y. dy y.e dy ( ye e dy) (xe e ) x

xe e e e


      

   


           

1 1 1
1 

  

 های روبرو مقداربرای داده :3مثالˆ ˆ,  کدام است؟  

1 ),
8 4
7 7

 2 ),
8 4
7 7

 3 ), 
8 4
7 7

 4 ),
3 8
7 7

 

 :طبق روابط گفته شده در بالا:«  1»گزينه  پاسخ i iX Y ( ) ( ) ( )       1 5 3 1 4 2 16 

i
i

X
X X

n
      




8
1 3 4 8

3
   ;     

i
i

Y
Y Y

n
      




8
5 1 2 8

3
 

iX  دهیم:قرار می ̂و̂اين مقادير را در روابط     
2 2 2 21 3 4 26 

i i
i ixy

xx i
i

( x )( y )
x yS nˆ

S ( x )
X

n



     



 





2
2

64
16 83

64 726
3

     ;      ˆˆ y X ( ) ( )       
8 8 8 4
3 7 3 7

 

 

Y

X

X
f (y)

Y

/ / / /

/ / / /

f (x) / / /



1 2

1 2 3 1 6
2 1 2 1 4

3 5 2

 ساير جاها

X

Y

1 3 4
5 1 2
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در مدل  :4مثال   i i iy x ،i ها دارای توزیع یکنواخت روی فاصله( ,  کدام است؟  می باشند برآورد حداقل مربعات 1(

1 )

n

i i
i

n

i
i

x y

ˆ

x





 





1

2

1

 2 )

n

i i
i

n

i
i

x y

ˆ

y





 





1

2

1

 3 )
n

i i
i

ˆ x y



 
1

 4 )
n

i i
i

ˆ x y



  2 2

1
 

 :توجه کنید که در روش حداقل مربهات توزي    «1»گزينه  پاسخiبه برآورد  ها ربطی̂ شود:ندارد و برآورد پارامتر به صورت زير انجاس می 
n

i in n n
i

i i i i i i n
i i i

i
i

x y
Q ˆQ (y x ) x (y x )

x



  




          




  



2 2 1

21 1 1

1

2 

  

 در مدل رگرسیون :4مثالi i iY b b X e  1 اگرX 1 وX  2  باشد کدام گزینه صحیح است؟ 1

1)SSE Y Y 1 2 2)SSE Y 15 3)ˆVar(b )  21 2 4)ˆVar(b ) Y Y 21 1 2 

 :مقدار شود و همچنین با توجه به اين واريانس شیب خط به صورت زير تهريف می  «3»گزينه  پاسخxxS :به صورت زير است 

n

xx i xx
xx i

X
ˆVar(b ) S (X X) X S ( ) ( )

XS



              

 


2
12 2

1
21

1 1 1 1
1

1 2 2 2 2
 

ˆVar(b )  21 2 

  

 جدول آنا یز واریانم زیر برای آزمون  :4مثال
H :

H :

 


  1
 کدام است؟ Fباشد مقدار آماره می 

1)  22/3  

2)  48/4 

3)  /5 1 

4) 83/8  

F ? 

M.S d.f S.S منبع 

 xرگرسیون روی  49/4  

 بینی خطای پیش   

 کل 43/7 4 

  :برای محاسبه  «4»گزينه پاسخ

R

E

SS

F
SS

n





1

2

 آوريم:را به دست می ESSربايد مقادير مورد نیاز را به دست آوريم. ابتدا مقدا 

n n n        1 4 5 2 5 2 3      ,         E T RSS SS SS / / /    7 53 4 69 2 84 

R

E

SS /

F /
SS /

n

  



4 69
1 1 5 53

2 84
32

 

  

 باشد: زیرها به صورت این دادههای زیر را در اختیار داریم. چنانچه مدل مناسب برای فرض کنید موموعه داده :7مثال 

      y ( ) e
x

   1
1

 کدام است؟ 1و برآورد ضرایب  

1)b / bو 4 /1 7 2)b / bو 7 /1 4 X

Y /

1 2 3 4
1 5 2 5 2

 
3)b  وb 1 1 4)b 1 وb 1 
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 :با توجه به جدول گفته شده در بالا  ابتدا«  1»گزينه  پاسخX
X

 
1

بنابراين 

X

X /

Y /



1 2 3 4

1 1
1 5

3 4
1 5 2 5 2

 داريم: ̂1و ̂با توجه به روابط 

X Y i ixy

xx

X X i

S X y nX yS
ˆ ˆ ˆ/ , Y x /

S
S X nX



 


  

       


  





1 1
2

7 4 

  

 اشند.بمی زیرصورت ه ای نرمال که بدست از جامعهه با توجه به اطلاعات ب :8مثال 

 i

i

x

y

1 12 14 15 16 2
7 6 8 9 1 12

  

/در سطح  آیاکدام است؟  yو   xضریب همبستگی بین   ی فرضیه 5  دار است؟معنی 

 شود.و رد نمی 94/(4 شود.و رد نمی 99/(3 شود.و رد می 58/(2 شود.و رد می 94/(1

 :کنیم:طبق رابطه گفته شده در بالا ابتدا ضريب همبستگی خطی را محاسبه می  «1»گزينه  پاسخ 

xy

xx yy

S
R /

S S / /

  



35
94

59 5 23 3
 

 یم:کنی آزمون مناسب را تشکیل داده و با مقدار جدول مقايسه میآماره

H : r n /
t /

H : /r

   
   

    21

2 94 6 2
5 66

1 891
 

,شود.رد می Hفرضیه /t / / /   4 25 2 78 5 66 2 78 

 



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  53 احتمالاتآمار و 

 نهمآزمون فصل  

 1اگر  اxSS  xySو  2  Xو  3 ,y 2  معاد ه خط رگرسیون کدام است؟ 3

1)y x 
3

2
2

 2)y x
3
2

 3)y x
2
3

 4)y x 
3

2
2

 

 2ا ( اطلاعات زیر در مورد درآمدx( و اجاره مسکن )y در بین )خانوار شلری محاسبه شده است. 4 

x , y , x , y , xy        2 234 14 254 5 11 

 کدام است؟ xو درآمد  yسکن معاد ه خط رگرسیون بین اجاره م

1 )y / / x  1 61 75 2 )y / / x  1 61 75 3 )y / / x  1 61 65 4 )y / / x  1 61 65 

 3دست آمده است ه ب راطلاعات زی اix  2 55 ,x ,y ,n  5 1 xyو  2  xازای به yبینی شده مقدار پیش115   کدام است؟ 6

1 )1 2 )11 3 )12 4 )13 

 4اگر  اi i y x(x x)(y y) ,SS ,SS     3 4  کدام است؟y,xباشد ضریب همبستگی بین  9

1)
2
5
  2)

1
4

 3)
1
2

 4)
1
3

 

 4اگر معاد ه خط رگرسیون به صورت  اy x 4 yباشد و  1 xySS ,SS 16  کدام است؟ هاباشد، ضریب همبستگی بین آن4

1 )1 2 )/8 3)/ 6 4)/4 

 4فرض کنید  اy ax b   خط رگرسیونy  نسبت بهx :باشد دراین صورت 

1 )x

y

y y (x x)
r


  



1
 2 )y

x

y y r (x x)


  


 3 )x

y

y y r (x x)


  


 4 )y

x

y y (x x)
r


  



1
 

 7ضریب همبستگی بین  اy,x  است. چند درصد از تغییرات  8%مساویy ثیرأتحت تx نیست؟ 

1)%64 2)%49 3 )%36 4)%51 

 8اگر  اcov(x,y)  12 ،x  4 ،y  3،n   عبارتند از: ̂و باشد ضریب همبستگی  1

1 )/ ,75 1 2), /11 25 3)/ , /2 5 75 4),
1
1

2
 

 9دست آمده ه اطلاعات ببا  اi ix y  18  ,iy  2 21 ,iy  4 ,ix  2 3,ix  nای باه حوام   نموناه  برای5  1 

rمقدار 
 کدام است؟2

1 )/16 2)/27 3)/64 4)/36 

 01مدل ساده رگرسیون خطی در ا)ivar(e :ها عبارت است از 

1 )2 2)22 3)
n

2
 4)(n ) 22 

 11در مدل رگرسیون ساده خطی اˆE( ) کدام است؟ 

1)
  2
2

 2)1 3) 4) 

 21اگر ا/

H :
ˆt ( ) / , / ,

H :

  
    

  
995

1

1
1 3 17 948

1
nباشد همچنین   xxSو 12 / 854 ix و 917  2 eSو  24529 /2 1 باشاد   213

 کدام است؟ Tآماره 

1)/ 5 2)/ 4 3)/5 4)/ 3 
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 13اگر اi ix y  264 ,iy  2 848 ,ix  2 261 ,ix  nو 47   عبارت است از: درصدی برابر  9یک فاصله اطمینان 9

1 )( / , / )1 365 9 9 2)( / , / )2 25 5 65 3)( , / )17 25 4)( / , / )2 17 2 27 

 14توان ادعا کرد کهدر سؤال قبل آیا می ا   ؟است 2

( t / )

/

 

 

1 9
5

 

 توان قضاوت کرد( نمی4 ای از مواق ( در پاره3 ( خیر2 ( بلی1

 14همواره اi ix e :برابر است با 

 3( 4  2( 3 ( يك2 ( صفر1

 14 برای مشخص کردن یک رابطه رگرسیون بین اy,x :بایدابتدا 

1), .فروض رگرسیون برقرار باشند.2 مهلوس شوند ) 

 ( توزي  خطاها مشخص گردد.4 ( واريانس خطا مشخص گردد.3

 71 ر معادلات خط رگرسیون خطی اگاy  بر حسبx  وx  برحسبy به صورتˆˆx̂ y  2 2 ,ˆˆŷ x  1  باشند.دراین صورت:  1

1 )ˆ ˆr .  2
1 2 2 )ˆ ˆr . 2

1 2 3 )x yr S .S2 4هیچکداس ) 

 18آماره ا
R

w Ln
R






1 1
2 1

 باشد... می…دارای 

(توزي  نرمال با واريانس تقريبی 1
n 

1
2

nبا درجه آزادی 2( توزي  2  2 

( توزي  نرمال با واريانس تقريبی 3
n 

1
3

nآزادی به درجه  t( توزي  4  2 

 19به منظور ارزیابی ضریب همبستگی بین دو متغیر تصادفی اy ,x  براساا  ایان    .گردیاده اسات   تایی اطلاعات زیر حاصل 24براسا  یک نمونه

 ای ضریب همبستگی کدام است؟اطلاعات مقدار برآورد نقطه

n n n

i i i i
i i i

(x x) (y y) (x x)(y y)

  

        2 2

1 1 1
9 16 1 2 

1)/7 8 2)/85 3)/489 4)/91 

 20است؟ صحیح کدام گزینه در مورد ضریب همبستگی. تایی مدل رگرسیون زیر حاصل شده است 5فرض کنید براسا  یک نمونه ا  

         ŷ / / x 4 1 4 72 

 ( ضريب همبستگی خطی صفر است.2 ( ضريب همبستگی خطی در اين مورد مثبت است.1

( ضريب همبستگی خطی برابر3
/4 73
5

 ( ضريب همبستگی قطهاً مثبت نخواهد بود.4 است. 

 12برابر بودن ضریب همبستگی خطیدر رگرسیون خطی یک متغیره آزمون فرض،  اy ,x این آزمون معادل کدام آزمون  باشد حالبا ص ر در نظر می

 فرض زیر است؟

1)
H :

H :

 


  1
 2)

ij

ij

H : e

H : e




 1
 3)

H :

H :

 


  1
 3و  1ی ( گزينه4 

 22یک رابطه خطی برای  فرض کنید که قصد داریم اy   برحسبx برازش کنیم. x     متقاارن اسات و در    متغیر تصادفی است کاه حاول نقطاه صا ر

)فاصله , )1  باشند؟شیب چه ارتباطی با هم داشته  تایی واریانم عرض از مبدأ و  5شما انتظار دارید براسا  یک نمونه .توزیع شده است 1

 باشند.( واريانس عرض از مبدأ و واريانس شیب با هم برابر می2 توان کرد.( هیچ اظهارنظری نمی1

 ( انتظار داريم واريانس عرض از مبدأ بیشتر از واريانس شیب باشد.4 ( انتظار داريم واريانس شیب بیشتر از واريانس عرض از مبدأ باشد.3

 جدول



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  58 احتمالاتآمار و 

  23های زیر حداقل گردد؟یک از کمیتگیرد که کدامرآورد ضریب رگرسیون طوری صورت میترین مربعات، بدر روش کم ا 

1)b 2 2)iŷ 2 3)i i
i

ˆ(y y )  2 4)i(y y)  2 

 

 24با فرض اi N( , ) 2  وiها مستقل، در رگرسیون خطی سادهi i iy x   واریانم̂ کدام است؟ 

1)xSS

2
 2 )xSS


 3)

xSS

2
 4)xSS2 2 

 42اگر ا  ضریب همبستگی جامعه وr گاه برای آزمون فارض همبساتگی جامعاه   ضریب همبستگی نمونه باشد، آن 
H :

H :

 


  1
آمااره آزماون    

 مناسب کدام است؟

1)
r n

r



 2

2

1
 2)

r

n  2
 3)

r n

r



 2
1

1
 4)

r(n )

r





2
1

 

 42اگر اix 2 nو  55  yو 2  xو 1  xyو  5  xبه ازای  yبینی مقدارپیش115   م است؟کدا 6

1)1 2 )11 3 )12 4 )13 

 27اگر اi(y y)  2 i(xو 25 x)  2 xyrو 16 / nو 4   کدام است SSEگاه آن 3

1)2 2 )21 3 )22 4 )23 

 28نمونه زوج مشاهده 4ن خطی ساده به کمک در رگرسیو اi i(x ,y را برای برآورد  41/4اند و مقدار پارامترهای شیب و عرض از مبدأ برآورد شده (

 عبارتند از: 2از سمت پایین برای 99%در این صورت یک فاصله اطمینان یک طرفه .ایمواریانم حول خط به دست آورده

1) / ,2 412 2)[ , / ]4 64 

3) ,1 4.بدون جدول قابل محاسبه نیست ) 

 29در مدل رگرسیون اi i iy x    کهبا فرض اینiحداقل مربعات زیع نرمال استاندارد باشند برآوردکننده به روشها دارای تو کدام است؟ 

1)nx nye  2)i i

i

x y

x




2 3)

x

x y
 4)i

i

x

y




 

 03برای نقاط  ا( , ),( , ),( , )4 2 3 1 1  اند؟کدام̂و ̂مقدار 5

1 ),
8 4
7 7

 2),
8 4
7 7

 3 ), 
8 4
7 7

 4),
3 8
7 7

 

 13تایی مقدارفرض کنید در یک نمونه ده اr /  ضریب همبستگی کدام است؟ دار بودندر این صورت مقدار آماره آزمون برای آزمون معنی 96

1 )05/5 2 )80/1 3 )8/11 4 )12 

 32فرض کنید  اx  وy کننده(بینیدارای توزیع توأم به صورت زیر باشد. حال بلترین معاد ه رگرسیون )بلترین تابع پیش y   برحسبx کدام است؟ 

                     x( y)
f(x,y) xe x y

   1 

1)(y|x)
x

 


1
1

 2)(y|x) x  3)(y|x)
x

 
1

 4)xy
(y|x) xe  

 33مقدار اˆE( ) :برابر است با 

1) 2)1 3)1 4)2 

 34در رگرسیون ساده خطی اiE(e  برابر است با: (

 3 (4 2 (3 1 (2 صفر (1

 34در رگرسیون ساده خطی ابتدا باید: ا 

 توزي  خطاها را مشخص کنیم. (4 عرض از مبدأ را به دست آوريم. (3 م.شیب خط را به دست آوري (2 ها بررسی شود.فرض (1
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 دهمفصل 

 «آمار توصیفي»

 همدهای تألیفي فصل تست

 باشد معدل جدید او چقدر  است؟ 4/17باشد اگر نمره در  یازدهم او می 24/14معدل یک دانشوو در ده در  برابر با  :1مثال 

1) 8/14 2) 18 3) 48/18 4) 68/18 

  :باشد بنابراين جم  نمرات او برابر است با:می 28/18مهدل دانشجو در ده درس   «3»گزينه پاسخ 

 i xx N / /     1 15 25 152 5  

/  
17

15 45
11

/مهدل جديد  /   152 5 17 5   جم  نمرات جديد 17

 

  

 برابر سال دوم شاده   4با تغییر مدیریت در یک فروشگاه، فروش در سال اول، برابر سال قبل، در سال دوم دو برابر سال اول و در سال سوم،  :2مثال

 است. به طور متوسط فروش چند برابر شده است؟

 برابر  8/2( 4 برابر 3( کمتر از 3 ( سه برابر2 برابر 3( بیش از 1

 :اگر فروش در سال اول«  3»زينه گ پاسخP1و در سال دوسP2  و در سالn ،اسnp طور متوسط به صعورت  باشد فروش در هر سال نسبت به سال قبل به

nاس به صورت nباشد. قیمت در سال  مقابل می
nP P ( r) 1 شود که با جايگذاری محاسبه میnP P Pو  3 P  وn   خواهیم داشت. 3

 
p p p p p

G
p p p p p

         
31 2 3 333

1 1

8
8 3 2 3  

p p

p p

p p ( p ) p (p ) p





    

1

2 1

3 2 1 1

2

4 4 2 8 8 8

 

  

 برابر است با: در جدول زیر مقدار میانه :3مثال 

 حدود 4-1 9-4 13-9 17-13  6( 2 8( 1

3 )5 4 )13  2 3 1 4 iF 

 :کنیم.  ابتدا مقدار ترتیب اجرا میمراحل گفته شده در بالا را به«  2»گزينه  پاسخiFN
  
 2

1
2 2 2

های تجمهی فراوانیآوريم دست میرا به 

i باشند:صورت زير میاين جدول به

i

F

FC

   1 5 5 9 9 13 13 17

5 1 3 2

5 15 18 2

 

   باشد بنابراين میانه در طبقه دوس قرار دارد و مقدار میانه برابر است با:می 1ای است که فراوانی تجمهی آن بزرگتر يا مساویطبقه دوس اولین طبقه

i

i
i

i

L

Nn FC

FC Md L ( ).I ( )
F

F

I








  
              

 

 

1
1

5

2
1 5 5 225 5 4 5 4 5 5 2 7
1 1 1

1

4

 

  

 اگر  :4مثالx ,x , ,x1 2 iباشد و قرار دهیم 4ای برابر با دارای میانه 2
i

x
U




15
5

i ها برابر است با:iUمیانه  , , , 1 2 2 

1) 2- 2) 2 3) 1- 4) 8 

    

 نمره درس        قبلی جم  نمرات

 يازدهم

 مجموعه نمرات

 هاتهداد درس

حدو

 د



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  56 احتمالاتآمار و 

 :کم شعده   18ها تقسیم شود برای میانه نیز همین اتفاق خواهد افتاد. پس در اينجا میانه نیز از ها هر عددی کم شود و بر آناز داده  «1»گزينه  پاسخ

iMe(U ها برابر است با: Uی شود بنابراين، مقدار میانهتقسیم می 8و بر  )


  
5 15

2
5

 

  

 هایدر داده :4مثال, , , , ,2 5 7 9 1  مقدار مد کدام است؟ 7

1 )2 2 )6 3 )8 4 )1 

 :مُد است.  6بار بنابراين عدد ها يكدوبار تکرار شده است و بقیه داده 6عدد «  2»گزينه  پاسخ 

  

 ل روبرو مد کدام است؟در جدو :4مثال i

i

x

F

2 5 7 1
3 1 2 25

 

1 )1 2 )2 3 )3 4 )6  

 :ها تکرار بیشتری دارد بنابراين اين عدد مُد است. نسبت به ساير داده 2عدد «  2»گزينه  پاسخ 

  

 ک توزیع متمایل به راست، کدام گزینه صحیح است؟در ی  :7مثال  

1 )x Md Mo   2 )x Mo Md   3 )xMo Md  4 )xMd Mo  

 :های چوله به راست میانگین بزرگتر است.در توزي «  3»گزينه  پاسخ 

  

 اگر :8مثالuS ,T u  2 1 2 TSآنگاه مقدار 4
x(ax کدام است؟ 2 b) a    

1 )4 2 )5 3 )10 4 )1 

 :( جم  و تفريق عددی ثابت اثری در واريانس ندارد.2طبق خاصیت )«  3»گزينه  پاسخ var(T) var( u) ( ) .var(u)      22 4 4 16 1 16 

  

 باه حقاوق   میاانگین   2%هزار تومان است. اگر 3هزار تومان با انحراف معیار  14حقوق پرداختی به کارمندان شرکت آ  ا به طور متوسط  :9مثال

 د؟کارمندان اضافه شود، به ترتیب میانگین و انحراف معیار حقوق پرداختی چقدر خواهد ش

1 )3/18 ،3 2 )3/18 ،0/3 3 )15 ،3 4 )15 ،0/3 

 :شوند، يهنیها به صورت جديد تبديل میمیانگین به حقوق قديم اضافه شده است، بنابراين داده 2%کهبا توجه به اين« 3»گزينه  پاسخ:  

x x,   15 3 

 i
i i x i

i

: y
y x / x / x

: x
       2 2 15 3   

i x(y ) (x )    3 3        ;        i x(y )     3 15 3 18 

  

 اگر به مقدار متغیر  :10مثالX  ( عددی مانند 1)با انحراف معیارa اضافه کنیم و آن را در عددی مانند
c

b
 ابر خواهد شد با:ضرب کنیم، انحراف معیار آن بر 

1 )
c

a
b

 2 )
c

a
b


2

2
 3 )

c
| |
b

 4 )
c

a
d

2 

 :ثیری ندارند:توجه کنید که ضرب و تقسیم در انحراف مهیار اثرگذارند ولی جم  و تفريق تأبنا به خواص انحراف مهیار    «3»گزينه  پاسخ 

      x
y x y

c c c
y (x a) | | | |

b b b

 
      

1 

 
 

حقوق 

 جديد

 حقوق قديم
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 در نتایج امتحان آمار و احتمالات استاد این در  در زیر نمرات دانشوویان معیارهای مرکزی و پراکندگی را محاسبه کرده و به صورت بسیار :11مثال 

 ها را نوشته است هدف او چیست؟خاص آن

 کند.هدف خاصی را دنبال نمی (4 پراکندگی نمرات متهادل است.  (3 نمرات بسیار عالی است. (2 بسیار پايین است. نمرات  (1

  :دهد که امتحان متهادل بوده و پراکندگی نمعرات بسعیار عادلانعه اسعت. در واقع       استاد اين درس با محاسبه مهیارها به ما نشان می  «3»گزينه پاسخ

 میانه و مد بسیار به يکديگر نزديك هستند.  مقادير میانگین و

  

 گیری مناسب است؟در جدول روبرو کدام معیار برای اندازه :12مثال 
iF

    5 5 8 8 11 11 14 14
2 1 5 7 15

 

 ( میانگین قدرمطلق انحرافات 4 ( واريانس3 ( میانگین2 ( انحراف چارکی1

 :باشد. های خود باز میها در دنبالها توزي  دادهدر اينج«  1»گزينه  پاسخ 

  

 اگر :13مثالi i i iN , F (x ) , F x    21 36  باشند، ضریب تغییرات کدام است؟ 12

1 )8% 2 )2% 3 )4% 4 )0% 

 :دهیم: غییرات قرار میدست آورده در رابطه ضريب تمیانگین و واريانس )انحراف مهیار( را به  «1»گزينه  پاسخ 

i i

i i

F x

/N
C.V /

F (x )
/ / /

N


   


   


      




2

2

12
12

61
5

1236
36 36 6

1

 

  

 ها کدام است؟  کنیم نمودار ساقه و برگ آن به صورت زیر است میانه و دامنه تغییرات دادهگیری میقطر یک کالا را با دقت یک رقم اعشار اندازه :14مثال 

1)/22  8/0و  8/22 (4 1/0و  28/22 (3 8/0و  22(2 8/0و 3

 :باشند.ها اعشارها میباشند. دقت کنید برگقطر اين کالاها به صورت زير می  «1»گزينه  پاسخ 

2/و 1/21و  21و  3/21و  4/21 2/و2و 2  15و  1/15و 2و 9

 و  8/22و  22و  1/22و  0/22و  6/22و  2/23و  1/23و  23و  1/23و 

 4/24و  24و  24و  24و  8/28

8/0  =15 – 8/28 R = max – min = 

Nهاتهداد داده   باشد که عددی زوج است بنابراين، میانه میانگین دو عدد وسط است. می 24

x x / /
Me /

 
  12 13 22 1 22 5

22 3
2 2

 

19 1

2 9 2

21 1 3 4

22 5 1 6 7

23 2 1 1

24 4

25 5

 

  

 ای زیر ضریب چو گی چقدر است؟ در نمودار جعبه :14مثال 

1)/ 25 
2)/ 33 
3)/ 48 
4)/ 75 

 :باشند. بنابراين ضريب چولگی چارکی برابر است با: می 0و  4و 3با توجه به شکل به ترتیب چارك اول و دوس و سوس برابر با   «2»گزينه  پاسخ 

Q

Q
Q Q Q ( )

Q SK /
Q Q

Q me


    

     
   

1
3 2 1

3
3 1

2

3
2 6 2 4 3 1

6 33
6 3 3

4

 

 

 حدود

0 1 2 3 4 5 6 7
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 دهمزمون فصل آ 

 1شود؟کدام یک پارامتر مرکزی محسوب نمی ا 

 ( واريانس4 ا( مد يا نم3 ( میانه2 ( میانگین1

 2میانگین کدام است؟باشدمی 3و نما برابر 4برای یک توزیع خ یف چو ه، میانه برابر ا ، 

1 )38 2 )45 3 )26 4 )48 

 3در کدام توزیع، میانه کوچکتر از نما است؟ ا 

 کداس( هیچ4 ی( چولگی منف3 ( چولگی مثبت2 ( متقارن1

 4متوسط رشد قیمت کالایی در چلار سال متوا ی به صورت زیر به دست آمده است: ا 

 میانگین رشد قیمت سالانه کدام است؟ 1/2و  14/2و  7/2و  8/2 

1 )616/2 2 )436/2 3 )416/2 4 )18/2 

 4دوم فاصاله را باا سارعت    کیلومتر و ثلاث  25. اگر این هواپیما ثلث اول و سوم را با سرعتپیمایدکیلومتری را می 8هواپیمایی یک فاصله ا 

 کیلومتر در ساعت طی کند متوسط سرعت این هواپیما چقدر است؟ 3

1)/27 12 2 )61/204 3 )1/382 4)/42 87 

 4اند شکل توزیع نمرات چگونه خواهد بود؟آموزان نمره خوب و قابل قبو ی کسب کردهاگر در آزمون آمار اکثریت دانش ا 

 ( دارای چولگی مثبت  4 ( دارای چولگی منفی  3 ( دو نمايی 2 ( نرمال 1

 7با است اده از جدول توزیع فراوانی زیر مقدار میانه چیست؟ ا 

[ , )6 75 [ , )45 6 [ , )3 45 [ , )15 3 [ ,  حدود 15(

 فراوانی 14 13 8 2 2
 

1 )8/15 2 )66/25 3 )8/22 4)/2 77 

 8در جدول زیر چارك اول کدام است؟ ا 

i

C L

f

       5 59 6 69 7 79 8 89 9 99 1 1 9 11 119
3 1 14 6 1 1 2

 

1)/87 8 2)/88 7 3)/78 57 4)/77 8 

 9و12و 14های برای داده ا1  صدك بیستم کدام است؟4و  4و 4و  8و 9و ، 

 صفر (4 5/4( 3 2/8( 2 8/4( 1

 01ها بینچند درصد داده ا( , )   3  ها دارای چو گی کم است(؟توزیع دادهقرار دارند ) 3

1 )05% 2 )58% 3 )55% 4 )16% 

 11اندکه به ترتیب غیرنزو ی مرتب شده و 1و  2و  3و  4و  4و  7و  8و  12های در داده ا/Q  کدام است؟ 6

1 )4/8 2 )2/8 3 )5/6 4 )8/5 

 21های زیر کدام است؟تایی اطلاعات زیر حاصل شده است میانه داده 5براسا  یک نمونه ا 

24-21 2-17 14-13 12-9 8-4 4-1 طبقات 

3 1 14 12 4 4 فراوانی 
 

1 )3/13 2 )8/14 3 )13 4 )14 
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 13براسا  یک نمونه  اn باشد. میانگیناز یک توزیع که دارای چو گی خ یف میX / 17 meو میانه 46 / 19 mو  4  حاصل شده است  21

 حال کدام گزینه صحیح است؟

 دارای چولگی منفی است. ( توزي 1

 ( توزي  دارای چولگی مثبت است.2

 ( توزي  دارای شکل متقارن است.3

 توان با اين اطلاعات مهین کرد.( توزي  دارای چولگی است ولی مثبت يا منفی آن را نمی4

 41ها کدام است؟ارك سوم این دادهتایی مشاهده شده است مقدار چ 1فرض کنید مقادیر زیر در یک نمونه ا 

4 4 3 4 2 1 3 1 3 4 

1 )68/4 2 )8/3 3 )28/4 4 )4 

 41های زیر کدام است؟تایی حاصل شده است. میانه داده 5بندی شده براسا  یک نمونههای دستهکنیم دادهفرض می ا 

 طبقات 7-4 11-8 14-12 19-14 23-2

 فراوانی 2 8 14 2 4
 

1 )8/10 2 )8/18 3 )6/18 4 )13 

 41های . . . و اگر میانگین داده اx 22 xو 3 12  کدام است؟ ixباشد حاصل 29برابر با  3

1)28 2)32 3)48 4)64 

 716و 71و  44و  72و  74و  79و  82و  81 به صورت روبرو است دامنه تغییرات کدام است؟   1وزن ا 

1) 21 2) 22 3) 23 4) 24 

 18حاصل ا
n

i
i

(x x)




1

 کدام است؟ 

 3 (4 2 (3 1 (2 صفر (1

 19حاصل ا
n

i
i

| x m |




1

 همواره: 

 کداسهیچ (4 صفر است. (3 حداکثر است. (2 حداقل است. (1

 20های متقارن ضریب کشیدگی برابر است با:در توزیع ا 

 3 (4 2 (3 1 (2 صفر (1
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 هاپاسخنامه آزمون  
 

 

 آنالیز ترکیبی: فصل اول

 «1»ع گزينه 8 «3»ع گزينه 4 «3»ع گزينه 3 «3»ع گزينه 2 «4»ع گزينه 1

 «3»ع گزينه 16 «3»ع گزينه 5 «2»ع گزينه 5 «4»ع گزينه 6 «2»ع گزينه 0

 «4»ع گزينه 18 «1»ع گزينه 14 «1»ع گزينه 13 «4»ع گزينه 12 «4»ع گزينه 11

 «2»ع گزينه 26 «2»ع گزينه 15 «3»ع گزينه 15 «1»ع گزينه 16 «2»نه ع گزي10

 «1»ع گزينه 28 «2»ع گزينه 24 «1»ع گزينه 23 «3»ع گزينه 22 «3»ع گزينه 21

 «4»ع گزينه 36 «2»ع گزينه 25 «3»ع گزينه 25 «2»ع گزينه 26 «1»ع گزينه 20

 «3»ع گزينه 38 «4»ه ع گزين34 «3»ع گزينه 33 «4»ع گزينه 32 «3»ع گزينه 31

 اصول احتمال و احتمال شرطی: فصل دوم

 «1»ع گزينه 8 «3»ع گزينه 4 «2»ع گزينه 3 «2»ع گزينه 2 «4»ع گزينه 1

 «1»ع گزينه 16 «4»ع گزينه 5 «2»ع گزينه 5 «1»ع گزينه 6 «1»ع گزينه 0

 «3»ع گزينه 18 «4»ع گزينه 14 «1»ع گزينه 13 «1»ع گزينه 12 «2»ع گزينه 11

 «1»ع گزينه 26 «1»ع گزينه 15 «2»ع گزينه 15 «1»ع گزينه 16 «3»ع گزينه 10

 «1»ع گزينه 28 «3»ع گزينه 24 «1»ع گزينه 23 «3»ع گزينه 22 «1»ع گزينه 21

 «1»ع گزينه 36 «2»ع گزينه 25 «3»ع گزينه 25 «3»ع گزينه 26 «1»ع گزينه 20

 «2»ع گزينه 38 «2»ع گزينه 34 «2»ع گزينه 33 «3»ع گزينه 32 «2»ع گزينه 31

 «3»ع گزينه 46 «1»ع گزينه 35 «4»ع گزينه 35 «1»ع گزينه 36 «1»ع گزينه 30

 متغیرهای تصادفی: فصل سوم

 «2»ع گزينه 8 «1»ع گزينه 4 «4»ع گزينه 3 «4»ع گزينه 2 «3»ع گزينه 1

 «1»ه ع گزين16 «2»ع گزينه 5 «3»ع گزينه 5 «3»ع گزينه 6 «1»ع گزينه 0

 «3»ع گزينه 18 «2»ع گزينه 14 «3»ع گزينه 13 «2»ع گزينه 12 «2»ع گزينه 11

 «4»ع گزينه 26 «2»ع گزينه 15 «2»ع گزينه 15 «2»ع گزينه 16 «2»ع گزينه 10

 و واريانس امید رياضی: چهارمفصل 

 «3»ع گزينه 8 «4»ع گزينه 4 «4»ع گزينه 3 «3»ع گزينه 2 «4»ع گزينه 1

 «3»ع گزينه 16 «2»ع گزينه 5 «4»ع گزينه 5 «2»ينه ع گز6 «2»ع گزينه 0

 «2»ع گزينه 10 «4»ع گزينه 18 «1»ع گزينه 14 «4»ع گزينه 13 «3»ع گزينه 12

 «3»ع گزينه 21 «3»ع گزينه 26 «2»ع گزينه 15 «2»ع گزينه 15 «1»ع گزينه 16

 «4» ع گزينه28 «2»ع گزينه 24 «2»ع گزينه 23 «4»ع گزينه 22 «3»ع گزينه 22

 «4»ع گزينه 36 «2»ع گزينه 25 «3»ع گزينه 25 «2»ع گزينه 26 «4»ع گزينه 20

 «3»ع گزينه 38 «2»ع گزينه 34 «4»ع گزينه 33 «4»ع گزينه 32 «1»ع گزينه 31

 «3»ع گزينه 46 «4»ع گزينه 35 «3»ع گزينه 35 «3»ع گزينه 36 «1»ع گزينه 30

 «1»ع گزينه 48 «1»ع گزينه 44 «1» ع گزينه43 «3»ع گزينه 42 «1»ع گزينه 41

 «4»ع گزينه 86 «4»ع گزينه 45 «1»ع گزينه 45 «2»ع گزينه 46 «3»ع گزينه 40

 اصخهای آماری توزي پنجم: فصل 

 «3»ع گزينه 8 «3»ع گزينه 4 «2»ع گزينه 3 «2»ع گزينه 2 «3»ع گزينه 1

 «2»ع گزينه 16 «3»ع گزينه 5 «4»ع گزينه 5 «1»ع گزينه 6 «3»ع گزينه 0

 «4»ع گزينه 18 «3»ع گزينه 14 «2»ع گزينه 13 «4»ع گزينه 12 «2»ع گزينه 11

 «2»ع گزينه 26 «3»ع گزينه 15 «3»ع گزينه 15 «3»ع گزينه 16 «2»ع گزينه 10

 «1»ع گزينه 28 «2»ع گزينه 24 «3»ع گزينه 23 «1»ع گزينه 22 «3»ع گزينه 21

 «2»ع گزينه 36 «4»ع گزينه 25 «2»ع گزينه 25 «4»ع گزينه 26 «4»ع گزينه 20

     

 «1»ع گزينه 8 «2»ع گزينه 4 «1»ع گزينه 3 «4»ع گزينه 2 «2»ع گزينه 1

 «3»ع گزينه 16 «2»ع گزينه 5 «3»ع گزينه 5 «3»ع گزينه 6 «3»ع گزينه 0
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 «3»ع گزينه 18 «1»گزينه  ع14 «1»ع گزينه 13 «4»ع گزينه 12 «1»ع گزينه 11

 «1»ع گزينه 26 «2»ع گزينه 15 «4»ع گزينه 15 «4»ع گزينه 16 «2»ع گزينه 10

 «2»ع گزينه 28 «3»ع گزينه 24 «4»ع گزينه 23 «2»ع گزينه 22 «1»ع گزينه 21

 ایهای نمونهتوزي : م ششفصل 

 «2»ع گزينه 8 «1»ع گزينه 4 «1»ع گزينه 3 «3»ع گزينه 2 «2»ع گزينه 1

 «2»ع گزينه 16 «3»ع گزينه 5 «2»ع گزينه 5 «4»ع گزينه 6 «2»ع گزينه 0

 «1»ع گزينه 18 «2»ع گزينه 14 «4»ع گزينه 13 «1»ع گزينه 12 «3»ع گزينه 11

 نظريه برآورد: مفتهفصل 

 «3»ع گزينه 8 «3»ع گزينه 4 «3»ع گزينه 3 «3»ع گزينه 2 «3»ع گزينه 1

 «2»ع گزينه 16 «2»ع گزينه 5 «3»ع گزينه 5 «4»گزينه  ع6 «3»ع گزينه 0

 «4»ع گزينه 18 «2»ع گزينه 14 «3»ع گزينه 13 «1»ع گزينه 12 «4»ع گزينه 11

 «1»ع گزينه 26 «1»ع گزينه 15 «2»ع گزينه 15 «2»ع گزينه 16 «3»ع گزينه 10

 هاآزمون فرض: مهشتفصل 

 «4»ع گزينه 8 «3»ع گزينه 4 «3»ع گزينه 3 «1»ع گزينه 2 «4»ع گزينه 1

 «1»ع گزينه 16 «2»ع گزينه 5 «2»ع گزينه 5 «2»ع گزينه 6 «3»ع گزينه 0

 «3»ع گزينه 18 «1»ع گزينه 14 «2»ع گزينه 13 «2»ع گزينه 12 «1»ع گزينه 11

 «1»ع گزينه 26 «1»ع گزينه 15 «2»ع گزينه 15 «1»ع گزينه 16 «4»ع گزينه 10

 «1»ع گزينه 28 «2»ع گزينه 24 «2»ع گزينه 23 «2»ينه ع گز22 «4» ع گزينه21

 «1»ع گزينه 36 «2»ع گزينه 25 «1»ع گزينه 25 «1»زينه ع گ26 «1»ع گزينه 20

 «3»ع گزينه 38 «1»ع گزينه 34 «1»ع گزينه 33 «3»ع گزينه 32 «4»ع گزينه 31

 «2»نه ع گزي46 «1»ع گزينه 35 «2»ع گزينه 35 «2»ع گزينه 36 «1»ع گزينه 30

 «3»ع گزينه 48 «2»ع گزينه 44 «4»ع گزينه 43 «3»ع گزينه 42 «1»ع گزينه 41

 «2»ع گزينه 86 «1»ع گزينه 45 «3»ع گزينه 45 «3»ع گزينه 46 «1»ع گزينه 40

 «4»ع گزينه 88 «4»ع گزينه 84 «4»ا گزینه 43 «2»ع گزينه 82 «1»ع گزينه 81

 رگرسیون و همبستگیهم: نفصل 

 «1»ع گزينه 8 «3»ع گزينه 4 «4»ع گزينه 3 «3»ع گزينه 2 «2»ه ع گزين1

 «4»ع گزينه 16 «1»ع گزينه 5 «4»ع گزينه 5 «1»ع گزينه 6 «3»ع گزينه 0

 «1»ع گزينه 18 «1»ع گزينه 14 «1»ع گزينه 13 «4»ع گزينه 12 «4»ع گزينه 11

 «4»گزينه  ع26 «2»ع گزينه 15 «3»ع گزينه 15 «2»ع گزينه 16 «2»ع گزينه 10

 «1»ع گزينه 28 «3»ع گزينه 24 «3»ع گزينه 23 «2»ع گزينه 22 «3»ع گزينه 21

 «1»ع گزينه 36 «2»ع گزينه 25 «3»ع گزينه 25 «2»ع گزينه 26 «2»ع گزينه 20

 «1»ع گزينه 38 «1»ع گزينه 34 «1»ع گزينه 33 «4»ع گزينه 32 «1»ع گزينه 31

 آمار توصیفیدهم: فصل 

 «2»ع گزينه 8 «3»ع گزينه 4 «3»ع گزينه 3 «4»ع گزينه 2 «4»نه ع گزي1

 «3»ع گزينه 16 «2»ع گزينه 5 «3»ع گزينه 5 «4»ع گزينه 6 «3»ع گزينه 0

 «1»ع گزينه 18 «1»ع گزينه 14 «1»ع گزينه 13 «2»ع گزينه 12 «2»ع گزينه 11

 «4»ع گزينه 26 «1»ع گزينه 15 «1»ع گزينه 15 «2»ع گزينه 16 «2»ع گزينه 10
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