
  
 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  رياضي فيزيك 

  
  فصل اول

  »بردارها«
  

  مفاهيم اوليه ):1درسنامه (  
  

ها مانند شوند و در برخي از شاخههاي فيزيك ظاهر ميپردازيم كه تقريباً در تمامي شاخههاي مختصات ميدر اين بخش، به بررسي بردارها و دستگاه
  كنند. الكترومغناطيس نقش اساسي ايفا مي

رود كه توصيف ارائه شده ربطي به دقيقي از بردارها امكان تعميم به تانسورها را نيز در بردارد. از نظر فيزيكي انتظار مي ي تعريفارائه تعريف دقيق بردار:
كنيم. اگر محورهاي مختصات رويم. با حالت دو بعدي شروع ميپيش مي همسانگردي فضاانتخاب دستگاه مختصات نداشته باشد. لذا انتظار داريم با فرض 

  كنند:هاي يك بردار به صورت زير تغيير ميدوران دهيم، مؤلفه zو در جهت پادساعتگرد حول محور  يندازهرا به ا
   x x y y x yA A Cos A Sin A A Sin A Cos          

  ستگاه مختصات جديدهاي تبديل يافته در دفهمؤل
  گيريم. در نظر مي تعريف يك بردارعنوان ه داريم و اين دو رابطه را بقدم مهم را در اينجا برميدست آورد، اما يك ه توان از روي شكل هندسي باين تبديل را مي

x  توان نوشت:بعد از دوران دستگاه مختصات مي y

x y

ˆ ˆA A i A j
ˆ ˆA A i A j

 

   



  

xبزرگي يك بردار يعني، yA A2    jVبعدي، كميت Nكند. در يك فضايش تغيير نميماند؛ يعني مقدارباقي مي ناوردا تحت چرخش دستگاه، 2
  ي زير داده شود:ناميم اگر و فقط اگر مقدار آنها نسبت به محورهاي چرخيده به كمك رابطهبعدي مي Nهاي يك برداررا مؤلفه
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: زاويهA


Aزاويه x ،:با محور 


A: زاويهy ،با محور 


  .Zبا محور 

  
x

y

z

A Acos
A : A Acos

A Acos


  


 
  

  

Cos،Cos وCos  گوييم.هاي هادي ميرا كسينوس  

ji  مختصات دكارتي خواهيم داشت: به ياد داشته باشيد كه فقط و فقط در دستگاه 
ij

j i

xxa
x x


 

 
  

ijزاويه بين i j ij ij i ja cos(x , x ) cos( ) ; : x , x      
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ijي تعامدگوييم و در رابطهمي هاي هاديكسينوسها ijaبه  ik jk
i

a a   كهكنند صدق ميjk
j k
j k


   

1


  .دلتاي كرونكر است 

x  هاي تبديل يافته از روابط:به عنوان مثال در فضاي دو بعدي، مؤلفه  x y y x yA A cos A sin , A A sin A cos          
a  آيند:به دست مي cos a sin a sin a cos        11 12 21 22  

jي تعامد، با و از رابطه k  i  خواهيم داشت: 2 i
i

a a a a cos sin


      
2 2 2 2 2

2 2 12 22
1

1 1  

بردار  ،جهته و اندازتوان گفت هر كميت داراي تر كند. ميتواند درك بردارها را سادهيك تعريف هندسي و شهودي ميبيان  بردارها:تعريف شهودي 
  توان با يك پيكان نمايش داد. است. يك بردار را در مفهوم ساده و شهودي مي

  
  

  دهد. جهت اين پيكان، جهت بردار و طول آن، اندازه بردار را نمايش مي
                                                     هاجمع بردار

C A B 
  

  
  پذيري است: جايي و شركتجمع بردارها داراي خواص جابه

   A B B A A B C A B C       
         

  
  كنيم:براي تفريق بردارها به صورت زير عمل مي تفريق بردارها:

 A B A B   
   

  
Aيعني


Bرا با 


Bكنيم. براي رسمجمع مي 


Bاندازه ولي در خلاف جهتبرداري موازي و هم 


  كنيم. بنابراين داريم: رسم مي 

  
  
  
  

  مجموع دو بردار است. كه ابتدايش منطبق بر ابتداي دو بردار اوليه است الاضلاعمتوازي  ي ازدهيم. قطريالاضلاعي را تشكيل ممتوازي الاضلاع:روش متوازي
  
  
  

  

كند و ابتدايش منطبق بر انتهاي الاضلاع، قطري كه دو انتهاي بردارها را به هم وصل ميدر مورد تفريق بردارها در روش متوازي روش متوازي الاضلاع:
B


  است بردار تفريق است. 
  
  

  

ضرب آن عدد در طول اوليه توان هر عدد حقيقي را در يك بردار ضرب كرد. حاصل، برداري است با طولي كه برابر با حاصلمي ضرب اسكالر در بردار:
  شود. به عنوان مثال: ت برعكس ميجهت با بردار اوليه است و اگر منفي باشد جهبردار است. اگر عدد مثبت باشد، حاصل، برداري هم

  
  

  

  
داراي مختصات ،انتهاي برداراگر يك دستگاه مختصات  در x , y ,z1 1 ،اش يعنيي انتهاييگاه آن بردار را با مختصات نقطهآن، باشد 1 x , y ,z1 1 نمايش  1

را بسازد و  و و به ترتيب زواياي zو yو xاگر اين بردار با سه محور گويند.هاي بردار نيز ميدهيم. به اين سه عدد، مؤلفه
هايشمؤلفه x y zA ,A ,A طول آن را با  ،باشدA آنگاه خواهيم داشت: ،نمايش دهيم  

   x y zA ACos A ACos A ACos       


B
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A
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Cosبراي اين سه زاويه داريم: Cos Cos     2 2 2 در  Aگوييم. بـا توجـه بـه اينكـه طـول بـردار       مي هاي هاديكسينوسها، . به اين كسينوس1

xي رابطه y zA A A A  2 2   كند، پس خواهيم داشت:ميصدق  2

A [A cos A cos A cos ] A[cos cos cos ]           
1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2  
  ي طول بردار است.ي رابطهها، نتيجهبنابراين قانون كسينوس

Aبردار 


x  نويسيم (در دستگاه دكارتي): بعدي ميرا به صورت زير بر حسب بردارهاي يكه سه  y z
ˆ ˆ ˆA A i A j A k  


  

  را خواهيم داشت: پس خواص زير

     x x y y z z x y z
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA B A B i A B j A B k , A A i A j A k             

  
  : جمع

     x x y y z z
ˆ ˆ ˆA B A B i A B j A B k      

 
  : تفريق

  شود: اين ضرب از نظر هندسي به صورت زير تعريف مي اي:ضرب اسكالر يا نقطه
A.B A B Cos 
   

  

Aكه


Aياندازه 


ها اين ضرب را توان برحسب مؤلفهي بين دو بردار است هنگامي كه ابتداي هر دو بر هم منطبق باشند. همچنين ميزاويه  است و 

x  بازنويسي كرد:  x y y z zA.B A B A B A B  
 

  
ˆ  با استفاده از تعريف هندسي خواهيم داشت:  k̂و î ،ĵيبراي بردارهاي يكه ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi.i j.j k.k  1  

   ها صفر است.ضربباقي حاصل
  است:  مقابلضرب اسكالر داراي خواص  A.B B.A A. B C A.B A.C   

          
  

Cosهستند و متعامدار گوييم آن دو برداگر ضرب اسكالر دو بردار غير صفر، برابر با صفر باشد، مي   است و به اين معناست كه
  2  .  

 در حالت كلي :1تذكرA.B 
 

 دهد كه يانتيجه نميA 


 ياB 


 .  
  كنيم. بنابراين داريم: ماند. براي بررسي بهتر، اين رابطه را اثبات مييعني مقدار آن تحت دوران يكسان باقي مي است. داناور ضرب اسكالر، يك كميت

ij

k k i j i j i j i j ij i j i i
k i j j i i, j i

A B a a A B a a A B A B A B

 
 

       
 
 

        
 


   

  ضرب اسكالر يك كميت اسكالر يا ناوردا است.
Cبردار A B 

  
  يم: كناي ميگيريم و در خودش ضرب نقطهرا در نظر مي    C.C A B . A B | A | | B | A.B     2 2 2

         
   

A.B  براي ضرب داخلي داريم:        (| C | | A | | B | )  2 2 21
2

    
  

  رسيم:   مي هاقانون كسينوسي يك تعبير هندسي از اين رابطه به با ارائه
C A B ABCos   2 2 2 2  

  

C  شود:اين ضرب به صورت مقابل تعريف مي ضرب برداري: A B C A B Sin    
     

  

 ي بين دو بردار است هنگامي كه ابتدايشان بر هم منطبق باشد. زاويه  
C


Aبر هر دو بردار  


Bو 


Cاين مثال بردار گردد. در عمود است و جهت آن از قانون دست راست معلوم مي


  برونسو است. يعني از صفحه به سوي خواننده است! 
  

  


B


A




C


A




B


C


B


A
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ˆ     با استفاده از اين تعريف براي بردارهاي يكه خواهيم داشت: ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi j k j k i k i j       
  ضرب برداري داراي خواص روبرو است: A B C A B A C A B B A         

          
  

  

 توان دياگرام روبرو را رسم كرد:دارهاي يكه ميبراي بر :2تذكر  

  ضرب مثبت و در خلاف آنها منفي است. به عنوان مثال:   ها، حاصلبا حركت در جهت پيكان

ˆ ˆi j k
ˆ ˆj k i
ˆ ˆ ˆk j j

  
  
  

   

Cتوان حاصل ضرب خارجي در سه بعد را با پاسخ يك دترمينان، معادل گرفت، اگرمي A B 
  

.   

     x y z y z z y z x x z x y y x

x y z

ˆ ˆ ˆi j k
ˆ ˆ ˆC A A A i A B A B j A B A B k A B A B

B B B

      


  

ˆبه عنوان مثال براي  ˆ ˆ ˆB j k , A i j   2 2


  داريم: 
ˆ ˆ ˆi j k

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA B i( ) j( ) k( ) i j k          2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

 



  

|به طور كلي چون A B | A B Sin  
   

  است، خواهيم داشت: 

         A B A B . A B A B Sin Cos A B Cos A B A B Cos A B A.B             
2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 21

       
  

sinي فوق، عامل دقت كنيد در تساوي اول در رابطه 2  از ضرب خارجيA B
 

  آيد.، از ضرب داخلي دو بردار يكسان به دست ميcosو فاكتور  
(A B).(A B)
  
   

  توان نوشت:  و يا مي A B A.B A B  
22 2 2   

  

Aچنين براي هر دو بردارو هم


Bو 


  داريم:     A. A B B. A B   
     

  

Aنظر هندسي،زيرا از نقطه B
 

Aبر هر دو بردار 


Bو 


Aضرب داخلي آن در هر يك از بردارهايعمود است، بنابراين حاصل 


Bو 


  شود.برابر با صفر مي 
  

 مساحت مثلث كه با بردارهاي :3تذكرA


Bو 


شود برابر است با:ساخته مي 
A B

S


 2

 

      

Aگانه:هاي سهضرب B
 

توان ضربي مثليك بردار است، لذا مي  C. A B
  

توان ضربي تعريف كرد كه حاصل آن عدد است. همچنين مي 

مثل C A B 
  

  گوييم. ي ميري برداگانهضرب سهو به ضرب دوم،  ي اسكالرگانهضرب سهكه حاصل آن بردار است، تعريف كرد. به ضرب اول،  

  نمايش داد:  مقابلتوان به صورت را مي ي اسكالرگانهضرب سه 
x y z

x y z

x y z

A A A

A. B C B B B

C C C

 
  

  

  گيرد، لذا خواهيم داشت: از جمله خواص دترمينان اين است كه با تعويض سطر و يا ستون علامت منفي مي
A.(B C) A.(C B) C.(B A) B.(A C)         
           

  
A.(B  را عوض كرد: توان جاي ضرب . و كند، يعني مينمي اي تغييرگانه با ترتيب دورهضرب سه C) B.(C A) C.(A B)    

        
   

A.(B  به عنوان مثال:  C) B.(A C) B.( A C) B.(C A)        
           

  
Aالسطوحي است كه سه بردارحاصل اين ضرب برابر با حجم متوازي


 ،B


Cو 


  دهند. تشكيل مي 

ĵk̂

î


B


A


h
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  دومفصل 

 »تانسور و ماتريس«

 ماتريس ):1درسنامه (
 

كند و بطور كلي يك بعدي اثر مي nيك عملگر خطي است كه روي يك فضاي  ،ها ابزارهايي پرقدرت براي حل مسائل خطي هستند. يك ماتريسماتريس
nماتريس m  يك نگاشت از يك فضاي خطيn طي يك فضاي خ به ،بعديm تعداد اگر  .دهيمنمايش مي زير يدرايهصورت ه بعدي است. ماتريس را ب

nياز مرتبه Aگوييم ماتريس آنگاه مي ،دهيمنمايش  mها را با و تعداد ستون nسطرها را با  m است. بهija روي سطر  يايهدرi ام و ستونjم. گوييام مي 

 
m

n n nm

a a a
A

a a a

 
   
 
 

11 12 1

1 2

   

Aدانيم و با را به شرطي برابر مي Bو  Aدو ماتريس  تساوي: B ـ  ،با هم برابر باشند يهبه درا يهامرتبه باشند و دردهيم كه همنمايش مي  ازاي ه يعنـي ب
ij     داشته باشيم: ijهر  ija b   

  خواهد بود.  Cحاصل ماتريس  كهيه با هم جمع كرد توان درايه به درارا مي Bو  Aي مرتبهدو ماتريس هم ها:ي روي ماتريساعمال اصل
ij ij ijC A B , C a b      

 ماتريس  :1تذكرC مرتبه با نيز همA   وB  مـاتريس   ،هايسعضو خنثي در جمع ماتر همچنينپذير است. و شركت پذيرتعويضجمع ماتريس است و
A صفر است.  B B A     

  A O A , A (B C) (A B) C        
در آن  ،هايشيهابا همان مرتبه است كه تمام در يماتريس ،حاصل بنابراين ؛دلخواه را در يك ماتريس ضرب كردتوان هر عدد مي ضرب اسكالر در ماتريس:

  پذيري دارد.خاصيت تعويض شد ودر يك سطر يا ستون آن ضرب مي نان فقطكه ضريب دترميدر حاليعدد ضرب شده است. 
mبا مرتبه Aيك ماتريس  ها:ضرب ماتريس n توان در ماتريس را ميB با مرتبهn k حاصل ماتريس  ضرب كرد كهC  با مرتبـهm k    اسـت كـه

n
ij i jC a b




1
 


Cصورت ه ب ،و اين ضرب  AB شود. نمايش داده مي  

AB:ها خاصيت جابجايي ندارد يعنيضرب ماتريس BA  
A(Bها خاصيت پخشي نسبت به جمع دارد يعني:    ضرب ماتريس C) AB AC   . 

  و ماتريس يكاني وجود دارد. هاي مربعي ها فقط در ماتريسماتريسب خنثي در ضرعضو 
ABاگر :1نكته    ً باشد لزوماA  ياB   .صفر نيستند  

  

fاگر  (x)  باشد و يك تابعA حاصل  ،يك ماتريسf (A)از:  اندعبارتهاي مهم دست آورد بسطه توان به كمك بسط تيلور با مير  

  x x xcos x
! ! !

    
2 4 6

1 2 4 6                                                       x x xsin x x
! ! !

    
3 5 7

3 5 7   

  x x x xcosh x
! ! ! !

    
2 4 6 8

1 2 4 6 8                                                      x x xsinh x x
! ! !

    
3 5 7

3 5 7   

  
n

n

x xexp(x) x
n! !




    
2

1 2
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  :است مقابلبسط كلي سه بعدي تيلور به صورت 
   

    توان نوشت:كه در يك بعد مي
  هاي بالا را از اين رابطه استخراج كرد.توان بسطو مي

 حاصل :1مثالexp
  
  
  

1
1



  برابر است با: 

1 (cos sin
sin cos

 
 
 

1 1
1 1  2 (sinh cosh

cosh sinh
 
 
 

1 1
1 1  3 (cosh sinh

sinh cosh
 
 
 

1 1
1 1   4 (sin cos

cos sin
 
 
 

1 1
1 1  

 :دانيم كه:مي»  3«گزينه  پاسخ  A A Ae A
! !

    
2 3

1 2 3   

Aبنابراين اگر  
  
 

1
1



A  داريم: ،باشد  , A A         
             
         

2 31 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
     
     

  

  A A A , A A A       
           

       
4 2 2 5 41 1 1 1

1 1 1 1
   

   
  

 :توان نوشتمي لذا

  Ae ( ) ( )
! ! ! !

   
          

   

1 11 1 1 11 11 13 5 2 4
 

 
 

  

z zsinhz z
! !

z zcoshz
! !


   



    

3 5

2 4
3 5

1 2 4





  

  :خواهيم داشت با استفاده از تعريف توابع هذلولوي

A sinh cosh cosh sinh
e

sinh cosh sinh cosh
     

       
     

1 1 1 1
1 1 1 1

 
 

  

  
mبراي دو ماتريس مربعي  :(يا ضرب تانسوري) ضرب مستقيم mA   وn nB ، توان ضرب مستقيمميC A B  را تعريف كرد كهmn mn .است  

Aاگر .شودله روشن ميبا يك مثال اين مسأ
 

  
 

1 1
2 Bو 3

 
  
 

1
1



  : داريم آنگاه ،باشد 

( )
B ( )B

A B
B B

                                               

1 1 1 11 11 11 1 1 1
2 3 2 31 12 3 2 31 1

   
   

  
  

  

  نيست.  جاييهجابداراي ويژگي اما  پذير استشركت دو ماتريس ضرب مستقيم
  نيست.      پذيرجابجا اما ،پذير استنيز مانند ضرب مستقيم شركتدو ماتريس ضرب معمولي 

سطر داشـته باشـد    nماتريس يك ستون و  لذا بهتر است آنها را بشناسيم. اگر ،هاي خاصي دارندها مهم هستند و نامبعضي از ماتريس هاي خاص:ماتريس
|خوانند و با مي بردار ستونيآن را  x  دهند. به همين ترتيب اگر ماتريس نمايش ميn خوانند و مي يبردار سطرآن را  ،ستون و يك سطر داشته باشد

x با | دهند. نمايش مي  
nيك ماتريس A اگر كه واضح است n باشد و| x  يك ماتريسn 1  وx | يك ماتريسn1 معني دارند.  زيرهاي ضرب ،باشد  

A | x x | A | x x | x | x       

n
a. (a . )f (x a) e f (x) f (x)

n!
 

  
   

x
nda

dx

d(a )
dxf (x a) e f (x) f (x)
n!
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Oهستند ijهاي آنيهاي است كه درماتريس :واحدماتريس 
I

O



 

  
 

AI  :مقابل است و داراي خاصيت مهم   IA A    

AO  :دهيمنمايش مي Oناميم و با ميماتريس صفر آن را  ،ي عناصر ماتريس صفر باشنداگر همه OA O    
هر  Bو  Aگويند. اگر ماتريس قطري مي ،گوييم و يك ماتريس مربعي كه تمام عناصر غير قطري آن صفر استمي قطر اصليروي عناصر  ،iiaهاييهاربه د

ABدو قطري باشند آنگاه  BA  .است  
   نامند.رد ماتريس مي را مجموع عناصر روي قطر اصلي يك ماتريس :)trace( رد
Tr(AB)  دهيم: نمايش مي Trرد را با ؛مستقل است ،ضربضرب دو ماتريس از ترتيب آن حاصلد حاصلر Tr(BA)  
Tr(ABC)    عنوان مثال:ه شود باي عوض نميرد با ترتيب دوره ،طور كلي براي هر تعداد ماتريسه ب Tr(BCA) Tr(CAB)    

)Tr  خواهيم داشت:  عدد باشند وو ماتريس Bو  Aاين معنا كه اگر  بهرد يك عملگر خطي است  A B) Tr(A) Tr(B)      

ijو ستون، تغيير نكند يعني: رطناميم، هرگاه با تعويض جاي سيك ماتريس مربعي را متقارن ميماتريس متقارن و پادمتقارن:  jiA A.  
ij:ناميم، اگر با تعويض سطر و ستون، قرينه شود يعنييك ماتريس مربعي را پادمتقارن مي jiA A .  

  توان بر حسب يك جزء متقارن و يك جزء پادمتقارن نوشت:هر ماتريس دلخواه را مي

ij ij ji ij jiB (B B ) (B B )   
1 1
2 2 

  

دهنـد  نشـان مـي   A1را بـا  Aوارون مـاتريس   .به شرطي كـه دترمينـان آن غيرصـفر باشـد    است  يك ماتريس مربعي داراي وارون وارون يك ماتريس:
1Aكه A AA  1 1.   

2براي يك ماتريس :2نكته  a  داريم:  2 b d b
A A

c d c aad bc
    

        
1 1  

A)  را داريم:  روروبههاي براي وارون ماتريس ويژگي ) A

(CA ) C A C C

 

  

  


  

1 1

1 1 1
1
2

 

    شود. باشد كه در زير توضيح داده ميبه معناي ترانهاده مي ~علامت

  (A) (A )   1 13  
  det (A ) det (A)  1 14  

 حاصل :2مثالTr(A BA)1 اگر ،A  وB برابر است با باشند زيرصورت ه ب :  

1 (2                                  2 (1    
   1) 4                              ) صفر  3




A B

   
        
       

1 4 2 1 4
1 5 2 1 3 5

2 3 4 1 2
  

 :يبراي محاسبه نياز به محاسبه»  4«گزينه  پاسخA1  :نيست. از خواص رد داريم  

Tr(A BA) Tr(AA B) Tr (IB) Tr(B) Tr





 
 

         
  

1 1
1 4

1 3 5 3 2 1
1 2

  

 
 دهند.نشان مي A با را Aآيد. ترانهاده ميدست ه جا كنيم ترانهاده ماتريس بهاي ماتريس را با هم جابهاگر سطرها و ستونماتريس: ترانهاده 

   ij jiA A   

  a b a c
A A

c d b d
   

     
   

  

ii  مانند. شود عناصر روي قطر اصلي هر ماتريس پس از ترانهاده كردن بدون تغيير باقي ميطور كه ديده ميهمان iiA A   

 متقارنپاد  متقارن
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  گوييم. يك ماتريس با معكوس آن برابر باشد به آن ماتريس متعامد مياه ترانهاده هرگهاي متعامد: ماتريس
  ij ij ik kj ik jk ij

k k
AA A A I (AA ) (AA) A A A A           1 1 1  

(AB) اثبات:ـ  1 B A  1 1 1   (AB) AB B A AB B B     1 1 1 1 1     
AB اثبات: ـ 2 BA     

ij ji jk ki ik kj ij
k k

(AB) (AB) A B B A (BA)          

Aخوانيم، اگررا متقارن مي Aيس ـ ماتر3 A  خوانيم، اگرباشد و آن را پادمتقارن ميA A  ،زيرا واضح است كه طبق تعريف ماتريس متقارن 
ij  خواهيم داشت:  ji jiA A A A A      

ij ji jiA A A A A        

(AB)متعامد باشند.  Bو  Aمتعامد، متعامد است اگر ضرب دو ماتريس ـ حاصل4 BA B A (AB)    1 1 1  

Aقدرمطلق دترمينان آن يك است؛ زيرا ،متعامد باشد Aـ اگر 5 A  وAA A A   21 1  

 براي ماتريس: 3مثال

i

A
i

 
  
 

)iexp، حاصل عبارت bA)2 89(سراسري   كدام است؟(  

1(
b bcos sin

b bsin cos

 
 
 
 
 
 

2 2

2 2

  2(
b bcos isin

b bisin cos

 
 
 
 
 
 

2 2

2 2

  3(
b bcos sin

b bsin cos

 
 
 
  
 

2 2

2 2

  4(
b bcos isin

b bisin cos

 
 
 
  
 

2 2

2 2

  

 :دانيم مي  »3«گزينه  پاسخz a ib  هم ريختa b
b a

 
  

aدر اين تست باشد،مي    وb i  توان نوشت:باشد، بنابراين ميمي   A i( i)   1  

  
i bbA i b be e cos isin  2 2

2 2  

كه ماتريس هم ريخت آن 
b bcos sin

b bsin cos

 
 
 
  
 

2 2

2 2

  است. 

  

 اگر وارون ماتريس : 4 مثالA B  را كه در آن عددي ثابت وA  وB هاي ماتريسN N  هستند به صورت بسط


m
m

m
(A B) L





   1 

  )93(سراسري   نوشته شود، كدام رابطه درست است؟
1 (L A 1

 وm
mL (A B) 1  2 (L A وm

mL (A B) A  1 1  
3 (L 1 وm

mL (A B) 1  4( L A 1
 وm

mL (A B) A  1 1 

 :رو بديهي است: ي روبهابطهر  »4«گزينه  پاسخ  I ( BA ) {( BA ) ( BA ) ... ( BA ) ( BA ) ...}               1 1 1 2 1 1 2  
)ماند مي شوند و تنها عبارت بالا كه باقيدو عبارت مساوي كم مي {}چرا كه داخل BA ) 1   است كه آن همI .نويسيم:حالا عبارت بالا را به فرم سري مي است  

m m m m m m m

m m m m
I ( BA ) ( BA ) [( BA ) ( BA ) ] [(BA ) (BA ) ]

   

   
        

   
             1 1 1 1 1 1 1 1 1  

m

m m m

[(BA )(BA )...(BA ) (BA )...(BA )]


    

 

   1 1 1 1 1

1
   

m(BAدر بالا )1 ضرب را به صورت حاصلm تا(BA )1 طورنوشتيم و همينm(BA ) 1  A1ت چپ و يـك  از سم B. حالا در جمله اول يك 1

mطوركنيم. براي جمله دوم هم هميناز سمت راست جدا مي

m m m

I [B(A B)...(A B)A B(A B)...(A B)A ]


     

 

   1 1 1 1 1 1

1
   .  
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  سومفصل 

 »سريدنباله و «
   

   سري ):1درسنامه (
  

nنهايت جمله به صورتمفهوم مجموع بيگيري دارند؛ كاربردهاي چشم ،هاي نامتناهي در رياضيات و فيزيكسري هاي نامتناهي:سري
n

a





1
  شود. نمايش داده مي 

  شود:جمله به اين صورت تعريف مي iمجموع جزئي 
i

i i
n

S a


 
1

   

iدر حد iSاگر مجموع جزئي   يعني ،همگرا شودi
i
lim S S


  گوييمناميم و ميميهمگرا آنگاه سري راn
n

a





1
  شود. همگرا مي Sبه  

nست كه براي سريشرط لازم براي همگرايي آن ا n
n n
lim a , a



 
 

1
nيعني هر سري كه ،اما اين شرط كافي نيست ؛شود 

n
lim a


   ًشود الزاما

به عنوان مثال سري همسازهمگرا نيست. 
n n






1

واگراست در حالي كه 1
n
lim

n





1 .  

دهند و شرط لازم و كافي براي همگرايي اين ها تشكيل يك دنباله ميiSاست. دقت كنيد كه  كوشي آزموناستفاده از  ،رايييك معيار مهم براي همگ
ازاي هره دنباله آن است كه ب  ، يك عدد معين نظيرN   ازايه وجود داشته باشد كه بi , j N :داشته باشيم   i jS S    

nبه عنوان مثال سريگوييم. ميواگرا آن را  ،نزديك شود يا نوساني باشد هاي جزئي بهي مجموعهرگاه دنباله

n
( )





   نوساني و واگراست. 1

nيك تصاعد هندسي به صورت  جمله عمومي سري هندسي:
na ar ) .استr زير است قدر نسبت هندسي) سري هندسي به صورت :  

  
nn n

n
n n

n n

(r )aS a a r
r 


  

 
1 1

1
1

  

n
n

n n

a ra (r )n lim S lim r
r r 

      
  

11 11 1
  

 حد سري  :1مثال


n

n
n





 1

2
3

  برابر است؟ 

2) 2  سري واگراست.) 1
3  3( 1

3   4 (1  

   :به صورتسري   »4«گزينه پاسخn

n
( )





1 2

3 2قدر نسبت كه يك سري هندسي با است 3
ي اول آن برابـر بـا يـك اسـت و     جمله است. در نتيجه 3

چون
2   است.ا ين سري همگرا ،است 13

n
n

n
n n

( )
 

 


 

  


 1
2 1 2 1 1 123 3 33 1 3
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  هاي همگراييآزمون 
  

nاگر دو سري ـ آزمون مقايسه:1
n

a  وn
n

b  ،را داشته باشيم به طوري كهn na b  :آنگاه  

nاگر 
n

b د آنگاه همگرا باشn
n

a  .نيز همگرا است  

nاگر  
n

a  واگرا باشد آنگاهn
n

b  .نيز واگرا است  

دانيم سري مي
n n pواگرا است. پس سري 1

n
n  به ازايP1 زيرا براي  ؛واگرا استP1 ؛Pn

n


1 .   

nn(aداشته باشيم، nي كافي بزرگ ازاي همه مقادير به اندازهه اگر ب ـ آزمون ريشه:2 ) r 
1

n در ايـن صـورت   ،باشد nمستقل از  بايد rكه  1
n

a 

nn(aهمگراست و اگر ) 
1

nدر اين صورت باشد 1
n

a  .واگراست  

nداشـته باشـيم  ، nي مقادير به حـد كـافي بـزرگ    ازاي همهه اگر ب ـ آزمون نسبت:3

n

a
r

a
  1 nدر ايـن صـورت   ،اسـت  nمسـتقل از   rكـه   1

n
a 

nهمگراست و اگر

n

a
a
 1 nآنگاه ،باشد 1

n
a  .واگراست 

nصورت حدي نيز بيان كرد: اگره توان برا مياين آزمون  :1نكته 
n n

a
lim

a



1 گرا است سري وا ،باشد تر از يكاگر بزرگ ؛سري همگراست ،باشد 1

  بخش نيست. نتيجه ،آزمون ،و اگر برابر با يك باشد
 كدام سري همگراست؟  :2مثال  

1( 
n

n
n



 
1 1  2 (n

n
e






1
  3 (

n
n






1
   4 (n

n







1
2  

 :غير صـفر اسـت   ،ي عمومير جملهزيرا ه ؛ي يك واگراستگزينه»  4«گزينه  پاسخ:
n

nlim
n




11 اـ قـدر       ،واگراسـت  2ي . گزينـه  زيـرا يـك سـري هندسـي ب

eنسبت 1 زيرا يك سري به شكل ،نيز واگراست 3ي است. گزينهp

n
n







1
pاست كه    1

اـ قـدر       .همگراسـت  4ي است ولـي گزينـه   2  زيـرا يـك سـري هندسـي ب

نسبت
1    3و2، 1هاي ها را داشته باشد. كه گزينهحل بهتر براي حل سؤال اين است كه شرط لازم سرياما راه است. 12

n
lim n


    .پس شرط لازم را ندارند  

 

سريـ آزمون انتگرال: 4
n

f (n)





1
dxfاگر ،همگراست  (x)



1 اگر اين انتگرال نامتناهي باشد.  ،متناهي باشد و واگراست  

، به ازاي همه Nم. اگر براي يك عدد معين گيرينظر مي را در ibچون ،مثبت اي از ثوابت متناهيو دنباله iaمثبت يك سري از جملات ـ آزمون كومر:5

nمقادير N، داشته باشيم:   n
n n

n

ab b C
a



  1

1
  

iآنگاه
i

a





1
n: داشته باشيم همگراست و اگر 

n n
n

ab b
a



 1

1
ibهمچنين و  واگرا باشد، 1

n
i

i
a




1
  نيز واگراست.  

nbاين آزمون همان آزمون كومر با :ابهـ آزمون ر6 n است. اگرna   ،ازاي همه مقاديره ب باشد n كهn N در آن  وN  يك عدد صحيح مثبت

n   داشته باشيم: ،است nمستقل از 

n

an( ) p
a 

  
1

1 1  

nآنگاه
n

a





1
nهمگراست و اگر  

n

an( )
a 

 
1

1 nآنگاهباشد،  1
n

a





1
  واگراست.  
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naداشته باشيم nازاي همه مقادير متناهي ه اگر ب ـ آزمون گاوس:7   وn

n

a h B(n)
a n n

   21
nازايه ب B(n)كه 1   تابع كرانداري ازn 

hازايه ب naآنگاه ،باشد 1 ازايه همگرا و ب h 1  .واگراست  

nاگر نسبت :فت كهتوان نتيجه گراز آزمون گاوس مي

n

a
a 1

nبه صورت مقابل باشد:  

n

n a n aa
a n b n b

 


 

2
1

21 1



aبه ازاي   b 1 1 همگرايي و به  1

aازاي b 1 1 n  زيرا داريم:واگرايي داريم.  1

n

n a n a n b n b (a b )n a ba
a n b n b n b n b

   

 

       
 

   

2 2
1 1 1 1

2 21 1 1
  

n  آيد:هاي بزرگ به صورت مقابل در ميnدررابطه بالا 

n

(a b )a a b
a n n

 



 
  1 1

21
1  

aاگركه  داريم: به طور واضح از آزمون گاوسهمچنين  b 1 1 aو اگر باشد همگرا 1 b 1 1   باشد، واگراست. 1
  به اين صورت است: دو جمله در اين سريي لژاندار را امتحان كنيم. نسبت توانيم همگرايي سربه عنوان يك مثال از اين آزمون مي

j

j

a ( j )( j )
a j( j ) l(l )

 


  
2

2 2

2 1 2 2
2 2 1 1  

j  آيد:هاي بزرگ به صورت مقابل در ميjبراي

j

a ( j )( j )
a j( j ) j

 
  


2

2 2

2 1 2 2 112 2 1  

hچون در آزمون گاوس 1 واگرايي، آن است كهرفع ك راه اين سري واگراست. ي ،استl قطع شود. طول انتخاب شود تا سري از يك جمله به بعد  

pسري :2نكته  q
n n (Lnn)






2

  است:  زيرداراي شرايط  1

  
  مگراست ه                                                   واگراست 

  
   : اما بايد توجه داشت كه ؛كار برده صورت حدي نيز به توان برا مي ابهآزمون كومر و ر :3نكته 

n ،براي آزمون كومر
n n

n n

alim b ( ) b
a









   

1 n ،ابهو براي آزمون ر   11
n n

alim n( )
a


   

1
1 11 1

  را داريم:  

  تناوبمهاي سري

nسري متناوب به صورت درگوييم. سري متناوب مي ،شودري كه علامت جملات آن يكي در ميان عوض ميبه يك س
n

n
( ) a





 1

1
na اگر 1   اشدب  

nو
n
lim a


  سري به عنوان مثال آنگاه سري مذكور همگراست. ؛شود
n

n

( )
n






1

    يك سري همگراست.  1

  n n
n

n nn

| a | a
a

a | a |

   


 

   
o¬H k{IM Ho«μÀ SwH Ho«μÀ ÓI£±‰¶

o¬H k{IM Ho«μÀ I¶H k{IM Ho¬H» Š»oz¶ ÂÄHo«μÀ
   

توان يك سري همگراي مطلق را مي و ، به ترتيب جملات آن وابسته نيستحاصل جمع سري ،اگر يك سري نامتناهي همگراي مطلق باشد ها:جبر سري
له ها همگراست. اين مسأيك از سريضرب حد هر لبه حاص ،دست آورد كه حاصل آنه در يك سري همگراي مطلق ديگر ضرب كرد و يك سري دوگانه ب

  كند يك سري مطلقاً همگرا را به هر نحو بازآرايي كنيم. به ما كمك مي

pدانستيم كه براي ريمان: تايتابع ز 1 سريp

n
n







1
  گويند. مي p يريمان مرتبه تابع زتاي ،همگراست و به حاصل و حد اين سري 

p

n
(p) n





  

1
  

    p 1    همهq  ها 
   p 1     q 1   

    p 1    همهq  ها 
   p 1     q 1   

  همگرا
  نامعلوم
 واگرا

  همگرا
  نامعلوم
 واگرا
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  سري توابع         

nمثلاً ؛باشند x همچونجملات يك سري تابعي از يك متغير حقيقي سري تابع يعني اينكه 
n

u (x)





1
به مفاهيم ديگري  x. رفتار اين سري تحت متغير 

  . نيازمند است همگرايي يكنواخت نظير

  ت: يكنواخهمگرايي 

اگر به ازاي هر  ،  عددي مانندN يدر بازهa x b [a ,b]  كه مستقل ازx به ازاي هر  ،وجود داشته باشد ،استn N، nS(x) S (x)   
a]يگوييم سري در بازهآنگاه مي ،باشد ,b] هاترينكه دو تا از مهم ،وجود دارد يهايآزمون ،همگراي يكنواخت است. براي بررسي همگرايي يكنواخت  

  كنيم. را بررسي مي

iاگر بتوانيم يك سري از اعداد وايراشتراوس: Mـ آزمون 1
i

M





1
a]در بازه xتشكيل دهيم كه به ازاي هر  را  ,b]، i iM u (x) باشد وi

i
M 

iuسري ،همگرا باشد (x) در[a ,b]  باشد.همگراي مطلق نيز ميهمچنين همگراي يكنواخت است و   

سريهمگرايي 
n

n

x
n




 2

1
]يدر بازه .گيريمرا در نظر مي  , ]1 nبه ازاي . به طور واضح1 1 براي هر عدد در اين بازه،nx 1 است.   

بنابراين
nx

n n
2 2

دانيم كهولي مي .باشدمي 1
n

 2
لذا .يك سري همگراست 1

n

n

x
n




 2

1
ي انتهايي بازه نيز سري بهباشد. در دو نقطههمگرا مي 

n
 2

1 

و
n( )

n
 2

كه هر دو همگرا هستند. لذا سريشود تبديل مي 1
n

n

x
n




 2

1
]يهمگراي يكنواخت است (در بازه  , ]1 1 .(  

nاگر آبل:آزمون  ـ2 n nu (x) a f (x)وna A بوده و همگرا باشد و توابعnf (x)  به ازاي هرx درون[a ,b] يكنواي نزولي باشند 
n nf (x) f (x) 1 و همچنين كراندار نيز باشندnf (x) M  ،در سري آنگاه[a ,b]  .همگراي يكنواخت است    

   :هاي همگراي يكنواخت سه خاصيت بسيار مهم دارندسري

nuتك جملاتاگر تك )الف (x) جمع سري نيز پيوسته است.  ،پيوسته باشند  

nuتك جملاتاگر تك  )ب (x) برابر است با انتگرال مجموع ،هامجموع انتگرال له انتگرال گرفت. بنابراينجمله به جم سري، توان ازمي ،پيوسته باشند.   

  b b

a a
n

n
dxf (x) dxu (x)




  

1
  

nيعني .برابر است با مجموع مشتقات ،مشتق مجموع جملات سري )ج

n

du (x)df
dx dx




 

1
nuبه شرطي كه  (x) وndu (x)

dx
a]در  ,b]  هر دو پيوسته

nباشند و

n

du (x)
dx






1
a]در  ,b] .همگراي يكنواخت باشد  

 :كند. كي بر ديگري دلالت نميتوانند از هم مستقل باشند و وجود يهمگرايي يكنواخت و همگرايي مطلق مي تذكر  

nهر سري مثل :4نكته 
n

f (x) u (x)



 

1
   تواند همگراي يكنواخت باشد. نمي ،باشد f(x)اي كه شامل يك ناپيوستگيدر بازه 
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  چهارمفصل 

  »فضاهاي برداري «

و فضاي برداري هگرو ):1درسنامه (  
  

  هاي زير باشد. ناتهي است كه نسبت به عمل دوتايي * داراي ويژگي زماني يك ساختار جبري روي يك مجموعهتعريف گروه: 
  هاي زير را برآورده سازد:ويژگي گروه است هرگاه يستاره ،تحت عمل Gيك مجموعه ناتهي و * يك عمل دوتايي باشد، آنگاه  Gاگر 

aباشند، آنگاه  Gعضو  bو  aاگر  بودن نسبت به عمل * : بسته  b*  نيز عضوG  :باشد، در نتيجه  a, b G a b G*     
,a جايي:هويژگي جابـ 1 b G a b b a**     ًرا با «*» كه در اين صورت معمولا» «دهند.  نشان مي  
  پذيري:  ـ ويژگي شركت2

  a, b, c G a (b c) (a b) c* * * *     
   | a (| b | c ) (| a | b ) | c             

  عضو خنثي نسبت به عمل * در گروه موجود باشد:  عضو خنثي:وجود ـ 3
  if a G & e a a e a e G* *      

aبه ازاي هر بردار  ارون جمع:عضو و ـ4   در يكV،  يك بردارa   درV  وجود دارد كهa ( a ) o       

a    :وارونوجود عضو ـ 5 G b G : a b b a e* *       
  ها:مثال از گروه

    .دهنديك گروه را ميتشكيل  ،ـ مجموعه اعداد صحيح نسبت به عمل جمع1
  دهند.اعداد طبيعي نسبت به عمل جمع تشكيل يك گروه را نمي يـ مجموعه2
  دهند. بردارها نسبت به عمل ضرب اسكالر تشكيل گروه نمي يـ مجموعه3
زيرا عضو خنثي (همـاني) و   هند؛دكيل گروه نميتش ،دهند. اما نسبت به عمل ضرب ماتريسيها نسبت به عمل جمع تشكيل گروه ميماتريس يـ مجموعه4

  ممكن است وجود نداشته باشد.  ،هاي غيرمربعيعضو وارون ضرب ماتريس
    .دهندتشكيل گروه نمي هاي مربعي به همراه عمل ضربي ماتريسـ همه5
) ماتريس يكاني است. عضـو وارون  يمانعضو خنثي (هزيرا دهند، ميتشكيل گروه  ،فر، نسبت به عمل ضربمربعي با دترمينان غيرصهاي ي ماتريسـ همه6

AAA  هر ماتريس نيز وجود دارد.  A A I A
det (A)

    1 1 1 
  

  پذير هستند:توزيع ،اسكالر باشند در هايي كه شامل بردارضربحاصل پذيري:ـ توزيع6

)  پذير است. توزيع ،برداري ـ ضرب در اعداد (اسكالرها) نسبت به جمع1 a b ) a b          

)  پذير است.نسبت به اسكالر توزيع ،ـ ضرب در بردارها2 ) a a a        
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  خاصيت فضاي برداري
  وجود دارد:  زيردر آن با خواص  جمع اعضاءو  ضرب عدد حقيقي در اعضاءاي است كه دو عمل يك فضاي برداري حقيقي مجموعه

A  جايي است: هجابقابل جمع برداري  ـ1 B B A  
   

   
  .پذيري داردجمع برداري خاصيت شركت ـ2   A B C A B C    

     
   

Oعنصري مانند ـ3


A  :وجود دارد كه  O O A O   
    

  
Aبراي هر عضو ـ4


A، عضوي مانند


  :ارد كهوجود د  A A O  

  
   

  :خاصيت پخش نسبت به جمع دارد ،ضرب اسكالر در بردار ـ5 A B A B     
   

   

   پذيري دارد:ضرب اسكالر خاصيت شركت ـ6   A A   
 

  

A   :ضرب واحد در بردار ـ7  A1
 

   
   يت پخشي دارد:جمع اسكالرها خاص ـ8 A A A    

  
   

  عبارتند از: فضاهاي برداري معروف 
  مجموعه اعداد حقيقي يك فضاي برداري است.  Cالف) 

Vب) اگر  باشد و مجموعه اسكالرها در اين صورت ،باشدضاي برداري روي ميدان حقيقي است. يك ف  
V) اگرپ  باشد و مجموعه اسكالرها نيز  ،گاهآنباشد  .يك فضاي برداري مختلط روي ميدان حقيقي است  
  است.  يك فضاي برداري روي ،رهاتحت جمع هندسي معمول بردا ،ها در صفحه) مجموعه پيكانت
  است.  يك فضاي بردار روي  ،تحت جمع معمولي بردارها ،ها در فضا) مجموعه پيكانث
ها و تحت ايجملهتحت جمع معمول چند cpباشد. در اين صورت tر با ضرايب مختلط بر حسب متغي هاايجملهي چندهمه يمجموعه cp) فرض كنيدج

  اي صفر است. همان چند جمله ،يك فضاي برداري است كه بردار صفر در آن ،اي در يك عدد مختلطضرب يك چندجمله
nيعني ،هاي مختلط باشدتايي nي ي همهمجموعه n) اگرد nb ( ,... ), a ( ,... )     1  .باشند nعناصر  1

n،   .يك فضاي برداري روي ميدان مختلط است  
m) اگــرح n هــايي تمــامي مــاتريسمجموعــهm n ،تحــت جمــع معمــولي و ضــرب معمــولي اســكالر در  باشــد كــه عناصــر آن مخــتلط هســتند

mماتريس n ، .يك فضاي برداري است  
cاگر  ،n مثبت) به ازاي هر عدد صحيح و هـ

np تر يا مساوي ي كوچكبا درجه هايايتمامي چندجملهn 1 ،باشدc
np ها ايتحت جمع معمول چندجمله

cها دراسكالر بسته است و لذا و ضرب آن
np  .نيز يك فضاي برداري است  

) اگرو C a,bيي مختلط مقدار باشد كه در بازهمجموع تمامي توابع يك متغيره a,b ه هستندپيوست،  C a,b  .فضاي برداري است  
Cي) اگر (a,b) در ايـن صـورت    ،تمامي مراتب مشتق دارنـد تا كه  ،ي حقيقي مقدار باشدي تمامي توابع يك متغيرهگر مجموعهنمايانC (a,b) روي

   يك فضاي برداري است. ،ميدان حقيقي

naبردارهاي :استقلال خطي و وابستگي خطي ... a 1 اگر  ،مستقل خطي هستند
n

i i
i

a

 

1
 كه در آنi C عبارت ديگر دو به  ،است

  ها برابر صفر باشد.  اگر ضرب داخلي آن ،اندبردار مستقل خطي

  توان به صورت تركيب خطي از ديگر بردارها نوشت.گاه هر بردار را مييرصفر وجود داشته باشند، آناي از اسكالرهاي غاگر مجموعه
n

i i
i

| |


    
1

  

مجموعه بردارهاي i| شوند.، وابسته خطي ناميده مي  
Bيك مجموعه مانند Vيك پايه در فضاي برداري 

 به طوري كه هـر بـردار    ،باشداست كه متشكل از بردارهاي مستقل خطي ميV     يـك تركيـب خطـي از
Bعناصر
 است.  )بعد(نامتناهي صورت در غير اين اگر داراي يك پايه محدود باشد، ،است )بعد(متناهي . فضاي برداري است  
   است. بعد فضاي برداريداراي تعداد مساوي از بردارهاي مستقل هستند. اين عدد همان  ،هاي يك فضاي برداري متناهيتمام پايه
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  پنجمفصل 

 »و نگاشتتوابع مختلط اعداد و « 

اعداد مختلط ):1درسنامه (  
 

 هر عدد مختلط به فرم :1تعريفz x iy  نويسيم:  شود و مينمايش داده مي x Rez , y Im z   
      شود:تعريف مي زيري مجموعه اعداد مختلط به صورت پس به طور كل

  C {x iy | x, y R , i }     2   مجموعه اعداد مختلط1
 و واحـد محـور قـائم    1آن دو محور عمود بر هم به صورت افقي و عمودي بر صفحه رسم شوند، و واحد محور افقي اي كه دربه صفحه: 2تعريفi   ،باشـد

  گوييم.صفحه مختلط مي
  
  
  
  

  

 مزدوج عدد مختلط: 3تعريفz x iy  را باz شود:            دهيم و به صورت مقابل تعريف مينشان مي                 z x iy   

 عدد مختلط )اندازه(قدر مطلق : 4تعريفz x iy  شود:   به صورت مقابل تعريف مي         | z | x y 2 2   

 دهد.و فاصله تا مبدأ مختصات را نشان مي قدر مطلق يك عدد مختلط، عددي حقيقي و مثبت است :1تذكر  
  

  اعمال حسابي در اعداد مختلط     
zمجموع دو عدد مختلطجمع:  x iy 1 1 zو  1 x iy 2 2 z           است: روبروبه صورت  2 z (x x ) i(y y )    1 2 1 2 1 2  

zتفاضل دو عدد مختلطتفريق:  x iy 1 1 zو  1 x iy 2 2 z            است:روبرو به صورت  2 z (x x ) i(y y )    1 2 1 2 1 2  
zبراي ضرب دو عدد مختلطضرب:  x iy 1 1 zو  1 x iy 2 2  i2كافي است دو عدد را بطور معمولي جمله به جمله در هم ضرب كنـيم و بجـاي    2
  را قرار دهيم. 1مقدار

z .z (x iy )(x iy ) x x ix y ix y i y y (x x y y ) i(x y x y )          2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1  

zبراي بدست آوردن خارج قسمت دو عدد مختلطتقسيم:  x iy 1 1 zو1 x iy 2 2   كنيم.  ضرب مي ،صورت و مخرج كسر را در مزدوج مخرج 2

             z x iy x iy x x ix y ix y i y y x x y y x y x y
i

z x iy x iy x y x y x y
      

    
    

2
1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
  

Re (z)  

z = x + iy  
Im (z)  

1  x  

i  
y  
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  اعداد مختلط خواص  
  دو عدد مختلط باشند، در اين صورت روابط زير برقرارند: z2و  z1فرض كنيد

z z
( )
z z

1 1
2 2

  )4  z z z z1 2 1 2  )3  | z | | z |   )2 z z z z  1 2 1 2    )1  

| z z | | z | | z |  1 2 1 2   )8 z | z || |
z | z |

1 1
2 2

  )7  | z z | | z || z |1 2 1 2   )6 zz | z | 2       )5

  اعداد مختلطنمايي  و شكل قطبي

zهر عدد مختلط x iy  توان به شكلرا ميz r(cos isin )     نامند. در رابطـه فـوق  نوع نمايش را شكل قطبي عدد مختلط مينوشت. اينr و
 آيندست ميدههاي زير باز فرمول:  

   
yr x y , Arctg
x

2 2  
  

 را آرگومان يا آوند عدد مختلطz وr عدد مختلط و يا اندازه مدول  ،را قدر مطلقz گويند.مي  z i  2   
ieبا استفاده از فرمول cos isin    هر عدد مختلط به شكل قطبي ،z r(cos isin )     توان به فرم را ميiz re    نوشت كه به آن فـرم

izگويند. عددنمائي يك عدد مختلط مي re   را به شكلz r  توان نمايش داد.نيز  مي  
 مقدار فاز (مقدار آرگومان) عدد مختلط :1 مثالiz

i

 2   )95(سراسري   عدد صحيح است) k( ، كدام است؟ 2

1(
4    2( 5

2  3( k
 

3 22  4( k
 

5 24  
  :مقدار فاز  »4«گزينه پاسخz دست آورد. بنابراين داريم:توان از كسر فاز صورت از مخرج بهرا مي  

  iz arg(z) arg(i) arg( i)
i

     
 

2 22 2    

Arg(z) ( )

 

   
    

3
4

3 5
2 4 4 4

IÄ
IÄ  

k2 ه تغيير كند. توجه كنيد كهكه مسألوماني اضافه كرد، بدون اينتوان براي هر آرگرا ميi 2 ، يك زاويه 2

45 سازد. در ربع سوم مي  (arg(z)) k
  5   فاز24

  

 مقدار عبارت :2 مثالsin( i ln )
   )49(سراسري   كدام است؟ 22

1 (/ 5  2 (/25  3 (/1 25  4 (/2 5  

  :طبق تعريف   »3« گزينهپاسخsin داريم حسب تابع نماييبر :  
ix ixe esin x

i


 2  

  
i i i iln ln ln lne e e e e e ( )*sin( i ln )

i i

   
     

   
2 2 2 22 2 2 2

22 2 2
  

x،iيعني  كافي است به جاي آرگومان سينوسي، ln
  اما را جايگذاري كنيم. 22

i

e

2، 

i

e


 2،lne lneو2     توان حساب كرد:را به سادگي مي 2
i i lnln lne cos isin i , e i , e , e e
 

  
       

1
2 22 2 2 122 2 2  

)رابطهبا جايگذاري اعداد بالا در    رسيم.به جواب نهايي مي *(
i i

sin( i ln ) /
i


  

12 22 1 252 2  

45° Re

Im

2 2i 
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  ضرب و تقسيم اعداد مختلط به فرم قطبي يا نمايي        
  

و عدد مختلط اسـتفاده  د ضرب و تقسيمباشد ولي براي محاسبه تر از فرم قطبي يا نمايي ميبراي جمع يا تفريق دو عدد مختلط استفاده از فرم دكارتي ساده
  باشد.تر از فرم  دكارتي مينمايي سادهاز فرم

izاگر r e  11 izو  1 r e  22 )i  :آنگاه خواهيم داشت 2 )) z z r r e   1 21 2 1 )i                  و             22 )z r
) e

z r
  1 21 1

2 2
1  

iz :بسازند آنگاه د و با هم زاويهابتداي هر دو بردار يك نقطه باش از نظر اندازه با هم برابر باشند و z2و z1هرگاه دو بردار: 1كتهن  z e 1 2.  

 1د مختلط براي اينكه اعدا: 3مثال ،z وz2 ؟باشند، كدام شرط كافي است 1الزاويه با رأس قائمه در نقطه الساقين قائمرئوس يك مثلث متساوي  

1( z i 1  2 (z i 2  3( iz  


1 3
2  4 (iz  


1 5

2  

  :لذا بردارهاياست، الزاويه دقت كنيد چون مثلث قائم  »1«گزينه پاسخz 2 zو 1 1     بر هم عمود هستند. يعني اختلاف زاويه ايـن دو بـردار بايـد

برابر
  الساقين است، پس داريم:ورت تست گفته شده مثلث متساويباشد، اما چون در ص 2

i
| z | | z | (z ) (z )e z i(z )




           2 2 221 1 1 1 1 1  
  

(z )(z ) i(z ) z i z i             1 1 1 1 1  

  

  توان يك عدد مختلط      
  

  

izفرض كنيد re r(cos isin )     ،صورت: در اين باشد             n i n n i(n ) nz (re ) r e r (cosn isin n )        
  .عددي طبيعي است nآن  نام دارد كه در موآوردفرمول فوق فرمول 

 حاصل: 4مثالnA ( cos i sin )    1 كدام است؟  

1( n n n ncos [cos isin ]   
12 2 2 2  2( n n n ncos [cos isin ]  

2 2 2 2  

3(  n n n ncos [cos isin ]   
12 2 2 2  4(  n n n ncos [cos isin ]  

2 2 2 2  

 دانيممي»  4«گزينه : پاسخcos cos 
   21 2 sin، و همچنين2 sin cos 

  2 2     با جايگذاري اين مقادير در رابطه داريم: 2

n nA ( cos isin ) ( cos isin cos )  
      21 2 22 2 2 

cosبا فاكتورگيري از عبارت 2 n  داريم: 2 n n n nA [ cos (cos isin )] cos [cos isin ]     
   2 22 2 2 2 2 2  

   
 اگر: 5مثالz cos

z
  

1 nحاصل آنگاه 2
nz

z


  است؟برابر كدام گزينه  1

1( sin n2  2( cosn2  3(  n( cos )2  4( n( sin )2  
 ابتدا با توجه به فرض، مقدار   »2«گزينه : پاسخz كنيم:را حساب مي    

cos cosz cos z zcos z cos sin
z

   
              

22 21 12 2 1 1    

iz cos i sin cos isin e         2  

اندازه با هم برابر است و با 
هم زاويه

 2
 سازندمي 

z2 1  

z  
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izاگر e آنگاه ،ie
z

 
n  ، لذا داريم:1 in in

nz e e (cosn isin n ) (cosn isin n ) cosn
z

              
1 2  

izاگر e  آنگاهie
z


n  :، لذا داريم1 in in

nz e e (cosn isin n ) (cosn isin n ) cosn
z

              
1 2  

  به دست آمد. cosn2طور كه ملاحظه كرديد در هر دو حالت مقدار عبارت برابرهمان

  
  عددي طبيعي باشد آنگاه همواره داريم : nاگر : 2نكته 

n
n n nn n n n) ( i) [cos( ) isin( )] , ) ( i) [cos( ) isin( )]   

     21 1 2 2 3 24 4 6 6  
)nمقدار عبارت: 3نكته  i)1 با توجه به مقدارn :به صورت زير نيز قابل محاسبه است  

هاي فرد:nبراي
n

n( i) ( i) ( i)


  
1

21 2 ي زوج:هاnبراي                           1
n

n( i) ( i)  21 2  

 حاصل  :6مثالz i i i    2   ، برابر كدام گزينه است؟13921

i) 3  1) 2  صفر) 1
i



1
1  4 (i

i





1
1  

  :با شرط  »2«گزينه پاسخk 1به ازاي هر ،k ي مقابل را همواره داريم:رابطه  
n

n kk k k
k

 
    


2 1 11 1  

i  با توجه به صورت سؤال خواهيم داشت: i (i) i(i ) i( ) iz
i i i i i

     
     

    

1393 1392 2 696 6961 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1    

 
 اگر: 7مثالi1ي معادلهريشهz az b  5 aباشد، آنگاه مقدار 3 b كدام است؟  

1( 4-  2(  6  3(  6-  4(  4+  
 چون»  3«گزينه : پاسخi1 كند:باشد، لذا در معادله صدق ميريشه معادله مي  ( i) a( i) b    5 31 1      

)n) حاصل3طبق نكته ( i)1 برايnبرهاي فرد برا
n

( i) ( i)



1

22 nباشد، لذا با توجه به اينكه در اين تستمي 1  nو 3    است، داريم: 5

( i) ( i) a( i) ( i) b ( i) ( i) a( i)( i) b i ( i) a( i i ) b
 

                
5 1 3 1

2 2 22 22 1 2 1 2 1 2 1 4 1 2 2     
a

i ai a b ( a)i a b a , b a b
a b

  
                          

4 24 4 2 2 4 2 4 2 2 8 2 8 64 2


 


  

بـا اسـتفاده از    20گيرد، حل مثال ها زياد مورد استفاده قرار ميست. معمولاً در تست) مفيد ا2) از نكته (1لازم به ذكر است، حفظ كردن قسمت (توضيح: 
  ) نيز به راحتي ممكن است.2) نكته (1قسمت (

  يك عدد مختلط يريشه     
  

nصورتدر اين ،نويسيمرا به فرم نمايي يا قطبي مي يك عدد مختلط، ابتدا آن يبراي محاسبه ريشه z آيد:از فرمول زير بدست مي  


ki( )n n nn k kz re r[cos( ) i sin( )] , k , , ..... , n

n n

 
     

    
2 2 2 1 1  

nشودنتيجه مي kبا توجه به مقادير مختلف z دارايn است كه به ازاي مقادير مختلف متمايز جوابk آيند.ت ميبدس  
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  مشش فصل

  »گيري از توابع مختلطو انتگرال ها، بسط تيلور و لوران و محاسبه ماندهسري«

 هاي مختلطها و دنبالهسري ):1درسنامه (
  

  هاي مختلطدنباله       

nzدادرا نسبت دهيم، آنگاه اع nzعدد مختلط ،nاگر به هر عدد طبيعي ,z ,...,z1   دهند. يك دنباله مختلط را تشكيل مي2
nدنبالهقضيه:  n nz x iy  همگرا بهz x iy    هاي حقيقياست، اگر و فقط اگر دنبالهnx بهxوny بهy  همگرا باشد. در واقع اگر يكي از

n اين دو شرط برقرار نباشد آنگاه دنباله واگرا خواهد بود.
n
lim z z


    

nبراي مثال دنباله n
nz ( ) i( )  

21 nواگرا است چون 3
nx ( ) 1 .واگراست  

 ي همگراي الهدنب :1مثالz , z ,1 nzرا كه در آن  2 ( ) i( )
n n

   
1 5 11 3 حد دنباله باشد، تعداد جملات دنباله كـه   cگيريم. اگر ، در نظر مي14

خارج ناحيه  n| z c | /    باشند، چند تاست؟مي 1
1 (326  2 (3 1  3 (325  4 (3    

 :حد دنباله به راحتي برابر مقدار مقابل است:  »3«گزينه  پاسخ  n
n

c lim z i


  
1 34  

n| z c | / | i | / / / n
n n nn n


           2 2
5 3 25 9 131 1 1 1 3254 416

         

 

 دنباله :2مثال
in

n
ez
n



  


41
  ......... است. 2

  كران) همگرا و بي4  ) واگرا و كراندار3  كراندار  ) همگرا و2  كران ) واگرا و بي1
 :دنباله  »2«گزينه  پاسخnz همگراست اگرn

n
lim z


nوجود داشته باشد. براي اين منظور در دنباله  n nz u iv     بايـد هـر دو حـدn
n
lim u


 

nو
n
lim v


  وجود داشته باشد. 
in

n n n n n n
n n n

n ncos sinez ( ) i u iv , lim z lim u i lim v
n n n



     

 

          
  

41 1 4 4
2 2  

nهمگراست.  nzبنابراين دنباله
n n n

n ncos sin
lim z lim ( ) i lim

n n    

 

      
 

1 14 4
2 2  

    دار است.بررسي كرانداري ديگر لزومي ندارد، چون هر دنباله همگرا حتماً كران
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  هاي مختلطسري     

n{zاگر nگوئيم و آن را با نماديك دنباله مختلط باشد، آنگاه مجموع جملات نامتناهي اين دنباله را سري مي {
n

z





1
  دهيم. نمايش مي 

nسريقضيه: 
n

z





1
nكه  n nz x iy  باشد را بهميz x iy    هايناميم اگر و فقط اگر سريهمگرا ميn

n
x






1
nو 

n
y






1
 xبه ترتيـب بـه   

  همگرا باشند.  yو

  ي مطلق و مشروطيتعريف همگرا    

nسري
n

z





1
nگوئيم هرگاه سريق ميرا همگراي مطل 

n
| z |






1
nسري همگرا باشد و 

n
z






1
nگوئيم هرگـاه سـري  همگراي مشروط مي را 

n
| z |






1
واگـرا   

nو
n

z





1
  همگرا باشد. 

nبراي همگرايي سريي) نه كاف (اماشرط لازم : 1نكته 
n

z





1
nآن است كه 

n
Lim z 


  باشد. واضح است كه صفر بودن حد دنبالـهnz  وقتـي n  

  واگراست. توان نتيجه گرفت سريمي ،حد دنباله صفر نبودفقط شرط لازم براي همگرائي سري است و همگرائي خود سري بايد بررسي شود ولي اگر 

  وايراشتراس M آزمون
  

mاگر سري با جملات ثابت
m

M





1
mهـا، رابطـه  zهاي صحيح مثبت و به ازاي تمـام mهمگرا باشد و به ازاي تمام  m| f (z) | M     برقـرار باشـد. آنگـاه

mسري
m

f (z)





1
  همگراي يكنواخت است. 

 آيا سري :3مثال


m

m

z
m coshm | z |








 2

|در قرص 1 z |  همگراي يكنواخت است؟ 1

 :با توجه به آزمون پاسخM دديوايراشتراس و همگرايي سري ع
m m




 2

1


  توانيم نتيجه بگيريم اين سري همگراي يكنواخت است، زيرا داريم:مي 

m m m
|z|z | z | z| | | |

m cosh m | z | m m cosh m | z | m
  

  
 

1
2 2 2 2

1 1 1 2  

  
ولي همگراي مطلق ها نيست. ممكن است يك سري همگراي يكنواخت باشد هيچ ارتباطي بين همگرايي مطلق و همگرايي يكنواخت سري : 2نكته 

  نباشد و يا اينكه همگراي مطلق باشد ولي همگراي يكنواخت نباشد.

  و به دست آوردن شعاع همگرايي آنها هاي توانيسري     
  

zيك سري تواني برحسب توانهاي z يعني سريn
n

n
C (z z )






1
يــك دنبــاله    nCعـددي طبيعـي و دنبالـه    nك عدد مختلط وي zكه درآن 

|شـود. سـري تـواني همواره در قرصمختلـط است، سـري تـوانـي نـاميـده مـي z z | R       ،همگراسـت و ايـن قـرص را قـرص همگرائـيR   را شـعاع
|همگرائي و دايره z z | R  گوييم.  را دايره همگرائي سري مي  
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  كنيم:از يكي از دو رابطه زير استفاده مي شعاع همگرائيبراي به دست آوردن 
  



 
 n n nn nn

C
Lim | | Lim | C |

C R R
1 1 1  

Rاگر   باشد، سري براي همه مقاديرz باشد و اگرهمگرا ميR  سري فقط درz همگرا و اگرR    آنگاه سري فقط براي مقاديرz   كـه
|در نامساوي z z | R  كنند، همگراست.صدق مي  

 شعاع همگرائي سري: 4مثالn n

n
( ) z

n






2

1

  كدام است؟ 11

1 (e1  2  (e  3  (  4  (1  

  : كنيم:براي محاسبه شعاع همگرايي از رابطه دوم كادر بالا استفاده مي »2«گزينه پاسخ  

                           n nn
n n
Lim | ( ) | Lim( ) e R e

R n n


 
      

2 11 1 11 1  

 

 شعاع همگرايي سري: 5مثالn

n

( n)! z
(n!)




 2

2


  كدام است؟ 

1 (1
2  2 (1

4  3 (4  4 (2  

  : شعاع همگرايي به صورت » 2«گزينه پاسخn
n n

CLim | |
C R



1   باشد، پس خواهيم داشت:مي 1

                 
n n n

( n )!
( n )( n )( n)!(n!) n((n )!)Lim | | Lim Lim | | R( n)!R ( n)!(n ) (n!) n

(n!)
  


      



2 22
2 2 2

2

2 2
1 2 2 2 1 2 4 11 42 42 1

  

 
fاگر :3نكته  (z)در نقطهz تحليلي باشد و بسط تابعf (z)حول نقطهz z وشته شود به فاصله نزديكترين نقطه غير تحليلي تـا نz   شـعاع

  شود. (در واقع اين مطلب تعريف شعاع همگرايي به زباني ديگر است.)همگرايي گفته مي

 تابع شعاع همگرايي  :6مثالzf (z)
z z




 2
1

4 5
، حول نقطه z  ت؟كدام اس  

1 (1  2 (3
2  3 (1

2  4 (5
2  

 :اول نقاط غير تحليلي»  1«گزينه  پاسخf (z) كنيم:  را حساب مي  z z (z )(z ) z , z          2 4 5 1 5 1 5     

zكمترين فاصله نقطه    شـود. واضـح اسـت   از اين دو نقطه شعاع همگرايي محسوب مـي| z z | | |   1 1 ;      كمتـرين فاصـله اسـت، پـس شـعاع ،
  يك است. عدد همگرايي برابر

  

 شعاع همگرايي بسط تابع :7مثالf (z)
(z i)(z )(z i)


  

1
1 zحول نقطه 2  1     كدام است؟    

1 (1
2  2 (1  3 (2  4 (2  

 :كنيم:محاسبه مي مقابلشعاع همگرايي براي اين تست را از رابطه »  3«گزينه  پاسخ         
z i, , i

min | z z | min{ , , }
  

  
1 2

2 2 5 2  

zتوضيح اينكه 1 نقاط غير تحليليترين فاصله اين نقطه از باشد و كوتاهميi ،1- وi2 گردد.شعاع همگرايي محسوب مي 
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  هاهاي تابعي و به دست آوردن ناحيه همگرايي آنسري    
  

هاي تابعي به شكلدر نوع ديگري از سؤالات با سري
n

f (n,z)





1
هاي هاي تواني نوشت. برخلاف سريها را به طور صريح مانند سريآن تواننمي ورو هستيم روبه 

  ها بايد از يكي از روابط زير استفاده كنيم:يي همگرايي اين نوع سرمتقارن نباشد. براي پيدا كردن ناحيه هادر اين نوع سريتواني ممكن است ناحيه همگرايي 

n nn
Lim | f (z) |


 n  يا  1
n n

f (z)
Lim | |

f (z)



1 1  

  شود.  در واقع در اين حالت شعاع همگرايي و ناحيه همگرايي با هم حساب مي
 هـاي تـابعي  ي همگرايـي سـري  ي ناحيهها هستند. براي محاسبههاي فوق يك روش كلي براي محاسبه ناحيه همگرايي تمام سرينامساوي  :1تذكر، 

هاي تابعي محاسـبه  با روش گفته شده براي سري ها راي همگرايي تمام سريهتر است شعاع و ناحيهب كارساز نيست.تواني هاي سريروش گفته شده براي 
  هاي تابعي هستند.هاي تواني يك مورد خاص از سري، زيرا سريكنيد

nCاگر: 4نكته  k )k  شود.مي 1است) شعاع همگرايي برابر عددي حقيقي  

 شعاع همگرايي سري  :8مثال


n n n

n
[ i( ) ] z




  2   كدام است؟ 1

1 (  

2 (1
5

  

3 (1
3

  

)nهاي فرد) مقدارnهاي زوج وn) به ازاي مقادير مختلف (4 )1 كند و شعاع همگرايي تعريف دقيقي ندارد.فرق مي  

   :با استفاده از آزمون ريشه داريم:  »1«گزينه پاسخ  n n nn
n

n n n
Lim | C | Lim | i( ) | Lim | i( ) |

R   
      

1 2 1 2 1  

  جا بايد اندازه را حساب كنيم، پس خواهيم داشت:در اين

  R 1
5

n n
n
Lim (( ) ) ( )

R 
         2 2 21 2 1 4 1 4 1 5 

 

 ي همگرايي سريناحيه  :9مثال
n

n

(z i)
n i





 


1

  برابر كدام گزينه است؟ 1

1 (| z i |  1 1  2 (| z i |  1 1  3 (| z i |  
11 2  4 (| z i |  

11 2  

 با توجه به توان»  1«گزينه :  پاسخn در بالاي پرانتز شاملzهـاي تـابعي بـه    شود و بايد از روش گفته شده براي سـري ، سري تواني محسوب نمي
  تست پاسخ دهيم:

  

(n )
n

n
n nn n nn

(z i)
f (z) (n i)(z i) (z i)n iLim | | Lim Lim | |
f (z) (z i) (n i)(z i)

n i

| |
 

 


   

 
        

     


1
1

1
1

1 111
1 1 1

  

n

n iLim . | (z i) | | (z i) |
n i z i

| | | | 




       

   
1 1 11 1 11 1  

  قرار دهيم: 1تر از را بايد كوچك عبارت فوق  | z i |1 1| |
z i

 
 

1 11  
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  مهفتفصل     

 »سري فوريه، انتگرال و تبديل فوريه«

     توابع متناوب ):1درسنامه (  
  

  يادآوري       
  

Tدر نظر بگيريد، هرگاه عددي مانند fDرا با دامنه fتابع  رط زير برقرار باشد:وجود داشته باشد به شكلي كه دو ش  
f) x D f (x T) f (x)    2  و  f f) x D x T D    1  

  .را دوره تناوب تابع مي ناميم Tگوييم ورا متناوب مي fدر اين صورت تابع

ncosتوان گفت دوره تناوب توابع مثلثاتيدر حالت كلي مي ax وnsin ax اگر توان آنها زوج باشد برابرT
a


 باشد و اگـر تـوان آنهـا فـرد باشـد      مي

Tبرابر
a



yبراي مثال دوره تناوب تابع باشد.مي2 sin x 4 Tبرابر 3 

 yو دوره تناوب تابع3 cos x   باشد. مي برابر 2

  (تابع ثابت) متناوب است. ولي داراي كوچكترين دوره تناوب نيست. f(x) = aتابع : 1نكته 

T ،Tباشد، اگر داخل قدر مطلق قرار گيرد، دوره تناوب آن معمولاً يا همان مقدار  Tباشد و دورة تناوب آن  اگر تابعي متناوب: 2نكته 
Tيـا   و 2

و 4

  كسري از دوره تناوب اصلي خواهد شد.طور كلي به
  فرد :  و توابع زوج

f ( x) f (x)f (x) f ( x)
f (x) :

f ( x) f (x)f (x) f ( x)
      

         



Z»p ”MH¼U njZ»p
jo  ”MH¼U njjo 

   

  ها متقارن است. yتوابع فرد نسبت به مبدأ مختصات و نمودار توابع زوج نسبت به محور نمودار: 3نكته 
  

  
  
  

  

 تابع با ضابطهf (x) c .همواره زوج است  
 تابع با ضابطهf (x)   .تابعي هم زوج و هم فرد است  
  دو تابع فرد، تابعي زوج و حاصلضرب دو تابع زوج، تابعي زوج است.حاصلضرب  
 .حاصلضرب يك تابع فرد در يك تابع زوج، تابعي فرد است  
 فرد است. تابعي ،مجموع و تفاضل دو تابع فرد  
  تابع علامتSgn(x) باشد.تابعي فرد مي 

y = x   تابع فرد   

y 

x 

y 

x 

   2y = xتابع زوج  
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  با توان زوج : cosو sinانتگرال
  :آوريمس حاصل انتگرال را بدست ميدهيم و سپهاي توان شكن ( طلائي ) توان آنها را كاهش ميبا استفاده از فرمول

  

cos xcos x 
2 1 2

cos      و    2 xsin x 
2 1 2

2   

 حاصل: 1مثالcos xdx   را به دست آوريد.4

 :ارتعب پاسخcos x4 صورترا به(cos x)2 cosنويسيم و از روابط بالا برايمي 2 x2 كنيم. خواهيم داشت:استفاده مي    
cos x( ) dx ( cos x) dx

  2 21 2 1 1 22 4I cos xdx  4  

   آيد:دست ميصورت مقابل بهو جواب نهايي به
[ cos x cos x].dx [ cos x ( cos x)].dx

sin x x sin x sin x(x sin x) (x ) c c

      

        

 21 1 11 2 2 2 1 2 2 1 44 4 2
1 1 4 3 2 424 8 4 8 4 32

  

  

  گيري جزء به جزء:روش انتگرال
fفرم كليه ي بيهااز اين روش معمولاً در محاسبه انتگرال (x).g(x)dx است كه ابتدا يكي از  صورت انتگرالها در حالت كلي به اينحل اينگونه  .شوداستفاده مي

UdVگيريم و با استفاده از فرمولدر نظر مي dVر نظر گرفته و بقيه عبارت زير انتگرال را برابردUتوابع را UV VdU   كنيم .انتگرال را محاسبه مي  

 حاصل: 2مثالI xsinxdx  كدام است؟  
1 (sin x x cos x c   2 (cos x xsin x c   3 (sin x x cos x c   4 (cos x xsin x c   
  :جزء و انتخاببهبا استفاده از روش جزء » 1«گزينه پاسخu وv صورت زيربه:   

  x u dx du
x sin xdx x cos x cos x dx

sin xdx dv v cos x
  

         
   

I  :صورت مقابل خواهد بودانتگرال به جواب نتيجهدر  x cos x cos x dx x cos x sin x c         
 

  گيري جزء به جزء به كمك تشكيل جدول:انتگرال
fتابع ابتدا در يك جدول،در اين روش  (x) هايش را در سمت چپ و تابعو مشتقg(x)دهـيم و تـا وقتـي كـه     قرار مـي  هايش را در سمت راستو انتگرال
fمشتق تابع (x) صفر شود از تابعg(x)  در هـم   انـد را به هم وصـل شـده   با پيكان كه يو در نهايت مطابق پيكانهاي مشخص شده توابع گيريمميانتگرال

  يم كه البته اين علامتها از بالا به پائين يك در ميان مثبت و منفي هستند.ينماجمع يا تفريق مي با جمله بعدعلامت روي آنها  توجه به ضرب و آنها را با

 حاصل انتگرال: 3مثالxI xe dx     ين كنيد.يرا تع 2

x

x x

f (x) x , g(x) e

e eI x( ) ( ) c

  



   


2

2 2
12 4

  

x

x

x

x e

e

e

2

2

2

1 2

4

   

  
  :برقرار است مقابلتساوي  سههمواره ، nصحيحازاي هر عدد به : 4نكته 

n n) cosn ( ) , ) sin n , )sin( n ) ( ) 
        11 1 2 3 2 1 12  



f هايشو انتگرالg(x)ا (x) مشتقاتشو 
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  هشتمفصل 
  »تبديل لاپلاس و كاربردهاي آن«

    تبديل لاپلاس ):1درسنامه (  

و يا در قسمت غيرهمگن آن  ب ثابت باشد،ييك معادله با ضرا سيل مورد نظر،هاي مؤثر در حل مسأله مقدار اوليه، به خصوص اگر معادله ديفرانيكي از روش
  ت.تابع ناپيوسته باشد، استفاده از تبديل لاپلاس اس

 .(تبديل لاپلاس) فرض كنيد تابع  تعريفf (t) در فاصلهt   و هتعريف شدs  يك متغير حقيقي دلخواه است. تبديل لاپلاس تابعf (t)   كه بـا

L[fنماد (t)] يا وF(s) شود:تعريف مي مقابلشود به صورت نمايش داده مي  stF(s) L[f (t)] e f (t)dt


    

 تبديل لاپلاس تابع :1مثالf (t) 1 دست آوريد.ه را ب  
 :با جايگذاري  پاسخf (t) 1 داريم: تعريف لاپلاس در  

sTL[f (t)] e f (t)dt; f (t) T T Tst st st sT
T T T

L[ ] e dt Lim e dt Lim ( e ) Lim ( e )
s s s

       

  


        

1 1 1 11
  




  

xتساوي با توجه به

x
Lim e


  حد فوق زماني وجود دارد كه ،s   داريم صورت باشد. در اين:  L[ ] ; s
s

  11  

  

 .تابع  تعريفf (t) در بازه بسته[a ,b] ر:شود، اگاي پيوسته خوانده مي، قطعه  
ntمتناهي نقطه ي، به استثنا(a,b)) تابع مفروض در تمامي نقاط بازه باز1 , t , , t1   پيوسته باشد. 2
nt) در نقاط ناپيوستگي2 , t , , t1 f، تابع2 (t) چپ و راست موجود و متنـاهي باشـد،   داراي حدود          

tو هم چنين در a داراي حد راست و درt b .نيز داراي حد چپ موجود و متناهي باشد  
  

fتابعو  (t)  را در فاصـله[ , )  هـر  ييم، هرگـاه بـه ازا  اي پيوسـته گـوي  قطعـهT   تـابع ،f (t)  در
]فاصله ,T] اي پيوسته باشد.قطعه  
 .تابع  تعريفf (t) را در فاصله[ , ) از مرتبه نماييa   گوييم، هرگاه اعداد حقيقي ثـابتي چـون  ميa،M وt   ـ  بـه   طـوري كـه  ه موجـود باشـند ب

tيازا t  نامساويat| f (t) | Me ،.به عبارت ديگر برقرار باشد:  att

f (t)Lim
e

 .  

 .(وجود تبديل لاپلاس) فرض كنيد تابع  قضيهf (t) در فاصله[ , ) چنـين از مرتبـه نمـايي   اي پيوسـته و هـم  قطعهa  ،بـديل  ت صـورت  در ايـن  باشـد

F(s)لاپلاس L[f (t)] اي هربرs a :موجود است و داريم  M| F(s) |
s a




.  

 اگر :(مقدار انتهايي تبديل لاپلاس)  نتيجهf (t) در فاصله[ , ) اي پيوسته و از مرتبه نماييقطعهa وF(s) :تبديل لاپلاس آن باشد، داريم  

s
Lim F(s)


   

a 1t 2t 3t b
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  عنوان مثال؛به

cosـ تابع1 t
t


2

]و در فاصله 1 , ) :داراي تبديل لاپلاس است. چرا كه  

)الف ـ در فاصله   , ) :پيوسته است و حد راست آن در صفر موجود و متناهي است                   att
Lim ( cos t)

t e
 2

1 1   

aب ـ تابع مفروض در فاصله مورد نظر از مرتبه نمايي     :است  

t t

sin t cos tLim Lim
tt  

 2 2 
  

  از طرف ديگر؛

sinتابعـ 2 t
t2

]در فاصله  , ) :داراي تبديل لاپلاس نيست. چرا كه  
t t

sin tLim Lim
tt  

  
 2

1  
  

  شود.براي ناميدن تبديل لاپلاس توابع مذكور استفاده مي G و Fبراي ناميدن توابع و از حروف بزرگ مانند  g و fمعمولاً از حروف كوچك مانند 
  در جدول زير تبديل لاپلاس برخي توابع مقدماتي ارائه شده است:

  

LF(s) f (t)



1

            Lf (t) F(s)  

t
( )



  1  
s1

1    ( ) ; s
s

  
1

1   t ; , ,    1 2    

nt
n!

  ns 1
1    n

n! ; s
s 

1   nt ;n IN    

ate  s a
1    ; s a

s a



1  ate    

cosat 
s

s a2 2    s ; s
s a


2 2   cosat    

sin at
a
1  

s a2 2
1    a ; s

s a


2 2   sin at    

cosh at  
s

s a2 2    s ; s | a |
s a


2 2  cosh at    

sinh at
a
1  

s a2 2
1    a ; s | a |

s a


2 2  sinh at    
  

 تبديل لاپلاس تابع  :2مثالf(t)  به صورت


stdte f (t)
s s s


 

  
 3 2

2
1

 )91(سراسري   است؟كدام  f(t)است. تابع  

1 (te sin t cos t    2 (te sin t cos t    3 (te sin t cos t    4 (te sin t cos t    
 :براي كسر داده شده خواهيم داشت:  »3«گزينه  پاسخ  

  as b c (a c)s (a b)s b c
ss s s (s )(s ) s (s )(s )

     
   

       

2
3 2 2 2 2

2 2
11 1 1 1 1 1

  

  :آينددست ميصورت زير بهبه cو bو aيهاثابته است. ي كسرها استفاده شدكه در آن از روش تجزيه

  
a c b
b a c
b c a

  
   
   

1
1

2 1


 

s  :شودصورت مقابل ساده ميها كسر بهبا جايگذاري ثابت
ss s s s s

   
    3 2 2 2

2 1 1
11 1 1

  

  :آوريمدست مينتيجه را به براي تبديل معكوس لاپلاسبا توجه به روابط ذيل    s kl cos kt L sin kt
s k s k

 
 2 2 2 2  

  kt tl e L cos t sin t e
s k s s s

                
1

3 2
1 2

1
  

 هوپيتال
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  فصل نهم

  »آشنايي با مفاهيم اوليه معادلات ديفرانسيل معمولي« 

  و جواب تعاريف ):1درسنامه (      

 .موجـود  نسبت به متغيـر مسـتقل نيـز     وابسته، مشتقات مراتب مختلف متغير وابستهآن علاوه بر متغير مستقل و متغير ضابطه هر معادله كه در  تعريف
  د.شوناميده ميي معادله ديفرانسيل معمول، شداب

 .گويند. معادله ديفرانسيلآن  مرتبهيك معادله ديفرانسيل معمولي را ضابطه گيري حاضر در بالاترين مرتبه مشتق  تعريف  

f(n)نمايش عموميداراي  y وابستهو متغير  x با متغير مستقل ،nمعادله ديفرانسيل مرتبه ،به عنوان مثال (x , y, y , , y )   .است  
 .بزرگتـرين تـوان   نوشـت اي چند جملهيك  به صورتگيري نسبت به مرتبه مشتقرا  ابطه يك معادله ديفرانسيل معموليضبتوان اگر  تعريف ،

  گويند. به عنوان مثال؛ معادله ديفرانسيلآن  درجهرا  "كننده مرتبه جملات تعيين "حاضر در
xyــ معادله ديفرانسيل y sec x   و نسبت به  1، با درجه 1ز مرتبه ، يك معادله ديفرانسيل اy  برحسبx .است  
uــ معادله ديفرانسيل u sec x  ،  و نسبت به  1، با درجه 2يك معادله ديفرانسيل از مرتبهu  بر حسبx .است  
tــ معادله ديفرانسيل      2، و نسبت به 1، با درجه 2معادله ديفرانسيل از مرتبه  يك  بر حسبt .است  

xyــ معادله ديفرانسيل y y y e      2 ،  و نسبت به  2، با درجه 3يك معادله ديفرانسيل از مرتبهy  بر حسبx .است  

dمعادله ديفرانسيل ــ x d x( ) x sin x
dy dy

 
4 23

4   است. yبر حسب  xو نسبت به  3، با درجه 4ك معادله ديفرانسيل از مرتبه ، ي2

 مفهوم جواب در معادلات ديفرانسيل     
  

  .ت، تابع جـواب  ذكر اسه شود. لازم بخوانده مي معادله ديفرانسيلآن  جواب ،يك معادله ديفرانسيل مفروض صدق كند ضابطههر تابع كه در  تعريف
  د.شوصريح، ضمني و پارامتري بيان  صورتتواند به هر سه مي

  هاي زير محاسبه كرد:توان به يكي از صورتجواب يك معادله ديفرانسيل مفروض را مي
در واقع، جواب عمومي يك معادلـه  شود. آن معادله ناميده مي جواب عمومي شود،ي دلخواه بيان هاجواب معادله ديفرانسيل، توسط يك رابطه با ثابت ــ اگر

ngپارامتري با نمايش عمومي nيك دسته منحني به صورترانسيل ديف (x, y,c , ,c ) 1   گردد.ارائه مي  
يـا بـه تعبيـر     جـواب خصوصـي  آيد،  به دستبر جواب عمومي  و با اعمال شرايط اوليهبوده جواب معادله ديفرانسيل، فاقد هرگونه ثابت دلخواه  ــ اگر

  شود.ناميده مي خم انتگرال ،ندسيه
و هم چنين يـك معادلـه ديفرانسـيل     شرايط اوليهد، شودر جواب عمومي مي موجودهاي شرايط موجود در يك معادله ديفرانسيل، كه منجر به تعيين ثابت

  ناميم.مي مسأله با مقدار اوليههمراه با شرايط اوليه را، 
منحنـي  نشـان داد،  توان شود. ميناميده مي جواب غيرعادياي، از جواب عمومي محاسبه نگردد، هيچ شرايط اوليه يجواب معادله ديفرانسيل، به ازا ــ اگر

  .استهاي جواب عمومي در يك و فقط يك نقطه مماس نمايش يك جواب غيرعادي، بر تمام منحني
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 1 تذكر: 
     ، دلخـواه ثابـت   n، بـا كمتـر از   هـا از جواب گروهپارامتر است، بنابراين هر n، يك دسته منحني با حداقلnــ جواب عمومي يك معادله ديفرانسيل مرتبه1
  يك معادله ديفرانسيل با مرتبه آن برابر باشد.هاي دلخواه جواب عمومي تعداد ثابت كه . همچنين لزومي ندارداستهاي غيرعادي معادله اي از جوابدسته       
(n)ــ هر معادله ديفرانسيل با نمايش2 (n )

n na (x) y a (x) y a (x) y a (x) y b(x)
     1
1 1     معادلـه ديفرانسـيل خطـي مرتبـه ،n ،  

  شود. اين دسته از معادلات فقط داراي جواب عمومي بوده و جواب غيرعادي ندارند.ناميده مي       
  تواند بدون جواب، با تعداد معيني جواب، داراي يك جواب عمومي يا نامتناهي جواب عمومي و غيرعادي باشد.يك معادله ديفرانسيل ميــ 3

 جواب معادله  :1مثالx(x )y ( x )y y     1 3   )91(سراسري   اعداد ثابتي هستند. Bو  Aبرحسب سري فروبينوس كدام است؟  1

1(y A( x x ...) Bln x( x x ...)        2 3 21 1  
2(y A( x x x ...) Bln x     2 31  
3(y A( x x x ...) Bln x( x x ...)        2 3 21 1  
4(y A( x x x ...) Bln x( x x x ...)         2 3 2 31 1  

 جايگذاري با  »1«گزينه  :پاسخry(x) a x






 


  آوريم:در معادله بدست مي 

  r ra x ( r) a x ( r)
 

 
 

 
       2 21

 
  

(r)   آيد.بدست مي xي انديس از كمترين توان معادله r  2    
  آيد:ي بازگشتي ذيل بدست ميي مضاعف دارد، يك جواب از رابطهكه اين معادله ريشه

  a ( ) a ( ) a a           2 2
1 11 1   

y(x)  :صورت مقابل استبه لذا پاسخ اول A( x x ...)   21  
  جواب اول پس: Lnxبنابراين با توجه به مضاعف بودن ريشه جواب دوم برابر است با 

  y(x) A( x x x ...) BLnx( x x ...)        2 3 21 1  
 

 جواب معادله ديفرانسيل زير عبارت است از: :2مثال  
xy y x y   33 4  

1(
y x

y x






2
1

2
2

  2(
x

x

y e

y e Lnx






1

2
  3(

y x sin x

y x cos x










2 2
1

2 2
2

  4(y x sin x
y x cos x


 

1
2

  

 يهابا توجه به اينكه هيچ يك از جواب  »3«گزينه  :پاسخy1 وy2 بنابراين كافيست از هر گزينه تنها يك  ،در چهار گزينه داده شده مشترك نيستند

y)  شود:بررسي ،  y2يا y1تابع x y x & y )    2 2   )1:گزينه ( 2
  كنيم:حال اين مقادير را در معادله ديفرانسيل صورت سؤال جايگذاري مي

  xy y x y x x x x x x           3 3 2 53 4 2 3 2 4 8 4   
x x x(y e y e & y e )     ) 2:گزينه(  

x x xxy y x y x e e x e       3 33 4 3 4   

(y x sin x y x sin x x cos x & y x sin x x cos x sin x )            2 2 3 2 1 2 4 2 2 2 22 2 6 6   )3:گزينه ( 4

x cos x x sin x  1 2 26 4 xy y x y x sin x x cos x xsin x x sin x         3 3 2 1 2 2 3 23 4 6 6 4 6  
  

  با جايگذاري در معادله مفروض

  با جايگذاري در معادله مفروض
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  مدهفصل 

  »جزئي هايمشتقمعادلات ديفرانسيل با « 

 معادلات ديفرانسيل  ):1درسنامه (
  

باشـد را معادلـه بـا     yو xنسـبت بـه   uجزئـي ) و مشتقات yو x) كه حداقل داراي دو متغير مستقل (مانندuهر معادله شامل يك تابع مجهول (مانند
  هستند: جزئيناميم. براي مثال هركدام از معادلات زير يك معادله با مشتق مي جزئيمشتق 

xx yy zz tu u u u    2   )2  u u x y
x y
 

   
 

2 2 1)1  

  . بـــه مرتبـــه بـــالاترين مشـــتق موجـــود در معادلـــه      اســـتمتغيـــر مســـتقل   4) شـــامل 2) داراي دو متغيـــر و معادلـــه ( 1معادلـــه (كـــه 
   .شودگفته مي جزئيمرتبه معادله مشتق 

uاگر :1نكته  ,u2 cشند، آنگاهبا جزئي هايمشتقبا  ي خطي و همگندو جواب يك معادله 1 u c u1 1 2 ضرايب ثابت هسـتند) نيـز    c2و c1(كه 2
  يك جواب معادله است.

  

معادلات ديفرانسيل با مشتق هاي جزئي خطي   
  

  مرتبه دوم نسبت به دو متغير به فرم زير است: خطي جزئيصورت كلي معادله ديفرانسيل با مشتق 

u u u u uA B C D E Fu G
x y x yx y

    
     

    

2 2 2
2 2  

را  يسـت كه به فرم ايـن معادلـه ن   را هر معادله مرتبه دوم .بستگي ندارند uولي به ،بستگي داشته باشند yو xممكن است به Gو …، A،Bكه در آن
  ناميم.مي غيرخطي

نامند. (فرق ايـن حالـت   مي شبه خطيگاه معادله را وابسته نباشند، آن uو به بودهوابسته  yو xبه متغيرهاي مستقل Cو A،Bالبته اگر فقط ضرايب
  نيز بستگي داشته باشند.) uممكن است به yيا xعلاوه بر Gو D،E،Fنسبت به حالت خطي اين است كه در اين حالت ضرايب

Gاگـــر  و اگــر همگــن معادلــه راG   اگـــــر .نــاميـــممــي نــاهمگنآن راB AC 2 4   اگـــر ،گـــونهذلـولـــيآنـگــــاه معادلــــه را 
B AC 2 4   و بـالاخــره اگـر گـونسـهمـيآنگــاه معـادلـه راB AC 2 4  نــاميــم.  مـي گــونبيضــي معادلــه را  

ttمعـادلـــه xxu a u Aلــه مــوج اســت) بــا توجــه بــه اينكــه(كــه موســوم بــه معاد 2 a 2،B  وC  1 و  گــون اســت.اســت، يــك معادلــه هــذلولي
tمعادله xxu a u A(كـه موسـوم به معادلـه گرمـا اسـت) بـا توجـه بـه اينـكه 2 a 2،B  وC       معـادلـــه  اسـت يـك معـادلــه سهمــوي و

xx yyu u     
Aبا توجه به اينكه (كه موسوم به معادله لاپلاس است) 1 ،B  وC 1 است. گوناست، يك معادله بيضي  

 رفتار جواب معادله در حالتي كه معادله همگن است: 1تذكر(G ) نسبت به حالتي كه معادله ناهمگن است(G ) .متفاوت است  
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  هاي مختلففرم كانوني معادلات در حالت
  ه كانونيك كردن معروف است.ساده كردن اين نوع معادلات ب
  گونمعادله كانوني از نوع هذلولي

u H( , ,u,u ,u )      
  گونمعادله كانوني از نوع سهمي

u H( , ,u,u ,u )     ياu  
  گونمعادله كانوني از نوع بيضي

u u H( , ,u,u ,u )        
  

  ر متغيرهاي لازم براي رسيدن به فرم كانونيكبه دست آوردن تغيي     
    دهيم:را تشكيل مي زيرمعادله مشخصه  ،مرتبه دوم جزئي هايمشتقبراي كانونيك كردن فرم معادلات ديفرانسيل با 

  

dy dyA( ) B( ) C
dx dx

  2   

dyحل معادله فوق كه يك معادله درجه دوم براي  پس از
dx

  ها شرايط زير را داريم:بر حسب نوع جواباست،  

Bاگرگون: معادلات هذلولي )1 AC 2 4  باشد، دو جواب به صورتf (x, y) c ,g(xو 1 y) c آيند كه تغيير متغيرهـاي  به دست مي 2
fلازم (x, y)  وg(x, y)  باشند.مي  

Bاگرگون: معادلات سهمي )2 AC 2 4  يك جواب به صورت ،باشدf (x, y) c تواند دلخواه در نظـر گرفتـه شـود. كـه     و يك جواب مي 1

f    د به شكل زير انتخاب شوند:نتوانتغيير متغيرهاي لازم مي (x, y)
x

 
 

fيا          (x, y)
y

 
 

 

Bدر حالتي كهمعادلات بيضوي:  )3 AC 2 4 معادله داراي دو جواب مختلط است: ، آنگاه  

i
i

i

                  


2

2

  

  شوند:اين نوع معادلات به فرم زير تبديل مي ،با استفاده از اين تبديلات
uاي مرتبه اول) = (معادله u   

 معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه دوم خطي ( :1مثالf (تابع مفروض و پيوستهxx xy yyu u (cos x)u f (x,y)  2  ير متغيرها يبا كدام تغ
       آيد؟  به صورت كانونيك (استاندارد) خودش در مي

1( xy x cos


  
2 2 2  2( xy x cos


  

2 2 2  3( xy x sin


  
2 2 2  4( xy x sin


  

2 2 2  

  :ي داده شده،با توجه به معادله  »2«گزينه پاسخA , B , C cos x  1   ، لذا داريم:2

     dy dy( ) ( ) cos x cos x ( cos x)
dx dx

         2 2 4 4 4 1   

dy  را داريم: مقابلاز حل معادله فوق دو جواب  x x xcos x sin y x cos c , y x cos c
dx

           1 21 1 1 2 2 2 2 22 2 2  

  و لذا داريم: هستندثابت معادلات فوق  هايجواب تغيير متغيرهاي مناسب،

  x xc y x cos , c y x cos         1 22 2 2 22 2  
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 فرم كانوني معادله  :2مثالxx yyu x u 2  به كدام صورت است؟  

1 (u u u    

1

2  2 (u u u    

1

2  3 (u u u   

1

2  4 (u u u   

1

2  

  :با توجه به اين كه  »1«گزينه پاسخB AC x   2 24 4 :لذا معادله بيضوي است و داريم ،  
dy ix dy ixdx y ix k y ix c
dx

        2 2
1 1

1 22  
dy ix dy ( ix)dx y ix k y ix c
dx

           2 2
2 2

1 22  

c1 وc2 نويسيم وصورت مقابل ميرا بهu
x




2
uو 2

y




2
  : آوريمدست ميصورت زير بهرا به 2

yy ix

y ix x
i

                 


2

2 2

22 2
2

2

  

u u u u u u. . .( ) ( x) x
x x x
       

       
       

2 2  

u u( ) ( x ) 
 

 

2 2
22 4u u u u u u.( x ) ( ) [ ]( x) ( ) ( x)( x)

x xx
       

            
      

2 2 2
2 2 22 2 2 2 2 2  

u u u u u u. . ( ) ( ) ( )
y y y
       

     
       

2 2  

u( )



2
24u u u u. .( ) ( ) ( )

y yy
     

      
    

2 2 2
2 2 22 2 2 2  

xكنيم، دقت كنيدحالا در معادله جايگذاري مي     دهيم:قرار مي در معادله x2بنابراين به جاي 2

u (u )( ) ( )( u ) (u ) u u u u u                      
 
1 12 4 4 2 2   

  

 نوع معادلة: 3مثالyu u u e
x yx y

  
  

  

2 2 2
2 24   و صورت نرمال آن كدام است؟ 4

yuسهموي،  )1 e
x





2
2

1
yuسهموي، )2  4 e

y





2
2

1
xuبيضوي، )3  4 u e

x y
 

 
 

2 2
2 2

1
yuبيضوي، )4  4 u e

x y
 

 
 

2 2
2 2  

  :باشد.گون ميمعادله از نوع سهمي بنابراين     »2«گزينه پاسخ B AC       2 4 16 16  
  براي به دست آوردن تغيير متغيرهاي مناسب براي تبديل معادله فوق به فرم استاندارد داريم:

dy dy dy dyA , B , C ( ) ( )( ) ( )
dx dx dx dx

              2 21 4 4 1 4 4 2 2   
dy dx dy dx y x c y x c            2 2 2 2  

rيكي از تغيير متغيرها y x  sد و چون معادله مشخصه ريشه مضاعف داشت، تغيير متغير ديگر به صورت دلخواهباشمي 2 y شود:انتخاب مي  
r x y u u r u s u u. . ( ) ( )
s y x r x s x r r
        

             

2 2 2  

u( )
r




2
4u u u u r( ) ( ) ( )( )

x x x r r xx
      

   
     

2 2
2 2 2  

u u u u s u r u u u u( ) [( ).( ) ( ).( )] ( ) ( ) ( )
y y y y y r y y s r y s y ry y

               
       

              

2 2
2 2  

rr ss rsu u u  2u s u r u r u s( ).( ) ( ).( ) ( ).( ) ( ).( )
s s y r s y r r y s r y
           

    
           

  

rr rsu u2 2xy r s
u u r u u r u s. . .u ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (u u )

x y r y x r y r r y s y r
            

       
            

2 2 2  
y y

xx xy yy rr rr rs rr ss rs

y s s y
ss ss yy

u u u e u ( u u ) (u u u ) e

u e e u e u e

          

      

4 4 4 4 2 2 4 2
1 14 4 4
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