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  فصل اول

  »ها و مباني منطقجبرگزاره«
مقدمه  

  
مند روي استدلال منطقي كاركرد. بعد از آن لايبنيتس بسط منطق نمادي را بعنوان زبان علمي جهاني بررســي نمــود. ارسطو اولين كسي بود كه به طور نظام 

يي در جبر منطق معروف شــدند. در ســده اخيــر صورت درسهاه سوري كار كردند، اين نتايج ببعدها جرج بول و شرودر روي مفاهيم حساب استنتاج و منطق 
  آليستر، راس و رايت روي منطق كار كردند و نتايج فلسفي آن را بررسي نمودند.بزرگاني چون برتراند راسل، استنت، مك

 ،يزي است كه اگر آن چيز بعنوان يك عقيده محض (يعني بدون برهان) بيان شــودبخش چدر منطق، برهان از اهميت خاصي برخوردار است. در واقع برهان مرجعيت
دربــاره عــدم اي است كه درستي آن براساس اصــول موضــوع اســت. گزاره ،رود. قضيهممكن است مورد قبول قرار نگيرد. مفهوم برهان همراه با مفهوم قضيه به كارمي

  تنتاج جمله حكيمانه زير از آخليس در كتاب لويس كارول قابل ذكر است. سنگ پشت به آخليس گفت:هاي اسامكان ناديده گرفتن اهميت منطق و قاعده
  "آنگاه منطق گلوي تو را خواهد فشرد و تو را مجبور به انجام آن خواهد كرد."

استدلال درست است يا خير و همچنــين روي رابطــه  پردازد كه آيا يكشود و به ويژه، به اين مساله ميو بررسي استدلال و استنتاج گفته مي منطق به مطالعه
  زير را در نظر بگيريد: جملاتاي نباشد. به عنوان مثال بين جملات تاكيد دارد كه در تضاد با محتواي هيچ گزاره

  پوشند. ـ تمام رياضيدانان، كلاه مي
  ـ هر كس كه كلاه بپوشد يك جبردان است. 

  ستند.ـ بنابراين تمام رياضيدانان جبردان ه
اما اگر دو گزاره اول درســت باشــد منطــق حكــم  ؛دهدها درست است انجام نمياز ديدگاه عملي، منطق هيچ تلاشي براي تعيين آن كه كدام يك از اين گزاره

  كند گزاره سوم نيز صحيح است.مي
  شود. كند، استفاده مياي به درستي كار نكه برنامههاي منطقي در رياضيات گسسته براي اثبات قضايا و در علوم كامپيوتر براي اثبات اياز روش

باشد. از اين روش در رياضيات و علــوم كــامپيوتر ها، استقراء رياضي ميدهيم كه يكي از آنهاي كلي اثبات را مورد بررسي قرار ميدر اين فصل برخي از روش
  شود.استفاده بسياري مي

 كنند، منطق گوينــد. در منطــق دودويــي همــواره صــحبت از درســتي يــا نادرســتي يك استدلال را مشخص مي اي از قوانين كهبه دنبالهمنطق  :1 تعريف
}باشد و متغيرهاي دودويي روي دامنهعبارات مي , }1يا{T,F}شوند.تعريف مي  

شود. هنگامي كه در رابطه با علت رخــداد يــك واقعــه بحــث زمره نيز از آن استفاده ميكاربرد منطق دودويي تنها در علوم كامپيوتر نيست، بلكه در زندگي رو
ها را بهتــر دانيم كه بتواند ايــن اســتدلالكنيم و اصولاً كسي را انسان منطقي ميهاي انجام شده فكر ميبطور ناخودآگاه درباره منطقي بودن استدلال ،كنيممي

  توان با منطقي كه همواره با آن سر و كار داريم در كنار هم قرار داد. شود را ميرس مطرح ميدرك كند. بنابراين آنچه كه در اين د
 اي خبري است كه بتوان درستي يا نادرستي آن را مشخص نمود.جملهگزاره  :2ف تعري  

م، در صورتي كه تمامي افراد نسبت بــه صــحت آنهــا تفكــر كنيبه عبارت ديگر، به كليه جملاتي كه در طول روز براي بيان اخبار، وقايع و رخدادها استفاده مي
تعــداد ســيارات كــل «شود. به عنوان مثال ايــن جملــه يكسان داشته باشند، يا اينكه بتوان به طريقي به طور قطع درستي آن را مشخص كرد، گزاره گفته مي

  توان مشخص نمود.  ييك گزاره است ولي درستي يا نادرستي آن را نم» هستي هفتاد و پنج ميليارد است
 باشند؟چند تا از اين عبارات گزاره ميعبارات زير را درنظر بگيريد.  :1مثال  

الف) اگر  2 2 آنگاه  5    است. falseب) اين جمله داراي ارزش     1
ج)  7 7 است يا  false) اين جمله داراي ارزش د      16 2 2 5  

  3)  4  2)  3  1)  2  )  صفر1
 :توان درستي يا نادرســتي آنهــا را تعيــين كــرد. عبــارت ج باشند: زيرا نميباشد. عبارت ب و د گزاره نميتنها عبارت الف يك گزاره مي» 2«گزينه  پاسخ
  گزاره نيست. ،باشدهاي متفاوتي ميكه در مبناهاي مختلف داراي ارزش آنجايي نيز از
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  باشد:ها، جمله زير ميهاي جالب گزارهيكي از پارادوكس
  A» : اين جمله نادرست است«

  باشد. دو حالت زير را در نظر بگيريد:مي Aدر اينجا منظور از اين جمله همان جمله 
  نادرست خواهد بود. بنابراين به تناقض رسيديم.  Aنگاه طبق گفته خودش، درست باشد آ Aحالت اول: اگر 
  نادرست نيست كه اين يك تناقض است.  Aنادرست باشد آنگاه گفته آن غلط خواهد بود بنابراين  Aحالت دوم: اگر 

  باشد. نمييك گزاره  Aنه درست و نه نادرست است. بنابراين  Aگيريم كه با توجه به دو حالت فوق نتيجه مي
 باشد؟يك از جملات زير يك گزاره نميكدام :2 مثال  

  است. 7شمارد، خود را مي 7) تنها عدد صحيح مثبت كه 1
  وجود دارد. n، يك عدد اول بزرگتر از n) براي هر عدد صحيح مثبت 2
  ) زمين تنها سياره منظومه شمسي است كه حيات در آن جريان دارد.3
  دو بليط بخر.» بينوايان«به تئاتر شهر براي تماشاي  ) روز جمعه براي رفتن4
 :باشــد. همچنــين اي نادرست است، بنابراين درستي يا نادرستي آن به طور قطع قابل تشخيص اســت و يــك گــزاره ميجمله 1جمله گزينه »  4«گزينه  پاسخ

داند ولي ايــن بايد گفت كه هنوز كسي به طور قطع اين موضوع را نمي 3ستي جمله باشد. درباره درستي يا نادريك جمله درست است بنابراين يك گزاره مي 2جمله 
  تواند يك گزاره باشد.نه درست است و نه نادرست، اين جمله يك جمله دستوري است و نمي 4جمله بالاخره يا درست و يا نادرست است. جمله گزينه 

  
را » اين كفش گــران قيمــت اســت«راد نظر مشابهي را نسبت به درستي يك گزاره داشته باشند. عبارت همانگونه كه در تعريف گزاره بيان شد، بايستي تمام اف

باشــد. ره نميدر نظر بگيريد، از آنجائيكه با توجه به وضع اقتصادي، افراد مختلف نظرهاي متفاوتي نسبت به درستي اين عبارت دارنــد، ايــن عبــارت يــك گــزا
  تواند يك گزاره باشد. يز با توجه به آنكه سليقه افراد متفاوت است، نمين» اين كفش زيباست«همچنين عبارت 

  تابع ارزش
را از  qهايي تابع باشند. اگر بتوان ارزش يــك گــزاره هاي دو گزاره نيز ممكن است در حالتهمانگونه كه يك رابطه رياضي ممكن است تابع باشد، رابطه ارزش

و ...  q ،r ،wهــاي ديگــر چــون بــه ارزش گزاره pاي چــون گــزاره اگــر نامند. در حالت كلــيمي pا تابع ارزش گزاره ر qمعلوم كرد گزاره  pروي ارزش گزاره 
نامند. اگر دو گزاره تــابع ارزش يكــديگر باشــند داراي رابطــه ارزشــي نيــز هاي مزبور ميرا تابع ارزش گزاره pبستگي داشته باشد و برحسب آنها به دست آيد، 

هاي دو گزاره در رابطه باشند ولي آن دو گزاره تابع ارزش يكديگر نباشند. دو گزاره ساده كه تابع ارزش يكــديگر باشــند، نســبت كن است ارزشهستند، اما مم
  را خواهند داشت. كه در ادامه هر يك از سه حالت را توضيح خواهيم داد: ارزيغير همبه هم يكي از سه حالت برابري هم ارزي يا 

pنويســيم معــادل يــا  برابــر اســت و مي qبا  pگوييم باشد مي qهمان  pچنان باشند كه  p  ،qاگر دو گزاره اني يا برابري : حالت اول: هم q در ضــمن دو .
  با هم برابرند.  »است علي محصل دانشگاه«و » علي دانشجو است«تابع ارزش يكديگر نيز هستند. به عنوان مثال دو گزاره  ،گزاره برابر

اگر دو گزاره چنان باشند كه هنگامي كه يكي از آنها درست است ديگري هم درست باشد و بالعكس اگــر يكــي نادرســت باشــد ارزي: حالت دوم: هم
 qدرســت باشــد، گــزاره  pاره ارزي را داريم كه اگر مثلاً گــزها هنگامي همشوند. بنابراين براي گزارهارز ناميده ميديگري هم نادرست ارزيابي شود، هم
هاي هم ارز همواره در ارتباط و در تماس با يكــديگر و از يكــديگر تــاثير دقيقــاً نيز نادرست باشد. بنابراين گزاره qنيز درست باشد و اگر نادرست است 

  گيرند. مشابهي مي
ارز باشــند باشــد. بنــابراين اگــر دو گــزاره هــمن نشان دهنده يك تابع ميارز يا همگي يك هستند و يا همگي صفر هستند كه ايهاي همهاي مجموعهمجموعه زوج

pرا با  qو  pارزي دو گزاره . هميكديگرندتابع ارزش  q  ياp q ارز هستند. دهند. به عنوان مثال دو گزاره زير همنشان مي  
p .حسن برادر تني حسين است :      q  .حسن فرزند پدر و مادر حسين است :  

، ارزيغيــر هــمهــاي ارز نســبت بــه هــم يكــي از حالتشوند. دو گــزاره هــمناميده مي ارزغير همارز نباشند دو گزاره كه همارزي (تباين): حالت سوم: ناهم
  پذيري و درون ارزي را دارند. ناسازگاري، سازش

ه چنان باشند كه در صورتي كه يكي از آنها درست باشد ديگري نادرســت باشــد و بــالعكس هنگــامي كــه يكــي از آنهــا اگر دو گزار ناارزي (نفي = تناقض) :
  يكديگر باشند تابع ارزش يكديگرند.  ارزغير هميكديگر يا نقيض يكديگرند. دو گزاره كه  ارزغير همنادرست باشد ديگري درست باشد 

ناسازگار يا متضاد گويند. بنابراين از دو گزاره ناسازگار يكي از آنها يــا هــردوي آنهــا نادرســت  ،انند با هم درست باشندبه دو گزاره كه نتوناسازگاري (تضاد): 
  است. منظور از سازگاري بين دو گزاره اين است كه هر دو گزاره با هم درست باشند. 

شود. بنابراين از دو گزاره سازش پذير يكــي از آنهــا پذير گفته مياشند سازشاي كه هر دو با هم نادرست نببه دو گزارهپذيري (تداخل تحت تضاد): سازش
  يا هر دوي آنها درست است. 

هرگاه دو گزاره چنان باشند كه چون اولي درست است دومي نيز درست باشد و چون دومي نادرست اســت پــس اولــي نيــز نادرســت درون ارزي يا تداخل: 
سبت به گزاره دوم درون ارز يا متداخل است. در چنين وضعي اگر گزاره اول نادرست باشد، دومي ممكن است يا نادرســت ن ،شود كه گزاره اولگفته مي ،است

  باشد يا بالعكس. 
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 تشــكيل اي است كه از تركيب چند گزاره ساده هاي ديگر نباشد. گزاره مركب گزارهاي است كه قابل تجزيه به گزارهگزاره يا اتمي گزاره ساده :3 تعريف
  شده است. 

هايي ماننــد هــا را بــا اســتفاده از رابطــهباشند. در گفتار و نوشتار روزمــره گزارههاي ساده اتمي ميگزاره» رومسينما مي«و » هوا باراني است«هايي مانند گزاره
(and)  و يا(or) شود كه در ادامه توضيح داده خواهد شد. مي هايي عملگر گفتهرسيم. به چنين رابطههاي مركب ميبا هم تركيب كرده و به گزاره  

اگــر  ؛دهــدكند و مقدار ورودي خود را تغييــر ميباشد يعني تنها روي يك عملوند عمل مياين عملگر يك عملگر يكتايي مي: (NOT)ـ عملگر نقيض 
اي راســت (دروغ) باشــد، به عبارت ديگر اگر گزاره كند.مي Falseباشد آن را  Trueكند و اگر ارزش ورودي مي Trueباشد آن را  Falseارزش ورودي 

~گوئيم و با علامت  Pرا نقيض » چنين نيست كه«آنگاه  ،گزاره باشديك  Pنقيض آن دروغ (راست) است، اگر  P دهيم. نمايش مي  
 :خــورممــن الــان غــذا مي«شود. مثلاً اگر عملگر نقيض روي گــزاره مي هاي روزمره از اين عملگر براي منفي ساختن فعل جمله استفادهدر صحبت توجه «

  خواهد بود.» خورممن الان غذا نمي«عمل كند حاصل جمله 
  .كندكيب عطفي مياين عملگر يك عملگر دوتايي است يعني دو ورودي يا دو عملوند را دريافت كرده و آنها را با هم تر: )AND يا( ـ عملگر تركيب عطفي

pكه به صورت qو pتركيب عطفي q ياpq ياp.q رو است:هشود، گزاره روبنشان داده مي  p and q  
pگزاره  q  در صورتي راست است كهp  وq  .هر دو راست باشند  
 :را در » امــروز هــوا بــاراني اســت«و  »اســتامروز يكشنبه «مثلاً دو گزاره  كنيم.استفاده مي» و«هاي روزمره براي تركيب عطفي دو جمله از حرف در صحبت توجه

  ي اوليه بطور همزمان درست باشند.تنها در صورتي درست است كه هر دو گزاره» ست و امروز هوا باراني استامروز يكشنبه ا« نظر بگيرد. گزاره تركيبي
pصــورتكــه بــه  qو pتايي است. تركيب فصلياين عملگر نيز يك عملگر دو: ) ORياـ عملگر تركيب فصلي ( qيــاp q شــود نشــان داده مي

p  رو است:هگزاره روب or q  
pهايي مانندگزاره q وp q هــا از حــروف كوچــك شوند. در اين كتاب براي نمــايش گزارهمي آيند، گزاره هاي مركب ناميدهها به دست ميكه از تركيب گزاره

كه به صورت pانگليسي استفاده شده است. علاوه بر اين براي تعريف گزاره 2 3 1 كنيم:استفاده مي مقابلاز نمادگذاري  ،باشدمي p :  2 3 1  
pگزاره  q در صورتي دروغ است كه همp  و همq  .دروغ باشد  
 :امــروز بــه «و » يكشــنبه اســتامــروز « كنيم. بعنوان مثــال دو گــزارهاستفاده مي» يا«هاي روزمره براي تركيب فصلي دو جمله از حرف در صحبت توجه

ي اوليــه تنها در صورتي نادرست خواهد بود كه هــر دو گــزاره»  رومنبه است يا امروز به استخر ميامروز يكش«را در نظر بگيرد. گزاره تركيبي » روماستخر مي
  به طور همزمان، نادرست باشند.

qست يك قرن صد سال ا   تعريف شده باشد:  مقابلبه صورت  qو pبه عنوان مثال فرض كنيد كه دو گزاره :              p :  2 3 1  
pو يك قرن صد سال است.              باشد: مي مقابلبه صورت  qو pدر اين صورت تركيب عطفي دو گزاره  q :  2 3 1  

pيا يك قرن صد سال است.   يا       باشد:مي مقابلنيز به صورت  qو pتركيب فصلي q :  2 3 1  
 هاي زير را در نظر بگيريد:گزاره :3 مثال    
: pكرد.حساب مختلف را اختراع بلز پاسكال چندين ماشين  
: q.اولين كامپيوتر تمام الكترونيكي در قرن بيستم ساخته شد  
: rعدد تايك ميليون رقم بعد از اعشار محاسبه شد. 1954در سال  

  توان بصورت مركب زير در نظر گرفت:هاي فوق را ميگزاره
 1954در ســال  حساب مختلف اختراع كرد و چنين نيست كه اولين كامپيوتر تمام الكترونيكي در قرن بيستم ساخته شد يا عددال چند ماشينبلز پاسك

  تا  يك ميليون رقم بعد از اعشار محاسبه شد.
  توان گفت؟ نادرست است، چه ميrصحيح وqوpدرباره گزاره فوق با توجه به اينكه

  ) گزاره مركب بيان شده همواره صحيح است.2  ) گزاره مركب بيان شده همواره نادرست است.  1
 باشد.گاهي اوقات درست مي) گزاره مركب فوق گاهي اوقات نادرست و 4  مجاز هستند.هاي موجود در گزاره مركب غيركيب) تر3

 :صورته توان بگزاره مركب بيان شده را مي»  1«گزينه  پاسخ(p q) r كنيم:نمايش داد كه بصورت زير درستي يا نادرستي آن را بررسي مي  
  (p q) r (T T) F (T F) F F F F            

  بنابراين اين گزاره همواره نادرست است.
  

  جدول ارزش درستي 
  ها توصيف كرد. توان با جداول درستي آنهايي مانند تركيب عطفي و فصلي را ميارزش درستي گزاره

هاي اتمي تشكيل دهنده آن گزاره ذكر شده است و در هــر يــك از تك گزارهجدول صحت يك گزاره منطقي، جدولي است كه در آن تمام حالات مختلف تك
    .باشد Falseيا  Trueتواند داراي يكي از دو ارزش از آنجايي كه در منطقي دودويي، هر گزاره مي حالات ارزش گزاره مركب بيان شده باشد.
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p q p p q p.q p q 
1

1 1 1 1
1 1 1
1 1 1 1

    
 
  
 

  

npهايكه از گزاره pمركب يجدول درستي گزاره , ,p ,p2 1 باشــد. در هــا ميممكــن ارزش درســتي گزاره هايشامل ليستي از تمام تركيب ،تشكيل شده است
گزاره اتمي تشــكيل شــده باشــد آنگــاه جــدول  nمركب از  ،گزاره يك بنابراين اگرشود. براي نمايش نادرست استفاده مي Fبراي نمايش درست و از Tاين جدول از
  سطر خواهد بود.  n2صحت داراي 

pدر تركيب فصلي orاز q شــود. يعنــياستفاده مي ،يعني شامل هر دو ،به مفهوم شمولp q درســت اســت اگــرp يــاq درســت باشــند  يــا هــر دو
pو q تنها در صورتي نادرست است كه همp وهمq  .نادرست باشند. در ادامه با ياي مانع جمع (ياي عدم شمول) آشنا خواهيم شد  

ارزش ايــن گــزاره در صــورتي درســت خواهــد بــود كــه فقــط يكــي از اين عملگر يك عملگر دوتايي است. : )XORيا(ياي مانع جمعـ عملگر تركيب
  هاي اوليه صحيح باشند.گزاره
 :و » امــروز يكشــنبه اســت«كنيم. بعنوان مثــال دو گــزاره استفاده مي» و/ يا«ياي مانع جمع دو جمله از اصطلاح هاي روزمره براي تركيبدر صحبت توجه
  شود.براي تركيب اين دو گزاره استفاده مي» امروز يكشنبه است و/يا امروز دوشنبه است«را در نظر بگيريد. گزاره تركيبي » ز دوشنبه استامرو«

          تــوان بــا تركيــب ايــن عملگرهــا بدســت آورد. بــه عنــوان مثــال عملگــر      . بقيــه عملگرهــا را مي NOTو  AND ،ORاي منطــق عبارتنــد از عملگرهاي پايه
p  توان از رابطه روبرو بدست آورد:ياي انحصاري را مي q p q pq    

 خواهيم آنها را با هم جمع كنــيم. بــهعملگرد ياي انحصاري در مواقعي كاربرد دارد كه امكان برقراري هر دو گزاره با هم وجود ندارد ولي مي :1 نكته 
  ام ماه است و بخواهيم تاريخ امروز را به طور تقريبي ذكر كنيم. 18ام يا 17دانيم امروز عنوان مثال فرض كنيد كه نمي

  ام باشد و بكاربردن ياي انحصاري بر اين موضوع دلالت دارد. 18ام و هم 17دليل اين امر اين است كه هيچ روزي در دنيا وجود ندارد كه هم 
  ) XNORيا  صاري (عملگر نقيض ياي انح

است كه هر دو ورودي آن مقداري برابر داشــته باشــند. ايــن عملگــر را  Trueكند. به عبارت ديگر هنگامي خروجي عمل مي XORاين عملگر عكس عملگر 
p  توان با استفاده از عملگرهاي مقدماتي به صورت روبرو نوشت:مي q p q pq   

) NORـ عملگر  ) : اين عملگر عكس عملگرOR باشد يعني هنگامي خروجي آن ميTrue  است كه هر دو ورودي برابــرFalse  باشــند. بــا اســتفاده از
p  توان به صورت روبرو نوشت:اين عملگر را مي NOTو  ORتركيب عملگرهاي  q (p q) p.q     

) ANDNـ عملگر  ) : اين عملگر عكس عملگرAND كند، يعني اگر دو ورودي برابــر عمل ميTrue  باشــند، خروجــيFalse شــود. بــا اســتفاده از مي
p  توان به صورت روبرو نوشت:اين عملگر را مي NOTو  ANDتركيب عملگرهاي  q (p.q) (p q)     

p)يجاب ـ عملگر تركيب شرطي يا ا q) : اگرp وq  اگر «دو گزاره باشند گزارهp  آنگاهq « را تركيب شرطيp  باq ناميم. حاصل اين گــزاره تنهــا مي
p  (تالي) نادرست باشد. بنابراين رابطه آن بصورت روبرو است:  q(مقدم) درست و  pدر صورتي نادرست است كه  q p q    

p)ارزي ـ عملگر تركيب دوشرطي يا هم q) : اگرp وq اگر «آنگاه گزاره  ،دو گزاره باشندp  آنگاهq  و اگرq  آنگاهp «ِدو گــزاره  كــه تركيــب عطفــي
pشرطي  q  وq p باشد را تركيب دو شرطي دو گزاره ميp وq ناميم. تنها در صورتي حاصل ايــن عملگــر درســت اســت كــه دو گــزاره ميq   وp 

p  باشد:داراي ارزش يكساني باشند، عبارت آن بصورت روبرو مي q pq pq    

 هاييك از زوج گزارهدر كدام :4 مثالPوQ :داريمP Q؟  
1(P p (q r) ,Q p (q r )         2(P p q ,Q p q       
3(P (p q) (q r) , Q p r         4كدام) هيچ 

 :باشد. به صورت زير مي 1گزينه »   4«گزينه  پاسخ  
   qو  pيرهــاي نويسي، جدول صــحت را براســاس متغكنيد، در اينجا براي خلاصههمانطور كه ملاحظه مي

ارز باشــند. بنــابراين هــمنوشتيم ولي واضح است كه دو عبارت مفروض در همــه نقــاط بــا هــم برابــر نمي
  ها را بررسي كنيد. ارزي بقيه گزينهنيستند. به همين ترتيب عدم هم

p q p (q r) p (q r )
F F F F
F T F r
T F T T
T T r T

   
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 تبديل يا جايگشت   
  

مكان هرشــيء مشــخص شــده  باشد كه در آنباشد و به بيان دقيق جايگشت يك تابع جابجايي ميبه بيان غيررسمي، منظور از جايگشت، جابجايي اجسام مي
داشــته  Dو  Cو  Bو  Aهاي مشخصي را جايگشت نامند. به عنــوان مثــال فــرض كنيــد چهارجســم است. به عبارت ديگر ترتيب قرار گرفتن اشياء، در مكان

)باشيم. در اين صورت  , , , )1 2 3 )دارد و جايگشــت  جايگشتي از اين چهار شيء است كه در آن هر شيء در جــاي خــود قــرار 4 , , , )2 1 4 جايگشــتي از ايــن 3
صــورت هاي بهآنگاه تعــداد جايگشــت ،شيء داشته باشيم nاند. اگر شان را عوض كردهجايگاه 4با شيء  3و شيء  2با شيء  1چهارشيء است كه در آن شيء 

  آيد:زير بدست مي
  يرد و جايگاه قرار بگ nتواند در هر يك از ـ شيء اول مي

nتواند در هر يك از شيء دوم مي ـ 1  جايگاه قرار بگيرد و  
  

  تواند در يك جايگاه باقي مانده قرار بگيرد. ام مي nـ شي 
n  شيء برابر است با: nهاي بنابراين تعداد جايگشت (n ) (n ) ... n!      1 2 1  
  توان از رابطه جايگشت بدين صورت استفاده كرد كه:شيء را در كنار هم قرار دهيم باز هم مي nشيء از اين  mحال اگر بخواهيم تنها 

nشيء را به  nشيء از  mـ 
m
 
 
 

  كنيم. حالت انتخاب مي 

  (!m)دهيد شيء انتخاب شده را جايگشت مي mـ 

nكار برابر است با هاي انجام اين بنابراين تعداد راه
m!

m
 

 
 

  

  انتخاب شده در نظر بگيريم و سپس آنها را به ترتيب زير پر كنيم: نفر mجايگاه براي قرار دادن  mله اين است كه أراه ديگر بررسي اين مس
  توانند قرار بگيرند. نفر مي nـ در جايگاه اول يكي از 
nـ در جايگاه دوم يكي از  1 توانند قرار بگيرند. نفر مي  

  
n)ام يكي از mـ در جايگاه   (m )) 1 توانند قرار بگيرند. نفر مي  

nn!n  هاي تشكيل اين جايگشت برابر است با:بنابراين تعداد راه (n ) ... (n m ) m!
m(n m)!
 

           
1 1  

نشــان  p(n,m)شــيء را بــا  nشــيء از  mهاي گيرد. به طور كلي تعداد جايگشتتر مورد استفاده قرار ميتري كه دارد بيشحل اول به دليل منطق سادهراه
  دهند و با توجه به توضيحات فوق داريم:مي

  n!p(n,m) n (n ) ... (n m )
(n m)!

       


1 1  

ظر بگيريد كه اشياء داده شده متمايز نباشند، به عنوان مثــال فــرض كنيــد در بحث فوق فرض بر اين بود كه اشياء داده شده متمايز بودند. حال حالتي را در ن
B,Aهاي سه شيء كه بخواهيم تعداد جايگشت ,A2 Aرا حساب كنيم كه  1 ,A2 اشياء يكساني هستند. با توجه به آنچه كه در مبحث قبل ديــديم، تعــداد 1

3!ء برابر است با هاي اين سه شيجايگشت   هاي تكراري نيز وجود دارد. جايگشت، جايگشت 6ولي با توجه به تكراري بودن اشياء در اين  6
Aبه عنوان مثال جايگشت  BA1 Aو جايگشت  2 BA2 باشــند. بــا ها تكــراري ميتعداد از اين جايگشت يكسان هستند. بايد به طريقي تعيين كنيم كه چه 1

Aشويم كه از آنجايي كه كمي تفكر متوجه مي ,A2 بنابراين هر جايگشت بين اين دو شيء هيچ تاثيري در جايگشت كلي ندارد. بنابراين بــا  ،يكسان هستند1

Aهاي سه شيء د. بنابراين كل تعداد جايگشتشوبرابر مي 2هاي كلي !ها، تعداد جايگشتوجود جايگشت اين ,B,A2 !برابر است با  1
!


3 32.  

  شيء را حساب كنيم كه: nهاي در حالت كلي اگر بخواهيم تعداد جايگشت
  شيء آنها از نوع اول n1ـ 
  آنها از نوع دوم شيء n2ـ 
  
  امkشيء آنها از نوع  knـ 

  باشند آنگاه داريم:
k

n!
n !n !...n !


1 2

  هاي متمايز تعداد جايگشت 
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 خواهيم از بينمي :7مثال1  فتن كنار هم بچينــيم. ايــن كــار بــه چنــد طريــق نفر را انتخاب كنيم و آنها را در يك رديف براي عكس گر 5دانشجو
  پذير است؟امكان

1 ( 3 24  2 (7568  3 (32   ) هيچكدام4  45
 :گيــريم و ايــن واننــد قــرار گيرنــد را در نظــر ميتهــا ميها و تعداد ممكن افرادي كه در هر يك از اين مكانبراي حل اين سوال مكان»  1«گزينه  پاسخ

  كنيم. حالات را در هم ضرب مي
  اولين مكان    دومين مكان    سومين مكان    چهارمين مكان    پنجمين مكان

           6 3 24      7    8    9    1  
زيــرا كــه يكــي از  ،طريق پر خواهد شــد 1ها به هر ترتيبي پر شوند باز هم نتيجه همين تعداد خواهد بود. مكان اول بهتوجه كنيد كه در اينجا اگر اين مكان

دانشجوي باقيمانده (بجز دانشــجويي كــه در مكــان اول قــرار گرفتــه  9طريق پر خواهد شد زيرا يكي از  9گرفت. مكان دوم به دانشجو درون آن قرار خواهند 
  ها پر خواهند شد. مين ترتيب بقيه مكانه است) در اينجا قرار خواهد گرفت و به

  

  تعداد مسيرهاي واقع در صفحه  :8مثالxy) تــوان يــك ) در كدام گزينه آمده است. فرض بر اين است كه در هر حركت تنهــا مي6و  5) به (1 و 2از
  خانه به سمت راست يا يك خانه به بالا برويم.

1 (!
! !
5

3 2  2 (!
! !
8

5 3  3 (!
! !
6

3 3  4 (!
! !
8

4 4  

 در اينجا يكي از مسيرهاي ممكن به صورت»  2«گزينه  سخ:پاU,R,R,U,U,R,U,Uباشد.مي  
باشــد. ولــي مي Rتا 3و Uتا 5هاي مختلف از ها برابر تعداد آرايشدهيم. بنابراين تعداد اين راهحركت به راست را نشان مي Rبيانگر حركت به بالا و Uكه

مــه توان از فرمول معمولي جايگشــت اســتفاده كــرد، زيــرا در ايــن حالــت هنيز مانند هم هستند نمي Rتا 3مانند هم هستند و همچنين Uتا 5از آنجا كه 

!  بنابراين داريم:  ،باشندها از هم متمايز نميداده
! !


8

3   هاي ممكنتعداد راه 5

  

 ي بندي شدهدر يك مستطيل شبكه :2 قضيهm n  (مطابق شكل) تعــداد
)مســـيرهاي بـــين  , )  و(m,n)  ـــوع حركـــت ـــه طـــور كـــه فقـــط از دو ن ب

(x, y) (x , y) 1  و(x, y) (x, y ) 1 برابر اســت  ،بتوان استفاده نمود

m) با: n)!
m!n!
    

  
  

 توان در نظر گرفت، در واقع تعداد مسيرهاي بين بعدي نيز مي 3 هايمكعب مشابه اين قضيه را براي  :4تذكر( , , )    و(m,n,p)  در يــك مكعــب
,x)نوع حركــت  3به طوري كه فقط  pو  nو  mبه ابعاد  y,z) (x, y,z ) 1  و(x, y,z) (x, y ,z) 1  و(x, y,z) (x , y,z) 1  را بتــوان

m)انجام داد برابر است با:  n p)!
m!n!p!
   

 گذاري شــماره 13تــا  1ي از شــمارههــا،مهره در چهار رنگ است كه براي هــر رنــگ از مهره 52اي كه شامل توان از كيسهه چند طريق ميب  :9مثال
  پنج مهره بيرون كشيد، به طوري كه؛ دو جفت مهره هم شماره داشته باشيم؟ اند. شده

1 (    
    
    

213 4 50
2 2 1 2 (    

    
    

24 13 50
2 2 1 3 (   

   
   

4 13 48
2 2 1 4 (    

    
    

213 4 48
2 2 1 

    :دو جفت مهره هم شماره داريم. ابتدا به»  4«گزينه پاسخ 
 
 

13
رنــگ  4كنيم حال براي هــر مهــره انتخــاب شــده، طريق آن دو مهره را انتخاب مي 2

بهداريم پس براي هر مهره  
 
 

4
  بريم. كنيم، و اين كه براي مهره پنجم دقت لازم را به كار ميرنگ انتخاب مي 2طريق حالت  2

مهــره اســت. پــس مهــره پــنجم را بــه 52از  مهره 4هاي انتخاب شده، زيرا جفت مهره توان انتخاب كردمهره نمي 4زيرا مهره پنجم را از اين  
 
 

48
طريــق  1

  توان انتخاب كرد. مي

n

m

(m,n)

(0,0) n

y
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  بنابراين جواب مورد نظر برابر است با:     
    
    

213 4 48
2 2 1  

  

  در زير فرمول كلي هنگامي كه اشياء متمايز نباشند ارائه شده است. 

n)    برود تعداد حالات برابر است با: (U)واحد بالا mو (R)واحد به جلوnبخواهد 8در حالت كلي اگر شخصي در مثال  :2نكته  m)!
n!m!
  

خواهيم حتماً كنــار هــم باشــند. اگــر بخــواهيم نباشند يا بالعكس مي خواهيم تعدادي از اشياء كنار همدر محاسبه جايگشت اشياء حالات خاصي وجود دارد كه مي
هاي بــين و خــارج ايــن اشــياء چينيم و سپس از بين جايگاهرويكرد كلي اين است كه بقيه اشياء را بجز اين اشياء خاص كنار هم مي ،اشياء خاصي كنار هم نباشند

دهيم. بدين ترتيب ديگر اين اشياء كنار هم قرار نخواهند گرفت. همچنــين اگــر بخــواهيم اشــياء ا قرار ميههايي را انتخاب كرد و اين اشياء خاص را درون آنمكان
ء را بــا بقيــه خاصي كنار هم باشند بايد آنها را توسط يك طناب به هم بنديم و فرض كنيم كه كل آنها يك شيء هستند. در اين صورت اگر جايگشت اين يك شي

  آن اشياء خاص كنار هم قرار خواهند گرفت. همواره  ،اشياء حساب كنيم
 توان حروفبه چند طريق مي  :10مثالe ,e ,e ,e,e ,d ,c ,b ,a را آرايش داد به قسمي كه هيچeي مجاورeي ديگر نباشد؟  
 :براي اينكار ابتدا حروف پاسخd ,c ,b ,a حال هر يك از ،چينيمحالت در كنار هم مي4!را بهe مكان ايجاد شده در بين و خــارج  5ها را درون يكي از

  خواهد بود.4!ها همانeدهيم. بنابراين تعداد كل حالات با توجه به يكسان بودنآنها قرار مي
 يحروف واژه  :11مثالVISITING تا 3توان آرايش داد بطوريكه را به چند راه ميI كنار هم قرار بگيرند؟  

1 (!
!

8
  ) هيچكدام4  6!)  3   5!) 2  3

 :در اين واژه حرف  »3«گزينه  پاسخIهاي ممكن عبارت است از:بار تكرار شده است، بنابراين تعداد كل آرايش سه  !
!


8
  جواب 3

گروه داريــم  6دهند بنابراين در مجموع گروه ديگر تشكيل مي 5ها با هم يك گروه را در كنار Iتوان تصور كرد كهها كنار هم باشند ميIتا  3حال براي آنكه 
  حالت آرايش مختلف داشته باشند.6!توانند بهكه مي

  
 12مثال:    

  ؟چند آرايش وجود دارد SOCIOLOGICALهايالف) براي همه حرف
  مجاورند.  GوAهاب) در چند تا از اين آرايش

  هاي صدادار مجاور هم هستند.هاي قسمت الف حرفج) در چند تا از آرايش
  هاي قسمت الف اينگونه است؟ هاي قسمت ج حرفهاي صدادار به ترتيب حروف الفبايي هستند؟ در چند تا از آرايشد) در چند تا از آرايش

 :الف) در مجموعه حروف   پاسخSOCIOLOGICAL دو حرفIسه حرف ،Oدو حرف ،C و دو حرفLيك حــرف ،Sيــك حــرف ،G  و يــك

!  ها برابر است با:وجود دارند بنابراين تعداد آرايش Aحرف
! ! ! ! ! ! !


12

2 3 2 2 1 1   هاتعداد آرايش 1

Gكنيم كهب) حال فرض مي ,A :تشكيل يك گروه دهند. بنابراين داريم    

Gآخر به خاطر تعداد حالات ممكن در گروه 2!كه ,A باشد. مي  ! !
! ! ! !

 
11 22 3 2   هاتعداد آرايش 2

Aج) حروف صدادار عبارتند از ,O , I .با در نظر گرفتن همه اينها در يك گروه داريم  ! !
! ! ! !

 
 
7 6

2 2 2   هاتعداد آرايش3

Aهايكه عبارت ضربي دوم تعداد جايگشت ,O , I .در گروه جديد است  

!  هاي آنها يكي بيشتر نخواهد بود و داريم:د) اگر در قسمت ج  حروف صدادار به ترتيب حروف الفبايي باشند بنابراين تعداد جايگشت
! !



7

2   اد آرايشتعد2

صــدادار را ي حــروف غيرحل كــرد كــه ابتــدا همــه توان اين مسأله را اينگونهاگر در قسمت الف حروف صدادار بخواهند به ترتيب حروف الفبايي رخ دهند، مي

!به
! !
6

2 جايگــاه وجــود  8اند كه بين آنها و خارج آنهــا شي قرار گرفته شده 7هيم. حال دحالت قرار مي 2!به Gرا مجاور  Aدهيم. حال حالات آرايش مي2

5حرف باقي مانند 5دارد كه براي قرار دادن مابقي   دهيم.جايگاه از ميان آنها انتخاب كرده و آنها را به ترتيب درون آنها قرار مي  
! !

! !
 

   
 

86 2 52   هايشتعداد آرا 2
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  تركيب  
  

دهيم باشد. براي اين كار ابتدا اشياء را كنار هم قــرار مــيمي شيء nشيء از  rدهيم و هدف در آن انتخاب نشان مي C(n,r)شيء را با  nشيء از  rتركيب  
n)روي برچســب يــك و  شيء انتخاب شده rكنيم كه روي شيء را بدين گونه انتخاب مي rسپس  r) گــذاريم. شــيء انتخــاب نشــده برچســب صــفر مي

n)يك و  rهايي از له جايگشتشيء مشابه مسأ nشيء از  rله انتخاب أبنابراين مس r) له جايگشــت بــا تكــرار كــه در قبــل باشد. با توجه بــه مســأصفر مي
  داريم: ،بررسي كرديم

  r
n

n n!C(n, r) C
r r!(n r)!
 

     
  

 ها را تشكيل دهد و نام آنهــا تواند تيمنفره تشكيل دهد. به چند طريق مي 9دختر اول دبيرستان، چهار تيم واليبال  36خواهد از فردي مي  :13مثال
Dرا , C ,B,A.بگذارد  

1 (!
! ! ! !
36

27 18 9 1  2 (  
  
  

36 18
9 9  3 (!

! !
36

18 18  4 (!
! ! ! !
36

9 9 9 9  

 :براي تشكيل تيم روش اول:»  4«گزينه  پاسخA ،9  دختر را به 36دختر از 
 
 

36
 27دختــر از  B 9كنيم. سپس براي تشكيل تــيمراه انتخاب مي 9

دختر باقيمانده را به 
 
 

27
به ترتيب D,Cهايكنيم و به همين ترتيب براي تشكيل تيمراه انتخاب مي9 

 
 

18
و9 

 
 

9
پذير است. طبق اصل ضــرب راه امكان 9

  مكن برابر است با: هاي متعداد راه       
          
       

36 27 18 9
9 9 9 9  

آمــوزان نوشــته شــده اســت، بــه دانش D,C,B,Aهايي كه روي آنهــاها برگهاند. براي انتخاب تيمآموزان در صفي قرار گرفتهفرض كنيد دانش روش دوم:
هاي ممكن است كه ايــن برابــر برابر تعداد تيم ،را در صفي قرار داد Dبرگ9و  Cبرگ9و BبرگA ،9برگ 9توان هايي كه ميدهيم. بنابراين تعداد راهمي

!  است با:
! ! ! !

36
9 9 9 9  

  
 يههاي حرفهاي واژتعداد آرايش  :14مثالTALLAHASSEE :برابر است با  !

! ! ! ! !


11 83163 2 2 1 1   

  ها كنار هم نيستند؟Aدر چند تاي اينها        
1 (2118 23  2 ( 23 1 95  3 ( 1836 6  4 ( 5 4 84  

 :4«گزينه  پاسخ«    !
! ! ! ! !

  
 

    
 

98 5 4 84 4233632 2 2 1 1  

  م.ايها را درون آنها قرار دادهAايم ومكان ايجاد شده در بين و خارج از حروف سه مكان را انتخاب كرده 9ها را كنار گذاشتيم و سپس از Aحل ابتدادر اين راه
  

 اي به توان بسط دوجملهاي): دو جمله (قضيه :3 قضيهn توان از رابطه زير محاسبه نمود:را مي  
n

n n n n n k n k

k

n n n n n
(x y) x y x y x y x y x y

n k
  



         
               

         
1 1 2 2

1 2
 





  

  ايم.حل تركيبياتي دارد، آن را در اينجا ذكركردهكه اثبات اين قضيه راهز آنجائيا
n(x  اثبات: داريم: y) (x y) (x y) (x y)

  
         

                                                                                                                                nامين عامل       دومين عامل    اولين عامل  
kضريب n k( k n) x y   توانيمهايي است كه ميدر عبارت حاصل، تعداد راهk تاx در نتيجه)n kتــاyاز ايــن (n  عامــل را انتخــاب كنــيم كــه

nبرابر است
k
 
 
 

.  

n  داريم: nاز kطبق تعريفِ انتخابِ n
k n k
   

      
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nاي بهو به دليل وجود چنين قضيه
k
 
 
 

  اي گويند. اغلب، ضريب دوجمله 

xبه عنوان مثال ضريب y5 x)در 2 y)   :برابر است با 7 
 

 

7 215    

 مقدار ثابت در بسط عبارت   :15مثال( x )
x

2   كدام است؟ 1523

1  (( )
 

 
 

5 115 3 21



  2  (( )

 
 

 
7 81 3 25

  3  (( )
 

 
 

1 515 3 21



  4  (( )

 
 

 
8 71 3 25

  

 :1«گزينه  پاسخ   «  

  k k k k k

k k
( x ) ( x ) ( ) ( ) x

k kx x
  

 

   
       

   
 
15 152 15 2 15 15 3 315 152 23 3 3 2 

 
  

( ) 
  
 

15 1 115 3 21
 


kثابت رمقدا k    3 3 1    

  
 ضريب  :16مثالa b5 )در 2 a b) 72   برابر است با:  3

1 ( 
 

 

7 2885  2 ( 
 
 

7
5  3  ( 

  
 

7288   كدام) هيچ4  5

 :در اينجا داريم:»  1«گزينه  پاسخ  y b , x a  3 2  

aاين ضريببنابر b5 )  آيد:صورت زير به دست ميبه 2 ) ( )
   

    
   

5 2 7 72 3 2885 5  

  
xبا قرار دادن: 3نكته  y 1 اي داريم:هدر بسط دو جمل       n nn n n

( ) ...
n

     
          

     
1 1 21

  

xو با قرار دادن  1  وy1اي داريم: ي دو جملهدر قضيه     n nn n n n
( ) ... ( )

n
       

               
       

1 1 11 
 

  

  باشند.كه اين دو رابطه روابط مهمي مي

 ضريب :4 قضيه 
nt

t
x ،. ..،

n
x 2

2
،

n
x 1

1
nدر 

t(x x ... x )  1   برابر است با: 2
t

n!
n !n !...n !1 2

  

iكه در آن tn , n n ... n n   1 tها2 , n   اعداد صحيح هستند.  ,
  را در اينجا ذكر خواهيم كرد. باشد كه آنصورت تركيبياتي ميهاثبات اين قضيه ب

n
t t t t(x , x ,... x ) (x x ... x ) (x x ... x ) ... (x x ... x )

  
             1 2 1 2 1 2 1 2  

  عامل اول  عامل دوم  امnعامل  

بنابراين ضريب
n n n nt

t
x x x ...x1 2 3

1 2 3
nتا از  n2عامل و سپس انتخاب  nتا از اين  n1برابر است با انتخاب  n تــا  n3عامل باقيمانده و سپس انتخاب  1

nاز n n 1 t       عامل باقيمانده و به همين ترتيب داريم: 2

t t

n n n n n n n n ...... nn n!...
n n n n n !n !...n !

          
     

      

1 1 2 1 2 1
1 2 3 1 2

  ب= ضري

اين ضريب را بصورت
t

n
n ,n ,...,n
 
 
 1 2

  نيز نشان مي دهند.  

 صل حا  :17مثال


 
   


i i i

15 151
  كدام است؟ 1

1 (12  2 (122  3 (142  4 (162  
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   :2«ينه گزپاسخ   «  

  
i

!
(i ) i! ( (i ))!


    

15 15
1 16 1i i

!
ii i i! ( i)! 

 
      

 
15 15151 1 15

1 1 15 
    

iبه جاي jبا قراردادن 1 :داريم  

  
j

!
j! ( j)!


 

16

1

1 16
16 16i

!
(i )! ( (i ))!




    
15 15 16

1 16 1 16
  

  :قبل طبق نكته
j j

 
   

 


1616 12
1

161 2 216 16    

  
 ضريب   :18مثالx x x2

1 2 x)اي در بسط چند جمله 3 x x x )   4
1 3 3 42 3   كدام است؟ 4

  ـ216) 4  ـ12)  3  12)  2  216) 1

 :4«گزينه  پاسخ«  !( )( )
! ! !

    
 

2 41 2 3 2161 1 2  

  
 ضريب  :19مثالab c2 )را در بسط عبارت 4 a b c)  72   . حساب كنيد 4

 :پاسخ     !( ) ( ) ( )
! ! !

 1 2 4 72 1 4 1 2   ضريب4

  
 با رئوس يك   :20مثال1 شود؟چند مثلث مشخص مي ،يك از اضلاع چندضلعي، ضلع مثلث نباشدضلعي منتظم، در صورتي كه هيچ  

1 (7   2 (21  3 (5  4 (15   

 :ابتدا يكي از رئوس »  3«گزينه  پاسخ1  ضلعي را به 
 
 

1
رأس باقيمانــده  9سپس از  ،كنيمطريق انتخاب مي 1

ضلعي منــتظم مقابــل رأس  1و به يكديگر مجاور نباشند. مثلاً اگر در كنيم كه به اين رأس رأس را چنان انتخاب مي 2
رأس غيرمجاور انتخاب كنيم. كه اين كــار بــه  2بايد  3و  4و  5و  6و  7و  8و  9از بين رئوس  ،را ا نتخاب كرده باشيم 1

 
 

 

7     .روش ممكن است 62

بايد برابر  لذا جواب مسأله     
    

    

1 7 61 ) 1و  8و  5شــود مثلــاً مثلــث (بــار شــمرده مي 3تقسيم شود زيرا هــر مثلــث  3اما اين جواب بايد بر  ،باشد 2

مسأله برابر است با:  شود. پس جواببار شمرده مي 3اول انتخاب شود  1يا  8يا  5بستگي به اين كه 
( )   

   
   

1 7 61 2
3



  .5و اين برابر است با:   

تركيب با تكرار   
  

خواهــد بــود. حــال  rnشــي متمــايز بــا تكــرار برابــرnشــي ازrهايآنگــاه جايگشــت ،ها) اگر تكرار مجاز باشدها (جايگشتبه ياد داريد كه در مسأله ترتيب
  خواهيم به بررسي مسأله مشابه در تركيب با تكرار بپردازيم.مي

دهيم ك صــف قــرار مــيشــيء را كنــار هــم در يــ rظرف متمايز توزيع كنيم. ايده انجام كار اين است كه ابتدا  nشيء يكسان را درون  rخواهيم در اينجا مي
n)كنيم. در اينجا هر طريقه قرار گرفتن اين دسته استفاده مي nشيء به  rجدا كننده براي افراز اين  n1سپس از  )1حــل مســاله جــدا كننــده يــك راه

n)باشند و صفر مي rشيء متناظر  rد . فرض كنيباشدمي )1  جدا كننده متناظر(n )1 له توزيــع أباشند. بنــابراين مســيك ميr  شــيء يكســان درونn 
n)صفر و  rهاي له جايگشتظرف متمايز، مشابه مسأ )1باشد كه برابر است با:يك مي  

n r n r(n r )!
r nr!(n )!

       
        

1 11
11  
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 1توانچند طريق ميبه   :12مثال  ظرف متمايز توزيع كرد.  6مهره سفيد (يكسان) را بين  
1 (  1  2 ( 3 5  3 ( 1 5  4 ( 3 3  
 :جــدا كننــده  5دهيم و بــراي انتخــاب آنهــا از ور كرد كه اين ده مهره را در كنار يكديگر در يك رديــف قــرار مــيتوان اينگونه تصمي»  4«گزينه  پاسخ

هــايي كــه قبــل از ها يكســان هســتند و مهرهتوانند در هرجايي بين مهره يا قبل و بعد از آنها قرار گيرنــد. ايــن جداكننــدهها ميكنيم. جدا كنندهاستفاده مي
ها، هايي كه بين جداكننده اول و دوم قرار دارند متعلق به ظرف دوم و به همين ترتيــب ايــن جداكننــدهرار دارند متعلق به ظرف اول و مهرهي اول قجداكننده

ظــرف  6مهره يكســان بــين  1راههاي توزيع نمايش دهيم، تعداد 1ها را با و جداكننده ها را باظرف متمايز تقسيم خواهند كرد. اگر مهره 6ها را بين مهره

!  هايي از ده تا صفر و پنج تا يك است كه برابر است با: متمايز برابر تعداد آرايش
! !

 



15 3 31 5    

  
 بستني از هر نوع وجود دارد. در اين  7ويم حداقل شنوع مختلف بستني دارد. فرض كنيد وقتي وارد مغازه مي 15فروشي يك مغازه بستني  :22مثال

  ها را خريد؟ بستني از اين بستني 7توان صورت به چند طريق مي
 :هاي توزيعبا كمي تفكر به برابري اين مسئله و تعداد راه  پاسخrشي همانند درn كنيم كه بازاي هر نــوع در اينجا فرض ميبريم. ظرف متمايز پي مي

بســتني درون ظــرف  7پول (يكســان) بــراي خريــد  7ايم. بنابراين بستني ظرفي وجود دارد كه با انداختن پول درون آن در واقع يك بستني از آن نوع خريده

  اندازيم. بنابراين اين تعداد برابر است با: آنها مي  
 
 

7 15 1
7  

  

 تاست؟مقابل چندهاي صحيح و نامنفي معادله تعداد تمام جواب  :32ثالم                x x x x   1 2 3 4 1  
 :ظرف متمايز 4در اينجا  پاسخx ,x ,x ,x4 3 2 تــا  1. هر جوابي از اين معادله در واقع توزيع اينتا يك در نظر بگيريد 1را بصورت1وجود دارند. 1

xيك يكسان بين ,x ,x ,x4 3 2   باشد. بنابراين داريم:مي 1


  
 
 

1 4 1
  تعداد جوابهاي صحيح و نامنفي1

  

 ظرف متمايز توزيع كرد؟  5مهره سفيد (يكسان) را درون  8توان به چند طريق مي  :24مثال  

1 ( 
 
 

12
8  2 ( 

 
 

12
5  3 ( 

 
 

12
  ) هيچكدام 4  3

 :هاي صحيح و نامنفي معادلهارز با يافتن تعداد جوابحل اين مسأله هم»  1«گزينه  پاسخx x x x x    1 2 3 4 5     :است باباشد كه برابر مي8
  C( , ) 5 8 1 8    

  

  شتين آماره بوز ـ اني
kxيدسته kشيء مشابه را به  nتوان تعداد طرقي كه مي ,x , , x1 2   تقسيم كرد به نحوي كه سهم هر دسته در شرايطix m  :صدق كند برابر است با  

  
k

s

s

k n k (m )s
N ( )

ks

     
      


1 11 1
  

 :دهيم كه تركيبمحاسبات جملات سيگما را تا جايي ادامه مي توجهn k (m )s
k

    
  

1 1
  دار باشد.معني 1

 :در حالتي كه توجهm nداريم: ،ي اشياء را درون يك دسته قرار داد، يعني بتوان همه  n k
N

k
  

   

1
1  

  شود.كوچك گفته ميي كه به آن آماره

mدر حالتي كه  :4نكته  n:يعني بتوان تمام اشياء را به يك دسته اختصاص داده داريم ،  n k
N

k
  

   

1
1   

 كدام است؟ مقابل هاي صحيح و نامنفي نامعادلةتعداد جواب :52مثال  x x x x   1 2 3 4 11   
x , x , x , x       1 2 3 41 8 1 8 2 9 3 1  

1 (45   2( 246  3( 133   4 (هيچكدام  
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  پنجمفصل 

  »هاي بازگشتيرابطه«
ي بازگشــتي، تــوان از آنهــا اســتفاده نمــود. يــك رابطــهشويم كه در برخي از مسائل شمارش مــيهاي بازگشتي و توابع بازگشتي آشنا ميدر اين فصل با رابطه

هاي بازگشتي دارنــد و همــواره در تجزيــه بسيار نزديكي با رابطههاي بازگشتي ارتباط كند. الگوريتمام يك دنباله را با اعضاي ما قبل آن بيان ميnارتباط عضو 
  رساند.رسيم كه دانستن چگونگي حل آنها ما را به جواب تحليل الگوريتم ميي بازگشتي ميهاي بازگشتي به يك رابطهو تحليل الگوريتم

 هاي عــددي به تابع :1 تعريفa(n) كــه در اينجــا آنهــا را بــا)na دهيم) و در آنهــانشــان مــيna هاي قبلــيبــه جملــهna ,...,a ,a1 بســتگي دارد،                1
يــك گويند و همتاي گسسته مفاهيمي هستند كه در معادلات ديفرانســيل معمــولي كــاربرد دارنــد. فــرم كلــي مي معادلات تفاضلي يا هاي بازگشتيرابطه

n  باشد: مي مقابلرابطه بازگشتي بصورت  n n nf (n) c a c a ... c a c a     1 1 1 1   
fباشد. اگرمي nيك تابع برحسب  f(n)كه در آن (n)  ، ه بــرا نــاهمگن گوينــد.  نامند و در غير ايــن صــورت آن آنگاه اين رابطه را رابطه بازگشتي همگن

n       گويند.راه دو مقدار معلوم را در نظر بگيريد. به اين مقادير معلوم شرايط اوليه نيز ميعنوان مثال رابطه بازگشتي زير به هم n na na a   1 22 1  

a شرايط اوليه
a
  

 1

1
2  

a  هاي دلخواه محاسبه نمود. بعنوان مثال:nرا براي naتوانبا توجه به رابطه فوق مي a a   2 12 2 1 7 وa a a   3 2 13 2 1 26  
nبصورت  فيبوناتچيرابطه بازگشتي دنبالة  ،به عنوان مثال ديگر n nf f f  1 2 (n )   باشند:صورت زير ميباشد و شرايط اولية اين رابطه بهمي 3

f , f  11 1  
n(aامnور از حل يك رابطه بازگشتي، به دست آوردن يك رابطه صريح براي جمله منظ باشد كه بدون نياز به دانستن جملات قبل بتوان بطور مســتقيم مي (

  حساب نمود.  nرا برحسب naمقدار
 1$شخصي  :1مثال  كند، اگر گذاري ميدرصد سرمايه 12نك با سود در باnA  مقدار سرمايه در پايان سالn ام  باشد، برايnA ي يك رابطــه

  بازگشتي به دست آوريد.
1  (n n nA A / A  1 212  2  (n n nA A A  1 2  3  (n nA / A  21 12  4  (nA / A 2 11 12  
 :در پايان سال »  4«گزينه  پاسخn 1 برمقدار سرمايه برا nA 1  است. با گذشت يك سال، مقدار سرمايه برابرnA 1 مايه در ايــن يــك و سود ســر

n  سال است. بنابراين داريم: n n nA A ( / )A / A    1 1 112 1 12  
A   1  

  عنوان مثال داريم:ه را محاسبه نمود. ب nAمقدار  nتوان به ازاي هر مقدار ي بازگشتي ميبه كمك شرط اوليه و رابطه
A ( / )A ( / )( / )A ( / )( / )( / )A ( / ) ( )      3

3 2 11 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1  
n  ام به دست آورد:n، رابطه صريح زير را براي مقدار سرمايه در پايان سال nتوان به ازاي مقدار دلخواه به همين ترتيب مي

nA ( / )  1 12 1  
آورد. در ادامــه روش حــل روابــط بازگشــتي همگــن و توان فرمول صريحي بــه دســت ي بازگشتي و شرايط اوليه مياز يك رابطه ،همانطور كه ملاحظه كرديد

  ناهمگن به تفكيك آمده است.
روش حل روابط بازگشتي همگن  

  
n  باشد:ميمقابل ام بصورت  kفرم كلي يك رابطه بازگشتي همگن مرتبه   n n n n k n kc a c a ... c a      1 1  

ه مشخصه اســت. بــراي بــه دســت آوردن معادلــه مشخصــه كافيســت در رابطــه استفاده از معادل ،كنيمروشي كه در اينجا براي حل معادلات همگن مطرح مي
  قرار دهيم.  na ،nxبازگشتي فوق جاي
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آوريم و ســپس بــا ه دســت مــيهاي آن را بــكنيم و ريشهشود كه ابتدا آن را حل ميام ميkاي مرتبه در اين حالت معادله بازگشتي تبديل به يك چند جمله
  كنيم. ها متمايزند يا نه، رابطه بازگشتي همگن را حل ميتوجه به اينكه اين ريشه

رابطه بازگشتي همگن خطي مرتبه اول و حل آن  
  

,به دنباله نامتناهي از اعداد همگن مانند   , , ,...3 9 27 جملــه اول) برجملــه  هرگاه خــارج قســمت هرجملــه (بــه غيــر از ،شوديك سري هندسي گفته مي 81
)  باشد و داريم:مي 3شود. در دنباله بيان شده قدر نسبت برابر بلافاصله قبل از آن مقدار ثابتي باشد. اين مقدار ثابت قدرنسبت گفته مي )9 3 3  

  ( )27 3 9  

aاگر  ,a ,a ,... 1 n  ه داريم:يك سري هندسي باشد، آنگا 2

n

a a a... r
a a a

   1 2 1
1

  

nهمان قدر نسبت است. در اين سري هندسي خاص داريم: rكه  nn ,a a 1 3  وa  3.  
nرابطه بازگشتي  na a 1 ,كند. به عنوان مثال دنباله يك سري هندسي يكتا را تعريف نمي 3 , , ,...6 18 54 كنــد. بــراي نيز در ايــن رابطــه صــدق مي 162

nتعيين دقيق دنباله خاصي كه با  na a 1   نويسيم:صورت زير ميهاي آن دنباله نياز داريم. بنابراين دنباله را بهشود به يكي از جملهمشخص مي 3
n na a , n a   1 3 3  

nمعادله  nn , a a 1 3  را رابطه بازگشتي خطي مرتبه اول گويند، زيرا مقدارna 1  تنها به مقدار پيشين يعنيna  وابسته است. هر كجا كــهna 1  تنهــا
  باشد:صورت زير ميول گويند. صورت كلي معادلات خطي مرتبه اول بهبه جمله بلافاصله قبل از خود وابسته باشد، رابطه را از مرتبه ا

n na ca , n  1   
  باشد. گردد توان جملات دنباله در رابطه بازگشتي خطي، يك ميباشد. همانطور كه مشاهده مييك عدد ثابت مي cكه در روابط فوق 

aشوند. عبارت مقادير مرزي گفته مي a1يا  aبه مقادير داده شده مانند  k  را كه در آنk نامند.شرايط اوليه مي ،مقدار ثابت است  
n  پردازيم، داشتيم:حال به رابطه بازگشتي بيان شده در ابتدا مي na a , n , a   1 3 3  

  آوريم:اين دنباله را به دست مي ،لبا نوشتن چهار جمله او
a
a a ( )

a a ( a ) ( )

a a ( a ) ( )


 

  

  

1
2

2 1
3

3 2 1

3
3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3






  

nشود كه بــه ازاي هــر گيري به ذهن القا ميبا توجه به اين محاسبات اين نتيجه    داريــمn
na ( ) 3 . بــه ايــن جــواب، جــواب عمــومي رابطــه بازگشــتي 3

 a1بستگي دارد و ديگر هيچ وابستگي به جملات قبلي دنباله ندارد. به عنــوان مثــال اگــر بخــواهيم  nتنها به  naجواب عمومي مقدار شود. در مفروض گفته مي
)صرفاً مقدار  ،را حساب كنيم )13 3  كه با كنيم و ديگر لزومي ندارد را حساب ميa  شروع كرده و براي به دست آوردنa1 ابتدا ،a9 .را حساب كنيم  

  رسيم:گيري زير ميبا توجه به مثال بيان شده به نتيجه

 جواب رابطه بازگشتي  :2مثال n n(n )a a 1 aاوليه با شرط  3    در كدام گزينه آمده است؟ 5
1 (n

na  5 3  2 (n
na  3 5  3 (n

na  2   ) هيچكدام4  7

 :براي حل اين رابطه ابتدا حل اول: راه»  1«گزينه  پاسخna  را باnx كنيم، بنابراين داريم:جايگزين مي     n nx x x   1 3 3   
n  خواهد بود: مقابلحال با توجه به تنها ريشه اين معادله مشخصه، جواب اين معادله به فرم كلي 

na c( ) 3  

n  با استفاده از نكته فوق داريم:حل دوم: راه
n

a
a

c


  


5 5 33
  

aباشد و از شرط اوليهعدد حقيقي ثابتي مي cكه در آن  5 صورت زير محاسبه كرد:توان مقدار آن را بهمي  a c( ) c   
 5 3 5  

nبنابراين جواب نهايي رابطه بازگشتي به صورت
na  5   خواهد بود. 3

nجواب عمومي رابطه بازگشتي  :1 نكته    na ca , n  1   كه در آنc صورت ثابت است، يكتاست و بهn
na a c , n   شود.محاسبه مي  

 جواب رابطه بازگشتي  :3مثالn na a  aرا كه در آن  17 ,n 2 98   كدام است؟  1
1 (n( )3 7  2 (n( )2 7  3 (n( ) 12 7  4 (n( ) 13 7  
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 :رابطه »  2«گزينه  پاسخn na a  nتوان به طور معادل به فرم را مي 17 na a 1 نوشت. با توجه به نكته بيان شــده، جــواب ايــن معادلــه برابــر  7
n

na a ( ) a  آوريم:به دست مي مقابلصورت را به aباشد. حال مقدار مي 7 a ( ) a   2
2 98 7 2   

nزگشتي رابطه با :2 نكته    na ca  1  دار با توان يك ظاهر شده است. گاهي اوقات يــك رابطــه نامند، زيرا در آن هر جمله انديسرا خطي مي
  هاي خطي به يك رابطه خطي تبديل نمود. توان با جايگذاريبازگشتي غيرخطي را مي

 جواب عمومي رابطه بازگشتي غيرخطي  :4مثالn na a 2 2
1 nازاي كه در آن به 5   داريمna   وa    كدام است؟ 2

1 (n( )2 5  2 (n( ) 13 5  3 (n( ) 12 5  4 (n( )2 5  
 :ولي با تغيير متغير  ،رابطه داده شده خطي نيست»  4«گزينه  پاسخn nb a nبه رابطه جديد  2 nb b 1 bرسيم كه در آن داريم مي 5  4 بــا .

nاين رابطه داراي جواب  ،توجه به نكته بيان شده
nb ( ) 4 nازاي ه باشد. بنابراين بمي 5   :داريم  n

na ( ) 2 5  
  

n  باشد:مي مقابلصورت در حالت كلي يك رابطه بازگشتي خطي مرتبه اول به na ca f (n) , n   1   
fباشد. اگر مي nتابعي از  f(n)يك مقدار ثابت و  cكه در آن  (n)  نامنــد. حــل روابــط ، رابطه بازگشتي را همگن و در غير اين صورت آن را نــاهمگن مي

  كنيم. هاي بعدي بررسي ميبازگشتي ناهمگن را در قسمت

رابطه بازگشتي همگن مرتبه دوم با ضرايب ثابت   
  

ــــر   ــــد و  kاگ ــــامنفي باش ــــحيح ن ــــدد ص ــــك ع ncي ( )  ،nc 1 ،n k nc ,...,c 2 ،n k(C )   ــــند ــــي باش ــــدادي حقيق ــــاه  ،اع آنگ
n n n n n k n kc a c a ... c a f (n) n k       1 fشود. حال اگر ام با ضرايب ثابت گفته ميkرابطه بازگشتي مرتبه 1 (n)  ،  رابطــه را همگــن

  شود. ته ميگويند و در غير اين صورت به آن ناهمگن گف
  باشد:صورت زير ميكنيم. معادله كلي اين رابطه بهابتدا رابطه بازگشتي همگن مرتبه دوم را بررسي مي

n n n n n nc a c a c a , n      1 1 2 2 2  
nصورت در بخش قبل جوابي به

na cr يم كه دبه دست آورc  وr  فرم مخالف صفر بودند. در اينجا نيز دنبال جوابي بهn
na cr لــذا بــا قــرار  ،هســتيم

  دادن اين جواب در معادله فوق داريم:
n n n

n n nc cr c cr c cr , c, r 
    1 2
1 2    

nكه به معادله درجه دوم  n nc r c r c   2
1 2 هاي شود. ريشهشود. به اين معادله، معادله مشخصه گفته ميتبديل ميr , r2 توانند بــه ين معادله ميا 1

  يكي از سه حالت زير باشند:
rالف ـ  , r2 rب ـ     اعداد حقيقي متمايزند.  1 , r2 rج ـ     اند.يك جفت عدد مختلط مزدوج1 , r2 rاما  ،اندحقيقي 1 r1 2.  

rفوق به  در تمام حالات , r2   شود. هاي معادله مشخصه گفته ميريشه 1
nبه عنوان مثال رابطه بازگشتي هاي حقيقي متمايز : حالت الف: ريشه n na a a   1 26   را كــه در آنa 1  وa 1 كنيم. را بررســي مــي 2

nاگر 
na cr صورت معادله مشخصه بهn n ncr cr cr   1 26  آيد. با ساده كردن اين معادله، معادله مشخصــه به دست ميr r  2 6   بــه

  باشد. مي -3و  2آيد كه داراي دو ريشه مشخصه دست مي
nن بنابراي ،از آنجايي كه دو ريشه حقيقي و متمايزند n

n na ( ) , a  3 زيــرا مضــربي از  ،هاي خطي مستقل هســتندهر دو جواب هستند. اينها جواب 2
nباشند. بنابراين رابطه يكديگر نمي n

na c ( ) c ( )  1 22 cباشد كه معرف جواب كلي معادله مي 3 ,c2 ط باشند. با توجه بــه شــرايهاي دلخواه ميثابت 1
cمرزي بيان شده،  ,c2     يابيم:مي زيرصورت را به 1

a c ( ) c ( ) c c a c ( ) c ( ) c c           1 1
1 2 1 2 1 1 2 1 21 2 3 2 2 3 2 3 

  
cبا حل اين دستگاه معادلات داريم  ,c 2 1 1 بنابراين .n

na    باشد. جواب يكتاي رابطه بازگشتي بيان شده مي 2
آنگاه جواب رابطه بازگشــتي بصــورت زيــر  ،باشد krو  r1 ،r2 ، ريشه متمايز kداراي  kاگر معادله مشخصه يك رابطه بازگشتي مرتبه  :3 نكته 

n  خواهد بود: n n
n k ka c r c r ... c r   1 1 2 2  

  توان از شرايط اوليه گفته شده به دست آورد.را مي kcو  c1 ،c2 ،كه در اين معادله مجهولات
nصــورت جواب عمومي (كلــي) رابطــه به ،دو ريشه حقيقي متمايز باشد r2و  r1پس در حالت كلي اگر   n

na c r c r 1 1 2 باشــد و بــا در نظــر گــرفتن مي 2
  .  آوريممطابق مثال فوق به دست ميرا  c2و  c1هاي شرايط اوليه ثابت
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  هاي مختلط:حالت ب : ريشه
 :كند كه :قضيه دموآور بيان مي يادآوري  n(cos isin ) cosn isin n , n          

zاگر  ،همانطور كه از اعداد مختلط به ياد داريد x iy  صورت توان آن را بهآنگاه مي ،يك عدد مختلط باشدz r(cos isin )    نوشت كــه در آن 

r x y 2 ytanو  2
x

  :بنابر قضيه دموآور داريم .  n(cos isin ) cos n isin n , n          

|كند، اگر عدد مختلطي با اندازه واحد كه بيان مي r |1  و زاويه  به توانn يه رسانيم، توان حذف و زاوn  برابر(n ) شود. مي  
nبه عنوان مثــال رابطــه بازگشــتي  n na a a  1 22 nرا در نظــر بگيريــد كــه در آن  2  aو  2 1  وa 1 n. بــا قــرار دادن 2

na cr  معادلــه
rصورت ساده شده مشخصه اين معادله به r  2 2 2 هاي آن آيد كــه ريشــهبدست ميi1  هســتند. بنــابراين جــواب عمــومي ايــن رابطــه بازگشــتي

nصورت به nc ( i) c ( i)  1 21 i  داريم:  ،خواهد بود1 (cos( ) isin( )) 
  1 2 4 4  

i (cos( ) isin( )) 
  1 2 4 4  

  با قرار دادن اين مقادير در معادله جواب و استفاده از قضيه دموآور داريم:
n n n n

n

n

n n n na c ( i) c ( i) c ( ) (cos( ) isin( )) c ( ) (cos( ) isin( ))

n n( ) [k cos( ) k sin( )]

   
       

 
 

1 2 1 2

1 2

1 1 2 24 4 4 4
2 4 4

  

kكه در آن  c c 1 1 kو  2 (c c )i 2 1   ، داريم:2
a [k cos k sin ] k     1 2 11  

a [ .cos( ) k sin( )] k K 
      1 2 2 22 2 1 1 14 4  

n  صورت روبرو خواهد بود:جواب با توجه به مفروضات داده شده به ،بنابراين
n

n na ( ) [cos( ) sin( )] , n 
  2 4 4   

بايد سعي شود كه جواب مستقل ديگري ساخته شود. به عنــوان مثــال  ،هاي حقيقي يكسان باشنددر حالتي كه ريشههاي حقيقي تكراري: حالت ج: ريشه

nرابطه بازگشتي  n na a a  2 14 aرا در نظر بگيريد كه در آن  4 , n  1  وa 1 nدهيم . مانند دو حالت قبل قــرار مــي3
na cr  كــه در

nمخالف صفر بوده و  r, cآن   ت صور، معادله مشخصه بهسازي معادله. با سادهr r  2 4 4  معادلــه مشخصــه  خواهد بود. بنــابراين هــر دو ريشــه
rبرابر   rهستند. (به  2  nزيرا  ،شود.) متاسفانه ديگر دو جواب مستقل نيستندگانه) گفته مي 2ريشه با چند گانگي ( 2 n,2 قطعاً مضــربي از يكــديگر  2
)nnباشند. بنابراين به جواب مستقل ديگري نياز داريم. مي nكنيم. با قرار دادن را آزمايش مي 2(

na n( )   شود كه:در رابطه مفروض نتيجه مي 2
n n n n n n

n n na a [(n ) n ] (n ) n [ n n] (n ) a    
             1 2 2 2 2
1 24 4 4 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2  

)nnبنابراين    باشد. بنابراين جواب عمومي بصورت زير خواهد بود:باشد. واضح است كه اين دو جواب مستقل ميدومين جواب مستقل مي 2(
n n

na c ( ) c n( ) 1 22 2  

nبه طور كلي اگر رابطه  :4 نكته  n n n n k n kc a c a ... c a      1 1  هاي حقيقــي با ثابتnc ( )   وn k n k n( c ) c ,...,c   1 
mكه در آن  mبا چندگانگي  rو ريشه مشخصه  k 2 آن قسمت از جواب عمومي كه متضمن ريشه  ،برقرار باشندr باشد:صورت زير ميبه ،است  

n n n m n m n
m mA r A nr A n r ... A n r (A A n ... A n ) r 
         2 1 1

1 2 1 1 1   
mAكه در آن  ,...,A ,A ,A1 2 1  باشد.هاي دلخواه ميثابت  

 در كدام گزينه آمده است؟ مقابلجواب رابطه بازگشتي  :5مثال  n n na a a  2 13 2  

1( n
na   1 2  2( n

na  1 2   a   
a 1 1  3( n

na  1 2  4( n
na   1 2  
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 1«گزينه  :پاسخ«    X X r , r     2
1 23 2 1 2معادله مشخصه :  

n n
na C ( ) C ( )

C C
a C , C

C C
a

 
           

1 2
1 2

1 2
1 2

1

1 2
1 12 11




  

n
na   1   : جواب نهايي2

  
 اگر :6مثالnF  جملهn بوناتچي باشد و داشته باشيم:ام دنباله في     n n

nF C ( ) C ( ) 
 1 2

1 5 1 5
2 2  

  اند؟در كدام گزينه به درستي آمده C2و  C1آنگاه 

1 (C C 1 2
1
5

  2 (C C  1 2
1
5

  3 (C ,C 1 2
1 2
5 5

  4 (C , C 1 2
2 1
5 5

  

 2«گزينه  :خپاس   «  n n
nF C ( ) C ( ) 
 1 2

1 5 1 5
2 2  

Cبا قرار دادن شرايط اوليه معادله فوق مقادير  ,C2 C       بصورت مقابل به دست خواهند آمد: 1 C  1 2
1
5

  

n n
nF [( ) ( ) ] 

  
1 1 5 1 5

2 25
  حل معادله نهايي

  
 نظر بگيريد: را در مقابلرابطه بازگشتي  :7مثال  n n n na a a a , n     3 2 12 2  

 a a a  1 21 2  
  باشد؟هاي زير صحيح مييك از گزارهبا توجه به اين رابطه بازگشتي، كدام

1(
n

n
n

( )a ( )
  

5 1 8 1
2 6 3 2  2(

n
n

n
( )a ( )

  
1 8 1 5
6 3 2 6  

3(n n
na ( ) ( )  

8 1 6 7 8
5 2 5 2 5  4(n n

na ( ) ( )  
6 1 5 7
8 2 6 8 

  
 1«گزينه  :پاسخ   «  n n n nX X X X X X X ( X )(X )(X )               3 2 1 3 22 2 2 2 1 2 1 1   معادله مشخصه: 1

n n n
na C ( ) C ( ) C ( )   1 2 3

11 1 2X , X , X ;     1 2 3
11 1 2  

Cبا قرار دادن شرايط اوليه در معادله فوق مقادير ,C ,C3 2 C  آيد:به دست مي مقابلصورت ه ب1 , C , C   1 2 3
5 1 8
2 6 3  

  
 باشد؟  ها صحيح مييك از گزارهبا توجه به رابطه بازگشتي زير كدام :8ثالم  

1 (n
na ( n)   12 2  2 (n

na ( n)   12 2  


n n na a a , n
a
a

   





2 1

1

4 4
1
1

 
3 (n

na n 12  4 (n
na n 2 

 :رابطه داريم: براي حل اين»  1«گزينه  پاسخ n n nX X X X X (X )            2 1 2 24 4 4 4 در اينجــا  معادله مشخصــه: 2
 توان بــه جــوابها متمايز بودند) نميداريم. واضح است كه از روش قبل (وقتي ريشه 2يا ريشه با چند گانگي  2دو ريشه تكراري يا اصطلاحاً ريشه مكرر مرتبه 

ها مســتقل خطــي نويسيم واضح است كه اين جوابميnn2صورته و جواب ديگر را بn2صورت به ها رامناسبي رسيد. براي حل اين مشكل يكي از جواب
  پردازيم.له ميأهستند. حال به ادامه حل مس

  n n
na C ( ) C n( ) 1 22 2  

n n
na C ( ) C n( ) 1 22 2  
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  ا ابر مكعب مكعب ي -  Kگراف 
 يك گراف  :18تعريفk - مكعب دارايkk 12يال وk2هايباشد كه در آن، رئوس با دنبالهراس ميk  س شــوند و دو رأگذاري ميبرچســبتايي از صفر و يك

  ي آنها تنها در يك بيت متفاوت باشند. هاشوند كه برچسبدر صورتي به هم متصل مي
kمكعب به ازاي -kدر شكل زير گراف   تاk    اند.رسم شده3

  
  
  
  
  
  

k)هاي دو گرافمكعب از اتصال نظير به نظير راس -kدقت كنيد كه هر گراف  ) 1آيد.مكعب به دست مي  
  منتظم است.  kمكعب يك گراف  -kهر گراف  :11نكته 

 ـ مكعب درست است؟5كدام گزينه در مورد يك گراف  :19مثال      
  باشد.راس مي 32) اين گراف داراي 2  باشد. يال مي 32) اين گراف داراي 1
4) اين گراف داراي4  باشد.يال مي 8) اين گراف داراي 3 باشد.راس مي 

 :آيد كه دارايـ مكعب به دست مي 4ـ مكعب از اتصال دو گراف 5يك گراف »  2«گزينه  پاسخ52     باشد.راس مي32
 

 باشند كه مجموعه رئوس آن به صورت هايي ميهاي دور گرافمنظور از گرافگراف دور:  :19تعريفnv {v ,v ,..., v } 1 هــاي آن بــه و مجموعه يال 2
nصورت  n nE {(v , v ),(v ,v ),..., (v , v ),(v ,v )} 1 2 2 3 1 اســت. در زيــر چنــد گــراف دور  nكل گراف يك دور بــه طــول  ،باشد، به عبارت ديگرمي 1

  مي باشد). 3هاي دور حداقل تعداد رئوس برابر نشان داده شده است (در گراف
  

  
  

  
  

  باشد. مي 2جه تمام رئوس برابر دقت نماييد كه در يك دور در
 اگر به يــك گــراف دور ماننــد چرخ:  :20تعريفnC  يــك

رأس اضافه شود و رأس موردنظر به تمام رئــوس قبلــي موجــود 
ايجــاد  nWآنگاه يك گراف چرخ  ،متصل گردد nCدر گراف 

  هاي روبرو دقت نماييد.اهد شد، به شكلخو
  باشد. مي 3و درجه ساير رئوس  nدرجه يك رأس nWگونه كه مشخص است درهمان
 دو گرافهاي يكريخت يا ايزومورف گراف :21تعريفG , G2 از  ك به يك و پوشا ماننــديك تابع ي ،در صورتي كه ،گوييمرا ايزومورف يا يكريخت 1

V(G ـــوس1( ـــه رئ ـــه G1(مجموع V(G) ب ـــوس 2( ـــه رئ ـــدG2(مجموع ـــته باش ـــود داش ـــه  ،) وج v)بطوريك , v ) E(G )1 2 ـــا 1 ـــر و تنه اگ
)راگ (v ), (v )) E(G )  1 2 شود. براي نشــان دادن وجــود رابطــه ايزومورفيســم بــين دو گــراف از يك ايزومورفيسم ناميده ميكه در اين حالت تابع 2

Gنماد G1   باشند.هاي ايزومورف داراي خصوصيات يكساني ميكنيم. گرافاستفاده مي2

 باشند. ايزومورف مي زيردو گراف شكل  :20مثال  
  
  
  
  

v2 

v1 

v3V4 

v5 

v1

v2

v5

v3
v4

Q0 

0 
1 

0 
Q1 

(0,0) 

(1,0) (1,1) 

(0,1) 

Q2 

(0,0,0) (0,1,0) 

(1,0,0) (1,1,0) 

(0,0,1)

(1,0,1) (1,1,1) 

(0,1,1) 

Q3 

3C 4C 5C 6C

3W 4W 5W
6W
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iو تابع ايزومورفيسم عبارتست از  i(v ) v   
  شود.G2يقاً شبيه به گرافرا طوري رسم كرد كه دقG1توان گرافمي ،ايزومورف باشد G2با گراف G1اگر گراف
 هاي دو گراف داراي درجات كاملاً يكسان باشند اما دو گراف ايزومورف نباشند.سممكن است رأ  :5تذكر    
 گراف  :21مثالG هاي زير ايزومورف است؟يك از گرافبا كدام   

        

)1(  )2(  )3(  )4(  
 :اي كه باتنها گزينه»  2«گزينه  پاسخGباشد.مي 2گراف گزينه  ،از لحاظ ساختار، تعداد رئوس و درجه رئوس يكسان است  

  
  باشد.ارزي مييك رابطه هم ،هاروي گراف ،رابطه ايزومورف بودن :12نكته 

 باشند؟هاي زير كدام موارد ايزومورف مياز بين جفت گراف :22مثال  
  

      
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  
1 (g,f ,e,c,b,a  2 (g,d,c,b,a  3 (f ,e,d,c,b,a  4 (f ,e,b,a  
 :هايهاي موجود در شكلزوج گراف  »1«گزينه  پاسخg,f ,e,c,b,a ها تغيير كرده است امــا در شــكل باشند و نوع ترسيم آندر حقيقت يكسان مي

d  انند ايزومورف باشند. تواست و بنابراين دو گراف نمي 3باشد اما در گراف دوم برابر مي 2فاصله رئوس درجه دو گراف اول برابر  

  
  آنگاه: ،يكريخت باشندG2و G1هرگاه دو گراف :13نكته 

|ـ1 V(G ) | | V(G ) |1 |ـ2          2 E(G ) | | E(G ) |1 2  
  وجود دارد.  G2و G1هايتناظري يك به يك بين دور ـ4        اند.يكسان G2و G1دنباله درجات ـ3
  نيز همبند است و بالعكس.  G2همبند باشد، G1هرگاه ـ6          اند.نيز يكريخت G2و G1ـ5
G)ـ7 ) (G ), (G ) (G )     1 2 1   دو بخشي باشد.  G2اگر و تنها اگر ،دو بخشي است G1ـ8        2

 5مثلاً اگر گرافي شامل دوري بــه طــول  ،دهنداند كه معياري براي يكريخت نبودن دو گراف به دست ميهت با ارزشهاي فوق از آن جگزاره :14نكته 
 باشند.آنگاه دو گراف قطعاً يكريخت نمي ،باشد 5باشد ولي گرافي ديگر فاقد دور به طول 

G

(a)
2u

1u

5u 4u

3u

2v

1v 3v

5v 4v

(b) 1u 2u

3u

4u

5u
6u

7u

1v

2v

3v

4v5v

6v

7v

(c) 1u

2u

3u

4u

5u

6u
1v 2v

3v4v

5v

6v

(d)
1u 2u 3u

4u

5u 6u

7u

8u

1v 2v

3v

4v 5v 6v

7v

8v

(e)

1u

2u

3u

4u5u
6u 7u

8u9u

10u

2v

1v

6v

5v

4v

3v

7v

8v

9v

10v

1u

(g)

2u 3u

4u

1v

2v 3v

4v

(f )
1u

3u 4u

2u
1v

2v

3v 4v



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  167  مباني تركيبيات 

  يك زير گراف مانند زير گراف پوشا  :22تعريفH  از گرافG هرگاه رابطه  ،شا گوييمرا زير گراف پوV(H) V(G) .برقرار باشد  

يــك زيرگــراف  H1گــراف مقابل به عنوان مثال در شكل 
زيرگراف پوشــاي  H2باشد اما گراف مي Gپوشاي گراف 

G باشد (زيرا گراف نميH2  شامل رأسb باشد).نمي  
  

  
  

 تر نباشد).باشد (زير گرافي كه كامل باشد و خود در يك زيرگراف كامل بزرگيك زيرگراف كامل ماكسيمال در يك گراف ميكليك يك  :23 تعريف  
  مثال در گراف زير يك كليك مشخص شده است.به عنوان 

باشــد مي يــك كليــك {a,b,c,d}در اين گراف مجموعــه
(يك زيرگــراف كامــل ماكســيمال اســت)، دقــت كنيــد كــه 

ــا  {a,b,d}زيرگــراف نيــز يــك زيرگــراف كامــل اســت ام
كامل اســت و  {a,b,c,d}زيرا زيرگراف ،ماكسيمال نيست

  باشد.شامل آن مي

 هاي دو گرافتعداد كليك :23مثالG1 وG2 به ترتيب از راست به چپ كدام است؟  
  

1 (,1 5  
2 (,1 6  
3 (,9 5  
4 (,9 4  
  
  
 :هاي گرافكليك  »1«گزينه  پاسخG1ارتند از:عب  {b,c,e,f},{a,d,g},{a,b,g},{d,e,g},{b,e,g}  

,b,c,d}  عبارتند از: G2هاي گرافو كليك j,k},{a,b, j,k},{e,f ,g,i},{a,b,i},{a,i, j},{b,d,e},{b,e,i},{b,i, j},{g,h,i},{h,i, j}  
  

 اگر :24 تعريفG (V,E) آنگاه زير مجموعه ،يك گراف ساده باشدV V   مجموعه غالــب يك
  همسايه باشد.  Vهر رأس گراف با حداقل يكي از رئوس ،ود هرگاهشناميده مي

ترين مجموعه غالب يعني مجموعه غالب با كمترين تعــداد رئــوس در برخي از كاربردها هدف يافتن كوچك
  باشد. مي {a,b,c}مجموعه ،ترين مجموعه غالبكوچكمقابل باشد؛ به عنوان مثال در گراف مي

  
  

 كدام است؟زير مجموعه غالب مينيمم در گراف  :24مثال  
1 ({a,b,c}  
2 ({a,c,d}  
3 ({c,d,f}  
4 ({c,d}  
 :مجموعه »4«گزينه  پاسخ{c,d} همسايه است. هاي ديگر گرافباشد كه با تمام رأساي از رئوس ميكترين زير مجموعهكوچ  

  
 كمترين تعداد وزير در يك صفحه شطرنج :25مثالm n، هاي صفحه را تهديد كنند؟چقدر باشد تا تمام خانه 

 :ســتون هايي كــه در ســطر و تمــام خانــهدر حالت كلــي يــك وزيــر  پاسخ
هايي كه بر روي دو قطر شامل وزيــر قــرار دارنــد يكساني با وزير قرار دارند و خانه

  دهد: اين مورد را نشان مي مقابلكند. شكل را تهديد مي
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  فصل هشتم

  »هاي لاتين، صفحات آفينهاي بلوكي، مربعطرح«
  گردد.باشد كه در آمار، زيست، اقتصاد و ساير علوم ظاهر مياين مبحث يكي از مباحث تركيبات مي

  شود.داده ميهاي لاتين نمايش گردند و اين ارتباط توسط مربعهاي متناهي به يكديگر مرتبط ميهاي متناهي و هندسهدر اين مبحث ميدان
 طرح بلــوكي: هرگــاه  :1تعريفV اي متنــاهي باشــد كــه داراي مجموعــهv  عضــو اســت وA هاي اي از زيــر مجموعــهگردايــهV  بــه عبــارت ديگــر)

A p(v) باشد و (A  دارايb  عضو باشد و,k , r آنگاه  ،سه عدد طبيعي باشند كه در شرايط زير صدق كنندV شود.يك طرح بلوكي ناميده مي  
1 (B A | B | k , k v     
2 (r b  و هر عضوv  دقيقاً درr  عضو ازA .واقع شود  
3 (b   و هر دو عضو دلخواهv  مثلv,v  ًبا هم در دقيقا ي زيرمجموعهA .واقع شوند  

  را بلوك ناميم. Aرا واريته گوييم و اعضاي  vاعضاي 
r  را عدد تكرار و، شوند.هم ظرفيتي ناميده مي  

,گاه هر به عنوان مثال: k , r , b , V { , , , , , }     2 3 5 1 1 2 3 4 5 و  6
A {{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , }} 1 2 4 1 2 6 1 3 4 1 3 5 1 5 6 2 3 5 2 3 6 2 4 5 3 4 6 4 5   باشد.يك طرح بلوكي مي 6

 ي مفروض از اين به بعد براي مجموعه  :1تذكرv  يك طرح بلوكي را به صورت(v,b, r ,k , )  نمايش داده و يك(v,b, r ,k , ) ناميم.طرح مي  

 براي يك  :1قضيه(v,b, r ,k , ) :طرح داريم   (v ) r(k ),vr bk    1 1   

 همواره  :1نتيجهr  ، :زيرا  
r v(v ) r(k )

k


     
 

11 1 1  

kچون  v،  لذاv
k





1 rپس  11



rيا به طور معادل  1      

 تا از چند  :1مثال(v ,b ,r ,k , ) هاي زير موجودند؟طرح  
)الف) , , , , )5 4 3 2 )ب)  1 , , , , )5 3 4 1 )پ)  2 , , , , )5 2 2 5 1  

    

1 (  2 (1  3 (2  4 (3  
 :1«گزينه   پاسخ«       

vrدر مورد الف داريم:  15  وbk    ، لذا طرح الف وجود ندارد.8
vrدر مورد ب داريم:   bkو  2    لذا طرح ب وجود ندارد. ،3
v)در مورد پ داريم:  )  1 r(kو  4 ) 1  ، لذا طرح پ وجود ندارد.8

  
 شود و آن را با ماتريس برخورد دو به دو يك طرح به صورت زير تعريف مي :2تعريفA يم.دهنمايش مي  

v(v   ) تعداد سطرهاي ماتريس برابر است با:1 )1
2  

  bهاي ماتريس برابر است با: ) تعداد ستون2
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ija ،در بلوك باشند vامين زوج از اعضاي دوتايي  1) هرگاه 3



 


  كنيم:ها را به صورت زير مرتب ميدر غير اين صورت زوج ،1

v

v

v v

x x
x x

x x
x x
x x

x x
x x

x x









1 2
1 3

1
2 3
2 4

2
2 4

1

  

 ماتريس برخورد دو به دو را بيابيد. ،ي قبلبراي طرح بلوكي صفحه :2مثال    

 :چون   پاسخv  برابر است با:  Aلذا تعداد سطرهاي  ،6


6 5 bها برابر است با: و تعداد ستون 152 1      

       
       

       
       
       
       

       
       
       
       
       
       
       
       
       























12 1 1
13 1 1
14 1 1
15 1 1
16 1 1
23 1 1
24 1 1
25 1 1
26 1 1
34 1 1
35 1 1
36 1 1
45 1 1
46 1 1
56 1 1





















 
 
 
 

124 126 134 135 156 235 236 245 346 456

  

  باشد.مي kها در هر ستون برابر باشد و تعداد يكمي ها در هر سطر برابر شود تعداد يكهمانطور كه مشاهده مي

v(vها دركل ماتريس عبارت است از: تعداد يك )


1
  تعداد سطرها) هاي هر سطر ك(تعداد ي 2

bتوان محاسبه نمود: ها را به روشي ديگر ميهمچنين تعداد يك k هاي هر ستون (تعداد يك ها)ستون تعداد  
  

 در يك  :3مثال(v ,b ,r ,k , ) اگر ،طرح v  rو  13 k  4  ،b   كدام است؟  
1 (11  2 (12  3 (13  4 (14  

 :با استفاده از روابط   »4«گزينه   پاسخvr bk  و(v ) r(k )   1 )  داريم: 1 ) ( )
b b

      
     

13 1 4 4 1 1
13 4 4 13      

  

  هاي لاتين: مربع
nتعريف مربع لاتين  n يك مربع لاتين :n n  يك آرايش مربع از نمادهاست كه هر نماد در هر سطر دقيقاً يك بار و در هر ستون نيز دقيقاً يكبار ظــاهر

  شود.مي
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 لذا  ،باشدو فقط مكان آنها مهم مياز آنجايي كه نمادها مهم نيستند  :2تذكر{ , ,...,n}1   گيريم.را به عنوان نمادها در نظر مي 2

 يك مربع لاتين  :4مثال4   رسم كنيد. 4
 :پاسخ     

4 3 2 1 
3 2  1  4  
2  1  4  3 
1 4 3 2 

  
 د.اي وجود دارهمواره مربع لاتين از هر مرتبه :2قضيه  

 هرگاه مربع لاتين  :5مثالn n ي با اعضاي مجموعه{ , , ...,n }21   مجموع عناصر روي سطر پنجم چند است؟ ،ساخته باشيم 2

1 (n2  2 (n (n )2 2 1
2   3 (n (n )2 2 1

2  4 (... n  2 2 21 2  

 :آيــد و ... مي 2آيد. يك بار مي 1بار لذا در هر سطر دقيقاً يك ،شودچون هر عنصر در هر سطر ودر هر ستون دقيقاً يك بار ظاهر مي  »3«گزينه   پاسخ
...ست با: لذا مجموع عناصر در هر سطر از جمله سطر پنجم، برابر ا ،آيدمي n2بارو يك n   21   زيرا:  ،باشدصحيح مي 3پس گزينه  2

n (n )... n 
   

2 22 11 2 2      
  

 هرگاه  :3تعريفij ijL (b ) , L (a ) 2 بيايــد. در صــورتي كــه  Aي معــين ماننــد در مربع لاتين هم مرتبه باشند كه عناصرشان از يــك مجموعــه 1
ijهاي مرتب زوج ij(a ,b iبه ازاي تمامي  ( , j  ،ها متمايز باشندL ,L1   را متعامد گوييم. 2
 هاي لاتين يك گردايه از مربع :4تعريفn n .را كه دو به دو بر يكديگر متعامد باشند، متعامد گوييم  

 هاي لاتين زير متعامدند.زير از مربع گردايه :6مثال     
  

4  3  2  1  
1  2  3  4  
3  4  1  2  
2  1  4  3    

  

4 3 2 1 
2 1 4 3 
1 2 3 4 
3 4 1 2   

  

4  3  2  1  
3  4  1  2  
2  1  4  3  
1  2  3  4    

  

 1هر مربع لاتين لزوماً داراي متعامد نيست، مثلاً  :3تذكر 2
2 2وجــود دارد كــه بــه صــورت  2ع لاتين ديگر از مرتبــه ، زيرا فقط يك مرب 1 1

1 2 

  باشد كه به وضوح نامتعامدند.مي
 به ازاي هر عدد طبيعي  :3قضيهn،  حداكثرn 1 .مربع متعامد وجود دارد  

 به ازاي هر عدد طبيعي  :4قضيهn  به شكلmp  كهp  عددي اول وm دقيقاً  ،عددي طبيعي استn 1 .مربع لاتين دو به دو متعامد وجود دارد  

 به ازاي هر عدد اول مانند  :5قضيهp  و هر عدد طبيعي مانندm،  يك ميدانmp .عضوي وجود دارد  
  ها و با ضرايب گويا بدان دست يافته است.توسط راديكال 5باشد كه گالوا در مسير حل ناپذيري معادلات درجه ي جبر ميترين قضاياقضيه فوق يكي از مهم

  كند.هاي لاتين متعامد ارائه ميدر واقع اين قضيه راهكاري براي ساختن مربع
 هرگاه  :6قضيهF  يك ميدان متناهي باشدm(| F | p n)   وF {i : i n}  1،  آنگاه گردايهk k n{L }   1 (k)با تعريف  1

ija k.i j   كــه
i , j n} 1 باشد.هاي لاتين مييك خانواده متعامد از مربع ،باشدمي  
 گر باشند؟توان يافت كه همگي متعامد بر يكديچند مربع لاتين مي 25از مرتبه  :7مثال    

1 (16  2 (( )216  3 (24  4 (( )224  
 :چون   »3«گزينه  پاسخ 225 لذا  ،باشدعددي اول مي 5و  5 25 1      مربع لاتين دو به دو متعامد وجود دارد.   24
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 هرگاه  :5تعريفL ربع لاتين باشد، گوييم يك مL هرگاه سطر اول آن به صورت  ،استاندارد است... n n1 2   باشد.  1

 ــذكر ــاتين را مي :4ت ــع ل ــر مرب ــر ه ــاً اگ ــت، مثل ــتاندارد نوش ــورت اس ــه ص ــوان ب ــاتينLت ــع ل nمرب n  ــورت ــه ص ــطر اول آن ب ــه س ــد ك باش

n na a ... a a1 2   دهيم.نمايش مي L*آيد و با به صورت استاندارد در مي Lبا تعريف زير،   fتوسط تابع  ،باشد1

n n

i

f {a ,a ,...,a ,a } { , ,...,n}
f (a ) i

 


1 2 1 1 2  

 مربع لاتين زير را به صورت استاندارد بنويسيد. :8مثال  
1 4 2 3 
4 2 3 1 
2 3 1 4 
3 1 4 2 

  گيريم:در نظر ميرا به صورت زير  fتابع 
f ( ) ,f ( ) ,f ( ) ,f ( )   4 3 3 1 2 2 1   و خواهيم داشت: 4

4 3 2 1 
3 2 1 4 
2  1  4  3 
1  4 3 2  

  

 هرگاه خانواده  :7قضيهkA {L } هاي لاتين اي از مربعخانوادهn n آنگاه  ،متعامد باشد*
k{L }  هاي لــاتين دو بــه دو اي از مربعخانواده نيز

nمتعامد  n  خواهد بود كه در آن*
kL باشد.مي  

  :هاي آفين (متناهي)صفحه
  دسي باشد.به طوري كه اين هندسه مشابه هندسه اقلي ،در اين مبحث در پي آنيم كه به يك ميدان متناهي يك هندسه نسبت دهيم

  باشد).باشد (و اصول ديگر كه در اينجا مورد بحث نميهندسه اقليدسي داراي دو اصل به صورت زير مي
  نقطه بايد متمايز باشند) 2گذرد (نقطه يك خط منحصر به فرد مي 2از هر  -1
Pخطي در صفحه باشد و  Lهرگاه  -2 L  و در همان صفحهL در اين صورت خطي چون  ،واقع باشدL  در صفحه وجــود دارد كــهP L  وL || L 

(L L )      
آيــد ي جديدي بــه دســت مينگاه هندسهآ ،اما اگر مجموعه نقاط را متناهي فرض كنيم ،در هندسه اقليدسي مجموعه نقاط و مجموعه خطوط نامتناهي است

  هايي را فانو بررسي نمود.ناميم و اولين بار چنين هندسهكه آن را هندسه متناهي مي
 هرگاه  :6تعريفA اي متناهي باشد، آنگاهمجموعهL P(A) باشد:ي آفين متناهي ساختاري است كه داراي خواص زير مييك صفحه  
  كه شامل آن دو عضو است. lمانند  ،وجود دارد Lيك و فقط يك عضو از  Aعضو متمايز از  2ي هر ) به ازا1
Pو هر Lاز  L) به ازاي هر عضو 2 A  كهP L  يك و فقط يك عضو ازL  مانندl  موجود است كهl l , P l        
ي نقــاط و اعضــاي آن را را مجموعــه Aواقــع نيســتند. مجموعــه  Lزمان در عضــوي از تاي آنها به طور هم 3وجود دارد كه هيچ  A) چهار نقطه در 3

  نقطه گوييم.
  را مجموعه خطوط و اعضاي آن را خط گوييم. Lمجموعه 

Lمتناهي و  Aنمادگذاري: هرگاه  P(A) را با  صفحه آفين ،و شرايط تعريف فوق برقرار باشندAP(A) دهيم.نمايش مي  
  دهيم.نمايش مي AP(F)ميداني متناهي باشد و به عنوان مجموعه نقاط در نظرگرفته شود با  Fهرگاه 
Rا گونه كه در هندسه اقليدسي، صفحه اقليدسي را بهمان R در هندسه متناهي نيز صــفحه آفــين را بــا  ،دهيمدر تناظر يك به يك قرار ميA A  و)

Fدر حالتي كه مجموعه نقاط ميدان باشد با  Fدهيم.) نمايش مي  
  اي متناهيها در هندسهبررسي خط

x)نهايت اند از: خطوط با شيب بي، دو نوع خط داريم كه عبارتR2هندسه اقليدسي در نمايش  طور كه درهمان a R)   و خطــوط بــا شــيب حقيقــي
(y mx b,m,b R)   باشند.در هندسه متناهي نيز خطوط دو دسته مي  
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  كنيم:را بررسي مي AP(F)حال 
AP(F) صفحه ،F F لذا اگر  ،باشدمي| F | n،  آنگاه| F F | n  2    
|، AP(F)در  :1نكته  F   نقطه وجود دارد. 2|

xنهايت به صورت هاي با شيب بيخط a F  هاي با شيب خط حقيقي به صورت باشند و خطمي(b,m F , y mx b)   باشند.مي  
| نهايت برابرتعداد خطوط با شيب بي AP(F)در  :2نكته  F |و تعداد خطوط با شيب حقيقي  | F   باشد.مي 2|
 تعداد خطوط در  :8قضيهAP(F)  برابر است با| F | | F |2 ؛  

  همچنين دو قضيه زير برقرارند:

 هر خط در  :9قضيهAP(F)  شامل| F   باشد.نقطه مي |

 هر نقطه در  :10قضيهAP(F)  روي| F | 1 .خط قرار دارد  

 9مثال:  AP(z   را بررسي كنيد و نمودار آن را بكشيد. 2(
  

L ,L4 Lعمودي: خطوط  3 Lm m  3 4  
L ,L2 Lخطوط افقي:  1 Lm m  1 2  
L ,L6 Lخطوط مايل:  5 Lm ,m 5 6 1   

L : y , L : y , L : x , L : y x   1 2 3 51 1  
L : y x , L : y x  6 51    

داريم  Z2توجه در  1 )لذا  ،1 ) 1 1 

  
 تعداد خطوط  :10مثالAP(Z   كدام است؟ 2با شيب  3(

1 (  2 (1  3 (2  4 (3  
 :كافي است خطوط  »4«گزينه   پاسخy x b 2 چون  ،را در نظر بگيريمb z خــط  3، لــذا 2يــا  1يــا  حالت موجود است. يا b 3لذا براي  ،3

  موجود است.  2موازي با شيب 
  

 هرگــاه  :11قضــيه| F | n  در ايــن حالــت عــدد اولــي چــون)P  و عــددي طبيعــي چــونt اســت كــه  موجــودtn p(،  آنگــاهAP(F)  يــك
(n ,n n ,n ,n , ) 2 2 1   كند.طرح ايجاد مي 1

 هرگاه  :12قضيهn آنگاه يك  ،تواني از يك عدد اول باشد(n n ,n n ,n ,n , )     2 21 1 1 1   باشد.طرح موجود مي 1

 در طرح ايجاد شده توسط  :11مثالpAP(z 2در صورتي كه از هر نقطه  (   ،خط بگذردr  كدام است؟  
1 (2  2 (21  3 (19  4 (22  
 :دانيم مي  »1«گزينه   پاسخpAP(Z )  ،(p ,p p,p ,p, ) 2 2 1 pاز طرفــي از هــر  ،كنــدطرح ايجاد مي 1 1 لــذا  ،گــذردنقطــه يــك خــط مي

p  1 pپس  2 19 دانيم و ميr p 1،  لذاr  2.  
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