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  اولفصل 
  » تبديل لاپلاس« 

ها، دست آمده از حل سيستمباشد. معادلات بهترين مسائلي كه در درس كنترل فرآيند با آن مواجه خواهيم شد، حل معادلات ديفرانسيلي مييكي از مهم
  تر حل و فصل نماييم. ت سادهها را بصوردنبال روشي هستيم كه از طريق آن سيستماغلب معادلاتي پيچيده هستند. از اينرو به

اي كاربردهاي فراواني دارد. يكي باشد كه در حل معادلات ديفرانسيلي معمولي و پارهروش تبديل لاپلاس يك روش خاص جهت حل معادلات ديفرانسيلي مي
توان عكس العمل و عملكرد باشد، ميسيستم مي از مزاياي روش تبديل لاپلاس اين است كه بدون حل معادلات پيچيده ديفرانسيلي كه بازگو كننده شرايط

  بيني نمود.سيستم را پيش

  تعريف تبديل لاپلاس

fاگر  (t)  تابعي پيوسته از متغير مستقلt  برايt    باشد، تبديل لاپلاس تابع باL{f (t)} بـه روبـروشود كه مقـدار آن از رابطـه نشان داده مي 

stF(s)  آيد:دست مي L[f (t)] f (t).e .dt



    

fتبديل لاپلاس تابع  (t) طور اختصار با را بهF(s)  نمايش داده كهs  باشد.بوده و در حالت كلي عددي مختلط ميدر تبديل لاپلاس يك پارامتر  

 تبديل لاپلاس تابع   :1مثالf (t)    عبارتست از: 1

1 (F(s)
s

 1  2 (F(s) s  3 (F(s) 1  4 (sF(s) e  

 :گرفتن تبديل تابع ابتدا تابع براي »  1«گزينه  پاسخf (t) كنيم.كنيم و سپس انتگرال حاصل را حل ميرا در فرم اصلي معادله تبديل لاپلاس جايگزين مي  
t

st st st st st
t t t

t
L[f (t)] f (t).e .dt L[ ] .e .dt Lim e .dt L[ ] Lim( .e ) Lim( .e . )

s s s   

 
    

  
           

1 1 11 1 1     

xبا توجه به تساوي 
x
Lim e 


 حد  فوق زماني وجود دارد كه ،s   صورت خواهيم داشت:باشد، در اين  L[ ] ; s
s

 11   

 ي راجع به رفتار تابع اتبا توجه به تعريف تبديل لاپلاس، اين تابع هيچ نوع اطلاع  :1 نكتهf (t)  به ازايt   اين نكته دهد. البته (متغير زمان ) نمي
ها به ازاي زمان مثبت مـورد رفتار سيستم باشد وها زمان ميبراي اين سيستم tمتغير مستقل كند زيراهاي كنترل محدوديتي ايجاد نميدر مطالعه سيستم

  گيرد.بحث قرار مي

 تبديل لاپلاس تابع زير عبارت است از:  :2مثال  
 

n

t
f (t)

t t

 


1  

1( n(n ) .L[t ]
s
1                  2( n(n ).L[t ]1  3( nn .L[t ]

s
                         4( nn.L[t ]  

 :ست آوردن تبديل لاپلاس، تابع را به فرمدبراي به»  1«گزينه  پاسخF(s) نويسيم:مي  stF(s) f (t).e .dt



   

n  شود:هاي مثبت بررسي ميبا توجه به رابطه، تابع به ازاي زمان stF(s) t .e .dt



   1  
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  كنيم:گيري جز به جز استفاده ميبراي گرفتن انتگرال مقابل، از روش انتگرال

st n n st(n )F(s) vu udv F(s) ( e t ) t .e .dt
s s 

 
   

      11 1stst

n n

e ue .dt du
s

t v (n )t dv





   
   

1

1

1
  

tدر سمت راست تساوي، ترم اول در    وt  برايRe(s)   شـويم عبـارت داخـل مانـد. متوجـه مـيباشدو فقـط تـرم دوم بـاقي مـيصفر مي

nfادل تعريف لاپلاس انتگرال،مع (t) t باشد:مي  n st n(n ) (n )F(s) t .e .dt .L[t ]
s s


 

  
1 1  

 تبديل لاپلاس براي توابعي موجود است كه در فاصله كه بايستي به اين نكته توجه داشت  :2 نكتهt   .تعريف شده باشد وتابعي پيوسته باشد  

 باشد؟داراي لاپلاس مي روبروابع تحقيق كنيد ت  :3مثال  cos tf (t)
t


 2

1  
t) چون در بازه1   .داراي حد متناهي در2  پيوسته نيست، داراي لاپلاس نيست (t   باشد.نمي  
  باشد.) به طور مشروط داراي لاپلاس مي4  باشد.) تابع داراي لاپلاس مي3
 :با توجه به فرم تابع مشخص است كـه تـابع در فاصـله»  3«گزينه  پاسخt   باشـد. حـال بايسـتي تحقيـق شـود كـه تـابع در پيوسـته مـي

,هايقسمت  باشد يا خير.داراي حد متناهي مي  
t t t

t t tsin sin ( )Hop Hopcos tlim lim lim ( )
t t t t    

    
2 2 2

2 2 2 2
2 21 1 12 2 22 2 4 2  

  

t

cos tlim
t

 2
1   

fبنابراين تابع  (t) باشد.داراي لاپلاس مي  

  تبديل معكوس لاپلاس

f لاپلاس تابعتابع  F(s)اگر  (t)  باشد، تابعf (t)  را تبديل معكوس لاپلاسF(s) نامند و آن را با علامت ميL1 دهندنشان مي  
f (t) L [F(s)] 1  

  هاي تبديل لاپلاسويژگي
  توان آن را به صورت رياضي به شكل زير نشان داد:باشد كه ميتبديل لاپلاس و تبديل معكوس لاپلاس داراي خاصيت خطي مي خاصيت خطي:

L[c f (t) c f (t)] c L[f (t)] c L[f (t)] ;c ,c R   1 1 2 2 1 1 2 2 1 2  
n n

i i i i i
i i

L[ c f (t) c .L[f (t)] ;c R ,i { , ,....,n}
 

   
1 1

1 2  

  و همچنين براي تبديل معكوس روابط زير را داريم:
L [c F (s) c F (s)] c L [F (s)] c L [F (s)] ;c ,c R     1 1 1

1 1 2 2 1 2 2 1 21  
n n

i i i i i
i i

L [ c F (s) c .L [F (s)] ;c R ,i { , ,....,n} 

 
   1 1

1 1
1 2  

  هامشتقلاپلاس تبديل 

cL{fرسند و همانند مورد نظر نميبه tتر از توابع آسان sدهدتوابع تغيير ميsرا به تابعي از tتبديل لاپلاس صرفا تابعي از  (t) c}
s

   ممكـن اسـت
مشتق گرفته شود ، با توجه به تعريفي كه در زير  tنسبت به تر هم باشد. در واقع ويژگي برجسته اين تبديل آن است كه هر كجا لازم باشد از تابعي پيچيده

  شود. اين ويژگي در حل معادلات ديفرانسيلي بسيار مفيد خواهد بود.ضرب مي sمربوط به آن تابع فقط در  sشود تابع آورده مي
df (t)L{f (t)} F(s) L[ ] sF(s) f ( )

dt
      

  هاي بالاتر بنويسيم به رابطه كلي زير خواهيم رسيد:هاي مرتبهاگر رابطه بالا را براي مشتق
  n

n n n ( ) (n ) (n )
n

d f (t)L[ ] s F(s) s f ( ) s f ( ) sf ( ) f ( )
dt

            1 2 1 2 1   
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f(n)در رابطه بالا  ( ) مشتق مرتبه دهنده نشانn  تابعf (t) متغير نسبت بهt به ازاي t   .است  

fعنوان مثال مشتق مرتبه دوم تابع به (t) نوشته خواهد شد: روبروصورت به  d f (t)L[ ] s F(s) sf ( ) f ( )
dt

  
2 2

2    

fبايستي توجه نمود كه دو ترم آخر عبارت سمت راست تساوي مربوط به  (t)  به ازايt   را با باشد و نبايد آنميF(s)  به ازايs   .اشتباه گرفت  
  شود.ها مربوط ميبه تعداد مشتق هادهد، كه تعداد ضربتغيير مي sگيري از يك تابع را به عمل ضرب تبديل آن در عمل مشتق ،تبديل لاپلاس بنابراين

 تبديل لاپلاس تابع    :4مثالf (t) كند پيدا كنيد؟را كه در معادله ديفرانسيلي و شرايط اوليه زير صدق مي  
  d f d f df df ( ) d f ( )f , f ( )

dt dtdt dt dt
      

3 2 2
3 2 25 6 2 8  

1(
s( s s s )  3 2

8
5 6 2 

         2(s
( s s s )  3 2

8
5 6 2

  3(
s( s s s )  3 2

2
5 6 8 

        4(s
( s s s )  3 2

2
5 6 8 

  

 :اد، دست آوردن لاپلاس بايستي از دو طرف معادله ديفرانسيلي تبديل لاپلاس گرفته شود و هر دو طرف را مساوي هم قـرار دبراي به»  1«گزينه  پاسخ
  باشد.ها نيز ميزيرا مساوي بودن توابع به معني مساوي بودن تبديلات آن

  شود،لذا خواهيم داشت:براي حل اين معادله خاصيت خطي بودن تبديل لاپلاس نيز استفاده مي

[s F(s) s f ( ) sf ( ) f ( )] [s F(s) sf ( ) f ( )] [sF(s) f ( )] F(s)
s

           3 2 2 85 6 2       
  هيم رسيد.دست آمده به رابطه نهايي زير خوابا جايگذاري شرايط اوليه مسئله در عبارت به

F(s)
s( s s s )

 
  3 2

8
5 6 2

  

ته خشوند و معادلات حاصل به طريق جبري براي ايـن تـابع ناشـنادر روش تبديل لاپلاس براي حل معادلات ديفرانسيل، توابع به تبديلات خود برگردانده مي
  باشد.تر از حل يك معادله ديفرانسيل ميشوند. اين كار بسيار آسانحل مي

   بع سادهتبديلات توا

  پردازيم:اكنون به محاسبه تبديلات بعضي از توابع مفيد وساده مي
  ايتابع پله الف ـ

tهاي مثبت (ثابتي است كه در زمان تابعاي از نظر فيزيكي به صورت با توجه به شكل، تابع پله   و بـه صـورت(
  م در آن ثابت باقي خواهد ماند.شود و شرايط سيستناگهاني به سيستم اعمال مي

t
u(t)

t


  1
 


  

   ايتبديل تابع پله
  باشد كه روش تعيين تبديل لاپلاس در اين مثال توضيح داده شده است.اي ميمثال اول اين فصل مربوط به يك تابع پله

tازاي باشد. رفتار تـابع بـهراي اهميت نميهاي منفي براي ما داهمانطور كه قبلا اشاره شد در حل مسائل مربوط به كنترل، زمان    روي تبـديل لاپلـاس

f  هيچ اثري ندارد. (t) L[f (t)] L[ u(t)]
s

     11 1  

 هر عدد ثابت  :3 نكتهA صورت تابع توان بهرا ميf (t) A.u(t)  صورت بهدر نظر گرفت، لذا تبديل آنAF(s)
s

  خواهـد بود.بـه طـور كلـي

  شود.خودداري مي u(t)باشند كه اغلب از نوشتن مي g(t).u(t)شود به فرم توابعي كه در كنترل در نظر گرفته مي
  نماييم:صورت زير عمل مياگر تابعي به فرم زير داشته باشيم براي حل و تبديل آن به 

a t
f (t) b t f (t) a.u(t ) (b a).u(t ) (c b).u(t ) c.u (t )

c t

   
               
    

1 2
2 3 1 2 3 4
3 4

  

t

f (t)

1
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 تبديل لاپلاس تابع مقابل برابر است با: :5مثال  

1(F(s) s 5  2( F(s)
s

 5  

3( F(s)  5  4( F(s) s 5 

 :ثابت باقي خواهد ماند. 5دهد و با گذشت زمان اين مقدار برابر بت، تغيير ثابتي در سيستم رخ ميهاي مثبا توجه به نمودار در زمان»  2«گزينه  پاسخ  
t

f (t)
t


  5
 


  

  آوريم:براي تعيين تبديل لاپلاس، تابع را به صورت فرم رياضي تبديل لاپلاس در مي
st st stF(s) f (t)e .dt e .dt e ( )

s s s 




 
          

1 5 55 5 1  

tترم نمايي در   باشدبرابر صفر مي.  

 نمودار تابع  :6مثالf (t)  در شكل نشان داده شده است كدام يك از مقادير تابعf (t) كند؟را تعريف مي  
1( u(t ) u(t )  1 3                                                         
2( u(t ) u(t ) u(t )    1 2 3  
3( u(t ) u(t )  1 3                                                            
4( u(t ) u(t )  1 3  
 :نويسيم:ر را ميبديل لاپلاس ابتدا فرم رياضي نمودابراي تعيين ت»  4«گزينه  پاسخ  

t
f (t) t

t

  
  
   

1
1 1 3

3




  

f  نوشت: مقابلتوان به صورت با توجه به نكته ذكر شده ، تابع را مي (t) ( )u(t ) ( )u(t ) u(t ) u(t )         1 1 1 3 1 3   
تابع ضربانيب ـ 

   
با توجه به شكل، از نظر فيزيكي تابع ضربان واحد به صورت تغييري است كه در يك محدوده زماني مشخص به 

  گردد.يط سيستم به شرايط اوليه خود باز ميشود و پس از سپري شدن زمان معين شراسيستم اعمال مي
t

f (t) t h
h

t h


  




1
 





  

f  شود:نوشته مي مقابلصورت اي ذكر شد بهاي كه در قسمت تابع پلهتابع ضربان با توجه به نكته تبديل تابع ضربان: (t) .[u(t) u(t h)]
h

  1  

  واهيم رسيد:دست آمده، به رابطه نهايي زير خبا لاپلاس گيري از معادله به
  (نحوه چگونگي تبديل لاپلاس ترم دوم عبارت سمت راست در قسمت قضيه انتقال تبديل توضيح داده خواهد شد.)

h.seF(s) .[ ]
h s s


  1 1 

 كه مقدار در تابع ضربان در صورتي :4 نكتهhه مقدار آن همه جا صفر است جز در مبداء، دست خواهد آمد كبه سمت صفر ميل كند، تابع جديدي به
آل واحد ناميـده ماند. اين تابع جديد تابع ضربان ايدهشود. البته بايد توجه داشت كه سطح زير اين تابع هميشه برابر واحد باقي ميكه مقدار آن بينهايت مي

باشد:صورت زير ميشود و شكل رياضي آن بهمي
هاي كنترل مورد اسـتفاده قـرار ها و طرح سيستمآل، در تحليلوان يك تغيير ايدهآل واحد به عنتابع ضربان ايده 

  گيرد.مي

(t).dt



   1  

t 
h

f (t )

1
h

(t)

t

t

f (t)

5

f (t) 

t  
321

1
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 تبديل لاپلاس تابع زير را بيابيد.   :7 مثال  
1( as kse ( e ) 1        

3( 
as

kse ( e )
ks


1       

2 (
as

kse ( e )
k


1  

4( as kske ( e ) 1       





t a
f (t) / k a t a k

a k t

   
   
    

1 

 :تابع در تمامي نقاط به غير از بازه زماني »  3«گزينه  پاسخa t a k   باشد، براي تعيين لاپلاس ابتـدا فـرم باشد و تابع ضربان ميبرابر صفر مي
  نويسيم:رياضي تابع را مي

f (t) ( ).u(t a) ( ).u(t a k) [u(t a) u(t a k)]
k k k

           1 1 1   
  كنيم:براي تعيين لاپلاس، از خاصيت خطي تبديل لاپلاس استفاده مي

F(s) L{ [u(t a) u(t a k)]} {L[u(t a)] L[u(t a k)]}
k k

          1 1  
  با توجه به روابطي كه براي تابع ضربان ذكر شد، خواهيم داشت:

as (a k)s as
kse e eF(s) ( ) ( e )

k s s ks

   
    1 1  

 تابع نماييج ـ 
شود و با هاي مثبت به سيستم اعمال ميدر زمانبا توجه به شكل،تابع نمايي به صورت تغييري است كه 

  كند.سپري شدن زمان، شرايط سيستم رفته رفته به شرايط اوليه سيستم ميل مي

at
at

t
f (t) u(t).e

e t




 


 

  
  تبديل تابع نمايي

  نماييم.گيري ميآمده انتگرال دستكنيم و سپس از رابطه بهبراي گرفتن تبديل تابع نمايي ابتدا تابع را در رابطه تبديل لاپلاس جايگذاري مي
st at st (a s)tL[f (t)} f (t).e .dt L[f (t)] u(t).e .e .dt e .dt

  

  
         

  
(a s)t (a s)t

t t

t t
L[f (t)] Lim ( .e ) Lim ( .e . )

(a s) (a s) (a s) 
   

 
     

  
1 1 1  

a)با اين شرط كه  s)    يعنيs a  خواهد شد:مقابل صورت باشد، تبديل لاپلاس تابع نمايي به  L[f (t)]
(a s)



1  

 كه در مثال بالا صورتيدر  :5 نكتهs :يك عدد مختلط باشد، بايستي شرط زير براي وجود تبديل لاپلاس برقرار باشد                 Re(s) a   

 عبارت است از: روبروتابع  لاپلاس تبديل   :8  مثال  tjf (t) e 5  

1( 
(s j)

1
5                           2(j

(s j)
5

5   3(
(s j)

1
5                            4(

(s j)



1
5   

 :با جايگذاري تابع »  3«گزينه  پاسخf(t)  فرم تبديل لاپلاس خواهيم داشت:در  
( j s)t

( j s)t eF(s) e .dt
( j s) 

 
 

 


55
5

tj tj stF(s) L[e ] e e .dt ;



  5 5  

)در رابطه بالا، با اين شرط كه  j s) 5   يعنيs j   صورت زير خواهد شد:باشد، تبديل لاپلاس تابع نمايي به 5

tدر   باشد.، عبارت نمايي برابر صفر مي  
( j s)teF(s) ( )

( j s) ( j s) (s j)

 
   

  

5 1 115 5 5


  

 كه تابع نمايي به فرم در صورتي :6 نكتهjatf (t) e تـوان از رابطـه باشد يعني توان نمايي مختلط داشـته باشـد مـيjate cosat jsin at  
a)فرم استفاده كرد. و همچنين چنانچه تابع نمايي به bj)tf (t) e  توان از رابطه زير استفاده نمود:   باشد مي   

(a bj)t atf (t) e e (cosbt jsin bt)  jatf (t) e cosat jsin at ;    

1

f (t)

t
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 تابع تبديل   :9 مثالcosh t6 :برابر است با  

1( s[ ]
s 2 2

1
2 6

                      2(s[ ]
s 2 2

1
2 6

   3(s[ ]
s 2 26

                          4(s[ ]
s 2 26

   

 :طريق زير عمل نمود: توان با تبديل تابع مثلثاتي به فرم نمايي، بهمي»  3«گزينه  پاسخ  

دانيممي
at ate ecosh at

 fبنابراين تابع  2 (t) :برابر خواهد بود با  
t t t t

t te e e ef (t) cosh t F(s) L[ ] {L[e ] L[e ]}
 

      
6 6 6 6 6 616 2 2 2  

  دست آمده در قسمت تبديل لاپلاس تابع نمايي، رابطه نهايي به صورت زير خواهد بود:با استفاده از روابط به
s sF(s) [ ] .[ ] [ ]

s s s s
    

   2 2 2 2
1 1 1 1 2
2 6 6 2 6 6

  

  تابع سينوسي و كسينوسيد ـ 
t

f (t) u(t).sin kt
sin kt t


  

 


  

t
g(t) u(t).coskt

cos kt t


  

 


  

  كند.يصورت تناوبي و با دامنه مشخص حول شرايط اوليه سيستم نوسان مبا اعمال توابع سينوسي و كسينوسي به سيستم، شرايط سيستم به با توجه به شكل،
  و كسينوسيتبديل تابع سينوسي 

jkteبا توجه به رابطه  coskt jsin kt  تـوان تـابع تبـديل توابـع دست آورده بـوديم مـياي كه براي تبديل تابع نمايي بهو همچنين با توجه به رابطه
f (t),g(t) :را تعيين نماييم  

atL[eدانيم كه مي ]
s a



a، با قرار دادن 1 jk )j  1:خواهيم داشت(  

jkt (s jk) (s jk) s kL[e ] j
s jk (s jk)(s jk) s k s k s k

     
     2 2 2 2 2 2
1  

jkteبا توجه به نتايج فوق و مقايسه رابطه ايجاد شده با رابطه  coskt jsin kt  توان به نتايج زير رسيد:مي   

jkt

sL[coskt]
s k s kL[e ] L[coskt jsin kt] L[cos kt] jL[sin kt] j

ks k s k L[sin kt]
s k

         
   

 

2 2
2 2 2 2

2 2

  

  پذيري تبديل لاپلاس استفاده شده استصيت جمعدر حل معادله بالا از خا
 عبارت است از: روبروتبديل تابع  :10 مثال  tjf (t) e 5  

1( 
(s j)

1
5                           2(j

(s j)
5

5   3(
(s j)

1
5                            4(

(s j)



1
5   

 :توان به صورت زير عمل نمود:براي حل تست با استفاده از نكته ذكر شده در قسمت انتهايي تبديل تابع نمايي مي»  3«گزينه  پاسخ  
tjf (t) e cos t jsin t  5 5 5  

F(s)  در فرم تبديل لاپلاس خواهيم داشت: f(t)با جايگذاري تابع   L[f (t)] L[cos t jsin t]  5 5  
  با استفاده از خاصيت خطي تبديل لاپلاس خواهيم داشت:

F(s) L[cos t] jL[sin t] 5 5  
s (s j) (s j) (s j)F(s) j

(s j)(s j) (s j)s s (s ) (s ( j) )
       

     2 2 2 2 2
5 5 5 5 1

5 5 525 25 25 5
  

  خواهيم رسيد. 3شود از اين روش نيز، به گزينه مشاهده مي

f (t)

t t

g(t)
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 عبارت است از: روبروحل معادله   :11 مثال    td f f e ; f ( ) f ( )
dt

    
2

2 9  

1( t(e cos t sin t)  1 13 31 3
    2(t(e sin t) 1 31 


   

3( t(e cos t sin t)  1 13 36 3
                                        4( t(e sin t) 1 36 


  

 :توان معادلات ديفرانسيلي پيچيده را تحليل نمود. براي حل معادله بالا از طـرفين قبلا اشاره شد توسط روش لاپلاس ميهمانطور كه »  1«گزينه  پاسخ

td  گيريم.معادله تبديل لاپلاس مي fL[ f ] L[e ] s F(s) sf ( ) f ( ) F(s)
sdt

        


2 2
2

19 9 1  

  با جايگذاري شرايط اوليه سيستم در عبارت بالا، به رابطه زير خواهيم رسيد:

s F(s) F(s) (s )F(s) F(s)
s s (s )(s )

      
   

2 2
2

1 1 19 91 1 1 9
  

fحال براي به دست آوردن تابع  (t) گيريم:از تابع تبديل بالا، معكوس لاپلاس مي  f (t) L [F(s)] L [ ]
(s )(s )

  
 

1 1
2

1
1 9

  

ين صورت كه عبارت بايست عمليات تفكيك كسرها انجام شود؛ به اباشد)، ابتدا ميها حاصلضرب چند عبارت مي(توابعي كه مخرج آن براي حل اين نوع توابع
  گيريم.ها تبديل لاپلاس و يا تبديل لاپلاس معكوس مينماييم و سپس از آنكسري مورد نظر را به صورت حاصلجمع چند عبارت كسري مناسب تبديل مي

A B C
(s )(s j)(s j) (s ) (s j) (s j)(s )(s )

   
      2

1 1
1 3 3 1 3 31 9

  

A(s j)(s j) B(s )(s j) C(s )(s j)
(s )(s j)(s j)(s )(s )

       
   2

1 3 3 1 3 1 3
1 3 31 9

  

As  باشد:مي 1دانيم صورت كسر مقابل، معادل مي A Bs Bjs Bs Bj Cs Cjs Cs Cj         2 2 29 3 3 3 3 1  

A
(A B C)

j(A B C)s (B C Bj Cj)s ( A Bj Cj) (B C Bj Cj) B
( A Bj Cj) jC








 
   

                    
      

2

1
1
33 3 9 3 3 1 3 3 69 3 3 1 3
6

  

j jF(s) ( ) ( )
(s ) s j s j  

        
  

1 1 3 1 3 1
1 1 6 3 6 3  

at(L[eكنيم، از تبديل تابع نمايي استفاده ميF(s) براي معكوس گيري از ] )
s a

 

عددي مختلط است تغييري در نتيجـه ايجـاد  a. اين موضوع كه 1

t  نخواهد كرد: jt jtj jf (t) L [F(s)] e e e        1 3 31 3 3
1 6 6  

  

a)با استفاده از اتحاد  bj)t ate e (cosbt jsin bt)   :خواهيم داشت  
jt jte (cos t jsin t) (cos t jsin t) ; e (cos t jsin t)        3 33 3 3 3 3 3  

t j jf (t) L [F(s)] e (cos t jsin t) (cos t jsin t)          1 1 3 33 3 3 31 6 6  
  

tf (t) (e cos t sin t)  1 13 31 3
  

)Ramp( تابع خطيذ ـ 
شود و با سـپري سيستم اعمال ميهاي مثبت به تابع خطي به صورت تغييري است كه در زمان با توجه به شكل،  

  گيرد.كند و از شرايط اوليه سيستم فاصله ميصورت خطي تغيير ميشدن زمان شرايط سيستم دائما و به
t

f (t) t.u(t)
t t


  

 


  

f (t)

t
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دسـت آمـده ابطـه بـهكنـيم و سـپس از رابتـدا تـابع را در رابطـه تبـديل لاپلـاس جايگـذاري مـي خطيبراي گرفتن تبديل لاپلاس تابع  تبديل تابع خطي:
  نماييم.گيري ميانتگرال

stL[t.u(t)]  براي حل انتگرال حاصل، بايستي از روش انتگرال گيري جزء به جزء استفاده نماييم:    t.e .dt



  

  
stst

st stv e te .dt dv L[t.u(t)] v.x v.dx .e .e .dts
s st x dx dt  

 
 

         
  

 
1 1  

tدر سمت راست تساوي فوق، عبارت اول در  وt   با شرطs   بنابراين مقدار نهايي تبديل لاپلاس برابر خواهد بود با: باشد.صفر مي  

L[t.u(t)]
s

  2
1stL[t.u(t)] (e )

s
 

  2
1


  

 تبديل لاپلاس تابع   :12 مثالf(t) :برابر است با  f (t) t 2 1  

1 (s
s
 2

3
3                             2( s

s
 3

2
2  3( s

s
 3

2
3                             4( s

s
 2

3
2  

 :با استفاده از تعريف تبديل لاپلاس خواهيم داشت:»  4«گزينه  پاسخ  st st stF(s) L[t ] (t ).e .dt t e .dt .e .dt
  

  
         2 2 21 1 1  

  شود:استفاده مي ءبه جز ءبراي تعيين انتگرال اول عبارت سمت راست تساوي از روش انتگرال جز

st st st st
stst

t.dt dut u
t .e .dt ; t .e .dt ( e .t ) te .dt

s se ve dt dv s
  

  
   



          
  

2
2 2 2

2 1 2
1  

tترم اول عبارت سمت راست تساوي در  , t   باشد، براي تعيين ترم دوم بايستي از روش انتگرال جز به جز استفاده نماييم:برابر صفر مي  

st st
stst

dt dut u
t .e .dt te .dt

s e ve dt dv
s

 

 
 



         
 2 2

1  

st st st sttt .e .dt te .dt {( .e ) e .dt}
s s s s  

  
   

     2 2 2 1  

tترم اول عبارت سمت راست تساوي در  , t   نظر برابر خواهد بود با:باشد و نهايتا مقدار انتگرال مورد برابر صفر مي  
st st.dt st stt .e .dt ( e ) ( e ) ( ) t .e .dt

s s ss s s s  




  
    

         2 2
2 3 3 3

2 1 2 1 2 2 21  

st  گرديم:حال به قسمت اول مسئله باز مي st sF(s) t e .dt .e .dt
ss s 

 
       

22
3 3
2 1 21  

  ها مواجه شويم، آمده است:در جدول زير تبديل لاپلاس برخي از توابع مهم كه ممكن است در حل مسائل با آن
  تابع  تبديل لاپلاس  تابع  تبديل لاپلاس

s
s k2 2  coskt.u(t)  

s
1  u(t)  

k
s k2 2  sin kt.u(t)  n

n!
s 1  n.t .u(t) : n   

s
s k2 2  cosh kt.u(t)  n

(n )
s 

 
1
1  nt .u(t) :n   

k
s k2 2  sin h kt.u(t)  

s a
1  ate .u(t)  

(s a)
(s a) k


 2 2  ate .coskt.u(t)  n

n!
(s a)  1  n att .e .u(t)  

k
(s a) k 2 2

ate .sin kt.u(t)
   



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   9 كنترل فرآيند

 دست آوريد؟تبديل لاپلاس تابع زير را به   :13 مثال  f (t) cos t 2  

1(s( )
s s


2
1 1
2 4 

                  2(s( )
s s


2
1

4
  3(s( )

s s


2
12

4 
                 4(s( )

s s
 

2
1 1
2 4

  

 :هايي كه در آن را به يكي از فرمكنيم تا معادله را از حالت تواني خارج سازيم و براي سادگي كار براي تبديل معادله، ابتدا سعي مي  »1«گزينه  پاسخ

cos. براي اين منظور معادله را با استفاده از روابط مثلثاتي به صورت نماييمميجدول آورده شده است، ارائه  t ( cos t) 2 1 1 نماييم. جايگذاري مي 22
  باشد:هاي ارائه شده در جدول ميشود هر دو ترم سمت راست عبارت مشابه فرمهمانطور كه مشاهده مي

F(s)  :وجه به خاصيت خطي تبديل لاپلاستبا  L[cos t] L[ ( cos t)]  2 1 1 22   

sF(s) (L[ ] L[cos t]) F(s) ( )
s s

    
2

1 1 11 22 2 4
  

 معكوس تبديل لاپلاس    :14 مثالsF(s)
s s


 2

5
2 3

  برابر است با: 

1(t te e32                      2(t te e32  3(t te e 32                      4(t te e 32  
 :بايست عمليات تفكيك كسرها انجام شود؛ به اين صورت كه عبارت كسري مورد نظر را به صورت حاصلجمع براي حل تابع ابتدا مي  »1«گزينه  پاسخ
  گيريم.ها تبديل لاپلاس و يا تبديل لاپلاس معكوس مينماييم و سپس از آنعبارت كسري مناسب تبديل مي چند

s s A B As A Bs B (A B)s (A B)
(s )(s ) s s (s )(s ) (s )(s )s s

           
        2

5 5 3 3
3 1 3 1 3 1 3 12 3

  

(A B) A
(A B)s (A B) s

(A B) B
   

           

1 23 5 3 5 1  

s
s ss s

  
  2

5 2 1
3 12 3

  

توانيم با استفاده از خاصيت خطي معكـوس تبـديل لاپلـاس، از اكنون ميتر تبديل شده است و شود كه عبارت كسري به دو عبارت كسري سادهملاحظه مي

دست آمده تبديل معكوس بگيريم. عبارات به
  

sf (t) L [ ] L [ ] L [ ] L [ ]
s s s ss s

       
    

1 1 1 1
2

5 2 1 1 123 1 3 12 3
  

t  :خواهيم رسيد روبروبا استفاده از روابط ذكر شده در جدول تبديلات به رابطه نهايي  tf (t) e e 32   

 دست آوريد؟را به روبروس لاپلاس توابع تبديل معكو   :15 مثال
  

F(s)
s (s )




1
5

  

1(t( e ) 51 15                      2(t( e ) 51  3(t( e ) 55 1                       4(t( e ) 51 15  

 :بايست عمليـات تفكيـك كسـرها انجـام باشد)، ابتدا ميها حاصلضرب چند عبارت ميبراي حل اين نوع توابع( توابعي كه مخرج آن  »4«گزينه  پاسخ
هـا تبـديل لاپلـاس و يـا و سـپس از آن نماييمشود؛ به اين صورت كه عبارت كسري مورد نظر را به صورت حاصلجمع چند عبارت كسري مناسب تبديل مي

گيريم.تبديل لاپلاس معكوس مي
  

A B A s A B s ( A B )s AF (s )
s ( s ) s s s ( s ) s ( s )

       
   
1 5 5

5 5 5 5
  

   :باشدصورت كسر ظاهر شده، معادل عبارت كسري مورد نظر مي

A A
(A B )s A F (s )

s sA B B

             


1 1 15 1 5 5 55 1 1 5
5

  

  نماييم:براي تعيين لاپلاس معكوس تابع مقابل از خاصيت خطي استفاده مي

f ( t ) L [ ] L [ ] L [ ] L [ ]
s (s ) s s s s

       
  

1 1 1 1
1 1 1 1

1 5 5 5 5
5 5 5  
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  چهارمفصل 
  » پايداري و تحليل پاسخ گذرا و دائم« 

  مقدمه

هبود پاسخ گذرا و مفهوم پايداري ارتباط نزديكي با انرژي سيستم دارد و مهمترين عاملي  است كه در تحليل هر سيستم بايد مورد توجه قرار گيرد. در واقع ب
 چرا كـه بـه عنـوان مثـال  در سيسـتم گيرندديگر اهداف، همگي در سايه پايداري قرار مي خطاي حالت دائمي، كاهش حساسيت به تغييرات مدل فرآيند و

  معني خواهد بود.ناپايدار، تحليل خطاي حالت دائمي بي
وع نمـايش هاي فيزيكي را مفهوم واحدي تصور كنيم كه تعابير آن و معيارهاي به دست آمده بـه نـيك نكته قابل توجه اين است كه تحليل پايداري سيستم

سـان در قالـب سيستم وابسته است. به اين معني كه تحليل پايداري براي سيستمي با نمايش فضاي حالت ، تابع تبديل، معادله ديفرانسيلي و.... مفهومي يك
  شود.نتايجي به ظاهر متفاوت است كه با متغيرهاي محيط نمايش، بيان مي

اشــد كــه در آن بشــامل تانــك آبــي مــي مقابــلبــه عنــوان مثــال سيســتم 
  در جريان خروجي از تانك تعبيه شده است: Rمقاومت

  
  
  
  
  
  

باشـد. بـه ايـن منظـور باشد، هدف ثابت نگه داشتن ارتفاع تانك دوم در يك مقدار ثابت و معين مـيمي ورودي اين سيستم جريان سيال با دانسيته ثابت
  كنترل مطابق شكل بر روي سيستم نصب شده است. سيستم

هاي فيزيكي ممكن است عوامل متعددي بر روي ورودي سيستم تاثيرگذار باشند و در نتيجه اين تغييرات منجر به ايجاد انحراف از در اين سيستم و يا ديگر سيستم
هاي جوي ارتفاع سيال ودي به سيستم دچار اغتشاش شده است و يا به علت پديدهحالت پايداري در سيستم خواهد شد.به عنوان مثال اگر فرض شود ميزان دبي ور

كـه سيسـتم بتوانـد در مقابـل تغييـر ورودي مقـدار كند، وظيفه سيستم كنترل اين است كه ميزان انحرافات را به حداقل برساند. بسته به ايندرون تانك تغيير مي
  آيد.يا پاسخ سيستم به صورت نامحدود تغيير كند، بحث پايداري يا ناپايداري سيستم به وجود ميانحرافات را به ميزان قابل قبولي تنظيم كند 

  پايداري داخلي و پايداري ورودي ـ خروجي

منظور از ورودي صفر، تغييراتي است كه با توجه به شـرايط سيسـتم ممكـن اسـت بـه صـورت (پايداري داخلي به پاسخ ورودي صفر(طبيعي) مربوط است. 
خروجي در ارتباط با پاسخ حالت صفر(اجباري) مطرح شود. به عنوان مثال به علـت تغييـر دبـي -كه پايداري وروديدر حالي )يعي درسيستم ايجاد شوند.طب

تانك دوم تغييـر جريان ورودي، مقدار جريان خروجي از تانك اول، مقدار جريان ورودي به تانك دوم و جريان خروجي از تانك دوم و در نتيجه مقدار ارتفاع 
  شود.خروجي در ازاي پاسخ به اين تغيير ورودي مطرح مي -خواهدنمود، در اين حالت پايداري ورودي

  پايداري داخليالف ـ 
پاسـخ  گوئيم كه بازاي هر حالت اوليه دلخواه، پاسخ ورودي صفر آن به صفر برسد. در چنـين شـرايطي، در واقـع،بنا به تعريف، سيستمي را پايدار داخلي مي

يابد. در  شـرايط خـاص رسد. در سيستمهاي ناپايدار، بالعكس، دامنه پاسخ طبيعي با گذشت زمان بدون كران افزايش ميطبيعي با گذشت زمان به صفر مي
  ناميم. اي ميكه پاسخ طبيعي نوسانات با دامنه ثابت داشته باشد سيستم را پايدار مرزي يا حاشيه

2q
2R

 تعيين ارتفاع تانك

 عنصر كنترل نهايي  كنترل كننده
inq

1h (t) 1R
1q

2h (t)
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   پايداري ورودي ـ خروجيب ـ 
اسـت كـه در ارتبـاط بـا پاسـخ اجبـاري  )Bounded Input – Bounded Output( خروجي محدود ـتعريف ديگر از پايداري، پايداري ورودي محدود 

شـد يـا بـه عبـارتي پاسـخ گوئيم اگر بازاي هر ورودي محدود، خروجي محدود داشته بامي BIBOشود. بنا به تعريف، سيستمي را پايدارسيستم مطرح مي
  حالت صفر سيستم بازاي تمامي وروديهاي محدود، كراندار باقي بماند.

معني بي BIBOدر تعبير اين نوع پايداري بايد دقت نمود كه اگر سيستمي به يك ورودي نامحدود، خروجي نامحدودي بدهد  اظهار نظر در مورد پايداري 
نيست كه اين خروجي در اثر كدام جزء پاسخ به وجود آمده است. اما به هر حال اگـر سيسـتمي بـه هـر نـوع ورودي محـدود، پاسـخ  است چرا كه مشخص
  تلقي خواهد شد.  BIBOنامحدود بدهد ناپايدار

  خروجي ـ ري داخلي و پايداري وروديارتباط پايدا
باشد. اما عكس اين قضـيه صـادق نيسـت. بـه ايـن معنـي كـه خروجي نيز مي ـ داشته باشد، قطعا پايدار وروديچنانچه يك سيستم خطي، پايداري داخلي 

  دهد.خروجي در حالت كلي پايداري داخلي را نتيجه نمي ـ پايداري ورودي
  باشد.خروجي مي ـ در ادامه درس منظور از پايداري سيستم، پايداري ورودي

  معيار پايداري

  :مقابلين سطح به شكل يگرام بلوكي براي مثال دو تانك تعافتن ديبا در نظر گر

G2  بود: خواهدزير باشد و به صورت ه تابع تبديل فرآيند ميبمربوط  
RG

( s)( s)


   
2

2
1 21 1  

كنترل كننده متفاوت خواهدبود. اگر فرض كنيم تـابع تبـديل كنتـرل  گيرد، مقدار تابع تبديلاي مورد استفاده قرار ميكه چه نوع كنترل كنندهبسته به اين

گير معادلباشد و تابع تبديل عنصر اندازهمي CKكننده معادل
Hs 

1
  باشد.مي 1

R,  هاي فصل گذشته خواهيم داشت: با استفاده از روش in
G G G

H H Q
G G H G G H

 
 

1 2 2
2 2

1 2 1 21 1  

G                                                                 شود:    تابع انتقال مدار باز ناميده مي Gانيم عبارت دمي G G H 1 2  
C

,R in
C C

H H

K R R
( s)( s) ( s)( s)

H H QK R K R
( s)( s)( s) ( s)( s)( s)

       
 

 
           

2 2
1 2 1 2

2 2
2 2

1 2 1 2

1 1 1 1
1 11 1 1 1 1 1

  

C H H
,R in

H C H C

K R ( s) R ( s)H H Q
( s)( s)( s) K R ( s)( s)( s) K R

   
 

             
2 2

2 2
1 2 2 1 2 2

1 1
1 1 1 1 1 1  

R,هر يك از دو عامل  inH ,Q2 اي، ضربه،.. باشند. براي به دست آوردن پاسخ گذراي اي سيستم به صورت پلههه عنوان وروديتوانند بميH (t)2 نسبت ،
باشـد. مشـخص اسـت كـه هاي مخرج مورد نياز ميباشد. براي تعيين معكوس معادله تعيين ريشهبه تغييرات ورودي پيدا كردن معكوس معادله ضروري مي

 CKناپايدار باشد. در حقيقـت، همـواره بـراي  ياتواند پايدار و سيستم مي CKوابسته هستند. بسته به مقدار  CKماني و زها به مقادير ثابت يشهمقدار ر
  يابند.هاي متوالي پاسخ به جاي فروكش كردن، افزايش مين دامنهاي وجود دارد كه در مقادير بالاتر از آمقدار آستانه

  باشد.جهت تعيين شرايط پايداري سيستم، امتحان كردن پاسخ به يك ورودي محدود ضروري مي

  معادله مشخصه سيستم كنترل

هاي معادله مشخصـه نامند. در واقع ريشهنترل ميبا نوشتن تابع تبديل مدار بين خروجي و ورودي(هاي) سيستم، عبارت مخرج را معادله مشخصه سيستم ك
  باشد. تعيين كننده شرايط پايداري سيستم مي

(s)معادله مشخصه را با  G  1 دهند.نمايش مي  
ر مقـرر و يـا بـار بـه صـورت ، پاسخ به تغييرات مقدا(RHP)هاي معادله مشخصه در نيمه سمت راست صفحه مختلط قرار داشته باشنداگر هركدام از ريشه
اگر يك ريشه در  باشد.هاي مجاز سيستم ميريشه (LHP)هاي واقع در نيمه سمت چپ محور موهوميباشد. ريشهيابد و پاسخ ناپايدار مينمايي افزايش مي

n(sاگر چند ريشه در مبدا قرار داشته باشند گردد ولينمي جواب به صورت عدد ثابت خواهد بود و نامحدود (s)مبدأ مختصات وجود داشته باشد ، پاسـخ (

H
B

2G1G

inQ






2,RH
 2H
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اي يابد. اگر يك جفت ريشه مزدوج روي محور موهومي داشته باشيم، پاسـخ پلـهاز زمان تغيير مي ايهد بود و به صورت تابع چند جملهباز هم نامحدود خوا
هاي مزدوج است، ، اما اگر ورودي محدود به صورت سينوسي باشد كه دوره تناوب نوساني آن قسمت موهومي ريشهكلي، فقط محدود و سينوسي خواهد بود

يابد. بنابراين يك سيستم كنترل خطي هنگامي ناپايدار است كه يكي اي از زمان افزايش ميپاسخ كلي پاسخي است كه دامنه آن به صورت تابعي چند جمله
ها روي محور موهومي واقع شوند، پاسخ بـدون تغييـر صه روي محور موهومي و يا در سمت راست آن قرار بگيرد. در واقع اگر ريشههاي معادله مشخاز ريشه

  شود.دامنه نوسان خواهدنمود و اصطلاحا آستانه ناپايداري خوانده مي
  شود.تر ميهد بود و مرحله گذراي آن كوتاهتري خواها به سمت منفي تمايل يابند، سيستم داراي ديناميك سريعدر واقع هرچه ريشه

  باشند.هاي معادله مشخصه ميهاي تابع تبديل همان ريشهدر واقع قطبقطب: 
ها به سادگي امكان پذير نيست. به همين دليل معيارهاي مختلفي براي بررسي پايداري سيستم بدون محاسـبه مسـتقيم اما در عمل تعيين تمامي اين ريشه

كنند كه در فصلهاي بعدي به تفصيل مورد بحث قرار خواهند اند. برخي از اين معيارها از ابزار گرافيكي خاصي براي تحليل استفاده ميائه شدهقطبهاي آن ار
  نمود. هاي معادله مشخصه است اشاره خواهيمبه يكي از معيارهاي رايج در تعيين پايداري كه معياري جبري براي تعيين علامت ريشه ادامه گرفت. در

  شود:ناميده مي characteristic equationتابع تبديل فيدبك باشد معادله زير، معادله مشخصه سيستم  H(s)تابع تبديل فرآيند و G(s)اگر
G(s).H(s) 1   

هاي اين معادلـه دارد كـه در جـدول زيـر و شـكل شند. ماهيت پاسخ سيستم، بستگي به نوع ريشهباها، ميهاي اين معادله همان قطببديهي است كه ريشه
  ايم:ها را خلاصه نمودهمتعاقب آن آن

s  G(s)نوع ريشه (قطب) در صفحه .H(s) 1  شكل  شكل و ماهيت پاسخ  
b)ـ يك ريشه در1 ) s a   s a    atAe   شكلa 

b)ريشه در kـ 2 ) s a   (s a)k    k at
k(A A t ... A e )e   1

1  aشكل   2

sـ دو ريشه در3 a jb   (s a jb)(s a jb)       atAe sin( t )    شكلb 

sريشه در kـ 4 a jb   [(s a jb)(s a jb)]k      k at
k k

[A sin(bt ) A t sin(bt )

A t sin(bt )]e

    

 
1 1 2 2

1
 bشكل   

  ـ دو ريشه روي محور موهومي5
(a ) s jb   

(s jb)(s jb)     Asin(bt )   شكلc 

  ريشه روي محور موهومي در kـ 6
s jb  

[(s jb)(s jb)]k     k
k k

[A sin(bt ) A t sin(bt )

A t .sin(bt )]

    

 
1 1 2 2

1
 cشكل   

  ـ يك ريشه در مبدأ مختصات7
s j   s    A   شكلd 

sk  ريشه در مبدأ مختصات kـ 8    k
kA A t ... A t    1

1  dشكل   2

  
  هامحل ريشه  آلپاسخ ضربان ايده

(a   

(b   

  

mI

Re





mI

Re




a  

t

a  

t

mI

Re

mI

Re
a  

t
a  

t
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  هامحل ريشه  آلپاسخ ضربان ايده
(c   

(d   

s، در حالت كلي ريشه را به صورتدر جدول قبل a jb  در نظر گرفتيم كهa وb توانند مثبت، منفي يا صفر باشند:مي  
aـ   ريشه واقع در سمت چپ محور موهومي :)b   بالاي محور حقيقي وb   (پايين محور حقيقي  
aـ  ) ريشه واقع در سمت راست محور موهومي :b   بالاي محور حقيقي وb   (پايين محور حقيقي  
aـ   روي محور موهومي (: ريشهb   بالاي محور حقيقي وb   (پايين محور حقيقي  
bـ  ) ريشه روي محور حقيقي :a   سمت راست مبدأ وa   (سمت چپ مبدأ  
aـ   وb  مبدأ :  

aاسـت اگـر ate(در جدول) كـه پاسـخ داراي ضـريب 4و  3و  2و  1در موارد    ريشـه داراي قسـمت حقيقـي منفـي باشـد بـا افـزايش  باشـد يعنـي
t)زمان ) و در صورتي كه رود (پايدار).ه شمت صفر ميپاسخ بa   باشد با افزايش زمان(t ) جملهate رود و پاسـخ نهايت ميبه سمت بي

t)) در پاسخ، با افزايش زمانtهاي بالاتر(و توان tنيز به علت وجود ضرايب 8و  6گردد. موارد نامحدود (ناپايدار) مي ) گـردد. در پاسخ نامحـدود مي
  گردد.ماند و افزايش زمان سبب نامحدود شدن آن نميمقدار پاسخ يا دامنه آن همواره ثابت مي 7و  5موارد 

  دهند.نشان مي Imيا jو محور موهومي را با Reيا اـ معمولاً محور حقيقي را ب
  كه داريم: (BIBO)پس با در نظر گرفتن تعريف پايداري

  ود سبب ايجاد خروجي محدود در آن شود.ـ سيستمي پايدار است كه هر ورودي محد1
  ـ سيستمي ناپايدار است كه هر ورودي محدود سبب ايجاد خروجي نامحدود در آن شود.2

  هاي معادله مشخصه آن داريم:براي پايداري سيستم بر حسب محل ريشه
  هاي معادله مشخصه منفي باشد.قسمت حقيقي ريشههاي سمت چپ محور موهومي باشد يعني پايدار بايد داراي تابع انتقالي با قطب ـ سيستم1
  ـ سيستم ناپايدار حداقل يك قطب سمت راست محور موهومي (يا قطب تكراري روي محور موهومي) دارد.2
 ) داراي حداقل يك قطـب غيرتكـراريMorginally stableيا  Limitedly stableـ سيستم پايدار حديّ (3

  سمت چپ محور موهومي هستند.) هاروي محور موهومي است (بقيه قطب
  

  
 تابع تبديل فرآيندي معادل  :1 مثال`G كنـيم، تـابع رآيند را كنتـرل مـيف PIG`باشد، با استفاده از يك كنترل كننده انتگرالي با تابع انتقالمي 1

PIG  سيستم را تعيين كنيد؟ باشد.شرايطگير برابر يك ميتبديل عنصر اندازه , G ( ), H
s s

   
1
4 12 1 15 2 2  

  باشد.) سيستم به صورت مشروط پايدار مي2  باشد.) سيستم ناپايدار مي1
  باشد.) سيستم نوساني و در آستانه ناپايداري مي4  باشد. ) سيستم پايدار مي3
 :كنيم:ها را بررسي ميا تعيين و سپس موقعيت ريشهبراي تعيين پايداري سيستم، ابتدا معادله مشخصه ر » 3«گزينه  پاسخ  

PI
( s ) s sG G G H , G ( )

s s s( s )
           

 

2
1

4 2 2 1 1 2 81 1 1 1 5 2 2 2 5 2
    

s /
s s

s /
  

        
12
2

1 441 2 8 1 44


  


  

  شود هر دو ريشه معادله در سمت چپ نمودار قرار دارند، بنابراين سيستم پايدار است.مشاهده مي

Im

Re

 پايدار ناپايدار

mI

Re

mI

Reدو ريشه  
k 1

t

k 1

t

mI

Re




Re








  دو ريشه

  دو ريشه
a , k 1 

t

a , k 1 

t
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 با توجه به دياگرام بلوكي زير آيا سيستم پايدار است؟ :2 مثال    
  باشد.) پاسخ نامحدود مي2  باشد.پاسخ محدود مي )1
  باشد.) سيستم ناپايدار مي4  باشد. ) سيستم در آستانه ناپايداري مي3
 :معادله مشخصه سيستم عبارت است از:     »؟«گزينه  پاسخ  

/ ( s) / s / sG ( ) , G
s / s (s )( / s )

        
   

22 5 1 2 2 2 81 1 11 2 1 1 2 1
  

 
  

s
/ s / s

s


     
22 2 8 14


   

  دارد، و بنابراين پاسخ نامحدود خواهد بود.يك ريشه معادله مشخصه در مبدا قرار 

  (ROUTH)ثمعيار پايداري رو

  هايي كه پسي انتقال دارند كاربردي ندارد.اي باشد و براي سيستمها به صورت چند جملهشود كه معادله مشخصه آنهايي محدود مياين آزمون به سيستم
n n

n na s a s a s a


  1
1   دله مشخصهمعا =1

كنيم. اگر يكي از ضرايب منفي باشد، سيستم منفي باشد معادله مشخصه را در منفي ضرب مي naباشد، در صورتي كه عددي مثبت مي naدر عبارت بالا،
  ضرورتي ندارد. ثباشد و اجراي معيار روعا ناپايدار ميطق

 n n
n nG a s a s ... a s a


     1
1   معادله مشخصه سيستم:  11

كند كه تعيين ميRouthناميم. الگوريتمهاي آن در نيم صفحه چپ باز باشد اكيداً هرويتز ميرا كه تمامي ريشهG1اي مانندبنا به تعريف هر چند جمله
  اي اكيداً هورويتز است يا خير؟ هآيا معادله مشخصه سيستم يك چند جمل

  :    كنيممعادله مشخصه را به شكل زير بازنويسي مي
n

n n n i)
i

G a (s s )(s s )..(s s ) a (s s


      1 2
1

1   

n n
n n n n n n n na s a (s ... s )s a (s s .... s s ) a (s s ...s )

       1
1 1 2 1 1 2  

   بنابراين اگر همگي قطبها در نيم صفحه چپ باز باشند تمامي ضرايب معادله مشخصه بايد علامت يكساني داشته باشند. لذا:
  العلامه بودن ضرايب معادله مشخصه سيستم است.في براي ناپايداري داخلي، مختلفشرط كا

  R - Hاجراي معيار پايداري 

  ) به شرح زير است:Routh- Hurwitzالگوريتم تعيين پايداري روث ـ هرويتز (
   Routhتشكيل آرايه  .1

در تشـكيل  دهيم.رديف زيـرين صـفر قـرار مـيقرار گرفت در  nدر رديف aابتگيرند. اگر عدد ثتمامي ضرايب معادله مشخصه در اين دو رديف قرار مي
n  كنيم:هاي بعدي به شكل زير عمل ميرديف

n n n( ) (s | a a a ) 2 41   
n

n n n( ) s a a a
  

1
1 3 52   

      n
n n n( ) s b b b
  

2
1 3 53  

n  كه:  بطوري n
n

n nn

a a
b

a aa



 

 4
3

1 51

1                ،n n
n

n nn

a a
b

a aa



 

 2
1

1 31

1  

  كامل شود.  sدهيم تا رديفاي مشابه ادامه مياين مراحل را به شيوه
  اشت.سطر خواهيم د n+ 1عددي زوج باشد، سطر اول يك عنصر بيشتر از سطر دوم خواهد داشت. و به طور كلي nاگر 

  Routhتعبير آرايه  .2
كـه تمـامي عناصـر  سـتا هاي معادله مشخصه سيستم در نيم صفحه چـپ باشـند آنشرط لازم و كافي براي  آنكه تمامي ريشه Routhبر طبق الگوريتم

داشته باشند.در واقع تعداد تغيير علامت در ستون اول اين آرايه متناظر بـا تعـداد  غير صفر بوده و علامت يكساني Routhمحاسبه شده در ستون اول آرايه
  قطبهاي سمت راست خواهد بود. 

  كه درنتيجه آزمون تغييري ايجاد شود.توان به عدد ثابت و مثبت تقسيم كرد بدون اينرا مي ثهر يك از سطرهاي آرايه رو

B
1

0.2s 1

0.2
s 15(1 2s)


R

  C
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  ثهاي خاص در آرايه روحالتـ 
  اگر در ستون اول عدد صفر ظاهر شود ادامه تكميل جدول غيرممكن است، جهت رفع اين مشكل سه روش وجود دارد: :صفر در ستون اولبرخورد با  ـ1

 وقتي بـه سـمتكنيم، پس حد تمام جملات ستون اول را قيه جملات آرايه را حساب ميدهيم و بقرار مي به جاي صفر عدد مثبت بسيار كوچك الف)
  كنيم.ها را مشخص ميميل كند پيدا كرده و علامت آن

  و پايين آن يكسان باشند، نشانه اين است كه يك زوج قطب موهومي وجود دارد. اگر علامت ضريب معادله بالايـ 
  و پايين آن مختلف العلامه باشند يك تغيير علامت رخ داده است. يااگر ضريب بال ـ

s)معادله اصلي را در  ب) )1با ضرب(دهيم. ضرب كرده و براي معادله جديد آرايه روت را تشكيل مي(s )1  در واقع يك ريشه منفي بـه معادلـه اضـافه
  )هاي معادله اصلي تاثيري ندارد.ري و محل ريشهشود كه در پايدامي

sعبارت sدر معادله اصلي به جاي  ج)
x

 آرايـه روت را  xكنيم و براي معادله جديـد بـر حسـب مرتب مي xكنيم و معادله را بر اساس را جايگذاري مي 1
  كنيم.تنظيم مي

A(sاي زوجدهد به دليل وجـود چند جملهرخ مي sري متناظر با تـوان فردحالت كـه در سط اين :برخورد با سطر صفر ـ2 به عنوان عاملي از معادله  2(
G                                                                            افتد. در اين شرايط:  مشخصه اتفاق مي A(s ).Q(s)  21  

A(s A(sشود. براي تكميل آرايه ضرايب مشـتق معادلـه كمكـيشود در سطر بالاي سطر صفر ديده ميكه معادله كمكي نيز ناميده مي2( را جـايگزين 2(
  كنيم. كنيم و آرايه را مشابه حالتهاي قبل كامل ميسطر صفر مي

  هاي متقارن نسبت به مبدأ دارد كه به يكي از صورتهاي زير يا تركيبي از آنها خواهد بود. اي زوج ريشهلازم به تذكر است كه چند جمله
  
  
  
  

  
  

  گيرد. اي صورت ميين چند جملهاي زوج تا آخر آرايه تست پايداري براي ااز سطر حاوي چند جمله Routhبايد توجه نمود كه در اينحالت در آرايه
خواهـد داشـت. در اينحالـت  jهاي روي محورهاي سمت راست نداشته باشد (تغيير علامت در ستون اول) قطعاً ريشهاي ريشهبنابراين اگر اين چند جمله

  ها ساده هستند حالت پايدار مرزي را خواهيم داشت.يشهها مكرر باشند سيستم ناپايدار است. در بهترين وضعيت كه راگر اين ريشه
 اي روي محور موهومي نخواهيم داشـت. در ايـن ناحيـه اي زوج ريشهدر حالت برخورد باسطر صفر، از ابتداي آرايه تا سطر حاوي چند جمله  :1 تذكر

(s)شود كهتعيين مي Q(s)ازجدول در واقع پايداري A(s )Q(s)  A(sهايلازم به ذكر است كه در چنين حالتي از آنجايي كه ريشه 2 به راحتـي  2(
  تجزيه نمود.  را نيز بدست آورد و به نوعي معادله مشخصه را (s)هايتوان ساير ريشهشوند، ميتعيين مي
 حالت تعداد چنين سطرهايي بيـانگر مرتبـه تكـرار ريشـه هـاي متقـارن مكن است با چندين سطر صفر برخورد كنيم. در ايندر آرايه روت م :2 تذكر

  .نسبت به مبدا در معادله مشخصه است
 با تبديل  :3 تذكرs s  در معادله مشخصه واعمال الگوريتمRouth به( s)  هاي معادله مشخصه در  نيم صفحه چـپ توان تعداد ريشهمي

  هاي نيم صفحه چپ باز را نشان دهد خواهيم داشت: تعداد ريشه Lnهاي نيم صفحه راست باز وتعداد ريشه Rnرا محاسبه نمود. اگر
R Ln (n n )   هاي موهومي محضتعداد ريشه  

  مرتبه  سيستم است. nكه 
  خور برابر واحد باشدكه تابع تبديل پسهنگامي خور واحد:سيستم پس
 باشد:يك از توابع زير پايدار ميكدام :3 مثال  

1( T(s)
s s 


 2

1
7 1

   2( T(s)
s s s


  3 2

1
2 3 6

  3 (G s s s    3 21 1  4( G (s )(s )   1 2 1   

 :معادله مشخصه عبارت است از:    1بررسي گزينه   »1«گزينه  پاسخ:                                                      G s s    21 7 1 

  s
G s s

s
 

         
12
2

51 7 1 2    

  باشد.هر دو در سمت چپ محور موهومي قرار دارند، بنابراين سيستم پايدار ميهاي معادله ريشه

j



j







j

 

 

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G                                                           :                                   2بررسي گزينه  s s s    3 21 2 3 6  
s

s s s s i

s i

 


      
  

1
3 2

2

3

2
2 3 6 3

3
  

sدر سمت چپ محور موهومي قرار دارد،و باعث ناپايداري نخواهد شد. دو ريشه  s1ريشه  ,s2 اي مـي باشـند و سيسـتم در مـرز پايدار مرزي و يا حاشـيه 3
  ناپايداري قرار دارد.

  باشد.مشخصه شرط كافي براي ناپايداري سيستم مي: با توجه به معيارهاي پايداري روت، يكسان نبودن علامت ضرايب معادله 3بررسي گزينه 
  هاي معادله مشخصه در سمت راست محور موهومي قرار دارد و بنابراين باعث ناپايداري سيستم خواهد شد.: يكي از ريشه4بررسي گزينه 
 يك از شرايط زير براي پايداري سيستمي كه معادله مشخصه آن معادل كدام :4 مثالG a s a s a s a    

3 2
1 2    باشد؟نادرست مي 31

1(a   2(a 1  3( a a a a  1 2 3   4 (a a a a 1 2 3  
 :شوند).(ضرايب مثبت فرض ميدهيم،ابتدا آرايه روت را تشكيل مي »3«گزينه  پاسخ  

s a a
a

s a a a
a a a a a a a as

a
a

s a


    
 

3
2

2
1 3 1

1 1 2 3 1 2 3
1

3
3















  

 آيا سيستم با معادله مشخصه  :5 مثالG s s s s s      5 4 3 21 2 3 6 5     باشد يا خير؟پايدار مي 3
 :با تشكيل آرايه روت خواهيم داشت: روش اول: پاسخ  

lim

lim









      
    
     

2

6 7

42 49 6 49
12 14 14








 

s

s

s

s

s

s





 

 



 


   
 

5

4

3

2

21

1 3 5
2 6 3

7
2

6 7 3

42 49 6
12 14

3

 

قطب سمت راست  2سيستم ناپايدار




sتغيير علامت s2 1 
sتغيير علامت s3 2 

 

: s : s s s s s
s

     5 4 3 21 3 5 6 3 2   روش دوم 1

                باشد.بنابراين سيستم ناپايدار مي تغيير علامت 2قطب سمت راست  2

s

s

s

s

s

s





 



 



5

4

3

2

1

3 6 2
5 3 1

21 73 15 5
4 3
5

3

  

 سيستمي به صورت  همعادله مشخص :6مثالKG
s s s

    2 3
3 21 باشد، محدوده بهره فيدبك را چنان بيابيد كه سيسـتم حالـت پايـدار مي 1

    داشته باشد؟
1(k   2(k  6   3 (k   6  4( k  6   

  شرايط پايداري
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 :3«گزينه  پاسخ«   k k(s) ( ) (s) s s s k
s ss s s s

                3 2
2 3 2 3

3 2 3 21 1 3 2   

kشرايط پايداري: 
k

k






    

66          

s

s k
ks

s k







3

2

1

1 2
3

6
3

  

 باشد، شرايط سيستم عبارت است از:معادله مشخصه سيستمي به صورت زير مي :7 مثال     
G s s s s s s s s         8 7 6 5 4 3 21 3 1 24 48 96 128 192 128  

   ريشه موهومي2ريشه مثبت، 4ريشه منفي، 2) 2ريشه موهومي                                2ريشه مثبت، 2ريشه منفي، 4) 1
  ريشه موهومي 3ريشه مثبت،  3ريشه منفي،  2) 4ريشه موهومي                                4ريشه مثبت، 2ريشه منفي، 2) 3

 :آرايه روت خواهيم داشت:با تعيين  » 1«ه گزين پاسخ  

 
 

A (s ) s s s

A (s ) s s s

     
   

2 6 4 2
1

2 5 3
1

8 32 64
6 32 64

 

ت تسـت پايـداري مربـوط بـه منداريم، بنابراين تا اين قسـ يهيچ تغيير علامتي و يا سطر صفر s6تا s8از
Q(s) ها از سطردو قطب سمت چپ داريم. بررسي قطب از مرتبه دوم است وs6:  

s

s

s

s

s

s

s

s

s

 

8

7

6

5

4

3

2

1

1 1 48 128 128
1 8 32 64
1 8 32 64
3 16 32
8 64 643 3
1 5

1 8
1
8







 



 



 

دو شويم و به علـت تقـارن  (بـا با سطر صفر مواجه مي s5در ستون اول دو تغيير علامت وجود دارد و بنابراين دو قطب در سمت راست وجود دارد. در سطر
  دهد. بنابراين در مجموع چهار قطب در سمت چپ محور موهومي وجود دارد.قطب حاصل از تغيير علامت) دو ريشه در سمت چپ را نتيجه مي

( )  8 2 4   هاي روي محور موهوميتعداد قطب =2
 ز:باشد، شرايط سيستم عبارت است امعادله مشخصه سيستمي به صورت زير مي :8 مثال     

(s) s s s s s s s        7 6 5 4 3 22 2 2 2  
  ريشه موهومي2ريشه مثبت، 4ريشه منفي، 1) 2ريشه موهومي                                1ريشه مثبت، 2ريشه منفي، 4) 1
  موهوميريشه  2ريشه مثبت،  3ريشه منفي،  2) 4ريشه موهومي                                4ريشه مثبت، 1ريشه منفي، 2) 3

 :3«گزينه  پاسخ«  
هيچ تغيير علامتي و يا سطر صفر نداريم، بنابراين تا اين قست تست پايداري مربـوط  s6تا  s7از 
  :s6ز سطرها ااز مرتبه اول  است و يك ريشه سمت چپ وجود دارد.بررسي ريشه Q(s)به

در ستون اول يك بار تغيير علامت وجود دارد بنابراين يك ريشه در سمت راست محور موهومي 
sوجود دارد. در سطرهاي  ,s5 ، سطر صفر به وجود آمده است، اولا به علت تقارن به ازاي يـك 1

، يـك ريشـه نيـز در سـمت چـپ محـور موهـومي ريشه در سمت راست به علت تغيير علامـت
خواهيم داشت و بنابراين در مجموع دو ريشه منفي وجود دارد. ثانيـا بـه علـت دو سـطر صـفر، 

  باشد.هاي موهومي محض دو ميمرتبه تكرار قطب
( )  7 1 2   هاي روي محور موهومي=تعداد قطب4

  دو جفت قطب موهومي محض يكسان وجود دارد.

s

s

 

 

7

6
1 1 1 1
2 2 2 2

s

s

s



 

5

4

3

3 2 1
1 2 3
8 8 

s
A (s ) s

s
A (s ) s

s



 

 

 
  

 
  



2
2 2

21
2

2

3 3
3 36
63

A (s ) s s s

A (s ) s s s

   


   

2 6 4 2
1

2 5 3
1

1
6 4 2
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 معادله مشخصه سيستمي معادل  :9 مثالs ks s s   4 3 2      براي پايدار بودن عبارت است از: kباشد، گستره مي 1
1( k 1   2( k  1   3 ( تمامي مقاديرk                  4(  هيچ مقدار ازk  
 :دهيم: ابتدا آرايه روت را تشكيل مي »4«گزينه  پاسخ  

s

s k
ks

k
ks

k
s






4

3

2

21

1 1 1
1

1 1

1 1
1

  

  جهت پايداري در ستون اول نبايد تغيير علامتي وجود داشته باشد:
k k( ) k , ( ) , ( )

k k
   



211 2 3 1 1    
kشود با توجه به شرط يك و دو  نتيجه مي 1 باشد ولي به ازاي اين شرط، شرط سوم همواره منفي است. بنابراين هـر سـه شـرط بـه طـور همزمـان مي

  پايدار نخواهد بود. kتوانند برقرار باشند و در نتيجه سيستم به ازاي هيچ مقداري از نمي

 يك سيستم كنترل با فيدبك واحد به شكلباز  تابع تبديل حلقه :10 مثالkL(s)
s( T s)( T s)


 1 21   مفروض اسـت. حـدود پايـداري سيسـتم  1

     است با: برابر

1( T T
k

T T


 1 2
1 2

   2( T T
k

T T
 
  1 2

1 2
   3( T T

k
T T



1 2

1 2
   4( T T

k
T T

  

1 2

1 2
   

 :كنيم.دهيم و با استفاده از آن آرايه روت را تشكيل داده و پايداري سيستم را بررسي ميابتدا معادله مشخصه سيستم كنترل را تشكيل مي »2«نه گزي پاسخ  
(s) T T s (T T )s s k       3 2

1 2 1 2  

 k
T T kT T

A






    

1 2 1 :  شرط پايداري            2
T ,T

s T T

s T T K

s A

s K




 




1 2

3
1 2

2
1 2

1

1

  

  

T  در نتيجه: Tk
T T

 
  1 2

1 2
  

 تابع حلقه باز سيستمي عبارتست از: :11 مثالdk( T s)
L(s)

s( T s)( T s)



 1 2

1
1 براي پايداري سيستم حلقه بسته در كـدام گزينـه بدرسـتي  k، حدود 1

  آمده است؟  

1(
d

T T
k

T T T





1 2
1 2

   2(
d

T T
k

T T T (T T )
 
 

 
1 2

1 2 1 2
   

3(
d

T Tk
(T T )T T T

 
 


1 2

1 2 1 2
   4(

d

T Tk
T T T


 

1 2
1 2

 

 :دهيم و با استفاده از آن آرايه روت را تشكيل داده و پايـداري سيسـتم را بررسـي ابتدا معادله مشخصه سيستم كنترل را تشكيل مي »2«گزينه  پاسخ

       كنيم.:       مي
d

d
d d

k( T s)
s( T s)( T s) k( T s)L(s)T(s) k( T s)L(s) T T s (T T )s s KT s K

s( T s)( T s)


  

       
 

1 2
3 2

1 2 1 2
1 2

1
1 1 1

11 1 1 1

  

  d(s) T T S (T T )S S KT S K        3 2
1 2 1 2  


kT T T T

T Tk
T T

 




1 2 1 2
1 2

1 2
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dS T T KT

S T T K

S A

S K






3
1 2

2
1 2

1

1

  

kمثبت هستند شرايط پايداري آن است كه T2و T1با توجه به اينكه   :و  dA (T T )( KT ) KT T      1 2 1 21  

  لذا: d

d

K (T T )T T T (T T ) T T
K

T T T (T T )K



          

1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 2

  

 تابع تبديل حلقه بازسيستمي عبارتست از :21 مثال/ k(s )
(s )


 3

2 5
1

 حداكثر ،k  :براي پايداري و فركانس نوسانات پايدار عبارت است از    

1 (
k 



2
7


  2( k 


2
7
   3( 

k 



1
7


   4( k 


1
7
   

 :كنيم.دهيم و با استفاده از آن آرايه روت را تشكيل داده و پايداري سيستم را بررسي ميابتدا معادله مشخصه سيستم كنترل را تشكيل مي »1«گزينه  پاسخ  
  (S) S S S / KS K      3 23 3 1 2  

A / K K / K K              6 9 1 4 8 2 
s s j     23 21  معادله كمكي 7

S / K

S K

S A

S K











3

2

1

1 2 3
3 1

1

 

 تابع تبديل حلقه باز سيستمي با فيدبك واحد به صورت :13 مثالasG(s)
s (s s )




 2 2
2

3 3
     است، كدام گزينه درست است؟ 

aسيستم حلقه بسته براي1 6 aبرايپايدار است و9   نوساني است.6
aه برايسيستم حلقه بست) 2  aپايدار است و براي 6    نوساني است. 6
aسيستم حلقه بسته براي) 3 3 aپايدار است و براي 6     نوساني است. 3
aسيستم حلقه بسته براي)4  aو3  aبرايپايدار است و6  aيا3     نوساني است.6
 :3«گزينه  پاسخ«     (s) G(s) s s s as         4 3 21 3 3   معادله مشخصه: 2

 شرايط پايداري:
a

a a





 


  
2

9
9 18

 

s

s a

s a

s a a

s







 

4

3

2

1 2

1 3 2
3
9 6
9 18
6

 

aازاي بنابراين ب 3 aسيستم پايدار است  و بازاي  6    با توجه به شرايط ايجاد شده براي سطر صفر سيستم نوساني است. در اين حالت داريم: 3
  : s s j    2   معادله كمكي 1

 در سيستم مقابل: :14 مثال   
Tوقتي) 1 T1    بسته پايدار است. ـباشد سيستم حلقه  22
kسيستم حلقه بسته به ازاي) 2  .همواره پايدار است   
   نداشته وهمواره ناپايدار است. kسيستم حلقه بسته بستگي به) 3
kسيستم حلقه بسته فقط به ازاي)4 .پايدار است 
 :دهيم:براي تعيين پايداري سيستم، ابتدا معادله مشخصه را تعيين نموده و سپس آرايه روت را تشكيل مي »1«گزينه  پاسخ  

)kتعيين معادله مشخصه       T s) T s s kT s k
G

s ( T s) s ( T s)
   

    
 

3 2
1 2 1

2 2
2 2

2 21 1
1 1

  

  

(k ) 

R(s) C(s)k(2+T1s) 

s2(1+T2s) 

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  هفتمفصل 
  »معادله فضاي حالت« 

   مايش فضاي حالتن

  

  

دهد. اساس اين روش تبديل معادله ديفرانسيل معمـولي خطـي بـا هاي قبلي، نمايش فضاي حالت يك توصيف داخلي از سيستم را ارائه ميبر خلاف نمايش
گيـرد. بطوريكـه بـا اي از متغيرهاي حالت صـورت ميمعادله ديفرانسيل خطي از مرتبه اول است. اين امر با انتخاب مجموعه nبه nضرايب ثابت از مرتبه 

tآگاهي از اين متغيرها در زمان خاص t  و همچنين با داشتن ورودي بازايt t  را در هر زمان دلخواهبتوان رفتار سيستمt t .تعيين نمود 
هاي مختلفي امكان پذير است. يك انتخاب رايج، انتخاب خروجـي عناصـر ذخيـره سـاز متغيرهاي حالت متغيرهايي ديناميكي هستند و انتخاب آنها به شيوه

برخلاف نمايش تابع تبديل و معادله ديفرانسيل آن يك نمايش منحصـر  خطي يستمانرژي ( انتگرال گير) به عنوان متغير حالت است. نمايش فضاي حالت س
  بفرد نيست. بطوريكه ترتيب و نوع انتخاب متغيرهاي حالت در نمايش بدست آمده اهميت دارد. 

معادلة ديفرانسيل و يا  بـه عبـارتي  لازم به ذكر است كه حداقل تعداد متغيرهاي حالت مستقل كه براي توصيف كامل سيستم مورد نياز هستند همان مرتبة
  مرتبة سيستم است كه مساوي با تعداد انتگرالگيرهاي مورد نياز براي تحقق سيستم بوده و يكتاست. 

 ،يك نمايش ماتريسي به شكل زير است:  خطي نمايش فضاي حالت سيستمهاي
x Ax Bu
y Cx Du
  

  
  

nx R ت: بردار حال    mu R بردار ورودي :    py R بردار خروجي :  
n nA  (مربعي) ماتريس سيستم :  n mB  : (كنترل) ماتريس ورودي  p nC  (رؤيت) ماتريس خروجي :  
p mD  : ماتريس انتقال مستقيم  

m: تك خروجي ـ تك ورودي لازم به ذكر است كـه در مورد سيستمهاي p 1 به همين دليلB يــك بردارستوني وC يك بـردار سطري وD  يـك
 سكالر خواهد بود.ا

 دو تانك ارتفاع پشت سرهم مطابق شكل در نظر گرفته شده است، مدل فضاي حالت را به دست آوريد؟ : 1مثال  
  
  
  
  

1 (h hd
R

Y Ydt

   
                             

2 2
1 2 2

1 2 1 2 1 2

1
1
 

  2 (h hd
R

Y Ydt

  
                        

2 2
2

1 2 1 2

1
1




  

3 (h hd
R

Y Ydt

   
                             

2 2
1 2 2

1 2 1 2 1 2

1
1
 

  4 (h hd
Y Ydt

 
                   

2 2
1 2

1 2 1 2

1
1


 

  معادله حالت 
 معادله خروجي 

1A 1h 2h

2A

q

1R

1q

2R

2q

  باشد.اين فصل مختص دانشجويان رشته مهندسي پليمر مي توجه :
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 :نويسيم:ها، معادله ديفرانسيلي مربوطه را ميبراي هركدام از تانك  »1«نه گزي پاسخ  
dh h dh hqA q
dt R dt A A R
dh h h dh h h

A
dt R R dt A R A R

     
  
    
  

1 1 1 1
1

1 1 1 1
2 1 2 2 1 2

2
1 2 2 1 2 2

  

  :اين معادلات به شكل مقابل نوشته خواهند شد
h A R h

A q
hh

A R A R






                           
 

1 1 1 1
1

22
2 1 2 2

1 1

1 1 

h  باشد، بنابراين خواهيم داشت:خروجي تانك دوم مورد نظر مي q
h [ ] [ ]

h
  


     

      
   

1
2

2
1  

dD  را به شكل متفاوتي در فضاي حالت نوشت:توان آنباشد و ميمعادله فضاي حالت يك سيستم منحصر به فرد نمي شكل
dt

  

h (A D )h qA Dh q
RR

hh h (A D )hA Dh
R RR R

       
    
 

1 1 11 1
11

11 2 2 22 2
2 11 2

1

1  

q(A D )(A D )h
R R R

  2 1 2
2 1 1

1 1   ;       

q

(A D )
Rq qh (A D )h

R R(A D ) R (A D )
R R


    

 

1
1

1 2 2
2 11 2 1

1 1

1
1

1 1  

A A q(A A D ( )D )h ; A R , A R
R R R R R

       2 2 1
1 2 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1

1  

Rهاي زماني طرفين معادله را در يين معادله بر حسب ثابتبراي تع R1 A)  كنيم:ضرب مي 2 R A R D (A R A R )D )h R q   2
1 1 2 2 2 2 1 1 2 21  

d h dh
D h ( )Dh h R q ( ) h R q

dtdt
                 

2
2 2 2

1 2 2 1 2 2 2 2 1 2 1 2 2 22  

dh d h RdY dYY h Y q
dt dt dtdt

  
       

     

2
2 2 1 2 2

22 1 2 1 2 1 2

1  

h  در انتها معادله فضاي حالت برابر است با: hd AR
dt Y Y

      
                                              

2 2
1 2 1 22

1 2 1 2 1 2 1 21 2

1 1
1 1 

 يناميك يك فرآيند توسط معادله ديفرانسيلي د :2 مثالd y d y d y dy y u
dxdx dx dx

    
4 3 2

4 3 23 11 6   شود. فضاي حالت اين سيستم را به دست آوريد؟تعريف مي 5

1 (
z z
z z u
z z

      
             
            

1 1
2 2
3 3

1 1
1

1

  
   
   

  2( 

z z
z z

u
z z
z z

      
      
       
      
               

1 1
2 2
3 3
4 4

1
1

1
1 6 3 3 5

    
    
    


  

3( 

z z
z z

u
z z
z z

      
             
      
            

1 1
2 2
3 3
4 4

1
1 3

6 2 6

    
   
     
  

  4( 
z z
z z u
z z

      
              
            

1 1
2 2
3 3

1
6 5 5

    
   
 
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 :كنيم:به صورت زير را اعمال ميابتدا تغيير متغيرهايي  » 2«نه گزي پاسخ  
z z

dy d y d yz y , z , z , z z z z z z z z u
dx dx dx z z


 



            
 

1 22 3
1 2 3 4 2 3 4 1 2 3 42 3

3 4

6 11 3 5  

z z
z z

u
z z
z z

    
    
    


      
      
        
      
               

1 1
2 2
3 3
4 4

1
1

1
1 6 3 3 5

  

  هاي مدل فضاي حالتبرخي از شكل

  يكال (متعارف)نشكل كنوالف ـ 

  اگر ديناميك سيستمي مطابق معادله زير باشد:
n n n n

n n nn n n n
d y d y dy d u d ua a a y b b b u

dtdt dt dt dt
 

 

        
1 1

1 1 11 1  

                                             سيستم عبارت است از:    تابع تبديل
n n n

n
n n n

n

b s b s b s b
G(s)

s a s a s a
 



 

 
   


   

1 2
1 2

1 2
1 2

  

  باشد:يكال اين سيستم به صورت مقابل مينشكل كنو

C C C C

n
n n

A , B , C [ ] , D

a a a



  
   

   


   


 
  
         
  
        

1
2

1 1

1
1

1
1

  

n n n n n

b
b a
b a a
b a a a

b a ... a a

 











  

 
   
     
       

        

1 1 1
2 2 1 1 2
3 3 1 2 2 1 3

1 1 1 1 1

                          

n n n

x y u
x y u u x u
x y u uy u x u

x x u







  
   


  

 
    
     

 

1
2 1 1
3 1 2 2 2

1 1

  

  كال كيفينيل كنوشكب ـ 
  شود:نوشته مي Aماتريس  رهاي تابع تبديل حلقه باز در قطدر اين شكل، قطب

n n n
i

n n n n iin
i

i

n s n s n N(s) N(s)Y(s)
D(s) s rs d s d s d (s r )




 

 




      
    




1 2
1 2 2

1 2
11 2

1

  

  يكال كيفي عبارت است از:نشكل كو

m m m n m

n

r
r

A , B , C [ ] , D

r

  
  

 


   
  

 
     
        
  
  
   

1
2

1 2

1
1

1

  

  كالنيمعايب شكل كنواز 
  خواهد بود. اگر قطب موهومي وجود داشته باشد، ماتريس نيز داراي عضو موهومي -
  تواند قطري باشد.اگر قطب مكرر وجود داشته باشد، ماتريس سيستم نمي -
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  خ ديناميكي بر اساس معادلات حالتپاس

  هاي سيستم را بدست آورد:توان به راحتي ساير نمايشبا داشتن معادلات فضاي حالت و خروجي مي

 x Ax Bu sX(s) AX(s) BU(s)
(sI A)X(s) BU(s)

y Cx Du Y(s) CX(s) DU(s)
     

        
 

  باشد.حد ميماتريس وا I در رابطه بالا
Y(s)X(s) (sI A) BU(s) Y(s) (C(sI A) B D)U(s) C(sI A) B D
U(s)

            1 1 1  

  قابل حصول است.  خطياز اين نمايش كليه مشخصات و تعاريف مرتبط با تابع تبديل سيستم 
  كافي است  توجه كنيم كه: 

adj(sI A) Y(s) Cadj(sI A)B Y(s) C adj(sI A)B D det(sI A)(sI A) D
det (sI A) U(s) det(sI A) U(s) det(sI A)

           
  

1  

det(sIهاياز اين نمايش واضح است كه قطبهاي سيستم همان ريشه A)   ها در حقيقـت مقـادير ويـژة مـاتريس د. جالـب اينكـه ايـن ريشـههستن
» مـود«در تئوري سيستمهاي خطي به ايـن مقـادير ويـژه  باشند.هاي سيستم ميهمان قطب Aبنابراين مقادير مشخصه ماتريس خواهند بود. (A)سيستم

ــه مي ــت ميسيســتم گفت ــا كمــي دق ــود. ب ــالش ــوان صــفرهاي انتق ــت مي ت ــرد. ثاب ــبه ك ــز محاس ــديل را ني ــابع تب ــن صــفرها از رابطــة ت ــه اي ــود ك ش
s I A B

det
C D
 

  
 

 
 آيند. بدست مي 

adj(sIاز طرفي چون درجه  A) از درجهdet(sI A) كمتر است واضح است كه اكيداً سره بودن تابع تبديل بهD :وابسته است.  بطوريكه  
D
D cte




 
  

  

  توان گفت: فيزيكي درجه نسبي منفي داشته باشد. بنابراين مي خطي بايد توجه داشت كه امكان ندارد تابع تبديل يك سيستم
s
Lim H(s) D


  

H(s)  ديل به راحتي از رابطه زير قابل محاسبه است: تابع تب (DC)از طرفي بهره استاتيكي C(sI A) B D  1  
H( ) CA B D  1 

          بنابراين تابع تبديل بر اساس مدل فضاي حالت عبارت است از:                           

sI A B
det

C D
G(s)

det(sI A)

  
 
 


  

det(sI    از: بنابراين معادله مشخصه سيستم عبارت است A)   
  توان به راحتي نمايش معادله ديفرانسيل آن را محاسبه كرد. (عكس تبديل لاپلاس) با داشتن تابع تبديل سيستم مي

  نمايش دياگرام بلوكي متناظر با فضاي حالت داده شده نيز به قرار زير است: 
  
  
  
  

 اسكالر : 
 بردار/ ماتريس :  

كند كه موضوع اصلي تئوري تحقـق در با توجه به يكتا نبودن نمايش فضاي حالت، محاسبه اين نمايش از روي ساير نمايشها بحث بسيار مفصلي را طلب مي
  هاي كنترل پيشرفته است. سيستم
 يك مدل فضاي حالت با دو ورودي و سه خروجي: :3  مثال  

  سه متغير حالت دارد.) 2  دو متغير حالت دارد.) 1
2ماتريس حالت ) 3  با اين اطلاعات تعداد متغيرهاي حالت مشخص نخواهد شد.) 4  دارد.3

 :4«گزينه  پاسخ«  

  تبديل لاپلاس
  شرايط اوليه صفر

  سرهتابع تبديل 
  تابع تبديل اكيداً سره

 

 Bu(t)  x 1
s C

x

D



y(t)





 A
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 معادله فضاي حالت و خروجي سيستمي عبارت است از: :4 مثال   y x 1 2x x u ;
    

    
   

7 12 1
1

 
 

  دهد؟اين سيستم را نشان مي و صفر انتقال انتقال تابعكدام گزينه 

1 (s  1  2 (s  2  3 (s   1
  صفر انتقال ندارد.) 4  2

 :2«گزينه  پاسخ«    

 A , B , C , D
G(s) C(sI A) B D

s s s
I , sI , (sI A)

s s s


 

  
   



     
      

        
                                    

1

7 12 1 1 21
1 7 12 7 12

1 1 1

   

   s s
G(s)

s ss s 

       
               

1

2
7 12 1 12 111 2 1 21 1 77 12

  

صفر انتقال  s sG(s) s
s s s s


  

      
    2 2

1 21 2 217 12 7 12
  

 نمايش فضاي حالت سيستمي عبارتست از: :5 مثال   y x 1 3k
x x u ;

   
    
   

1 1
1



 

 

sو -4هاي سيستم در قطب kبه ازاي كدام مقدار   6 گيرند؟ قرار مي  
1 (k  24  2 (k  12  3 (k  6  4 (k  8  

 :1«گزينه  پاسخ«    s k
(s) det(sI A) (s) s s k

s


   
 

           


21 11  

(s) (s )(s ) s s k (s )(s ) s s k                2 26 4 1 24 24 6 4   مطلوب 1

 داده شده است.مقابل معادلات فضاي حالت سيستمي به شكل  :6 مثال    y x 8 1   ;     x x u
   

        

1
6 5 1
 

 

  دهد؟كدام گزينه تابع تبديل اين سيستم را به درستي نشان مي

1 (s
s s


 2

8
5 6

  2 (s
s s


 2

8
6 5

  3 (s
s s


 2
8 1

5 6
  4 (s

s s


 2
8 1

6 5
  

 :1«گزينه  پاسخ«    

   s s sG(s) C(sI A) B D (s )
s ss s s s s s

 
                                  

1
1

2 2 2
1 5 11 1 88 1 8 1 86 5 61 15 6 5 6 5 6

  

 سيستمي به شكل زير داده شده است. نمايش فضاي حالت آن را بدست آوريد. تابع تبديل :7 مثال   

 :پاسخ         Y sss
U s s

s s


 

  

2
2

2

3 1
3

1 24 1 241  
 

ــاره ــه اش ــانطور ك ــيم. هم ــاب كن ــت را انتخ ــاي حال ــد متغيره ــدا باي ــت ابت ــاي حال ــايش فض ــبه نم ــراي محاس ــي ب ــاب، خروج ــين انتخ ــد اول   ش
گيـر اول گير(عنصر ذخيره سازي انرژي) به عنوان متغير حالت است. طبيعي است كه ترتيب انتخاب نيز اهميـت دارد. فـرض كنيـد خروجـي انتگرالانتگرال

  اهيم داشت: انتخاب كنيم. خو x1و خروجي انتگرال گير دوم را x2را

x x sx x x x x xs x u
x x

x (u x x ) x x x u
s x

y ( ) .u
xy x x

   


 
 



             
                            

         

1 2 1 2 1 2 1 1
2 2

2 2 1 2 1 2
1
21 2

1
1

24 1 11 1 24 24 1
3 1

3
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xبا تعويض ,x2 A  كه: طوريه شود بنمايش جديد حاصل مي 1 B C ( ) D



 

    
     
   

1 24 1 1 31  

  كنيم: را از نمايش فضاي حالت محاسبه نموده با تابع تبديل مقايسه ميDCبراي نمونه صفرها، قطبها و بهره
s s

det(sI A) det s s
s s

   


   
              

21 61 2424 1  قطبهاي سيستم 4

s
s I A B

det det (s ) s s
C D




  


   



 
    

               
   

 

1
24 1 1 3 3
3 1

  صفرهاي انتقال 

D CA B ( )
 





   

          

1
1 1 13 1 24 1 1   DCبهره  8

   تحليل پايداري به كمك فضاي حالت

هاي مشخصه سيستم هستند. لذا با محاسبه مقادير ويـژه  ها يا ريشهبهمانطور كه اشاره شد مقادير ويژه ماتريس سيستم در نمايش فضاي حالت معادل قط
  توان به راحتي پايداري سيستم را مورد تحليل و بررسي قرار داد. اين ماتريس مي

 معادلات ديفرانسيل سيستمي به شكل زير مفروض است. اين سيستم بازاء چه مقاديري از  :8 مثالa پايدار است؟  
(t) (t)  (t) (t) (t) u(t) ;     2(t) a (t) (t) u(t) ;       

1 (a  1  2 (a  2  3 (a   2 1  4 (a 1 2  
 :معادلات حالت سيستم عبارتند از: »  3«گزينه  پاسخ  

A

(t) (t)a
(t) (t) u(t)
(t) (t)

 
 
   

      
                

            

11
2 1 1

1
  

: det(sI A) (s )(s (a )s a )         21 1   Aمقادير  ويژه ماتريس 2
a

a
a




 
       

1 2   شرايط پايداري 12

  سيستم در فضاي حالت يهاي گذراآناليز پاسخالف ـ 
  حل معادلات حالت و خروجي در حوزه زمانـ 1

  گيريم. زير در نظر مينمايش فضاي حالت  سيستم  را به شكل كلي 
x Ax Bu
y Cx Du
x( ) x





 
  
 

 

zI  توان در حالت كلي به شكل زير نوشت: پاسخ سيستم را مي zs

zI zs

x(t) x (t) x (t)
, t

y(t) y (t) y (t)


 


 
  

zIمنظور از zI(x (t), y (t)) پاسخ  ورودي صفر  و منظور ازzs zs(x (t), y (t))   شود كه پاسـخ ورودي ثابت ميپاسخ حالت صفر سيستم است. به راحتي

At  صفر بصورت: k

k
e (At)

k!




  1At

zIx (t) e x t ;    

At(t)شود. ماتريسمحاسبه مي e  ناميم چون كه انتقال حالت سيستم از حالـت اوليـهرا ماتريس انتقال حالت سيستم ميx  در زمـانt   را بـه
zIxحالت  (t) در زمانt شود كه سري نامتناهي متناظر بادهد. ثابت مينشان ميAte بازاي تمام  مقاديرt  .همگراست  

 تخواص ماتريس انتقال حال* 
  شوند. برخي از مهمترين خواص ماتريس انتقال حالت عبارتند از:به شكل يك ماتريس نمايي به راحتي اثبات مي (t)اين خواص با توجه به تعريف

A( ) e I ;    At(t) Ae ( ) A        
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A(t t ) At At At Ate e e e e ;  1 2 1 2 2 1 t , (t) ( t)    1  
kk , (t) (kt) ;    

TT At T A tt , (t) (e ) e ;    t,A (t) (t)A     
  توان از رابطه زير محاسبه نمود: پاسخ حالت صفر سيستم را نيز مي

t

t

zs

zs

x (t) (t )BU( )d

y (t) C (t )BU( )d Du(t)






     



       




  

AtCeبايد توجه نمود كه:  B D (t)  دهد. نشان مي در واقع پاسخ ضربه سيستم  را  

 اگر ماتريس سيستم  :1تذكر(A) قطري پذير باشد تبديلي ناويژه مثلT :وجود دارد بطوريكه  
n

T AT



  

     
11  

Atدر ايـن شرايط ماتريس انتقال حالـت بـه راحتـي و بصـورت  هـا همـان  مقـادير مشخصـه (ويـژه) سيسـتم هستنـد.iكه  te Te T  محاسـبه  1

خواهد شد كه
n

t

t

t

e
e

e











 
 

  
 
 

1

iشود كه پاسخ طبيعي (ورودي صفر) سيستم بـه شـكل كلـي . در چنين شرايطي ثابت مي
n

t
i i

i
x(t) e v


 

1
 

itivهستند. iها  بردارهاي ويژه متناظر با مقادير ويژه ivخواهد بود. e نامنـد. بنـابراين پاسـخ ورودي صـفر  در ايـن را بعضاً مودهاي سيستم نيـز مي
ها بيـانگر ميـزان تحريـك iدهند و اركت هر متغير حالت را در مود متناظر نشان ميها ميزان مشivشرايط تركيب خطي از مودهاي سيستم خواهد بود. 

 شرايط اوليه هستند.  توسطهر مود 
  حل معادلات حالت و خروجي در حوزه فركانسـ 2

x Ax Bu
X(s) (sI A) x (sI A) BU(s)sX(s) x AX(s) BU(s)

y Cx Du
Y(s) CX(s) DU(s) Y(s) C(sI A) x [C(sI A) B D]U(s)x( ) x









 

 

                     

1 1

1 1 

  شود كه:از اين روابط مشاهده مي
 zIL y (t) C(sI A) x

  1  zIL x (t) (sI A) x
  1 

 zsL y (t) [C(sI A) B D]U(s)  1  zsL x (t) (sI A) BU(s)  1 
At  از مقايسه روابط متناظر  با روابط حوزه زمان خواهيم داشت:  AtL{ (t)} L{e } (sI A) (t) e L {(sI A) }          1 1 1  

AtT(s) CL{e }B D  تابع تبديل سيستم :  
 سيستمي به شكل زير داده شده است:معادلات حالت و خروجي   :9 مثال   

 

 T

x x u

y x

x( ) x

    
         

 

   

1 1
2 3

1

1







 

  

  ماتريس انتقال حالت و پاسخ  اين سيستم را به ورودي پله واحد بدست آوريد. 
 :كنيم.براي سادگي مساله را  در حوزه فركانس حل مي پاسخ   (t) L {(sI A) }   1 1  

s
s s (s )(s ) (s )(s )

sI A (sI A)
s s ss s

(s )(s ) (s )(s )



 
                          
     

1
2

3 1
1 3 1 1 2 1 21

2 3 2 23 2
1 2 1 2

  

  تبديل لاپلاس



 

 

دله فضاي حالتمعا: هفتم فصل   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  290

   سرهاي جزئي خواهيم داشت:پس از بسط ك
t t t t

At
t t t t

e e e e
e

e e e e

   

   

  
  
     

2 2

2 2
2
2 2 2

  

Y(s)   براي محاسبه خروجي سيستم به ورودي پله واحد داريم: C(sI A) x T(s)U(s)
  1  

  در اين رابطه:   s
C(sI A) x C(sI A) x

s (s )(s )s s
 


    

             
1 1

2
3 1 11 21 2 1 23 2

  

T(s)U(s)   همچنين:
(s )(s ) s

 
 

2 1
1 2  

t  با جايگذاري: tsY(s) y(t) e e t
s(s )(s ) s s s

   
          

   
22 2 1 4 3 1 4 31 2 1 2  

 ماتريس انتقال حالت :10 المث(t) متناظر با ماتريس سيستمA
 

   

1
2




  در كدام گزينه آمده است؟ 

1 (
t

t

e

( e )

 



 
 
   

2

211 12
  2 (

t

t

( e )

e





  
 
  

2

2

11 12  3 (
t te ( e )



   
 
 

2 21 12
1

  4 (
t

t

e

(e )





 
 
   

2

2

1 1
1 12

  

 2«گزينه  سخ:پا«     (t) L {(sI A) }   1 1  

t

t

( e )s s s s(s )sI A (sI A) (t)
s ss(s )

e
s

 
 






                                     

2
1

2

1 1 11 11 2 11 2 2
2 2 1

2

  

 كدام گزينه ويژگي ماتريس انتقال حالت :11 مثال(t)  ؟كندنميرا به درستي بيان  
1 (( ) A    2 (A (t) (t)A    3((t) (t)  1  4 (k[ (t)] (kt)   

 :زيرا:  »3«گزينه  پاسخ   (t) ( t)   1  

 نمايش فضاي حالت سيستمي با ورودي صفر به شكل:  :12  مثالx(t) x(t)
 

   

1 1
2


)xداده شده است، بازاي شرايط اوليـه  )

 
  
 1


  كـدام

  ت؟گزينه صحيح اس
1(tx (t) e 2

2  2(tx (t) e2 3(t tx (t) e e   2
2  4 (t tx (t) e e    2

2  
 :1«گزينه  پاسخ«    Atx(t) e x( )  

t t t t t
At t

t t

e e e e e
e L ((sI A) ) x(t) x (t) e

e e

    
  

 

    
         
   
   

2 2
1 1 2

22 2  

 گرا :13 مثالAte
t
 

  
 

1 


  تواند باشد؟هاي زير ميكداميك از گزينه Aباشد آنگاه 

1 ( 


 
 
 1  2 (


 
 
 

1 1
2  3 (


 
 
 

2 1
2  4 (

 
 
 
 

1  

 :مشتق ماتريس حالت در  »1«گزينه  پاسخt  با ماتريسA :برابر است. لذا  Atd e
dt t

 


 
  
  1  

   تحليل پاسخ حالت دائمي به كمك نمايش فضاي حالتب ـ 
   استفاده از قضيه مقدار نهاييروش اول: * 

x  معادلات حالت و خروجي سيستم را به شكل كلي زير در نظر بگيريد. Ax Bu
y Cx Du
  

  
  

T(s)به ياد داريم كه تابع تبديل سيستم حلقه بسته با داشتن معادلات حالت و خروجي به شكل C(sI A) B D  1شود. بنابراين:محاسبه مي  

s
e LimsU(s)( T(s))





 1  
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  كنيم. در اين روش پاسخ  حالت دائمي و ورودي را در معادلات حالت جايگزين مي روش دوم:* 
  دي پله واحد  و با فرض پايداري سيستم، در حالت دائمي خواهيم داشت: بازاي ورو

~
i ~ ~~ ~

n

x
A Bx Ax Bu

, cte A B A B y CA B Dx y Cx Du y C D

 




   
   


                              


1
1 12  

e y CA B D e CA B D 
           1 11 1 1  

  به همين ترتيب بازاي ورودي شيب واحد خواهيم داشت: 

~ ~ ~ ~~

~ ~ ~i i~ ~
n n

u(t) t
x A( t ) Bt A B

t y C( t ) Dt A
x t , cte

t











          

                          
    

1

1 1 1  

y C( A Bt A (A B)) Dt y CA Bt C(A ) B Dt    
          1 1 1 1 1 2  

t t
e Lim(t y ) Lim( CA B D)t C(A ) B 
 

 
     1 1 21  

  شود كه خطاي پله واحد در حالت دائمي مشتق خطاي شيب واحد است.لاحظه ميم

 معادلات حالت سيستمي به صورت :14 مثال
 





x x u
a

y ( )x

    
          

 

1
2 2

1
  خطاي پله واحد سيستم صفر است؟ aداده شده است. به ازاي كدام مقدار 

1 (a  2  2( a   3 (a  4 (بازاي هيچ مقدارa  

 :تابع تبديل سيستم عبارت است از:  »1«گزينه  پاسخ  T(s)
s s a


 2

2
2

  

aبازاي  )Tسيستم پايدار است و 2 ) 1 .لذا خطاي پله واحد سيستم صفر خواهد شد  

 نمايش حالت سيستمي عبارتست از: :15 مثالx x u

x( )

    
          

 

4 1
2 1 1




 
  برابر است با: uازاي پله واحد در ورودي ه ب xپاسخ دائم  

1 (
 
 
 
 
 
 

1
2
1
6

  2 (
 
 
 
 
 
 

1
6
1
2

  3 (
 
 
 
 
 
 

2
3
1
6

  4 (
 
 
 
 
 
 

1
6
2
3

  

 :4«گزينه  پاسخ«     x Ax Bu
x Ax B x A B

u , t


   

 
  

                
 

1
1
6
21
3

  در حالت دائمي

 نمايش فضاي حالت يك سيستم حداقل فاز به شكل :16 مثالx(t) Ax(t) Bu(t)
y(t) Cx(t) Du(t)

 
  

 داده شده است. اگرD CA B  باشد در مورد نوع  11

  توان داشت؟نظري ميسيستم چه اظهار 
  نوع سيستم يك است.) 2  نوع سيستم بزرگتر يا مساوي يك است.) 1
 توان داشت.اظهار نظري در اين مورد نمي) 4  نوع سيستم صفر است.) 3

 :دانيم خطاي دائمي سيستم پايدار به ورودي پله واحد برابر است بامي  »1«گزينه  پاسخT( )1  :كه  T( ) CA B D   1  
  خطاي پله صفر است و نوع سيستم بزرگتر يا مساوي يك.  Dلذا با توجه به فرض داده شده براي 
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  پذيريكنترل
X  فرض كنيد معادله فضاي حالت سيستمي در حالت كلي به شكل زير باشد: AX Bu ; Y CX Du     

cont(Pپذيري آنماتريس كنترلپذير گويند اگر آنگاه اين سيستم را كنترل   ) باشد.ecanR-Fullگردد رتبه كامل (كه به صورت زير تعريف مي (
n

contP [B AB A B]  1  
contP  شود:پذيري به صورت زير خلاصه ميمتغير حالت داشته باشيم ماتريس كنترل 2وقتي فقط  [B AB]  
  پذيريمشاهده

X  ي فضاي حالت سيستمي به صورت زير باشد:گر معادلها AX Bu ; Y CX Du     
  شود:پذيري به صورت زير تشكيل ميپذيري آن رتبه كامل باشد. ماتريس مشاهدهپذير گويند اگر ماتريس مشاهدهآنگاه اين سيستم را مشاهده

obs

n

C
CA

P

CA 

 
 
   
 
  

1
  

  گردد.پذيري به صورت زير خلاصه مير حالت باشد، ماتريس مشاهدهمتغي 2براي سيستمي كه داراي 

obs
C

P
CA
 

  
 
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  هفتمفصل  آزمون  

 1 از عبارتند سيستمي حالت فضاي معادلاتـ:  w x y u r w   1  x
y ;

x
 

  
 

1
2

1 1x x
u ;

x x
      

       
      

1 1
2 2

1
1

  
  

   

  سيگنال كنترل است. تابع  تبديل سيستم حلقه بسته كدام است؟ uيك فيدبك داخلي وwلت،بردار حا xخروجي،yورودي مرجع، rكه درآن

1 (G(s)
s



1

1  2 (G(s)
(s )


 2
1
1

  3 (sG(s)
(s )

 2

2
1

  4 (G(s)
(s )(s )


 

1
1 2  

 2 معادلات حالت سيستم مقابل كدام است؟ـ  

1 (x x r


   


    
      
      

11 1
1

1 1 3
    2 (x x r


   

  

    
      
     

11 1
1
1

  

3 (x x r


 
 

    
       
     

11 1
1 1 1
1 1

      4 (x x r


   


    
      
     

11 1
1

1 1 2
 

 3 ي خطي به شكل زير است، تابع تبديل سيستم عبارتست از:معادلات حالت سيستم پيوستهـ 

1 (G(s)
s s

 
 
1 1

4 3  

3 (G(s)
s s

 
 
7 2

2 4  

2 (G(s)
s s

 
 
5 2

4 2  

4 (G(s)
s s

 
 
5 4

7 2  
A B C [ ] D

   
         
   
      

4 5
2 1 1 12 2

1 7

  
   

 
  
  

 

 4 معادلات حالت و معادله خروجي سيستم كنترل شكل مقابل كدام است؟ـ  

1 ( x x
x u , y

x x
 

 
      

             

1 1
2 2

1 3 1 12  

2 ( x x
x u , y

x x


 


      
             

1 1
2 2

1 1 12 3  

3 ( x x
x u , y

x x
 

 
      

             

1 1
2 2

2 3 1 11  

4 ( x x
x u , y

x x
 


      

             

1 1
2 2

2 3 1 11 1  

 5 اگرـx1وx2وx3هاي سيستم و حالتy الت سيستم عبارتند از:هاي حخروجي سيستم نشان داده در شكل زير انتخاب شوند، ماتريس  

1 (A , B , C [ ]
  
  

 

   
         
      

5 1
1 1 1 1

1 1
  

2 (A , B , C [ ]
  

   
 

   
         
      

5 1
1 1 1
1 1

  

3 (A , B , C [ ]
  

   
  

   
         
      

5 1
1 1 1
1

  

4 (A , B , C [ ]
  

   
 

   
         
      

5 1
1 1 1

1 1
  

1x2x

3x


u(s) 1

s

1
s 1

10
s 5

Y(s)

1
s 1

r 1x
2

1
(s 1)

3x

s

2x

u 






1
s

1
s 2

1x

4x

y

2x

3x

3
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 6 تحقق فضاي حالت تابع تبديل ـG(s)
s s s


  3 2

2
6 11 6

x    كدام است؟  y1 وx y2  وx y3    

1 (

 

x x u

y x

  
   

 

   
       
      



1
1

6 11 6 2
1

  2 (

 

x x u

y x

  
   

 

   
       
        



1
1

6 11 6 1
1

  

3 (

 

x x u

y x

  
   

 

   
       
        



1
1

6 11 6 2
1

  4 (

 

x x u

y x

  
   

 

   
       
        



1
1

6 11 6 2
1

 

 7 با تجزيه تابع تبديل ـG(s) زير عبارتست از: به كسرهاي ساده، يك مدل فضاي حالت براي سيستم كنترل  s sG(s)
(s )(s )(s )

 


  

26 22 18
1 2 3  

  
  
  

1 (y ( )x , x x r
 

  
 

   
        

      

11
1 2 3 2 1

3 1
  2 (y ( )x , x x r

     
          

        

12 2 3
1 2 3 1 4 3 1

1 2 6 1
  

3 (y ( )x , x x r
 

   
 

   
        

      

1
1 2 3 2

3 1
  4 (y ( )x , x x r


 

     
          

        

2 2 3
1 2 3 1 4 3

1 2 6 1
 

 8 سيستمي با معادلات ديفرانسيل زير توصيف مي شود:                                ـ           dz by u
dt

  4  dy y u az ;
dt

   2  

  هاي مشخصه اين سيستم كدام است؟ورودي است. ريشه  uتوابعي از زمان بوده و  zو  yكه در آن 

1 (ab  1 1 42  2 (ab 1 1 4
2 2  3 (ab  1 4 12  4 (ab 1 4 1

2 2  

 9 معادله ديفرانسيل سيستمي با شرايط اوليه صفر عبارت است ازـy (t) y (t) r (t) r(t)      كـهr(t) ورودي وy(t)  خروجـي سيسـتم
xاست. با انتخاب (t) y(t)1 وx (t) y (t) r(t) 2 ماتريسA در نمايش فضاي حالت اين سيستم كدام است؟  

1 (


 
  

1  2 (

 
  

1  3 (

 
  

1  4 (


 
  

1  

 01 معادلات حالت و خروجي سيستمي عبارتند از:ـ  x (t)
y(t) [ ]

x (t)
 

  
 

1
2

1
x (t) x (t)k

u(t) ;
x (t) x (t)k k

       
                

1 1
2 2

1 1
2 2 3

 
 

 

  ؟سيستم پايدار است kبه ازاي چه مقدار از
1 (k  2  2 (k   1 2  
kبه ازاي) 3  1 .به  سيستم همواره پايدار است و) 4  سيستم پايدار استk .بستگي ندارد 

 11 را در نظر بگيريد روبروسيستم كنترل شكل ـ:  
  

pGفرض كنيد توصيف واحد تحت كنترل (s) :بصورت معادلات حالت زير باشد  

 y(t) x 1 x x m(t) ;
   

       

1
3 1

 



  

  گيرند برابراست با :قرار مي jهاي معادله مشخصه سيستم حلقه بسته فوق بر روي محوركه به ازاء آن دو تا از ريشه kمقدار
1 (3  2 (2  3 (3  4 (4  

G(s) y(t)r(t)




m



k
s 2 pG (s) yr
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 21 يستمسـx x u
/ / /

   
    
   

1 1
5 5 5




  
را در نظر بگيريد. اگر ورودي  u x  1 )به سيستم اعمال شود، عنصر 1 , )1 از ماتريس انتقال  1

  حالت سيستم حلقه بسته برابر كدام است؟
1 (te  2 (te2  3 (1  4 (te1  
 13 اگرـ(t) ماتريس انتقال حالت سيستمx Ax باشد؟باشد كدام يك از روابط زير در مورد اين سيستم برقرار نمي  

1 (( t) ( t) ( t)     1 5 2 3 2 ((t) (t) ( t) ( t)         1 1  
3 (( t) ( t) ( t) ( t)    3 4 2  هر سه رابطه فوق برقرار هستند.) 4  5

 14 در معادله حالتـx x u
   

        

1
3 4 1
 

 چنانچهu   وx( )
 

  

1
1 باشد كدام شكل، نمودار(x (t),x (t))1  ؟كندرا معرفي مي2

 
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  
 15 معادلات حالت سيستمي به صورت:ـ               ( ) x x1 21  

( ) x x ax u
( ) y x

   


2 1 2
1

2 2 2
3


  

aباشد. خطاي حالت دايمي به ورودي شيب واحد برايمي   كدام است؟  

1 (a  2 (a
2  3 (

a
2  4 (

a
1  

 16 معادلات ديناميكي حالت در سيستمي بصورت زير است.         ـ  ( ) x x 1 21  
                                          ( ) x x x u    2 1 22 2 2  

( ) y x 13   

xبه ترتيب ورودي و خروجي سيستم و  y , uكه در آن 
x

x
 

  
 

1
2

u(t)بردار حالت است. خطاي ماندگار سيستم  y(t) به ورودي شيب واحد كدام است؟  

1 ( ) 4  مثبت باشد. صفر اگر ) 3  است. ه هر حال ب) 2  منفي باشد.اگر 2
  مثبت باشد.اگر 2

 17 دريك سيستم با فيدبك واحد منفيـkG(s)
s(s )(s )


 1 كنيم كه در معرفي فضاي حالـت سيسـتم مقـدار را طوري انتخاب مي kاست.  3

)وروديازاي داشته باشيم. در اين صورت خطاي ماندگار سيستم به  -5/3اي در ويژه t / )u(t)2 5 چقدر است؟  

1 (35
48  2 (48

  ) 4  صفر) 3  35

  

1x (t)1

2x (t)

1

0
1x (t)

2x (t)

1

0
1 1x (t)

2x (t)

1

0
1 1x (t)

2x (t)

1

0
1
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   ) 1آزمون(     
  

  
  

 1 مجانب دياگرام بد براي يك سيستم به صورت زير داده شده است. تابع تبديل سيستم كدام يك از توابع زير است:ـ  

1(s

s( s )



 2
2 1
1 13

  2( 
s

s( s )



 2

1 12
3 1

  

  

3(s( s )

( s )



 2
2 1

1 13

  4( 
s( s )

( s )



 2

1 12
3 1

  

  
 2 معادله مشخصه سيستمي به صورتـ G s s s s      4 3 21 4 12 2 16   باشد. كداميك از گزينه در رابطه با پايداري سيستم صحيح است؟مي 8

  ) سيستم پايدار است. 2  ) سيستم داراي دو ريشه ناپايدار است. 1
  ) سيستم در مرز نوسان است. 4  ) سيستم داراي يك ريشه ناپايدار است. 3
 3 يك سيستم كنترل به ورودي شيب واحد به صورت پاسخـt ty(t) e e   22 4 )باشد. ضريب ميراييمي 4 ) و ثابت زماني( ) باشد؟چقدر مي  

1(   2 3 2  
3(    3 2 3  

2(    2 3 2
2 2  

4(    3 2 3
3 4  

 4 نمودار نايكوئيست سيستمي مطابق شكل است، تحليل پايداري سيستم چگونه خواهد بود؟ـ( )   
  ) سيستم پايدار است. 1
  ) سيستم داراي يك ريشه ناپايدار است. 2
  ) سيستم داراي دو ريشه ناپايدار است. 3
  شكل جهت بررسي پايداري سيستم كافي نيست.  ) اطلاعات4
 5 هاي سيستمي به ازاي تغييرات مثبت بهره شكل كلي مكان ريشهـk از: عبارت است( )( )        1 2 1 فركانس نوسـانات پايـدار  2

  اين سيستم عبارت است از:

1(2  2(2
2  3(2 2  4 (2  

 6 كدام گزينه تابع تبديلـC
R

  دهد؟اي زير را نشان مينمودار جعبه 

1(
s s 2

12
3 24 1

  2(s
s s  2

12
3 22 1

  

3(s
s s 3 12 1

  4(
s s 3 2

12
12 1

  

 7 يستمي با تابع انتقالاگر به سـ
se

s(s )





2

x(t)ورودي 1 sin t   اعمال شود. پاسخ سيستم را تعيين كنيد.  5

1(y sin(t )   125 2 4  2(y sin(t )  5 8 3
42

  

3(y sin(t ) 2
5 4  4(y sin(t ) 5 2 4  

  )C( : سطح آزمون                                                         15 : الاتؤتعداد س

1
2

AR


1
2

3

1   
  




2
R 2

s 1
C

3s




2
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 8 يكوئيست سيستمي مطابق شكل است. با توجه به اين نكته كه سيستم قطب ناپايدار ندارد، پايداري مستقيم را تحليل نماييد. نمودار ناـ  
  

1(k 1  
2(k 1   
3(k , k 1 1  
4(k    

 9 الاگر تغييرات سيگنـC(t) ،با زمان به صورت زير باشدR(s) :برابر است با  
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  
  

2 3 3
2 2 2
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se e e e
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  
  

2 3 3
2 2 2

24 3  
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2 2 2

23  4(
s s

se e e
s s s

 
 

3 3
2 2 2
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 10 ترلي به شكلتابع تبديل حلقه باز يك سيستم كنـkL(s)
s( s a)


5 هاي ايـن سيسـتم بـه اسـت. نقطـه شكسـت مكـان هندسـي ريشـه 2

a,kازاي   در كدام گزينه آمده است؟  

1(as  2  2(as  4  3(s
a
 1
4  4(s

a
 1
2  

 11 تابع تبديل مدار باز سيستمي معادلـ
( s )( s ) 

5
4 1 2   شـود. تبـديل مـدار باشد. از يك كنترل كننده تناسبي براي كنترل خط استفاده ميمي 1

/اي حالتي كه مقدار خطاي دائمي برابررا بر ckاي واحد در مقدار مقرر، مقدارباشد. براي يك تغيير پلهپس خور برابر واحد مي 5 :باشد برابر است با  
1(ck  5  2(ck  4  3(ck / 5  4(ck / 2  
 12 آل واحد نسبت مقدار اوليـه پاسـخ بـه ر صورت تحريك سيستم به ورودي ضربان ايدهتابع انتقال يك سيستم به صورت زير داده شده است. دـ

s  قدر است؟مقدار نهايي پاسخ چه sG(s)
s(s )(s )

 


 

2 1
4 3  

  4 )4  1 )3  صفر )2  12 )1
 13 وساني باشـد وترين پاسخ غيرنباشد. چنانچه سيستم داراي سريعسيستمي شامل دو تانك ارتفاع پشت سرهم با اثر متقابل ميـA A 1 2 1 

  را بدست آوريد.  R1و R2باشد. رابطه بين
1(R R R 1 2 12 2  2((R R ) 2

1 2 2  3(R R R 1 2 22 2  4(R R 2 2
1 24   

 14 با توجه به نمودار مكان هندسي مقابل، محدوده پايداريـk را تعيين نماييد؟ 
1(k   6  
2(k  6  
3(k  4  
4(k  4  
 15 كان هندسي مقابل محاسبه نماييد.ها را در نمودار ممحل تلاقي مجانبـ  

1(s / 1 5  
2(s / 2 5  
3(s  3  
4(s /  5  
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