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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  اعداد مختلط و خواص آن :)1( درسنامه  
  

 اعداد مختلط  
  

 هر عدد مختلط به فرم :1تعريفz x iy  شود كه نمايش داده ميx وy و بوده دو عدد حقيقيi  1 و لذاi  2 از اين رابطه در ضـرب،   .باشدمي 1
بـه   بـرق  به همين دليـل در بعضـي كتـب    دهند،نمايش مي iدر مهندسي برق جريان را با (چون شود.زياد استفاده مي ،تقسيم و روابط محاسباتي اعداد مختلط

zبه صورت zعدد مختلط اگرشود) استفاده ميي موهومي جهت نشان دادن يكهjاز حرف iجاي x iy    دكـارتي عـدد مخـتلط     فـرم  آن را ،تعريـف شـود
    نويسيم:  ميآن را به شكل زير ناميم و مي zموهوميرا قسمت  yو zحقيقي را قسمتxگويند.مي

x Re z , y Im z   
x}    شود:تعريف مي مقابلي مجموعه اعداد مختلط به صورت پس به طور كل iy | x, y , i }     2 1 مجموعه اعداد مختلط  

تـوان آن را بـه شـكل    عـددي حقيقـي باشـد، مـي     xمـثلاً اگـر   ي موهومي آن صفر اسـت. رد كه مؤلفهد مختلط فرض كتوان يك عدهر عدد حقيقي را مي
z x i   ردتوان قواعد اعداد مختلط را بر روي اعداد حقيقي هم اجرا كنوشت. بنابراين اكثر مواقع مي.  

را نشـان  zو بر روي محور قائم، قسمت موهـومي  zكنيم، و بر روي محور افقي، قسمت حقيقي، دو محور عمود بر هم رسم ميzلطبراي نمايش عدد مخت
  دهيم.مي
  
  
  

،  
  
  
 به ازاي هر عدد مختلط :2تعريفz x iy عدد مختلط ،z x iy    يرا قرينهz ناميم.مي  
 عدد مختلط(اندازه) قدر مطلق  :3تعريفz x iy   شود:   تعريف مي زيربه صورت  

| z | x y 2 2  
zقدر مطلق عدد مختلطبراي مثال،  i 1 |برابر 3 z |   باشد.مي 2

  دهد.تا مبدأ مختصات را نشان مي ي آن عدد مختلطو فاصله است غيرمنفيقدر مطلق يك عدد مختلط، عددي حقيقي و 
  

اعمال حسابي در اعداد مختلط  
  

  شد:باقوانين جمع، تفريق، تقسيم و ضرب اعداد مختلط، همانند اعداد حقيقي مي
zمجموع دو عدد مختلطجمع:  x iy 1 1 zو 1 x iy 2 2 z           است: روبروبه صورت  2 z (x x ) i(y y )    1 2 1 2 1 2  

zتفاضل دو عدد مختلطتفريق:  x iy 1 1 zو  1 x iy 2 2 z            است:روبرو به صورت  2 z (x x ) i(y y )    1 2 1 2 1 2  
zبراي ضرب دو عدد مختلطضرب:  x iy 1 1 zو 1 x iy 2 2  ـ  به صورتكافي است دو عدد را  2  جـاي ه معمولي جمله به جمله در هم ضرب كنـيم و ب

i2، مقدار1 .را قرار دهيم  z .z (x iy )(x iy ) x x ix y ix y i y y (x x y y ) i(x y x y )          2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1  

zبراي بدست آوردن خارج قسمت دو عدد مختلطتقسيم:  x iy 1 1 zو1 x iy 2 2   كنيم.  ضرب مي ،صورت و مخرج كسر را در مزدوج مخرج 2

             z x iy x iy x x ix y ix y i y y x x y y x y x y
i

z x iy x iy x y x y x y
      

    
    

2
1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
  

مزدوج يك عدد مختلط   
  

zعدد مختلط مانندازاي هر  به x iy مزدوج ،z به صورتz x iy  خوانيم! مي» زِد بار«شود و آن را تعريف مي
zبراي مثال مزدوج عدد مختلط i 5 zبه صـورت  2 i 5 zتلطو مـزدوج عـدد مخ ـ   2 i    بـه صـورتz i  

  نسبت به محور حقيقي است. zي، قرينهzاز نظر هندسي شود.تعريف مي
 شود. يعني اگر براي عدد مختلطمزدوج هر عدد حقيقي خودش مي  :1تذكرz x iy مقدار ،y گاهصفر باشد، آنz x و لذاz x .خواهد بود  

zچون :1نكته  x iy  وz x iy گاه، آنzz شود:به شكل زير حساب مي    
zz (x iy)(x iy) x i y x ( )y x y         2 2 2 2 2 2 21  

xدانيممي y2 |برابر با 2 z   است، پس تساوي زير را داريم: 2|
zz | z | 2  

  كنيم.از تساوي فوق در پاسخ به سؤالات، زياد استفاده مي

Re(z)  
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وابع مختلطاعداد و ت:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

خواص اعداد مختلط   
  

  دو عدد مختلط باشند، در اين صورت روابط زير برقرارند: z2و z1فرض كنيد
z z

( )
z z

1 1
2 2

  )4  z z z z1 2 1 2  )3  | z | | z |   )2 z z z z  1 2 1 2    )1  

| z | | Re z | | Im z |    )8 z | z |
| |
z | z |

1 1
2 2

  )7  | z z | | z || z |1 2 1 2   )6 (z) z       )5
 | z | | z | | z | | z | | z z |    1 2 1 2 1 2    )10 | z z | | z | | z |  1 2 1 2    )9

 حاصل  :1مثالA ( i)(i )  1 2    برابر است با: 2
1 (i5  2 (i5  3 (i4 5  4 (i4 5  
  :داريم: عدد مختلطبا استفاده از ضرب   »1«گزينه پاسخ          A ( i)( i) i i i i i          21 2 2 2 4 2 2 5 2 5  

 

 حاصل :2مثالi
A

i





1 3

  كدام است؟ 3
1 (i  2 (i  3 (4  4 (4-  

  :كنيم:عبارت را در مزدوج مخرج ضرب مي  »1«گزينه پاسخ                                     i i i i i i i i
i i i ( ) i

     
    

   

2

2 2
1 3 1 3 3 3 3 3 4

43 3 3 3
  

 

 حاصل :3مثالA
( i)( i)( i)


  

1
1 2   كدام است؟ 3

1 (i
1  2 (i


1  3 (


1

1  4 (



1

1  

  :با استفاده از سپس رده وابتدا بايد پرانتزها را در هم ضرب ك»  2«گزينه پاسخi  2   ، مخرج را ساده كنيم:1
i i iA A

( i)( i)( i) ( i)( i) i i i( i i i )( i) i i i i  
          

          2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 2 3 1 3 3 1 1 12 2 3 3 9 3 1
  

 

 مقدار :4مثالi i

i i i



 

36 27
124 12   برابر كدام است؟ 5

1 (i1   2 (i1  3 (i 1  4 (i 1  
  :دانيم مي»  1«گزينه پاسخi  2   :داريم ، بنابرايناست 1

i i (i ) (i ) i ( ) ( ) i i i i i i
i i ii i i (i ) (i ) (i ) i ( ) ( ) ( ) i

       
       

        

36 27 2 18 2 13 18 13

124 12 5 2 62 2 6 2 2 62 6 2
1 1 1 1 1 111 1 1

  
  برابر با صفر است، يعني داريم: iمجموع هر چهار توان متوالي از :2نكته  

k k k ki i i i     1 2 3   

 حاصل  :5مثالi i i i
S

(i i i i )

   


   

139 1391 1392 1393
2 11 2 12 2 13 2 14

1
1



   كدام است؟ ،  
1(   2( 1  3( 1-  4( i  
 :ر توان متوالي ازي فوق مجموع هر چهاطبق نكته  »2«گزينه   پاسخi     برابر با صفر است. پـس مجمـوع چهـار تـوانi    در صـورت و مخـرج صـفرند ،

Sپس .ماننددر صورت و مخرج باقي مي 1فقط اعداد  بنابراين  
1     شود.مي 11

  
 فرض كنيد :6مثالz Cو| z ai | | z bi |   )a وb اعداد حقيقي وa b(، در اين صورت مقدارz z برابر كدام گزينه است؟    

1 ((a b)i   2 ((a b)i   3 ((a b)i  4 ((a b)i  
  :با فرض  »1«گزينه پاسخz x iy  :داريم  

a b| x iy ai | | x iy bi | x (y a) x (y b) y a (y b) y ( ) ( )
                  2 2 2 2 12  

( ) a bz z (x iy) (x iy) yi z z [ ( )]i (a b)i
            12 2 2    
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

zبراي اين كه دو عدد مختلط :3نكته  x iy 1 1 zو 1 x iy 2 2 xبا هم برابر باشند، بايد دو شرط 2 x1 yو 2 y1   برقرار شود. 2
 در معادله مختلط :7مثالx iy ix y i    3 2 5 7   كدام است؟yو x، مقادير اعداد حقيقي5

1 (x , y  1 2  2 (x , y  1 2  3 (x , y  2  4 (x , y  1  
  :كنيم:مرتب ميابتدا طرف چپ تساوي را  » 1«گزينه پاسخ              ( x y) ( y x)i i    3 5 2 7 5   

  :داريم برابر باشند، يعني با يكديگر تساوي فوق برقرار باشد، لازم است مقادير حقيقي و موهومي در طرفين تساوي اين كهبراي 
x y x y

y y , x
y x y x
    

           

3 5 7 3 5 7 11 22 2 12 5 6 3 15  
  

  

zبه ازاي هر عدد مختلط :4نكته  x iy  :روابط زير را داريم ،  
z z z z

Rez x , Imz y
i

 
   2 2  

  

 ي خطمعادله  :8مثالx y 2 3   اي است؟ي مختلط داراي چه معادلهدر صفحه 5
1( ( i )z ( i)z i   3 2 3 2 5  2( ( i )z ( i)z i   2 3 3 2 5  3 (( i)z ( i )z i   3 2 3 2 1  4( ( i)z ( i )z i   3 2 2 3 1  
 :با توجه به اين كه  »4«گزينه   پاسخz zx 

 zو 2 zy
i


   ، لذا داريم:2
iz z z z( ) ( ) z z (z z) ( i)z ( i)z z z i ( i )z ( i )z i

i i
 

                232 3 5 5 2 2 3 3 1 2 3 2 3 12 2 2  njJo†¸Ã o‡    
  

 حاصل عبارت :9مثالz iz
k

z i z

 


 

2

2
1

1
  كدام است؟ 

1( 1  2( i  3(  1-  4(  i  
  :دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »4«گزينه پاسخ  
  ن مزدوج عبارت مخرج، در صورت و مخرج كسر داريم:با ضرب كردش اول: رو

( z iz)(z i z ) z z i( z ) iz i z z i( z )k i
z i ( z ) z(z i z )(z i z )

          
   

     

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2
1 1 1 1 1 2 1

1 2 11 1
   

iكسر را در عبـارت  هاي صورت و مخرج،تر اين است كه با توجه به عبارتراه حل ساده :مدوش رو
i

  ، پشـت پرانتـز،   كسـر  را در صـورت  iضـرب كنـيم و   

)  كنيم:در مخرج كسر را، در پرانتز ضرب  iنگه داشته و z iz) i i( z iz) i
i(z i z ) (iz z )

   
  

   

2 2

2 2
1 1

1 1
  

  

 اگر  :10مثال| z | az، آنگاه حاصل1 b
| |
bz a




  اعدادي مختلط هستند، كه حداقل يكي از آنها مخالف صفر است) bو  a(است؟ برابر كدام گزينه  

1( 1  2( 2  3( 1
2  4( 2  

 :ي با استفاده از رابطه  »1«گزينه   پاسخ| z | zz2 :داريم  az b az b az b az b a z b( )( ) ( )( )
bz abz a bz a bz a bz a

    
 

   

2
  

|چون z |1 باشد، لذاميzz | z | 2 z، پس1
z


  باشد و داريم:مي 1

  
a bza baz b az b az b az b a bzz z| | ( )( ) ( )( ) ( )( )
b az b azbz a bz a bz a bz ab( ) a

z z


    

   
    

2
1

11  

  

 فرض كنيد  :11مثالaz b
w

cz d





wتوان گفت: در تسـاوي اعداد حقيقي هستند. مي dو  a ،b  ،c، كه در آن  w k

z z | cz d |




  برابـر بـا    kمقـدار   2

kباشد و با شرط........... مي   .................. مقادير ،z  وw .(با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه تهران)    هم علامت هستند  

1 (ad bc 2  ، موهومي (ad bc3  ، حقيقي (a b
c
4  ، موهومي (a b

c
حقيقي ،  

   :ابتدا   »1«گزينه پاسخw w دهيم:را تشكيل مي  az b az b az b az bw w ( ) ( )
cz d cz d cz d cz d
   

    
   
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وابع مختلطاعداد و ت:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  با توجه به خواص اعداد مختلط و توجه به اينكه مزدوج هر عدد حقيقي خودش است، داريم:
az b az b (az b)(cz d) (az b)(cz d) aczz azd bcz bd azcz azd bcz bdw w
cz d cz d (cz d)(cz d) (cz d)(cz d)
             

    
     

  

w  پس از ساده كردن صورت كسر داريم: w ad bc

z z | cz d |

 


  2
ad(z z) bc(z z) (ad bc)(z z)w w

(cz d)(cz d) | cz d |
    

   
   2  

kتوان نتيجه گرفتبنابراين با توجه به صورت سؤال مي ad bc  ر شد!باشد. خبُ نقطهمير كردن نقطه چين اول پرويم!چين بعدي ميسراغ پ  
w«دانيم است، چون مي حل قسمت دوم راحت w « دو برابر قسمت موهومي «برابر باw  « و»z z « دو برابر قسمت موهومي «برابر باz «:است، يعني داريم  

w k
z | cz d |


 2

Â¶¼À¼¶Sμv¤
Â¶¼À¼¶Sμv¤  

|و kبا توجه به اينكه  cz d |  مثبت هستند، پس هر علامتي كه قسمت موهوميz قسمت موهومي داشته باشد ،w  .نيز همان علامت را خواهد داشت  
ضرب داخلي و خارجي دو عدد مختلط  

  
zدو عدد مختلط (يا دو بردار) x iy 1 1 zو 1 x iy 2 2   :شودبصورت زير تعريف مي z2و z1ضرب داخلي .مفروضند 2

z .z x x y y 1 2 1 2 1 2  
  شود:بصورت زير تعريف مي z2و z1ضرب خارجيو 

z z x y y x  1 2 1 2 1 2  
  يكي از دو رابطه زير محاسبه نمود :  توسطتوان را مي z2وz1زاويه بين دو عدد مختلطزاويه بين دو عدد (بردار) مختلط: 

| z z |
sin

| z || z |


  1 2

1 2
    z .z

cos
| z || z |

  1 2
1 2

  

 اگر :21مثالz i , z i   2 13 4 3 zآنگاه حاصل 4 .z
A

z z



1 2

1 2
  كدام است؟ 

1 (7
24  2 (

7
24  3 (

24
7  4 (24

7  

  :4«گزينه پاسخ             «            z .z ( )( ) ( )( ) z .zA
z z ( )( ) ( )( ) z z

     
          

1 2 1 2
1 2 1 2

3 4 4 3 24 24
3 3 4 4 7 7  

شكل قطبي اعداد مختلط   
  

zهر عدد مختلط x iy ،(z )  توان به شكلرا ميz r(cos i sin )    نامند.نوع نمايش را شكل قطبي عدد مختلط مينوشت. اين  يـا آرگومان را 
x  هاي مقابل را داريم:و تساوي گويندمي zعدد مختلط اندازه ياو مدول  ،قدر مطلقرا  rو zعدد مختلط زاويه فازيا  آوند r cos , y r sin     

محاسبه ي اندازه و آرگومانِ اعداد مختلط   
  

zمختلط غير صفر عدد x iy  يي نقطهرا در نظر بگيريد. مطابق شكل فاصلهz تا مبدأ مختصات را باr طور كه گفتـيم؛ بـه آن   دهيم و هماننشان مي
  شود:شود و به صورت زير حساب ميگفته مي zاندازه 

r | z | x y  2 2  
  

zعددي مثبت است و در rتوجه كنيد كه  مختص ، شودتعريف نمي:  
ytgاست. چون اي مانند، زاويهzاز طرفي مطابق شكل، منظور از يك آرگومان

x
  
¾Ä»Hp ¾M®MI£¶”±†
¾Ä»Hp ¾M n»I]¶”±†

  ، لذا داريم:

y
Arctg( )

x
   

، آرگومـان منحصـر بـه فـردي نسـبت      zشوند. براي اين كه به عدد مختلطهاي ديگر مشخص مي، آرگومان2براي يك عدد مختلط با اضافه شدن مضارب
)را به بازهدهيم، , ]  كنيم و به اين مقدارمحدود مي ،آرگومان اصليzگوييم و آن را باميArgz   دهـيم. مجموعـه آونـدهاي عـدد     نمـايش مـي
argرا به صورت zمختلط z دهند:نمايش مي  arg z {Argz k , k z}   2  

zدد مختلطبراي مثال ع i 1 را در نظر بگيريد؛ چونx y 1بنابراين ،Arctg 
1
و لذا 1

  توان با هاي ديگري نيز ميالبته آرگومان .باشدمي 4

اضافه كردن 2 به
    ؛بيان كرد. در اكثر سؤالات براي هر عدد مختلط معمولاً آرگومان اصلي مدنظر است، مگـر ايـن كـه در صـورت سـؤال قيـد شـود        4

  هاي اصلي مدنظرتان قرار گيرد.جا به بعد آرگومانپس از اين
yArctgرابطه به صورت ،باشد هارمچيا  اولاگر نقطه در ربع  ،در تعيين آرگومانتوجه: 

x
  باشد، رابطـه بـه    سومو  دومباشد و اگر نقطه در ربع مي

yArctgصورت
x

   شود.نوشته مي  

z x iy 

y

x

  محور حقيقي

 موهوميمحور 

y 
r
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

تبديل فرم دكارتي به فرم قطبي   
  

اي دارد. مراحـل زيـر جهـت ايـن تبـديل      اهميـت ويـژه   تعيـين  باشد كه البتهترين مطالب در اين بخش، تبديل فرم دكارتي به فرم قطبي مياز مهميكي 
zخواهيم عدد مختلطشود: (ميپيشنهاد مي x iy  را به فرمz (r, )  (.بنويسيم  

rياز رابطه rيبراي محاسبه :(r)ي عدد مختلطبدست آوردن اندازهي اول: مرحله x y 2   شود.حساب مي rكنيم و به راحتياستفاده مي 2
  !كنيمرستان بلديم! اما براي يادآوري نمودار را دوباره رسم مياين موضوع را از دبي در آن قرار گرفته است: (x,y)ياي كه نقطهي دوم: تعيين ناحيهمرحله
zينقطه )1 i 1 xدر ربع اول قرار دارد، چون 2 1 وy    باشد.مي 2

zينقطه )2 i  
1 3
2 xدر ربع دوم قرار دارد، چون 2  

1
yو 2 

3
 باشد.مي 2

zينقطه )3 i  
3 1

2 xدر ربع سوم قرار دارد، چون 2  
3

yو 2   1
 باشد.مي 2

zينقطه )4 i 1 در ربع چهارم قرار دارد، چونx 1 وy  1 باشد.مي  

)تعيين آرگوماني سوم: مرحله ): ترين بخش در اين عمليات، تعيينمهم گيريم:ي زير كمك مياز دو رابطه براي تعيين آن است و  
yArctgد:باش چهارميا  اولالف) اگر نقطه در ربع 

x
   

yArctgباشد: سومو  دومب)  اگر نقطه در ربع 
x

    

zبه بيان ديگر، در اين روش براي عدد مختلط x iy ي، ابتدا با استفاده از رابطهyArctg
x

 مقدار ، اگـر نقطـه در ربـع اول و     .كنـيم ب ميرا حسا  
ي فـوق بدسـت   از رابطه گيريم. اما اگر نقطه در ربع دوم و يا سوم باشد، به عددي كه برايرا به عنوان آرگومان در نظر مي وقت همانيا چهارم بود، آن

چند مثال آورده شده است كه البته شما در اكثر سؤالات لازم نيست شكل رسم كنيد و خودتـان را درگيـر    ،كنيم. براي درك بهتررا اضافه مي آمده، عدد
  اند:ها نيز رسم شدهاين ماجرا كنيد، در اين چند مثال براي درك بهتر شكل

z i ( 1 1  
r

z (r, ) ( , )
Arctg

       
   



2 21 1 2
21 4

1 4
  

است، لذا اولچون نقطه در ربع 
    جواب موردنظر است. 4

 

z

1

4


1

2

z

1

1

2



Im(z)

Re(z)
  

z i ( 1 3 2  
r ( )

z ( , )
Arctg( ) Arctg

        
        



2 23 1 1 3 4 2
23 331 3

  

قرار دارد، لذا چهارمچون نقطه در ربع 
     جواب موردنظر است. 3

  
z i (  1 3 3  

r ( ) ( )

Arctg( ) Arctg

       
     



2 21 3 1 3 4 2
3 31 3

  

قرار دارد، بايد به دومچون نقطه در ربع 
 را اضافه كنيم، لذا ، عدد3 

   
2

3 3   

zو بنابراين ( , )
22   است. 3

  

z i (  2 2 3 4  
r ( ) ( )

Arctg( ) Arctg

       
    



2 22 2 3 4 12 4
2 3 32 3

  

است، پس بايد به سومچون نقطه در ربع 
اضافه شود، بنابراين ، عدد3 

   
4

3   جواب موردنظر است  3

zراينو بناب ( , )
44   است. 3

y

x




x

y




−»H”Mn




x

y




³»j”Mn




x

y




³»w”Mn




x

y




³nI¿a”Mn

3


1
3

1

z

2



Re(z)

Im(z)

2
3


3
1

z

1

2



Im(z)

Re(z)

z

4
3
 

2 3

1

1

2

3


2

Im(z)

Re(z)
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وابع مختلطاعداد و ت:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

 آرگومان  :2تذكرz ki برابر با
  zو 2 ki  برابر با

     عددي حقيقي و بزرگتر از صفر است.) kاست ( 2
k kz ki Arctg Arctg( ) , z ki Arctg( ) Arctg  

                2 2 
  

  
 اگر :13مثالz i( i )( i)  1 3   كدام است؟ zگاه فرم قطبي، آن3

1( ( , )2 6  2( ( , )2 3  3( ( , )4 6  4(  ( , )4 3  

  :كنيم تا عبارت ساده شود:ابتدا پرانتزها را در هم ضرب مي  »4«گزينه پاسخ  
z (i i )( i) (i )( i) ( i) ( ) i i i i               2 2 2 23 3 3 3 3 3 2 3 3 1 2 3 2 2 3  

r  كنيم:را حساب مي zيابتدا اندازه | z | ( )       2 22 2 3 4 4 3 16 4  

)yArctg  را حساب كنيم و لذا داريم: zحالا بايد آرگومان ) Arctg( ) Arctg
x


  

2 3 32 3  

در ربع اول قرار دارد، بنابراين همان چون
  zپس .مورد قبول است 3 ( , ) 4   ، فرم قطبي مطلوب است.3

شكل نمايي عدد مختلط   
  

ieبا استفاده از فرمول cos isin   هر عدد مختلط به شكل قطبي ،z r(cos i sin )    توان به فرمرا ميiz re   نمايينوشت كه به آن فرم 
izگويند. عدديك عدد مختلط مي re  را به شكلz r  خورد.كه البته نمايش آخري در رياضيات كمتر به چشم مي توان نمايش دادنيز مي  

 عدد مختلط :14مثالi
z e



   را به فرم دكارتي بنويسيد. 32

  :كهبا توجه به اينپاسخr  و 2
  z   باشد، داريم:مي 3 (cos i sin ) ( i ) i 

     
1 32 2 1 33 3 2 2   

  ضرب و تقسيم اعداد مختلط به فرم قطبي يا نمايي      

دو عـدد   ضـرب و تقسـيم  باشد ولي بـراي محاسـبه   تر از فرم قطبي يا نمايي ميدو عدد مختلط استفاده از فرم دكارتي ساده جمع يا تفريقبراي معمولاً 
  باشد.دكارتي ميتر از فرم ساده نماييفرم مختلط استفاده از

izاگر r e  11 izو 1 r e  22 )i  آنگاه خواهيم داشت: 2 )) z z r r e   1 21 2 1 )i                  و             22 )z r
) e

z r
  1 21 1

2 2
1  

 اگر :15مثالz cos isin
 

 1 5 zو  5 cos isin
 

 2 5 zدار، مق5

z

4
1
2

  ؟كدام است 

1 (i   2 (1-  3 (1  4 (i  

  :يعني؛ نويسيم.ابتدا اعداد داده شده را به فرم نمايي مي » 2«گزينه پاسخ
i

z e


 و 51
i

z e



   داريم: ، و52

i
i i i

i

z (e ) e .e e cos i sin
z

e


 





       

44 451 5 5
2 5

1  

 
 ها را به خاطر بسپاريد:روابط زير بسيار كاربردي هستند، آن :3تذكر  

i i i i i i i ie e i , e e i , e e , e e
   

               
3 3

2 22 2 2 2 1 1  
توان يك عدد مختلط و فرمول دموآور   

  
 را بـه تـوان برسـانيم. فـرض كنيـد      يسـيم و سـپس آن  را بـه شـكل قطبـي يـا نمـايي بنو      بهتـر اسـت ابتـدا آن    ،براي به توان رسـاندن يـك عـدد مخـتلط    

iz re r(cos i sin )    ،داريم صورت در اين باشد:             n nz r (cosn isinn )   n i n n i(n )z (re ) r e     

  عددي طبيعي است. nنام دارد كه درآن  موآوردفرمول فوق فرمول كنيم. ضرب مي nرا در cosو sinهايرسانيم و كمانمي nيعني اندازه را به توان
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 حاصل  :16مثالii برابر چيست؟  

1 (e


 2  2 (e

2  3 (1  4 (1-  

  :دانيممي  »2«گزينه  پاسخi
i e



 ii       ، لذا داريم:2 ii (e ) e
 

  2 2  
 

 مقدار :17مثال( i) 11  .را بدست آوريد  

  :دانيممي پاسخ
i

i e


  41                     : داريم ، بنابراين2
i i

( i) ( e ) e (cos i sin ) i


 
 

 
     

1
1 1 54 4 5 51 2 2 32 322 2  

 

 حاصل :18مثال( i) 52 2   ؟كدام است 3
1 (1 24 6    2(1 24 3     3 (256 2 3    4 (256 2 6    

  :دانيممي»  2«گزينه پاسخ
i

i e


  32 2 3 i    :    داريم ، بنابراين4
( i) ( e ) (cos i sin )   


 

     5 5 53 5 52 2 3 4 4 1 24 33 3  
 

 حاصل عبارت  :19مثال( i )

( i )



 

8
7
1 3

2 1 3
  كدام است؟ 

1 (1  2 (1-  3 (1
2  4 (1

2  

  :براي صورت كسر بهتر است در مختصات نمايي سؤال را حل كنيم: 8با توجه به تقسيم دو عبارت بر هم و توان   »1«گزينه پاسخ  

                   
i i

i i i

i i

( i ) ( e ) ei e , i e e
( i )

e e

 
  

 


         
 



8
2 68 83 3

3 3 3
7 2 2

7 3 3

1 3 21 3 2 1 3 2 1
2 1 3

2 2
  

  
 مقدار  :20مثالcos x4 ز اعداد مختلط بر حسبرا با استفاده اcos x4 وcos x2 .بدست آوريد  

 :توجه كنيد كه  پاسخixe cos x isin x  و لذاixe cos x isin x    كردن داريم: 2با جمع طرفين و تقسيم بر  
ix ix ix ixe e cos x e ecos x

  
  

2
2 2 2  

يو تساوي اول از هم به رابطهالبته با كم كردن د(
ix ixe esin x

i


   پردازيم:م)، حالا به حل سؤال ميرسيمي 2

  
ix ix ix ix

ix ix ix ix ix ix ix ixe e e ecos x cos x ( ) (e e ) [(e e ) ] [e e e .e ]
 

    
         4 4 4 2 2 2 2 21 1 1 22 2 16 16 16  

ix ix ix ix ix ix ix ix[e e ] [(e ) (e ) e .e (e )( ) (e ) ]            2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 12 2 2 2 2 2 216 16  

ix ix ix ix[e e (e e )] [ cos x cos x] cos x cos x            4 4 2 21 1 1 1 34 2 4 2 4 6 8 2 4 216 16 8 2 8  

  
 حاصل  :21مثالz i i i    2 13921 كدام گزينه است؟ ، برابر  

i) 3  1) 2  صفر) 1
i



1
1  4 (i

i





1
1  

  :با شرط  »2«گزينه پاسخk    ي مقابل را داريم:همواره رابطه k، به ازاي هر1
n

n kk k k
k

  
    


2 1 11 1  

i  رت سؤال خواهيم داشت:با توجه به صو i (i) i(i ) i( ) iz
i i i i i

     
     

    

1393 1392 2 696 6961 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1    
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وابع مختلطاعداد و ت:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل :22مثالnA ( cos isin )    1 كدام است؟  

1( n n n ncos [cos i sin ]   
12 2 2 2  2( n n n ncos [cos i sin ]  

2 2 2 2  

3(  n n n ncos [cos i sin ]   
12 2 2 2  4(  n n n ncos [cos i sin ]  

2 2 2 2  

  :دانيممي  »4«گزينه پاسخcos cos 
   21 2 sin، و همچنين2 sin cos 

  2 2     ، با جايگذاري اين مقادير در رابطه داريم:2
n nA ( cos i sin ) ( cos i sin cos )  

      21 2 22 2 2  

cosاز عبارت با فاكتورگيري 2 n  داريم: 2 n n n nA [ cos (cos i sin )] cos [cos i sin ]     
   2 22 2 2 2 2 2  

 

 اگر تابع  :23مثالnf (x) (cos xsin ) bcosn axsinn        برx 2 aپذير باشد، حاصلبخش 1 b چقدر بايد باشد؟  
1 (1  2 (2-  3 (1-  4 (2  
   :براي اينكه تابع  »4«گزينه پاسخf (x) برx 2 xهاي معادله پذير باشد، بايد ريشهبخش 1  2 1  يها را در ضابطهرا بدست آوريم و آنf (x)  به جاي

xها قرار دهيم. هر دو ريشه بايدf (x) يم:كنها را حساب ميرا صفر كنند. پس اول ريشه  x (x i)(x i) x i        2 1    
nf (i) (cos i sin ) b cos n ai sin n cos n isin n b cos n aisin n ( b)(cos n ) i( a)sin n                       1 1  

  

bشوند، بنابراينبراي صفر شدن سمت چپ بايد مقادير حقيقي و موهومي صفر   1 وa 1شود. اگر قرار دهيمميx i  :داريم  
nf ( i) (cos i sin ) b cos n a( i)sin n cos n isin n b cos n aisin n                      

( b)cos n i(a )sin n b , a          1 1 1 1  
2aبنابراين b ( )    1   شود.مي 1

 

 تر حل كرد.را راحت توان برخي سؤالات مشكلبه كمك اعداد مختلط مي  :4تذكر  

 حاصل انتگرال  :24مثالaxI e cosbxdx 
1


  ، را به كمك اعداد مختلط حساب كنيد.

 :توانيم به شود. ميتر حل مياما با استفاده از اعداد مختلط راحت .يماهي جزء به جزء حساب كردبه كمك قاعده) 1در رياضي (حاصل اين انتگرال را قبلاً  پاسخ

axeجاي انتگرال فوق، قسمت حقيقي انتگرال (cosbx isin bx)dx



ibxeيحسـاب كنـيم. بـراي ايـن منظـور از رابطـه      را  1 cos bx isin bx    اسـتفاده

  :كنيممي
ax ax ibx (a ib)x (a ib)xI Re[ e (cosbx isin bx)dx] Re[ (e .e )dx] Re[ e dx] Re[ e ]

a ib   
     

  
1 1 1 11  

a
a ib aa ib e (a cosb bsin b) aRe{ [e ]} Re{ [e (cos b isin b) ]}

a ib a b a b
   

     
  2 2 2 2
1 1 1  

axeخواستيم حاصل انتگرالواضح است اگر مي sin bxdx
1


  رديم.كرا حساب كنيم، بايد قسمت موهومي انتگرال فوق را حساب مي 
  

 حاصل  :25مثال
n

cosnx

n!







  ، برابر كدام گزينه است؟

1 (sin xe cos(sin x)  2 (cos xe cos(sin x)  3 (cos xe cos(sin x)  4 (sin xe cos(sin x)  

 :دانيممي  »2«گزينه  پاسخ
n

u

n

u e
n!







ixuاگر فرض كنيم در اين سري ، e گاه داريم:آن  ixix n

e

n

(e ) e
n!







  

  بنابراين خواهيم داشت:
ixinx

e cos x isin x cos x isin x cos x

n

e e e e .e e [cos(sin x) isin(sin x)]
n!





    


  

قسمت حقيقي سري اما سري داده شده در صورت سؤال
inx

n

e
n!







cosxe، به صورتسؤالپس جواب  ،است (cos(sin x)) .است  

واضح است اگر مقدار
n

sin nx
n!







cosخواسته شده بود، حاصل برابر با  xe sin(sin x) شد.مي  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  يك عدد مختلط يريشه         

izبراي .نويسيميك عدد مختلط، ابتدا آنرا به فرم نمايي يا قطبي مي يبراي محاسبه ريشه re ريشه ،nام يعنيn z، آيد:از فرمول زير بدست مي  
k

i( )n n nn k k
z re r[cos( ) i sin( )],k , , ..... , n

n n

 
     

    
2 2 2 1 1  

nشودنتيجه مي، kبا توجه به مقادير مختلف z دارايn است كه به ازاي مقادير مختلف متمايز جوابk آيند.بدست مي  
kاي كه به ازايريشه   مقدار اصلي ريشهرا  آيدبه دست ميnامzنامند.مي  
 هاي سوم عدد مختلطريشه  :26مثالz i   را بدست آوريد. 8

  :دانيممي پاسخi
z i e



  28                 :               داريم ، بنابراين8
k

i( ) k k
z e [cos( ) i sin( )]


   

 
  

22
3 3 33

2 22 28 8 3 3  

ik z (cos i sin ) ( ) i

ik z (cos i sin ) ( ) i

k z (cos i sin ) ( i) i





  
       


            


 
       



3

3

3

32 2 36 6 2 2
5 5 31 2 2 36 6 2 2
3 32 2 2 22 2

  

 

 صلحا :27مثالz i 1   تواند باشد؟يك از مقادير زير ميكدام 3

1 (i1 3  2 (i6 2
2 2  3 (i3

2  4 (i3  

  :دانيممي » 2«گزينه پاسخ
i

i e


  31 3    :داريم بنابراينهاي دوم اين عدد را حساب كنيم، ريشه بايد پس ،2

     
k

i i( ) k k i iz e e [cos( ) i sin( )] k z (cos i sin ) ( )


  

    
            

2 3
3 2

2 2 3 6 23 32 2 2 2 22 2 6 6 2 2 2 2  
 

 هاي عدداز كعب ييك :28مثالi
z

i ( i)




   2
1

1 1
  به كدام صورت است؟ 

1 (cos isin 
3 3  2 (cos isin 

6 6  3 (cos isin 
4 4  4 (cos isin 


2 2
3 3  

  :كنيم و در نهايت پس از نوشتن فرم نماييابتدا عبارت را تا حد ممكن ساده مي  »2«گزينه پاسخzهاي سوم، ريشهz كنيم:را حساب مي  
ii i i i i ( i) i iz z i z e

i i ii ( i) i i i i


       

          
          

2 2
2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2

1 1 1 21 1 1 1 2 1
  

k
k k

z [cos( ) i sin( )] z cos i sin
 

    
    3 33

2 22 21 3 3 6 6  
 

 اگر :29مثالz  1آنگاه مقدار آرگومان ،z
2
  برابر با كدام گزينه است؟ 3

1 (4
3  2 (5

3  3 (2
4يا 3

3  4 (2
4يا 3

  2يا 3

  :ابتدا توجه كنيد كه  »4«گزينه پاسخz  1 توان به صورترا ميiz e  ايننوشت و بنابرr 1 و   باشد، بنابراين داريم:مي  
k ki( ) i( ) i[ ( k )]

z e z e e , k , , arg(z ) ( k ) , k , , 
   

  
         

1 2 2 2 2 22 2233 3 3 3 3 3 21 1 2 2 1 23
·H¼U ¾M¸Ã o‡  

zآرگومان
2
  آيد:به دست مي kتواند هر كدام از سه مقدار زير باشد كه به ازاي سه مقدارمي 3

k arg(z ) , k arg(z ) ( ) , k arg(z ) ( ) 
             

2 2 2
3 3 32 2 2 11 3 2 2 53 3 3 3

  

دانيم كهالبته مي 
 

1 423 3
 يهمان زاويه4

  است. 3

  ضرب صورت و مخرج 
)در عبارت i)1 
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وابع مختلطاعداد و ت:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

ام عدد يك nهاي چند نكته در مورد ريشه  
  

ام واحد باشد، به طوري كهnيريشه اگر
i
ne


 
2

  ي زير را همواره داريم:نگاه دو رابطه، آ
nn

k n

k

z(z ) z z z
z







      


1 2 1

1

11 1
n

k n

k
(z ) z ,


  

1
1  

  پردازيم:براي درك بهتر به اثبات دو تساوي بالا مي
nzفرض كنيد  1  هاي معادله عبارتند ازدر اين صورت ريشه،2،3 ...n هاي(يعني ريشهnتوان نوشت:ام واحد) پس مي  

n nz (z )(z ) (z )    21   
رويم؛ با توجه به تساوي سـمت چـپ و بـا    راست ميكنيد؛ رابطه بالا همان تساوي سمت چپ است، حالا سراغ اثبات تساوي سمت همانطور كه ملاحظه مي

  ي آخر در عبارت داريم:بيرون آوردن جمله
n

n k n

k
(z ) (z ) z




   

1

1
1  

از طرفي چون
i
ne


 
2

داده شده است، لذا 
ni( )n ine e


   

2
2   و بنابراين داريم: 1

n nn n
k n k n

k k

z z(z ) (z ) z (z ) z z z
z z

 


 

 
            

  
1 1 2 1

1 1

1 11 1 1 11 1  

 

 1اگر   :30مثال ،،2،3،4 هاي پنجم واحد باشند، آنگاه حاصلريشهA ( )( )( )( )        2 3 43 3 3   كدام است؟ 3
1 (12  2 (121  3( 243  4 (242  

   :به ازاي ،طبق تساوي سمت راست»  2«گزينه پاسخz  kو 3  A  داريم: 5 
      



5
2 4 3 11 3 3 3 1213 1  

 

 1اگر   :31مثال،،2،3...و1394 واحد باشند، آنگاه حاصل عبارت زير كدام است؟» ام1395«هاي ريشه  
A ( )( )( ) ( )        2 3 13951394 1394 1394 1394  

1 (  2 (( ) 13941395 1  3 (( ) 13951394 1  4 (( )13951394  
   :تا هستند، يعني بايد از تساوي سمت چپ استفاده كنيم؛ با توجه به نكتـه گفتـه    1395دقت كنيد در اين سؤال پرانتزها به اندازه »  3«گزينه پاسخ

nشده، در اين سؤال 1395 وz 1394 با توجه به تساوي سمت چپ داريم:باشد و مي  A ( ) 13951394 1  
 

  

  

اي بـه  ضـلعي منتظمـي محـاط در دايـره     nهـاي ، رأسr، با قـدرمطلق zمتمايز عدد مختلط و غيرصفر» امnُ«يهااز نظر هندسي، ريشه :5نكته 

nشعاع r ي اين رئوس بر روي دايره از همي مختلط هستند و فاصلهو به مركز مبدأ مختصات در صفحه( )
n
2 است. (طبيعي است برايn  اين شـرط   3

nام با يكديگر مساوي و برابر باnهايي تمام ريشهشود!) بنابراين اندازهضلعي تشكيل نمي nچون در غير اين صورت، برقرار است، r   خواهد بود و در واقـع
  ها است.ها در زاويه (آرگومان) آنتفاوت اين ريشه

  

  ها مطابق زواياي نشان داده شده است:ها بر روي دايرهي ريشهاشكال زير را داريم كه فاصله» يك«نجم عدد هاي سوم، چهارم و پبراي مثال براي ريشه
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