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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

   ) 1آزمون(     
  

xyكنـيم؛ تقسيم مـي  yمعادله را بر ضريب »2«گزينه  ـ1 y y
x ( x) x ( x)

   
 2 2

1
1 1

  در نتيجـه تـابع .p(x)
x( x)



1

q(x)و 1
x ( x)
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1
1

 

xاست. واضح است كه   وx 1 نقاط غيرعادي معادله هستند. اما آيا اين نقاط منظم هستند يا نامنظم؟ براي اين منظور حدهايp وq  را در نقاط
  كنيم:موردنظر محاسبه مي

xبه دليل موجود بودن هر دو حد، پس   منظم است.  نقطه غيرعاديx
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xبه دليل موجود بودن هر دو حد، پس 1  .نقطه غيرعادي منظم استx
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x)ابتدا معادله را بر  »4«گزينه  ـ2 )1 فرم استاندارد تبديل شود: تقسيم كرده تا به  

d y cot x dy cos ec x cos xy y y y
(x ) dx x (x )sin xdx (x )sin x

         
     

2 2

2 2
1

1 1 1 1
  

xبه دست آمدند. چون q(x)و P(x)دو تابع 1 وx   كنند پس نقاط غيرعادي معادله هستند.هر دو مخرج كسرها را صفر مي    
 

xاز آنجا كه » 3«گزينه  ـ3   يك نقطه غيرعادي معادله است و حدهايP 
1
4وq 

1
8  باشـد. و  موجود هستند پس اين نقطه غيرعادي مـنظم مـي

  هاي معادله مشخصه متناظر عبارتند از:ريشه

r
r (P )r q r ( )r r r

r
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p(x)هاي مخرجچون ريشه»  3«گزينه  ـ4 q(x)

x
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1

2
iبرابر  |هستند و به فاصـله  2 i | ( )     22 1 2 1 xاز 3 1    ،قـرار دارنـد

Rشعاع همگرايي    است. 3

  
yاز رابطه x2ضريب  »4«گزينه  ـ5 ( )c

!


2 2
و ضريبx3 از رابطهy ( )c

!


3 3
 ط اوليه داريم:گيري از معادله و جايگذاري شرايشود. با مشتقمحاسبه مي  
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هاي توانيحل معادلات ديفرانسيل با استفاده از سريفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xبراي نقطه  » 1«گزينه  ـ6   كه از نوع عادي است بايد ضرايب سري جواب عموميy(x) مله عمومي بسط تيلور را تعيين كرد. با توجه به اينكه ج

xحول y(x)سري   صورتبه
(n)

n
y ( )C

n!


 ها تا جملهاست و گزينهC4 گيريم تا به ضابطهاند پس دوبار از معادله مشتق ميداده شده( )y (x)4  و
  دست يابيم. C4از آن به پس

x
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  نويسيم:كنيم و در ادامه جواب عمومي را ميپس از تعيين مشتقات به سادگي ضرايب را محاسبه مي
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xمعادله مشخصه را در»   3«گزينه  ـ7   آوريم. براي اين منظور داريم:دست ميبه  
r (p )r q r r r , r , (r r ) Z              2 2

1 2 1 21 2 1 1      

nهاي معادله ديفرانسيل مفروضجواب در نتيجه
n

n
y x C x
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1


nو 
n

n
y y Lnx x d x





  1
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  است. 

  
yتقسيم كرده و براي فرم استاندارد معادله يعني xابتدا معادله را بر » 2« گزينه ـ8 y y

x
   

2  مقادير ،
x

p lim x
x
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و 

x
q lim x
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  و

rهمچنين معادله مشخصه (p )r q r r     2 21   هايعادله مشخصه داراي ريشهكنيم. مرا تعيين ميr 1  وr  2 است. پايه جـواب اول بـه    1

nشكل سري فربنيوسي

n
y x C x




 1 1




 ها عدد صـحيح اسـت پـس پايـه جـواب دوم طبيعـت لگـاريتمي دارد و بـه صـورت         است. اما چون اختلاف ريشه 

n
n

n
y ay (x)Lnx x d x
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  است. 

  

nبا جايگذاري»  1«گزينه  ـ9
n

n
y n(n )C x
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  در معادله داريم: 
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nجمله نخست را استخراج كرده تا شروع حد پايين سري از 3از سري اول    .شود  
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Cبراي برقراري تساوي فوق بايد علاوه بر 2 :جمله عمومي سري نيز صفر شود، يعني ،  
n n nn
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

را تعيين كرد اما به جاي استفاده از روش معمول روش سريع را به كـار   ncتوان با جايگذاري سري در معادله ديفرانسيل رابطه بازگشتيمي»  2«گزينه  ـ10
  دهيم:را محاسبه كرده و در معادله قرار مي y3و y،xyگرفته و معادل جملات

n
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n n n n
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pها به ترتيبآن است. در نتيجه جواب 3و معادله دوم لژاندر مرتبه  2معادله ديفرانسيل اول لژاندر مرتبه   »2«گزينه  ـ11 (x)2 وp (x)3  است. چون مقدار
xتوابع ذكر شده در 1 ست پسبرابر يك اf (x) p (x) g(x)و 2 p (x)   شود:. در نتيجه انتگرال خواسته شده به فرم جديد زير بازنويسي مي3

I (f (x) g(x) x ) dx (p p x ) dx [p p (x ) p p x p x p ]dx
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I I I I I I

I p (x)dx p (x)dx x dx p (x) p (x)dx x p (x)dx x p (x)dx
     

           
1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 12 2 4 2 2
2 3 2 3 2 31 1 1 1 1 12 2 2

    
  

دليل فرد بودن تـابع زيـر انتگـرال    به I6صفر است و انتگرال p3و p2انديسبه دليل مخالف بودن  I4انتگرال صفر است. انتگرال 2انتگرال فوق حاصل  6از 
)x2 زوج وp3 دهد). دو انتگرالي فرد ميفرد است كه حاصلضرب آنها تشكيل تابعI1 وI2 هـاي لژانـدر محاسـبه    ايرا با توجه به خاصيت تعامد چندجمله

  كنيم:را محاسبه مي I5و I3كنيم، حالا انتگرالمي
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nPتوان برحسبرا مي x4اگر دقت كنيد تابع » 3«گزينه  ـ21 (x) بسط داد، يعنيx C P C P C P     4

1 1 4 اگر اين رابطه را در انتگرال خواسـته   4
  شده جايگذاري كنيم داريم:

I x P (x)dx C P P dx C P P dx C P P dx
   

        
1 1 1 14

6 6 1 1 6 4 4 61 1 1 1     
nچون انديس mP P هاي فوق يكسان نيست پس حاصل انتگرال در انتگرالI شود.صفر مي   

  
  قرار دهيم داريم: 2داده شده در رابطه  nاگر به جاي   »3«گزينه  ـ13

d d xP (x) (x ) ( x(x )) (x x ) P (x)
dx! dx


        

2 22 2 2 2 2
2 22 2

1 1 4 3 11 4 1 1 28 8 22 2
 

xبنابراين 23 Pبرابر 1 (x)22 است. در نتيجه انتگرال را به صورتP (x)P (x)dx

1

2 nPدهـيم و از فرمـول  نمايش مـي  212 (x)dx
n




1 2
1

2
2 حاصـل   1

انتگرال برابر 
 

2 42 2 2 1     است. 5

  
pاگر بخواهيم رابطه » 3«گزينه  ـ14 (x)6        را در انتگرال جايگذاري و حاصل انتگرال را حساب كنيم محاسبه انتگـرال بسـيار زمـانبر اسـت. بـه جـاي آن از

npفرمول (x)
n




1 2
1

2
2 ده كرده و به راحتي مقدار انتگرال رااستفا 1
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2 6 1   آوريم.دست ميبه 13
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هاي توانيحل معادلات ديفرانسيل با استفاده از سريفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

واضح است كه معادله داده شده بسل مرتبه»  2«گزينه  ـ15 
3
AJاست و جواب اين معادله برابر 4 (x) BJ (x)


3 3

4 4
  خواهد بود. 

  
nJها برابراست. پايه جواب nمعادله داده شده بسل مرتبه»   2«گزينه  ـ16 (x) وnY (x)     هستند. با توجه به رفتار توابع بسل نـوع اول و دوم هـر دو تـابع
xدر   ميرا هستند اما درx   تنهاnJ (x) محدود بوده وnY (x) .نامحدود است  

  
uجز و فرمولگيري جزبهبه روش انتگرال  »4«گزينه  ـ17 u

u ux J (x)dx x J (x) 
     داريم: 1

u x du x dx
I x J (x)dx x x J (x)dx

dv x J dx v x J (x)
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u x du dx
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dv x J (x)dx v J (x)
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I x J (x) ( xJ (x) J (x)dx) I x J (x) xJ (x) J (x)dx          2 2
1 13 3 3     

  
dاز رابطه    »3«گزينه  ـ18 (x J (x)) x J

dx
 

   d  داريم: 1 (x J (x)) x J J (x) J (x) J (x) J (x)
dx

  
    

          1 1 1 

  
Jتوجه كنيد كه » 3«گزينه  ـ19 (x) cos x , J (x) sin x

x x
 

 1 1
2 2

2   كنيم:. حالا مجموع مربعات آنها را محاسبه مي2

J (x) J (x) ( sin x) ( cos x) (sin x cos x)
x x x x

     
   

2 2 2 2 2 2
1 1
2 2

2 2 2 2  

  
معادله مفروض بسل پيراسته مرتبه    »3«گزينه  ـ20  y(x)صورتاست و جواب آن به 2 AI (x) Bk (x) 2   است. 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

   ) 2آزمون(     
  

x واضح است كه  »1«گزينه  ـ1      نقطه تكين معادلـه اسـت و چـون
x

xp lim x
x

 2
4 4


و

x
q lim x

x
 2

2
2 2


هـر دو موجـود و كرانـدار هسـتند     

xپس   رايب نقطه تكين منظم است. اماx   ر متغيريتغيx
t


xگيـريم و بـه جـاي بررسـي وضـعيت     را در نظر مـي  1      ،در معادلـه مفـروض

tوضعيت   دهيم.را در معادله جديد مدنظر قرار مي  
dtx t

t x dx x
      2

1 1 1 

dt
dx xdy dy dt dy dy.

dx dt dx dx dtx


   

2
1

2
1 

d y d dy d dy dy d dy dy d dy dt( ) ( ) ( ) ( ).
dx dx dx dt dt dx dt dt dt dt dxdx x x x x x

      
2

2 2 3 2 3 2
1 2 1 2 1 

dt
dx x d y dy d y d y d y dy( )

dt dtdx x x dt x dx x dt x


      

2
1 2 2 2 2

2 3 2 2 2 2 4 2 3
2 1 1 1 2 

dyحالا
dx

dو y
dx

2

  دهيم:را برحسب روابط جديد در معادله قرار مي 2

t
xd y dy dy d y dy d y dyx ( ) x( ) y y t t y

dt dt x dt dtx dt x x x dt dt
  


            

12 2 22 2
4 2 3 2 2 2 2

1 2 1 1 24 2 2 2 2 

tكنيد كهملاحظه مي  همان)x  براي معادله جديد تكين است و چون حدهاي (
t

tP lim t
t





  2

2 و 2
t

q lim t
t

 2
2
2 2


موجود هستند  

tپس    .تكين منظم است  
  

x(xدر قدم اول معادله را بر » 2«گزينه  ـ2 )1 كنيم:تقسيم مي  
  x(x ) sin x x(x ) sin xy y y y y y

x(x ) x(x ) x(x )
            

  
1 2 1 21 1 1

oM ´Ãv£U ¸Ã o‡  

sinبنابراين xP(x)
x(x )


1 وq(x)  xدر نقطـه  P(x)در تمام نقاط تحليلي است. اما q(x)هستند. 2 1     غيرعـادي اسـت. چـون در نزديكـيx   ،

sin x x بنابراينsin x x P(x)
x

 

1

xنيز در نقطه 1   تحليلي است. خب تا اينجاي كار تنها بايد وضعيت منظم يا نامنظم بودنx 1  را

  كنيم:ررسي كرد. بنابراين به صورت مقابل عمل ميب
x x

sin xx P lim(x ) sin , q lim(x )
x(x ) 

        


2
1 1

1 1 1 1 21    

xپس 1 اماشود به دليل موجود بودن هر دو حد، يك نقطه غيرعادي منظم معادله محسوب ميx   باشد.نقطه عادي مي  
  

  كنيم:تقسيم مي yجهت دستيابي به فرم استاندارد معادله ديفرانسيل، آن را بر ضريب  »2«ينه گز ـ3
x( x) ( x) x xy y y y y y

x( x) x( x) x( x) ( x)
             

   
2 2 2 2 3 2 3 1

2 2 2 2 2 2 2
oM ´Ãv£U ¸Ã o‡ 

xp(x)بنابراين داريم
x( x)


 


2 3
q(x)و2

( x)



1

2 xرا در نقطه qوp. حالا حدهاي2   كنيم.محاسبه مي  

x

x

( x)p lim x
x( x)

x
q lim x

( x)
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xپس نقطه   از نوع غيرعادي منظم است چون هر دو حد موجود هستند. اما معادله شاخصي را از رابطهr (p ) r q     2   :داريم تشكيل داده و 1
r

r ( )r r r
r
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هاي توانيحل معادلات ديفرانسيل با استفاده از سريفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

هـاي مخـرج  ريشـه   »2«گزينه  ـ4
sin x

sin xcos xy
x (x )cos x

 
 2 22 2

،x i  ) kو 2 k ) 2 1 2 

xهستند. كمترين فاصله نقطه 1 تا اين نقاط، يعني شعاع همگرايي، R 
 12 .است   

 
  

  
برابر y(x)در بسط تيلور جواب x4از آنجا كه ضريب  »1«گزينه  ـ5

( )y ( )C
!


4

4 4
 است، ابتدا بايد به ضابطه( )y (x)4   دست يابيم و سپس با جايگـذاري

)شرايط اوليه داده شده )y ( )4   بار از معادله نسبت به متغير 2را تعيين نماييم. براي اين منظورx گيريم.مشتق مي  
x

x x

( ) x x x x x x x

y (x) y( e )

y (x) y ( e ) e y

y (x) y ( e ) e y e y e y y ( e ) e y e y



 

      

   
    


            
4

2 1
2 1 2

2 1 2 2 2 2 1 4 2

  

)yبا قرار دادن ) 1 وy ( ) 1 :در معادله نخست و سپس جايگذاري نتيجه حاصل در معادلات دوم و سوم داريم  

y ( ) y( )( ) y ( )
y ( ) y ( )( ) y( )

y ( )y ( ) y ( )( ) y ( ) y( ) C
!


            

                

44
4

2 1 3
2 1 2 3 2 1

7 72 1 4 2 3 3 4 2 7 4 4 3 2 24

  
  

   

  

  
ــ6 ــه  ــ ــه   » 1«گزينـ ــت كـ ــح اسـ xواضـ  2   ــابراي ــت. بنـ ــه اسـ ــادي معادلـ ــه عـ ــه  نقطـ ــه بـ ــوابي از معادلـ ــال جـ ــه دنبـ ــري ن بـ ــورت سـ صـ

y C C (x ) C (x )     2
1 22 2  هستيم. براي راحتي كار تغيير متغيرt x 2 گيريم. با اين تغيير متغير فرآينـد يـافتن جـواب حـول    را در نظر مي 

x  2 بهt   ديفرانسيل  در معادلهt ty (t )y y    1  دهيم:سازي را انجام ميشود. حالا براي تك تك جملات معادله جديد معادلتبديل مي  
k

t t n
k

t t n
k

t t n
k

n

y y (n )(n )C

ty ty nC

y y (n )C

y y C

  


  

  


  

     

   


      

  

2 2
2

1 1

1 1
1

2 1

1







  

  

  كنيم:سپس عبارات فوق را در معادله جايگزين مي
n n

t n n n n n
C C

y (t )y y (n )(n )C nC (n )C C C
n


  


             


1
2 1 21 2 1 1 2 

  داريم: nشوند. با مقداردهي به محاسبه مي C1وCضريب آغازين يعني 2است پس تمامي ضرايب برحسب  2چون اختلاف بزرگترين و كوچكترين انديس 
C
C

C C
n C

C C CC C C C
n C

C C C C C C C C
n C ( )




 

  

         

           



1
1

2

1
12 1 1

3

3 2 1 1 1
4

2

21 3 3 6
212 4 4 6 2 12








  



 

 

C  نويسيم:حالا سري جواب عمومي را مي C C C C C
y(t) C C t ( )t t t

  
     2 3 41 1 1

1
2

2 6 12
  

  

tكه با جانشيني x 2 رسيم:به خواسته سؤال مي  C C C C C C
y(x) C C (x ) (x ) (x ) (x )

  
         2 3 41 1 1

1
22 2 2 22 6 12
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

xتوان بررسي كرد،به سادگي مي » 2«گزينه  ـ7   يك نقطه غيرعادي منظم معادله ديفرانسيل مفروض باp 1 وq  9 :است  

x x

x x xP lim x , q lim x
x x 

 
    

2 2
2 2

91 9  
 

rو همچنين معادله مشخصه متناظر (p )r q r     2 21 9   هاي مضاعفداراي ريشه,r 1 2 ها در اين صورت با توجه به اينكه ريشهباشد. مي 3
  و جواب دوم آن طبيعت لگاريتمي دارد. يعني: يوسينبهاي معادله به صورت سري فرجواب مضاعف هستند پس يكي از پايه

n n
n n

n n
y x C x , y y (x)Lnx x d x

 

 
   3 3

1 2 1
 

    

  
xچون جواب به صورت سري است پس حل معادله به كمك سري تواني حول »2«گزينه  ـ8    مدنظر است. با دقت به فرم جواب دو ريشه معادله

rمشخصه 1  وr  2 r)  كنيم:متناظر با ريشه بزرگتر خواسته شده است. براي اين منظور به صورت زير عمل مي فربنيوسياست و جمله عمومي سري  2 )1   
k

n n
k

n n
k

n n
k

n n

x y (n )(n )C x y n(n )C

xy (n )C xy nC

x y (n )C x y (n )C

xy C xy C







  

 



  

  

  
 

  
 

         

      


          

      

2 22 2

1 1

1 2 12 2
1 1

1 1
1 1

1 1
3 3 3 3

2 2 1 2 2 1
2 2 2 2

  

  سازي داريم:با ساده ها را در معادله ديفرانسيل قرار داده وسازي را انجام دهيم. حالا آنمعادل مدهنده معادله توانستيجمله تشكيلبراي چهار 

n n n n n n n nx y xy x y xy n(n )C nC (n )C C n(n )C nC C C , n
n                     


2 2
1 1 1 1

23 2 2 1 3 2 1 2 2 2 12   
  كنيم:مقدار داده و ضرايب را تعيين مي nخب! حالا به

C C

n C C C C
!

n C C C C C
!

n C C C C C
!



      

         



          




2
1

3
2 1

4
3 2

2 2 2 21 3 3 2 3
2 2 2 2 2 2 22 4 4 3 4 3 2 4
2 2 2 2 2 2 2 2 23 5 5 4 3 5 4 3 2 5

 

  

  

  



  

n
ny (x) C x ( x x x x )

! ! ! (n )!


      



2 3 4 12 3
1

2 2 2 21 3 4 5 2


    

صورتراين جمله عمومي بهبناب
n

nC
(n )!






12
  است. 2

  
xبراي نقطه عادي  »2«گزينه  ـ9   كنيم: مراحل گام به گام را اجرا مي  

  سازي جملات تشكيل دهنده معادله ديفرانسيل:معادل گام اول:
k

n ny (n )(n )C y (n )(n )C  
        2 2

2 22 1 2 1  
k

n nx y (n)(n )C x y n(n )C


  
         2 22 21 1  

k
n nxy nC xy nC


  
       1 12 2 2 2  

  جايگذاري روابط فوق در معادله و محاسبه رابطه بازگشتي: گام دوم:

n n n n n n n n n
n(n ) n(n )(n )C n(n )C nC (n )(n )C n(n )C C C C C

(n )(n ) n   


               
  2 2 2 2

12 1 1 2 2 1 1 2 1 2   

nچون به ازاي  ،C2 مانند. با مقداردهي به ر خواهند بود و تنها ضرايب فرد باقي ميشود پس تمامي ضرايب زوج بعدي نيز صفصفر ميn :داريم  
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هاي توانيحل معادلات ديفرانسيل با استفاده از سريفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

C
C

n C C

n C C C C

n C C C C






  



     

      



1

3 1

5 3 1 1

7 5 1 1

11 3
3 3 1 13 5 5 3 5
5 5 1 15 7 7 5 7



 

  

  نوشتن جواب عمومي و تعيين رابطه عمومي ضرايب: گام سوم:
n n

n
y C C (x x x x x ) C C x

n n


 


        

 3 5 7 2 1 2 1
1 1

1 1 1 1 1
3 5 7 2 1 2 1 


  

nپس رابطه جمله عمومي سري به صورت
CC
n


2 1
 .است  

  
pدر معادله داده شده » 4«گزينه  ـ10 1 وq  1  است. بنابراين معادله مشخصـهr  2 1     داراي ريشـه مضـاعف,r 1 2 اسـت. جـواب فربنيوسـي     1

nصورتمعادله به
n

n
y C x





  1

1


xاست. براي محاسبه ضريب 
x

21
را  C18و C2بايد ابتدا رابطه بازگشتي بين ضرايب را محاسبه كـرد و سـپس ضـرايب    19

  دست آورد:به
k

n n
k

n n
k

n n
k

n n

x y (n )(n )C x y n(n )C

xy (n )C xy (n )C

x y C x y C

y C y C









  






  


  


  
 

  


         

       

   

      

2 22 2

1 1

2 22 2
2 2

1 1 1 1
1 1  

n
n n n n n n n

C
x y xy (x )y n(n )C (n )C C C n(n )C C C ; n

n(n )


 
                  


2 2 2

2 21 1 1 2 22   

C  است داريم: C18همان x19و ضريب C2همان x21با توجه به اينكه ضريب CC
C

 
  

 
18 2

2
18

1
2 22 2 22


  

  

  
)ژاندر مرتبهمعادله مفروض ل »4«گزينه  ـ11 )       1 3 4 pهاي آناست. پس يكي از جواب 3 (x)3 هـاي  ايباشد و چون مقدار چند جملهمي

xلژاندر در 1برابر يك هستند، در نتيجه ،f (x) p (x) f. حالا3 (x) p (x) ( x x)  3
3

1 5   كنيم:ها را بررسي ميتك گزينهر نظر گرفته و تكرا د 32

: f ( ) ( )  
1
2    گزينه اول  

: f ( ) ( ( ) ( )) 
       

1 21 5 1 3 1 12   گزينه دوم 2

: f (x)dx p (x)p (x)dx p (x)p (x)dx


    
   

1 1 12
3 3 3 31

1 1 2 1
2 2 2 3 1 7 

  گزينه سوم 

: f (x) x f ( )        
1 5 3 2 1 152

  گزينه چهارم 

  

nر رابطه داده شدهكه ددر صورتي  »1«گزينه  ـ12  Pقرار دهيم: 3 (x) ( x x) 3
3

1 5 u. حالا تغيير متغير32 cos x گيريم كـه نتيجـه  را در نظر مي 
sin xdx du   را دارد و انتگرالI كنيم:را بازنويسي مي  

I sin(x)cos(x)( cos x )P (cos x)dx ( cos x cos x) p (cosx)sin xdx
 

    2 3
3 32 5 3 2 5 3

 
 

I ( u u)P (u)du P (u)P (u)du P (u)du I
 


         

   
1 1 13 2

3 3 3 31 1 1
2 82 5 3 2 2 4 4 2 3 1 7
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

fضرايب بسط تابع  »2«گزينه  ـ13 (x) به صورتn n
nC f (x)P (x)dx




 

1
1

2 1
nو 1شود. با قراردادن محاسبه مي 2    و توجه به اينكـهP (x) 1 

Pو (x) x1 به محاسبهC وC1پردازيم:مي  
xC f (x) dx f (x)dx f (x)dx xdx

  
               

21 1
1 1 1

1 1 1 11 12 2 2 4 4
 

 
  

C f (x) x dx [ f (x)xdx f (x)xdx] x dx x
 

       
   

1 2 3
1 1 1

3 3 3 1 1
12 2 2 2 2

 


  

  
nرابطه بازگشتي داده شده را به صورت  »1«گزينه  ـ14 n n( n ) xp (n )p np    1 12 1 nشته و در آن يك بار به جاينو 1 n1 nو بار ديگر , 1  قرار
  دهيم:مي

n n
n n n

n n
n n n

( n ) xp np (n )p

( n ) xp (n )p (n )p

 
 

 
 

    

     

1
1 2

1
1 2

2 1 1
2 3 2 1

  

  كنيم:طرفين دو تساوي فوق را در يكديگر ضرب مي
n n n n n n n n n( n )( n ) x p p n(n )p n (n )p p (n )(n )p p (n )(n )p p                2 2

1 1 2 2 2 22 1 2 3 1 2 1 2 1 1  
)از طرفين تساوي فوق در بازه متقارن  , )1   كنيم:انتگرال گرفته و با توجه به خاصيت تعامد حاصل انتگرال را محاسبه مي 1

n n n n n n n dx

I I I

I I I
n n n n

I
nI

( n ) ( n ) x p p dx n (n ) p dx n (n ) p p dx (n ) (n ) p p

n (n(n ) p p dx ( n ) ( n ) x p p dx

  



       

  
   



        


     

   

 
1 2 3

2 3 4

1
4

1 1 1 12 2
1 1 2 2 21 1 1 1

1 12 2
2 1 121 1

2 1

2 1 2 3 1 2 1 2

2 11 2 1 2 3 )
n 2 1

  

n
n n

n (n )x p p dx x p p dx
( n ) ( n ) ( n ) 


  

  
    

     
1 132 2

1 1 2 41 1
2 1 2 3 4 8

2 1 2 1 2 3 5 7 9 1 5  

  

yگيري ازتغيير داده شود. با مشتق uبه yبايد تابع مسأله از  »2«گزينه  ـ15 ux
1
  داريم: xنسبت به 2

dy
dx y x u x u


   

1 1
2 21

2
  

d dy( )
dx dx y x u x u x u x u x u x u x u

    
            

1 1 3 1 1 1 3
2 2 2 2 2 2 21 1 1 1

2 4 2 4
  

x u x u x u (x x )u      
5 3 1 5 1
2 2 2 2 21 1

4 4 ¾²jI•¶ nj ÁnHm«ÄI]  

x x u xu u x u u x u xu (x )u


             

1
2 2 2 2 21 1

4 4   n Mo†¸Ã oŠk  
  ل مرتبه صفر است.كنيد كه معادله ديفرانسيل جديد بسملاحظه مي

  
xبا مقايسه معادله داده شده با فرم كلي  »1«گزينه  ـ16 y xy ( x )y      2 2 2 2  تغيير متغير مناسبt x دسـت آمـده   است. معادله جديد بـه  3

yتصورخواهد بود. كه جواب آن به 2پس از تغيير متغير، بسل مرتبه  C J ( x) C Y ( x) 1 2 2 23   باشد.مي 3

  



  

10 

 

هاي توانيحل معادلات ديفرانسيل با استفاده از سريفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  تشكيل شده است: I2و I1انتگرال داده شده از جمع دو انتگرال  »1«گزينه  ـ17

I I

I [xJ (x) x J (x)]dx I xJ (x)dx x J (x)dx     
1 2

1 1 13 3
      

  

x J (x)dx x J (x)I xJ (x)dx I xJ (x) J ( ) 

 
     11

1 1 1 1
1 1  

u x du xdxI x J (x)dx x (x J (x)dx)
dv xJ (x)dx v xJ (x)

      
  

 
21 13 2 1

2
1

2
  



  

x J (x)dx x JI uv vdu x J (x) x J (x)dx I (x J (x) x J (x) C) I J ( ) J ( )


 
             13 2 3 2

2 1 1 2 1 2 2 1 2
12 2 1 2 1  

I I I J ( ) J ( ) J ( ) (J ( ) J ( ))      1 2 1 1 2 1 21 1 2 1 2 1 1  
  

Jرابطه بازگشتي  »1«گزينه  ـ18 (x) J (x) J (x)
x  


 1 1
 ،1را به كارگرفته و در آن به جاي 2

  دهيم:قرار مي 2

J (x) J (x) J (x) J (x) J (x) J (x) sin x cos x
x x x x x 


      

 1 3 1 3 1 1
2 2 2 2 2 2

12 1 1 2 22  

x

J (x)
sin x sin x x sin xJ (x) ( cos x) cos x J (x) cos x

x x x x
x

 
       




32
2

3 3
2 2

2
22

oM ́ Ãv£U ̧ Ã o‡
    

  
xyتغيير متغير   »1«گزينه  ـ19 t كه نتيجه آنxdy dt :است را در نظر گرفته و داريم  

x x xt dtx J (t)( ) . x x t J (t)dt x t J (t)dt
x x

    
     1 2 1 1 1

  
 

xتگراليبا استفاده از رابطه ان J (x)dx x J (x) 
    كنيم:، حاصل انتگرال فوق را تعيين مي1

x
x (t J (t)) x x J (x) J (x)   

    1 1 1 1
1 1 1

    

  
xكنيدهمانگونه كه ملاحظه مي »1«گزينه  ـ20   نقطه غيرعادي است و چون حدهايp  1وq  

5
4  موجود هستند پس اين نقطه از نوع

  باشد.غيرعادي منظم مي
x

(x )xp lim x & q lim x
x x

 
     

2
2

2 2

5
541 4 


 

  كنيم.هاي آن را تعيين ميحالا معادله مشخصه را تشكيل داده و ريشه

r (p )r q r ( )r r r r , r                 2 2 2
1 2

5 5 5 11 1 1 24 4 2 2     

rتفاضل دو ريشه r z  1 2 ابراين به استثناي پايه جواب نخست كه ارتباطي به چگونگي تفاضل دو ريشه نداشته و هميشه يك عدد صحيح است. بن 3
  فرم سري فربنيوسي دارد، پايه جواب دوم طبيعت لگاريتمي خواهد داشت.

  n n
n n

n n
y (x) x C x & y (x) ay (x)Lnx x d x

 

 
   

5 1
2 21 2 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

   ) 3آزمون(     
  
  كنيم.تقسيم مي yها را بر ضريبنويسيم. براي اين منظور معادلهه را به فرم استاندارد ميابتدا هر دو معادل  »3«گزينه  ـ1

x xsin x sin xI : y y II : y y
x x

       
3

3
oM ´Ãv£U ¸Ã o‡ oM ´Ãv£U ¸Ã o‡  

P(x)در معادله اول  وsin xq(x)
x

 كه در نزديكي نقطهx    دليل هم ارز بودنبهsin x وx توان آن را به صـورت ميxq(x)
x
1    نوشـت. بـا

xاين كار مشخص شد كه در معادله اول   نقطه عادي است. اما براي معادله دوم حدq كنيم:را محاسبه مي  

x x

sin x sin x x.q lim x lim
x xx 

  2
3 1  

 

xچون حد موجود و متناهي است پس براي اين معادله   .غيرعادي منظم است  
  

xp(x)  :اگر معادله را به صورت استاندارد بنويسيم  »1«گزينه  ـ2
(x )sin x


 xq(x)و 3

(x )sin x




2

3  

xنقاط  3 وx k    مخرجp(x) وq(x) ها تنهـا كنند كه در گزينهرا صفر ميx   وx  3     انـد. چـون در  مـورد بررسـي قـرار گرفتـهx   
sinتوابع x وx ارزند، در نتيجههمp وq در اين نقطه تحليلي هستند. يعنيx   نقطه عادي است. اماx  3 كين است و داريم:ت  

x x

x(x )p lim (x )p(x) & q lim (x ) p(x)
sin sin x 


      2

3
3 33 33 


  

xموجود هستند پس qو pچون  3 .نقطه تكين منظم است  
  

xp(x)، توابـع اگر معادله ديفرانسيل را به فـرم اسـتاندارد بنويسـيم     »2«گزينه  ـ3
x( x)





1 6
2 q(x)و 1

x( x) x( x)
 

 
2 1

2 1 دسـت  را بـه آسـاني بـه    1

xآوريم. حالا چونمي   نقطه غيرعادي است، بايد حدهايp وq ،را محاسبه نماييم. در صورت موجود بودن حدودx    نقطه تكين منظم است و
  توان در اين نقطه معادله مشخصه را تشكيل داد:مي

x x x x

xp lim xp(x) lim x & q lim x q(x) lim x
x( x) x( x)   


     

 
2 21 6 1 2

2 1 2 1 
   

  

xپس   توان تشكيل داد:تكين منظم بوده و معادله مشخصه را مي  

r (p )r q r ( )r r r r , r             2 2 2
1 2

1 1 11 12 2 2       

  
xسري داده شده حول نقطه»   4«گزينه  ـ4                  نوشـته شـده و ايـن نقطـه بـراي معادلـه ديفرانسـيل مفـروض تكـين اسـت.  بـه دليـل موجـود بـودن

x

xp lim x
x (x )

 
2

4 1
4 1


و 

x
q lim x

x (x )


  


2

2
1 1

44 1


،x   شخصـه متنـاظر  تكين منظم است. معادله مr (p )r q r     2 2 11 4   

rهايداراي ريشه 1
1
rو 2  2

1
r))است؛ 2 r ) )  1 2 1 پايه جواب اول داراي فرم فربنيوسي .n

n
n

y x C x



 

1
21


و پايه جواب دوم طبيعت لگاريتمي  

n  دارد:
n

n
y (x) ay (x)Lnx x d x




  

1
22 1
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هاي توانيحل معادلات ديفرانسيل با استفاده از سريفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xچون نقطه  »3«گزينه  ـ5   از نوع عادي است، پس جواب را به صورتn
n

n
y C x




 


  كنيم.را تعيين مي y(x)در نظر گرفته و 

n n n
n n n

n n n
y nC x ( x) nC x C x x

  

  
 

  
        1 11 1¾²jI•¶ nj ÁnHm«ÄI]  

n n n n n
n n n n n

n n n n n
nC x nC x C x x nC x ( n)C x x
    

    
 

    
             1 11 1 1  

nرا از xدر سري اول توان 1 بهn كنيم:تبديل مي  
n n n n n

n n n n n
n n n n n

nC x (n )C x (n )C x (n )C x ( n)C x x
    


  

    
             1

1 1 1
1

1 1 1 1 1
   

¾²jI•¶ nj ÁnHm«ÄI]  

n
n n

n
[(n )C (n )C ]x x







      11 1 1  

  كنيم:اج مياول سري را استخر با توجه به سمت راست تساوي، در سمت چپ نيز دو جمله
n

n n
n

(C C ) C x (n )C (n )C ]x x





       1 2 1
2

2 1 1 1  

C.. داريم: (از شرايط اوليه:.و  x1و xبا مقايسه ضرايب y( )   (  
C

n n n n

C C C

C C

n(n )C (n )C C C ; n
n

 






 


    

   



       

1 1

2 2

1 1

1 1
12 1 2

11 1 21

  

  دار داده و داريم:مق nحالا در رابطه بازگشتي فوق به

n

!n C C
!

!n C C
!

!n C C
!

(n )!n n C
n!

      

       

        


     



3 2

4 3

5 4

1 1 1 12 3 3 2 3
2 2 1 1 23 4 4 3 2 4
3 3 2 1 1 34 5 5 4 3 2 5

21

 

  

nدر نهايت جواب معادله به صورت n
n

n n

x (n )!y C x x x
n!

 

 


    

2

3

2
2

  كنيم.براي محاسبه فاصله همگرايي نيز از آزمون نسبت استفاده مي است. 

|x x | Rn
n n n nn

(n )!
C (n )!n! n(n )!lim lim lim lim | x | x

(n )!R C (n )!(n )! n
n!

  
   


 

           
   

1
1

1 1 11 1 1 1 12 1 2 1  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

xنقطه  »1«گزينه  ـ6   كنيمسازي سه جمله معادله، رابطه بازگشتي ضرايب را تعيين ميبراي معادله فوق يك نقطه عادي است. در گام نخست به روش معادل:  
k

n
k n

n n n n n
k

n
n

n

y (n )(n )C
(n )C

xy nC (n )(n )C nC C C
(n )(n )

y C
C ( n)
C (n )(n )





  



  


  
 

  



    
              

 
 

 

2 2
2

1 1
2 2

2

2 1
2 12 2 2 1 2 2 2 1

2 2
2 1

2 1

¾²jI • ¶njÁnHm«ÄI]

 

Cحالا بايد حاصل C C
( )

C C C
  12 6 4

6 4 2
  را محاسبه كنيم. در نتيجه داريم: 

C ( )
C ( )( ) C C

( )
C C C( )
C ( )( )

                
     

   

6
4 6 2
4 2 6
2

2 1 4 6 1
4 2 4 3 6 7 7 1 1 1 77 1 72 1 2 2 1
2 2 2 3 4 5 1


 



   

  
xشود جواب حولها مشخص ميبا دقت به فرم گزينه  »2«گزينه  ـ7   آوريم:دست ميمدنظر است. پس معادله مشخصه را در اين نقطه به  

x x x

xp lim xp(x) lim x & q lim x q(x) x
x(x ) x(x )  


     

 
2 23 1 111 1 

  
  

,r (p )r q r r        2 2
1 21       

nصورتبه فربنيوسيب در نتيجه معادله يك جوا
t n

n
y x C x




 


nصورت و يك جواب لگاريتمي به 

n
n

y y Lnx d x



  2 1


را محاسـبه   y1دارد. ابتدا  

  گيريم:  سازي را به كار ميكنيم. براي اين منظور روش معادلمي
k

n n
k

n n
k

n
k

n n
k

n n

x y n(n )C x y n(n )C

xy (n )nC xy n(n )C

xy nC

y (n )C y (n )C

y C y C








  


  


  
 

  

  
 

  


      

          

  


         


  

2 22 2

2 1 1
1 1

1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

3 3
1 1

  

n n n n n n n n nn(n )C n(n )C nC (n )C C (n ) C (n ) C C C                    2 2
1 1 1 11 1 3 1 1 1¾²jI•¶ nj ÁnHm«ÄI]  

n  صورت مقابل است:در نتيجه جواب اول به

n

Cy C x
x




 

1 1





  

nصورتپس پايه جواب دوم به
n

n

C Lnxy d x
x




 

 2 1



  تواند پايه جواب دوم معادله باشد.ها تنها گزينه دوم مياست كه با توجه به گزينه 
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هاي توانيحل معادلات ديفرانسيل با استفاده از سريفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xه غيرعاديبراي نقط  »3«گزينه  ـ8  حدهاي ،
x

x( x )p lim x
x


 2

2 1 1
22 

و 
x

q lim x
x


  2

2
1 1

22 
موجود هستند. پس اين نقطه تكين مـنظم   

rبوده و معادله مشخصه (p )r q r r      2 2 1 11 2 2   هايداراي ريشهr 1 rو 1  2
1
. چون تفاضل دو ريشه غيرصحيح است پس هر دو است 2

  كنيم:جواب فرم فربنيوسي دارند. ضابطه بازگشتي ضرايب سري را تعيين مي
k

n n
k

n n
k

n n
k

n n

x y (n r )(n r )C x y (n r)(n r )C

x y (n r )C x y (n r )C

xy (n r)C xy (n r)C

y C y C







  


  


  
 

  


  


           

        


      

      

2 22 2

1 2 12 2
1 1

1 1

2 2 1 2 2 1
2 2 1 2 2 1  

  از جايگذاري روابط فوق در معادله داريم:
n n n n n n(n r)(n r )C (n r )C (n r)C C (n r )( n r )C (n r )C                   1 12 1 2 1 1 2 2 1 2 1   

n
n

n
n n n

n
n

Cr ; CC(n r ) nC C C
d(n r )( n r ) n r r ; d
n








                     


1
1

1
1

1
2

2122 1 2 3
1 2 2 1 2 2 1 1

2

  

  دهيم:مقدار مي nتي بهحالا در هر دو رابطه بازگش

n n n nC C ; n d d ; n
n n

C C d d
C

n C n d d d d
!&

C n d d d dn C C C
!

C n d d dn C C C

 
      

 
            

             
 
               
   


1 1

1 1

1
2 12

2 3 23

2 11 12 3

2 1 11 15 1 1
2 1 1 12 2 4 22 2 2 27 7 5 7 5

1 1 12 2 4 8 33 3 3 29 9 7 5 9 7 5

   


  

  

 

 

d
!











  



1
3 

 

  

n n( ) xy (x) C x ( x x x ) d x ( x x x )
! ! n!

 
          

  

1
1 2 3 2 321

2 4 8 1 1 11 15 7 5 9 7 5 2 3    
  

x  »3«گزينه  ـ9   يك نقطه غيرعادي منظم است چون هر دو حدpوq .موجود هستند  
r (P )r q

x x

rxp lim x , q lim x r ( )r
rx x

  
 

 
 


   

 

    
           

2 1 12 2
2

11 1 

يك عدد غيرصحيح و منفي است پس ريشه بزرگتر معادله مشخصه چون  1 است. حالا بايد رابطه بازگشتي سري فربنيوسي ريشه بزرگتـر يعنـي   1
n

n
n

y(x) x C x





 1


  بيم. بنابراين داريم:را بيا 

k
n n

k
n n

k
n n

k
n

xy : xy (n ( ) )(n ( ) )C (n )(n )C

xy : xy (n ( ) )C (n )C

y : y (n ( ) )C (n )C

( )y : ( )y ( )C





  





  
 

  

  
 

  

              

         


          

       

2 1 1
1 1

1 1

1 1
1 1

1 1 1 2 1
1 1
1 1 2

1 1 1

 

  دهيم:روابط فوق را در معادله ديفرانسيل قرار مي
n n n n(n )(n )C (n )C (n )C ( )C              1 12 1 1 2 1  

n n n n(n )(n )C (n )C (n ) C (n )C                  2
1 12 1 1 1 1 2 2  

n n
nC C ; n

(n )



   

 
1 2

2
2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

xواب حولاز روي سري داده شده واضح است كه ج  »1«گزينه  ـ10  2        مدنظر است كه اين نقطه براي معادله از نـوع عـادي اسـت. حـالا تغييـر متغيـر
t x 2 نماييم.را در نظر گرفته و معادله ديفرانسيل را براساس اين تغيير متغير اصلاح مي  

t x x t ([t ] )y (t )y (t )y (t t )y (t )y (t )y                        2 22 2 2 1 3 2 2 4 3 3 2 2 
  دهيم:به صورت زير انجام ميسازي را حالا معادل

n
n n

n
n n

n

t y n(n )C
ty nC ty C

ty (n )nC ; ;
y (n )C y C

y (n )(n )C







   
              

2
1

1
1

2

1 3 34 4 1 6 6 1 2 23 3 2 1
 

  دهيم و داريم:حالا جايگذاري در معادله را انجام مي
n n n n n n nn(n )C n(n )C (n )(n )C nC (n )C C C              1 2 1 11 4 1 3 1 2 3 6 1 2  

n  رابطه فوق را ساده كرده و خواهيم داشت: n n n(n )(n )C ( n )(n )C (n n )C C           2
2 1 13 1 2 2 2 3 1 2 2     

  

yاست و جواب آن برابر 5يل داده شده از نوع لژاندر مرتبه معادله ديفرانس »4«گزينه  ـ11 (x) P (x)   Pاست. با توجه به اينكه 5 (x)5  تابعي فرد است
nxپس P (x)2

   شود.همواره فرد خواهد بود و انتگرال آن در يك بازه متقارن صفر مي 5
  

nروابط بازگشتي  »2«گزينه  ـ12 n n

n n n

xp np p
p p ( n )p (x)



 

  
    

1
1 1 2 n،nجايگيريم. در رابطه دوم بهرا در نظر مي 1 n n 6 2, -   دهيم: و ... قرار مي,4

n n
n n n

n n
n n n

n n
n n n

p p ( n )p

p p ( n )p

p p ( n )p
  

 
  

 
  

 
  

    

    

    

2
1 3 2

4
3 5 4

6
5 7 6

2 3
2 7
2 11

  

npرايهاي فوق را با هم جمع كرده و رابطه بطرفين تساوي    آوريم:دست ميبه 1
n n n n ...p ( n )p ( n )p ( n )p          1 2 4 62 3 2 7 2 11  

npحالا  nرا در رابطه بازگشتي اول؛ يعني 1 n nxp np p      دهيم:قرار مي 1
 n n n n ...xp np ( n )p ( n )p       2 42 3 2 7  

  كنيم:گيري ميكرده و انتگرالضرب  npحالا طرفين را در
 n n n n n n n n n n n n... ...xp p np ( n ) p p ( n ) p p xp p dx np dx ( n ) p p dx    

             
1 1 12 2

2 4 21 1 12 3 2 7 2 3  

n x n n
nxp p dx n xp p dx

n n 
      

  
1 1
1 1

2 2
2 1 2 1  

  
ــ13 ــه  ـ ــي   »2«گزين ــق م ــه دو طري ــابع  ب ــط ت ــرايب بس ــوان ض ــه  x4ت ــد جمل ــب چن ــي    برحس ــول انتگرال ــارگيري فرم ــي بك ــت. يك ــدر نوش اي لژان

n n
nC x p (x)dx




 

1 4
1

2 1
xهــا، اســتفاده از تســاويبــوده و ديگــري، بــه كمــك فــرم گزينــه 2 ap bp cp  4

4 2  اســت. در هــر دو روش نيــاز بــه
npدانستن (x) وجود دارد. ابتداp (x)4 رت مسأله را بكار گرفته و داريم:كنيم. براي اين منظور رابطه داده شده در صورا محاسبه مي  

dp (x) (x ) (x ) x x x x
! dx

        


4 2 4 2 4 8 6 4 2
4 4 4

1 1 1 4 6 4 1
2 4

  

p (x) ( x x ) x x                


4 2 4 2
4

1 35 15 38 7 6 5 4 6 5 4 3 6 4 3 2 116 24 8 4 8
  

pپس از محاسبه (x)4 نياز به محاسبهp (x)2 وp (x) نيز است اما دقت كنيد كهp (x) وp (x)2 در برگيرندهx4 نيستند و تنهاp (x)4    ايـن امكـان را

pدارد. حالا اگر (x)4 را در تساويx ap bp cp  4
4 2  قرار دهيم ضريبx4 در سمت راست تساوي،a35

8بايد aشود در نتيجه ثابتمي 8
  باشد.  35
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هاي توانيحل معادلات ديفرانسيل با استفاده از سريفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

t  سازي داريم:با ساده  »2«گزينه  ـ14 ( xt t ) ( xt t )
t t tt xt t

 
        

 

1 1
2 22 2

2
1 1 1 11 2 1 2

1 2
 

nاز طرفي
n

n
( xt t ) t P (x)




   

1
2 21 2


    گذاري در رابطه فوق خواهيم داشت:بوده كه با جاي 

n n
n n

n n

t t P t P ( )
t t tt xt t

 

 


    

 
 2

1 1 1 1
1 2  

 

nحالا سري
n

n
t P







  را بسط داده و داريم: 

Pn n n n n
n n n n n

n n
t P P tP t P t P t P t P t P t(P tP t P t P )

 


 
 

                12 3 1 2
1 2 3 1 1 2 3 11


 

    

n n n n n*
n n n n n n

n n n n n

tt P t t P t t P t P (P P )t
t t tt xt t    

    

  
    

 
           

    
    1 1 12

1 1 1 11 1
1 2

¾‰MHn nj ÁnHm«ÄI]  

  
براي معادله فوق  »2«گزينه  ـ15

x
p lim x

x
 

2 1
4 2


و

x
q lim x

x
 2 1

4


     اسـت. پـس معادلـه مشخصـهr (p )r q r r      2 2 11 2    

rهاي آناست و ريشه 1
1
rو 2 2  .است  

nچون هر دو پايه جواب به فرم سري فربنيوسي است ما رابطه بازگشتي ضرايب سري r
n

n
C x








كنيم و در ادامه براي مشخص شدن سري را محاسبه مي 

  دهيم. بنابراين داريم:مقادير آن را قرار مي rبه جاي
k

nxy xy (n r )(n r)C  
     2 1 1
14 4 4 1  

k
ny y (n r )C  
    1 1
12 2 2 1  

k
ny y C       

n
n n n n

C
(n r )(n r)C (n r )C C C ; n

(n r )( n r )
   


           

   1 1 14 1 2 1 2 1 2 2 1
¾²jI • ¶njÁnHm«ÄI] 

rدر نتيجه رابطه بازگشتي به ازاي ريشه  1
nبرابر 2 n

n
C C

C
( n )( n )(n )( n )


 

 
  

1 3 2 3 2 22 2 22

rو به ازاي   باشد:زير مي به صورت  

n n
n

d d
d

(n )( n ) ( n )( n )
 

 
   1 2 1 2 1 2 2 2 1   

rحالا براي رابطه بازگشتي  1
  مقدار داده و داريم: nبه 2

x xsin x x
! !

C
C C

!
C C

n C
!

C C C
n C

!
C C C

n C
! !

y (x) C x ( x x x )
! ! ! !

x ( x ) ( x ) ( x )y (x) C ( )
! ! ! !


 

 

 

 








 




   

  


     


         
         




    


      

3 5

1

1
2

2
3

1
2 321

3 5 7
3 51

1

3 2 3
11 5 4 5 4 3 2 5
12 7 6 7 6 5 7

1 1 1 1
1 3 5 7

1 3 5 7 y (x) C sin( x )






  
 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

rبا تكرار همين روند براي رابطه بازگشتي   :داريم  
n

n
d

d
( n )( n )




 1 2 2 2 1  

 

x xcos x
! !

d
d d

!
d d

n d
!

d d d
n d

!
d d d

n d
! !

x x xy (x) d ( )
! ! ! !

( x ) ( x ) ( x )y (x) d ( ) y (x
! ! !


 

 

 

 








 




   

  


      


          
          




    



     

2 4

1

1
2

2
3

2 3
2

2 4 6 1 2 42 2

1

2 1 2
11 4 3 4 3 2 1 4
12 6 5 6 5 4 6

1
1 2 4 6

1 2 4 6 ) d cos( x )










  

    و در نهايت، جواب عمومي معادله به صورت جمع دو پايه جواب است. يعني:

A C ,B dy(x) C sin x d cos x y(x) Asin x Bcos x 
 

     
1 1 1 1
2 2 2 2  

  
yتغيير متغير اين است كه 2توجه داريم كه هدف از   »1«گزينه  ـ16 u وx t كنيم:صورت زير عمل ميتغيير يابد. بنابراين به  

du du dt.
dx dt dxdy duy xu u x

dx dxx


    

1
2

  

dt x
dxdy du dt dy du.(u x ) (u x )

dx dt dx dx dtx x


    

2 21 12 2 2
2 2

  

d( ) d dt( )
dx dt dxd y d dy d du du du du d du( ) ( [u x ]) x (u x ) x ( x x ( ))

dx dx dx dt dt dx dt dx dtxdx

 
         

3 12 2 2 22 2
2

1 1 12 2 2 2 4 2 2 24 22
  

d y du du dt du d u dt.x (u x ) x ( x x )
dt dt dx dt dxdx dt

 
     

3 12 22 22 2
2 2

1 12 2 4 2 2 24 2
  

dt x
dx d y du du du d u d y d u dux (u x ) x ( x x x ) x x x u

dt dt dt dtdx dt dx dt

   
          

3 1 5 1 32 2 2 22 2 32 2 2 2 2
2 2 2 2

1 1 12 2 2 4 2 4 2 2 24 2 4
  

yو yرابطه xu كنيم:را در معادله جايگذاري مي  

x (t )d u du d u dux x x u x xu t t t u t u
dt dtdt dt

 
          

1
2

5 1 3 5 5 1 1 3 3 5 52 2222 2 2 4 8 4 8 4 8 4 8
2 2

1 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4  

t d u du d u dut t ( t )u t t (t )u
dt dtdt dt

 
           

3 13
4 8

5 13 13 32 222 2 2 2 48 8 8 8
2 2

12 2 2 2 2 24
n Mo† ¸Ã oŠ n Mo† ¸Ã oŠk k  

معادله جديد بسل مرتبه  2 12   صورت زير خواهد بود:واب آن بهاست و ج 4
yu
x yu(t) AJ (t) BJ (t) AJ (t) BJ (t)

x



 
    1 1 1 1

4 4 4 4
  

xt
x x xy x (AJ (t) BJ (t)) y x (AJ ( ) BJ ( ))



 
     

21 1 2 2
22 21 1 1 1

4 4 4 42 2
n Mo† ¸Ã oŠk  
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هاي توانيحل معادلات ديفرانسيل با استفاده از سريفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

Jرابطه بازگشتي  »3«گزينه  ـ17 (x) J (x) J (x)
x  


 1 1
  به سمت راست تساوي داريم: J1را در نظر گرفته و با انتقال 2

J J J ( )
x

J (x) J (x) J (x)
x

J J J ( )
x



  

  


 


   
    

   



3
2 5 3 1

2 2 2
1 1 1

2 3 1 1
2 2 2

3 1
2

1 2

 

xJ  دهيم:) قرار مي1) را در رابطه (2حالا رابطه ( ( J J ) J J J
x x xx   


      

2
5 1 1 1 1 12
2 2 2 2 2 2

3 1 3 3 

Jبا جايگزيني (x) sin x
x


1

2

Jو 2 (x) cos x
x


1

2

  داريم: 2

xx xJ (x) cos x sin x ( cos x sin x) J ( )
x x x x xx x




 

  
     

   

2 2
25 52 2 2

2 2

3 2 3 2 2 3 3 12
2 

  
  داريم: nبا مقداردهي به   »3«گزينه  ـ18

 

dn (J J ) ( J )
dx x
dn (J J ) ( J J )

dx x x
dn (J J ) ( J J )

dx x x

 

 

     

     



    



2 2 2
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1 2 1 2

2 2 2 2
2 3 2 3
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1 21 2

2 32 2

 

d  روابط فوق را با هم جمع كرده و داريم: (J (J J J )) ( J J J J J )
dx x x x x x

           2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3

2 2 4 4 62 2     

nJنهايتبيبه سمت  nشوند و همچنين با افزايش توجه كنيد كه در رابطه فوق و در سمت راست تساوي جملات دو به دو با همديگر حذف مي   .  لـذا
Jارتعب (J J )  2 2 2

1 22   برابر عدد ثابتC  است كه مشتق آن نسبت بهx شود. براي محاسبه ثابت صفر ميC      بايـد توجـه كنيـد كـه بـه ازايx   

Jها به استثنايnJتمامي ( )  شوند. يعنيبرابر صفر ميn
n

J ( )
n


  1
 




  توان محاسبه كرد:را نيز به سادگي مي C. پس ثابت 

n

J ( )
J ( ) ;n

J (J J J ) C C 
   

 
 

      12 2 2 2
1 2 32 1 

  

nبا جايگذاري  »2«گزينه  ـ19  در رابطهnJ (x):داريمJ (x) cos(x sin )d


  
 
1

 
  براي محاسبه انتگرال خواسته شده داريم: اكنون. 

x x xI e J (x)dx e cos(x sin )d dx e cos(x sin )d dx
                    

1 1
    

 

xI  كنيم:گيري را برعكس ميترتيب انتگرال حالا e cos(x sin )dx d ( )
          

1
 

 

axاز رياضيات به خاطر داريم كه حاصل انتگرال axe cos bxdx e (bsin bx a cos bx)
a b

 
 2 2
b)    است. بنابراين داريم: 1 x sin a )   1»  

x x .e cos(x sin )dx e (xsin sin (xsin ) cos(x sin )) |
sin sin

        
    2 2

1 1
1 1

  

sec tgsec secI ( )d d d d
tansin sec tg tg( )
sec

   

  
    

       
        


   
2 22 212 2 22 2 2 22

1 1 2 1 2 2
1 1 21

 

tg u sec d du u tgdu tg ( u) tg ( tg ) ( )
u 





       

      
   

2 21
1

2
2 2 2 2 2 12 22 2 2 21 2

  

aتوجه: براي حل اين انتگرال از dx
(ax)

tg (ax)


 2
1

 استفاده شده است. 1

  



  

19 

 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

sinاز بسط تابع  »1«گزينه  ـ20 (xsin ) ر از طرفين تساوي نسبت بهاستفاده كرده و دو با گيريم:مشتق مي  

d
d

...sin (xsin ) sin .J sin .J sin .J

...cos (xsin ).x cos (J cos J cos J cos )

       

      

1 3 5

1 3 5

2 2 3 2 5

2 3 3 5 5
  

d
d ...sin (xsin ).(x cos ) cos (xsin ).x sin ( J sin J sin J sin )           2 2 2

1 3 52 3 3 5 5  
جايدر آخرين رابطه، به

2   دهيم:قرار مي ,
... ...x cos(x) ( J J J ) x cos x ( J J J )          2 2 2 2 2 2

1 3 5 1 3 52 1 3 5 2 1 3 5  

  


