
  
  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  هاسيستمها و سيگنال

 

 

  
  اول فصل

  »هاسيگنال«
ها آشنا شويم. اين فصل به نوعي ها، ابتدا بايد با مفهوم سيگنال و روابط حاكم بر آنها و سيستمتحليل سيگنالو قبل از ورود به هر مبحثي درباره تجزيه 
  شده در اين فصل استفاده خواهد شد.از روابط مطرح اي براي ورود به بحث اصلي است. تا انتهاي اين كتاب به دفعاتمهمترين فصل اين كتاب بوده و دريچه

هاي مختلف نمايش شويم. در اين درسنامه روشاين فصل در چهار درسنامه تنظيم شده است. ابتدا در درسنامه اول با مقدمات و برخي از تعاريف آشنا مي
كنيم. با برخي از اين تبديلات در ها را مطرح ميتبديلات بر روي سيگنالها را بيان خواهيم كرد. در درسنامه دوم انواع ها و نحوه رسم شكل آنسيگنال

كنيم. در نهايت در ها است كه براي هر سيگنال چهار ويژگي مختلف را بررسي ميهاي سيگنالدرسنامه سوم مربوط به ويژگي ايد.رياضيات پايه آشنا شده
كم شود اما ابداً اين فصل را دستصورت مستقيم از اين فصل مطرح مي. سؤالات بسيار كمي بهشويمهاي اصلي و مهم آشنا ميدرسنامه چهارم با سيگنال

  هاي بعدي است.نيازي براي تمامي فصلنگيريد زيرا پيش
  

  مقدمات ):1درسنامه(
 

  كنيم.يك سيگنال را نيز بررسي مي پردازيم. همچنين نحوه نمايش و رسم شكلها ميدر اين درسنامه به بررسي مقدمات و تعاريفي درباره سيگنال

 مفهوم سيگنال

هاي مالي در بازار بورس نحوه تغييـر قيمـت يـك    شود. براي مثال سيگنالهاي فيزيكي تعريف ميدر حالت كلي سيگنال به عنوان يك مدل رياضي از پديده
v(t)رابطهكنند. يا سيگنال ولتاژ دو سر يك مقاومت طبق زماني مشخص مي م را در يك بازهاسه Ri(t)     تغييرات ولتاژ و جريان يـك مقاومـت را نشـان
سيگنال تصوير كـه آن   ،تواند از هر جنسي باشد. براي مثالتر، سيگنال، تابعي از يك يا چند متغير مستقل است. اين متغير مستقل ميدهد. به بيان سادهمي

,I(xرا به صورت y) دهيم، روشنايي هر پيكسل از تصوير را بر حسب طول مي نشان(x)  و عرض(y)   دهـد. بنـابراين  آن نشـان مـيI(x, y)   تـابعي از دو
ك متغيـر  دهيم كه داراي يهايي را مورد تجزيه و تحليل قرار ميدر اين درس صرفاً سيگنال ست كه اين متغيرها از جنس مكان هستند.ا y,xمتغير مستقل 

هاي فركانسـي خواهنـد   مربوط به سيگنال هشتمتا  چهارمهاي زماني و فصول مربوط به سيگنال سومتا اول فصل  مستقل از جنس زمان يا فركانس هستند.
  شود.م شروع ميها از فصل چهارهاي فركانسي بررسي شده و بحث اصلي بر روي اين سيگنالي از سيگنالتعاريف ابتداي اين درسنامه صرفاً بود. در

  توان اين تعريف را تعميم داد.مختص اين كتاب است و نمي پردازيم كه صرفاًبعد از اين توضيحات ابتدايي به تعريف سيگنال مي
  .هاي فيزيكي هستنددهشود كه يك بيان رياضي از پديهاي زماني يا فركانسي گفته ميبه تابعي از متغير مستقل زمان يا فركانس به ترتيب سيگنال تعريف سيگنال:

 اجزاي سيگنال

  شود:يك سيگنال از اجزاي زير تشكيل مي
,x)هاي زمـاني را بـا حـروف كوچـك انگليسـي     سيگنالـ نام سيگنال: 1 y,h,w, )  ي فركـانس را بـا حـروف بـزرگ انگليسـي     هـاي حـوزه  سـيگنال و 

(X,Y,H,W, ) كنيم.نامگذاري مي  
دهيم. نشان مي nيا  tي مستقل از جنس زمان را با امتغيري كه تابع هيچ متغير ديگري نبوده و از جنس زمان يا فركانس است. متغيرهتغير مستقل: ـ م2
t ي اعداد حقيقيدر حوزه(t )  وn در حوزه اعداد صحيح(n ) مسـتقل از جـنس فركـانس را بـا     كننـد. متغيرهـاي  تغيير مي، s   يـاz   نشـان

)حقيقي در حوزه اعداد دهيم.مي ) ،s,z  ي اعداد مختلطنيز در حوزه(s,z ) كنند.تغيير مي  
ي سـيگنال، نـام آن را نوشـته و    كند. براي نشان دادن دامنهي اعداد مختلط تغيير ميع متغير مستقل بوده و در حوزهمتغيري كه تاب ي سيگنال:ـ دامنه3

هـاي  ي سـيگنال و دامنـه  []xيـا  ()xهاي زماني را بـه صـورت  ي سيگنالدهيم. به عنوان مثال دامنهدر مقابل آن يك پرانتز يا كروشه باز و بسته قرار مي
  شود.نيز گفته مي» مقدار سيگنال«يا » متغير تابع«ي سيگنال، دهيم. گاهي به دامنهنشان مي []Xيا  ()Xفركانسي را به صورت 
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 يك سيگنال ها، دامنهتجزيه و تحليل سيگنالدر حوزه  :1تذكر (Amplitude)    آن را بـا   ،معادل برد يك تابع در حوزه تجزيه و تحليـل توابـع اسـت
  ها متفاوت هستند)دامنه توابع اشتباه نگيريد (صرفاً نامگذاري

   
  »حوزه سيگنال«                                 »حوزه تابع«                                  

خـود  شامل شود. آرگومان سيگنال ي مقابل نام سيگنال قرار دارد، آرگومان سيگنال گفته ميتي كه در داخل پرانتز يا كروشهبه عبارـ آرگومان سيگنال: 4
  است. آنمتغير مستقل يا تابعي از 

 هاي زمانيبندي سيگنالدسته

  شوند:يي زير تقسيم مپيوسته يا گسسته بودن متغير مستقل به دو دسته به هاي زماني با توجهسيگنال
 اعداد ان است، پيوسته بوده و در حوزهها، متغير مستقل كه از جنس زمدر اين سيگنال: CT(Continuous Time)هاي زمان پيوسته ـ سيگنال1

  دهند.قرار مي ( )باز و بسته  عموماً داخل يك پرانتزرا ها دهند. آرگومان اين سيگنالنشان مي tهاي زمان پيوسته را با كند. متغير مستقل سيگنالحقيقي تغيير مي
  

  آن توجه كنيد. دهندهو اجزاي تشكيل مقابلبه عنوان مثال به سيگنال زمان پيوسته 

  
ي اعداد ها، متغير مستقل كه از جنس زمان است، گسسته بوده و در حوزهدر اين سيگنال: DT(Discrete Time)هاي زمان گسسته ـ سيگنال2

ها را عموماً داخل يك كروشه دهند. آرگومان اين سيگنالنيز نشان مي mيا  kو گاهي با  nهاي گسسته را با غير مستقل سيگنالكند. متصحيح تغيير مي
  توان آن را داخل يك پرانتز باز و بسته نيز نشان داد.دهند اما ميقرار مي [ ]باز و بسته 

  آن توجه كنيد. دهندهگسسته مقابل و اجزاي تشكيل به عنوان مثال به سيگنال زمان
  

 ازايهاي گسسته تنها بهدامنه سيگنال :2تذكرnشود. در نتيجه دامنه شوند، تعريف ميكه باعث صحيح شدن مقدار آرگومان سيگنال مي يهاي
  گيريم.شوند، صفر در نظر ميهاي صحيحي كه باعث غيرصحيح شدن مقدار آرگومان ميnهاي ياnازاييك سيگنال گسسته را به

 هاي گسسته نمونه يا به دامنه سيگنال :3تذكرsample شود.نيز گفته مي  
  شود. هاي ديجيتال گفته ميصحيح تغيير كند، سيگنال ي اعدادها فقط در حوزهآن اي كه دامنههاي زمان گسستهبه سيگنالهاي ديجيتال: ـ سيگنال3

  ايم.بندي كردهها را دستهتغييرات متغيرهاي اين سيگنال هاي زماني و حوزهانواع سيگنال در جدول زير
  نوع سيگنال متغيرمستقل دامنه

x()tزمان پيوسته 

x[] n زمان گسسته  
x[] n ديجيتال  

 سيگنال ضابطه

شود و بـه كمـك آن   ان ميخود بي شود. هر سيگنال توسط ضابطهه ميسيگنال ناميد ، ضابطه(x[n]/x(t))سيگنال  و دامنه (n/t)بين متغير مستقل  رابطه
  :كند. (هم پيوسته و هم گسسته)سيگنال از رابطه زير تبعيت مي فرم كلي ضابطه سيگنال را در هر زمان دلخواه تعيين كرد. توان دامنهمي

(1) Sμv¤ (2) Sμv¤ (3) Sμv¤

ÂòIÄn ³oÎ ÂºIÃM ³oÎ −I¹«Ãw ¾¹¶Hj pH Â÷MIU ®£Tv¶ oÃûT¶ pH Â÷MIU ®£Tv¶ oÃûT¶ pH Â÷MIU
h(x(g(t))) f (t)

:
: ( )h(x[g(n)]) f (n)


−I¹«Ãw ¾õMIò Â±¨ ³oÎ :

   

  :شود (هم پيوسته و هم گسسته)شود، كه به آن فرم استاندارد گفته مييان ميها در فرم زير بسيگنال اما در اغلب موارد ضابطه

ÂòIÄn ³oÎ ÂºIÃM ³oÎ −I¹«Ãw ¾¹¶Hj ®£Tv¶ oÃûT¶ ®£Tv¶ oÃûT¶ pH Â÷MIU
x(t) f (t)

: : ( )
x[n] f (n)





−I¹«Ãw ¾õMIòjnHkºITwH ³oÎ :
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   اند توجه كنيد:به عنوان مثال به دو سيگنال پيوسته و گسسته زير كه در فرم كلي بيان شده
  

   
  
  

 اي باشد كـه شـرايط تـابع برقـرار     بيان شده براي يك سيگنال بايد به گونه عنوان تابعي از اطلاعات، ضابطه ها بهسيگنالطبق تعريف اين كتاب براي  :4تذكر
  دهنده يك سيگنال باشد.تواند نشانبيان شده نمي باشد. بنابراين اگر به ازاي يك زمان، بيشتر از يك مقدار براي دامنه سيگنال محاسبه شود، ضابطه

  اند، توجه كنيد.خود بيان شده هاي زير كه با ضابطهبه سيگنال
x(t) ـ1 t  2 1  
  است.  ( )x: تابعي از دامنه سيگنال كه در اين مثال خود دامنه يعني 1 تمسق

  است. (t)باشد كه در اين مثال خود متغير مستقل يعني  آنتابعي از  متغير مستقل يا  : آرگومان سيگنال كه بايد2قسمت 
): تابعي از متغير مستقل كه در اين مثال3قسمت  t ) 2   است.  1
  ي اين سيگنال در فرم استاندارد بيان شده است.ضابطه

tهاي سيگنال را در زمان سيگنال را در هر زمان دلخواه به دست آورد. براي مثال دامنه داده شده بايد بتوان دامنه ضابطهطبق  1 ،t   3
t و2   

t  كنيم.تعيين مي x( ) ( ) x( )      21 1 1 1 1  

t x( ) ( ) x( )           23 3 3 3 512 2 2 2 4 

t x( ) ( ) x( )          2 1 

x(t ـ2 ) t   21 1 

t)مان آن را تغيير داديم. آرگومان را به صورت تابعي از متغيـر مسـتقل يعنـي    سيگنال يعني آرگو قسمت دوم ضابطه ،در اين مثال )1    نوشـتيم. بنـابراين

tازايبهضابطه اين سيگنال در فرم استاندارد بيان نشده است. در اين مثال نيز ضابطه سيگنال را  1 ،t   3
t و2   كنيم.بررسي مي  

t x( ) ( ) x( )       21 1 1 1 1   

t x( ) ( ) x( )            23 3 3 5 51 12 2 2 2 4 

t x( ) ( ) x( )          21 1 

tكنيد در اين مثال با جايگذاريطور كه مشاهده ميهمان 1 سيگنال دامنه سيگنال در ضابطهx(t) درt   يعنيx( )  به دست آمد، در حالي كه در
tمثال قبل با جايگذاري 1دامنه سيگنال ،x(t) در همانt 1يعنيx( به شد. اين اختلاف به اين دليل است كه آرگومان سيگنال در اين مثال محاس 1(
x(tدر واقع دامنه سيگنال  .تابعي از آن است نبوده و (t)برابر با متغير مستقل  )1 درt 1  يعنـيx( ) x( ) 1 1      بـا دامنـه سـيگنالx(t)  درt   

)xيعني ) .برابر است  
xـ3 (t) t  2 2 1 

xيعني ( )xه صورت تابعي از داده و آن را بآن را تغيير  ل يعني دامنهسيگنا قسمت اول ضابطه ،در اين مثال در فرم اسـتاندارد  اين سيگنال  نوشتيم. بنابراين ضابطه 2()

tسيگنال را در سه زمان شده است. حال ضابطهنبيان  1،t   3
tو 2   كنيم.بررسي مي  t x ( ) ( ) x( ) x( )        2 2 21 1 1 1 1 1 

t x ( ) ( ) x ( ) x( ) j               2 2 23 3 3 3 5 3 512 2 2 2 4 2 2 

t x ( ) ( ) x ( ) x( ) j( )              2 2 21 

tنال در دو زماندامنه سيگ   3
tو 2   ) به صورت قطعي به دست نيامدx( ) 3

jبرابر با 2 5
jاست يا 2 5

بنابراين با توجه بـه تعريـف    ؛؟)2

 از دهنده يك سيگنال نيست (در هر تابع به ازاي يـك مقـدار  اي نشانگيريم، چنين ضابطهعي از متغير مستقل در نظر ميسيگنال در اين كتاب كه آن را تاب
  .متغير مستقل حداكثر بايد يك مقدار از متغير تابع موجود باشد)

®£Tv¶ oÃûT¶ pH Â÷MIU
n

( ) SwH ®£Tv¶ oÃûT¶ pH Â÷MIU ¾¨ −I¹«Ãw ·I¶¼¬nA1

log x[ ]( ) −I¹«Ãw ¾¹¶Hj pH Â÷MIU

log x[ ] cos( n) n
n

   31x( t )
t

 
2
12 1 4

x()( ) −I¹«Ãw ¾¹¶Hj pH Â÷MIU

t

Â÷MIU ¾¨ −I¹«Ãw ·I¶¼¬nA
( ) SwH ®£Tv¶ oÃûT¶ pH 2 1

®£Tv¶ oÃûT¶ pH Â÷MIU
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x[n] ـ4 n  2 1  
nهـاي يـك سـيگنال زمـان گسسـته اسـت. دامنـه ايـن سـيگنال را در زمـان          دهنـده ه نشـان بنابراين ايـن ضـابط   است. nمتغير مستقل  ،اين سيگنال در ضابطه 1، 

n   3
nو2   آوريم.به دست مي  n x[ ] ( ) x[ ]      21 1 1 1 1  

x[ ] 3
n شود.برابر با صفر در نظر گرفته ميشود يا به عبارتي تعريف نمي 2 n x[ ]      3 3

2 2   

n x[ ] ( ) x[ ]          2 1 

]x ـ5 n] n  2 1  
nهـاي ايـن سـيگنال را در زمـان    در نظر گـرفتيم. حـال دامنـه    nيعني nآرگومان سيگنال را به صورت تابعي از  ،در اين مثال  1،n  2،n   و 4

n  5
  آوريم.به دست مي 2

]xتعريف نشده است، بنابراين صحيحدر حوزه اعداد  1آرگومان يعني  ]1  شودر در نظر گرفته مينشده و صفتعريف. n x[ ]     1 1  
]xعضو اعداد صحيح نيست، بنابراين 2آرگومان يعني n .شودنشده و صفر در نظر گرفته ميتعريف  2[ x[ ]   2 2  

  4 2  است، بنابراينx[ ]xدهندهنشان 4[ ]2 وx[ ]2 .است  n x[ ] ( ) x[ ] x[ ]          24 4 4 1 2 2 15 

n n x[ ]    5 5
2 2  

 هاي گسسته به ازايدامنه سيگنال :5تذكرn هاي وn شود.رگومان عددي صحيح نباشد، صفر در نظر گرفته ميكه به ازاي آنها آ هاي صحيحي  
  در اين مثال سه حالت زير رخ داد:

nـ1 : n  5
2 شود.است و دامنه سيگنال در اين زمان صفر در نظر گرفته ميx[ ] 5

2    

nـ2  1 و: n  n. در نتيجـه در ندبود اما باعث غيرصحيح شدن آرگومان شد nوجود اينكهبا 2  1 وn  دامنـه سـيگنال صـفر در نظـر      2
]xشود.گرفته مي ] x[ ]  1 2    

nـ 3 :n  4  ازاي ايننيز بهاست و آرگومانn باشد. بنابراين دامنه سيگنال درصحيح ميn    قابل تعريف است. 4

 شكل سيگنال

مختصات دوبعـدي   ها را درسيگنال كنيم. شكلهاي مناسب استفاده ميگذاريهاي مرسوم رسم شكل توابع و نقطهها از همان روشبراي رسم شكل سيگنال
n)كنيم كه محور افقي مربوط به متغير مستقلرسم مي / t )   و محور عمودي مربوط به دامنه سيگنال(x[n] / x(t) )   .است  

  ها مفيد هستند.توجه به نكات زير براي رسم شكل سيگنال
  گنال زير روبرو خواهيد بود.با چند سي هاي پيوسته عموماًسيگنالشكل در رسم  )1

x(t)  است.ثابت ها يك عدد مختلط ي آن به ازاي تمامي زمانسيگنالي كه ضابطه الف) سيگنال ثابت: a ®§{  

اي درجه اول برحسب ي آن يك چندجملهسيگنالي كه ضابطه ب) سيگنال خطي:
وشي كه بـه خـاطر داريـد    است. براي رسم چنين سيگنالي از هر ر tمتغير مستقل 

هـا بـه يكـديگر    توانيد استفاده كنيد، امـا انتخـاب دو نقطـه و وصـل كـردن آن     مي
  ترين روش است.سريع

  

 است. نيازي به رسم دقيق شكل اين سـيگنال  tاي درجه دوم برحسب متغير مستقل آن يك چندجمله ضابطهسيگنالي كه  دوم (سهمي): ج) سيگنال درجه
  گذاري مناسب شكل كلي را رسم كنيد.س سهمي و نقطهيست با پيداكردن رأنيست بلكه كاف

  
                                                ،x(t) at bt c   2 ®§{  

  
 

  به طور كامل آشنا خواهيد شد. )4(ها در درسنامه ها و شكل آنگنالاين سي با ضابطه :اصليهاي د) سيگنال

x(t) at b  ®§{
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tدر لحظه x(t)لاگر سيگنا )2 t  داراي نقطه ناپيوستگي باشد، طبق يك قرارداد، دامنه سيگنال درt وt كنيم.را با يك خط عمود به يكديگر وصل مي  

  

 
jHjnHo¤ ¢Lö  

  
xجه كنيد دامنهتو (t)1 درt  tو در  1برابر با  3  tبرابر با صفر است. بنابراين در 3    را به صفر وصل كنيم. 1كافيست با يك خط عمود دامنه  3

 

  
−»HkT¶ ½ILT{H

   
 

  

  
jHjnHo¤ ¢Lö 

   
x (t)2  2/1،1و3در چهار نقطه،t  1 ناپيوستگي دارد. براساس يك اشتباه متداول، دامنه سيگنال در  نقطه ناپيوستگيt 1  به دامنه سيگنال در نقطه

tناپيوستگي /1 tكه بايد با يك خط عمود دامنه سيگنال درشود، در صورتيبا يك خط مورب وصل مي2 1 يعنيx ( ) 2 1 ي آن در به دامنه 2
t 1 يعنيx ( ) 2 1 .وصل شود  

 گنال در نقطه ناپيوستگيمقدار دامنه سي :6تذكرt t  از رابطهx(t ) x(t )
x(t )

  2
 

 آيد.به دست مي  

xهايبراي مثال مقادير سيگنال (t)1 وx (t)2 شود.ها به صورت زير محاسبه ميدر نقاط پيوستگي آن  
x ( ) x ( ) x ( ) x ( )

x ( ) , x ( )
          1 1 2 2

1 2
1 1 3 32 1 3 1 11 32 2 2 2 2 2


 

هـاي  سـيگنال  هصحيح جايگذاري كرده و دامنه سيگنال را طبـق ضـابطه حسـاب كنيـد. دامن ـ     اعداد nهاي گسسته كافيست به جاي براي رسم سيگنال) 3
در هـر   x[n]گيـريم. مقـدار دامنـه   ، صـفر در نظـر مـي   شوندميهاي صحيحي كه باعث غيرصحيح شدن آرگومان nو غيرصحيحهاي nگسسته را به ازاي

اين خط عمودي را به اندازه مقـدار دامنـه رسـم كـرده و      .دهيمرا با يك خط عمودي كه در بالاي آن يك نقطه توپر قرار گرفته است، نشان مي nيلحظه
  كنيم.يره توپر يادداشت ميمقدار دامنه را كنار دا

nكه در x[n]به عنوان مثال شكل سيگنال  1  و در 2برابر باn  5برابر با 2
 مقابلاست به صورت  2

  شود.رسم مي
هاي رسم شده را در كنار ي خود به صورت جداگانه رسم كرده و بعد قسمتكافيست هر ضابطه را با توجه به بازهاي، هاي چندضابطهبراي رسم سيگنال )4

  قرار دهيد. يگذارهاي زماني را در نقطهگذاري براي رسم هر ضابطه، همواره ابتدا و انتهاي بازهيكديگر قرار داد. هنگام نقطه

 ي آن رسم كنيد.را با توجه به ضابطههاي زير شكل هر يك از سيگنال  :1مثال  

1( 

t , t

, t
x(t) , t

t , t

  
     

 


2

2 4 1
2 1 1
1 1 3

1 33

 

 :كنيم.اي است. بنابراين هر ضابطه را در بازه زماني خود رسم ميچندضابطه سيگنال پاسخ  
  

t
x(t) t , t

x(t) ( ) ( )

 
          

1 2
2 4 1 2 1 4 2 2 2 4 

ÁnHm¬¾‰£º: ضابطه اول  

tدر بازه x(t)ضابطه   1  رسم شده است. اين بازه از برابر با خط مورب
دار بودن ايـن  ادامه«...» با گذاشتن يك علامت  .سمت چپ نامحدود است

  دهيم.  خط را از سمت چپ نشان مي
  

 ابتداي بازه
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  دومفصل 

  »هاسيستم«
شوند و ها مطرح ميسيستم رها همواره در كناكنيم. سيگنالها را معرفي و بررسي ميها در فصل اول، در اين فصل سيستمبعد از شناخت و بررسي سيگنال

هاي واردشده دچار شوند. سيگنالد و خارج ميها به آن وارعنوان ماشيني است كه سيگنالناپذير هستند. سيستم در يك مفهوم ابتدايي بهدو مفهوم جدايي
  شوند.از سيستم خارج مي در نهايت تغييراتي شده و

نمايش و تعيين نحوه اوليه،  ريفانامه اول مربوط به مقدمات و تعباشد كه در دو درسنامه تنظيم شده است. درسها در كنكور ميفصل اين فصل يكي از مهمترين
شود. اما مهمترين قسمت اين فصل درسنامه دوم ها سؤالاتي مطرح مياز بخش سوم درسنامه اول يعني تعيين خروجي سيستمها است. گاهي خروجي سيستم

شود و شما با داشتن ضابطه سيستم بايد مطرح مياز اين بخش شود. هر سال حداقل يك سؤال خاصيت براي سيستم تعريف مي 6است. در اين درسنامه 
كنند. مي آمادهاند شما را در رابطه با سؤالات كنكور كاملاً هاي تأليفي كه بعد از معرفي هر خاصيت آورده شدهرا تعيين كنيد. مثال شدههاي خواستهخاصيت

شده ها مطرح هاي تستي متعددي نيز براي تعيين اين خاصيتشده براي هر مثال را با حوصله و دقت كافي مطالعه كنيد. روشهاي مطرححلراهاست كافي 
  گانه يك سيستم را حتي بدون نياز به كاغذ و قلم بررسي كنيد.ششتوانيد خواص است. بعد از كمي تمرين و كسب تسلط كافي، خواهيد ديد كه به راحتي مي

  

 هاتحليل و توصيف سيستم ):1درسنامه(

صورت اجمالي بررسي ا بهها رهاي مختلف توصيف سيستمسپس روششويم. ها آشنا ميدر اين درسنامه ابتدا با مفاهيم و تعاريف اوليه مربوط به سيستم
  دهيم.بندي كرده و شرح ميها را دستههاي تعيين خروجي سيستم. در نهايت روشكنيممي

 تعاريف اوليه و مقدمات   
  

  شويم:در اين بخش ابتدا با چند مفهوم و تعريف اوليه آشنا مي
  تعريف سيستم

ها از سيستم دهند.نشان مي Sها را معمولاً با حرف . سيستمشوندهاي ديگري تبديل ميها دچار تغييراتي شده و به سيگنالگنالفضايي است كه در آن سي
  اند.ه جزء عملگر سيستم، ورودي و خروجي تشكيل شدهس

داده بر روي  ر سيستم، تمامي تبديلات رخخروجي سيستم است. در واقع عملگ سيگنال دهنده فرآيند تبديل سيگنال ورودي بهنشانعملگر سيستم: 
  دهند.نشان مي {}Tيا {}Sصورتدهد. عملگر سيستم را معمولاً بهورودي سيستم را نشان مي

  گيرند.هايي كه تحت عملگر سيستم قرار ميسيگنال يا سيگنالورودي سيستم: 
  شوند.شده بر روي ورودي سيستم حاصل ميهايي كه از تبديلات اعمالل يا سيگنالسيگناخروجي سيستم: 

 خروجي تكورودي ـ هاي تكها سيستمپردازيم كه اصطلاحاً به آنهايي با يك ورودي و يك خروجي ميدر اين درس به بررسي سيستم :1تذكر
(single-input single output system (SISO)) شود.گفته مي  

  اما تنها دو نوع سيستم زير در اين درس اهميت دارند. بندي كرد،طبقه توان بنا بر معيارهاي مختلفيها را ميستميس
  هاي پيوسته در زمانسيستم
ها ستمنمايش شماتيك اين سي .شوندهاي خروجي پيوسته در زمان تبديل ميهاي ورودي پيوسته در زمان به سيگنالها سيگنالهايي كه در آنسيستم

  صورت زير است:به
S, x(t) y(t) , S{x(t)} y(t)    

  هاي گسسته در زمانسيستم
ها شوند. نمايش شماتيك اين سيستمهاي خروجي گسسته در زمان تبديل ميورودي گسسته در زمان به سيگنالهاي ها سيگنالهايي كه در آنسيستم

  صورت زير است:به
S, x[n] y[n] , S{x[n]} y[n]   
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 ورودي سيستم راهمواره  :2ذكرت(x[n],x(t)) و خروجي سيستم را(y[n], y(t)) گيريم (به جايدر نظر ميx وy توان هر حرف انگليسي مي
گونه تبديل نوع اول (تبديل بر روي متغير مستقل) و تبديل هاي خالصي هستند كه هيچنالسيگ ،دلخواهي استفاده كرد). در واقع ورودي و خروجي سيستم

ها انجام نگرفته است. مگر اينكه يك ورودي و خروجي خاصي براي سيستم در نظر بگيريم. براي مثال در سؤالي نوع دومي (تبديل بر روي دامنه) بر روي آن
xسيگنال«شود كه اشاره مي (t )2   ».شودعنوان ورودي به يك سيستم اعمال ميبه 1
 هايمنظور از نمايش :3تذكرS{x(t)} ? وSx(t) ? خروجي سيستم ،S ازاي وروديبهx(t)  .نمايشبراي مثال استS {x(t t )}1   به

x(tورودي ازايبه S1وجي سيستممعناي خر t )  نمايشSx [ n] 22 به معناي خروجي سيستمS2 ازاي وروديبهx [ n]2 .است  
  

  هانمايش سيستم
  

كند. براي توصيف اين فرآيند و نحوه تبديل هاي خروجي تبديل ميهاي ورودي را به سيگنالخود سيگنالبه مخصوص هر سيستم با توجه به فرآيند 
ها كنيم. در اين قسمت اين روشبررسي مي هشتمطور جامع و كاربردي در فصل ها را بههاي مختلفي وجود دارد. اين روشسيگنال ورودي به خروجي روش

  شوند.ه لازم توضيح داده ميشده و به اندازصرفاً معرفي
  نمايش جبري

شود. عملگرهاي جبري استفاده شده در اين نمايش شامل: چهار عمل صورت يك رابطه جبري بيان ميدر اين نوع نمايش رابطه بين ورودي و خروجي به
گذارند. اثر مي ي متغير مستقل و هم بر روي دامنه سيگنال. اين عملگرها هم بر روهستنداصلي، توان، روابط كوچكتر بزرگتري، انتگرال، سيگما، مشتق و ... 

  بندي كرد:را در اين نوع نمايش به سه دسته طبقهها توان سيستمست. ميا هاترين روش نمايش سيستممتداول ،نمايش جبري
هاي ممكن در تمامي زمانكنند. ا محاسبه ميخروجي ر ،هاي ممكن طبق يك ضابطههايي كه به ازاي تمامي زمانسيستماي: ضابطههاي تكـ سيستم1

t)هاي پيوسته در زمان حوزه اعداد حقيقيسيستم ) هاي گسسته در زمان حوزه اعداد صحيحو در سيستم(n ) .هستند  
n

k

S : y(t) x (t ) , S : y[n] x[k ]



   

2 12 2
1 21 2   

ها بر روي ها شرطدر اين سيستم .كنندمي تعيينهايي كه در هر بازه زماني، خروجي را از ضابطه مشخصي سيستماي زماني: هاي چندضابطهـ سيستم2
  شود.تعريف مي ،متغير مستقل كه از جنس زمان است

t

x(t) , t

x [n ] | n |
S : y(t) x(t ) , t , S : y[n]

o.w

x( )d , t





        
 

   

2 2
1 2

2
1 2 21 22 




  

شرط استفاده از هر ضابطه براساس دامنه ورودي يا  كند كهمي تعيينهايي كه خروجي را از چند ضابطه سيستماي: اي دامنههاي چندضابطهسيستمـ 3
  شود.خروجي تعيين مي

x ( t ) , x(t) x(t )
x(t ) x (t) , y(t)

S : y(t) , S : y(t)
x(t) , y(t), x(t) x(t )

         
   

3 2
1 2

2 1 1
1 2 12




  

nx[n ] , x[n ] n
S : y[n]

x[n] x[ ] , x[n ] n

   
     

3
1 1 1

1 1 1   

 :سيستم توجهS3 اند.تعريف شدهدامنه ورودي  و هم بر رويها هم بر روي متغير مستقل اي. چون شرطاي زماني است و هم دامنههم از نوع چندضابطه  
  توصيفينمايش 

شود. اين نوع از نمايش هر چند نمايش مرسومي نيست اما ، نمايش توصيفي سيستم ناميده ميدر چند جمله و عبارتورودي و خروجي سيستم  بيان رابطه
كه از  S2و S1راي مثال به نمايش توصيفي دو سيستمب فرآيند تبديل ورودي به خروجي حاصل شود.و كند كه درك خوبي از عملگرهاي سيستم كمك مي

y[n]: دست آمده است دقت كنيد.ها بهروي نمايش جبري آن x[n ] 2   S1نمايش جبري 1
n)را به (n) يعني اي كه متغير مستقل وروديگسستهسيستم : S1نمايش توصيفي )1 ) دهد) و يك واحد به سمت راست انتقال زماني ميورودي را تبديل كرده

y(t): كند.دامنه ورودي را در دو ضرب مي tx ( t) 2   S2نمايش جبري2
كند) و بعد دامنه ورودي را به توان دو رسانده و در متغير اي كه متغير مستقل ورودي را دو برابر كرده (فشرده ميسيستم پيوسته: S2نمايش توصيفي

  كند.مستقل ضرب مي
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  يش بلوك دياگراميانم
 شود. اصولاً اين نوع نمايشمايش بلوك دياگرامي سيستم ناميده مي، نهاي استانداردنمادها و شكلاي از ورودي و خروجي سيستم به كمك دسته رابطهبيان 

نمايش بلوك دياگرامي  يو براي بررسي و تحليل سيستم بهتر است نمايش جبري سيستم از رو بودهبراي فهم كلي عملكرد سيستم در يك نگاه مناسب 
 دهد.ان ميها را نشها و معادل جبري آندست آيد. جدول زير انواع بلوك دياگرامبه

  بلوك دياگرام معادل جبري
  عملگر ضرب اسكالر (يكسان براي پيوسته و گسسته)

y(t) ax(t)     
  عملگر جمع (يكسان براي پيوسته و گسسته)

y(t) x (t) x (t) 1 2   

  
  عملگر ضرب (يكسان براي پيوسته و گسسته)

y(t) x (t)x (t) 1 2   

  
  مختص حالت پيوسته Tعملگر تأخير زماني به مقدار دلخواه 

y(t) x(t T)    
  

 مختص حالت گسسته Nعملگر تأخير زماني به مقدار دلخواه 

y[n] x[n N]   
 

 گيري مختص حالت پيوستهعملگر انتگرال

t
y(t) x( )d


    

 
 ختص حالت گسستهعملگر انباشتگي م

n

k

y[n] x[k]


    
 

 عملگر مشتق مختص حالت پيوسته

y(t) x (t)  
 

  عملگر تأخير زماني به اندازه يك واحد مختص حالت گسسته

y[n] x[n ] 1  
  

 استاندارد ( صورتها بهرانگير و انباشتگي همواره كتوجه كنيد كه در عملگر انتگرال :4تذكرt

 و
n


( ها بنابراين اگر در بلوك دياگرام كران ،است

صورتها را بهمشخص نباشند هرگز آن
 يا




 .در نظر نگيريد  

  نمايش معادلاتي
كنيم كه به آن ها بيان ميهاي آنپيوسته را برحسب تركيبي از ورودي، خروجي و مشتقع نمايش، رابطه بين ورودي و خروجي يك سيستم در اين نو

  :صفحه بعدهاي شود. مانند سيستمنمايش معادلات ديفرانسيلي گفته مي
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S : y (t) y(t) x (t) x(t)   1
12 2   

S :ty (t) y(t) x (t)x(t) x(t) , y ( ) , y( )        2 2 1   
صورت معادلات تفاضلي ، آن را بههاي آن نشان دهيميافتهاگر رابطه ورودي و خروجي را برحسب تركيبي از ورودي، خروجي و انتقالنيز در حالت گسسته 

  هاي زير:ايم. مانند سيستمنمايش داده
S :y[n ] y[n ] y[n] x[n] , y[ ] , y[ ]        3 2 2 1 2 1 1 1   

S :y[n] y[n ] x[n]x[n ] y[n ]     4
13 1 1 12   

 به :5تذكرy( )،y ( ) و ... ،y[ ]1،y[ ]شود.، ... مقادير اوليه معادلات ديفرانسيلي يا تفاضلي گفته مي  
  طور كامل آشنا خواهيم شد.با اين نوع نمايش در فصل هشتم به

  هاسيستم اتصال
  

  كنيم:متصل ميها را در سه فرم به يكديگر سيستم
در اين نوع اتصال، خروجي سيستم قبلي، ورودي سيستم فعلي : (Casecade)ـ اتصال سري يا متوالي 1

  است: مقابلصورت هاي سري بهاست. نمايش بلوك دياگرامي سيستم
z(t) خروجي سيستمS1 و ورودي سيستمS2 .است  

ها يكسان است و خروجي سيستم در اين نوع اتصال، ورودي همه سيستم: (Parallel)ـ اتصال موازي 2
صورت هاي موازي بهنمايش بلوك دياگرامي سيستم .شودحاصل مي تك سيستملي از جمع خروجي تكك

y(t)   است: مقابل y (t) y (t) 1 2   

ري كرده و با ورودي گيدر اين نوع اتصال، از خروجي نمونه: (Feedback)خورد ـ اتصال فيدبك يا پس3
  شود.تكرار ميدر يك حلقه اين عمل  كنيم كهجمع مي

z(t) S {y(t)}

e(t) x(t) z(t)

y(t) S {e(t)}


  
 

2

1

   

  شود.، سيگنال خطا گفته ميe(t)به
  هستند.تر موازي، از اتصال فيدبك مهم در اين درس دو اتصال سري و

 هاي پيوسته است.هاي گسسته نيز دقيقاً مانند سيستمنحوه اتصال سيستم :6تذكر  

 دست آوريد.ها را بههاي زير، نمايش جبري سيستمدر بلوك دياگرام :1مثال  
  
1(  

  
 :آوريم.ست ميدگام خروجي را بهبههايي را در بلوك دياگرام انتخاب كرده و گامبراي سادگي محاسبات، گره پاسخ  

x(t) (t t ) x(t ) (t t )
z(t) x(t) (t) z(t) x( ) (t) ,w(t) z(t ) x( ) (t ) , y(t) w (t) x( ) (t )

¾Moò Â²IMoü
    

              2 2 2 2 2 2 2
  

     

:y(t) x( ) (t )  2 2نمايش جبري   
  

2(  
S {x(t)} (t )x(t)

S {x(t)} x(t)
t

 




2
1

2 2

1
1

1

   

 :ورودي سيستم پاسخS1 سيگنال( x(t))2 .آيد:دست ميرو بهصورت روبهر نتيجه خروجي آن بهد است  S {x(t)} (t ) x(t) 2
1 1 2   

)در S1خروجي سيستم x(t))  و سيگنال شدهضربz(t) سازد.را مي  z(t) (t )x(t) ( x(t)) (t )x (t)      2 2 22 1 2 1   

1y (t)

2y (t)
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)سيگنال S2ورودي سيستم x(t)) .آيد:دست ميرو بهصورت روبهدر نتيجه خروجي آن به است  S {x(t)} ( x(t))
t

 


2 2
1

1
   

y(t) از ضرب خروجي سيستمS2 وz(t)  شود.حاصل ميأخير زماني يافته تبه اندازه يك واحد كه  
(t t )

y(t) S {x(t)} z(t ) ( x(t))( ((t ) )x (t )) y(t) x(t)x (t )
t t

            
 

22 2 2
2 2 2

1 2 2 21 2 1 1 1 1
1 1

   

S صورتمايش جبري اين سيستم بهيفي اين سيستم بسيار راحت است. نبه كمك نمايش توص S1درك روند محاسبه خروجي سيستمتوجه:  {x(t)} (t )x(t) 2
1 1 

t)ن را دراست. اين سيستم ورودي را گرفته و آ )2  x(t)2است بنابراين x(t)2كند. ورودي اين سيستم سيگنالضرب كرده و خروجي را محاسبه مي 1
t)را در )2 t)خروجي برابر و ضرب كرده 1 )x(t)22   شود.مي 1

  
3(  

S : y[n] x[n ]

S :y[n] x [n]

S : y[n] x[n] x[n ]

 


  

1
2

2
3

1
2

1
   

 :سيستم پاسخS1 وS2  سيستمبا صورت سري و بهبا همS3 طور جداگانه داده شده است. ي هر سيستم بهاند. ضابطهصورت موازي بسته شدهبه
  ).نيستهاي كمكي سيگنالديگر نيازي به در نظر گرفتن اين  ،ا تسلط كافيبكنيم (را در بلوك دياگرام مشخص مي m[n]و z[n]،w[n]هاي سيگنال

 
S S S

S : y[n] x[n ] z[n] x[n ]
Â]»oi Â]»oi Áj»n»

    
1 1 2

1 1 1   

x[nبرابر S1اند. خروجي سيستمصورت سري بسته شدهاست، چرا كه اين دو سيستم به S2همان ورودي سيستم S1خروجي سيستم ]1  .در است
Sطبق ضابطه S2سيستم  : y[n] x [n] 2

2 x[nضرب شود. پس 2رسيده و در عدد  2رودي بايد به توان و 2 ]1  2رسانده و در عدد  2را به توان 
xكنيم كه سيگنالضرب مي [n ]22   است. S2شود كه همان خروجي سيستمحاصل مي 1

 
S S

S : y[n] x [n] m[n] x [n ]
Â]»oi Â]»oi

   
2 2

2 2
2 2 2 1   

 
S S

S : y[n] x[n] x[n ] w[n] x[n] x[n ]      
2 3

3 1 1
Â]»oi Â]»oi

   

  موازي بسته شده است. S2و S1هايبا مجموعه سيستم S3را جمع كنيم، چرا كه سيستم S3و S2بايد خروجي سيستم y[n]براي پيدا كردن خروجي كلي يعني
y[n] w[n] m[n] x[n] x[n ] x [n ]

Â±¨ Â]»oi
      21 2 1   

  هاتعيين خروجي سيستم
  

بندي كرده و تمامي سؤالات مربوط به اين بخش را تيپ ،كنيمها را با داشتن ورودي و ضابطه سيستم بررسي ميدر اين بخش نحوه تعيين خروجي سيستم
روش حل سؤالات در  ولي هاي زمان پيوسته توضيح داده شده استسيستم ها دركنيم. تمامي روشگام بيان ميبهصورت گامبهروش حل سؤالات هر تيپ را 

  ن صورت است.هاي زمان گسسته نيز دقيقاً به هماسيستم
  ايضابطههاي تك: سيستم1تيپ 

x(t)ورودي داده شده( در نظر بگيريد. x(t)ورودي داده شده را دقيقاً برابر باگام اول:  (  
  نحوه رفتار سيستم را شناسايي كنيد. يعني تمام عملگرهاي موجود بر روي متغير مستقل و دامنه سيگنال را تعيين كنيد.گام دوم: 

tS:y(t)كند.ضرب مي teسيستم متغير مستقل را در آرگومان ورودي دو برابر كرده و دامنه را در سيگنال e x( t) ´TvÃw nITÎn ÂÄIwI¹{−IX¶  2  

دست در نهايت خروجي به .كنيدتمامي تغييرات لازم را بر روي ورودي اعمال با توجه به عملگرهاي سيستم ورودي را به سيستم اعمال كرده و  گام سوم:
  .خواهد آمد
 خطاي محاسباتي انجام دهيد. ،در غير اينصورت ممكن است در تعيين خروجي همواره به ترتيب عملگرهاي سيستم دقت كنيد :7تذكر  

t:x(t) e u(t)

t:y(t) e x( t)

 
  2

−IX¶ Áj»n»

¾õMIò
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  ومسفصل 

  »LTIهاي سيستم«
، دو خاصيت خطي و تغييرناپذيري با زمان از اهميت بيشتري برخوردار خواصها مطرح كرديم. از بين اين تمدر فصل قبل شش خاصيت را براي سيس

 (Linear Time Invarient (LTI)) هاي خطي و تغييرناپذير با زمانطور همزمان داشته باشند، سيستمهايي كه اين دو خاصيت را بههستند. به سيستم
  ها به دو دليل از اهميت بالايي برخوردار هستند.شود. اين سيستمگفته مي

  .استهاي نمايي، ضريبي از ورودي به ورودي LTIهاي پاسخ سيستم ـ1
Sn n

LTI
x[n] z y[n] Az    Ss t s t

LTI
x(t) e y(t) Ae    

  خواهيم كرد. مفصل بحث هشتمدرباره اين ويژگي در فصل 
x[n])به ورودي ضربه واحد LTIاگر پاسخ سيستم ـ 2 [n],x(t) (t))    دست آورد.توان پاسخ سيستم به هر ورودي دلخواه را بهمشخص باشد، مي  

: y[n] x[n] h[n]                                                                  : y(t) x(t) h(t)   

  

x(t)و رابطه شدهعملگر كانولوشن ناميده » «شود. نماد گفته مي LTIپاسخ ضربه سيستم h[n]و h(t)به h(t) صورتبهx(t) كانولوشنh(t) 
اين ويژگي  دست آورد كهرا به (x[n],x(t))توان بدون داشتن ضابطه سيستم، پاسخ به هر ورودي دلخواهشده ميشود. به كمك روابط گفتهخوانده مي

  است. كاربرديبراي مهندسان بسيار 
  هاي آن بحث خواهيم كرد.و ويژگي LTIهاي نحوه محاسبه كانولوشن دو سيگنال، پاسخ ضربه سيستم اص اين عملگر،خوو اين فصل درباره عملگر كانولوشن  در

هاي قبل ها تكراري است. بنابراين به سادگي با حل سؤالات سالفصل عموماً سؤالات متوسطي هستند كه ايده طراحي آن در اينشده سؤالات مطرح
  سخ دهيد. سؤالات پااين توانيد به مي

  گسسته LTIهاي سيستم ):1درسنامه(

گسسته  LTIهاي ند. تجزيه و تحليل سيستمباشهايي گسسته ، سيگنالهااي هستند كه ورودي و خروجي آنLTIهاي گسسته، سيستم LTIهاي سيستم
شده در حوزه پيوسته تر است. اما سؤالات مطرحادهپيوسته، كمي س LTIهاي ها نسبت به سيستمدر حوزه زمان با توجه به ماهيت گسسته بودن سيگنال

پيوسته دارد. بنابراين با درك  LTIهاي گسسته اشتراكات بسيار زيادي با سيستم LTIهاي تحليل سيستم ،كمي بيشتر از حوزه گسسته است. با اين وجود
  نخواهيد داشت. پيوسته) LTIهاي عميق مفاهيم اين درسنامه، ديگر مشكلي در درسنامه بعدي (سيستم

  

  گسسته LTIي هاسيستم پاسخ ضربه
هاي دهيم. پاسخ ضربه عموماً جزء دادهنشان مي h[n]آن را با شود وپاسخ ضربه سيستم ناميده ميگسسته به ورودي ضربه واحد،   LTIپاسخ يك سيستم 
توان طرح شماتيك زير را ها ميشود. با توجه به خطي و تغييرناپذير بودن اين سيستممي در نظر گرفته LTIعنوان مشخصه يك سيستم مسئله است و به

  گسسته در نظر گرفت. LTIهاي براي سيستم

y[n] h[n]                                 x[n] [n] طبق تعريف پاسخ ضربه  
y[n] Ah[n]                                x[n] A [n]  هاي طبق همگن بودن سيستمLTI  
y[n] h[n n ]                                  x[n] [n n ]   طبقTI هاي بودن سيستمLTI  
y[n] A h[n n ] A h[n n ]   1 1 2 2                                x[n] A [n n ] A [n n ]     1 1 2  LTIهاي بودن سيستم TIطبق خطي و  2

LTI
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 با  ،هاي خطيطبق تعريف خاصيت همگني براي سيستمA نيز برابر كردن ورودي، خروجي A شود.برابر مي  S
LTI

A [n] Ah[n]    

 ت يطبق تعريف خاصTI يابد.زه انتقال زماني ميبا انتقال زماني ورودي، خروجي نيز به همان اندا ،بودن  S
LTI

[n n ] h[n n ]     

  شود.همان تركيب خطي و انتقالي از پاسخ ضربه مي ،و تغييرناپذيري با زمان، پاسخ سيستم به تركيب خطي و انتقالي از ورودي ضربه خطيطبق تعريف خاصيت 
S

LTI
A [n n ] A [n n ] A h[n n ] A h[n n ]        1 1 2 2 1 1 2 2   

 پاسخ ضربه «عبارت  :1تذكر(impulse response) «هاي مختص سيستمLTI هايي كه است و براي سيستمLTI  نيستند بايد از عبارت  
  استفاده كرد.» پاسخ به ورودي ضربه واحد«

 دست آوريد.هاي زير بهپاسخ به ورودي ضربه واحد را در سيستم  :1مثال  
1(y[n] x[n ] 2 1   
 :ستا كافي پاسخx[n] [n]  طه سيستم جايگذاري كنيم.بارا در ض  x[n] [n] x[n ] [n ] y[n] [n ]          2 1 2 1 2 1   

h[n]توان گفتبنابراين پاسخ به ورودي ضربه واحد، همان پاسخ ضربه سيستم خواهد بود و مياست،  LTIسيستم  [n ]  2  LTI. با توجه به است 1

S  ه است.نيز قابل محاسب هاورودياين بودن سيستم پاسخ به 
LTI

[n] h[n] [n ]    3 3 3 12 2   
S

LTI
[n ] h[n ] [n ] [n]         1 1 2 1 1 2  

S
LTI

[n ] [n ] h[n ] h[n ] [n ] [n ]              3 2 2 2 3 2 2 2 6 3 2 2 1   

x[n]به ورودي LTIخواهيم پاسخ سيستم حال مي [ n]    روابط زير برقرار نيستند: LTIدست آوريم. به خاطر داشته باشيد كه هرگز در يك سيستم را به 2
[an]  (a)h[an] , [n]  (a)h [n]   

]توانمي n] af]  دست آورد.و خروجي را به صورت زير نوشترا به 2 (n)] [f (n)] S
LTI

x[n] [ n] x[n] [n] y[n] h[n]       2   
  

2( y[n] x[ n ] 2 2   
 :با فرض پاسخx[n] [n]  كنيد كه با توجه به ترتيب تبديلات بر روي متغير مستقل در حالت گسسته، انتقال زماني را كنيم. دقت خروجي را محاسبه مي

x[n]  اعمال كنيد. sampling-Downبايد قبل از  [n] x[n ] [n ] x[ n ] [ n ] y[n] [ n ]              2 2 2 2 2 2 2 2   
 »پاسخ به ورودي ضربه واحد«توان گفت معني است و ميبيبراي اين سيستم » h[n]«و نماد » پاسخ ضربه«نيست. بنابراين استفاده از عبارت  LTIسيستم 
]برابر با n ] 2   است. 2

  

 براي سيستم  :2مثالS با رابطه ورودي ـ خروجيn
y(n) x( )

    3 تر كدام است؟ (بخش صحيح، گزينه كامل( u u     94(سراسري(  

(n)مساوي (n)) پاسخ به ورودي1 (n ) (n )      1 (n)) پاسخ ضربه سيستم برابر2  است. 2 (n ) (n )      1   است. 2
 ) همه موارد4  ) سيستم بدون حافظه است.3

 :كافي است در .دار استاين سيستم حافظه  »1«گزينه  پاسخn 1 ي ورودي و خروجي را بررسي كنيم.رابطه  

y( )xبه 1( )  اشتباه هستند. 4) و (3هاي (. بنابراين گزينهدار استبوده و سيستم حافظهوابسته (y( ) x( ) x( )     

11 3   

) از عبارت 2و در گزينه (» (n)پاسخ به ورودي«) از عبارت 1ورودي ضربه واحد بيان شده است. در گزينه ( ) پاسخ سيستم به2) و (1هاي (در گزينه
بودن  LTIيين گزينه صحيح بايد ودي ضربه واحد يكسان است، براي تعاستفاده شده است. با توجه به اينكه در هر دو گزينه پاسخ به ور» پاسخ ضربه«

  استفاده كرد.» پاسخ ضربه«توان از عبارت مي ،باشد LTIم را بررسي كرد. اگر سيستم سيست
n)صورتسيستم خطي است ولي آرگومان ورودي به )jkø پس سيستم  ،نيستTV در نتيجه سيستم باشد. ميLTI توان از عبارت نيست و نمي  

n  ) صحيح است. 1و گزينه (كرد  استفادهبراي اين سيستم » پاسخ ضربه«
y[n] ( )     3   

x(n)پاسخ سيستم به ورودي ،عنوان تمرينبه (n)  كنيم.را پيدا مي  

S
n

n , ,n
x(n) (n) y(n) ( ) n) (n ) (n )

o.wo.w

 
 

                           

1 1 1 2 1 233   
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  دست آورد:توان از رابطه زير بهگيرند، مييح قرار ميها داخل عملگر جزءصحاي كه آرگومان آنهاي گسستهضابطه سيگنال :1نكته 

(r) (r) (r)
n

x x [n] x [n ] x [n (r )]
r

             
1 1  

  دست آوريم داريم:را براي سيستم مثال بالا به (n)شده استفاده كرده و پاسخ به ورودياگر از نكته گفته
x(n) (n)

( ) ( ) ( )
n n n n

y(n) x( ) x [n] x [n ] x [n ] y(n) ( ) ( ) ( )                 
3 3 3

1 21 23 3 3 3   

(af (n)) (f (n)) y(n) (n) (n ) (n )         1 2   

  

  گسسته LTIهاي پاسخ به ورودي دلخواه در سيستم

دست آورد. رابطه ورودي و را به توان پاسخ به هر ورودي دلخواهيمي LTIهاي با داشتن پاسخ ضربه سيستم ،طور كه در ابتداي فصل مطرح كرديمهمان
  شود:صورت زير تعريف ميگسسته به LTIهاي خروجي در سيستم


¸{¼²¼ºI¨ Íμ]Â]»oi Áj»n» (¸{¼²¼ºI¨) ¾Moò gwIQ

k k

y[n] x[n] h[n] x[k]h[n k] x[n k]h[k]
 

 



      
  

ناميده  جمع كانولوشنشده كه ي نوشتهصورت رابطهشود. براي بيان عملگر كانولوشن به، كانولوشن ناميده شده كه بين دو سيگنال اعمال مي»«نماد 
  مراحل زير را بايد انجام داد: ،شودمي

  جايگذاري كنيد. n ،kعمال شده را به دلخواه انتخاب كرده و در آرگومان آن به جاي ها اهايي كه كانولوشن بر روي آنيكي از سيگنال ـ1
n،(nسيگنال دوم را انتخاب كرده و در آرگومان آن به جاي  ـ2 k) .جايگذاري كنيد  

)، ازkكرده و بر روي متغير  دو سيگنال را در يكديگر ضرب ـ3 ) تا( ) سيگما
k

( )



 .بگيريد  

 متغير مستقل در سمت چپ تساوي  :2تذكرn  و در سمت راست تساويk توان به جاي . مياستk هر حرف ديگري از جمله ،l .و ... نيز استفاده كرد  

k kn:
k :

y[n] x[n] h[n] x[k]h[n k] x[n k]h[k]

®£Tv¶ oÃûT¶

 

 
 

      


®£Tv¶ oÃ™T¶

 

 هاي زير بيان كنيد.شن را براي سيگنالرابطه جمع كانولو :3مثال  

1( nh[n] u[ n ] , x[n] ( ) u[n]    14 2   

 :پاسخ  k

k k

y[n] x[n] h[n] x[k]h[n k] ( ) u[k]u[ (n k) ]
 

 
         1 42   

n k

k k

y[n] x[n] h[n] x[n k]h[k] ( ) u[n k]u[ k ]
 



 
         1 42  

  
2( ( )h [ n ] , x[ n ]  3 2 4 1  

 :پاسخ  ( )
k k

y[n] x[n] h[n] x[k]h[n k] x[ k ]h [ (n k) ]
 

 
          34 1 2  

( )
k k

y[n] x[n] h[n] x[n k]h[k] x[ (n k) ]h [ k ]
 

 
          34 1 2  

  

3( 
k

h[n] [n k] , x[n]



    2  

 :پاسخ  
k k k k k

y[n] x[n] h[n] x[k ]h[n k ] [(n k ) k] [n k k]
    

      
                  2 2  
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k k k k k

y[n] x[n] h[n] x[n k ]h[k ] [k k] [k k]
    

      
                2 2  

  در رابطه جمع كانولوشن استفاده كرديم. kبه جاي  kدر رابطه جمع كانولوشن از متغير kو متغير  h[n]ضابطه در kبراي تمايز قائل شدن بين متغير : 1تذكر 
x[n]: 2تذكر   x[n]) بنابراين هنگام نوشتن رابطه جمع كانولوشن بدون تغيير ؛وابسته نيست nيك سيگنال ثابت است كه به  2 x[k] x[n k] )    2 2  

  شود.وارد سيگما مي
  نال گسستهمحاسبه كانولوشن دو سيگ

  

x[n]) ورودي و پاسخ ضربه سيگنال گسسته دوگسسته بايد كانولوشن  LTIدست آوردن خروجي يك سيستم براي به h[n])  كنيم. براي اين  تعيينرا

منظور بايد رابطه جمع كانولوشن
k k

( x[k]h[n k] x[n k]h[k])
 

 
  IÄ د دارد كه هر محاسبه شود. چند روش براي محاسبه اين رابطه وجو

  براي حل مسئله مناسب است. ،دهيم. هر روش با توجه به شرايطيصورت جداگانه توضيح ميكدام را به
  ـ روش محاسباتي1

 هاي تواني زير را كه به محاسبههاي رياضي محاسبه كنيد. بنابراين بهتر است سريدر اين روش بايد رابطه جمع كانولوشن را به كمك روابط حاكم بر سري
  كنند، به خاطر بسپاريد.رابطه جمع كانولوشن كمك مي

n

k

n(n )
: k



 1
2

  n  )1تا  1جمع اعداد متوالي از   

n

n

n n

a
, | a |

: a a
, | a |





−»H ¾±μ]
SLvºnk¤







    
 

 1 11
1

  2د هندسي) (عنهايت جمله متوالي از يك تصاحد مجموع تصاعد هندسي (جمع بي  

n n n
n

n n

a a
: a

a
−»H ¾±μ] oiA pHk÷M Â§Ä ¾±μ]

SLvºnk¤

 



 
 

2 1 2

1

1

1   3لي از يك تصاعد هندسي (متوا چندجمله مجموع  1

n

k

n(n )( n )
: k



  2 1 2 1
6

  n )4تا  1اعداد مربع كامل متوالي از  مجموع  

n

n

a
, | a |

: na ( a)

, | a |





  
  

 2 1
1

1
  5( گرفته و كمي تغيير در آن ايجاد كنيممشتق  a) نسبت به 2اگر از رابطه (  

n n n
n

n

a na
: na a

a( a)





 



1 1 1 1

2
1

11
  6(ته و كمي تغيير در آن ايجاد كنيم رفگمشتق  a) نسبت به 3اگر از رابطه (  

n(aصورت توانياگر ضابطه دو سيگنال بهشرايط استفاده از روش محاسباتي:  توان از اين روش استفاده كرد مي ،هاي پله يا ضربه باشدو سيگنال (
  هاي ديگر بسيار مشكل خواهد بود.وگرنه محاسبه سري

 توان به اختيار يكي از روابطسبه رابطه جمع كانولوشن ميبراي محا :3تذكر
k

x[k]h[n k]



 يا

k

x[n k]h[k]



  ايكرد. رابطه انتخابرا 

ها را در . نحوه تشخيص انتخاب يكي از رابطهبار محاسباتي شود شدنتر سادهباعث  h[n]و x[n]هايكنيم كه با توجه به ضابطه سيگنالرا انتخاب مي
  ها خواهيد ديد.مثال
 دست آوريد.هاي زير را از روش محاسباتي بهكانولوشن سيگنال  :4مثال  

1( h[n] u[n ] , x[n] u[n]  1   

 :پاسخ  
k k

y[n] x[n] h[n] x[k]h[n k] u[k]u[n k ]
 

 
        1   

يد كه متغير نهستند. توجه ك 1اي هاي پله در چه بازهواهند شد. بنابراين بايد مشخص كرد كه سيگنالهاي پله در سيگما باعث تغيير كران خسيگنال
  ها اشتراك گرفت.بنابراين بايد از بازه ،انددو سيگنال پله در يكديگر ضرب شده .nباشد نه مي kمستقل 

u[k] , k
k n

u[n k ] , n k : k n

 
   

       
1 11 1 1 1





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n به اين اشتراك  ،را به خود بگيرد. بنابراينتواند هر مقداري يك متغير است و مي
nمعتبر است كه شرطي  1  چه بيشتر اين موضوع به محور باشد. براي فهم هر
 دقت كنيد. مقابلزماني 

 

nتوان گفت اگربنابراين مي  1  هيچ اشتراكي وجود نداشته و حاصل  ،باشد
nاما اگر ،شودميكانولوشن صفر   1  و كران سيگما  هاشتراك وجود داشت ،باشد
  .كندتغيير پيدا مي

n

k
k

( )( ) , n (n ) , n , n
u[k]u[n k ] n nu(n )

, n , n
, n





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
                        


1

1 1 1 1 1 1 1 11 11 1
1


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   
 

   

  

2( n nh[n] u[ n] , x[n] ( ) u[n]   13 2   

 :پاسخ  k n k n k k

k k k

y[n] x[k]h[n k] ( ) u[k] u[ (n k)] ( ) u[k] u[ n k]
  

 

  
         1 13 3 32 2  

n3  بهk دست آورد.ها يك هستند را نيز بايد بههاي زماني كه دو سيگنال پله در آنتوان آن را از سيگما بيرون آورد. اشتراك بازهپس مي ،وابسته نيست  

n k k

k n
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دست آمده را براي اينكه جواب به. دشونهاي پله بيان ميها برحسب سيگنالگزينه باغل ها وجود نداشته باشد چرا كهده در گزينهدست آماحتمالاً جواب به
  داريم: ،هاي پله بيان كنيمبرحسب سيگنال

nn
n

n

u[n] u[ n ]

, n
, n , n( ) , n

y[n] ( ) ( )
, n , n( ) , n

, n
 

                 
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6 1 16 1 6 35 2 6 15 2 535
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     

   

n n( ) u[n] ( ) u[ n ]   6 1 6 3 15 2 5   

 يك يادست آمده در ها و جواب بهتوان از امتحان كردن گزينهيم ،ها يكسان نيستدست آمده با فرم جواب گزينهالبته در اين قبيل موارد كه فرم جواب به
  دو زمان خاص نيز استفاده كرد.

  

3( |n|h[n] n , x[n]   2   

 :پاسخ  
k k

y[n] x[k]h[n k] x[n k]h[k]
 

 
       

  تر از سيگماي دوم است.استفاده از سيگماي اول به نظر كمي راحتدر اين مثال 

  |k| |k| |k|

k k k

y[n] (n k) n k
  

  

  
     2 2 2  
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  مچهار فصل

  »سري فوريه«
n)ها برحسب زمانرا در حوزه زمان تجزيه و تحليل كرديم. در واقع متغير مستقل تمامي سيگنالها ها و سيستمدر سه فصل قبلي سيگنال / t)  بود، اما

توان با توجه به كاربرد آن رد، تجزيه و تحليل كرد. فركانس را ميها را برحسب متغير مستقل ديگري نيز كه فركانس نام داها و سيستمتوان سيگنالمي
بوده و متغير مستقل در توان ظاهر شود،  eصورت متفاوتي تعريف كرد. اما در اين درس به ضريب متغير مستقل در سيگنال نمايي كه پايه آن عددبه

  ها دقت كنيد.هاي آنهاي زير و نحوه تعيين فركانسسيگنالعنوان مثال به شود. بهفركانس گفته مي
 jk tx(t) e   وjk nx[n] e  ضريب متغير مستقل در اين دو سيگنال پيوسته و گسسته :jk است. بهjk ,k    فركانس موهومي گفته

J»I¹Uنيز فركانس پايه نام دارد كه از رابطه هاي متناوب است.ركانس مختص سيگنالشود. اين فمي ½n»j
  2

 اين شود. از اين فركانس در محاسبه مي
 فصل (سري فوريه) استفاده خواهد شد.

 j tx(t) e  وj nx[n] e : ب متغير مستقل در اين دو سيگنال پيوسته و گسستهضريj .استj ,  نيز همانندjk  فركانس موهومي
 شد.هاي نامتناوب است. از اين فركانس در فصل پنجم (تبديل فوريه) استفاده خواهد ناميده شده اما مختص سيگنال

 stx(t) eضريب متغير مستقل در اين سيگنال پيوسته :s است. بهs,s شود. مقدار مختلطكه مقداري مختلط است، فركانس مختلط گفته ميs  را در
sصورتفرم دكارتي به j   دهيم كهنشان ميRe{s}  وIm{s} .است. از اين فركانس در فصل ششم (تبديل لاپلاس) استفاده خواهد شد 

 nx[n] z :x[n] سيگنال نمايي است كه متغير مستقلn در توان ظاهر شده است اما پايه آن عددe صورت نيست. به كمك روابط رياضي آن را به
nn ln z n ln(z)x[n] z e e   كنيم. حال پايه اين سيگنال نمايي بهبازنويسي ميe تبديل شد و ضريب متغير مستقل يعنيn برابر باln(z)  .است

كه  z,zگيريم. بهدر نظر مي zفركانس اين سيگنال را ،شود، اما طبق يك قراردادتعيين مي ln(z)بنابراين فركانس اين سيگنال گسسته برابر با
jzصورترا در فرم قطبي به zشود. مقدار مختلطمقداري مختلط است، فركانس مختلط گفته مي re  دهيم كهنشان ميr | z | وz  .است

 ده خواهد شد.) استفاZاز اين فركانس در فصل هفتم (تبديل 
ها است. براي مثال فرض كنيد هاي اين سيگنالها و پيدا كردن فركانسهاي زماني به معادل فركانسي آنرو تبديل سيگنالهدف ما در چهار فصل پيش

x(t)هاي سيگنالخواهيم فركانسمي cos( t)  2 بايد سيگنال ،دست آوريم. طبق تعريف فركانسرا بهx(t) هاي نمايي با پايه را برحسب سيگنال

)jصورترا به x(t)بيان كنيم. براي اين منظور از رابطه اويلر كمك گرفته و رابطه سيگنال eعدد )t j t j tx(t) e e e    1 12 2 2
 كنيم. بيان مي

)jداراي سه فركانس موهومي x(t)شود كهبدين صورت مشخص مي ) 1 ،j  2 وj   3 توان ضريبعنوان يك قرارداد، مياست. بهj  را
داراي سه فركانس موهومي x(t)گنالتوان گفت سيهاي موهومي بيان نكرد. بنابراين ميدر فركانس 1 ،  2 و  3  .در اين مثال است

كمك هاي يك سيگنال زماني دست آوردن فركانسرابطه اويلر براي بهتوان از ا همواره مياز رابطه اويلر كمك گرفتيم. آي x(t)براي بيان معادل فركانسي
توان از حوزه زمان به حوزه فركانس سيگنالي را ميآيا هر  هاي زماني به معادل فركانسي خود وجود دارد؟گرفت؟ آيا روابط ديگري براي تبديل سيگنال
 )Z. در اين چهار فصل چهار ابزار رياضي (سري فوريه، تبديل فوريه، تبديل لاپلاس و تبديل رو پاسخ خواهيم دادتبديل كرد؟ به اين سؤالات در چهار فصل پيش

هاي خاص خود را داشته و مختص نوع ويژگي ،كنند. هر يك از چهار ابزارهاي فركانسي تبديل ميهاي زماني را به سيگنالخواهيم آموخت كه سيگنال
تجزيه و تحليل  در حوزه فركانس ،را به كمك اين چهار تبديل LTIهايا اين تبديلات در فصل هشتم، سيستمها هستند. بعد از آشنايي بخاصي از سيگنال

  خواهد بود.تر در حوزه فركانس نسبت به حوزه زمان (فصل سوم) به مراتب ساده LTIهايخواهيد ديد كه تجزيه و تحليل سيستم خواهيم كرد.
توان وسيله آن ميسري فوريه ابزاري است كه به كنيم.هاي فركانسي را بررسي ميهاي زماني به سيگنالفصل اولين ابزار رياضي براي تبديل سيگنالاين  در

  هاي موهومي بسط داد.هاي پيوسته و گسسته متناوب را برحسب فركانسبرخي از سيگنال
در  شود.شده است. در درسنامه اول رابطه بسط سري فوريه يك سيگنال زماني و رابطه ضرايب سري فوريه مطرح مي صل از دو درسنامه تشكيلاين ف

كنيم. همچنين چند نكته و روش تستي نيز براي حل هرچه بندي ميكنكور را تيپدرسنامه دوم خواص سري فوريه را بررسي كرده و در انتهاي آن سؤالات 
توانيد با انواع هاي قبل به راحتي ميخواهيم كرد. سؤالات اين فصل متوسط در برخي از موارد دشوار هستند، اما با حل سؤالات سالبيان  ،تر سؤالاتسريع

  سؤالات آشنا شده و خود را در برابر سؤالات دشوار اين فصل بيمه كنيد.
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 هاي متناوبنمايش سري فوريه سيگنال ):1درسنامه(

دهند از رابطهنشان مي توان پارامتري به اسم فركانس پايه تعريف كرد. اين پارامتر كه آن را باميبراي هر سيگنال متناوب 
  2

J»I¹U ½n»j  محاسبه

radگفتيم كه واحد آن نيزاي ميفركانس زاويه شود (در درس فيزيك بهمي

s
 ·IÄjHn

¾ÃºIYتوان هاي متناوب را به كمك ابزار سري فوريه مياست). سيگنال
k)برحسب مضاربي از فركانس پايه يعني , k )   كند كه براي يك سيگنال زماني در چه مضاربي ازبسط داد. در واقع سري فوريه بيان مي ،

  شويم.هاي متناوب آشنا ميدر اين درسنامه با نمايش سري فوريه سيگنال .ريف شده و اين مؤلفه فركانسي چيستمؤلفه فركانسي تع
روابط بسط و آناليز سري فوريه  

  
ال رابطه بسط سري فوريه، يك سيگن رابطه بسط سري فوريه و رابطه ضرايب سري فوريه. ها همواره دو رابطه مطرح است.در نمايش سري فوريه سيگنال

jkهاي نمايي موهومييعني سيگنال kهايزماني متناوب را برحسب فركانس n jk t(e / e )   هاي سري فوريه، مؤلفه ضرايبدهد و رابطه بسط مي
نشان  kaشود و آن را باهاي فركانسي، ضرايب سري فوريه گفته ميفهآورد. به اين مؤلدست ميبه kهايفركانسي سيگنال زماني را در فركانس

  شوند:صورت زير بيان ميدهيم. اين روابط در حالت زمان پيوسته و گسسته بهمي
DT   CT   

jk n
k

k N

x[n] a e 


    jk t

k
k

x(t) a e





     فوريه سري رابطه بسط  

jk n
k

n N

a x[n]e
N

 


 1   jk t

k T
a x(t)e dt

T
  

1   رابطه ضرايب سري فوريه  

  كنند.ها كمك زيادي ميدر مورد روابط گفته شده به چند نكته زير توجه كنيد. اين نكات در به خاطر سپردن روابط و درك مفهوم آن

 x(t) وx[n] شود.در رابطه ضرايب سري فوريه بر روي يك دوره تناوب بسته مي ماهستند. بنابراين انتگرال و سيگ هاي متناوبسيگنال
T

n N

( )

 ,  

منظور از
T ي در نظر بگيريد كه اختلاف كران بالا و پايين اگونهاين است كه كران انتگرال را بايد بهT شود. براي مثال اگرT  توان مي ،باشد 3

عنوانهاي زير را بهانتگرال
T :در نظر گرفت  T

T
IÄ IÄ IÄ


   

3 1 1 33
2 1


 

   

اشد. در موردباده كنيم كه محاسبات سها را به شكلي انتخاب ميعموماً كران
k N
 ها اي انتخاب كنيم كه اختلاف آنگونهنيز بايد كران بالا و پايين را به

يك واحد از دوره تناوب كمتر باشد. به بيان بهتر در
k N
  بايدN  راي مثال اگرزير سيگما در نظر بگيريم. برا متناوب نمونه متوالي از سيگنالN    باشد داريم: 3

N

k N k k k

IÄ IÄ IÄ

   
   

2 1 13

1 98




  

يكي از اشتباهات متداول اين است كه در
k N
 ها كنند كه اختلاف آنكران بالا و پايين را طوري انتخاب ميN .شود  

aa

T b
k N b

:a b T , : a b N


         1   

 نال پيوستهضرايب سري فوريه سيگx(t) شود. بنابراين در رابطه بسط سري فوريه سيگنال پيوسته، سيگما محسوب مي غيرمتناوب، يك سيگنال گسسته

)را از ) تا( ) بنديممي
k

( )



. 

 سستهضرايب سري فوريه سيگنال گx[n] شود. بنابراين در رابطه بسط سري فوريه سيگنال با دوره تناوب خود سيگنال محسوب مي متناوب، يك سيگنال گسسته

بنديمگسسته، سيگما را بر روي يك دوره تناوب مي
k N

( )

 توان رابطه زير را نوشت:ميال گسسته، سيگن. از طرفي به دليل متناوب بودن ضرايب سري فوريه 

SwH J»I¹T¶ −I¹«Ãw J»I¹U ½n»j IM ¾Tvv¬ −I¹«Ãw ¦Ä ¾Än¼Î Áow KÄHoò k k mN: a a , m   
 صورتتوان بهضرايب سري فوريه را ميb[k] a[k], ,  كه بيانگر يك سيگنال گسسته با متغير مستقلk :هستند نيز نشان داد  ka a[k]  

 بهjk te  ك هارمونيkامj te  شود.گفته مي 
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 هايسيگنالjk te  وjk ne  هايداراي فركانسjk شود كه سري فوريه، يك سيگنال متناوب را برحسب باشند. به همين دليل گفته ميمي
 توان گفت سري فوريه يك سيگنال متناوب را برحسب مضارب صحيح فركانس پايهمي jنظر از دهد. با صرفبسط مي jkهاي موهوميفركانس

(k , , , , )        دهد.بسط مي 
 ضرايب سري فوريهk(a jدر فركانس x(t)دهد كه سيگنالنشان مي a2باشد. براي مثالمي jkدهنده وزن سيگنال در فركانسدر واقع نشان ( 2  

aچه وزني دارد. اگر 2  گوييممي ،باشدx(t) فركانسj 2  را دارا نيست و اگرa 2 jدر فركانس x(t)گوييممي ،باشد 3 2   واحد مقدار دارد. 3به اندازه 
 ازاي چند در زير رابطه بسط سري فوريه بهk .نشان داده شده است 

j t j t j t j tCT:x(t) a e a e a a e a e     
       2 2

2 1 1 2       
  

( ) ¦Ãº¼¶nIÀ1    ( j ) uºI¨oÎ ·p»     oÿÅ uºI¨oÎ ·p»       ( ) ¦Ãº¼¶nIÀ1              ( j ) uºI¨oÎ ·p»    
  

j n j n j n j nDT : x[n] a e a e a a e a e     
       2 2

2 1 1 2      
 با  دنگنال در يك سمت رابطه باشند با توان منفي و هنگامي كه با ضرايب سري فوريه در يك سمت رابطه باشنمايي موهومي هنگامي كه با خود سي سيگنال  

 متغيرهاي مستقل نيز در دو سمت روابط دقت كنيد. تفاوتشود. به توان مثبت ظاهر مي


jk t

k T
k:

t:

a x(t)e dt
T®£Tv¶ oÃûT¶ ®£Tv¶ oÃûT¶

  
1 


  

jk t
k

kt:
k:

x(t) a e
®£Tv¶ oÃûT¶

®£Tv¶ oÃûT¶


 


  


   


jk n

k
n Nk:

n:

a x[n]e
N®£Tv¶ oÃûT¶

®£Tv¶ oÃûT¶

 


 1 



  
jk n

k
k Nn:

k:

x[n] a e
®£Tv¶ oÃûT¶

®£Tv¶ oÃûT¶

 


  



  

 صورت زير نشان داد:توان بهرابطه بين سيگنال و ضرايب سري فوريه را مي  

F.S
ka x(t)




1
  

 

F.S
kx(t) a  

F.S
ka x[n]




1
 

 

F.S
kx[n] a  

   خاطر بسپاريد.بهدر فرم بياني صورت زير سري فوريه را بهبهتر است روابط بسط سري فوريه و آناليز  
DT   CT   

jk n

k N

eKÄHoò 


   سيگنال  jk t

k

eKÄHoò





   فوريه سري رابطه بسط  سيگنال  

jk n

n N

e
N

−I¹«Ãw  


 1 ضرايب  jk t

T
e dt

T
−I¹«Ãw   

1  رابطه ضرايب سري فوريه  ضرايب  
  

  
هاي فركانسي يك سيگنال مؤلفه ،طور كه گفتيمهمانهاي فركانسي يك سيگنال زماني متناوب است. اولين قدم در حل سؤالات اين فصل، پيدا كردن مؤلفه

توانيد براي بالا بردن سرعت آوريم. اگر مايل بوديد ميدست ميرا بهمتناوب همان ضرايب سري فوريه هستند. در مثال زير ضرايب سري فوريه چند سيگنال مهم 
  دست آوريد.توانيد تمامي اين ضرايب را بهبه راحتي مي شده در فصل بعدروابط مطرحخاطر بسپاريد. البته به كمك ها را به عمل خود، ضرايب سري فوريه اين سيگنال

 دست آوريد.را به هاي زيرضرايب سري فوريه سيگنال  :1مثال  

1(
k

x(t) (t kT)



     

 :پاسخ x(t)  يك قطار ضربه پيوسته با دوره تناوبT .است. به شكل آن توجه كنيد  
. باشدتناوب  كنيم. كران انتگرال بايد در يك دورهرا محاسبه مي kaحال به كمك رابطه ضرايب سري فوريه،

Tبراي اين منظور بازه T
( , ) 2 tگيريم تا ضربه موجود دررا در نظر مي 2   .داخل انتگرال قرار بگيرد  

t

T T T
jk t jk t jk ( )

k kT T TT
a x(t)e dt (t)e dt (t)e dt (t)dt a

T T T T T T

Â²IMoü SÃÅIi


       

  
             2 2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 11  



   
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kaوب است.برابر با معكوس دوره تنا ،توان گفت ضرايب سري فوريه قطار ضربه پيوستهبنابراين مي
T

 ها kوابسته نبوده و به ازاي تمامي kبه 1
  مقداري ثابت دارد.

  

2( 
k

x[n] [n kN]



     

 :پاسخ x[n] يك قطار ضربه گسسته با دوره تناوب  نيز مانند مثال قبليN .است  

          
N(كران سيگما را بايد طوري در نظر گرفت كه  1  ضربه موجود در فقطدر اين بازه باشد.  كران بالا) –كران پايينn   گيرد.داخل سيگما قرار مي  

N N N N
jk n jk n jk ( )

k k
n n n n

a x[n]e [n]e [n]e [n] a
N N N N N

   
     

   
           

1 1 1 1

1

1 1 1 1 1   

   
  

  .استضرايب سري فوريه قطار ضربه گسسته نيز مانند حالت پيوسته برابر با معكوس دوره تناوب 
  

  

3(
k

t kT T
x(t) ( ) , T

T





   1
12 2   

 :پاسخ x(t)  سيگنال مستطيلي متناوب پيوسته با دوره تناوبT وجه كنيد:است. به شكل اين سيگنال ت  

  
  

Tاي انتخاب كرد كهكران انتگرال را بايد به گونه kaبراي محاسبه )  كران پايين كران بالا(  
ست ا كران موردنظر نيست. بلكه كافيدست آوردن شود. توجه كنيد كه نيازي به اتلاف وقت و به

 طبق شكل آن، x(t)را داخل انتگرال قرار دهيد. يك دوره تناوب از x(t)يك دوره تناوب از
  مقابل است:صورت به

)تنها در بازه x(t)يك دوره تناوب از T ,T ) 1  ها صفر است. بنابراين كران انتگرال رامقدار دارد كه اين مقدار برابر با يك است و در بقيه زمان 1
( T ,T ) 1   گيريم.در نظر مي 1

T
T T jk T jk Tjk t jk t jk t

k T T
T

a x(t)e dt ( )e dt e (e e )
T T T jk T jk

T

       
  

      
 

11 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 11 2
   


   

jk T jk T

k
sin(k T )e e

( j)( ) a
jk j k

      
  

1 1 11 22 2
     

  نيز نوشت: sincصورت سيگنالا بهدست آمده ربه kaتوانميتذكر: 

k

k T k T
sin( ) T k Tsin(k T ) T k T T kTT Ta sinc( ) sinc( ) sinc( )

k Tk k T T

                 


1 1 1 11 1 1 1 1
1

2 2
2 2

 
  


   

  

4( 
k

n kN N
x[n] ( ) , N

N





   1
12 2   

 :پاسخ x[n] سيگنال مستطيلي متناوب گسسته با دوره تناوبN شكل آن توجه كنيد: است. به  
  

jk t
k T

a x(t)e dt  
1
2



n  

jk n
k

n N

a x[n]e
N

 


 1 
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N N
[ N ,N ] x[n]jk n jk n jk n

k k
n N n N n N

a x[n]e x[n]e a (e )
N N N


     

  
     

1 1
1 1

1
1 1

1 1 1  ½pIM nj
SwH IM oMHoM   

jk

jk ( N ) jk (N )

k jke

e e
a

N e

Âwk¹ÀkøI~U R°μ] Ì¼μ\¶
SLvºnk¤  

     

 

 


1 1 11
1

 

 
   

  صورت سينوسي بنويسيم:دست آمده را بهكنيم رابطه بهسعي مي

jk ( ) jk (N ) jk (N )

k k
jk ( ) jk ( ) jk ( )

k
jsin(k (N )) sin( ( N ))e (e e )

a a
k kN N Njsin( ) sin( )

e (e e )

      

    

      


1 1
1 1 1
2 2 2 1 1

1 1 1
2 2 2

12 2 11 1 12 2
2 2 2

  

  




 
   

  هاي سينوسي تبديل كنيد. لر به سيگنالهاي نمايي موهومي را به كمك روابط اويهمواره سعي كنيد در محاسبه ضرايب سري فوريه، سيگنالتذكر: 
  

   هاي مهمبندي ضرايب سري فوريه سيگنالجمع
 سيگنال  ضرايب

ka
T

 1  

  

ka
N

 1  

  

k
sin(k T ) T kT

a sinc( )
k T T

 


1 1 12 2  

  

k

k
sin ( N )

a
N sin(k )

 
 

12 11 2

2




  

  

  :هاو ضرايب سري فوريه آن هاي مهمشرايط سيگنال
 بايد زوج بوده و در زمان صفر مقدار داشته باشند. نيز هاي مستطيلي متناوبسيگنال و هاي قطار ضربه بايد در زمان صفر مقدار داشته باشندسيگنال  
 صورتب سري فوريه سيگنال مستطيلي متناوب پيوسته بهضرايsinc صورتاست ولي ضرايب سري فوريه سيگنال مستطيلي متناوب گسسته بهsinc .نيست 

 مقدار   :2مثال
n

x(t) (t n )



      )1400(دكتري   ، برابر با كدام است؟2

1 (jn t

n

e




  21
2  2 (jn t

n

e





 2  3 (jnt

n

e



  4 (jnt

n

e


 1
2  

 :ست بسط سري فوريها ها كافيبا توجه به گزينه  »4«گزينه  پاسخx(t) .را بنويسيم  

x(t) با دوره تناوب ايقطار ضربهT  2 باشد.برابر با معكوس دوره تناوب مي است. ضرايب سري فوريه قطار ضربهk(a )
T

 


1 1
2   

  ka
jk .t jkt

k
k kT

: x(t) a e x(t) e
  

     

  
 

1
2

2 2 12

1
2

   x(t)بسط سري فوريه  

T
, T 1 2

N
, N 1 2
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  پنجم فصل

 »تبديل فوريه«

وسيله آن كنيم. تبديل فوريه ابزاري است كه بههاي فركانسي را بررسي ميهاي زماني به سيگناللدومين ابزار رياضي براي تبديل سيگنادر اين فصل 
توان تبديل فوريه كمك سري فوريه مي هاي موهومي بسط داد. هرچند بههاي پيوسته و گسسته نامتناوب را برحسب فركانستوان برخي از سيگنالمي

اين فصل از دو درسنامه تشكيل شده است. در درسنامه اول روابط مربوط به تبديل فوريه و عكس تبديل فوريه  دست آورد.هاي متناوب را نيز بهسيگنال
  موارد به خواص سري فوريه شباهت دارند.كنيم. اين خواص در بسياري از تبديل فوريه را بررسي مي صشود و در درسنامه دوم خوامطرح مي

  

 هاي زمانيتبديل فوريه سيگنال ):1درسنامه(
 

 هاي نماييسيگنال توان برحسبهاي متناوب را مييه را بيان كرديم. نشان داديم كه سيگنالرهاي متناوب زماني نمايش سري فودر فصل قبل براي سيگنال
jk n jk te / e    صحيح فركانس پايه مضاربيعني( jk ,k )   بسط داد. براي اين كار كافي بود ضرايب سري فوريهk(a   را پيدا كنيم. (

به نام تبديل هاي نامتناوب از يك ابزار رياضي هاي فركانسي سيگنالهاي نامتناوب بحث كنيم. براي پيدا كردن مؤلفهخواهيم در مورد سيگنالحال مي
jهاي نماييسيگنال هاي نامتناوب را برحسبكنيم. تبديل فوريه سيگنالفوريه استفاده مي n j te / e  هايفركانس يعني( j , )  دهد. بسط مي

  ف كرد.توان تبديل فوريه تعريهاي متناوب نيز ميالبته در ادامه خواهيد ديد كه براي سيگنال
روابط تبديل فوريه و عكس تبديل فوريه   

 
كند. شود. رابطه تبديل فوريه از روي سيگنال زماني، تبديل فوريه آن را محاسبه ميها همواره يك زوج رابطه مطرح ميدر رابطه با تبديل فوريه سيگنال

X(jتبديل فوريه يك سيگنال پيوسته را با ) با و يك سيگنال گسسته راjX(e ) عكس تبديل فوريه نيز از روي تبديل فوريه،  هطدهيم. رابنشان مي
  شوند:بيان مي در ادامهكند. اين زوج رابطه در حالت زمان پيوسته و گسسته سيگنال زماني را محاسبه مي

  

DT CT   

j j n

n

X(e ) x[n]e


  


    j tX( j ) x(t)e dt

  


    طه تبديل فوريهراب  

j j nx[n] X(e )e d 


 
 2
1

2  j tx(t) X( j )e d
 


  
 
1

  رابطه عكس تبديل فوريه  2

  كنند.ها كمك زيادي ميدر مورد روابط گفته شده به چند نكته زير توجه كنيد. اين موارد در به خاطر سپردن روابط و درك مفهوم آن

 x(t) وx[n] بنابراين انتگرال و سيگما در رابطه تبديل فوريه در كل بازه زماني يعني ازنيستندهاي متناوبي سيگنال .( ) تا( )  و بر روي متغير

nمستقل / t شودبسته مي
n

( , dt)
 



 .  

 تبديل فوريه سيگنال پيوستهx(t)يعني ،X(j )  متغير مستقل با غيرمتناوبيك سيگنال پيوسته شود. بنابراين در رابطه عكس محسوب مي

)هاي پيوسته، انتگرال را ازتبديل فوريه سيگنال ) تا( ) و بر روي بنديممي( d )



. 

 سيگنال پيوسته را يك آرگومان تبديل فوريه( j ) گيريم. با اين وجود متغير مستقل سيگنالدر نظر ميX(j )،j نبوده و باشد. به دليل مي
X(jاند. البتهشود، آرگومان را به اين صورت در نظر گرفتهظاهر مي jهاي پيوسته عبارتاينكه اغلب در تبديل فوريه سيگنال )  ًرا گاها

)Xصورتهب )، X(j ) وX( ) سيگنال پيوسته توجه كنيد.يك دهند. براي مثال به چند نمونه تبديل فوريه نيز نشان مي 

X ( j ) , X ( j ) ( ) ,
j j

      
  1 2
1 1

3    
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 تبديل فوريه سيگنال گسستهx[n] ،يعنيjX(e )  متناوب با دوره تناوبيك سيگنال پيوستهT  2 و متغير مستقل شود. محسوب مي

)بنديممي هاي گسسته، انتگرال را بر روي يك دوره تناوب و بر رويبنابراين در رابطه عكس تبديل فوريه سيگنال d )

2. 

  سيگنال گسسته رايك آرگومان تبديل فوريهje  گيريم. با اين وجود متغير مستقل سيگنالدر نظر ميjX(e )،je  نبوده و باشد. به دليل مي
jeهاي گسسته عبارتاينكه اغلب در تبديل فوريه سيگنال  اند. البتهشود، آرگومان را به اين صورت در نظر گرفتهظاهر ميjX(e ) صورترا گاهاً به 

X(j )،X( )،X(j )،X( ) وjX(e ) دهند. براي مثال به چند نمونه تبديل فوريه سيگنال گسسته توجه كنيد.نيز نشان مي 

j
j j

k

X (e ) , X ( j ) ( k ) ,
e e




   


       
 

1 2
1 1 2

1 2 1
 

 هايسيگنالj te  وj ne  هاياراي فركانسدj هاي موهوميشود تبديل فوريه، يك سيگنال را برحسب فركانس. به همين دليل گفته ميهستند 
j , ) دهد. ) بسط مي 

 فركانس موهومي دهد كه سيگنال زماني در هرتبديل فوريه در واقع معادل فركانسي يك سيگنال زماني است و نشان ميj ,   .چه مقداري دارد
,توان گفت كه تبديل فوريه مقدار فركانسي يك سيگنال زماني را در فركانسنظر كرده و ميصرف jالبته براي سادگي در نوشتار از   كند. بيان مي

 يل فوريه موهومي هستند.ها در تبداما هرگز فراموش نكنيد كه فركانس

tx(t)سيگنالبراي مثال در ادامه خواهيد ديد كه تبديل فوريه  e u(t) X(jبرابر با سيگنال 2 )
j

 
 
1

توان گفت سيگنال است. حال مي 2

در فركانس x(t)زماني X(jداراي مقدار 3 )
j



13 2 يا در فركانس 3  داراي مقدارX(j )

j
 


1 1

2 2


  و ... است. 

X(jصورتفرض كنيد در سؤالي تبديل فوريه يك سيگنال بهاشتباه متداول:  )
j

 
 
1

)Xداده شده و 2 )Xست. منظور ازخواسته شده ا 2( )2 

مقدار تبديل فوريه در فركانس X(jيعني 2 ) X( j )


 
2

)Xاست. يعني 2 X(jدقيقاً همان 2(   باشد و تنها اختلاف در شيوه نوشتار است.مي 2(

X(j ) X( ) X( j )
j j

     
  2

1 122 2 2    

  است: زيرصورت اشتباه متداولي كه ممكن است رخ دهد به براي مثال


j

X( j ) X( ) X( j ) X( j( j ))
j j( j )

        
   2 2

1 1 12 22 2 2 4   

  

X(jاين اشتباه به دليل تفاوت قائل شدن بين ) وX( ) كه گفته شددر صورتي .استX(j )، مانهX( ) و تنها در نوع نوشتار با يكديگر  است
  تفاوت دارند. در تبديل فوريه زمان گسسته نيز ممكن است همين برداشت اشتباه رخ دهد. به مثال زير توجه كنيد:

j j j
j j( )

X(e ) X( ) X(e ) X(e )
e e

 
  

      
 




1 1 1
1 2 1 2

  

j j( )
j j( )

X(e ) X( ) X(e )
e e

 
      

 
 

1 1
1 2 1 2

  

 بهX(j ) وjX(e ) يا همانX( ) مقدارDC شود. به رابطهسيگنال گفته ميX( ) .توجه كنيد 

X(j ) x(t)dt



 j t j( )tCT:X( j ) x(t)e dt X( j ) X( ) x(t)e dt
   
 

           

j

n

X(e ) x[n]



 j j n j j( )n

n n

DT:X(e ) x[n]e X(e ) X( ) x[n]e
    

 
          

  توان گفت:سيگنال مي DCبنابراين در مورد مقدار





¾Tw¼ÃQ −I¹«Ãw nHj¼μº oÄp SeIv¶
−I¹«Ãw nHk£¶

¾Tvv¬ −I¹«Ãw ÁIÀï¾º¼μº ³IμU Ì¼μ\¶

CT

DC
DT

X( )

X( )

 

 
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 سيگنال نمايي موهوميj n j te / e  يه سيگنال در يك و هنگامي كه با تبديل فور ضريب منفي توانكه با سيگنال زماني در يك سمت رابطه باشند با هنگامي

شود. به ضريبظاهر مي ضريب مثبت توانسمت رابطه باشند با 

1

 در رابطه عكس تبديل فوريه و متغيرهاي مستقل در دو سمت رابطه نيز دقت كنيد: 2

j t

t:
:

x(t) X( j )e d
  




  
  

SLX¶ KÄoò

®£Tv¶ oÃûT¶ ®£Tv¶ oÃûT¶

1
2  j t

:
t:

X( j ) x(t)e dt
  




   

Âÿ¹¶ KÄoò

®£Tv¶ oÃûT¶ ®£Tv¶ oÃûT¶

   

j j n

n:
:

x[n] X(e )e d  




 
  

SLX¶ KÄoò

®£Tv¶ oÃûT¶ ®£Tv¶ oÃûT¶
2

1
2  j j n

n:
n:

X(e ) x[n]e


  



 


Âÿ¹¶ KÄoò

®£Tv¶ oÃûT¶
®£Tv¶ oÃûT¶

  

 دهيم:صورت زير نشان ميرابطه بين سيگنال و تبديل فوريه را به  
F

Fj j

X( j ) x(t) F {X( j )} x(t)

X(e ) x[n] F {X(e )} x[n]







  

   

 

1

1

1

1
  

F

F j j

x(t) X( j ) F{x(t)} X( j )

x[n] X(e ) F{x[n]} X(e ) 

   

 
  

مهم را به كمك رابطه تبديل سيگنال  اولين قدم در حل سؤالات اين فصل، پيدا كردن تبديل فوريه يك سيگنال زماني است. در مثال زير تبديل فوريه چند
  كنيم.هاي مهم را گردآوري ميآوريم. در انتها جدول تبديل فوريه سيگنالدست مي، بهفوريه
 دست آوريد.هاي زماني زير را بهتبديل فوريه سيگنال  :1مثال  

1( atx(t) e u(t) , Re{a}    
 :كافي است سيگنال پاسخx(t) :را در رابطه تبديل فوريه جايگذاري كنيم  

(a j )te
a j


   

 
1



 , tu(t) , tj t at j t (a j )tX( j ) x(t)e dt e u(t)e dt X( j ) e dt

         
 

       
1 
 


   

( ) X( j )
a j a j

     
   

1 11(a j )( ) (a j )( )(e e )
a j

        
 




 

1

1   

Fatx(t) e u(t) , Re{a} X( j )
a j

     
 
1  

Re{a}  .سيگنال مقدار پس است(a j )( )e    آيددست ميصورت زير بهبه:  
  

Re{a}(a j )( ) a( ) j ( ) j ( )e e e e e               




nHkºHo¨
   

Re{a}توان گفت سيگنالجه به توضيحات داده شده ميوبا تتذكر:  ،atx(t) e u(t) تبديل فوريه ندارد. در واقع اگرX(j )  را براي اين
)X)واگرا خواهد شد ،يمسيگنال محاسبه كن j ) )  .  

  

2(nx[n] a u[n] , | a |  1  
 :كافي است سيگنال پاسخx[n] :را در رابطه تبديل فوريه جايگذاري كنيم  

 , nu[n] , nj j n n j n j j n

n n n

X(e ) x[n]e a u[n]e X(e ) (ae )

          

  
     

1 
 


   

j

j
Fj j n

j j jae

(ae )
X(e ) X(e ) x[n] a u[n] , | a | X( j )

ae ae ae

Âwk¹ÀkøI~U Ì¼μ\¶ke
SLvºnk¤  

 
 

     
         

  
1 11

1 1 1


  

|شود كهجموع تصاعد هندسي هنگامي همگرا ميحد م |SLvºnk¤ 1 باشد. قدرنسبت اين تصاعدjae  توان گفت:است كه در مورد اندازه آن مي  
j j| ae | | a || e | | a |       

|چون فرض سؤال اين بود كه a |1  د هندسي همگرا است. مجموع تصاعحد است پس  
nx[n]توان گفت سيگنالبا توجه به توضيحات داده شده ميتذكر:  a u[n] , | a | 1  .در واقعتبديل فوريه نداردjX(e )  براي اين سيگنال واگرا خواهد

j(X(eبود ) )  .  
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Tتبديل فوريه يك سيگنال گسسته با دوره تناوب  2 توان اين موضوع را تحقيق كرد:يگنال نيز ميمتناوب است. در مورد اين س  


j( ) j

j( ) j j j
X(e ) X(e )

ae ae e ae
  

           
  

2
2 2

1

1 1 1
1 1 1

   

  

3( x(t) (t)   

 :پاسخ  

t

j t j t j ( )X( j ) x(t)e dt (t)e dt (t)e dt (t)dt X( j )



        
   

              





Â²IMoü 1
1 1   

Fx(t) (t) X( j )     1  
  

4( x[n] [n]   

 :پاسخ  

n

j j n j n j ( ) j

n n n n

X(e ) x[n]e [n]e [n]e [n] X(e )



   
       

   
            




Â²IMoü 1

1 1  

F jx[n] [n] X(e )    1  
jX(eتوان گفتتوان با هر دوره تناوب دلخواهي متناوب فرض كرد. بنابراين ميرا مي DCسيگنال ) 1 ي متناوب با دوره تناوبسيگنالT  2 .است  

  

5( t
x(t) ( )

T
 2   

 :شكل سيگنال پاسخx(t) رو است:صورت روبهبه  
  

x(t) در بازه( T ,T)  بنابراين براي محاسبه تبديل فوريه ها صفر است.اشته و در بقيه زماند 1مقدارx(t) :داريم  
TTj t j t j t j T j T

T
T

X( j ) x(t)e dt X( j ) ( )e dt e (e e )
j j

         
 


         

  
1 11   

X(jبهتر است ) را به فرم سينوسي بنويسيم. براي اين منظور كافي است صورت و مخرج را در( j)2 .ضرب كنيم  
j T j T j sin( T)

( j)( e e ) sin( T) X( j )
j j j j

             
  
1 1 1 2 22 2 2   

  

  

  
6( n

x[n] ( )
N

 2   

 :شكل سيگنال پاسخx[n] رو است:صورت روبهبه  
x[n] در بازه[ N, N]  بنابراين براي محاسبه تبديل فوريه ها صفر است.يه زمانداشته و در بق 1مقدارx[n] :داريم  

j

j ( N) j (N )N
j j n j n j

jen n N

e e
X(e ) x[n]e ( )e X(e )

e

Âwk¹ÀkøI~U R°μ] Ì¼μ\¶
SLvºnk¤  

     
     

  

   


 
1

1
1

   

jX(eبهتر است ) را به فرم سينوسي بنويسيم. براي اين منظور كافي است در صورت و مخرج از
j

e

   يريم.فاكتور بگ 2

j j (N ) j (N )
j j

j j j

jsin (N ) sin( N )e (e e )
X(e ) X(e )

jsin sin
e (e e )

     
 

   

      


1 1
2 2 2

2 2 2

12 2 12 2
2 2 2

   

  

Tمتناوب بودن تبديل فوريه اين سيگنال گسسته نيز با دوره تناوب  2 .مشهود است  

j( ) j

( )
sin( N ) sin( N )( ) sin( N )( ) sin( N )

X(e ) X(e )
( )

sin sin( ) sin( ) sin

  
          

          

2
22 1 2 1 2 1 2 12 2 2 2

2
2 2 2 2

   

  نيست. sincصورتتبديل فوريه سيگنال مستطيلي گسسته به ظاهر شد. اما sincصورت سيگنالتبديل فوريه سيگنال مستطيلي پيوسته بهتذكر: 
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 99(دكتري     تواند تبديل فوريه يك سيگنال زمان گسسته باشد؟كدام عبارت مي :2مثال(  

1 (sin 2 (sin
 

 
 2  3 (cos

   
 

12  4 (sin c( )  

 :سيگنالي پيوسته و متناوب با دوره تناوب تبديل فوريه يك سيگنال گسسته، خود» 1«گزينه  پاسخT  2 تواند باشد (تبديل فوريه گسسته ميمي

T)با دوره تناوب ,k )
k

 2  ها، بايد سيگنالي انتخاب شود كه با دوره تناوبنيز متناوب باشد). بنابراين از بين گزينه2 .يا كسري از آن متناوب باشد   

  sin( ) T
    2 412

2

sin)                                 2:گزينه (  T
   2   )1:گزينه ( 21

)sincنامتناوب   )   4(:گزينه                        (cos( ) T
     21 412

2

  )3:گزينه ( 

  جواب تست خواهد بود.  )1(در نتيجه گزينه 
همگرايي تبديل فوريه   

  
jهاي نماييرابطه تبديل فوريه، يك سيگنال نامتناوب را برحسب سيگنال n j t(e / e )  دهد.بسط مي  

j t j j nx(t) X( j )e d x[n] X(e )e d
   
 

    
  2
1 1

2 2   
  شود؟ها به مقدار سيگنال در آن زمان همگرا ميهاي نوشته شده در همه زمانحال سؤال اين است. آيا روابط بالا همواره برقرار هستند و انتگرال

? ?j t j njx(t ) X( j )e d x[n ] X(e )e d
  
 

    
  2
1 1

2 2
    

j(X(eروابط بالا به شرط محدود بودن تبديل فوريه سيگنال )),X( j ))  توان گفت به شرط محدود بودن تبديل فوريه، رابطه ند. در واقع ميبرقرار هست
  شود.شرايط ديريكله گفته مي نشود. محدود بودن تبديل فوريه يك سيگنال تحت شرايطي ميسر است كه به آعكس تبديل فوريه به سيگنال زماني همگرا مي

  شرايط ديريكله براي محدود بودن (همگرايي) تبديل فوريه

)پذير مطلقل پيوسته انتگرالسيگنا ـ1 | x(t) | dt )



  پذير مطلقو سيگنال گسسته جمع
n

( | x[n] | )



  .تعداد ماكزيمم و  ـ2 باشد

  يوستگي محدود باشد.دامنه سيگنال پيوسته در نقاط ناپ ـ4 تعداد نقاط ناپيوستگي سيگنال پيوسته محدود باشد. ـ3 هاي سيگنال پيوسته محدود باشد.مينيمم
 مينيمم و نقاط ناپيوستگي براي يك سيگنال گسسته  ،شود. چرا كه داشتن ماكزيممبراي سيگنال گسسته مطرح نمي 4و  3، 2شرط  :1تذكر

هستند. بنابراين تنها شوند، همواره برقرار ها استفاده ميهاي پيوسته كه در كاربردهاي عملي از آنمعني است. همچنين اين شروط در مورد سيگنالبي
  شود.شرط اول ديريكله در مورد محدود بودن تبديل فوريه اهميت داشته و بررسي مي

  دهد.يه يك سيگنال چند حالت رخ ميدرباره برقراري شرط اول ديريكله و رابطه آن با تبديل فور
  رابطه شرايط ديريكله و تبديل فوريه:

  است.  برحسب سيگنال تبديل فوريه دارد و تبديل فوريه آن همواره تابعي كراندار و پيوسته ق باشد پذير مطلپذير يا جمعسيگنال انتگرال ـ1
  ت.نيس الف) سيگنال تبديل فوريه دارد ولي تبديل فوريه تابعي كراندار يا پيوسته برحسب          

  پذير مطلق نباشد:پذير يا جمعسيگنال انتگرال ـ2
  سيگنال تبديل فوريه ندارد. ب)          

  در مورد موارد گفته شده به چند مثال زير توجه كنيد:
 مـورد   هـاي زيـر را پيـدا كنيـد. در    تبديل فوريه سـيگنال  ،هاي زير بررسي كرده و در صورت وجودشرط اول ديريكله را در مورد سيگنال  :3مثال

  ها نيز بحث كنيد.و پيوستگي تبديل فوريه آن كرانداري
1( x(t) (t)    
 :پاسخ   : I | x(t) |dt | (t) |dt

 
 

         شرط اول ديريكله 1
ق بوده و قطعاً تبديل فوريه دارد. تبديل فوريه سيگنال ضربه پيوسته را در پذير مطللبنابراين سيگنال انتگرال

X(jصورتبلي بههاي قمثال ) 1 كنيد كه دست آورديم. مشاهده ميبهX(j )  همواره تابعي كراندار
  .است و پيوسته از

  

2( x[n] [n]    

 :پاسخ   
n n

: I | x[n] | | [n] |
 

 
         شرط اول ديريكله 1
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تبديل فوريه سيگنال ضربه گسسته را  پذير مطلق بوده و قطعاً تبديل فوريه دارد.بنابراين سيگنال جمع
jX(eصورتهاي قبلي بهدر مثال ) 1 كنيد كهدست آورديم. مشاهده ميبهjX(e )  همواره تابعي

  است. ته ازكراندار و پيوس
پذير مطلق هستند. اگر به تبديل فوريه آنها جمعپذير يا دست آمد نيز انتگرالها بههايي كه در مثال ابتداي فصل تبديل فوريه آنتمامي سيگنالتذكر: 

  كرد.مشاهده خواهيد  تابعي كراندار و پيوسته از ،توجه كنيد
  

3( atx(t) e u(t) , Re{a}    
 :پاسخ   aat (Re{a} jIm{a})

a Re{a} jIm{a}
:I | e u(t) |dt I | e u(t) | dtSwH ô±Th¶ nHk£¶ ¦Ä   

  
    شرط اول ديريكله  

Re{a}t

Re{a}t Re{a}
e u(t)Re{a}t jIm{a}t Re{a}t Re{a}t

|e u(t)| e u(t)
| e u(t) | | e | dt I e u(t)dt e dtÂ£Ã£e » SLX¶ Â²I¹«Ãw 

 
     
 

     
1

   

Re{a} Re{a}( )Re{a}t Re{a}( )e (e e ) I (e e )
Re{a} Re{a} Re{a}

       


          1 1 1 


   

خواهيد ديد كه انتگرال تبديل فوريه  ،را براي اين سيگنال محاسبه كنيد پذير مطلق نبوده و تبديل فوريه ندارد. اگر تبديل فوريهبنابراين اين سيگنال انتگرال
    واگرا خواهد شد.


a( )

at j t (a j )t

Re{a} e(a j )t (a j ) a( ) j ( )

X( j ) e u(t)e dt e dt

e (e e ) (e e e ) X( j )
a j a j a j

 

      


              



  

           
     

 

1

1 1 1


 


 

nHkºHo¨

   

  ها واگرا شد. در واقع تبديل فوريه براي اين سيگنال وجود ندارد.ازاي تماميتبديل فوريه به
atx(t)سيگنالتذكر:  e u(t), Re{a}   دست آورديم، اما سيگنالهاي قبلي بهتبديل فوريه دارد كه تبديل فوريه آن را در مثال 

atx(t) e u(t), Re{a}   .تبديل فوريه ندارد  
  

4( nx[n] a u[n] , | a |  1   

 :پاسخ   n n n
:|a|

n n n

:I | a u[n] | | a | | u[n] | | a | IÂwk¹ÀkøI~U Ì¼μ\¶ ke
SLvºnk¤

  


  

       1


  شرط اول ديريكله 

خواهيد ديد كه سيگماي تبديل فوريه  ،پذير مطلق نبوده و تبديل فوريه ندارد. اگر تبديل فوريه را براي اين سيگنال محاسبه كنيداين اين سيگنال جمعبنابر

j  واگرا خواهد شد.
j n j n j n j

:|ae | |a|n n

X(e ) a u[n]e (ae ) X(e )Âwk¹ÀkøI~U Ì¼μ\¶ke
SLvºnk¤  

 
     

  
     1

   

  بديل فوريه براي اين سيگنال وجود ندارد.ها واگرا شد. در واقع تازاي تماميتبديل فوريه به
nx[n]سيگنالتذكر:  a u[n] , | a | 1 دست آورديم، اما سيگنال هاي قبلي بهتبديل فوريه دارد كه تبديل فوريه آن را در مثالnx[n] a u[n] , | a | 1 

  تبديل فوريه ندارد.
  هايي هستند كه شرط اول ديريكله را نداشته و تبديل فوريه نيز ندارند.اي از سيگنالر مطلق نباشند، نمونهپذيپذير يا جمعهاي نمايي كه انتگرالسيگنالنكته: 

  
5( x(t) u(t)   
 :پاسخ   :I | u(t) |dt ( )dt

 


     1


  شرط اول ديريكله 
  دقت كنيد. اما با اين وجود تبديل فوريه دارد. به رابطه تبديل فوريه اين سيگنال .نيستپذير مطلق بنابراين اين سيگنال انتگرال

j t j t j t j ( )X( j ) u(t)e dt e dt e (e e )
j j

         


       
  
1 1 




   

j ( )e   قابل محاسبه نيست. در واقع حدj t

t
lim e 


شود. اين موضوع مييافته استفاده وجود ندارد. براي رفع اين مشكل از تبديل فوريه تعميم 
پذير يا هاي مهمي كه انتگراليافته نداريد. اما بايد تبديل فوريه سيگنالخارج از مباحث موردنياز براي كنكور است و نيازي به يادگيري تبديل فوريه تعميم

   پذير مطلق نيستند را بلد بوده و به خاطر بسپاريد.جمع

x(t)  است: مقابلصورت پيوسته بهيافته براي سيگنال پله تبديل فوريه تعميم u(t) X( j ) ( )
j

¾TÎIÄï´Ãμ÷U ¾Än¼Î ®ÄkLU      

1  
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  ششم فصل

  »تبديل لاپلاس«
كنيم. تبديل لاپلاس ابزاري است كه به وسيله آن هاي فركانسي را بررسي ميهاي زماني به سيگنالدر اين فصل سومين ابزار رياضي براي تبديل سيگنال

لاپلاس در دروس مدارهاي الكتريكي، معادلات  هاي مختلط بسط داد. احتمالاً با تبديلهاي پيوسته نامتناوب را برحسب فركانستوان برخي از سيگنالمي
طرفه استفاده لاپلاس يك س دوطرفه و در دروس ذكرشده تبديلديفرانسيل و كنترل خطي آشنا شده باشيد. در درس سيگنال و سيستم تبديل لاپلا

فرض خاصي مطالعه كنيد. شته و اين فصل را بدون پيشدانيد كنار گذاشود. بنابراين سعي كنيد تمامي روابط و مفاهيمي كه درباره تبديل لاپلاس ميمي
  طرفه نيز در فصل هشتم مواردي را مطرح خواهيم كرد.هرچند درباره تبديل لاپلاس يك

دوم  شود. در ادامه در درسنامهدر درسنامه اول روابط مربوط به تبديل لاپلاس و ناحيه همگرايي آن مطرح مي اين فصل از سه درسنامه تشكيل شده است.
كنيم. اين خواص در بسياري از مواقع به خواص تبديل فوريه و سري فوريه شباهت دارد. در انتهاي اين درسنامه جدول خواص تبديل لاپلاس را بررسي مي

تبديل لاپلاس يك دست آوردن  هاي بههاي مهم گنجانده شده است كه بايد آن را به خاطر بسپاريد. در درسنامه سوم نيز روشتبديل لاپلاس سيگنال
  سيگنال زماني و عكس تبديل لاپلاس يك سيگنال فركانسي بررسي خواهند شد.

 هاي زمانيتبديل لاپلاس سيگنال ):1درسنامه(
  

jkتوان برحسب سيگنال نمايي موهوميهاي متناوب پيوسته را ميدر فصل چهارم نشان داديم كه سيگنال te  ميو فركانس موهوjk  .بسط داد
jهاي غيرمتناوب پيوسته را برحسب سيگنال نمايي موهوميهمچنين در فصل پنجم سيگنال te  و فركانس موهوميj  .خواهيم يك حال ميبسط داديم

sهاي مختلطسيگنال زماني را برحسب فركانس j   كنيم.بسط دهيم. براي اين منظور از ابزار تبديل لاپلاس استفاده مي  
  روابط تبديل لاپلاس و عكس تبديل لاپلاس

  

  نيم:كنشان داده و از رابطه زير محاسبه مي X(s)را با x(t)تبديل لاپلاس سيگنال زماني پيوسته

t°Q¯ ®ÄkLU ¾õMHn st:X(s) x(t)e dt
 


   
  كنند.در مورد رابطه تبديل لاپلاس گفته شده به چند نكته زير توجه كنيد. اين موارد در به خاطر سپردن و درك مفهوم اين رابطه كمك زيادي مي

 x(t) سيگنالي متناوب نيست. بنابراين انتگرال در كل بازه زماني يعني از( ) تا( ) متغير مستقل سيگنال بر روي(t) شودبسته مي ( dt)

. 

 تبديل لاپلاس سيگنال پيوستهx(t)يعني ،X(s) مستقل يرمتناوب با متغيريك سيگنال پيوسته غs شود.محسوب ميs  يك مقدار مختلط است و آن
,صورترا به  وs j   دهندنشان مي( Im{s}, Re{s})  . 

 سيگنالste داراي فركانس مختلطs هاي مختلط شود كه تبديل لاپلاس، يك سيگنال را برحسب فركانساست. به همين دليل گفته مي
, ) ،(s j   دهد.بسط مي 

 دهد كه سيگنال زماني در هر فركانس مختلطاست و نشان مي پيوسته تبديل لاپلاس در واقع معادل فركانسي يك سيگنال زماني 
, ،s j   .چه مقداري دارد  

tx(t)براي مثال در ادامه خواهيد ديد كه تبديل لاپلاس سيگنال e u(t) X(s)برابر با سيگنال 2
s



1

توان گفت معادل فركانسي ل مياست. حا 2

sدر فركانس x(t)سيگنال زماني j 3 )Xداراي مقدار 2 j )
j j

  
  

1 13 2 3 2 2 5   است. 2
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 شودرو بيان ميصورت روبهرابطه عكس تبديل لاپلاس به:  j st
j

x(t) X(s)e ds
j

 
 


 
1

2  

ايد، استفاده كرد. هرچند در اين درس به ها كه احتمالاً در رياضيات مهندسي با آن آشنا شدهتوان از قضيه ماندهختلط ميبراي محاسبه اين انتگرال م
 هاي ديگري ذكر خواهد شد.روش X(s)از روي x(t)وجه از اين رابطه استفاده نكرده و براي محاسبههيچ

 دهيم:صورت زير نشان ميبين سيگنال و تبديل لاپلاس را به رابطه  
L

L

x(t) X(s) , L{x(t)} X(s)

X(s) x(t) , L {X(s)} x(t)
 

 

 
1 1

   

 هاي زماني گسسته تبديل هاي زماني پيوسته است. براي سيگنالتبديل لاپلاس مختص سيگنالZ شويم.شود كه در فصل بعد با اين تبديل آشنا ميتعريف مي  

تبديل لاپلاس چند سيگنال مهم را به كمك  ،دا كردن تبديل لاپلاس يك سيگنال زماني پيوسته است. در مثال زيراولين قدم در حل سؤالات اين فصل، پي
  آوريم.دست ميرابطه تبديل لاپلاس به

 دست آوريد.هاي زماني زير را بهتبديل لاپلاس سيگنال :1مثال  
1(atx(t) e u(t) , a    
 :ست سيگنالا كافي پاسخx(t) .را در رابطه تبديل لاپلاس جايگذاري كنيم  

 , tu(t) , tst at st (a s)t (a s)tX(s) x(t)e dt e u(t)e dt X(s) e dt e
a s

         
 

     
  

1 1
 




   

(a s)( ) (a s)( )(e e )
a s

      
 1

1 
   

a)همگرا و واگرا شدن عبارت s)( )e   به مقاديرa وs د.بستگي دارa وs هر دو مقاديري مختلط هستند(s Re{s} jIm{s} j )     .
a)  بنابراين داريم: s)( ) (Re{a} jIm{a} j )( ) (Re{a} )( ) j(Im{a} )( )e e e e                  

j(Im{a}عبارت )( )e  تواند واگرا شود. اما در مورد عبارت، نوساني است و نمي(Re{a} )( )e   توان گفت:مي  

(Re{a} )( ) e Re{a}
e

e Re{a}

(Ho«μÀ)

(Ho¬H»)


  



    
   

 


   

  توان نوشت:مي x(t)بنابراين در مورد تبديل لاپلاس سيگنال

( ) , Re{a}
, Re{a}a sX(s) a s
, Re{a}( ) , Re{a}

a s

 



           
           

1 11

1 1
   

Re{a}در ناحيه X(s)اي محاسبه شد.صورت دو ضابطهبه X(s)ضابطه   همگرا و در ناحيهRe{a}   فقط تربيان سادهشود. براي واگرا مي 
 X(s)بديهي است در نواحي ديگر كه نوشته نشده است، حاصل نويسيم.را به همراه ناحيه همگرايي مي شدهاي كه همگرا در ناحيه X(s)ضابطه
X(s))واگرا )  .بنابراين داريم: خواهد بود  

Latx(t) e u(t) X(s) , Re{a}
a s

     

1   

  

2(atx(t) e u( t) , a     
 :همانند مثال قبل داريم: پاسخ  

   , tu( t) , tat st (a s)t (a s)tX(s) e u( t)e dt X(s) e dt e
a s

       
 


      

 
1 1     

(a s)( ) (a s)( )(e e )
a s

     
 1

1 
   

a)  كنيم.را جدا مي aو sهاي حقيقي و موهومي مقاديرقسمت s)( ) (Re{a} )( ) j(Im{a} )( )e e e
j¼{ïÂμºHo¬H» q¬oÀ » SwH ÂºIw¼º

             
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( ) , Re{a}
, Re{a}a sX(s) a s
, Re{a}( ) , Re{a}

a s

             
        

1 11

1 1

 



(Re{a} )( ) e , Re{a}
e

e , Re{a}


  



    
   

 



(Ho«μÀ)

(Ho¬H»)
  

  داريم: x(t)در نتيجه براي تبديل لاپلاس سيگنال
Latx(t) e u( t) X(s) , Re{a}

a s
       


1  

ateدو سيگنال ،كرديد طور كه مشاهدههمانتذكر:  u(t) وate u( t)  هايي با ضابطه يكسان ولي با نواحي همگرايي متفاوت داراي تبديل لاپلاس
  و همواره بايد ناحيه همگرايي براي آن ذكر شود. هستند. بنابراين تبديل لاپلاس بدون ناحيه همگرايي خود معنا نداشته

  

3(atx(t) e , a   

 :پاسخ   at st (a s)t (a s)t (a s)( ) (a s)( )X(s) e e dt e dt e (e e )
a s a s

            
 


      

  
1 1   

a)دو عبارت در دو مثال قبل همگرايي s)( )e   و(a s)( )e    بررسي كرديمبه صورت زير را:  
(a s)( ) (a s)( ), Re{a} , Re{a}

e , e
, Re{a} , Re{a}

         
        

   
 

  

  شود:محاسبه مي مقابلصورت به X(s)بنابراين
( ) , Re{a}

, Re{a}a sX(s)
, Re{a}

( ) , Re{a}
a s

                 
 

1

1

 

 
   

  تبديل لاپلاس ندارد. x(t)شود. بنابراين سيگنالهمواره واگرا مي X(s)بينيدطور كه ميهمان
Latx(t) e jnHkº t°Q¯ ®ÄkLU   

  

4(x(t) (t)   

 :پاسخ   
st s( )X(s) (t)e dt e (t)dt

  
 

     
1

1

1


   

ي توان گفت هيچ محدوديتي بر روندارد. بنابراين مي sصورت يك سيگنال ثابت محاسبه شد كه هيچ وابستگي به متغير تبديل لاپلاس سيگنال ضربه به
X(s)وجود ندارد و X(s)در رابطه با همگرا شدن sمتغير  1  همواره همگرا است. در نتيجه ناحيه همگرايي آن شامل كل صفحهs شود.مي  

¾dÿÅ ®¨Lx(t) (t) X(s) s    1  

  تبديل لاپلاس همگرايي
  

و تبديل فوريه پيوسته مطالبي را بيان كرديم. گفتيم كه در صورت برقراري شرايط ديريكله براي سيگنال در دو فصل قبل درباره همگرايي سري فوريه 
x(t)مشاهده  ،شده در ابتداي فصلهاي حلتوان گفت؟ طبق مثال، سري و تبديل فوريه همگرا خواهند شد. اما در مورد همگرايي تبديل لاپلاس چه مي

stx(t)eطور مستقيم به همگرايي رابطهبه X(s)ه همگرايي تبديل لاپلاسكرديد ك dt
 
  .بستگي دارد  

stx(t)eدر واقع اگر حاصل رابطه  dt
 
 ازايبهsنهايت) شود،هايي همگرا (يعني يك عدد مختلط و غيربيX(s) ازاي همانبهs ها همگرا و اگر

لي يك مقدار مختلط است و همگرايي در حالت ك sشود. ها واگرا ميsازاي همانبه X(s)شود،نهايت) هايي واگرا (يعني بيsازايحاصل اين رابطه به

stx(t)e عبارت dt
 
 فقط به قسمت حقيقيs  بستگي دارد و قسمت موهومي آن هيچ نقشي در تعيين همگرا شدن اين عبارت ندارد. با توجه به

شوند، در صفحه اعداد مختلط نشان داد. اين صفحه از دو محور عمود بر هم مي X(s)عث همگرا يا واگرا شدنهايي را كه باsتوان، ميsمختلط بودن 
)دهنده قسمت حقيقيشود كه محور افقي و عمودي آن به ترتيب نشانتشكيل مي ) و قسمت موهومي( ) تغير مs  است. با اين كار در واقع صفحه

چين مرز ناحيه همگرايي و واگرايي را با يك خطكنيم. را به سه قسمت ناحيه همگرايي، ناحيه واگرايي و مرز ناحيه همگرايي و واگرايي تقسيم مي sمختلط 
  دهند:نشان مي در ادامه sشده را در صفحه هاي حله همگرايي مثالعنوان نمونه ناحيبه زنيم.عمود نشان داده و ناحيه همگرايي را رنگ كرده يا هاشور مي

t 
Â²IMoü
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Latx(t) e u(t) X(s) , Re{a}
s a

     

1   

  
 
 
 

Lx(t)كل صفحه (t) X(s) ,s   1                                          تبديل لاپلاس نداردLatx(t) e    
  
  

  تبديل لاپلاس انواع
  

 ،پردازيمها ميكه در اين درس به آن را هايياست. تبديل لاپلاس sپيوسته از متغير مستقل سيگنالي  X(s)تبديل لاپلاس يعني ،ه گفته شدطور كهمان
  بندي كرد:در دو نوع دستهتوان مي

  ـ تبديل لاپلاس گويا1
  شود.باشد، چنين تبديل لاپلاسي، گويا ناميده مي sهايي برحسبايرت و مخرج آن چندجملهصورت كسري بوده و صوبه X(s)اگر

m
m

i in
n

a s a s a s aN(s)
X(s) , a ,b

D(s) b s b s b s b

     
   

2
2 1

2
2 1





 


   

: N(s) اي صورتچندجمله :بزرگترين توان متغير درجه صورتs اي صورتدر چندجمله  
: D(s) اي مخرجچندجمله :بزرگترين توان متغير درجه مخرجs اي مخرج در چندجمله  

  هاي زير توجه كنيد:براي مثال به تبديل لاپلاس

1خرجدرجه م, درجه صورت4
s s

Y(s) :
s js






41
2
2 3

          ,            ,درجه مخرج3 sدرجه صورت2 s
X(s) :

s s


 

2
3

3
3 1

   

s .باشداي نميچندجمله فرمگويا نيست، چراكه صورت به 
W(s)

s

 


2 1
1   

  گوياـ تبديل لاپلاس شبه2
tهايي به فرماگر در تبديل لاپلاس گويا، عبارت se , t    هاي زير توجه كنيد:شود. براي مثال به تبديل لاپلاسگويا ناميده ميظاهر شود، تبديل لاپلاس، شبه  

 درجه صورت 1,درجه مخرج 2
se (s )

X(s) :
s s

 
 2

1
1

   

 .باشدگويا نيز نميگويا نيست در نتيجه شبه
s
s

Y(s)
e (s )

 
2
1
1

   

 هايي كه در اين درس خواهيد ديد، از نوع گويا هستند و در مواردي نادر (به ويژه در كنكور دكتري) تبديل در اغلب موارد تبديل لاپلاس :1تذكر
  شوند.گويا نيز مشاهده ميهاي شبهسلاپلا

شوند. در گويا محسوب ميهاي گويا و شبهپردازيم. صفر و قطب مفهوم بسيار مهمي در تبديل لاپلاسها، به تعريف صفر و قطب ميبعد از معرفي انواع تبديل لاپلاس
  گويا بودن تبديل لاپلاس، به آن اشاره خواهد شد.است و در صورت شبهتبديل لاپلاس گويا منظور  ،ادامه درس هرجا از لفظ تبديل لاپلاس استفاده شود

  صفر و قطب

  X(s)تعريف صفر 

X(s)هاازاي آنهايي كه بهisبه   صفر ،شوندمي(zero) با آن را و شودمي تبديل لاپلاس گفتهiz دهيم:نشان مي  
i

i i
s s

z {s | lim X(s) }


   

ممكن است
is sX(s)  ر، ازفبه همين دليل در تعريف ص ،مبهم شودlim شود تا در صورت لزوم رفع ابهام انجام شود.استفاده مي  
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   X(s)تبديل لاپلاس دست آوردن صفرنحوه به
N(s)درجه صورت mدرجه مخرج،  n)در تبديل لاپلاس گويا

(X(s) ,
D(s)

 دست آورد.ها را بهتوان تمامي صفربا انجام مراحل زير مي  

هاي صورت، ازاي ريشه. زيرا بههستند X(s)، صفرهايX(s)هاي صورتهاي آن را پيدا كنيد. ريشهده و ريشهصورت را مساوي صفر قرار داگام اول: 
X(s)صورت صفر شده و در نتيجه   شود.مي  

(n)درجه صورت( اگرگام دوم:  (m) باشد، )ه مخرجدرجX(s) يك صفر مرتبه(n m) درs   صورت با توجه به قوانين دارد. زيرا در اين
،هاايحدگيري در چندجمله

s
lim X(s)


  است.  

 ز درجه صورت و مخرج،گويا باشد، فارغ ااگر تبديل لاپلاس شبه :2تذكرX(s) تواند صفرهايي درميs   ست صحت رابطها داشته باشد. كافي 

s
lim X(s)


  را بررسي كنيد. در اين حالت ممكن است صفري درs   ياs   ه باشد.تشدا  

   X(s)تعريف قطب
X(s)هاازاي آنهايي كه بهisبه   شود، قطب مي(pole) آن را با شود وتبديل لاپلاس گفته ميip دهيمنمايش مي:  

i
i i

s s
p {s | lim X(s) }


    

  X(s)دست آوردن قطب تبديل لاپلاس بهنحوه 
N(s)درجه صورت m،درجه مخرج n)در تبديل لاپلاس گويا

(X(s) ,
D(s)

 دست آورد.ها را بهتوان تمامي قطببا انجام مراحل زير مي  

هاي مخرج، ازاي ريشههستند. زيرا به X(s)هاي، قطبX(s)هاي مخرجهاي آن را پيدا كنيد. ريشهشهمخرج را مساوي صفر قرار داده و ري گام اول:
X(s)مخرج صفر شده و در نتيجه   شود. مي  

(n)درجه صورت( اگر گام دوم: (m) باشد، )جدرجه مخرX(s) يك قطب مرتبه(m n) درs   صورت با توجه به قوانين دارد. زيرا در اين
،هاايحدگيري در چندجمله

s
lim X(s)


  است.  

 ه صورت و مخرج،گويا باشد، فارغ از درجاگر تبديل لاپلاس شبه :3تذكرX(s) هايي درتواند قطبميs   ست صحت رابطه ا داشته باشد. كافي

s
lim X(s)


  را بررسي كنيد. در اين حالت ممكن است قطبي درs   ياs    باشد.داشته  
در هاي برابر را بايد حذف كرد. كنند. بنابراين صفرها و قطباثر همديگر را خنثي ميهستند برابر  كه با يكديگر يهايصفرها و قطب :1نكته 

هايي كه با يكديگر برابر هستند، قطبكنيم، ديگر صفرها و ها كسر تبديل لاپلاس را تا حد امكان ساده قبل از محاسبه صفرها و قطب كهصورتي
  محاسبه نخواهند شد.

نهايت، برابر است (صفر و قطب هاي در بيهاي تبديل لاپلاس گويا با احتساب تعداد تكرار و صفرها و قطبتعداد صفرها با تعداد قطب :2نكته 
sدر    گيريم).يك واحد در نظر ميرا در كنار هم و  
 دست آوريد.هاي زير را بههاي تبديل لاپلاسصفرها و قطب :2مثال  

1(s
X(s)

s


2

1
1

   

 :مشخص است كه پاسخX(s) كنيم.قابل ساده شدن است. ابتدا آن را ساده مي     

s  اي ندارد.صورت ريشه هاي صورت صفر هستند ريشه
X(s)

(s )(s ) s

 
  

1 1
1 1 1  

sهستند  قطبهاي مخرج ريشه p     11 1   
  درجه صورت 1 درجه مخرجX(s)  يك صفر مرتبه 1 1 درs   .دارد  

X(s) يك قطب(p ) 1 sو يك صفر در 1   ها برابر است.بينيد تعداد صفرها با تعداد قطبطور كه ميدارد. همان  
عنـوان قطـب و   هـاي مخـرج را بـه   سـت ريشـه  ا ررسي درجه صورت و مخرج نيست. بلكه كافينهايت نيازي به بهاي در بيبراي يافتن صفرها و قطب تذكر:
هـا  هاي مخرج و صورت با احتساب درجه تكرار ريشهدست آورد. در نهايت تبديل لاپلاس به اندازه اختلاف تعداد ريشهعنوان صفر بهبه به را هاي صورتريشه
  نهايت قطب يا صفر خواهد داشت.در بي

  

2( s
X(s)

s s


 

2
2

1
4 3

  

 :هاي صورت صفر هستندريشه پاسخs s z , z        2 2
1 21 1 1 1   

sهاي مخرج قطب هستندريشه s (s )(s ) p , p            2
1 24 3 3 1 3 1   

sشود كه صفر درمشاهده مي  1 (z ) 2 sو قطب در 1  1 (p ) 2 با يكديگر برابر هستند. بنابراين اثـر همـديگر را خنثـي كـرده و حـذف       1
sديگر صفر و قطب در ،كرديمرا ساده مي X(s)ها كسراگر قبل از محاسبه صفرها و قطب ،شوند. توجه كنيدمي  1 آمد.دست نميبه  
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s zs (s )(s ) s
X(s)

s p(s )(s ) ss s

        
       

2 1
2 1

1 11 1 1 1
3 33 1 34 3



   

z)يك صفر در X(s)بنابراين )s 1 1 p)و يك قطب در 1 )s   1 3 در  X(s)بنابراين ،هاي صورت و مخرج برابر استدارد. چون تعداد ريشه 3
  قطب يا صفري نخواهد داشت. اين موضوع از برابري درجه صورت و مخرج نيز مشهود است. بينهايت

  

3(s
X(s)

s s


 2

1
2 1

  

 :هاي صورت صفر هستندريشه پاسخs s z        11 1 1   
pم) (مرتبه دو هستند قطبهاي مخرج ريشه 1 s(مرتبه دوم) 1 s (s ) s       2 22 1 1 1    

X(s) يك صفر درs  1 (z ) 1 p)و يك قطب مرتبه دوم در 1 ) s 1 1 احتساب تعداد تكرار هاي مخرج و صورت با دارد. اختلاف تعداد ريشه 1
ها برابرريشه 2 1 sبايد يك صفر مرتبه اول در X(s)شود. بنابراينمي 1   ها برابر شوند. از اختلاف درجه داشته باشد تا تعداد صفرها و قطب

)صورت )1 مخرج و درجه( )2 نيز مشهود است كهX(s) يك صفر مرتبه اول( ) 2 1 sدر 1   .دارد  
zeroes

poles

z , z

X(s)

p :(³»j ¾LUo¶) (Kõ¤ keH» )

    

 

1 2

1

1

1 2
   

  

4(
se (s j)

X(s)
s


2 1

  

  :گويا است. ابتدا بدون در نظر گرفتن عاملديل لاپلاس شبهتبپاسخseآوريم.دست ميهاي صورت و مخرج را به، ريشه  
sهاي صورت صفر هستند ريشه j s j z j      1   
sهاي مخرج قطب هستند ريشه s s j p j , p j            2 2

1 21 1   
z j1 وP j1 شوند.يكسان بوده و حذف مي  

sهايي درتواند صفرها و قطبگوياست و فارغ از درجه صورت و مخرج ميتبديل لاپلاس شبه   ست حد زير را حساب كنيم.ا داشته باشد. كافي  
s

s s

, se (s j)
lim X(s) lim

, ss 

      2 1
   

sبنابراين   صفر وs   قطبX(s) شود.محسوب مي  
zeroes

poles

z

X(s)

p j , p

  

    

1

1 2

  

  ها با يكديگر برابر نيستند.گويا تعداد صفرها و قطبلزوماً در تبديل لاپلاس شبه ،كنيدطور كه مشاهده ميهمان تذكر:
  

  تعيين كرد: زيرصورت را به X(s)توان ضابطههاي محدود ميبا داشتن تمامي صفرها و قطب :3نكته 

i
i

j
j

(s z )

X(s) k
(s p )







  

izها وjpهايترتيب صفرها و قطبها بهX(s)  هستند. براي تعيينkضريب ثابت) ،X(s)و ناحيه همگرايي (X(s).نياز به اطلاعات بيشتري است ،  

 ضابطه تبديل لاپلاس :3مثالX(s) را كه يك صفر درs  1 و دو قطب درs  1 وs  2 دارد وX( )  3 باشد، تعيين كنيد.مي  

  :طبق نكته بيان شده، ضابطهپاسخX(s) شود:صورت مقابل تعيين ميبه  (s ( )) s
X(s) k k

(s ( ))(s ) (s )(s )

   
    

1 1
2 1 2 1   

)Xطبق رابطه )   .كنيمگذاري ، صفر جايsجاي ، كافي است بهk براي تعيين 3
k

X( ) k k
( )( )

      
  

1 3 3 62 1 2


 
   

s)  رو خواهد بود:صورت روبهبه X(s)در نتيجه ضابطه )
X(s)

(s )(s )

 
 
6 1
2 1   
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  هفتم فصل

  »Zتبديل «
ي آن ابزاري است كه به وسيله Zكنيم. تبديلهاي فركانسي را بررسي ميهاي زماني به سيگنالدر اين فصل چهارمين ابزار رياضي براي تبديل سيگنال

jkدر سه فصل قبل با سه سيگنال نمايي هاي مختلط بسط داد.هاي گسسته نامتناوب را برحسب فركانستوان برخي از سيگنالمي te   وjk ne   
jبراي سري فوريه، te   وj ne  براي تبديل فوريه وs te   تبديل شديد. سيگنال نمايي كه در رابطهبراي تبديل لاپلاس آشناZ شود،استفاده مي 

nz  است. پايه اين سيگنال متغيرz هاي نمايي قبلي عدد بوده كه مقداري مختلط است، درحالي كه پايه استفاده شده در سيگنالe  است. اين باعث
هايي در برخي از خواص شود: هر چند هنوز هم شباهتبا سري فوريه، تبديل فوريه و تبديل لاپلاس مي Zده براي تبديلتفاوت در روابط و خواص مطرح ش

شويد. رياضيات مهندسي با آن آشنا ميمطرح شده در اين درس ارتباط نزديكي با بسط لوران و تيلور دارد كه در  Zو نكات مطرح شده وجود دارد. تبديل
  توان در حل برخي از سؤالات دشوار از بسط لوران و تيلور استفاده كرد. براي مطالعه اين فصل هيچ نيازي به آشنايي با اين دو بسط وجود ندارد، هر چند مي

شود. در ادامه در درسنامه دوم و ناحيه همگرايي آن مطرح مي Zاين فصل از سه درسنامه تشكيل شده است. در درسنامه اول روابط مربوط به تبديل
هاي مهم گنجانده شده است كه بايد آن را به خاطر بسپاريد. در سيگنال Zكنيم. در انتهاي اين درسنامه جدول تبديلرا بررسي مي Zخواص تبديل

  سيگنال فركانسي بررسي خواهند شد. Zزماني و عكس تبديل سيگنال  Zدست آوردن تبديلهاي بهدرسنامه سوم نيز روش

  گسسته هاي زمانيسيگنال Zتبديل  ):1درسنامه(
  

jkتوان برحسب سيگنال نماييهاي متناوب گسسته را مينشان داديم كه سيگنال 4در فصل  ne  و فركانس موهوميjk نين در فصل بسط داد. همچ
jهاي غيرمتناوب گسسته را برحسب سيگنال نماييسيگنال 5 ne  و فركانس موهوميj ب خواهيم يك سيگنال زماني را برحسبسط داديم. حال مي

jzهاي مختلطفركانس re  بسط دهيم. براي اين منظور از ابزار تبديل Z كنيم. توجه داشته باشيد كه در فصل تبديل لاپلاس فركانس استفاده مي
sبه صورتو مختلط را در فرم دكارتي  j    صورترا در فرم قطبي و بههاي مختلط ، اما در اين فصل فركانسداديمنشانjZ re   نشان

  دهيم كه دليل اين موضوع در ادامه مشخص خواهد شد.مي

 Zو عكس تبديل  Zروابط تبديل 

  كنيم.ميزير محاسبه  نشان داده و از رابطه X(z)را با x[n]سيگنال زماني گسسته Zتبديل 

 n

n

Z X(z) x[n]z





 ®ÄkLU ¾ MHn :‰  

  كنند.زير توجه كنيد. اين موارد در به خاطر سپردن و درك مفهوم اين رابطه كمك زيادي مي گفته شده، به چند نكته Zتبديل  در مورد رابطه

 x[n] ززماني يعني ا سيگنالي متناوب نيست. بنابراين سيگما در كل بازه( ) تا( ) و بر روي متغير مستقل سيگنال(n) شود. بسته مي
n

( )



  

  تبديلZ سيگنال گسستهx[n]يعني ،X(z)  يك سيگنال پيوسته غيرمتناوب با متغير مستقلz شود. محسوب ميz لط است و آن را تيك مقدار مخ
jzدر فرم قطبي و به صورت re  دهند نشان مي( z , r | z |)   

 سيگنالnz داراي فركانس مختلط( Lnz) فركانس اين سيگنال را  ،است كه به اختصارz شود كه تبديل گيريم. به همين دليل گفته مينظر مي در
Zهاي مختلط، يك سيگنال گسسته را برحسب فركانسjz re  دهد.بسط مي  

Lnz فركانس
nn Ln(z ) Lnz(n)z e e ,   oÃ™T¶KÄo† uºI¨o 

SwHÂÄIμº−I¹«Ãw nj ®£Tv¶
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  تبديلZ دهد كه سيگنالن ميدر واقع معادل فركانسي يك سيگنال زماني گسسته است و نشاx[n] در هر فركانس مختلطjz re  .چه مقداري دارد  

nx[n]سيگنال Zبراي مثال در ادامه خواهيد ديد كه تبديل  u[n] X(z)برابر با سيگنال 2
z


 1

1
1 2

انسـي  تـوان گفـت معـادل فرك   است. حال مي 

در فركانس x[n]سيگنال زماني
j

z e



 داراي مقدار 23
j

j j
X( e )

j
( e ) ( e )



 

  
 

2

12 2

1 1 13 2111 2 3 1 2 33

  است. 

 ي عكس تبديل رابطهZشود:رو بيان ميه، به صورت روب  nx[n] X(z)z dz
j


 

11
2   

ايد، استفاده كرد. هر چند در اين درس به هـيچ  ها كه احتمالاً در رياضيات مهندسي با آن آشنا شدهتوان از قضيه ماندهبراي محاسبه اين انتگرال مختلط مي
  هاي ديگري ذكر خواهد شد.روش X(z)از روي x[n]وجه از اين رابطه استفاده نكرده و براي محاسبه

 بين سيگنال و تبديل  رابطهZ  دهيم.نشان مي مقابلبه صورت را   Z x[n] X(z)،Zx[n] X(z)  

 Z X(z) x[n] 1،ZX(z) x[n]



1

  
 تبديل  اگر در رابطهZ سيگما را به ازاي چند مقدار از ،n باز كنيم، رابطه X(z) .به صورت زير خواهد بود  

n

n

X(z) x[n]z x[ ]z x[ ]z x[ ] x[ ]z x[ ]z


  


          2 1 22 1 1 2   

  

 چند سـيگنال مهـم را بـه كمـك رابطـه      Zتبديل  ،يك سيگنال زماني گسسته است. در مثال زير Zالات اين فصل، پيدا كردن تبديل ؤاولين قدم در حل س
  آوريم.به دست مي Zتبديل 
 تبديل   :1مثالZ هاي زماني زير را به دست آوريد.سيگنال  

1( nx[n] a u[n] , a  

 :ست سيگنالا كافي پاسخx[n] تبديل  را در رابطهZ .جايگذاري كنيم  

n

n

X(z) (az )





  1



, n
u[n]

, nn n n

n n

X(z) x[n]z a u[n]z

     

 
   

1 
   

  
az

, | az | : | z | : | z | | a |
aazX(z)

, | az | : | z | : | z | | a |
a

SLvºnk¤IM

 


 

      
   

1

1 1
1

1 1

1 11
1

11

Âwk¹Àk–I~U “¼μ \ ¶ke  

  
  حد مجموع تصاعد هندسي    يادآوري:

  
X(z) به ازاي| z | | a | ازايمقداري همگرا و به| z | | a | شود. در واقعواگرا مي| z | | a | ي همگراييناحيهX(z) شود. براي سـادگي تنهـا   ناميده مي
  دهيم.نشان مي x[n]سيگنال  Zهمگرايي به عنوان تبديل  اه ناحيهشود را به همراي كه همگرا ميدر ناحيه X(z)ضابطه

Znx[n] a x[n] X(z) , | z | | a |
az

   
 1

1
1

  

  

2( nx[n] a u[ n ] , a    1  

 :پاسخ   n

n

X(z) (az )





 

1 1
, n :n

u[ n ]
n :nn n

n

X(z) a u[ n ]z

           


    

1 1 11 1 11


 
 

n

n

(a z)





 1

1
n

n n
n

X(z) (az ) IÀï·Ho¨ ÂÄI\MI] 



   

1 1oÃ™T¶oÃÃ™U 

, | |

, | |

  
  

1

1

−»H¾±μ] SLvº nk¤
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az

, | z | | a |
X(z) az

, | z | | a |

¾õMIò



   
  

1
1

1
1−»H Zoh¶»Rn¼‚

njJo†a z

a z
, | a z | :| z | | a |

X(z) a z

, | a z | :| z | | a |
SLvºnk¤IM









  

  
   

1

1 1
1

1

1
1

1
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  آيد.به صورت زير به دست مي Zدر نتيجه تبديل 
Znx[n] a u[ n ] X(z) , | z | | a |

az
      

 1
11

1
  

nدو سيگنال Z: همانطور كه مشاهده كرديد تبديل گيرينتيجه na u[ n ],a u[n]  1     تفـاوت هسـتند.   در ضابطه يكسـان ولـي در ناحيـه همگرايـي م
  بدون ناحيه همگرايي خود معنا نداشته و همواره بايد ناحيه همگرايي براي آن ذكر شود. Zتبديل بنابراين 

  

3( nx[n] a , a   

 :پاسخ  n n n n n

n n n n

X(z) a z (az ) (az ) (az )
   

   

   
      

11 1 1


 

nكه مشاهده كرديد قبليمثال دو در 

n

(az )







1 |به ازاي 1 z | | a | وn

n

(az )





 1


|به ازاي  z | | a |  بنـابراين جمـع ايـن دو    دارنـد مقداري همگرا .

|)يهايي كه عضو ناحيهzسيگما به ازاي  z | | a | | z | | a | )   .در نتيجهباشند، همگرا خواهد بودX(z)  به ازاي هيچz    اي همگـرا نشـده و همـواره
  ندارد. Zتبديل  x[n]گوييم كه سيگنالواگرا است. در اين صورت مي

Znx[n] a Z jnHkº ®ÄkLU  
  

4( x[n] [n]   

 :پاسخ   n ( )

n n n

X(z) [n]z X(z) [n]z [n]
  

 

  
          1¾Mo†Â²IMošSÃ‚Ii  

)zX(  شد و به متغير  1برابر با عدد ثابتz هيچ محدوديتي بر روي متغير  بستگي ندارد، بنابراينz در رابطه با همگرا شدنX(z) وجود ندارد وX(z) 1 
  شود.در نظر گرفته مي zهمواره همگرا است و ناحيه همگرايي آن كل صفحه 

Zx[n] [n] X(z) ,z :   1 ¾dŸ‚®¨  

 Zتبديل  همگرايي

فوريه گسسته به  در فصول قبلي درباره همگرايي سري فوريه و تبديل فوريه گسسته مطالبي را بيان كرديم. گفتيم كه سري فوريه گسسته همواره همگرا و تبديل
شده در ابتداي فصل مشاهده كرديد هاي حلتوان گفت؟ طبق مثالچه مي Zهمگرايي تبديل  همگرا است. اما در مورد x[n]پذير مطلق بودن سيگنالشرط جمع

nطور مستقيم به همگرايي رابطهبه Zكه همگرايي تبديل 

n

x[n]z





  بستگي دارد. در واقع اگر حاصل رابطهn

n

x[n]z





 ازايبهzيي همگرا ها

 X(z)نهايت) شود،هايي واگرا (يعني بيzازايها همگرا و اگر حاصل اين رابطه بهzازاي همانبه X(z)نهايت) شود،(يعني يك عدد مختلط و غيربي
jzصورتمقدار مختلط است كه آن را در فرم قطبي بهيك در حالت كلي  zشود. ها واگرا ميzازاي همانبه re  دهيم. همگرايي عبارتنشان مي 
n

n

x[n]z





 فقط به| z | r بستگي دارد وz    هيچ نقشي در تعيين همگرا شدن اين عبارت ندارد. با توجه به مختلط بودنz ،

شده كه شوند، در صفحه اعداد مختلط نشان داد. اين صفحه از دو محور عمود بر هم تشكيلمي X(z)هايي را كه باعث همگرا يا واگرا شدنzتوانمي
 zهستند. با اين كار در واقع صفحه مختلط  zمتغير  (Im{z})و قسمت موهومي (Re{z})قسمت حقيقي دهندهترتيب نشانقي و عمودي آن بهمحور اف

صرفاً  X(z)با توجه به اينكه همگرايي و واگراييكنيم. از طرفي را به سه قسمت ناحيه همگرايي، ناحيه واگرايي و مرز ناحيه همگرايي و واگرايي تقسيم مي
|به z |شوند، چرا كه معادلهنشان داده مي zصورت دوايري به مركز مختصات در صفحه مختلط بستگي دارد، اين سه ناحيه به | z | a دهنده نشان

هستند. ناحيه همگرايي و واگرايي خارج يا داخل دواير خواهند بود كه ناحيه همگرايي  aاي به مركز مبدأ مختصات و شعاع يا روي محيط دايره نقاطي خارج، داخل
   دهيم.نشان مي چينصورت دواير خطكنيم. مرز ناحيه همگرايي و واگرايي نيز نقاط روي محيط دواير خواهند بود كه اين نقاط را بهرا هاشور زده يا رنگ مي
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  دهند:صورت زير نشان ميرا به zشده در صفحه هاي حلعنوان مثال ناحيه همگرايي مثالبه
 
 

 

Znx[n] a u[n] X(z) , | z | | a |
az

   
 1

1
1

   

  
 

 

 
 

Zx[n]كل صفحه [n] ,  1                                               تبديلZ نداردZnx[n] a    
  

  كل صفحه ناحيه واگرايي است و مرزش وجود ندارد.                                                   كل صفحه ناحيه همگرايي است و مرزش وجود ندارد.       

 Zانواع تبديل 

  شوند.س در دو نوع گويا و شبه گويا مطرح نميهستند و مانند تبديل لاپلاپردازيم تنها از نوع گويا ها ميهايي كه در اين درس به آن Zتبديل 
  شود.اي، گويا ناميده ميZباشند، چنين تبديل  zهاي برحسب ايي بوده و صورت و مخرج آن چندجملهربه صورت كس X(z)اگر گويا:  Zتبديل 

m
m

i in
n

a z a z a z aN(z)
X(z) , a ,b

D(z) b z b z b z b

     
   

2
2 1

2
2 1





 


 

)zN(اي صورت: چندجمله  :بزرگترين توان متغير درجه صورتz اي صورتدر چندجمله  
)D(zاي مخرج : چندجمله  :بزرگترين توان متغير درجه مخرجz اي مخرج در چند جمله  

 تبديل  عموماً :1تذكرZ هاي منفي برحسب توانz ست اشود. گاهي لازم بيان ميX(z) هـاي منفـي   را برحسب توانz  هـاي  رحسـب تـوان  و گـاهي ب
  ست به صورت زير عمل كنيم:ا ظور كافي. براي اين منمرتب كنيم z تمثب

)zX(  هاي منفي بيان شده برحسب توانz  )zX( هاي مثبت بيان شده برحسب توانz )1  

)zX(  هاي مثبت بيان شده برحسب توانz  )zX( هاي منفي ان شده برحسب توانبيz )2  
  

 اي تعيين درجه صورت و مخرج ابتدابر :2تذكرX(z) هاي مثبت را برحسب توانz .بيان كنيد  
 درجه صورت و مخرج را در تبديل   :2مثالZ در صورت گويا بودن تبديل هاي زير تعيين كنيد وZ   ه و ، درجه صورت و مخـرج را تعيـين كـردX(z) 

  بيان كنيد و برعكس. zهاي منفي را برحسب توان zهاي مثبت مرتب شده برحسب توان

1( z z
X(z)

z




2
11 2

 

 :گويا است. درجه صورت  پاسخ2 درجه مخرج ،1  

)zX( هاي مثبت برحسب توانz  هاي منفي بيان آن برحسب توانمرتب شده است. برايz :داريم 
z z z z

X(z)
zz z z

 

  

   
 

2 2 1
2 2 1

1
1 11 2 2

 

  

2( z
X(z)

z z



 

 

1
2 1
1

2 2
 

 :گويا است و  پاسخX(z) هاي منفيبرحسب توانz  هاي مثبت مرتب شده است. براي بيان آن برحسب توانz :داريم 

z z z z
X(z)

z z z z z



 
   
   

1 2 2
2 1 2 2
1

2 2 2 2
 

 2، درجه مخرج2كنيم. درجه صورتل درجه صورت و مخرج را تعيين ميحا

  mzورت و مخرج ضرب درص
m  بزرگترين توانz در صورت و مخرج بدون در نظر گرفتن علامت  

  mzصورت و مخرج ضرب در
m  بزرگترين توانz در صورت و مخرج بدون در نظر گرفتن علامت  
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3( jz
X(z)

z z


2

2
 

 :گويا است. درجه صورت  پاسخ1 درجه مخرج ،2 
jz z z jz

X(z)
z z z z

  

 
   
 

2 2 1
2 2 1
2 2

1
 

  

4( z z
X(z)

z z





2
3

32

2

2
 

 :هاي گويا نيست. چرا كه توان پاسخz  نيستند. اعداد صحيحدر صورت و مخرج( z,z )

3
2  

  صفر و قطب
X(z)هاي آنهايي كه به ازاizبه: )zX(تعريف صفر    شوند، صفر تبديل ميz گفته و باiz دهيم.نشان مي 

i
i i

z z
z {z | lim X(z) }


   

ممكن است
z zi

X(z)


  شود تا در صورت لزوم رفع ابهام انجام شود.استفاده مي limمبهم شود. به همين دليل در تعريف صفر از  

 X(z)ست آوردن صفرنحوه به د

N(z)درجه صورت،  mدرجه مخرج،  Z) ،nدر تبديل 
X(z)

D(z)
هاي مثبت ) كه برحسب توانz     تـوان  مرتب شده باشد، با انجـام مراحـل زيـر مـي

  د.تمامي صفرهاي آن را به دست آور
هـا، صـورت صـفر    هستند. زيرا به ازاي اين ريشه X(z)هاي صورت، صفرهاي هاي آن را پيدا كنيد. ريشهصورت را مساوي صفر قرار داده و ريشهگامل اول: 

X(z)شده و در نتيجه    شود.مي  
(n)صورتدرجه  (m)( اگرگام دوم:   شددرجه مخرج با( ،)zX(  يك صفر مرتبه(n m) درz       دارد. زيرا در اين صورت با توجـه بـه قـوانين

،هاايحدگيري در چندجمله
z
lim X(z)


  باشد.مي  

X(z)هاهايي كه به ازاي آنizبه: )zX(تعريف قطب    شوند، قطب تبديل ميZ گفته و باip دهيم.نشان مي 
i

i i
z z

p {z | lim X(z) }


    

 X(z)نحوه به دست آوردن قطب

N(z)رت، درجه صو mدرجه مخرج،  Z )nدر تبديل 
X(z)

D(z)
ها را به دست آورد.توان تمامي قطب) با انجام مراحل زير مي  

هـا، مخـرج   شـه يهستند. زيرا به ازاي ايـن ر  X(z)هاي ، قطبX(z)هاي مخرج هاي آن را پيدا كنيد. ريشهمخرج را مساوي صفر قرار داده و ريشهگام اول: 
X(z)صفر شده و در نتيجه   شود.مي  

(n)درجه صورت (m)( اگر گام دوم:  (باشد،  )درجه مخرجzX( يك قطب مرتبه(m n) درz       دارد. زيرا در اين صورت با توجـه بـه قـوانين
،هاايحدگيري در چندجمله

z
lim X(z)


 باشد.مي  

قبـل   كهدر صورتيهاي برابر را بايد حذف كرد. كنند. بنابراين صفرها و قطباثر همديگر را خنثي مي هستند برابر ي كه با يكديگرهايصفرها و قطب :1نكته 
  .هايي كه با يكديگر برابر هستند، محاسبه نخواهند شدها و قطبكنيم، ديگر صفررا تا حد امكان ساده  Zها، كسر تبديل از محاسبه صفرها و قطب

zهاي در بينهايت، برابر است (قطب (صفر) دربا احتساب تعداد تكرار و صفرها و قطب Zهاي تبديل تعداد صفرها با تعداد قطب :2نكته     را
|صورته و بهگرفتيك واحد در نظر  z |  دهيمنشان مي(.  

 براي به دست آوردن صفر و قطب بهتر است ابتدا  :3تذكرX(z) هاي مثبت را برحسب توانz آيد.مرتب كنيد. در اين صورت احتمال خطا در محاسبات پايين مي  
 هاي تبديلصفرها و قطب :3مثال Z.هاي زير را به دست آوريد  

1( z
X(z)

z


2

1
1

 

 :مشخص است كه  پاسخ)zX( كنيم.قابل ساده شده است. ابتدا آن را ساده مي 
z

X(z)
(z )(z ) z

 
  

1 1
1 1 1  

  اي ندارد.صورت ريشه هاي صورت صفر هستند ريشه
 zهاي مخرج قطب هستند ريشه p    11 1 

  درجه صورت 1  درجه مخرج )zX( يك صفر مرتبه( ) 1 1 درz   يعني| z |  .دارد  
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)zX( يك قطب(p )1 |و يك صفر در 1 z |  ها برابر است.بينيد تعداد صفرها با تعداد قطبطور كه ميدارد. همان  
هـاي مخـرج را بـه عنـوان قطـب و      نهايت نيازي به بررسي درجه صورت و مخرج نيسـت. بلكـه كافيسـت ريشـه    هاي در بيبراي يافتن صفرها و قطب تذكر:
هـا، در  هاي مخرج و صورت با احتساب درجه تكـرار ريشـه  به اندازه اختلاف تعداد ريشه Zهاي صورت را به عنوان صفر به دست آورد. در نهايت تبديل هريش
 نهايت قطب يا صفر خواهد داشت.بي

  

2( z
X(z)

z z



 


 

2
1 2

1
1 4 3

  

 :بهتر است ابتدا  پاسخ)z(X  هاي مثبت برحسب توانراZ ست صورت و مخرج ا . براي اين كار كافيمرتب كنيم)zX( را درz2 .ضرب كرد  

z z z
X(z)

z z z z z



 
   

   

2 2 2
1 2 2 2

1 1
1 4 3 4 3

 

 zهاي صورت صفر هستندريشه z , z     2
1 21 1 1 

zهاي مخرج قطب هستندريشه z (z )(z ) p ,p           2
1 24 3 3 1 3 1   

zصفر  2 pو قطب 1  2 را تا حـد امكـان سـاده     )zX(كسر  ،يكسان هستند و بايد آنها را حذف كنيم. توجه كنيد اگر قبل از محاسبه صفر و قطب 1
  .آمدكرديم ديگر صفر و قطب يكسان به دست نميمي

  نهايت نخواهد داشت. اين موضوع از برابري درجه صورت و مخرج نيز مشهود است.صفر و قطبي در بي X(z)برابر است. بنابراين  X(z)هاي تعداد صفرها و قطب
  

3( ( z )
X(z)

( z ) z



 




1 2

1 3 2
1
11 2

  

 :ابتدا  پاسخX(z) هاي مثبت را برحسب توانz  هاي آن را به دست و صفرها و قطبمرتب كرده
در صورت و  zبايد بزرگترين توان  m. ضرب كنيم mzرا بايد در X(z(آوريم. براي اين منظور مي

  مخرج، بدون در نظر گرفتن علامت باشد.
 

  اين كار دقت كنيد: نحوهضرب كنيم. به  z5بنابراين بايد صورت و مخرج را در
( z ) z z z ( z ) z (z( z )) z (z )

X(z)
z( z ) z z ( z ) z z (z( z )) (z )(z ) (z )

  

     

       
   

1 2 5 3 2 1 2 3 1 2 3 2
51 3 2 3 1 3 2 2 1 3 2 2 3

1 1 1 1
1 1 1 11 1 12 2 2 2

 

 zصورت صفر هستند  هايريشه z ( )
z (z )

(z ) z ( )

   
 

    

3
13 2

2
2

31
1 1 2
 




¾LUo¶

¾LUo¶
  

                           (zهاي مخرج قطب هستندريشه ) p ( )   3
1

1 1 32 2 ¾LUo¶  
|قطب در  2بايد  )zX(ساب تكرارها) داريم. بنابراين قطب (با احت 3صفر و  5 z |  ها و صفرها برابر شوند.نيز داشته باشد تا تعداد قطب  

خي مرتب شده است، پيدا كنيد. خواهيد ديد كه براي پيدا كردن بر zهاي منفي را در حالتي كه برحسب توان X(z)ها و صفرهاي سعي كنيد قطب تذكر:
   ها به مشكل بر خواهيد خورد.از صفرها و قطب

 

  تعيين كرد: مقابلصورت را به X(z)توان ضابطههاي محدود ميبا داشتن تمامي صفرها و قطب :3نكته 
i

i

j
j

(z z )

X(z) k
(z p )







  

izها وjpهايترتيب صفرها و قطبها بهX(z)  هستند. براي تعيينk ضريب ثابت)X(z)و ناحيه همگرايي (X(z).نياز به اطلاعات بيشتري است ،  

 ضابطه :4مثالX(z) را كه يك صفر درz  zو دو قطب در 1  1 و
j

z e



 دارد و 22
j

X( e )



23   باشد، تعيين كنيد.مي 2

 :طبق نكته گفته شده، ضابطه  پاسخX(z) شود:صورت زير تعيين ميبه  
j

(z ) z
X(z) k k

(z )(z j)
(z ( ))(z e )


  

 
   2

1 1
1 2

1 2
   

( )

( ) ( )

( z )
X(z)

( z ) z




 

 
 




2

1 2

1 3 2

3 2 5

1
11 2
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  مشتهفصل 

  »فركانس هدر حوز LTIهاي تحليل سيستم«
هاي زمـاني مختلـف را   آموختيم كه چگونه معادل فركانسي سيگنال Zابزار رياضي يعني سري فوريه، تبديل فوريه، تبديل لاپلاس و تبديل  4بعد از بررسي 

كنيم. تمامي روابط و مفـاهيمي كـه در فصـل    فركانس تجزيه و تحليل مي را در حوزه LTIهاي دست آوريم. حال در اين فصل به كمك اين ابزار، سيستمبه
خواهيد ديد كه روابط حوزه فركانس بسيار  شوند.در حوزه زمان مطرح شده بودند، در حوزه فركانس بررسي مي LTIهاي سوم براي تجزيه و تحليل سيستم

شـوند. ايـن فصـل    در حوزه فركانس به راحتـي حـل مـي    ده در حوزه زمان قابل حل نيستنتر بوده و كاربرد بيشتري دارند. حتي در مواردي سؤالاتي كساده
  دهد.از سؤالات كنكور را به خود اختصاص ميم بيشترين سه پنجمفصل  رين فصل اين كتاب بوده و به همراهمهمت

طور اجمالي در فصـل دوم  ها بهرا بيان خواهيم كرد. با اين روشها توصيف سيستم هاي مختلفاين فصل از چهار درسنامه تشكيل شده است. در درسنامه اول روش
در حوزه فركانس خواهد بود. در درسنامه بعدي كه مهمترين بخش ايـن كتـاب اسـت پاسـخ      LTIهاي تعيين خواص سيستمآشنا شديد. درسنامه بعدي مربوط به 

  .واهيم آورد. در نهايت در درسنامه چهارم فيلترها را بررسي خواهيم كرددست خها در حوزه فركانس بهرا به انواع مختلف ورودي LTIهاي سيستم
تـر از  فركانس بـه مراتـب سـاده    در حوزه LTIهايسيستمتحليل ها را روشن كرديم. اين سيستم را معرفي و دليل اهميت LTIهايسيستم ،دومدر فصل 

فركانس تحليـل   هرا در حوز LTIهاي، سيستمZاست. در اين فصل با استفاده از ابزارهاي رياضي سري و تبديل فوريه، تبديل لاپلاس و تبديل زمان حوزه
فركـانس، محاسـبه خروجـي     هدر حـوز  LTIهـاي  تحليـل خـواص سيسـتم   ، LTIهـاي سيسـتم كنيم. مباحث اين فصل شامل چهـار بخـش نمـايش    مي

ترين فصل در كنكورهاي ارشد و دكتري محسوب شده و همه ساله بيشترين سهم از سؤالات كنكور را بـه  باشد. اين فصل مهمو فيلتر مي LTIهايسيستم
  دهد.خود اختصاص مي

   LTIهاي سيستم نمايش ):1سنامه(در  
  

فرم، دو فرم آخر اهميت بـالاتري دارنـد.    چهار و معادلاتي نمايش داد. از بين اين يتوان به چهار فرم جبري، توصيفي، بلوك دياگرامرا مي LTIهايسيستم
  فرم آشنا شد. چهارزمان، ابتدا بايد با اين  هركانس و چه در حوزف هچه در حوز LTIهايبراي تحليل سيستم

  نمايش جبري     
و  LTIهـاي تـرين نـوع نمـايش سيسـتم    كند. متداولجبري بيان مي هرا به صورت يك رابط LTIهايخروجي سيستم بين ورودي و هنمايش جبري، رابط

از عملگرهايي استفاده كـرد كـه خاصـيت خطـي و     توان تنها مي LTIهاي صورت جبري است. براي نمايش جبري سيستمكلي هر نوع سيستمي، به طوربه
  است دقت كنيد: LTIهاي زير كه نمايش جبري چند سيستم د. به مثالنكنيري با زمان سيستم را حفظ ميتغييرناپذ

y(tالف)  ) x(t )  2 ب)    1
n

k

y[n] x[k]


     (جY(j ) X( j )G( j )       (دY(z) X(z)z y(t)هـ)    2 x(t) (t )*  1  

خاصيت خطي و تغييرناپذيري  ،روي ورودي و خروجيشده جبري اعمال عملگرهايزيرا  ؛ندهست LTIهاي بالا نمايش جبري يك سيستم مثالتوجه كنيد 
  كنند.سيستم را حفظ ميبا زمان 

 نمايش توصيفي     

كننـد،  ا زمـان را حفـظ مـي   با استفاده از جملاتي بيان شده باشد كه خاصيت خطي و تغييرناپذيري ب LTIبين ورودي و خروجي در يك سيستم هاگر رابط
  هاي زير توجه كنيد.توان به اين شكل نمايش داد. به مثالطور كلي هر سيستمي را ميايم. بهسيستم را به صورت توصيفي نمايش داده

t)هضربسيستمي با پاسخ  الف) ) 1 اين عبارت نمايش توصيفي يك سيستم :LTI .است  
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  شود. استفاده مي LTIهايضربه تنها براي سيستمدقت كنيد لفظ پاسخ 
كرديـد كـه لفـظ پاسـخ ضـربه تنهـا مخـتص        گزينـه صـحيح بايـد توجـه مـي      براي يـافتن  ،94 سال ارشدكارشناسي فصل دوم  52در تست عنوان مثال به

  كنيم.واحد استفاده مي هاز مفهوم پاسخ به ورودي ضرب LTIهاي غيرو براي سيستماست  LTIهايسيستم
  .تاس LTIكند: اين عبارت نمايش توصيفي يك سيستم سيستمي كه ورودي را با يك سيگنال دلخواه مستقل از ورودي كانولوشن كرده و به خروجي منتقل مي ب)

 اگر سيگنال دلخواه، مستقل از ورودي نباشد، سيستم :1تذكرLTI نخواهد بود، مانندy(t) x(t) h(t)x(t)*.  
زيرا اگر ورودي به  ؛نيست LTIكند: اين عبارت نمايش توصيفي براي يك سيستم سيستمي پيوسته كه ورودي را مجذور كرده و به خروجي منتقل مي ج)

  شود.توان برسد خاصيت خطي حفظ نمي
 ؛اسـت  LTIكند: اين عبارت نمايش توصيفي يـك سيسـتم   يك واحد تأخير زماني ايجاد كرده و به خروجي منتقل مي ،سيستمي گسسته كه در ورودي د)

  كند.رناپذيري با زمان را حفظ ميخاصيت خطي و تغيي ،دانيم تأخير زمانيزيرا مي
 ؛نيست LTIكند: اين عبارت نمايش توصيفي براي يك سيستميك واحد تأخير فركانسي ايجاد كرده و به خروجي منتقل مي ،اي كه در وروديسيستم پيوسته )ـه

  كند.خاصيت تغييرناپذيري با زمان را حفظ نميزمان است و چنين سيستمي  هدر حوزدانيم تأخير فركانسي معادل ضرب يك سيگنال نمايي در ورودي زيرا مي

 دسـت آورده و در قـدم بعـدي    كه در سؤالي با نمايش توصيفي يك سيستم برخورد كرديد، ابتدا بايد نمايش جبري سيسـتم را بـه  در صورتي :2تذكر
  باشد:صورت زير ميها بهاز روي نمايش توصيفي آنهـ هاي الف تا يستمدست آوريد. براي مثال نمايش جبري سهاي سؤال را بهخواسته

y(t) الف) x(t) (t )*  1 ياy(t) x( ) (t )d



       y(t) ب)   1 x(t) h(t)* ياy[n] x[n] h[n]*  

y(t) ج) x (t) y[n] د)    2 x[n ] 1    ـ)ه Y(j ) X( j( ))  1ياY(s) X(s ) 1  

  دياگرامي نمايش بلوك
  

تـوان  هـا را مـي  از سيسـتم  يورودي و خروجي در يك سيستم است. هر نوع ههايي استاندارد براي بيان رابطنمايش بلوك دياگرامي در واقع استفاده از شكل
  صورت بلوك دياگرام نمايش داد. به

معـادل  دسـت آوريـم.   صورت بلوك دياگرام بيان شود، ابتدا بايد نمايش جبري سيستم را از روي نمايش بلوك ديـاگرامي سيسـتم بـه   سيستمي به هرابطاگر 
انس (به غير شده در حوزه فركمهاي رسمتوانيد در جدول زير مشاهده كنيد. توجه كنيد بلوك دياگراجبري هر بلوك دياگرام را در حوزه زمان و فركانس مي
  از عملگر ضرب) معادل بلوك دياگرام حوزه زمان است.

  

  حوزه زمان حوزه فركانس
  عملگر ضرب اسكالر (يكسان براي پيوسته و گسسته)

  
:Y( j ) aX( j )   معادل جبري 

  
:Y(s) aX(s)معادل جبري 

  
:y(t) ax(t) معادل جبري 

  لگر جمع (يكسان براي پيوسته و گسسته)عم

  
:Y( j ) X ( j ) X ( j )    1  معادل جبري 2

  
:Y(s) X (s) X (s) 1  معادل جبري2

  
:y(t) x (t) x (t) 1  معادل جبري 2
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  عملگر ضرب (يكسان براي پيوسته و گسسته)

  
:Y( j ) X ( j )X ( j )   1  معادل جبري 2

  
:Y(s) X (s)X (s) 1  معادل جبري 2

شده در حوزه فركانس مختص عملگر ضرب در هاي رسمبلوك دياگرامتذكر: 
حوزه فركانس هستند و معادل عملگر ضرب در حوزه زمان محسوب 

شوند. بلوك دياگرام فركانسي كه معادل بلوك دياگرام عملگر ضرب در نمي
 اهميت چنداني ندارد.،حوزه زمان باشد

  
:y(t) x (t)x (t) 1  معادل جبري 2

  ص حالت پيوستهمختTزماني به مقدار دلخواهتأخيرعملگر

  
jT:Y( j ) e X( j )    معادل جبري 

  
Ts:Y(s) e X(s)معادل جبري 

  
:y(t) x(t T)  معادل جبري 

 گسسته ص حالتمختNزماني به مقدار دلخواهتأخيرعملگر

  
j jN j:Y(e ) e X(e )    معادل جبري 

  
N:Y(z) z X(z) معادل جبري

  
:y[n] x[n N]  معادل جبري

 گيري در حوزه زمان مختص حالت پيوستهعملگر انتگرال

  
:Y(s) X(s)

s
  معادل جبري 1

گيري زماني در حوزه فركانس با استفاده معادل بلوك دياگرام انتگرالتذكر: 
 از تبديل فوريه اهميت چنداني ندارد.

  
t

:y(t) x( )d


   معادل جبري 

 

 عملگر انباشتگي در حوزه زمان مختص حالت گسسته

  
:Y(z) X(z)

z


 1
1

1
 معادل جبري 

با استفاده از معادل بلوك دياگرام انباشتگي زماني در حوزه فركانس تذكر: 
  تبديل فوريه اهميت چنداني ندارد.

  
n

k

y[n] x[k]


  معادل جبري
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 عملگر مشتق در حوزه زمان مختص حالت پيوسته

  
:Y( j ) j X( j )    معادل جبري 

  
:Y(s) sX(s) معادل جبري

  
:y(t) x (t) معادل جبري

  لگر تأخير زماني به اندازه يك واحد در حوزه زمان مختص حالت گسستهعم

  
j j j:Y(e ) e X(e )    معادل جبري 

  
:Y(z) z X(z) معادل جبري 1

  
:y[n] x[n ] 1 معادل جبري 

  سري (يكسان براي پيوسته و گسسته)LTIهايسيستم

  

 امي: معادل بلوك دياگر

:Y( j ) X( j )H ( j )H ( j )    1  معادل جبري 2

سري با استفاده از تبديل لاپلاس  LTIهاي معادل فركانسي سيستمتذكر: 
 نيز مشابه حالت تبديل فوريه است.

  

 بلوك دياگراميمعادل : 
y(t) x(t) (h (t) h (t))  1  يمعادل جبر:  2

  موازي (يكسان براي پيوسته و گسسته)LTIهايسيستم

  

 : معادل بلوك دياگرامي

:Y( j ) X( j )(H ( j ) H ( j ))     1  معادل جبري 2

با استفاده از تبديل لاپلاس  موازي LTIهاي معادل فركانسي سيستمتذكر: 
 نيز مشابه حالت تبديل فوريه است.

  

 بلوك دياگراميمعادل : 
:y(t) x(t) (h (t) h (t))  1  يمعادل جبر 2

  راي پيوسته و گسسته)فيدبك (يكسان بLTIهايسيستم

  

 : معادل بلوك دياگرامي

H ( j )
:Y( j ) X( j )

H ( j )H ( j )

  
 

1
1 21 معادل جبري 

 فيدبك با استفاده از تبديل لاپلاس LTIهاي معادل فركانسي سيستمتذكر: 
 مشابه حالت تبديل فوريه است.

  
y(t) ((y(t) h (t)) x(t)) h (t)   2  يمعادل جبر 1

  

y(t)

2
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  توان استفاده كرد:روي نمايش بلوك دياگرامي از سه روش مي ها ازبراي يافتن نمايش جبري سيستم
   روش متغير مياني ـ1

نويسيم. در نهايـت بـا حـذف    معادلات لازم را مي ،يا مسير و براي هر حلقه شودمي در اين روش، در هر گره از بلوك دياگرام، يك متغير مياني در نظر گرفته
  آوريم.دست ميجبري بين ورودي و خروجي را به هدست آمده، رابط مياني از معادلات بهو يا متغيرهاي متغير 
 نمايش جبري ورودي و خروجي را در سيستم  زير مشخص كنيد. :1مثال  

  
 :همـواره   ،بردن سـرعت عمـل   ي بالارا براساس همين متغير مياني نامگذاري كنيم (برا هاي ديگركافيست يك متغير مياني در نظر بگيريم و گره پاسخ

  .سعي كنيد كمترين مقدار متغير مياني را براي يك بلوك دياگرام در نظر بگيريد)
  گيريم.شده، در نظر ميدر بلوك دياگرام داده مقابلرا به صورت w[n]متغير مياني 

w[n]درواقع همانx[n ]1 زيرا خروجي بلوك ؛استD باشد كه ورودي آنميx[n] .است  
   يك واحد است. هبه معناي تأخير زماني به انداز  بلوك تذكر:

  آوريم.دست ميها حركت كرده و روابط متغيرها را برحسب يكديگر بهحال در جريان داده
:w[n] x[n ] w[n ]   1 2   )1معادله حلقه ( 1

:y[n] w[n ] w[n]  1   )2) و (1معادلات مسير (2
  از طرفين دو رابطه بالا، كافي است دستگاه معادلات زير را حل كنيم: w[n]براي حذف متغير مياني

w[n] w[n ] x[n ] w[n] w[n ] x[n ]

w[n] w[n ] y[n] w[n] w[n ] y[n]
        

         

22 1 1 2 4 1 2 1
2 1 2 1

−»H¾²jI • ¶   

x[n)1رابطه ( ] y[n]
w[n ] x[n ] y[n] w[n ]

         2 15 1 2 1 1 5
¾²jI • ¶ »j¸ÃÎoŠ”μ]   

  كنيم.محاسبه مي yو  xرا برحسب  w[n]حال
( ) w[n] w[n ] x[n ]

w[n] x[n ] y[n]
w[n] w[n ] y[n]

     
        

2 2 1 1 5 1 24 2 1 2
¾²jI • ¶ »j¸ÃÎoŠ”μ]½I«Twj³»j¾²jI • ¶   

x[n)   2رابطه ( ] y[n]
w[n]

 
  1 2

5   

n)ها را بهn ،)2حال كافي است در رابطه ( )1 را برابر قرار دهيم.1ست رابطه (وجود آمده و سمت راتبديل كرده و سمت راست رابطه به (  

))   3رابطه ( )
n (n )

x[n ] y[n ]
w[n ]

 
    2

1
2 2 11 5

¾‰MHn nj   

( ) ( )

x[n ] y[n] x[n ] y[n ]     1 3
2 1 2 2 1

5 5
SwHnSμw·jHj nHo¤ oMHoM

» ¾‰MHn
   

x[n ] y[n] x[n ] y[n ] y[n] y[n ] x[n ] x[n ]              2 1 2 2 1 2 1 2 1 2   
بلـوك ديـاگرام    پيدا كردن نمايش جبري يك سيستم از روي بلوك دياگرام در حوزه زمان عموماً كار دشواري است. بنابراين بهتر است ابتدا معادل فركانسي

دست آوريم، سپس از روي نمايش جبري در حوزه فركانس به نمـايش  را در حوزه فركانس رسم كرده و سپس نمايش جبري سيستم را در حوزه فركانس به
   آوريم. دست ميحال در اين مثال رابطه ورودي و خروجي را در حوزه فركانس به جبري در حوزه زمان برسيم.

  كنيم.نسي بلوك دياگرام را رسم ميابتدا معادل فركا
W(z):)             1رابطه ( (X(z) W(z))z    )1معادلات حلقه ( 12

Y(z):)        2رابطه ( z W(z) W(z) 1   )2) و (1معادلات مسير (2
  ) حذف كنيم.2) و (1را از رابطه ( W(z)حال كافي است متغير مياني

z
:W(z)( z ) z X(z) W(z) X(z)

z


 

   


11 1
11 2

1 2
  )1رابطه ( 

W(z) z
:Y(z) (z )W(z) Y(z) (z )( )X(z)

z


 

    


11 1
12 2

1 2
ÁnHm«ÄI]  ) 2رابطه(  

1-

 1 حلقه

 )1(مسير 

)2(مسير 

1z 1z

2

Y(z)W(z)


X(z)

1

W(z)
2

 )2ير (سم

)1حلقه (

 )1ير (سم
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 دست آمد. براي پيدا كردن رابطه ورودي و خروجي در حوزه زمان كافي است از طرفين رابطهبه Zرابطه ورودي و خروجي در حوزه فركانس به كمك تبديل 
( z )Y(z) (z z )X(z)    1 2 11 2   بگيريم.  Zال زماني عكس تبديل به كمك خواص خطي و انتق 2

zY(z) z Y(z) z X(z) z X(z) y[n] y[n ] x[n ] x[n ]
           

11 2 12 2 2 1 2 2 1   

تر از حوزه زمان است اين سادگي خود را در بعضي از سؤالات بيشتر پيدا كردن رابطه ورودي و خروجي در حوزه فركانس ساده ،طور كه مشاهده كرديدهمان
  كنيد.دهد. به مثال بعدي توجه نشان مي

 نمايش جبري ورودي و خروجي را در بلوك دياگرام زير مشخص كنيد. :2مثال  

  
 :متغير مياني پاسخw(t) آوريم:دست ميرا درنظر گرفته و روابط متغيرها را برحسب يكديگر به  

  t
y(t) aw(t) b w( )d


    ) 2: رابطه                             (t

w(t) x(t) d w( )d


    ) 1: رابطه(  

در  و انتگـرال آن w(t)حاصل شـود. بـه دليـل وجـود همزمـان      y(t)و x(t)بين هرا حذف كرده تا رابط w(t)) متغير مياني2) و (1حال بايد از رابطه (
  .حل پي ببريد)از اين معادله كار دشواري است (سعي كنيد اين كار را انجام دهيد و به دشواري اين راه w(t)حذف كردن ،معادلات

فركانس است. براي اين منظور، ابتدا معـادل فركانسـي    بهترين روش، حل سؤال در حوزه
  يم:كنشده را رسم ميدياگرام دادهبلوك 

tبلوك

 فركـانس، بلـوك   هگير است و معادل آن در حوزيك بلوك انتگرال
s

خواهـد   1

  دهيم.ها را قرار ميهاي زماني نيز، تبديل لاپلاس آنبود. به جاي سيگنال
هـا و  معـادلات مربـوط بـه حلقـه    گرفته و  را درنظر W(s)مثل حالت قبل، متغير مياني

  آوريم:دست ميبهمسيرها را 

b)  2رابطه (  
Y(s) aW(s) W(s)

s
   :) 1رابطه (         ,        )2) و (1معادلات مسير  ( d

W(s) X(s) W(s)
s

 : ) 1معادلات حلقه(  

  كنيم:) جايگذاري مي2( هدست آورده و در رابطبه X(s)را برحسب W(s))، 1( هاز رابط

s)       3رابطه (                  
W(s) [ ]X(s)

s d
 


d d s d

W(s) X(s) W(s) X(s) W(s)[ ] W(s)[ ]
s s s

     1  

  as b
Y(s) X(s)

s d


 


( ),( ) s b s

Y(s) a( )X(s) ( )X(s)
s d s s d

  
 

2 3 ¾‰MHn  

ــ ــه هرابط  ــب ــده رابط ــع   هحــوزدي و خروجــي در ورو هدســت آم ــانس اســت. درواق ــاگرام دادهفرك ــوك دي ــديل  LTIشــده، يــك سيســتم بل ــابع تب ــا ت  ب
Y(s) as b

H(s)
X(s) s d

 


  دهد.نشان ميرا  

  لاس بگيريم:و خطي، عكس تبديل لاپ زير طبق خواص مشتق زماني هزمان، كافيست از طرفين رابط هورودي و خروجي در حوز هكردن رابط براي پيدا

  LY(s) as b
sY(s) dY(s) asX(s) bX(s) y (t) dy(t) ax (t) bx(t)

X(s) s d

          


1

Â‰i » ÂºI¶p ¢Tz¶ SÃ‚Ii
  

  باشد.زمان مي هورودي و خروجي در حوز هدست آمده نيز، رابطبه هرابط
  زمان است. هتر از حوزراحت ،فركانس هشده در حوزدست آوردن نمايش جبري يك سيستم از روي بلوك دياگرام دادهبه ،در حالت كلي نتيجه:

 

1
s

W(s)

1 W(s)s

Y(s)X(s)

 )1حلقه (

 )1مسير (

 )2(مسير
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  همنفصل 

  »ها بدون داشتن ضابطهخواص سيستمبررسي «
تعيـين خـواص   ه به نحـو  فصلاين  سيستم شرح داده شد. در ها با استفاده از ضابطهها معرفي و نحوه تعيين خواص سيستمبراي سيستمخاصيت  6 دومفصل در 

سيستم نيست و بايد با توجه به مفـاهيم هـر خاصـيت و     ابراين ديگر خبري از ضابطهپردازيم. بنشده ميخروجي داده ـها با استفاده از يك يا چند ورودي سيستم
بـه   به همين دليـل  ،استكمي پيچيده و دشوار  فصل. حل مسائل مربوط به اين بتوان خواص سيستم را حدس زد ،شدههاي دادهخروجي ـتجزيه تحليل ورودي  

تواننـد از مطالعـه   ارشد درصورت نداشتن وقت كافي مي كارشناسي كنكور رو داوطلبان ايناهيد بود. از خوارشد  كارشناسي شاهد چنين سؤالاتي در كنكور ندرت
سـؤالات مطـرح شـده در ايـن فصـل در دو حالـت كلـي         شود كه از اين مباحث غافل نشوند.اجتناب كنند، البته به داوطلبان كنكور دكتري توصيه مي فصلاين 
هـا اظهـارنظر   در مـورد خـواص سيسـتم   سيستم تي هستند كه با داشتن يك يا چند ورودي ـ خروجي و بدون داشتن ضابطه  شوند. تيپ اول سؤالابندي ميتيپ
بـه ازاي   را، بايـد خروجـي   آنسيستم و بدون داشتن ضابطه  دن خواصكنيم. تيپ دوم سؤالاتي هستند كه با داشتن يك يا چند ورودي ـ خروجي و معلوم بو مي

كنيم. تمامي روابط گفته شـده در  ها استفاده مينكات يكساني براي حل آن و است و از روابط مشابهسؤال . روش حل هر دو تيپ ردبه كمحاس جديديك ورودي 
  اند كه در حالت گسسته نيز عيناً برقرار هستند.  اين فصل براي حالت پيوسته مطرح شده

  اي بر منطق رياضيمقدمه      
 ؛درياضي وجود دار منطق رياضي دو نوع رابطهطرفه و دوطرفه مطرح شود. در اي راجع به منطق رياضي و روابط يكبايد مقدمهقبل از ورود به مباحث اصلي 

  طرفه و روابط دوطرفه.روابط يك
  طرفهروابط يك

pاين روابط كه به صورت  q اره كنند كه در صورت درستي گزشوند بيان مينشان داده ميp توان درستي گـزاره ميq    صـورت  بـه را نتيجـه گرفـت و  
 ،گزاره اول يعني بـارش بـاران   صورت صحيح بودن دانيم در. مي»اگر باران ببارد آنگاه هوا ابري است«يم يگوشوند. براي مثال ميخوانده مي »اگر ... آنگاه ...«

  صورت شماتيك نيز نشان داد.توان بهطرفه را ميتوان نتيجه گرفت كه هوا ابري است. روابط يكمي قطعاً
  .باردباران مي .هوا ابري است

  روابط دوطرفه
pصورتاين روابط كه به q سـتي گـزاره  كه در صورت در شوند بيانگر اين هستندنشان داده ميp  تـوان درسـتي گـزاره    مـيq    و در صـورت درسـتي

...» اگـر و فقـط اگـر ... آنگـاه     «صورت برقرار است. اين روابط را به qو pطرفه بين دو گزارهدو را نتيجه گرفت. درواقع يك رابطه pدرستي گزاره  qگزاره
اگـر هـوا   «گـزاره  توان قطعاً نتيجه گرفت كه باران خواهد باريد. چرا كه اگر هوا ابري باشد نمي ،ي بيان شده در قسمت قبل دوطرفه نيستخوانيم. رابطهمي

چرا كـه اگـر آفتـاب در آسـمان باشـد       ،طرفه نوشته شده استدوطرفه است كه به صورت يك ي يك رابطهنمونه» سمان هست.روشن باشد آنگاه آفتاب در آ
اگر و فقط اگر هوا روشن باشد آنگاه آفتاب در آسمان «توان نتيجه گرفت كه هوا روشن است. بنابراين بهتر است كه اين رابطه را به صورت دوطرفه يعني مي

  دهيم.صورت شماتيك نيز نشان ميرد. روابط دوطرفه را بهبيان ك» است
  .هوا روشن است .آفتاب در آسمان است

  نقيض آن را مطرح كرد. توان عكس و عكسرياضي، مي براي هر رابطه
  عكس رابطه

» آنگـاه هـوا ابـري اسـت     ،اگر باران ببارد«طرفه م. براي مثال در رابطه يكطرفه كافيست جاي دو گزاره را با يكديگر عوض كنييك براي نوشتن عكس رابطه
دانيم در صورت ابـري بـودن   اي صحيح نيست، چرا كه ميشود. اين رابطه لزوماً رابطهبيان مي» باردآنگاه باران مي ،اگر هوا ابري باشد«صورت عكس رابطه به

گوييم ايـن رابطـه   يعني در صورت مطمئن نبودن از صحت رابطه مي ؛كنيماستفاده مي توانميلتي از لفظ هوا ممكن است باران ببارد يا نبارد. در چنين حا
  تواند برقرار نباشد.تواند برقرار باشد و هم مييعني هم مي ،طرفه لزوماً صحيح نيستتواند صحيح باشد. بنابراين عكس يك رابطه يكمي
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  استفاده شده است. تواندميهيد ديد كه در آن از لفظ اي خوااكثراً گزينه فصلاين  هايدر تست
MHn‰¾ .)هوا ابري است .تواند باران بباردمي( u§–)هوا ابري است. طرفهي يك: رابطه).باردباران مي  

  اره برقرار است.همو عكس رابطه ،در مورد روابط دوطرفهولي 
MHn‰¾ ).آفتاب در آسمان است  .هوا روشن است( u§– ) استآفتاب در آسمان. دوطرفه رابطه :).هوا روشن است  

  عكس نقيض رابطه
صـورت توأمـان   ابطه عكس نقيض به معناي عكس كردن و نقيض (نقض) كردن يك رابطه بهر شده نيز نوشت.وان رابطه عكس نقيضتبراي روابط رياضي مي

عكس نقيض رابطـه  » .اگر باران ببارد آنگاه هوا ابري است« طرفهي يكبرقرار است. براي مثال در رابطه همواره طرفه و دوطرفهاست. عكس نقيض روابط يك
هـا را  گزاره را با يكـديگر عـوض كـرده (عكـس) و آن    دو شود. براي نوشتن اين رابطه، جاي بيان مي» .د باريدهوا ابري نباشد آنگاه باران نخوااگر ه«صورت هب

شاهد باراني نخواهيم بود. بنابراين درصورت ابري  ،چرا كه در صورت نبودن ابري در آسمان ،دانيم كه رابطه بيان شده صحيح استمنفي (نقيض) كرديم. مي
  .بارد)مينباران  قطعاًبارد، ش باران اظهارنظر قطعي خواهيم داشت (قطعاً باران مينبودن هوا درباره بار

MHn‰¾  ).هوا ابري نيست .باردباران نميقطعاً ( „Ã£º u§– )هوا ابري است.  طرفهي يكرابطه: ).باردباران مي  
  برقرار است. عكس نقيض رابطه د روابط دوطرفه نيز هموارهدر مور

¾‰MHn  ).آفتاب در آسمان نيست .هوا روشن نيست( „Ã£º u§   دوطرفه رابطه : )هوا روشن است.  .آفتاب در آسمان است(  –
   و عكس نقيض قضايا و روابطي كه در مورد يك سيستم با خواص مشخص وجود دارد، با داشتن يك يا چند ورودي ـ خروجي در اين فصل با استفاده از عكس

  شود:حالت مي سهكنيم. اين اظهارنظر شامل در مورد خواص سيستم اظهارنظر مي
  آن خاصيت (ها) را داشته باشد. تواندميسيستم  ـ3 (ها) را ندارد.  سيستم قطعاً (لزوماً) آن خاصيت ـ2  سيستم قطعاً (لزوماً) آن خاصيت (ها) را دارد. ـ1

  ها با استفاده از يك يا چند ورودي ـ خروجيتعيين خواص سيستم ):1درسنامه(  
  

  كنيم. ها را صرفاً با داشتن يك يا چند ورودي ـ خروجي و بدون داشتن ضابطه سيستم بررسي ميخاصيت اساسي سيستم 6در اين درسنامه هر 

  تعيين خاصيت خطي با داشتن ورودي ـ خروجي      
  

  كنيم:طرفه زير استفاده مييك بودن سيستم از قضيه در اين حالت براي تعيين خطي الف) با داشتن يك ورودي ـ خروجي:

  يستم خطي باشداگر س . همواره صفر، خروجي همواره صفر خواهد بود ورودي پاسخ سيستم به
          

  

  صورت زير است:بيان رياضي قضيه بالا به
x(t) , t y(t) , t     Âõi ´TvÃw  

 شده) مطلوب مسئله اسـت. شده) داده مسئله و تعيين خواص سيستم (سمت چپ قضيه مطرحدر سؤالات اين فصل، ورودي ـ خروجي (سمت راست قضيه مطرح 
  .  كنيم)طرفه را به سمت چپ منتقل مي(سمت راست قضيه يك عكس و عكس نقيض قضيه استفاده كنيم بايد ازبنابراين براي تعيين خواص سيستم 

توان دربـاره خطـي يـا غيرخطـي بـودن      بنابراين با عكس قضيه نمي قضيه همواره برقرار نيست. يك دانيم كه عكسمي ،كنيمابتدا عكس قضيه را مطرح مي
  تواند خطي باشد.گوييم سيستم ميسيستم اظهارنظر قطعي كرد و اصطلاحاً مي

  

  

توان درباره خطي يـا غيرخطـي   بنابراين با عكس نقيض قضيه مي حال به سراغ عكس نقيض قضيه خواهيم رفت. عكس نقيض يك قضيه همواره برقرار است.
  بودن سيستم اظهارنظر قطعي كرد.

تـوان از  ، طبيعتـاً نمـي  (سمت چپ عكس قضيه و عكس نقيض قضـيه برقـرار نباشـد)    اشدها صفر نبحال اگر ورودي داده شده در سؤال به ازاي تمامي زمان
خطـي   توانـد مـي يم سيستم يگواصطلاحاً مي بودن سيستم اظهارنظر كرد. خطيتوان در مورد شده استفاده كرد. بنابراين در اين حالت نميي مطرحقضيه
  كنيم:را مطرح مي بعدبا اين توضيحات، نكته بودن سيستم كافي نيست!  ه خطيقطعي درباركه اطلاعات مسئله براي اظهارنظر چرا ،باشد

  توان موارد زير را مطرح كرد:بودن سيستم مي خطي در مورد ،با داشتن يك ورودي ـ خروجي :1نكته 
  است. يرخطيغسيستم .نباشدصفر مشخص و دلخواه اي يك زمان از ها صفر باشد ولي خروجي حداقل بهالف) اگر ورودي به ازاي تمامي زمان

  خطي باشد. تواندمي سيستم .ها صفر باشندب) اگر ورودي و خروجي به ازاي تمامي زمان
  خطي باشد. تواندميسيستم ها صفر نباشد (فارغ از نوع خروجي)ج) اگر ورودي به ازاي تمامي زمان

: عكس قضيه             .باشدصفر  همواره، خروجي همواره صفراگر پاسخ سيستم به ورودي  .يا غيرخطي استسيستم خطي 

 : عكس نقيض قضيه            .نباشدصفر  خروجي همواره،همواره صفراگر پاسخ سيستم به ورودي سيستم غيرخطي است.
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  كنيم.طرفه زير استفاده ميبودن سيستم از قضيه يك در اين حالت براي تعيين خطي ب) با داشتن بيش از يك ورودي ـ خروجي:
  
  

  صورت زير است:بيان رياضي قضيه بالا به

 Sx(t) A x (t) A x (t) y(t) A y (t) A y (t)      1 1 2 2 1 1 2 2Âõi  
  

  كنيم:نكته زير را مطرح ميض قضيه، توجه به عكس و عكس نقيبا 
  توان موارد زير را مطرح كرد:بودن سيستم مي با داشتن بيش از يك ورودي ـ خروجي در مورد خطي :2نكته 

 از رابـر همـان تركيـب خطـي    ب ،و خروجي متناظر با آن ورودي نوشتهاي ديگر حسب تركيب خطي ورودييك ورودي دلخواه را برالف) اگر بتوان 
  است. غيرخطي سيستم نباشدهاي ديگر هاي متناظر با وروديخروجي
دقيقاً برابر همان تركيب خطي از  ،و خروجي متناظر با آن ورودي نوشتهاي ديگر يك ورودي دلخواه را برحسب تركيب خطي ورودي بتوانب) اگر 
  اشد.بخطي  تواندميم تسيس دهاي متناظر باشخروجي
  خطي باشد. تواندميسيستم ها)(فارغ از نوع خروجي نوشتهاي ديگر شده را برحسب تركيب خطي وروديهاي دادهيك از وروديهيچ نتوانج) اگر 

 يك ورودي ضريبي از ورودي ديگر هست يـا نـه   آيا ست بررسي كنيما كافي ،اگر تنها دو ورودي ـ خروجي داشته باشيم  :1تذكر(x(t) kx (t))  ؟1
x(t)صورتزيرا تركيب خطي دو ورودي نسبت به يكديگر دقيقاً به kx (t)   شود.نوشته مي 1

  كنيم:صورت زير خلاصه ميمطالب بيان شده در اين بخش را به
S{x(t).غيرخطي است سيستم         , t} {y(t) , t}         

S{x(t).تواند خطي باشدسيستم مي     , t} {y(t) , t}             يك ورودي ـ خروجي  
(.تواند خطي باشدسيستم مي      فارغ از نوع خروجي،(x(t ) , t     

  

S{x(t).سيستم غيرخطي است    kx (t)} {y(t) ky (t)}    1 1  
S{x(t).تواند خطي باشدسيستم مي   kx (t)} {y(t) ky (t)}    1   ورودي ـ خروجي دو   1

(.تواند خطي باشدسيستم مي   هافارغ از نوع خروجي،(x(t) kx (t)  1  
  

S{x(t).سيستم غيرخطي است    k x (t) k x (t) } {y(t) k y (t) k y (t) }         1 1 2 2 1 1 2 2  
S{x(t) .دتواند خطي باشسيستم مي    k x (t) k x (t) } {y(t) k y (t) k y (t) }         1 1 2 2 1 1 2   ـ خروجيرودي وبيش از دو   2

(.تواند خطي باشدسيستم مي   هافارغ از نوع خروجي ،(x(t) k x (t) k x (t)    1 1 2 2  
 علامت :2تذكرtها برقرار است و علامتن، به معني اين است كه رابطه بيان شده بايد به ازاي تمامي زماt     به معني اين است كـه رابطـه بيـان

 شده تنها به ازاي يك زمان دلخواه برقرار است.

 پاسخ يك سيستم خطي (غير :1مثالTIهاي به فرم) به وروديx(t) cos t   به صورتy(t) cos( t)cos( t)  2    است و اين خاصيت بـه
ازاي جميع مقادير   90(سراسري                       وجود دارد. پاسخ اين سيستم به ورودي نشان داده شده در شكل زير چيست؟(  

  
  
  

)1(  )2(  
  

  
  

  

)3(  )4(  
 بنويسيم. ها وجي را به صورت تركيب خطي از وروديبا توجه به خطي بودن سيستم، بايد خر  »3«گزينه  :پاسخ  

  x(t) cos t y(t) cos( t)cos( t) cos( t) cos( t) x( t) x(t)           1 1 1 12 3 32 2 2 2      

.اگر سيستم خطي باشد  هاي متناظر است.د برابر همان تركيب خطي خروجيهاي ديگر باشپاسخ سيستم به يك ورودي كه برحسب تركيب خطي ورودي

t
303

2

t
303

4

2 2

1 1
t

303

4

2 2

1.5 1.5

t
303

2
1 1

1 1
t

303

2
1 1

1.5 1.5
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y(t)تشكيل شده است و به ازاي هر كدام از آنهـا  هاي تك فركانس با فركانساي از سيگنالجا كه هر سيگنال از مجموعهاز آن x( t) x(t) 1 132 2 
  روند، پس در حالت كلي داريم:ها به يك شكل به خروجي ميهمه فركانس ،طي استاست و چون سيستم خ

   y(t) x( t) x(t) 1 132 2  

  
  

  

  با داشتن ورودي ـ خروجي (TI) تعيين خاصيت تغييرناپذيري با زمان      
  

 كنيم:زير استفاده مي بودن سيستم از قضيه TIدر اين حالت براي بررسي  الف) با داشتن يك ورودي ـ خروجي:
  

T، خروجي نيز با دوره تناوبTبودن ورودي با دوره تناوب در صورت متناوب
,m

m
 متناوب خواهد بود. اگر سيستمTI باشد.  

  

  صورت زير است:بيان رياضي قضيه بالا به

TI T
x(t) x(t T) y(t) y(t ) , m

m
     ´TvÃw   

  كنيم:نكته زير را مطرح مي با توجه به عكس و عكس نقيض قضيه،

  :طرح كردتوان موارد زير را مبودن يك سيستم ميTIبا داشتن يك ورودي ـ خروجي در مورد :3نكته 

,غير از يا متناوب با دوره تناوبي  نامتناوبو خروجي  Tمتناوب با دوره تناوب ،الف) اگر ورودي mT

m
  است. TVسيستم باشد 

,و خروجي نيز متناوب با دوره تناوب Tمتناوب با دوره تناوب ،وديب) اگر ور mT

m
  باشد. TI تواندميسيستم  باشد 

  باشد. TI تواندميسيستم   ز نوع خروجي)نامتناوب باشد (فارغ ا ،ج) اگر ورودي

  كنيم:ستم از قضيه زير استفاده مييبودن س TIدر اين حالت براي تعيين  ب) با داشتن بيش از يك ورودي ـ خروجي:
  

   نيز متناظر با ورودي اول افته ورودي ديگر باشد، خروجيانتقال زماني ي كه يك وروديدر صورتي

  .استهمان مقدار انتقال زماني  خروجي متناظر با ورودي دوم به اندازه يافتهانتقال زماني 

 شود:بيان رياضي قضيه بالا به صورت زير مطرح مي

 
TIx (t) x (t t ) y (t) y (t t )    2 1 2 1

´TvÃw  

  كنيم:ا مطرح مينكته زير ر توجه به عكس و عكس نقيض قضيه،با 

  توان موارد زير را مطرح كرد:بودن سيستم مي TIبا داشتن بيش از يك ورودي ـ خروجي در مورد :4نكته 

انتقال زماني يافته خروجي  ،ورودي اولانتقال زماني يافته يكديگر باشند و خروجي متناظر با  ،شدههاي دادهالف) اگر دو ورودي از بين ورودي
  است. TVسيستم نباشد ،همان مقدار انتقال زماني متناظر با ورودي دوم به اندازه

ورودي اول نيز انتقـال زمـاني يافتـه خروجـي     انتقال زماني يافته يكديگر باشند و خروجي متناظر با  ،شدههاي دادهب) اگر دو ورودي از بين ورودي
  باشد. TI تواندميسيستم  متناظر با ورودي دوم به اندازه همان مقدار انتقال زماني باشد

  باشد.TI تواندميسيستم باشند شده، دو ورودي يافت كه انتقال زماني يافته يكديگرهاي دادهج) اگر نتوان از بين ورودي
  كنيم:صورت زير خلاصه مياين بخش را به شده درمطالب بيان

T.استTVسيستم     
x(t) x(t T) y(t) y(t ) , m

m
      »  

T .باشد TIتواندسيستم مي    
x(t) x(t T) y(t) y(t ) , m

m
      »  يك ورودي ـ خروجي  

y(t).باشد TIتواند سيستم مي     متناوب چه نامتناوبچه  x(t) x(t T)   ,  

 اگر سيستمTI باشد 

t
303

2

x(t) 

t
33

2
1 1

1 1

y(t)

0
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x) .استTVسيستم      (t) x (t t ) y (t) y (t t ))     2 1 2 1 »  
x) .باشد TIتواند سيستم مي   (t) x (t t ) y (t) y (t t ))     2 1 2 1 »  دو ورودي ـ خروجي  

(.باشد TIتواند سيستم مي                                     ،فارغ از نوع خروجي  (x (t) x (t t ) , t R    2 1    
  

 بيش از دو ورودي ـ خروجي.  دلخواه، سه ورودي دلخواه يا ... بررسي كرد. بط مربوط به دو ورودي ـ خروجي را براي دو وروديتوان روامي

 هاي زير لزوماً صحيح است؟يك از گزارهرودي مختلف به شرح زير مفروض است؛ كدامپاسخ يك سيستم زمان گسسته به سه و :2مثال  
  )89(آزاد                       الف) اين سيستم تغييرناپذير با زمان نيست.           ب) اين سيستم خطي نيست.

x  ) فقط الف2  ) فقط ب1 [n] [n] y [n] [n ] [n ]

x [n] [n ] y [n] [n ] [n ]

x [n] [n ] [n ] y [n] [n] [n ] [n ]

        
         
              

1 1
2 2
3 3

1 2
2 2 3
1 2 1 2

 
  كدام) هيچ4  ) هر دو 3

 بـراي بررسـي   اده شده، دو ورودي دلخواه را انتخاب كرده و چون بيش از دو ورودي ـ خروجي داريم از بين سه ورودي ـ خروجي د    »2«گزينه  :پاسخ
  كنيم:زير استفاده مي تغييرناپذيري با زمان از رابطه

x) است.TVسيستم   [n] x [n n ] y [n] y [n n ])     2 1 2 1 »   
x)باشد.  TIتواند سيستم مي   [n] x [n n ] y [n] y [n n ])     2 1 2 1 »  رودي ـ خروجيدو و  

(باشد. TIتواند سيستم مي                                  ،فارغ از نوع خروجي(x [n] x [n n ] , n    2 1      

xچون [n] x [n ] 2 1 yو 2 [n] y [n ] 2 1   است. صحيحو گزاره (الف) لزوماً  استيعني تغييرپذير با زمان  TVباشد پس سيستم مي 2
ها را يك از وروديها را برحسب تركيب خطي دو ورودي ديگر بنويسيم. با توجه به اينكه هيچبراي بررسي خطي بودن سيستم، بايد بتوانيم يكي از ورودي

شده باشد؛ بنابراين طبق روابط بيانها صفر نميازاي تمامي زمانها بهيك از وروديهاي ديگر نوشت و از طرفي هيچتوان برحسب تركيب خطي ورودينمي
  تواند خطي باشد و گزاره (ب) لزوماً صحيح نيست.چنين سيستمي مي ،در خاصيت خطي

  تعيين خاصيت بدون حافظه بودن با داشتن ورودي ـ خروجي     
  

عبارت ديگر بـا داشـتن   توان ارائه كرد. بهحافظه بودن سيستم نميمفيدي براي تعيين بي چ رابطهدر اين حالت هي با داشتن يك ورودي ـ خروجي: الف) 
  .بدون حافظه باشد تواندمييم سيستم يگوكرد و ميقطعي بودن سيستم اظهارنظر  توان در مورد بدون حافظهيك ورودي ـ خروجي نمي

  كنيم:طرفه زير استفاده مييك بودن سيستم از قضيه براي تعيين بدون حافظهدر اين حالت  داشتن بيش از يك ورودي ـ خروجي: ب) با
   

  

  صورت زير خواهد بود:بيان رياضي قضيه بالا به
  

    x (t ) x (t ) y (t ) y (t )    1 2 1 2
¾ÊÎIe ·»kM ´TvÃw   

  ان موارد زير را مطرح كرد:توبودن سيستم مي از يك ورودي ـ خروجي در مورد بدون حافظه با داشتن بيش :5نكته   كنيم:با توجه به عكس و عكس نقيض قضيه، نكته زير را مطرح مي
سيسـتم  نباشندهاي متناظر در همان زمان با يكديگر برابـر  ولي خروجي ،با يكديگر برابر باشند دلخواهالف) اگر دو يا چند ورودي در يك زمان 

  است. حافظهبا
ها نيز در همان زمـان مشـخص بـا يكـديگر     هاي متناظر با آن وروديبا يكديگر برابر باشند و خروجي دلخواهر دو يا چند ورودي در يك زمان اگب) 

  بدون حافظه باشد. تواندميسيستم  برابر باشند
  بدون حافظه باشد. تواندميسيستم ها)(فارغ از نوع خروجي گر برابر باشندبا يكديدلخواه ج) اگر نتوان حداقل دو ورودي يافت كه در يك زمان 

 ها ها با يكديگر و خروجيبلكه صرفاً برابري ورودي ها برابر باشند،ها با خروجيوروديدر يك زمان دلخواه شده لزومي ندارد كه حمطر در نكته :3تذكر
  .ك استنيز با يكديگر ملا

  كنيم:صورت زير خلاصه ميمطالب بيان شده در اين بخش را به
  يك ورودي ـ خروجي .بدون حافظه باشد تواندميفارغ از نوع ورودي ـ خروجي سيستم     

x).استحافظه با سيستم      (t ) x (t ) y (t ) y (t ))   1 2 1 2   »  
x).باشد بدون حافظه تواندسيستم مي    (t ) x (t ) y (t ) y (t ))      1 2 1   ورودي ـ خروجي دو  «2

(.باشد بدون حافظهتواند سيستم مي                                  ،فارغ از نوع خروجيt R ،(x (t ) x (t ) 1 2   
  

  بيش از دو ورودي ـ خروجيو ورودي دلخواه، سه ورودي دلخواه يا ... بررسي كردتوان روابط مربوط به دو ورودي ـ خروجي را براي دمي  

هاي ، خروجيدلخواهدر صورت برابر بودن دو يا چند ورودي در يك زمان 
 ها نيز در آن زمان باهم برابر خواهند بود.متناظر آن

.اگر سيستم بدون حافظه باشد 
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 پاسخ يك سيستم زمان ـ گسسته به ورودي    :3مثال

n

x[n] cos( )
 nبرابر با 1

y[n] cos( )
 1 يك از دو گزاره زيـر لزومـاً   شده است. كدام 5

 )87(سراسري   ) اين سيستم غيرخطي است.2) اين سيستم باحافظه است.             1          صحيح است؟

  كدام) هيچ4  ) هر دو3  )2) فقط (2  )1) فقط (1
 حافظه بودن و غيرخطي بودن سيسـتم اظهـارنظر قطعـي كنـيم (در صـورت      شتن يك ورودي ـ خروجي در مورد با خواهيم با دامي  »4«گزينه  :پاسخ
تـوانيم  توان در مورد خطي بودن سيستم اظهارنظر قطعي كرد و صـرفاً مـي  خروجي نمي ـل از واژه لزوماً استفاده شده است). هرگز با داشتن يك ورودي سؤا

  توان اظهارنظر قطعي كرد. خطي باشد. ولي در مورد غيرخطي بودن سيستم مي تواندميبگوييم سيستم 
  كنيم:استفاده مي ،زير خروجي از رابطهـ اشتن يك ورودي طي بودن سيستم با دقطعي در مورد غيرخبراي اظهارنظر 

  

S{x[n]سيستم غيرخطي است.        , n} {y[n] , n}         
S{x[n]تواند خطي باشد.سيستم مي    , n} {y[n] , n}           يك ورودي ـ خروجي  
(تواند خطي باشد.سيستم مي     از نوع خروجيفارغ،(x[n ] , n     

nطبق اين رابطه چون ورودي
x[n] cos( )

 1 توان گفت سيستم لزوماً غيرخطي است.تواند خطي باشد و نميپس فارغ از نوع خروجي، سيستم مي ،همواره صفر نيست  
  كنيم:ي زير استفاده ميهدر مورد با حافظه بودن سيستم با داشتن يك ورودي ـ خروجي از رابط

  يك ورودي ـ خروجي تواند بدون حافظه باشد  سيستم مي ،فارغ از نوع ورودي ـ خروجي
  باشد.) جواب تست مي4ه (شده لزوماً صحيح نيست و گزينتوان گفت سيستم لزوماً باحافظه است. در نتيجه براي چنين سيستمي دو گزاره مطرحبا توجه به اين رابطه نمي

هرچند اين روش هميشه جواب  ،كه ورودي داده شده را به خروجي موردنظر تبديل كند نيز تست را حل كردطوريبهتوان با حدس رابطه سيستم البته مي

nدهد. سيستمي با رابطهنمي
y[n] cos( ).x[n]

 2 1ورودي ،n
x[n] cos( )

 1 را به خروجيn
y[n] cos( )

 1 كند. همانطور كه تبديل مي 5
  حافظه و غيرخطي نخواهد بود.، پس لزوماً سيستم بادانيد چنين سيستمي بدون حافظه و خطي استمي

  پذيري با داشتن ورودي ـ خروجيتعيين خاصيت معكوس
  

توان ارائه داد. به عبارت ديگر بـا داشـتن   سيستم نميپذيري يين معكوسمفيدي براي تع هدر اين حالت هيچ رابط با داشتن يك ورودي ـ خروجي:  الف)
  .پذير باشدمعكوس تواندمييم سيستم يگويك سيستم اظهارنظر قطعي كرد و اصطلاحاً مي پذيريتوان در مورد معكوسوجي نمييك ورودي ـ خر

  كنيم:زير استفاده مي پذير بودن سيستم از قضيهمعكوس در اين حالت براي تعيين ب) با داشتن بيش از يك ورودي ـ خروجي:

  پذير باشداگر سيستم معكوس بود ندخواه هاي متناظر نيز با يكديگر برابرها، وروديدر صورت برابر بودن خروجي
  

  صورت زير خواهد بود:بيان رياضي قضيه بالا به
  

 y (t) y (t) , t x (t) x (t) , t      1 2 1 2
oÄmQït¼§÷¶ ´TvÃw  

  

  كنيم:نكته زير را مطرح مي نقيض قضيه، توجه به عكس و عكسبا 
  توان موارد زير را مطرح كرد:پذير بودن سيستم ميبيش از يك ورودي ـ خروجي در مورد معكوسبا داشتن  :6نكته 

 ـ ،ها با يكـديگر برابـر باشـند   به ازاي تمامي زمانالف) اگر دو يا چند خروجي  بـا يكـديگر برابـر     هـا بـه ازاي تمـامي زمـان   هـاي متنـاظر   ي وروديول
  است. ناپذيرمعكوسسيستم نباشند

 ها با يكـديگر برابـر باشـند   هاي متناظر نيز به ازاي تمامي زمانها با يكديگر برابر باشند و وروديب) اگر دو يا چند خروجي به ازاي تمامي زمان
  پذير باشد.معكوس تواندميسيستم 

 توانـد مـي سيسـتم   هـا) (فـارغ از نـوع ورودي   شده، هيچ دو خروجي نتوان يافت كـه بـا يكـديگر برابـر باشـند     هاي دادهج) اگر از بين خروجي
  پذير باشد.معكوس

  كنيم:خلاصه مي صورت زيرمطالب بيان شده در اين بخش را به
  يك ورودي ـ خروجي .باشدپذير معكوس تواندميسيستم  ،فارغ از نوع ورودي ـ خروجي    

y).استپذير نامعكوسسيستم      (t) y (t), t) (x (t ) x (t ) , t )     1 2 1 2  »   
y).پذير باشدتواند معكوسسيستم مي                                 (t) y (t), t) (x (t) x (t) , t)     1 2 1   دو ورودي ـ خروجي  «2

(.باشدپذير معكوستواند سيستم مي    وروديفارغ از نوع،(y (t ) y (t ) , t  1 2      
  بيش از دو ورودي ـ خروجيتوان روابط مربوط به دو ورودي ـ خروجي را براي دو ورودي دلخواه، سه ورودي دلخواه يا ... بررسي كردمي  
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