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 1 بازه همگرایی سری توانیـ
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 ، در مبدأ مختصات ناپیوسته است.aازای هر مقدار به f( تابع 4

 3 مقدار انتگرالـ
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 4فرض کنید  ـS  رویهبخشی از سطحz x y 2 zباشد که بین صفحات 2  zو 1  قرار دارد. مقـدار انتگـرال  2
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 5هایناحیه محصور به مخروط ـz x y 2 zو 2 x y 2 xدرون استوانه 22 y y 2 2 xبین صفحات  2  وy x  با کدام مجموعـه

  شود؟توصیف می
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3 )(r, ,z) | , r sin ,r z r
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 6فرض کنید  ـc  .یک مرز بسته در جهت مثبت مثلثاتی استc  مرز کدام دامنه زیر باشد تا حاصل
c
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xناحیه محصور بین خط (4 y 2 و محورهای مختصات واقع در ربع اول  

 7 اگرـn n n
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 ی همگرایی نیست و فقط کافیست وضعیت سری را در دو سر بازه بررسی کنیم. یعنی داریم:ها، نیازی به محاسبه بازهبا توجه به گزینه«  4»ـ گزینه 1
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 ی همگرایی شامل این دو نقطه نیست.هبا توجه به اینکه در سری به دست آمده شرط لازم همگرایی، یعنی حد صفر دنباله برقرار نیست، پس باز

  

 کنیم:با توجه به شکل تابع دو متغیره، شانس خود را با تغییر متغیر قطبی امتحان می  «2»ـ گزینه 2
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گیری، در ی انتگرالتوان فهمید که ناحیهل حل کنید، به مشکل بر خواهید خورد؛ ولی با کمی دقت میاگر بخواهیم انتگرال را به این شک  «1»ـ گزینه 3

xیواقع فضای درون استوانه y 2 2 zو بین سهموی 9 x y 2 zیو صفحه 2 9 مختصات  است. در این صورت بهتر است شانس خود را با

 ای امتحان کنیم. در این صورت خواهیم داشت:استوانه

r
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 .پوشی داردال ایراد علمی قابل چشمسؤ «4»ـ گزینه 4

منظور طراح انتگرال معنی است و احتمالاًانتگرال داده شده به این فرم بی
S

(xi yj z k).ndS 
 Sی درون سطح بوده است. با توجه به اینکه ناحیه 2

ی دیورژانس استفاده کنید؛ ولی این کار چندان محاسبات ال را به سطح رویه اضافه کنید، تا از قضیهؤبسته نیست، شاید بخواهید صفحات مورد اشاره در س

میابیم که انتگرال آن به یک تابع عددی دست divFشود، بعد از محاسبهیسوالاتی که از این قضیه استفاده م %11کند. چون معمولا در شما را ساده نمی

divFالؤدر حجم ناحیه، ضریبی از خود حجم خواهد بود، ولی در این س z 2 کند. از طرفی در تر میطولانی ااندکی محاسبات ر z2است و تابع 2

 ی دیورژانس کم کنید. بگذارید ببینیم حل این سوال از روش مستقیم چگونه خواهد بود.انتگرال سطح را محاسبه کرده و از حاصل قضیه 2ایان هم باید پ

g(x,y,z)با تعریف x y z   2  ی تصویر، خواهیم داشت:به عنوان صفحه xoyو انتخاب 2

z x y

S D

x y
g ( , , ) , p k | g.p |

x y x y

g x y
ndS dA ( , , )dA

| g.p | x y x y

F(x, y,z) (x, y,z ) F(x, y) (x, y,x y )

x y x y
I F.ndS (x, y,x y ).( , , )dA [ (x y )

x y x y x y x y

 

      

 


  

  

   

       

   
 

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

1

1
D

]dA

  

D
I [ x y (x y )]dA   

2 2 2 2  

 را به دست آوریم: xoyیگیری بر صفحهی انتگرالحال باید تصویر ناحیه
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 پس خواهیم داشت:
D D
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رسیم. ولی اگر یکی از ( می4را در ابتدا به سمت بالا فرض کرده است که در این صورت به گزینه ) nرسد طراح محترم جهت بردار عمودبه نظر می

هاگزینه



17
6

  شدند.ال مطرح نشده بود، هر دو گزینه صحیح محسوب میچ قراردادی برای بردار عمود در سؤبود، آنوقت چون هی 

  

 یرا بدست آوریم. برای فضای درون استوانه xoyیای خواسته شده است، باید تصویر ناحیه بر صفحهچون حدود در مختصات استوانه «3»ـ گزینه 5

x y y 2 2 x  ای به همین معادله است. یعنی:تصویر بر این صفحه، درون دایره 2 y y r r sin r sin        2 2 22 2 2  

xاز طرفی خطوط  وx y حدود کنند. زیرا:  را تعیین می     x y rcos rsin cos sin
 

          
4 2

  

x     ی دو مخروط داریم: هم با توجه به معادله zدر نهایت برای  y z x y r z r      2 2 2 22 2  

  

 ی گزن استفاده کنیم. یعنی:توانیم از قضیهیک مرز بسته است، برای انتگرال داده شده می cبا توجه به اینکه منحنی   «3»ـ گزینه 6

Dc D D
I x y dx (x y x)dy ( x y x y )dA dA S         
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محصور شده و مساحت بیشتری دارد، مقدار بیشتری خواهد  cه توسط منحنی ای ککند که مقدار انتگرال مورد نظر، برای ناحیهدر واقع این تساوی اعلام می

 ها، مقدار مساحت برابر است با:داشت. برای هر از یک گزینه

  :که برابر است با 9ای به شعاع ( مساحت درون دایره9گزینه )

                         x:ت باکه برابر اس 9ای به شعاع ( مساحت درون دایره2گزینه ) y y x (y )     2 2 2 22 1 1  

 4 :که برابر است با 2ی مربعی به طول ضلع ( ناحیه3گزینه )

 :که برابر است با 2ی مثلثی قائم الزاویه متساوی الساقین به ضلع قائم ( ناحیه4گزینه )  
1

2 2 2
2

  

 ی مربعی از بقیه بیشتر است.است که مساحت ناحیهواضح 

  

 «1»گزینه  ـ7

    های یک عدد مختلط سر و کار داریم، بهتر است از فرم نمایی آن استفاده کنیم. یعنی داریم:   وقتی با توان معمولاً
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 ها باید از روش جزء به جزء استفاده کنیم. یعنی داریم:ی اینگونه انتگرالبرای کاهش مرتبه  «2»ـ گزینه 8
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 ـ نانو موادسؤالات فناوري نانو       

 ((3و  3فیزيك پايه ) (،3و  3(، رياضی فیزيك )3و  3رياضی و فیزيك )رياضی عمومی )

 1ـ اندازه تفاضل مقادیر ممکن برایz i 1  کدام است؟  ،3

1 )2 2 )2 2 3 )3 4 )2 3 

 2ـ مقدار|x|

x
lim ( e sin cos )

x x
 2 1 2

2  ، کدام است؟ 1

 ( حد وجود ندارد.  4( 3 2( 2 ( صفر 1

 3ـ اگر
y

x dt

t




 2

1

1 4
باشد، حاصل عبارت 

d y

dx

2

2
 ست؟ ، کدام مورد ا

1 )y8 2 )y6 3 )y4 4 )y2 

 4ـ فاصله همگرایی سریn
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n x
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
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1 1
 کدام است؟  ،

1 )x 
1
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 2 )x 
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 3 )x 1 4 )x  
1 1
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 5ـ سطحی با معادلهz x y xy  3 3 )ترتیب، در نقاطمفروض است. نوع نقاط ایستایی )بحرانی(، به 3 , )و ( , )1  اند؟ کدام 1

 ( ماکزیمم نسبی ـ نقطه زینی4 ( نقطه زینی ـ مینیمم نسبی3 ینی ـ ماکزیمم نسبی( نقطه ز2 ( مینیمم نسبی ـ نقطه زینی1

 6ـ مقدار
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x y
dxdy

x y
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
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xناحیه محصور به منحنی Dکه در آن،   y a 2 2 2،x  وy  باشد، کدام است؟ می 

1 )a2 2 )a 3 )a 4 )a 2 

 7ـ مقدار
C

ydx xdy :Cروی بیضی 3 x y 2 24  ، کدام است؟ 1

1 )4 2 )2 3 ) 4 )

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 8ـ مقدارF.n d



 ،که در آن
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 
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3 3 3

2 2 گونسطح بیضی و 2
x y z

a b c
  

2 2 2

2 2 2
اسـت،  بردار قائم یکه، رو به خارج رویه nو 1

|چند برابر abc  است؟  |

1 )4 2 )
4
5

 3 )
9
5

 4 )
12
5

 

 9ـ اگر بردارهایˆ ˆ ˆA i j k  3 ˆو 2 ˆ ˆB i j k  3  الاضلاع کدام است؟ الاضلاع باشند، مساحت متوازیقطرهای یک متوازی کنندهتوصیف 4

1 )2 3 2 )3 6 3 )5 3 4 )6 6 

 11وارـ بردار واحد عمود بر سطح بیضیx y z  2 2 22 2 )هدر نقط 3 , , )1  کدام است؟  1

1 )
ˆ ˆi k 2

5
 2 )

ˆ ˆi k2

5
 3 )

ˆ ˆ ˆi j k 2 2
3

 4 )
ˆ ˆ ˆi j k 2 2

3
 

 11ـ انتگرال خطی
( , )

( , )
F.d

2 1
ˆکه در آن  ˆF xyi y j  ، بر روی مسیر2

x
y 

2

4
 کدام است؟  

1 )
1
3
 2 )

2
3
 3 )1 4 )

5
3
 

 12 ـu  وv توابع اسکالر دلخواه هستند وB ( u) ( v)   اگر .B A  ،آنگاه باشدA  کدام است؟ 

1 )(u v v u)  
1
2
 2 )u v v u   3 )(u v v u)  

1
2
 4 )u v v u   



 

 ـدكتري  3232كد ) ـنانو مواد سؤالات و پاسخنامه فناوري نانو   دكتري يكمدرسان شريف رتبه  231  )3042

 فناوري نانو ـ نانو موادپاسخنامه        

 ((3و  3فیزيك پايه ) (،3و  3(، رياضی فیزيك )3و  3رياضی عمومی )رياضی و فیزيك )
 

 نویسیم:                                              ابتدا عدد زیر رادیکال را به فرم نمایی می  «2»ـ گزینه 1
i

i tani e e




   
1 3 31 3 1 3 2 

 حالا ریشه دوم این عدد را محاسبه کرده و داریم:

k

i i( k )

i( )

i( )

z e e k ,

z e ( i )

| z z | | ( i) |

z e ( i )


 


 





  


  

      


    



2
3

2 6

6
1

1 27
6

2

2 2 1

3 1
2 2

2 2 2 3 2 3 1 2 2
3 1

2 2
2 2

 

  
|x|ابتدا توجه داشته باشید که عبارت  «1»ـ گزینه 2

e در همسایگیx   صورت زیر است:دارد. پس در واقع حد داده شده بهرا  1حد موجود 

cos u sin u

x x x
L lim ( sin cos ) L lim ( cos cos ) lim ( )

x x x x

 

  
        

22 1 22 1 2 2 2
2 1 

  
 داریم: xحسب گیری از تساوی داده شده بربار مشتق 2به راحتی با  «3»ـ گزینه 3

dy
y

y ydy dy d y dxy y
dx dx dxy y y


       

  

22
2

22 2 2

8 8 1 41
1 1 4 4

1 4 2 1 4 2 1 4
 

  
  با کمک آزمون ریشه داریم:  «2»ـ گزینه 4

 xnn

n

x x
lim | ( ) | | | | x | | x | | x | | x | x x x x

n x x





 
             2 2 2 21 1 1 1

1 1 1 2 1
2

 

xبرای بررسی همگرایی سری در نقطه مرزی 
1
2

                        داریم: 
n

n n

n n n

x ( )
( ) ( )

n x n n

  

  


 

   
1 1 1

1
11 1 1 12

1
2

 

xاز آنجایی که سری متناوب فوق همان سری متناوب هارمونیک و همگراست، پس فاصله همگرایی 
1
2

 است. 

  
 نظر بررسی کنیم:ده شده از سطح موردرا در نقاط داباید مبین دلتا    «3»ـ گزینه 5

x y

xx yy xy

( , )

xx yy xy ( , )

f x y ; f y x

f x ; f y ; f

( )
f f (f )

( )( ) ( )

   

   

      
    

     

2 2

2
2

11 2

3 3 3 3

6 6 3

3 9

6 6 3 27

 

)مختصات نقطه زینی پس مبدأ , )و نقطه( , xxfاکسترمم نسبی است و چون 11(  6 .این اکسترمم از نوع مینیمم است 

  
xهمان فضای داخل ربع دایره Dبا توجه به اینکه ناحیه   «1»گزینه  ـ6 y a 2 2  در ربع اول مختصات است، با کمک مختصات قطبی داریم: 2

a a a

D

x y r cos r sin a
dxdy rdrd (cos sin )d rdr (sin cos ) ( r ) [( ) ( )]( ) a

rx y

 
  

            


    

2
2 222 2

2 2

1
1 1

2 2
 

  



 

232 
ــؤالا س
ت و 

پاسخنا
ـــه  م
ــد مهن
ســی 
 ـ برق 

الكترو
 نیك

 ـدكتري  3232كد ) ـنانو مواد سؤالات و پاسخنامه فناوري نانو   )3042  دكتري يكمدرسان شريف رتبه 

DC           یم:گیربا توجه به بسته بودن مسیر، از قضیه گرین کمک می «3»ـ گزینه 7 D D
ydx xdy ( )dA dA A      3 3 1 2 2 

)مساحت درون بیضی مورد اشاره است که برابر DAدر تساوی اخیر منظور از )( )


 
1

1
2 2

Iاست، پس حاصل انتگرال  ( )


  2
2

 است. 

  
 به بسته بودن سطح از قضیه دیورژانس استفاده کرده و داریم: با توجه «4»ـ گزینه 8

D D

x y z
I F.nd (divF)dv ( )dv

a b c
       

2 2 2

2 2 2
3 3 3 

حالا برای حل انتگرال فوق از تغییر متغیر
x y z

X , Y , Z
a b c
   :کمک گرفته و خواهیم داشت 

x y z

XYZ x y z
XYZ

x y z

D D D

aX X X
dV

J Y Y Y dv | abc | dV
b abc | J |

Z Z Z

c

x y z
I ( )dv ( X Y Z ) | abc | dV | abc | (X Y Z )dV

a b c  

     

           
2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2

1

1 1

1

3 3 3 3 3 3 3

 

 ای استفاده کرده و داریم:شود، برای حل انتگرال فوق از مختصات کرهواحد تبدیل می گون به کرهبا توجه به اینکه در مختصات جدید معادله بیضی

D
I | abc | ( ) sin d d d | abc | d sin d d | abc | ( )( cos | ) ( | )

| abc | ( )( ) | abc |

  




                


   

   
52 1 12 2 43 3 3 2
5

1 12
6 1 1

5 5

 

  

S                   الاضلاع برابر نصف اندازه بردار حاصلضرب خارجی بردارهای قطر آن است. یعنی داریم:مساحت یک متوازی  «3»ـ گزینه 9 | A B | 
1
2

  

i j k

A B ( , , ) S | ( , , ) |                



1 1 1
3 1 2 2 14 1 2 14 1 4 196 1 3 5 3

2 2 2
1 3 4

 

  
 بردار عمود بر سطح هر رویه در راستای بردار گرادیان آن است. پس داریم:  «2»ـ گزینه 11

( , , ) i k
f (x, y,z) ( x, y, z) f ( , , ) ( , , ) ( , , ) n


      



2 1 2
4 4 2 1 1 4 2 2 1

4 1 5
 

  
 ه مسیر بسته و شکل تابع برداری پیچیده نیست، از همان روش مستقیم پارامتری کردن مسیر داریم:با توجه به اینک  «2»ـ گزینه 11

,d (t) ( t)dt

x t y t (t) (t, t )

,F(t) ( t t )

t t,, .I ( t t ) ( t)dt ( t t )dt ( )




      
  


          
  

2 2

3 4

4 62 2 23 4 3 5

1
1

1 1 2
1 14 4
4 16

1 1 1 1 1 16 64 1 2
1 1

4 16 2 4 32 16 6 32 16 6 32 3 3

 

  
a(uعبارت 2ست ا ها، کافیبا توجه به گزینه «1»ـ گزینه 21 v v u)   وa(u v v u)   با فرضa  :را در تساوی دوم قرار داده و بررسی کنیم 

A B

A a(u v v u) A a(u v v u) a[ (u v) (v u)] a[u v u v (v u v u)]

a[u(O) u v v(O) u v] a( u) ( v) aB a
 

                      

            
1

2 2
2

 

a(uپس نیازی به بررسی v v u)   ( صحیح است.1نیست و گزینه ) 
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