
  
  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  مقاومت مصالح

  
  فصل پنجم

  »تبديلات تنش و كرنش«
  تبديلات تنش :)1( درسنامه

تبديلات تنش و كرنش    
  

هـا  هاي تحت كشش يا فشار، محورهاي تحت پيچش و تيرهاي تحت خمش و برش مـورد بررسـي قـرار گرفتنـد. ايـن تـنش      در فصول پيشين تنش در ميله
د. در فصل اول تنش بوجود آمـده  نهاي ايجاد شده در مقاطع مايل بزرگتر باشكه ممكن است تنش كنند، در حاليوي مقاطع عرضي عضو اثر مير همگي بر

قرار گيرد تنش قـائم و   Pبه عنوان مثال اگر جسمي مطابق شكل تحت بار محوري در صفحات مايل تحت بارگذاري محوري (كششي يا فشاري) تعيين شد، 
اين در حالي است كه تنش در صـفحات قـائم    ،روابط در فصل اول آورده شده است اين اسبه است. (اثباتقابل مح زيربرشي آن در صفحات مايل، به صورت 
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برشـي تغييـر    تـنش قـائم و   هـاي مؤلفـه  ،روابط فوق بيانگر آن است كه با تغيير امتداد صفحات
روبـرو  در حالت كلي نيز صادق است. يعني اگر جسمي مطـابق شـكل    مسئلهخواهند نمود. اين 

عـلاوه بـر آنكـه وابسـته بـه       Aتـنش در نقطـه    هـاي مؤلفـه تحت بارگذاري خارجي قرار گيرد، 
  د. نباشنيز وابسته مي Aبوده به امتداد صفحه گذرنده از نقطه  Aمختصات نقطه 

  باشد.هدف بررسي مقادير تنش و كرنش در هر نقطه از جسم در صفحات مختلف مي در اين فصل نيز
 در حالت تعادلاي) در يك نقطه دلخواه از جسم ترين حالت تنش دوبعدي (صفحهابتدا عمومي

نهايـت  يك المان بي توان از. براي نمايش تنش در اين حالت ميشودداده ميارزيابي قرار مورد 
بـوده و   yو xهـاي قـائم عامـل بـر وجـوه آن     استفاده كـرد. تـنش   وروبركوچك به شكل 

و حفـظ   باشد. به علت كوچكي ابعاد المانمي xyهمچنين تنش برشي اعمالي بر وجوه المان 
هاي برشي اعمـال  مقابل مساوي بوده و تنش تنش قائم بر دو وجهy و  xتعادل المان در جهات 

  باشند.يكسان مينيز به دليل تعادل دوراني شده بر چهار وجه المان 
  

  

  
هـاي قـائم   اند. طبق قرارداد تنشهاي قائم و برشي مثبت نمايش داده شدهتنش روبرو در شكل
هاي برشي نيز در نظر گرفته شده و علامت تنش هاي قائم فشاري، منفيو تنش مثبت ،كششي

اعمال شده بر وجه سمت راست گشتاوري xyاگر .كندپيروي ميقرارداد از مطابق شكل روبرو 
در جهت مثبت و اگر علامت آن را پادساعتگرد باشد در جهت كه حول مركز المان  هايجاد نمود

  شود. منفي در نظر گرفته مي علامت آن ساعتگرد باشد
تواند تعادل داشته باشـد لـذا هـر    ميتحت تنش برشي المان ، ر دو حالت نشان داده شدهتنها د

  باشد.ديگري از منظر حفظ تعادل المان نادرست ميتنش برشي حالت توزيع 
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تبديلات تنش و كرنشفصل پنجم:  2  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ،دنمعين باش قبلي در شكلنشان داده شده وجوه المان عامل بر  xyو yو xهاياكنون اگر تنش
تنش قائم و برشي را در هر راستاي ديگر تعيين نمـود. بـه عنـوان مثـال اگـر هـدف        هايمؤلفهتوان مي

را مطابق شـكل   ADEابتدا گوه  توانمي ،باشد  ABCDدر المان  AEمحاسبه تنش در راستاي مايل 
بـا نوشـتن معـادلات    سـپس   كـرد، ا بر روي وجوه مختلف آن رسـم  تنش ر هايمؤلفهجدا نموده و  روبرو

  . گردندمحاسبه مياعمالي بر وجه مايل را  هايمقادير تنشتعادل 
  
  
  

در تـنش   هايمؤلفه ضربحاصلاز  ،در نظر گرفته شودA) مساويAEهاگر مساحت وجه مايل(صفح
 مقابـل اي مطـابق شـكل   نيروي وارد بر وجـوه المـان گـوه    ،وجهي كه تنش بر آن اعمال شده استمساحت 

xFآيد. اكنون با نوشتن معادلات تعادلبدست مي وyF  د:نآيبدست مي زيرروابط  

x x x y xy x

y x x y xy y

F A cos A sin A sin A cos ( ).

F A sin A cos A cos A sin ( )
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A) را تقسيم بر1رابطه ( cos ) را تقسيم بر2و رابطه (A sin برسيم: زيركنيم تا به نتيجه مي  
x x y xy x

x x y xy y

tg tg

cot g cot g
  

  

                 
 

xوxاز حل دستگاه معادله فوق y  تنش هايمؤلفهبر حسبxوyوxy د:نآيبدست مي زيربه صورت  

x x y xy

x y x y xy

cos sin sin cos

( )sin cos (cos sin )
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9مساوي yوxبين راستاي يهچون زاوي تنش قائم مؤلفهبراي تعيين  ،استy تـنش  توان در رابطهميx   زاويـه زاويـه  را بـه( )  9  تبـديل
y  شود:تعيين مي مقابلبه صورت yاين صورت  در .نمود x y xysin cos sin cos          2 2 2  

  بيان نمود: زيررا به صورت ساده شده  فوق توان روابطمي ،برقرار است زيراما با توجه به اينكه روابط مثلثاتي 

cos cossin ; cos ; sin cos sin   
       2 21 2 1 2 2 22 2  
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بـه سـمت    xحـور  از م در روابط فوق براي تعيين علامـت 
حركت كرده اگـر ايـن حركـت پادسـاعتگرد باشـد       xمحور

بـه  ايـن صـورت منفـي اسـت.      در غيرمثبت است  علامت
تنش  هايمؤلفهمقادير  مقابلهاي شكل عنوان مثال در المان

  است: روروببا در نظر گرفتن قراردادهاي ذكر شده به صورت 
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   3  مقاومت مصالح

  توان به نتيجه زير رسيد:د. با جمع دو رابطه اول مينباشاي معروف ميبه معادلات تبديل تنش صفحه فوقروابط 

 x y x y x y x y
x ' y ' xy xycos sin cos sin

             
                 

   
2 2 2 22 2 2 2  

              x y x y          
بدسـت آورد. بنـابراين   نيـز  yوxتوان نتيجه فوق را بـراي راسـتايي ماننـد   بنابراين مي ،راستاهاي اختياري بودهyوxايو همچنين راستyوxراستاي

"x  توان نوشت:مي y '' x ' y x y ...             

 اي، ثابت بـوده و مسـتقل از   هاي متعامد اعمال شده بر وجوه المان تنش صفحهدر هر نقطه از جسم تحت تنش، مجموع تنشطبق رابطه فوق  :1تذكر
  باشد.مي   يهزاوي

 هاي قائمكه تنش ياصفحه زاويه شوند. بههاي قائم اكسترمم ميتنش زاويه مشخصي يبه ازا ،باشندمي تابعي از متغير yو xشودهمانطور كه مشاهده مي
هـا در آن صـفحات   ، تنشهاي اصـلي و بـه صـفحاتي كـه تـنش     آن زوايا ي نظيرهاشوند، زواياي اصلي و به مقادير تنشحداكثر و حداقل مقدار ميبر روي آن داراي 

  و مساوي صفر قرار دادن آن بدست آورد.  xتنش مؤلفهگيري از با مشتقتوان شود. زواياي اصلي را ميصفحات اصلي گفته مي ،دشوناكسترمم مي

xy
P

x y
tan


 

  

22x yx
P xy P

d sin cos
d

    
        


2 2 2 22  

  شود.صفحات اصلي گفته مي زاويهPبه

ان توهاي اصلي را ميآيد. مقادير تنشبا هم اختلاف دارند بدست مي 9كه Pبا هم اختلاف دارند و يا دو مقدار 18كه P2فوق دو مقدار يهاز رابط
  شود:بيان مي زير روابطد كه نتيجه ساده شده آن توسط بدست آور xتنش يهرار دادن زواياي اصلي در رابطبا ق
  max ave min aveR , R        

ave  وR ه مقدار آن دهد كبه ترتيب مختصات مركز دايره مور و شعاع دايره مور را نشان مي
  آيد:زير بدست مي يهتنش از رابط هايمؤلفهبر حسب 

  

                             

x y
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x y
xyR ( )
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  دايره مور    
معـين  xyوyوxهاي تنشمؤلفهگر شود. به عنوان مثال ااستفاده مي از جسمنش در راستاهاي مختلف در يك نقطه از اين دايره براي تعيين نمودن ت

تـنش در راسـتاهاي ديگـر     هـاي مؤلفـه را رسم نموده و از آن براي تعيـين   مور تنشدايره  مربوط به تبديلات تنش،توان به جاي استفاده از روابط باشند مي
xو xروابط مربوط بهتوان مي ،دايره مورادله معاستفاده نمود. اما براي بدست آوردن  y  ، :را به شكل زير بازنويسي نمود  

x y x y
x ' xy( ) ( cos sin )

    
      2 22 22 2  

x y
x y xy( sin cos ) 

  
      2 22 22  

x  خواهيم رسيد:مقابل با جمع نمودن دو رابطه فوق به رابطه  y x y
x x y xy( ) ( )  

    
      2 2 2 2

2 2  

معادله يك دايره به مختصات مركز اين رابطه، 
x y

C
  

2


  :توان معادله دايره مور به قرار زير استن ميبنابراي باشد.مي Rو شعاع  

        x ave x y( ) R       2 2 2 

D 

ave 

A

max 
 

B R 

C  

max 

-max 
min 





 



  

  

تبديلات تنش و كرنشفصل پنجم:  4  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

    به ترتيب عبارتند از:  Rو  aveكه در آن مقادير

x y x y
ave xy; R ( )

     
    2 2

2 2  

  رسم نمود: مقابلتوان دايره را به شكل با مشخص بودن مختصات مركز دايره مور و همچنين شعاع آن مي
طور كه از شكل مشخص است محور افقي بيانگر محور تنش قائم بوده و مانه

باشد. نقاط روي محيط دايره مقادير دهنده تنش برشي ميمحور عمودي نشان
به  Bو Aد. نقاطنكندر راستاهاي مختلف در يك نقطه از جسم بيان ميتنش را 

 هاي اصلي) و نقاطباشند (تنشترتيب معرف ماكزيمم و مينيمم تنش قائم مي
EوD نش برشي هستند. نيز معرف ماكزيمم ت  

  

  

 گونه تنش برشي وجود ندارد. اين مطلب را هيچمم بوده و در آن صفحات يهاي قائم داراي مقادير ماكزيمم و مينتنشدر صفحات اصلي تنش،  :2كرتذ
min  مساوي صفر است. Bو  Aتنش برشي در نقاط  مؤلفهتوان از شكل دايره مور نيز دريافت نمود. مي xy,    ياP x y max,         

 مقدار ماكزيمم تنش برشي مساوي شعاع دايره مور است. :3تذكرmax( R)     و تنش قائم نظير تنش برشـي مـاكزيمم مسـاويave  باشـد. مـي 
sتوان با قرار دادنمقدار ماكزيمم تنش برشي را مي    در فرمولxy  .بدست آورد)S اي است كه تـنش برشـي مـاكزيمم در آن صـفحه روي     زاويه

  آيد:زير بدست ميبه روش صفحات تنش برشي ماكزيمم  يهزاويدهد.) مي

          x y x y x y
s xy s s

xy

d
cos sin tan

d
      

            
 

2 2 2 2 22 2   

s xy max x y ave;             

  كند.مي عييناختلاف دارند ت 9را كه با هم sبا هم اختلاف دارند و يا دو مقدار  18را كه s2فوق دو مقدار يهرابط
 صفحات تنش برشـي اصـلي تحـت    توان نتيجه گرفت كه مي هاي قائم اصلي و امتداد تنش برشي اصليامتداد تنشمربوط به با مقايسه روابط  :4تذكر
مقدار تنش برشي حداكثر مساوي نصف اختلاف بين  توان گفتهمچنين با توجه به دايره مور مي ،اصلي قرار دارند تنش قائم نسبت به صفحات 45يهزاوي

max  .باشدميهاي اصلي برابر قطر دايره مور تفاضل تنش چون اصلي است هايتنش min
max

 
  2  

اگر تنش برشي عامل بر يك سطح المان تمايل به دوران شود كه به اين صورت عمل مي براي ترسيم دايره موردر تعيين علامت مؤلفه مربوط به تنش برشي 
) در بالاي محور افقي (محورداراي تنش برشي با مقدار مثبت بوده و هاي ساعت دارد نقطه نظير آن در روي دايره مور بهالمان در جهت موافق حركت عقر

  گيرد و برعكس. قرار مي
  

  

  
 

)aveCهمانطور كه قبلاً نيز اشاره شد رسم دايره مور نيازمند آن است كه مختصات مركز دايره , )   و شعاع دايرهR      معلوم باشـند يـا آنكـه مختصـات دو
كه مركـز دايـره    Cباشد. اين قطر محور افقي را در نقطه آيد كه قطر دايره مينقطه دايره معلوم بوده از وصل كردن اين دو نقطه به يكديگر خطي بدست مي

، مربوط به تنش برشي yباشد و مؤلفه مربوط به تنش قائم بر وجه المان مي ،xردد. مؤلفه گهاي آن تعيين ميخواهد نمود. هر نقطه توسط مؤلفه است قطع
   باشد.در وجه مذكور است. تنش قائم كششي، مثبت و تنش قائم فشاري، منفي مي

در يك نقطه از جسـم ماننـد    yو  xتنش در راستاي  هايمؤلفهبه عنوان مثال اگر 
A مربوط به آن را رسم نمود.  توان دايره مورد، مينمشخص باش  
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   5  مقاومت مصالح

دهنده يك نقطـه از محـيط   هاي عامل بر يك وجه نشانذكر اين نكته لازم است كه تنش
 هـاي و تـنش  Fمعـرف نقطـه  npبر وجه ي اعمال شدهقائم و برش هايدايره است. تنش

قبلي مور در شكل  يهاز محيط داير Gمعرف نقطه mnشده بر وجهاعمال يقائم و برش
مركـز  Cرا در نقطـه است. با وصل كردن اين دو نقطه قطر دايره بدست آمده كه محور

هاي بيانگر تنشFGشود قطرمشاهده مي شكل اين كند. همان طور كه ازدايره قطع مي
18است كه در روي دايره مور با يكـديگر yوxاعمالي در دو راستاي   اخـتلاف دارنـد، 
بــين دو راســتا در المــان  يهزاويــ كننــده آن اســت كــه اگــر اخــتلافايــن مســئله بيــان

 خواهـد بـود. در شـكل   2باشد در روي دايره مور اين اخـتلاف زاويـه مسـاوي   مساوي
 ،اســتهــاي قــائم اصــلي كــه معــرف تــنشABو قطــرFGزاويــه بــين قطــر مــذكور
در جهت پادساعتگرد دوران كنـد بـه   P2يهبه اندازFGباشد. اگر قطرميP2مساوي

  هاي اصلي است.  ها در دو انتهاي آن، تنشرسيده كه تنشABقطر
  

بـه   FGپادسـاعتگرد دوران داد. همچنـين بـا گـردش سـاعتگرد قطـر      Pيههاي اصلي در المان كافي است آن را بـه انـداز  نشبنابراين براي رسيدن به ت
بـه   آن راست. در نتيجه براي رسـيدن بـه تـنش برشـي مـاكزيمم در المـان كـافي اسـت         اصلي ا يهاي برشرسيده كه بيانگر تنشDEبه قطرs2يهانداز
هاي هاي قائم اصلي و تنشدهنده نحوه چرخش المان براي رسيدن به تنشنشانفوق  هاي ساعت بچرخانيد. شكلدر جهت گردش حركت عقربهsيهانداز
  ي مور يكسان است. الب فوق نيز مشخص است جهت چرخش المان با جهت حركت روي دايرههمانطور كه از مط اصلي است. يبرش

ديگـر تـنش    جهو و روي ماكزيممقائم روي يك وجه تنش  ،شوداعمال ميروي المان هاي اصلي كه در شكل فوق مشخص است در حالتي كه تنشهمانطور 
منطبـق   ABبـر خـط  در جهت پادساعتگرد بچرخـد  P2به اندازه  FGخط شود اگر حظه ميملا دايره مور شكل قبلي همانطور كه در .مينيمم استقائم 
به ) x(همان راستاي  Fها روي وجه تنش ،لذا با چرخش پادساعتگردشود ماكزيمم است منطبق ميمتناظر با تنش قائم كه  Aنقطه  بر Fو نقطه  گرددمي

  .رسدميمقدار مينيمم به و روي وجه ديگر مقدار ماكزيمم 
  آيد. اصلي بدست مي يهاي برشائم اصلي و تنشهاي قيا زاويه بين تنش "xوxاختلاف زاويه بين محورهايsو Pبا جمع كردن دو زاويه

(با توجه به دايره مور) P s P s        2 2 9 45  

 ماننـد  اياگر نقطه  :5تذكرM مقابـل  شـكل  دايـره مـور   در
گاه آن ،باشد مقابلاز المان شكل npهاي اعمالي بر وجهمعرف تنش

هاي قـائم اصـلي   معرف راستاي تنش BMوAMراستاي وترهاي
بيانگر MEوMDدر المان بوده و به همين ترتيب راستاي وترهاي

  باشد.هاي برشي اصلي ميراستاي تنش
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  

  نتايج:
دهنـد، همچنـين   مـي نمايش 2و1را با هاآن ) گفته شده كه معمولاminًو حداقلmaxهاي حداكثرهاي اكسترمم (تنشهاي اصلي به تنشتنشـ 1

  شود.بر روي المان ظاهر نميگونه تنش برشي به همراه تنش اصلي هيچ
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تبديلات تنش و كرنشفصل پنجم:  6  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

قائم حـداكثر و تـنش قـائم حـداقل تقسـيم بـر دو        تنشكه از طرفي برابر تفاضل  باشدميتنش برشي اصلي يا تنش برشي ماكزيمم مساوي شعاع دايره مور ـ 2

)max.خواهد بود ) 
  1 2

x  باشد.مي aveهمچنين در اين حالت تنش قائم مساوي مقدار ميانگين تنش قائم. 2 y ave( )  
      1 2

2  

)هاي قائم اصلي با هم برابر باشنداگر تنشـ 3 )  1   در اين حالت مساوي صفر خواهد بود. يگاه دايره مور به يك نقطه تبديل شده و تنش برشآن2
  كميتي ثابت است. ههاي اكسترمم بوده و اين مقدار براي يك نقطه از جسم هموارهاي قائم مساوي مجموع تنشمجموع تنشـ 4

x y       1 2   مقدار ثابت
  :رسم شده است زيربراي چند حالت خاص از بارگذاري، دايره مور در اشكال ـ 5
  
  

  
 در صورتي كه تنش اصلي كششي برابر كنيد.را ملاحظه مي ايسازههاي وارده در يك نقطه از در شكل تنش :1مثال Pa12  ميـزان تـنش   ،باشـد 

   ماكزيمم برابر است با: برشي 
1 (  1  
2 (6  
3 (8  
4 ( 12  
 :نوشت: زيرتوان طبق رابطه تنش اصلي را مي روش اول:  »3«گزينه  پاسخ  

  x y x y
ave xy maxR ( ) R R Pa     

     
               2 2

1 1
812 82 2 2  

  مساوي شعاع دايره مور است. ،تنش برشي ماكزيمماز طرفي 

x     روش دوم:  y max
( )Pa Pa    

                    1 2
1 2 2 2

12 412 8 4 82 2
             

  
  

 نشان داده شده است اي موثر بر دو صفحه متقاطع در شكلهمقدار و امتداد نيرو :2مثال، 
  اي اصلي در نقطه تقاطع دو صفحه چه اندازه است؟هامتداد و مقدار تنش

 
 

 

 :ابتدا، المان مثلثي  پاسخabc اي قائم اصلي باهاگر تنششود. مطابق شكل روبرو رسم مي1و2 شوندنمايش داده، 
ند كـه بـراي حفـظ    باش ـمياي هاي اعمالي بر وجوه مايل به گونهچرا كه تنش يك امتداد اصلي است xي افقيگاه راستاآن

تمـامي   yزيـرا مؤلفـه    نيسـت.  acبر روي وجـه   ) نياز به حضور تنش برشيy(در راستاي ،اي شكل مقابلتعادل المان گوه
  اعمال نخواهد گرديد. ac، يكديگر را خنثي كرده و بنابراين نيرويي در راستاي وجه نيروها

   Aدر نتيجه مساحت تمامي وجـوه المـان مثلثـي برابـر      مساحت وجوه مختلف المان برابر است ،(به علت مساوي بودن زوايا

xF                .)شوددر نظر گرفته مي A ( PA)sin ( PA)Cos P        1 12 2 3 2 3 3 5    

، باشـد باشد نيز يك امتداد اصلي مـي عمود ميxكه بر محورyبنابراين محور ،يك امتداد اصلي استxرچون محو
  ه كرد.اي شكل مقابل استفاداز تعادل المان گوه 2براي تعيين كافي است لذا

 

  
  

Acos3مساحت وجه افقي برابر  گاهآن ،در نظر گرفته شودAاگر مساحت وجه مايل مساوي     و مسـاحت وجـه
Asinقائم برابر 3 با نوشتن معادله تعادل در راستاي خواهد بود. اكنونy  شود:نتيجه مي زيررابطه      

                    P 2yF ( Acos ) ( PA)cos ( PA)sin       2 3 2 3 3 3     

  رسم نمود: مقابلهاي اصلي را به شكل توان المان تنشبنابراين به طور خلاصه مي

xy 

xy 

800 Pa 

P

5P

P

5P

 فشار هيدرواستاتيك
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كشش ساده فشار ساده برش ساده يا پيچش خالص
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   7  مقاومت مصالح

 اي شكل مقابل چه اندازه است؟اعمال شده بر المان گوهي تنش برش :3مثال 

1 (2 3                                    2( 2   

3( 1 3                               4  (2
3

   

 :1«گزينه  پاسخ«  
   توان نوشت:يك تنش اصلي است. از طرفي ميMPa6بنابراين تنش قائم، ي اعمال نشده استاي شكل تنش برشچون بر وجه مايل المان گوهروش اول: 

 x y x y
ave xyR ( )

    
        2 2

1 6 2 2  

xy xy xy( ) MPa 
          2 2 2 2 24 46 4 2 2 32 2

        

Acos3باشد مساحت وجه افقي برابـر  Aتوان همين نتيجه را گرفت. اگر مساحت وجه مايلنيز مي xبا نوشتن معادله تعادل در راستاي روش دوم:    و
Asinمساحت وجه قائم برابر 3  داريم باشد. پسمي:  

  x xy xyF ( A)sin (Acos ) MPa        66 3 3 2 3
3
       

 :ل شده، تنش برشي برابر صفر باشد.راه تشخيص اينكه يك تنش، قائم اصلي بوده آن است كه بر وجهي كه تنش قائم اعما توجه  
 

  

 ها است؟مساوي كداميك از گزينه زيرتنش برشي ماكزيمم در المان شكل  :4مثال  

1 (MPa4                    2 (MPa2  

3 (MPa15                     4 (MPa25  
 :يعني المان، متعامدهاي قائم اعمالي بر وجوه هرگاه تنش» 3«گزينه  پاسخxوyگاه تنش برشي وارد بر اضلاع المان مساوي آن ،با هم برابر باشند

شوند و آن مربوط به حالتي است كه تـنش برشـي اعمـال شـده بـر      هاي قائم با هم برابر ميتنش ،در يك حالت تنها ر كليتنش برشي ماكزيمم است.به طو
وارد  xy، تنش برشـي yو xهاي قائمتوان نتيجه گرفت كه در شكل  فوق به دليل مساوي بودن تنشبنابراين ميالمان داراي حداكثر مقدارش باشد. 

  شده بر وجوه المان مساوي تنش برشي ماكزيمم است. 
  

 يهدر نقط :5مثالA    از لبه مورب و بارگذاري نشده يك جسـم ارتجـاعي حـداكثر

/Nتنش برشي مساوي
mm23  هـاي مؤلفـه هاي اصلي و همچنين باشد. مقادير تنشمي5

  بدست آوريد. yوxتنش را در راستاي
  

 :چون بر روي لبه پاسخA گونه تنشـي وارد نشـده اسـت   هيچ( )     ،  تـنش
يـك   Aبنابراين راستاي عمود بـر وجـه مايـل المـان    باشد. شي بر روي اين لبه صفر ميبر

باشـد در  امتداد اصلي است. از طرفي تنش برشي ماكزيمم كه مساوي شعاع دايره مـور مـي  
  :شودترسيم مي رزيداده شده است. بنابراين دايره مور تنش به صورت  مسئلهصورت 
  باشد.)مي 5/3مختصات بوده و شعاع دايره نيز برابر  منطبق بر مبدأ 1 (نقطه

  توان نوشت:با توجه به دايره مور مي
max; R / MPa         1 2 2 2 2 3 5 7  

x y
ave / MPa

  
   3 52  
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تبديلات تنش و كرنشفصل پنجم:  8  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

A



x
2 3

3
   x

2 3
3

  0

0

  را تعيين نمود. توان زاويهبا استفاده از شكل صورت مسئله مي تعيين شود. ابتدا بايد زاويهxyوyوxتنش هايمؤلفهاما براي تعيين 

               tg ( )  1 3 374
 

مساوي xو محور 1زاويه بين امتداد 
 2 بر محوركند  دورانساعتگرد به اندازه اين زاويه  1اگر محور  .باشدميxاما در دايره مور بايد  ،شودمنطبق مي

)،دو برابر اين زاويه يعني ) /
  2 1 6 32

داريم يجهساعتگرد دوران كند. در نت:  xy Rcos / / cos / / MPa      16 3 3 5 16 3 3 36  

x ave aveR sin( / ) Rsin / / / sin / / MPa          1 6 3 9 16 3 3 5 3 5 16 3 4 48    
  را نوشت: زير يهرسم شده رابطمور كافي است طبق دايره yتنش مؤلفهو اما براي تعيين 

y ave Rsin / / / sin / / MPa      16 3 3 5 3 5 16 3 2 53  
 

 تنش اعمال شده بر يـك المـان بـا وجـوه      هايمؤلفهبراي تعيين  ،معين باشد السطوحهاي تنش اعمالي بر يك متوازيفهشكل مؤل اگر مطابق :6تذكر
  و همچنين از معادلات تعادل المان استفاده نمود. تنش داده شده هايمؤلفهبايد از تصوير كردن Aمانند المان ،متعامد

بـراي   ،باشدyوxهايمتوازي السطوح تحت تنش به عنوان مثال اگر
  شود:عمل مي زير به صورت xyوyوxهايتنش مؤلفهمحاسبه 

y ضرب شود.sinدرyكافي استyبراي بدست آوردن تنشـ 1 y 'sin     

xy شود.ضرب ميcosدرyتنش مؤلفه، xyبراي بدست آوردن تنش ـ2 y cos     

   شـود. اسـتفاده مـي   مقابـل اي شـكل  از نوشتن معادله تعادل بـراي المـان گـوه   xدر نهايت براي محاسبه تنشـ 3
راي و وجه قائم المـان دا Acosباشد وجه افقي المان داراي مساحت داشته Aوجه مايل المان مساحتي برابر (اگر 

x    )خواهد بود. Asinمساحت x xy xF A Acos Asin             

yx
x y x x

cos
cos cos sin

sin sin


 
 

           
 

2
  

  را نوشت: زيرمعادله  ،باشد. كافي است براي امتحان كردنداراي تعادل مي yالمان در راستاي 
y y xy y yF Acos Asin Asin cos Asin cos                      

 المانتنش را بر روي  هايمؤلفه :6مثالAبيابيد. زير شده يبارگذارالسطوح از متوازي  
  
  
 :تنش هايمؤلفهبراي تعيين  پاسخxوyوxy رسـم   روبـرو اي شـكل  كافي است ابتدا المان گـوه
  تنش قائم اعمال شده بر وجه افقي المان برابر صفر است. براي آن نوشته شود. سپس معادلات تعادل ،شده

y  :توان نوشتمي المانشكل با توجه به        
                                                       

  نوشت:لات تعادل را به صورت زير معاد تواندر نظر گرفته شود مي Aاگر مساحت وجه مايل المان برابر 

  x x

y xy

F (Acos ) ( A)cos (Asin )

F ( A)sin (Asin )

       


     




6 6 6
6 6

 



    

   
 

x  توان نوشت:سازي ميپس از ساده

xy

cot g 





       

  

32 6 2 3 

  باشند:به شكل روبرو ميAهاي اعمالي بر المانبنابراين تنش
  نگر فشاري بودن تنش است. بيا xعلامت منفي در مقدار تنش
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   9  مقاومت مصالح

 اگر حداقل تنش اصلي براي المان نشان داده شده مساوي :7مثالMPa7مقـدار   ،باشد
  ؟چه اندازه استسازد ميxاي كه محور تنش اصلي با محورو زاويه xتنش

  

 :آيد:بدست مي زير يهداقل تنش اصلي توسط رابطمقدار ح پاسخ  

x y x y x x
min xy( ) ( )

        
           2 2 2

2
21 217 562 2 2 2

x x
x x( ) ( )   

            2 2 2 2 2 235 21 56 2 35 35 42 21 4 562 2 x MPa 1 5  

xy  شود:تعيين مي روبروو اما زواياي تنش اصلي توسط رابطه 
P P P

x y

( )tan /
   

           
  

2 2 56 42 2 53 26 61 5 21 3



 

  شود.مراجعه  فصل يابتدا دقت شود. براي تعيين علامت صحيح كافي است به شكل در تعيين زاويه تنش اصلي بايد به علامت تنش برشي
  

 اي با حداكثر تـنش اصـلي  ان تنش صفحهمال :8مثالMPa75    مطـابق شـكل
 ـ3در صورتي كه ايـن المـان بـه انـدازه     .باشدمفروض مي  ،اعتگرد دوران كنـد س

را تعيـين كنيـد.(بر روي وجـه عمـود بـر      abجديـد تـنش در دسـتگاه    هايمؤلفه
xyبرشي وارد نشده است تنشگونه هيچxمحور (  

 :تنش برشي با توجه به فرض سؤال، چون پاسخxy  بنـابراين تـنش فشـاري    ،مساوي صـفر اسـتMPa15  و تـنش كششـيy  اصـلي   هـاي تـنش
)د.نباشمي MPa)  2 MPa(از طرفي در صورت مسئله تنش اصلي حداكثر نيز داده شده است ، 15 1 75(.  

ave  بنابراين: 
( ) MPa   

   1 2 75 15 32 2 

و xهـاي  هاي اصلي و همچنين مقادير تنشبنابراين با توجه به مقادير بدست آمده براي تنش هاي قائم همواره مقداري ثابت است.از طرفي مجموع تنش
y توان نوشت:بدست آمده از شكل المان فوق مي  x y y y( ) MPa               1 2 15 75 15 75 

yx  نيز تنش برشي صفر است. yپس بر روي وجوه عمود بر محور ،حداكثر شده است مساوي تنش اصليyتنش   

x  آيد:بدست مي abتنش در دستگاه هايمؤلفهاكنون با استفاده از روابط تبديل تنش،  y x y
a xycos( ( )) sin( ( )) 

     
        2 3 2 32 2  

( )cos     
  

15 75 15 75 62 2 a / / MPa    3 22 5 7 5  

b  آيد:رابطه بدست مياين توسط  bديگر تنش يعني مؤلفه / / MPa   3 22 5 52 2 

x y
ab xysin cos sin( ( )) MPa

   
            

15 752 2 2 3 392 2   

  ها صفر شود، ديگري نيز برابر صفر است.اگر يكي از آن yxوxyزم به ذكر است كه به دليل برابر بودنلا
 

 اي توپر به قطريك ميله استوانه :9مثالd mm Pار محوريبه طور همزمان تحت ب 2 kN 1 و كوپل پيچشيT N.m 25  دارد.  قـرار
    برابرند؟ MPaبه ترتيب با چند 2و 1براي الماني روي سطح ميله، تنشهاي اصلي

1(12و2  2(1 و1  3(1 و2  4 (12  و2  
 :شود:م ناشي از بار محوري و تنش برشي ناشي از لنگر پيچشي محاسبه ميابتدا تنش قائ » 4« گزينه پاسخ  

x
P MPa
A


   


 2

1 1 1
24

     


 تنش قائم ناشي از بار محوري

xy
TR T MPa
J R

 
    

 

3
3 3

2 2 25 1 5
1

 


 تنش برشي ناشي از لنگر پيچشي

x y x y
, xy( ) ( )

    
            2 2 2 2 2 2

12
1 1 5 5 5 5 5 5 22 2 2 2
           

MPa MPa    1 212 2   

21MPa

56MPa

x

y

15MPa

y

y
x

yx

b

a

x
30

yx



  

  

تبديلات تنش و كرنشفصل پنجم:  10  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ؟است كند. كدام رابطه صحيحنشان داده شده طول قطرهاي المان تغيير نمي يهاتنشابتدا به شكل مربع است. پس از اعمال  المان زيردر شكل  :10مثال  

1 (xy x y,        
2 (y x xy, ,         
3 (xy x y,      
4 (xy x y,      

 

 

y 

x 

xy 

 
 :تـنش   كند و تنها تنش برشي اثر كرده استتنش نرمال اثر نمي ،بنابراين عمود بر قطرهاكند چون در امتداد اقطار، طول قطرها تغيير نمي»  4« گزينه پاسخ)

  است.  )4(شود گزينه دوران المان به حالت برش محض تبديل مي 45تنها حالتي كه با .لذا المان تحت برش محض قرار دارد شود.)برشي باعث تغيير طول نمي
 نيز درك نمود:زيرتوان با توجه به شكل اين مطلب را مي

x y x y x y
xy xy

( )
cos( ) sin( )

       
            2 45 2 452 2 2   

  پذير است.امكان) 4گزينه (با جايگذاري  تنها صفر شدن رابطه فوق

 

xy

x

y




45

 
  

  

 باشد؟هاي برشي روي صفحات نشان داده شده صفر است. كدام گزينه درست ميدر الماني مطابق شكل تنش :11مثال  

1 (    1 2 3  
2 (,    1 2 3  
3 (,     1 2 2 32  
  .آيد) فقط موقعي كه هر سه تنش صفر باشند اين حالت بوجود مي4

 2 

3 

1 

 
 :ها را تعيين نمود.توان ارتباط بين تنشبا نوشتن معادلات تعادل براي المان مي»  1« گزينه پاسخ  

yF ABcos sin ABsin cos           2 3 2 3  
xF AB ABcos cos ABsin sin           1 2 3  

cos sin cos sin                    2 2 2 2
1 2 3 1 2 2 1 2 1 2 3 

 

 
2 

1 

3 B 

C 

A 

 

  

هـاي قـائم در تمـامي    در اين حالت دايره مور تبديل به يك نقطه شده و تـنش  ،باشدهر سه وجه تنش برشي صفر مي يبر روكه  استين تر هم اروش ساده
  وجوه با هم برابر است. 

  

 دو تنش عمود بر هم تأثيرعنصري از يك جسم تحت  :12مثال  x  بار و 1 y  6  صـفحه مـوربي بـا     بار قرار گرفته است، تـنش عمـودي در
       چند بار است؟ xدرجه نسبت به محور 3زاويه

1(5   2(6   3(75  4(9   
  

 :محورروش اول:  » 2« گزينه پاسخy  باشد بنابراين تنشميعمود بر وجه مايل، عمودy 
  برابر است با:

    x y x y
y xycos sin

    
      2 22 2 

   y ycos( ) 
 

       
1 6 1 6 2 6 2 4 62 2
                 

 

1000 1000 
30 
x 

y 

600 

600  
  توان حل نمود. اين مسئله را با استفاده از دايره مور نيز مي

نقـاط متنـاظر ايـن     yو  xهـاي  نـاميم. مؤلفـه  مـي  Bو  Aرا مطابق شكل  هاآنور، دو وجه متعامد از المان را در نظر گرفته و براي رسم دايره مروش دوم: 
  توان با اين مختصات روي دايره مور رسم نمود:را مي Bو  Aي پس نقطه .ي روي صفحات هستندصفحات روي دايره مور به ترتيب تنش قائم و تنش برش

B , A
 

 

 

 

1 6  
  

A

B

1000

600



  
 

 

خيز تيرهافصل ششم:  80  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

  
  فصل ششم

  »خيز تيرها«
  گيريتعيين منحني الاستيك تير به روش انتگرال :)1( درسنامه

خيـز   يهشود. محاسـب به صورت يك منحني درخواهد آمد كه به آن منحني خيز تير گفته مي و هنگامي كه تير تحت بار عرضي قرار گيرد دچار انحناء شده
           آوردن معادله منحني خيـز تيـر   به دستبرخوردار است. در اين فصل هدف  سزاييه بتحليل سازه از اهميت تير به خصوص خيز حداكثر در بحث طراحي و 

  باشد. روش ممان ـ مساحت مي و گيريمتداول مانند روش انتگرال هايروش(منحني تغيير مكان تير) با استفاده از 
  گيريتعيين خيز تير به روش انتگرال

عاع انحناء را شلنگر خمشي داخلي ايجاد شده كه متناسب با آن در هر مقطع دلخواه از تير  ،الاستيك تحت بارهاي عرضي قرار گيرد يهداگر تيري در محدو

M(x)  محاسبه كرد:  روبروتوان از رابطه مي
EI



1  

M(x)   ـ  باشـد مقدار لنگر خمشي در مقطع داخلي تيـر مـي   يه. اكنـون اگـر معادل
انحنـاي تيـر در يـك     ،نمايش داده شود y(x)انحناي تير تحت بارگذاري عرضي با

  شود: زير تعيين مي يهنقطه دلخواه از تير طبق رابط
y

( y )







3
2 2

1

1
  

از  ايـن رو از  رفتـار ارتجـاعي نـاچيز اسـت     يهكند. چون مقـدار شـيب تيـر در محـدود    ر هر نقطه را بيان ميمقدار شيب منحني تير د y، فوق يهدر رابط

y  شود. در نتيجه: مي نظرصرف در مخرج كسر فوق در برابر با يك y2يهجمل y   


2 11 1  

EIy  توان نوشت: مي روبرواز مقايسه روابط  M(x)                                           
y

M(x)y
M EI
EI

     

 

1

1  

  آورد:  به دست روبروبه صورت خيز تير را  يهتوان معادلفوق مي يهگيري از رابطبا دو بار انتگرال
x x

EIy ( M(x)dx)dx C x C    1 2
 

  

C1 وC2 بـه دسـت  توان از شرايط معلوم مربوط به شيب و تغيير مكان تير ها را ميآيند. اين ثابتگيري به وجود ميباشند كه در حين انتگرالدو ثابت مي 
  توان به سه دسته تقسيم نمود: آورد. اين شرايط را مي

گاه ساده (مفصلي يا غلتكي) تغيير مكان صفر اسـت  باشد. به طور مثال در تكيهها ميگاهاين شرايط مربوط به تغيير مكان و شيب در تكيه ) شرايط مرزي:1
  گاه گيردار تغيير مكان و شيب هر دو صفر است. و در تكيه

طـول خـود    . به عنوان مثال تيـري كـه در  گيري قرار دارندانتگرال يهكه در فصل مشترك دو ناحي است نقاطياين شرط مربوط به  ) شرايط پيوستگي:2
   توان شرط پيوستگي خيز را به كار برد.داراي دو سطح مقطع متفاوت است، در محل تغيير سطح مي

گيري را به دست آورد. به توان معادلاتي نوشت كه با كمك آن ثوابت انتگرالمي ،در تيرهايي كه تحت بارگذاري متقارن قرار گرفته است ) شرايط تقارن:3
ذكـر   باشد.، چون خيز تير در اين موقعيت ماكزيمم مياستصفر  در وسط تيرساده تحت بار متمركز در وسط تير، شيب منحني تير عنوان مثال در يك تير 

تمـامي  اين نكته لازم است كه ممكن است نيروي برشي و ممان خمشي در چند نقطه در تير ناپيوسته باشند ولي منحني خيز تير و همچنين شيب تيـر در  
   .باشندوسته مقاطع تير پي

y 

x 
y 

y(x) 

 



  
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  81  مقاومت مصالح

  به صورت زير به دست آمد: M و لنگر خمشي V و نيروي برشي W رابطه بين بار گسترده ،همان طور كه در درس استاتيك مطالعه شد
dV W d Mdx W
dM dxV
dx

    



2
2  

EIyرابطه فوق يا رابطه با مقايسه  M(x) ، آيد: مي ديفرانسيل خطي مرتبه چهار به دست يهبه صورت يك رابط بر حسب بار گسترده معادله منحني الاستيك تير  

  EIy W(x)  d y W(x)
EIdx

  
4

4                                            

  آيد: مي به دستبه صورت زير منحني الاستيك تير  ،فوق يهگيري از رابطبا چهار بار انتگرال
x x x x

EIy(x) ( ( ( W(x)dx)dx)dx)dx C x C x C x C         3 2
1 2 3 4

1 1
6 2   

  

 در صورتي كه يك برش كوچك از تير تحت بار خارجي به طـول   :1 تذكرdx   را رسـم
كنيم، طبق قرارداد نيروي برشي و گشتاور خمشي مثبت در مقطع داخلي بـه صـورت مقابـل    

  شوند:رسم مي
  

  هاي مثبت باشد.y، به سمت شود كه جهت تقعر منحني تيرهمچنين گشتاور خمشي هنگامي مثبت در نظر گرفته مي
  
  
  

  باشد:اين قرارداد براي نيروي برشي و بار گسترده به صورت زير مي
  
  
  

  

 
 گيري نياز به يك دسته معادلاتي است كه بر اساس شرايط مرزي يا پيوسـتگي و تقـارن   براي تعيين ثوابت انتگرال ،همان طور كه گفته شد  :2تذكر

  شود:گاه با شرايط مرزي حاكم بر آن اشاره مينوع تكيه در زير به چند .شوندنوشته مي
  الف: شرايط مرزي:

  
  

y                                                     شيبy                                      خيزy   خيز 
V EIy    نيروي برش    M EIy    لنگر خمشي    y   شيب 

                                                  y                                                   y     
  

  

V EIy y       برش  
M EIy y       لنگر خمشي  

  در طول تير: EIشرايط پيوستگي با فرض ثابت بودن  ب:
  ست. ـ در محل اعمال نيروي متمركز خارجي، تغييرات خيز و شيب و همچنين تغييرات لنگر خمشي پيوسته بوده اما تغييرات نيروي برشي ناپيوسته ا1

y y ; y y  1 2 1 2  
y y ; y y    1 2 1 2  

  ـ در محل اعمال لنگر متمركز خارجي، تغييرات خيز و شيب و نيروي برشي پيوسته بوده اما تغييرات لنگر خمشي ناپيوسته است. 2
y y ; y y  1 2 1 2  
y y ; y y    1 2 1 2  

  فرماست:شرايط زير حكم ـ در محل لولاي داخلي3 
y y ; y y   1 2 1 2   

y y ; y y    1 2 1 2 

  .در سر آزاد تير نيروي برشي و گشتاور خمشي برابر صفر است
 سر آزاد تير

M

V

 گاه مفصلي يا غلتكييهگاه ساده شامل تكتكيه گاه گيردارتكيه گاه هدايت شونده يا ريليتكيه

V V WW

1M
1V

W(x)

2M

2V
dx



خمش مثبت


خمش منفي
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  ـ در محل اتصال ريلي (اتصال هدايت شونده):4
y y ; y y  1 2 1 2  

y y ; y y     1 2 1 2   

شود. به عنوان مثـال در حالـت   قرار داده مي EIyمقدار yو به جاي  EIyمقدار yدر مقطع مورد نظر ثابت نباشد، آنگاه به جاي EIدر صورتي كه 
  ، شرايط زير در مقطع اعمال نيروي متمركز حاكم است. EI) با فرض ثابت نبودن 1(

y y , E I y E I y  1 2 1 1 1 2 2 2   
y y , V P V V V P E I y E I y P           1 2 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2  

 سرگيردار  تير يك :1مثالAB  در انتهاي خود تحت بار متمركز قرار گرفته است. معادله
  شيب ماكزيمم در تير را تعيين نماييد.  آورده، همچنين خيز و به دستمنحني خيز تير را 

  :مقدار لنگر خمشي در يك مقطع دلخواه به فاصلهپاسخx  :از انتهاي تير مساوي است با   
     oM M Px                                                

P PEIy M(x) EIy Px EIy x C x EIy x C x C ( )              2 3
1 1 2 12 6

  

xاما در L مساوي صفر است)2و خيز تير طبق تذكر ( گيردار شيب گاه: (در تكيهشرايط مرزي به صورت زير است  (  
y

x L ( )
y
   

   
2


  

  در نتيجه: 
P PL C C L

( ), ( )
P L C L C C PL

      
       


2 2
1 1

3 3
1 2 2

2 21 2 1
6 3




  

  آيد:مي به دستبا جايگذاري ثوابت مرزي در معادله فوق، منحني الاستيك تير 

EIy Px PL x PL   3 2 31 1 1
6 2 3

Py ( x L x L )
EI

    3 2 33 26  

xبا جايگذاري   آيد: مي به دستدله فوق خيز و شيب ماكزيمم تير در معا  A A
PL PLy

EI EI
   

3 2

3 2  
  

 آورده، خيـز مـاكزيمم و    به دسترا  روبرومعادله منحني الاستيك تير  :2مثال
   تعيين نماييد. آن راشيب ماكزيمم 

  
  

  :يهدر حل اين مثال بهتر است از معادلكنواخت است بنابراين ع بار گسترده يچون بار وارد بر تير از نوپاسخEIy W(x)   استفاده شود:  
d y d y d y WEI W EI V Wx C EI M x C x C
dx dx dx

            
4 3 2 2

1 1 24 3 2 2  

C C Cdy W WEI EI x x C x C EIy x x x C x C
dx

              3 2 4 3 21 1 2
2 3 3 46 2 24 6 2  

   ، بنابراين: است گاه مفصلي و غلتكي خيز و لنگر خمشي مساوي صفردر تكيه شرايط مرزي:
y y

x x L
M y M y
  

           

 


   
  

  تعيين خواهند شد: به صورت زير  C4تا C1ثوابت ،با حل معادلات مربوط به شرايط مرزي
WC WL C C WL C y ( x Lx L x)

EI
         3 4 3 3

1 2 3 4
1 1 22 24 24    

Lxبا جايگذاريباشد. اكنون چون بارگذاري متقارن است، بنابراين خيز تير در وسط ماكزيمم مي    آيد:مي به دستدر رابطه فوق خيز ماكزيمم  2

     max
WLy

EI



45

384  

x 

P 

V 
M 

O  

L 
P 

A 
B 

1V

2V

P

L 
A B 

W 
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xقرار دادنو اما با    ياx L شيب تير يهدر معادل(y ):شيب ماكزيمم تعيين خواهد شد ،                   max A B
WL

EI
     

3

24  
  باشد.گاه ميلازم به ذكر است در اين مثال شيب ماكزيمم مربوط به دو تكيه

 

 سر گيردار  تير يك  :3مثالAB ب تحت بار گسترده مثلثي شكل قرار گرفته است. معادله منحني الاستيك تير را تعيين نموده، همچنين خيز و شي
  ت خمشي تير در طول آن ثابت است.)يبماكزيمم را در تير بيابيد. (صل

 :شدت بار گسترده در يك فاصله  پاسخx قابل بيان است: زيرگاه با استفاده از تغييرات خطي بار گسترده به وسيله رابطه از تكيه  
L xw(x) w ( )

L


   
 
  

w  باشد:برقرار مي مقابلر رابطه از طرفي بين بار گسترده و منحني الاستيك تي (L x)EIy w(x)
L

       

  آيد:مي به دستگيري منحني خيز تير و با چهار بار انتگرال گيري از رابطه فوق منحني شيب تيراما با سه بار انتگرال
C Cw (L x)EIy x x C x C

L


     
5 3 21 2

3 412 6 2



             ,     Cw (L x)EIy x C x C
L
     

4 21
2 324 2

 

  شود:از شرايط مرزي زير استفاده مي C4تا C1بتبراي تعيين ثوا
y

x
y


    





  گاه گيردار: در تكيه

M EIy y
x L

V EIy y
     

        

  
  

: در انتهاي آزاد تير               

  شوند:صورت زير تعيين ميها به آمده از شرايط فوق ثابت به دستبا حل معادلات 
w xEIy ( L L x Lx x )

L
w xEIy ( L L x Lx x )

L

      
     

3 2 2 3

2 3 2 2 3

4 6 424

1 1 512



  


w L w LC , C , C , C     
2

1 2 3 42 6
     

xو اما در L  :شيب و خيز تير حداكثر بوده كه مقدار آن برابر است با  max
w Ly

EI
 

4

3

max

w L ;
EI

  
3

24
  

هاي مختلف نيـاز بـه صـرف وقـت نسـبتاً زيـادي       آوردن منحني الاستيك تير براي بارگذاري به دستباشد، خص ميهمان طور كه از سه مثال حل شده مش
آمده از حل تحليلي در جداولي تحـت عنـوان    به دستشود، اما براي چند نوع بارگذاري نتايج ها توصيه نمياين روش در آزمون كارگيريبهباشد بنابراين مي

هـاي مختلـف   . در اين كتاب نيز از اين جداول در تعيين خيز و شيب تير تحت بارگـذاري ها استفاده نمودتوان از آنكه ميت شده جداول خيز و شيب فهرس
ين آثار در تعي ديگر استفاده  از روش جمع باريكشود. قبل از اينكه براي تعيين خيز و شيب در تيرها از جداول مربوطه استفاده شود، بهتر است استفاده مي

  مختلف در محدوده ارتجاعي مورد تأكيد قرار گيرد. هايبارگذاريخيز و شيب تير، تحت 
  ) ياستفاده از روش جمع آثار (روش برهم نه

الاستيك خطي باشد، معادلات ديفرانسيل منحني ارتجاعي تيـر بـه    يههاي مختلف كوچك و در محدودآمده تحت بارگذاري به وجودهاي هرگاه تغيير شكل
 ،توان از روش جمع آثار استفاده نمود. بدين معني كه هرگاه تير تحت چندين بـار قـرار گرفتـه باشـد    در نتيجه مي ،باشدت معادله ديفرانسيل خطي ميصور

شـيب تيـر تحـت    آمده خيز و  به دستنتيجه  ،كنيمرا با يكديگر جمع مي هاآنشيب و خيز ناشي از هر يك از بارها را به طور جداگانه محاسبه كرده سپس 
توان از نتايج موجود در جدول ضميمه كتاب (جدول خيز و شيب تيرهـا) اسـتفاده نمـود. در ايـن     بارگذاري مركب است. براي تسريع در روش جمع آثار مي

  هاي ساده ارائه شده است. جدول، منحني الاستيك تير به همراه خيز و شيب ماكزيمم براي بارگذاري
  توان استفاده نمود كه شرايط زير برقرار باشند: ع آثار در مواقعي ميبه طور خلاصه از روش جم

 ) مواد از قانون هوك پيروي كنند.  1
  تغيير مكان و زواياي چرخش كوچك باشند.   )2
  .  ي اثر بارهاي اعمالي ايجاد نكندها تغييري در نحوه) وجود تغيير مكان3

y

0W

B
x

A L

0W

x x
xW
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 تغيير مكان انتهاي  :4مثالB آوريد.  به دستاده شده را از تير نشان د  
)k باشد)سختي فنر مي   
  
  
  
  

  :از طرف فنر نيرويپاسخF سختي فنر در خيز مقطع ضربحاصلمساوي  يرواين ن ،شودبه تير اعمال ميB    تـوان  است. طبق روش جمـع آثـار مـي
  گرفت.  در نظررا جداگانه Wو بار گسترده Fاثرات نيروي

  
  

  

  شود)(خيز تير به سمت پايين مثبت فرض ميتوان نوشت: با استفاده از جدول خيز و شيب تير مي

B B B B B
WL FL WL FLy ; y y y y

EI EI EI EI
         1 2 1 2

4 3 4 3

8 3 8 3  

BFنيروي موجود در فنر متناسب با خيز فنر است، بنابراين از طرفي Ky  در نتيجه:  ،باشدمي  

B B
B B B B

WL
Ky L K yLWL WL WLEIy y y y

EI EI EI EI KL EI KL
EI

         




4
3 34 4 4

3 3
38

8 3 3 8 24 81 3

  

 

 را محاسبه نماييد.  نشان داده شده خيز انتهاي تير :5مثال  
  

  :خيزپاسخB آورد.  به دستآن را )، 1(استفاده از نتيجه مثال  د يا باتوان از جدول خيز و شيب به طور مستقيم تعيين نمورا مي  
گونه باري اعمال نشده است بنـابراين در ايـن فاصـله    چون هيچ BCدر فاصله 

  باشد. منحني خيز تير به صورت خطي مي
كـه از   همان طور به دست آورد.يك برش زده و بخش سمت راست برش را جدا نموده و مقدار لنگر داخلي را  BCتوان در فاصله براي اثبات مطلب فوق مي

EIy  باشد. از طرفي داريم:دياگرام رسم شده مشخص است مقدار لنگر داخلي برابر صفر مي M EIy y          
اگر خيز مقاطع باشد. منحني خيز تير به صورت خطي مي BCتوان نتيجه گرفت كه در فاصله بنابراين مي .برابر صفر است ،چون مشتق مرتبه دوم تابع خيز

B وC به ترتيب باBو1 توان نوشت:نشان داده شود، مي  
        B btg b         1 1  

  توان با توجه به جدول خيز تعيين نمود. در نتيجه:را مي Cاما شيب و خيز مقطع 

B B
Fa Fa Fa Fab ( a b) ( L a)

EI EI EI EI
         

3 2 2 2
2 3 33 2 6 6  

 حل اين مثال خيز تير به سمت پايين مثبت در نظر گرفته شده است. در
  

 سرگيردار  تير يك :6مثالAB  تحت اثر بار گستردهW     مطابق شكل قرار گرفتـه اسـت. خيـز
  انتهاي تير چه مقدار است؟ 

  :نظر گرفتن يك المان از بار گسترده به توان تغيير مكان انتهاي تير را با در در اين مثال ميپاسخ
در رابطه خيـز   aدر اين مثال به جاي آورد.  به دست) 5و استفاده از نتيجه مثال ( متمركزعنوان يك بار 
  شود. گذاشته مي  xيعني  ،گاهتا تكيه dFتير، فاصله بار

  گيري نمود.انتگرال زيرمتغير بوده و در نهايت براي محاسبه خيز انتهاي تير بايد از رابطه  xمقدار 

L

L
B B B

dF x ( L x) Wdx x ( L x) W WLdy y dy x ( L x)dx
EI EI EI EI

  
       

2

2 2 423 3 4136 6 6 384  

Lاز فاصله ،چون بارگذاري گسترده وارد بر تير در نيمه دوم تير يعني
  گيري نمود.باشد بنابراين بايد در اين فاصله از خيز تير انتگرالمي Lتا 2

tgكوچك است لذا:(چون  ( 

B 
W 

L/2 L/2 

W 

B 

K A 

W 
B 

F F 

B 
W

(1) (2) 

F 
a b B A 

B C 
M 

V 

1 
 B 

B C a b 

B 
x 

dF=wdx 
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 چه مقدار است؟  مقابلگاه و خيز در وسط تير بارگذاري شده شكل هشيب در تكي :7مثال  
  
  

  

  : با استفاده از روش جمع آثار، خيز و شيب تير تحت بارگذاري داده شده مساوي است با: پاسخ  
  
  
  

تيـر مخـالف بـوده و همـديگر را خنثـي       در نتيجه خيزهاي ناشي از دو لنگـر در وسـط   ،باشدگاه هم جهت ميآنكه لنگرهاي اعمال شده در دو تكيه به دليل

Cكنند. مي   گاه با استفاده از جدول شيب و خيز تير مساوي است با:از طرفي شيب در تكيه           A A A
ML ML ML

EI EI EI
       1 2 3 6 6  

وارد شـود،   Aگـاه  بر تكيه  Mل خيز و شيب، اگر لنگر خمشي است. (طبق جدو شده در اين مثال مثبت در نظر گرفته Aگاه گردش ساعتگرد تير در تكيه

MLشيبي برابر Aگاه در تكيه
EI3 گاه اما اگر لنگر خمشي در تكيه ،ايجاد شدهB گاهايجاد شده در تكيه شيب وارد شود A برابرML

EI6 شود.)مي  
 

 تير  :8مثالAB   وLN اند. تغيير مكان نقطه در وسط و دو انتها توسط قطعات صلب به هم متصل شدهM برابر است با :  

1(FL
EI

3

96  2(FL
EI

3

144      

3(FL
EI

35
48  4(FL

EI

3

135      

  : يابتدا دياگرام آزاد تيرها  »2«گزينه پاسخLN , AB  تير مساويشود. در صورتي كه نيروي داخلي بين دو جداگانه رسم ميF  ،آنگاهباشد:  
    

max LN
F L( ) ( )
E( I)


 
3

248 max  : با توجه به جدول خيز2 AB
(F F )L( ) ( )

EI


 
3

  : با توجه به جدول خيز148

 نوشـته  زيـر با هم برابر است بنابراين رابطه سازگاري براي دو تير به صورت  هاآنخيز وسط  اند در نتيجهات صلب به هم متصل شدهچون دو تير توسط قطع
max     آورد. به دسترا  LNو  ABتوان نيروي بين دو تير از رابطه سازگاري فوق مي شود.مي AB max LN( ) ( )    

( )
max

( F)L(F F )L F L F FLF F F F
EI EI EI EI
            

33 3 32
2

2 3
48 96 2 3 96 144  

 

 اي تحت اثر وزن خود قرار دارد اگر تمامي ابعاد آن به طور مشابهتير ساده: 9مثال  :برابر شود  
  شود.برابر مي 2برابر و تغيير شكل آن ) تنش خمشي2  كند.  ) تنش خمشي و تغيير شكل آن تغيير نمي1
  شود.برابر مي 3برابر و تغيير شكل آن ) تنش خمشي4  شود. برابر مي ) هم تنش خمشي و هم تغيير شكل آن3
  : اگر»  2«گزينه پاسخ لنگر خمشي ماكزيمم در تير با آنگاه ،وزن واحد طول تير باشد   و با مجذور طول تير ارتباط مسـتقيم دارد، از طرفـي  وزن

Lه تحت بار گسترده يكنواخت برابر(حداكثر لنگر خمشي در يك تير ساد: واحد طول تير به مساحت سطح مقطع تير وابسته است، بنابراين 2

        باشد.)مي 8

    L C IMC L C
I I C IL

 
              

  

22 2 22 2 2 2 1
2 41 1 1 21

1
8  

  ماكزيمم شده و مقدار آن مساوي است با: زاگر يك تير ساده  تحت بار گسترده يكنواخت قرار گيرد در وسط تير خي
y L IL L: y

EI E I y IL


            
 

44 4 2 4 22 2 2 1
4 41 1 21

5 5 1
384   با توجه به جدول خيز384

A B 
F 

FyA yB

 L N  دياگرام آزاد تير بالايي: 
FyA yB

yL yN

 پايينيدياگرام آزاد تير:

C M 
BA M 

C
C 

M M M

1A
2A

A B A B A B

M

L/2 L
2

  

M E,2I 

B 

N 
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 تغيير مكان نقطه :01مثالB باشد؟ چقدر مي  

1 (PL
EI

3

3  2 (P
K

  3 (PL
KL EI

3
3 3

  4 (EI KL
PL
 3

  
        

 : وي خارجيدر صورتي كه تحت نير  »3«گزينه  پاسخPاري، نيروي فشF  در فنر ايجاد شود، آنگاه خيز انتهاي تير تحت دو نيرويP  وF    بـا اسـتفاده

B      از جدول خيز تير و روش جمع آثار مساوي است با:
(P F)Ly

EI



3

3  
  
  

BFاز طرفي  Ky  :در نتيجه       B
B B B

(P Ky )L KL PL PLy y ( ) y
EI EI EI EI KL


     



3 3 3 3
313 3 3 3

   
 

 كابل :11مثالAB به انتهاي تير يك سر درگيرCB  مطابق شكل متصل شده است، در صورتي كه درجه حرارت كابل به انـدازهT  يابـد   كـاهش
  است با:  برابر Bتغيير مكان عمودي نقطه

1 (AL T
L A LI
 



4
3 3

  2 (AL T
L A LI
 



4
3

2
3

      

3 (AL T
L A LT
 



4
3

3
3

  4 (AL T
L A LI
 



4
3

4
3

      

  : طبق معادله سازگاري، تغيير طول ميله در نقطه »  1«گزينه پاسخB  با خيز تير در نقطهB :برابر است    
 
 

B
FLL T
AE

   2  : تغيير طول در اثر نيروي خارجي و تغيير دما  B
FL

EI
 1

3

  خيز انتهاي تير در اثر نيروي خارجي: 3

  

B  شود. به سمت بالا مثبت در نظر گرفته مي Bلازم به ذكر است كه در رابطه فوق جابجايي  B
FL FLL T

EI AE
      1 2

3

  : رابطه سازگاري 3

FL FL L TL T F
AE EI L L( )

AE EI

 
       



3
33

3

  

B B
FL AL T

EI L A LI
 

   


3 4
33 3

  
 

 دو تير ساده :21مثالAB وA B  در نقاطC وC به كابلC C باشند كه سفت ولي بدون تـنش اوليـه اسـت. طـول كابـل     تصل ميمa2 وA 
فرض كنيد تيرهـا و   مقدار خواهد بود؟در كابل چه  Sكششي كند. نيرويدرجه تنزل مي Tباشد. موقعي كه درجه حرارت به اندازهمساحت مقطع آن مي

PLبرابر در وسط آن Pشود كه تغيير مكان وسط يك تير ساده تحت بار واردهكابل از يك ماده تشكيل شده باشند. يادآوري مي
EI

3

  باشد. مي 48

1 (T
a( )

A I




21

6

  

2 (ET
a( )

A I




21

6

  

3 (Ea T   
4 (aEA T2  
  
 

 سازي عبارتانجام ساده پس از

  آيدمي به دست B،Bدر خيز مقطع  Fنيروي  قرار دادنبا 

P 

B 
K 

L,EI 

C 
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EI,L 

L,AE,
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F

F
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B
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  : 2«گزينه پاسخ  «         L T a T     2  ( كاهش طول كابل در اثر تغيير دما)T  
Aو ABدر اثر كاهش دما در كابل، دو تير  B      خم شده تا كاهش طول ناشي از كاهش دما در كابل را جبران كنند. نيرويي كه باعـث خمـش ايـن دو تيـر

شود. مجموع خيز وسط دو تير و كشش در كابل مساوي كـاهش طـول   آن باعث كشش در كابل مي العملعكسشود با يكديگر مساوي بوده كه از طرفي مي
  كابل در اثر تغيير دما است. 

Tالعمل  افزايش طول ميله ناشي از نيروي عكس +با استفاده از جدول خيز و شيب  Fوسط دو تير ناشي از نيروي عمل مجموع خيز  F رابطه سازگاري :  

T
F( a) F( a) a TF
AE EI a a

AE EI

 
      



3
3

2 2 22 48 2
3

T E TF
a a

AE EI A I

  
 

 
2 21 1

6 6

 

 
 خيز نقطه :31مثالC  چه مقدار است؟  مقابلدر تير شكل  

  

  

  : بارپاسخP يهرا به نقط ـC   يـك نيـروي   آن حاصـل داده، انتقـالP     بـه همـراه لنگـر سـاعتگردPL
و  Pناشـي از بـار   Cيهاسـت. خيـز نقط ـ   2

PLMلنگر    مساوي است با : با توجه به جدول خيز تير  2

LL
C C

L L LP( ) (P )( )PL ML PL PL PLy y
EI EI EI EI EI EI EI

 
       

3 3 2 3 3 3
2 52 2 2

3 2 3 2 24 16 48  
 

 

 آوريد. به دستتغيير مكان وسط تير شكل روبرو را  :14مثال  
  
  :پاسخ  

توان از خاصيت تقارن تير استفاده نموده و ميدر نتيجه  .و شيب در آنجا صفر است بوده خيز ماكزيمم Cيهنقط در چون بارگذاري متقارن بودهروش اول: 
مساوي و مختلف الجهت بوده بنـابراين يكـديگر را    Bو  A هايگاهتكيهشود. (چون لنگرهاي خارجي در  نصف تير مانند يك تير يكسر گيردار در نظر گرفته

  گـاه نسـبت بـه تكيـه    Cماننـد خيـز نقطـه     C نقطـه  نسبت به Aحالتي خيز نقطه مساوي صفر است) در چنين  B, Aگاهي ي تكيههانيروخنثي نموده و 
 A  .است  

  

  C C / A A / C

LM( ) MLy y y ( )
EI EI

       

2 22
2 8  

  خيز وسط تير مساوي است با:توان نتيجه گرفت كه از جدول خيز و شيب ميو استفاده با استفاده از روش جمع آثار روش دوم: 

C
ML ML MLy

EI EI EI
  

2 2 2

16 16 8  
 

 در قاب :15مثالU  شكل نشان داده شده تغيير فاصلهA وD  ناشي از خمش چه اندازه است؟  
  
  : يهتوان نيمي از قاب را مورد تحليل قرار داد. در محل تقارن قاب يعني نقطبه دليل تقارن سازه ميپاسخO 
  گاه فرضي از نوع گيردار در نظر گرفت. توان در محل تقارن تير يك تكيهدر نتيجه مي مساوي صفر است. تير شيب

Dدر مقطع ناشي از خمش بدون در نظر گرفتن اثر دوران Dمقطع + خيز Cمقطع ناشي از دورانتنها  Dمقطع خيز / Oy C  
D / Oy y y 1 2  

PLy  تير را مانند يك تير يك گيردار در نظر گرفت، در نتيجه: CDخش كافي است ب y1خيز يهبراي محاسب
EI


3

1 3  

L,EI 

 L,EI L,EI 

C B 

A D P P 

M M 

A B 
C 

L,EI 


MM

A 
EI 

P
L 
2 

L 
2 C

B

P 

LL
2

 

PLM
2


A

M

A C

L 
2

M C M   گيردار  سرنصف تير به عنوان تير يك

 در نظر گرفته شود 
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به صورت خطي باشـد و   CDشود كه قسمت ر خمش در نظر گرفته نشده است، بنابراين در اين بخش فرض ميثبه دليل اينكه ا y2اما براي محاسبه خيز 
Cy  است. Lيعني   CDشيب در طول  ضربحاصلبرابر آن  خيز ناشي از L  2  

                     D / O C

L LM( ) PL( )PL PL PLy L L L
EI EI EI EI EI

          
3 3 32 2

3 3 3  

     D / O D / A D / O
PL PL PL PLy y y

EI EI EI EI
      

3 3 3 35 523 2 6 3  
  

  

 خيز نقطه :61مثالC ت؟در راستاي قائم چه اندازه اس  
  :لنگر  اثر انتقالدر پاسخM  به مقطعBاين مقطع دوراني ساعتگرد به اندازه ،B   خواهد داشـت

MLكه طبق جدول مساوي
EI

  خواهد بود.  
  
  

  
  
  
  
  

   C مقطع= خيز  Bمقطع  ناشي از خمش بدون در نظر گرفتن اثر دوران Cمقطع+ خيز  B مقطع ناشي از دوران Cمقطع خيز

C B C
ML ML ML MLy L L y

EI EI EI EI
         

2 2 23
2 2 2  

 

 اسبه كنيد. شيب انتهاي تير را محرو در تير نشان داده شده در شكل روبه  :71مثال  
 :چون در فاصله  پاسخBC بنابراين در اين فاصله منحني خيز تيـر خطـي    ،باري بر تير اعمال نشده است

نيز خواهد داشت. امـا شـيب انتهـاي     Bداشته باشد همان شيب را در مقطع  Cبوده و تير هر شيبي در مقطع 

FLتير يكسر گيردار كه تحت نيروي متمركز قرار گرفته است برابر 
EI

2

 Lباشد بنابراين در رابطه طول تيـر  مي 2

B     :آيد به دست Cو  Bقرار داده تا شيب در مقاطع  ACرا برابر طول  C
Fa
EI

   
2

2  
 

 و شيب انتهاي تير نشان داده شده را محاسبه نماييد. ( زخي  :18مثالEI ست.) ثابت ا  
  

 :براي محاسبه شيب و خيز انتهاي تير كافي است ابتـدا بـار    پاسخ
وارد بر يك المان طولي از تير را در نظر گرفته، سپس شـيب   dFجزئي 

از ابتـداي تيـر    xرا در مقطـع دلخـواه    dFو خيز انتهاي تيـر ناشـي از   
 آمده شيب به دستگيري از نتايج محاسبه نموده و در نهايت با انتگرال

  آورد.  به دستو خيز ناشي از بار گسترده وارد بر تير را 
Lاز ابتداي تير مساوي  xبا توجه به تغييرات خطي بار گسترده، شدت بار در فاصله  xq q

L


  باشد. مي  L xdF qdx q dx
L


    

B
qx dFd (L x)x dx

EI EIL
   

2 2
2 2

  18: با توجه به نتيجه مثال  
L LL

B B
q q q LLx xd (Lx x ) dx [ ]
EIL EIL EI

        
33 42 3

2 2 3 4 24 
    

 
L L

B B B
q (L x)( L x)x q (L x)( L x)x q LdFx ( L x)dy dx y dy dx

EI EIL EIL EI
   

      
2 2 42 3 33

6 6 6 3 
  


  )5: با توجه به نتيجه مثال (

O C 

L 

P D 

L / 2

O

MC

EI,L  B 

EI,L 

A 

M C 

M


1B


B

B

2B

F

A
C

a b
B

C
A

B
C

0q

x dx

q


x

dF qdx

0q

BA L
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 آوريد. به دستخيز وسط تير ساده تحت بار  گسترده يكنواخت را   :19مثال  
  

  

  
 :آثار استفاده نمود. جمع توان از روشبراي تعيين خيز وسط تير مي پاسخ  

 
 
 
 

 
 

C C C C C( ) ( ) ( ) ( ) ( )        1 2 3 1 32  
 

q) طبق جدول خيز برابر3خيز تير شماره ( L
EI

45
384
 توان نتيجه گرفت:است بنابراين مي C C

q L q L( )
EI EI

    
4 4

1 1
5 52 384 768
    

 

 خيز وسط تير نشان داده شده را تعيين كنيد.  :20مثال  
  

 

 :به تقارن در بارگذاريبا توجه  پاسخy yA B F    بوده و همچنين خيز تير در وسط ماكزيمم بـوده و
گـاه  توان نيمي از تير را در نظر گرفته و در وسط تير يك تكيـه شيب در وسط تير مساوي صفر است. بنابراين مي

C  فرضي گيردار قرار داد. C A C/ A A / Cy y y y y     
 
 
 

 
 

  توان نوشت:) و جدول خيز مي5با توجه به روش جمع آثار و استفاده از نتيجه مثال ( شود.تحت بار خارجي به سمت پايين مثبت در نظر گرفته ميخيز تير 

C A / C

L L L LF( ) F( ) ( ( ) )FL Fa ( L a)y y [ ] [ ]
EI EI EI EI

  
        

3 23 2 33 2 4 2 4
3 6 3 6

C
FL FL ( )FL FLy

EI EI EI EI


    
3 3 3 35 16 5 11

24 384 384 384  

 
 نسبت  :12مثالa

L
  مساوي صفر شود؟ Bگاهچه اندازه باشد تا شيب در تكيه 

1 (1  2 (1
2  

3 (1
3  4 (2

2  

 :توان بار گسترده وارد بر بخشيم» 2«گزينه  پاسخBC با يك نيرو و لنگر متمركـز  را
  توان نوشت:به صورت زير معادل نمود. بنابراين ميBگاهدر تكيه

F wa  
a aM wa w  

2

2 2  

از روش جمـع   Bگاهباشد. بنابراين براي محاسبه شيب در تكيهمي Bگاهدر تكيه M، ناشي از دو عامل بار گسترده و لنگر متمركزBگاه اما شيب در تكيه
  شود.آثار استفاده مي

B B B    1 2  

)به دليل تقارن  با توجه به جدول خيز  ) ( )C C  1 2 

0q

A
C

B

L / 2 L / 2

A C B

خط تقارن هندسي

A BC

خط تقارن هندسي
(1) (2)

 A
C

B

(3)

0q 0q 0q

L
4

L
4

L
2

A B

F F

L a

B
CA

w

F

A

B

M
w

M
1B

 2B
w


F

F

A / Cy C

C(y 0)L / 4L / 4

 

F

L
2

L
4

L
4

F

F F

A BC

C/ Ay

A(y 0)
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  توان نوشت:ميشود، بنابراين با توجه به جدول شيب در تيرها مثبت در نظر گرفته مي Bگردش پادساعتگرد 

  B
wa MLM

EI


   
2

22 3  

B
wL ML wL wa a

EI EI L
       

3 2 2 1
24 3 8 2 2  

 
 خيز افقي انتهاي تير در مقطع  :22مثالC چه اندازه است؟  

  
  
 :بـار گسـترده وارد بـر بخـش     پاسخBC    در مقطـع باعـث يـك دورانB شـود، چـرا كـه در    مـي

qL2يك لنگر داخلي به اندازهBمقطع

  ايجاد نموده است. 2
بوده كه با استفاده از روش جمع آثار نتايج اين دو بـا هـم    Bتير و دوران در مقطعBC، ناشي از دو عامل خمش در قسمتCبنابراين خيز افقي در مقطع

  شود.جمع مي
  
  
  
  

Bبدون در نظر گرفتن اثر خمشBخيز ناشي از دوران مقطع+  Bبدون در نظر گرفتن دوران در مقطع BCخيز ناشي از خمش در قسمت   

B B B      1 2 B
B B B

M L qL qLL ( ) L
EI EI EI

         
4 4

2
5

8 8  
 

 خيز وسط تير نشان داده شده تحت بار گسترده يكنواخت چه اندازه است؟   :23مثال
  فته است.)گاه فنري قرار گربر روي تكيه B(تير در مقطع 

 :باشند، بنابراين:گاهي مساوي ميبه دليل تقارن در بارگذاري نيروهاي تكيه پاسخ  

y y
wLA B  2  

  مساوي است با:yBناشي از نيروي Bاز طرفي خيز تير در مقطع

  y
y B B

wL
B wLB k ( )EIk EI

L

      
4

3

2 112 24 

  توان مطابق شكل زير به دو بخش تفكيك نمود:را مي Cخيز در مقطع اكنون
C(خيز تير ساده ناشي از بار گسترده با استفاده از جدول))       2( C1 2ناشي از فشرده شدن فنر) تير ساده (خيزCy CC CC 2 1  

( ) B

B

L
CC: CC

L


  


11
1

2
  تشابه مثلث 2

C  توان نوشت:با توجه به خيز مي B C
wL wL wL wL( ) y y

EI EI EI EI
       

4 4 4 41 5 5 132 2 384 48 384 384 

 

 نسبت بارهاي  :42مثالP
Q

  شود؟مساوي صفر Cچه اندازه باشد تا خيز تير در مقطع 

1 (P
Q
1  2 (P

Q
 2  

3 (P
Q
 3  4 (P

Q
 4  

 با توجه به جدول خيز و شيب

C

q

B

L

L
A

B
2

B
qLM

2



B

B


(1)
(2)

B2
B1q

;

2
B

qLM
2



B
B

M L
EI

 

3
12EIK

L


A

B
C

w

L

2C

1C

C

B

A
B

P

C

L / 2L / 2L / 2

Q
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 :خيز تير در مقطع» 4«گزينه  پاسخC گرفت: توان ناشي از دو عامل زير در نظررا مي  C C Cy y y 1 2 
   Cyتير) BCاثر خمش در بخش  بدون در نظر گرفتنBدر مقطعناشي از دوران C(خيز مقطع)Bبدون در نظر گرفتن اثر دوران در مقطعBCناشي از خمش در تير C(خيز مقطع 

C B C
Ly y     22 (1) 

 Mشود) در اثر لنگر ايجـاد شـده   (دوران ساعتگرد مثبت فرض مي شود. انتقال داده Bبه مقطع Qكافي است نيروي Bدر مقطعاما براي محاسبه دوران 

Bيك شيب برابر ،از تير Bدر مقطع  L(M  شود.ايجاد مي B گاهتكيهدر  2 Q ) 2  
  

  
  

  

  ندارد. Bگاه ر تكيهگونه تأثيري در شيب ايجاد شده دهيچB گاه در تكيه Qهمچنين نيروي انتقال يافته 

B : با توجه به جدول شيب
PL ML PL QL ( )

EI EI EI EI
      

2 2 2
216 3 16 6  

Cy) يعني1براي محاسبه جمله دوم در رابطه ( در در نظـر گرفتـه شـود؛ زيـرا      Qسرگيردار تحـت نيـروي متمركـز     ، كافي است خيز انتهاي يك تير يك2
Cyمحاسبه    صفر در نظر گرفته شده است. Bگاه شيب در تكيه 2

C

LQ( )PL QL L P Q P( ) , ( ) y ( )
EI EI EI Q

          

32 2 21 2 416 6 2 3 32 8  
 

 در شكل زير خيز تير در نقطه   :25مثالC  برابر است با كسري به مخرجEI  :و صورت    
1(2 89  
2 (9/2888  
3 (9/3888  
4(4 89  
  :ييك المان از بار گسترده را به عنوان نيروي متمركز در نظر گرفته و خيز ناشي از آن در نقطه  »4«گزينه  پاسخB شودي كتاب نوشته ميطبق جدول ضميمه.  

B

B

dFx ( L x)d
EI

(qdx)xd ( L x)
EI


  


   

2

2

3
6

36

B
qdx x ( x) , q / x
EI


     

1 2 23 13 46



   

B B
/ /( / x ) x ( x)dx ( x x )dx x x

EI EI EI EI
                  

11 12 2 4 5 5 61 4 4 39 1 4 894 39 396 6 6 5 6


 





       

  تشريحي فصل براي بارهاي مثلثي حل شده است.  هايمثالمشابه چنين تستي در 
 

 دو نيروي مساوي  زيربه تير شكل  :26مثالP  وارد شده است. اگر در  گاه باشد، حداكثر خيـز تيـر  شعاع انحناي تير خميده در فاصله بين دو تكيه
    ؟ اين فاصله كدام است

1(L   2 21 42  2(L   2 21 42  
  

3(L   2 21 42  4(L   2 21 42  

B
Fa ( L a)
EI


   

2
36

(با استفاده از جدول خيز)

x Q

C2y

A 
B C 

10 m 3 m 

q = 0.04 x2 4 KN/m 

L - x 
x 

dF = qdx 
x 

F 

B 
a b 

L a a P P 

A B 

P Q

LM Q
2



P


1B

2B
M



Q
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 :نيروي برشي داخلي تير در فاصله   »3«گزينه   پاسخOA  ر ايـن  بنابراين تير در اين فاصله تحت خمش خالص بوده و شعاع انحنـاء د  است.برابر صفر
OA                     باشد.مي فاصله ثابت و برابر OB OC     

OC x y y x ; x OA AH         2 2 2  

     Lx ( L )     
22 2 2 21 44 4  

         y L    2 21 42  
 

 ار حداكثر خيز تير برابر است با كسر، مقدمقابلشكل  در :72مثالM a
EI

2

    ضرب در: 8

1 (3                        2 (4  
3 (5                        4 (8  
 :گاهي مساوي صـفر  در نتيجه نيروهاي تكيه ، يكديگر را خنثي نموده وباشندخلاف جهت يكديگر مي خارجي آنكه لنگرهاي به دليل  »3«گزينه  پاسخ
خواهد بود. به صورت خطي  مذكور هايقسمتمنحني الاستيك برابر صفر بوده، بنابراين  DBو  ACهاي در اين حالت لنگر خمشي داخلي در قسمت .است
جـدول  از  CDدر تيـر  تير. (براي محاسـبه خيـز مـاكزيمم     CDبعلاوه خيز ماكزيمم در قسمت  Cخيز ماكزيمم در تير مساوي است با خيز نقطه  يفاز طر

  )توان از روش جمع آثار استفاده نمود.مي Aاستفاده شود.) (براي محاسبه شيب تير در  ضميمه كتاب
  

  
 با هم برابر است.)  Cو  Aثابت است، چون تير به صورت خطي است. بنابراين شيب در مقاطع  AC(شيب تير در قسمت 

C C C C A
M a M a M a

EI EI EI
           1 2 3 6 2

    

max    :توان نوشتيطبق جدول خيز م  CD
M a( )

EI
 

2

8
      ؛max AB C max CD( ) ( )      

max AB A
M (a) M ( a) M a( ) a a

EI EI EI
        

2 23
8 6 8
    

max AB
M a M a M a( )

EI


  
2 2 212 3 5
24 8

    

  

 مركزتغيير مكان وسط تير زير را پيدا كنيد. (تغيير مكان وسط تيرهاي بارگذاري شده يكنواخت و مت :82مثال[ , ] 1   شوند.)معلوم فرض مي 2
   

      

PL
EI

 
3

2 48  WL
EI

 
4

1
5
384  

  

1(C
W WL P

EI
     

3
1 23
348 48  2(C

W WL P
EI

     

5
1 215 5
768 48  

3(C

P W WL L
EI

   
   

 
 

4 1 25 5
384  4(C

(W W )LL P
EI

     

3
1 25

48 16  

y 

C

B A 

O 

x  
2  

 H 

  وضعيت تير پس از خمش

a 

A B 

a a 

M0 M0 

C D 

C D 

0M 0M  

C D 

0M 

C D 

0M 

(1)
(2)

A
A

C

B

D

B
ymax

L 

W 
1  

L 

P 
2  C 

P 

B 
W1 W2 
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 :كنيمتفكيك مي زيرابتدا بارگذاري وارد بر تير را به صورت  » 4«گزينه  پاسخ.  
  
  
  
  
  

C     توان نوشت:با استفاده از روش جمع آثار و جدول خيز مي C C C      1 2 3  

C C
W L (W W )L (W W )LPL PL

EI EI EI EI EI
 

         
4 4 43 3

1 2 1 2 15 5 51
48 384 2 384 768   شود.در نظر گرفته ميمثبت به سمت پايين تير خيز 48

C
(W W )LL [ P]

EI


   
3

1 25
48 16  

  

 31/كش فولادي به طوليك خط :29مثال شـود،  مـي  درجه خميده 6ايهاي وارد بر دو انتهاي آن به صورت قوس دايرهسانتيمتر به وسيله زوج 4
    كش چند سانتيمتر است؟ ميزان خيز در وسط خط

1 (57/1  2 (2  3 (14/3  4 (4  
 :4«گزينه پاسخ«        Cy x cos ( cos )         3 1 3  

  توان نوشت:از طرفي مي
LAH sin L     3 2  

 Cy / ( cos ) /   31 4 1 3 4 2  
  

  

 زيراگر تمام ابعاد تير (در شكل   :03مثال ( كند؟     يير مكان ماكزيمم آن چه تغييري ميبرابر شوند، تغ    
  شود.برابر مي ) 2  كند.) تغييري نمي1

3 ( در4  شود.برابر كوچك مي (
4
  شود.ضرب مي 1

 :موقعيت اثر بار   »3«گزينه  پاسخP  كنيم.در وسط تير فرض مي آن رامسئله ندارد لذا تأثيري در جواب  
PL P( L) PL

EI EIE( I)


          
   

3 3 3
2

1 2 2 14 1

1 1 1
48 4848

  

  شود. برابر مي 4برابر شدن ابعاد سطح مقطع تير، ممان اينرسي با
  

 يز در زيربارمطلوبست محاسبه خ زيردر سازه  :13مثالP.    

1(A
Pl
EI

 
32

3  2(A
Pl
EI

 
32

5  3(A
Pl
EI

 
33

5  4(A
Pl
EI

 
3

3  

 :خيز مقطع   »1«گزينه   پاسخ Aمحاسبه نمود. زيرتوان با استفاده از روش جمع آثار به صورت را مي 
AB(Bدر قسمت  بدون در نظر گرفتن اثر خمش B ناشي از دوران مقطع Aمقطع  (خيز L   مقطع (خيزA  در قسمت  ناشي از خمشفقطAB  بدون در نظر گرفتن اثر دوران مقطعB(A A / B    

B
B A B

M L PL PL PL L PLL L
EI EI EI EI EI


           

3 3 32
3 3 3 3 3  

 تعيين عكس العمل هاي تكيه گاهي در تيرهاي نامعين استاتيكي با استفاده از جدول خيز و شيب  
  

باشد. در ايـن  ديگر مي هايروشتر از تيرهاي نامعين استاتيكي راحت درگاهي هاي تكيهالعملدر اغلب موارد، استفاده از روش جمع آثار جهت تعيين عكس
شود سپس خيـز و  ه ميآن قرار داد مربوط به العملگاهي كه باعث نامعيني مسأله شده برداشته شده و به جاي آن عكسي تكيههاالعملروش يكي از عكس

گـاهي  توان نيروي مجهول تكيهميتير در نهايت با استفاده از شرايط مرزي  .شودگاهي محاسبه ميهاي تكيهالعملهاي خارجي و عكسشيب تير ناشي از بار
  را محاسبه نمود. 

  كند.چندين مثال با حل تشريحي ارائه شده است كه به درك بهتر اين روش كمك مي زيردر 

 شودبرابر شدن ابعاد نتيجه ميبا

yC 
B A 

60 
x 

 

H 

P 

B 
C 

P 

A
EI EI 
L  L  

= 

P 

B 
W1 W2 +

P

L/2 L/2  
W1 

L 
(1) (2)

(W2-W1) 

L + 
(3) 
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 گاه نيروي تكيه: 32مثالC  باشد؟ چه مقدار مي مقابلدر تير نامعين  

  
  
  : گاهابتدا تكيهپاسخC  سپس خيز تير تحت بار گستردهداده، را در نظر نگرفته به جاي آن يك مؤلفه نيروي قائم قرارWو نيروي مجهولCF در مقطعC 

  )شود(خيز تير به سمت پايين مثبت فرض ميشود: محاسبه مي خيز و شيب با استفاده از جدول

  C
C C C

F LWLy y y ( )
EI EI

   1 2

345 1384 48  

 
 

  

  را تعيين نمود. Cگاه توان نيروي تكيه) مي1با استفاده از رابطه ( فر است. در نتيجه، خيز در اين نقطه مساوي صگاه وجود داردتكيه Cاز طرفي چون در مقطع

   C
C

F LWL WL( ) F
EI EI

    
345 241 384 48 384

  
 

  

 تير مركب  :33مثالABC     مطابق شكل بارگذاري شده است. مطلـوب اسـت
  .   B: الف) خيز تير در مفصل يهمحاسب

A (EIگاه يهب) شيب تير در تك N.m )  6 25 1 

  :كنيم: ابتدا تير مركب را به دو جزء تفكيك مي الف)پاسخ  

y    مساويند.  Bو مفصل Aگاهنيروي تكيه ABيهبه خاطر تقارن در تير ساد yB A KN N   
1 5 52
     

و همچنـين   yB در انتهاي خود تحت نيروي متمركـز  BCسرگيردار از طرفي تير يك
  ، BCترسـيم ديـاگرام آزاد تيـر     م(لازم به ذكـر اسـت كـه در هنگـا     است qبار گسترده
رسـم   BCرسم شده بود، در تير  ABكه در تير  B لفصنيروي م قائم العملبايد عكس

  شود، چرا كه قانون سوم نيوتن بايد رعايت گردد.)

  به سمت پايين مثبت در نظر گرفته شده است.) (خيز تيراست.  qو بار گسترده yBمساوي مجموع خيز ناشي از نيروي ،Bطبق اصل جمع آثار خيز در مفصل
   توان نوشت:مي BCبا توجه به جدول خيز براي تير 

 y
B B

B L qL / m / mm
EI EI

       
 

 
        

   

3 4 3 4 3
6 6

5 2 5 2 4 66 1 4 73 8 3 5 1 8 5 1
  

توجه به قانون سوم نيوتن الزامي است. اگـر نيـروي    BCو  ABدر دياگرام آزاد تيرهاي  Bاشاره شد در رسم نيروي داخلي در مفصل  در بالاكه  همان طور
yB  در تيرAB در تير  ،نيروي عمل فرض شودBC العمل آن كه به سمت بالا است رسم گردد. بايد عكس  

)AB A بـدون در نظـر گـرفتن اثـر خمـش در تيـر       Bمقطـع  شيب ناشي از خيز درمجموع مساوي است با  Aشيب تير در ب) ) شـيب ناشـي از    و ،1
)Aدر وسط تيراعمال شده  Fنيروي )AB A، بدون در نظر گرفتن اثر دوران 2 1.   

B
A

AB

/ / rad
L


 

    1

3 34 66 1 2 33 12
 

 

با توجه به جدول خيز و شيب A
FL / rad

EI


    
 2

2 2 3
6

5 2 25 116 16 5 1
    


  

A A A / rad      1 2
32 58 1  

  

FC 

W

FC 

2m 

F=10KN 

B 
1m 1m 

q=5KN/m 

C A 

B A1 
A2 

A

B A C 
L/2 L/2 

W 

F=10KN 

Ay 
By 

q=5KN/m 

By 
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 گاه در تكيه العملعكس: 34مثالA  چقدر است؟  

1 (M
L

2  2(M
L

  

3 (M
L

2
3  4 (M

L3 

  : گاهلذا تكيه ،استاز درجه يك تير نامعين »  4«گزينه پاسخCرا برداشته به جاي آن نيرويCR شـود  كه مشاهده مي همان طوردهيم اما قرار مي
گونـه خيـزي ايجـاد نشـده و نيـروي      هيچ Cباشد در نتيجه در مقطعلجهت مي، مساوي و مختلف اMناشي از دو لنگر Cگاهخيزهاي ايجاد شده در تكيه

  آيد. به دست Aگاه گشتاورگيري نموده تا نيروي تكيه Bگاه در چنين حالتي تنها كافي است حول تكيهمساوي صفر است.  Cگاهتكيه

                                         B y y
MM LA M M A
L

        6 3   
  

  

 محاسبه نماييد.  گاه را در صورت وجوددر هر تكيه گاهي و خيز و شيبشكل زير نيروهاي تكيه هايدرتير :35مثال  
  
  
  

  

  (الف)  (ب)  (ج)  (د)
  :گاه خيز در تكيه الف)پاسخA توان نوشت: هي و لنگر خارجي مساوي صفر است. بنابراين با توجه به جدول خيز و شيب ميگاناشي از نيروي تكيه  

A
A A

R LML My R
EI EI L

      
32 3

2 3 2 به سمت پايين مثبت فرض شده است) تير (خيز  

y A B B A B
MF R R R R R ( )
L

          3 12 
  

A
A A

M( )L( )R LML ML ML ML MLL
EI EI EI EI EI EI EI

            

22
31 32

2 2 4   مثبت فرض شده است) د(گردش پادساعتگر 4

B A B B B
M MM M R L M M ( )L M M
L

           3
2 2    

BMكند. اما قادر به تحمل لنگر بوده بنابراينگونه نيروي خارجي تحمل نميريلي بوده، بنابراين هيچ Bگاه تكيه ب) M باشد. مي  
  آورد. به دسترا  Aگاه توان نيروي تكيهتعادل مي هبا نوشتن معادل

y AF R       

آن  الجهت است. به عبارت ديگر تير تحت اثر خمش خالص قرار گرفته است و مقدار شيب و خيزدر دو انتهاي خود تحت اثر دو ممان مساوي و مختلف ABتير 
  طبق جدول برابر است با:

A B
ML ML; y
EI EI

    
2

2  

BM M  
  توان نوشت: كند، بنابراين طبق قانون تعادل ميرا تحمل  Pبايد نيروي خارجي  Aگاه نيروي تكيهج) 

   y A AF P R R P            
A B BM M PL M PL         

 زيـر توان براي محاسبه خيز و شيب تير از جدول مطـابق  گيردار است، بنابراين مير همانند يك تير يكس تيربا توجه به شكل رسم شده، رفتار و تغيير مكان 
  مود.استفاده ن

A
A

R L PL
EI EI

    
2 2

2 2  

B / A
AR L PLy
EI EI

 
 

3 3

3 3  

By 

Ay 

M M 
RC 

B 
RA 

M 

B 
RA 

M 

ByB
A A

P 

A 

B RA 

MB

A

B

B / AyA

L,EI 

A 

M 

B

L,EI

B

A

P

L,EI

A B

P 

B 

L,EI 

A 

M 

BA 
M M 

2L L L 2L  
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  آورد. به دسترا  Bگاه توان نيروي تكيهتعادل مي هطبق معادلد) 
 y BF R P     

  

با استفاده  .باشدگاه برابر صفر ميگيردار است، بنابراين مقدار شيب در اين تكيه Bگاه به دليل آنكه تكيه
  را آورد. Aگاه ريلي توان لنگر تكيهاز اين نتيجه مي

A
B A

M LPL PLM
EI EI

       
2

2 2  

A B B
PL PLM M PL M       2 2   

A  آيد.مي به دست BMگاهياكنون با نوشتن معادله تعادل، گشتاور تكيه
A

M LPL PL PL PLy
EI EI EI EI EI


      

23 3 3 3

3 2 3 4 12  
 

 گاهممان در تكيه :63مثالA برابر است با: (ثابتEI (  

1 (PL
4  

2 (PL
8  

3 (PL
1  

  از موارد فوق كدامهيچ) 4
  : و ثابت بودن تقارن در بارگذاري  به دليل»  2«گزينه پاسخEI هاي ميلهAB  وBC  مقطـع روي محور تقارن يـا  شيب درB    مسـاوي صـفر اسـت.   

  .رگيردار در نظر گرفتس را مانند يك تير دو AB، تيرBDطول ميلهكردن از تغييرات  نظرصرفتوان با در نتيجه مي
  ها در نظر گرفت.گاهتوان به صورت تير دو سر مفصل با دو لنگر متمركز خارجي مساوي و مختلف الجهت در تكيهرا ميABاما تير دو سر گيردار

  
  
  

  توان نوشت:مساوي صفر است، بنابراين با استفاده از جدول خيز و شيب تير نيز ميABاز تير BوAشيب در مقطع

A A A A B C
PL ML PLM M M M

EI EI
            

2
1 2 16 2 8  

 

 العمل عمودي پايهبراي تير بارگذاري شده در شكل عكس :73مثالB  .از وزن تير  باشدمدول ارتجاعي در كشش و فشار يكسان ميچه مقدار است
  شود. مي نظرصرف

1 (P
4  2 (P

2  3 (P3
8  4 (P5

16 

       
  : گاه تكيه»  4«گزينه پاسخB گاهي تكيه را برداشته به جاي آن نيرويB توان خيـز مقطـع   اكنون با استفاده از روش جمع آثار مي .شودقرار داده مي

B  .را محاسبه نمود  
  B= خيز مقطع بدون در نظر گرفتن اثر دوران  Pز نيروي+ خيز ناشي ا Pتحت نيروي Cخيز ناشي از دوران مقطع -  Bدر مقطع  BRخيز ناشي از نيروي

Bمحاسبه خيز براي Lكافي است خيز انتهاي تير يك سرگيردار به طول 1
C  تحت نيروي متمركز محاسبه شود. 2 B

LP( )PL
EI EI


    
3

1

3
2

3 3  

P 

B 
A 

MA 
L,EI 

BM

BR

Ay
B

A

AM B

P

B 
P P 

A 

C 

L 

D 

L/2  L/2  L/2  L/2  

A B

P



AM
BMP

A BM M M 

طبق روش جمع آثار

BA

P

(1)


(2)

M M

A
B)به دليل تقارن در بارگذاري(

L 
2 

L 
2 

B A 

P 

C  EI   
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Bه خيزبراي محاسب نظـر  تيـر صـرف   BCمحاسبه شود. در اين حالت از اثر خمش در بخش  Cناشي از شيب ايجاد شده در مقطع  Bكافي است خيز مقطع  2

B  به صورت خطي باقي بماند. BCكنيم كه تير شده و فرض مي B B B      1 2 3B C

LP( )L PL L L
EI EI


       
2

2

2
2

2 2 2 2 2  

B
B B B B C

B

LP( ) R LL
EI EI

L LP( ) P( ) R LL
EI EI EI

             

    

3 3
1 2 3

3 2 3

2
3 2 3

2 2
3 2 2 3

 



  

     B
B

R LPL PL PR
EI EI EI

     
33 3 5

24 16 3 16  

  

 گاه العمل تكيهدر تير زير عكس :83مثالB چه مقدار است؟  
  

  
  

  : ابتدا بخش  پاسخBC وارد بـر بخـش   رده بار گستشود. گاه قرار داده ميتير برداشته شده و اثر آن روي تكيه

BC  ،معادل نيروي متمركزتيرWLو لنگر متمركزWL2

WLM         . در نتيجه:باشدمي Bگاهدر تكيه 2 
2

2  
  

  توان نوشت:با استفاده از روش جمع آثار مي در نتيجه ،خيز مساوي صفر است Bگاه مفصلي وجود تكيهبه دليل  Bگاهاما در تكيه

y  شود.)(خيز به سمت پايين مثبت در نظر گرفته مي
B y y

L(W )LB L (WL)Ly B WL WL B WL
EI EI EI

         

2 23 3 3 72
3 3 2 4 4  

 

 خيز نقطه  قبليدر مثال  :39مثالC  چه مقدار است؟   
  : قطهخيز نپاسخC خيز ناشي از خمش قسمت1توان حاصل دو اثر دانست: را مي (BC ،تيرCy AB،Cyاز تير B) خيز ناشي از دوران مقطع2    1 2    

Bمساوي است با:ناشي از لنگر خمشي حاصل از بار گسترده  Bگاهنتيجه گرفت كه شيب در تكيه توانبخش (الف) مي 35به حل مثال با توجه 
ML

EI


  4   
  توان نوشت:است. بنابراين مي ABطول تير  Lكه در آن 

WL(M )
C C C B C

L(W )LWL WL ML WL WLy y y L L y L
EI EI EI EI EI EI


             

2

1 2

2
4 4 4 4

2 2
8 8 4 8 4 4  

Cyدر محاسبه Cyشود اما در محاسبهناشي از بار گسترده محاسبه مي Cگيردار فرض شده و خيز مقطع سريك  تير به صورت BCتير  1 شـود  فرض مي 2
  شود.خيز ايجاد مي Cدر مقطع  Bنبه صورت خطي بوده و انحنايي در آن وجود ندارد و تنها به دليل زاويه دورا BCكه تير 

 

 تير دو سر ثابت  :04مثالABگاهدر تكيهB، به اندازه فاصله عمودي تر از پايين
  باشد؟چه مقدار ميBگاهيهاي تكيهالعملعكس .قرار گرفته استAگاهتكيه

  
  

 :گاهتكيه پاسخB گـاهي لنگـر تكيـه  را برداشته و به جاي آن يك نيروي عمودي و يك 
گاه گيردار اسـت، مسـاوي صـفر    ه تكيهك، شيب به دليل آنBگاهشود. اما در تكيهگذاشته مي

  توان نوشت:باشد. با توجه به اصل جمع آثار ميمي بوده اما خيز عمودي مساوي
 

(شيب ساعتگرد مثبت فرض ميشود.) B B B
B B

M L R L R LM ( )
EI EI

     
2

12 2  

A 

B 
C 

W 

L L 

WL 

By 
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A

L

B
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BR

BM
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C c
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(خيز به سمت پايين مثبت فرض ميشود.) ( )B B B B B
B B

M L R L R L R L R Ly y
EI EI EI EI EI

        
2 3 3 3 31

2 3 4 3 12  

( )B
B B

EIy EI EIR M
L L L

  
      1

3 3 2
12 12 6  

  خلاف جهت نشان داده شده است. BMوBRهايمؤلفهيد اين نكته است كه جهت صحيح در نتايج مؤآمده  به دستعلامت منفي 
 گـاه هاي تكيـه العملعكس  :14مثالB     را در تيـر نشـان داده شـده

L(aمحاسبه كنيد.   b )  2  

 :گاهتكيه پاسخB  گاهيتكيه هايمؤلفهرا برداشته و به جاي آنBRوBM جمع آثار مقدار شيب و خيز را  ششود. اكنون با توجه به روقرار داده مي
  ) :Bگاه دهيم (به دليل وجود تكيهمحاسبه نموده و سپس مقادير را مساوي صفر قرار مي Bگاه در تكيه

  
  
  

)هايمثال) از نتايج 1شماره ( در تيراما براي تعيين خيز و شيب  )و5( dF):توان نوشتمي 17( wdx)  
L L

B
x dF w wL[ x ]

EI EI EI
   

2 2
1

2 331
2 2 3 48

 

  توان نوشت:با استفاده از جداول خيز و شيب مي

B B B
B B B B B

R L M L R LwL wL M ( )
EI EI EI

              
23 2

1 2 3 148 2 48 2   

L L L

B B
x ( L x) x ( L x)wdx w x wL wLy dF [x L ] y ( )

EI EI EI EI EI
 

        
2 2 2

1

2 2 4 4 43
1

3 3 1 1 7
6 6 6 4 6 8 64 384 

 

B B B
B B B B B

R L M L R LwL wLy y y y M ( )
EI EI EI

           
3 24 2

1 2 3
27 7 2384 3 2 192 3    

B B B
B

R L R L RwL wL wL wL wL( ) , ( ) R        
2 2 27 3 6 31 2 48 2 192 3 6 192 64 32  

B B B
wL wL wL( ) M M wL ( ) wL ( ) M

         
2 2 22 23 3 1 18 8 51 48 64 64 48 384 192  

  مختلف هايبارگذاريا تحت سختي خمشي تيره

سـازي نمـود، در زيـر بـه چنـدين مـورد از       هاي نيروي متمركز  را در محدوده ارتجاعي بـا يـك فنـر خطـي معـادل     توان تيرهاي مختلف تحت بارگذاريمي
  تواند سودمند باشد.در حل مسائل مي هاآنسازي تيرها اشاره شده كه به كارگيري معادل

با توجه به جدول B B eq
FL EI EIy F y k

EI L L
    

3
3 3

3 3
3  

 

eq
ML EI EIM k
EI L L

       

 

C eq
FL EIy k

EI L
  

3
3

48
48                                                C eq

Fa b EIy k
EI a b

  
2 2

2 2
3

3  

 

C eq
FL EIy k

EI L
  

3
3

192
192                                             C eq

Fa b EILy k
EIL a b

  
3 3 3

3 3 3
3

3
 

 

BR

W
BM

ba


W

B
(1)


B

(2)
BR


B

(3) BM

A B

F
L,EI

A L,EI
B M

A L / 2
F

L / 2 B
C A B

F

a b
C

A BL / 2

F

L / 2
C

F

C
a b

A
W

B
ba
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A eq
ML EIk

EI L
   

4
4                                                   A eq

ML EIk
EI L

     

 

A eq
ML EIk

EI L
   

3
3                                                  A B eq

ML EIk
EI L

     
2

2  

 

A B eq
ML EIk

EI L
     

6
6                                           B eq

PL EIy k
EI L

  
3

3
3

3  
 

B eq
PL EIy k

EI L
  

3
3

12
12  

 در شكل داده شده، دو تير داراي سختي خمشي يكسان  :24مثال(EI) باشند. خيز نقطهميB كدام است؟    

1(FL
EI

3

3  2 (FL
EI

3

24  3 (FL
EI

32
3  4 (FL

EI

35
12  

     

 :4«گزينه  پاسخ«  
  
  
  

  

  باشد:در دو تير يكسان مي Bطبق رابطه سازگاري، خيز مقطع 
B

B B
F L FLF F y

EI EI
   1

3 35 5
4 3 12

M FLB B
B B

F L (F F )L ML(y ) (y )
EI EI EI


    

3 3 2
1 2 3 3 2 :              

  

 سختي خمشي تيرها مساوي زيردر دو سازه شكل   :34مثالEI قائم عبارت است از: هايمكانباشد. رابطه تغيير مي      

1(A B  
2
3                         2 (A B    

3 (A B  
5
6                        4 (A B  

1
2  

 :گاهنيروي افقي در تكيه»  4«گزينه   پاسخ M گاه در نتيجه تكيه .مساوي صفر استM  وN تقـارن  به دليلتوان مشابه يكديگر در نظر گرفت. را مي، 

Pدر سمت چپ سازه مساوي Aدر نتيجه نيروي وارد بر مفصل  توان تنها نيمي از سازه را در نظر گرفت.اكنون مي
دو سـازه داده   يهباشـد. بـا مقايس ـ  مي 2

      شود:شده در صورت مسئله نتيجه مي
  

  
  

  

  

 در تير زير تغيير مكان  :44مثالB چقدر است؟S
EI(k )

L
 3

3    

1(l
EI

 4

2  2(l
EI

 4

3   

3(l
EI

 4

35  4(l
EI

 4

25  

BA

M L,EI

M

A

L,EI

B

L,EI

A

M

B
A

M

B

L,EI M

M
ML,EI

A
B

L,EI

P

A

L,EI

B

P

L L 
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B 

F  
L L 

FB

FB 

(1)

A

A

F 
L

FB

M = FL 
(2)

A با انتقال نيرويF  
 Bنقطه  به

R 

P 

B A 

R 
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 لولا

A
P 

M  N  

R  

A  
P  
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P
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  فصل هفتم

  »هاي انرژيروش«
  كار و انرژي :)1( درسنامه

 مفهوم كار خارجي  
  

 كار انجـام يابد. افزايش مي Pتا كه نيروي وارده به آن به تدريج ازاي را تحت بار محوري در نظر بگيريد ميله
  آيد:مي به دستزير  يهاز رابط اراين بگرفته ناشي از 

W Pd





 كار خارجي ميله ناشي از نيروي محوري  

فوق برابر با سـطح زيـر   . حاصل انتگرال باشدميله ناشي از بار محوري مي كل افزايش طول در رابطه فوق
تحـت عنـوان   كار كـه   مفهوم نوع ديگري از .در شكل روبرو است وتغيير مكان در فاصله ـ  منحني نيرو

                     شود: تعريف مي مقابلبه صورت  ،هدشكار مكمل ناميده 
P

*W dP 



  

نيـروي نهـايي وارد شـده بـر      رمقـدا  P. همچنينباشدمي Pو تغيير مكان در فاصلهـ و برابر با سطح محصور فوقاني بين منحني نير حاصل انتگرال فوق
W*نابراينبهايي با رفتار الاستيك خطي سطح پايين و بالاي منحني نيرو و تغيير مكان برابر بوده، باشد. در سازهميله مي W خواهد بود .  
  توان به صورت زير محاسبه كرد:اگر ميله تحت گشتاور خمشي يا لنگر پيچشي باشد كار خارجي را مي اكنون

W(الف)     Md


 



  : كار خارجي ميله تحت لنگر خمشي 

W(ب)     Td


 



  ميله تحت لنگر پيچشي : كار خارجي 

و د. نباشاي ناشي از لنگر خمشي و پيچشي ميكل تغيير زاويه مقدار به ترتيب برابر  
  شوند:روابط فوق در حالت الاستيك خطي به صورت زير تبديل مي

  

  
  W Pd P , W Md M , W Td T

  
             

1 1 1
2 2 2

(œ²H) (J) (Z)
  

  
  

گر يك جسم يا سازه در حالت تعادل، تحت اثر يك سيستم بارگذاري تغيير شكل كوچك مجازي بدهد آنگاه كار مجازي انجـام گرفتـه بـه    ا«طبق اين اصل 
   »وسيله نيروهاي خارجي مساوي با كار مجازي انجام گرفته بوسيله نيروهاي داخلي است.

  نمود:به صورت رياضي توسط رابطه زير بيان  توانرا مي اين اصل
extداخلي) صورت گرفته توسط نيروهاي ار مجازي (ك intW W خارجي) صورت گرفته توسط نيروهاي (كار مجازي  

هاي مجازي محاسبه نموده سپس از آن تشكيل دهنده جسم يا سازه را تحت تغيير شكل هايالمانبراي محاسبه كار مجازي داخلي، كافي است كار مجازي 
  متفاوت ترسيم شده است. هايبارگذاريهاي مجازي يك المان دلخواه تحت انواع تغيير شكل زيرمود. در شكل گيري نانتگرال

P

L 



M

x

T





P

P
dP

d 0 x

*W

W
*dw dP 

dw Pd 

  اصل كار مجازي
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int intW dW Nd Md Vd Td              
M، نيروي محوريNدر رابطه فوق   لنگر خمشيV  نيروي برشي وT باشد.لنگر پيچشي مي  

چگالي انرژي كرنشي   
  

  باشد. شود كه برابر سطح زير منحني تنش ـ كرنش تا كرنش مورد نظر ميچگالي انرژي كرنشي ناميده مي ،انرژي ذخيره شده بر واحد حجم در جسم
كرنشـي ذخيـره شـده در    در شكل زير دياگرام تنش ـ كرنش براي يك جسم ترسيم شده است. چگـالي انـرژي     

  جسم به صورت سطح هاشور زده نمايش داده شده است. 
 باشد.در رابطه بيانگر مقدار كرنش نهايي جسم در فرآيند بارگذاري مي  

u d


  



  

قانون هوك  منحني تنش ـ كرنش به صورت خطي بوده و از در يك تغيير شكل الاستيك و خطي 
فوق به صـورت   يهرابطبنابراين  .باشدكند و سطح زير منحني به صورت يك مثلث ميتبعيت مي

  شود:زير ساده مي

  Eu
E
 

 
2 2

2 2u , E     
1
2  

خطـي و   تـنش و كـرنش   يهبار متمركز بوده و رابط ـانرژي كرنشي الاستيك يك سازه يا عضو كه تحت يك چگالي  يهتوان براي محاسبمي فوق يهاز رابط
در منحني تنش ـ كرنش سطح بالاي نمودار تا خط   معلوم باشد استفاده نمود.     در حالت كلي، تحت عنوان چگالي انرژي كرنشي تكميلي يا مكمـل

*u آورد.  به دست روبرون توسط رابطه تواشود كه مقدار آن را ميبيان مي  *u d


  



  

u*ـ كرنش مساوي بوده، بنابراين هايي با رفتار الاستيك خطي سطح بالا و پايين منحني تنشدر سازه u باشد. مي  
  باشد، انرژي كرنشي برابر است با:  xو تنش محوري در آن برابر استتحت بارگذاري محوري  xبراي جسمي كه در جهت 

   
V

xU dV
E


 
2

2                                            
x

V

u
EU udV



 

2

2  

  باشند.  حجم مي V، انرژي كرنشي و U، چگالي انرژي كرنشي و uدر رابطه بالا 
  عبارتست از: sUو انرژي كرنشي  برشي suقرار گرفته چگالي انرژي كرنشي برشي رشيبراي جسمي كه تحت تنش ب

xy
s xy xy s xy xyu d u

G

 
       

21
2 2





Â‰i ¦ÃTw¯H S²Ie nj  

V V

xy
s sU u dV dV

G


  
2

2  

  د.نباشمختلف برابر كار خارجي انجام شده بر روي جسم بر واحد حجم مي هايريبارگذاهاي كرنشي محاسبه شده توسط انرژيكليه چگالي 
  توان به دو بخش تفكيك نمود:چگالي انرژي كرنشي موجود در يك نقطه از جسم را مي: 1تذكر  

  .vuنقطه آنچگالي انرژي كرنشي مربوط به تغيير حجم ماده در ) 1
  .duنقطه آنكرنشي مربوط به تغيير شكل ماده در چگالي انرژي  )2

dx ds
 ي توسط لنگر خمشيجابجايي مجاز جابجايي مجازي تحت بار محوري

d

dx
 جابجايي مجازي تحت نيروي برشي

dx

d

dx

d

 جابجايي مجازي تحت لنگر پيچشي





d

d




*u u



*u

u
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 ابطهتوسط ر ورد نظرمچگالي انرژي كرنشي مربوط به تغيير حجم جسم در نقطه  ،دنباش مورد نظرهاي اصلي در يك نقطه از ماده تنش 3و 2و 1اگر
  :       شودتعيين مي زير

vu ( )
E

 
      2

1 2 3
1 2

6  

بـه   zو yو xقـائم  هـاي تنشتوان بر حسب قائم در يك نقطه همواره مقداري ثابت است، بنابراين رابطه فوق را مي هايتنشوع ماز طرفي چون مج

x  نوشت: روبرو صورت y z v x y zu ( )
E
 

                  2
1 2 3

1 2
6  

هاي قائم در يك المان مساوي صفر باشد، انرژي كرنشي مربوط به تغيير حجـم مـاده   كه از رابطه فوق مشخص است، در صورتي كه مجموع تنش همان طور
  شود:بيان مي زيراصلي توسط رابطه  هايتنشر حسب مساوي صفر است. اما چگالي انرژي كرنشي مربوط به تغيير شكل ماده ب

du [( ) ( ) ( ) ]
G

           2 2 2
1 2 2 3 3 1

1
12  

باشـد. بـه   هاي قائم اصـلي مـي  هاي اصلي است و مستقل از مجموع تنشانرژي كرنشي تغيير شكل، وابسته به مجذور اختلاف تنشطبق رابطه فوق، چگالي 
لي يـك حـداكثر چگـا    قـادر اسـت   باشد. چرا كه هر جسممي duي آغاز تسليم در جسم ضريبي ازعبارت ديگر مقدار چگالي انرژي كرنشي بحراني لازم برا

طبـق ايـن معيـار     توان به معيار ون ميزز (معيار انرژي برشي ماكزيمم) دسـت يافـت.  مي فوقاز رابطه  كند. انرژي كرنشي واپيچشي يا برشي در خود ذخيره
)y             برقرار باشد:  مقابلرسد كه رابطه م ميجسم زماني به تسلي ) ( ) ( ) ( k) k           2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 3 1 2 2 3 6  
k باشد.فوق تنش برشي تسليم مي يهدر رابط  
 انرژي كرنشي   :2 تذكرU  و چگالي انرژي كرنشيu باشند، بنابراين اصل جمع آثار هاي تنش ميبه ترتيب تابعي غيرخطي از عامل بارگذاري و مؤلفه

هاي انرژي كرنشي ذخيره در جسم ارتجاعي تحت بارگذاري U2و U1توان با ارائه مثال ساده زير نشان داد. اگرباشد. اين مسئله را ميصادق نمي هاآني برا
F)انرژي كرنشي ناشي از مجموع بارهاي محوري U3باشند و F2و F1محوري F )1   نيست.  U2و U1برابر مجموع U3باشد، آنگاه 2

                            
F L
AE F LU F U

AE
 

   
11 2

1
1 1 1 1

1
2 2  

                           
F L
AE F LU F U

AE
 

   
22 2

2
2 2 2 2

1
2 2  

(F F )L
AE (F F ) LU (F F ) U U U

AE


  

      
1 23 2

1 2
3 1 2 3 3 1 2

1
2 2  

انرژي كرنشي ارتجاعي ميله تحت نيروي محوري    
  

بـوده و سـطح مقطـع ميلـه برابـر       P(x)تحـت نيـروي محـوري    Lاي به طول در صورتي كه ميله 
A(x) اصله در فx انرژي كرنشي برابر است با:  زيرباشد، با استفاده از رابطه  از مبدأ  

L P (x): dV A(x)dx U dx
EA(x)

   
2

xحجم يك المان دلخواه از ميله 2
xV

P(x)U ( )dV , ,
E A(x)


  
2

2  

  در حالتي كه در طول ميله نيروي محوري ثابت و سطح مقطع يكنواخت باشد، انرژي كرنشي برابر است با: 

P LU
EA


2

2  

i(Aمقطع يكنواخت با سطح مقطع Kاگر ميله شامل    متفاوت و ثابت در هر مقطع باشد، رابطه انرژي كرنشي براي كل سازه برابر است با:  i(P(و نيروي داخلي (
K

i i
i ii

P LU
E A

 
2

1 2  

نيروي داخلي هر عضو را محاسبه كرده سپس از رابطه فوق انرژي كرنشي ذخيـره   ،توسط روش مفصل يا برشبراي محاسبه انرژي كرنشي در خرپا ابتدا بايد 
  آورد.  به دستشده در خرپا را 

1F

2F

1 2F F

A(x) P(x)

dxx

P

L

AE
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 انرژي كرنشي ارتجاعي تير تحت بار خمشي   
  

 xبه فاصله  Lدر صورتي كه لنگر خمشي ناشي از بار عرضي يا لنگر خمشي خارجي در مقطع تيري به طول 
  انرژي كرنشي برابر است با:  زيرباشد، با استفاده از رابطه  M(x)از مبدأ برابر 

x
M(x)y , dV dAdx

I
  )تنش ناشي از خمش( 

V
xU ( ) dV ,
E


  2
2  

L L

V A

M (x) M (x) M (x)U (y dA)dx U ( y dA)dx dx
EIEI EI

 
       

 
   

2 2 22 2
2 2 22 2 

  

    و سطح مقطع ثابت باشند، انرژي كرنشي برابر است با: در حالتي كه لنگر خمشي

M LU
EI


2

2  

  گردد با:متفاوت و ثابت در هر مقطع باشد، رابطه انرژي كرنشي برابر مي iIو ممان اينرسي iMمقطع با لنگر خمشي kاگر ميله شامل 
k

i i
ii

M LU
EI

 
2

1 2  

انرژي كرنشي ارتجاعي ميله تحت لنگر پيچشي  
  

از  xدر فاصـله   J(x)و ممـان اينرسـي    T(x)تحت اثر لنگـر پيچشـي    Lطول اي به در صورتي كه ميله
  انرژي كرنشي آن برابر است با:  زير مبدأ باشد، با استفاده از رابطه

T(x) r , dV dAdx
J(x)

  )تنش برشي ناشي از پيچش(
V

U dV ,
G


 
2

2  

L L L

V A

T (x) T (x) T (x) T (x)U (r dA)dx ( r dA)dx J(x)dx dx
GJ(x)GJ (x) GJ (x) GJ (x)

     
               

     
    

2 2 2 22 2
2 2 2 22 2 2  

  

  پيچشي و سطح مقطع ثابت باشند انرژي كرنشي برابر است با:  در حالتي كه گشتاور 

T LU
GJ


2

2  

i(Tمقطع يكنواخت با لنگر پيچشي Kاگر ميله شامل  i(Jو ممان اينرسي (   ا: متفاوت و ثابت در هر مقطع باشد، رابطه انرژي كرنشي برابر است ب (

k
i i

ii

T LU
GJ

 
2

1 2  

  شوند. مقادير انرژي كرنشي ذخيره شده در جسم با باربرداري از روي جسم به محيط پيرامون بازگشته و كاملاً آزاد مي

 سه بعدي چگالي انرژي كرنشي  
  

  آيد: ي زير به دست ميز رابطها به صورت كلي و جسم ايزوتروپيكخطي انرژي كرنشي بر واحد حجم در مورد يك تغيير شكل الاستيك 

                                      ij ij x x y y z z xy xy yz yz zx zx
Uu d u ( )
V

                      
1
2  

ي زيـر بـه   رابطـه  ،نوشته شـود  هاي تنشطبق قانون هوك، مؤلفه در يك نقطه از جسم ايزوتروپيك كرنشهاي مؤلفه به جاي فوقي رابطه در در صورتي كه
  آيد:دست مي

          x y z x y y z z x xy yz zxu [ ( )] ( )
E G

                     2 2 2 2 2 21 122 2   

u شود.              ميساده  مقابلبه صورت  ،اصلي تنش هايمؤلفه بر اساس فوقو اما رابطه  { ( )}
E

               2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1

1 22  

L

MM E , I

x

M(x)

x

T(x)

T
G,J

L
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 (modulus of toughness) مدول سفتي  
  

با مساحت كل محصور شده در زير دياگرام تنش ـ كـرنش جسـم تـا       برابرمدول سفتي 
، )روبـرو  (مساحت هاشور خورده در شكل باشدمي سيختگي آنگ يهكرنش ماده در لحظ

جهت گسيختگي يـك مـاده را    جسم بر واحد حجمكرنشي انرژي  ،مدول سفتياز طرفي 
سفتي يك مـاده بـه داكتيليتـه     مدول كه از شكل آشكار است همان طوركند. تعيين مي

  و تنش نهايي جسم بستگي دارد.(چكش خواري) 
  

  يهاي به ميزان حداكثر توانايي انرژي قابل جذب در آن سازه ارتباط داشته كه اين نيز به نوبومت يك سازه در برابر بارهاي ضربهظرفيت مقا: 3تذكر 
 حالي كههند در دنشان ميخود مواد چكش خوار، مدول سفتي بالايي داشته بنابراين مقاومت به ضربه خوبي از  بستگي دارد. مورد نظرخود به سختي سازه 

  بسيار حساس و شكننده هستند. ايضربهمدول سفتي، در برابر بارهاي  بودن مواد ترد به دليل پايين

 (modulus of resilience) مدول جهندگي  
  

مدول جهندگي مساوي مساحت سطح زير نمودار تـنش ـ كـرنش در جسـم تـا كـرنش        
ر داست كه جسـم تـا لحظـه تسـليم      اياين مساحت مساوي مقدار انرژي بوده كه تسليم
 كرد. جذب خواهدخود 

ظرفيت مقاومت يك سازه بدون ايجاد تغيير شكل دائمي بستگي بـه مـدول جهنـدگي    
  مورد استفاده در آن دارد. يهماد

 شود) نظرصرفرا تعيين كنيد (از انرژي كرنشي مربوط به تغيير شكل برشي  زيرانرژي كرنشي مربوط به تير منشوري شكل  :1مثال.  
  
  
  
  
 :باشد كه در صورت مسئله از انرژي كرنشي مربوط بـه بارگـذاري برشـي    شده در تير ناشي از بارگذاري برشي و خمشي مي ذخيرهژي كرنشي انر پاسخ
 بـه دسـت  دو برش مطابق شكل زده و لنگر خمشي داخلـي  در طول تير شده، در نتيجه تنها بايد انرژي كرنشي ناشي از خمش محاسبه شود. ابتدا  نظرصرف

  شود.يآورده م

B y y
Fb: M A L Fb A
L

        كل تير  

A y y
Fa: M B L Fa B
L

       كل تير  
  

O
FbM M x
L

    1  
  

O
FaM M x
L

    2  

  شود.اكنون با توجه به روابط متن درس، انرژي كرنشي ناشي از خمش محاسبه مي
a b a b

AC BC
M M F b F aU U U U ( )dx ( )dx U [ x dx ( x )dx ]
EI EI EI L L

            
22 2 2 2 2 221 2

2 2
1

2 2 2   
  

F b a a b F a b F a bU ( ) (a b)
EI EILL EIL

     
2 2 3 2 3 2 2 2 2 2 2
2 2

1
2 3 3 66

  

Ay

F
2M

x x
By

1M

  

 
y  

y  
y 

O

x

1M

1V
Fb
L

O2M
2V

x Fb
L

  
Rupture

 
R 

L

a b

EI

F

C EI
BA
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 يك كابل همگن به طول :2مثالL  ثابتو سطح مقطعA   از يك انتهاي خود آويزان است. اگر وزن كل كابـل را توسـطW     نشـان دهـيم، انـرژي
  كرنشي ذخيره شده در آن تحت اثر وزنش چه اندازه است؟

 :با اگر وزن مخصوص كابل را پاسخ توان نيروي داخلي ناشـي از وزن كابـل را در هـر مقطـع     نشان دهيم مي
در مقطـع   F، سپس نيروي داخلياز انتهاي كابل زده xدلخواه از كابل تعيين نمود. ابتدا يك برش دلخواه به فاصله

  شود.برش خورده محاسبه مي
F W mg V Ax      (وزن بخش پاييني مقطع برش خورده)F W  

  آيد:مي به دست زيربوده كه از رابطه  يانرژي كرنشي ذخيره شده در ميله، ناشي از بار محور
L L L LF A x A A ALU ( )dx ( )dx ( )x dx U x

AE AE E E E   

             
2 2 2 2 2 2 2 32 31

2 2 2 2 3 6  

A  كنيم، در نتيجه:ضرب مي Aفوق را در  مخرج كسر و صورت L A L ( V) W LU L L
AE AE AE AE

  
    

2 2 3 2 2 2 2 2

6 6 6 6  

  
 ياثر بار محور تحت زيرمطابق شكل  ميله مخروطي :3مثالP   قرار گرفته است، انـرژي
  ذخيره شده در ميله چه اندازه است؟ يكرنش

  
  

 
  

  

 :نشان داده شده،  يدر ميله مخروط يسبه انرژي كرنشي ناشي از بار محوربراي محا پاسخ
     استفاده شود.زير رابطه از كافي است 

L LP P dxU ( )dx ( )
AE E A(x) 

  
2 2

12 2  
  

سـپس  دهـيم.  نمايش مي rدلخواه برش زده، شعاع مقطع را با x، ميله را در يكxبه صورت تابعي از A(x)براي محاسبه تغييرات مساحت سطح مقطع
  آوريم.مي به دست زيرتشابه مثلث به صورت با استفاده از رابطه را  rمقدار

L Lr R x x x x dx dxr R R r R( ) A(x) r R ( ) ( )xR R L L L L A(x) R ( )
L

 


              

  
 2 2 2

2 2
1 1 22 1

  

xاز تغيير متغير u
L

 1 شود.براي حل انتگرال فوق استفاده مي  x u dx Ldu
L

   1  

xx  گردند:حدود جديد انتگرال مطابق زير تعيين مي u u
L

        1 1 1  

Lx L u u
L

      1 2 2  

Ldu L L L( ) [ ] [ ] ( )
uR u R R R

     
   


2

1
2
12 2 2 2 2

1 12 1 32 2
  

P L P L( ),( ) U
E R R E

   
 

2 2
2 21 3 2 2 4

  
 

 يفرض كنيد تير منشور :4مثالAB    داراي سطح مقطع مستطيل باشـد. در ايـن صـورت
ثابت كنيد كه براي بارگذاري نشان داده شده، مقدار چگالي انرژي كرنشي اين تيـر بـه صـورت    

m
Uu
V

   باشند.به ترتيب انرژي كرنشي و حجم تير مي Vو Uباشد كه در آنمي 15

 :در يك  پاسخx سپس مقـدار   ،دلخواه از انتهاي تير برش زدهM     لنگـر داخلـي محاسـبه
در رابطه انرژي كرنشي، كل انرژي كرنشي ذخيـره شـده در تيـر     M(x)شود. با جايگذاريمي

  آيد.مي به دستر خمشي ناشي از لنگ

2R r
R

x

L

AE

x

F

W



L

A B



x
O

V

M(x)

2R
R

P

L
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O
x xM M(x) x M(x)          

2

2 2  
L L

LM (x) x x LU dx ( )dx [ ] U ( )
EI EI EI EI

  
     

2 2 4 2 5 2 5
12 8 8 5 4 

 
  

m  اما چگالي انرژي كرنشي ماكزيمم در تير برابر است با: m
m

M Cu ( )
E EI


 

2 2 2
2 22 2

  

  گاه به وقوع پيوسته و مقدار آن برابر است با:اما لنگر خمشي ماكزيمم در تكيه

m m

L h( ) ( )( )L L L hM L u ( )
EI EI


 

      

2 4 22 2 4 2
2 2

2 4 2 32 2 2 32
  

  ) خواهيم داشت:3) بر (1با تقسيم رابطه (
m

U V
u

  15m

L bh( ) LU LI (bh)L VLEI
u L h h h( )

EI




      


2 5 3

2 4 2 2 2
2

32 32 44 12
4 4 5 12 15

32


 

  

  

 با استفاده از روش كار و انرژي شيب ناشي از كوپل  :5مثالM  را در نقطهD .تعيين كنيد   
  

  

 :شوند: گاهي تعيين ميوهاي تكيهابتدا نير پاسخ  

B y y

y y y y

MM A L M A
L

MF B A B
L






 

 

       

     




  

  شود:آورده مي به دستدو برش در طول تير زده شده و لنگر خمشي در هر برش 
  

  
  

  
  

y
Mx L M A x x
L

      1
  x a M M   2   

  آيد:مي به دستاكنون انرژي كرنشي ذخيره شده در طول تير ناشي از لنگر خمشي 

M M MLU a (L a) ( )
EI EIEIL

      
2 2 23

2 3 13 2 62
  

L a L a
M( x)M M (M )LU dx dx dx dx

EI EI EI EI


      

22 2 2
1 2

2 2 2 2   


  

DU  توان نوشت: از طرفي طبق قضيه كار و انرژي براي يك تير تحت خمش خالص مي M ( ) 
1 22   

D  شود: محاسبه مي D) شيب در مقطع 2) و (1از مساوي قرار دادن روابط (
M (L a)
EI

   33
  

  

  
اي مطـابق شـكل   بـه ميلـه   vو سـرعت اوليـه   m جسمي را در نظر بگيريد كه با جـرم 

در  mجـرم   كردن از اتـلاف انـرژي و بـا فـرض اينكـه      نظرصرفدر صورت  ،برخورد كند
بـه ميلـه     m جـرم مقايسه با جرم ميله خيلي بزرگ بوده و همچنـين در طـي برخـورد،    

به انرژي كرنشي كه باعث تغيير   m تمامي انرژي جنبشي جرم ،چسبيده و برگشت نكند
  شود تبديل خواهد شد.شكل جسم مي

V
m

 

AE , L 

yA yB

M

(1) (2)

M
2V

2M


y
MA
L



x 1V

1M

A

L

B

a

D
M

  ايبهگذاري ضرارب
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h 

max 

m 

A B

بقـاي انـرژي مـي   اگر تنش ايجاد شده در ميله ناشي از برخورد در محدوده ارتجاعي بوده و داراي توزيعي يكسان بدون اثر تمركز تنش باشد، آنگاه از قـانون  
  آورد: به دست زيرتوان مقدار تنش ناشي از ضربه را به صورت 

                               
m

m m
m m

U mv

F dx F Adx F dVU dV U V
AE E EA E A E

 


       
   

2

2 22 2 2
2 2

1
2

2 2 22 2


  

m
m

U E mv E
V V

  
22   

m دهد.اي را نشان ميدر رابطه فوق تنش قائم متوسط ايجاد شده در ميله تحت بار ضربه  
  تا تنش در آن به حد بحراني نرسد: هاي زير باشداي بايد داراي ويژگيطراحي شده در برابر بارهاي ضربه يهتوان نتيجه گرفت كه سازمي به دست آمدهطه از راب

  حجم سازه زياد باشد. )1
  مدول الاستيسيته سازه كم و تنش تسليم بالا باشد.  )2
  اثرات تمركز تنش در آن حداقل باشد. و منظم و يكنواخت پخش گردد به طوروجود در آن حدالامكان هاي ماي باشد كه تنششكل سازه به گونه )3
  اي به مراتب بيشتر از تغيير شكل سازه تحت همان بار ولـي بـه   تغيير شكل سازه تحت بارهاي ضربه: 4تذكر

تغيير شـكل   ،تيري افقي رها شود سطو بر hاز ارتفاع  Wاي به وزن صورت استاتيكي است. به عنوان مثال اگر قطعه
شـود  فرض مي( آيد.ي زير به دست مياز رابطه با استفاده از قانون بقاي انرژي ماكزيمم در نقطه برخورد قطعه با تير

  .)شودگونه اتلاف انرژي وجود نداشته و تمامي انرژي پتانسيل به انرژي كرنشي تبديل ميكه در حين برخورد هيچ

P ( ) 
1   )    انرژي كرنشي = انرژي پتانسيل 1كار = انرژي كرنشي     ،    (22

EI                 توان نوشت:طبق جدول خيز و شيب مي EI ( )
L L

 
   

2
3 3

1 48 24 انرژي كرنشي32
( )PL EIP

EI L


    
3 2

3
48

48  

      باشد.مي ي مذكور يك معادله درجه دوم بر حسب مجهولباشد. رابطهكه مقدار آن مجهول ميهمان خيز ماكزيمم تير بوده  در رابطه فوق

      max
WL WL WL[( ) h( )]

EI EI EI
   

13 3 32 2248 48   )4در رابطه ( 2با حل معادله درجه 48

انرژي پتانسيل اوليه گلوله با توجه به سطح تراز انرژي پتانسـيل در  
W(hكل برابرنظر گرفته شده در ش )  باشد، در نتيجه:مي  

  

( ) , ( ) EIW(h ) ( )
L


  
23 1

3
24 4

  

stبرابر طبق جدول خيز Wتير تحت بار استاتيكي تغيير شكل  اما
WL

EI
 

3

  : نوشت زيرتوان به شكل رابطه فوق را مي باشد، بنابراينمي 48

max st st st( h )      

1
22 2  

  

 اي به جرم اگر طوقه :5 ذكرتm  مطابق شكل از ارتفاعh      رها شده و بر روي ميله بدون اصطكاكي سقوط آزاد كرده تا به صـفحه صـلب انتهـاي ميلـه
مم به وجود آمـده  اي قرار گرفته كه با در نظر گرفتن فرضيات زير و با استفاده از قانون بقاي انرژي تغيير شكل ماكزيبرخورد كند، ميله تحت بارگذاري ضربه

  شود: در آن توسط رابطه زير تعيين مي
  شود.شده و تمامي انرژي پتانسيل طوقه به انرژي كرنشي تبديل مي نظرصرفاز اتلاف انرژي ـ 2جرم طوقه در مقايسه با جرم ميله بزرگ است،  ـ1 فرضيات:

  انرژي كرنشي در ميله = انرژي پتانسيل طوقه 
AE EA
L L


   

21
2 PLPميله انرژي كرنشي2 ,

AE
    

1
  انرژي كرنشي ميله 2

 چون توزيع تنش در ميله يكسان فرض شده،
 آيد.بيرون مي از داخل انتگرال mبنابراين 

h 

max 

A 

  شود.ترين وضعيت تير يعني در موقعيت خيز ماكزيمم در نظر گرفته ميسطح تراز از انرژي پتانسيل در پايين
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به سمت پايين خيز داشته باشد و اگر سطح  اگر ميله تحت اثر ضربه ناشي از برخورد طوقه حداكثر به اندازه
انـرژي   ـѧآنگاه رابطه كار  ،ته شودلب در نظر گرفترين وضعيت قرارگيري صفحه صتراز انرژي پتانسيل در پايين

  ورت زير نوشت:توان به صرا مي

max
EA WL WL WLhW(h ) [( ) ]

L AE AE AE


        
12

2 22
2  

stاما تغيير طول استاتيكي ميله تحت جرم طوقه برابر
WL
AE

  باشد، بنابراين:مي
stmax st st( h )      
2

1
22  

   محاسبه نمود:     زير يتوان توسط رابطهميه در ميله را آمد به وجود تنشحداكثر در اين حالت 

max
max max st st st

E hEE ( )
L L


         

1
22 2  

st مساوي است با: مقدار آن باشد وتنش در بارگذاري استاتيكي مي مقدار                    
L

E
A

mg
A
W st

st


  

)stاز ارتفاع سـقوط باشـد   تركوچكز استاتيكي ميله بسيار اي كه خياگر طوقه از ارتفاع بالايي سقوط كرده به گونه h) ،   تـوان رابطـه خيـز    آنگـاه مـي

max  تقريب زد: مقابلماكزيمم را با رابطه  st st st max st( h ) h         
1

2 22 2  

st  ين نمود:تعي مقابله ناشي از بار محوري را توسط رابطه شدتوان تنش ماكزيمم ايجاد همچنين در اين حالت مي
max

hE mv E
L V


  
22   

v طوقه با صفحه صلب انتهاي ميله است. ددر رابطه سرعت برخور  
  شودناميده ميضريب ضربه  ،در برابر همان نيرو سازه، العمل استاتيكي آننسبت واكنش ديناميكي يك سازه در مقابل يك نيرو به عكس: 6تذكر.  

                
st

max



 ضريب ضربه  

  مساوي است با: اي محوري قرار گرفته،اي كه تحت بارگذاري ضربههآمده در ميل به وجودتغيير شكل ماكزيمم  :7تذكرAE(k )
L

  

        
m

max max max

m max max m max
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max  تعيين نمود: بلمقاتوان توسط رابطه را مي ضربهبنابراين ضريب 
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ضريب ضربه  

 2/اي از ارتفـاع گـاه مفصـلي قـرار دارد. وزنـه    تيري به طور افقي روي تكيـه  :6مثال    اگـر   كنـد. متـري بـا سـقوط آزاد بـا وسـط تيـر برخـورد مـي         5
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  شود؟چند سانتيمتر ميتقريباً  باشد، اندازه 5

1(6 2(8 3(1 4 (12  

 :3«گزينه  پاسخ«  h / m 2 5                    max
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5   ضريب ضربه 1

  آمد:  به دستي از انرژي پتانسيل ذخيره شده در وزنه به صورت زير اي خيز ماكزيمم ناشطبق توضيحات متن درس در بارگذاري ضربه
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  اندازه خمش ضربه
  اندازه خمش استاتيكي
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 يهوزن :7مثالW كه ابعاد آن در مقابل تير ناچيز است از ارتفاعhچسبد. اگربر روي تير سقوط كرده و به آن ميh وسط تيـر در حالـت    چهار برابر خيز 
  بر وسط تير باشد، حداكثر خيز وسط تير  چقدر است؟  Wاستقرار استاتيكي
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 :توان از رابطه زير استفاده نمود:اي است بنابراين براي محاسبه خيز ماكزيمم در آن ميبا توجه به اينكه بارگذاري از نوع ضربه »2«گزينه  پاسخ  
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max  آيد.مي به دست كتاب Aدر پيوست وسط تير ساده تحت بار متمركز با استفاده از جدول خيز از طرفي خيز استاتيكي 
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 در شكل زير اگر وزنه  :8مثالW به طور آني به انتهاي تير وارد شود تغيير مكان انتهاي تير چقدر خواهد بود؟  
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  :آيد، اما از طرفي چون قطعه مماس بر تير است بنـابراين در رابطـه   مي به دستاي خيز ماكزيمم توسط رابطه زير در بارگذاري ضربه »3«گزينه پاسخ
h   شود.قرار داده مي  
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FLخيز استاتيكي تيري يكسر گيردار تحت نيروي متمركز در انتهاي تير برابر
EI
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  باشد.مي 3
 

 ماكزيمم تغيير شكل تير زير اگر وزنه :9مثالm به جرمkg3 از فاصله4 متري انتهاي تير سقوط كند چقدر است؟سانتي  
  (L cm ,EI kg.cm )  7 21 1  

1(cm9  2(cm8  3(cm1  4(cm12    

 :شود:ي زير تعيين مياي توسط رابطهطبق توضيحات متن درس، حداكثر خيز ايجاد شده ناشي از بارگذاري ضربه  »3«گزينه  پاسخ  

  max st st st( h )      
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2   ايخيز ناشي از بار ضربه  : 22

  توان نوشت:ه زير قابل محاسبه است. بنابراين ميتوسط رابط كتاب Aاما خيز استاتيكي ايجاد شده طبق جدول خيز تير در پيوست 
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  خيز استاتيكي:  

 

 يكنواخت ميله  :10مثالAB از برنج با مشخصاتy ksi  Eو 2 psi  615 سـاخته   1

ه با سرعتدر طول اين ميل D يهشده است، حلق  in
sec

حركت كرده تا به صفحه صـلب انتهـاي    1
   چه اندازه است؟ 2با در نظر گرفتن ضريب اطمينان  Dميله برخورد نمايد. حداكثر جرم مجاز حلقه 

 :حداكثر جرم مجاز حلقه  پاسخD  مربوط به حالتي است كه تنش حداكثر در ميلهAB  .بـراي تعيـين جـرم از قـانون بقـاي      به حد تنش تسليم برسد
  ).شودنمودن از اتلاف انرژي، تمامي انرژي جنبشي حلقه به انرژي كرنشي تبديل مي نظرصرفشود (با فرض انرژي استفاده مي
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  انرژي جنبشي = انرژي كرنشي تحت بار محوري  
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