
  
 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  مقاومت مصالح

 

  اولفصل 
  » تنش، كرنش، بارگذاري محوري «

  هاي تأليفي فصل اولتست

 نسوري است از مرتبة:انسور تنش، تات :1مثال  
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
  :مؤلفه است كه 9باشد. اين كيفيت در هر نقطه از جسم داراي ميطبق توضيحات متن درس، تنش كميت تانسوري و از مرتبه دو،   »2«گزينه  پاسخ 

  شود.پرداخته مي هاآنبه معرفي هاي بعدي لدر فص
 

 نمودار توزيع تنش در طول يك ميله يكنواخت به طول  :2مثالL و سطح مقطعA و به وزنW     كه از يك سقف آويزان شده اسـت، مطـابق كـدام
    است؟ نمودار

  
  

  
)1(  )2(  )3(  )4(    

 :اگر» 1«گزينه   پاسخ  وزن  ضربحاصلتنش را در يك مقطع دلخواه محاسبه كرد. (نيروي وزن برابر  توان از رابطه زيرميوزن مخصوص ميله باشد
  مخصوص در حجم ميله است.)                     
                              yF F W      

Ay
F W V Ay y

A


            

  
  صحيح است.  1به صورت خطي است. بنابراين گزينه  yتغييرات تنش بر حسب طبق رابطه بالا 

  
 ورق فولادي كه ضخامت هر يك  5در اتصال زير مطابق شكل  :3مثالt سطح مقطع باشد با يك پيچ با ميA انـد و نيـروي  شده به همديگر متصل P  

   را بايد انتقال دهند. تنش برشي ماكزيمم در پيچ كدام است؟
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 :شود كه برابر است با:فصل مشترك صفحات اول و دوم ايجاد مي برش ماكزيمم در  »2«گزينه  پاسخ  
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P4يعني تربزرگكه صفحات مياني تحت نيروي  كنيدتوجه 
1  قرار دارند كه ازP

3
1        و در بيشتر است ولي مسـاحت سـطح در ايـن حالـت دو برابـر اسـت

  از مقدار محاسبه شده بين صفحات اول و دوم كمتر است.  هاآننتيجه تنش 

                                                            P

A
  

2
1       تنش برشي بين صفحات دو و سه  
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 نش لهيدگي چقدر است؟ گاه متقارن زير تدر تكيه :4مثال  

1 (KN

m225  

2 (KN

m23   

3 (KN

m28   

4 (KN

m24   

  :باشـد:  مـي  ش، بـر صـفحه عمـود در راسـتاي نيـرو     تنش لهيدگي مساوي با نيرو تقسيم بر مساحت تصوير يافتـه سـطح تحـت تـن    »  4«گزينه پاسخ  
  (در صورتي كه ضخامت ورق برابر يك متر در نظر گرفته شود.)

                      kN
F m kN

m
  24 1 24  

F kN kN
; A m ( ) m / m

A / m

             2 2
2

3 3 241 3 2 2 1 6 44 4 6     


  
 

 افتد؟اق مياي كه حداكثر تنش برشي در آن اتفبراي نمونه نشان داده شده، مطلوبست تعيين زاويه :5مثال  
1(/22 5  
2(9   
3(45  
4(  
  :قائم زاويهي هاي كه با صفحمقدار تنش برشي در صفحه  »3«گزينه  پاسخ سازد، برابر است با:مي  

P
sin

A
  22 بنابراينشود كهزماني ماكزيمم ميsin 2شود به عبارت ديگر:مساوي يك مي  sin

 
       2 1 2 2 4    

 

 وبست تعيين مدول الاستيسيته.            شده است. مطل گرفته اطلاعات زير از يك آزمايش كششي :6مثال    
1(GPa11  
2(GPa5   
3 (GPa 352 

4 (GPa 286  

 
   
  

(MPa) (mm / mm)

/

/

 

232 8
341 16

  

  :مدول الاستيسيته در يك جسم مساوي شيب اوليه منحني تنش و كرنش است، بنابراين:  »4«گزينه پاسخ  

  E MPa GPa
/

 
   
 

232 29 298
     

    
  

 

 زير از يك جنس نرم، تحت نيروي محوري ميله :7مثال F دهد؟كداميك از سطوح زير سطح شكست را نشان مي ،قرار دارد  
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   3  مقاومت مصالح

  :گلـويي   جسم نرم اگر تحت كشش گسيخته شود در مقطع شكست دچار پديده  »3«گزينه پاسخ
به وجود بيايـد.  تا نهايتاً گسيختگي در آن  يابدميسطح مقطعش كاهش  45شود. يعني تحت زاويهمي

در مـواد نـرم تحـت     ن(پديده گلـويي شـد  باشد. مي ترنزديك) به شكل صحيح 3ها گزينه (از بين گزينه
  ).ببينيماز متن درس  DEرم در فاصلهدر نمودار تنش ـ كرنش يك ماده ن يمتوانكشش را مي

  

 ميله  :8مثالABCD آلومينيومي است و داراي مدول الاستيسيته 1E GPa نقطة نظر نمودن از وزن ميله، تغييرمكاناست. با صرفD چندmm ؟ستا  

1 (6/2  
2 (7  
3 (5/3  
4 (1/6  
  

  
  
 :ابتدا با برش زدن ميله مركب در مقاطع مختلف نيروي داخلي در   »3«گزينه   پاسخ

,kNبه ترتيب مساوي  AB,BC,CDهاي قسمت kN, kN25 125     د. نآيمي به دست 5

     

n
CD CD BC BCi i AB AB

D
i i CD BC ABi

F L F LF L F L

A E A E A E A E

/ mm




    

  
  

  


3

1

5 15 125 125 25 175 3 55 1 1 1 1 1
     
             

  

 

 ميله فولادي  :9ثالمAB  متر و به وزن 12به طول N8 تحت تأثير نيروي  P N Eقرار گرفته است، اگر  1 Pa  921 و سطح مقطـع   1
    است؟ مترميليباشد، افزايش طول ميله چند  cm24ميله

1 (/1 14 

2 (/1 4 

3 (2  
4 (6/2 

  :3«گزينه  پاسخ«    
برابر   Pتغيير طول ناشي از وزن و نيروي  . بدين معني كهكنيماز اصل جمع آثار استفاده ميروش اول: 

  شود.عمال ميو نيروي متمركز وزن كه در وسط ميله ا Pاست با مجموع تغيير طول ناشي از نيروي 

           
L w

W( ) (P )L ( )PL
/ m mm

AE AE AE 

  
        

  4 9

81 122 2 2 2 2
4 1 21 1

   
  

 
  

  شده برش زده تا نيرو در مقاطع ميله به دست آيد.  در محل مشخص: دومروش 

سپس از رابطه 
n
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i ii

F L

A E
 
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 
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 طول اي بهميله :10مثالm1 با سطح مقطعي برابر / m22 تحت نيروي محوريKN12قرار دارد. اگر تغيير طول اين ميله به اندازة / mm3  ،باشد
              است؟ رزيهاي مساوي كداميك از گزينه ضريب ارتجاعي براي جنس اين ميله

1(MPa2  2(MPa 3  3(GPa2  4(GPa2   
 :آيد:مي به دست زيرچون ميله همگن و ساده بوده بنابراين تغيير طول آن توسط رابطه »  2«گزينه  پاسخ  

    FL FL
E Pa MPa

AE A / 
 

       
  

3 8
4

12 1 1 3 1 3
2 3 1

   
 

  
 

 يك تير دو سر گيردار با طول اگر  :11مثالL تحت افزايش دماT  :قرار گيرد. مطلوب است تعيين تغيير طول اين تير  

1(L T   2(T  3(T

L

  4صفر (  

  :تغيير طولي در اثر تغييرات دما نخواهد داشت. گونههيچگاه صلب قرار دارد چون ميله بين دو تكيه  »4«گزينه پاسخ  
  

 كداميك از ، به هم نيرو وارد كنندهاي برنجي و فولادي به يكديگر برسند و به طوري كه ميله بالا رود در شكل زير اگر درجه حرارت محيط  :12مثال
st؟                 ها صحيح استپاسخ Br Br st st BrE E A A      

  فولادي بيشتر از ميله برنجي خواهد شد.ي ه) تنش در ميل1
  فولادي خواهد شد.ميله ) تنش در ميله برنجي بيشتر از 2
  ) تنش در هر دو ميله مساوي خواهد شد.3
  له مساوي است.) كرنش در هر دو مي4
  
 :العمل بوده عمل و عكس كنند كه طبق قانون سوم نيوتن نيروهايكديگر نيرو وارد مي ، بههرگاه در اثر حرارت دو ميله به هم برسند»  3«گزينه  پاسخ

st  با يكديگر مساويند در نتيجه با فرض مساوي بودن مساحت سطح، تنش در هر دو ميله مساوي است.   و Br
st Br

st Br

F F

A A

 
    

  
 

 دو ميله مطابق شكل در مفصل  :13مثالC اند، در اثر افزايش همزمان دماي دو ميله به اندازهبه هم متصل شدهT ها چه اندازه است؟تنش در ميله  
1 (E T   

2 (E T

cos

 


                                    
3 (E T cos    
  )  صفر4

 :شود:ابتدا وضعيت سازه از لحاظ معيني بررسي مي»  4«گزينه  پاسخ     
r

m n m r J

J

   
         
 

2 2 4
2 2 4 2 2 3

3
  

  .شودتنشي در اثر تغييرات دما در اعضاي آن ايجاد نمي گونههيچسازه معين بوده بنابراين 
 

 يك جسم دو بعدي را مطابق شكل زير تحت تنش :14مثالx  در راستايx كنيم تغيير مكان آن در راسـتاي  گيريم و فرض ميدر نظر ميy   مقيـد
  به چه صورت است؟ xو xشده باشد. رابطه بين

1(x xE    2(x x
E

  
 1   

3(x x
E

  
 1   4(x x

E
  

 21
   

  : چون جسم در راستاي»  4«گزينه پاسخx  فشرده شده است، بنابراين تمايل دارد در راستايy ايـن افـزايش   مـانع   هاگاهتكيهاما  دهد زايش طولاف
شود. بنابراين بارگذاري در جسم محـوري نبـوده و بايـد از    گاه بر صفحه وارد ميشوند و اين به دليل اعمال نيروهاي فشاري است كه از طرف  تكيهميطول 

  .كنيم قانون هوك عمومي براي حل آن استفاده x x y ( )
E

    
1 1   

L 

L2 L1 L 

Br St 

A

AEL

B

C

 AE

x x 



  
 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   5  مقاومت مصالح

)zباشـد قائم تنش در جهت عمود بر صفحه صـفر مـي   مؤلفه جسم دو بعدي است در نتيجه چون ) ،  د بـودن جسـم بـين    حـدو بـه دليـل م   از طرفـي

y،هاگاهتكيه   در نتيجه: باشد و مي    y y x y x ( )
E

         
1 2  

x x x x x
E

( ),( ) [ ( )]
E

        
 2

11 2
1

  
  

 يهاي جابجايي نقاط يك جسم الاستيك خطي در دستگاه مختصات دكارتمؤلفه :51مثال xyz به صورتk(x y)z  2 وv kxy وu kxy 
    ثابت است) kهاي كوچك در آن صفر باشند،كدام يك از معادلات زير است؟ (اند. مكان هندسي نقاطي از جسم كه تغيير حجم المانداده شده

1(x y    2(x y    3(xy (x y)z     4.بستگي به جنس جسم دارد (  
  : بر صفر خواهد شد.كرنش حجمي برا آنگاه ،تغيير حجم هرگاه مساوي صفر باشد  »2«گزينه  پاسخ   

ky kx k(x y) k(x y) x y          2 3  v x y z
u v w

x y z

  
           

  
   

  . يمآور به دستروابط ديفرانسيلي فوق  توانيم باميهاي الاستيك در يك جسم ارتجاعي را كرنش
  

 هاي اصلياثر تنشتحت  الماني  :16مثال  2 )باشد؟ر باشد تا تغيير حجم المان مساوي صف 1چند برابر 3رار گرفته است. تنش اصليق 12 ) 
1
3  

  +2) 4  ) صفر3  -2) 2  -3) 1
  :باشدن نيز مساوي صفر است. در دو حالت كرنش حجمي برابر صفر ميباشد، آنگاه كرنش حجمي در آ اگر تغيير حجم المان مساوي صفر  »1«گزينه پاسخ.  

) اگر ضريب پواسون1 
1
  هاي قائم تنش مساوي صفر باشد.) مجموع مؤلفه2 باشد. 2

          v x y zV ( )( ) ( )
E E

   
                1 2 3

1 1 21 2  
             1 2 3 1 1 3 3 12 3  

  

 اي مطابق شكل تحت نيروي كششي ميله  :17مثالP  شود) نظرصرفقرار گرفته است. ميزان تغيير حجم آن تحت بار وارده برابر است با: (از وزن ميله  
   

1(PL
E

 1 2  2(PL
EA

 1  
  

3(PL

EA
  4(EAP

 1 2  

  :كرنش حجمي در حجم اوليه جسم ضربحاصلتغييرات حجم جسم مساوي  »1«زينه گپاسخ(V AL)  :است، بنابراين  

      V x y z
P PL

V V V ( ) V AL ( )
E E A E 
   

              
1 2 1 2 1 2  

yدر رابطه فوق  z     .است، چرا كه نيروي خارجي تنها در راستاي طولي بر ميله وارد شده است  
 

 جسمي تحت تنش كششي :81مثالm  در سه امتدادx  وy  وz ستاتيك). رابطـه كـرنش حجمـي   اقرار دارد (تنش هيدروx y z( )        و

mبه صورت mتنش

k


  ود. شبيان ميK  :مدول حجمي برابر است با    

1(E

( ) 3 1 2  2(E

( ) 2 1  3(E

( ) 3 1  4(E

( )


 3 1  

  :يمآور به دستمدول حجمي را  توانيمزير ميبا استفاده از رابطه   »1«گزينه پاسخ :     
  m

x y z x y z m
E

( ) K
E E ( )

    
                 

  
1 2 1 2 3 3 1 2  

  مدول حجمي عبارتست از نسبت تنش متوسط به كرنش حجمي.طبق تعريف ارائه شده در متن درس 
 

P 

E,, A L 
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 نيروي :19مثالF KN ر شود. صفحه صلب بر روي ستون بتني قرار گرفته است. تنش ايجـاد شـده د  بر صفحه صلب مطابق شكل اعمال مي 12
  باشد)شش عدد مي گردهاميلفولادي چه اندازه است؟ (تعداد  گردهايميل

 2 25st c(E Gpa , E Gpa)  )cA cm  sAمساحت بتون        212 / cm 21    )گردميلمساحت هر  5
1 (MPa 42  
2 (MPa62  
3(MPa5   
4 (MPa22  

 
 گردهـاي ميـل اين مثال از نوع مسائل نامعين استاتيكي است، چرا كـه نيـروي داخلـي در    »  3«گزينه : پاسخ 

فولادي و بتن مجهول بوده در حالي كه تنها يك معادله تعادل براي حل مسئله در اختيـار داريـم، بنـابراين سـعي     
 هـر دو  وارد بـر صـفحه صـلب    تحت نيروي فشاريو حل شود، با توجه به شكل مسئله، شود مسئله به روش نيرمي

  نوشت: زيرتوان رابطه سازگاري را به شكل بنابراين مي دهند.يك اندازه تغيير طول مي جنس به
c s c c c

c c s s s s s

F L F L F E A
( )

A E A E F E A
    sفولادي) گردليم(تغيير طول  1 تني)(تغيير طول ستون بc  : رابطه سازگاري  

  از طرفي طبق معادله تعادل داريم:
 

c c
s c s s

s s

E A
F F N F F N

E A
     

1
6 12 6 12         

sF  كند برابر است با:تحمل مي گردليمهاي مسئله نيرويي كه هر با توجه به داده N

/

  





12 7525 126 2 1 5

     
 

  

s
s

s

F N
Pa MPa

A / 
     


6

4
75 5 1 5

1 5 1
    


  

 

 در شكل مقابل دو ستون  :02مثالA  وB  تحت نيروي فشاريP اگر ،قرار دارندB AE E و  4
A BA A                 خواهد بود؟ Aچند برابر Bباشد. مقدار 4

1 (1  
2(/25   
3 (4  
4 (16  
  :با توجه به اينكه نيروي  »3«گزينه پاسخP   مسـاوي خواهـد بـود.     هـا شـود، بنـابراين تغييـرات طـول آن    از طريق صفحه صلب به دو ستون وارد مـي  

  شود:به صورت زير نوشته مي هاشكلدر چنين شرايطي رابطه سازگاري بر اساس تغيير 
A B

A B A B A B B B
A B

A A B B A B A B A A

F F
( ) ( )

F L F L A A E

A E A E E E E E E

  
           


  رابطه سازگاري: 4

 

F 120 kN

CFS6F

 2m  فولادي يگردهاليم

F=120 KN 

  صفحه صلب

  بتن

P 

B A 

  ورق صلب
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 تغيير مكان نقطه  :21مثالI است؟ زيرهاي مطابق كداميك از گزينه     
2a سطح مقطع ميله =CD  وAB  
4a  سطح مقطع ميله =EF  

a هاي ديگر= سطح مقطع ميله  
  

1(PL

aE

22
PL)3  كند.) تغيير نمي2  69

aE

69
22  4(PL

aE

83
22  

 :تغيير طـول كمتـري از خـود     ،هستند تريبزرگهايي كه داراي سطح مقطع ميله  »3«گزينه  پاسخ
كمتر است. و در نتيجـه ايـن باعـث     ABاز تغيير طول ميله  EFبنابراين تغيير طول ميله دهند. نشان مي

  دار شود.ت زاويهبه صور BDFشود كه جابجايي صلب مي
x

D

F P F F F ( )

M F BD F FD F F ( )

     


      




1 2 3

3 1 3 1

1
2




  BDFبراي ميله صلب  معادلات تعادل 

  نوشت: زيركل شتوان رابطه سازگاري را به با توجه به تشابه مثلث رسم شده و شكل فوق مي
F L F L

F L aE aE
DF BD aE

        
             

1 3
2 1 3 2 1 3 2

3 2 2 1 2
4 2

2 2   رابطه سازگاري:   2
F F F

F F F ( )     2 1 3
2 1 34 2 32 8 4  

P P
( ) , ( ) , ( ) F F , F    1 3 2

4 31 2 3 11 11  

I  از طرفي:
F L P L PL PL PL

aE aE aE aE aE


      2 3 3 3 69

2 22 22I G I D I
G G

          
 

 مساوي تغييـر كنـد كـدام     به طورقائم  باشند. اگر درجه حرارت هر سه ميلههاي قائم از يك جنس ميدر شكل زير ميله افقي صلب و ميله :22مثال
      عبارت در مورد سازه درست است.

  كند.ها تغيير مي) سازه ايزواستاتيك است ولي در اين مورد خاص تنش ميله1
  كند.ها تغيير نميدليل تنش ميله نيبه هم) سازه ايزواستاتيك است و 2
  كند.ها تغيير ميبا تغيير درجه حرارت تنش ميله هاآن) سازه هيپراستاتيك است و مانند 3
  كند.ها تغيير نمييير درجه حرارت تنش) سازه هيپراستاتيك است ولي با تغ4

 :ولي در اثر تغيير درجه حرارت ميله صلب به طور افقي بالا يا پايين خواهـد رفـت در نتيجـه     ،سازه از لحاظ استاتيكي نامعين است » 4«گزينه   پاسخ
  )آيد. ( چون تغييرات طول سه ميله يكسان است ها به وجود نميتنشي در اين ميله گونههيچ

  

 باشد كه به اندازهاي دو فلزي شامل يك هسته مسي متصل به دو نوار فولادي در بالا و پايين آن ميميله  :32مثالT  درجه به طور يكنواخت گرما
به مس را تعيين كنيد. ضرايب حرارتي براي فولاد و مس باشد. تنش ايجاد شده در مي tهر كدام  و ضخامت  Lها، طول ميلهbهاپهناي ميله ،شودداده مي
c cو sترتيب s( )   به ترتيبلاد و مس و ضرايب ارتجاعي فوsE وcE باشد.مي  

1(c s c s
c

s C

E E ( ) T

E E

  
 

2    2 (c s c s
c

s C

E E ( ) T

E E

  
 


2

2  

3 (c s s c
c

s C

E E ( ) T

E E

  
 


2

2  4 (c s s c
c

s C

E E ( ) T

E E

  
 

2    

 :كندپيدا مي، تغيير طول با افزايش دماكه  گيريمميرا آزاد در نظر و طرف ديگر كنيم ميفرض يك طرف ميله مركب را ثابت   »3«گزينه  پاسخ .  
cاز آنجا كه s   شود، لذا به است پس ميله مسي زودتر تمايل به افزايش طول دارد، در نتيجه از طرف ميله فولادي يك نيروي مقاوم به آن وارد مي

cuطبق قانون تعادلشود. هاي فولادي نيروي كششي وارد ميوي فشاري و به ميلهميله مسي نير st c sF F F F  2 طبق رابطه  باشد و از طرفيمي 2

A B 

C D 

E F 
G H  I P 

صلب

 ميله

2L L 

L 

P 

F1 

F2 

F3 

D 

1 

2 

3 3 2  

2 1  

 صلب

P 

l 



 







L  b 

  مس

  فولاد

  فولاد

t 
t 
t 



  
مقاومت مصالح  8  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

طول ميله مسي تحت نيروي و افزايش دما مساوي افزايش  sFكه افزايش طول ميله فولادي تحت نيروي كششي مرسيببه اين نتيجه  يمتوانسازگاري مي
  بنابراين: و افزايش دما است. cFفشاري

        s c
S c s c

s s c c

F L F L
: L T L T

A E A E
           رابطه سازگاري  

c sF Fs c c c
c s c s

s s c c s s c c

F L F L F L F L
( )L T ( )L T

E A A E A E A E
           2

2  
s cA Ac s c s c c s

c
c s c

s s c c

( ) T F E E ( ) T
F

A E E
A E A E

     
   



2
1 1 2

2

  

c s c s s c s c
c

s c s c

E E ( ) T E E ( ) T

E E E E

      
  

 
2 2

2   ي است.از آنجايي كه تنش ايجاد شده در مس فشار 2

  

 اي فولادي و آلومينيومي مطابق شكل تحت بار محوري ميله :42مثالP به اندازه / mm25  كاهش

چه اندازه است؟ Pدهد. بار طول مي  st Al
N N

(E ,E / )
mm mm

   5 5
2 22 1 7 1         

1 (KN125   
2 (KN25   
3(KN12  
4 (KN16   
  :كننـد كـه سـختي    مانند دو فنر سـري عمـل مـي    هاآنهاي آلومينيومي و فولادي مساوي بوده، بنابراين نيروي فشاري وارد بر ميله»  1«گزينه پاسخ

  :آيدمي به دست مقابلي هاز رابط هاآنمعادل 

  eq.
eq.

k .k
k

k k k k k
   


1 2

1 2 1 2

1 1 1
 

st st
EA N

k k ( )
L mm

  
    

5 6 6
1

2 1 5 5 1 15
    
 

  

Al AL
EA / N

k k ( )
L mm

  
   

5 6
2

7 1 1 1 17
      

 
  

eq eq.
N

k P k P / kN
mm

         5 55 1 5 1 25 125    

  

 مساحت سطح مقطع بتن در يك ستون بتن مسلح كوتاه  :52مثالcm2645 لادي طولي كه مساحت هر يك باشد. در ستون مزبور چهار ميله فومي

cm21 باشد، به طور متقارن به كار رفته است، اگر تنش مجاز بتنمي kg

cm28 و تنش مجاز فولاد  kg

cm214  باشد بار مجاز ستون مساوي كدام گزينه

cاست؟ (
kg

E
cm

  5
22 stو                 1

kg
E

cm
  6

22 1 (  

1 (tons14   2 (tons16   3 (tons8   4 (tons12  
 :فنرهـاي   بـراي  لذا طبـق تعريفـي كـه   فولادي تحت بار فشاري خارجي يكسان است،  گردهايميلچون كاهش طول ستون بتني و »  3«گزينه  پاسخ

. در اين حالت براي محاسبه سختي فنر معادل، سختي ميله فولادي و ستون بتنـي بـا   بگيريمرا مانند فنرهاي موازي در نظر  هاآن يمتوانميارائه شد، موازي 

s  شوند.هم جمع مي s c c
eq. st c

A E A E
k k k

L L
   4 4  

  توان نوشت:فنر است. بنابراين مي كند، متناسب با سختي آندر فنرهاي موازي نيرويي كه هر فنر تحمل مي
s s

st s s
st

s s c ceq. s s c c

A E
k A ELP P P P

A E A Ek A E A E
L L

     
 44

  

  

Fs   
  

  Fs 
FC 

St 
Cu 

St 

 
St 50×50

100×100 

P 

700mm

500mm

Al  
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  .يمآور به دست زير با استفاده از تنش مجاز بتن و فولاد به ترتيب يمتواناما بار مجاز وارد بر ستون را مي
st s s s c c

st st
st s s c c s

P E A E A E
P P

A A E A E E


       


4

4  

  آيد، مساوي است با:مي به دستهاي فولادي ري ميلهكه با توجه به تنش مجاز فشا Pنيروي خارجي

P kg t
     

   


6 5
1 6

4 1 2 1 6 2 1 14 14 14
2 1

            


  

  
  به دست آوريم:گرفتن تنش مجاز بتن  در نظررا با  Pنيروي خارجي يمتوانمي روشبه همين 

s s c c
c

c

A E A E
P P P kg t

E

      
      



6 5
2 25

4 4 1 2 1 645 2 1 8 8 8
2 1

         


  

  ي باشد كه تنش در هر دو جنس از حد مجاز فراتر نرود.باشد، چرا كه نيروي خارجي بايد طورنظر مي موردآمده نيروي حداقل جواب  به دستاز دو جواب 
 

 دهد. اگر نيروي واردهنشان مي ،اندشكل مقابل يك گروه فنر را كه به طور موازي به هم وصل شده  :62مثال 7 N زيـر  هاياراي سختيو فنرها د 
  باشند، افزايش طول را محاسبه كنيد.

N N N
k , k , k

m m m
      1 2 3525 7 875  

  

1 (mm 76  
2(mm3    
3 (/ mm33 3   
4 (mm 7/12 
  
 :آيد:مي به دسته زير توسط رابط هاآنجمع شده و تغيير طول  هاآنچون فنرها موازي هستند، پس سختي »  3«گزينه  پاسخ  

   
eq

F
m mm /

k
     

 
7 1 1 33 3525 7 875 3 3
   

     
  

K3 K2 K1

F 
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  دومفصل 
  » پيچش «

  هاي تأليفي فصل دومتست
  

 مطلوب است تعيين حداكثر تنش برشي محوري به قطر :1مثالmm1 كه تحت لنگر پيچشيN.m3  قرار گرفته است؟( ) 3   
1 (MPa16   2 (MPa 2  3 (MPa3  4 (MPa1    

 :1«گزينه  پاسخ«   max
TR T

MPa
J R

 
    

 

3
3 3

2 2 3 1 16
5
    

  

 به شفتي با قطر :2مثالmm8گشتاور پيچشي ،T (KN.m) از مركز شفت تنش برشـي برابـر    mm2ياي به فاصلهشود. در نقطهوارد مي6
)است با:  ) 3          
1 (/ MPa2 12  
2 (/ MPa31 25  

3 (/ MPa6 5  

4 (/ MPa8 48  

 :تنش برشي در يك نقطه دلخواه از مركز محور مساوي است با:  »2«گزينه  پاسخ   

          Tr ( N.mm)
MPa / MPa

J

  
    




3 3

4
6 1 1 2 125 31 25442

  


  

  

 يك لوله به قطر خارجي :3مثالcm2 خليو قطر داcm4   تحت پيچش قرار دارد. در صورتي كه تنش پيچشـي وارده برابـر  MN

m21   ،باشـد
)چقدر بوده است؟ مقدار گشتاور  ) 3        

1 (KN.m1125  2 (KN.m325   3 (KN.m3375  4 (KN.m25    
 :توان نوشت: در صورتي كه تنش پيچشي داده شده حداكثر تنش پيچشي باشد، مي  »1«گزينه  پاسخ  

max max

( )TR
T N.m KN.m

J





   
        



6 4 4 8
3

2

1 1 4 2 132 1125 1 1125
2 1

     


 
  

  

 زاويه پيچش پيچشي قرار گرفته است، ميله يك سرگيردار نشان داده شده در انتهاي خود تحت لنگر :4مثال   در اثر اعمـال گشـتاورT    بـه چـه
        ميزان خواهد بود؟ (J m , L / m , T KN.m , G GPa)   6 41 1 5 2 3  

1 (/ 1  راديان  
2 (/ 1 درجه  
3 (/    راديان  1
4 (/ 1  راديان  

  

 :استفاده كرد. زيرتوان از رابطه در نتيجه براي محاسبه زاويه پيچش مقطع انتهايي آن مي استميله داده شده، محور ساده   »3«گزينه  پاسخ  

       TL /
/ rad

GJ 
 

    
 

3
9 6

2 1 5 3 1 133 1 1
    

     
  

  

80 mm 

T 

1.2 m 

 
T

max 
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 دو لنگر پيچشي تأثيرمحور مركبي مطابق شكل تحت  :5مثالTوT4 به ترتيب در مقاطعA وB ،مقدار تنش برشي ماكزيمم در  قرار گرفته است
  محور مساوي كدام گزينه است؟

1 (T

d 3
1  2(T

d 3
16   

3(T

d 3
8    4(T

d 3
32   

 :هـاي مختلـف محـور    براي محاسبه تنش برشـي مـاكزيمم در بخـش    »2«گزينه  پاسخ
به ترتيب دو برش زده و بـا رسـم ديـاگرام آزاد     BCو ABمركب، كافي است در محورهاي

شود. با توجه به معادله تعادل آورده  به دستهاي جدا شده، مقدار لنگر پيچشي داخلي بخش
  توان نوشت:گشتاور، مي

AB AB: T T T T T        براي مقطعAB  

BC BC: T T T T T T       4 5  براي مقطعBC 

max  ي تنش برشي ماكزيمم در محورهاي توپر مساوي است با:از طرف
TR T

J d
  

 3
16

 

                

AB
max

AB
max

BC
max

BC

T T

d d T
T T T d

d ( d) d

            
   

3 3

3
3 3 3

16 16
16

16 16 5 1
2


 

آمـده   بـه دسـت  آيد. همچنين بـا توجـه بـه نتـايج     مي به دستهاي برشي ماكزيمم در دو محور، حداكثر مطلق تنش برشي در محور مركب با مقايسه تنش
  پيوندد.به وقوع مي ABن گفت تنش برشي ماكزيمم در محورتوامي

  

 توربيني كه با سرعتمحور اگر تنش برشي  :6مثال rpm1 چرخد معادلميMPa6 ـ محورقطر لازم براي  ،باشد   9(kW)وانجهت انتقال ت
)متر است؟ چند ميلي ) 3  

1 (36  2 (2   3 (54  4 (4    
  :2«گزينه پاسخ«  

  

n
P T T

n d P
P d

TR T d nT
J d

             
        

3
33 2

3

2
6 2 16 6

6 1616 2
16

 


  

d m mm
    

     
      

4
33 32 6 1 6

16 6 9 16 6 9 1 8 1 252 1 6 1 2 9 6 1 1
     

      
  

  

 محور فولادي توپري به قطر :7مثالD را داخل محور فولادي ديگري به قطر داخليD و قطر خارجيD2 دهيم و دو محـور را بـه صـفحه    قرار مي
نسبت تـنش برشـي مـاكزيمم محـور      Tقدار يكساني است. تحت اثر كوپل پيچشيدهيم به صورتي كه در پيچش، پيچش هر دو محور مصلبي جوش مي

  توخالي به محور توپر چقدر است؟ 
1 (5/1  2 (2  3 (5/3  4 (5/7  

 AB: محور
     

BC: محور

T

ABT

T

4T

BCT

B

C

2d

A
T

d
4T
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 : 2«گزينه  پاسخ«     max:  :max                       تنش برشي ماكزيمم محور توخالي 2    ماكزيمم تنش برشي در محور توپر 1

  max

max

T R

J T J R
( )

T R T J R
J


   


2

1

2 2
2 2 1 2

1 1 1 2 1
1

1  

T  توان نوشت: چون زاويه پيچش براي دو محور مساوي است، بنابراين مي L T L T J
( )

G J G J T J
      1 1 2 2 2 2

1 2
1 1 2 2 1 1

2  

  max

max

R D
( ) , ( )

R D


   


2

1

2
1

21 2 2  

 
 نسبت :8مثالa

L
 با مقطع گرد و اقطار نشان داده شده در شكل برابر باشد؟  محوربراي  هاگاهتكيهالعمل چه مقدار باشد تا عكس 

   شود)صلب فرض مي Bدر BCو ABتوخالي بوده و اتصال محور BC(محور در فاصله

1 ((d d )

d

 4
2 1

4
1

  2 ((d d )

d

 2
2 1

2
1

      

3 (d
( )
d

21
2

  4 (d
( )
d

41
2

      

  : به دليل آنكه اتصال دو محور»  4«گزينه پاسخAB وBC باشد بنابراين زاويه پـيچش دو محـور در فصـل مشتركشـان يعنـي      يك اتصال صلب مي
    توان نوشت:رابطه سازگاري مي مطابقباشد. بنابراين برابر مي Bمقطع

C BC CA AB A
B/ A B/ C

AB BC

T L T (L a)T L T a

GJ GJ G d G (d d )


      

 
4 4 4

1 2 132 32

  

Aمطابق فرض مسئلهو سازي طرفين رابطه فوق با ساده CT T توان نتيجه گرفتمي:  d d d dL a L a
( )

a a L dd d


      

4 4 4 42 1 2 1
4 4 21 1

1 1  
  

 در حالت استفاده از تشابه غشايي ( :9مثالMembrane analogy   براي تعيين كيفي توزيع تنش برشي در يك ميله تحت پيچش با مقطع مربـع (
  كند؟از مقطع را به طور صحيح بيان مي A برشي در يك نقطه فرضي يك از جملات زير وضعيت تنشمستطيل، كدام

  دهنده جهت آن است.  كمترين شيب متناسب با مقدار تنش و بيشترين شيب نشان Aاي از غشاء متناظر با نقطه) در نقطه1
  باشد. غشاء مي در روي Aاسب با كمترين شيب نقطه متناظراز مقطع، متن A) بزرگي تنش در هر نقطه2
  دهد. نمي به دستبيني مقدار پيچش بوده و در خصوص توزيع تنش اطلاعاتي ) تشابه غشائي فقط قادر به پيش3
دهنده جهت قدار تنش برشي و كمترين شيب نشاناسب با مبيشترين شيب متن Aاي از غشاء متناظر با نقطه) در نقطه4

  آن است.

 :باشد و كمترين شيب در آن نقطه نيز جهت تنش برشي را مقدار تنش برشي در هر نقطه متناسب با بيشترين شيب در آن نقطه مي  »4«گزينه  پاسخ
  دهد. مي نمايش

هاي صـلب،  ينگلشد. در كوپباها اتصال محورهاي كوچك به يكديگر ميوظيفه كوپلينگ
ها فرض بر شوند. در اين كوپلينگدو نيمه كوپلينگ توسط تعدادي پيچ به هم متصل مي

بـا فاصـله پـيچ از محـور شـفت       ها مسـتقيماً برشي در پيچ هايشكلاين است كه تغيير 
ها از يك جنس باشند تنش برشي در هر پيچ نيز بـا  باشد. در صورتي كه پيچمتناسب مي

  باشد. له پيچ تا محور مركزي شفت متناسب ميفاص

  با توجه به يكي بودن 
 جنس و طول دو محور

 T 

 d1 

 d2 

 C 

 L 

 a 
 A  B 

T 
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كرنش برشي در هر پيچ متناسب با فاصله شعاعي پيچ است  تنش برشي در هر پيچ متناسب با فاصله شعاعي در آن پيچ است 
n

n
... C ( )

r r r

  
   1 2

1 2
  (مقدار ثابت)1

ها داراي مساحت يكسـان باشـند، بنـابراين رابطـه     شعاعي در مساحت مقطع پيچ رابطه مستقيم دارد. اگر پيچفاصله  ضربحاصلنيرو در هر پيچ با  ،از طرفي

F  نوشت. توان به اين صورترا مي نيروي وارد بر هر پيچ
F A ( )

A
     2  

i i

n n

F Cr

F Cr

.
F Cr ( )

.

.

F Cr


 
  






1 1
2 2

n(مقدار ثابت) 3

n

F F F
( ), ( ) ... C

r r r
    1 2

1 2
1 2    

كند، كه مجموع گشتاورهاي مقاوم بايد مسـاوي لنگـر پيچشـي    در هر پيچ يك گشتاور پيچشي مقاوم در برابر لنگر پيچشي خارجي ايجاد مينيرو  ،از طرفي
  خارجي باشد.

i i jF Cr ( )
i i i jn n

i i
i i

TrT
F r T Cr T C F ( )

r r



 

       
 

32
2 2

1 1

4   

  آيد:مي دست بهنيرو در هر پيچ بر حسب گشتاور پيچشي خارجي، مشخص شده و بنابراين برش در هر پيچ نيز  ،از رابطه فوق
j j

j j n

i
i

F Tr
( )

A
A r



    

 2
1

5  

A .در رابطه فوق بيانگر مساحت سطح مقطع هر پيچ است  
توان تناسب تنش برشي بـا شـعاع را   ها از رديفي به رديف ديگر تغيير كند، آنگاه از تناسب كرنش برشي با شعاع هر رديف پيچ نمياگر جنس و مساحت پيچ

n(مقدار ثابت)                                     )     6(          نتيجه گرفت، بنابراين:

n n
r r ... C

G G r G r G r

  
       1 2

1 1 2 2
  

  توان نوشت: يكسان در هر رديف موجود باشد رابطه فوق در هر رديف پيچ را به صورت زير مي Gو  Aرديف پيچ با  nها اگر در كوپلينگ

   i i i i

n n n n

F CA G r

F CA G r F CA G r ( )

F CA G r


   
 

1 1 1 1
2 2 2 2 )(مقدار ثابت)  7 ) n

n n n

F F FF
... C

A A G r A G r A G r
      6 1 2

1 1 1 2 2 2
  

  كنند، عبارتست از: ها ايجاد ميگشتاور مقاومي كه پيچ

        
n

j j j( )
i i i i i i ji n n

i
i i i i i ii i

i i

A G r TT
n F r T Cn A G r T C F ( )

n A G r n A G r

 

       
 

32
2 21

1 1

8  

j  محاسبه كرد:  مقابلتوان تنش برشي در هر رديف پيچ را به صورت از رابطه فوق مي j j
j j n

j
i i i i

i

F G r T
( )

A
n A G r



    

 2
1

9  

  روابط بالا:در 
i: G ل برشي رديف مدوi  ام        i:r ها در رديف فاصله پيچi ام از مركز ديسك  
i: A ها در رديف مساحت مقطع پيچi  ام      i: n ها در رديف تعداد پيچi  ام  

: T بر كوپلينگ گشتاور پيچشي خارجي وارد  
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 دو نيمه كوپلينگ توسط هشت پيچ با قطر :10مثالmm3 اند، در صورتي كه تنش برشي مجاز هر پيچ مساويبه هم متصل شدهMPa4  ،باشد
)ظرفيت انتقال گشتاور به وسيله اين كوپلينگ مساوي كدام گزينه است؟ ) 3   

1 (kN.m271  
2(kN.m216   
3(/ kN.m21 6   
4(/ kN.m27 1   
 :باشندها در يك رديف واقع ميبرابر است و تمامي پيچ هاآنها و سطح مقطع با توجه به اينكه جنس پيچ»  3«گزينه  پاسخ(n )1 توان ظرفيت مي

  آورد: به دست زيرانتقال گشتاور كوپلينگ را توسط رابطه 

i
j i

j jn
j

i
i

A r / ( / )Tr
T T N.m / kN.m

r /
A r






    

       




8 2 6 2 2
1

2
1

4 1 3 8 14 216 21 61
     

  


 

ir باشد.ها ميدر رابطه فوق، فاصله هر پيچ تا مركز پيچi(r mm / m) 1 1    
 

 هسـتند. بـراي اينكـه     داراي تنش برشي مجاز برابـر  ،اندهاي متفاوت و مشخص انتخاب شدهكوپلينگ زير هر دو سري پيچ كه از جنس رد :11ثالم

rآل باشد) نسبت(كوپلينگ ايده ،حداكثر گشتاور را انتقال دهد كوپلينگ

r
1
2

  اب شود؟ بايد برابر با كداميك از عبارات زير انتخ 

1 (G

G
2
1

  2(A

A
2
1

  

3(G

G
1
2

  

  

4(A

A
1
2

  

  

 :چون»  1«گزينه   پاسخr L  1 rو 1 L  2 r      در نتيجه: 2
( )

r





1 1
2 2

1  

G  :باشد، بنابراينها يكسان ميطبق فرض صورت مسئله، تنش برشي مجاز پيچ از طرفي
( )

G


 


1 2
2 1

2G G      1 2 1 1 2 2  

r G
( ), ( )

r G
 1 2

2 1
1 2  

  

0.2m

TT r2 r1 

G2,A2 

G1,A1 r1 

r2 
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  سومفصل 
  » خمش «

  هاي تأليفي فصل سومتست
 

  

 متر و با سطح مقطع مربع مستطيل، بار يكنواخت به شدت 8ل اي به طوتير ساده  :1مثالkg / m6   خمشـي مجـاز   كند، اگـر تـنش   را تحمل مي

kgبرابر / cm29 و نسبتh

b
   است؟ cm2باشد، سطح مقطع اين تير چند 2

1 ( 4   2 ( 8   3( 12  4 ( 9   
 :گشتاور خمشي ماكزيمم در تير سـاده تحـت بـار گسـترده يكنواخـت      »  2«گزينه  پاسخ

Lمساوي 2

ليل تقارن در بارگذاري، گشتاور خمشي چرا كه در تير بارگذاري شده به داست.  8

توان در وسـط تيـر برشـي زده و گشـتاور خمشـي را در      در وسط تير حداكثر است. بنابراين مي
  به دست آيد. maxMوسط تير محاسبه نموده تا

  

O max max
L L L L L

M M M
  

        
2

2 2 2 4 8   

I Ah

C
max max

( )
( kg / cm )MC M

b
I Ah (b b) b

   
   

  
          

 

2
236

6 866 81 89 4 9 6 62 2 8  

b b cm ; h b h A bh cm               3 28 2 2 4 8  
  

 تير  :2مثالAB  متر تحت تأثير نيروي پخشي به شدت 4به طولN
q

m
   8  قرار گرفته است. اگر ابعاد سطح مقطـع 6 باشـد.   سـانتيمتر  1

     زيمم چند مگاپاسكال است؟كتنش خمشي ما
1(4  2(8   

B 
q  

A  

b  

h  
  

3(16  4(24  

 مسـاوي  8و  7هاي بق مثالطدر تير ساده تحت بار گسترده يكنواخت لنگر خمشي در وسط تير ماكزيمم بوده كه مقدار آن   »3« گزينه :پاسخqL2

8 

   توان نوشت:باشد، بنابراين ميمي

  

max

max

MC

I
Mbh Pa MPa

AhI bh Ah
hC



          
     



2
3 6

2 6

8 466 8 16 1 16
6 1 1 112

6 6
2

  

  
  

 

 
  
  
  
  

L  

  


L

2



L

2
  

L

2

  

maxM

O
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 حداكثر تنش خمشي ايجاد شده بر روي سيم فولادي خميده بر روي يك پولي به شعاع :3مثالr :برابر است با  

1(Ed

(r d)2  2(Ed

r d
  

3(Ed

r d
2

2 4(Ed

r d2  

 4« گزينه :پاسخ«   باشد، كه مقدار آن برابرفاصله مركز انحناء (مركز پولي) تا تار خنثي ميd
r  باشـد. از طرفـي طبـق قـانون هـوك تـنش       مـي  2

  خمشي ماكزيمم در سيم فولادي برابر است با:

  max max

d
C Ed

E E E
d r dr

      
 

2
2

2

  

  

 مقدار   :4مثالP بر حسبkN طولچقدر باشد، تا افزايشBC برابر با/ mm Eشود؟ (فرض كنيد:  1 N / mm , BC mm  4 212 1 1  (  
1 (kN8   
2( kN16    
3(kN12    
4( kN24    
 نمودار رسم شده در فاصله طبق   »2« هگزين :پاسخBC   لنگر خمشي داخلي ثابت است، بنـابراين

  توان نوشت:مي BCبراي محاسبه تغيير طول تار 
max yM A P       1 1  

  (مقدار لنگر خمشي ماكزيمم در تير برابر مساحت سطح زير نمودار نيروي برشي است.)
    برابر است با: BCكرنش مقطع 

                
BC BC

BC BC BC BC BC BC
BC

MC
L L L

L E EI

 
         

(P )
/ mm P N KN

N
mm

mm

       
   

  
    

   4 3 4
2

1 5 11 16 16112 1 8 112

  

 :براي محاسبه لنگر خمشي در قسمت  توجهBC توان به روشي ديگر نيز عمل نمود. به اين صورت كـه  مي
  باشد.) مي Pگاه برابر زنيم. (با توجه به تقارن شكل، نيرو در هر تكيهدر اين ناحيه يك برش مي

O BC BC BCM Px P(x L) M M PL M P             1  

  ، لنگر خمشي ثابت است. BCپس در فاصله 
 

r 

d 

M

x

maxM

V

x

yA P


1500

1600 3100

P

O

BCM

P

x

L

P P 

B C 

1m  1m  0.1m  

mm80   
mm0 01 

  مقطع تير
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 شود مساوي كدام گزينه است؟ (وزن كل تير مساوي گاه افقي بلند ميي كه تير از روي تكيهامقدار فاصلهدر شكل مقابل  :5مثالW (.است  

1 (PL

W
  2( PL

W2  

3 (PL

W

2  4 (PL

W

3  

 :در صورتي كه وزن كل تير مساوي »  3«گزينه  پاسخW  باشد، وزن واحد طول آنqمساوي ،W

L
در  Pتحـت بـار متمركـز     ABاست. تير در فاصله 

  مساوي صفر است، بنابراين: Bاست. از طرفي، طبق مثال قبلي لنگر خمشي در نقطه  ABصله در فا qو بارگسترده  Aانتهاي 

Pجواب قابل قبول                
x

q


2 B
x qx

M Px q x( P)        
2

2 2    

                                      P PL
x

W W
L

  
2 2  

  
 باشد. اي از جنس مشابه و سطح مقطع يكسان ميممان خمشي مجاز تير با مقطع مربع چند برابر ممان مجاز تير دايره :6مثال  

1(
3
2  2(

2
3    

3(
1
2  4(    

 :طبق فرض مسئله باهم برابرند، لذا :  2و  1هاي دو مقطع مساحت  »2«ه گزين پاسخ   a
A A a D ( )

D

 
    2 2

1 2 14 2  

MCاز طرفي نسبت ممان خمشي قابل تحمل توسط دو مقطع طبق رابطه

I
  .به صورت زير قابل محاسبه است  

( )

I D
( ) aI C MM aC ( ) ( )

I aM I C M D( ) D
C

  
         

   

4
1 3 31 2 1

42 1 2

1
64 64 212 2

12 12 2 3
64 2

  

  
  

 ايتير طره  :7مثالABتحت اثر بار متمركز برابر باP kN قوطي به ضخامت جدار با توجه به سطح مقطع تير كه يك  مطابق شكل قرار دارد ، 1
        كدام است؟  Aهاي مقطع، در مقطعجدارهها ) و محل تقاطع آن با z، شيب محور خنثي ( نسبت به محورباشدميمتر يك سانتي

1 (y cm ,   
31 33

     2 (y cm ,   5 6    

3 (y cm ,


   5 4               4 (y ,    
31 63

   

 
 :لنگر»  1«گزينه  پاسخM  ناشي از بارP در نتيجه زاويه بردار است،عمود نيروي مذكور ، برM با محورz،3 از طرفـي مطـابق تقـارن    باشـد.  مي

yمقطع  zI I اگر فرض شود زاويه تار خنثي با محور  باشد.ميz ، :باشد مقدار آن برابر است با  
y zI Iz

y

I
tan tan tan tan

I


      3 3    

yنوشت:  مقابلتوان طبق رابطه از طرفي معادله تار خنثي را مي
tan y tan z y z

z
         

3 313 3 

B

P
x

q

BM

مربع

دايرههداير
مربع  مربع

 دايره

(1) a (2) D 

M

P30

30 

y

z

A 

6m 

B 

x 

P = 10 kN 

y 

z 

10 cm 

10 cm

P
30

P

B

x

EI CA
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9000 N 

50 mm 

100 mm 
a aA B

 ماكزيمم تنش در مقطع  :8مثالaa در عضوي به شكل زير چندMPaضخامت است؟)mm6 (است     

1 (5/7  
2 (9  
3(/1 5  
4 (5/12  

  :ابتدا نيروي  »3« گزينهپاسخN9   شـود. تـنش مـاكزيمم فشـاري در     ر خمشي نيز ايجـاد مـي  به مركز مقطع منتقل شده كه در اثر آن يك لنگ

MCو گشتاور خمشي Pمقطع، ناشي از نيروي

I
  افتد.اتفاق مي Bباشد، اين تنش در نقطه مي 

  max
P M ( )

/ MPa
A Ah ( )

  
        

  
6 9 6 9 5 5 1 51 6 1 6 1

        
       

  
  

 هاي از دو الوار چوبي به ارتفاع :9مثالh  3وh ،شود. تير اولي دو الوار در كنار هم قرار گرفته و به يكـديگر چسـبيده   در دو حالت دو تير ساخته مي
) مسـاوي چـه   2) به تير (1باشد، نسبت لنگر مجاز تير ( allاند، در صورتي كه تنش مجاز چوب مساوياند ولي در تير دومي الوارها به هم نچسبيدهشده

   .باشد)مي bاست؟ (عرض مقطع الوارها مساوي مقداري 
  

1 (8
3  2 (8

13  

3 (12
7  4 (14

9 

 :دهـد در  ياي تشـكيل م ـ ) الوارها به هم چسبيده شده و تير يكپارچه1در تير شماره (»  3«گزينه  پاسخ
  كند. بنابراين:اين حالت تار خنثي از مركز سطح مقطع كل تير عبور مي

max max all all
M C M

M S S A h
I S

          1 1 1
1 1 1 1 1

1 1

1
6  

all all(b h) h M bh ( )      2
1

1 84 4 16 3  

شـته كـه از مركـز    كند. در اين حالت، هر الوار تار خنثي جداگانه دا) هر الوار به طور جداگانه بخشي از لنگر خمشي خارجي را تحمل مي2اما در تير شماره (
توان آن دو را مانند دو فنـر  هاي (خيزهاي) مساوي است پس ميگذرد. اما چون دو الوار تحت بارگذاري عرضي داراي تغيير مكاناش ميسطح مقطع عرضي

  توان نوشت:كند. بنابراين ميلنگر خارجي تحمل مي EIموازي در نظر گرفت كه هر الوار متناسب با سختي خمشي 

a
a

a b

bh
EI M

M M M ( )
EI EI bh b( h)

  




3

3 3
12 2283

12 12

  hسهم لنگر خارجي وارد بر الوار به ارتفاع  

b
b

a b

b ( h)
EI M

M M M ( )
EI EI bh b( h)



  




3

3 3

3
2712 3283

12 12

  h3سهم لنگر خارجي وارد بر الوار به ارتفاع  

ين لنگر مجاز در رسند و ممكن است در يك الوار تنش زودتر به حد مجاز برسد، بنابرااما از طرفي تنش حداكثر در دو الوار همزمان با هم به حد مجاز نمي
  شود:تير دومي به صورت زير كنترل مي

( )a
max a all a all all all all

a

IMC M
M S bh bh M bh ( )

I C
              22 2 2

2
1 1 14 46 28 6 3  

( )b
max b all all all all all

b

IMC
M b( h) bh M bh M bh ( )

I C
              32 2 2 2

2
1 3 27 3 143 56 2 28 2 9  

A B

P

M

(1)
(2)

 اتصال با چسب

3h

h

3h بدون چسب

h

h

N.A.

b

2h

3h
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)all  تر قابل قبول است.) جواب كوچك2از بين دو جواب به دست آمده براي تير شماره ( ) , ( ) M bh ( )  2
2

144 5 69  

all

all

bhM( )

( ) M bh


   



2
1

22

8
1 123

146 7
9

  

 

 اگر ضخامت ناحيه پلاستيك در بالا و پايين مقطع :01مثالin2 تعيين كنيد. مقطع را  باشد، لنگر خمشي وارد بر  
E با مصالح الاستوپلاستيك( psi  63 yو 1 ksi  4 .است(            

1(kip.in
  4
3                                  2(kip.in

  5
3  

3(kip.in
  1
3                                  4(kip.in

  2
3  

 :1«گزينه  پاسخ«                                                     PM Fd F d 1 1 2 2  
F1 و نيروي حاصل از تنش در منطقه پلاستيكF2  به دليل تقارن سطح مقطع نيروهاي كششي و فشـاري  الاستيك است.  در منطقهنيروي حاصل از تنش

    باشند. با هم برابر مي

             y
P y

A
M A d d


   2

1 1 22  

d ( ) , d      1 2
2 2 46 1 1 4 3 3 3  

PM ( ) ( )
      

          4 42 1 4 4 14 2 4 4 4 1 32 4 12 3 3 3  

pM kip in
  

  
4

3   
  

  

 يك تير با مقطع مستطيل به عرض :11مثالbارتفاع ،h و طولL تشـكيل دهنـده آن   فروض است. چنانچـه رفتـار مـاده    ص متحت اثر ممان خال
           فرض كنيد)  yباشد. (تنش تسليم ماده را برابركل مقطع به حالت پلاستيك رسيده  كه يالاستيك، كاملاً پلاستيك باشد، مطلوب است محاسبه ممان

1(P y
bh

M  
2

8  2(P y
bh

M  
2

2  3(P y
bh

M  
2

4  4(P yM bh  22  

 :3كند براي مقطع مستطيلي مساوي ضريب شكل كه نسبت بين ممان پلاستيك و ممان آغاز تسليم را مشخص مي  »3«گزينه  پاسخ
  است.             2

    P
P y y y

y

bhM I
K M bh

hM C
        

3
2

1
3 3 3 112
2 2 2 4

2

  

  

 نسبت ممان پلاستيك به ممان خمشي تسليم لوزي چقدر است؟ :12مثال  
1 (1  
2(/1 5  
3 (2  
4 (3  
 :توان همچنان از رابطـه محاسـبه تـنش در    براي محاسبه لنگر خمشي آغاز تسليم مي » 3« گزينه پاسخ

maxمحدوده ارتجاعي يعني
MC

I
  .استفاده نمود  

    y y y y

bh
[ ]I bh

M
C h


      

3
22 12

6  

1d
N.A.

1F

1F

2F

2F1d 2d

2d

y

1

y

2

1
2

1C h

b

N.A.

2C h

N.A 
h 

h 

b 

y 

x 
2in 
2in 
2in 
1in 1in 

2in 

C 
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هاي كششي و فشاري را محاسبه كنيم. نيروهاي بـه دسـت آمـده يـك زوج     ، كافي است نيروهاي حاصل از تنشPMبراي محاسبه لنگر خمشي پلاستيك 
  محاسبه كوپل خمشي بايد يكي از نيروها در فاصله بين نقاط اثر نيروها به صورت زير ضرب شود:كنند. براي نيرو بوده كه توليد كوپل خمشي مي

P yM Fd ( A)d     
فاصله بـين نقـاط اثـر نيروهـاي      dباشد. از طرفي مساحت سطح بالا يا پايين تار خنثي بوده كه مقدار آن برابر نصف مساحت يك لوزي مي Aدر رابطه فوق 

hباشد، بنابراينفشاري است، چون نقطه اثر نيروهاي كششي و فشاري بر مركز سطح مثلث منطبق مي كششي و
d 

2
  است. 3

P y y
h h bh

M ( b )    
22

2 3 3  

P

y

M
K

M
  2 

  
 كست خمشي عبارت است از :مقدار بار نهايي ش مقابلپيوسته شكل  ريدر ت :13مثال   

1 (PM

L

4   2 (PM

L

6  

3 (PM

L

  كدامهيچ) 4  8

  : دو مفصـل  تير نامعين استاتيكي درجه يك است، بنابراين براي فروپاشي آن نياز به دو مفصل پلاستيك در طـول تيـر اسـت. ايـن     »  2«گزينه پاسخ
  .شودود كه باعث شكست خمشي تير ميشايجاد مي uPتحت بار نهايي ،پلاستيك در طول تير

  
  
  
  

ركز شود. همچنين كار ناشي از نيروي متمگاه وسطي در نظر گرفته ميدوم در روي تكيه مكان مفصل پلاستيك اول در زير بار متمركز بوده و محل مفصل پلاستيك
  بـه  بـا اسـتفاده از كـار مجـازي، نيـروي نهـايي        باشـد. لنگر در زاويـه مـي   ضربحاصلنيرو در خيز بوده و كار ناشي از ممان پلاستيك مساوي  ضربحاصلمساوي 
   :آيدمي دست

L
tg       2  زاويه خيلي كوچكي استL

tg  2  
  

P
u p p u P P u

ML
P M ( ) M ( ) (P )( ) (M )( ) M ( ) P

L
 

             
62 22  

  
 اگر :41مثالPM تير شكل زير برابر است با ستيك تير باشد، حد شدت بارگذاريكل ممان خمشي پلا:    

 1 (PM

L2
8  2 (PM

L2
4  

3 (PM

L24
  مكداهيچ) 4  

  : براي محاسبه مقدار آن كافي است در رده در وسط تير ماكزيمم خواهد شدتحت بارگذاري گست در تير گشتاور خمشي ايجاد شده»  1«گزينه پاسخ .
  زيمم وســط تيــر بــرش زده و بــا نوشــتن معادلــه تعــادل بــراي ديــاگرام آزاد نيمــي از تيــر، لنگــر خمشــي داخلــي را بــه دســت آورد. ايــن لنگــر برابــر مــاك

  

  لنگر خمشي است.      

      O max
WL L WL L

M M ( ) ( )      2 4 2 2 

max P
max u

M MWL
M W W

L L
     

2
2 2

888  

   چين در شكل نشان داده شده است.بار متمركز معادل بار گسترده به صورت خط توجه:

d
N.A.h/3

h/3

W

WL

2

L / 2

V

2

max
WL

M
8



WL

8

L / 4 O

 

L/2 L/2 

MP 

uP  


2

MP 



  

W  
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 دو محـل تيري مطابق شكل در يك انتها گيردار است و در : 15مثالB وC  گـاه سـاده قـرار دارد. ممـان كامـل پلاسـتيك مقطـع در        روي تكيـه
      باشد، بار حد تير برابر است با: مي PM2برابر  ABو در قسمت  PMبرابر BCقسمت

1 (PM

L

8  2 (PM

L

6  
    
    

3 (PM

L

16  4(PM

L

4
     

  :لاي پلاسـتيك دارد.  داراي دو درجه نامعيني است، بنابراين براي ناپايدار شدن نياز به سه لـو  تير نشان داده شده در صورت مسئله، » 2«گزينه پاسخ
در  ،را در نظر گرفـت  زير مختلف توان سه مكانيزمبراي ناپايداري يا فروپاشي سازه ميتواند متفاوت باشد. محل قرارگيري لولاهاي پلاستيك در طول تير مي

  بيني كند.نهايت مكانيزمي قابل قبول خواهد بود كه كمترين بار فروپاشي را پيش
  
  
  
  
  

  
  P

u
M

P
L

 
7

u u P P P u P
L

P P M M M P M              2 2 2 2 2 72 ) 1: حالت(  

  P
u P u

ML
P M P

L
      

1682 u u P P PP P M M M          2 2 2 2   ) 2:حالت ( 2

اسـت بـه عبـارت ديگـر      uPخلاف جهت نيروي uPدليل منفي شدن جمله دوم عبارت سمت چپ تساوي، آن است كه خيز ايجاد شده در محل اثر نيروي
  باشد.خيز به سمت بالا بوده در حالي كه نيرو به سمت پايين مي

  P
u

M
P

L
 

6
u u P P u P

L
P P M M p M            2 2 32 ) 3:حالت(  

Pكند. بنابراين پاسخ مسئلهبيني ميكمترين بار فروپاشي را پيش 3هاي فوق حالت از بين جواب
u

M
P

L


  باشد.مي 6

  
 باشد، بار بحراني (نهايي) تير مساوي كدام گزينه است؟تير دو سرگيرداري مطابق شكل مفروض مي :16مثال  

1 (PM

L

4  2 (PM

L

16  

3 (PM

L

6  4 (PM

L

8  

 :بـراي  باشد در نتيجه براي ناپايداري نياز به ايجاد سه لولاي پلاستيك دارد. بنابراين مي 2سازه نامعين بوده و درجه معيني آن برابر   »1«گزينه  پاسخ
  توان سه مكانيزم مطابق شكل در نظر گرفت:فروپاشي سازه شكل فوق مي

  
  
  
  
  

خيزي برابر uP2دارد، نيروي خيزي برابر uPي) اگر نيرو1در مكانيزم (
  بوده و برابر است با: ضلع روبروي زاويه خواهد داشت. از طرفي 2

L L
tg    2 2  

2    

A  
B    

L 
2 

L 
2 L 

2 
L 
2 

P2M

u2P

2



P2M

(2)

PM

uP

2
u2P

2

PM

uP

PM

(3)



P2M

u2P

2



(1)



uP

C
B

PM



P2M



L

2

L

4
L

4

P 2P

BA

uP

Mp
 

2

Mp

u2P

(2)



2


uP u2PPM

Mp

PM

(1)

uP
 3u2P

4

PM
(3)

PM
PMPM
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  P
P P P u u P u u

ML L
M M M P P M P L P

L
               

42 2 42   )1: حالت ( 4

Lبرابر خواهد داشت و مقدار خيزي برابرuP2دهد در حالي كه نيرويخيزي نداشته و كاري انجام نميuP) نيروي2در مكانيزم (
  4 .خواهد بود  

  P
P P P u u P u u

ML L
M M M P P M P P

L
               

82 2 44 2 ) 2: حالت(  

/خيزي برابرuP2داشته در حالي كه خيزي برابرuP) نيروي3در مكانيزم ( 1   دارد. 5

  P
P u u

M
M P L P

L
     

48 2P P P u u
L L

M M M P P            4 3 2 32   )3: حالت ( 4
  

  

 مقطع مربع مستطيل نشان داده شده در شكل (الف) تحت تأثير لنگر خمشي :17مثالM ده در تار بـالايي  به طوري قرار گرفته كه تنش فشاري  ايجاد ش
مقطع  MPa5 باشد؟ مقادير زير مي محل محور خنثي از تار بالايي كداميك از ،باشد، چنانچه منحني تنش ـ كرنش براي ماده مطابق شكل (ب) باشدمي    

1 (mm
 4
3                         2 (mm

32
3  

3 (mm
 5
3                         4 (mm

41
3  

  
 :برآيند نيروي محـوري وارد   چون تير تحت خمش خالص قرار گرفته است در نتيجه»  2« گزينه پاسخ

Fبر مقطع تير صفر بوده و   تسليم در كشش و فشار متفاوت اسـت، از  به دليل آن كه تنش باشد. مي
تـار   ازاگر فاصله تـار خنثـي   باشد اما با وجود اين برآيند نيروها بايد صفر باشد. رو توزيع تنش متقارن نمياين

    : داريم باشد در نتيجه xبالايي

              i iF A                       x x
y

y
  

5
25 2
 


  

x x
( x) ( ) ( x )                     
1 15 15 15 25 25 24 152 2 2 2  

x x x                  
1 35 75 25 15 25 15 25 24 154 2   

x( ) x mm
                    

1 3 325 75 25 15 25 15 25 24 154 2 3   
  

 كدام است؟  نشان داده شدهبار حد تير  :18مثال  

1 (PM

L
  2 (PM

L

4      

3 (PM

L

6  4 (PM

L

8      

 :براي ناپايداري تير كافي است دو مفصل پلاستيك در طول تير در نقـاط چون تير نامعين از درجه يك است »  3« گزينه پاسخA وB    .ايجـاد شـود
  توان نوشت:باشد، مي ، برابر Pها ماكزيمم است.) اگر خيز تير در نقطه اثر نيروي هستند كه لنگر خمشي در آن نقاطي B,A(نقاط 

L L
tan    2 2  

P
P P u u

L M
M M P P

L
      

62   : رابطه كار مجازي2
  

tgتوان نوشت: ميبه دليل كوچكي زاويه  

x x 

500 MPa 

250 MPa 

N.A. x
y

2


P 
L 
2 L 

2 

A  
P 

B  
    

MP 2

MP 

240 mm 

150 mm 

  (الف)

0.002 

aP250 M  

 



500 MPa 
  فشار

  كشش

 (ب)
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  چهارمفصل 
  » برش «

  هاي تأليفي فصل چهارمتست
 

 زيرمقطع تير شكل   :1المث I باشد. نسبت تنش برشي ماكزيمم در قسمت ميAB به تنش برشي ماكزيمم در قسمتBC چقدر است؟  

1 (1                                    2 (1
2  

3 (1
4                                  4 (1

5  

 :چون سطح مقطع تير ثابت است، بنابراين نسبت تنش برشي ماكزيمم در قسمت   »2«گزينه   پاسخAB    بـه قسـمتBC     مسـاوي نسـبت نيروهـاي
نيروهـاي   براي تعيين نسبت تنش برشي در مقاطع مذكور بهتر است نمـودار تغييـرات نيـروي برشـي مطـابق شـكل رسـم شـود. ابتـدا         . باشدمي هاآنبرش 
  شوند: گاهي تعيين ميتكيه

B A A
L P

M P F L F       2 2  

y A B B
P

F P F F F      3
2  

AB AB

BC BC

AB
max max AB

CDmax max BC

V Q P
VIt

V Q V P
It

 
    

 
12
2  

 

 يك سر درگيري به طول يهقطع  :2مثال4 داراي سطح مقطع مربع مستطيل به ابعاد  2 باري معادل 1 6 كند، حداكثر تـنش  مي پوند را تحمل
Aبرشي در مقطع A معادل چندPSI    است؟   

  ) صفر1
3(36  
2(3  
4(45   

 :تنش برشي ماكزيمم در مقطع مستطيل در روي تار خنثي به وقوع پيوسته »  4«گزينه   پاسخ  
      و مقدار آن  برابر است با:

max
V

A

   


    


3 3 6 452 2 2 1  
 

 ؟شودنمير حداكثر تنش برشي در روي محور خنثي ظاه زير كداميك از مقاطعدر   :3مثال    
  شكل توپر) لوزي4  شكل توخالي) دايره3  شكل) تي2  شكل) ناوداني1
 :(به متن درس رجوع شود) ها ماكزيمم نيست.در بين مقاطع مرسوم، مثلث و لوزي جزء مقاطعي هستند كه تنش برشي بر روي تار خنثي آن  »4«گزينه  پاسخ  

 

A B  C

P  

x 

V

P

2


L

2
L

P

B C

BFAF

A

L  

P  

L  
2  

C  B  A  

A 

N.A.
50

110

6000 (Lb) 

10  

4 

A  
B 
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 برشي ماكزيمم در مقطع ار تنش مقد  :4مثالI ها است؟برابر كداميك از گزينه مقابل، شكل    

1 (V

A

15
8  2 (V

A

45
8  

3 (V

A

45
4  4 (V

A

15
4  

 :تنش برشي در مقطع   »2«گزينه  پاسخI رسد، چـرا كـه در روي تـار خنثـي، ممـان اسـتاتيك       به حداكثر مقدار خود مي شكل، در روي تار خنثيQ 
  باشد. داراي حداكثر مقدار بوده از طرفي ضخامت مقطع در روي تار خنثي حداقل مي

با اسـتفاده از قضـيه انتقـال    توان مقدار تنش برشي ماكزيمم را به دست آورد. ابتدا ممان اينرسي كل مقطع حول تار خنثي بنابراين با يك محاسبه ساده مي
  شود. محاسبه مي

b t bt
I tb bt bt(b t) tb bt b t         

2 2 33 3 2 3 3 31 1 1 1 1 1
12 6 4 12 6 4 2 4

b t
I tb [ bt (bt)( ) ]   3 3 21 1212 12 2 2  

  شود. بنابراين نتيجه ساده شده ممان اينرسي برابر است با:نظر ميهاي بالاتر از يك آن صرف، از جملات شامل توانtكوچكي مقدار ضخامت مقطع به دليل 

I tb ( ) 31 13  
  گردد. سطح بالاي تار خنثي هاشور زده شده سپس توسط رابطه زير مقدار آن محاسبه مي ،Q حاسبه ممان استاتيكاما براي م

max
b b (b t)

Q A y A y ( t) (bt)


   1 1 2 2 2 4 2  

bt2توان از مقدارمي

btنظر نمود.صرفtبه دليل كوچكي مقدار 2
( )

2

2   

max
b t b t bt

Q b t   
2 2 2 25
8 2 2 8  

  
  آيد:مقدار تقريبي تنش برشي ماكزيمم به دست مي زير) در رابطه 2) و (1با جايگذاري مقادير (

  max
max

V b tVQ V

It bttb t


   



2

3

5
158

1 8
3

  

Aاما مساحت سطح مقطع كل برابر bt max  توان به صورت روبرو نوشت:مي باشد بنابراين نتيجه ساده شده رامي 3
V V
A A

   
15 45
8 8

3

  

 

 در يك مقطع مستطيل شكل به عرض  :5مثالb  و ارتفاعh  نيروي برشي قائمV متوسـط  برشـي   آيد. نسبت تنش برشي ماكزيمم به تنش وارد مي
  برابر است با:

1 (4
3  2 (1

2  3 (3
2  4 (2

3  

 :طبق توضيحات متن درس، تنش برشي ماكزيمم در يك مقطع مستطيلي برابر است با:  »3«گزينه  پاسخ   max
max ave

ave

V

A


     


3 3 3
2 2 2  

 

 كه ابعاد آن روي شكل داده شده است. محل حداكثر تنش برشي  ناشي از نيروي است، الساقين تير به صورت يك مثلث متساويمقطع يك  :6مثال

VQباشد؟كداميك از مقادير داده شده مي Vبرشي قائم 
( )

It
            

h) به فاصله 1

It

h يه) به فاصلA  2از  2

      BCاز  2

h يه) به فاصل3

h2 يه) به فاصلBC  4از  3
      BCاز  3

b

t
t

t

b

b

t

b

b

4

b t

2



N.A.

b

2

A 

h 

B Ch 
2
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 :تنش برشي ناشي از نيروي برش در هر نقطه از يك مقطع برابر است با: » 2«گزينه  پاسخ        

                                                 VQ

It
   

  باشند.متغيرهاي رابطه مي tو  Qباشد، اما در يك مقطع ثابت مي Iو  Vدر رابطه فوق مقادير 

Qماكزيمم خواهد بود كه نسبت در صورتيمتغير است، تنش برشي  tچون ضخامت 

t
از تار خنثي اين  yدلخواه ماكزيمم شود. به اين منظور در يك فاصله  

Qنسبت برابر خواهد بود با Ay

t t
.  

hاما چون ارتفاع مثلث برابر
y

2
از تار خنثي برابرهاشور خورده باشد، بنابراين فاصله مركز سطح مثلث مي 3

h
y

y




2
3

  باشد. مي 3

  باشد. در نتيجه:مي b، برابرtقاعده روي در  ر خوردههاشو ثلثاز طرفي عرض م
h h

y y h h h hy
(b ) (y ) ( y) ( y) yQ Ay Q

t t b t

 
      

     


2 2
2 2

2 2 4 23 3 2 22 3 3 3 9 3
2 3 6   

h)فاصله از قاعده(    h h
 6 3 2   )فاصله از تار خنثي(

Q
d( ) h ht y y

dy
      

2 43 6  

 

 تير غيرمنشوري نشان داده شده داراي مقطع عرضي ثابت  :7مثال
باشد. چنانچه ارتفاع تير به صورت خطي و ارتفاع متغير در طول خود مي

هاي برشي در اين تير نادرست تغيير كند كدام عبارت درباره توزيع تنش
     باشد؟   مي

  

اده و مقدار آن برابرتنش حداكثر برشي در نصف ارتفاع مقطع رخ د A) در مقطع 1
a

P

bh

3
  باشد.مي 2

تنش حداكثر برشي در نصف ارتفاع مقطع رخ داده و مقدار آن برابر B) در مقطع 2
a

P

bh

2
  باشد.مي 3

) توزيع تنش برشي در وسط دهانه تير به صورت يكنواخت بوده و مقدار آن برابر3
a

P

bh

2
  باشد.مي 3

  نيز بستگي دارد. xنسبت به  hو شدت تغيير  Mكلي توزيع تنش در اين تير نه تنها به نيروي برشي بلكه به لنگر خمشي  به طور) 4

 :توزيع تنش برشي در مقاطع با ارتفاع متغير (تيرهاي غيرمنشوري) توسط رابطه  » 2«گزينه  پاسخVQ Mh Qh dh
( )

It I I dx
   14 آيد.مي به دست    

max  مساوي است با: Aتنش برشي در مقطع 
a

V P

A bh
  

3 3
2 2  

max   مساوي است با: Bو تنش برشي در مقطع 
a

P

bh
 

3
4  

max                         و تنش برشي ماكزيمم در وسط تير مساوي است با:
a

P

bh
 

2
3   

  باشد. نمي) صحيح 2ها، تنها گزينه (در بين گزينه لذا .به مقدار لنگر خمشي بستگي دارددر اين تيرها ي از طرفي تنش برش
  

  

b 

h 
3 

2h 
3 

-y 

y 
N.A. 

h

b

Аمقطع  Bمقطع   وسط تيرمقطع 

max
a

3P

2bh
 

a

2P

3bh a

3P

4bh

 

  O 

L 

hb = 2ha

A 
B 

y 

ha 

b 


