
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  94 هاتحلیل سازه

 فصل هشتم

 «های نامعین به روش نیرو و استفاده از روابط حفظي بررسي سازه» 

 دوران نقطه  :1مثالAاثر لنگر درMدر نقطهA(08)مهندسی عمران ـ آزاد  نظر مي شود(چقدر است؟ )از تغيير شكل محوري اعضا صرف 
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 :شود اين تير از اتصال دو قسمتكه مشاهده می طورهمان« 3»گزينه پاسخABوBC به صورت پيوسته در نقطهBر تشكيل شده است. بنابراين تي

 نامعين است و با استفاده از روش نيرو و انجام مراحل زير داريم: 

 آوريم: درجه نامعينی تير را بدست می مرحله اول:

c
DI r (c ) DI ( )

r


        

  
2 3 2 1

2 1 3
  

 بنابراين تير يك درجه نامعين است. 

 
 

                   B(L) B(R)( )    
 )تير معين(                                                                    عادله سازگاري(     )م                             

 
 )تير نامعين(                                                                                         

B(L)براي حل معادله سازگاري سوم:مرحله  B(R)   صورت زير داريمبه : 

 : ABتير

  بارگذاري اول  بارگذاري دوم                              

 

 بارگذاري دوم:                                                                                                           بارگذاري اول:

B(L)
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
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1 6
  

 
  

B برابر است با: ABدر تيرBبنابراين دوران نقطه
B(L) B(L) B(L) B(L)

M LML

EI EI


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 :BCتير

B
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L
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
 

4
    سرگيردار سر مفصل و يك: روابط حفظی تيرهاي نامعين يك

   برابر است با:Bصورت زير مقدار لنگربنابراين با حل معادله سازگاري به

B B B
B(L) B(R) B

M L M L M LML ML M
M
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
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 شود:صورت زير تعيين میبه Aدر نهايت مقدار دوران در نقطه 
 

 بارگذاري اول    بارگذاري دوم                          
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B
B(L)
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EI


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به يك تير ABCدرجه نامعينبراي تبديل تير يك مرحله دوم:

 Bكه به صورت پيوسته در نقطهBCو يك تير نامعينABمعين
تير  جدا نمود و براي هر دوBتوان تيرها را از نقطهمی اتصال دارند،

  Mالجهتفصلی با لنگرهاي مختلفگاه منقطه يك تكيهدر اين 
 نمود:نظر گرفت و معادله سازگاري آن را به صورت زير تعريف  در



 

 

 هاتحلیل سازه 08
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 بارگذاري دوم:                                                                             بارگذاري اول:

A
L

EI


 

1 3
    

 

 

A برابر است با:Aبنابراين دوران نقطه A A A A
ML ML ML

EI EI EI
         

1 2

2
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 ميزان :2مثالABM برحسبton.m (  01)مهندسی عمران ـ سراسري  چقدر است؟   

1 )12 

2 )6 

3 )/4 5 

9) 3  

   :با كمی دقت در شكل صورت سؤال مشخص است كه اين سازه نامعين است. سپس براي محاسبه مقدار لنگر« 2»گزينه پاسخABM  تـوان بـا   مـی

 ه از روش نيرو و انجام مراحل زير نوشت: استفاد
 آوريم: دست میدرجه نامعينی سازه را به صورت زير به مرحله اول:

c

k

r

DI (r k) (c ) ( ) ( )

 


 
     

         

1

3 1 1 5
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 بنابراين اين سازه يك درجه نامعين است. 

ن ابتدا سـازه را از  توامی Aگاه گيردارحال براي محاسبه مقدار لنگر تكيه مرحله دوم:

انتقـال داد تـا    Bرا بـه نقطـه   Cجدا نمود و سـپس نيـروي بـرش در نقطـه    Cنقطه

 : مشخص گردد ABهاي وارد بر تير نامعين يك سر گيردار و يك سر مفصلبارگذاري

y C CF V ( ) V ton         3 2 6 
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بنابراين براي تير نامعين يك سر مفصل و يك سر گيردار با اسـتفاده از   مرحله سوم:

 را تعيين كرد:  ABMتوان مقدار لنگرروابط حفظی مربوطه به آن، می

 AB AB
M

M M ton.m    
12

6
2 2

 يرهاي نامعين يك سر مفصل و يك سر گيردار : روابط حفظی ت 

رسد، می CRيعنی Cگاهالعمل تكيهاعمال شده است و تمام سهم آن به عكس Bگاه غلتكیدقيقاً روي تكيه CVتوجه داشته باشيد به علت اينكه نيروي

 نقشی ندارد.  Aگاهبنابراين در محاسبه لنگر تكيه
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  01 هاتحلیل سازه

 گااه نناري در حالات ) (    وجود آمده در تكيههاي )الف( و )ب( مطابق زیر داده شده باشد، نيروي بهاگر تغيير شكل حداکثر مربوط به حالت :3مثال

 (01ان ـ سراسري )مهندسی عمر چقدر خواهد بود؟  
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   :شود كه اين سازه نامعين است و از اتصال تير معين و فنـر انتقـالی تشـكيل شـده اسـت. از      با كمی دقت در شكل )ج( مشاهده می« 3»گزينه پاسخ

 پس با استفاده از روش نيرو و انجام مراحل زير داريم:  باشد.هاي )الف( و )ب( میشود كه بارگذاري )ج( برابر با مجموع بارگذاريطرفی مشاهده می

 درجه نامعينی سازه برابر است با:  مرحله اول:

c
DI [r (c )] DI [ ( )]

r

 
          

  
2 1 2 2 1 1

1 1 2
 

 بنابراين اين سازه يك درجه نامعين است. 

براي تبديل سازه يك درجه نامعين به يك سازه معين كافی است فنر انتقـالی را از   مرحله دوم:

 سازگاري آن را به صورت زير تعريف نماييم:  دا كرده و معادلهسازه ج

                                                                               B( )    
o¹ 

                                                           

 )سازه معين(                                                                       )معادله سازگاري(                                                                                                    

                                                                                                                                                                             
 

 

 

Bبراي حل معادله سازگاري مرحله سوم:  
o¹ 

 به صورت زير داريم:  
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 برابر است با:  Bبنابراين تغيير مكان نقطه
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 هاتحلیل سازه 02
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 نماييم: ا به صورت زير حل میحال معادله سازگاري ر

 B B B B B
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 ايتير طره :4مثالAB وCD مطابق شكل ناصله/ L  العمل از یكدیگر دارند، اگر با استفاده از جک دو تير به یكدیگر مفصل شوند، عكس 1

   (01)مهندسی عمران ـ آزاد  کدام است؟   Aگاهقائم تكيه
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   :شود دو تير معينطور كه مشاهده میهمان« 1»گزينه پاسخAB وCD به فاصله از هم قرار دارند و اگر نقاطB وC   به هم متصل شوند يـك

 شود. پس با انجام مراحل زير و با استفاده از روش نيرو داريم: نامعين می ABCDاين صورت سازه گردد و درمفصل ايجاد می

 آوريم: دست میبه صورت زير به Cو Bهايرا بعد از اتصال مفصلی در نقطه ABCDدرجه نامعينی سازه مرحله اول:

c
DI r (c ) DI ( )

r

 
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  
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 بنابراين سازه حاصل يك درجه نامعين است. 

 نماييم: از هم قرار دارند، معادله سازگاري زير را تعريف می براي تبديل سازه يك درجه نامعين به دو سازه معين كه با فاصله مرحله دوم:

 

               B C( )     
 )معادله سازگاري(      

 

 

 

Bبراي حل معادله سازگاري مرحله سوم: C     :به صورت زير داريم 

 :CDتير      : ABتير
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 آيد: دست میبه CVياBVبنابراين با حل معادله سازگاري، مقدار نيروي
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  توان نوشت: می Aگاهالعمل قائم تكيهحال براي محاسبه عكس
 

y yy A B A B
/ EI

F R V R V
L

        2
1

 

 

 
 

B 2
0.01EI

V
L

=

yAR

AM

c 1



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  03 هاتحلیل سازه

 زیر در شكل :5مثال ( نيروي ایجاد شده در ننر کدام است؟EI  )(03)مهندسی عمران ـ سراسري  ثابت است 

1)P  2)
P3
2

    

3

EI
k

2L
=

 

3)
P3
8

    9)
P3
4

    

   :شود اين سازه نامعين از اتصال يك سازه معين و پايدارطور كه مشاهده میهمان «9»گزينه پاسخABC      .با يك فنر انتقـالی تشـكيل شـده اسـت

 نماييم: صورت زير تحليل میرا بهبنابراين با استفاده از روش نيرو سازه نامعين 

 آوريم:صورت زير بدست میسازه را به نامعينیدرجه  مرحله اول:
 

c
DI [r (c )] DI [ ( )]

r


          


2 1 2 2 1 1

2
 

 بنابراين سازه يك درجه نامعين است.

براي تبديل اين سازه يك درجه نامعين به سازه معـين كـافی اسـت قيـد فنـر       مرحله دوم:

گاري آن را ، معادلـه سـاز  Cالعمل آن در نقطـه قرار دادن عكس انتقالی را حذف كرده و با

 كنيم:  صورت زير تعريف به

        C( )   
o¹ 

     

 )معادله سازگاري(             

 CR

k
 
o¹ 

 )سازه معين(                                         

 

)Cحال معادله سازگاري مرحله سوم: )  
o¹ 

 كنيم: صورت زير حل میرا براساس سازه معين حاصل شده به 
 

                                                                                بارگذاري اول بارگذاري دوم                   
 

 

 

 بارگذاري اول: 
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 برابر است با:  Cپس تغيير مكان نقطه

C C C
C C C C C C

(P R )L R L R LPL PL PL PL

EI EI EI EI EI EI EI


                 

1 2

3 3 33 3 3 38 8 85 8 5 7
3 6 3 3 6 2 3

  

C(Rبدست آمده در معادله سازگاري، مقدار نيروي فنر Cحال با قرار دادن  شود: تعيين می (
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 هاتحلیل سازه 09
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 گااه ده اسات  لنگار در تكياه   گاهي نشان داده شاده بار ساازه اثار کار     در تير شكل زیر نشست و چرخش تكيه :6مثالa  چنادkg.m  اسات؟ 

(EI ton.m )  (  03)مهندسی عمران ـ سراسري    2135

1)4 5  

2)495  

3)855    

9)945     

   :توان گفت كه اين تير نامعين است و از اتصال دو تير معينبا كمی دقت در شكل صورت سؤال می« 3»گزينه پاسخab وbc توسط مفصل خمشیb 

 داراي دوران است. بنابراين با استفاده از روش نيرو و انجام مراحل زير داريم:  cگاهداراي نشست و تكيه aگاهه است. از طرفی تكيهتشكيل شد

 درجه نامعينی اين سازه برابر است با:  مرحله اول:

c
DI r (c ) DI ( )

r


        

  

1
2 4 1 2 1

2 2 4
 

 براين اين سازه يك درجه نامعين است.بنا

كافی  bcو abبراي تبديل سازه يك درجه نامعين به دو سازه معين مرحله دوم:

صـورت  جدا كرده و معادله سازگاري آن را به cاست اين دو سازه معين را از نقطه

 تعريف كنيم:   زير

                                                                          b(L) b(R)( )     
 

 )دو سازه معين(                                                                      ()معادله سازگاري                                                                                                                          

b(L)براي حل معادله سازگاري مرحله سوم: b(R)   صورت زير داريم: به 

 bVبارگذاري aگاهنشست تكيه             :                                                          abتير

 

 :aگاهنشست تكيه                                                                               :bVبارگذاري

b
b(L)

V L

EI
  

1

3

3
                                                                       

      
 

b برابر است با: abدر تير bپس تغيير مكان نقطه
b(L) b(L) b(L) b(L)

V L
/ m

EI
         

1 2

3
2

3
  

 
 

 bVبارگذاري cگاهدوران تكيه             :                                                                bcتير

 

 :cگاهدوران تكيه                                                                              :bVبارگذاري

b
b(R)

V L

EI
  

1

3

3
  

 
 

 

 

 

 آيد:بدست می bVصورت زير مقدار نيرويدر نهايت با حل معادله سازگاري به

b b b
b(L) b(R)

V L V L V L
/ / /

EI EI EI


          

3 3 32
2 75 95

3 3 3
  

EI ton.m b
bL / m

V ( / )
/ V / ton





 
     



2 2
135
1 5

2 1 5
95 57

3 135
  

b V 

b V 

b V 

b(L) a

b(L)

mm

/ m

    

  

2

2

2

2

b(R) c

b(R)

L

/ / / m

    

    

2

2
5 1 5 75
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  برابر است با:  aگاهبنابراين لنگر در تكيه

a a b a b

a a

M M (V L) M V L

M ( / ton) / m / ton.m M kg.m

         

       


57 1 5 855 855

  

 

 هاي گيردارگاهلنگر در تكيه : 7مثالAوD   (08سی عمران ـ آزاد )مهند کدام است؟ 

1 )A D
wL

M M 
2

8
 

2)A D
wL wL

M ,M 
2 2

8 12
  

3 )A D
wL wL

M ,M 
2 23 3

8 16
 

9 )A D
wL

M M 
2

12
 

 
 :ب نامعين است.شود كه اين قادقت در شكل صورت سوال مشاهده میبا كمی« 2»گزينه پاسخ  

 پس با استفاده از روش نيرو و انجام مراحل زير داريم:

 آوريم:صورت زير بدست میدرجه نامعينی سازه را به مرحله اول:

 

c

r

k

DI (r k) (c )

DI ( ) ( )




   
 

    

     

3 3 2 8

3 3

8 3 5

 

 

 
 

 بنابراين سازه پنج درجه نامعين است. 

و BCبه علت وجـود عوـو صـل    CوBتوان گفت نقاطبا كمی دقت در شكل می دوم:مرحله

امكان تغييرمكان افقی و قـائم و دوران   ،A چنين نقطهو همCوDگاهی در نقاطشرايط تكيه

گـاه گيـردار را بـراي    را از سـازه حـذف و تكيـه   BCتـوان عوـو صـل    و بنـابراين مـی   نداردرا 

 گرفت: رو درنظرروبه صورتبهCوBنقاط
 

 باشند. به صورت دوسرگيردار میCDوABشود تيرهاي نامعينطور كه مشاهده میهمان

 داريم:DوAبنابراين براي محاسبه لنگر در نقاط سوم:مرحله

 :AMلنگر

A B
PL

M M 
8

 : روابط حفظی تيرهاي نامعين دوسرگيردار   

P wL
A B A B

wL L wL
M M M M

 
     

2

8 8
  

L 
2 

L 
2 

 2EI  

w 

w L 



L 
2 

L 
2 

w 

L 
2 

L 
2 

A M 

B M 



 

 

 هاتحلیل سازه 05
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 :DMلنگر

C D
wL

M M 
2

12
  : روابط حفظی تيرهاي نامعين دوسرگيردار

 

 

 
 

 

 در سازه شكل مقابل مقدار شيب تير در محل :8مثالB(  41سراسري كشتی ـ  معماري )مهندسی  کدام گزینه است؟ 

1) 
EI

8
3

 2 )
EI

16
3

 
C

40kN

 

3 )
EI

24
3

 9)  
EI

32
3

 

 :پس با استفاده از روش نيرو و انجام مراحل زير داريم:  نشان داده شده نامعين است، تير« 9»گزينه  پاسخ 

 آيد:صورت زير بدست میهنامعينی تير ب درجه مرحله اول:

r
DI r (c ) DI ( ) DI

c

   
         



2 2 1 5
2 5 2 3 

 درجه نامعين است.بنابراين تير سه 

تبديل  BCوABگيردار سرسر مفصل و يكتير نامعين يك درجه نامعين را به دو توان اين تير سهمی پيوسته است، با توجه به اينكه تير مرحله دوم:

 صورت زير نوشت: و تعريف معادله سازگاري بهBدر طرفين نقطهMالجهتمختلفكافی است با اعمال لنگرهاي . نمود

 

                                                      B(L) B(R)( )    
 

 )معادله سازگاري(                                                              )دوسازه نامعين(                                                                                                         

B(L)براي حل معادله سازگاري مرحله سوم: B(R)   صورت زير داريم:به 

 :ABتير

   بارگذاري اول بارگذاري دوم                                

 بارگذاري اول:

B(L)
PL

EI
 

1

2

32
 يردار سرگفصل و يكسر م: روابط حفظی تيرهاي نامعين يك  

B(L) B(L)
( )

EI EI


     

1 1

24 16 32
32

 

 بارگذاري دوم: 

B(L)
ML

EI
 

2 4
 سرگيردار سر مفصل و يك: روابط حفظی تيرهاي نامعين يك 

B(L) B(L)
M M

EI EI


     

2 2

16 4
4

 

B(L)  برابر است با:ABدر تيرBپس دوران نقطه B(L) B(L) B(L)
M

EI EI
        

1 2

32 4    

 : BCتير

B(R)
ML

EI
 

4
 سرگيردارسر مفصل و يك: روابط حفظی تيرهاي نامعين يك   

B(R) B(R)
M M

EI EI


     

8 2
4

       

D M 

C M 

w 

C

40kN

40kN

4 0 k N 
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   با: برابر استMمقدار بنابراين با حل معادله سازگاري،

B(L) B(R)
M M M

M kN.m
EI EI EI EI EI


          

32 4 2 6 32 32 16
6 3

  

B داريم:Bحال براي محاسبه مقدار شي  در نقطه B(L) B(R) B B(R) B
M

EI EI EI



           

16
22 323

3
    

 

 گاهالعمل تكيهمقدار عكس :9مثالB (  42سوانح طبيعی ـ سراسري در  )مهندسی چقدر است؟ 

1) 
wL

P
3
8

   2 )
wL

P
2

 

L , EI

w

 
wL  (9 صفر (3

P
3
2

 

 :سرگيردار است كه تحت اثر دوبارگذاري مختلف قرار گرفتـه اسـت. بنـابراين بـا     سر مفصل و يكنشان داده شده تير نامعين يك تير« 1»گزينه  پاسخ

 صورت زير داريم:سرگيردار بهسر مفصل و يكي نامعين يكاستفاده از روابط حفظی تيرها
 

  بارگذاري اول  بارگذاري دوم                   

 بارگذاري اول:

y B BF R P R P       1 1
 

 
 

 

 سهمی از اين نيرو ندارد. Aگاهالعمل قائم تكيهعكس اعمال شده است،Bگاه غلتكیدقيقاً روي تكيهPدقت داشته باشيد در اين حالت به علت اينكه بار

 بارگذاري دوم:

B
wL

R 
2

3
8

 سرگيردارسر مفصل و يك: روابط حفظی تيرهاي نامعين يك
 

 

B برابر است با:Bگاهالعمل تكيهابراين مقدار عكسبن B B B
wL

R R R R P     
1 2

3
8

  

 

 جایي قائمیک جابه زیرکه به تير دوسرگيردار در صورتي :11مثال ،گاهي ایجاد شده چقدر خواهد بود؟  گشتاور تكيه اعمال شود  

   (42سی هوافوا ـ سراسري )مهند  

1) 
EI

L



2
3

   2 )
EI

L



2
2

  

 
3) 

EI

L



2
6

   9)  
EI

L



2
  

 :تير نشان داده شده دوسرگيردار و نامعين است. بنابراين براي محاسبه مقدار « 3»گزينه  پاسخ
توان از روابط حفظی تيرهاي نامعين ، میگاهیتكيه اثر نشستها تحتگاهاد شده از تكيهلنگر ايج

 صورت زير استفاده نمود: دوسرگيردار به
EI

M
L




2
6

 : روابط حفظی تيرهاي نامعين دوسرگيردار

 برابر است: BوAهايگاهبنابراين مقدار لنگر در تكيه
EI

M
L




2
6

 

 

 

L , EI

2BR

w

L , EI 

w 
P 

M



 

 

 هاتحلیل سازه 00
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فصل نهم

 «های نامعین به روش تغییر مکان )روش شیب افت(بررسي سازه» 

 گاهمقدار لنگر در تكيه :1مثالB ( با کدام رابطه برابر است؟EI  )(84 عمران ـ سراسريمهندسی ) ثابت است 

1 )DEI

L


2

2
                        2) BEI

L

2
 

3 )BEI

L



2
4

                        9 )DEI

L

4
 

 

 :رسد كه سازه نـامعين اسـت، پـس    با توجه به شكل صورت سؤال به نظر می  «9»گزينه  پاسخ

 كنيم: معينی سازه را به صورت زير تعيين میابتدا درجه نا

r

c DI (r k) (c ) DI ( ) ( )

k

   


           
 

3 3 3 9

3 3 9 3 6 

 درجه نامعين است. 6بنابراين سازه

طور كه مشاهده شد درجه نامعين سازه زياد است، پس براي محاسبه همان

 صورت مقابل داريم: از روش شي  افت بهBمقدار لنگر در نقطه

را بـه  BDقرار دارد، پـس قسـمت  BDدر قسمتBبا توجه به اينكه نقطه

 صورت مقابل از سازه جدا كرده و داريم: 

 بنابراين براساس رابطه روش شي  افت داريم: 

BD D
BD B D BD BD BD D BD

BD

(EI) EIEI
M ( ) FEM M ( ) M

LL L


              
2 42

2 3

2

 

 

 در تير ممتد شكل مقابل با صلبيت خمشي ثابت :2مثالEIگاهي نشان داده شده، لنگرهاي تكيهتحت نشستABM کدام است؟ 

 (01عمران ـ سراسري مهندسی )

1 )
EI

L



2
3

 2) 
EI

L



2
6

 

 
3 )

/ EI

L



2
7 5

 9 )
/ EI

L



2
4 5

 

 :آوريم:دست میابتدا درجه نامعينی تير را به  «9»گزينه  پاسخ 

c
DI r (c ) DI ( )

r


        

   
2 5 2 3

2 2 1 5
 

 صورت زير استفاده نمود:توان از روش شي  افت بهدر اين تير می ABMدرجه نامعين است. پس براي محاسبه مقدار لنگر3بنابراين تير

 آوريم:دست میرا بهBبه صورت زير، ابتدا مقدار دوران نقطهBپيوسته است، پس با تعريف معادله تعادل لنگر در نقطه Bتوجه داشته باشيد تير در نقطه

B BC BAM M M    

B

BD

BD

BD BD

(B )

FEM ( BD )

( D B )

L
(EI) EI L

 



 

  
 2

nHjoÃ¬½I¬¾Ã§U

SwHÁnHm¬nIMk¤I  Sµv¤

kºnHkºÂ£ H·I§¶ oÃÃ™U » ŠI£º

»
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BCحال براي محاسبه مقادير لنگر BAM M»توان نوشت:با استفاده از رابطه شي  افت می 

 :BAقسمت

 

 

 

 

 

BA
BA B A BA BA BA B

BA

BA B BA B

(EI) EI
M ( ) FEM M ( ( ))

L L L

EI EI
M ( ( )) M ( )

L L L L


            

 
         

2 2
2 3 2 3

2 2 3
2 3 2

 

 :BCقسمت

C

BC

B C
BC BC

BC

BC BC

(C )

FEM ( BC )

L L

L L (EI) EI

 





   
    


 

nHjoÃ¬½I¬¾Ã§U

SwHÁnHm¬nIMk¤I  Sµv¤

»

 

BC
BC B C BC BC BC B BC B

BC

(EI) EI EI
M ( ) FEM M ( ) M ( )

L L L
               
2 2 2

2 3 2 2 

 شود:تعيين میBبه صورت زير مقدارAدر نهايت با حل معادله تعادل لنگر در نقطه

BC BA B B B B B B
EI EI EI

M M ( ) ( ) ( )
L L L L L L L

   
                   

2 2 3 2 3 3 3
2 2 2 2 4

4
 

 مطابق شكل زير داريم:ABMلنگر حال براي محاسبه مقدار

A B

AB

B A
AB AB

AB

AB AB

(A )
L

FEM ( AB )

( )
L L L

L L (EI) EI


   





    
    



 

3
4

nHjoÃ¬½I¬¾Ã§U

SwHÁnHm¬nIMk¤I  Sµv¤

SwHjo«T–Iw ¼…– n¼d¶ yioa S¿]

»

 

AB
AB A B AB AB AB AB

AB

AB AB

(EI) EI EI
M ( ) FEM M ( ( )) M ( )

L L L L L L L

EI EI / EI
M ( ) M

L L L L

   
              

    
     

2 2

2 2 3 2 3 3
2 3 3

4 4

2 9 9 4 5
4 2

 

 

 گاهدر تير مقابل لنگر در ننر پيچشي واقع در تكيه :3مثالB( کدام است؟
EI

k
L

 
2

 (02 سراسري ـمهندسی عمران ) ثابت است( EIو  

1 )
PL

12
 2 )

PL

16
 

 3 )
PL

24
 9 )

PL

8
 

A

BA

B A
BA BA

BA

BA BA

(A )

FEM ( BA )

( )
L L L

L L (EI) EI

 



    

    


 

nHjoÃ¬½I¬¾Ã§U

SwHÁnHm¬nIMk¤I  Sµv¤

SwHjo«T–Iw ¼…– n¼d¶ yioa S¿]

»
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 :گاه مفصلینی در تكيهشود اين تير نامعين است. از طرفی فنر دوراطور كه مشاهده میهمان  «3»گزينه  پاسخB قرار گرفته است. بنابراين با استفاده

 از روش شي  افت به صورت زير داريم:

 نيم:كتعريف میBجدا كرده و معادله تعادل لنگر و دوران را در نقطهBابتدا فنر دورانی را از نقطه

BA

B

) M M

)




  

o¹ 

o¹ 

(jo«T–Iw S¿]

(jo«T–IwjIQS¿]

 

 با استفاده از روش شي  افت داريم:ABMحال براي محاسبه مقدار لنگر

A B

BA

BA

BA BA

(A )

PL
FEM

( B A )

L L (EI) EI

    
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           
2 2

2 3 2
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M
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M
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
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
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L
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EI

L
L

 
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
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 اهگاگر تكيه :4مثالBبه اندازهcm1نشست پيدا کند، لنگرAM  (03سراسري ـ مهندسی عمران ) را حساب کنيد 

1 )A
PL EI

M
L


 

2
3

8
 2 )A

PL EI
M

L


 

2
3 6
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3 )A
PL EI

M
L


 

2
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 9 )A
PL EI

M
L


 

2
6

8
 

 :باشـد. بنـابراين بـا توجـه بـه اينكـه       شود اين تير يك سرگيردار و يك سر مفصل است كـه نـامعين مـی   طور كه مشاهده میهمان  «3»گزينه  پاسخ

 دست آورد:را به AMاز حالت خاص اول در روش شي  افت به صورت زير مقدار لنگرتوان با استفاده نشست دارد، می cm1به اندازه Bگاهتكيه

                     
A

AB

B A
AB AB

AB

AB AB
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(FEM)
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  51 هاتحلیل سازه

 سازه شكل مقابل کلاً چند :5مثالجابه( جایي هر گره:مستقل دارد؟) ( 09سراسري  ـ عمرانمهندسی) 

 صفر( 1

 يك (2

 ( دو 3

 ( سه9
 

 :بـراي محاسـبه تعـداد درجـه آزادي       «2»گزينـه   پاسخ

انتقالی در اين قاب، بايد اين قاب را به يك خرپا تبديل كنـيم.  

سـت تمـام نقـاط اتصـال داخلـی و      بـراي ايـن منظـور كـافی ا    

 گاهی قاب را به مفصل تبديل نماييم:  تكيه

 

اضافه نمود. پس Bگاه غلتكی به نقطهتوان يك تكيهشود خرپاي حاصل شده ناپايدار است، بنابراين براي پايدار شدن اين خرپا میطور كه مشاهده میهمان

سـه  BCDتوان اين قسمت را به صورت زمين فرض نمـود. قسـمت  العمل مناس  به زمين متصل شده و پايدار است. حال میتوسط سه عكسABقسمت

 باشد. هاي مناس  به زمين متصل شده و پايدار میالعملمفصل بوده و توسط عكس

 برابر يك است:بنابراين درجه آزادي انتقالی اين سازه 

 (N ) 1 

 

 

 

                        

 

 لنگر در :6مثالC( کدام است؟EI  )(43 آزاد عمران ـ مهندسی) ثابت 

1 )kN.m16 

2) kN.m16 

3 )kN.m8 

 ( صفر9
 

 :شود قاب نامعين است. بنابراين براي محاسبه مقدار لنگر در نقطهطور كه مشاهده میهمان  «9»گزينه  پاسخCCB(M ، با استفاده از روش شي  (

 افت به صورت زير داريم:

 به صورت زير تعريف نموده و داريم:Bدر قاب پيوسته است، معادله تعادل لنگر را حول نقطهBطهبا توجه به اينكه نق

B BC BAM M M    
 

BCحال با استفاده از رابطه روش شي  افت مقادير BAM M» كنيم:میرا به صورت زير تعيين 

 :BCقسمت

C

BC

BC

BC BC

(C )

FEM ( BC )

( C B )

L m (EI) EI
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
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L
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2 3 2
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 :BAقسمت

A

BA

BA

BA BA

(A )

FEM ( BA )

( A B )

L m (EI) EI

 

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
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(EI) EI
M ( ) FEM M ( ) M EI

L
              
2 2

2 3 2
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 داريم:Bحال با حل معادله تعادل لنگر در نقطه

 BC BA B B B BM M EI EI EI           2 

CBدر نهايت با توجه به شرايط يكسان BC»مقدار لنگر در نقطه ،CيعنیCBM:برابر است با 

CB
CB C B CB CB CB CB

CB

(EI) EI
M ( ) FEM M ( ) M

L
             
2 2

2 3
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  53 هاتحلیل سازه

 ل دهمصف

 «ها به روش مدلسازی با فنرسازهتحلیلبررسي » 

 در سازه مقابل لنگر :1مثالDAM ( کدام است؟EI)(84)مهندسی عمران ـ سراسري  ثابت 

1 )
M

8
 

2 )
M

6
 

3 )
M

4
 

9 )
M

3
 

 :شود اين سازه از اعوايی تشكيل شده است كه در نقطهطور كه مشاهده میهمان  «2»گزينه  پاسخA  انـد و از طرفـی لنگـر    به يكديگر متصل شـده

صورت اتصال موازي چهار فنـر دورانـی در   توان اين سازه را بهاعمال شده است. بنابراين می Aدر محل اتصال اعواي سازه يعنی نقطه Mخمشی متمركز

 كنيم:صورت زير تعيين مینظر گرفت. پس سختی دورانی هر يك از اعواي سازه را به

صورت مفصلی است، بنابراين اين قسمت از سازه در تحمل لنگر خمشی نقشی نداشته و سختی به Mمحل اتصال اين قسمت و لنگر متمركز: ABقسمت

(AB) دورانی ندارد پس مقدار لنگر و سختی فنر دورانی آن برابر صفر است: ABk M  » 

گاه مفصلی قـرار  يك تكيهA، در نقطهACصورت پيوسته است، بنابراين در قسمت( بهA)نقطهMمحل اتصال اين قسمت و لنگر خمشی: ACقسمت

 دهيم و مقدار سختی فنر دورانی براي اين قسمت برابر است با:می

 

AC
(AC) (AC) (AC)

AC

(EI) EI
k k k EI

L
      

4 4
4

 

صـورت پيوسـته اسـت، بنـابراين در     ( بهAمحل اتصال اين قسمت و لنگر خمشی )نقطه: ADقسمت

بـراي ايـن    دهـيم و مقـدار سـختی فنـر دورانـی     گاه مفصلی قرار میيك تكيهA، در نقطهADقسمت

 شود:قسمت به صورت زير تعيين می

AD
(AD) (AD) (AD)

AD

(EI) EI
k k k EI

L
      

4 4
4

 

گـاه مفصـلی قـرار    يك تكيـه Aطهدر نقAEصورت پيوسته است بنابراين در قسمت( بهA)نقطهMمحل اتصال اين قسمت و لنگر خمشی: AEقسمت

 دهيم و مقدار سختی فنر دورانی براي اين قسمت برابر است با:می
 

AE
(AE) (AE) (AE)

AE

(EI) EI
k k k EI

L
      

4 4
4

 
 

DA(Mحال براي تعيين مقدار لنگر در نقطه )Dابتدا بايد مقدار لنگر در قسمتADنی نقطهيعAدست آوريم، پس با توجه به اتصال موازي فنرهاي را به

 دورانی داريم: 

(AD)
AD AD AD

(AD) (AE) (AC) (AB)

k EI M
M M M M M

k k k k EI EI EI



   

      
      3

 

 توان نوشت:میADبنابراين براي قسمت

 

 

AD
DA DA DA

M
M M

: M M M    3
2 2 6

 گيردار روابط حفظی تيرهاي نامعين يك سر مفصل و يك سر 
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A M 
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E I 4 m 
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 (01)مهندسی عمران ـ آزاد  انرژي ذخيره شده در سازه مقابل کدام است؟   :2مثال 

1 )
P L

EI

2 3

3
 2 )

P L

EI

2 3

6
 

3 )
P L

EI

2 3

12
 9 )

P L

EI

2 3

24
 

 

 :ي محاسـبه  با توجه به شكل صورت سؤال بـرا   «3»گزينه  پاسخ

ــر    ــر ي كرنشــی در ايــن ســازه كــافی اســت تغييــر مكــان محــل اث ان

شود طور كه مشاهده میدست آوريم. همانرا بهBيعنی نقطهPنيروي

CDتوان اين سازه را از اتصال دو ستون معين و پايدارمی AB» توسط

در نظر گرفت. البته دقت داشته باشيد بـه علـت وجـود    BCصل ميله 

Cنقـاط BCعوو صل  B»       تغييـر مكـان افقـی يكسـانی دارنـد. پـس

 توان اين سازه را به صورت اتصال دو فنر موازي فرض نمود: می

CDتی فنرهاي انتقالیحال براي محاسبه مقادير سخ AB»توان نوشت:می 

 :ABننر انتقالي
 

 

AB
(AB) (AB)

AB

(EI) ( EI) EI
k k

L ( L) L
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3 3 3
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 :CDننر انتقالي

CD
(CD)
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(EI) EI
k

L L
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 به صورت زير داريم:Bدر نهايت براي محاسبه تغيير مكان نقطه

B B B B
(AB) (CD)

P P P PL

EI EI EIk k EI
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B بنابراين انر ي كرنشی اين سازه برابر است با: 

PL
P

P P LEIU U U
EI



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3
2 3

6
2 2 12

 

 

 در سازه مسطح شكل مقابل بار :3مثالP عمود بر صفحه سازه در نقطهO گااه گر خمشي ایجاد شاده در تكياه  شود  لنبه آن اعمال ميB   چقادر

COاست؟ )صلبيت خمشي اعضا AO» برابر با
EI

2
 (02)مهندسی عمران ـ سراسري  است ( EI4برابرBOو صلبيت خمشي عضو

1 )
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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  50 هاتحلیل سازه

 :شود اين سازه از اتصال سه تير معين و پايدارطور كه مشاهده میهمان  «1»گزينه  پاسخBO CO AO» ه همراه يك فنر انتقـالی تشـكيل شـده    ب ,

توان باشد و میاتصال است، براي تمام اعوا يكسان میكه محل  Pگردد. بنابراين تغيير مكان نقطه اعمال باربر آن اعمال می Pنيروي Oاست كه در نقطه

 اين سازه را به صورت اتصال چهار فنر انتقالی موازي در نظر گرفت. پس داريم: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :AOننر انتقالي
 

AO
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EI
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L L L
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 :BOننر انتقالي
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 :COننر انتقالي 

CO
(CO) (CO)
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EI
( )

(EI) EI
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    
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 برابر است با:  BOشود، پس نيروي فنر انتقالیبنابراين به علت اينكه در اتصال موازي فنرها، نيروي هر فنر به نسبت سختی فنرها توزيع می

(BO)
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  داريم: Bدر نهايت براي محاسبه مقدار لنگر در نقطه
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 گاه گيرداردر قاب مقابل لنگر تكيه :4مثالA( کدام است؟EI)(08آزاد  )مهندسی عمران ـ ثابت است 

1 )
PL

5
 

2 )
PL

4
 

3 )
PL

8
 

9 )
PL

1
 

 

 

 

 

 

 

 

 :با توجه به شكل صورت سؤال، سمت راست مفصل  «1»گزينه  پاسخEر نيروي برشی در نقطـه را در نظر بگيريد. ابتدا بايد مقداE دسـت آوريـم. توجـه    را بـه

EFاز دو قسمت Eداشته باشيد سمت چپ نقطه GF» تشكيل شده است. پس براي تعيين مقدار نيروي برشی در نقطهE قسمتEFگيريم:را در نظر می 
 

F E EM V L V       

 توان نوشت:می Eبنابراين براي سمت راست نقطه

 

 

 

 

 

 

DAتوان اين سازه را به صورت اتصال دو عووحال می DB»   در نظر گرفت كه در محل اتصال يعنـی نقطـهD   لنگـر متمركـز
PL

2
اعمـال شـده اسـت.     

 شود:صورت زير تعيين میشود. پس مقدار سختی دورانی هر فنر دورانی بهتوان گفت اين سازه به صورت اتصال موازي دو فنر دورانی فرض میبنابراين می

ت و لنگرمحل اتصال اين قسم :DBقسمت
PL

2
گاه مفصلی در صورت پيوسته است، بنابراين با فرض تكيهبه

 آوريم:دست می، مقدار سختی فنر دورانی اين قسمت را بهDنقطه

 

DB
(DB) (DB)

DB

(EI) EI
k k

L L
    

رمحل اتصال اين قسمت و لنگ :DAقسمت
PL

2
گـاه مفصـلی در   صورت پيوسته است، بنـابراين بـا فـرض تكيـه    به 

 شود:، مقدار سختی فنر دورانی براي اين قسمت تعيين میDنقطه
 

DA
(DA) (DA)

DA

(EI) EI
k k

L L
   

4 4
 

AD(Mبنابراين براي محاسبه مقدار لنگر در نقطه ) A بايد ابتدا مقدار لنگرDAM دست آوريم. پس با توجه به اتصال موازي فنرهاي دورانی داريم:را به 

(DA)
DA DA DA DA

(DA) (DB)

EI EI
k PL PL PL PLL LM ( ) M ( ) M ( ) M

EI EI EIk k

L L L



 

         




4 4
2

4 52 2 2 5
 

 داريم: DAدر نهايت براي قسمت
 

 

 

DA
AD AD AD

PL
M PL

: M M M    

2
5

2 2 5
 فصل و يك سر گيردارروابط حفظی تيرهاي نامعين يك سر م 

D 

D B M 

D 

B 

E I L 

D B M 

k 



D 

D A M 

A 

E I L 

D 

k 

D A M 



و ايجاد لنگر خمشی به مقدار Dبه نقطه Pانتقال نيروي
PL

2
 در اين نقطه 
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 فصل يازدهم

 «ها با استفاده از خواص تقارنسازهتحلیل »

 1مثال: AM را برحسبton.m حساب کنيدEI))(01)مهندسی عمران ـ سراسري      ثابت است 

1 )2 
2 )4 
3 )8 
9 )16 

 

 :شود سازه متقارن است و تحت اثر بارگذاري متقارن قرار دارد. با توجه به اينكه محور تقارن سازه بر روي طور كه مشاهده میهمان«  2»گزينه  پاسخ

EA)و فاقد صلبيت محوري(EI)با صلبيت خمشیBDعوو ) قرار دارد، بنابراين براي سازه نيمه، عووBD جاي آن در نقطهرا حذف كرده و بهB ،

 گيريم. يعنی داريم:می گاه گيردار در نظرتكيه

 

 

 

 

 
 

 

 گيردار مطابق شكل زير داريم:حال با استفاده از روابط حفظی تيرهاي نامعين دو سر
 

A A A
PL

M M M ton.m


       
8 4

4
8 8

        
 

 

 داخلي در گره لنگر :2مثالA (48)مهندسی عمران ـ آزاد   ؟کدام است 

1 )
PL

3
 

2 )
PL

6
 

3 )PL 

9 )
PL

2
 

 
 :با توجه به شكل صورت سؤال مشخص است « 2»گزينه  پاسخ

باشد. پس كه اين قاب متقارن و بارگذاري وارد بر آن نيز متقارن می

كنيم. توجه داشته باشيد در محل برخورد دا محور تقارن را رسم میابت

 C، به علت وجود مفصل خمشی و در نقطه Bمحور تقارن در نقطه 

گاه غلتكی در جهت عمود بر محور تقارن براي سازه نيمه به ترتي  تكيه

 گيريم. يعنی داريم: گاه لغزنده گيردار در نظر میو تكيه

 
 

 

 )سازه متقارن تحت بارگذاري متقارن(

 



 سازه نيمه 

 )سازه متقارن تحت اثر بارگذاري متقارن(
 

 سازه نيمه 

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 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 دهيم. سازه نيمه را مورد بررسی قرار می Aحاسبه مقدار لنگر در نقطه حال براي م

 به صورت زير داريم:  ABبنابراين با در نظر گرفتن قسمت 

 

 
 

A A A A
P L PL PL

M M ( L ) M M
L
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1
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 گاه غلتكي برشي تغيير مكان تكيه :3مثالA(41)مهندسی عمران ـ آزاد   ؟کدام است 

1 )
PL

EI

3

3
 2 )

PL

EI

3

6
 

 

3 )
PL

EI

3

12
 9 )

PL

EI

3

24
 

 :ري متقارن قرار دارد. بنابراين محور شود كه اين سازه متقارن است و تحت اثر بارگذابا كمی دقت در شكل صورت سؤال مشاهده می« 3»گزينه  پاسخ

گاه گيردار به جاي اين وجود دارد، براي سازه نيمه يك تكيه EI2با صلبيت خمشی  BDتقارن آن را رسم كرده و به علت اينكه روي محور تقارن، عوو 

 عوو در نظر گرفته و داريم: 

 

 

 

 

 

به صورت زير با استفاده از روابط حفظی تيرهاي  Aگاه هيم. حال براي محاسبه مقدار تغيير مكان تكيهرا مورد بررسی قرار د AB پس در ادامه كافی است سازه نيمه

 نامعين يك سرگيردار و يك سر لغزنده گيردار داريم: 

A
PL

EI
 

3

12
 : روابط حفظی تيرهاي نامعين يك سرگيردار و يك سر لغزنده گيردار 

 

 
 



 )سازه متقارن تحت اثر بارگذاري متقارن(
 

 سازه نيمه 

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 گاه العمل انقي در تكيهاي زیر، عكسهدر سيستم ساز :4مثالA  ) (42)مهندسی عمران ـ دكتري  کدام است؟ )صلبيت همه اعضا یكسان است 

 ( صفر1

2 )
P

2
 

3 )
P

4
 

9 )P 
 

 :ارن است و تحت اثر بارگذاري پادمتقارن قرار دارد. پس با شود كه اين سازه متقبا كمی دقت در شكل صورت سؤال مشاهده می« 1»گزينه  پاسخ

 شود و به صورت مقابل داريم: اش نصف میصلبيت خمشی GHنيمه فقط عوو  رسم محور تقارن سازه براي سازه

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

را مورد بررسی قرار  ABCGH، سازه نيمه Aگاه العمل افقی تكيهبنابراين براي محاسبه مقدار عكس

 گيريم:را به صورت زير در نظر می ABCGHيم. در ادامه سازه دهمی

  

  

 

xx AF R
    

 

 برابر صفر است.  Aگاه العمل افقی تكيهبنابراين مقدار عكس

 

 

 

EI

 )سازه متقارن تحت اثر بارگذاري پادمتقارن(
 

 سازه نيمه 




 

 

 هاتحلیل سازه 88
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فصل دوازدهم

 «هابررسي خط تأثیر در سازه»

 گاه العمل تكيهه ماکزیمم عكستن بر روي تير شكل زیر حرکت کند، انداز 3اگر یک بار منفرد  :1مثالD ؟چند تن است 

 (88)مهندسی عمران ـ سراسري   
1 )3 2 )0 

 
3 )

5
3

 9 )
1
3

 

 :گاه العمل تكيهخواهيم حداكثر مقدار عكسكند و میتن بر روي تير حركت می 3با توجه به اينكه يك بار متمركز  « 2»گزينه  پاسخD  را به دست

 دهيم: هاي زير را انجام میآوريم، گام

  Dگاه گام اول: رسم نمودار خط تأثير تكيه

 براي اين منظور كافی است مراحل زير را انجام دهيم: 

  از سازه Dگاه حذف تكيه :مرحله اول

  و رسم تغييرشكل سازه Dاعمال تغييرمكان واحد در نقطه  :مرحله دوم

 و تغييرمكان واحد در اين نقطه به صورت زير داريم: Dا اعمال بار فرضی در نقطه ب

 شود: به صورت زير تعيين می Cتغييرمكان واحد اعمال شده است، بنابراين مقدار بالا آمدن مفصل خمشی  D: به علت اينكه در نقطه Cـ مفصل خمشی 

C CD
C

ED ECL L

 
    

1 5
3 5 3

 

 شود. فصل خمشی همواره شكستگی تغيير شكل ايجاد میتوجه داشته باشيد در م

گاهی مناس  العمل تكيهداراي دو عكس AB: در يك مفصل خمشی همواره شكستگی در تغيير شكل داريم. توجه داشته باشيد قسمت Bـ مفصل خمشی 

 شود: ير رسم میباشد. بنابراين تغيير شكل سازه به صورت زاست، پس اين قسمت پايدار و بدون تغيير شكل می

 

 
 

  رسم تغيير شكل سازه به عنوان نمودار خط تأثير :مرحله سوم

 

 گردد: به صورت مقابل رسم می Dگاه نمودار خط تأثير تكيه

 
  Dگاه تعيين محل و مقدار حداکثر ارتفاع خط تأثير در نمودار خط تأثير تكيه گام دوم:

 حداكثر ارتفاع خط تأثير ايجاد شده است كه مقدار آن برابر است با: Cشود كه در نقطه ودار خط تأثير رسم شده در گام اول، مشاهده میبا توجه به نم

maxh 
5
3

 

  Dگاه العمل تكيهتعيين حداکثر مقدار عكس گام سوم:

D(max) داريم: Dگاه يهالعمل تكبا استفاده از رابطه زير براي حداكثر مقدار عكس max D(max)R P h R ton     
5

3 5
3

 

 

DR :
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 منحني خط تأثير لنگر خمشي در نقطه  :2مثالB  (40)مهندسی معماري كشتی ـ سراسري  چگونه است؟ 

1 ) 
 

2) 

 
D

A
B C

L
2

L
2

L
2 3 ) 

 

9) 

 

 :براي رسم خط تأثير لنگر در نقطه « 1»گزينه  پاسخB  از روش مولر برسلاو به صورت زير داريم 

  Bقراردادن مفصل خمشي در نقطه  اول: مرحله
 

 به نحوي که مجموع دوران طرنين برابر واحد باشد و رسم تغيير شكل سازه Bاعمال دوران در طرنين مفصل خمشي  مرحله دوم:

 باشد. گاهی مناس  است، پس پايدار و بدون تغيير شكل میالعمل تكيه: اين قسمت داراي دو عكس ABـ قسمت 

  گردد.اعمال می Bثابت و بدون تغييرشكل است، بنابراين تمام دوران واحد به سمت راست مفصل خمشی  B: به علت اينكه سمت چپ مفصل خمشی   Bمفصل خمشیـ 

به اندازه واحد دوران داشته است،  Bشود. به علت اينكه سمت راست مفصل خمشی : در مفصل خمشی همواره شكستگی مشاهده می Cـ مفصل خمشی 

C آيد:به صورت مقابل به دست می Cقدار تغييرمكان نقطه پس م
L L

   1
2 2

 

 گردد:بنابراين تغييرشكل سازه به صورت زير رسم می

 

 مرحله سوم: رسم تغييرشكل سازه به عنوان نمودار خط تأثير 

 گردد:رسم می به صورت مقابل Bنمودار خط تأثير لنگر در نقطه 
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