
  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  الكترومغناطيس

 
  فصل اول

  »آناليز برداري«
مقدمه   

  
       دانيـد،           طور كه مـي                                                                                                        قرار است از الان تا آخر كتاب يكديگر را همراهي كنيم و با جزئيات الكترومغناطيس به طور كامل آشنا شويم. همان  ،                     دوستان و همراهان عزيز

                                                                                 طيس است. از آنجا كه الكتريسيته زودتر از مغناطيس كشف شد، مـا هـم بـر ايـن اسـاس، ابتـدا                                                                الكترومغناطيس يك كلمه تركيبي از دو كلمه الكتريسيته و مغنا
       دهيم.                                    الكتريسيته و سپس مغناطيس را آموزش مي

  بردار ):1درسنامه (  
 

محور مختصات   
  

                                          كنيم. يك دسـتگاه مختصـات متعامـد، از سـه رويـه               ستفاده مي ا  متعامد                                                     براي تعيين مكان دقيق يك نقطه در فضا از دستگاه مختصات                    محور مختصات متعامد: 
    دسـت                                                                                                       دو برهم عمودند. همچنين براي تعيين مكان، يك نقطه به نام مبدأ مختصات لازم است كه از تقاطع ايـن سـه رويـه بـه                                 تشكيل شده كه اين سه رويه دوبه

u                                 آيد. اگر اين سه رويه را با معادلات  مي f (x, y,z)1  و u g(x, y,z)2  و u k(x, y,z)3          توصـيف نمـاييم، مختصـات هـر نقطـه دلخـواه در فضـا را                                              
u)  با ,u ,u )1 2                                              اي و كـروي سـروكار خـواهيم داشـت كـه در ادامـه فصـل                                                                       دهند. در اين كتاب با سه دستگاه مختصات دكارتي (كـارتزين)، اسـتوانه          نمايش مي  3

                              هركدام را توصيف خواهيم نمود.        مشخصات
كميت   

  
  شود كه عبارتند از:                   ً                                      هاي فيزيكي و مخصوصا  الكترومغناطيس با دو نوع كميت ساخته ميجوهر و بنياد پديده

  ، kg1                                  ها كافي است يك عـدد ارائـه كنيـد؛ مثـل                         . براي توصيف اين كميت(T)   دما   ،(m)         مانند جرم   ؛    شوند                        كه فقط با اندازه مشخص مي           هاي اسكالر       ـ كميت 1
C3 . ... و         
نيز جهت دارد ولي بردار  I     ريكي                           كنند (براي مثال جريان الكت                              و از قواعد جمع برداري پيروي مي       باشند                                  كه علاوه بر اندازه داراي جهت نيز مي            هاي برداري      ـ كميت 2

(F)          مانند نيرو  شود)،نيست، چون مثل بردارها جمع نمي


    . (a)      ، شتاب
                       نيز با اسـتفاده از علامـت                         . اندازه يك بردار را    كنيم  مي                    هاي برداري استفاده        روي كميت        پيكان                     هاي اسكالر، از علامت                  هاي برداري از كميت    كميت            براي تشخيص

A     ً      . مثلاً بردار    دهيم               قدرمطلق نشان مي


AˆA       دهيم:                   صورت مقابل نمايش مي     را به   | A | a
 
  

| A |


  دهد.نشان مي جهت بردار را Aâاندازه بردار و 
بردار واحد (يكه)   

  
A              دهد. اگر بردار                         باشد و فقط جهت را نشان مي                  كه اندازه آن يك مي    است        برداري    ،         بردار يكه


كـه انـدازه    آيدر اندازه آن تقسيم كنيم، برداري به دست ميرا ب

Aواحد بوده و جهت آن با جهت بردارآن برابر 


)كه روي آن كلاه a                     ً        بردارهاي يكه را معمولا  با حرف  گوييم.              ّ     بردار واحد (يك ه) ميبه اين بردار، يكسان است.   )  قرار
  .دهندكند، نشان ميو زيرنويس آن جهت را مشخص ميدارد 

A
Aâ

| A |


  

 :كنند:صورت مقابل عمل ميبراي نمايش بردار يكه به اهدر برخي كتاب توجه  x yˆ ˆˆ ˆx a , y a    
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Cاگر بردار


xصورتبه  yˆ ˆC a a  


| آيد:ميدست  روش بهاين  اندازه و جهت آن بهنوشته شود   C |  2 2
  

x y
C x y

ˆ ˆa aCˆ ˆ ˆa a a
| C |




   
   

     2 2 2 2 2 2
 

 بردار  :1مثال
D بنويسيد.تفكيك اندازه و جهت را به مقابل  نشان داده شده در شكل  


x y zˆ ˆ ˆD a a a  2 3 5  

  
    

  
  :اگر بخواهيم اندازه چنين برداري با فرمت        پاسخx y zˆ ˆ ˆa a a    :را به دست آوريم، مقدار آن برابر است با  | D |    2 2 2

  

x  و جهت آن هم به صورت مقابل است: y z
D

ˆ ˆ ˆa a aDâ
| D |

   
 

   2 2 2


  

Dبنابراين


  توانيم بنويسيم:را به اين شكل هم مي 

  x y z
Dx y x

D

| D | ( ) ˆ ˆ ˆa a a
ˆ, D | D | a ( )ˆ ˆ ˆa a a

â

          
   




2 2 22 3 5 4 9 25 38 2 3 5
382 3 5 38

38


 

  

  

قواعد ساده برداري   
  

               تساوي بردارها
A                         اگر اندازه و جهت دو بردار


B و


A     بردار             گوييم كه دو              يكسان باشد، مي  


B و  


     ، آن    اسـت                                              اندازه بردارها يكسان ولي جهت آنها خلاف يكـديگر       اگر          مساويند.  
                     قرينه يكديگر هستند.         دو بردار 

            ميت اسكالر              ضرب بردار در ك
A         اگر بردار


A                      ضرب كنيم، اندازه بردار  k                        را در كميت اسكالري مانند  


، k  برابر شده و برحسب اينكه                       k  ر                           مثبت يا منفي باشد، جهت بردا kA


         همان جهت   

                                  قبلي يا خلاف جهت اوليه خواهد بود.

جمع و تفريق بردارها   
  

  هاجمع بردار
A                    فرض كنيد كه دو بردار


B و


                   صورت مقابل داريم:     را به  
  

  

  
        الاضلاع.                      روش مثلثي و روش متوازي   ي  ها      به نام      ارد،                            جمع كردن اين دو بردار وجود د        وش براي     دو ر

    پـس      شـود.                           انتهاي بردار ديگر متصل مـي                          ابتداي يكي از بردارها به    ،          در اين روش           روش مثلثي: 
  و                                كه ابتداي آن ابتداي بردار اول         رسم كنيد      طوري    را     آن              بايد سعي كنيد          ماند كه          ضلع سوم مي

       باشد.           بردار دوم        انتهاي           انتهاي آن
  

A                           د، يعني:    دارن               خاصيت جابجايي     ارها        جمع برد B B A  
  

  
  

  
           كنـيم. حاصـل                                           در اين روش دو بردار را از يك نقطه رسم مي       الاضلاع:       متوازي     روش

                                                الاضلاعي است كه دو بردار اضلاع مجاور آن هسـتند و از            قطر متوازي              جمع دو بردار، 
      شود.                         رأس مشترك دو بردار رسم مي

 

A         اگر بردار       كنيم؟                   هايشان داشتيم چه مي                                           هاي هندسي بودند، اگر بردارها را برحسب مؤلفه       ها، روش     ن روش  اي


B و  


                             را به صورت زير تعريف كنيم:   

x x y y z z x x y y z zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA A a A a A a , B B a B a B a
 
       


B


A



 
A B


B

A
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A B
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x                يعني:      ؛شونديهاي متناظر با يكديگر جمع ممؤلفه ،جمع آنهادر حاصل x x y y y z z zˆ ˆ ˆA B (A B )a (A B )a (A B )a
 
        

|اندازه بردار A B |
 

|  آيد:دست مياز رابطه مقابل به  A B | | A | | B | | A || B | cos    2 2 2
    

  
  تفريق بردارها

       كنيم.  مي                                 ر اولي به انتهاي بردار دومي رسم    بردا       انتهاي   ز        كنيم و ا  مي                             ، دو بردار را از يك نقطه رسم             به روش هندسي                   در تفريق دو بردار
    :    كنيم                           برداري به صورت زير تعريف مي               نيز برحسب جمع   را              تفريق برداري 

A B A ( B)   
  

  
B           تفريق بردار                  توانيم بگوييم كه  مي           به عبارتي


A  از  


(A B)
 

A     بردار            يعني مجموع


B             و قرينه بردار  


.   
|            اندازه بردار A B |

 
      آيد:      دست مي  به     زير         از رابطه   

| A B | | A | | B | | A || B | cos    2 2 2
    

 

  زاويه بين دو بردار  : 2    مثال ˆ ˆ ˆA i j k  2 3 و 3 ˆ ˆ ˆB i j k   را با استفاده از رابطه اندازه مجموع دو بردار بيابيد .  

  :حاصل جمع دو بردار       پاسخA


Bو 


ˆ  برابر است با:  ˆ ˆA B i j k | A B | ( )          2 2 23 4 4 3 4 4 41
    

| A | ( ) , | B | ( )         2 2 2 2 2 22 3 3 22 1 1 1 3
   

  خواهيم داشت: بنابراين
  | A B | | A | | B | | A || B | cos cos cos             2 2 2 41 22 3 2 22 3 41 25 2 66

      

cos    
8 1
66

  

ضرب داخلي دو بردار   
  

A                                ضرب داخلي يا ضرب اسكالر دو بردار


B و  


       هـاي دو            ضـرب انـدازه      حاصـل    بـا                                        يك كميت اسكالر است و اندازه آن برابر    كه      دهيم  مي      نشان  » . «        با علامت     را  
A                  زاويه بين دو بردار                . با فرض اينكه   است                              بردار و كسينوس زاويه بين آنها 


B و  


      شود:        تعريف مي            به صورت زير                       باشد، ضرب داخلي آنها  

A.B | A || B | cos 
  

  
  استپذيري صادق قوانين جابجايي و توزيع ،در ضرب داخلي بردارها    جه:  تو.  

A.B B.A , A.(B C) A.B A.C   
         

  
xدر مختصات دكارتي اگر دو بردار x y y z zˆ ˆ ˆA A a A a A a  


xو  x y y z zˆ ˆ ˆB B a B a B a  


   از    را                ضـرب داخلـي آنهـا         تـوان    مـي                را داده باشند،   

    د:       دست آور  ه  ب    نيز            رابطه زير
x x y y z zA.B A B A B A B  

 
 

  به نكات زير در مورد ضرب داخلي توجه كنيد:
استفاده از علامت نقطه در ميان دو بردار بـه جـاي علامـت ضـرب      هم، و دليل آن استاي هم معروف ضرب داخلي علاوه بر ضرب اسكالر به ضرب نقطه ـ1

(A.B)باشدمي
 

.  
A.A  .استودش برابر مربع اندازه آن بردار ضرب داخلي يك بردار با خـ 2 | A |

  
 2  

A.A  :  توانيم اينگونه بنويسيممي باشد و بنابرايناست كه زاويه يك بردار با خودش صفر درجه مي ، ايندليل آن | A | cos( ) | A |
   

 2 2  

cosنهاست، زيرا همواره هاي آضرب اندازهر با حاصلـ ضرب داخلي دو بردار، كوچكتر يا براب3 1 .است  A.B | A | . | B |
  

  
Aدر يك جهت دلخواه باشد كه ضرب داخلي آن با بردار يكهيك بردار uâفرض كنيد


    شود:تعريف مي زيربه صورت  

u u u u uˆ ˆ ˆ ˆA.a | A || a | cos(A,a ) | A | cos(A,a ) | A |
     

    
uˆcos(A,aجادر اينرو نگاه كنيد. به شكل روبه )


A، كسينوس زاويه بين دو بردار


uAو  است uâو


Aتصوير بردار 


پـس  باشـد.  مي uâيكه  بردار روي 

uAبردار


  .استيك نتيجه ساده ولي مهم صورت زير توصيف كرد كه اين رابطه توان بهرا مي 
    

u u u u uˆ ˆ ˆA | A | a (A.a )a
  

   


B


A



 
A B 

B


A




B A


uAuâ


A
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Aتصوير بردار مربوط به بردار توانبا كمي تأمل مي حالا


Bدلخواه در امتداد بردار 


  نوشت: زيرصورت را به 

  B B
B B B(A.B)ˆ ˆ(A.a )a (A. )

| B | | B | | B |
  2

    
    

Aپس مؤلفه ديگر بردار


Bدر امتداد عمود بر بردار 


B(A.B)A  برابر است با: 
| B |

 2

 
  

 توان هر بردار را (نسبت به بردار يا جهتي خاص) به دو مؤلفه مماسي (افقي) و قائم تجزيه كرد.فوق، مي بنا بر مطالب

 تصوير يك بردار بر روي بردار ديگر  
  

Aرساند. يعني براي پيدا كردن طول تصوير بردارمطلبي را كه در بالا گفتيم، همين مفهوم را مي


B         روي بردار  


B  اي كه جهت، اول بايد بردار يكه


        را نشان   
A                                               دهد به دست آوريم و سپس ضرب داخلي آن را با بردار  مي


Aطول تصوير بردار ،محاسبه كنيم. حاصل اين ضرب داخلي 


B            به روي بردار  


        باشـد كـه     مـي   

         نويسيم:                    آن را به صورت زير مي

)1    (A
BB

B A.Bˆproj A.a A.
| B | | B |

  



  
   

Aكه فراموش نكنيد
B

proj

  ضربنيست. چرا؟ به اين دليل كه هم حاصليك اسكالر است و بردارA.B

 
Bاراندازه بـرد  است و هماسكالر  


          اگـر تصـوير       پـس    .

A     بردار


B            به روي بردار  


A          بايد مقدار                از ما بخواهند،   را   
B

proj

 را در جهت بردارB


B(كه همان بردار يكه 


                 باشد) ضرب كنيم.  مي  

            توان نوشت:                 پس به اين صورت مي

)2   (A
BB

A.B B A.Bˆproj a B
| B | | B | | B |

  2



    
    

  

  تصوير بردار   : 3    مثال
 ˆ ˆ ˆA i j k   2 بر روي بردار 3 ˆ ˆ ˆB i j k  2   كدام است؟ 2

1 (   ˆ ˆ ˆi j k 
1 1 1
2 4 2  2 (   ˆ ˆ ˆi j k 

4 2 4
9 9 9  3 (   ˆ ˆ ˆi j k

 
2 4 6

9 9 9  4 (   ˆ ˆ ˆi j k
 

1 1 3
4 4 4  

  طول تصوير بردار      بايد       ابتدا    پس   .          خواسته است         را از ما             بردار تصوير       مثال    اين    »   2 «      گزينه   :     پاسخ               A


B         روي بردار  


   در        آن را             آوريـم و سـپس            را به دست   
B   دار        ّ    بردار يكهّ بر


      شود:                                   استفاده كنيم كه به صورت زير بيان مي              ) در صفحه قبل  2 (                مستقيم از رابطه        توانيم   مي          يا اين كه    .    كنيم      ضرب مي  

A
B

A.B B A.B ( ) ( ) ˆ ˆ ˆProj ( ) ( )B ( )( , , ) ( , , ) i j k
| B | | B | | B | ( ( ) ( ) ( ) )

      
        

  
2 2 2 2 2

1 2 2 1 3 2 2 4 2 42 1 2 2 1 29 9 9 92 1 2




    
      

x                 در صورتي دو بردار  : 1    نكته    y zA (A ,A ,A )


x و   y zB (B ,B ,B )


                                ضرب داخلي آنها برابر صفر گردد.                    بر هم عمودند كه حاصل  

x x y y z zA B A B A B A B    
 

  
xهمچنين در صورتي دو بردار y zA (A ,A ,A )


xو  y zB (B ,B ,B )


  ا هم برابر باشد، يعني:هاي متناظر آنها بند كه نسبت مؤلفهابا هم موازي 

yx z

x y z

AA AA || B
B B B

  
 

  

ضرب خارجي دو بردار   
  

A                                ضرب خارجي يا ضرب برداري دو بردار


B و  


           شـود، بـردار               نشان داده مـي   »  «           كه با علامت   
C           ديگري مانند


      شود:                  صورت زير محاسبه مي  به                 است كه اندازه آن   
| A B | | A || B | sin  
  

           

|           واضح است كه A B |
 

A                             الاضلاع ساخته شده توسط دو بردار            مساحت متوازي  


B و


       باشد.  مي  
C     بردار       بينيد،   مي             كه در شكل هم      طور    همان


A     بردار    دو      شامل       است كه     اي                   برداري عمود بر صفحه  


B  و 


A       باشد.  مي  


B




C A B 
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C         جهت بردار


A                                  بسته شدن انگشتان دست راسـت از بـردار                 . يعني اگر جهت    شود                               توجه به قاعده دست راست تعيين مي    با  


B            بـه طـرف بـردار     


      باشـد،    
C           ت جهت بردار        انگشت شس A B 

  
          ولـي قـانون      ،    نيسـت            پـذيري صـادق                                                   دهـد. در ضـرب خـارجي بردارهـا، قـوانين جابجـايي و شـركت                 را نشان مي  

     .      دق است        پذيري صا     توزيع
A B B A , A B B A

A (B C) (A B) C , A (B C) B(A.C) C(A.B)

A (B C) A B A C

      

        

     

      
             
     

  

x                             در مختصات دكارتي اگر دو بردار  : 2    نكته   x y y z zˆ ˆ ˆA A a A a A a  


xو  x y y z zˆ ˆ ˆB B a B a B a  


            ، ضـرب خـارجي              داشته باشيم   را   
   :               نيز به دست آورد              از رابطه زير     توان      را مي     آنها 

x y z

x y z y z z y x z x x z y x y y x z

x y z

ˆ ˆ ˆa a a
ˆ ˆ ˆA B= A A A [(A B A B )a (A B A B )a (A B A B )a ]

B B B

      
 

  

  

  مختصات بردار واحد (يكه) عمود بر دو بردار   : 4    مثال                                        
 ˆ ˆ ˆA i j k  4  و  3 ˆ ˆ ˆB i j k   2            كدام است؟  2

1 (   ( , , )1 2 2  2 (   ( , , )1 2 2
3 3 3  3 (   ( , , )1 2 2

3 3 3    4 (   ( , , )1 2 2  

  بردار عمود بر دو بردار              طور كه گفتيم،     همان   »   3 «   نه    گزي  :     پاسخ                      A


B و  


                 توانيم بنويسيم:     پس مي       باشد.                        ضرب خارجي آن دو بردار مي          برابر حاصل  
ˆ ˆ ˆi j k

N A B ( , , )     
 
4 1 3 1 2 2
2 1 2

   

N                    بردار واحد متناظر با    حالا 


N   :     آوريم      دست مي      را به 
N ( , , )â ( , , )

| N | ( ) ( ) ( )

 
  

  2 2 2
1 2 2 1 2 2

3 3 31 2 2


  

BACاي معروف به قاعده گانه برداري قاعده براي ضرب سه گانه برداري:ضرب سه :3نكته   CAB :داريم  
A (B C) B(A.C) C(A.B)   
       

  
  اگر   : 5    مثالx y zA a a a   وx y zB a a a   2     :باشد، با در نظـر گـرفتن رابطـهx y zA (B C) (A B) C a a a        9 5 ،

  )91برق ـ آزاد مهندسي (  را.Cمطلوب است محاسبه
1 (x y zC a a a  3 2  2 (x y zC a a a  2 3  3 (x y zC a a a   2  4 (x y zC a a a   3 2  
  :ها، فرض كردن بردارروش استاندارد حل اين سؤال    »4«گزينه        پاسخC


x  است:مقابل به صورت كلي   y zˆ ˆ ˆC C a C a C a  1 2 3


  

x  در نتيجه داريم: y zˆ ˆ ˆA (B C) ( C C )a ( C C C )a ( C C )a         2 3 1 2 3 2 32 2 4 3 3 3
 

  

x y zˆ ˆ ˆ(A B) C ( C C )a ( C C )a ( C C )a         2 3 1 3 1 23 3 2 2
 

  

x  توان نوشت:بنابراين مي y z x y zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( C C )a ( C C C )a ( C C )a a a a          2 3 1 2 3 2 35 3 4 3 3 3 9 5  
C  آيند:به سادگي به دست مي C3و C1،C2مقادير , C , C     1 2 33 1 2  

: x    و نهايتاً y zˆ ˆ ˆC a a a   3 2


  
  توان به جواب رسيد كه البته احتمالاً زمان بيشتري نياز دارد.ها در عبارت سؤال نيز ميينهبا جايگذاري گز

 تجزيه بردار  
  

A         اگر بردار


                   آن را بـه دو راسـتاي       يم    تـوان                      بسازد، در ايـن صـورت مـي                       با سطح مشخصي زاويه  
t(A  طح         مماس بر س )


n(A             و عمود بر سطح   )


      شود:            نشان داده مي     زير           كه به صورت       كنيم      تجزيه   

  t nA A A 
  

  

n̂


A


nA

tA




  

  

آناليز برداريفصل اول:    6  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

A                        باشد، اندازه تصوير بردار  n̂                      بردار واحد عمود بر سطح             در صورتي كه


                               ساده است. با توجه به روابطـي كـه         بسيار        آوريد؟                   را چگونه به دست مي  n̂         روي بردار  
n      آيد:         به دست مي       مقابل        به صورت    ،                 در قسمت قبل گفتيم ˆ| A | A.n

 
  

Aبردار تصويرهمچنين 


n  است:  مقابلبه صورت  n̂روي بردار  n ˆ ˆ ˆA | A |n (A.n)n
  

   

tA  م،            در نظر بگيري  t̂                                       و اگر بردار واحد مماس بر سطح را به صورت


ˆ       به صورت      ي بالا              ، مانند رابطه ˆ(A.t)t


   هـم    t̂                      البته بدون داشـتن بـردار     .   آيد         به دست مي  
tA          توان بردار  مي


n           دست آورد:  به       مقابل           را به صورت    t t nA A A A A A    

     
  

tg   آيد:         به دست مي       مقابل         از رابطه    هم      n

t

| A |tg
| A |

 

  

A         بين بردار      زاويه      اگر  و 


t                                        و بردار عمود بر سطح باشد، خواهيم داشت:  

n

| A |
tg

| A |
 


 

 بردار  :6مثال
x y zˆ ˆ ˆA a a za  2   تقريباً چقدر است؟ zسازد. مقدار مي 3زاويه xyبا صفحه  3

1 (1  2 (1/2  3 (2/3  4 (2/4  
  تجزيه بردار»  2«گزينه       اسخ: پA


  به صورت زير است: xyروي صفحه  

  t nA A A
z n z z z t x yˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆn:a :A (A.a )a za A a a

         2 3  

n
n t

t

| A |tg | A | | A | tg z tg z . /
| A |

         
113 3 13 2 1
3


  
   

  

BAC                                    ب كرد. براي اثبات اين رابطه از قاعده      رو حسا                  توان از رابطه روبه                 مماسي بردار را مي   ي     مؤلفه  :4    نكته   CAB  .استفاده كنيد               
  t ˆ ˆA n (n A)

 
     

        اثبات:
n

n t

A A
A A A

n tˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆn n A n(n.A) A(n.n) A A ( n n A) A n n A

 
                           

 معادله صفحه و خط در فضا  
  

x)        فرض كنيد , y ,z )    مختصات يك نقطه از صفحه و بردار                              N(a,b,c)


                                                در اين صورت معادله صفحه به صورت زير خواهد بود:   .                 عمود بر صفحه باشد  
a(x x ) b(y y ) c(z z )           

ax         ه به صورت          اين صفحه ك                   بنابراين در معادله  by cz d    ب         است، ضراي a  و b  و c  (يكـه)             بـردار واحـد       . پس  د    هستن                       هاي بردار عمود بر صفحه      مؤلفه       
      آيد:         به دست مي                 اي از رابطه زير              د بر چنين صفحه   عمو

x y z
n

ˆ ˆ ˆaa ba caNâ
| N | a b c

 
 

 2 2 2


  

x)   اگر       همچنين  , y ,z )    مختصات يك نقطه از خط و بردار                            N(a,b,c)


N               موازي خط باشـد (   


    ز  ا          معادلـه خـط      ،      نامنـد)                        را بـردار هـادي خـط نيـز مـي       
   :   آيد         به دست مي     زير      رابطه 

  x x y y z z
a b c
  

     

  اگر   : 1    تذكر   N (a ,b ,c )1 1 1 1


N و   (a ,b ,c )2 2 2 2


                    مشترك دو صـفحه برابـر                      ي خط مربوط به فصل د  ها                                             بردارهاي عمود بر دو صفحه باشند، آنگاه بردار  
N1         ضرب خارجي    حاصل


N2 و  


V)          خواهد بود.   N N ) 1 2

  
    

f          اگر معادله  : 5    نكته   (x , y,z)     اين رويه در هر نقطه دلخـواه ماننـد                                                       بيانگر يك سطح (رويه) فضايي باشد، بردار واحد عمود بر                                 (x , y ,z )      
      آيد:                                  بر روي رويه از رابطه زير به دست مي                      

x y z

n x x
y y
z z

f f fˆ ˆ ˆa a a
x y zâ

f f f( ) ( ) ( )
x y z









  
 

  
  

 
  

2 2 2
     

  ند 
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 هاي مختصات متعامددستگاه ):2درسنامه (
  

  

uكنيد اين سطوح با معادلات ثابت تواند از محل تقاطع سه سطح حاصل شود. فرضدر فضاي سه بعدي يك نقطه مي 1 و ثابتu 2 و ثابتu 3 
           ً                      ها لزوما  داراي بعد طول نيستند.iuتعريف شوند كه در آن

هستند.  zو yو xبه ترتيب متناظر با u3و u2و u1صات متعامد داريم. در دستگاه دكارتي، اگر سه سطح دو به دو بر هم عمود باشند، يك دستگاه مخت
iuابتاگر بردار عمود بر سطح ث  را باiuâ  برقرار خواهند بود: زيرنشان دهيم، روابط  

u u u u u u

u u u u u u

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa .a a .a a .a

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa .a a .a a .a

  
   

1 2 2 3 3 1

1 1 2 2 3 3 1


                                                            
u u u

u u u

u u u

ˆ ˆ ˆa a a

ˆ ˆ ˆa a a

ˆ ˆ ˆa a a

  
  


 

1 2 3

2 3 1

3 1 2

  

Aهر بردار


u  نوشته شود: مقابلهاي خود در سه جهت متعامد به صورت تواند به صورت مجموع مؤلفهمي  u u u u uˆ ˆ ˆA A a A a A a  1 1 2 2 3 3


  
Aاندازه بردارو اين هم 


:  

u u u| A | (A ) (A ) (A )  1 2 3
2 2 2

  
 عنصر ديفرانسيلي طول

    د و  ن    نباش ـ            از جـنس طـول                       هـاي مختصـاتي ممكـن اسـت                        دهيم. بعضي از مؤلفه       نشان مي  idl     را با  idu                                                تغيير ديفرانسيلي طولي متناظر با تغيير ديفرانسيلي
     ند.       تبديل ك  idl               را به تغيير طول  idu                           لازم است تا تغيير ديفرانسيلي                     ايبي با ابعاد مناسب  ضر

i                         نشان دهيم، خواهيم داشت:  ih     را با  idu                                        اگر ضريب طولي متناسب با تغيير ديفرانسيلي i idl h du  
                         تواند به صورت جمـع بـرداري                                         دار ديفرانسيلي طول در يك جهت دلخواه مي                  باشد. يك تغيير جهت  u3 و  u1، u2              تواند تابعي از  مي   ش   خود  ، ih         ضريب طولي

u   :            ها نوشته شود                 تغييرات طول مؤلفه u u u u uˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆdl dl a dl a dl a (h du )a (h du )a (h du )a     1 2 3 1 2 31 2 3 1 1 2 2 3 3


  
 عنصر ديفرانسيلي سطح

uâ                                سيم كه بردار واحد عمود بر آن سطح                                   خواهيم عنصر ديفرانسيلي سطحي را بنوي  مي          فرض كنيد      ثابـت    u1                                      باشد. بديهي است كه در چنين سطحي مقدار   1
                 توان چنين نوشت:         باشند، مي  مي  h3 و  h2     برابر  du3 و  du2              طولي متناظر با       ضرايب                       كنند. با توجه به اينكه         تغيير مي  u3 و  u2      بوده و

uds h h du du1 2 3 2 3  

u   :        را داريم       مقابل             ها نيز روابط                            به همين ترتيب براي ساير سطح uds h h du du , ds h h du du 2 31 3 1 3 1 2 1 2  
  ديفرانسيلي حجمعنصر 

uâ   هاي               به ترتيب در جهت  du3 و  du2 و  du1                              كه به وسيله تغييرات ديفرانسيلي  dv              حجم ديفرانسيلي uâ و  1 uâ و  2      زيـر                 شود، توسط رابطه         تشكيل مي  3
dv      شود:       بيان مي h h h du du du 1 2 3 1 2 3  

  شود. اين سه دستگاه عبارتند از:به طور كلي سه دستگاه مختصات متعامد بسيار مهم در دنياي فيزيك تعريف مي
  ـ دستگاه مختصات كروي3         ايستوانهـ دستگاه مختصات ا2     ـ دستگاه مختصات كارتزين (قائم يا دكارتي)1

  پردازيم.در ادامه به بررسي اين سه دستگاه مي
 دستگاه مختصات كارتزين  

  
P(x                       در دستگاه كارتزين، نقطه , y ,z )1 1 x                          محل تقاطع سه صفحه با مشخصه  1 x y و  1 y z و  1 z        است.   1

u       ـ صفحه  1 x x 1 1  
  .yzو موازي صفحه  x                    اي است عمود بر محور     صفحه

uـ صفحه 2 y y 2 1  
  .xzو موازي صفحه  yاي است عمود بر محور صفحه

uـ صفحه 3 z z 3 1  
  .xyصفحه و موازي  zاي است عمود بر محور صفحه

x

y

z

1x

  
  

x

y

z

1y

  

 

x

y

z

1z

  

3uâ

2uâ

1uâ3uâ

1uâ

2uâ



  

 

معادله پواسون و لاپلاسفصل ششم:   178  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  
  ششم فصل

  »و لاپلاس پواسونمعادله «
مقدمه   

  
                                        پردازيم. هدف از اين معـادلات بـه دسـت آوردن                اي و كروي مي                          هاي مختصات دكارتي، استوانه                                                  در اين فصل به بررسي معادلات پواسون و لاپلاس در دستگاه

                                                                             تفاده از معادلات پواسون يا لاپلاس لازم است شـرايط مـرزي پتانسـيل را نيـز بـدانيم. ايـن                                                                توزيع پتانسيل در نقاط مختلف است. به اين منظور، علاوه بر اس
                      هاي همگن صادق هستند.                  معادلات فقط در محيط

  معادلات پواسون و لاپلاسمعرفي  ):1درسنامه (  
  

)  باشد: ميمقابل قانون گاوس به صورت  اي)(نقطه شكل ديفرانسيلي .D)
 
    

D                   با استفاده از رابطه E 
 

).                  توان چنين نوشت:   مي   E)
 
     

E.                                تابع مكان نباشد) خواهيم داشت:     (                                             اگر محيط اطراف توزيع بار الكتريكي همگن باشد
 

    
E                با توجه به رابطه V

 
 بنويسيم:            به اين شكل    را           رابطه بالا       توانيم     ، مي          

V 
  


2                                                   [ .( V)]

 
       

                             را به صورت زير خواهيم داشت:               معادله پواسون                                       فضاي مورد نظر بدون بار الكتريكي باشد،             در صورتي كه                            به معادله پواسون موسوم است.      بالا       معادله 

V 2   
                                                                                                  . معادلات لاپلاس و پواسون، معادلات ديفرانسيل مشتقات جزئي هستند كه توأم با شرايط مرزي مشخص شده بايـد حـل            معروف است                      معادله به معادله لاپلاس     اين 

                                      صورت مقادير معيني براي خود پتانسيل يا          شوند و به                     هاي الكتريكي نتيجه مي                              ز روي شرايط مرزي حاكم بر ميدان                                        شرايط مرزي موردنياز براي حل اين معادله ا      شوند. 
      نهايت      در بي      تواند    نمي         ً                                           شوند. مثلاً اگر توزيع بار محدودي داشته باشيم، پتانسيل              نهايت بيان مي                                                         مشتق عمودي آن روي مرزهاي مسأله يا مشخص بودن پتانسيل در بي

                 نهايت را داريم.                             پس شرط صفر بودن پتانسيل در بي  ؛         اشته باشد       مقدار د
             و شـرايط مـرزي      د  كر  مي                                كه در معادله لاپلاس يا پواسون صدق     يد د          به دست آور          اگر پاسخي                                 عادله لاپلاس منحصر بفرد است. يعني       پاسخ م                    توجه داشته باشيد كه 

     د.                                         ، آن پاسخ، تنها پاسخ ممكن مسأله خواهد بو    ساخت  مي        برآورده     هم   را 
اگر صحبتي از همگن يـا   .هستند و حتماً حواستان به اين مورد باشدصادق  همگنتنها در محيط  پواسونمعادلات لاپلاس و طور كه در مقدمه نيز گفتيم، همان

  گيريم.خودمان آن را همگن در نظر مي ،همگني محيط نشده بودنا
  :مكنيبود به طريق زير عمل مي گنناهماگر محيط 

v.D) معادله1
 
   را نوشته و بردارD


  . مآوريمي به دسترا  

D) به كمك2


Dو رابطه  E 
 

Eميدان الكتريكي  


  . كنيمميرا محاسبه  
Eكياز رابطه بين ميدان الكتري) 3


  آوريم. دست ميو پتانسيل الكتريكي استفاده كرده و با در نظر گرفتن شرايط مرزي، پتانسيل را در نقاط مختلف فضا به 

x
a

(V(x) V(a) E.dl )  
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 ها چك كنيد. هميشه قبل از شروع به حل، شرايط مرزي را در گزينه :1تذكر 

شوند، هاي مختصات مختلف كه معمولاً به صورت يك بعدي و دو بعدي مطرح ميرا در دستگاه پواسونار است معادلات لاپلاس و بعدي قر هايبخشدر 
 بررسي كنيم.

  بين صفحات مسطح خازني كه در   :1    مثالz d , z  ،اي عايق بـا  ماده قرار دارند
z( )
d

   
2
چگـالي بـار سـطحي روي     گـر دارد. ا قـرار  21

sصفحات اين خازن
C( )

m
   باشد، اختلاف ولتاژ بين صفحات خازن چقدر است؟ 2

1( sd
2 

  2( s
2 

  3( sd
4 

  4( s d ln( )


2 22 
  

 :3«گزينه   پاسخ  « 

D.بايد در همه جا شرط از طرفيدارند.  zي ها فقط مؤلفهميدان ،تقارن داريم yو  xچون نسبت به روش اول: 
 

  برقرار باشد( z d)   بنابراين ،
Dبايد


  يك بردار ثابت باشد. 

z d z s
z s s z

s

D : z
ˆ ˆD D a D D a

D : z d
     

          

 
 



  


» njÁpo¶ Šo{   

dz d d s s s
zz

dz d dD D zˆˆE V V( ) V(d) E.a dz tan ( )
dz z( ) ( )

d d
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sرابطه و سپس با استفاده ازكنيم ت بر واحد سطح را حساب ميابتدا ظرفيروش دوم: 

s
V

C


آوريم.دست مي، اختلاف پتانسيل را به  

d  بريم:بهره ميdzهاي سري با ارتفاعاز المان sCيبراي محاسبه sddz dd( ) V
C C z( )( )

d

  


 
    

 
 

  2
2

1 1
4 41 1

  

 

 داراي عايقي ناهمگن با گذردهي نسبي متغير (نسبت به شعاع  طويل اييك خازن استوانه :2مثالr ،(r
a

b r
 


اعداد ثابت اند).  b,aباشد (مي 

  صفرند).هاي غيرثابت ,AC,Bهاي زير است؟ (شود. تغييرات پتانسيل بين صفحات به كداميك از شكلفرض ميVف پتانسيل بين صفحات اختلا
1( A Bln r  2( A Br Cln r   3( A Br Cln(r b)    4( A Bln r Cln(r b)    
  :بايد كرد؟ چهپس  .استفاده كرد توان از معادلات لاپلاس و پواسونيزند كه من ناهمگنم. يعني نمخود سوال داد مي»  2«گزينه        پاسخ  

  كنيم. درسته از الگوريتم خودمان استفاده مي

Dپيدا كردن ) 1


 :  r r r r r
k k ˆ.D (r D ) (r D ) rD k D D a

r r r r r
  

   
           

 
1 11

1  

Eپيدا كردن  )2


:  
k
r

r ra
r b r

k (b r)D D ˆ ˆE a a
a r 

 




   
   

1
1  

V(x): ولي به خاطر اينكه در اينجا شرايط مرزي داده نشده از فرمولV) پيدا كردن 3 V(a)
V(b) V(a)




  آوريم.را به دست ميVكنيم و مستقيماً خود تابعنمياستفاده  

   
r r

r
r

r r

k k kbV E . dl ( )dR bln R R V bln r r bln r r A Br Cln r
a R a a

 
              

   1 1 11
 


 

  


 

  عبارتند از: CوA،Bيهاكه به ترتيب ثابت

 bkC
a




1


              kB
a
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                  kA blnr r
a
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 يك متغير است. rكه در حالياست، ثابت و يك عدد  rدقت كنيد كه در اين مسئله
 



  

 

معادله پواسون و لاپلاسفصل ششم:   180  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  53     ناحيه     : 3    مثال   2                        اي شامل عايق غيرهمگن با        استوانه                 متر بين دو هادي
1


r  باشد.   مي      (a  در ناحيه بين دو استوانه                  آيا معادله لاپلاس                        

     يد.   آور     دست  به                           ولت باشد معادله پتانسيل را   2                         ولت و پتانسيل هادي خارجي   1                      اگر پتانسيل هادي داخلي  b)          صادق است؟ 
V                       ) معادله لاپلاس صادق است  1   2145 V                        ) معادله لاپلاس صادق نيست  2 5 / ln  272 156 6  

V                        ) معادله لاپلاس صادق نيست  3   2145 V                       ) معادله لاپلاس صادق است  4  5 / ln  272 156 6  
  : بلكـه بايـد از شـكل                   اسـتفاده كنـيم؛              معادله لاپلاس            توانيم از            نيست، پس نمي          محيط همگن        يم كه   دان             صورت مسأله مي          ا توجه به  ب     » 3 «      گزينه         پاسخ                 

D                  تـوان نتيجـه گرفـت كـه                            با توجه به شرايط مرزي مـي                                        ديفرانسيلي قانون گاوس استفاده كنيم.


                                               فقـط مؤلفـه شـعاعي دارد. بنـابراين شـكل ديفرانسـيلي         
      شود:        ت زير مي                 قانون گاوس به صور

k k ˆ.D ( D ) D k D D a
  

    


          
   
1  

  باشد) مي (با توجه به تقارن، ميدان فقط در راستاي

V( )    25 145
k d /k V( ) V( )ˆE a

V( ) V( ) / /k d













      

    
  

 






3
5

3

21 4 53 2
5 3 12 5 4 5  

  به نظر شما اگر پتانسيل در راستاي دو مؤلفه تغيير كند، تابع آن به چه صورت خواهد بود؟ 
  يم. يگودر درس رياضي مهندسي به بحث پيرامون آنها پرداخته شده است. در اينجا فقط نكات مفيد و مهم را به شما مي

  رسيم.ميوليكي ابع مثلثاتي و يا نمائي و يا هيپربباشد. از حل معادله لاپلاس به يك تابع بر حسب تو y,xفرض كنيد تابع پتانسيل شامل دو متغير
V V

x y
 

 
 

2 2
2 2   

  

  بار الكتريكي    : 4    مثال
x

( x )
  

 2 21
  در فضا توزيع شده است. پتانسيل ناشي از اين توزيع بار در كدام گزينه آمده است؟  

1 (tg x






1
2   2 (Lnx




2  3 (

x





  2

1
1

  نهايتبي) 4  

  :چون بار تابع »  1«گزينه        پاسخx  دارد، پس پتانسيل هم فقط تابعيتx :را دارد و از معادله پواسون داريم  
V V x V xdx A

xx x ( x ) ( x )
     

        
      

2 2
2 2 2 2 2 21 1

 

  
  

V A V tg x Ax B
x ( x )

  
      

  
1

2 22 1
 


  

xبه دليل تقارن موجود در توزيع بار: در    بايدB V      
  نهايت صفر است. بنابراين:از طرفي ميدان در بي

V ˆE [ A)x E( ) A V tg x
x ( x )

  
           

  
1

2 22 1
 



 
    

 

 متر به صورت  3اي به شعاع در فضاي خالي تابع پتانسيل الكتريكي در ناحيه داخل كره  :5مثالV(x,y,z) x y z  2 26 5 داده شده است.  4

)Fكل بار موجود در داخل اين كره كدام است؟ )
m

  


91 136   
1( nc8  2( nc2  3( nc1  4( nc4  

  :2«گزينه        پاسخ  «  v v v vV V VV
x y z

     
          

     

2 2 22
2 2 2 12 8 2

   
  

v v vQ V ( a ) ( ) nc                 


3 9 34 1 42 2 1 3 23 36 3     
  حيف تست به اين راحتي نيست كه در كنكور زده نشود؟!!

 



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  181  الكترومغناطيس

  در ناحيه   : 6    مثالd z d    باري با چگالي
zsin

d


    قرار دارد، پتانسيل در ناحيه| z | d  كدام است؟ (پتانسيل درz   .(برابر صفر است  

1 (d z( ) cos
d





 
 

2   2 (d z( ) cos
d





 

 

2  3 (d z( ) sin
d





 
 

2  4 (d z( ) sin
d





 

 

2  

  :توجه كنيد كه چون بار فقط تابعيت » 3«گزينه        پاسخz را دارد، پس پتانسيل فقط تابعz است. در ناحيه| z | d     كه باري وجـود نـدارد، معادلـه
|لاپلاس برقرار است و در ناحيه z | d .معادله پواسون برقرار است  

V| z | d V Az B
z


     



2
2   

V z d z| z | d sin V(z) ( ) sin A z A
d dz

 

  

     
         

   

2 2
3 42   

  آيد:زير درمي صورتپس معادله پتانسيل به
z d A z B

d z| z | dV(z) ( ) sin A z A
d

z d A z B

 
       
   

1 1
2

3 4

2 2




   

|مجهول داريم. اولاً پتانسيل در 6دست خواهيم آورد. حال با اعمال شرايط مرزي مجهولات را به z | بايد متناهي باشد، پسA A  1 2.  
|پتانسيل الكتريكي در فصل مشترك z | d:پيوسته است، يعني ،  

z d : B A d A ( ) , z d : B A d A ( )       1 3 4 2 3 41 2   

|در فصل مشترك z | d بار سطحي وجود ندارد، پس چگالي شار الكتريكي در| z | d :پيوسته است  
  z zD D1 2   

z d z d

V V d d( ) A A ( )
z z  

   
       

     3 3 

 
   

z d B
d z dV(z) ( ) sin ( )z A| z | d

d
Bz d

 

 


         
  

1
2

4

2

   

zاز طرفي تقارن فرد داريم، پس در  بايدV( ) :بنابراين ،A 4   

d  ) داريم:2) و (1حال طبق روابط ( dB , B 

 

 
  
   

2 2
1 2   

  توان نوشت:در نهايت مي

  d z d| z | d V(z) ( ) sin ( )z
d

 

 

  
   

   
2  

 

  ناحيه  : 7    مثالd x d  x(x)از عايقي با ضريب گذردهي غير يكنواخت بـه صـورت   2
d

  4         پـر شـده اسـت. اگـر پتانسـيل الكتريكـي در

xصفحه d وx d dگاه تابع پتانسيل الكتريكي در ناحيهباشد، آن Vبه ترتيب صفر و 2 x d   ـسراسري مهندسي (  كدام است؟ 2     )91برق 

1 (xV ( )
d
1  2 (xV ln

ln d
1
2  3 (V xln( )

dln( )


4 1
7 3 3
3

  4 (V x(( ) )
d

2 13
  

  



  

 

معادله پواسون و لاپلاسفصل ششم:   182  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  :توانيم از معادله لاپلاس استفاده كنيم، بنابراين از رابطهباشد، نميچون ضريب گذردهي غيريكنواخت مي    »2«گزينه        پاسخV Edx  كنيم:استفاده مي  

  k dx k dx k d
V Lnx kx

d

   
  1 1 1

24 4 
  

  كنيم:را محاسبه مي k2وk1با استفاده از شرايط مرزي ضرايب
Vkx d V dLn

x d V V Vk Lnd
Ln

          


1

2

4
2

2
2

 

 

  

V  داريم: Vدر k2وk1با جايگذاري xV Ln
Ln d

 2
  

  

  سيلخازن مسطحي داراي پتان  : 8    مثالV    درx    وV  2درx  الكتريـك غيـرهمگن بـا ضـريب     باشد. بـين دو صـفحه خـازن، دي   مي 1

rالكتريكي نسبي دي x     )91برق ـ آزاد مهندسي (  صفحه خازن به دست آوريد.پر شده است. توزيع پتانسيل را بين دو  21

1 (V tan x sin x   
 

1 12 3  2 (V tan x sin x   
 

1 14 2  3 (V tan x 


18  4 (V tan x


14  

  :اده كرد. چون باري در محيط وجود ندارد، خواهيم داشت:توان از معادلات لاپلاس و پواسون استفچون كه محيط ناهمگن است، نمي  »3«گزينه        پاسخ  

x x
D D Cˆ ˆ.D D Ca , E a
x ( x )


       

    21

    
   

  كنيم:براي به دست آوردن پتانسيل به صورت زير عمل مي
x xx

x

C dx tan xE.dlV(x) V( ) tan x( x )
CV( ) V( ) E.dl dx tan x

( x )


  

  






 



      
 

 


 

1 12
1 11

2

41
1

1

  

V(x) tan x V(x) tan x



  

  

1 14 8
2

 
 

  

  

  نهايت در نقاطاد بيي تخت باردار موازي با ابعدو صفحه  : 9    مثالx1 وx2 هايقرار دارند، كه به ترتيب داراي پتانسيل1 و2  .هستند
هـاي  يك از عبارتبا كدام x1يدر نقطه E1، پر شده است. ميدان الكتريكيفضاي بين دو صفحه با توزيع يكنواخت بار، با چگالي حجمي

   )  95                (فيزيك ـ سراسري   شود؟زير داده مي

1 ((x x )
x x
  

 
 

1 2 2 1
2 1 2 

    2 ((x x )
x x
  

 
 

1 2 2 1
2 1 4 

    

3 ((x x )
x x
  

 
 

1 2 2 1
2 1 2 

    4 ((x x )
x x
  

 
 

1 2 2 1
2 1 4 

    

  :مطابق شكل، با توجه به تقارن مسـأله، ميـدان الكتريكـي تنهـا تابعيـت از       »1«گزينه        پاسخx  .دارد

(x)ي ديفرانسـيل ميـدان   معادله
E(x) x.E E C
x

   
      

      

 
يـك عـدد    Cكـه  

  اما طبق تعريف پتانسيل داريم: پيدا شود. ثابت است و بايد

x xC ( )
x x
  

   
 

1 2 1 2
2 1 

 x x x
x x x

(x x )xE E.dx [ dx Cdx] C(x x )
E

 
           

  2 2 2
1 1 1

2 2
2 12 1 2 1

 

  
  

x x x xE(x x ) C (x x )
x x x x

       
        

     
1 1 1 2 1 2 1 21 2 1

2 1 2 1 2   
  

1x x
2x

2φ1φ



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  183  الكترومغناطيس

  هايفضاي بين صفحه    :  10    مثالz H  وz H با بار حجمي با چگالي
z(z) ( )
H

   
2
پتانسـيل الكتريكـي ايـن     V(z)پر شده است. اگر 21

xياز صفحه zياي از فضا به فاصلهتوزيع بار، در نقطه y ،باشدV( ) V(H) 95                  (فوتونيك ـ سراسري  كدام است؟  (   

1 (H


2

3



   2 (H



23
8



   3 (H



25
8



   4 (H



25
12



   

  :از آنجا كه چگالي بار تنها تابعي از   »4«گزينه        پاسخz  است، پس در اين صورت، پتانسيل هم تنها تابعz  .خواهد بود  

V Z ZV ( ) V(z) z az b
Z H H

    
           

   

2 2 42 2
2 2 21 12 2

  

   
 

مقدار آن در نقاط مرزي يكي شـود. در بيـرون از صـفحات كـه چگـالي بـار       كه اند. پتانسيل يك كميت پيوسته است، پس انتظار داريم اعداد ثابت bو  aكه 
zتر حل كرد. از تقارن فضا كه بـين توان سادهرا از شرايط مرزي پيدا كرد، اما اين موضوع را مي bو  aشود مقادير نداريم، پس مي H وz H     وجـود

zدارد و اين چگالي بار نسبت       ي فـرد، پتانسـيل   ي درجـه متقارن است، پس انتظار داريم پتانسيل هم شبيه چگالي بار، تـابعي زوج باشـد. پـس جملـه
aيعني    است. اما مقدارb هم نيست، چرا كه اختلاف پتانسيل در نقاطم  وH .خواسته شده است  

 ( ) H
H( ) ( ) bV V H b
H

                  

4 2
212 2 12 2

   
   
 HH H  

  
  

22 2 5
12 2 12

  

  
 

  ي پواسون عبارت است ازدر فضايي كه سطوح رسانا وجود ندارد، معادله  :  11    مثال
 

 q q ˆ(r) (r di)       
 

ي ، كدام گزينه جـواب معادلـه  2

  )95(فوتونيك ـ سراسري  پواسون در مختصات كروي است؟

1 (q d[ ]
r r r d rdsin cos


    2 2
1 1

4 2
  2 (q [ ]

r r d rdsin cos


    2 2
1 1

4 2
   

3 (q [ ]
r r d rdsin cos


    2 2
1 1

4 2
   4 (q d[ ]

r r r d rdsin cos


    2 2
1

4 2
   

  

  :ورتص ـچگالي بار بـه    »3«گزينه        پاسخ q q (r di )r    
     اي بـه  اسـت؛ يعنـي دوبـار نقطـه

اي را ها داريم. پس كافي است پتانسيل ايـن بارهـاي ذره  xروي محور  dدر نقاط مبدأ و  qو qياندازه
,r)يدر مختصات كروي در نقطه , )  كنيم.  ا پيد  

q q(x p)
r r d rdcos

   
    2 24 4 2 

 

  

  ها نوشته شده است كه:به وسيله قضيه كسينوس qاز بار pي ي نقطهدر بالا فاصله

D d r rdcos   2 2 2 2 
 

 

cos  از طرفي داريم: cos cos( ) sin cos
      2  

q   توان نوشت:پس مي
r r d rdsin cos

    
      

2 2
1 1

4 2
  

x

γ

+q -qd

p



rθ

r
D

d
γ



  

 

معادله پواسون و لاپلاسفصل ششم:   184  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  حل معادله لاپلاس ):2درسنامه (  
  

       باشد:                    مختلف به صورت زير مي            هاي مختصات                     معادله لاپلاس در دستگاه

V                                                                                                                                                                                                            (دستگاه دكارتي)  V VV
x y z

  
   

  

2 2 22
2 2 2  

V                                                                                                                                                   ي) ا               (دستگاه استوانه V VV (r )
r r r r z
   

   
   

2 22
2 2 2

1 1  

V                                                             (دستگاه كروي) V VV (R ) (sin )
R RR R sin R sin
    

    
     

22 2
2 2 2 2 2

1 1 1  

  اگر     :  12    مثال   V  و                       تابع پتانسيل الكتريكي c  كند؟                                                          عدد ثابتي باشد كداميك از توابع زير معادله لاپلاس را ارضاء مي      
V                ) در مختصات كروي 1 cR   2 اي                   ) در مختصات استوانه  V c z   
V                  ) در مختصات دكارتي 3 cxyz  4 در مختصات كروي (                V cR sin cos  2  

  : داريم                  در مختصات دكارتي   » 3 «      گزينه       پاسخ     :   

V Vcyz
x x
V V V V VV cxyz cxz
y y x y z

V Vcxy
z z

 
  

 
                 

    

  

2
2

2 2 2 2
2 2 2 2

2
2



 



  

 

 اگر : 13مثال(x,y,z)1  و(x,y,z)2 93(فوتونيك ـ سراسري  است؟ نادرستدو پاسخ مستقل معادله لاپلاس باشند، كدام عبارت(  

1 (
x




) 2  كند.نيز در معادله لاپلاس صدق مي 1
z

 



2
2

  كند.نيز در معادله لاپلاس صدق مي 2

  ) هر تركيب خطي اين دو تابع نيز همواره پاسخ معادله لاپلاس است.4  كند.) حاصل ضرب اين دو تابع نيز همواره در معادله لاپلاس صدق مي3

  توان نوشت:ي لاپلاس ميدرست است. چون طبق معادله 2كنيم. گزاره گزينه ها را چك ميگزينه  »3«گزينه    :    پاسخ  

( )*
x y z x y z

           
      

     

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2  

اما از
z

 



2
2

)  گيريم تا صفر بودنش را تحقيق كنيم.لاپلاس مي 2 ) ( ) ( )
x z y z z z

       
  

     

2 2 22 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2  

)  ي اول داريم:ها در دو جملهبا جابجايي ترتيب مشتق ) ( ) ( )
z x z y z z

     
    

     

22 2 2 2 2
22 22 2 2 2 2 2  

)  گيريم:از دو جمله اول فاكتور مي ) ( )
z x y z z
    

     
    

2 2 2 2 2
2 2 22 2 2 2 2  

)با جايگذاري  )  توان نوشت:به جاي عبارت داخل پرانتز اولي مي *( ) ( ) ( )
z z z z z
    

     
    

2 2 2 2 2
2 22 2 2 2 2    

)پس لاپلاس  )2 ،
z





2
  صفر است. 22

  است. 3نادرست است، به عبارتي جواب سؤال گزينه  3گزاره گزينه 
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  ( ) ( ) ( )( )
x xx x

   
          

  

2 2
1 2 2 1 1 22 2  ( ) ( ) .

x y z
  

       
  

2 2 22
1 2 1 22 2 2  

)جملات اضافي غيرصفر ) ( )        2 2
1 2 2 )جملات اضافي1 ) ( )

x y z x y z
     

              
     

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 2 12 2 2 2 2 2  

.    1 22   
  درست است. 4گزاره گزينه 

  (a b ) (a ) (b ) a b                 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2     

  درست است. 1گزاره گزينه 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x x xx y z x y z

         
         

         

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 2    

  ها را جابجا كرديم.در بالا مشتق

        كنيم.                  هاي خاص اشاره مي               مت به برخي حالت           . در اين قس   شود  مي                                                  روش كلي حل معادله لاپلاس در درس رياضيات مهندسي مطرح 
                                                                 حل معادله لاپلاس در حالتي كه پتانسيل فقط تابعي از يك متغير باشد:  

V  ) باشد:  zو يا  y(يا  x                             در صورتي كه پتانسيل فقط تابع                   در دستگاه دكارتي     الف)  Ax B VV
x


    



22
2   

A  وB شوند. رزي تعيين مياز روي شرايط م  

 طبق شكل مقابل، يك خازن تخت به پتانسيل   :14مثالV وصل شده است. مقدار
V(x )

V(x )





2
3
1
3

  چقدر است؟ 

1( 4  
2( 6  
3( 3  
4( 2  
  :يك بعدي است و پتانسيل بين صفحات خازن تخت فقط تابع  مسألهاين   »4«گزينه        پاسخx :است  

V(x )A V
V V x

B V(x )





      

2
3 21
3

V(x ) A( ) B
V Ax B

V(x ) V A( ) B V 

       
       1 1  

  

  در حالتي كه پتانسيل فقط تابعي از يك متغير باشد:  ايدر دستگاه استوانه ب)
  باشد:  r) در صورتي كه پتانسيل فقط تابع1

V VV (r ) r k
r r r r
  

     
  

2 1   

V k lnr k 1 2
V k
r r


 


  

r r
kV ˆ ˆE V a a

r r
 

    


1  
  (به صورت كتابي) باشد: ) در صورتي كه پتانسيل فقط تابع 2

V k k  1 2   V VV
r
 

      
 

2 22
2 2 2
1    

k1وk2  شوندميبا توجه به شرايط مرزي تعيين.    

       kV ˆ ˆE V ( a ) a
r r

 
 


    


11  

x   x 1

V

z

x

y
1
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  دو صفحه شعاعي هادي كامل در   :  15    مثال  1 و  2 هايداراي پتانسيلV1 وV2 الكتريـك بـا   هستند. بين اين دو صفحه توسط يك دي
  پر شده است. بردار قطبي شدگي به كدام صورت است؟ rثابت 

1( r
V V ˆP ( )

r


    
 

1 2
21 2

11


  2( r
V V ˆP ( )

r


    
 

1 2
1 2

11


  

3 (r
V V ˆP ( )

r


    
 

1 2
21 2

11


  4 (r
V V ˆP ( )

r
 
    

 
1 2
1 2

11  

  :پاسخ معادله لاپلاس در حالتي كه پتانسيل فقط تابعي از»  4«گزينه        پاسخ :باشد، به صورت زير است  

V Vk
V( ) V k k V

V k k
V( ) V k k V V Vk

                           
    

1 21
1 21 1 1 1 2 1

1 2
2 2 1 2 2 2 1 2 2 12

1 2

  

r r
k V Vˆ ˆE V P ( )E ( )
r r 

    
              

 
1 1 2

1 2

11 1  

 

  صفحه هادي دردو نيم   : 1 6    مثال   و
  داريم، در  3   پتانسيل صفر و در

  است. ناحيه بـين ايـن دو صـفحه بـا      Vپتانسيل  3

)rعايقي با گذردهي )
a

   1 يره شده برايپر شده است. انرژي ذخa r a    و واحد طول عايق چقدر است؟  2

1 (V ( Ln )
 



29 1 44   2 (V ( Ln )  23 1 42  

3 (V ( Ln )
 



23 1 22  4 (V ( Ln )29 1 24   

  :پتانسيل فقط تابعيت»  3«گزينه        پاسخ توان نوشت:دارد، پس مي  
V A BV
V( ) B
 

 
  

2
2 

  
   

V V V V ˆV( ) V A V A V , E V
r r

  
              

   
3 3 1 1 3

3 3
  

 
 

   

a
e z r a

r VW | E | dv ( ). rdrd dz
a r



  
     

   
21 22 3 2 2

1 1 1 912 2


 
   

e
VW (Ln )   


23 2 12



a

a
a a

z r a r a
V V V( )drd dz . ( )dr (Lnr | (a))

r a r a a
  
   



   


         
    

22 2 21 2 23 2 2
9 1 1 9 1 1 9 1

3 62 2
   

  
  صفحه دردو نيم   : 1 7    مثال  و

  اي داريم. ناحيهدر دستگاه استوانه  2 
   با گذردهي   6  2     ايـم. پتانسـيل  پـر كـردهV   را

در 
   حساب كنيد. توجه كنيد كه پتانسيل در  6

  و در   Vبرابر  2   .برابر صفر است   

1 (V 



12
5 6   2 (V 




24
5 6  

3 (V


12
5    4 (V

6
5   

  
6


2  

V 



2


 

V V

  

r(1 )
a

   

3


V 

V V
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  :اددر امتد» 4«گزينه       پاسخ  وz،  صفحات نامحدود هستند، پس پتانسيل فقط تابعيت .دارد   

A B
VV V A B V( )

A B


 

                      


2 1 12
2

2 2

6

6 2

   

Dهاي ديگر، پيوستگي پتانسيل و مؤلفه عموديتا مجهول داريم، دو تا شرط مرزي داريم و شرط 4


در 
    است. 6

V( ) B V( ) A B V ( ) 
         1 2 2 12 2      

V ( ) V( ) A A B ( )
    

       1 1 2 2 26 6 6 6   

از طرفي در
    بار سطحي نداريم، پس: 6

  A A A A ( )
r r
  

   1 2 1 2
2 2 3V VD D | |

r r  
 

 
     

 
6 6

11 2   

  ):3) و (2) و (1از (

V

VA B V
V VB A ( ) A V A A A V

A B




 

 







    
              

    



2 2
2 2 2 2 1 1

2 2

2

12 12 62 12 12 25 5 5 5 51 12212
112

   

V V ,  
    


6

5 6   
  

  در حالتي كه پتانسيل فقط تابعي از يك متغير باشد: در دستگاه كرويج) 
  باشد: (فضاي بين دو پوسته كروي) Rكه پتانسيل فقط تابع  ) در دستگاه كروي در صورتي1

VV (R )
R RR
 

   
 

2 2
2

1   

k
V k

R


 1
2

kV VR k
R R R
 

    
 

2 1
1 2  

k1 وk2 شوند:از روي شرايط مرزي تعيين مي                                                        R R
kV ˆ ˆE V a a

R R

  
    


1
2  

                           باشد (فضاي بين دو مخروط).                   كه پتانسيل فقط تابع            ) در صورتي 2

kV V VV (sin ) sin k
sinR sin

   
         

    
2 1

12
1   

V k ln tg k
 1 22  

kV ˆ ˆE V ( a ) a
R R sin 


    

 
11 

  

V
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  مقاومت الكتريكي ):2درسنامه (
  

و سر مقاومت هاي همگن ابتدا بين دشود. در محيطهاي همگن و غيرهمگن با دو روش متفاوت محاسبه ميي مقاومت الكتريكي در محيطي محاسبهشيوه
كنيم. در كنيم، سپس با حل معادله لاپلاس در ناحيه داخل مقاومت، توزيع پتانسيل الكتريكي را محاسبه مياختيار مي Vالكتريكي يك پتانسيل فرضي

Jاز رابطه كنيم و چگالي جريان الكتريكي رامرحله بعد از روي پتانسيل، ميدان الكتريكي را استخراج مي E 
 

كنيم. در نهايت مقاومت از محاسبه مي 
  شود:رابطه زير تعيين مي

V VR
I J.ds

 


    

Iكند و سپس از روي رابطهاز مقاومت عبور مي Iكنيم كه جريان هاي غيرهمگن، ابتدا فرض ميدر محيط J.ds 
  كنيم. استخراج مي چگالي جريان را

JEدر ادامه با استفاده از رابطه 



كنيم. در مرحله بعد اختلاف پتانسيل بين دو سر مقاومت را از ، شدت ميدان الكتريكي را در داخل مقاومت محاسبه مي

Vرابطه E.dl 


VR  شود:رابطه مقابل تعيين ميكنيم. در نهايت مقاومت الكتريكي از محاسبه مي 
I

 


  

  تر مقاومت الكتريكي را محاسبه كرد:توان سريعهاي مختصات تطبيق دارد از رابطه زير ميبراي ساختارهايي كه هندسه آنها با دستگاه :2نكته 
duR h h du du

h







1
2 3 2 3

1

  

hو سطح مقطع u1بر اين است كه جهت جريان الكتريكي در راستايدر اين رابطه فرض  h du du2 3 2   بر راستاي جريان عمود است. 3

  مقاومتي به صورت كروي شكل نيمي از يك كره را با شعاع داخلي   : 7    مثالR1 و شعاع خارجيR2 دهـد. اگـر رسـانايي ايـن كـره بـه       تشكيل مي

صورت
R
r

   1
   اي را حساب كنيد.كرهباشد، مقاومت اين دو سطح نيم  2

1 (R R
R




2 2
2 1

1

1
4 

   2 (

RLn
R



2
1

2 
   

3 (R R
R



2 1

1

1
4 

   4 (R R
R



2 1

1

1
2 

   

  :داريم طبق رابطه كلي مقاومت»  3«گزينه        پاسخ:  

  R R R
R R R

dr dr drR R Rr sin d d R ( ) sin dr sin d d
r

   
   

         
  

   
2 2 2

1 1 12 22 21 12 2    

   

R
R

drR (R R )
R ( ) R

   
   2

1 2 1
1 1

1
2 2 4 

   

  
  اي به شعاع استوانه   : 8    مثالR  و ارتفاعh داريم كه رسانايي

r z( )( )
R h

   1 بين سطحايم. مقاومت در آن قرار دادهz   وz h  كدام است؟  

1 (h
R 2

3
2 

   2 (hLn
R 2

3 2
4 

   3 (h
R 2

3
4 

   4 (hLn
R 2

3 2
2 

   

  :كنيم:ير حساب ميصورت زبين دو سطح را به مقاومت»  4«گزينه        پاسخ  
hh h h

R R
dz dz h dz h hLnR Ln(h z) |r z h zR R Rrdrd ( )( ) rdrd

R h
 

     
       

  
   

2
2 2 2 22

3 3
2 21 2 3

  
    

   

  

1R

2R





  

  

هاي الكتريكي دائمجريانفصل هشتم:   234  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  داخلي و خارجي هاي مطابق شكل دو ميله ربع دايروي با شعاع  : 9    مثالa  وb و ضخامت ،d    اي بـا  هـا از مـاده  انـد. ايـن ميلـه   به هـم متصـل شـده
  چقدر است؟ Bو  Aاند. مقاومت الكتريكي بين دو نقطه تشكيل شدهرسانايي

1 (bd ln( )
a




  2 (bd ln( )

a



2
  

3 (bd ln( )
a





2  4 (bd ln( )
a





3
2

 

  :آيد:با استفاده از فرمول ساختاري، مقاومت الكتريكي يك ميله ربع دايروي از رابطه زير به دست مي»  1«گزينه        پاسخ    

b d
a

d dR b b bdzdr d ln( ) d ln( ) d ln( )
r a a a

 


  
   


  

 
 

2 2 2
2 



  

  هاست:اند پس مقاومت كل، برابر مجموع مقاومت آنبه اين ساختار نگاه كنيم، دو ميله ربع دايروي با هم سري شده ABاگر از دهنه 

R b bd ln( ) d ln( )
a a

 
 

 
2

2
®¨

  

  

  ي كروي رسانابين دو پوسته  :  10    مثال(a r b)  اي با رسانايياز ماده(r)
r


   و a ،bشعاع دسـتگاه كـروي و    rپر شده است، كه در آن 2
rمقادير ثابتي هستند، اگر سطح a در پتانسيل صفر و سطحr b در پتانسيلV 92برق ـ سراسري        مهندسي (  باشد، چگالي جريان در اين ناحيه كدام است؟(  

1(r
V ˆJ a

r (b a)



2
 

  2(r
V ˆJ abr ln( )
a


  

  3(r
V ˆJ abr ln( )
a




2
 

  4(r
V ˆJ a

r(b a)




 

  

  :آوريم:آوريم و سپس با استفاده از قانون اهم جريان الكتريكي و سپس چگالي آن را به دست ميمت محيط را به دست ميابتدا مقاو   » 1 «      گزينه        پاسخ  

  
b b b

aa a

dv dr b aR r]
r sin d d

r

 


   
   

  
 
 

2 2
2

1
4 4 4

 
  

  

  r
V V V n V ˆI j a
R b a r (b a) r (b a)

    
     

   2 2
4 4

4
       

  
  داخلي شعاع كروي به يك قطعه فلزي به شكل پوسته نيم  :  11    مثالa شعاع خارجي  وb  با ضريب هدايت الكتريكي ويژهg    مطابق شكل زيـر در نظـر

الكتريكي بين  بگيريد. اگر اختلاف پتانسيلي ميان نيمكره داخلي و نيمكره خارجي ايجاد شود، مقاومت الكتريكي اين قطعه كدام است؟ فرض كنيد جريان
  )92(فيزيك ـ سراسري   دو پوسته شعاعي است.

1 (b a( )
g ab



1

2                       2 (b a( )
g ab



1

4  

3 (bln( )
ga a
1

2                       4 (bln( )
gb a
1

2  
  

  :ها برابر خواهد بـود  سري، با مجموع آن اين مسأله را به سادگي و تنها با دانستن اين نكته كه مقاومت معادل براي تعدادي مقاومت   » 1 «      گزينه        پاسخ
، rي مقاومت يك رسانا بـه طـول   ، تعداد زيادي المان مقاومت در نظر گرفت كه با استفاده از رابطهbو  aي با شعاع توان بين دو پوستهتوان حل كرد. ميمي

  خواهيم داشت: gو رسانندگي الكتريكي  Aمساحت 

  r drR dR
g A gA

  
1  

drهـاي عداد زيادي المان مقاومـت بـا مقاومـت   حال ت
gA

تـوان بـراي   خـواهيم داشـت كـه مـي     
rگيري را از شعاعي مقاومت معادل، انتگرالمحاسبه a تاr b .انجام داد  

  
b

a
T

drR
gA

   

B

A

a b



  

  

 اسي ارشدكارشن يكمدرسان شريف رتبه  235  الكترومغناطيس

A  باشند، بنابراين داريم: مي rكره به شعاع هاي مقاومت داراي مساحت يك نيمالمان دانيم كهاز طرفي مي r  22  

  به دست خواهيم آورد: TRي مربوط بهدر رابطه Aگذاري حال با جاي
b b

a a
T

dr dr b aR ( )
g g abgr r


  

  2 2
1 1

2 22
  

  

 اي به شعاع داخلي مقاومت الكتريكي يك خازن استوانه :12مثالcm1  و شعاع خارجي/ cm2 كه فضاي ميان دو اسـتوانه هـم    cm2و طول  72
  )92(فوتونيك ـ سراسري  پر شده است چند مگا اهم است؟ 5/2ك الكتريو ثابت دي m81.اي با مقاومت ويژه محور از ماده

1 (8  2 (2  3 (/ 8  4 (32  
  :طبق تعريف، مقاومت برابر است با نسبت ولتاژ به جريان.   » 3 «      گزينه        پاسخ  

E J , V E.dl   
    وI J.ds 

 
 كه .J ،چگالي سطحي جريانds  ديفرانسيل سطح و      رسانندگي (عكس مقاومـت ويـژه) اسـت. سـطح

  را در نظر بگيريد. گاوسي با شعاع 
Q ˆE e

/ l 
  2 5 2 

  
/ cm

cm
Q Q QV E.d d

l
 

          
    

2 72
1 55 5  

 
¾ºH¼TwH »j¸ÃM

  

cm Q Q QI d dz ( / )
l / ( / )


    

 


  
      

    
12 2 1 92 4 15 2 5 2  

 
  
  

  

 مقدار چگالي بار سطحي مقيد القا شده :13مثالps( ) درz d95برق ـ سراسري مهندسي ( ، براي ساختار زير كدام است؟(  

1 (V
d
 4

3                              2 (V
d
 2

3   

3 (V
d
 


4

3                           4 (V
d
 


8

3   

 

 
  :يابيم:و در نتيجه چگالي جريان را مي كنيم. سپس با استفاده از رابطه قانون اهم، جريانابتدا مقاومت را محاسبه مي   » 3 «      گزينه        پاسخ  

ddl z d I V VR ( )dt J
A A d A A RA d

  
  

 
       

   
1 3 21 2 3 

  يابيم:شدگي را مياي قانون اهم، ميدان الكتريكي و بردار گشتاور قطبيحال با استفاده از فرم نقطه

z z

zV ( ) z V zd ˆ ˆE ( a ) P ( )E ( )( a )
d d d d


          

2 1 2 13 3
 

 
JE  


  

sp  ل محاسبه خواهد شد:در نهايت چگالي بار سطحي مقيد به صورت مقاب z sp
v Vˆp P.(a ) ( )( ) p

z d z d z dd d


      
  

2 42 13 3
  

  

  

  هايمحور و بسيار طويل به شعاعاي همفضاي بين دو پوسته فلزي استوانه    :  14    مثالa وa3 الكتريك با ضريب رسانش الكتريكياز يك ماده دي 
   )  96                  (فوتونيك ـ سراسري  محور كدام است؟پر شده است. مقاومت الكتريكي عرضي (شعاعي) در واحد طول كابل هم Kالكتريكو ضريب دي

1 (ln


3
2 

  2 (

3

2 
  3 (ln


3

4 
  4 (


3

4 
  

  :آيد:دست ميمقاومت بين دو پوسته فلزي از رابطه زير به   » 1 «      گزينه        پاسخ  

Ln

1 32 

 a
a

adR Ln
a[ ( ) ]


   

    
3 31
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a
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dR
d dz
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0
σ zσ= ,ε=ε (1+ )1+z/d d

Q
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هاي الكتريكي دائمجريانفصل هشتم:   236  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

  ريكياصل بقاي بار الكتريكي و معادله پيوستگي بار الكت ):3درسنامه (

    باشد:محصور شده توسط آن سطح مي كاهش بار نسبت به زمان در حجم آهنگبرابر با بسته، طبق اصل بقاي بار الكتريكي، جريان خروجي از هر سطح 
dQI
dt

   

صورتتوان بهاز طرفي جريان گذرنده از يك سطح بسته را مي
s

I J .ds 
 

 هيم داشتنوشت پس خوا:  V
V

s
S

dJ.d d
dt

   
  

V  تبديل كنيم: يتوانيم با استفاده از قضيه ديورژانس به انتگرال حجمانتگرال سمت چپ در رابطه بالا را مي V
V V

d( .J)d d
dt

  
     

    شود:كه از رابطه بالا نتيجه مي

.J
t


  



 
  

    : نويسي كنيمباز مقابلبه صورت  يمتوانمي(در محيط رسانا) عادله را . اين مگوييمر ميمعادله فوق معادله پيوستگي بابه 
D.J .( E) .( )

t

      
       

 
  

).   گونه بنويسيم:يم اينتوانهمگن بودن محيط مي ضبا فر D) .D
     
    

  
  

    :  داريم بنابراين

t
 

  
 

  

t)معادله فوق يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول است كه جواب آن با در نظر گرفتن شرط اوليه دانيدطور كه ميهمان )    شد:  به صورت زير خواهد  

t
(t) e



    

  متر نقطه 2مركز مكعب به اضلاع    :  15    مثال  P( , , چگالي جريان است. در داخل حجم اين مكعب،  (
ˆ ˆ ˆJ xyzx y y zyz  26 6 برقرار اسـت.    2

  جريان خارج شده از اين مكعب چقدر است؟
  8   4 (16) 3  8) 2  صفر) 1
  :دانيم:مي»  1«گزينه        پاسخ

s V v
J .ds ( .J)dv


  

  
.   پس به جاي آنكه جريانI  ريم،سطح جانبي مكعب به دست آو 6را روي.J

 
را  

  گيريم.كنيم و روي حجم مكعب از آن انتگرال ميپيدا مي

.J yz y y I ( yz y)dx dydz yz( )dydz ( ) ydydz
      

               
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 16 12 2 6 1 6 2 2 1

 
    

  

  در مختصات كروي، چگالي بار حجمي  :  16    مثالv
cos t

r


  AJكـي داده شده است. به دست آوريد چگالي جريان الكتري 2
m2    را در صـورتي كـه

tدر   ،J   .91برق ـ آزاد        مهندسي (  باشد(  

1 (rJ sin ta
r


   2 (rJ sin ta
r


 2  3( rJ sin ta
r


 2  4 (rJ sin ta
r


 2
2  

  :ابتدا كل بار ها صحيح نيست.  كدام از گزينههيچ       پاسخQ  درون حجم يك كره به شعاعr آوريم:را به دست مي  

  vQ ( r ) r cos t     34 4
3 3  

dQI  طبق اصل بقاي بار الكتريكي، جريان خروجي از سطح اين كره برابر است با:   r sin t
dt

     
4
3  

r  سطح كره برابر است با:چگالي جريان الكتريكي روي 
I ˆJ a sin t

rr


  
 2 34

  
  



  

  

 اسي ارشدكارشن يكمدرسان شريف رتبه  237  الكترومغناطيس

  الكتريكي غيركاملي با گذردهيمحيط دي  :  17    مثال  و ضريب رسانندگيg  مفروض است. اگر بارq    در مركز اين محيط قرار دهيم، مدت زمـاني كـه
  )91(فيزيك ـ آزاد   يابد، كدام است؟ كشد تا مقدار بار در مركز اين محيط به نصف كاهشطول مي

1 (
g
2  2 (

g
1

2  3 (e
g

 2  4 (ln
g
3 2  

 :ي پيوستگي داريم:از معادله  »2«گزينه  پاسخ  .J
t

 
  


  

Jچگالي بار الكتريكي است. از قانون اهم داريم ريان الكتريكي وچگالي ج Jدر اين رابطه  gE توان نوشت:. پس مي  g .E
t

 
  


  

E.  اما طبق قانون گاوس (ديورژانسي) داريم:
 
 


  

  نوشتيم، خواهيم داشت: Eاي كه براي ميدان الكتريكي رابطهبه اين ترتيب با استفاده از دو 
g( )tg e

t




     
    

  شود.يعني چگالي بار، به صورت نمايي، داخل ماده پخش مي

  كشد تا بار در محيط نصف شود، برابر است با:به اين ترتيب مدت زماني كه طول مي
g( )T ge ( )T ln T ln

g


 

      


21 22  
  

  معادله پيوستگي بار و جريان الكتريكي به صورت  :  18    مثال 
.J

t


   


  )92(فيزيك ـ سراسري   در الكترومغناطيس چه جايگاهي دارد؟ 
  (قانون فاراده) است. (قانون گاوس) و معادله سوم ماكسول ) نتيجه معادله اول ماكسول1
  مغناطيس و مستقل از هر چهار معادله ماكسول است.) خود يك معادله بنيادي الكترو2
  ) نتيجه چهار معادله ماكسول به علاوه رابطه نيروي لورنتس است.3
  ـ ماكسول) است.(قانون گاوس) و معادله چهارم ماكسول (قانون آمپر ) نتيجه معادله اول ماكسول4
 :1ي (رابطه  يم:ي اول ماكسول (قانون گاوس) داراز معادله   »4«گزينه  پاسخ        (.D

 
    

DH)         2ي (رابطه  ي چهارم ماكسول (قانون آمپر ـ ماكسول) داريم:و از معادله J
t

   
  


  

) ديورژانس گرفت كه در اين 2ي (رابطه توان از طرفيناي هستند. ميدانيم كه ديورژانس هر تاوي، صفر است يعني همگي تاوها، سيملولهاز سوي ديگر مي
  ي فوق، سمت چپ تساوي صفر خواهد شد.صورت طبق گفته

).D)         3ي (رابطه H) .J .( ) .J ( .D)
t t

         
 

         
 

  

J.  شود كه:) نتيجه مي3ي () در رابطه1ي (حال با جايگذاري رابطه
t

 


  


  

  بار الكتريكي با چگالي يكنواخت حجمي  : 1 9    مثال  در لحظهt    درون يك كره هادي با شعاعa و رسانايي ويژه  و نفوذپذيري الكتريكـي 

atقرار دارد. پس از گذشت ln (sec)





  )92برق ـ آزاد        مهندسي (  ماند؟چقدر بار درون كره باقي مي 2

1 (a  34  2 (a 32
3
  3 (a 32   4 (a 38

3
  

 :بار اوليه درون كره برابر است با:  »2«گزينه  پاسخ  Q a  34
3   

  آيد:به صورت مقابل به دست مي tدر زمان  Qر با
t ln ln QQ Q e Q e Q e Q a

  
 
         

12 32 2
2 3


  

     
  

  

 بار :20مثالQ به طور يكنواخت در لحظهt  در حجم كره رسانايي به شعاعa و رسانايي ويژه  توزيع شده است. بار سطحي موجود در

سطح كره پس از گذشت زمان


t





  )94(دكتري   ، كدام است؟

1 (eQ
e
1

  2 (eQ
e 1  3 (eQ

e



1
1  4 (Q

e
1
  



  

  

هاي الكتريكي دائمجريانفصل هشتم:   238  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  :الكتريك ناقص داراي ثابت زمانييك دي   » 1 «      گزينه        پاسخ
 


وجود داشته باشـد، بـا    Qالكتريك بار اوليهباشد. اگر فرض كنيم در اين ديمي 

توان مقدار بار درون محـيط  آيد، ميدست ميبقاي بار الكتريكي و معادله پيوستگي بار الكتريكي بهاستفاده از جواب معادله ديفرانسيل كه با استفاده از اصل 
  دست آورد:را به tبعد از گذشت زمان

eQ Q Q e Q ( )
t e

 
 
  

  



1 
   



روي سطح
t

Q Q e



 



  

 لحظه اگر در  :12مثالt اي به شعاع ، كرهa و رسانايي ويژه و گذردهي طور يكنواخت و با چگالي حجميبه  باردار شود، بار سطحي روي

tكره در لحظه s )است؟  ، كدام5 )


 

    97(مهندسي برق ـ سراسري(  

1 (a ( e )









5
13   2 (a ( e ) 




5
13   3 (a ( e )









5
13   4 (a ( e ) 




5
13   

  :كنيم.از قانون پايستگي بار الكتريكي استفاده مي   » 2 «      گزينه        پاسخ  
t

s (t) K( e )

  1   

)Q1 روي سطح كره وQ2 (داخل حجم كره است   

s ( ) , Q Q   1 2  
                

tدر لحظه   آيد، يعني:     سطح كره ميهاي زياد، تمامي بار به هيچ باري روي سطح كره نداريم، در زمان    

                                   s
a( a ) ( a ) 

         
 

2 344 3 3   
  حال داريم:

    

t

ts

s s

s

(t) K( e )
a( ) (t) ( e )

a( )





 


 




  
     
   


1
13

3

   

tدر نتيجه در s s  خواهيم داشت: 5
a( ) ( e )




  
5

5 13   

  طبق قانون بقاي بار الكتريكي داريم:روش رد گزينه: 
t

v v(t) (t )[ e ]

    1   

q(tتونن درست باشن. از طرفي ميدونيم كه كل بار تزريق شـده ( ) مي2) و (1هاي (با توجه به اين فرم، فقط گزينه ) ( a )    34
3   بايـد در نهايـت (

) چنـين اتفـاقي   2كره با كل بار تزريق شده به كره برابر باشه كه فقط بـراي گزينـه (   نهايت، بايد بار روي سطحروي سطح كره پخش بشه؛ يعني در زمان بي

s(  افته.مي
aq (t ) ( a ) q(t )      243 (  

 
)، رابطه زير براي طبق شرايط مرزي در فصل مشترك دو عايق با گذردهي متفاوت (منظورم فصل مشترك كره و محيط اطراف كره هستش. يه دليل ديگه:

sn̂.(D  چگالي بار سطحي در فصل مشترك، برقراره: D )  2 1
 

 
rDو چون ميدونيم E  

 
Eو  


Dمتناسبه، پس در  هم با  


 شه و به تبع اون رابطه چگالي بار سطحي هم فاقد پارامترظاهر نمي پارامتر  

  ) صحيحه.2خواهد بود و گزينه (
  ي با ضريب گذردهي       الكتريك  دي     محيط    :  22    مثال                    و ضريب هدايت            g  مفروض است. بار              Q  مدت زمـاني كـه     .    دهيم                            را در مركز اين محيط قرار  مي             

                                                                 كشد تا مقدار بار در مركز اين محيط به نصف كاهش يابد، كدام است؟      طول مي

1 ( ln
g
 2  2  (  

g
2  3 ( 

g
1

2  4  (  e
g

 2  



  

  

 اسي ارشدكارشن يكمدرسان شريف رتبه  239  الكترومغناطيس

  :ي كاهش بار در يك محيط با رسانندگي                   با استفاده از رابطه  »1«گزينه       پاسخ                                 g  و گذردهي          ي واهلش) داريم:      (رابطه                 

  
g t

Q Qe t ln
g


 

  
1 22          ;        

g t
Q Qe


   

 

  يك جسم كروي همگن و خطي داراي ضريب رسانندگي    : 2 3    مثالg و گذردهي و چگالي حجمي بار آزاد اوليه  است. ميدان الكتريكي در نقاط
    (مبدأ مختصات در مركز كره قرار دارد).  چگونه است؟داخل جسم برحسب زمان 

1 ( 
gt

rE(r, t) e
  




3  2 ( 
gt

rE(r, t) e
  




6 3 ( 
t

grE(r, t) e





3

  4 ( 

t
grE(r, t) e
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 :اما قبل از آن بايد بار داخل سطح گاوسي آوريمابتدا ميدان الكتريكي درون كره را به دست مي»  1«گزينه   پاسخ .(S) :را پيدا كنيم  

                         Q r   34
3  

:آوريمبه دست  با استفاده از قانون گاوسرا ميدان الكتريكي درون كره توانيم حال مي
s

( D.ds Q ) 
 

  r
r

rˆQ a rˆE a
r r


   
  

 

3

2 2

4
3

34 4
  

با جايگذاري
g t

e

   در رابطهE


  داريم: 

gt gt
re E e

 

 
    

3





  

  

  ؟ (شعاع جسم كروي را كنددر مثال قبل، ميدان الكتريكي در نقاط خارج جسم، برحسب زمان چگونه تغيير مي   :  24    مثالa (.در نظر بگيريد  

1 (r̂
3
   2 (a r̂

r




3
23

  3 (
g t

r̂e



3
  4 (

g ta r̂e
r






3

3
  

  :شند. بنابراين در طول زمان، كل بار داخل سطح گاوسي با گذر زمان، بارهاي الكتريكي به سطح جسم كروي منتقل مي»  2«گزينه        پاسخS   همـواره

Q)برابر با مقدار بار اوليه داخل كره است a )  34
3 گاوس داريم: . بنابراين طبق قانون  

rs
Q Q aˆ ˆD.ds Q D E r E r

r r r


      
  

3
2 2 24 4 3
  


  

  

 

  نيمي از فضا با يك ماده رسانا با مشخصات   :  2 5    مثالSsin ( )
m

   
و 2   )

   )در مختصات كروي) پر شده و نيم ديگر 2 )
   2 

و به مركز مبدأ مختصات بين اين دو نيم فضا قرار گرفته است؛ به نحوي كه دقيقـاً نيمـي از آن درون    aفضاي آزاد است. يك الكترود رساناي كامل كروي به شعاع 

كشد تا بار كل الكترود به به الكترود تزريق شود، چه مدت طول مي Qرسانا است. اگر بار آزاد 
e
   )  97       (دكتري   مقدار اوليه كاهش يابد؟ 1

1 (


3
2



  2 (





  3 (


3 


  4 (

2



  

 :انطبق قانون پايستگي بار الكتريكي، ميزان تغييرات بار الكتريكي در زم   »3«گزينه  پاسخt  از رابطه
t
z(t) e


   آيد كهدست ميبه  ثابت

RCزماني است و معادل است با   كهR الكتريكي و  مقاومتC  ظرفيت الكتريكي است. ابتداR  وC كنيمساختار را تعيين مي.  
  آيد:دست مياز رابطه روبرو به bو شعاع خارجي  aشعاع داخلي الكتريكي يك پوسته كروي به ظرفيت 

C

a b






4
1 1

 

bاگر  آنگاهc a 4  آيد:دست ميو مقاومت الكتريكي از رابطه زير به  

aa a a
dr dr drR R ( | ) R ( )

r ar ( )( ) rsin r sin d d
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ميدان مغناطيسي ساكنفصل نهم:  250  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  
  همنفصل 

 »ميدان مغناطيسي ساكن«

مقدمه   
  

      كننـد.                                                                                             هاي الكترومغناطيسي، بارهاي الكتريكي هستند. بارهاي الكتريكي سـاكن فقـط توليـد ميـدان الكتريكـي مـي                كليه پديده              دانيم كه منشأ                همراهان عزيز مي
                                                 بارهاي الكتريكي بـا سـرعت يكنواخـت حركـت كننـد، ميـدان            اگر     شود.                  ميدان مغناطيسي مي                    پديده ديگري به نام                   باعث به وجود آمدن                     حركت بارهاي الكتريكي 

   پـس     و         هاي بعد      در فصل    كه       آورند                                             هاي متغير با زمان و پديده تشعشع را به وجود مي     ميدان   ،                        حركت شتابدار داشته باشند    اگر        كنند و                          مغناطيسي ساكن را توليد مي
                     را ياد خواهيم گرفت.                                                 ترين قانون در دنياي مغناطيس، يعني قانون بيوساوار                   اما در اين فصل مهم   ؛    دهيم      ضيح مي        ها را تو                         از معرفي معادلات ماكسول آن

  قانون بيوساوار درسنامه:  
  

. بـا اسـتفاده از ايـن    در دنياي الكتريسـيته اسـت   كولن ر در دنياي مغناطيس مانند قانونوايوسابقانون 
Bچگالي شار مغناطيسيميدان مغناطيسي يا  يمتوانقانون مي


               ميـدان مغناطيسـي   . را به دست آوريـم  

       آيد:        دست مي  ه                                            حاصل از يك جريان خطي يكنواخت از رابطه زير ب

C

Idl (r r )B(r)
| r r |
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                              با توجه به ضرب خارجي بين بردار r r  و 


Idl  كه جهـت ميـدان مغناطيسـي          گيريم   مي  ه     نتيج                      
                                                شود. اگر انگشت شست دست راست در جهت جريـان و بقيـة                              توسط قانون دست راست مشخص مي

   آن               جهـت ميـدان در  ،   هـا      انگشـت           بسته شدن           باشد، جهت          (مشاهده)                           انگشتان به سمت نقطة ميدان
  .داديمح ضرب خارجي و قانون دست راست را در فصل اول توضي     دهد.               نقطه را نشان مي

  
  

            فاده از اصـل           را بـا اسـت             كل مجموعـه                 و ميدان حاصل از        گيريم  مي               هاي خطي در نظر            اي از جريان                                          هاي با توزيع سطحي و حجمي را به صورت مجموعه     جريان
       آيد.   مي   ت  دس  به                                                     هاي سطحي و حجمي ميدان مغناطيسي به ترتيب از روابط زير      جريان                       ميدان مغناطيسي ناشي از   .      آوريم  مي                جمع آثار به دست 

s(جريان سطحي)  R

S

ˆJ a
B ds

R

 
  24



  

  

R(جريان حجمي) 

V

ˆJ aB dv
R

  
  24


  

     


I


B

 r r
dl

C
r

r

y

z

x
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 دايره به شعاعمطابق شكل، از يك سيم نيم  :1مثالR جريان ثابتI گذرد. ميدان مغناطيسي در نقطهميP كدام است؟  

1 (
tan( )I ˆln z

R tan ( )

   
 
   
  

4
8

4

  2 (
tan( )I ˆln z

R tan ( )

 
 

   
  

 
  

2
4

4
4

  

3 (
tan( )I ˆln z

R cot ( )

   
 
   
  

4
4

4

  4 (
tan( )I ˆln z

R tan ( )

 
 
     
  

4
8

4

  

 :نقاط منبع و مشاهده به صورت زير هستند:»  1«گزينه  پاسخ  
ˆ ˆ ˆr R cos x R sin y , r R cos x R sin y            

ˆ ˆr r R[(cos cos )x (sin sin )y]            
  جزء طول براي محاسبه انتگرال بيوساوار برابر است با:

  ˆ ˆ ˆ ˆdl R sin d x R cos d y Rd (sin x cos y)                 
  

dlˆ  توان به نتيجه مقابل رسيد:اندكي محاسبات (خودتان انجام دهيد!) ميبا  (r r ) R [ cos( )]d z
           2 1  

Bبنابراين ميدان


/  برابر است با: 
I d l (r r ) I [ cos( )]ˆB R z d

| r r | [ R R cos( )]
           

      2
3 2 2 3 2

1
4 4 2 2
 



  
   

/
IR d I dˆ ˆB z z ( )cos( ) R( R ) sin[ ]

     
         

2
2 3 2 1 8 24 2 2 2

 
 


  

tan( )I Iˆ ˆB z ln tan( ) ln z
R R tan( )


   
     

         
  

4216 4 8
4



 
  

  

  د. باشانون بيوساوار به شرح زير ميترين كاربردهاي قمهم
  عبارت است از: ẑدر راستاي I) ميدان مغناطيسي ناشي از يك سيم حامل جريان 1
  

I ˆB (cos cos )a
r 


   

4


  

با جايگذاري Iميدان مغناطيسي ناشي از يك سيم بسيار بلند حامل جريان      آيد:مي دستبهدر رابطه فوق  I ˆB a
r 




2


 

  حامل جريان براي سيم نامحدود    : 2    مثالI  ميدانشكل زيردر ،
B  كدام است؟در مبدأ مختصات   

1 (I ˆ ˆ ˆ(x y z)
 

4
   

2 (I ˆ ˆ(x y)


4
   

3 (I ˆ ˆ ˆ(x y z)
 


24

   

4 (I ˆ ˆ ˆ(x y z)
 

2
   





rI
z

y
x



P

R




r r
 r r
 

I
r

R

R

r

 x

y

y

x

z

(3)

(1)

(2)
1

1







  

  

ميدان مغناطيسي ساكنفصل نهم:  252  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  :داريم: 1براي سيم (»  3«گزينه        پاسخ (   I ˆr , , B ( y) 
       

11 2 4


   

): توان نوشت) مي2براي سيم ( )    4   

  I Iˆ ˆr ( ) B [ ](z) z
( )

 
      




2
2

2 2 2 2 21 2 2 2 2 424 2

 
   

I  ) خواهيم داشت:3و براي سيم ( ˆB x
( )




3 4 1


   

I  ها)حال داريم: (جمع آثار ناشي از سيم ˆ ˆ ˆB B B B B [x y z]
      

1 2 3 24
    

   : ميدان كل 
  

  روي خط   : 3    مثالy | x |  جريانI  به شكل زير قرار دارد. ميدان
B  در نقطه(x ,y) ( , )      كدام است؟  1

1 (I ˆ( )z



214 2

   2 (I ˆ( )z



1 24

  

3 (I ˆ( )z



1 22

  4 (I ˆLn( )z



212 2

  

  :برابر است با:1سيم ( ميدان ناشي از»  3«گزينه        پاسخ (  

  I ˆB [ ]z
  

1
21 22 2


    r , , 

    
2

2 4   

I  ) برابر است با:2ميدان ناشي از سيم ( ˆB [ ]z
  

2
21 22 2


     r , , 

    
2

2 4   

I ˆ: B B B ( )z
   

1 2 1 22
  

  ميدان كل 

 
  

  يك صفحه هادي با ابعاد   : 4    مثال                      x,y xˆk                         متر حامل چگالي جريان سطحي  11 a
         مغناطيسي   ء          باشد. القا              آمپر بر متر مي  1

B   در   
),,(    نقطه 1  :برابر است با                 

1 (   yˆB a 


  2 ( yˆB a
 

4  3 ( yˆB a 


  4 ( yˆB a
 


 2

4  

   : هاي جريان خطي با مقدار             توان به المان                جريان سطحي را مي   » 2 «      گزينه        پاسخ                      I | k | dy dy 


              تجزيه نمود.   

  I dy| dB |
R y
   

 
   22 2 1

  

     كند.         ايجاد مي  yâ   ) وzâ    (يا   zâ                                            هر المان جريان خطي، ميدان مغناطيسي در راستاي
z                    هـاي مختلـف در راسـتاي                      هاي مربوط به المـان      مؤلفه zˆ ˆ( a )a     همـديگر را خنثـي و در                    

       كنند.                  همديگر را تقويت مي  yâ      راستاي

y y
dy dyˆ ˆB ( cos )a ( )a

y y y 
 

   
   

 
1 1
1 12 2 2

1
22 1 1 1

 
  

  y yˆ ˆB Arctgy a a
 

  


1
12 4

 
  

  



I

(1)

(2)
1

y

x

d  

y  
  

  

R  
y  

x  
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  از سيمي مطابق شكل جريان ثابت   : 5    مثالI كند. چگالي شار مغناطيسيعبور ميB
 92برق ـ آزاد        مهندسي (  در مركز مختصات چقدر است؟(  

1 (z
I â


5
24  2( z

I â
36  

3 (z
I â


7
48  4 (z

I â
48  

  :شدت ميدان مغناطيسي در امتداد سيم صفر است:  »3«گزينه       پاسخ  

AB CDB B    
  :در نتيجه چگالي شار مغناطيسي برابر است با

BC z
I I I ˆB (cos cos ) ( ) B a
r

  
       

 

7 7
124 5 484 5

  
  

  

  سيم خميده حامل جريان  : 6    مثالI نهايت در امتدادمطابق شكل زير از بيx محور تا مبدأ مختصات و سپس در امتداد محورy ـتا بي  ت ادامـه  نهاي
(xبا مختصات xyدر صفحه Aدارد. ميدان مغناطيسي در نقطه , y , xواقع در ناحيه (  وy  94فوتونيك ـ سراسري ( كدام است؟(  

1 (I (x y x y )
xy
   


2 2
2  

2 (I (x y x y )
xy
   


2 2
4  

3 (I (x y x y )
xy
   


2 2
2  

4 (I (x y x y )
xy
   


2 2
4  

 

  

  :يس براي يك نهايت كشيده شده است، اما از يك طرف هم متناهي است، اما ميدان مغناطرغم اين كه سيم از يك طرف تا بيعلي  »4«گزينه        پاسخ
  آيد:دست ميي زير بهسازد، از رابطهمي و هاي(محل مشاهده ميدان) زاويه Aيسيم كه خط واصل آن تا نقطه

I dL rB
r
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  بيوساوار

dlكه d( cot )d L r cos dcot       21   

I Idl r dlsin d( cot )d sin dsin d| | B (cos cos )
dr d l d d cot d




        

      
  


2
3 2 2 2 2 2 2

1
4
 

 
  

  سو و با مقدار زير برابر است:درون A، كشيده شده است، ميدان در نقطهxپس براي سيمي كه در محور افقي، روي محور
A
x

I Ix xB (cos (cos )) ( )
(d y) yx y x y

 
     

   2 2 2 2
14 4

   

  :است زيري سو و اين بار به اندازه، باز هم درونyاما ميدان ناشي از سيم روي محور

  A
y

I yB (cos )
(d x) x y


 

  2 24
   

  پس مجموع ميدان دو قطعه سيم برابر است با:

  A A
x y

I x y I x y x y IB B ( ) ( ) (x y x y )
y x xy xyy x y x x y xy x y

      
           

    

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

1 1
4 4 4  

  

4o

r3
 5

C

B

A

D

I

y

m3
I

m4

I
x



  

  

ميدان مغناطيسي ساكنفصل نهم:  254  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  عبارت است از: bضلعي منتظم با شعاع دايره محيطي  N) ميدان مغناطيسي  در مركز يك 2
  

NIB tg
b N

 


2
  

Lbاز رابطه را شعاع دايره محيطي
sin


2 كه در آن آوريممي دستبه

N


  باشد. مي  

  الاضلاع به صورت زير خواهد بود: مثلث متساوي و مركز يكبه طور مثال ميدان مغناطيسي در مركز يك مربع 

I IB tgL L( )
sin

  
 




4 2 2
42

2 4

   

I IB tgL L( )
sin

  
 




3 9
3 22

2 3

   

B، جهتو استفاده از قانون دست راست با توجه به جهت جريان


  .باشدو در بيرون حلقه به سمت داخل صفحه ميبه سمت خارج صفحه در درون حلقه  

 با استفاده از رابطه ميدان مغناطيسي در مركز يك  :7مثالN ،ميدان مغناطيسي مركز يك دايره را به دست آوريد. ضلعي منتظم  

  :ميدان مغناطيسي در مركز يك       پاسخN :ضلعي منتظم برابر است با  NIB tg
b N

 


2  

  باشد.ضلعي مي Nشعاع دايره محيطي  bكه در آن 
Nضلعي منتظم با Nتوان يك يك دايره را مي  ت:در نظر گرف 

  
N N

NI I I IB lim tg lim Ntg B (N ) B
b N b N b N b 

      
     

  2 2 2 2
     

  در واقع شعاع دايره است. bدر رابطه به دست آمده، 

  

  الاضلاع به اضلاع سيمي به صورت مثلث متساوي   : 8    مثالa در صفحهz   ن با مركز آن منطبق بر مبدأ مختصات در دست است. از اين سيم جريا
I 91برق ـ آزاد        مهندسي (  كند. مطلوب است محاسبه قدرمطلق شدت ميدان مغناطيسي را در مبدأ مختصات.عبور مي(  

1 (I| H |
a


2
3

2
  2 (I| H |

a



9

2  3 (I| H |
a


2
9

2
  4 (I| H |

a



3

2  

  :آيد:الاضلاع از رابطه مقابل به دست ميآورده شده در اين فصل، اندازه شدت ميدان مغناطيسي در مركز مثلث متساوي طبق مطالب  »2«گزينه       پاسخ    
I| H |
a



9

2


  

 
  يك سيم نازك هادي به شكل   : 9    مثالN  ضلعي منتظم خم شده است و جريانI ي چندضلعي را گذرد. شعاع محيطاز سيم ميb وnâ   را بردار يكـه

  )92برق ـ آزاد        مهندسي (  واحد عمود بر سطح آن فرض كنيد. چگالي شار مغناطيسي در مركز كدام است؟

 ) صفر1
  

2 (n
INâ tan
b N

 
2 

  

3 (n
INâ

bcos
N






2  4 (n
INâ

bcos
N





  

 چگالي شار مغناطيسي در مركز اين متن درسمطابق رابطه مطرح شده در   »2«گزينه  :پاسخ ،N :ضلعي منتظم برابر است با  

  n
NI ˆB tan a
b N

 


2


  

L

b

I

L

IL



  

  

القاي الكترومغناطيسيفصل چهاردهم:  328  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

  معادلات ماكسول ):2( درسنامه  

طيسي دارد به نحوي بـا معـادلات ماكسـول در    كه ماهيت الكتريكي يا مغنا چيزيهر  چون. دارنداهميت زيادي در درس الكترومغناطيس  معادلات ماكسول

)Dجاييشود. ماكسول، قانون آمپر را اصلاح كرد. وي با افزودن جريان جابهارتباط است و توسط اين معادلات توصيف مي )
t





بـه قـانون آمپـر، آن را بـراي      

وان چنين استدلال كرد كه يك ميدان مغناطيسي متغير با زمان، هميشه با يك ميدان الكتريكي تاز اين معادلات مي هاي متغير با زمان نيز به كار برد.حالت
  متغير با زمان همراه خواهد بود.

  به صورت زير است: شكل ديفرانسيلي معادلات ماكسول

1 (BE
t

  
  


  2(DH J

t

   
  


  3 (vD  

 
  4( B

 
   

  ها و مرزهاي مشخص سروكار داريم بهتر است شكل ديفرانسيلي معادلات فوق را به شكل انتگرالي تبديل كنيم.در الكترومغناطيس با اشياء داراي شكل چون
  :به صورت زير است شكل انتگرالي معادلات ماكسول

فاراده  قانون) 1
C S

dE dl B ds
dt

    
  

  2 (ماكسول  -آمپر قانون
C S

dH dl I D ds
dt

    
  

  

وس الكتريكي اگقانون ) 3
s
D ds Q 
 

  4 ( وس مغناطيسي اگقانون
s
B ds 
    

دانيد،طور كه ميهمان
c
E dl


  نيروي محركه الكتريكي(emf) است. همچنين

C
H dl


 نيروي محركه مغناطيسي  ،در معادله دوم(mmf) باشد.  مي  

  بسيار بلند و با شعاع  يديك سلونوئ   : 2 4    مثالb،  دارايn حامل جريان يدونوئدور سيم در واحد طول است. اگر اين سلi i sin t      باشـد، آنگـاه
  ميدان الكتريكي خارج سلونوئيد كدام است؟

1 (b ˆni sin ta
r    
2

2     2 (b ˆni cos ta
r    
2

2    3 (b ˆni cos ta
r    
2
   4 (b ˆni sin ta

r    
2
   

  :در داخـل سـلونوئيد ميـدان ثابـت    »  2«گزينه        پاسخˆB(t) ni(t)z 


داريـم. حـال بـا     

استفاده از رابطه
C

BE.dl .dS
t


 

 
 

 برايr b :  
  

b ˆE ( r) b . ni cos t E(t) ni cos ta
r            
222 2   


   

  

  طول در يك سيملوله با تعداد دورهاي واحد    :  25    مثالnجريان متناوب ، I I sin( t)         برقـرار اسـت. انـدازه ميـدان الكتريكـي القـايي درون
  سيملوله چقدر است؟

1 (rI | sin( t) |   2 (rI | sin( t) |
2

  3 (rI | cos( t) |   4 (rI | cos( t) |
2

  

  :اندازه ميدان مغناطيسي درون سيملوله به صورت»  4«گزينه        پاسخ| B | nI 


Bباشد. از آنجا كهمي 


نسبت به مكان يكنواخـت اسـت و مسـئله     

شود:اي دارد، اندازه ميدان الكتريكي از رابطه مقابل حاصل ميتقارن استوانه
C

( E.d l B.ds)
t


 
 

    

  B r B rE ( r) ( )( r ) | E | | | I | cos( t) |
t t

 
       

 
22 2 2 

   
  

  ي طويل به شعاع يك سيم لوله  :26    مثالa  دارايn  حامل جريانحلقه در واحد طول وi(t) I cos t   اي رسانا بـا  ي استوانهباشد. يك پوستهمي
b)و شعاع خارجي bو شعاع داخلي  يرسانايي ويژه a)c  و ارتفاعd     ي ، سيم لوله را احاطه كرده است. متوسط زمـاني تـوان تلـف شـده در پوسـته

  )92(دكتري   شود.اي رسانا چقدر است؟ فركانس جريان خيلي پايين فرض ميانهاستو

1(n a d I (c b)
   2 2 2 3 2

4   2(cn a d I Ln
b


  2 2 2 4 2

4   3(n ad I (c b )
   2 2 2 2 3 3

12   4(n a d I (c b )
   2 2 2 2 2 2 2

8   

b r x

y

C








 



  

  

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  329  الكترومغناطيس

  :ميدان مغناطيسي داخل سيم لوله برابر است با:    »2«گزينه       پاسخB nIcos t   :از معادلات ماكسول داريم .  

  n a Isin tdE.d B.ds E (r)
dt r

  
    

2

2
  

  
  اي برابر است با:در هادي استوانه dشده در طول در نتيجه توان تلف

               
c

b

cP d | E | ds y a n Id sin t rdrdp P n a d I Ln sin t
br

 
  

             
22 4 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2

4 2
16 6 2  

avg  بنابراين متوسط زماني اين توان برابر است با:
cP n a d I Ln
b


   2 2 2 4 2

4  

  

  يك سيم لوله بسيار طويل به شعاع  :27    مثالR و باN صورتحلقه در واحد طول، حامل جريان الكتريكي تابع زمان به
 t ˆI I exp( )
 


مطـابق   

r)از محور سيم لوله rالقايي در نقاط به فاصلهشكل در نظر بگيريد. ميدان الكتريكي  R) 95(فوتونيك ـ سراسري  كدام است؟(  

1 (NI r t ˆE exp( )
  

 2
 

   

2 (NI r t ˆE exp( )
  

 
 

   

3 (NI r t ˆE exp( )k
 

 2
 

   

4 (NI r t ˆE exp( )k
 

 
 

   
  

  :ي جريان برابر است با:ميدان مغناطيسي يك سيم لوله به وسيله  »1«گزينه       پاسخ   ˆB NIz 


  
B t NI tˆ ˆE NI ( )exp( )z exp( )z
t

    
     

    
1  

 

 
 

r   اي داريم:در مختصات استوانه

r z

ˆˆ ˆr r z

ˆE [ (rE ) E ]z
r r z r r

E rE E

 
 




    

     
    

1 1   

Bبا ها بايد صفر باشند تا نتيجهداريم و بقيه مؤلفهكار  ẑياز آنجايي كه ما تنها با مؤلفه


  توان نوشت:باشد، مي جهتهم 

r
r NI t[ (rE ) E ] exp( )

r
 


   

 
   

  

Eهايصفر بودن بقيه مؤلفه
 

:  
z r

r z

z

(E ) E
r NI t NI r t ˆE E , E r exp( ) E exp( )

E (rE )
z

   
 








                       
 

2 2   

 و صفحه رسانا به مساحتد  :28    مثالA و چگالي بار سطحي به فاصلهd اند. اين خازن مطابق شـكل در مـدار قـرار داده    از يكديگر قرار گرفته
  )95(فوتونيك ـ سراسري  و بين صفحات خازن، كدام است؟ zاز محور aدر فاصله tيدر لحظهيدان مغناطيسي در مدار بسته شود، م Sشده است. اگر كليد

1 (a d td ˆB exp( )k
R A R A
 

 
 2
 

 


   

2 (a td ˆB exp( )k
R A R A
 

 
 

2

2
 

 


   

3 (a td ˆB exp( )
R A R A
 

   
 

2
 

 


   

4 (a d td ˆB exp( )
R A R A
 

   
 2
 

 


   

R

 

r

Z

 z

R

A– – –

+ + +
a

d
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  :يك ميدان الكتريكي در جهت  »4«گزينه       پاسخẑ   جـايي درجهـت  خواهيم داشت، در نتيجه يك جريـان جابـهẑ       داريـم كـه منجـر بـه ميـدان

dviي خازن و جريان داريمشود. از رابطهيم ̂مغناطيس در جهت C
dt

   كهC ظرفيت خازن و برايA
d

 ي اهمي داريماست. اما از رابطهRi v .

ــه   ــن دو معادل ــب اي ــا  تركي diRCب i
dt

  ــس tiپ i exp( )
RC

 ــ ــب ، ب ــن ترتي tdi(t)ه اي i exp( )
R A

 



ــا QV. ام Ri V
C

 
  » 

Aپس dV
C
 

 


 



 .  

V  :بنابراين di
R R





 




  

گذرد، با نسبت مسـاحت  مي كه از اين حلقه i(t)كنيم. مقدار جريان ازرسم مي aي فرضي با شعاع آمپر، براي اينكه ميدان را پيدا كنيم، يك حلقهاز قانون 
    گذرد، متناسب است.مي i(t)اين دايره و كل خازن كه از آن



a a (i(t)) ˆI i(t) B ( )
A A ( a)
  

   


2 2

2


½oÄHj ˆÃd¶

 

  است، خواهيم داشت: ẑيعني در جهت  vدر جهت خلاف iاز آنجايي كه 

  a d td ˆexp( )
R A R A

  
 

 2
 

 

a d td ˆB (i )exp( )
A R R A

 
   

 2
 


 


  

  شود برابرميدان الكتريكي يك موج الكترومغناطيسي كه در خلأ منتشر مي  :92    مثالˆE E cos( t z)x   
 است. القاء مغناطيسي

B   اين مـوج
   )  96                  (فوتونيك ـ سراسري  ضرايب ثابتي هستند. و E ،كدام است؟

1 (ˆB E cos( t z)z
  
 


  2 (ˆB E sin( t z)z   


  

3 (ˆB E cos( t z)y
   

 


  4 (ˆB E sin( t z)y
   

 


  

  :بق معادلات كرل ماكسول داريم:ط  »3«گزينه        پاسخ  BE
t


  



 
   

  آيد:كه كرل ميدان الكتريكي به صورت زير به دست مي
ˆ ˆ ˆx y z

ˆE yE sin( t z)
x y z

E cos( t z)

  
      

  
 





 

 

   

  شود:پس با جايگذاري در معادله بالا جواب به صورت زير ساده مي
B B EˆE sin( t z)y E sin( t z) B cos( t z)
t t

  
               
  


 

  
   

  آيد.) است، به دست مي4وس، سينوس گذاشته شود، جواب سنجش كه گزينه (در صورت سؤال به جاي كسينتوضيح: 

n y y yˆ ˆ ˆˆE E sin( t z)y E E a E a cos( t z) B E a sin( t z)
z
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  ضرايب خودالقايي و القاي متقابل ):3درسنامه (  
  

B1ميـدان مغناطيسـي   باشد، I1حامل جريان C1مداراگر . بگيريدرا مطابق شكل در نظر  C2و C1ايدو مدار تك حلقه


كـه كـاملاً بـا     كنـد مـي توليـد  را  
  كند. پيوند پيدا مي C2و بخشي از آن با مدار C1مدار

و C2و شار كـل گذرنـده از مـدار   11را با I1و ناشي از جريان C1رنده از مداراگر شار كل گذ
 و القـاي متقابـل   )C1(مـدار  ب خودالقـايي ضراي ،نشان دهيم 21را با C1ناشي از جريان مدار

  شوند: به ترتيب به صورت زير تعريف مي )C2و C1(بين مدارهاي

N
M

I


 2 21
21

1
, N

L
I


 1 11
11

1
                                

  . هستند C2و  C1 هايبه ترتيب تعداد دورهاي مدار N2و  N1در اين روابط 

)Wbآمپر بر برو معادل و (H) هانريها كه يكاي آن هستندر آرايش فيزيكي مدا وابسته بهضرايب خود القايي و القاي متقابل  )
A

 با توجه به ايـن كـه  است.  

رديم ي كرا معرف M21ل بطور كه ضريب القاي متقا. همانكنيمميبيان  (mH) هانريمعمولاً برحسب ميلي  را اين ضرايبيكاي نسبتاً بزرگي است،  هانري
 I2ناشـي از جريـان    12شار كـل  C1باشد و از مدار  I2ل جريان حام C2اگر فرض كنيم مدار  .هم تعريف كنيم را M12متقابلي توانيم ضريب القامي

  شود: به صورت زير تعريف مي M12گاهآنبگذرد، 
NM

I


 1 1212
2

  

اند خطي باشد (يعني ماده فرومغناطيس در كـار  قرار گرفتهدر آن  C2و  C1حيطي كه مدارهاي م اگرباشد. مي C1تعداد دورهاي مدار  N1در اين رابطه 
  گاه داريم: نباشد) آن

  M M12 21  
  در محاسبه ضريب خودالقايي موارد زير را در نظر داشته باشيد.

(با توزيع خطي، سطحي يا حجمي برحسب موقعيت مسئله) را در مسير بسته مدار در نظـر بگيريـد و    Iـ براي محاسبه ضريب خودالقايي يك مدار، جريان 1
NB.dsكنيد. سپس مقدار كل شار گذرنده از سطح مسير جريان را از رابطهميدان مغناطيسي حاصل از آن را حساب   

  آوريد. ضـريب خـود   دست به

Lالقايي مدار از رابطه
I


 شود. حساب مي  

  را براي آن در نظر بگيريد. معمولاً مداري را بـراي ايـن منظـور     I1ـ براي محاسبه ضريب القاي متقابل بين دو مدار يكي از مدارها را انتخاب كنيد و جريان2
  

كنيد. در مرحلـه بعـد شـار كـل گذرنـده از مـدار       ميدان مغناطيسي حاصل از آن مدار را محاسبه  تر باشد. سپسدر نظر بگيريد كه محاسبه ميدان آن ساده

)ديگر )21 دست آورده و سرانجام نسبترا به
I
21

1
  كند.  ، ضريب القاي متقابل بين دو مدار را تعيين مي

  مثل ظرفيت و مقاومت فقط به شكل و ابعاد هندسي مدارها و پارامترهاي محيط بستگي دارند و مسـتقل از جريانهـاي    ـ ضرائب خودالقايي و القاي متقابل3
  

هـاي  ه نوعي ويژگيمدارها هستند. البته لازم است بدانيد كه ضرائب خودالقايي يا القاي متقابل مستقل از چگالي جريان نخواهد بود. در واقع چگالي جريان ب

zبا چگالي يكنواخت Iكند. مثلاً اگر جريان ار مورد نظر را بيان ميساختاري مد
I ˆJ a
a





كه محور آن در  aاي شكل طويل به شعاع از يك هادي استوانه 2

قرار دارد رد شود، ضريب خودالقايي داخلي آن در واحد طول zامتداد محور 
8
 گـر جريـان   خواهد بود. اما اI     بـا چگـالي غيـر يكنواخـتz

r ˆJ J a
a

 


از  

همين هادي عبور كند، ضريب خود القايي داخلي آن در واحد طول مقدار
12
 كند.را اختيار مي  

  توانيد از رابطه مقابل، موسوم به فرمول نويمن نيز به دست آوريد:را مي C2و C1ـ ضريب القاي متقابل بين دو مدار4
C C

dl .d lM
r




  
1 2

1 212 4


 
     

1C 2C
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داشته باشيم كه بين  C2وC1اگر مثل شكل روبرو دو مدار
ها القاي متقابل وجود داشته باشد، آنوقت كل انرژي آن
هاي اطيسي ذخيره شده در اين دو مدار برابر مجموع انرژيمغن

  ) است: M21(يا M12و L2و L1ناشي از
  
  

m mW W W W W L I L I M I I      2 2
1 2 3 1 1 2 2 12 1 2

1 1
2 2  

ها همديگر را هاي مغناطيسي ناشي از آنبه صورتي باشد كه ميدان I2و  I1هاي حالتي كه جهت جريان دانيد علامت مثبت مربوط به چه حالتي است؟مي
  را به كار ببريم.ها در جهت خلاف همديگر باشند، بايد علامت منفي تقويت كنند؛ ولي اگر جهت جريان طوري باشد كه ميدان مغناطيسي ناشي از آن

 دو حلقة رساناي نازك به شعاع    :  30    مثالa در صفحهxy  به فاصلةr  از همديگر قرار دارند. در صورتي كهr a ست؟ا ها كدامالقاي متقابل آن ،باشد  

1 (a
r
  3

32
  2 (a

r
  3

2  3 (a
r
  4

34
  4 (a

r


2

4  

 :از آنجايي كه  »3«گزينه  پاسخr a كنيم.از تقريب دو قطبي مغناطيسي استفاده مي   

  r
a I ˆ ˆB ( cos a sin a )
r


 

   


2
1 3 2

4
  

a               قرار دارند بنابراين داريم:  xyدو حلقه در صفحهون چ I ˆB a
r


 

   


2
1 32 4

  

بينيم درطور كه ميهمان
  ˆzخواهد بود كه در اين زاويه  âميدان در جهت 2 ˆa a   باشد. بنابراين شار گذرنده از حلقه دوم برابر است بامي :  

a I aB.S a I
r r

   
    



2 42
21 3 34 4

 
  

Mتوانيم با استفاده از رابطهحال مي
I


 aM  القاي متقابل دو حلقه را به دست آوريم: 2121 M
I r
  

  
4

2121 21 34
  

  
  اند. فاصلة دو محور آنهاسيم طويل به موازات يكديگر قرار گرفتهدو   : 3 1    مثالd و شعاع هر يك برابرa   هـاي بـا   است. چنانچه دو سيم حامـل جريـان

    ؟كندسيستم در واحد طول را به درستي بيان مي كدام گزينه ضريب القاء ،نظر كنيمها صرفشدت مساوي و در خلاف جهت يكديگر باشند و از شار درون سيم

1 (dL ln
a





2
  2 (dL ln

a



 2
  3 (d aL ln

a
 



  4 (dL ln

a





2   

  : ن ضريب القاي سيستم ابتدا بايد ميدان مغناطيسـي  كنيم كه دو سيم مطابق شكل قرار گرفته باشند. براي به دست آوردفرض مي  »3«گزينه پاسخ
  آيد: نقطه بين دو سيم به صورت زير به دست مييك با استفاده از قانون آمپر ميدان مغناطيسي در ناشي از دو سيم را به دست آوريم. 

IB .dl I B ( x) I B
x


       

 1 1 12 2


 


  

IB .dl I B ( (d x)) I B
(d x)


        
  1 2 22 2


 


  

  شوند:ها در بين دو سيم با هم جمع ميهاي آنبنابراين ميدان دهستنها در جهت خلاف هم جريان چون

  IB B B ( )
x d x


   

 1 2
1 1

2
  

  آوريم: شار مغناطيسي گذرنده از اين سطح را به دست مي ،حال با گرفتن انتگرال سطحي از ميدان روي سطح بين دو سيم
d a d a

S a a
s

I dx dx Ib d aB.d b [ ] Ln
x d x a

      
      

    2  

d xx
I

I

d b

(1)

(2)

1C 2C

a 

r 
 

a 
(1) (2)I
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Lتوانيم با استفاده از رابطه مي پس ،محال كه مقدار شار را به دست آوردي
I


  محاسبه كنيممقدار اندوكتانس را :  b d aL ln
I a
  

 

  

L  كنيم: تقسيم مي هارا بر طول سيم Lكه اندوكتانس در واحد طول خواسته شده است  از آنجايي d aL ln
b a

   

  

 

 سيم بلندي با جريان دائم   : 3 2    مثالIاند. ضريب القاي متقابل اين دو در كدام يك از الزاويه مطابق شكل زير مفروضاي به صورت مثلث قائمو حلقه
  هاي زير به درستي بيان شده است؟  گزينه

1 (a[a b ln( )]
b


 


12

  2 (a[a bln( )]
b


 


14

   

a

ab

I

  
3 (b[a b ln( )]

a


 


12
  4 (b[a bln( )]

a


 


14
  

 :باشـد چون محيط خطي است، اندوكتانس متقابل بين دو سيم يكسـان مـي  »  1«گزينه  پاسخ(M M )21 . بـراي بـه دسـت آوردن انـدوكتانس     12
الزاويه را به دست آوريم. براي اين كار اول ميدان مغناطيسي ناشي از سـيم بلنـد را بـا    ا بايد شار مغناطيسي گذرنده از سيم به صورت مثلث قائمهمتقابل آن

I  كنيم: استفاده از قانون آمپر حساب مي ˆB a
x 




2


  

از ميدان مغناطيسي روي سطح مثلث انتگرال الزاويه، طبق شكل براي به دست آوردن شار گذرنده از مثلث قائم
هاي انتگرال بايد معادله خط مورب را به دست آوريم كه برابر با گيريم. توجه كنيد كه براي به دست آوردن بازهمي

z x a b    باشد؛ بنابراين داريم:مي                             x a b z a , b x b a         
  توان نوشت: هاي بالا ميگيري روي بازهل با انتگرالحا

b a a b a b a

S b x a b b b
s

I I dx I a bB d dzdx { b dx} {a bln }
x x b

  

  

   
         

      2 2 2
   

  

Mبا استفاده از رابطه 
I


  :داريم  

  a bM {a bln }
I b
  

  
2
  

  

 جريان   : 3 3    مثالI1روي محورzالاضلاع كه طول هر ضلع آن برابرها و حلقه سيم نازكي به شكل متوازيa شـكل در فضـاي آزاد   باشد مطـابق  مي
    مفروض است. ضريب القاء متقابل را به دست آوريد.

1 (aL [ ln( ) ln ] 
  

21
4 2 4 2 3 22 2

  

2 (aL [ ln ln( )] 
  

21
2 23 2 2 22 2

  

3(aL [ ln( ) ln( ) ln ]  
    

21
4 2 2 24 2 2 2 3 22 2 2

  

4(aL [ ln ln( ) ln( )] 
    

21
4 23 2 2 2 4 22 2

  

 

I 

z  

a 

a 
r 

a 

a 45 

  

 :ابتدا ميـدان مغناطيسـي حاصـل از جريـان سـيم را بـه دسـت          »3«گزينه  پاسخ
كنـيم و بـا   الاضلاع را بـه سـه بخـش تقسـيم مـي     آوريم. سپس مطابق شكل، متوازيمي

استفاده از رابطه 
S

sB.d   
آوريـم. كـل   شار گذرنده از هر قسمت را به دست مـي  

باشد. در پايـان  ها ميالاضلاع برابر جمع شار گذرنده از همه قسمتشار گذرنده از متوازي
آوريـم. بـا اسـتفاده از    ضريب القاي متقابل را به دسـت مـي   Iبا تقسيم كل شار بر جريان 

  ز سيم جريان برابر است با: قانون آمپر، اندازه ميدان مغناطيسي ناشي ا
IB
r




2
  

x

b
a

a

z

a b x

a

1 2 3 

a 2a 

z = r - a z = r - 2a 

a + .  a  . 
 2 2a+ .  a  . 

 2 
z 

r a2a
2



a
2

aa
2
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aa ar a a

a a a

I I I I adzdr (a aln ) ; dzdr ln
r r

 



   
      

       
2 2

22 21 1 1 11 2 2
2

22 2 2 4
2 2 2 2 2 4 2 2 
     

a a a

a r a

I Idzdr [( a a )ln a ]
r





  
    

  
2 22 2 2

2 2
1 13

2 4 2 222 2 2 4 2
   

aM [ ln( ) ln( ) ln ]
I
   

             


2121 1 2 3 21
1

4 2 2 24 2 2 2 3 22 2 2
  

  

 اندوكتانس متقابل مابين حلقه فيلامان مربعي شكل در صفحه   :  34    مثالx   هـاي  بـا رأس( , , / ),( , / , / ),( , / , ),( , , )1 5 1 5 5 1 5 1          و يـك
  ها كدام است؟zنهايت در امتداد محور فيلامان بي

1 (/ H  2  2 (/ H4   3 (/ H8   4 (/ H12  
 :هـا بـا هـم    چون دو فيلامان در محيط خطي هستند، بنابراين اندوكتانس متقابل آن» 2«ينه گز پاسخ

Mباشدمساوي مي M12 كنيم كه ها مانند شكل فرض مي. براي به دست آوردن اندوكتانس متقابل آن21
دسـت  ر ميدان مغناطيسي آن را بـه كند. سپس با استفاده از قانون آمپنهايت عبور مياز فيلامان بي Iجريان 

توانيم شار گذرنده از فيلامان مربعي را به دسـت آوريـم. در   آوريم. با دانستن مقدار ميدان مغناطيسي ميمي

Mنهايت با استفاده از رابطه 
I


 آوريم. مقدار اندوكتانس متقابل را به دست مي  

IB  باشد با: نهايت با استفاده از قانون آمپر برابر ميبي اندازه ميدان مغناطيسي فيلامان
y




2
  

با استفاده از رابطه 
S

SB.d  


در امتداد ضلعي از مربـع كـه روي   آوريم. توجه شود كه ميدان مغناطيسي شار گذرنده از فيلامان مربعي را به دست مي 

  توان نوشت: كند. بنابراين مي، تغيير ميقرار گرفته است yمحور 

  
/ /

S

I IB.ds dydz Ln ( / )
y

 
   

   
5 1 5

1
1 52 4




    

Mتوانيم با استفاده از رابطه حال كه مقدار شارگذرنده از فيلامان مربعي را به دست آورديم، مي
I


 ها را به دست آوريم: اندوكتانس متقابل بين آن  

M Ln( / ) / H
I
 

   


1 5 44
    

 
 دو سيم بلند به فاصلة   :  35    مثالa9 در وسط اين دو سيم و به ابعاد  شكل از يكديگر و يك سيم مستطيلa  وb    دارد.  در يك صـفحه افقـي قـرار

    ر است با:ها برابالقاي متقابل آن

1 (a ln 


1
9  2 (b ln 


1

2 9   

b 

a 

9a   
3 (b ln


5
4  4 (a ln


5
4  

 :ها جريان اگر فرض كنيم كه در سيم  »3«گزينه  پاسخI گذرنده از سطح مستطيل شـكل دو برابـر شـار    شار  و در جهت خلاف هم وجود داشته باشد
  بنابراين شار گذرنده از حلقه برابر است با:  باشد.ناشي از هر سيم مي

  
a

a

Ibdr bI ln
r

 
  

 
5

4
52 2 4

   
  آيد:دست ميبه زيرصورت به متقابلالقاي  بدين ترتيب

  bM ln
I
 

 


5
4

  

0.5

 1.51

dy

y

y

z
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  فاصلهدر  و و حامل جريان مخالف هم هستند مدو سيم بسيار طويل به موازات ه   : 3 6    مثالa2 اي بـه  اند. يك حلقه هـادي دايـره  از هم قرار گرفته
   اي و دو سيم هادي چقدر است؟. اندوكتانس متقابل بين حلقه دايرهمدهيدر صفحه بين دو سيم قرار مي aشعاع 

1 (a
3
2    

2 (a3    
3 (a2    
4 (a   
  

  :اي بين دو سيم هادي در فاصله ميدان مغناطيسي در نقطه»  3«گزينه        پاسخr :از يكي از دو سيم برابر است با   I ˆB(r) ( )z
r a r


 

 
1 1

2 2


   
 :رابر است باب گذرنده از سطح حلقه يشار مغناطيس

  

a

a

ˆB(r).ds B(r). ydrz

I ˆ ˆ( )z.( a (a r) drz)
r a r

  


   

 

 

 2 2

2 2

1 12 22 2






 

   

aبا تغيير متغير r u :  
aIa usin | Ia M a

a I
 

        


14 2 2


 
a aI I adu( ) a u du

a u a u a u

 
    

    
 2 2

2 2
1 1 2 22  

 
  

  
. انرژي ذخيره شده در يك القاگر در در نظر بگيريملقاگر معياري از ميزان انرژي مغناطيسي ذخيره شده در يك ا ،مانند خازن يمتوانضرايب القايي را مي

mW  شود: بيان مي مقابلنظريه مدار به صورت  LI 21
2  

mWL  : يمبه دست آور مقابلضريب خود القايي يك القاگر را به صورت  يمتوانبنابراين با استفاده از رابطه بالا مي
I

 2
2 

  توان از طريق ميدان مغناطيسي موجود در فضا و طبق روابط زير محاسبه نمود:را مي Vانرژي مغناطيسي ذخيره شده در حجم  نكته: 

m V V
| B |W | H | dv dv  
 

221 1
2 2


  

 سيملوله با شعاع از يك   :37مثالa  وn  دور در واحد طول، جريانI چقدر است؟ سيملوله ر واحد طولد گذرد. ضريب القاي خوديمي  

1 (n a
 2

2
  2 (n a

2 2
2
  3 (n a 2 2

  4 (n a  2
  

  :با فرض آنكه محور سيملوله در راستاي محور »  3«گزينه        پاسخz آيد:ه مقابل به دست مياست، ميدان مغناطيسي درون سيملوله از رابط  zˆH nIa
  

a  توان به صورت مقابل تعيين كرد:ذخيره شده را مي مغناطيسي انرژي
m

V
W | H | dv n I rdrd dz

 
     

1 22 2 2
2 2
 

  

  

a
m

n I n I aW ( ) rdr  
  

2 2 2 2 2
22 2

 


  

mWL  در نتيجه ضريب خودالقايي برابر است با: n a
I

   2 2
2

2


  

 

  هاي شعاعدرون يك كابل هم محور به    :  38    مثالa  وb (a b) از يك رساناي غيرمغناطيسي پر شده است. جرياني با چگالي
z

J ˆJ a
r

   در ايـن
  رسانا جاري است. اندوكتانس داخلي واحد طول چقدر است؟

1 (b[(b a ) a(b a) a ln ]
a(b a)


   

 
2 2 2

2 4 2
4

  2 ((b a)


6
  

3 (b[(b a ) a(b a) a ln ]
a(b a)


   

 
2 2 2

2 4 2
3

  4 ((b a)
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  :با استفاده از قانون آمپر، ميدان»  1«گزينه        پاسخH


  آوريم:را به دست مي 
r

in a
J a ˆH.dl I H ( r) r dr d H J ( )a
r r


          

  
22 1



 
  

I  برابر است با:همچنين كل جريان عبوري از داخل كابل  J (b a)  2 
  

Hبا استفاده از ميدان


  :كنيمرا محاسبه مي ذخيره شده در كابل  ، انرژي مغناطيسي

  b
m a

V

aW | H | dv J ( ) r dr d dz
r


        

   
1 22 2 21 1 12 2    


  

b
m ma

a (b a ) bW J (r a )dr W J [ a(b a) a ln ]
r a

            

2 2 22 2 22 22     

mW  در نتيجه اندوكتانس داخلي برابر است با: bL [(b a ) a(b a) a ln ]
aI (b a)


     

 
2 2 2

2 2
2 4 2

4
  

  

  ضريب القاي متقابل بين يك حلقه رساناي مثلثي شكل و يك سيم رساناي مستقيم بسيار بلند كه مطابق شكل زير در كنار هم قرار دارند،   :39    مثال
  )92(فيزيك ـ سراسري   كدام است؟

1 (a((a b)ln( ))
b


 


3 12
  

2 (b((a b) ln( ) b)
a


  


1

2 3
  

3 (b((a b)ln( ) b)
a


 

2 3
  

4 (b((a b)ln( ) b)
a


  


3 12
  

  :ابتدا شار عبوري از مثلث را در صورت عبور جريان از سيم راست، به دسـت      »4«گزينه        پاسخ
، بـه  Iدانيم كه ميدان مغناطيسي اطراف يك سـيم حامـل جريـان    ي شار، ميآوريم. براي محاسبهمي

IBصورت
r




2
 باشد كه ميr باشد. فاصله از سيم حامل جريان مي   

dA                 آوريم. المان سطح را با توجه به شكل به دست مي dr h   
  نوشت:  rرا بر حسب  hتوان ي مثلث معلوم است مياز طرفي با توجه به اينكه زاويه

h htg h (a b r)
(a b r) (a b r)

      
   

6 3 3  

  توانيم شار عبوري از كل مثلث را به دست آوريم.گيري، ميبا انتگرال
a b a b
a a

I I a bBdA (a b r)dr ( )dr
r r

   
         

   
33 12 2

   

a b a b
a a

I I Idr a b b((a b) dr) ((a b) ln( ) b) [(a b) ln( ) b]
r a a

   
              

   
3 3 3 12 2 2
    

bM  ، به دست آورد. مقابل يو استفاده از رابطه توان ضريب القاي متقابل را با داشتن حال مي [(a b) ln( ) b]
I a


    


3 12
 

  

 در شكل زير دو سيم بسيار باريك موازي به فاصله   :40    مثالd   از هم قرار دارند و هر دو حامل شدت جرياني به شـدتI     در دو جهـت مخـالف هـم
aبگيريد و  aهستند. ضريب خودالقايي در واحد طول اين مجموعه كدام است؟ شعاع هر سيم را  d.  92(فوتونيك ـ سراسري(  

1 (dln( )
a




  2 (dln( )
a


2
  

3 (dln( )
a





1  4 (dln( )

a
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2a 2a

I I
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  هجدهمفصل 

  »ايهاي حفرهموجبرها و تشديدكننده«
 

         مقدمه

كنـيم. پـس از بررسـي دو نـوع مـوجبر      در اين فصل، اول به صورت كلي مشخصات امواج منتشرشونده در طول ساختارهاي هدايتي يكنواخت را بررسي مـي 
  رسيم.انرژي الكترومغناطيسي است، مياي براي ذخيره اي كه وسيلهي حفرهصفحه موازي و مستطيلي به بحث تشديدكننده

 

   موجبرها ):1درسنامه (
  

 

                         انتشار امواج در موجبرها

گـوييم. در ايـن   دار يا هدايت شده باشد. ساختارهاي هدايت مـوج را مـوجبر مـي   براي انتقال مؤثر نقطه به نقطه توان و اطلاعات موج انرژي، منبع بايد جهت
و بـا ثابـت    zها در راستاي كنيم موجشوند. فرض ميكه در راستاي موجبرهاي مستقيم با سطح مقطع يكنواخت نشر ميكنيم هايي را بررسي ميبخش موج

jانتشار      كنند. وابستگي به حركت ميz  وt اي هاي ميدان با فركانس زاويهبراي تمام مؤلفه ت:به صورت زير اس  
z j t z j( t z)H , E e e e e       

)   براي مثال داريم: j t z)E(x, y,z, t) Re[E (x, y)e ]    
  دانيم كه:حال با توجه به معادلات هلمهولتز (در محيط بدون بار و منبع) مي

xy xy

xy
xy

E E k E E ( k )E ( )E k E z
H k H H ( k )H ( )H H k H

z

 
                

              


22 2 2 2 22 2 2
2 2 2 2 2 22 2

2

1
2

       
      

  

از  Hو  Eهاي است. تمام مؤلفه Hو  Eهاي براي مؤلفه 2معادله ديفرانسيل درجه  3ه انتهايي، معادل 2را به دو قسمت تبديل كرديم. هر كدام از  2در بالا
)  رسيم:ها به روابط زير ميهم مستقل نيستند. از روابط كرل ميان ميدان E j H , H j E)

     
        

z z
x

z z
y

z z
x

z z
y

H EH ( j ) ( )
x yh

H EH ( j ) ( )
y xh

E EE ( j ) ( )
x yh

E HE ( j ) ( )
y xh
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hكه در بالا k  2 2 2) .k  موج وعدد (ثابت انتشار موج در موجبر  
  كنيم:براي تحليل موجبرها به ترتيب زير عمل مي

  كنيم. حل مي zHو zE) را براي مؤلفه2) يا (1معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي ( (TM,TE،TEM)الف) اول با توجه به نوع موج 
yهاي عرضي موج ساير كميت ،)2) و (1از معادلات ( zHيا  zEب) با محاسبه  x y x(E ,E ,H ,H   آوريم. مي دستبه 6و  5 ،4، 3را از طريق معادلات  (

  در موجبر TEMانتشار 
TEM ،zHهاي براي موجاز آنجا كه    وzE    براي آنكه موج در آن منتشر شود بايد 6تا  3(با توجه به معادلات (h   توانيم بنويسيم:باشد، بنابراين مي  

TEMTEM
k jk j       2 2   

p(TEM)  نگونه است:اي TEMهاي سرعت فاز براي موج
k


  


1  

  توانيم امپدانس موج را به دست آوريم:ها هم مياز روي روابط كرل بين ميدان

x
TEM

TEMy

E jZ ( )
H

 
     

 



  

TEMZ توان فرمول كلي زير را براي موج الكتريك است. ميهمان امپدانس ذاتي محيط ديTEM  در راستاي منتشر شوندهZ :به دست آوريم  
 

z
TEM

AH a E( )
Z m

 
1  

در غياب رسـاناي داخلـي جريـان     نداريم. zEرا منتشر كنند. زيرا مؤلفه  TEMهاي توانند موجدقت كنيد كه موجبرهاي تك رسانا نمي  : 1    نكته 
هاي طولي است. از آنجا كه ايـن  دايتي طولي هم نداريم. با توجه قانون آمپر انتگرال خطي ميدان مغناطيسي روي صفحه عرضي برابر جمع جريانه

تواند در يك مـوجبر تـك رسـانايي    نمي TEMاي از ميدان مغناطيسي روي صفحه عرضي نداريم. بنابراين ي بستهجمع صفر است، پس هيچ حلقه
  د.منتشر شو

  (مغناطيسي عرضي) در موجبر TMانتشار امواج  
zHدر اين امواج    ،پس اول بايداستzE ي زير بايد به دست بياوريم:را با توجه به معادلات مرزي از رابطه  xy z zE h E (h k )     2 2 2 2 2    
zHبا قرار دادن   ) خواهيم داشت:6تا 3در معادلات (  

z
xx

zz
yy

E Ej
EH

xy hh

Ej E
EH

yx hh

   
  

 
 

         

2
22

22

 





  

  توانيم بنويسيم:حالا با توجه به معادلات بالا مي

    
 

TM
H (a E)

Z
 2

1                    ,                        x y
TM

y x

E E
Z

jH H


   




   

  وجود دارد.  hاي از شويم كه جواب براي مقادير گسستهكنيم، متوجه ميخاص يك موجبر حل ميوقتي معادله هلمهولتز را براي شرايط مرزي 

h  دهد:ي موج يك ثابت انتشار خاص ميبراي آن مؤلفه hهر كدام از اين مقادير  k h     2 2 2 2  

فركانسي كه در آن   مقدارگوييم. است را فركانس قطع ميcf  براي يك مد خاص به مقدار ويژه آن مد(h) :بستگي دارد  c
h

f 
 2

  

درنظر بگيريم توانيم دو حالت زير را برايحالا مي
c

f
( h ( ) )

f
   21:  

الف) 
c

f
( )
f

2 )موهومي است و داريم  در اين حالت، ثابت فاز :1 j )   :  cf
k ( )

f
   21  
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  طول موج هدايت كننده، برابر است با: 
g

cf
( )

f

 
    


 2

2

1
  

uدر رابطه بالا

k ff


   


2 ، رابطه1

g c

 
  2 2 2
1 1 برابر cهم داريم كه  1

c

u

f
شود. سرعت فاز موج منتشـر  است و طول موج قطع ناميده مي 

g  شده در موجبر هم برابر است با: 
p

c

u
u u u

f
( )

f


   
 

 21
  

باشد. اما ايـن مسـأله نـاقض نسـبيت خـاص      ت فاز در محيط نامحدود است و وابسته به فركانس ميسرعت فاز موجود در يك موجبر هميشه بزرگتر از سرع
  نيست چون سرعت گروه است كه سرعت انتقال انرژي است.  

  باشد. ساز نمياتلاف نامحدود، پراكندهالكتريك بيساز هستند، هر چند محيط ديهاي تك هادي، سيستم انتقال پراكندهموجبر

c  آوريم: دست ميوه موج منتشر شوند. در يك موجبر را از رابطه مقابل بهسرعت گر
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2  موجبر پسد. شوضعيف شده و ميرا ميت zموج به سرعت با بوده و  zeهاي ميدان شامل ضريب تضعيف مؤلفهتضعيف موج خواهيم داشت  :1

  توانند در نس قطع آن مد ميامواجي با فركانس بالاتر از فركا فقطگذارد. به عبارت ديگر در يك مد مشخص گذر را به نمايش ميخاصيت يك فيلتر بالا
  كننده انتشار يابند. هدايت

 امپدانس موج را در فركانس دو برابر فركانس قطع و در فركانس نصف فركانس قطع مدهاي  :1مثالTM را به دست آوريد. در موجبر  

  :باشند:مي مقابلها به صورت بر طبق گفته مثال فركانس       پاسخ                                                    cf f1 2  
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    دي مختلط شده است.شود كه براي مدهاي غيرانتشاري امپدانس موج عدمشاهده مي
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  حالا با توجه به معادلات بالا خواهيم داشت:
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ايهاي حفرهموجبرها و تشديدكنندهفصل هجدهم:   436 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    

  شود:روابط دقيقاً تكرار مي است و TMدرست مثل حالت  cfفركانس قطع
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2 بـه دسـت آمـد. فقـط      TMآيد كه براي مد به دست ميهايي همان guو ،g ،puموهومي و مد انتشار شونده است.  : در اين حالت 1

  تفاوت دارد. TEZامپدانس 
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2   حقيقي و مد ناپديد شونده يا غيرانتشاري است. : در اين حالت1

c(fهدايت به ازاي بسامدهاي بزرگتر از بسامد قطع  هايامپدانس موج و طول موج f ) توانيد در جدول زير ببينيد:را  مي   
)gكننده طول موج هدايت  امپدانس موج  مد )  
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TMامپدانس موج مدهاي :2نكته 

TE





cfياتلاف، دو محدودهالكتريك بيانتشاري در يك موجبر با دي  f  حقيقي است. پس مقاومتي خالص

الكتريكبوده و هميشه از امپدانس ذاتي محيط دي
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c(fشونده ميرا  f )  هم موهومي است، پس

  تواني همراه امواج ميرا وجود ندارد. دهد كه هيچ گذران راكتيو خالص است و نشان مي

dN  هاي مجاز در يك كاواك تشديدي:چگالي مد (شيوه) V
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  با ميدان الكتريكي  يك موج الكترومغناطيسي   : 2    مثال
 i k y cos i k y cos i (k z sin t)ˆE iE [e e ]e      نهايـت بـزرگ   بين دو صفحه رساناي بـي

  )84(فيزيك ـ سراسري   تواند داشته باشد كدام است؟شود. بزرگترين طول موجي كه اين موج مياز آن) منتشر مي dو ديگري به فاصله  xzموازي (يكي صفحه 
1 (dcos  2 (dsin  3 (d  4 (d2  

 

  :4«گزينه       پاسخ  «  
ikycos ikycos i(kzsin t)ˆE iE [e e ]e

    


  
  ها برقرار است:ها رابطه زير بين طول موجبردانيم در موجمي
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cتواند در موجبر انتشار يابد. از طرفي اگر مي (n)، طول موج قطع است يعني بزرگترين طول موجي است كه براي يك مد مفروض cهمچنين،    اـي   باشد موج به ج
cتواند بدون ميرايي انتشار يابد شود، پس بزرگترين طول موجي كه مياينكه انتشار يابد به طور نمايي ميرا مي d (n )   2   است. dباشد چون ابعاد موجبر نيز مي 1

 

  آل و سطح مقطع آن مربعي به ضلعكه ديواره هاي آن رساناي ايدهدر يك موجبر    : 3    مثالa است، نسبت كوچكترين بسامد قطعTE  به كوچكترين
  )86(فيزيك ـ سراسري   چقدر است؟  TMبسامد قطع
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  :كوچكترين بسامد قطع (بزرگترين طول موج) موج   »3«گزينه       پاسخTE در مدTE1 افتد يعني: اتفاق مي  
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  داريم:  بالاروش  پس طبقدهد روي مي TM11در مد TMو كوچكترين بسامد قطع موج 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  437  الكترومغناطيس  

  اگر   : 4    مثالc  فركانس قطع يك موجبر و فركانس موج هدايت شده باشد سرعت فاز در داخل موجبر كدام است؟    
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  :ميان سرعت انتشار انرژي يا سرعت گروه به صورت روبرو است: رابطه  »3«گزينه        پاسخ  g
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g  آيد:براي سرعت فاز به دست مي بنابراين p p
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  ي طول موج قطع براي موجبرها داريم:با توجه به رابطه

  
g c

V
( ) ( ) ( ) , TV

c c
V c

                      

2 2 2
22 2 2 1 2

2
  

c  ي فوق براي بسامد خواهيم داشت:با بازنويسي رابطه c
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  توان نوشت:پس براي سرعت فاز مي
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  رو يك موجبر مكعب مستطيلي شكل با طول شكل روبه   : 5    مثالa  و عرض(a b)b دهد. موج عرضـي  را نشان ميTE    الكترومغناطيسـي (يعنـي
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Mدر نظر بگيريد. سرعت انتقال انرژي الكترومغناطيسي در اين موجبر بر حسب N
M Nc
a b

         
   

2 2
 كدام است؟ Nو  Mبراي اعداد  

   )  90                (فيزيك ـ سراسري   
  

1(
MN

c

   

2
1

  2(MNc
   

2
1  

  

3(MNc
   

2
1  4(

MN

c

   

2
1

  
z

y

x
a

b

 

  
 :سرعت انتشار انرژي عبارت است از:  »3«زينه گ پاسخ   g
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ست از اين رابطه نسبت ا كافي
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   در نتيجه ميتوان نوشت:     
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