












































 

 ـدكتري 3322رياضی كد )ه و پاسخنامسؤالات   دكتري يكمدرسان شريف رتبه  521  )98

 رياضی سؤالات   
 

 (محض، كاربردي، آموزش رياضی) ـ آنالیز رياضی مبانی آنالیز رياضی 

 1ـ فرض کنیدn{a nAای کراندار از اعداد حقیقی باشد ودنباله { {a : n N}  وsupA  کدام گزینه درست است؟ .  

nآنگاهA( اگر5
n
lim supa


 .  

n{a( اگر جملات دنباله2 nمتمایز باشند، آنگاه {
n
lim supa


 . 

n{aایدنبالهاگر مجموعه حدود زیر( 3 nنامتناهی باشد، آنگاه{
n
lim supa


 . 

n{a( اگر4 nای صعودی داشته باشد، آنگاهزیردنباله {
n
lim supa


 . 

 2ـ فرض کنیدf :  تابعی کراندار و پیوسته یکنواخت باشد وg(x) (f (x)) h(x)و 2 f (x )  . کدام گزینه درست است؟2

5  )g وh پیوسته یکنواخت هستند. بر 

2 )g وh پیوسته یکنواخت نیستند. لزوماً بر 

3 )h پیوسته یکنواخت است ولی برg پیوسته یکنواخت نیست. لزوماً بر 

4)g پیوسته یکنواخت است ولی برh پیوسته یکنواخت نیست. لزوماً بر 

 3فرض کنید  ـf : X Y :یک تابع پیوسته بین دو فضای متریک باشد. آنگاه  

f( برای هر مجموعه باز5 (U) U X,  درY .شرده( برای هر مجموعه ف2 باز استf (K) K X, درY .فشرده است 

f( برای هر مجموعه بسته3 (U) U X, درY .برای هر مجموعه فشرده4 بسته است  )f (K) K Y 1
 فشرده است. Xدر ,

 4ـ مجموعهA {(x ,sin ) : x } {( ,y) : y }
x

     
1

1 1   متر اقلیدسی در نظر بگیرید، کدام گزینه درست است؟ با 2را در فضای متریک 1

5 )A .2 فشرده و همبند است)A 3 .فشرده است، اما همبند نیست)A .4 فشرده نیست اما همبند است )A .نه فشرده و نه همبند است 

 5است؟ نادرستبا متر اقلیدسی، کدام گزینه  در فضای متریک ـ  

 ، نقطه حدی گویا دارد.( هر زیرمجموعه نامتناهی و همبند2 دارد. ، نقطه حدی در( هر زیرمجموعه ناشمارای5

 دارد. ، نقطه حدی در( هر زیرمجموعه نامتناهی و کراندار4 ( هر زیرمجموعه ناشمارا از اعداد گنگ، نقطه حدی گویا دارد.3

 6فرض کنید  ـ(X,d) که برای هرطورییک فضای متریک نامتناهی باشد بهA B A B A,B X ,کدام گزینه درست است؟ . 

5 )X .2   همبند است )X ای شمارا است.مجموعه  

f( هر تابع دلخواه4 همگرا است. X( هر دنباله کوشی در3 : X  .پیوسته است 

 7 است؟ نادرستـ کدام گزینه 

 ( هر فضای متریک که در آن هر دنباله دارای یک زیردنباله کوشی است، فشرده یا کامل است.5

 هر دنباله دارای یک زیردنباله همگرا است، فشرده است. ( هر فضای متریک که در آن2

 ( هر فضای متریک کامل که در آن هر دنباله دارای یک زیردنباله کوشی است، فشرده است.3

 ( هر فضای متریک فشرده، کامل است.4

 8 فرض کنید تابعـf :  ت؟اس نادرستپذیر است. کدام گزینه همه جا مشتق 

f( اگر5  تابع ثابت نباشد، آنگاه حداقل یکی از مقادیر تابعf  اگر( 2 .گنگ استf ( ) آنگاه ،f  .در یک همسایگی صفر مثبت است 

fاگر( 3  ثابت نباشد، آنگاه حداقل یکی از مقادیر تابع تابعf  .اگر( 4 گویا است
x
lim f (x)


 موجود باشد، آنگاهf  .در صفر پیوسته است 

  9ـ سریn n

n

( ) sin (x)cos (x)




 2 2

1
]را بر بازه 1 , ]



2
 ر نظر بگیرید. کدام گزینه درست است؟د 

 ای نیست.( سری همگرای نقطه5

 طور مطلق همگرای یکنواخت است.( سری به2

 ای است اما همگرای یکنواخت نیست.همگرای نقطه طور مطلقبه ( سری3

 طور مطلق همگرای یکنواخت نیست.( سری همگرای یکنواخت است اما به4
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 پاسخنامه رياضی  

 (محض، كاربردي، آموزش رياضی) مبانی آنالیز رياضی  ـ آنالیز رياضی

na فرض کنید که «1»ـ گزینه 1 ,a sin(n) ; n= ,.... 1 2 . در این صورت2  limsupsin(n)و 2 1.  واضح است که مجموعه حدود

]در بازه naزیردنباله , ]1 ]در  Aمتناهی است. در واقعگیرد و ناقرار می 1 , ]1 جه گرفت که زیر دنباله شود نتیچگال است. همچنین از این مطلب می 1

 اشتباه هستند. ( 4( و )3(، )2های )صعودی دارد که به یک همگراست. لذا هر سه گزینه

  

|فرض کنید که   «4»گزینه ـ 2 x y |   آنگاه:  | f (x) f (y) | | f (x) f (y) | | f (x) f (y) || f (x) f (y) | M         2 2  

fلذا fه یکنواخت است اما تابعپیوست 2 (x) x ولی برای ،است تابع پیوسته یکنواخت برx2 چنین باشد آنگاه با فرض  این چنین نیست زیرا اگر این

| x y | | x y |      2 2 | :داریم 1 x (x ) |


  2 2 1
2

  

|کند ه ایجاب میک x |


  
2

1
4

 را به حد کافی بزرگ گرفت. xتوانو این امکان ندارد زیرا می 

  
چنین این تابع هر مجموعه همبند از برد. هملم: یک تابع پیوسته هر مجموعه فشرده در دامنه خود را به مجموعه فشرده در برد خود می  «2»گزینه ـ 3

 برد.دامنه خود را به یک مجموعه همبند از برد خود می

  

fتابع پیوسته «   1»ـ گزینه 4 (x ,y) (x,arcsin(y)) را در نظر بگیرید. آنگاه: f (A) (x, ) ( ,arcsin(y)) [ , ] [ , ]
x

     
1 1 1

1
2 2

  

 پذیر است پس تصویر تابع مربوطه نیز فشرده و همبند خواهد بود.معکوس fکه فشرده و همبند است و از سویی چون

  
Qفرض کنید که  «3»ـ گزینه 5 Q'/شماراست. لذا مجموعه هناشماراست و مجموع Q'موعهجدهنده اعداد گنگ باشد آنگاه منشان '  

/ناشماراست و هر دنباله دارای حدی به صورت   خواهد بود که گنگ است. لذا گزینه سوم نادرست است . 

  

Aفرض کنید که«  4»ـ گزینه 6 B [ , ) ( , ] Q'
 

  1
4 4

Xو  Q' همچنین چونهستندنادرست  (2)و  (5). لذا گزینه .X  کامل نیست 

  نیز اشتباه است. (3)گزینه 

  
]فضای «  1»ـ گزینه 7 , های کوشی از دنباله اصلی توان زیر دنبالهبگیرید. هر دنباله در این فضا کراندار است و لذا میرا با نرم قدرمطلق در نظر  1(

  استخراج کرد ولی این فضا نه فشرده است و نه کامل.

  
تواند ( و از سوی دیگر نمی(3)و  (5های )گزینه بنابر قضیه داربوکس مشتق هر تابع خاصیت مقدار میانی دارد )برای«  ها صحیح است.همه گزینه»ـ 8

 ( لذا هر چهار گزینه درست هستند! (4)و  (2های )شدنی داشته باشد )برای گزینهناپیوستگی رفع

  

از صفر و  xتوجه کنید که اگر «  4»ـ گزینه 9


2
دور باشد آنگاه مقداری مانند    1 وجود دارد کهn nsin (x)cos (x)  2 2  و چون سری 2

n
به صفر یا  xهمگراست لذا سری نام برده در سؤال به صورت مشروط و مطلق همگرای یکنواخت است. اما اگر  2



2
نزدیک باشد با توجه به اینکه  

nترتیببه nsin cos (x) O(x )2 2 nsinیا 2 cos (x) O(( x )) 2 2 21
1

2
وابسته خواهند بود. در حالت مشروط ولی  x، لذا در حالت مطلق به مقدار 

زدیکی صفر و نزدیکی های متناوب در نسط همگرایی سریببا توجه به 


2
nsinهمگرایی سری تنها به نزولی بودن  cos2  وابسته خواهد بود.  2
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 سؤالات رياضی   
 

 ـ مبانی آنالیز رياضی یها و جبرخطـ مبانی ماتريسرياضی  علوممبانی 

 1های باز به صورتمجموعه بازه ـ{(p ,q) :p ,q ( , )} 1 n{Aرا که شمارا است به 1 :n }  دهیم. کـاا  زییهـه دربـاره مجموعـهنمایش مـ 

m

k m k

A A
 

 



1
 درست است؟ ،

1 )A     9 )A ( , ) 1 1  

3 )inf A , supA  1 1  4)A ( , ) 1 supAولی 1 , inf A  1 1 

 2؟نیستارز(، زیاره مهطق  مقابل با کاا  زییهه معادل )هم ـ x(A(x) z y B(x,y ,z))     

1 )x( A(x) z yB(x , y,z))      9 )y(A(y) z x B(y,x ,z))   

3 )u(A(u) y zB(u , y,z))   4 )t( z y B(t , y,z) A(t))     

 3فرض کهیا  ـX یک مجموعه وF های ناته ای از زیرمجموعهخانوادهXمجهی به رابطـه ترتییـ  شـمول باشـا بـه کـوری کـه ،F    و هـر

Xرا روی است. رابطه Fدارای کران بالا و پایین در Fزیرمجموعه
X کهیم:صورت زیر تعریف م  به 

Xبه ازای هر
g X وf ،f g هرزاهA F یافت شود که به ازای هرf (a) g(a),a A . 

 درست است؟ ،کاا  زییهه درباره رابطه

 ارزی است.هم ( رابطه 1

9 )Xf ,g X (f g fog gof )  . 

3 )Xf ,g ,h X (f g foh goh)  . 

Xf( به ازای هر تابع دوسویی4 f , f X 1 اگر تنها اگرx X موجود باشد کهfof (x) x. 

 4فرض کهیا ـf :X Y یک تابع باشا، کاا  زییهه با پوشا بودن تابعf  ؟نیستمعادل 

1 )B Y :f (f (B)) B  1 

9 )A,B Y :f (A) f (B) A B     1 1 

3 )A,B Y :f (B A) f (B) (A)    1 1 1\ \f 

Bبه ازای هر( 4 Y وA اگر ،{A,B} افرازی ازY ،آنگاه باشد{f (A),f (B)} 1  است. Xافرازی از 1

 5فرض کهیا ـ،و هستها به کوری کههاعااد اصل  ترامتها    یافته، کاا  زییهه درست است؟. با پذیرش فرض پیوستار تعمیم 

1 )      9)      3 )    4 ) 2 2 

 6فرض کهیا ـT : 3 T(x,yبا ضابطه 3 ,z) ( x y z , x z , y z)     3 2 3  ، کاا  است؟Tتعریف شاه باشا. در این صورت برد 4

1){(x , y,z) | x y z }  3 2  9){(x , y,z) | x y z }  2 4 3 3){(x , y,z) | x y z }  2 3 4){(x , y,z) | x y z }  2 3 5 

 7ــ ــا ـ ــرض کهی ــرداری روی Vف ــای  ب ــا و فض ــرداری V2و V1باش ــای ب ــهVدو زیرفض ــاهای، ب ــا بع ــر  d2و d1ترتیب ب ــها. از باش

W {(u,u u ) :u V , u V }    1  کاا  است؟ روی W، آنگاه بعا 2

1 )min{d ,d }1 2   9 )d d1 2   3 )max{d ,d }1 2   4 )d d1 22   

 8فرض کهیا ـA وB های غیرهمان ماتریس4 ABروی میاان اعااد حقیق  باشها که 4 A وBA B است؟ نادرستهای زیر یارهیک از ز. کاا 

1 )A A2   9 )(A B) 2   3 )B B2 4 )(A B) 2 

 9فرض کهیا ـA وB های ماتریسn n باشها به کوری که رویA وB وA B  اسـت؟  نادرستخودتوان باشها. در این صورت کاا  زیاره

Mرا خودتوان زوییم هرزاه M)ماتریس M2 ).باشا 

1 )tr(AB)    9 )AB BA 3 )tr(BA AB) 3 4 )AB BA 

 11ای میهیمال ماتریسچهاجمله ـA

 
 

  
  

3 1
2

1 1 2
 ، کاا  است؟

1 )(t )(t ) 2 3   9 )(t )(t )  22 3 3 )(t ) (t ) 22 3 4 )(t ) (t ) 2 22 3 
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 سخنامه رياضی پا      
 

 ها و جبرخطی ـ مبانی آنالیز رياضیـ مبانی ماتريسمبانی علوم رياضی 

mباشد که اگردر مباحث آنالیز ریاضی می mlimsupAاین در حقیقت همان  «2»ـ گزینه 1
m

((m,n) , m,n )A
n

   1  در نظر بگیریم را

mAبا توجه به این که ( , ) 1 nگاهباشد آنمی 1 m است. با توجه به مباحث حدی در آنالیز هر کدام از
m

n
تواند یک نقطه حدی باشد ها می

)ها کلیه نقاط مربوط به بازهmAبنابراین , )1  نماید.را ایجاد می 1

  
pدانیم کهدر مبحث منطق ریاضی می  «3»ـ گزینه 2 q معادل~ p q ( نیز به نوعی همان 2باشد. گزینه )( صحیح می1باشد بنابراین گزینه )می

~توان گفت از معادل( نیز می4صورت سؤال است. در مورد گزینه ) q ~ p .استفاده شده است 

  
aتواندهیم. به راحتی میباشد. ابتدا خاصیت بازتابی را مورد بررسی قرار میسه شرط اساسی برای رابطه هم ارزی برقرار می  «1»ـ گزینه 3 A  یافت که

F(a) F(a). در مورد خاصیت تقارنی نیز برای هرa A ،F(a) g(a) g(a) F(a)   در مورد خاصیت تعدی داریم:است . 

F(a) g(a)
F(a) h(a)

g(a) h(a)


 


  

  
Tنماییم: اگرکافی است برای رد نمودن این گزینه از مثال نقض استفاده   «3»ـ گزینه 4 {a,b,c,d} , x { , , }  1 2 Fو تابع 3 : x T  را تعریف

Fنماییم و همچنین {( ,a),( ,b)} 1 Aتعریف شود و 1 {a} وB {b}. 

Fدر این صورت (A | B) F ({a} {b})   1 1 Fکهدر صورتی 1 (A) | F (B) { } { }     1 1 1 1 . 

  

Nدانیم کهمی  «4»ـ گزینه 5 N N  :بنابراین داریم 
N N N N N N N

N      2 2 2 2 2 2 2  

توان ثابت نمود کهبا همین ترفند می 2 چون 2                  2 2 2 2 2 2 2 2 2 . 

  

 جبر خطیمبانی ماتريس و 

T(x,y,z)با توجه به اینکه«  1»ـ زییهه 6 ( x y z,x z, y z)     3 2 3  آوریم:را به دست می 3روی پایه استاندارد T، ماتریس اثر4

T(e ) T( , , ) ( , , ) 1 1 3 1  

T(e ) T( , , ) ( , , )  2 1 2 1 
T(e ) T( , , ) ( , , ) 3 1 1 3 4 

A

 
 


 
  

3 2 1

1 3

1 4

 دهیم. پس از محاسبه خواهیم داشت:را تشکیل می A، ماتریس تحویل شده سطری پلکانی

 
 

   
   
   
    

 
  

1
1

23 2 1
3

1 3 1
2

1 4

 

)بردارهای , , )
1

1
2

)و  , , )
3

1
2

 ، ترکیب خطی از این بردارهای پایه خواهد بود:Tآورند. یک بردار دلخواه در بردپدید میرا  Tبرد 

a b
a( , , ) b( , , ) (b,a , a b) (b,a , )


    

3 1 3 1 3
1 1
2 2 2 2 2

  

x)مجموعه Tپس برد , y,z):هایی است که در آن 
y x

z z y x x y z


       
3

2 3 3 2
2
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