
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  استاتيك

 فصل اول 

  » معادلات تعادل «

  
  

 سه بردار: 1مثال
 

V i k 1 3 ، 
V j k  2 و2

 
V i j  3 3 . حاصلبگيريددر نظر را 2  

(V V V ) 1 2     ست؟ا كدام3
1(  2(k


 3(i j6 4

 
  4(i j k 6 4 2

  
  

  :جمع و تفريق بردارهاي»  3«گزينه پاسخV1،V2وV3گرددانجام مي هاي نظيرو با جمع و تفريق مؤلفه به صورت زير:  
V V V ( i k) ( j k) ( i j) i j           1 2 3 3 2 3 2 6 4

        
  

|  شود: بردار نتيجه خواسته شود، به صورت روبرو عمل مي در صورتي كه اندازه V V V | ( )     2 2
1 2 3 6 4 52
  

  
  

  شرط آنكه برآيند سه نيروي نشان داده شده در شكل صفر باشد، آن است كه؟: 2مثال    
1(   1 2    
2(    3 1 2   
3(    1 2 3   
4(   1 2 9   

 F

F

F
1

2
3

  :ني:ها تقارن كامل داشته باشد، يعدر صورتي برآيند آنها صفر خواهد شد كه شكل برداري آن، بنابراين انداندازهسه نيرو هم» 3«گزينه پاسخ  
     1 2 3 12   

  

 ؟كدام استبرآيند  اندازه بردار الاضلاع نيروهاي شكل،در كثير :3مثال    
1(3 
2 (5  
  ) صفر3
4 (15  
 :بـردار متـوالي    5برآينـد   ،شـكل مطابق   »2«گزينه  پاسخd,c,b,a و e   بـه روش

  با جهت ديگر بردارها متفاوت است. 5. دقت شود كه جهت بردار خواهد بود 5مثلث بردار 
  

  

 ؟ كدام يك از روابط زير در شكل روبرو صادق است :4مثال  
1(b c a

  
   

2(a c b 
   

3(a b c 
   

4(a b c  
   

 :با توجه به جهات دنبال هم بردارها داريم:    »4«گزينه   پاسخa c b a b c      
      

  

 در شكل ند نيروهاي نشان داده شده اگر برآي  :5مثالN14   و در جهت محورx ،زاويه  باشد  چند درجه خواهد بود؟  
1(7  
2(/ 9 3  
3(/ 12 1 

4(/ 8 2 

  هاي تأليفي فصل اولتست

x

1 N

3

F
12 N



y

c

b

a

5

5

5

5

5

5

d

e

5
a

b

c



 
  

 

استاتيك 2  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 :طبق فرض مسأله، برآيند فقط در جهت محور »  2«گزينه  پاسخxها در جهت محوربرآيند مؤلفه بنابراين بايدگيرد، ها قرار ميyتوان نوشتپس ميصفر باشد،  ها  :  

y

x

F sin Fsin

F Fcos cos

      


    




1 12 3

14 12 3 14





     

   
  

tan شود: نتيجه مي Fو حذف نيروي  همزمان دو رابطه فوق از حل / /    163 9 3  
  

 باشند؟دهنده نيروهاي سيستم زير ميهاي زير نمايشيك از سه ضلعيكدام  :6مثال  
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(    
 :ها به وزنه داريم:اتصال كابل با رسم دياگرام جسم آزاد نقطه  »3«گزينه  پاسخ  

  

  

بديهي است كه چون سيستم در حال تعادل است بايد برآيند دو نيرو، هم امتداد و مساوي نيـروي سـوم   
  صحيح است.      3شود كه فقط گزينه هاي كابل دقت شود، ملاحظه ميباشد. اگر به زاويه اثر كشش

  
 نيروي  :7مثال  1 نيوتني را به دو مؤلفه در امتدادAB وAC كنيم. اگر مؤلفه در امتداد تجزيه ميAB برابر 7  متـداد  نيوتن باشد مؤلفـه ا
AC كدام است؟  

1 (ACF / 7 7 14  
2 (ACF / 821 2  
3 (ACF  833  
4 (ACF  5  

 C 1000 N

A B

α

 
  :با توجه به تجزيه نيروي»  1«گزينه پاسخN 1  به دو مؤلفهAB وAC توان نتيجه گرفت كه نيرويميN 1 برآيند دو نيرويAB وAC باشد.مي  

 

α

A B

1000 NC
R = 1000 N

α

FAC

FAB= 700 N
  

AC  ها داريم:  نون كسينوسبا توجه به قا ACF ( )( )cos F / N    2 2 21 7 2 7 1 45 7 7 14           
  

 محور مقدار و زاويه با   :8مثالy  دو نيروي  برآيندبردار4 و6  كدام است؟ نيوتني   

1(y , /  46 981 5 

2(y , /  51 912 3 

3(y , /  36 973 1 

4(y , /  38 915 2 

 

6

y

45

z

5

x

A 400NB 600N

  

2T

1T

W

W

2T

1T
W

2T

1T

W

1T

2T

W

2T 1T

2T 1T

W

60
30



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   3  استاتيك

 :بـا توضـيح ايـن نكتـه كـه بـردار       ،دهـيم صـورت بـرداري نمـايش    بهاند، بهتر است آنها را نيروها در يك شكل سه بعدي رسم شده  »1«گزينه  پاسخ             
 4  نيوتني (A)  6در فضا و بردار   نيوتني (B)  فقط در صفحهyz مؤلفه دارند.  

A ( sin cos ) i ( cos ) j ( sin sin )k / i / j / k     4 5 6 4 5 4 5 6 153 2 257 2 265 36         
            

/ /B ( sin ) j ( cos )k j k   6 45 6 45 424 26 424 26   
     

 : شوند، بنابراينهاي نظير با يكديگر جمع جبري ميبراي محاسبه برآيند، مؤلفه

 /| R | ( / ) ( ) ( / ) /

   2 2 2153 2 681 38 689 62 981 5R A B / i / j / k    153 2 681 38 689 62

   
                      

  هاي هادي داريم: طبق تعريف كسينوس
y

/y y
R /

cos
/| R |

     
681 38 694 46981 5

  كسينوس هادي نسبت به محور)y(ها  
  

 بردار :9مثالL i j k  
   

2 3 Lدر جهتآن بردار يكه  است، داده شده  6


 ست؟ا كدام 

1(( i j k) 
1 2 3 67
  

 2(i j k 
2 3 6
7 5 7
  

  3(( i j k) 
1 3 67
  

 4(i j k 
2 3 6
5 5 7
  

  

 :دانيم بردار يكه در جهتمي»  1«گزينه  پاسخL


،L

| L |


  :است، بنابراين  

x y z| L | (L ) (L ) (L ) ( ) ( ) ( ) | L |
 

         2 2 2 2 2 2 22 3 6 49 7  

Lيكه برداردر نتيجه 


L             برابر است با:   i j k
i j k

| L |

      
  

    
2 3 6 2 3 6

7 7 7 7  
  

 كدام رابطه زير صحيح است؟ :10مثال    
1(i j 

    2(( i j).k 
  

  3(( i j).( j i )  
   

  4(j.( i j) 
  

  
 :جايي موقعيت محل بردارها در ضرب به جلو، بدون تغيير در موقعيت و محل ضرب هاي ضرب مختلط بردارها، جابهيكي از ويژگي  »4«گزينه  پاسخ

).j  باشد، با توجه به اين توضيح داريم:داخلي و خارجي مي i j) j.( j i ) i.( j j)       


       
  

  توجه كنيد كه ضرب خارجي دو بردار يكسان همواره صفر است.  

  توان درستي گزينه چهارم را نشان داد: به روش ديگري نيز مي


k

j.( i j)

j.k



  

 


 


 

  

  ) همواره صفر است.jو  k( زيرا همانطور كه قبلاً گفته شد ضرب داخلي دو بردار عمود
  

 گشتاور نيروي  :11مثالF N 1 5


   نسبت به نقطهO نيوتن متر است؟ در شكل زير چند      

1 ( 1 2  
2 (7  
3 (7 3  
4 (12  

 
O 

10Cm 

10Cm 

F  

 
  :لذا:  كنيم.ميرا به دو مؤلفه افقي و عمودي تجزيه  آنصفحه مشبك،  در با توجه به نحوه استقرار نيرو  »2«گزينه  پاسخ  

x y

x

y

F F i F j

F F.cos

F F.sin

 

   

   


 

    

    

41 5 2
2 5

21 5 1
2 5

  

o  بنابراين گشتاور نيروي مذكور برابر است با: x
o o o

o y

M F /
M M M ( / ) ( / ) N.m

M F /

           

1
1 2

2

3
2 3 1 1 71


      


  

20 5

40


20



 
  

 

استاتيك 4  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 شتاور نيروي گ :12مثالP ) نسبت به پاي ميلهOكدام است؟ (    
1 (PL  
2 (PL / 5  
3 (PL / 75  
4 (/ PL 866  

 

L 

P 

30 

60 

o   
 :نيروي مطابق با قضيه وارينيون  »2«گزينه  پاسخP نسبت به شود و گشتاور هر دو مؤلفه،تجزيه مي لفه افقي و عموديبه دو مؤO  محاسبه شده و با

    :آيددست ميبه صورت زير به Lباشد كه از تجزيه طول هاي نيرو ميشوند. آنچه مهم است فاصله عمودي هر يك از مؤلفهيكديگر جمع جبري مي

o
P L

M (P.cos L.sin ) (P.sin L.cos ) ( P. L) ( . ) / PL            
3 33 6 3 6 52 2 2 2  

  

 نيروي :13مثالF i j 1 15
  

 به نقطهA
1
Bحول نقطه آن شود. گشتاوروارد مي 1

2
    چقدر است؟ 1

1 (1  2 (2  3 (15  4 (3  
 داريم: در فضا طبق تعريف گشتاور  »3«گزينه : پاسخ  M r F BA F   

  
 

r BA A B ( )i ( ) j i ;
     

        1 2 1 1      M ( i ) ( i j) k
   

    1 1 15 15  
  

 گشتاور نيروي: 14مثال6نيوتني نسبت به نقطه O است؟كدام     

1(N.m 24  

2(N.m12     

3(N.m261   

4(N.m184   

 

40

600N 

2m 

4m

O  

  :براي حـل مسـأله از قضـيه     ،جايي كه نيروي وارد شده به جسم مايل استاز آن»  3«گزينه پاسخ
تجزيه كرده، سـپس  گشـتاور   افقي و عمودي  به دو مؤلفهرا نيرو  شود. بنابراين بايدارينيون استفاده ميو

 هر دو مؤلفه به صورت جداگانه نسبت به نقطه مورد نظر محاسبه شده و جمع جبري آن دو به دست آيد: 

oM ( sin ) ( cos )   6 4 2 6 4 4       
/ / / N.m  771 35 1838 5 26 9 8 261       

 
600cos40

O

2m 

4m 

600sin40

 

 

  كششي نيروي  :15مثالT با اندازهKN1به كابلي كه متصل به سرA شود. اندازه گشتاور نيـروي  از يك ميله پرچم صلب است، وارد ميT   حـول
   است؟ kN.mچند ها  Zمحور 

1( 4/42   
2( 6/56     
3(/7 7   
4(/84 9   
  

 

15m 

9m 

12m 

z 

y 

x 

B 

A 

O 

T 10KN



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   5  استاتيك

 :شود كه شكل مسأله و بردارهاي فاصله و نيرو به صورت سه بعدي طرح شده است، پس از رابطـه سـه بعـدي محاسـبه     مشاهده مي»  4«گزينه  پاسخ
ABابتدا اندازه بردار منظور كنيم. براي اين گشتاور (ضرب خارجي فاصله در نيرو) استفاده مي


  :شودميمحاسبه  به صورت زير 

| AB | / m    2 2 29 15 12 45 21 2


  
R  بردار فاصله عبارت است از: j15


  

T  اندازه بردار كشش برابر است با: | T | t T ( i j k) ( / i / j / k)
/ / /

        
12 15 91 1 566 7 7 42421 2 21 2 21 2

      
       

  برابر است با:  Oقطه) نسبت به نz(حول محور  Tگشتاور نيروي 

oM R T j ( / i / j / k) j ( / i / k)
        

                15 1 566 7 7 424 15 566 424  
  برابر است با: هاzمؤلفه گشتاور در امتداد محور در نتيجه 

 ZM / / KN.m    15 566 84 9  
  

 ر  در نقاط وضعيت گشتاو :16مثالA ،B  وC ونه است؟ چگ    

  بيشتر  Cدر نقطه  )1

  بيشتر  Bدر نقطه  )2

  بيشتر   Aر نقطه د )3

  برابر و ثابت )4

 C

A 

B 

40N 40N 

 
  :شود دو نيرويطور كه ملاحظه ميهمان  »4«گزينه  پاسخN4  دهند (اين دو نيرو برابـر،  تشكيل يك جفت نيرو را مي شوند كهاعمال مي به شكل

  باشد. برابر و يكسان مي Cو  A ،Bشتاور حاصل از آن دو، نسبت به تمام نقاط صفحه از جمله نقاط خلاف جهت هم و موازي هستند)، لذا اندازه گ
  

 جفت نيروي :17مثال2نيوتني را با جفت نيرويPوP (P N)5كنيم، در اين صورت زاويهجايگزين ميكدام است؟     

1(/48 6  

2(/41 4   

3(/24 3   

4(/2 7  

 

200N 

200N 

120mm

120mm

-P

P




  
  :نيروي »  2«گزينه پاسخPهاي افقي به مؤلفه(Psin )  و عمودي(Pcos ) شودتجزيه مي.  
  د.نكنهاي افقي در راستاي يكديگرند بنابراين گشتاوري ايجاد نميمؤلفه

مقـدار  سـازند كـه   مـي ) xهاي عمودي، يك جفت نيرو (با فاصله عمودي برابـر  مؤلفهاز طرفي 
M  گشتاور آنها برابر است با: (Pcos ).x   

2چنين گشتاور كوپل حاصل از نيروهايهم  آيند:به اين صورت به دست مينيوتني  M F.d ( / ) N.m  2 3 6     

5نيروهاي كوپلاين گشتاور برابر گشتاور حاصل از  ،از طرف ديگر  :نيوتني است لذا    cos ( / ) /    6 5 16 41 4     
  

P sin

P cos



P cos 

P sin



x



 
  

 

استاتيك 6  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 دياگرام آزاد ورقه :18مثالABCD و ميلهEG  و قرقرهH اصطكاك در سطح اتصال  .را رسم كنيد)C (صفر است  

 :براي اين كه بتوانيم دياگرام جسـم آزاد ورقـه    پاسخABCD     را رسـم كنـيم، بايـد
، نيـروي  Wنيروهاي وارد بـر آن را در نظـر بگيـريم. ايـن نيروهـا عبارتنـد از: نيـروي وزن        

بينيـد  طـور كـه در شـكل مـي    . همان Dو  Cهاي گاهو نيروي تكيه HAو  HBهاي كابل
و نيرويـي كـه از    HBشـود نيـروي كشـش    به ورقه وارد مي HBاز طرف كابل  نيرويي كه

 ناميم.  مي HAباشد، نيروي كشش مي Aشود و در جهت به ورقه وارد مي HAطرف كابل 
صفر است، نيرويي كـه بـر    Cباشيد كه چون نيروي اصطكاك در سطح اتصال توجه داشته 

    خواهد بود. شود در جهت عمود بر سطح وارد مي Cگاه تكيه

 

B
C.G

W

طناب
H

E

C  
G

F 

D
A

  

شود. بـا توجـه بـه فـرض دو بعـدي بـودن       مانع از حركت ورقه در همه جهات مي Dگاه تكيه
نظر كرد و درنتيجـه  گاهي در جهت عمود بر صفحه صرفتوان از مؤلفه نيروي تكيهمي ،مسأله

نمايش داد. لازم به ذكر است كه در  D2وD1را به صورت  Dگاه العملي تكيهنيروهاي عكس
لذا  ،بيني كردگاهي را پيشتوان جهت نيروهاي تكيهنميگاهي اوقات رسم دياگرام جسم آزاد 

شود (معمولاً در جهت مثبت محورهـا). جهـت   ها در نظر گرفته مييك جهت دلخواه براي آن
  گاهي پس از حل معادلات تعادل تعيين خواهد شد.ي تكيههاالعملواقعي عكس

 B

A
W

D

C

N

D1

HB

HA

D2

D1  
به ميله  N العمل نيرويكنيم. از طرف ورقه عكسرا رسم مي EGحال دياگرام جسم آزاد ميله 

EG گاه تكيهچون شود. ارد ميوE  نيـروي عكـس   ،شـود مانع حركت ميله در تمام جهات مـي
  شود.در نظر گرفته مي E2وE1رتالعمل آن به صو

  نيز به صورت زير خواهد بود: Hبه طريق مشابه دياگرام جسم آزاد قرقرة 
  
  
  

  
  

 كدام است؟  ،درجه نامعيني تير مقابل :19مثال    
  ) يك 2  ) صفر 1
  ) سه 4  ) دو 3
 :گاهي)هاي تكيهالعملطبق تعريف براي مشخص شدن معيني يا نامعيني مسأله داريم:         (تعداد روابط تعادل) ـ (تعداد عكس  »2«گزينه  پاسخ  
)درجه نامعين است  1سيستم    لذا:   ) ( )     3 2 2 3 2 1  

  

  گاهيتعداد روابط تعادل   تعداد مجهولات تكيه  
  شود سيستم دو قطعه به حساب بيايد. ه، لولا (مفصل) با شكل نمايش داده شده در مسأله فوق باعث مينكته مهم اين ك

  

 شعاع قرقره  :02مثالB هاي دو برابر شعاع قرقرهC  وD با صـرف  ،باشدمي
چـه   Wبرحسـب  Aها، نيروسنج ها و قرقرهنظر كردن از نيروي اصطكاك بين كابل

  دهد؟ عددي را نشان مي
1 (/25  
2(/5  
3( 1  
4( 25/1 

  

W

D

A

B

C

H
BH

AH1H

2H

G

F

1E

E
2E

N
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F N   1 4 6      

 :وجـود   هـا هـا و كابـل  بين قرقره ياصطكاك ه اين كهببا توجه   »1«گزينه  پاسخ
شود. با استفاده از اين نكته كـه كشـش در   ها در محاسبات وارد نميشعاع قرقره ،ندارد

براي محاسـبه كشـش كابـل در محـل      است،يك كابل يكپارچه همواره مقدار واحدي 
  :  كنيمروبرو عمل ميصورت شكل بهAنيروسنج 

Wنيروسنج مقدار 
1
4

  .دهدرا نشان مي 
  
 

  
  

 وزن واقعي شخصي  :21مثالN1    بوده و نيروسنجN1  دهد. عدد قرائت شده روي ترازوي را نشان ميA ر شود)كدام است؟ (از اصطكاك صرفنظ  
1 ( 6  

2 ( 14  

3 ( 8  

4 ( 9  

  

  

 :دقت داشته باشيد كه عدد قرائت   »1«گزينه  پاسخ

وزن واقعـي شـخص منهـاي كشـش      Aشده روي ترازوي 
خص از كابـل آويـزان   باشد. چـون ش ـ كابل در دست او مي

شود. بنـابراين بـا توجـه بـه     شود، وزن واقعي او كم ميمي
  ها داريم:رابطه بين كابل

  
  

 در شكل  زير وزن شخص :22مثال N5 العمل كف در محل تماس شخص با زمينو نيروي عكسN1 .در حالت تعادل نيروسنج چه عددي  است
  دهد؟را نشان مي

1 ( 3 

2 (5    

3 (4    

4 (6   

  
 :از دياگرام جسم آزاد شخص و برقراري رابطه تعادل نيروها داريم:  »3«گزينه  پاسخ  

yF T N   4    
  
  
  
  
  

T

100N

500N

2000N

 نيروسنج

1000
400

F

100 N

A

400

200 200

100 100

400

w

A

w

4 w

4

w

2

w

2

w

4

w

4
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  ها به صورت زير است:ها مقادير كشش كابلبا توجه به دياگرام جسم آزاد سيستم قرقره
  

N  2 16 4     عدد نيروسنجR   

  
  

 هاي مؤلفه  :23مثالF ازات به موBC  و عمود برAB كدامند؟  

1 (BC

AB

F / F

F / F


 

7
1 1  2 (BC

AB

F / F

F / F


 

2 57
1 52  

 

 
3 (BC

AB

F / F

F / F


 

2 57
82  4 (BC

AB

F / F

F / F


 

2 36
1 62  

   :4«گزينه پاسخ  «  tan ( ) /   1 2 33 73  

  برآيند آن دو خواهد بود، لذا: Fبه اين معناست كه نيروي ABو BCتجزيه كردن نيرو در امتداد
BC

BC

AB
AB

FF
F / F

sin sin( / )

FF
F / F

sin sin( / )

 

 





   


   


2 36
2 126 3

1 62
2 33 7

  

  
 در سازه زير، :24مثال  حداكثر چقدر باشد تا نيروي ميلهCA از%6  نيروي ميلهBC بيشتر نشود؟  

1 (/  43 6  
2 (/  33 6  
3 (/  53 6  
4 (/  63 6  

  

  

   :با توجه به دياگرام جسم آزاد نقطه »  2«گزينه پاسخCها داريم:، به دليل همگرايي نيروها با استفاده از رابطه سينوس  
  

sin
/

sin( )




  
6| AC | | BC | AC sin

sin sin( ) BC sin( )


   

      
  

  

                      sin sin cos cos sin      
1
6
در حالت عادي :  

  
sin

tan tan

cos


       

   


4
1 4 652

6 6 16 36 16 36
52

          

tan / /
( )

      


4
52 665 33 61 6

6 52

  

  

  

2000N

1600N

R

400

800
800

400400

1600
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 در شكل زير، وزنه  :25مثال 5 ش كابل هاي غيرقابل انعطاف آويزان است، كشپوندي با كابلCB هاي زير است؟حسب پوند كدام يك از گزينه بر  
1 (25  
2 (433  
3 (343  
4 (334  

 

500lb 

A  B 

C 

30 60 

 

   :2«گزينه پاسخ«    
  خواهيم داشت :و با توجه به تقارب نيروها  Cبا ترسيم دياگرام جسم آزاد نقطه متعادل روش اول: 

  

x BC AC
BC

y BC AC

F T cos T cos
T

F T sin T sin

 

 

  

    

     
   




6 3
433

6 3 5
  

تـوان بـه صـورت زيـر     ها) نيز مـي سبا توجه به همگرايي نيروها از روش مثلثاتي (قانون سينوروش دوم: 
  استفاده نمود: 

  

BCBC AC

AC

T sinT T

sin sin( ) sin( ) T sin



     

   
        

     
   

5 12 4335
9 9 3 9 6 5 15 25

  

  

 نسبت كشش كابل  ،شكل زير در حال تعادل است. با فرض عدم وجود نيروي اصطكاكسيستم   :26مثال(T)  به نيرويF كدام است؟  
1 (/ 64  
2 (/ 62  
3 (/ 69  
4 (/ 53 

 

30



F
50

A

 

 :كافي است دياگرام جسم آزاد قرقره  »4«گزينه  پاسخA  شود.به عنوان يك نقطه مادي به صورت زير ترسيم  
  ها داريم:رقره يك نقطه مادي فرض شده است) و با توجه به همگرا بودن نيروها، با استفاده از قانون سينوسبا فرض كوچك بودن قرقره (ق 

T F sin
T F

sin sin( ) sin( )



  


  
  

 

2
2 18 18

 (الف 

T F sin( )
T F

sin( ) sin( ) sin( )  


  


  
  

2
2 18 18

 (ب    

 20 

F

T

T20

A

50
30

  

T sin
/

F sin




 


 
2 53
4

sin(الف  sin( )
sin sin( )

sin( ) sin( )


  

 
    
 

 
       

 

2 2 2 2 4
18 18

  

  

  اگر نيروي : 27مثالP به استوانهkg4وارد شود، مقدار اين نيرو چه باشد تا استوانه بر روي سطح شيبدار شروع به غلتيدن كند؟     
1(/ N21 5  
2(/ N1 5 1   
3(/ N4 6 2   
4(/ N392 4  

P 

30

(R=240mm)

 

  

BCT

60

C

500

30

ACT

BCT

ACT
90

90 60 

500

90 30 
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R

25mm

25mm
R

B

5050100mm
D

100mm

100mm

E

  :و استفاده از رابطه تعادل گشتاورها نسبت به نقطـه  با رسم دياگرام جسم آزاد گلوله »  2«گزينه پاسخ
A خواهيم داشت:  

AM [P ( cos )] [W sin ]

W / / P / N

       


    

 24 24 3 24 3
4 9 81 392 4 1 5 1

       
 

  

AMه كليدي در حل مسأله: علت اين كه از رابطه كتن    استفاده شده، اين است كه نسبت به نقطهA  گشتاور نيروي مجهولN شود.صفر مي  
  

 جرمبه (ستوانه بزرگ در شكل زير دو غلتك، وزن ا :28مثال kg16 و مركز ثقلG( كنند. اگر اين دو غلتك توسط دو ميلـه بـه هـم    را تحمل مي
    است؟ ، مقدار نيروي كشش ميله كدامنگه داردوصل شده باشند، به نحوي كه اين ميله وضعيت آنها را ثابت 

1( N1566  
2 (N1 91   
3 (N387   
4 (N379  

 

R= 120mm

R= 600mm

G  
500mm

  :داريم:و با توجه به هندسه شكل كوچك  يكي از دو گلولهو با رسم دياگرام جسم آزاد گلوله بزرگ »  4«گزينه پاسخ  
 

N

2T

R

W

 R
R

  

 
W / N   16 9 81 15696sin /   

  
     


5 694 446 12          

y

x

F R cos W R N

F T R sin T N

  

  

      


      




2 1 91
2 379

  

  

 مغناطيسي كه در يك نوار  :29مثالD ثير نيروي كششأتحت تN1كننـده  كننده از زير هد پاكباشد، پس از عبور از چند قرقره هدايتميC   بـا
    ؟كدام است Bباشد. نيروي كشش فنر در نقطه ميN11معادل Eكند. نيروي كشش نوار در سرعت ثابت عبور مي

1( / N11 2   
2( / N1 6   
3( / N7 8   
4( / N11 4   
 

  
  :بـراي  شـود.  بـه صـورت بسـيار سـاده ترسـيم مـي      دياگرام جسم آزاد مجموعه »  2«گزينه پاسخ

استفاده شود كه  Aبهتر است از رابطه تعادل گشتاورها نسبت به نقطه  Tپيداكردن (فقط) مقدار كشش 
  به دست آيد: Tمقدار كشش  ، Aگاه هاي تكيهالعملبدون محاسبه عكس

AM ( / ) ( / ) (T ) T / N              11 112 5 1 87 5 2 1 6    
  

  

T 
11N

10N

xAR

yAR

A 

 (در دياگرام جسم آزاد گلوله بزرگ)

 (در دياگرام جسم آزاد گلوله كوچك)

600 120 500



P 

A  

N 
W 

30
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 ست؟ ا اي) شكل كدامسرگيردار (طره گاه يكدر محل تكيهالعمل ي عكسهامولفه :30مثال  

1(
x x

y y

z z

A M

A M

A M

  


 
  

5 91
25 1

15 2625

   
 

  
   

2(

   

x x

y y

z z

A M

A M

A M

  


 
  

91
15 2625
5

  
  

    

3 (
x x

y y

z z

A M

A M

A M

  


 
  

15
5

2625

  
  

 
  

4(   
x x

y y

z z

A M

A M

A M

  


 
  

5
15 91

2625

  
   

 
 

  

  
  
  

 My 

Mx 

Mz 

Ay 

Ax 

Az 

10 7.5 7.5

bF=1500  

100 b.ft  

10 

8 
b500 

B 

A 

C  

 :گاه شود كه تكيهملاحظه مي»  4«گزينه  پاسخA        علاوه بر مقاومت در مقابل نيرو در سه جهت، در مقابل جفـت نيـرو نيـز در سـه جهـت مقاومـت
xالعمل شامل نيرويخواهد كرد. پس دستگاه نيروي عكس y zA A i A j A k   

   
xو گشـتاور جفـت     y zM M i M j M k  

   
خواهـد بـود.    

  آزاد رسم كرديم.جسم هاي نيرو و جفت نيرو مطابق جهاتي است كه به طور فرضي در دياگرام قابل ذكر است كه علامت مؤلفه
  
  
  
  
  
  
  

  

x  حال با استفاده از روابط برداري تعادل داريم: y zF A i A j A k j i       15 5
     
       

x y z x y z( A )i (A ) j A k A b , A b , A b         5 15 5 15
  

         

A x y zM M i M j M k j / i ( j) ( i k) i             1 17 5 15 25 18 5
         

         

x y z x y zM i (M )j (M )k M , M b.ft , M b.ft
  

                     1 9 2625 91 2625  

  .ماندباقي مي b.ft91د ولي مقدار گشتاور آن همانشونشانه آن است كه جهت اين جفت بايد عوض  yMعلامت منفي براي
  

 متري شكل زير به جرم 7ميله : 31مثال kg2 در نقطهA اي و در نقطه درون يك ياتاقان كاسهB هاي اي شكلش بر روي ديوارهتوسط انتهاي كُره
     كدام است؟ Bگاه صيقلي قرار گرفته است. نيروهاي وارد بر تكيه

1 (x

y

B

B


 

1962
654    2(x

y

B

B


 

654
1962

 

  
 

A

7m 

2m 6m 

B 

z

x
y

h

  

3(x

y

B

B


 

456
1972

 

  4(x

y

B

B


 

1972
456 

1500 b
y

25

A

17.5

z

B

100 b.ft
8

10

500 b.ft
C

x
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MO

r


w

  :شود. تحليل اين مسأله به دليل سه بعدي بودن به صورت برداري توصيه مي»  2«گزينه پاسخ  
  داريم: ABبا رسم دياگرام جسم آزاد ميله 

W mg / N    2 9 81 1962  

h                                     با توجه به هندسه مكعب داريم:  h m    2 2 2 27 2 6 3  

  باشد): مي ABوسط  Gطبق مختصات نقاط برابرند با (نقطه  AGو ABبردارهاي
  

AG ABr i j / k , r i j k       1 3 1 5 2 6 3
        

  

  

را در  Aگـاه  هـاي تكيـه  العمـل استفاده شود كه عكـس  A) بهتر است از رابطه تعادل گشتاورها نسبت به نقطه Bگاه استه مسأله (نيروهاي تكيهبه دليل خو
  محاسبات وارد نكند.

A AB x y AGM r (B B ) r W      
      

x y[( i j k) (B i B j)] [( i j / k) ( k)]           2 6 3 3 1 5 1962
        

  

x yB N , B N  654 1962y x y x( B )i ( B ) j ( B B )k       3 5886 3 1962 2 6
  

  

 

 هاي بزرگ در شكل نمايش داده شده است و جرم آنيك گيره مخصوص براي چرخاندن لوله :32مثال8    تن است. اين گيره بـر روي يـك رديـف
باشد و باعث چرخاندن گيـره حـول مركـز    مياي صورت چرخ دندهه ب Bهاي رديف قرار گرفته است. يكي از غلتك Bو يك رديف غلتك در  Aغلتك در 

زماني كه .شودمي(O)هندسي آن هاي ساعت معادلاست، گشتاور خلاف جهت عقربهN.m246و وقتي  است، گشتاور موافـق جهـت   3
    تحمل شود تا جلوي چرخش گيره گرفته شود. محل مركز جرم گيره كدام است؟ Bدنده بايد توسط چرخN.m468هاي ساعت معادلعقربه

1 (/

r / mm

 



73 2
18 12



  

2 (/

r / mm

 



79 76
18 12


  

3 (/

r / mm

 



79 76
17 6



 

  

4(/

r / mm

 



73 2
17 6


  

α

o

θ

β

r

A B

d

G

Dia 480mm

Horizon

  
 :العمل تداد نيروهاي عكسام»  3«گزينه پاسخA  وB  از نقطهO كنند. تنها گشتاورهاي موجود، حاصـل از نيروهـاي   گذرند و گشتاوري ايجاد نميمي

d  باشند:مي Bدنده العمل چرخوزن و نيروي عكس r.sin r.cos W / N       8 1 9 81 7848       

oMندهدگشتاور حاصل از چرخ( W d M (B      

  مطابق شرايط قرارگيري لوله روي گيره داريم:
  )  1  

  

    
M W.d N.m

W.r.cos r.cos / mm ( )

 

    

246
246246 3 135 17848



 

  

  
)  2 3  

yB
B

xB

G

W

xA

zA

yA
A
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



M

r

W



          

M W.d

d r.sin( ) r .cos( )

r .cos( ) / ( )

   

      

     

468

9 3
4683 5 963 27848



 

 

  

  را حساب كرد.  و  rتوان ) مي2) و (1ي (از حل همزمان دو معادله
r.cos( ) / /

/ r / mm
r.(cos ) / cos /

 
       


3 5 963 3 13579 76 17 643 135 79 76

  

  

 دو كره   :33مثالB وA توسط يك كابل با كششN15 اند. وزن كرهدهكند به يكديگر متصل شها عبور ميكه از مركز آنC  اعمالي بر دو كره
  باشد؟ چه مقدار مي Bو  Aالعمل در محل تماس دو كره باشد. در اين حالت نيروي عمل و عكسمي N35 زيرين

1 (49  
2(2    
3 (83  
4 (72  

  

 :با رسم دياگرام جسم آزاد كره   »1«گزينه  پاسخC هاي و يكي از كرهA  ياB هاي تعادل داريم:(به دليل تقارن) و برقراري رابطه  
 

35

3
1N1N  ) C  دياگرام جسم آزاد كره(

 

2N
15

1N

3N

 A)دياگرام جسم آزاد كره( 

 

/yF N cos N N          1 12 3 35 2 2 1xF N sin N N

N / N

       




 1 2 2
1

3 15 49
2 2 1

   


 

  

 روي فنر نيزير  در شكل :34مثالBF نيوتن است؟ چند كيلو  

  ) صفر1

2 (3  

3 (5  

4 (6  

 

2 m 

2 m 

1 kN 

4 kN 

D 

E 
C 

B F 

A 

2 m 1 m 

 فنر

 
 :با رسم دياگرام جسم آزاد ميله »3«گزينه پاسخ L      شكل و برقراري رابطـه تعـادل گشـتاورها حـول
شود و و با توجه به دو نكته مهم كه اولاً نيروي فنر در بحث استاتيك همانند كابل در نظر گرفته مي Aنقطه

در  Aهاي لـولاي  العملن است كه عكساي Aثانياً اين كه علت استفاده از رابطه تعادل گشتاورها حول نقطه 
  محاسبات وارد نشود، داريم:

AM ( BF) ( ) ( ) BF KN          2 2 1 4 3 5  

 4 

  1 BF 

A xR

yR 
  

3

A B

C
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 گاه كيهالعمل تمقدار عكس :35مثالAت؟، كدام اس  

M) 2  صفر) 1

L
  

3 (Mb

L
  4 (abM

L
2  

  :با ترسيم دياگرام جسم آزاد تير  »2«گزينه پاسخAB     و برقـراري رابطـه تعـادل
  خواهيم داشت:)،  Aالعمل نقطه (براي به دست آوردن عكس Bگشتاورها حول نقطه 

B A A
M

M M (R L) R
L

         

هـا صـفر   گـاه تكيـه  العمـل ويان براساس اين استدلال اشتباه كه چون بر تير نيرو وارد نشده پس عكـس در چنين مسائلي ديده شده است كه بعضي از دانشج
  كنند.  را انتخاب مي» 1«شود، گزينه نادرست خواهد 

  ل نمود. اي اعماتوان بر روي جسم، در هر نقطههيچ تأثيري روي حل مسأله ندارد، چرا كه گشتاور را مي Mضمن آنكه محل وارد شدن گشتاور 
  

 گاه در شكل زير كدام است؟گشتاوري تكيه العملعكس  :36مثال  

1 (kN.m6  
2 (/ kN.m23 7  
3 (/ kN.m332 9  
4 (/ kN.m412 5  

 

60

140

2m 3m

1m

2.5m

6m

30 kN 40 kN

  
 لازم است دياگرام جسم آزاد ميله به صورت زير ترسيم گردد: »  3«گزينه خ:  پاس  

 A
M M ( ) [( sin )

( / cos cos )] [( cos )

     

    

 3 2 4 5

2 3 2 5 6 6 5 4 5



  

   

   
  

       ( / sin sin )] M / kN.m        51 2 5 6 6 5 332 9  
  

  

 اگر وزن كُره  :37مثالkN 2 و مقدار نيروي افقيkN 1 باشد، فاصلهd را چنان محاسبه كنيد كه هيچ نيرويي به طنابAC .وارد نشود  

1 (d / m 2 5  
2 (d / m1 5  
3 (d m 3  
4 (d m1  

 

1.5m

d

B

C

A
F

D

2m

 
   :با رسم دياگرام جسم آزاد نقطه متعادل »  1«گزينه پاسخA  :داريم  

x AB AB

y AB AB

F F cos F cos ( )

F F sin F sin ( )

         


       




1 1 1
2 2 2

     

     
  

( ) / d
tan d / m

( )


      

2 2 1 5 2 2 51 1 2
 
 

  
  

M

BRAR

M

B

ba

A

L

α

FAB

100kN

200kN

FAC A

60

140

2m 3m

1m

2.5m

6m

30 kN
40 kN

Ax

Ay

M

50

40 Sin50

40 Cos50
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 ها اگر جسم حمل شده توسط كابل  :38مثالkN5  وزن داشته باشد، نيروي ايجاد شده در كابلBC كدام است؟  

1 (BCF / 41 7  

2 (BCF / 28 9  

3 (BCF / 57 7  

4 (BCF / 95 5  

 
3

4

D

C

E

B

A60

 
 :از دياگرام جسم آزاد نقطه »  4«گزينه  پاسخA نيروها در آن داريم: و برقراري روابط تعادل  

y AB AB

x AE AE

F F sin F / kN

F F / cos F / kN

      


     




6 5 57 7

57 7 6 28 9





   

  
  

  

  و روابط تعادل آن داريم:  Bآزاد نقطه  از دياگرام جسم
  

y BD BD

x BC BC

F / sin F sin F / kN

F F / cos / cos F / kN





  

  

        


        




57 7 6 83 3

57 7 6 83 3 95 5
  

  

  

 براي محاسبه زاويه :39مثال يطهالعمل سطح در نقبا اين شرط كه مقدار عكسB العمل سطح در نقطهنصف عكسA   باشد، از كدام روابط زيـر
  استفاده خواهد شد؟ (سطوح صيقلي فرض شود)

1 (
A A

/ cos( ) cos( )

/ N sin( ) N sin( )

 
  
     
     

5 45 45
5 45 45 1  

2 (
A A

/ sin( ) sin( )

/ N cos( ) N cos( )

 
  

    
     

5 45 45
5 45 45 1  

3 (
A A

/ cos( ) sin( )

/ N sin( ) N cos( )

 
 

    
     

5 45 45
5 45 45 1  

4 (
A A

/ sin( ) cos( )

/ N cos( ) N sin( )

 
 

    
     

5 45 45
5 45 45 1  

 

A
B

45
45

θ 

  :وزن كره برابر»  1«گزينه پاسخkN 1 العمل سطوح از مركز كره عبور خواهند كرد:باشد، ضمناً عكسمي  
                     

  
  
  
  

  
                    

  x B A

y B A

F N cos( ) N cos( )

F N sin( ) N sin( )

         


         




45 45
1 45 45

 

   
                      A

B
N

N    : طبق فرض2

  
A A

/ cos( ) cos( )

/ N sin( ) N sin( )

     
       

5 45 45
5 45 45 1
  
  

    با قرار دادن شرط مسأله در روابط تعادل داريم

  آيد.به دست مي از حل دو معادله، 

FAB

FAEA

50kN

60

FBD

FBC

FAB

B

60

α

A
B

θ

NA

100kN

NB
NA

NB

45+θ 45-θ

100kN
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2000N

yR

AxR
300N

a

150

 ابل در مكانيزم شكل زير كشش در ك :40مثالAD، ؟وتن استچند ني  

1 (4  

2 (5  

3 ( 1  

4 (8  

 

1000N 

250 

200 

250 
C 

A 

B

30 
30 

D 
 

  :دياگرام آزاد تير  »4«گزينه  پاسخAB  شودترسيم ميبه صورت زير :  

1000N  

Rx

Ry  A  

C  

B  

Tsin60 

Tcos60

x  

y

  
  :  براي پيدا كردن كشش كابل داريم Cبا استفاده از رابطه تعادل گشتاورها حول نقطه شود. مؤلفه افقي و عمودي تجزيه مي، به دو  AD (T)كشش كابل ي نيرو

C
T

M ( ) ( ) ( T ) T N          2 25 3 31 25 82 2 2 2 2
          

  

 ياتاقان مقدار نيروي وارد بر  :41مثالA ت؟وتن اسدر شكل زير چند ني  

1 (1824  

2 (2 72  

3 (2218  

4 (1727  

 

550 

250 

F = 3.8 kN 

A 

 
 :و برقراري رابطـه تعـادل گشـتاورها حـول      با ترسيم دياگرام جسم آزاد محور  »4«گزينه  پاسخ

  خواهيم داشت:  Aبراي محاسبه نيروي ياتاقان  Bنقطه 

AF N 1727B AM ( / ) (F )      33 8 1 25 55    

 
250 300 

 3.8103 

FA 

B A 

FB 

 
  

 طول اهرم شكل زير چند متر است؟ در حالت تعادل،  :42مثال  
1 (2                   
2 (25/1  
3 (1                  
4 (75/  
  :لب و        با رسم دياگرام   »3«گزينه پاسخ جسم آزاد كـل اهـرم بـه عنـوان يـك جسـم صـ

  برقراري رابطه تعادل مناسب داريم: 

AM ( ) ( a)          2 15 3   
a mm m  1 1  

  
  

A

150mm

F1 2000N

F 300N

a
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 جهت برقراري تعادل كره روي سطح در وضعيت نشان داده شده نيروي  :43مثالP (سطح را بدون اصطكاك در نظر بگيريد) باشد؟چه مقدار مي  
1 (/ N141 4  
2 (/ N73 7  
3 (N1   
4 (/ N94 1  
 

  

 :خواهيم داشت:نيروها آزاد كره به صورت زير و استفاده از روابط تعادل  با رسم دياگرام جسم  »3«گزينه  پاسخ  

/y A A

/x A

F N sin N N

F P N cos P cos N

      

       

1 45 141 4

45 141 4 45 1



 

   

   
  

  است.عمود بر سطح تماس همواره العمل كه نيروي عكس اين نكته را مدنظر داشته باشيد
  

 طه العمل سطح در محل نقعكس :44مثالA نظر شده است)است؟ (از اصطكاك صرف كدام  

1 (W8/3  
2 (W3/3  
3 (W4/2  
4 (W7/4  

 

30 20

2W2W

W

AB

 
 :و برقراري روابط تعادل نيروها داريمبا رسم دياگرام جسم آزاد سه گلوله به صورت يكپارچه  »2«ينه گز پاسخ:  

  

x A B
A

y A B

F N cos N cos
N / W

F N sin N sin W

 

 

   

  

      
    

7 6
3 3

7 6 5
  

  
  

 در آخرين لحظه برقراري تعادل، مقدار نيروي وارد بر فنر چه مقدار است؟ (وزن شخص  :45مثال N2 (در نظر گرفته شود  
  
  
  
  
  

  

1 (3/114  

2 (1/57  

3 (2   

4 (/2 2 4 

 

100cm200cm

B
A

60 70
BN AN

5w

45

P

100N

AN

100N

45

2 2x y 1 

P
A

A

150mm

F1 2000N

F 300N

a
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 :گـاه غلتكـي   يـه در آخرين لحظه تعادل (آستانه حركـت) تك نكته مهمي كه براي حل اين مسأله بايد به آن توجه كنيد اين است كه  »2«گزينه  پاسخ

(B) باشد. اگر كشش كابل در دست شخصالعمل صفر ميداراي عكس، F هـا ها و قرقرهبه دليل ارتباط كابل فرض شود، كشش در فنرF

2
خواهـد بـود. بـا     

  در آستانه حركت و برقراري رابطه تعادل گشتاورها داريم: ABرسم دياگرام جسم آزاد تير 
  

/ 57 Aنيروي وارد بر فنر  1
F F

M [( F) ] [ ]         2 2 32 2         
  

 در محل العملعكسمقدار نيروي  :46مثالB   با فرض اين كه وزن ميلهAB، N4 است؟ باشد، كدام  
1 (/ N6 6 1  
2 (9/51  
3 (4/237  
4 (3   

 R 30cm

C
B

10cm

120cm

A

 :باشد، لذا در العمل همواره عمود بر سطح تماس مينيروي عكس »1«گزينه  پاسخ
  داريم: (B)در محل تماس  ABآزاد تير  دياگرام جسم

  

  

  داريم: (B) تماساز هندسه شكل در محل 

/sin  
1 333
 
  

  
  

/ BC12با توجه به هندسه شكل برابر است با:  ABله طول كلي مي /( ) 12 28 3 148 3   باشـد.  ، محل اعمال نيروي وزن ميله در وسط طـول فـوق مـي
)Aسپس بـا اسـتفاده از رابطـه تعـادل     شود،زيه به دو مؤلفه عمودي و افقي تج BN، لازم است نيرويBالعمل سطح در نقطه براي محاسبه مقدار عكس M ) 

A/   گردد:ميمحاسبه  روبروبه صورت BNمقدار B B

/

/
M ( ) (N sin ) N / N

sin

        

  

148 34 148 3 6 6 62
33

     


  

  

 وزن دو ميله مشابه هر كدام به  :47مثالW  و طولL2 در نقطهO اند. در حالت تعادل زاويـه  سكوي بدون اصطكاك قرار گرفته لولا شده و روي 
  چه مقدار است؟

1 (Arcsin 3 1
2  2 (Arcsin 3 2  

3 (Arcsin 39 2  4 (Arcsin 3 19 2 

 :لازم است دياگرام جسم آزاد يكي از قطعات و دياگرام جسم آزاد مجموعه دو قطعه به صورت مجزا ترسيم شوند:  »4«گزينه  پاسخ  
  

      y
W

F Nsin W N
sin

     
 2 2   

  
  
  

                      o
L

M (N ) (W Lsin )
sin

      
 2   

  

           W L
W Lsin sin sin

sin sin
         

 
3 3 12 12 2  

  

                                         Arcsin , Arcsin Arccos     3 3 31 1 192 2 2   
  

N

WW





N

C

A

L

O

 D

B



yO

L

2

N

xO

W

L

B

30
10

C

D

2 230 10



400N

BN



A
B

200cm

A

200 F F

2

100cm
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 ميله وزن   :48مثالAB، N2 گاه العملي تكيهمقدار گشتاور عكس. استA كدام است؟ (قطر قرقره / m2 شود)نظر ميو از اصطكاك آن صرف  
1 (N.m125   
2 (N.m2  
3 (N.m22  
4 (N.m184 

 A
2m B

500N

 :تير  با رسم دياگرام جسم آزاد »3«گزينه  پاسخAB  و با توجه به اينكه در سراسر كابل
5متصل به وزنه     5نيوتني مقدار كشش  باشد، داريم:نيوتن مي  

/ /A A

A

M M ( ) ( ) ( )

M N.m

       
 

         
 

2 1 5 1 9 5 2 1
22  

  

 وزن تير  :49مثالAB، N3وزن چرخ ،N1 قطر آن وcm5  است. كشش در كابل متصل به نقطهB قدار است؟چه م  
1 (N12  
2 (N126  
3 (N134  
4 (N14 

 

30

B

A C

50cm 50cm

 :تير همزمان با رسم دياگرام جسم آزاد  »2«گزينه  پاسخAB چنين با توجه به و چرخ و هم
  داريم: ،باشدمي  (T)كشش در كابل يكپارچه واحد اين كه مقدار 

/AM ( ) (T ) (Tsin ) (T cos )          31 5 1 3 5 3 2 5           

T N 126  
  

 استوانه يكنواختي با سطح صاف و وزن  :50مثالW    را به دو نيمه مساوي تقسيم نموده و سپس آن دو نيمه را مطابق شكل كنار يكـديگر روي يـك
براي آنكه دو نيمه  W1دهيم. حداقل مقداردر كشش قرار مي W1هايوزني را توسط وزنهدهيم و براي ثابت ماندن موقعيت آن، نخ بيسطح صاف قرار مي

  از هم جدا نشوند كدام است؟

1 (W

2  2 (W


  

3 (W


2
3  4 (W


4
3 

  

   :باشـد. نيـروي وزن هـر قسـمت در     ها ميعامل جداكننده دو سطح نيم استوانه از يكديگر، گشتاور حاصل از وزن آن توجه كنيد كه » 3«گزينه پاسخ
  . لذا:كنددايره) اثر ميمركز سطح آن (مركز سطح نيم

  

A
W R W

M (W R) ( ) (W R) W         
  1 1 1

4 222 3 3   
  

  كنند.العملي به يكديگر وارد نميها در آستانه جدا شدن از هم قرار دارند بنابراين نيروي عكسدايرهلازم به توضيح است كه چون نيم
  

  

30

B
A C

50cm 50cm

310

T T

2.5cm

yAR

xAR

200N 500N 500N

0.1m0.1m

yAR

xAR
A

AM

1.9m

B
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 كشش در كابل: 51مثالBC است و شعاع قرقره نظر شدهچه مقدار است؟ (از اصطكاك در قرقره صرف


L

  است) 1

1 (/ W 3  

2 (/ W 4  

3 (/ W 6  

4 (/ W 5  

 

L

2

L

2

W

B

C

A
كابل 

 

 :با رسم دياگرام جسم آزاد تير  »4«گزينه  پاسخAB قراري رابطه تعادل گشتاورها نسبت به و بر
  خواهيم داشت: Aنقطه 

/A
L L L

M (T L) (W ) (W ( )) T W           51 2 1  
 

  

  
  

  
 وزنه  :25مثالW  توسط كابلAC و دو فنر مطابق شكل در حالت تعادل قرار گرفته است. اگر طول كابلmm 5   و طول اوليه هر يك از فنرهـا

. (ضريب سختي فنرهاWباشد، مطلوب است محاسبة وزن mm45قبل از كشيده شدن AD
N

K
m

 و 5 AB
N

K
m

   باشد)مي 15

1 (W / N 7 59  

2 (W N163  

3 (W N 21  

4 (W N168  

  

330 mm

160 mm

320 mm

140 mm

580 mm 460 mm

A

B

C

D

W

 
   :با توجه به هندسه شكل داريم:»  3«گزينه پاسخ  

  mm   طول فنرها قبل از كشيده شدن45

L ( ) mm      2 232 6   بعد از كشيده شدن ADطول فنر 68

L mm     2 233 44   بعد از كشيده شدن ABطول فنر 55

AB ABF k . ( ) N       315 55 45 1 15     AD ADF k . ( ) N       35 68 45 1 115      

  داريم:  Aبا رسم دياگرام جسم آزاد نقطه 

x AC AC

y

F ( cos ) (T sin / ) cos T /

F W ( / cos / ) ( sin ) ( sin ) W N

  

  

   

    

       


        




115 28 16 3 15 36 7 59
7 59 16 3 115 28 15 36 21

  

  

  

B

T

A
W

WyAR

xAR

36 28

W

TAC

150N 
115N

A
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2400 mm



50 N

 گاهالعمل تكيهكسنيروي ع ،در صفحه داده شده در شكل :35مثالA ) را حساب كنيد؟CG مركز ثقل بوده و وزن صفحه W #   است) 2

1(/ lb153 9   
2(/ lb231 4   
3(lb1 2   
4(lb113   

 

60

2010

A

CG

 :اين سه نيرو  دبايپس در حال تعادل داريم  يچون سه نيرو»  3«گزينه  پاسخ
با  Tدر يك نقطه متقاطع باشند و يا هر سه موازي باشند. از طرفي نيروي كششيا 

lb2نيروي وزن (  در نقطه (O العملبنابراين نيروي عكس ،متقاطعندA   نيـز
خواهد بود. اكنون كه راستاي Aراستاي نيروي OAبايد از اين نقطه بگذرد و خط

ا تشكيل مثلث نيروها بـه طريـق   دانيم، بنيروها و همچنين مقدار يكي از آنها را  مي
lb2. نيروينمودنيروها را حساب  توانمي هندسي     را در جهت قائم رسـم مـي

كنيم تا رسم مي Aو  Tكنيم. از دو انتهاي آن دو خط به موازات راستاي نيروهاي
  ) قطع كنند. 3ه (كديگر را در نقطي

  

 T

A

L

C.G

 

O

30

60

 20 R10

 

) 1داريـم. زاويـه (   نيـاز  به زواياي مثلـث  Tو Aمثلث نيروها است. حال براي محاسبه نيروهاي 123مثلث 
3برابر ست زاويها درجه است، لذا كافي  يا زاويه)شود كه:  ) را حساب كنيم. از شكل مشاهده مي  

tan
L

 
2 

شود:به صورت زير محاسبه مي Lكه 
  

  
L

tan L tan  6 1 61
   


 

: توان نوشتمي در نتيجه
  

 
tan tan / /

tan
     


2 1 155 49 11 6


 
 

 
C.G

1

60


T

O
3


A



O
2

200



30

  

  ها محاسبه نمود:را با استفاده از قانون سينوس T و Aتوان مقدار نيروهاي ) مي(و در نتيجه زاويه با معلوم بودن زاويهو 

sin
A lb

A T sin /sin / ( / ) /
sin sin sin

T sin / lb
sin /







   
       

  
 


 

              
     

2 3 1 22 1 9756 18 49 1 3 1 9 3 2 153 9
1 9  

  

 ستوانهدر شكل زير وزن ا :45مثال kg1شعاع آن ، mm2 و شعاع بزرگتر آن mm5      است. براي آنكه لغزش بـين اسـتوانه و سـطح حركـت
  وجود نيايد، حداقل ضريب اصطكاك لازم كدام است؟به

1 (5/1  

2 (2/1  

3 (4/1  

4 (7/1  
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O
fF

    :گردد:دياگرام جسم آزاد استوانه به صورت روبرو ترسيم مي»  1«گزينه پاسخ  
  

  ها داريم:باتوجه به رابطه سينوس
.N

.N N
sin

Sin( )Sin Sin( ) tan





            

1515
9

2

  

  .N
sin / tan / /


         

125 56 4 56 4 1 515 15 
        oM ( ) ( .N ) .N               5 5 2 125  

  

 نيروي :55مثالF i j k lb  
   

6 3 )اي به مختصاتاز نقطه 6 , , )2 1 )دستگاه معادل اين نيرو را در نقطه ،گذردمي 1 , , )6 1   معين كنيد؟ 12

 :دستگاه معادل اين نيرو، نيروي پاسخF


)است كه از نقطه   , , )6 1 12 ر آن برابر با لنگر اين نيرو بگذرد به علاوه جفت نيروئي كه لنگo(M نسـبت   (
oM  به  نقطه اخير باشد يعني:  r F [( )i ( ) j ( )k] [ i j k] ( i j k) ( i j k)                 2 6 1 1 1 12 6 3 6 4 9 2 6 3 6

              
   

k j k i j i i j k lb ft
        

         12 24 54 54 12 6 48 12 42  
  

 ؟ترين برآيند سيستم شكل زير را بيابيدساده :56مثال  

 :اي وارد بر صفحه، يروهمقدار برآيند نتوجه كنيد كه  پاسخlb3    و در راستايz-    اسـت. بنـابراين
. فـرض  جايگزين نمـود  منفرد معادل با سيستم نيروي اوليهدر آن يك نيروي  بتوان اي وجود دارد كهنقطه
تـوان گشـتاور ايـن نيـروي برآينـد را حـول       مـي حـال  بگذرد.  x)و(yاز نقطه منفرد نيروي كه اين كنيد

اصلي حول همان محورها برابر قرار داده و معادلات عددي كـه   نيروهاي با گشتاور سيستم yو xمحورهاي 
  كنند به دست آورد. مشخص ميرا  yو xمقادير

  ، داريم: xشتاورها حول محور با برابر قرار دادن گ 
( )( ) ( )( ) ( )( ) y y / ft    3 2 2 2 4 1 3 12 7      

  ، نيز داريم:yو با برابر قرار دادن گشتاورها حول محور 
  

( )( ) ( )( ) ( )( ) x x        3 2 2 4 4 4 3 6  
  

تـرين برآينـد سيسـتم نيروهـاي مـوردنظر، نيرويـي اسـت بـه         سـاده  بينيـد طور كه مـي همان بنابراين
lb3بزرگي  راستاي درz كه در نقطه( , , )6 12   شود.بر صفحه وارد مي 7

  
  

 معادل بار وارد شده را در نقاط :75مثالAوB  حساب كنيد؟  

 :شود مسـأله را بـه روش بـرداري    وصيه ميچون شكل سه بعدي است، ت پاسخ
  حل كنيد. 

. بـردار آزاد  شـود گرفته ميمطابق شكل در نظر  Aنقطه  درمحورهاي مختصات 
)گشتاور جفت  lb , lb)   1 iبرابر  1 lb ft


  1 . نيروهـاي  باشـد مي 4

iوارده  lb


 4  و( i j k) lb
  
 

5 4 8 4
96

هستند. بنابراين برآيند يا منتجـه   

  باشد:  نيروي زير مي Aنيروها در نقطه 

F i ( i j k) ( ) i j k       
5 5 1 54 4 8 4 4
4 6 6 6 6

                   

4 

100 lb 

20 4 

100 lb 

z 

y 

A B 
4 

4 

8 

500 lb

400 lb 
x

 
  

x

20lb

z

30lb 40lb

y

(4,10)ft
(2, 2)ft

(4, 2)ft

(a)

z

x

y

nF 30 lb 

(b)

(x, y)
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  :آن برابر است با جفت گشتاورو 

 AC i ( i k) (i j k) i k j j i
                           

5 2 1 2 44 2 4 2 4
6 6 6 6 6  

( )i j k (lb-ft)
               

4 8 24
6 6 6

  

  نيروي وارده داراي همان مقدار است:  Bبراي تعيين منتجه در نقطه 

  F ( )i j k   
5 1 54

6 6 6
           

: آن برابر است با جفت گشتاورو 
  

  
BC i ( k) (i j k) i j i ( )i j (lb ft)
                          

            
5 2 4 1 24 4 2 4 4 1

6 6 6 6 6
  

  

 رد بر لولة خميده شكل داده شده تا نقطهفاصله خط اثر برآيند سه نيروي وا :85مثالA  ست؟اكدام  
1(cm193  
2(cm185  
3(cm191  
4(cm187  

 300 N 

150 N 
220 N 

20 cm 
20 cm 

160 cm 
A 

 
  :ه جاي نيروهاي وارد بر اين قطعـه، يـك نيـروي منفـرد جـايگزين      اگر بتوان ب  »1«گزينه  پاسخ

  نمود، مقدار آن نيرو برابر است با: 
R N       3 15 22 23  

  

N23ضمناً توجه كنيد كه محل اثر اين نيروي   ليه وارد بر قطعه نسـبت  اي از قطعه است كه گشتاور حاصل از آن با گشتاور حاصل از نيروهاي اودر نقطه
AM  به همان نقطه يكي باشد، لذا:  [( ) ( ) ( )] [ y] y cm         3 2 15 16 22 18 23 193          

  

 ؟اگر بتوان به جاي سه نيروي شكل زير، يك نيرو جايگزين نمود، محل صحيح اثر آن نيروي منفرد كدام است: 59مثال  
1 (7/2  
2( 125/3  
3( 2  
4( 4  

 

1 m 1 m 2 m 

A 

1N 2N 5N

 

 :توان سه نيروي فوق را با يك نيرو جايگزين نمود كـه دو شـرط برابـري    به شرطي مي  »2«گزينه  پاسخ
:     نيروها و برابري گشتاورها به شرح روبرو برقرار باشد. N  1 2 5   اندازه نيروي معادل8

:( .x) ( ) ( ) ( ) x / m       8 1 1 2 2 5 4 3   محل اين نيروي معادل 125
  

 چند برآيند سه نيرو و جفت نيروي وارد بر محور شكل  :60مثالlb-ft ؟ستا  

1(j

55  

2(j273


  

3(j1


    

4(j975


  

 
z 

50 lb 

10 

x 

10 

50 lb 

500lb-ft 

100 lb 

y 

5=r 

  

x

8

N230

A

y
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10 kN

A
20 kN.m

 :شود كه مجموع نيروهـاي وارده بـر محـور و صـفحه صـفر      . ملاحظه ميگيريمدر نظر مي مسأله مطابق شكل را محورهاي مختصات»  3«گزينه  پاسخ
  گشتاور اين جفت برابر است با:  .ترين دستگاه معادل اين دستگاه (يعني برآيند) يك جفت نيرو استاست، بنابراين ساده

  C j [ j k] [( j i) ( )k] j j j         5 2 5 1 5 1 5 5 1
         

                
Cستگاه نيروهاي وارد بر اين محور معادل يك جفت با گشتاوري به مقدار مساوي بنابراين د j1

 
    .است  

  

 سرتاسر تيري به طول  :61مثالL تحت شدت بار يكنواختN

m
 واردنيروهاي  قرار گرفته است. برآيند(F) كرده و نيز نقطه تقاطع محل  را حساب

 را با تير معين كنيد؟(x)آن

 :مقدار برآيند   پاسخ
L L

F dx dx L     
است. اگر محل تقاطع خط اثر با  

  از يك سر تير فرض كنيم، خواهيم داشت:  xتير را با فاصله

L L
L

L L
F.x x dx xdx , x

F


      

2
2 2

2 2 
  

  گذرد. (يكنواخت) نيرويي است به اندازه  مساحت آن بار گسترده كه راستاي آن از وسط بخشي از تير مي بار گسترده مستطيلي بنابراين منتجه
  

 منتجه نيروهاي وارد بر تير شكل زير را پيدا كنيد؟محل اعمال  :62مثال  
  
  
  
  

  
  

 :شويد كه بر قطعه يك بار گسترده مستطيلي و يك كوپل نيرو وارد شده است. پس اندازه نيروي معادل به شكل زير دقت كنيد، قطعاً متوجه مي پاسخ
w  بار گسترده مستطيلي وارد بر قطعه برابر است با:  برآيند اين سيستم نيرو برابر با معادل بار گسترده مستطيلي است.  .L ( ) N  1 2 2       

  :از طرف چپ تير قطع كند خواهيم داشت (لنگر نسبت به طرف چپ تير) xاي به طول تير را در نقطه، (w)بنابراين اگر محل اين برآيند 
x ( ) ( ) N.m              2 2 1 1 4 16  

x                                و در نتيجه داريم: m8  
  

 سيستم نيروي معادل شكل زير كدام است؟ :63مثال  
  
  
  

)1(  )2(  
  

  

  
)3(  )4(  

   :ايـن  » 1«قـط در گزينـه   ف باشـند. مـي و برابـر  نيرو و گشتاور يكسان  و راستاي جهت ،هاي نيروي معادل داراي اندازهسيستمدانيد كه مي  »1«گزينه  پاسخ

همانند گشتاور شكل صورت سؤال نسبت به  Aو به سمت بالا است و گشتاور آن نسبت به نقطه  N1اندازه نيروبينيد در شكل اين گزينه مي شرايط برقرار است.
  باشد.و پادساعتگرد مي A ،kN.m2نقطه 

10 kN

A
2 m10 kN

2 m A

10 kN
2 m A A 2 m

10 kN

W

8m5m

1000N 

1000N

2m

20m
x 

y 

N

m
100  x 

2m

x 

L 

x F

y 
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 گذرد، به ترتيب چند متر است؟اي كه برآيند اين دو نيرو از آن مياند، مختصات نقطهيرو عمود بر صفحه ورق مطابق شكل اعمال شدهدو ن :64مثال  
  

1 (x m , y m 2 15  

2 (x m , y m 15 13  

3 (x m , y m 12 11  

4 (x m , y m 1 9  

 

 1 m 

 A 

 5 m 

 4 m 

 3 m 

 B 
 3 m 

 600 N 

 x 

 y 

800 N 

  
    :هدف از طرح اين مسأله، يافتن نيروي معادل و محل اثر آن است. با اين توضيح، نيروي برآينـد (كـه مقـدار آن برآينـد نيروهـاي        »3«گزينه پاسخ

N2وارده بر شكل و   شد: شود كه گشتاور هر دو سيستم نيرو يكسان بااست) در محلي اعمال مي  
( )  6 4 24     گشتاور حول محورy         ( ) ( )    8 5 6 3 22       گشتاور حول محورx  

 x x

y y

   
   

   
    

24 2 12
22 2 11                                       8 6   برآيند دو نيرو 2

  
 گاه تكيه نيرويي ملالععكس :65مثالA  چند نيوتن  ،شكل زيردر(N) باشد؟مي  

1 (13521  

2 ( 1 73  

3 (11531  

4 (12312  

(x)
2( kx )   

 

B 

A 8 m 

2024 N 
m 

1000 N 
m 

 
 :گاه تكيهنيرويي العمل منظور از عكس  »2«گزينه  پاسخA  يعني مقدارAR .  

ARبرآيند بار گسترده                                      ابطه تعادل نيروها داريم: با استفاده از ر   
ابتدا بايد معادله منحني بار گسترده مشخص شود و سـپس نيـروي متمركـز معـادل آن را كـه      پس 

Kx          آوريم.                     برابر با سطح زير منحني شكل است به دست مي   2
  

 

x  با استفاده از شرايط مرزي داريم:  x
K x


        

             
281 16 1 161 2 24

 

A
x

dx ( x )dx x ] N R        
8 8 832 161 16 1 1 733  

        نيروي متمركز معادل برآيند بار گسترده =  

  
 گاهتكيه العملعكس :66مثال A چند كيلونيوتن است؟ ،هاي بيضوي و مستطيلي قرار داردكه در معرض بار ،در تير شكل زير  

1 (17  

2 (/18 9  

3 (/5 15  

4 (71/19  

 4m 

3KN/m  

2m 2m 5m 1m 

B 

A 

3KN/m  

  
 

AR
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  :جاي بارهاي گسترده مستطيلي و بيضوي نيروهاي متمركز معادل ابتدا بايد به »3«گزينه پاسخ
گاه بار گسترده مستطيلي روي تكيه نيروي متمركز معادل اثر مناسب جايگزين كنيم. محلرا در محل 

B  گاه نسبت به تكيهاست و فقط بار گسترده بيضويB .صـورت مقـدار نيـروي     در ايـن  گشتاور دارد
  .شودمي 15/5برابرطبق محاسبات زير  Aگاه العملي تكيهعكس

B A AM (R ) ( / / ) R / kN       8 11 78 3 5 5 15  
  باشد: بيضي و محل اثر آن در وسط بار گسترده بيضوي ميقدار نيروي معادل بار گسترده بيضوي برابر است با مساحت نيمتوضيح: م

/
/

 


3 2 5 11 782  
  

 گاه العمل تكيهنيروي عكس  :67مثالA  كدام است؟  

1 (N/58 6  

2 (N/63 2  

3(N/56 3  

4(N/64 55 

 

N50

B

A C

N1

2m

m3

m4

1m 3m

 :ابتـدا   پـس سازه مورد نظر يـك قـاب اسـت،     بينيدطور كه ميهمان  »1«گزينه  پاسخ
صورت مجـزا ترسـيم   به )BCو  AB هايدياگرام جسم آزاد قعطات اصلي سازنده آن (ميله

باشـد)  شوند، سپس با برقراري شش رابطه تعادل (هر جسم داراي سه رابطه در صفحه ميمي
  كنيم:به صورت زير عمل مي

  

  

x x x

y y y

y x B

x x x

y y y

y x C

B A ( F )

B A ( F )

( ) (A ) (A ) ( M )

C B ( F )

B C ( F )

( ) (B ) (B ) ( M )

 

   

   

  

 

  

   


   


      
 

   
   
       










1
1 2 3 4

5

5 3 3 4

  

  خواهيم داشت: به دست آيد، لازم است روابط فوق همزمان حل شوند، در نتيجه   Aگاه هاي افقي و عمودي تكيهالعملعكسبراي اين كه 

  N/x yA A A / /    2 2 2 26 25 58 3 58 A(xگاه (نيروي تكيه 6

y

A /

A /

  

6 25
58 3  

  

 گاه لولايي تكيهمقدار نيرو در   :68مثالB شود)نظر مي(از وزن قطعات صرف ؟كدام است  

1 (/ N3 5 7  

2 (N/96 7  

3 (N29  

4 (/ N332 4 

xB

yB 5

yC

xC

xB

yB1

yA

xA

AR 11.78 BR

12



1m

2m

C

A
100N

4m
N

20
m

3m

0.5m

D

B
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 :ي قـاب اسـت  شود كه اين مسأله يـك مسـأله  مشاهده مي  »1«گزينه  پاسخ ،
و  شـده آزاد دو قطعه آن به صورت مجزا رسـم   دياگرام جسم بايدقاب اين براي حل 

  زمان حل شوند. لذا:روابط تعادل حاصل هم
  

/C x xM (B ) ( ) ( ) B / N          3 1 4 5 8 2 96 7      

  

                     yB N  29D x yM (B ) (B )      3 1   
  

  را به صورت زير به دست آورد: Bالعملي در عكسمقدار نيروي  تواناند، ميمشخص شده Bگاه العملي تكيهي عكسهاحال كه مؤلفه

  /x yB B B /     22 2 229 96 7 3 5 7  
  

 قاب شكل زير به وسيله پين در نقاط  :69مثالA ،E  وF گاه العمل تكيهاتصال داده شده است. راستاي عكسF كند؟از كدام نقطه عبور مي  
1 (A  
2 (B 

3 (C 

4 (E  
 

 :قطعه  اگر به شكل دقت كنيد» 2«گزينه  پاسخABE العمل نقاط بينيد. بنابراين نيروهاي عكسرا يك جسم دو نيرويي ميE  وA    در راسـتاي قطـر
AE گاه العمل تكيهكنند كه بايد اين سه نيرو همگرا باشند، يعني عكسهستند. در كل سازه، تنها سه نيرو اثر ميF  از محل برخوردAE يـروي  و راستاي ن

P گاه العمل تكيهگذرد، بنابراين نيروي عكسميF  مجبور است از مركز مستطيلABEF  بگذرد كه اين راستا تنها نقطهB شود.را شامل مي  
  

 گاه العمل افقي تكيهدر مكانيزم شكل زير عكس :70مثالB كدام است؟  
1 (F 

2 (F3
2  

3 (F

2  
4 (  
   :با رسم دياگرام جسم آزاد كل شكل داريم:»  3«گزينه پاسخ  

  

B y y

y y y y

L F
M (F ) (A L) A

F F
F A F B B F

        

        





2 2

3
2 2

 


  

 

  توان نوشت:يك جسم دو نيرويي است پس مي ACقطعه ضمناً 

                                     x
F

Ax Ay A      2  

xFحال از رابطه  :در دياگرام جسم آزاد شكل كل سازه داريم  

                              x x x
F F

A F B B F     2 2  
  

  

  
  

yD

xD

xB

yB

D

B
xB

xC

80N

100N

yB

yC

A

B

C

L

2

L

2

L



A

C




P
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 در شكل مقابل سه عضو :71مثالABCD وEB وFC هاي مفصلي گاهتوسط تكيهE وF  و تكيه گاه غلطكيA  هـاي و مفصـلB وC   بـراي
تحمل يك بار 1 گاه تكيه العملدهند. عكسكيلونيوتني تشكيل يك سازه پايدار را ميA كدام است؟  

1 (kN225  

2 (/ kN41 7  

3 (kN24  

4 (kN252  

  

 

1

00
 K

N

4m

4m

1m

3m

6m

A B
D

C

E

F

 
   :براي حل مسأله لازم است سه عضو»  1«گزينه پاسخABCD،EB وFC  را جدا نموده و براي هر يك معادلات تعادل مربوطه را نوشت. با توجه

  تر آن است كه بنويسيم:اند سادهدو نيرويي FCو EBبه اينكه دو عضو 

  B FC FCM F F kN
/

             2 3 1 4 243 6  

C EB EBM F F / kN            4 3 1 1 41 75  

x x FC EB xF A F F A kN
/

           3 3 2253 6 5  
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  فصل اول آزمون

 1 ـ برآيند بردارهاي شكل زير كدام است؟  

1( F2  

2( F  

3( ( )F2 2  

4( ( )F2 3  

 

30 
30 

30 
30 

30 
30 

F 
F 

F 

F 

F 

F 
F  

 2ـ بردارAB


  كدام است؟  

1(i / j k
  

  5 7 5 4  

2(i / j k
  
 5 7 5 4  

3(i / j k
  
 5 7 5 4  

4(i / j k
  

  5 7 5 4  

 

B 

7.5m 

5m 

x 

y 

z 

4m 

A 

 

 3 ـ تصوير بردارA i j k  
   

 1 2 Bبر بردار  3 i k 
  

1   كدام است؟  12

1( 5
5
 
 

  2(  5
244

  3( 136
244

  4( 136
5  

  

 4 ـ اگرV i
 

1 3 ،V V 
 

1 Vو  2 V k 
  

1 2 Vباشند، آنگاه بردار 12


  كدام است؟  2
1( i j

 
3 4  2( i j

 
 3 4  3( j


4  4( j


4  

 5ـ گشتاور شكل زير را به يك سيستم نيرو ـ گشتاور فقط در معادلـ سيستم نيروA  خلاصه كنيد؟  

1 (
N.m

N

M

R

 




1
4



     2 (

N.m

N

M

R

 




3
3



    

 

A 

10N.m 

40N 

N
q 300

m
  

200mm  
3(

N.m

N

M

R 

 




13
5

    4(
N.m

N

M

R

 




2
4



    

 6برآيند نيروهاي شكل مقابل برحسب  ـF كدام است؟              
1(F2  
2(F3   
3(F4   
4( F5  

 

   F 
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 7 برآيند دو نيرويـF1  وF2   چند نيوتن است؟  

1( 7  

2(1 7  

3(1 4 3  

4(( )1 4 3   

 1F 10 3N  

2F 10N  

60 

30 

 

 8 نيرويـN2 مود و به سمت پائين)، گشتاور اين نيرو حول مركز دسته فرمان چند نيوتن متر است؟ گردد (عروي ميله دسته فرمان و در صفحه آن اعمال مي  

1(/3 75  
2(/3 5  
3(/2 86  
4(/2 2  

 

O 

20N 

150mm 

35 

  

 9 دو دستگاه مختصاتـXYZ وxyz انـد. بـردار وضـع نقطـه     در شكل زير نشان داده شده''O''    مبـدأ مختصـات دسـتگاهXYZ    نسـبت بـه

به صورت xyzدستگاه
  
R i j k  1 6 xyz ،rنسبت به دستگاه  Pاست. در صورتي كه بردار وضع نقطه 5 i j k   

   3 2 باشـد، بـردار وضـع     6
  كدام است؟  XYZنسبت به دستگاه Pنقطه 

1(i j k 7 4 11
  

  

2(i j k  7 4 11
  

  

3(i j k 13 8 11
  

  

4(i j k  13 8 11
  

  


r


R

 

Y 

X 

Z

y 

x 

Z
O

P 

  

 10 معادلات تعادل يك سيستم نيروي متقاطع با محور ـx ها كدام است؟  

1( 
x

y

z

F

M

M

 
 














  2 (
x

x

y

F

M

M

 
 
 











  3( 
x

y

z

M

M

M

 
 














  4( 
x

x

z

F

M

M

 



 











  

 11 كابلـAB  كيلو نيوتن به لچكي 5/7نيروي كششي معادلA كند. اين نيرو معادل كدام است؟ در شكل زير وارد مي  

1(/
( i j k) 

7 5 5 2
38

  
  

2(/
( i j k) 

7 5 3 2 5
38

  
  

3(/
( i j k) 

7 5 3 2 5
38

  
  

4(/
( i j k)
  
 

7 5 5 2 5
38

  

 z 

A 

1m 

y 

T=7.5kN 

x
2m 

B 
4m 

5m 
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 12 براي بلند كردن تيرـ3 متري مطابق شكل زير، نيروي كششT  كيلونيوتن متر حول نقطه  72در كابل بايد گشتاوري به اندازهO   .ايجاد كنـد
  است؟  kNچند  Tمقدار 

1(/7 5  

2(/6 4  

3(/9 52  

4(/7 59  

 

30m 

60 

T 

O 

12m  
 13 كابل كشش ـT   چند نيوتن است؟  

1(225 2  

2( 25  

3( 25 2  

4( 5   
  

 

100N 

45

T

 
 14 گذرد، به ترتيب چند متر است؟ برآيند اين دو نيرو از آن مياي كه اند، مختصات نقطهدو نيرو عمود بر صفحه ورق مطابق شكل زير اعمال شدهـ  

1 (
m

m

x

y

 




2
13
    2 (

m

m

x

y

 




15
13

     

 

 1 m 

 A 

 5 m 

 4 m 

 3 m 

 B 

 3 m 

 600 N 

 x 

 y 

800 N 

 

3 (
m

m

x

y

 




12
11

    4 (
m

m

x

y

 




1
1



     

 15 گاهالعمل تكيهنيروي عكسـA  چند نيوتن است؟  
1( 13521  
2( 1 73   
3( 11531  
4( 12312  

 
N

2024
m

N
1000

m

2y y kx 

x A 

y 

8m  
 16 دياگرام جسم آزاد ميلهـAB شود)نظر مياي شكل زير كدام است؟ (از وزن قطعات صرفزم چهارميلهدر مكاني  

  
  
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  

  

Ay 

By+100

Ay

By 

Ax

Ay

By -100 

Ax

Ay 

By 

A

B

1.1m

D

0.4m

100N
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 17 در گيربكس كاهنده شكل زير، نيرويـ N2 و دو گشتاور8 و12 گاهعمودي كه تكيهگردند. نيروي نيوتن متر وارد ميA كند كدام است؟ تحمل مي  

1( 568  

2 (486  

3 (588  

4 (628  

 

200 N 
150 mm 200 mm 

80 N.m 120 N.m 

A B 
 

 18 ـشود را براي تحمل بالا و پايين رفتن موج ساختهشكن تا پل شناور كه توسط دو غلتك مطابق شكل نگهداري ميگذرگاهي از موجـ  ز اند. اگر مرك

جرم گذرگاه  3  كيلوگرمي در نقطهG باشد، نيروي زير غلتكA  كدام است؟m
(g / )

s
 29 8  

1( 1357  

2( 1358  

3( 1472  

4( 14 2  

 

4m  

4m  

A  
G  

B  

T  

30  

 
 19 گاهالعمل تكيهعكسـA  چند نيوتن است؟  

1( 24  

2( 64/26  

3( 24/4  

4 (49/8  

 

B 

4m 

N
q 6

m
  

A 
O 

 
 20لب ميدرجه نامعيني سازه شكل زير كدام است؟ (تمام گره ـباشند)ها ص  

1( 3  
2( 6  
3( 1  
4(   
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  دومفصل 

  »(Trusses)خرپاها  «

  

 گاه افقي تكيهالعمل در خرپاي شكل زير عكس :1 مثالA است؟ برابر كدام گزينه    

1(N2  

2(N16  

3(N8   

4(N32  

 

1m 1m 1m 1m 1m 1m

C
A G

0.75m

0.75m

B

E

D E 20N

300N

 
 :گاه لولايي العمل افقي تكيهباشد، پس نيروي عكسبا توجه به اين كه خرپا معين استاتيكي مي»  1«گزينه  پاسخA    با استفاده از ديـاگرام جسـم آزاد

  باشد.  ا مييعني همان بار افقي وارد بر خرپ N2كل خرپا برابر 
  

 وضعيت خرپاي روبرو كدام است؟   :2مثال    
  ) ناپايدار 1
  ) پايدار و معين2
  ) پايدار و دو درجه نامعين3
  ) پايدار و يك درجه نامعين4
 :باشد، ضمناًمياستاتيكي معين  ي مذكورها، خرپاگاهبا توجه به وضعيت تكيه » 1«گزينه  پاسخ :  

)خرپا ناپايدار است    ) m m

( ) j j

   
    

14 3 17
8 2 18

I…–H jHk•U
IÀ¯¼² jHk•U

  
  

 خرپاي مقابل كدام وضعيت را داراست؟ :3مثال    

  ) ناپايدار 1

  ) پايدار و معين2

  ) پايدار و يك درجه نامعين3

  ) پايدار و دو درجه نامعين4
 :ضمناً :  دارد، گاه لولاييهيگاه غلتكي و يك تكيك تكيه چونت خرپا از نظر استاتيكي معين اس»  2«گزينه  پاسخ   m  =35 = تعداد اعضا  

j  == 19 تعداد لولاها  

باشدخرپا پايدار مي 
  

35 3 38
19 2 38  

  

 ل ها و نيروهاي وارد بر تمام اعضاء خرپاي نشان داده شـده در شـك  العملعكس :4مثال
   ثابت شده را محاسبه نماييد؟  Eو مفصل در نقطه  Dدر نقطه  DFروبرو كه توسط كابل 

 :شود نيروهاي وارده به تمام اعضاء مـورد نظـر   طور كه در صورت سؤال ديده ميهمان پاسخ
العمـل  است،  پس بهتر است كه محاسبات بـا روش مفصـل انجـام گـردد. بـراي محاسـبه عكـس       

  ت ابتدا دياگرام جسم آزاد كل خرپا بعنوان يك جسم صلب رسم گردد.ها لازم اسگاهتكيه
  مطابق اين دياگرام جسم آزاد و معادلات تعادل مرتبط با آن خواهيم داشت:

  دومهاي تأليفي فصل تست

10 
 

10 

10 10 

10 

10 

10 

B D 

A 
E 

30 

C 

b2000
b3000



 
  

 

استاتيك 34  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

x x

y y

E

F E Tcos

F E Tsin

M (T ) ( ) ( )





  

    

         

     
     
       

3
3 5

1 2 1 3 2

30

AB 

A AC

3000 lb

AB

3000
30

AC

      

 
30 

xE

y 

x 

60 

yEb2000

b3000

T 

A 
E  

D   

  
  آيند:از حل همزمان سه معادله فوق نتايج زير به دست مي

b
yE   1  ،  b

xE  693  ،  bT    8  
تـوان محاسـبات را از   دو مجهول وجود دارد. بنابراين، مي Eو  Aهاي در هر يك از مفصل بينيدطور كه ميهمان

  و برقراري روابط تعادل در آن داريم: Aهر يك از اين دو مفصل شروع نمود. با رسم دياگرام جسم آزاد مفصل 

                               x

y

F AC ABsin

F ABcos

     

    

3
3 3





  

    
  

  
  

  
b  توان نوشت:در نتيجه مي bAC , AB 1732 3464   

  

تـوان بـه جـاي برقـراري روابـط تعـادل، از قضـيه        همگرايي وجود دارد، پس مـي  Aچون بين نيروها در لولاي 

AB  ها نيز استفاده نمود و مقدار نيروي اعضا را به دست آورد:سينوس AC

sin( ) sin( ) sin( )
 

3
9 15 12  

  
  

  

كششي اسـت.   ABكشد، بنابراين عضو مي ABرا به سمت عضو  Aمفصل  ABكه نيروي  بينيددر شكل مي
كند لذا دور مي ACرا از عضو   Aكند فشاري است و مفصلبه مفصل وارد مي ACبه عكس، نيرويي كه عضو 

  فشاري است.   ACعضو 
اسـت كـه عضـو، بـه      ABكند عكس جهت نيـروي  وارد مي ABبه عضو  Bدانيم نيرويي كه مفصل اكنون مي

شود. با مشخص شدن مقدار نيرو كند، بعلاوه دو سر عضو با يك نيرو در دو جهت كشيده ميوارد مي Bمفصل 
  است. در اين گره خواهيم داشت: Bاي از خرپا كه داراي دو نيروي مجهول باشد گره گره ABدر عضو 

x

y

F BD BCcos ABcos

F BCsin ABsin

     


   




6 6
6 6

 

 

   

   
  

  

  استفاده نمود) BDو  BCتوان جهت محاسبه نيروي اعضاء ها نيز ميطور كه قبلاً نيز توضيح داده شد از قضيه سينوس(همان
  آيند، پس داريم: نيز به دست مي BDو  BCمقادير نيروهاي  ABبا معلوم بودن

bBDكششي     bBCو           فشاري          3464  3464  
  باشد.  Eيا  C ،Dتواند هر يك از سه مفصل مفصل بعدي (كه حداكثر دو نيروي مجهول دارد) مي

  و روابط تعادل در آن عبارتند از: Cدياگرام جسم آزاد مفصل 

x

y

F AC CE BCcos CDcos

F CDsin BCsin

      


    




6 6
6 6 2

 

 

   

     
  

    در نتيجه داريم:
bCDكششي   bCEفشاري   و         5774  635   

  

60

AB

60

BC

BDB

AB

A 

B 

AB

60

2000 lb

CE
C

BC CD

AC

60
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xE 6930lbE

DE

60

b
yE 1000 

CE 6350lb




B


A

3000 lb

C

D
T

DE

CE

هـاي انتهـايي معمـولاً بـراي كنتـرل و صـحت       فقط يك مجهول وجود دارد و معادلات در ايـن مفصـل   Dو  Eهاي توجه داشته باشيد كه در مجموع مفصل
  باشد. محاسبات مي

  :Eمفصل 
b

x xF CE E DEcos DE          6 1154  

  را در نظر گرفت: yتوان معادله تعادل در جهت ده ميجهت كنترل و بررسي درستي مقادير حساب ش
DEsin  1 6     (كنترل)yF    

  

  شوند:معادلات تعادل اين مفصل صرفاً با هدف كنترل نتايج نوشته مي  : Dمفصل 

x

y

F Tcos EDcos CDcos BD

[ ( / )] [ ( )] [ ( )] [ ]

F Tsin EDsin CDsin

      

    

     





3 6 6
1 18 866 1154 5774 34642 2

3 6 6

  

  

    

    

    

  

  
  

 مطلوب است محاسبه مقدار نيروي فقط اعضاي  4مثال در  :5مثالBD   وDE؟  

 :محاسبه مقدار نيرو در عضو الف) براي  پاسخBD ، شود، حلي كه پيشنهاد ميبهترين راه
 (BD)روش برش است. در اين روش عضوي كه هدف، پيـدا كـردن نيـروي وارد بـه آن اسـت      

  كنيم. همراه با يك قسمت از خرپا را برش زده و قطع مي
 و دياگرام جسـم آزاد خرپـاي باقيمانـده سـمت چـپ را      زدهتوان خرپا را مطابق شكل فوق برش مي

توان با همين برش طرف راست را بررسي كرد. بـراي اسـتفاده از ديـاگرام    بررسي نمود و يا اينكه مي
  العمل را نيز محاسبه و جايگزين نمود.جسم آزاد سمت راست لازم است نيروهاي عكس

و  BD ،CDگاه، نياز به هيچ نوع محاسـبه قبلـي نيسـت. اعضـاي     شود كه از دياگرام جسم آزاد طرف چپ استفاده كنيد، زيرا بدليل نداشتن تكيهوصيه ميت
CE نيد مهم نيست، دو نيرويي هستند. پس توجه كنيد كه نيروهاي وارد بر آنها در امتداد خود اعضاء خواهند بود. اين كه اعضا را كششي يا فشاري فرض ك

  كند.   نتايج محاسبه، آن را تعيين مي
وجـود داشـته باشـد. چنـين حـالتي را       BD، كافي است از معادله تعادلي استفاده شود كه در آن فقـط  BDشود كه براي محاسبه نيروي عضو ملاحظه مي

CMتوان در رابطهمي    يافت. چون نقطهC ل ديگر مسأله (نيروهاي محل تلاقي دو مجهوCE  وCD  بوده و با محاسبه گشتاور نسبت به نقطـه (C 
b    شوند، بنابراين داريم: اين دو نيرو از معادله تعادل حذف مي

CM [ ( )] [BD( sin )] BD       3 1 1 6 3464          
كششي خواهد بود. براي يكنواختي حل،  b3464علامت منفي نشانه اين است كه جهت نيروي فرضي كه فشاري در نظر گرفته شده صحيح نبوده و نيروي

 بهتر است نيروي تمامي اعضاء برش خورده خرپا كششي فرض شوند. اگر حل معادلات تعادل نيروي مجهول با مقدار مثبتـي را نشـان دهـد فـرض كششـي     
    بودن صحيح بوده و اگر مقدار نيروي مجهول منفي به دست آيد، عضو مذكور فشاري است. 

وجـود دارد،   هـا در ديـاگرام آزاد جسـم (هـر طـرف آن)     گـاه به هر طريق كه خرپا برش زده شود، يكي از تكيـه  DEب) براي محاسبه مقدار نيروي وارد به عضو 
  گاهي در چنين حالتي به دست آيند.هاي تكيهالعملبنابراين لازم است كه عكس

لب) و اسـتفاده از       ها را با رسم دياگرام جسم آزاد كل خرپاالعملعكس (بعنـوان يـك جسـم صـ
  به تشريح آمده است): 4آوريم (در مثال روابط تعادل به دست مي

y

x

E lb

E lb

T lb

  


  





 

1
693

8
  

  

  

هنـد  بقيه مجهولات حـذف خوا  ،Cرا به دست آوريم، با استفاده از خرپاي برش خورده و رابطه تعادل گشتاورها نسبت به نقطه  EDخواهيم دانيد كه ميمي
CM  شد. بنابراين:  [ ( )] [T ( cos )] [ED ( sin )] ED lb                     3 1 1 6 1 6 1154  

  خواهد بود. 1154كه يك نيروي فشاري است معادل  EDدر نتيجه نيروي 

 فشاري

 (كنترل)

 (كنترل)

30

ED

CD

T

BD
60

D

B

10 10

60

BD
CD

CE
10

C
A

b3000 b2000
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 نيروي عضو در خرپاي مقابل  :6مثالGF است؟ چند كيلونيوتن  

1( 24/2  

2( 3  

3( 35/3  

4( 5    
  

 1KN

1KN

1KN

1KN

1KNB

C

D

EA
H G F 2m2m2m2m

 

  

 :براي محاسبه نيرو در عضو   »4«گزينه  پاسخGF گـاه  العمل عمـودي تكيـه  ، پس از محاسبه عكس
E، كنيم:از روش برش استفاده مي 

  كنيم)(بعد از اعمال خط برش، دياگرام جسم آزاد را براي خرپاي سمت راست به صورت زير ترسيم مي

DM ( / ) (GF ) GF kN         2 5 2 1 5  

  ت)متر اس DF ،1و (با توجه به هندسه خرپا طول عض
/برابر و هر كدام  Eو  Aگاه العمل دو تكيهضمناً بارگذاري روي خرپا متقارن است و عكس kN2   باشند. مي 5

 
  

  

 در تير مشبك مطابق شكل، در صورتي كه بار :7مثالL kN چنـد   BCمتر باشد، نيروي محوري عضو 2قي و عمودي هركدام و طول اعضاء اف 12
  كيلو نيوتن است؟

1(  
2( 4  
3( 8  
4( 12  

 

DA

F E

CB

L 
 :هـاي گاهيهتك العملعكس  »2«گزينه  پاسخA   وD             بـا رسـم ديـاگرام جسـم آزاد كـل خرپـا ،       

  شوند:به صورت زير محاسبه مي
xA x

yA

yD

R ( F )

R ( ) kN

R ( ) kN

  

  

  


4 12 86
2 12 46

  

  سپس با اعمال يك خط برش و رسم دياگرام جسم آزاد سمت راست آن داريم:

EM (BC ) ( ) BC kN         2 4 2 4  
  

  

 عضو در شكل زير نيرو در  :8مثالCH، است؟  چند كيلونيوتن    

1 (8/1 1  

2 (8/151  

3 (9/132  

4 (6/121  

 2m 2m 2m 2m 

H 
G  

F 

E  D C  B  A  

2m 
24KN 

24KN 

24KN 
 

BE 

D 

4 kN    

C 

E  EF 

BC 

xAR

yAR yDR12kN

1kN

2.5kN 

E  
F 

D 

CD

GD
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C E 

24 kN 

24 kN

24 kN

GH 

CH 

BC 

G 

45 

 :گاهي،هاي تكيهالعملو بدون نياز به محاسبه عكس به روش مقطع »1«گزينه   پاسخ 
  يابي است: قابل دست CHنيروي عضو

CH / kN 1 1 8yF CHcos    45 72  
  

  
  

 اعضاي در شكل زير نيروي  :9مثالDE  وCF، كيلونيوتن است؟ چند    

1  (DE /

CF /


 

8 52
9 95  

2 (DE /

CF /


 

12 32
1 71

  

3 (DE /

CF /


 

11 52
1 45

  

4  (DE /

CF /


 

9 81
8 5  

 

E

A  

G
B 2m  

2m  
2m  

2m  

F

3m  

C  D 

500 kg 

30

 

 :آزاد براي مفصلجسم دياگرام »  4«گزينه   پاسخD شود:رسم مي   

x

y

F CD DEcos
DE g N g kN / kN

F DEsin g





  
  

    

        
   




3
1 9 81

3 5
  

  باشد.براي تشخيص گزينه صحيح نمي CFعضو ، لذا نياز به محاسبه نيروي كندرا بيان مي DFكه مقدار صحيح  استتنها گزينه چهارم 
  

 نيرو در عضو  :10مثالAC از سازه شكل روبرو چند نيوتن است؟  

1 (5    

2 (  

3 (5 3   

4 (5 3
3
   

 

 :م آزاد قسمت بالاي با اعمال يك خط برش بر خرپا و رسم دياگرام جس  »2«گزينه  پاسخ
العمـل  ي عكـس آن (به اين دليل قسمت بالا انتخاب شـده اسـت كـه ديگـر نيـاز بـه محاسـبه       

  ها نباشد) داريم: گاهتكيه
  

GM (AC )       
  

ACكه قطعاً گيريمباشد نتيجه ميبا توجه به اينكه فاصله عمودي، عددي غير از صفر مي   .است  
  

  

  

 فاصله عمودي

G

H

D

HD

BC

C

E

1000N

AC

G

H

D

A B

C

E

F 1000 N

6m

1m

1m

1m

CD

DE

30 D

500 g
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 نيروي داخلي عضو در خرپاي زير،  :11مثالAB ؟كدام است    

1( F 

2 (F2  

3(F

2  

4 (F

3  

 
A  

F F F

F

F

F
KHG

B

E

C

bb

b

b
D

 
 :در خرپاي   »3«گزينه  پاسخ»K مسأله داريم: » شكل  

  

HM (AB b) ( F b) (F b) (F b) (F b)            2 3 2   
  

F
AB  2  

  
  

 نوع و مقدار نيروي عضو  :12مثالCF در خرپاي شكل زير كدام است؟     

  33/3) فشاري، 1
  33/3) كششي، 2
  33/5) فشاري، 3
   33/5) كششي، 4

 :گاه غلتكي العمل تكيهابتدا عكس » 1«گزينه پاسخD لب به صورت زير محاسبهرا با استفاده از دياگرام جسم آزاكنيم:مي د كل خرپا به عنوان يك جسم ص 

A yD yDM (R ) ( ) R N        12 6 4 2   
  داريم: پس از برشحال با استفاده از برش زير و رسم دياگرام جسم آزاد سمت چپ خرپا، 

  

yF CF.sin CF
sin


      

 22   
  

sin  شود:، سينوس آن زاويه به صورت روبرو محاسبه ميبا توجه به هندسة خرپا، بدون محاسبه مقدار زاويه  
3
5  

CF   توان نوشت:در نتيجه مي / N   
1 3 333
   

  باشد. مي CFكه علامت منفي نشان دهنده فشاري بودن عضو 
  

 ؟يرويي داردخرپاي زير چند عضو صفر ن :12مثال  

1(   

2 (3   

3 (5  

4 (7  

 

C

A

EB

F

H

 
  :با ملاحظه مفصل  »3«گزينه پاسخC عضو ،CH  هـاي  هاي تشخيص اعضاي صفر نيرويي) و با در نظر گرفتن مفصلاز روش 1(حالتB  وE   اعضـاء
BH ،AB ،DE  وHE  ضاي صفر نيرويي) صفر خواهند شد. هاي تشخيص اعاز روش 3(حالت  

C

F

F

F
D 

F
KH

B
AB

BE

HE

GH 

3F 

F

 

BC

CF

EF

2  

3m

F E 4m4m4m

6N  

D A 

B C 
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  نظر شود)خرپاي زير چند عضو صفر نيرويي دارد؟ (از وزن اعضا صرف :13مثال  
1(1  
2 (12   
3 (13  
4(  

 

 

 :گيريم كـه تمـامي   بار خارجي بر خرپا وارد نشده و نيروي وزني هم وجود ندارد، پس نتيجه ميگردد كه هيچ به راحتي ملاحظه مي»  3«گزينه  پاسخ
 اعضاي خرپا صفر نيرويي خواهند بود. 

  

  

 روي ميله در سازه زير ني :14مثالAE  باشد؟ميچند كيلونيوتن     

1 (25  

2 (1  

3 (15  

4 (5  

  

 

2m
2m

2m 2m

B
A

ED

F

10kN

15kN

C 

 
 :ي اعضا»  3«گزينه   پاسخDE  وBE صفر نيرويي هستند. بعد از حذف آن دو عضو، نيرويkN15  تماماً در راستاي عضوAE گيرد، لذا: قرار مي  

kN
AEF 15  

  

 و نيروي عض :15مثالBG  چندkN  است؟  

1 (6/5   

2 (4/3  

3 (7/1  

4 (2  

 

3m

D 
2mC  B 

G 

F 

E 

A 

4kN

2m 2m

2kN  

 
 :با رسم دياگرام جسم آزاد نقطه »  4«گزينه  پاسخB  شـود كـه نيـرو در    هاي تشخيص اعضاي صفر نيرويي مشاهده مـي از روش 1و با توجه به حالت

  باشد.كيلونيوتن مي BG  ،2عضو 
  

 در خرپاي شكل زير مقدار نيرو در عضو  :16مثالBD  چندkN است؟   

1 (  

2 (/ kN41 7  

3 (/ kN83 3  
4 (kN25  

  

9m

9m

H

E
20kN

D
A

B
C

50kN 50kN

12m 12m
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 :با توجه به اين كه عضو  »2«گزينه  پاسخBC  هاي تشخيص اعضاء صفر نيرويي) صفر نيرويي است، لذا از بـرش در مفصـل   از روش 1(طبق حالتB 
  شود:استفاده مي BDبه صورت زير جهت محاسبه نيروي عضو 

x

y

F AB BD

F BD.sin AB.sin BD.sin

   
          5 2 5


  

  

  داريم: ABHبا توجه به هندسه خرپا در مثلث 
  

BD / kN


  


5 41 792 15

sin 
9

15  

  

 در سازه شكل زير، نيروي ايجاد شده در عضو   :17مثالEG كدام است؟  

1 (  

2 (52  

3 (22  

4 (2  

 
A B

C

D

E

F H

G

5m

4m 4m 4m 4m

20 kN

 
  :صفر نيرويي داريم: با توجه به شكل و توجه به اعضاي»  2«گزينه پاسخ  

AC CE EGF F F              AB BD DF FHF F F F                  BC BE ED DG GFF F F F F       
  را تحليل كنيم، لذا: Aكافي است با اعمال يك خط برش مناسب، گره  EGبنابراين براي به دست آوردن نيرو در عضو

 y AC AC CE EGF F sin F kN F F           2 52  
  

 در عضو نيرو   :18مثالHE برابر است با؟  
1 (F3  
2 (F2  

3 (F
5
3  

4 (F
8
3  

 با توجه به شكل خرپا، عضو  »4«گزينه  سخ:پاBH  از سمت گرهH  هاي تشخيص اعضا صفر نيرويي) صفر نيرويي است، لـذا منظـور   از روش 2(حالت
  است زيرا اين دو عضو در يك راستا قرار دارند. AHهمان مقدار نيرو در عضو  HEاز نيرو در عضو 

  گردد:به صورت زير محاسبه مي Aگاه لعمل تكيها، ابتدا عكسAHبراي محاسبه مقدار نيرو در عضو 

yAR F
4
3D yAM (R a) (F a) ( F a)          3 2 2  

  

  
  داريم: Aحال با ترسيم دياگرام جسم آزاد گره 

  

  

AH F
8
3yF F AH.sin     

4 33
    

  

A ABF

ACF20 KN




H 12 A

B
15

9

BD AB

50


B

30

4
F

3

AB

AH

A

E

G

D
CBa a a

A

H

2FF

15 15

3030

DA

yAR F 2F

E
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  دومآزمون فصل   

 1ضو ـ در خرپاي شكل زير مقدار نيروي عEG   برحسبkN كدام است؟  

1( 2/3  

2( 7/3  

3 (5/4  

4 (2/4  

 B

A

1m

1kN

1m1m

C

3kN2kN

1m

D F

E

G

 

 2ـ خرپاي شكل زير چند عضو صفر نيرويي دارد؟  

1( 7  

2( 8  

3 (9  

4(1  

 1ton 1ton 1ton

 
 3ـ خرپاي زير چند عضو خنثي دارد؟  

1( 2  
2( 4  
3 (6  
4 (7  

 

50N

100N

 
 4 ـ نيروي عضوAB چه مقدار و از چه نوعي است؟  

  نيوتن ـ فشاري  75 )1
2(1    نيوتن ـ فشاري  
  نيوتن ـ كششي 75) 3
4(1  نيوتن ـ كششي  

 
B

A

3m

120N

4m 6 
 5دام است؟ـ وضعيت خرپاي شكل زير ك  

  معين ـ پايدار )1
  معين ـ ناپايدار )2
  ) نامعين ـ پايدار3
  ) نامعين ـ ناپايدار 4

 

 
 6 براي پيدا كردن نيروي عضو ـGH حل كدام است؟بهترين راه  

  Hبا روش گره ـ دياگرام آزاد گره  )1
   G) با روش گره ـ دياگرام آزاد گره 2
  را برش بزند.  BCو  GH ،BG، برشي كه اعضاء ) با روش برش3
  را برش بزند. CDو  CGو  GH ،BG) با روش برش، برشي كه اعضاء 4

 

2m

10N

m2 4

C

E

D

F

B

A

10N

10N

H G
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 7 ـ نيروي اعضاءAB ،CD  وEF  به ترتيب برحسبN كدامند؟  

1(, ,1 1      
2(, ,1 1      
3(, ,1     
4(, ,1 1 1       

 

C E

D FB 

A

100N 100N

100N

 
 8 الاضلاع شكل زير نيروي عضو در خرپاي متساويـAB چند نيوتن است؟  

1(15    
2(15 3   
3(1 3    
4(3 3    

 

m2

G

C

E

A

F

B 

1000N1500N

D60

 
 9 در شكل زير نيروي عضو ـBE  كدام است؟  

1(mg2
5

  2(mg

3
  

 

a

mg

D

F

aa

A

C

a
a

a

a

a

B
E

 

3(mg

5
  4(mg2

3
  

 10 نيروي داخلي عضو در خرپاي داده شده زير، ـBH باشد؟هاي زير ميكداميك از گزينه  
1(KN/3 75  
2(KN/4 19  
3(KN/4 75  
4(KN/5 2  

 

m4 4 5KN

H

3m

I G F  J

A
B C D E

6m

 
 11 ـ در خرپاي زير نيروي داخلي عضوGJ كدام است؟  

1(KN27  

2(KN5   

3(KN25  

4(KN75  

 

m2 3

25KN  

H

4m

G
K

J

A

B
C

D

E

 
 12 ـ در صورتي كه هر عضو سازنده خرپاي زير 4  كيلوگرم باشد، نيروي اعضايAB  وDE   برحسبkN  كدام است؟m

(g / )
s

 29 8  

1 (AB /

DE /


 

9 75
8 72     2 (AB /

DE /


 

1 25
9 9
   

 

m8 2

C

DE

60A

B

 
2 (AB /

DE /


 

6 5
9 73    4 (AB /

DE /


 

5 66
7 93     
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 13 نيروي عضو ـBC ست؟در خرپاي فضايي شكل زير چند نيوتن ا  

1(3    

2(65 289  

3(289  

4(5 325  

  

 

C

1000N 

y  
E

z

A

B
x

500N 

15m

8m

10m

O

 
 14ـ خرپاي زير چند عضو صفر نيرويي دارد؟  

1( 1  
2( 2  
3 (3  
4 (4  

 

F 2F 3F 

 15ر عضو ـ نيرو دAB هاي زير است؟ بر حسب نيوتن كداميك از گزينهm
(g / )

s
 29 8  

1( 3395  

2(32   

3(295   

4(31   

 

60
B 

400kg

C

A

30

 
 16؟ـ خرپاي شكل زير از نظر استاتيكي چه وضعيتي دارد  

  پايدار ـ معين )1
  ناپايدار ـ معين )2
  ) پايدار ـ يك درجه نامعين3
  ) ناپايدار ـ نامعين4

 

 

 17 اگر تمام اعضاي مورب خرپاي نشان داده شده داراي زاويهـ45  باشند، نيروي وارد شده به عضوJD  برحسبN چقدر است؟  

1(21 2  ـ فشاري  

2(26 2 ـ فشاري  

3(12 2   ـ فشاري  

4(22 2  ـ فشاري  

 
K

A

L

100N

B

J

C

300N

I

D

H

E

G

200N

F
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 18 اعضاء ـ نيروهاي داخليEF , CD ست؟ شكل زير به ترتيب از چپ به راست چند نيوتن ا در 

1 (,   1  

2 (,   1  

3 (,   5 5  

4 (,   12 2  

 C

1000N

F

D E

1000N 1000N 

 19نيروي داخلي عضو زير الاضلاع شكلخرپاي متساوي ـ در ،EF  ،است؟ چند نيوتن  

1 (15   

2 (15 3   

3 (1 3    

4(3    

 
G 

D 
A 

B C 

1000 N 1500N 

60 

2 m 2 m 2 m 

2 m 2 m 

E F 

 
 20ـ وضعيت خرپاي زير كدام است؟  

  ار) ناپايد1
  ) پايدار و معين2
  ) پايدار و دو درجه نامعين3
  ) پايدار و يك درجه نامعين4
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  سومفصل 

  »(Beams)تيرها  «

  

 مقدار گشتاور در محل نقطه :1مثالB برحسب پارامترهاي مسأله كدام است؟     

1 (M

3     2( M

L3      M
A

L L L

CB


 3(M

6     4( M

L

2
3    

  

 :براي محاسبه مقدار گشتاور خمشـي در محـل نقطـه   » 1«گزينه  پاسخB    ابتـدا لازم اسـت مقـدار ،
     به صورت زير محاسبه شود:   ACآزاد تير با رسم دياگرام جسمAكاهالعمل تكيهعكس

C yA yA
M

M (R L) M R
L

       3 3  

 


M

A

yAR

C

  
  كنيم: تير را برش زده دياگرام جسم آزاد سمت چپ را به صورت زير رسم مي (B)حال از محل موردنظر

B B
M M

M M L
L

     3 3

 

L

BM

A

M

3L

B

  
در سراسر طول تير موردنظر باشد (حل تير)، لازم اسـت بـراي يـافتن معادلـه      Mو  Vاگر مقادير 

، قبل و بعد از اعمال هر نيروي (يا گشتاور) متمركز يك خط برش اعمال گـردد.   Mو  Vتغييرات 
ل كلي آن، يك واحد بيشتر از تعداد نيروها و هاي لازم يك تير براي حبينيد كه تعداد برشلذا مي

  رو (الف):باشد. به عنوان نمونه در تير شكل روبهگشتاورهاي متمركز وارد بر آن مي
  

xبراي حل، نياز به سه برش (در محورهاي  L   وL x L  Lو  2 x L 2   ي حل تير شكل زير هم سه برش لازم است.  ) دارد و برا3
در محدوده اعمال بار گسترده، يك برش براي حل تير در آن گستره كافي است، بـه  

در تمـام نقـاط     Mو  Vعنوان مثال در تير شكل روبرو (ب)، براي حـل (مشـخص شـدن    
(بـه  فقط نياز به يك برش و تيري با بارگذاري زير (ج) نياز  به دو برش  سراسر طول)

  دليل اعمال يك بار متمركز) دارد. 
  

 باشد؟در كدام بارگذاري زير، نيروي برشي دقيقاً برابر بار خارجي اعمالي بر تير مي :2مثال     

 

2m
A

10N

  

 
A B

10N

1m1m  

 
A

B

10N

1.5m0.5m  

 

A B

10N

30

1m1m  
)1(  )2(  )3(  )4(  

 :مقدار نيروي برشي در سراسر طول تير برابر1در بارگذاري تير گزينه (» 1«گزينه  پاسخ ،(N1 هـا، مقـدار   باشد. در صورتي كه در ديگـر گزينـه  مي
     باشد. مي N1ها و عددي غير از بار خارجيگاهالعمل تكيهكسبرابر ع N1نيروي برشي در طرفين نقطه اثر نيروي

  

  
  

  سومهاي تأليفي فصل تست

1F 2F

L L L

(الف)

 (ب)

F

 )ج(
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P

L
x

2
 

V

AyR

 ساده تير  :3مثالAB   تحت تأثير بار متمركـزP   و كوپـلM      نيـروي برشـي در سـطحي بـه فاصـله      اسـت  مطـابق شـكل زيـر قـرار گرفتـه .  
    ؟باشدهاي زير ميير، كدام يك از گزينهخيلي كم در طرف چپ نقطه وسط ت 

1 (P M

L
   
 2

  2 (P M

L
   
 6

  

3 (P M

L
   
 8

  4 (P M

L
   
 4

  

 :گاهيالعمل تكيهمقادير عكس ،دياگرام جسم آزاد تير از»  4«گزينه  پاسخA آيند:به صورت زير به دست مي  

x Ax

B Ay Ay

F R

ML P
M (R L) M P R

L




 



   



        



 3 3
4 4

  

  

      حال با اعمال يك خط برش در محل موردنظر داريم:

               L L
( x ) 4 2  

y Ay
P M P M

F V R P P
L L


         3

4 4
   

  

 در محل ش تير مطابق شكل، اگر بردر بخشي از يك  :4مثالA ،12  تن باشد، آنگاه برش محلCتن است؟  ، چند    

1( 6  
2( 1  
3( 12  
4( 22  

 2 t/m  2 t/m  

2 t/m  
C  D  A  B  

3m  2m  3m   
 :محاسبه مقدار نيروي برشي در محل نقطه  براي  »2«گزينه  پاسخC  بايد از محل موردنظر، تير برش زده

    است تير ترسيم گردد، لذا: شود و دياگرام جسم آزاد سمت ر

yF V V ton          12 6 4 1  

  
 تير يك سر گيردار با جرم واحد طولزير، مطابق شكل  :5مثال kg

m
  است؟ KNچند  Aگاهدر تكيه (V)گيريم، نيروي برشيرا در نظر مي 5

1 (43/4  

2 (21/4  

3 (44/3  

4 (85/4  
  

 :بار گسترده با شدت صورت يكه وزن كه ب نيرويتوجه كنيد كه »  3«گزينه پاسخ/5 9 81 
/اندازه اشود، به صورت يك نيروي منفرد باعمال مي m6 طول در kN2 در وسط تيـر مـدل    943
yF              شود، لذا:مي V / / / kN       1 1 5 2 943 2 3 44  

   ضمناً در محاسبه نيروي برشي، گشتاور متمركز اعمالي بر تير اثري در محاسبات ندارد.   

  

  

A

2m

1kN

4m

3m

1.5 kN

1m 2 kN.m

2 kN

1 2.943 1.5

2

V

12

2 3

2 2

C
V

P 
B 

L    L  L 
4    4  2 

M

AxR

AyR

P
M

B

ByR
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1.5 10

2



2
1.5

3


BM

 گاه تكيه وارده بر تير در ممان :6مثالB، متر است؟  چند تن    

1 (62/5   
2 (5/7   
3 (25/11   
4 (15   

 

A B 

10 ton/m

1.53m 
 :كـافي اسـت از    ،براي محاسبه ممان (گشتاور) نسبت به هر نقطه دلخـواه  از تيـر    »2«گزينه  پاسخ

محل مورد نظر، تير را به دو قسمت برش بزنيم و گشتاور نيروهاي يك طرف را نسبت به آن نقطه محاسبه 

B                           :، لذا خواهيم داشتنماييم
/

M / / ton.m


   
1 1 5 2 1 5 7 52 3
  

  
 شكل زير در نقطه مقدار نيروي برشي تير  :7مثالB گزينه است؟ برابر با كدام    

1 (kg5    

2 (kg25   

3 (kg15    

4 (kg1  

 

4m  2m  2m  

A B C D 
q=250 kg/m

 :برشي در محل  مقدار نيروي»  4«گزينه  پاسخB  با اعمال خط برش بر تير در آن نقطه و استفاده از ،
BFy    گردد:دياگرام جسم آزاد سمت راست به صورت روبرو محاسبه مي V kg      1  

  
 گر خمشي در وسط تير شكل زير برابر كدام گزينه است؟مقدار لن :8مثال     

1 (qL2

4  2 (qL2

8   q

L
3 (qL2

2  4 (qL

2 

 :زنيم، تير برش مي بار گسترده، از محل وسط با وجود»  2«گزينه  پاسخ
  دهيم:سپس به جاي بار گسترده، نيروي متمركز معادل آن را قرار مي

L L q.L
M q  

2

2 4 8  

  
 هاي ساده (گاهمعادلات نيروي برشي و لنگر خمشي تير با تكيه :9مثالR1  وR2 باشـند) را كـه در شـكل    هاي دو سر تير ميگاهالعمل تكيهعكس

xهاي روبرو نشان داده شده است در محدوده  4 ،x 4 xو8 8   نظر شود)(از وزن تير صرف ؟تعيين كنيد 12
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

50 lb-ft
1000 lb

y 

A

1R 2R4' 
8' 

12' 
18' 

22' 

x 

500 lb-ft

B 

M
L

2

q M

L

2

L

4
L

q.
2

250 4

B
BV
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B A

lb 400  200 lb 

x xA  

yA  

y 

yB

 :كنيم:گاهي تير را با استفاده از روابط تعادل محاسبه ميابتدا  نيروهاي تكيه پاسخ    

B

y

M R ( ) ( )( )( ) ( )( ) R lb

F R R ( ) R lb

         


        




1 1

1 2 2

22 5 8 14 1 14 5 868
1 5 8 532

      

     
  

قطه فرضـي  توجه كنيد كه در اين نوع مسائل كه تعيين معادله نيروي برشي يا لنگر خمشي در يك محدوده (و نه در يك نقطه) موردنظر است، تير در يك ن
  شوند.محاسبه مي xشود. سپس با استفاده از معادلات تعادل، نيروي برشي و لنگر خمشي برحسب ) برش داده ميxموردنظر (با مختصات  از محدوده

) و نقطـه  Aگـاه  گاه سمت چپ (تكيـه در اشكال زير دياگرام جسم آزاد مربوط به مقاطع مختلف بين تكيه
xاده از معادلات تعادل خواهيم داشت:        انتهايي بار گسترده نشان داده شده است. با استف   4  

V V lb

x M M x (lb ft)




   
     

868 868
868 868 

 

x

V

M

x

y

868 lb

(a)  
  ناحيه بعدي بين نقطه شروع بار گسترده و محل اعمال بار متمركز قرار دارد. بنابراين با توجه به شكل داريم:

x :

(x ) V V x lb

(x )
x M M x x (lb ft)

 

      

 
        


2 2

4 8
868 5 4 1 68 5

5 4868 25 1 68 42

   

    

 

 

x

V

x

y

868 lb

(x-4)/2

50(x-4)

(b)

M

  

  گيريم. با توجه به شكل داريم: حال ناحيه بين محل اعمال بار متمركز و نقطه انتهايي بار گسترده را در نظر مي

x :

(x ) V V x lb

(x )
x (x ) M M x x (lb ft)

 

        

 
          


2 2

8 12
868 5 4 1 5 68

5 4868 1 8 25 68 762

     

      

  

 

x V

M
x

y

868 lb

(x-8)

50(x-4)
1000 lb

(x-4)/2  

(c)  
  

 گشتاور خمشي تير داده شده را بـه   نيروي برشي و دياگرام تغييرات :10مثال
  (طول نقطه از طرف چپ تير) رسم نماييد؟   xصورت تابعي از 

  
  

  

  

 :را محاسبه نمود. با رسم دياگرام جسم آزاد كل تير و استفاده از معادلات تعادل در صفحه خواهيم داشت:  هاگاهدر تكيهالعمل ابتدا بايد نيروهاي عكس پاسخ  

          
x x

y y y

A y

F A

F A B lb

M ( B ) ( ) ( )

 

  

      

   
    


       





6
7 4 4 1 2

  

yA lb   6 514 yBو      86 lb
 

 
36 5147  

هاي نيروي برشي و گشتاور خمشي تير در نقاط اعمال بارها و گشتاورها ناپيوسته هستند. لذا بـراي تعيـين مقـادير نيـروي     چنانچه قبلاً نيز ذكر شد منحني
  دهيم:برش (در حد فاصل محل اثر بارهاي متمركز) لازم داريم كه در زير آنها را شرح مي برشي و گشتاور خمشي تير داده شده سه

lbو محل اثر نيروي Aبين Cنقطه )1 4  است(x ) 4 :  

             y

A

F V V lb

M V.x M M V.x .x lb.ft

 

 

      


      




86 86
86

 

 

86 lb x

A C

V

M

H

  

B
A

3 34

 400 lb lb 200  
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lbبين محل اثر نيروي Cنقطه )2 4 گاهو تكيهB  است( x ) 4 7 :  

y

A

F V V lb

M ( ) V.x M M V.x .x lb.ft

   

       

       


          




86 4 314
4 4 16 16 314

 

 V

86 lb x

A C

M
H

400 lb

  
xاست ( Bگاهطرف راست تكيه Cنقطه )3 7 1:(  

رسد دياگرام آزاد طرف توان مانند حالات قبل دياگرام طرف چپ را كشيد، ولي به نظر ميدر اين حالت مي
  تر باشد:          راست ساده

y

C

F V V lb

M ( x) M M x lb.ft

     

         

      


       




2 2

2 1 2 2
 

  

 200 lb 

x 
V 

M

H
C 

  

  

  

 دياگرام تغييرات گشتاور خمشي  :11مثال(M) و نيروي برشي(V)   تير داده شـده
  رسم نماييد؟ ، (فاصله نقطه از سمت چپ تير)xرا به صورت تابعي از

  
  

 :گاههاي تير محاسبه گردد. لذا دياگرام جسم آزاد كل تير را رسم نموده و با استفاده از معادلات تعادل داريم: العمل تكيهابتدا بايد عكس پاسخ  

x x

y y y

N N
A y y y

F A

F B A

M ( ) (B ) ( ) B ,A

 

  

    

        


           





1 75

75 1 5 1 7 155 2

  

  
اي كـه بـار   و نقطـه  Aرا بـين  Cبراي محاسبه گشتاور خمشي و نيروي برشـي بايـد نقطـه   

xشود، يعني گسترده قطع مي  3هـاي   ، هم چنين فاصلهx 3 xو  5 5 7 
  جداگانه فرض كرد و محاسبات را به صورت زير انجام داد.

x) در صورتي كه1   3 :  
  

tكنيم. بار گسـترده در فاصـله  از طرف چپ تير را فرض مي xبا فاصله  cمقطع  x  

N(t)به صورت t
   

5   خواهد بود.  53

x x

x x x

x x x x

y

A

F V (t)dt (t)dt V

(t)dt ( t )dt t t] x x V x x (N)

M xV M t (t)dt t (t) dt ( t t)dt t t ] x x

M x x (

 

 

  

   

     

    



         

 
          


              

  

  

 

   

2 2 2

2 3 2 3 2

3 2

2 2

5 5 25 255 5 5 5 23 6 3 3
5 5 55 25 253 9 9

5 259 x x x) M x x x (N.m)  










       

3 2 3 225 255 2 25 23 9

  

  
  

100 N75 N

xA

yA

1m 4m 2m

yB

-50
(t) t+50

3
 

H

V
C

N20

A

N

m50

t
dt

Mx

100 N

B
A

N
50

m

3m 2m 2m
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x) اگر2 3   باشد: 5

تـوان  چون در اين بازه، تمام بار گسترده در دياگرام جسم آزاد قسمت برش خـورده وجـود دارد لـذا مـي    
  نيروي متمركز معادل آن را در دياگرام جسم آزاد منعكس نمود:

y

A

F V V (N)

M ( ) V.x M M x (N.m)

  

 

       


         




2 75 55

75 1 55 75
 

 
75 N 

V

M

H

3m
x

20N 

A

  

x) در صورتي كه3 5   باشد:  7

توان دياگرام جسم آزاد سمت راست يـا چـپ تيـر را بكـار بـرد. بـا اسـتفاده از        در اين محدوده مي
  دياگرام جسم آزاد طرف راست خواهيم داشت:

y

C

F V V (N)

M ( x) M M x (N.m)

     

       

      


       




1 1
1 7 1 7

 

 100 N 

V

C
H

M

7 x

 

مطابق شكل خواهند بود. حداكثر و حداقل نيروي برشي به  M(x)و V(x)هايبنابراين منحني
ــب N1و N55ترتي    ــب ــه ترتي ــي ب ــتاور خمش ــداقل گش ــداكثر و ح /و ح N.m4 و  19
N.m2   .خواهند بود  

هاي بعدي به اين موضـوع اشـاره   كنيد كه آنچه در محاسبات مقاومت مصالح مهم (در بخشتوجه 
 . در اينجا حداكثرMوVباشد نه حداكثرمي Mو  Vخواهد شد) است، حداكثر مقدار عددي

V برابر(lb)1   و حداكثرM  مساويN.m2   .است  

  M 100x 700 
3 225

M x 25x 20x
9

  

M 55x 75  

 V (N)

x

M (N.m) 

4.19

2m3m 2m

x

+55

-100

 
  

 اي كه در شكل نشان داده شده است مشخص كنيد؟هاي سادهگاهبا تكيه نمودار تغييرات نيروي برشي و لنگر خمشي را براي تير :12مثال  
 100 N.m

A

6m 4m 5m

500 N 

5m

470 N

C

D

E B

530 N

N
50

m

  
 :گاهيالعمل تكيهدانيد نيروهاي عكسطور كه ميهمان پاسخAR وBR توان نوشت: ميآيند. بنابراين با استفاده از روابط تعادل به دست مي  

B A A

A B B

M ( R )( ) ( )( ) ( )( )( ) R N

M (R )( ) ( )( ) ( )( )( ) R N

         

         

         

        




12 5 14 5 1 1 472
2 5 6 5 1 15 1 53

  

    هاي لازم بر آن داريم: با توجه به نوع و محل اثر بارها و گشتاور بر تير و تعداد برش

250

V (N)
250 

530 

280 

3030

-470-470

A C D E B
X (m)

M (N.m)

2025

A C D E B
x (m)

1925

2700

2820
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 نمودار لنگر تير زير به كدام صورت است؟  :13مثال  
  

  

)1(  )2(  
  
  
  

)3(  )4(  

 :باشـد و  دار ميهاي اعمال بار گسترده مستطيلي، تغييرات گشتاور خمشي به صورت سهمي ماكزيممداشته باشيد كه در محلتوجه   »2«گزينه  پاسخ
  گاه گشتاور خمشي داراي مقدار ثابت است.در بين دو تكيه

  

 را با استفاده از روابط رياضي حل نماييد؟ 24مثال   :14مثال  
گيري روي هر بازه بـه  شود، پس انتگراله بارهاي اعمال شده بر تير سه بازه تعريف ميبا توجه ب

  شود:صورت زير انجام مي
xبراي )1  3 :داريم  

(x) x
   

5 53 
x

V(x) (t)dt x x C


       225 53 

 50
x 50

3
   

N155N20

N100

3 m 2 m

x

N
50

m

2 m

 
xتفاده از مقدار نيروي برشي در نقطه با اس (C)گيري ثابت انتگرال   شود:محاسبه مي  x : V C       2 2  

V(x)             در نتيجه داريم:  x x ( )    225 5 23  

  شود:محاسبه مينيز به صورت روبرو M(x)، معادله V(x)با استفاده از 
x x

M(x) V(t)dt ( t t )dt D       225 5 23 
   

xبا استفاده از صفر بودن لنگر خمشي در نقطه  Dثابت    آيد:به دست مي  x : M D       

M(x)  در نتيجه خواهيم داشت: x x x  3 225 25 29  

xبراي) 2 3 (x)  داريم: 5    

V(x)  توان نوشت:بنابراين مي (x)dx V(x) E      

xكافي است توجه كنيم كه در نقطه  Eجهت تعيين ثابت   )V بايـد پيوسـته باشـد يعنـي:     V(x)به دليل عدم وجود بـار متمركـز، منحنـي     3 ) V( ) 3 3 .

V( )3 را با استفاده از معادلهV(x)  در بازهx  3  وV( )3  را با استفاده از معادلهV(x)  در بازهx 3     توان محاسبه نمود:مي 5

V( ) ( ) ( ) ; V( ) E E         2253 3 5 3 2 55 3 553  

Eدر نتيجه  lb V(x)و  55 lb M(x)  . لذا:55 V(x)dx x F     55  

)Mاز شرط  Fبه روش مشابه مقدار  ) M( ) 3 )  شود:محاسبه مي 3 ) ( ) ( ) ( ) F F       3 225 3 25 3 2 3 55 3 759  

M(x)  در نتيجه خواهيم داشت: x  55 75  
xبراي ) 3 5 (x)  اريم:د 7    

V(x) (x)dx V(x) G      

L L L 

  
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xبايد توجه كنيم كه در نقطه  Gبراي تعيين   )Vيك ناپيوستگي ناشي از اعمال بار متمركز دارد.  V(x)منحني  5 )5 ) 2با استفاده از نتايج قسمت (

)V  شود:حاسبه ميبه صورت روبرو م ) lb 5 55  

V( )      5 55 155 1  
Gدر نتيجه   1   وV(x) N 1 :لذا .  M(x) V(x)dx x H    1   

)Mبا استفاده از شرط  Hكه  ) M( ) 5 )M  شود:به صورت روبرو تعيين مي 5 ) ( )        5 55 5 75 2  

M( ) ( ) H H        5 1 5 5  
Hدر نتيجه   7   :و از اين رو خواهيم داشت  M(x) x    1 7  

  

 رد؟ نيروي برشي در بارگذاري شكل زير در كدام محدوده يا نقطه، حداكثر مقدار ممكن را دا :15مثال    
1(L x L 4 xو  5 L    
2(x L 2   
3(L x L 2 3   
4(L x L 3 Lو 4 x L  2  

 

A
B

F F F
F

L 5 
 :طول تير» 4«گزينه  پاسخL5 هايگاهالعمل تكيهاست لذا با توجه به وضعيت بارگذاري بر تير، عكسA وB .صفر است  

هـاي مختلـف   براي محاسبه مقدار و محل نيروي برشي حداكثر، بايـد تيـر را در محـدوده    
ش زد و بيشترين مقدار عددي نيـروي برشـي را بـه    هاي اثر بار متمركز) بر(مابين موقعيت

max  معرفي نمود: maxVعنوان 

x L V

L x L V F

L x L V V V V

L x L V F

L x L V

 





    
          
    

    

1
2
3 2 4
4
5

2
2 3
3 4
4 5

 

  

 گشتاور خمشي حداكثر درتير شكل زير چند نيوتن متر است؟ :16مثال    

1( 4
3

    2 (16
3 3

       

4m

 
N

3
m

 
3 (8

9 3
    4 (16

3
     

 :با توجه به اينكه تير، توسط يك بار گسترده مثلثي سراسري پوشيده شده است، لذا مقدارگشتاور خمشي حداكثر برابر است با: » 2«گزينه  پاسخ     

maxM N.m


 
23 4 16

9 3 3 3max
q.L

M  
2

9 3
  

  
 كدام است؟ ،ممان ماكزيمم تير مقابل :17مثال                   

1 (P  
2 (P 5/1  
3 (P 3  
4 (P 2  

 :طرف تير را نسبت به نقطه ميـاني تيـر محاسـبه    در اين حالت براي يافتن گشتاور خمشي حداكثر لازم است گشتاور نيروهاي يك »  4«گزينه  پاسخ

A  كنيم، لذا:   B Max
P P

R R M ( ) (P ) P       
3 3 2 1 22 2  

  

A B 

P 

1 1 1 1 

P P 
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P.a

M

C E D

a a

L

x

 در خصوص بارگذاري زير كدام گزينه صحيح است؟ :18مثال  

1 (E CM M  

2 (C EM M   

3 (C EM M  

4( C EM ,M  .داراي مقدار است  

 

.A
B

DC E

a a

L

PP

L

2

 

 :ممان خمشي در نقاط  هندسي و بارگذاري، تقارنبه دليل »  2«گزينه   پاسخC ،E  وD :هر سه يك مقدار خواهند داشت، لذا  C EM M  

  در واقع دياگرام ممان خمشي تير مذكور به صورت زير است:
  
  
  

  

 دياگرام لنگر خمشي تير شكل زير كدام گزينه است؟ :19مثال   
 

 

  
  

  

)1(  )2(  
  
  
  
  

  

 )3(  )4(  
  گاه يك سرگيردار باشد، ضمناً در محل تكيهتغييرات گشتاور خمشي در تيري كه تحت اثر بار متمركز است به صورت خطي مي »4«پاسخ: گزينه

M  مقدار آن برابر است با: ( ) ( ) kN.m      2 2 2 4 4 8 12      
xبار متمركز، شيب دياگرام گشتاور در  2با توجه به وجود     باشد. دچار شكستگي مي 2

  

 

2m  2m  

o 
-120KN.M 

M

x 

2m 2m 

o 

+120KN.M  
M

x 

2m 2m 

o 
-120KN.M  

M

x 
-40KN.M 

-120KN.M 2m  2m  

o 

M

x 

2m 2m 

20KN 20KN 
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  آزمون فصل سوم
  

 1 دياگرام شماتيك نيروي برشي بارگذاري  زير كدام است؟ ـ  

1(   

  
2(      

q

L  3(   

  
4(     

 2 دياگرام نيروي برشي يك تير مطابق شكل زير است. مقدار لنگر خمشي حداكثر در كدام موقعيت و چه مقدار است؟ ـ  
1( N.m ،A25    
2( N.m،A125   
3( N.m ،B25    
4( N.m ،B125   

 
B

A

1000 N

1000 N

2.5 m

2.5 m

 

 3 دهنده دياگرام لنگر خمشي آن باشد؟تواند نشانيك از موارد زير مياگر منحني زير نمايش دياگرام نيروي برشي در يك تير باشد، كدامـ    

1(  
 

+
M

  
2(  

 
+

M

  
 

+

V

x

  3(  
 

+

M

  
4(  

 
+

M

  

 4 حداكثر نيروي برشي در تير شكل زير چند كيلونيوتن است؟ ـ  
1( 14  
2( 6  
3( 2  
4( 34  

 

20 kN

4 m 2 m

B
A

kN
m

2

 
 5 معادله لنگر خمشي تيري به صورت ـ     M x x26 6 گاه در محل نقطه شروع تيـر، احتمـالاً نـوع آن    باشد. در صورت وجود تكيهمي 5
  گاه كدام است؟تكيه

  آزاد )4  غلتكي )3  لولايي )2  يك سر گيردار )1

 6 به تير ............... . دياگرام لنگر خمشي زير مربوط استـ  
  دو سرگيردار با بار گسترده غير يكنواخت )1
  دوسر گيردار با بار گسترده يكنواخت )2
  دو سر مفصل با بار گسترده يكنواخت )3
  يك سر گيردار و يك مفصل با بار گسترده غير يكنواخت )4

 

 

 7 گاهكيهدر تير شكل زير نيروي  برش در تـA چند نيوتن است؟  
1(  
2 (3  
3( 5/1  
4( 5/4  

 

2 m 1 m

A

N
m 3

B
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 8 در تير مطابق شكل زير دياگرام تقريبي نيروي برش كدام است؟ ـ  

1(   +  
2(   +   

 3(  
 +

-
  

4(  
 +

-  
 9 معادله لنگر خمشي تيري به صورت ـ  M x x  22 1 xباشد، مقادير نيروي برشي و شدت بار گسترده در محل مي 3    به ترتيب كدامند؟  1

1( V  
 

3
4



  2( V 
  

4
4



  3( V  
  

3
4



  4( V 
 

4
4



  

 10 1اگر برش محل (ـ،(1 ) چند تن است؟ 2تن باشد، برش در محل (  
1( 1  
2( 2  
3( 4  
4(   

 

2 m

(1)

ton
m

4

ton
m

6

(2)

 
 11 معادله لنگر خمشي در ناحيه ـCD  كدام است؟  

1( x4 3   
2( / x 11 67 3   
3( / x 11 67 3   
4( x38 3   

 50 kN

2m  3

BA

30 kNm

C D

 

 12 مقدار برش در وسط دهانه تير شكل زير كدام است؟ ـ  
1(qL  

2(qL

4  

3(qL

2  

4(qL

8  

 
 

q

L 

 13 شود؟ گر شدت بار گسترده يكنواخت تيري دو برابر و طول تير نصف شود، لنگر خمشي چند برابر مياـ  

1( 1
2  2( 2  3( 4  4( 1

4  

 14 دياگرام لنگر خمشي تير شكل زير كدام است؟ ـ  

1(  
 +

2m 1m 1m  
2(  

 +

2m 1m 1m  
 2kN

2m 1m 1m 3(  
 +

2m 1m 1m  

4(  
2m 1m 1m

+
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 15 ـ دياگرام گشتاور خمشي بارگذاري شكل زير كدام است؟  

1(  
  

2(      M M

  3(   
  

4(   

  
 16   ـ برش ماكزيمم تير مقابل چند كيلونيوتن است؟  

1(   
2( 6  
3( 12  
4( 24  

 

3 m3 m

B
A

kN
4

m

kN
4

m

 
 17 مطابق شكل زير، جرم واحد طول تيرـ kg

m
mچند كيلونيوتن است؟   Aگاه است. مقدار نيروي برشي در محل تكيه 5

(g / )
sec

 29 8  

1 (43/4  
2( 21/4  
3( 44/3  
4( 85/4  

 1kN 

A
2kN.m2m 3m 1m 

4m

2kN 

1.5kN 

 

 18 دياگرام لنگر خمشي تير يك سرگيردار شكل زير كدام است؟ ـ  

1(   

  
2(   

   q

 3(   
  4(   

  
 19باشد. ـ در تير زير، مقدار لنگر ماكزيمم ............. تن متر و در محل اثر بار ........... مي  

  ، كوچكتر -5/2 )1
  بزرگتر،  -5/2 )2
3( /5 كوچكتر ،  
4 (/5 بزرگتر ،  

 

2 m 1 m

4 ton

1 m

2 ton 

 

 20 معادله لنگر خمشي تير زير در فاصله ـBC  كدام است؟  

1 (a
M(x) (x a) .a.x .a(x )     2 5

4 2  

2( a
M(x) .a.x (x a) .a(x )      27 22 2  

3( (x a) a
M(x) .a.x .a(x )


      

25 24 2 2  

4 ((x a) a
M(x) .a.x .a(x )

 
     

27 24 2 2  

 

a 

2 

a

 

B
A C
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  چهارمفصل 

  » Cables)ها (كابل «

  
 يك كابل به طول :1 مثالS و دهانهL  نقاطمطابق شكل ازA وB  آويزان است

  شود. منحني كابل را تعيين كنيد؟به آن وارد مي و بار يكنواخت 

 :با استفاده از معادله ديفرانسيل پاسخd y

Hdx




2
  داريم: و با توجه به ثابت بودن 2

y x c x c
H


  2

1 22  

yانتخاب كنيم ( Aدر صورتي كه مبدأ مختصات را نقطه   وx   (c 2   است
x)و اگر شرط  L , y h)  بكار ببريم خواهيم داشت:  را  

L h L
h c L c

H L H

 
    

2
1 12 2  

h   بنابراين داريم: L
y x ( )x ( )

H L H

 
  2 12 2  

  صفر نخواهد بود. C1صفر نيست و  Aي توجه شود كه شيب كابل در نقطه

H مقدار ثابتي است كه با استفاده از طول كابل (S) آيد:بدست مي  
L dy

S ( ) dx
dx

  21


  

dy  توان نوشت: ) مي1از طرفي با مشتق گرفتن از معادله ( h L
x ( )

dx H L H

 
   2  

hبا استفاده از روش تغيير متغير  x
P ( )

L H H

 
  2  :داريم  

P

P

H
S P dP


 
 

21  

  شود:به صورت زير محاسبه مي Sدر نتيجه 
P

P

H H H L x h L x
S ( P P Ln (P P )] [( ) ] [ ]

L H H L H H

   
           
 

22 21 1 1 12 2 2 2  

را بر حسب معلومات مسأله بيان نمود و با قرار دادن آن در رابطه معادله كابل نيمرخ، معادله كابـل بطـور    Hتوان توجه كنيد كه با استفاده از اين رابطه مي
  كامل به دست آيد. 

  

 شـود،  در شكل نشان داده شده يك چترباز توسـط قـايقي كشـيده مـي     :2مثال
5و طناب بـه طـول   mph3سرعت قايق     فـوت و وزن/ lb / ft5    اسـت. قـايق

lb2  كند، ضمناً مقاومت آبنيرو به طرف جلو وارد ميlb1  شود و تخمين زده مي
lb15است. در صورتيكه وزن مـرد  3زاويه اتصال طناب به قايق      باشـد، حـداكثر

  است)  lb25نيروي كششي طناب چند پوند است؟ (وزن چتر حامل شخص
  

1(/1 9 6   2 (8/254  3 (2/132   4 (128   
 :شود كه طناب از دو نقطـه همسـطح آويـزان بـوده و شـرايط مـرزي در       در اين حالت طناب را به طور فرضي ادامه داده و تصور مي»  4«گزينه  پاسخ
  شود. براي آن به كار برده مي Aنقطه

d  شود. در اين حالت معادله ديفرانسيل منحني طناب به صورت:ه مينيمم منحني فرض ميمبدأ مختصات در نقط y dy
( )

H dxdx


 

2 2
2 1  

  چهارمهاي تأليفي فصل تست

L 

h 

x 

y 

A 

B 

y 

30 

x A

By 

30 

x A

B
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dyآيد و با قراردادن در مي
P

dx
 گيريم: نتيجه مي  Ln (P P ) x c

H


   2

11  

dyچون در مبدأ مختصات
P

dx
  راين: است، بنابc 1  :و خواهيم داشت  dy

P sin h( x)
dx H


   

Hبرابر نيروي كشش قايق منهاي مقاومت آب يعني  Aمولفه افقي نيروي كشش طناب در نقطه (H)از طرفي  lb       2 1   است، لذا: 1
dy /

sin h( x) sinh( / x)
dx

 
5 51

   
 

  

dyهمانطور كه قبلاً محاسبه شد s
P tan

dx H


     :و بنابراين خواهيم داشت  

/ s sinh( / x) s sin h( / x)            5 5 2 5  
  داريم: Aاز طرفي در نقطه 

            A A A
dy

tan sinh( / x ) / sin h( / x ) x / ft
dx

      
33 5 577 5 1 9 83

          

A AS sinh( / x ) ( / ) / ft  2 5 2 57 115 4         
  ، (محل استقرار شخص):  Bدر نتيجه در نقطه

  B B/ sinh( / x ) x / ft  159 8 2 5 146 4                      BS / / ft  5 1 9 6 159 6   

dyبراي پيدا كردن منحني كابل از 

dx
y  شود:انتگرال گرفته مي  cosh( / x) c  22 5      

yچون در ، x    بنابراين داريم: است   y cos h( / x) 2 5 1                   c c   2 22 2      

  در نتيجه ارتفاع مرد مساوي است با:  
B A B A

h y y cos h ( / x ) cos h( / x )                    2 5 1 2 5 1  

 cosh( / ) cosh( / ) ( / ) / ft   2 731 548 2 126 25 1        

Hاي به صورت رابطهHبا (T)شود نيروي كشش طناب همانطور كه ملاحظه مي Tcos  دارد و حداكثرT  در حداقلcos  يعنـي در حـداكثر ،  و

tan افتد. با توجه به رابطهاتفاق ميdy
tan sin h( / x)

dx
       ) خواهد بود: Bx(يعني  xكشش به ازاي حداكثر  حداكثر5

  cos
cosh( / x)tan sin h( / x)

   
  2 2

1 1 1
51 1 5     

  

max
max

H
T ( / ) lb

cos
  


1 1 28 128            ،max max

B
cos /

cosh( / x ) /
    

1 1 38 65 1 28


   
  

اگرام آزاد شـخص و چتـر   شود، دياكنون براي محاسبه نيرويي كه باعث نگهداري شخص در آن نقطه مي
  شود: رسم مي

 دارد در رابطـه زيـر   كـه شـخص را نگـه مـي    yFچون در جهت عمودي حركتي وجود ندارد، لـذا نيـروي  
  كند:  صدق مي

y max yF Tsin F / lb      25 15 254 8  
  كه اين نيرو بايد توسط چتر اسكي تأمين شود. 

 

Max 

150 lb 

25 lb 

max maxT Tsin 

yF

 
  ج

  

A 30 
H 
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  آزمون فصل چهارم
  

 1 كابلي يك ميله يكنواختـ(AB) به وزنN8   داشته است. كشش حداكثر اين كابل كدام است؟  را نگه  

1( N 63 1  

2( N/  52 1 1   

3( N/  51 57 1  

4( N/  62 12 1  

 

28m 

y 

5 x 

3m 

B A 

 
 2 كابل يكنواختي در شكل نشان داده شده است. اگر شدت بار وارد بر كابل ـN

m
باشد، با صرفنظر كردن از وزن كابل حداكثر كشش آن  بر حسب   5

  پارامترهاي مسأله كدام است؟ 

1(L L ( h)

h

2 2 25 3  2( L L h

h

5 3
6  

 

h 

L 

y 

 
3( L L h

h

25 3  4( L L ( h)

( h)

2 25 2
2 

 3 حداكثر كشش كابل كدام است؟ (وزن واحد طول كابلـN

m
3 (است  

1( N84   

2( N875  

3( N79  

4( N785  

 4 كابلي به وزنـlb

ft
ft45ارتفاع نصب شده است. اگر طول كابلگاه همبين دو تكيه 3  گاهيو كشش آن در نقاط تكيهlb15    باشد افت آن كدام است؟  

1( ft57  2( ft67  3( ft53  4( ft64  

 5 معادله كابلي را بيابيد كه بين دو نقطه هم ارتفاع و به فاصله ـL  از يكديگر با افتh ه شده است. بار قائم وارد بر كابل داراي تـابع تغييـرات   كشيد
x N

(x) cos ( )
L m


 5 باشد؟مي  

1( x
y h( cos )

L


 1  2( x

y h( cos )
L


 5 1  3( x

y h ( cos )
L


 2 1  4( x

y h( cos )
L


 5  

 6 كابل يكنواختي با وزن ـlb

ft
آزاد اسـت. اگـر مولفـه     Cبه ميله متجانسي متصل شده است. اين ميله از نظـر دوران حـول مفصـل     Bدر نقطه  1

xF ،lb2نيروي   در نقطهA  اعمال شود، زاويه چقدر است؟ (طول كابلft5  و طول ميلهft2 (است  

1( / 27 6  
2( / 12 7  
3( / 21 2  
4( / 3 7  

 

x 2 

y 



C

18

B

A 

3m 
 

500N 

h

x 

y 

A 

13m 

20 
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 7 ـ كابلي با جرم ناچيز از دو نقطه ثابت آويزان و شيب آن در نقطه پائيني صفر است. اگر كابل بار واحدرا كه به صورت يكنواخت از    تـا صـفر
  كند، تحمل نمايد معادله شكل آن كدام است؟تغيير مي

1(hx x
y ( )

LL
 

2
2

3 1 32
  

2( hx x
y ( )

LL
 

2 2
2 1 32

  

3( hx x
y ( )

LL
 

2
2 1 3  

4( hx x
y ( )

L L
 2 2

3 1
2 3

  

 L  

0 

h 

 

 8؟باشدنميها صحيح ـ كدام گزينه در مورد كابل  
  كابل است. ) نيروي دروني كابل همواره در امتداد2  ها توانايي تحمل خمش را ندارند.) كابل1
 كنند.) كابلها فقط كشش را تحمل مي4  كنند.ها فقط بارهاي گسترده را تحمل مي) كابل3

 9ـ بالني به زنجيري به طول ft5و وزن lb

ft
lb3متصل است. وقتي كه بالن تحت تأثير نيروي افقي به ميزان 1  كند، نيروي مقاومت حركت مي

lb2شودهوا كه بر آن وارد مي است. در اين حالت ارتفاع بالن چه مقدار است؟ (نيروي قائم وارد از بالن بر كابلlb1 (است  
1 (/ ft81 46  2 (/ ft89 7  3 (/ ft88 1  4 (ft82  

 10باشد. طول دهانهكابل، بارگسترده مستطيلي ميگاههايي است كه در يك ارتفاع قرار دارند. بار وارده  بر ـ كابل شكل زير، داراي تكيهL  و افت آن
h  در نظر گرفته شود. حداكثر كشش كابل كدام است؟  

1 (L L
( )

h


 212 4  

2(L L
( )

h


 212  

3 (L L
( )

h




2 2
12 4  

4 (L L
( )

h




2
12 4  

 L

h

lb
( )

ft


 

  



 
  

 

استاتيك 62  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  پنجمفصل 

  »(Friction Force)نيروي اصطكاك  «

  

 هاي الف و ب تعيين نماييد؟ (ضرايب اصـطكاك و سطح شيبدار را براي حالت مقدار و جهت نيروي اصطكاك بين وزنه: 1مثالs /  dو  2 /  17 
Pباشند. الف) زماني كه مي lb Pب) زماني كه  فرض شود5 lb   )فرض شود 1

 :ه در آستانه حركت به سمت بالا يا به طرف پايين است. لذا ابتدا بايـد  مشخص نيست كه وزن پاسخ
تـرين مـوارد در رسـم    جهت حركت احتمالي مشخص گردد، زيرا تعيين جهت نيـروي اصـطكاك از مهـم   

كنيم اين وزنه در آستانه حركت به سمت بالا باشد. نيـروي اصـطكاك   باشد. فرض دياگرام جسم آزاد مي
  كنيم: ، به سمت پايين بوده و آن را به صورت زير محاسبه ميلازم براي اين تعادل

 

30

100 lb P 

  

x f

y

F Pcos sin F

F N cos Psin

     

     

3 1 3
1 3 3

 

 

     

     
 

 fF / P  5 86    وP
N / 86 6 2

 

30
N 

y 
x 30

Ff 

P 

     100 lb

  
P) با جايگزيني نيروي 1 lb 5  وابط محاسبه در رN  وfF داريم:           فوق  

fF ( / ) / lb     5 866 5 6 7                 وN / / lb  86 6 25 111 6  
رو بـه بـالا) وارد خواهـد شـد. بـراي       دهد كه اگر جسم در حالت تعادل باشد نيروي اصطكاك در خلاف جهت فرض شده (يعنينشان مي fFعلامت منفي 

، Nمشخص كردن اينكه آيا جسم واقعاً در حالت تعادل است (چنانچه فرض شده) يا خير، با استفاده از مقدار 
sf

F       يعنـي مـاكزيمم نيـروي اصـطكاكي كـه
  كنيم:تواند داشته باشد را محاسبه ميسطح مي

max maxf s fF N F / lb    22 32  
fFاين مقدار بيشتر از  / lb 6 /باشد پس فرض تعادل صحيح است و مقدار نيروي اصطكاك نيز همان مي 7 lb6     باشد.و رو به بالا مي 7

P) با جايگزيني نيروي 2 lb1  در روابط محاسبهN  وfF :فوق داريم  fF ( / ) / lb     5 866 1 41 4        وN / / lb  86 6 5 91 6  
داريم:  Nبا توجه به مقدار 

maxf sF .N /  18 /، لذا امكان ايجاد نيروي اصطكاك 32 lb41 وجود ندارد و فرض تعادل صحيح نيست. در اين حالت  4

f  شود:ده از ضريب اصطكاك ديناميكي محاسبه مينيروي اصطكاك با استفا dF .N / ( / ) / lb   17 91 6 15 57  
استفاده نمـود.   Nتوان از معادله تعادل براي تعيين كماكان برقرار است پس مي yرغم حركت جسم در حالت دوم، تعادل در جهت محور توجه كنيد كه علي

) ست)ضريب اصطكاك استاتيكي ا  
  

 مقدار نيروي حداقل  :2مثالF شيبدار با ضريب اصطكاك  براي جلوگيري از لغزش جسم روي سطح، است؟ كدام    

1 (mg(cos sin )    2 (mg(sin cos )    

3 (cos
mg( Sin )


 


  4 (sin

mg( cos )

 


  

  

 :داريم با ترسيم دياگرام جسم آزاد وزنه و با فرض حركت احتمالي به سمت پايين شيب»   4«گزينه  پاسخ:  
x fF mg.sin F ( )    1  
yF F mgcos N N F mg.cos             

fF (F mgcos ) ( )    2  
( ) ,( ) mg.sin (F mg.cos )    1 2   

sin
F mg( cos ) ( )


   


3  

 پنجمهاي تأليفي فصل تست

F


mg

F

fF

N 

mg

y

x
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T
50 N

30

Af
F

AN

A

150 N
200 N

AfF

Bf
F

BN

AN

B

 آنكه جعبه شكل زير در اثر نيروي وزن خود بر روي سطح شيبدار سرنگون نشود، حداقل نسبتبراي  :3مثالa

b
    كدام خواهد بود؟

1(/25  
2(/ 5   
3 (1   
4 (22/1   

 

45

a 
b 

  
 :دهد كه امتداد نيروي وزن از لبه جعبه بگذرد، بنابراين:يد كه حالت آستانه واژگوني (كله كردن)، زماني رخ ميتوجه كن»  3«گزينه  پاسخ  

  

a
a

tan
b b

  245 1

2

    

  
  

رد كـه قبـل از   ي شرايط سرنگوني است. اما ايـن امكـان وجـود دا   تأثير است، چرا كه هدف مسأله، محاسبه(توجه شود كه نيروي اصطكاك در حل مسأله بي
  سرنگوني جسم شروع به حركت كند، بنابراين براي اين كه سرنگوني رخ دهد، نيروي اصطكاك بايد به اندازه كافي زياد باشد).

  

 ضريب اصطكاك بين دو قطعه شكل زير :4مثال / در حالت آسـتانه حركـت    Bهت قرارگيري وزنه ج (F)باشد. اگر مقدار نيروي لازم مي 2 N2 
  و زمين كدام است؟ Bباشد، مقدار ضريب اصطكاك ميان وزنه 

1(/98   
2 (/ 88   
3 (/ 78   
4 (/ 68   

 

A

B

W 50N

W 150N

 
 

 

30

F

A

B

 
 :براي محاسبه مقدار ضريب اصطكاك مورد نظر، لازم است از رسم دياگرام جسم آزاد قطعات »  1«گزينه  پاسخA  وB    به صورت جداگانـه و برقـراري

  روابط تعادل به صورت زير استفاده نماييد: 

  عدد) 6( تعداد مجهولات  =عدد)    2تعداد معادلات اصطكاك (      +عدد)     4تعداد معادلات تعادل (                                          

+     2×معادله تعادل براي هر شكل)  2( 
Af AF .N   ،

Bf BF .N      = 
A B

A B

f f

B

N , N

F , F

T ,

 
 
 
  

  

  پس بايد در هر دو شكل از معادلات اصطكاك استفاده كنيم.
  

A A

A

x f f

y A A

f A A A

F Tcos F F / N

F N Tsin N / N

T / NF .N / N

    
       

     




3 8 96
5 3 44 8

1 32





 

  


  

  

      
  
  

  

                          
A B B

B

x f f f

y B B

f B B B B

F F F F / N

F / N N / N

F .N / / /

      
      
        




2 191 4
44 8 15 194 8

191 4 194 8 98

   

 

 

  

  

  

  

45 

a b 

W 



 
  

 

استاتيك 64  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 گاه يكسان و برابر هاي تماس بين نردبان و تكيهضريب اصطكاك در تمامي محل :5مثال / باشـد.  مـي  Lو طـول آن   Wباشـد. وزن نردبـان   مي 3
  دهد كدام است؟كه نردبان را در آستانه لغزيدن قرار مي زاويه

1 (  2    

2 (  31  

3 (/  56 7   

4 (/  72 1   

 :باشد، از رسم ديـاگرام جسـم   ن دچار حركت شود، جهت حركت احتمالي آن به سمت پايين ميبا توجه به اين موضوع كه اگر نردبا»  3«گزينه  پاسخ
  آزاد آن و برقراري روابط تعادل مربوطه داريم:

A A B

A

B

B

x A f B

y B f B f A f

f A A B

f B B B

A B f

F N F

F N F W N W F W / N W / F

F .N / N W ( / / N )

F .N / N N / W

L
M (W cos ) (N Lcos ) (F Lsin )

  


          


     
    

          






3 3
3 3 3
3 92

2



  
  
 



  

B BW cos N cos / N sin      
1 32 

tan / /  1 52 56 7 
  

 استوانه  :6مثالA دار در اثر اتصال به قطعه روي سطح شيب درw با وزن N1 در حالت تعادل است، در اين حالت مقدار نيروي اصطكاك كدام است؟  

1 (N5  

2 (N 1  

3 (N15  

  .) به ضريب اصطكاك بستگي دارد4

   :با توجه به جهت چرخش احتمالي استوانه »  2«گزينه پاسخA باشد:، دياگرام جسم آزاد آن به صورت زير قابل ترسيم مي  
  

o f fM (T r) (F r) F T        
  

1يعني wدقت كنيد كه كشش كابل برابر وزن   باشد بنابراين:مي  fF N1   
  

 ضريب اصطكاك در تمامي سطوح  :7مثال / براي قرارگيري وزنـه   Fباشد. با فرض اينكه قرقره رابط بدون اصطكاك فرض شود، مقدار نيروي مي 3
 5 نيوتني در آستانه حركت در جهت نيرو چه مقدار است؟  

1 (F N 25     

2 (F N 285  

3 (F N 312                        

4 (F N 218  

500NF
15

200N

30

A

B 

AfF

AN
W

Bf
F

BN

A

B
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T

200

fF
N

y

x

30

 :5توجه داشته باشيد در حالتي كه وزنه »  2«گزينه  پاسخ    كشـش  سمت چپ قرار گيرد، (طبق فرض مسأله) در كابلنيوتني در آستانه حركت به
2ايجاد خواهد شد. لذا از دياگرام جسم آزاد وزنه     :نيوتني در اين وضعيت، داريم  

x f

N N
y

f

F T F sin

F N cos / T /

NF / N /





   

   



   

     

  




2 3
2 3 173 2 151 9

3 51 9

  

    

5حال با ترسيم دياگرام جسم آزاد وزنه   اده از روابط تعادل در آن داريم:نيوتني و استف  

x f

N
y

f

F F F / cos

F N / sin N / F N

NF N / N /







   



   

        


      




151 9 15
151 9 15 5 46 7 285

3 138 2
  

  

 در شكل زير اگر ضريب اصطكاك هر دو سمت گوه با سطوح درگير :8مثال/ /و ضريب اصطكاك بلوك سيماني با سطح افق 3 باشـد، حـداقل   6

mجايي بلوك سيماني چند نيوتن است؟براي جابهPيروين
(g / )

s
 29 81     

1(251   

2( 2 1   

3(175   

4(2612   

 :شوند، لذا داريم:د دياگرام جسم آزاد بلوك سيماني و گوه رسم ابتدا باي»  1«گزينه  پاسخ  

tan / /  1
1 3 16 7  

tan /  1
2 6 31  

  
  

  

/" aa" با امتـداد R2كنيم. زاويهانتخاب مي" aa"و بر روي بلوك سيماني"bb"جهت محورهاي مختصات را بر روي گوه /   16 7 31 47 7 
  است، در نتيجه:

  aF ( / sin ) (R cos / ) R N        2 25 9 81 31 47 7 3754      
  

)برابر است با:" bb"با امتدادR2در گوه، زاويه ) /   19 2 5 51 6   
/با اين امتدادPاويهو ز  1 5 21 7 :است، پس داريم  

  bF ( cos / ) (Pcos / ) P N      3754 51 6 21 7 251        
  

  
  
  
  

a

a 3R
2

1
2R

500 9.81

P
b

b

2R

1R
1
5 

500kg

P

5

15

500
151.9

F

N
fF
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1T
  تسمة روي بستر

3T N

500 lb

n 
t 

  قرقرة خلاص

3T

2T
O 

500 lb

 اي با زاويهتسمه نقاله :9مثال45ده عدد جعبه ،5   آورد. پوندي را به حركـت درمـي
/اصطكاك بين تسـمه و بسـتر تسـمه   ضريب  5        و  بـين قرقـره بـه حركـت درآورنـده و
/تسمه 4 شـود، بـه   باشد. قرقره خلاص توسط يك مكانيسم در امتداد تسمه جابجا مـي مي

lb5به ميزان Fنحوي كه نيروي    شود. كشش حـداكثر در تسـمه را   مي بر اين قرقره وارد
كند يـا  محاسبه نماييد و مشخص كنيد كه آيا تسمه روي قرقره به حركت درآورنده، لغزش مي

   خير؟ (از وزن تسمه صرفنظر كنيد)
  

  

 :هاي جسم آزاد قسمتهاي مختلف تسمه نقاله نشان داده شده در شكل زير، دياگرام پاسخ
  است:

  
  

  
  

  با جمع جبري نيروهـا در راسـتاي عمـود بـر تسـمه و راسـتاي ممـاس         براي تسمه روي بستر،
  بر آن داريم: 

         n

t

F N ( cos ) N lb (a)

F T T ( sin ) ( / )

        


        


 1 3

1 5 45 354
1 5 45 5 354





   

     
  

T  بنابراين:  T lb (b) 1 3 371  
  

  براي قرقره خلاص، داريم: 

  o

t

M T T (c)

F T T (d)

   


   




3 2

3 2 5


  
  

T  گيريم كه: نتيجه مي (d)و (c)از معادلات T lb (e) 2 3 25   
T  آيد: به دست مي T1، كشش حداكثر(b)حال از معادله T lb (f )  1 2 371 621  

بـه   T2،T1بـراي  lb25دهد. در حالت لغزش، با اسـتفاده از مقـدار  نمي پس بايد قرقره به حركت درآورنده را كنترل كنيم تا مطمئن شويم كه لغزش رخ
/  شود:صورت زير محاسبه مي .T T e ( )( / ) lb  4

1 2 25 3 51 878   
شود كه كشش حداكثر برابر كند و نتيجه ميباشد، تسمه روي قرقره به حركت درآورنده لغزش نميميlb621فقط T1واضح است كه چون مقدار لازم براي

  باشد. مي lb621با
  

 شكل زير يك موتور الكتريكي (در شكل نشان داده نشده) قرقره در  :10مثالB اي به چرخاند و اين قرقره توسط تسمهاي ثابت ميت زاويهرا با سرع
، Aاي ثابتباشد و كمپرسور براي چرخيدن با سرعت زاويهبه يك كمپرسور (در شكل نشان داده نشده) متصل مي Aمتصل است. قرقره  Aقرقره 

گشتاور پيچشي N.M7 .اگر ضريب اصطكاك تسمه با هر دو قرقره را لازم دارد/ 4 باشد، حداقل مقدار لازم براي نيرويF كه در شكل مشخص شده ،
  است، بايد چقدر باشد تا در هيچ قسمت از سيستم لغزش به وجود نيايد؟ 

  
  
  
  
  
  
  

45  

 درآورنده قرقرة به حركت

  قرقرة خلاص

2T
F 

  قرقرة به حركت درآورنده
1T

50 Cm 

A 

AM 

30 cm 

BM 

F

2m 

B
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A 

2m B  
AO  



E 


B 

BOC

D

A

 :در مرحله اول: زاويه پوشش پاسخ ها تعيين كنيد. بدين منظور ابتداراي هر يك از قرقرهرا ب اـي را محاسبه نماييد. با توجه به اين كه شعاع AOه DوBO E   بـر
Aبه موازات ECباشند. با رسمعمود هستند، لذا با يكديگر موازي مي DEخط  BO Oزاويه ، شود.در مثلث هاشور خورده تشكيل مي  

  توان گفت:لذا مي 
A B

A B

r rCD / /
sin sin sin /

CE O O
   

    1 1 1 5 3 5 742
     

A  بنابراين: ( / ) /   18 2 5 74 191 5   

B ( / ) /   18 2 5 74 168 5   
  

  

را مطابق شكل زير در نظر بگيريد. حـداقل نيـروي    Aحال دياگرام جسم آزاد قرقره 
Fباشد. براي  اين وضعيت در قرقره ، مربوط به حالت لغزش ميA :داريم ،  

s A. ( / )[( / ) / ]A

A

(T )
e e / (a)

(T )
    4 191 5 181

2
3 81   

A  همچنين با جمع جبري گشتاورها حول مركز قرقره، داريم:  A[(T ) (T ) ]( / )     1 2 5 7  
A  توان نوشت: بنابراين مي A(T ) (T ) (b)  1 2 14  

A(T  خواهيم داشت:  (b)و(a)با حل معادلات ) N2 A(Tو498 ) N1 1898  

xFبا استفاده از رابطه  توان نيروي ، ميF  :را به صورت روبرو محاسبه نمود  ( )cos / F F N     1898 498 5 74 2384  
  

به جهت عدم لغزش تسمه روي  F، مقدار حداقل نيروي Bبايستي در قرقره حال مي
را طبـق شـكل    Bقرقره محاسبه گردد، براي اين منظور ديـاگرام جسـم آزاد قرقـره    

  ، داريم:Bكنيم. براي وضعيت لغزش در قرقره مقابل رسم مي

s B. ( / )[( / ) / ]B

B

(T )
e e / (c)

(T )
    4 168 5 181

2
3 24   

N.m7براي ايجاد گشتاور پيچشي Bيچشي لازم در قرقره گشتاور پ    در قرقرهA :به صورت زير قابل محاسبه است، لذا ،  
B

B A B
A

r /
M M ( ) M N.m

r /
   

3 7 425
    
 

  

    داريم:  Bبنابراين با استفاده از نتيجه فوق و جمع جبري گشتاورها حول نقطه 
  B B B B[(T ) (T ) ]( / ) (T ) (T ) (d)           1 2 1 23 42 14  

  خواهيم داشت:  (d)و (c)ه با حل معادلاتدر نتيج
  B(T ) N2 B(Tو  624 ) N1 2 24  

  ، برابر است با: Bدر قرقره  (F)لذا حداقل مقدار نيروي لازم 
  F ( )cos / N   2 24 624 5 74 2635  

Fها نلغزد، حداقل مقدار نيروي مورد نياز،يك از قرقره براي اينكه تسمه روي هيچ  2637باشد.نيوتن مي  
  

 1/يك استوانه چوبي كه با محتويات خود  :11مثال تن ( 2 kg12 غلتد. اگـر قطـر اسـتوانه    سرعت ثابت مي) وزن دارد روي سطح افقي چوبي با
D / m 1 (ضريب اصطكاك غلتش  باشد، چه نيرويي براي ادامه حركت لازم است؟5 / cm8 شود)فرض مي  

1(kg128    2(kg6     3(kg68    4(kg139   

 :مقدار نيرو برابر است با:»  2«گزينه  پاسخ   /
P / kg

/
  

8 12 1 281 75
   
  

  

dاگر همين بار را روي جعبه چوبي قرار داده و با ضريب اصطكاك /  5 (اصطكاك چوب روي چوب) :روي سطح بكشيم نيروي لازم برابر است با  
P / kg  12 5 6      

B 

2 B(T )  

1 B(T )  

F  
BM 

F 

A  

2 A(T )  

1 A(T )  
700 N.m 
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  پنجمآزمون فصل   

 1 در شكل زير مقدار حداقل وزنـW             براي برقراري تعـادل كـدام اسـت؟ (قرقـره بـدون اصـطكاك اسـت، ضـريب اصـطكاك اسـتاتيكي سـطح
شيبدار /   فرض شود) 3
1 (W lb   
2 (W / lb 24 2  
3( W / lb18 1  
4( W / lb 75 8  

 

100 lb 
W

30 
 2 چنانچهـF2  وF1  به ترتيب نيروها در قسمت سفت و شل تسمه وD     ه قطر چرخ تسمه باشد، با فرض وجود اصطكاك بـين تسـمه و چـرخ تسـم

  گشتاور پيچشي موثر بر چرخ كدام است؟  

1 (D
T (F F ) 1 2 2  2 (D

T (F F ) 1 2 2  3 (T (F F )D 1 2  4 (T (F F )D 1 2  

 3 حداقل مقدار نيروي ـF  براي جلوگيري از لغزش جسم روي سطح شيبدار با ضريب اصطكاك  كدام است؟  
1 (mg(cos sin )    
2 (mg(sin cos )    

3 (cos
mg( sin )


 


  

4 (sin
mg( cos )


 


  

F 

mg 

  

 4 ضرايب اصطكاك كيلوگرمي روي ديوار قائم  با فرض  6گشتاور لازم جهت به گردش در آوردن چرخ ـ /  باشـد؟ ها مـي براي تمام سطوح، كداميك از گزينه 3
m

(g / )
s

 29 81  

1 (/ N.m21 6  
2 (/ N.m27 24  
3 (/ N.m18 43  
4 (/ N.m17 51  

 M 

0.3m

 

 5 اي به جرم مطابق شكل، جعبهـ 2  كيلوگرم با نيرويP شود در صورتي كه ضريب اصطكاك بين صندوق و سـطح شـيبدار   به پايين كشيده مي

برابر  / mدر آستانه حركت كدام است؟ Pباشد، مقدار  4
(g / )

s
 29 81  

1 (N372  
2 (N361  
3 (N4 9  
4 (N359  

 
b 

P 

10

b 

10

 

 6 ضريب اصطكاك بين جسم و ميز با فرض تعادل سيستم در شكل زير كدام است؟ (قرقره بدون اصطكاك فرض شود) ـ  
1 (/ 2  
2 (/ 3  
3 (/ 32  
4 (/ 34  

250N

50N
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 7 نيروي ـP  مطابق شكل زير به يك صندوق ساكن5 مقدار نيروي اصطكاك در صورتي كه شود. جهت و مي كيلوگرمي واردP     باشـد كـدام

sاست؟ / )  )dو 25 /  2 m
(g / )

s
 29 81  

fF) به طرف پايين سطح شيبدار، 1 N 61  

fF) به طرف بالاي سطح شيبدار، 2 / N 94 7  

fF) به طرف پايين سطح شيبدار، 3 / N 77 7  

fF) به طرف بالاي سطح شيبدار، 2 / N 23 9  

P

25

15 
 8 ـ استوانه همگني به وزنW  و قطر 4 ر تكيه دارد. اگر ضريب اصطكاك استاتيكي بين اسـتوانه  ميليمتر مطابق شكل به سطوح عمودي و شيبدا

و تمامي سطوح  /   باشد؟ ها مييك از گزينهكدام Mباشد، مقدار گشتاور ساعتگرد 3
1 (a b/ (N N )6   
2 (a b/ (N N )3  
3 (a b/ (N N ) 2  
4 (a b/ (N N ) 12  

aN
M

bN

30

 
 9 متر و جرم  7تيري به طول ـ 1  كيلوگرم مطابق شكل به زمين و ديوار تكيه دارد. درصورتي كهs /  جهت قرارگيري تير  Pباشد، نيروي  4

  در آستانه حركت چند نيوتن است؟
1 (697  
2 (715  
3 (735  
4 (775  

 

4m

3m

P

 

 10 در شكل زير، ضريب اصطكاك استاتيكي سطوح ـ /   چه مقدار باشد تا جعبه بدون واژگون شدن بلغزد؟ Pبراي بار افقي  hاست. بيشترين ارتفاع  2
1 (h m   
2 (h m1  
3 (h / m1 5  
4 (h / m 7 5  

75N 
P 

h 

0.6m  

 11 ؟باشدنميهاي عمومي جهت كم كردن مقدار نيروي اصطكاك هاي زير از روشيك از گزينهكدامـ  
  ) استفاده از يك واسطه روغني2  هايي مانند غلتك) استفاده از واسطه1
 ) صيقلي كردن بيش از حد سطوح4  ) صيقلي كردن نسبي سطوح3

 12 در حركت يك چرخ حول محور مركزي آن، با فرض چرخش همراه با غلتش، پروفيل سرعت در قسمتهاي مختلف چرخ كدام است؟ـ  
 

  

 

 

 

  
)1(  )2(  )3(  )4(  
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 13 باشد؟ هاي زير از روشهاي افزايش مقدار توان انتقالي مييك از گزينهدر يك سيستم تسمه و پولي با فرض وجود اصطكاك (مطابق شكل) ، كدامـ  
  ) كاهش زاويه پوشش پولي1
  ) كم كردن شعاع پولي2
  2) اضافه كردن كشش در كابل 3
   2ن كشش در كابل ) كم كرد4

 

T1

T2

r 

 

 14 ؟ باشندنميهاي افزايش انتقال توان در مكانيزم تسمه و پولي هاي زير از روشيك از مكانيزمكدامـ  

 

   

 

  

 

  
)1(  )2(  )3(  )4(  

 15ـ طبق شكل زير، تيرI   شكل يكنواختي به جرمm   از دو سرش روي دو ريل افقي قرار دارد، حداكثر مقدار نيروي افقيP   وارد بر تير كه موجـب

Lها و ضريب اصطكاك استاتيكي بين تير و ريل sلغزيدن تير نشود كدام است؟ (
b  2 (  

1 (s.m.g
b

( )
L





2
3 1

  2 (s.m.g
b

( )
L



2 1
   

y 

P 

L 
A B 

b 

x  
3 (s.m.g

b
( )

L



3 1
  4 (s.m.g

b
( )

L





3
2 1
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  ششمفصل 

  »(Properties of Surfaces)خواص سطوح  «

  
  

 الزاويه شكل را محاسبه نماييد؟ مختصات مركز سطح مثلث قائم: 1ثالم  
  
  
  
  
  

 :براي حل، دستگاه مختصات   پاسخy  وx   و يك المان سطح(dA) :را به صورت زير در نظر بگيريد  
a.b

A  bو                             2
dA y.dx .xdx

a
   

                        y
b

dM xdA x dx
a

  2  
a

y
b ba

M x dx
a

 
22

3  
  

  همچنين داريم:
a

x
b a.b

M x .dx
a

 
2 22
2 62

 x
y b b

dM .dA x( .xdx) ,
a a

 2 2  

x(Mتوجه داشته باشيد كه در تعريف گشتاور اول سطح  y.dA) y  مختصه عمودي مركز سطح المانdA باشد.مي  

x  يجه مختصات مركز سطح مثلث برابر است با: در نت
c

M a.b b
y

A a.b
   

2 2
6 3                  ،y

c
M b.a a

x
A a.b

   
2 2 2

3 3  
  

 مقابل با توجه به دستگاههاشورخورده  موقعيت مركز سطح شكل :2مثالxoy  انتخاب شده كدام است؟  

1 (c

c

x / mm

y / mm


 

2 31
3 1      2 (c

c

x / mm

y / mm


 

96
2 12
   

 

O

5mm 

2mm 

3mm 

8mm 

 

  
3 (c

c

x / mm

y / mm


 

2 79
2 69   4 (c

c

x / mm

y / mm


 

1 18
1 12    

 :شودمي) تقسيم 3×5) و (8×2مستطيل ( به دوشكل مسأله يك سطح منظم مركب است كه »  3«گزينه  پاسخ.  
  شود:ميانگين وزني، موقعيت مركز سطح شكل  به صورت زير محاسبه مي حال با استفاده از روابط

   c
A x A x ( ) ( / )

x / mm
A A ( ) ( )

     
  

   
1 1 2 2

1 2

8 2 4 3 5 1 5 2 798 2 3 5  

c  و
A y A y ( ) ( / )

y / mm
A A ( ) ( )

     
  

   
1 1 2 2

1 2

8 2 1 3 5 4 5 2 698 2 3 5  
  

 كدام گزينه مقدار : 3مثالy دهد؟ميله خميده را نشان مي                                                           

1 (3  
2 (4  
3 (/5 5  
4 (/4 5  

 

6 

8 

y 

   

 ششمهاي تأليفي فصل تست

3mm

5mm

2mm

8mm
O

2

1

dx
x 

b
y x

a
 

x

y

y

C

x

y

b

a
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y

4 cm

3 cm

3 cm

3 cm1cm6 cm

 :محاسبه عرض مركز خط، بايد خط مركب را به خطوط ساده تقسيم نموده و سپس از رابطه زير، براي  »3«گزينه  پاسخy  :خط مركب به دست آيد  

y( ) ( ) ( ) y /       
886 1 8 6 4 1 5 516                            

i i
i

i
i

L y

y

L










2

1
2

1

  

  

 ؟برابر است بامتر برحسب سانتي ،مركز سطح شكل سايه زده: 4مثال    

1 (x / , y / 5 42 4 4  

2 (x / , y / 5 42 4 24  

3 (x / , y / 4 4 5 42  

4 (x / , y / 4 24 5 42  
  

 :كنيم. در اين حالت خواهيم داشت:مركب را به يك مربع بزرگ، يك مستطيل و مثلث كوچك تقسيم مي شكل»   2«گزينه   پاسخ  

i i
i

A .x ( ) ( ) ( )
x /

A /

 

 



        

  
 


3

1
3 31 1 5 6 4 3 92 5 421 24 4 5  

i i
i

A .y ( ) ( ) ( )
y /

A /

 

 



        

  
 


3

1
3 31 1 5 6 4 8 12 4 241 24 4 5  

  

 الساقين به قاعده اي به صورت مثلث متساويميله: 5مثالL  و ارتفاعh  و زواياي مجاور به ساق
چند درجه باشد تا فرم داده شده است. زاويه  2

(x ,y) خم كردن مفتول بر هم منطبق باشند؟ آن بر مركز سطح بسته حاصل از   

1 (6   2 (3   3 (45  4 (4   
 :توان نوشت: خط سه گوشه بايد با مركز سطح مثلث برابر باشد، بنابراين مي مركز  »1«گزينه  پاسخ  

h h h h h
L( ) ( ) ( )

cos cos cosh
h h h

L L
cos cos cos

   
  

  
  

  

2

2 2 22 2 2
23

2 2 2



  yمثلث =  yسه گوش مفتول 

h
cos cot an sin

L
   
       

12 62 2 2 2 3
2

     ،L h h h
L

cos cos cos
   

  
2

3 3 2 2 2

  

  

  

 در شكل نشان داده شده، موقعيت عرض مركز سطح: 6مثال(y) متر است؟ چند سانتي    
1( 1/3  
2( 8/2  
3( 9/2  
4( 5/2  

  

2cm2cm2cm 

3c
m

3c
m y

 y 

 
2 h 

 x 
L 
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y 

x 
i i

i

i
i

A y
( )( ) ( )( )

y / mm

A






  







2

1
2

1

96 4 2512 17 48 1796 2512
  

 

 :هاشور خورده، لازم است شكل را به اشَكال منظم و ساده، شامل يك مربع منهاي يك مثلث، تقسيم كنيم:  براي يافتن مركز سطح شكل  »2«گزينه   پاسخ  

i i

i

( ) ( )A .y
y / cm

A ( ) ( )


   

  


 




2 36 6 3 52 2 822 36 6 2

  

  

 عد : 7مثالمقدار بB را طوري محاسبه نماييد كه عرض مركز سطح بخش هاشورخورده،7ميليمتر بالاي قاعده قرار گيرد؟    

1 (B  75  
2 (B  85  
3 (B  8   
4 (B  4  

 120mm 

120mm 

B 

90mm 

 
 :اينكه عرض مركز سطح شكل در موقعيت  براي»   3«گزينه    پاسخmm7  شكل هاشورخورده به اشَكال منظم و ساده تجزيه شـده   قرار گيرد بايد

  و سپس عرض مركز سطح آن به صورت مقابل محاسبه شود:
i i

i

A .y
( ) ( .B )

y B mm
A .B

    
    




2

1 12 12 6 45 37 8144 45
    

 
  

  

 ي باشد، فاصلهاش ميدايره در قاعدهصفحه مثلثي شكل مقابل داراي يك بريدگي به شكل نيم: 8مثالy، متر است؟ از قاعده تا مركز جرم صفحه چند ميلي    

1 (17/48  2 (/5 17  

  
3 (27/52  4 (72/54  

 :كنيم، لذا: مركب را به اشَكال منظم و ساده تجزيه مي شكل  »1«گزينه   پاسخ  

mm


 
2 24 25122
  مساحت نيم دايره           mm


  212 16 962

    مساحت مثلث  
R

y mm


  
 

4 4 4 173 3
  دايره نيم                                 y mm 

12 43
  مثلث  

     
  

  
  
  

  
 مختصات مركز شكل زير كدام است؟: 9مثال    

1( x /

y /


 

2 5
2 5  2( x "

y "


 

3
3  

 

1"

3"

1"

1"3"1"

y

x 
3 (x

y


 

2
3  4 (x /

y /


 

2 75
2 5  

 :از آنجايي كه شكل نسبت به محورهاي گذرنده از مركز آن تقارن دارد لذا خواهيم داشت: »  1«گزينه  پاسخ    
  

                 x / y  
5 2 52  

  

  

120 mm 

r 

160 mm 

         (r = 40 mm) 

y 

x 

، 
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( ) ( ) [ ( )]A x A x A x
x /

A A A
( ) ( ) ( )

  
          

   
  

2

1 1 2 2 3 3
21 2 3

2 4 2 2 4 21 4 5 12 3 2 3 4 71
2 4 21 4 2 2

 



 عرض مركز سطح شكل زير كدام است؟: 10 مثال     
1(4   
2(3   
3(35   
4(6   

 :شكل داده شده يك سطح منظم مركب است كه از مجمـوع دو مثلـث   » 1«گزينه  پاسخOAC  وABC  
  توان نوشت:آيد، لذا ميبه دست مي

  

[( ) ( )] [( )( )]A .y A .y
y

A A ( ) ( )

        
  

     

1 1 2 2
1 2

2 1 1 13 3 6 3 6 6 63 2 3 2 41 13 6 6 62 2

      


   
  

  

 طول و عرض مركز سطح شكل هاشور خورده كدام است؟  : 11مثال( )  3  

1 (x

y /


  5 21

   

2 (x

y /


  4 71

   

3 (x /

y


 

4 71


   

4 (x /

y


 

5 21


   

y

O

2 8

4 x

 

  :شكل منظم مركب مسأله از يك مستطيل بزرگ با ابعاد»  3«ه گزينپاسخ1 4انـد.  دايره كسر شدهدرست شده است كه از آن يك مثلث و يك نيم
yتوان نتيجه گرفت كهها ميxبا توجه به تقارن شكل نسبت به محور    .  

  شود:به صورت زير اقدام مي xبراي محاسبه
  

  
  

  
 مركز سطح شكل زير در كدام محدوده قرار دارد؟ :12مثال  

1 (x

y


 

1
5
                         2 (x

y


  5

      

3 (x

y


 

1
5
                        4 (x

y


 

1


     

11

1

7

2

20

y

o x

1

7

2

20

y

o x

 
 :شكل داده شده نسبت به محور عمودي گذرنده از وسط شكل متقارن است، پس»  1«گزينه  پاسخx  

2 12
  پايين باشد. از آنجائيكه قسمت مي

)داراي سطح بيشتري است، بنابراين عرض مركز سطح از وسط شكل شكل نسبت به محور افقي گذرنده از وسط شكل،  )
1 52
 تر است يعني:پايين  y 

1
2
  

y

60

30

O
x

60

B

A

O

C

60

30

60

2

1
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z

80 mm

120 mm

 حجم حادث از دوران كامل مقطع مربع، مطابق شكل حول محور  :13مثالZ با فرض    است؟ متر مكعب حدوداً چند سانتي 3
1( 48   
2( 69  
3( 1     
4( 142  
  

 :با استفاده از قضيه دوم پاپوس و گولدين داريم:   »4«گزينه  پاسخ  V ( )(y)(A) ( )( )( ) cm         32 2 3 8 6 2 12 12 14243 142  
  

 سطح و حجم تريلر حمل مصالح فله كه در شكل زير نشان داده شده است، به ترتيب كدام است؟  :14لامث  

1    (A / ft

V / ft

 




2

3
145 3
9 2

                   2  (A / ft

V / ft

 




2

3
331 4
1 26 2

   

 3  (A / ft

V / ft

 




2

3
258 7
815 4

                  4  (A / ft

V / ft

 




2

3
913 8
1625 2

   

 

A A6'8'

8'8' 20'

 

 :ابتدا مساحت شكل بـا در نظـر گـرفتن قضـيه اول پـاپوس و      »  4«گزينه  پاسخ
  شود:گولدين به صورت زير تعيين مي

  
  

  

  
  بينيد اين منحني، متشكل از پنج خط مستقيم است. براي وضوح بيشتر، جدولي به صورت زير تشكيل شده است:طور كه ميهمان

i i ii y (ft) L y (ft )L (ft)
/ /

/ / /

/ / /

/ /

 

2

2 2
1 3 1 5 4 5

2 8 1 8 6 3 5 28 22
3 2 4 8
4 8 6 3 5 28 22
5 3 1 5 4 5


 


  
  شود: براي تعيين حجم از قضيه دوم پاپوس و گولدين به صورت زير استفاده مي

i i i i

i i
i

A (ft ) y (ft) A y (ft )

/

( )( )( ) / /

/ /

/

A y /

 

  



2 3

1 24 1 5 36
1 12 8 1 4 3 3 33 13 332 3

3 8 2 16
4 4 3 333 13 33
5 24 1 5 36

258 7
 

8 20 8

2 4

5
3

1
A

3 
 

i  در نتيجه خواهيم داشت: i
i

V A .y ( )( / ) / ft     32 2 258 7 1625 2  

  
  
  

4' 
3' 

3  

1

2 4

5

8' 20' 8' 

A 
A 

  
  
  

 بنابراين داريم:

i i
i

i i

L .y / ft

A L .y ( / ) / ft



    





2

2

145 43

2 2 145 43 913 8 
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 باشند؟ اويه نسبت به محورهاي گذرنده از مركز سطح و قاعده آن چه مقدار ميالزلنگرهاي جبر و حاصلضرب اينرسي يك مثلث قائم: 15مثال  

 :الزاويه  به فاصلهمركز سطح يك مثلث قائم  پاسخa

bو 3

را به صـورت شـكل در نظـر بگيريـد.      yوxاز زاويه قائمه قرار دارد.  بنابراين محورهاي  3

    توان نوشت: ها مياست. بنابراين از تشابه مثلث t.dyنهايت كوچك انتخاب شده سطح بي

                           
b yt y a

t a( ) dA ( a y)dy
a b b b


      

2
2 23
3 3  

b

b
x x

a ab
I y .dA y ( a y)dy

b
      

2
3

3

32 2 2
3 36  

y  يم داشت:به همين ترتيب خواه y
a b

I   
3

36  

  شوند:به صورت زير محاسبه مي yو  xهاي اينرسي نسبت به محورهاي حال مقادير ممان

xx x x c
ab ab b ab

I I A.y [ ( ) ]      
3 32 2

36 2 3 12  

yy  و به طريق مشابه داريم:
a b

I 
3

12  

    توان نوشت:همچنين مي 
b

b

a a
y [ y y ]dy

b b
   

2
3

2

2 2 2
23 2

a
b

b a
t

x yI x .y .dx dy y [ x d x ]dy



             

2
3 3

3 3

  

x y xy x y c c
a b a b ab a b a b

I I I A.x .y ( )( )   
 

     
2 2 2 2 2 2

72 72 2 3 3 24  

  
 ممان اينرسي مثلث  :16مثالABC  حول محورx كدام است؟  

1 (/ 66  
2 (/ 72  
3 (/ 76  
4 (/ 79  

 C

A B
x

2

x

2  
   :از آنجائيكه مثلث » 1«گزينه پاسخABC تـوان  الساقين است، پـس مـي  الزاويه متساوييك مثلث قائم

را محاسـبه   ABHيا  BCHالزاويه هاي قائمآن را به دو مثلث تجزيه نمود، سپس ممان اينرسي يكي از مثلث
  ار حاصله را در دو ضرب كنيم.  كرده و براي محاسبه ممان اينرسي كل، كافي است مقد

  

  

  
  محوري است كه به موازات محور تقارن آن انتقال يافته است، لذا داريم: (x)، محور موردنظر BCHبراي مثلث 

xxI [ ( ) ] [ ( ) ]


     3 21 2 2 2 12 236 2 3 3  

xxI /   
1 22 663 3   مثلث)ABC(  

  

  

  

C

B

x

2

3

2

2

2

x

H

C

A B

2
H

x

y y 

x 

a

3

a

y

dy

2
b y

3


b 
t 

a

3

(x ,y ) 

b

3
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 رهاي اگر حاصلضرب اينرسي مثلث شكل زير نسبت به محو :17مثالxy برابرb .h2 2

xباشد، حاصلضـرب اينرسـي آن نسـبت بـه محورهـاي      24 y  

  (گذرنده از مركز سطح شكل) كدام است؟

1 (b h


2 2

72  2 (b h


2 2

72  

3 (b h


2 2

48  4 (b h


2 2

48  

   :الزاويه خواهيم داشت:طبق قضيه انتقال محورهاي مختصات و با توجه به موقعيت مركز سطح در مثلث قائم»  2«گزينه پاسخ  

x y
b h b h b h

I  


   
2 2 2 2 2 2

24 18 72x y
b h b h bh

I ( )     
2 2

24 3 3 2                   xy x yI I x.y.A    

  
 هاي افقي و عمودي نسبت به محورهاي گذرنده از مركز سطح كدامند؟براي سطح زير، مجموع ممان اينرسي  :18مثال  

1 (2812  

2 (8/3241  

3 (2959  

4 (/3 51 2  

 

 
   :ابتدا لازم است موقعيت مركز سطح شكل به دست آيد:»  2«گزينه پاسخ  

( ) ( ) ( )
y / m

( ) ( ) ( )

       
 

    

2

2

8 812 8 4 8 3 42 3 3 57812 8 8 32

و           
( ) ( ( )) ( )

x / m
( ) ( ) ( )


        

 
    

2

2

8 812 8 6 8 12 3 52 3 9 6812 8 8 32

  

  كنيم.هاي اينرسي را نسبت به اين محورها محاسبه ميحال ممان

xxI [ ( / ) ] [ ( / ) ] [ ( / ) ] / m   
                

3 32 2 4 2 2 412 8 8 8 8 812 8 4 3 57 8 3 57 3 3 4 3 57 6 812 36 2 3 4  

yyI [ ( / ) ] [ ( / ) ] [ ( / ) ] m    
                 

3 32 2 4 2 2 412 8 8 8 8 812 8 6 9 6 8 12 9 6 3 3 5 9 6 264112 36 2 3 4  

  بنابراين خواهيم داشت:
  xx yyI I / /    6 8 2641 3241 8  

  

 مركز سطح مقطع : 19مثالZ     (با بالهاي نابرابر) را كه در شكل زير نشان داده شده است، بيابيد. ضمناً لنگرهاي دوم سطح حـول محورهـاي مركـزي

  هاي مقطع را تعيين نماييد؟ موازي با لبه
  

 

  
  
  
  
  

6

1
4

1

1
2

y

y

x

x
b

h

C



 
  

 

استاتيك 78  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 :مقطع  پاسخZ      شـود.  به سه مستطيل (نشـان داده شـده در شـكل) تجزيـه مـي
شود. براي يافتن مركز سـطح  ختصات مناسبي مطابق شكل در نظر گرفته ميدستگاه م

  گردد: به روش زير عمل مي

i i i i i i i

i i i i i
i i i

A (in ) x (in) y (in) A .x (in ) A .y (in )

( )( ) /

( )( ) /

( )( ) /

A A .x A .y




    

2 3 3

1 2 1 2 1 7 5 2 15
2 8 1 8 2 5 4 2 32
3 4 1 4 5 5 2 2

14 42 49


 

  

  

  بنابراين داريم: 
i i

i
c

i
i

A .y

y / in
A

  



49 3 و                            514

i i
i

c
i

i

A .x

x in
A

  



42 314  

bh31رابطه حال با استفاده از قضيه انتقال محورها و
براي گشتاور دوم سطح يك مستطيل حول محور تقارن مركزي آن،  12

c cx xI و
c cy yI شوند:  تعيين مي  

c cx x

( ) ( ) ( )

I [( )( )( ) ( )( )] [( ( )( ) ( )( ) ] [( )( )( ) ( )( )] / in
  

      3 2 3 2 3 2 4

1 2 3

1 1 1 12 1 2 4 1 8 8 4 1 4 3 113 1712 12 2 12  

c cy y

( ) ( ) ( )

I [( )( )( ) ( )( )] [( )( )( ) ( )( ) ] [( )( )( ) ( )( )] / in      3 2 3 2 3 2 4

1 2 3

1 1 1 11 2 2 2 8 1 8 1 4 4 2 32 6712 12 2 12  
  

  

 مطلوب است محاسبة لنگر ماند يك دايره حول قطر آن و لنگر ماند آن حول محور قطبي گذرنده از مركز دايره؟: 20مثال  

 :شود. يك حلقه، به صورت شكل مقابل در نظر گرفته مي  پاسخ  
dA                                             دانيم كه: مي r dr 2     

در نظر  rرا برابر با  Oتوان فاصله تمامي نقاط حلقه از نقطه يت باريك بودن حلقه مينهابا توجه به بي

         گرفت. بنابراين داريم: 
r

P P
r

I r dA I r ( r dr ) Ar


      
42 2 212 2 2

     

xxضمناً توجه كنيد كه به علت تقارن شكل، yyI I باشد. مي  

P  نوشت:توان در نتيجه مي
P xx yy xx xx yy

I
I I I I I I Ar       212 2 4  

باشـد. نتيجـه محاسـبه را    در اين مسأله مـي xxIترين راه براي محاسبهروش تشريح شده در فوق، ساده
  گيري مستقيم نيز به دست آورد. بدين ترتيب كه:توان از طريق انتگرالمي

r

xx xxI y .dA I (r sin ) r dr d


      
22 2
 

    

r .sin r sin r
d ( ) Ar

          


2 4 2 4 4 221 2 1
4 4 2 2 4 4 

  
  

y 

r 
r

x 

O 

dr

y 

r 

r  

x O 

dr

 
r sin  

d 

2

cx8

cy

1

1
4O

x

1

y 
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 آزمون فصل ششم
  

 1 كدام گزينه، ـy دهد؟ ميله خميده شكل را نشان مي  
1 (3  
2 (4  
3 (5/5  
4 (5/4  

 y

6

8

x 
 2 مساحت شكل هاشورخورده كدام است؟ ـ  

1 (3
4  2 (4

3  
 

2x
y

2


y

2  x
0   

3 (1
18  4 (1   

 3 متر است؟طول مركز سطح شكل زير چند سانتيـ  
1 (/4 4  
2 (24/4  
3 (42/5  
4 (71/4  

 y

3cm
x

6cm 1cm

3cm

3cm

4cm

  
 4 به قاعده  الساقيناي به صورت مثلث متساويميلهـL  و ارتفاعh  و زواياي مجاور به دو سـاق

چنـد درجـه            فـرم داده شـده اسـت. زاويـه      2

  آن بر مركز سطح مثلث با همان ابعاد منطبق باشند؟ xو yباشد تا
1 (6   2 (3   3 (45  4 (4   

 5 ممان اينرسي شكل هاشورخورده زير نسبت به محور ـx   كدام است؟  

1 (1/6  
2 (6  
3 (3/18  
4 (5/8  

 

x  
1  

y

2  

2y x

 
 6 اسيون مربع به ضلع شعاع ژيرـa  نسبت به محورx گذرد كدام است؟ كه از مركز سطح شكل مي  

1 (a2

12  2 (a

12
  3 (a

3  4 (a2

3  

 7 هاي اينرسي شكل زير نسبت به دو محورتفاضل ممانـx2 وx1، / m45 باشد؟ باشد، مساحت شكل چند مترمربع ميمي  
1 (/ 5  
2 (/ 4  
3 (/1  
4 (/2  

 

x

2m

1x

2x
1m

C
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 8 ؟ باشدنميكدام گزينه صحيح  ـ  

1 (J r .dA  2  2 (yQ y.dA   3 (xx
x

I
r

A
  4 (yyI x .dA  2  

 9 دايره زير كدام است؟ مختصات مركز سطح نيمـ  
1 (( / , / )188 5 36 5  
2 (( / , / )188 5 1 8 5  
3 (( , / ) 36 5  
4 (( , / ) 34 5  

 
120  

x  
O  

y  

  
 10 در اثر دوران ـ45 اي مثلثABC  حول ضلعAB حجم شكل حادث چه مقدار است؟ ،  

1 (
9
5  

2 (
9
4  

3 (4  
4 (/ 4 5  

 A

B C
6m 

3m 

 

 11 متر است؟ عرض مركز سطح شكل زير چند سانتيـ  

1 (26  

2 (28  

3 (31  

4 (32  1r

2r 1

2

r 20 cm

r 10 cm





y

x

 

 
 12 اي همگن به شعاعمركز جرم پوسته نيمكرهـ r  (ضخامت پوسته ناچيز است) كدام است؟  

1 (r2
3  2 (r

3  
z

y  

x   

 
3 (r

2  4 (r

4  

 13 ممان اينرسي شكل هاشورخورده نسبت به محور ـx كدام است؟cm cm cm cm(B / ,b / , H ,h )   6 5 35 16 3  
1 (3/1535  
2 (3/1635  
3 (3/1735  
4 (3/1835  

 

H
x  

h

b
B 

 14 ممان اينرسي مستطيل زير نسبت به محور ـx  كدام است؟  
1 (52/11  
2 (/12 5   
3 (/23 4  
4 (25  

 x
4

3
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 15 در شكل زير ممان مرتبه اول سطح هاشور خورده نسبت به محور مشخص شده ـ(N.A.) چندmm3  است؟  

1 (428    

2 (3278   

3 (15     

4 (68     

 

10mm

84mm
100mm

10mm

150mm

N.A

 
 16 دانسيته واحد طول ميله باريك شكل زير مطابق رابطهـ

x
( )   1 يك از برحسب متر است) مركز جرم ميله كدام xكند، (با مكان تغيير مي 2

  هاي زير است؟گزينه

1 (x m
2
5  2 (x m

3
5   x

1m

  3 (x m
4
9  4 (x m

5
7  

 17 فاصلهـz باشد؟ يك از مقادير زير مياز رأس مخروط قائم دوار تا مركز هندسي حجم آن كدام  

1 (h4
5  2 (h3

4   

h
z

  
3 (h5

6  4 (h4
7  

 18 در شكل زير مركز جرم جسم صلب همگني را بيابيد كه حجم آن از دوران سطح هاشور خورده حول محور ـz  به اندازه36 حاصل شود؟  
1 (z mm 322  
2 (z mm 363  
3 (z / mm 333 3  
4 (z mm 31  

 r

z

2r hz 200mm

400mm  

 19 ـy  سيم نازكي مطابق شكل كه به صورت نيمدايره درآمده است برحسبr  كدام است؟  

1 (r


  2 (r


2  

r r

C y

 

  3 (r


2  4 (r


4
3  

 20 به ضلع ـ با فرض مساحت يكسان، در مورد ممان اينرسي اصلي مربعa  و ممان اينرسي اصلي دايره به شعاعr  كدام صحيح است؟  
  ) ممان اينرسي دايره بزرگتر است.2  ينرسي مربع بزرگتر است.) ممان ا1
  توان مقايسه نمود. ) نمي4  ) هر دو داراي ممان اينرسي يكسان هستند.3
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  هفتمفصل 

  »(Virtual Work)كار مجازي  «

  
 

 در شكل زير اگـر  :1 مثال  W N و1 P N را در باشـند، مقـدار  2
  وضعيت تعادل بيابيد؟

 :چون نيروهاي  پاسخP  وW شوند، به ترتيب طول نقطـه  به سيستم وارد ميA 
و  Aگردند. پس ابتدا لازم است طول نقطه دچار تغييرمكان جزئي مي Bو عرض نقطه 

و براساس هندسه مسأله مشخص گردد و سـپس   Oبا توجه به موقعيت  Bعرض نقطه 
      هاي جزئي اين نقاط (به صورت زير) به دست آيند: تغيير مكان

  

A A
h h h

x .cos( ) .sin x .cos          92 2 2
  

B By h.sin( ) h.cos y h.sin         9   
  حال كار مجازي حاصل از اثر نيروهاي خارجي (فعال) بر اين نقاط عبارت است از:

A B
h

W (P x ) (W y ) P cos Whsin            2   

P P
( cos Wsin )h tan / /

W
( h )

              
  

2 1 5 712 2 2 1
  

  


 

باشد، اين است كه اينگونه مسائل تا انتها به صـورت پـارامتري تحليـل شـده و در آخـرين مرحلـه       آنچه در اين مسأله و ديگر مسائل عددي حائز اهميت مي
  گردد.  مقادير عددي در آن جايگزين مي

  

 در پاندول دوگانه شكل زير، زواياي  براي برقراري تعادل :2مثال1  و2هاي پاندول به ترتيب ميله ،  را تعيين كنيد؟ (وزنQ1  وQ2 فرض شوند(  
  

  
  
  
  
  

  

  

 :است و نيروهاي فعال آن عبارتند از: سيستم مسأله داراي دو درجه آزادي  پاسخP ،Q1  وQ2 .  
    برابر است با: Cنسبت به نقطه  )E(نقطه  Pبه سيستم داده شود. فاصله افقي نقطه اثر نيروي 2فرض كنيد تغيير مكان مجازي

E Ex b.sin x b.cos      2 2 2  

D(yنسبت به نقطه  Q2و فاصله عمودي نقطه اثر نيروي  )C :برابر است با         D D
b b

y .cos y .sin      2 2 22 2  

  برابر است با: دهند را تغييرمكان جزئي مي Dو عرض نقطه  Eكه به ترتيب طول نقطه  Q2و  Pلذا كار مجازي انجام شده توسط دو نيروي 

           D E
b

W (Q . y ) (P x ) Q sin Pbcos             2 2 2 2 2 22   

b P
Pb cos Q sin tan

Q
      2 2 2 2

2

2
2  

 هفتمهاي تأليفي فصل تست

چون

aa

P

h

2

h

2

A

W

O

B

y

x



A

1

B

1Q

2

C

D

E

2Q

P

a

b
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  به سيستم داده شود، خواهيم داشت:  1به دليل اينكه سيستم مسأله دو درجه آزادي دارد، لذا اگر تغيير مكان مجازي  

A(:  Bقرار دارد) (نسبت به  Q1(كه تحت تأثير نيروي   B فاصله قائم نقطه B
a a

y cos y sin      1 1 12 2  

A(:  Dارد) (نسبت به قرار د Q2(كه تحت تأثير نيروي  Dفاصله قائم نقطه D
b

y a cos cos y a sin        1 2 1 12  

A(:  E(نسبت به قرار دارد)  Pثير نيروي أكه تحت ت E(يا Cفاصله افقي نقطه C Ex a sin bsin x x a cos         1 2 1 1  
  لذا كل كار مجازي اين نيروهاي فعال عبارت است از: 

B D E

a
W (Q . y ) (Q . y ) (P. x ) Q sin Q a sin Pa cos                   1 2 1 1 1 2 1 1 1 12   

a Q Pa P
sin ( aQ ) Pa cos tan

aQ aQ Q Q
      

 
1

1 2 1 1
1 2 1 2

2 2
2 2 2  

  

 بولدوزري براي هل دادن يك اسكريپر با سرعت ثابت مورد استفاده قرار گرفته است. اگر بولدوزر نيروي :3مثالKN15  ،را به اسكريپر وارد كنـد
     قدر است؟شود، چبر بازوي هيدروليكي وارد مي Bكه در مفصل  Fمقدار نيروي 

1(/ KN27 9  

2(/ KN31 8   

3(/ KN45 7   

4(KN9  1.5m

3m

3m

1m

C B
A

0.3 m

0.6 m

 

( شكل شماتيك است) 
  

 :عضو »  2«گزينه  پاسخABC       دهـد.  بـه صـورت شـماتيك نشـان مـي      نسبت به بدنه بولدوزر داراي يك درجـه آزادي اسـت. شـكل روبـرو ايـن عضـو را
KN15و Fو نيروهاي فعال مختصات اند.نيز در شكل نشان داده شده  

/فاصله m1 ABدر شكل با استفاده از قضيه فيثاغورث تعيين شده است. با توجه به شكل (492 / m1  )، داريم:5

  
  
  

/ /
[AB ( ) ] ( / / ) / m


   

1 1
2 2 22 2 26 3 1 5 15 1 4922

    

  

  

/فاصله m492در قسمت بالاي شكل نيز مستقيماً تعيين و بعلاوهAE ( / ) / m 2 1 492 2 نيـز تعيـين   را  وتـوان زوايـاي  گردد، سپس مـي مي98

/          نمود:
tan /

/
  1 1 5 64 9492

 


/و             
tan /

/
  1 3 5 752 98

  

  

0.492m

1m

1.2m
1.050

F




150kN
C

E
3.2m

0.3m 

2.98m

1.492m
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 ها، در شكل نشان داده شده است. دو طرف سيستم شبيه هم است، بنابراين فقط يك پلاتفرم بالابر هيدروليكي مخصوص بار زدن به كاميون :4مثال
كهباشد، زماني  in4اخل سيلندريك طرف سيستم نشان داده شده است. اگر قطر پيستون د  بـه   Wلازم است تا بـار   (P)است، چه مقدار فشار 6

وزن   lb5 هاي عددي عبارتند از:را در حالت تعادل نگه دارد؟ (ساير دادهe in 1،d in 6،L in   در وسط ميله قرار دارد) Aو مفصل 24
  

W

E

2L

y

A
B

e

x

d

θ θ

η

                     

θ

L

e
C

A

B

e

d

η

  
  (شكل الف)                 (شكل ب)

  

1(Psi22  2(Psi212   3(Psi415   4(Psi44  

 در اينجا سيستمي با يك درجه آزادي وجود دارد كه اين درجه آزادي، با زاويه»  3«گزينه  :پاسخ    مشخص شده است. نيروهاي فعـالي كـه در حـين
وليكي. بنابراين بايد تغيير مكـان مجـازي پلاتفـرم و همچنـين      و نيروهاي وارد از بازوي هيدر Wدهند، عبارتند از: وزن كار انجام ميتغيير مكان مجازي

E  ، داريم:xyاز پمپ تعيين شوند. با استفاده از موقعيت دستگاه مختصات  Aنقطه  Ey Lsin y Lcos     2 2  
در شكل نشان داده شده است. با ملاحظه شكل لازم است. در امتداد محور پمپ، يعني Aبراي محاسبه نيروي بازوي هيدروليكي، تغيير مكان مفصل 

AC  توان نوشت:مي(ب) براي CB [(Lsin ) e] (d Lcos ) (a)        2 2 2 2 2  
Lsin)  از آنجا، داريم: e)(Lcos ) (d Lcos )(Lsin )          2 2 2  

  م:، داريبا حل معادله فوق براي
L L L

[(Lsin e)cos (d Lcos )sin ] (Lsin cos ecos dsin Lsin cos ) (dsin ecos )                 
  

  

E  توان براي برقراري تعادل از اصل كار مجازي استفاده نمود:مي
W ( )

W ( . y ) (P. )


      
24

2 4   

L  و از آنجا داريم:
( )( Lcos ) P( )[ (dsin ecos )] (b)          


5 2 4  

)]  و تعيين نمود:ربه صورت روبه (a)توان از معادلهرا ميمقدار )( / ) ] [ ( )( / )] in     2 2 224 866 1 6 24 5 49       
  شود:براي برقراري تعادل تعيين مي P، مقدار لازم (b)و جايگزيني مقادير عددي معلوم در معادلهحال با حذف

P Psi  415( )( )( )( / ) P( ){ [( )( / ) ( )( / )]}    
245 2 24 5 4 6 866 1 549         

  

 رود، هاي فلز به كار مـي اي به نام كمپكتور، كه براي پرس كردن تكهدر شكل روبرو، وسيله: 5مثال
، مصالح Cشود. سپس پيستون در نقطه اعمال مي Bدر مفصل  Pنشان داده شده است. يك نيروي افقي 

بـر   Cكه توسـط پيسـتون    F، مقدار نيروي و زاويه Pكند. به ازاء يك مقدار معلوم نيروي را پرس مي
هـا  نظر كنيد و مفصلشود، چقدر است؟ (از اصطكاك بين پيستون و ديواره سيلندر صرفمصالح وارد مي

  آل  (بدون اصطكاك) در نظر بگيريد)را ايده
  
  
  
  

y

F

B P 


A
L

L

x

CC
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 گـردد كـه مختصـه   مشاهده شـكل مشـخص مـي    : باپاسخ   شـكل سيسـتم را ،
كند. بنابراين، مكانيزم يك درجه آزادي دارد. در صـورتي كـه از وزن اعضـا    مشخص مي

وجود خواهنـد داشـت. بـا در نظـر گـرفتن       Fو  Pنظر شود، فقط دو نيروي فعال صرف
ي كه حائز اهميت هاي، در رابطه با اصل كار مجازي، تنها كميتتغيير مكان مجازي

  . و F,Pخواهند بود عبارتند از:

  
داراي  Pبـه نحـوي اسـت كـه نيـروي       شوند. با توجه به روابط ساده مثلثاتي شكل فوق، تغيير مكان مجازيحال كار مجازي نيروهاي فعال محاسبه مي

L)ير مكان افقيتغي cos )  شود. بـا اسـتفاده از  سيسـتم مختصـات    است. براي محاسبه اين تغيير مكان افقي به صورت زير عمل ميxy   در نقطـهA ،
  ، داريم: Bبراي مفصل 

B By Lsin y Lcos      
، همان مقدار قبلي، كه در ابتدا بـا اسـتفاده از روابـط مثلثـاتي محاسـبه شـده بـود،                     زاء تغيير مكان مجازيبه ا Bتوجه كنيد كه براي تغيير مكان افقي 

  به دست آمده است.  
PW  باشد. بنابراين داريم: بوده و كار مجازي آن منفي مي Byدر خلاف جهت P، نيروي براي تغييرات در نظر گرفته شده PLcos     

  توان نوشت:مي Cبراي به دست آوردن تغيير مكان مجازي پيستون  
                      C Cx Lcos Lcos Lcos x Lsin         2 2  

CW  د مثبت باشد. بنابراين: هم جهت هستند، پس كار اين نيرو بايCxو Fچون  F( Lsin )   2    
W  بريم، در نتيجه خواهيم داشت:حال اصل كار مجازي را براي اطمينان از برقراري تعادل به كار مي ( PLcos ) ( FLsin )      2   

P  ، داريم: Fو محاسبه  Lبا حذف
F

tan


2  

 

 متشكل از ميله سبكي است كه در نقطه شكل مقابل  :6مثالO  ،لولا شده است
دارد. نقاط تعادل را  به دست  kدر انتهاي ميله قرار داشته و فنري با سختي mجرم

)آورده و شرط پايداري را بررسي نماييد n )  1   ؟ (در حالت افقي ميلـه، فنـر در
  حالت آزاد است)

  
  
  
 

 :به ازاي دوران   پاسخ :ميله، انرژي پتانسيل سيستم برابر است با  

g eE W W mg( n)Lsin k(nLsin )       211 2  

  آوريم:حال نقاط تعادل را به دست مي
dE

mg( n)Lcos kn L sin cos
d

        


2 21 ي تعادل نقطه  

cos ( )

mg( n)
sin

kn L

     
  

 
 2

9
1

  −¼L¤®MI¤oÃš
  

  براي اينكه سيستم نقطه تعادل داشته باشد بايد:
mg( n)

sin ( )
kn L


   2

11 1 1  

  كنيم:حال شرط پايداري را بررسي مي
( )d E d E mg( n) mg( n)

mg( n)Lsin kn L (cos sin ) mg( n)L kn L ( ( ))
d d kn L kn L

 
                

 

2 212 2 2 2 2 2
2 2 2 2

1 11 1 1 2   

  ي تعادل دوم همواره پايدار است.بنابراين نقطه





x



y

L sin 

L cos 

O 

nL 
(1-n)L  

 mg

k(nL sin θ)  

θ  
= 0 gw

O 

nL (1-n)L  

 mg kF

nL (1-n)L  

 m O 

 k
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 بلوكي به وزن: 7مثالW بطور آهسته بر روي فنري كه داراي ثابت ،K شود. ميزان فشردگي فنر در حالت تعادل كدام است؟باشد، قرار داده ميمي  

1(W

K
  2(W

K

2
  

3(W

K2  4(W

K3  

 :نيروهاي فعال سيستم عبارتند از : نيروي ثقل (»  1«زينه گ پاسخW(    و نيروي فنر. با استفاده از حالت اوليه فنر (تغيير شكل نيافته)، بـراي محاسـبه

E  از اين حالت، مقدار انرژي پتانسيل سيستم برابر است با: xگيري انرژي پتانسيل نيروي وزن و با اندازه Wx Kx   21
2  

dE  آنجايي كه سيستم يك درجه آزادي دارد، لذا: از W
W Kx x

dx K
      

  

 اي به شعاع صفحه ضخيمي كه لبه پاييني آن قوس دايره :8مثالR كه صفحه مطابق شكل به حالـت  دارد، در شكل زير نشان داده شده است. وقتي
  برقرار خواهد بود؟ Rو  hاي بين از سطح زمين خواهد بود. در حالت تعادل پايدار، چه رابطه hفاصله  قائم قرار دارد، مركز ثقل آن به

  

1(R h  

2(R h  2  

3(h
R  2   

4(R h   

 :توان از زاويـه يروي وزن، يك درجه آزادي دارد، پس ميصفحه تحت تأثير ن»  4«گزينه  پاسخ  بـه ،
  شود. لذا:بيان مي) اين سيستم به صورت تابعي ازEعنوان مختصه مستقل استفاده نمود. انرژي پتانسيل (

E W[R (R h)cos ]     
شد. واضح است كه دربا، وزن صفحه ميWكه در آن   :حالت تعادل است، زيرا  ،  

dE
( ) [W(R h)sin ]
d     
     

  

  

dحال E

d

2
را در2  :در نظر بگيريد، بنابراين خواهيم داشت  

d E
( ) W(R h)
d

  


2
2   

Rكهواضح است وقتي h  ،باشدd E
( )
d




2
2  مثبت است، لذا جهت برقراري تعادل پايدار، بايدR h .باشد  

  

 شود؟تعادل پايدار در كدام گزينه مشاهده مي: 9لمثا  

 

  

 

 

 

  

 

  
)1(  )2(  )3(  )4(  

   :تعادل پايدار، نوعي از تعادل است كه اگر در آن، جسم را به وسيله يك عامل خارجي به اندازه كـوچكي از وضـعيت تعـادل خـارج     »  2«گزينه پاسخ
   به حالت اوليه برگردد. نماييد، پس از حذف عامل خارجي جسم دوباره 

W

x

θ

h

R-h

C

R-(R-h)cos



θ

CG

C

R

CG

h

C
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 ميله در شكل زير، وزن  :01مثالOA  ،mg اي تعيين نماييـد كـه   . سختي فنر را به گونهشودفرض ميOA   در زاويـه                 .بـه حالـت تعـادل برسـد
(طول آزاد فنر در   دهد)رخ مي  

1 (mg

L

2  

2 (mg

Lcos4  

3 (mg

Lsin4  

4 (mg

L2  

 :هاي پتانسيل ناشي از وزن ميله انرژي»  2«گزينه  پاسخOA :و سختي فنر عبارتند از  

E K(AB) ( mgh)

AB AH Lsin

L
h cos

  

  

  


21
2

2 2 2

2

  

                L
E K( Lsin ) mg cos


  21 22 2 2  

  ي تعادل داريم:براي نقطه

dE L
KL sin cos mg sin mg mg

d cos K
KL Lcos

 
             

22 2
4 4


   

  
  

A

H

B



O

hL

B

K

A

L

O

L


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  آزمون فصل هفتم
  

 1اگر  ـW N1 Wو  1 N2   (از اصطكاك صرفنظر شده است)براي برقراري تعادل كدام است؟  باشند، مقدار زاويه  15
1( / 16 15  
2( / 18 72  
3( / 19 47  
4( / 17 12  

 


30

W2

W1

  

 2اگر  ـ  W N1  و P N3 د، زاويه نباش تعادل كدام است؟ در زمان  

1( / 8 53  
2( / 12 1  
3( / 9 12  
4( / 7 2  

 

T

2



b

P
2



E

x
A,O

B

y

D

C  
 3با فرض اينكه نقاط تماس بدون اصطكاك باشند، مقدار نيروي  ـP  ي در زاويهميله تعادل براي  كدام است؟  

1( W
tan2  

2( W
cotan 2  

3( Wtan  
4( Wcos  

 
L

2

L

2

W
P

  
 4زاويه ـ  و وزن تير صرفنظر شده است)براي برقراري تعادل كدام است؟ (از اصطكاك  

1( a b
tan ( [ ])

a b
 


1 1

3
  

2( a b
tan ( )

a b
 


1 3  

3( a b
tan ( [ ])

a b
 


1 1 3

3
  

4( a b
tan ( )

a b
 


1  

 

W

90



30

a

b

  

 5هاي سبكميله  ـAB  وBC  بار N5 اند. در حالت داشته را نگه  45  فنر تغيير طول ندارد. اگر ثابت فنر   N

m
باشد، نيروي فنر در  1

  اين حالت كدام است؟ 
1( N1 42  
2( N1    
3( N1 66  
4( N1 51  

 

2m 2m

B

A C

500 N


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 6هايميله ـAB وBC  داراي جرمهر كدامmطول ،Lست زاويه تعادلا د. مطلوبنباشمي زير هايي مطابق شكلگاه، بارگذاري و تكيه؟  

1( m.g
tan

P
12 2  2( m.g

tan
P

12   

C

P A

B    
  3( m.g

tan
P

1  4( m.g
tan

P
1

2  

 7گشتاور ـM وارده بر شافت اهرم تحتاني مجموعه را برحسب زاويه  كه بار وارده نماييدطوري تعيين(P) ؟را تحمل كند  

1( M Prsin   

2( M Pr cos   

3( M Prsin 2  

4( M Prsin 2  

  

  

 P



r

r


M

  
 8تعادل اييازو ـ1و2را با فرض اينكه هر دو ميله به جرمm و طولL باشند، بيابيد؟  

1( M
cos [ ]

mgL
  1

2
Mو  2

cos [ ]
mgL

  1
1

2
3  

2( M
cos [ ]

mgL
  1

2 Mو  2
cos [ ]

mgL
  1

1
2

3  

3( M
cos [ ]

mgL
  1

2 Mو  2
cos [ ]

mgL
  1

1
3

2  

4( M
cos [ ]

mgL
  1

2
و2 1  

 
1

M

2

M  

 9الواري به جرم ـm روي دو چرخ، هريك به جرمm نيرويتعيين مقدار ت قرار دارد. مطلوبسPحركت الوار به طرف بالا؟ ظور شروع، به من  
1( P m gsin 2  
2( P (m m )msin  2  
3( P (m m )gsin  2  
4( P (m m )gsin    

 

P


  
 10نيروي لازم ـP جاييرا به منظور جابهy در نقطهA سختي ايدار( هر دو فنر  محاسبه كنيد؟k باشند و در ميy  (فنرها خلاصند ،  

1( y
P ky( )

b y
 

2 2
1  

2( y
P ky( )

b y
 

2 2
2 1  

3( b
P ky( )

b y
 

2 2
2 1  

4( b
P ky( )

b y
 

2 2
2 1  

 k k

y

bb

A

P 
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  هاپاسخنامه آزمون
  

   (Equations of Equilibrium)روابط تعادلاول:فصل
  »3«ـ گزينه 5  »3«ـ گزينه 4 »3«ـ گزينه3 »1«ـ گزينه2  »4«ـ گزينه1
  »1«ـ گزينه 10  »2«ـ گزينه 9 »3«ـ گزينه8 »2«ـ گزينه7  »2«ـ گزينه6
  »2«ـ گزينه 15 »3«ـ گزينه 14 »2«ـ گزينه13 »2«ـ گزينه12  »3«ـ گزينه11
  »1«ـ گزينه 20  »1«ـ گزينه 19 »3«ـ گزينه18 »2«ـ گزينه17  »1«ـ گزينه16

  (Trusses)خرپاها:ومدفصل
  »3«ـ گزينه 5  »4«ـ گزينه 4 »4«ـ گزينه3 »3«ـ گزينه2 »1«ـ گزينه1
  »2«ـ گزينه 10  »2«ـ گزينه 9 »3«ـ گزينه8 »4«ـ گزينه7  »3«ـ گزينه6
  »1«ـ گزينه 15 »3«ـ گزينه 14 »4«ـ گزينه13 »4«ـ گزينه12  »3«ـ گزينه11
  »4«گزينه ـ 20 »3«گزينه ـ 19 »2«گزينهـ18 »3«گزينهـ 17  »2«ـ گزينه16

  (Beams)تيرها:ومسفصل
  »1«ـ گزينه 5  »3«ـ گزينه 4 »1«ـ گزينه3 »4«ـ گزينه2  »3«ـ گزينه1
  »4«ـ گزينه 10  »1«ـ گزينه 9 »3«ـ گزينه8 »1«ـ گزينه7  »2«ـ گزينه6
  »1«ـ گزينه 15 »4«ـ گزينه 14 »1«ـ گزينه13 »4«ـ گزينه12  »2«ـ گزينه11
  »4«ـ گزينه 20 »2«ـ گزينه 19 »1«ـ گزينه18 »3«ـ گزينه17  »2«ـ گزينه16

  Cables)(هاكابل:هارمچفصل
  »1«ـ گزينه 5  »3«ـ گزينه 4 »1«ـ گزينه3 »4«ـ گزينه2 »2«ـ گزينه1
  »1«ـ گزينه 10  »2«ـ گزينه 9 »3«ـ گزينه8 »1«ـ گزينه7  »4«ـ گزينه6

  (Friction Force)اصطكاكنيروي:نجمپفصل
  »3«ـ گزينه 5  »2«ـ گزينه 4 »4«ـ گزينه3 »2«ـ گزينه2 »2«ـ گزينه1
  »3«ـ گزينه 10  »4«ـ گزينه 9 »1«ـ گزينه8 »2«ـ گزينه7 »1«ـ گزينه6
  »2«ـ گزينه 15  »1«ـ گزينه 14 »3«ـ گزينه13 »2«ـ گزينه12  »4«ـ گزينه11

  (Properties of Surfaces)خواص سطوح:شمشفصل
  »3«ـ گزينه 5  »1«ـ گزينه 4 »3«ـ گزينه3 »2«ـ گزينه2  »3«ـ گزينه1
  »4«ـ گزينه 10  »2«ـ گزينه 9 »2«ـ گزينه8 »3«ـ گزينه7  »2«ـ گزينه6
  »2«ـ گزينه 15  »1«ـ گزينه 14 »3«ـ گزينه13 »3«ـ گزينه12  »1«ـ گزينه11
  »1«ـ گزينه 20 »2«ـ گزينه 19 »3«ـ گزينه18 »2«ـ گزينه17  »3«ـ گزينه16

    (Virtual Work) كار مجازي: فتمهفصل 
  »4«ـ گزينه 5  »1«ـ گزينه 4 »2«ـ گزينه3 »1«ـ گزينه2  »3«ـ گزينه1
  »3«ـ گزينه 10  »4«ـ گزينه 9 »1«ـ گزينه8 »3«ـ گزينه7  »4«ـ گزينه6

  


