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  فصل اول

  »دستگاه اعداد حقيقي و مختلط«

  هانظريه مجموعه ):1درسنامه (  
  همقدم

  

بعضي  نادرست ها و تناقضات در رياضي كه ناشي از عدم درك و به كارگيريكسوبه علت رخ دادن بعضي از پارادميلادي  19و اوايل قرن  18در اواخر قرن 
رياضي و خالي نمودن آن از هرگونه شك و ابهام افتادند. گرچه  سازيدقيقبود، رياضيدانان طراز اول به فكر نهايت و ... بي حد، رياضي مانند يماز مفاه
  شد.ناپذير وضع ميمحكم و ترديدهاي ين پايهز اين نبود! بايد براي رياضيات نواي جولي چاره ،هاي اوليه آنها خود دچار تناقضات زيادي گشتتلاش

. به دست آورد ضاز آنها استدلالي متناق نتوانها براساس اصولي رفتند كه اين اصول با يكديگر تناقض نداشته و راغ ساخت مجموعهرياضيدانان ابتدا به س
ه در اين دانند. اما به دلايلي كاز مسلمات مي را وجود اعداد بسياريزيرا  ،نوبت به ساخت اعداد رسيد. شايد در ابتدا اين كار بيهوده به نظر برسد آن بعد از
و در نهايت  به كمك اعداد طبيعي سپس اعداد صحيح ، بايد به نحو مطلوبي ابتدا اعداد طبيعي بر پايه اصول و تعاريف قبل واز آن مطلع خواهيد شدفصل 

مودن آنها بود به اين معنا كه در اي كه در ساخت اين اعداد به شدت بايد لحاظ گردد، آرماني ننكته شدند.مياعداد گويا از اعداد صحيح و اصول قبل ساخته 
شود بايد ود ما و توقعي كه ما از آنها داريم منطبق باشند، به طور مثال در مجموعه اعداد طبيعي كه ساخته ميهنهايت آنها بايد بر ش 2 2    ،گردد 4

از اصول و  ي اعداد گويامجموعهد طبيعي است. رياضيدانان تا مرحله ساخت اعدا مجموعه ايم چيز ديگري به جزاي كه ساختهدر غير اين صورت مجموعه
ها نبود و مدتي زمان برد تا تكنيك هاي قبل به اين سادگيخت مجموعه اعداد حقيقي از مجموعهااما س ،قبل به مشكل خاصي برخورد نكردند يقضايا

اصول موضوعه اعداد  به وسيله راآناليز توان نگاه اصل موضوعي به آن داشت و ميساخت آن كشف گرديد. گرچه بعد از ساختن مجموعه اعداد حقيقي، 
به  گذرا ن فصل ابتدا مروريبه هر حال ما در اي. ودبپذير ناين كار به لحاظ منطقي امكانمجموعه اعداد حقيقي،  آغاز كرد، ولي قبل از ساخت دقيق حقيقي

براي  را كنيم، نگاهي به جبر و جبرخطي انداخته و آنچهدر حد نياز يادآوري مي آن رارابطه و تابع و انواع ها انداخته، خواص موضوعي مجموعه دستگاه اصل
اد و در نهايت به يكي از الگوهاي ساخت اعداد حقيقي براساس مجموعه اعدكنيم ميو ادامه مطالعه كتاب نياز داريم معرفي  مجموعه اعداد حقيقيساخت 
و اي چگال مجموعهدقيق مجموعه اعداد حقيقي، خواص آن، مانند اصل كمال، خاصيت ارشميدسي، ترتيب كلي و داشتن زير از ساختپردازيم. بعد گويا مي

اعداد مختلط در حد مقدماتي و بيان چند تعريف و مجموعه رديم. ورود ما به گاعداد مختلط مي ميدان بررسي و اثبات كرده و در نهايت واردو ... را را شما
  گرديم. رياضي وارد آناليز طور جديايم كه به يه خواهد بود. بعد از اين فصل آمادهقض

دارد، يادآوري مباحثي از مباني رياضي، جبر، جبر  يادآوري و مرورخوانيد جنبه ي مطالبي كه در اين فصل ميبايد به شما دانشجوي عزيز بگوييم كه عمده
هاي مقدماتي لذا اگر اطلاعات شما در درس ،گرددآناليز رياضي از مبحث ساخت مجموعه اعداد حقيقي آغاز مي خطي و ساير دروس مقدماتي ديگر. در واقع
مجموعه اعداد حقيقي ي خود را از مبحث ساخت توانيد از بسياري از اين مباحث عبور كرده و مطالعهمي ،باشدرياضي به ويژه درس مباني رياضي كافي مي

  توان به فهم آناليز رياضي دست يافت. باشد ولي بدون فهم آن نميها مياين فصل داراي كمترين تعداد سؤال در آزموناز سر بگيريد. اگرچه 

  ها نياز داريمآنچه از نظريه مجموعه
  

و جديد نيز بر پايه چند اصل اساسـي  رياضيات نوين  ،باشندي حقايق و قضاياي آن از چند اصل ساده و مقدماتي قابل استنتاج و استخراج ميمشابه هندسه كه همه
دانيـد و نـه انتهـاي آن را.    ايد كه نه ابتـداي آن را مـي  اي قرار گرفتهفرض كنيد كه شما در ميان جاده كنيم.مي، بحث خود را آغاز يذكر مثالبا استوار گرديده است. 

 شروع به حركت كنيد. ممكـن اسـت در ابتـدا حركـت در     ،در يكي از دو جهت ممكن اي به پيمودن اين جاده داشته باشيد بايد در نهايتطبيعي است كه اگر علاقه
راه طي شده را بازگشته و به محل اول خـود   ،تر باشد و در آن سمت حركت خود را آغاز كنيد ولي پس از برخورد با موانع جديتر و يا جذابجهتي براي شما ساده

  شويد چندين بار اين مسير را طي كنيد و جهت حركت خود را عوض كنيد.هي ممكن است مجبور گا. ديكنبرگرديد و در سمت ديگر شروع به حركت 
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ن بـوده و نـه   آ ابتـداي با قسمتي از رياضيات مواجه گرديده اسـت كـه نـه     انسان ،استه با آن جاده هبا رياضيات مانند نقش شما در مواج مواجههبشر در نقش 
اي اين جاده را برگشتند و سعي كردند مبـدأ آن را پيـدا كننـد،    به سمت جلو طي كرد، رياضيدانان دو دسته شدند، عدهاين جاده را كه مدتي  از پس !آن انتهاي

بـا انباشـت    .مقصد در اين جاده حركـت كردنـد  سمت به  (مباني رياضيات) أتوجه به مبداي نيز بيگوييم، و دستهكه ما امروزه به آن اصول موضوعه رياضيات مي
دانان به اين نتيجه رسيده باشند كه ايـن جـاده و مسـير    رياضي هشايد امروز، سوي مسير گام برداشتنددو دو گروه، بلاخص تجربيات افرادي كه در هر هاي هبتجر
    رفت.و محل شروعي را در نظر گ أمبد ،براي خودمناسب اي توان با وضع اصول موضوعهفقط مي .مبدأ معلوم و مشخصي دارد و نه مقصدي معلوم نه

  باشد. ها محل شروع رياضيات نوين (جبر، آناليز، توپولوژي) مياصول اقليدس محل شروع هندسه اقليدسي و اصول نظريه مجموعهمثال  عنوانبه 
  كنيم.ابتدا مقدماتي را براي شما يادآوري كرده و سپس بحث اصلي خود را آغاز مي

 

حركت به سوي 
 ها مباني و پايه

ها  نظريه مجموعه
 و منطق رياضي

 ما اينجا هستيم

حركت به سوي رياضيات نوين
  و نتايج حاصل از پذيرش مباني

  (Zermelo - Fraenkel)هاي تسرملو ـ فرانكل اصول نظريه مجموعه
  

دهـيم، در اصـطلاح بـه ايـن     ها وضع شده است كه ما آن را در اينجا مبناي كار خـود قـرار مـي   هاي تسرملو و فرانكل براي نظريه مجموعهان به نامددو رياضي اين اصول توسط
كننـد كـه   اين اصول تعيين مي ،دنكنها را در علم رياضي بيان ميبه زبان ساده شيوه ساخت مجموعه اصولي كه در ادامه خواهد آمدشود. گفته مي ZFدستگاه اصل موضوعي، 

  .باشدهوم مجموعه در علم رياضي ميساختن مف ي اين اصول روشن. وظيفهتوان مجموعه گفتشود و به چه اشيايي نميگفته مي مجموعهدر رياضي به چه اشيايي 
  اصل وجود(The Axiom of Existence) :به بيان خيلي ساده مجموعه تهي وجود داشته  .باشدعضوي نمي چاي وجود دارد كه شامل هيمجموعه

  دهيم.نمايش مي  نماد و ما آن را با
  اصل محتوا يا گسترش(The Axiom of Extensionality) : اگر هر عضوي از مجموعهA  عضو مجموعهB  از مجموعه و هر عضويB  عضوي

Aبرابر است يعني Bبا مجموعه  Aمجموعه  باشد، آنگاه Aاز مجموعه  B.  
  اصل جداپذيري(The Axiom Schema of Comprehension) :  اگـرP(x)      يـك خاصـيتي در مـورد عضـوx  بـه ازاي هـر    آنگـاه  ،باشـد

A، {xي مجموعه A | P(x)} .يك مجموعه است  

 سازي اصل زوج(The Axiom of Pair) : به ازاي هر دو مجموعهA  وB  مجموعهA B  وجود دارد كه اعضاي آن يا عضوA   اند و يا عضـوB .
  تر اجتماع دو مجموعه، خود يك مجموعه است.به بيان ساده

  اصل اجتماع(The Axiom of Union):  اگرA ي اعضاي اجتماع همه ،يك مجموعه باشدA .نيز مجموعه است  
  توانياصل مجموعه et)Sower P(The Axiom of :  اگرA يك مجموعه باشد، مجموعه P(A) اي موجود است كه به گونهB P(A)   اگـر و

Bاگر  تنها A.  
 يت نهااصل موضوع بي(The Axiom of Infinity) :.اعـداد طبيعـي    ، يعني مجموعـه به زبان خيلي سادهاين اصل  مجموعه استقرايي وجود دارد

  وجود دارد.
  اصل نظم(The Axiom of Regularity): اي وجود ندارد كه عضو خودش باشد. مجموعه 

 xمـرد باشـد،    xا باشـد،  ي ـمثبت و گو xفرد باشد،  xمثال  عنواناست به  xيك صفت براي عضو دلخواه  ،در مورد اصل جداپذيري منظور از خاصيت
 مجموعه باشد آنگاه Aاگر  :گويدل ميدر مورد اصل مجموعه تواني نيز بايد گفت كه اين اص. آبي باشد و ...  B B A  نيز مجموعه است. اين مجموعه

د شـو اضياتي كه از ايـن اصـل ناشـي مـي    يعني در ري ،داندرا يك اصل مي وجود مجموعه اعداد طبيعي ،نهايتدهيم. اصل موضوع بينمايش مي P(A)را با
زيرا  ،لازم است هاباشد. در نهايت اصل نظم براي جلوگيري از بروز تناقض در ساخت مجموعهنمي قابل اثباتاعداد طبيعي يك اصل است و وجود مجموعه 

زمنـد  يك اصل ديگر مانده است كه بيان آن نيا هنوز براي شروع باشند.اند و لذا مجموعه نميمعنيبيباشند در رياضيات هايي كه عضو خودشان ميمجموعه
. اصـلي كـه اضـافه    بود2و حتي  19و 18بحث برانگيزترين اصل در تمام رياضيات قرن كه  ،اصل انتخاباصل چيزي نيست جز اين  ،باشدتوضيحاتي مي

    .)است نتخابا به معناي Choiceكلمه  اول C حرف( دهدرا براي ما تشكيل مي ZFCموضوعي  دستگاه اصل ZFكردن آن به اصول 

 فرض كنيم كه   :1 تعريفS ها باشد، تابع اي از مجموعهخانواده
A S

g :S A


  هرگاه گوييممي تابع انتخابرا يك ،A S g(A) A   .  
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 الف: اگر :1 مثالA { }1 1،A { , }2 1 Sو 2 {A }1 1،S {A , A }2 1   بنويسيد. S2 خانواده و يك تابع انتخاب براي S1 خانواده يك تابع انتخاب براي 2
nAب: اگر { , , ...,n} 1 nSو 2 {A | n }  وادهاي خانآنگاه يك تابع انتخاب بر S .بنويسيد  
 :الف: تابع پاسخg :S {A } { } 1 1 g(Aكه 1 ) 1 g(Aزيـرا  ،باشـد يـك تـابع انتخـاب مـي     S1به وضـوح بـراي   1 ) A 1 همچنـين تـابع    .11

f :S {A ,A } { , } 2 1 2 1 fكه 2 (A ) 1 fو 1 (A ) 2 fزيرا ،است S2يك تابع انتخاب براي  ،2 (A ) A 1 fو  11 (A ) A 2 22.  
fب: تابع :S { , , ,...} 1 2 nfيبا ضابطه 3 (A ) nيك تابع انتخاب براي خانوادهS است، زيراn nf (A ) n A  .  

  
   مجموعـه  در حـالتي كـه   همچنـين  ،باشـد ها كار چندان دشواري نمياز مجموعه متناهياي كه مشاهده فرموديد نوشتن يك تابع انتخاب براي خانوادهطورهمان

S پذير است، ولي آيا هـر خـانواده دلخـواه    هم اين كار امكان، باز مانند مجموعه اعداد طبيعي ،داشته باشد منظميي ساختار نامتناهي ولي به نوعاي مجموعهS ،
 اي ودر عمل وقتي به طـور ريشـه   وباشد ارزشي نميؤال كماب به هيچ وجه ستابع انتخ وجودال در ؤباشد؟ سكه لزوماً نامتناهي است، داراي يك تابع انتخاب مي
بسـياري از   ،گـردد. وقتـي رياضـيدانان   به وجود يـك تـابع انتخـاب مـي     وابسته درستي اثباتاي ويم، به گونهراصولي به سراغ اثبات قضاياي مهم در رياضي مي

يا يك تابع انتخاب بـراي يـك   اند، پي بردند كه درستي بسياري از آنها به اين بستگي دارد كه آرياضي را بررسي كرده مختلف هايهاي مهم و اساسي شاخهاثبات
  ها وجود دارد يا خير؟  خانواده دلخواه از مجموعه

   اصل انتخاب(The Axiom of Choice) :هاي ناتهي داراي حداقل يك تابع انتخاب است.از مجموعه ههر خانواده ناتهي دلخوا  
ف وقـت  توان با كمي صراصل، دستگاه اصل موضوعه ما است و تمام نتايج را مي 9اين 

در مورد  .نام دارد "ZFC"دستگاه  ،اصل به نوعي استخراج كرد. اين دستگاه 9از اين 
هـاي معـادل   باشد كه اين اصل داراي صورتاصل انتخاب ذكر اين نكته نيز ضروري مي

اصـل تسـرن (لـم    "، "رفوماكسيمال هاسداصل "به عنوان مثال،  .باشدديگري هم مي
 مقابلدر شكل باشند، همگي با اصل انتخاب معادل مي "اصل خوش ترتيبي"و  "زرن)

  :كنيدباشند را مشاهده ميل انتخاب ميارز اصسه اصل ديگر كه هم

 يفرض كنيد كه خانواده :2مثالi{A | i I} هاي فضاي مرجع مجموعهاي از زيرخانوادهM باشند وB M :در اين صورت نشان دهيد كه  

الف)  i i
i I i I

B ( A ) (B A )
 

  (ب   i i
i I i I

B ( A ) (B A )
 

  

ج) c c
i i

i I i I

( A ) A
 

  (د c c
i i

i I i I

( A ) A
 

 

   :باشد.مجموعه طرف ديگر ميدهيم كه هر طرف تساوي زيرشان ميبا عضوگيري ن الف:پاسخ  
i i j

i I i I
x B ( A ) (x B) (x A ) (x B) ( j I x A )

 
               

j j i i i
i I i I i I

(x B (x A )) x B A x (B A ) B ( A ) (B A )
  

                

    اما براي اثبات عكس رابطه:
  i j j

i I
x (B A ) j I x B A (x B) (x A )


           

i i i i
i I i I i I i I

(x B) (x A ) x B ( A ) (B A ) B ( A )
   

              

  شود.انجام مي به طور مشابه باشد، اثبات قسمت بي الف برقرار ميبنابراين رابطه
  كند.ها بيان ميجموعهج: اين بخش قوانين دمورگان را براي يك خانواده دلخواه از م

c c c c c
i i i i i i i

i I i I i I i I i I
x ( A ) x A i I ; x A i I ; x A x A ( A ) A

    
                  

  براي اثبات عكس رابطه داريم:
c c c c c
i i i i i i i

i I i I i I i I i I
x A i I ; x A i I ; x A x A x ( A ) A ( A )

    
                  

    باشد.بنابراين رابطه برقرار مي
  پذيرد.اثبات قسمت د نيز به طور مشابه انجام مي

  
  
  

 اصل ماكسيمال هاسدورفاصل انتخاب 

لم زرن ( اصل تسرن) اصل خوش ترتيبي
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 اگر : 3مثالA,B M :باشند نشان دهيد كه  
cالف)  cB A A B          (بcA B A B         (جcA B A B    
   :فرض كنيم كه  الف:پاسخA B :در اين صورت  c c c cx B x B x A x A B A          

cو اگر فرض كنيم كه  cB A :در اين صورت  c cx A x A x B x B A B          
  باشد.بنابراين حكم برقرار مي

c  ب: c(x A) (A B) x B x B A B         
c c(x A) (A B ) x B x B A B          

  گيرد.مورد استفاده قرار مي 2باشد و به ويژه در فصل اين اتحاد، بسيار پر كاربرد مي
c  ج:  cx A B (x A) (x B) (x A) (x B ) x A B              

cAبنابراين  B A B    
cAتوجه فرماييد كه ارزش اتحاد  B A B    كند. بازنويسي مي مكملو  اشتراكحسب دو عمل را بر تفاضلدر اين است كه عمل  

  يادآوري برخي از مباحث در مورد تابع و رابطه
  

  

 فرض كنيم كه  دكارتي دو مجموعه: ضربحاصل :2 تعريفB وA  ،دكارتي مجموعه  ضربحاصلدو  مجموعه باشندA   در مجموعـهB بـا نمـاد    راA B 
  ، به بيان ديگر:باشد B مجموعه به متعلق لفه دوم آنهاؤبوده و م A مجموعه فه اول آنها متعلق بهلؤهاي مرتبي كه مزوج همه برابر است با مجموعهكه شود نشان داده مي

A B {(a,b) | a A b B}      

 الف: اگر  :4مثالA {a,b}  وB { , , } 1 2 Aهاي ضربحاصل 3 B  وB A دست آوريد.را به  
  داريم: Cو  A، Bب: نشان دهيد به ازاي سه مجموعه دلخواه  A (B C) (A B) (A C)     

  :الف: طبق تعريف داريم:پاسخ  {(a, ),(a, ),(a, ),(b, ),(b, )(b, )} 1 2 3 1 2 3A B {(x, y) | x {a,b} y { , , }}     1 2 3  
Bو به طور مشابه براي  A :  B A {( ,a),( ,b),( ,a),( ,b),( ,a),( ,b)}  1 1 2 2 3 3  

Aاينكه  هالزامي ب ،گرديدطور كه در اين مثال ساده مشاهده همان B B A   باشد نيست!  
(a,b)   كنيم:را اثبات مي رابطهب: با عضوگيري  A (B C) (a A) (b B C) (a A) (b B) (b C)              

(a A b B) (a A b C) ((a,b) A B) ((a,b) A C)               
(a,b)  باشد.بر اصل گسترش حكم برقرار ميبنا (A B) (A C)     

  

 ه بايد بگوييم كه:ضرب دكارتي دو مجموعدر مورد تعريف حاصل :1توجه  
Aالف ـ در حالت كلي مجموعه  B با مجموعهB A جايي ندارد.ضرب دكارتي خاصيت جابهباشد. بنابراين حاصلبرابر نمي  

Aتهي باشد آنگاه  Bيا مجموعه  Aب ـ اگر مجموعه  B  وB A .  
Aهايعضو باشد، مجموعه nداراي  Bعضو و مجموعه  mداراي  A ج ـ اگر مجموعه B وB A  دارايm.n باشند.عضو مي  

Aدـ اگر  B باشد داريمA B A A A      باشد. در خودش مي Aضرب دكارتي مجموعه A2لذا منظور از ،2

 فرض كنيم :5مثالD X، C ،B ،A، است؟ نادرستگزينه  در اين صورت كدام  
1 ((A B) (C D) (A C) (B D)       2 (c c c(A B) A B    
3 ((A B) (C D) (A C) (B D)       4 ((A B) C A (B C)      
   :هـاي  از آنجا كـه مجموعـه  »  2«گزينه پاسخA  وB    زيرمجموعـه مجموعـهX  لـذا  ،هسـتندA B X X    و منظـور ازc(A B)  مجموعـه  

X X (A B)   ابطه دهيم كه راست. با مثال نشان ميc c c(A B) A B    نادرست است. فرض كنيم كـهX {a ,b,c,d} ، A {a ,b} 
Bو {a} :در اين صورت  A B {(a ,a),(b,a)}   

c(A B) X X A B {(a ,b),(a ,c),(a ,d),(b,b),(b,c),...}       
c cA B {(c,b),(c,c),(c,d),(d ,b),(d ,c),(d ,d)}   
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cتوجــه شــود كــه     c(b,b) A B  ولـــيc(b,b) (A B)   بنــابراينc c cA B (A B)   .   نيـــز بايــد گفــت كـــه    4در مــورد گزينــه
A)هايمجموعه B) C  هايو مجموعهA (B C)  باشند زيرا اعضاي مجموعه اگرچه مساوي نمي(A B) C     بـه صـورت((a ,b),c)   اسـت

bكه B ،a A وc C و اعضاي مجموعهA (B C)   به صورت(a ,(b,c))  است كهb B ،a A وc C     ولي بـين ايـن دو مجموعـه
a)  نمود به بيان ديگر اين دو مجموعه در تناظر يك به يك با يكديگرند. رتوان يك تناظر برقرامي ,(b,c)) ((a,b ),c)  

  

 اطرافمـان گرفتـه  بت به محيط اين مفهوم، مانند بسياري ديگر از مفاهيم رياضي، از شهود ما نسي خواهيم معرفي كنيم، مفهوم رابطه است. ايدهمفهوم بعدي كه مي
در واقع ما يك نوع رابطه بين دانشجويان يك اند اگر و تنها اگر در يك كلاس دانشگاه باشند در رابطه bبا شخص  aگوييم شخصميوقتي به طور مثال  .شده است

اـبه ايـن روابـط را    رياضي نيز مياشياء  كند. در موردتعريف مي گاهدانشجويان يك دانشنوعي رابطه بين  » در يك كلاس دانشگاه بودن«ايم. كرده فنشگاه تعريدا توانيم مش
Aاگر و تنها اگر رياضي ديگر) در رابطه است ءشي(يعني يك  Bبا مجموعه  رياضي) ء(يعني يك شي Aمجموعه  به طور مثال ،تعريف كنيم Bمجموعه واقع زير، در

  كند. ها در رياضي تعريف مين نوعي رابطه بين مجموعهدبو
 فرض كنيم كه  :3تعريفA  وB  مانند رابطهدو مجموعه باشند، يك R مجموعه از A مجموعه در B مجموعه از مجموعهيك زيرA B .به  است

Aدكارتي ضربحاصلمجموعه از تر هر زيربيان ساده B  يك رابطه از مجموعهA  در مجموعهB .است  
R A B   R  يك رابطه ازA  درB است  

  توجه كنيم:چند نكته بايد  به در مورد تعريف رابطه
A(زيـرا   در تعريف رابطه مهـم اسـت   Bو  Aهاي كند، يعني ترتيب مجموعهق ميفر Aدر  Bي با رابطه Bدر  Aي الف: رابطه B  وB A   در حالـت

  .)كنندكلي با هم فرق مي
   .است Bدر مجموعه  Aنيز يك رابطه از مجموعه   مجموعه Bو  Aب: طبق تعريف به ازاي هر دو مجموعه 

A مجموعهزير Bدر  Aج: از آنجا كه هر رابطه از  B  است، لذا اگـرR     هـاي مرتـب   اعضـاي آن بـه صـورت زوج(a,b)  كـه   باشـند مـيa A 
bو B.  همچنين منظور از نمادaRb خوانيم (ميa  تحتR  باb اين است كه  )در رابطه است(a,b) R :لذا (a,b) R aRb .  

 مجموعه الف: چهار رابطه از: 6مثالA { , } 1 B مجموعه در 2 { , } 3    .بنويسيد 4
| ب: اگر A | m  و| B | n مجموعه ها ازآنگاه تعداد كل رابطهA مجموعه در B ؟چه تعداد است  
   :دهيم:دكارتي اين دو مجموعه را تشكيل مي ضربحاصلالف: ابتدا پاسخ  

A B {(x, y) | x A y B} {( , ),( , ) ,( , ) ,( , )}      1 3 1 4 2 3 2 4  
Rهاي رابطه ,R ,R3 2 R  كنيم:را به صورت مقابل تعريف مي R4و  1 1  

R {( , ),( , )}2 1 3 2 3  
R {( , ),( , ), ( , ),( , )}3 1 3 1 4 2 3 2 4  
R {( , )}4 1 4  

A مجموعه همانبرابر  R3دقت كنيد B مجموعه كه با كلاينو ... تا عضوي تك ياتوانند تهي بنابراين روابط مي ،باشدميA B باشند. ،برابر گردند  
|دانيم كه اگرب: مي A | m و| B | n آنگاه| A B | m.n .   بنابراين كـل مجموعـهA B  دارايmn    يـك   بطـه طبـق تعريـف   اهـر ر  باشـد. عضـو مـي

A مجموعه مجموعه اززير B مجموعه هايبنابراين بايد تعداد كل زيرمجموعه ،باشدميA B دانيم كه اگر ها ميمجموعه دست آوريم، از طرفي در نظريهرا به
||X|مجموعه است. به زبان رياضيزيرk2داراي X مجموعه آنگاه ،عضو باشد kداراي  Xمجموعه  P(X) | Aهاي مجموعهمجموعهزير بنابراين تعداد كل  2 B 

Aبرابر است با  B mn 2 نوشت Bدر مجموعه Aاز مجموعه توانبه طور مثال در قسمت الف تعداد كل روابطي كه مي 2 2 22   باشد.تا مي 16
 

 يك از روابط زير تابعي از مجموعهكدام :7مثال  مجموعهبه است؟  
fالف: {(x,y) | x y }  2 2 g،  ب:  2 {(x,y) | | x | | y | }   h،  ج:  1 {(x, y) | | x | y }  3 1  
   :در آن نباشد. لفه اول يكسانؤمبا  متمايزياي تابع است كه هيچ دو زوج دانيم كه رابطهميپاسخ  
)  نيست زيرا: تابع الف: , ) ( , ) ( , ) ( , ) f         11 1 1 11 1 1  

)  باشد زيرا:ب: تابع نمي , ) ( , ) ( , ) ( , ) g     1 1 1 1     
x  ج: تابع است زيرا: x | x | | x | | x | | x | | x | | x | | x | | x | y y                    3 31 1 1 1  
  گردد.هاي دوم آنها نيز يكسان ميلفهؤهاي اول يكسان داشته باشند، ملفهؤاگر دو زوج مرتب م hي بنابراين در رابطه

  

4

3

1 2

3A B R 

Bدر  Aهاي نمودار رابطه

4R

2R
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  اهخواص رابطه      
  

يك  »مافوق بودن« يا اداره به طور مثال در ميان افراد يك شركت ،باشندگي يك شكل نبوده و داراي خواص متعددي ميمروابط ه ،ترهاي شهوديرابطهدر 
  توان نوشت:رابطه است و مي

a .است bمافوق شخص  aشخص  b  شخص (يعني a شخص در رابطه با b (.است  
aالا واضح است كه اگر در رابطه ب b شخص آنگاه b  تواند با شخص نميديگرa شخصبين دو  ادر رابطه باشد زير a  وb  كهa    مـافوق شـخصb  اسـت، 

a)باشد. اما اين رابطه داراي خاصيت جالب  aتواند مافوق شخص نمي bديگر شخص  b) (b c) a c    ر شـخص  يعنـي اگ ـ  ،باشدميa   مـافوق
aگردد. در ضمن در اين رابطه مي cمافوق شخص  aطبيعي است كه شخص  ،باشد cمافوق شخص  bو شخص  bشخص  a زيـرا   ،باشـد دار نمـي معني

  باشد. هيچ شخصي در يك شركت مافوق خودش نمي
  :يبه عنوان مثالي ديگر رابطه

a .دوست است bشخص  با aشخص  b   
aاي است كه ازرابطه b شود نتيجه ميb a ولي از(a b) (b c)    كـه نتيجـه گرفـت   توان نميدر حالت كليa c   و همچنـينa a نيـز 

  :يباشد و سرانجام رابطهنميبرقرار 
a .كندزندگي مي bشخص در كشور  aص شخ b   

aخاصيت وضوح داراي سه هب b b a   وa a  و(a b) (b c) a c      به ازاي همه اشخاص ممكنa ،b وc   است. اكنون اين خواص
  .كنيممعرفي ميدر رياضي طور دقيق  را به
 فرض كنيم :4 تعريف R مجموعه اي ازرابطه A مجموعه در A در اين صورت: ،باشد  

aاست هرگاه انعكاسي Rالف:  A ; aRa     
a,bاست هرگاه متقارن Rب:  A ; aRb bRa    
a,b,cاست هرگاه متعدي Rج:  A ; (aRb) (bRc) aRc       
  انعكاسي، متقارن و متعدي باشد.داراي سه خاصيت  است هرگاه ارزيهم Rد: 
 لذا اگر  ،گرددباشند كه از يك مجموعه به خودش تعريف ميهايي ميها مختص رابطهاين ويژگي :2توجهA B   آنگاه متقارن بودن، انعكاسي بـودن و

Rييا متعدي بودن رابطه A B  معني است.بي  
 روي هر مجموعه ناتهي  بر الف: نشان دهيد كه :8مثالA توان تعريف كرد.ارزي ميي همحداقل دو رابطه  
a: نشان دهيدب b m | b a  هر به ازاي m { }  مجموعه روي بر ارزيي هميك رابطه  .است  
   :فـرض كنـيم  پاسخA   هـاي رابطـه  در ايـن صـورت   ،اي دلخـواه باشـد  مجموعـهR A A 1 

Rو {(a,a) | a A} 2 روي بر  ارزيهمهايي رابطهA باشـند و  ميR1  ي ارزي هـم تـرين رابطـه  بـزرگ
ارزي ممكـن اسـت. اثبـات    هـم  يتـرين رابطـه  كوچك R2تعريف كرد و  Aروي  بر توانممكني است كه مي

  شود.نيز گفته مي قطري يرابطه R2است. بهارزي بودن اين روابط بسيار ساده هم
Aنموداري براي مجموعه ،به طور مثال {a ,a ,a ,a } 1 2 3  Rاين است كـه اگـر   R2ي هم ارزي بودنترين رابطهمنظور از كوچكدر ضمن  .ايمكردهرسم  4

Rآنگاه  ،ارزي دلخواهي باشدي همرابطه R2 هم ارزي بودن يترين رابطهو منظور از بزرگR1 نيز اين است كه اگرR ارزي دلخـواهي باشـد  هـم  يرابطه، 
Rآنگاه R   است. 1

a,b  ب: رابطه به اين صورت است: ; a b m | b a      
  يك عدد صحيح ناصفر است. m كه
Iاثبات انعكاسي بودن ::  از آنجا كهm |   وa a  ، لذاm | a a و اين يعنيa a اين رابطه انعكاسي است.  بنابراين  

IIاثبات متقارن بودن ::  فرض كنيم كهa b ، پـسm | b a،  لـذاk b a mk    ،   از آنجـا كـهk     اگـر و تنهـا اگـرk     لـذا
a b mk m( k)    پسm | a b، بنابراينb a  و اين يعني.متقارن است  

IIIاثبات متعدي بودن ::  فرض كنيم كهa b وb c، :لذا  s b a sm
t c b tm



    
    

  

s  ي بالا داريم:با جمع دو رابطه tb a c b sm tm c a (s t)m m | c a c a               
aلذا ،و چون نشان داديم كه رابطه متقارن است c يبنابراين رابطه از .باشدمتعدي هم ميI، II و III شود كه نتيجه مي   ارزي ي هـم يـك رابطـه

   صحيح است.مجموعه اعداد  روي

4a

3a

2a

1a

1a 2a 3a 4a

2R

1R
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   دومفصل 

  »فضاهاي متريك و توپولوژيك« 

  تعريف متر بر روي يك مجموعه ):1درسنامه (  
  

  همقدم

و  سازيدقيقداناني نيز به گرفت، رياضيكه به تدريج تمام رياضيات را فرا مي و تجريد سازييققدميلادي به دنبال موج  19و اوايل قرن 18 اواخر قرندر 
كه در آن زمان به حسابان (يا حساب ديفرانسيل و انتگرال) شهرت يافته بود، پرداختند. موضوع اصلي حسابان در آن روزهـا و تـا   تجريد بخشي از رياضيات، 

ده ان دقيق و روشن بيان نش ـچند ي كه تا آن زمانمفاهيم .ها، مباحثي پيرامون مشتق و انتگرال توابع و ... بودآن زمان بررسي رفتار توابع، بررسي حد دنباله
كه به اطمينـان قابـل قبـولي    كار دقيق نمودن اين مفاهيم همت نهادند و پس از آن به دانان ابتداهم آميخته بودند. رياضيو زايدات فراواني در و با اشتباهات
بـه طـور    . امـا دسـت آورنـد  بـه را  هـاي اساسـي  ها و نظريهها تئوريتر كرده و از آنسعي كردند تا اين مفاهيم را تا حد امكان مجردتر و محض ،دست يافتند

بيان يك قضيه و يا يك مفهوم به كمـك علائـم و    باشد جزواقع چيزي نميتجريد در دانيم كهمي ؟شدمسير تجريد چه بود و بايد از كجا شروع مي مشخص
دانـان،  . رياضـي اسـت  هراز آن قضـيه يـا گـزا    شود و هدف ارائه يك بيـان محـض  مفاهيم رياضي. در تجريد كمتر به كاربرد يك قضيه يا يك مفهوم توجه مي

اعـداد  مجموعـه  گويـا و در نهايـت   مجموعه اعداد صحيح، مجموعه اعداد اعداد طبيعي، مجموعه كه در فصل اول توضيح داديم، تجريد را از ساخت طورهمان
م حد را به صورتي مجرد بيان و بازنويسـي كـرد. در ايـن فصـل     واقع بايد مفهودر .رسدفرا مي حدمفهوم تجريد حقيقي آغاز كردند. بعد از اين مفاهيم، نوبت 

 فاصلهتري به نام تر و اساسيي مفهوم سادهپايه خود بر حدمفهوم دانان پس از كمي دقت دريافتند كه در مورد روند اين كار بحث كنيم. رياضي خواهيممي
سـت نـام   داني كه به طور دقيق و مدون از مفهوم متر و فضاي متري استفاده كـرده ا اضيعنوان اولين ري به »موريس فرشه«استوار است. در تاريخ رياضي از 

بـه شـدت توسـعه پيـدا كـرد و توانسـت        ،. فضاي متريك بعد از معرفياندنقش داشتهنظريه جديد اين در خلق  ديگري نيزدانان رياضيشود، اگرچه برده مي
ي ايـن  بـا مطالعـه  و به زودي ا مشهاي محض به مفاهيم كلي تبديل گشت. ترين نگاهيكي از موفق به حق خيلي زود جاي خود را در رياضيات باز نمايد و به

 به تدريج با مفاهيم جديد آشنا سـازيم و بـه كمـك    آهسته و كتاب به ارزش اين نظريه پي خواهيد برد. سعي كرديم تا شما راادامه چنين مطالعه فصل و هم
تـا ديگـر    درك كنيـد و مفاهيم را هـم   تعاريف چراييعلت و ما در اين فصل اين است كه شما ديگر ، سعي يندازيمجا بذهنتان ها را در هاي متنوع آنمثال

  . نباشيد دانيدها را نميمجبور به حفظ مطالبي كه علت تعريف آن

  تابع متر
  

fديديم كه براي يك تابع مانند 1در درس رياضي عمومي :   را تعريف كـرد. بـه زبـان شـهودي      »حد در يك نقطه«توان مفهومي به نام مفهوم يم
شود، تابع مي نزديك aنقطه ، بهxتابع، به طور مثالدر دامنه است، يعني وقتي متغير  Lمقدار برابراز دامنه آن  aيدر نقطه fگوييم حد تابعوقتي مي

دهـد. ايـن بيـان در    را در اختيار ما قرار نمي "كمي"همان طور كه ذكر شد، اين بيان، صرفاً يك بيان شهودي است و هيچ اطلاعات  .گرددمي نزديك Lبه
باشند، بيـاني رياضـي و دقيـق    مي نادقيقعباراتي  "نزديك شود Lمقدار تابع به "و عبارت  "نزديك شود aنقطهبه  xمتغير "كه عبارت نواقع به علت آ

گـردد بـه طـور    نزديك مي aنقطه به xمتغير گوييمچيست؟ يعني وقتي مي "نزديك شدن " از فع اين مشكل، ابتدا بايد بدانيم منظور مارباشد. براي نمي
چـون   يا اينكه ابهام عبارات ذكر شده در چيست؟ در پاسخ بايـد بگـوييم كـه    كه كجاي اين عبارت نادقيق است؟ شايد شما بپرسيد دقيق منظور ما چيست؟

  باشد.  گنگ مي ،عبارت بالا ،منظور ما از كلمه نزديك شدن مشخص نيست
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اي باشد. بنـابراين عبـارات بـالا دار   منظور از نزديك شدن به روشني مشخص نمي ،شوداش نزديك مياز دامنه aيبه نقطه fگوييم متغير تابعكه ميزماني
ها كوچك آن يفاصلهگردد اگر و تنها اگر نزديك مي aيبه نقطه xيدقيق فاصله حل كرد، در واقع نقطه توان با تعريفاين مشكل را مي باشند.ابهام مي
|مطلق به دست آوريم، زيراه دو نقطه را به كمك تابع قدراصلتوانيم فتر شود. در مجموعه اعداد حقيقي خوشبختانه ميو كوچك a x | ي فاصله اندازه برابر

  ر ارائه داد:توان تعريف قابل قبولي از حد يك تابع در يك نقطه به شرح زيمطلق، ميقدر تابع است. به كمك aياز نقطه xينقطه

x a
lim f (x) L ; x , | x a | | f (x) L |


                   

fينقطـه  يبالا به زبـان سـاده يعنـي فاصـله     تعريف (x)  ينقطـه  تـاL  را
مقدار  توان كمتر ازمي    (فاصله را كوچك كرد) به شرط دلخواه قرار داد

مقدار كمتر از aي را از نقطه xي ي نقطهن فاصلهتواآن كه ب    .قرار داد
باشد و هم روشن و قابل اسـتفاده و از همـه   هم تعريفي دقيق مي ،اين تعريف

، بـر مفهـوم   د). اساس تعريف بـالا  هو(و البته منطبق بر ش تر غيرشهوديمهم
چنـين ايـن تعريـف بـه  تعريـف      هـم  استوار اسـت.  قدرمطلقو تابع  فاصله
    معروف است.نيز حد  

  

  باشد.كمتر مي از aتا  xيكمتر است زيرا فاصله از Lاز f(x)يفاصله                                                                                                                                                                                          

بـراي ايـن تـابع    باشد، آيا بايـد حـد را    2مجموعه و يا برد آن به جاي مجموعه 2مجموعه مجموعه به جاي fتابع اكنون فرض كنيد كه دامنه
وابـع حـد را تعريـف نكنـيم؟ آيـا تمـام توابـع مفيـد و مـورد اسـتفاده در رياضـي محـض و كـاربردي تـوابعي بـه                كنار گذاشته و براي اين دسـته از ت جديد 

fفرم :    و ما كمتر با توابعي به فرمهستندn mf :   )n,m فتـار ايـن توابـع در يـك     كار داريـم؟ آيـا بررسـي ر   اند.) سرواعدادي طبيعي
fاهميت است؟ اگر فقط اندكي رياضي يا فيزيك خوانده باشيم مشاهده خواهيم كرد كه تـوابعي بـه فـرم   خاص، يعني همان حد، بي ينقطه :     بـه
nباشند و ما حداقل به توابعي به فرمو عملي ما نمي نيازهاي نظري تمام گويوجه پاسخهيچ mf :        نيازمنديم. اما چگونه حـد را بـراي ايـن توابـع

nبار ديگر به تعريف حد تابعبراي پاسخ به اين سؤال يك تعريف كنيم؟ mf :   ي در نقطهa كنيم:نگاه مي  

x a
lim f (x) L ; x , | x a | | f (x) L |


                   

nتوانيم براي يك تابع دلخواه يك از اجزاي آن را ميا به دقت بررسي كنيم و ببينيم كه كدامخواهيم تعريف بالا رمي mf :     به كار بنديم. در ايـن
,ي صور وجود دارد (مانند تعدادتعريف   چنين ها وجود ندارد. هما نيازي به تعميم آنتوان در هر جاي ديگري نيز استفاده كرد. لذرا مي) كه اين صورها

nتوان نوشتمي xبه جاي 
nx (x ,..., x ) 1  زيرا دامنه تابعn mf :    مجموعهn    اسـت و بايـدx    بـا   ،دعضـو دامنـه تـابع باش ـ

n(aبه صورتaاستدلالي مشابه بايد  ,...,a m(Lصـورت به Lو  1( ,...,L xباشـد. اكنـون نوبـت بـه عبـارت       1( a        رسـيده اسـت چگونـه
nدانـيم كـه عبـارت    بازنويسي كنيم؟ مي nx,aتوانيم اين عبارت را براي مي n(x ,..., x ) (a ,...,a )   1 1    معنـي! لـذا   عبـارتي اسـت بـي
xيافت. گفتيم كه منظور از  nتوان اينگونه آن را تعميم داد. پس بايد راه ديگري براي تعميم آن به مجموعهنمي a      يفاصلهاين است كـه 
شود و همواره از گاه صفر نميهيچ xي تا نقطه aينقطه  ي نقطه يكمتر است. پس بايد به نوعي فاصلهn(x ,..., x n(aي از نقطـه  1( ,...,a )1 

fبيابيم. به طور مشابه در مورد عبارت  nرا در مجموعه (x) a   ي ي نقطهبايد بتوانيم فاصلهL ي ز نقطهاf (x)  را در مجموعـه m   .بيـابيم
ي دو نقطه بتوانيم فاصلهاگر لذا  است. Xو يا در حالت كلي در مجموعه دلخواه  mو  nهايدر مجموعه "بنابراين مشكل اصلي تعريف مفهوم فاصله"

اكنون بايد چند لحظه فرض كنيم كه اين تابع وجـود  كار سختي باشد. چندان به دست آوريم، تعريف حد تابع در يك نقطه نبايد mو nرا در مجموعه
ndفرض كنيم كهدارد يعني 


  دهد. ميرا نسبت  و نقطه، فاصله آن دnتابعي باشد كه به هر دو نقطه از فضاي 

  گونه باشد:است بايد تعريف حد اين و شمايلي كه به چه شكلوجود دارد يا خير و جداي از اين كه اين تابعدر اين صورت، جداي از اين
nحد تابع mf :   يدر نقطهn

na (a , ,a ) 1  ينقطه برابر m
mL (L , ,L ) 1  :است هرگاه  

  n m
n

nx (x , , x ) d (x,a) d (f (x),L)            1  
      

ايـن تعريـف را بـا تعريـف      ،چنينهم .تك جزئيات آن توجه فرماييدتعريف بالا را بخوانيد و به تكخواهيم كه چند بار ديگر قبل از بيان هر بحثي از شما مي
كه اين تعريف با تعريف قبل دارد اين است كه بـه جـاي تـابع قـدرمطلق از      تنها تفاوتي هاي آن را بررسي كنيد.ها و تفاوتقبلي حد مقايسه كرده و شباهت

ndهايتابع


mdو 


ndايم. اما از كجا معلوم كه توابعاستفاده كرده 


mdو 


مطلق اسـت؟  ها مانند تابع قدرآن رفتاركه  دارند و از كجا معلوم وجود 
مطلق تابعي است كـه هـر   ور ما از تابع قدرمطلق را بيان كنيم. توجه شود كه منظد رفتارها و خواص اساسي تابع قدرالات بالا ابتدا بايؤبراي پاسخ دادن به س

|ينقطه را به a,bيدو نقطه a b |  از بازه[ , ) كند.تصوير مي  

 

a a  



xa  

f (x)

L

L  

L  

 

  

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|واص اساسي تابعخ . |: [ , )     ي با ضابطه(a,b) a b   
مجموعه ـ دامنه آن1  و برد آن مجموعه[ , )  زيرا، استa,b ; | a b |      
aـ2 b | a b |    .  
a,bـ3 ; | a b | | b a |    .  
a,b,c: ـ خاصيت مثلثي4 ; | a b | | a c | | c b |        

ndبنابراين اگر تابع


با  .د باشدمنبهره 4، 3، 2از سه خاصيت اساسي حداقل رفتار كند بايد در مجموعه مطلقخواهد مانند تابع قدرميnدر مجموعه 

ndدانيم كه تابعيم مياطلاعاتي كه از قبل دار


n  :با تعريف مقابل  n n n nd ((x , , x ),(y , , y )) (x y ) (x y )    2 2
1 1 1 1
    

جاي آن در تعريف حد بنشيند؟ قبل از پاسخ  د بهتوانمطلق را دارد و ميابع تمام خواص اساسي قدريا اين تدهد. آرا به ما مي nاز فضاي ي دو نقطهفاصله
متـر، يعنـي    تـابع  باشـد جـز تعريـف   دهيم، اين تعريف چيـزي نمـي  ال پاسخ ميؤپس به سسدادن به اين سؤال، براي راحتي و قرارداد تعريفي را ارئه داده و 

Dتابعي ماننـد   Xناتهي دلخواهي مانند  خواهيم بر روي مجموعهن ديگر ميبه بيا ي دلخواه.مطلق به تابعگسترش مفهوم تابع قدر : X X [ , )   
.مانند تابع كه چنان تعريف كنيم  : [ , )     .عمل كند  

 فرض كنيد كه :1 تعريفX اي ناتهي باشد، تابعوعهمجمd : X X  مجموعه بر متريك  ارX ناميم هرگاهميd :داراي سه خاصيت زير باشد  
,xالف ـ y X ; d(x, y)    وd(x, y)   اگر و فقط اگرx y.   
,x)جاييخاصيت جابه(ب ـ  y X ; d(x, y) d(y,x)    

,xج ـ (خاصيت مثلثي) y,z X ; d(x, y) d(x,z) d(z, y)   .  
  دهند.نمايش مي (X,d)ناميده و با نمادمتري تر طور سادهيا به فضاي متريكرا يك  Xدر اين صورت

 گرا ـالف :1توجهd : X X  يك متر باشد گوييمd  يك متر بر مجموعهX است و نه بر مجموعهX X.  
,xـ از آنجا كه ب y X ; d(x, y)     لذا برد تابعd اي از بازهمجموعهزير [ , ) لذا به جـاي نمـاد    ،باشدميd : X X   تـوان از  مـي

dنماد : X X [ , )    نيز استفاده كرد در اين حالت ديگر نيازي به بيان شرطx, y X ; d(x, y)     باشـد، زيـرا بـازه    نمـي[ , )  در
  به طور ضمني به اين مطلب اشاره دارد. dمايش تابعن

گويند؟ شما فـرض كنيـد كـه در    اين دسته از توابع به نام متر بايد كمي توضيح دهيم. به نظر شما چرا به اين دسته از توابع متر ميدر مورد علت نامگذاري 
خواهيد بـه آن فـرد چيـدمان اتـاق را     كه اتاق به چه شكل است!؟ وقتي مياتاق را نديده است توضيح دهيد  كه آنخواهيد به كسيق قرار داريد و مييك اتا

  اي از هم قرار دارند. اتاق در چه فاصله يبايد به نوعي به او بگوييد كه اشياتوضيح دهيد 
متـر از درب ورود و در سـمت   از آن قرار دارد به فاصله نـيم  گوييد: كمد در سمت چپ اتاق و ميز در سمت راست و به فاصله دو متريبه طور مثال مي

طور كه ديديد اگر شما يـك متـر در دسـت داشـته     همان راست قفسه كتاب قرار دارد و پنجره مقابل آن و در فاصله سه متري از درب ورود است و ... .
از اتـاق را در ذهـن    "تريتصور دقيق"تواند او ميبه شخص ديگري بگوييد  ها راهاي آنو فاصله ءرا به كمك آن بسنجيد و اشيا ءي اشياباشيد و فاصله

كنـد كـه آن مجموعـه را بهتـر     اي از يكديگر قرار دارند به ما كمـك مـي  يك مجموعه در چه فاصله ءدانستن اينكه اشيا ،به بيان ديگر .خود داشته باشد
گيريم و به همين علت نيز هر تابعي كه مانند متر گيري فواصل بهره مير براي اندازهبشناسيم و تصورش كنيم. طبيعي است كه در حالت عادي ما از مت

  ناميم.معمولي رفتار كند را يك متر مي
d(a,b)شناسيم و آن هم تابعمتر مي تابع فقط يكما جا تا به اين | a b |  مجموعه بر مان از ابتدا معلوم است هدف وند بحثطور كه از رهمان .است

توقع ما از هر تابع متري اين است  اينبنابرها نسبت دهد، را به آن آن دو نقطه عددي به نام فاصله اي از مجموعهباشد كه به هر دو نقطهاين تابع اين مي
ndآيا :كنيمالمان را بازنويسي ميؤس ،ت دهد. حال به كمك تعريف جديدي آن دو نقطه را نسبكه به هر دو نقطه از فضا، فاصله


 ذكـر شـد  با تعريفي كـه   

  است؟  nمجموعه يك متر بر
 نشان دهيد كه تابع :1مثال


  n

n nd : [ , )   روي مجموعه بر با تعريف زير يك مترn :است  

  


  n n n n nd ((x , ,x ),(y , ,y )) (x y ) (x y )    2 2
1 1 1 1  

   :تابع به ترتيب بايد بررسي كنيم و ببينيم كهپاسخnd


ndكدام خواص را دارد، براي راحتي به جاي 


  كنيم.استفاده مي dاز 

xكه جاالف ـ از آن ; x    وn n(x y ) (x y )   2 2
1   است لذا:و نامنفي عددي حقيقي  1

  n
n n n n(x , , x ),(y , , y ) d((x , , x ),(y , , y ))   1 1 1 1       

ــه   ــيم ك ــرض كن ــون ف nاكن nd((x , , x ),(y , , y ))  1 ــي         ،1 ــن يعن ــود و اي ــفر ش ــاوي ص ــال مس ــر راديك ــارت زي ــد عب ــورت باي ــن ص در اي

n n(x y ) (x y )     2 2
1 iولي 1 ii n ; (x y )    21  ها برابر صـفر  شود كه تك تك آنصفر مي برابر و لذا زماني جمع اين اعداد

iد يعنينباش ii n ;(x y )    21 ، بنابراينi i i ii n (x y ) x y      1 پسn n(x , , x ) (y , , y ) 1 شرط  dاين يعني 1
  دارد.الف متر بودن را 
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n
ii m ; f :   1  

iكهب ـ با توجه به اين i i ii n ; (x y ) (y x )     2   جايي را نيز دارد.خاصيت جابه dتابعلذا واضح است كه  21
  است: زيرصورت اين نامساوي بهه دانيم كداريم، مي نامساوي مينكوفسكيـ براي اثبات اين قسمت نياز به  ج

i  اگر  i( i n ; x y ) (p )       1 1   

  :آنگاه
n n np p pp p p

i i i i
i i i

( x y ) ( x ) ( y )
  

    
1 1 1

1 1 1
  

p به بيان ديگريا  p p|| x y || || x || || p ||    كهx  وy  بردارهايي درn .اند  
pاكنون اگراين كتاب نيست) فصول اول ي در برنامه (توجه شود كه اثبات اين نامساو    آيد:ساوي به صورت زير در ميماين نا ،باشد 2

  
n n n

i i i i
i i i

( (x y ) ) ( x ) ( y ) ( )
  

     
1 1 1

2 2 22 2 2
1 1 1

  

a  دانيم كه:زيرا مي ،كنيمنظر ميطلق صرفاز نوشتن قدرم pكه با توجه به زوج بودن  ; a a a   2 2 2  
  خواهيم نشان دهيم كه:مي ،كنيمترفندي از اين نامساوي براي رسيدن به هدف خود استفاده  بايد بتوانيم با

  n
n n n(x , , x ),(y , , y ),(z , ,z ) 1 1 1     

  n n n n n nd((x , , x ),(y , , y )) d((x , , x ),(z , ,z )) d((z , ,z ),(y , , y )) ( )  1 1 1 1 1 1       

  از طرفي:
n

n n i i
i

d((z , , z ),(y , , y )) ( (z y ) ) 


 
1

2 21 1
1

                  
n

n n i i
i

d((x , , x ),(z , , z )) ( (x z ) ) 


 
1

2 21 1
1

  

)بالا كليد حل معمااند از سمت چپ عبارت هايعبارت ) كنيمشروع مي:  

i
n nz

n n i i i i i i
i i

d((x , , x ),(y , , y )) ( (x y ) ) ( ((x z ) (z y )) )
 

      
1 1

2 22 21 1
1 1

   

(طبق نامساوي مينكوفسكي) 
n n

i i i i
i i

( (x z ) ) ( (z y ) )
 

    
1 1

2 22 2
1 1

n n n nd((x , , x ),(z , , z )) d((z , ,z ),(y , , y ))    1 1 1 1  

  باشد.خاصيت سوم متر، يعني خاصيت مثلثي را هم دارا مي dبنابراين
ndشود كهالف، ب و ج نتيجه ميقسمت از  d


  نامند.مي متر اقليدسياين متر را نيز  ،باشنداقليدسي مي nجا كه فضاهاياست. از آن nيك متر روي فضاي 

 
)شناختيم و آن همفقط يك فضاي متريك مي ،مثالپيش از اين  ,| . |) بخوانيد فضاي متري) مطلق) بود، ولي اكنـون بـه ازاي هـر   با متر قدرn 

nيك فضاي متري داريم يعنيحداقل 
n( ,d )


  يعني مجموعهn .نكته جالب اين است كه اگر مقدار با متر اقليدسيn :را برابر يك قرار دهيم داريم  

  d (x , y ) (x y ) | x y | d(x , y )    1
2

1 1 1 1 1 1 1 1
  

n(nفضاي تعريف شده بر يعني به تعبيري متر )1   فضاي موجود برهمان متر  ايـم در فضـاي  داده شده است. اكنون توانسـته  توسيعاست كهn 
زيرا اگر يادتان باشد تنها مشـكل مـا در    ،توان در اين فضاها حد را به نحو مطلوب بيان كردلذا مي .فاصله و در نتيجه مفهوم دوري و نزديكي را تعريف كنيم

  بيان كنيم. توانيم به كمك مفهوم مترتعريفي روشن و واضح از مفهوم نزديك شدن بود، كه اكنون آن را ميتعميم مفهوم حد نداشتن 
nفرض كنيم كه mf :   يتابعي با ضابطهn

n n mx (x , , x ) ; f (x) f (x , , x ) (f (x), ,f (x))    1 1 1    باشد كه  
در اين صورت منظور از 

n n
m n

(x , ,x ) (a , ,a )
(L , ,L ) limf (x , , x )




1 1
1 1

 
  :اين است كه  

n m
n

n i i i i
i ix

(x , , x ) ( (x a ) ) ( (f (x) L ) )
 

              
1 1

2 22 21
1 1

    
 

  

  

ضاهاي دلخواهتوانستيم حد را در ف ،مفهوم فاصله و متر بنابراين به كمك تجريدn .پردازيم:اكنون به حل چند مثال و تست در اين رابطه مي تعريف كنيم  
  

fيفاصله نقطه (x) يتا نقطهL يفاصله نقطهxيتا نقطهa 

كنيمرا اضافه و كم مي
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 اگر :2مثالnd تابع متر اقليدسي بر فضايn ؟باشد در اين صورت كدام گزينه درست است  
)n mf :   يك تابع وm nL (L ,...,L ),a (a , ...,a ) 1 1(  

1 (
x a
lim f (x) L


   اگر و تنها اگرm
m n; x d (x,a) d (f (x),L)                

2 (
x a
lim f (x) L


   اگر و تنها اگرn
n m; x d (x,a) d (f (x),L)              

3 (
x a
lim f (x) L


   اگر و تنها اگرn
n m; x d (x,a) d (f (x),L)                

4 (
x a
lim f (x) L


   اگر و تنها اگرn
n m; x d (x,a) d (f (x),L)                  

   :بايد توجه شود كه  1در گزينه »  3«گزينه پاسخf (x)  زماني قابل تعريف است كهnx  باشد در صورتي كهmx  است، در ثانيmd 
mتابعي است كه از  m   به[ , ) تواند تعريف شده است و نميa  كه عضو مجموعهn   يـان ديگـر  بـه ب  ،است را در دامنه خود داشـته باشـد 

md (x,a) معني است زيرا بيmx ,a   عبارت  2باشد. در گزينه درست نمي 1بنابراين گزينهnd (x,a)    يعنيnd (x,a) تواند برابر صفر مي
شود (زيرا  ( گر اما اnd (x,a)   در اين صورت بايد x  مساويa  گردد (طبق خاصيت متر) بنابراين در عبارتmd (f (x),L)      بـه جـاي

x،  بايدa .اما ممكن است  قرار دهيمf (a) ممكن است وجود نداشته باشد. به بيان ديگرf ي در يك همسايگي از نقطهa  تعريف شده باشد وليf  در

fباشد. (مانند تابع شدهنتعريف  a ينقطه (x)
x


aيكه در نقطه 1   (.نيـز   4باشـد. در گزينـه   بنابراين اين گزينه نيز تعريـف حـد نمـي    مقدار ندارد

mdعبارت  (f (x),L)   گاه عبارت يعني هيچmd (f (x),L) در صورتي كه هيچ الزامي به برقراري اين شرط نيست. به طـور  شود برابر صفر نمي
fx  مقدار ثابت تابع است در صورتي كه:اي حد دارد و حد آن برابر مثال تابع ثابت در هر نقطه D ;f (x) L    

درسـت اسـت. توجـه     3بينيم كـه گزينـه   ه تعريف حد ميباشد و گزاره ذكر شده در آن صحيح نيست. با مراجعه بنيز برابر تعريف حد نمي 4بنابراين گزينه 
mباشد. از اين تعريف غير ممكن بوده و تعريف جديد ديگر تعريف حد نمي بخشيترين فرماييد كه تغيير كوچك nL,f ,x,d ,d , ,  كدام در ايـن  و ... هر

  دارند. خود را خاص معنيو  جايگاه خاصتعريف 
  

 ؟باشدنمير مورد تابع متر درست كدام گزينه د :3مثال (X )   
dهاي) اگر تابع1 ,d1 dدر اين صورت ،باشند Xمترهايي بر مجموعه  2 d1  نيز متري بر اين مجموعه است. 2
cو  Xمتري بر مجموعه  dاگر تابع) 2 [ , ) ،  آنگاهcd .نيز متري بر اين مجموعه است 

d((xآنگاه ،باشند Xي بر مجموعه هايمتر d2و d1اگر) 3 , y ),(x , y )) d (x ,x ) d (y , y ) 1 1 2 2 1 1 2 2 1  است. X2متري بر مجموعه 2

آنگاه ،باشند Xي بر مجموعه هايمتر d2و d1اگر) 4 d((x , y ),(x , y )) max d (x ,x ),d (y , y )1 1 2 2 1 1 2 2 1  است. X2متري بر مجموعه 2

   :فرض كنيم كه »  2«گزينه پاسخd تابع متر بر مجموعهX بايد به ازاي هر  2طبق ادعاي مطرح شده در گزينه  .باشدc    تابعcd  نيز يك
cباشد. اگر  Xمتر بر مجموعه     باشد در اين صورت تابعcd فرض كنيم كه نيستكنيم كه اين تابع متري شود و اكنون اثبات ميتابع ثابت صفر مي .

x y و x, y X، در اين صورت :  
c

(cd)(x, y) c(d(x, y)) d(x, y)


   

  

xبخواهد متر باشد بايد cdاگر y  .بنابراين اگرگردد كه اين خلاف فرض استX تواند متري بر ايـن  فر نميتابع ص ،اي با حداقل دو عضو باشدمجموعه
گوينـد كـه   ها به نحـوي مـي  اين گزارهباشند. ها درست ميهاي ذكر شده در ساير گزينهلذا گزاره ذكر شده در اين گزينه غلط است. اما گزارهمجموعه گردد. 

  كنيم.ات را اثبات ميما به عنوان نمونه يكي از اين عبار .موجود مترهاي جديدي را توليد كردتوان از مترهاي چگونه مي
dو  Xهايي بر مجموعه متر d2وd1فرض كنيم كه :)4(اثبات درستي گزينه  : X X 2 2  ي با ضابطه  

 d((x , y ),(x , y )) max d (x ,x ),d (y , y )1 1 2 2 1 1 2 2 1 2  

  دهيم.است. در چند مرحله اثبات را انجام مي X2يك متر بر مجموعه dدهيم كهباشد. نشان مي
dباشند لذا مي Xهايي بر مجموعهمتر d2و d1ـ از آنجا كهالف (x , x )1 1 dو  2 (y , y )2 1 xبه ازاي هر 2 ,x , y , y X1 2 1   و اين يعني: هستندنامنفي  2

x ,x , y , y X ; d((x , y ),(x , y ))  1 2 1 2 1 1 2 2   
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d((xاگر , y ),( x , y )) 1 1 2 2 ، در اين صورت max d (x ,x ),d (y , y ) 1 1 2 2 1 2   و چونd1 وd2  اـمنفي dانـد لـذا بايـد   ن (x , x ) d (y , y ) 1 1 2 2 1 2 .  
x)   داريم: باشندمتر مي d2و d1اكنون چون x ) (y y )  1 2 1 2  
x)و اين يعني , y ) ( x , y )1 1 2 x)به طور عكس نيز اگر. 2 , y ) ( x , y )1 1 2   آنگاه: 2

d ,d
(x , y ) ( x , y ) (x x ) (y y ) d (x ,x ) d (y , y )       

2 11 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2  

   d((x , y ),( x , y )) max d (x ,x ),d (y , y ) max , d((x , y ),( x , y ))    1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2     

  شرط اول متر بودن را دارد. dبنابراين
  ـ ب   d((x , y ),( x , y )) max d (x , x ),d (y , y ) max d (x ,x ),d (y , y ) d((x , y ),( x , y ))  2 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2  

  خاصيت جابجايي دارد. dبنابراين
d((x  ع بايد نشان دهيم كه:اثبات خاصيت مثلثي در واقبراي  ـ اماج , y ),( x , y )) d((x , y ),( x , y )) d(( x , y ),( x , y )) 1 1 2 2 1 1 3 3 3 3 2 2 

  و اين يعني:
     max d (x ,x ),d (y , y ) max d (x ,x ),d (y , y ) max d (x ,x ),d (y , y ) ( )  1 1 2 2 1 2 1 1 3 2 1 3 1 3 2 2 3 2  

a,b,c,g,h,fفـرض كنـيم كـه    كنـيم: ي ديگري را اثبات مـي رابطه براي اثبات رابطه بالا، كه ابتدا ممكن است خيلي پيچيده به نظر برسد [ , )   و
a b c  و g f h ، خواهيم نشان دهيم كه:مي       max a,g max f ,b max h,c ( )   

گيريم يعني:مي kبرابري بالا سمت راست را براي اثبات رابطه   k max f ,b max h,c . بخواهد از عـدد   ايدانيم براي آنكه ماكزيمم مجموعهمي
k تك اعضاي آن مجموعه ازتر گردد بايد تككوچكk تر باشند به بيان ديگر:كوچك 

( x A ; x k) max A k      
)يدر رابطه ) خواهيم نشان دهيم كه ماكزيمم مجموعهمي a,g زاk تـك اعضـاي ايـن مجموعـه     بنابراين بايد نشان دهيم كـه تـك   ،تر استكوچك
   اند.kتر ازكوچك       a b c max b,f max c,h k g f h max b,f max c,h k          

بنابراين max a,g k و اين يعني رابطه( ) رار دهيم:درست است. اكنون اگر ق  
a d (x ,x ) b d (x ,x ) c d (x ,x )
g d (y , y ) f d (y , y ) h d (y , y )
  

  
1 1 2 1 1 3 1 3 2
2 1 2 2 1 3 2 3 2

 

  داريم: d2و  d1آنگاه طبق خاصيت مثلثي مترهاي
a d (x ,x ) d (x ,x ) d (x ,x ) b c g d (y , y ) d (y , y ) d (y , y ) f h         1 1 2 1 1 3 1 3 2 2 1 2 2 1 3 2 3 2  

)بنابراين اين اعداد در رابطه  ) زين كنيم عبارت در صورتي كه اين اعداد را جايگكنند صدق مي( )  برابر عبارت( ) لذا  ،گرددميd .خاصيت مثلثي را نيز دارد  
  نيز به طور مشابه قابل انجام است. )3(و  )1(هاي هاي ذكر شده در گزينهاثبات درستي گزاره

  

 nمجموعـه   به مجموعه  دلخواه تعميم دهيم، مشابه حالت تعميم تعريف حد از هايو مجموعه به فضاها nيم حد را از فضاخواهيم مفهومي ،حال
X,Yخواهيم بدانيم كه اگرمي ،به بيان ديگربه كمك تابع فاصله، اين بار نيز تعريف ما براساس مفهوم فاصله خواهد بود.    وf : X Y    يـك تـابع

عبارت در اين صورت منظور از ،باشد
x a
lim f (x) L


 كهa X وL Y  سـت كـه اگـر متغيـر    منظور ما اين ااگر بگوييم كه  چيست؟x   بـه نقطـهa 

fنقطهگاه گردد آن نزديك (x) نقطه بهL در فضاي در اين صورتگردد، مي نزديكX و به طور مشابه در فضايY  منظور از نزديك شدن چيست؟ اگر
  در اين فضاها چيست؟  فاصلهپس منظور از ، تر شدن فاصله استمنظور كوچك
Y,d)و (X,d)را تعريف كـرد، اكنـون اگـر    "مفهوم حد"ها روي آن بر تا بتوان باشند "فضاهايي متريك" Yو  Xهاي مجموعه تا است بنابراين لازم )  دو

fفضاي متريك و : (X,d) (Y,d ) يك تابع وa X وL Y منظور ما از ،باشد
x a
lim f (x) L


 :اين است كه  

  x X d(x,a) d (f (x),L)                
كه بـر روي آن  ن دنباله، پيوستگي، حتي در مواقعي مشتق و انتگرال را بر فضايي دلخواه (البته ناتهي) تعريف كرد به شرط آنتوان حد و به تبع آبنابراين مي

با بررسي چند مثال به تدريج منظـور مـا از   كنيم كه مفهوم حد بر اساس مفهوم فاصله تعريف شده است. به طور مجدد تأكيد مي فضا يك متر داشته باشيم.
  .فرماييدتوجه  ي بعدهاها بر شما روشن خواهد شد، لذا به دقت به مثالثاين بح
 كـه تـابع  كيد بر اينأگاهي براي ت :2توجهd    متـري بـر روي فضـايX   اسـت از نمـادxd   چنـين بـه تـابع   كنـيم. هـم  اسـتفاده مـيd   تـابع فاصـله  

)distance functionشود.) نيز گفته مي  

 فرض متر بودن
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  فصل سوم

  »دنباله و سري«

  و همگرايي آن دنباله ):1درسنامه (  

  همقدم
  

  

            خـاص در  شـهر شويم. به طور مثال ميـزان دمـاي هـواي يـك     مواجه سر هم قرار دارند اعداد كه پشت اي ازدهد كه با دنبالهدر زندگي روزمره، بسيار رخ مي
باشـد. فـرض كنيـد     6/3و  5/3 ، 6/2 اعـداد سال متوالي به ترتيب  3يا ميزان نرخ تورم در كشوري در  باشد 22،25،24،23،22تواند اعداد روز متوالي مي 5

هـا در رونـد زنـدگي    بسياري از اين دنباله يك دنباله از اعداد خواهيم داشت. ميزان درآمد يك فرد در هر روز سال را به ترتيب يادداشت كنيم در اين صورت
نرخ تورم، نرخ بيكاري سالانه، ميزان درآمد يك فرد در هر سال و... لذا طبيعي است كه بـه بررسـي ايـن    ميزان بارش ماهانه،  دمانن دارند مردم نقشي اساسي

امات لازم قـد بايـد ا كند يك كاهش جدي را به ما نشان دهـد  را بيان ميشهر ي اعدادي كه ميزان بارش باران در يك اشياء بپردازيم. به طور مثال اگر دنباله
  نظر گرفت.راي بلندمدت را دبايد براي مقابله با آن برنامه ،سالي در آن شهر انجام گيرد، و يا اگر نرخ تورم و بيكاري افزايش يابدبراي جلوگيري از خشك

سؤال ديگـر ايـن    يابند يا كاهش،ش ميرسد اين باشد كه اين اعداد افزايشايد اولين سؤالي كه به ذهن مي (…,a,b,c,d)در مورد يك رشته از اعداد مانند 
اين اعداد تـا چـه حـد     تغييراتباشند. ميزان ند و يا پراكنده مياين اعداد حول يك عدد خاص متمركز. آيا دارندادامه  بدون پايانند يا پذيراست كه آيا پايان

nي جمله توانميي اول جمله nاست. آيا با داشتن  1  حـال آنكـه    ،باشـند هاي خارجي تعريف دنبالـه مـي  و... اين مقدمه انگيزه به درستي حدس زد؟را
خواهيم بـه  در اين فصل مي .بلكه روز به روز با سؤالات جديدي مواجه گشت نشدنه تنها با سؤالات كمتري مواجه  گرديدوارد رياضيات » دنباله«وقتي شيء 

 دهيم. بپردازيم و تا حد امكان به سؤالات اوليه و مهم پاسخ» ياضياتر«به وسيله » طبيعي«سازي اين شيء مدل

  تعريف دنباله
  

 "ترتيـب "شـوند، يعنـي   نظمي خاص توليد مي سري عدد كه بادنباله يعني يك شهوديكه ذكر كرديم، به طور همان طور
سازي كنيم، براي آنكه به يات مدلرا در رياض» شيء طبيعي«خواهيم اين اين اعداد بسيار مهم است. حال مي توليد شدن

)aتوانيم اين رشته از اعداد را با ترتيب اين اعداد تأكيد كنيم مي ),a( ),a( ),...1 2 iنشان دهيم و منظور از 3 , a(i)ُينما 
لـذا  . iaبراي سادگي قرار دهيمتوانيم ام قرار دارد. ميiي عداد است به بيان ديگر عددي كه در مرحلهاعضو اين سري از 

يعنـي   ،اسـت  توليد اين اعداد» نظم«يا  »ضابطه«سازي مفهوم له بعد مدلمسئ اين جملات قابل حل است.مشكل ترتيب 
  را توليد كند. iaام عددiكه در مرحله  بسازيمبايد دستگاهي 

حسب مفهوم تابع برد. پس بهتر است دنباله را دهر ورودي فقط يك خروجي نسبت ميند كه به هكمانند دستگاهي عمل مي» تابع«ديديم كه  فصل اول در
  اينگونه تعريف كنيم:

nكه به هر عضو  به مجموعه دنباله تابعي است از مجموعه    عدد حقيقي يكتايna توانيم اين تابع را بـا  دهد. ميرا نسبت ميf    نشـان دهـيم

  در اين صورت:
n

f :
n a


 

   

  ؟ايد زيرمجموعه، مجموعه اعداد حقيقي باشدبه نظر شما آيا تعريف بالا تعريف مناسبي براي دنباله است؟ آيا اين تعريف تعريف كاملي است؟ آيا برد دنباله حتماً ب

a   :كند مانندفرض كنيد دستگاهي داريم كه در هر مرحله يك ماتريس توليد مي a a ...
     

            
1 2 3

2 3 1 2 1 9
5 7 4 3 2 4  

a  :مقابلكند مانند مثال و يا دستگاهي كه در هر مرحله يك عدد مختلط توليد مي i a i a i ...     1 2 33 4 1 2  

i

ia
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در فصـل اول فقـط    تري از دنباله را بتوانيم ارائه دهـيم. يك مجموعه دلخواه باشد تا تعريف جامعمجموعه زيربه جاي مجموعهن تابع لذا بهتر است برد اي
  .را بهتر درك كنيدصورت اين علت تعريف دنباله به  توانيدمي اكنونبراي آن ذكر نكرديم را هاي چنين تعريفي دنباله را تعريف كرديم و علت

 فرض كنيد كه  :1تعريفA  مجموعـه  از اعضاي دنبالهمجموعه ناتهي دلخواهي باشد، يك A    تـابعي اسـت ماننـد ،f    از مجموعـه اعـداد طبيعـي   بـه

n. براي راحتي تصوير عضو Aمجموعه    را باnf دهيم.نمايش مي  
n

f : A
n f (n) f


  

  

 اي دلخواه، از مجموعـه در بعضي موارد به جاي تعريف دنباله از مجموعه اعداد طبيعي به مجموعه :1تذكر , , , ,...1 2 3   امنـه اسـتفاده   بـه عنـوان د
مجموعـه سـره و متنـاهي آن ماننـد:     زير ، فقط آن را بـر يـك  اعداد طبيعي مجموعه جاي تعريف دنباله بر كلشود و گاهي نيز به مي k , ,....,k  1 2 

  ناميم.كنند، در اين حالت دنباله را متناهي ميتعريف مي
 گردد مانند:براي نمايش دنباله از نمادهاي متفاوتي استفاده مي  :2تذكر  

(a ,a ,a ,...)1 2 iيا  3 i(a )1 يا i ia 
1  يا ia ...توان به جاي (مي وi  از هر نماد ديگري مانند...,n ,k(استفاده كرد.  

قرارداد ما در اين كتاب استفاده از نماد  ia ذكر كنيم به طور مثال: اله را است مگر آنكه بخواهيم انديس شروع دنب i ia 

  يا k

i ia 1 ...و  

 اگر  :1مثالn
n

f (n) f
n

 
 ,دنباله  مولدباشد در اين صورت اين تابع  1 , , ...

1 2 3
2 3 را با  است كه آن 4

n

n

n





 
   nيا  11

n
 
 

 1 دهيم.نمايش مي  

nاگر 
ng ( ) 1 باشد در اين صورت اين تابع مولد دنباله, , , , , ....  1 1 1 1 است. اين دنباله را با  1 n( )1 دهيم.مي مايشن  

nSاگر  ...
n

   
1 11 ,لد دنباله باشد در اين صورت اين تابع مو 2 , , , ...

3 11 251 2 6 ...است. اين دنباله را با  12
n

    
 

1 11   دهيم.نمايش مي 2

 
 ـ روارد وضع به اين منوال است و دمباشد و در واقع در اكثر پذير نميامكانگاهي اوقات يافتن فرمولي صريح براي تابع مولد يك دنباله   همواردي هم كه دنبال

باشـد كـه فرمـولي بـراي دنبالـه      باشد الگوريتم و راهكاري براي به دست آوردن آن وجود ندارد. به طور مثال به هيچ وجه ساده نمـي فرمول صريح ميداراي 

( , , ,...)1 13 35
2 3 بيابيم و بفهميم كه اين دنباله از دستور  4

n
n

( )f n
(n )


 


21
  .آيددست ميبه 1

بـه   nfبـه دسـت آوردن  راهكاري بـراي  در حالت كلي هد ولي دعات در مورد دنباله را به ما ميتقريباً تمام اطلا nfانستن فرمول صريح به هر حال گرچه د
  لات دنباله وجود ندارد.مجوسيله 

  هاي بازگشتيدنباله
  

اوليه حساب بانكي شما باشد. اگر شما در  مقدار aام بعد از افتتاح حساب در يك بانك وiدهنده ميزان حساب بانكي شما در ماه نشان iaفرض كنيد كه 
aكنيد آنگاه واريزان به حسابتان متو b1ماه اول  a b 1 1  دوم نيزو اگر در ماهb2  تومان به حسابتان واريز كنيد آنگـاهa a b 2 1 و اگـر در مـاه    2

iام، ib تومان به حسابتان واريز كنيد آنگاهi i ia a b 1 ،در ماه= ميزان موجودي حساب شماiدر اين مثال دنباله. است امia  برحسب مقادير قبل از
گـردد بـه    يك دنباله برحسب مقادير قبل از خودش تعريـف جملات دهد كه رخ مي يهاي بسيارمثال در عالم واقع خودش تعريف شده است. در رياضيات و

  گوييم.هاي بازگشتي ميها، دنبالهاين دنباله

 دنباله :2تعريف na  اي از دنباله تابعي از جملات قبل دنباله باشد.ناميم هرگاه هر جملهمي دنباله بازگشتيرا يك  

 دنباله :2مثال nF  با ضابطهn n nF F F  2 Fو شرايط اوليه 1 F 1 2 . ايـن دنبالـه بـه دنبالـه فيبونـاتچي      باشدمييك دنباله بازگشتي  1
,است.  معروف , , , , , , , ...1 1 2 3 5 8 13   .باشدميله مجموع دو جمله قبل از خودش مدر اين مثال هر ج 21

 دنباله :3مثال nx با ضابطهn n
n

a
x (x )

x


 1
2

1
nxدر نظر بگيريد. چون را 2 1 برحسبnx  وnx 2 جمله اول دنباله  سهلذا بايد  ،بيان شده است

xكه را مشخص كنيم. فرض كنيد: a1  وx ,x 3 21 a                   در اين صورت داريم: 1 a
a, , , , , , ...

 1 3 11 1 1 2 4  
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 به ازاي هر :4مثالn دنباله na كنيم:را به صورت مقابل تعريف مي


n
na tan d



  
4

  د.ي براي اين دنباله به دست آورياي بازگشترابطه .

   :باشند. هاي متفاوتي قابل توليد كردن ميها از روشدهد كه دنبالهاين مثال نشان ميپاسخ  
nابتدا به ازاي  1 ،na كنيم:  را محاسبه مي  

u cos
du sin d

sin dua tan d d Ln | u |]
cos u

 

 
  

 
      

  
2

4 4 2

1

2
1 21 1

 
Ln | cos |] Ln a Ln



     4 12 2  

a tan d (( tan ) )d ( tan )d d (tan ) ( ) ( )

    
    

                          
4 2 4 42 2 2 42

41 1 1 1 14 4 4 4   
    

nبراي  naاكنون به محاسبه     پردازيم: مي 3

n n n n n
n

n
n n

a tan d tan tan d tan ( tan )d tan ( tan )d tan d

tan( ) a a
n n

    



    

   



 

                    


   

 

    
4 4 4 4 42 2 2 2 2 2 2

1
4 2 2

1 1 1

1
1 1

 

 

aبنابراين Ln1 aو  2  
2

4
nو  4 na a

n  
 2
1

nبه ازاي هر  1    توان نوشت. ي قبل خود ميجمله 2حسب را بر naلذا جمله 3

  

 الف ـ نشان دهيد كه  :5مثال
n

n

n ; ... cos



      12 2 2 2
2

    

nب ـ حد دنباله بازگشتي مقابل را حساب كنيد.  na a a n   1 12 2 1  
   :الف ـ به كمك استقرا داريم: پاسخ  

n براي 1  .حكم برقرار است  n cos cos ( )

 

    1 1
21 2 2 2 24 22

 

nفرض كنيم كه حكم براي  k يعني:  ،برقرار باشد  k
k

n k ... cos



      12 2 2 2
2 

nاكنون حكم را براي  k 1  گيريم: ه كرده و سپس از طرفين با توجه به مثبت بودنشان ريشه دوم ميرا اضاف 2اثبات كنيم، به طرفين فرض عدد  

k k... cos ( cos )
 
 

       1 12 2 2 2 2 2 2 1
2 2

 

cosدانيم كهمي cos 
   21 2 kپس 2 kcos cos 

 
  2

1 21 2
2 2

  ) بنابراين داريم: 

k k... (cos ) cos
 
 

     2 2
2 22 2 2 2 2 2

2 2
 

k)و اين يعني )... cos
 


    1 12 2 2 2
2

  باشد. قرار ميحكم بربنابراين  

ي بازگشتيب ـ دنباله na له به صورت مقابل است: با دستور مسئ  a a a a ,a ,....     1 2 3 4 52 2 2 2 2 2  

naلذا  ...  2 2 nكه با توجه به الف 2 nn ; a cos



   12
2

   

nnاكنون چون
lim cos




12

n  و برابر عدد يك است، لذا: موجود   nnnn n
lima lim cos lima

 


     12 2 1 2 2

2
 

...و اين يعني:   2 2 2   كراندار دارد.  هاي يكنوا واساس قضاياي دنبالهحل ديگري هم براست. توجه كنيد كه اين مسئله راه 2

 بار

 بار

nبار 
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  مفهوم همگرايي 
  

nهدنبال
na

n


1 مقدار همراهدنباله به جملات اين  مقدارجدول زير در نظر بگيريد، در  را n| a |1  مقداررا به ازاي چند n ايم.محاسبه كرده  

n

n

n

n ...

a

a / / / / /

a / / / / /

   
         

     

         

               

1 2 3 41 1 1 1 1
1 1 1 1 1
2 11 1 1 1 1 1 1

5 9 9 99 999 9999

1 5 9 9 99 9 9

  

جـدول بـالا   كند؟ اعداد سطر آخر چه تغييري مي nبا افزايش مقدار در جدول بالا كمي دقيق شويد، به نظر شما آيا نظمي در اين اعداد وجود دارد يا خير؟
naمقدار n مقدار دهد كه با افزايشاين حقيقت را نشان مي 1 اين كاهش طوري است كه احتمالاً از هـر  ويابد كاهش مي   گـردد. لـذا   مـي  كمتـر

براي دنباله 1نقطه  na  دهـد. حـال اگـر    يك اعداد ديگري را انتخاب كنيد و ببينيد كه اين اتفـاق رخ نمـي   عدد توانيد به جاياست. مي خاصيك نقطه
دنبالـه  حـد  aدهيم بايد به جاي قدرمطلق از متر فضـا اسـتفاده كنـيم. در واقـع نقطـه       تعميمبخواهيم اين مفهوم را به يك فضاي متري  na    اسـت اگـر

nd(a ،a هراز  nبا افزايش  (   .دلخواه داده شده كمتر گردد  
 دنباله  :3تعريف nx  از فضاي متري,d)X(  گوييم هرگاه نقطه همگراراx X شد كه:چنان موجود با    

nn n n d(x ,x)            
) حد دنبالهمقداررا ( xنقطه در اين صورت  nx ناميده و گوييم دنباله nx نقطه به x كند (يا دنبالهميل مي nx نقطه به x چنين همگرا است.) هم

nxاز نماد x  وقتيn  و ياn
n
lim x x


 كنيم.براي بيان اين مفهوم استفاده مي  

 نشان دهيد كه :6مثال
n

n
lim

n



11 )n

n
 
 

 1 مجموعه  اي دردنباله معمولي است). و با متر  

   :طبق تعريف همگرايي دنباله، بايد نشان دهيم كه:پاسخ  nn n n d( , )
n

         


11    

فرض كنيم كه      داده شده باشد، ابتدا عبارتnd( , )
n 

  كنيم:محاسبه مي در مجموعه اعداد حقيقي را 11

  n n n nd( , )
n n n n

 
   

   
1 11 11 1 1 1  

n)را طبق خاصيت ارشميدسي اعداد حقيقي چنان انتخاب كنيم كه: nعدد طبيعي اگر )  1 1 :در اين صورت  n n ;
n n

    
 
1 1

1 1


  

)nd  صورت: تر انتخاب كنيم در اينبزرگ nمقدار را از n مقدار لذا كافي است , )
n n

  
 

111 1  

   توان نوشت:شد و لذا مي اثباتپس حكم 
n

nlim
n




11  

  

 مشابه زماني كه ميمقايسه كنيد. ديده بوديم در فصل اول  دنباله كه را با تعريف همگرايي تعريف جديد همگرايي  :3تذكررا در  تابعيك  خواستيم مفهوم حد
جا نيز تعريف جديد ما بر مبناي مفهـوم متـر و فاصـله اسـت. در مجموعـه اعـداد       فاصله و متر تعريف كرديم در اين حسبخواه تعريف كنيم و آن را بردليك فضاي 

nلذا تعريف ،شوداز آنجا كه فاصله نقاط توسط تابع قدرمطلق محاسبه مي ،حقيقي با متر اقليدسي
n

x lim x


  باشد:مي زيربه صورت  

nn n n x x              
nاما در يك فضاي متريك دلخواه تعريف

n
x lim x


 :به صورت مقابل است  

nn n n d(x , x)             
نزديكي نقـاط بـا يكـديگر صـحبت      توانيم از مفهوم دوري ومتر داشته باشيم مي ،كنيم كه هرگاه در فضايييك بار ديگر اين نكته را به شما يادآوري ميلذا 

  صحبت كنيم.همگرايي و واگرايي  ،حدتوانيم از مفهوم كنيم و هرگاه بتوانيم از مفهوم دوري و نزديكي بين نقاط با يكديگر صحبت كنيم مي
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 آيا دنباله :7مثال
n

 
 
 

)در فضاي 1 , )   است؟ا اقليدسي همگر با متر 1

  :دانيم كه با افزايش ميپاسخn مقدار
n
يابد و فاصـله كاهش مي 1

n
)dيعنـي  صـفر  از نقطـه  1 , )

n n
 

1 1    از هـر     گـردد امـا   كمتـر مـي

( , ) 1  لذا دنباله
n

 
 
 

  باشد.صفر همگرا نمي نقطه در اين فضا به 1

xكه فرض كنيم  كند به اين منظوراي از اين فضا ميل نميخواهيم نشان دهيم كه اين دنباله به هيچ نقطهاكنون مي ( , ) 1      باشـد در ايـن صـورت طبـق

nچنان موجود است كه  nارشميدسي اعداد حقيقي، عدد طبيعي خاصيت  n
x

  
1 1    

1 1

n 

1

n 1 

1

n

x

1
d(x, )

n



1
d(x, )

n 1

بينيد فاصله نقطه   همانطور كه مي


1
d(x, )

n 1
 حداقل برابر فاصله نقطه x تا نقطه



1

n 1
است. x  از نقطه

 

xلذا 
n n

 


1 1
1 

nپس  . n  1 فاصله
n
,d(xبرابر حداقل xتا  1 ) x

n n
 

 
1 1

1 1 
,d(xعبارت رمقدا پسباشد. مي  )

n
بـا افـزايش    1

n  لذاگردد ثابتي كمتر نميمقدار از يك
n
lim x

n


پـس دنبالـه   ،دلخـواه بـود   x از آنجا كه نقطه. 1
n

 
 
 

)در فضـاي   1 , )1   همگـرا   ايبـه هـيچ نقطـه

  ست.ا صفر همگرا نقطه به مجموعه دنباله در اينباشد. در صورتي كه نمي
  

 همگرايي دنباله  :1نتيجه nx  در فضاي,d)(X  به سه عامل: ويژگي دنباله، خواص مترd هاي فضا و مجموعه و ويژگيX  تغييربستگي دارد و با 
دنباله گوييم كند. لذا جهت تأكيد مي تغييرها همگرايي دنباله ممكن است ام از آنهركد nx در فضايX  و با مترd    همگرا است و يـا دنبالـه nx  در

n{xگوييم: دنباله چنين اگر نقطه همگرايي را بدانيم ميهم همگراست. (X,d)فضاي    همگرا است. xبه نقطه  dو يا متر  Xدر فضاي  {

شـوند. در بسـياري از   به هيچ مقدار خاصي نزديـك نمـي   nشويم كه جملات آن با افزايش مقدار هاي متفاوتي مواجه ميدر طبيعت و در رياضيات با دنباله
  دهيم.ها مينام خاصي به دنباله باشد در اين حالاتموارد هم هيچ نظم خاصي بر جملات يك دنباله حاكم نمي

 نبالهد :4تعريف nx  از فضاي متري,d)(X  دنباله ناميم هرگاهمي واگرارا در اين فضاn{x   د.همگرا نباش در اين فضا{
به بيان ديگر nx فضاي در X  واگرا استn( x X n n n x x )                

 ايهنشان دهيد دنباله :8مثالn
sin

 
 
 2 ، n و n( )1 عهمجمو در  ند.معمولي واگرا هست متر با  

  :وقتي جملات دنبالهپاسخnsin  
 
 2 آيدم دنباله مقابل به دست ميينويسرا مي: , , , , ,...1 1 1 .   در اين دنباله ارقـام, ,11      بـا يـك تنـاوب و

xپردازيم. فرض كنيم كه باشد. حال به اثبات دقيق اين مطلب ميلذا طبيعي است كه اين دنباله همگرا نمي ،آيندهم مي سرتكراري پشت     باشـد اگـر

x , , 1 1 دهيمقرار مي ،باشد  min x , x , x    
1 1 12  آنگاه به ازاي هرn  nd(sin ,x)

  xيا  -1يا  1و اگر  2    با باشد

 فرض 
1
nعدد nتوان به ازاي هرهمواره مي 2    را يافت كهn n  وليnx x 

1
2.  

nsinراه ديگر اثبات حد نداشتن دنباله   
 
 2 .را در آينده خواهيد ديد    
  

دنبالهجملات  n مقدار  با افزايشn كنون ادعاي خـود  ا به هيچ عددي همگرا باشد توانداين دنباله نمييابد و طبيعي است كه كران افزايش ميبه طور بي
  چنان موجود است كه:  mباشد طبق خاصيت ارشميدسي اعداد حقيقي، عدد طبيعي  xكنيم. فرض كنيم كه به طور دقيق اثبات مي را

  m x m  1   

x 101

2  
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nلذا به ازاي هر   مقدار اگر n مقدار  را ازm 1 تر اختيار كنيم آنگاه فاصله جملات دنبالهبزرگ n  تا نقطهx  حداقلx m 1  يا حداقل
x m  اي از مجموعهاست. پس هيچ نقطه باشد.براي اين دنباله نقطه حدي نمي   

  
  

  

توان نشان داد كه دنباله به طور مشابه مي n( )1 .نيز واگراست  

  

)همگرايي و يا واگرايي يك دنباله، با استفاده از تعريف  اثبات n)  بنـابراين باشـد.  هاي خاص مـي ها و تكنيكوده و نيازمند دقتدر حالت كلي ساده نب 
  خواهيم كرد.باشيم، در ادامه بحث به تدريج اين قضايا را بيان و اثبات  زمينهدنبال قضايايي كلي در اين  بهطبيعي است كه 

 فرض كنيد  :1قضيه,d)(X  و متريكيك فضاي nx ن باشد در اين صورت:اي از اعضاي آدنباله  
الف ـ حد دنباله  nx  ب ـ دنباله   .(قضيه يكتايي حد دنباله)در صورت وجود يكتا است nx  به نقطهx X  همگراست اگر و فقط اگر هر همسـايگي

همه اعضاي دنباله xاز  nx باشدبرداشته در را به غير از تعداد متناهي از اعضاي آن.  
    اثبات:

n{xدنباله فرض كنيد كهـ الف nميل كند به بيان ديگر  y,xبه دو نقطه  {
n
lim x x


 و n
n
lim x y


 دهيم كهنشان ميمگرايي به كمك مفهوم هx y.  

فرض كنيم كه    :دلخواه داده شده باشد طبق تعريف همگرايي داريم  

  n nn n n ; d(x , x) n n n ; d(x , y) 
           1 1 2 22 2   

nحد فتعري از n1عدد وجود
n
lim x x


 عدد و وجود n2 حد از تعريف نيز n
n
lim x y


 شوداثبات مي.  

فرض كنيم n max n ,n 1 2  باشد از آنجا كه عددn از اعدادn1 وn2 هـر عـدد طبيعـي    لذا به ازاي ،تر استبزرگn  كـهn n     هـر دو رابطـه

nd(x ,x) 
 nd(xو 2 , y) 

 n  داريم: dبرقرار است. طبق خاصيت مثلثي متر 2 nn n ; d(x, y) d(x,x ) d(x , y)  
       2 2   

,d(xلذا y)  جا كه عدد ، از آن  دلخواه بوده پس بايدd(x, y)    و
xمتر است، طبق خاصيت متر بايـد  dچون y     بنـابراين حـد دنبالـه در صـورت ،

  وجود يكتاست.
  

 
nـ فرض كنيم كهب

n
lim x x


  وXB (x;r)  همسايگي دلخواهي از نقطهx :باشد. طبق تعريف همگرايي داريم  

  nn n n ; d(x ,x) r        

داديم. لذا اعضاي دنباله را قرار  گوي يعني شعاع rمقدار  تعريف همگرايي به جاي  در توجه شود كه nx  از جملهn   به بعـد درXB (x;r)   قـرار
nxگيرند و حداكثر اعضاي مي ,x ,..., x 1 2 باشند. حال چون مجموعه خارج از اين گوي مي 1 nx ,x ,x ,..., x 1 2 3 1 اي متناهي است پـس  عهمجمو

  باشد.حكم برقرار مي
اثبات عكس قضيه: فرض كنيم     داده شده باشد، طبق فرض فقط تعداد متناهي از اعضاي دنباله

n{x XBخارج گوي { (x; )  فرض كنيم اين تعداد متناهي اعضايدارندقرار ، mi i ix ,x ,..., x1 2 
باشند به طور مثال اين است كه الزاماً اين اعضاي متناهي متوالي نمي kiباشند (علت انتخاب انديس 

xاعضاي  ,x85   ممكن است خارج اين همسايگي باشند.) حال داريم: x15و  1
   mn max i ,...,i 1  

n  لذا: xn n ; x B (x; )     
  

  پس:
nnو اين يعني n ; d(x ,x)     پسn

n
lim x x


 بنابراين دنباله .n{x   است.  xهمگرا به نقطه  {

0n 1x 

0n 2x 

1x

yx

nx

(X,d)

(X,d)


0n 1x 

0nx

x

3i
x

2i
x

1i
x


mi

x

0m 1 n 1x0m n
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   چهارمفصل 

  »حد و پيوستگي«

  حد و انواع آن ):1درسنامه (  
  

  

 مقدمه 
  

زيـرا توابـع در نقـاط مختلـف      ،اش بررسـي كنـيم  تك نقاط دامنهاش، بايد بتوانيم ابتدا رفتار آن تابع را در تكي تعريفبراي بررسي رفتار يك تابع در دامنه
  رفتارهاي متفاوتي دارند. معمولاً 

  .: نقاط حدي و نقاط تنها (ايزوله)فرازنديز از لحاظ توپولوژيكي به دو دسته قابل انقاط دامنه ن
fزيرا اگر ؛ي تنها بسيار ساده استبررسي رفتار تابع در يك نقطه : X Y يك تابع از فضاي متري(X,d)    بـه فضـاي متـري(Y,d ) وp X   يـك

XBهمسايگي مانند ،طبق تعريف آنگاهتنهاي دامنه باشد،  نقطه (p;r) نقطه ازp چنان موجود است كهXD(f ) (B (p;r) {p})     و لـذا تـابع
XBفقط در يك نقطه از گوي (p;r) به طور طبيعي رفتار تابع در اين نقطه با مقدار ،شودمي تعريفf (p) گردد.مشخص مي  

اي كه بايد به آن توجه داشته باشيد اين اسـت كـه   باشد. نكتهاي ميهاي ويژهاما بررسي رفتار تابع در نقاط حدي دامنه به اين سادگي نبوده و مستلزم دقت
در نزديكي آن نقطه چگونه مشتاقيم بدانيم رفتار تابع  قطه تعريف نشده است، ولي بازهمه اگرچه عضو دامنه نبوده، يعني تابع در آن ننقاط حدي دامن ،گاهي

fمثال تابع عنواناست. به : ( , ) 1  يبا ضابطهf (x)
x


صفر ي هاي نقطهين تابع در همسايگيگردد ولي دانستن رفتار انمي تعريفصفر نقطه در  1

  براي ما بسيار با اهميت است.
  

 حد تابع  
  

 فرض كنيد كه :1 تعريف(X,d) و(Y,d ) دو فضاي متري،E X،f : E Y و يك تابعp مجموعه  نقطه حديE    باشـد. گـوييم تـابعf  در
qنقطه به pينقطه Y كند هرگاهميل مي:  

  x E d(x,p) d (f (x),q)               

 كهالزامي به اين )الف  :1توجهp D(f ) باشد نيست (يعنيf (p)  نداشته باشدوجود ممكن است(.   

fنقطه يو فاصله dبا متر pنقطه تا xنقطه يبه تفاوت مترها دقت كنيد، فاصله ب)  (x) نقطه تاq با مترd شود.محاسبه مي  

d(x,p))گردد pقطهبرابر نتواند نمي xنقطه د. در ثانيبايد حتماً از دامنه انتخاب شو xنقطه pنقطه برعكس ج)  ) .  

براي بيان تعريف بالا از دو نماد د) 
x p
lim f (x) q


 و يا "f (x) q وقتيx p" گردد.نيز استفاده مي  

)گزاره )هـ )   نقطه يفاصلهگويد: ه زبان ساده ميحد بf (x) فضـاي  درY نقطـه  ازq Y عـدد   از    كـه فاصـله   بـه شـرط آن   ،اسـت كمتـر
xنقطه E در فضايX نقطه ازp عدد كمتر از   .باشد  
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  را در نظر بگيريد: زيرهاي تر شدن اين تعريف شكلبراي روش

 

x 
q


p 

f (x)





(X,d) (Y,d )

 XB (x; ) x 

  

 

X 

Y 

f (p)

q  
f (x)

q

q  

E

p  xpp  

  
  مثالي از تابع حقيقي مقدار مثالي از يك فضاي متري دلخواه

 نشان دهيد كه الف)  :1مثال f : [ , ]3 با ضابطهf (x) x xدر نقطه 2    داراي حد است. حد آن را به دست آوريد. 2

fتابع نشان دهيد كه ب) : ( , ) 1  با ضابطهf (x) sin
x


xيدر نقطه 1  .حد ندارد  

fتابع نشان دهيد كه ج) : ( , ) { } 2 1  با ضابطهx
f (x)

x






2 1
xيدر نقطه 1    داراي حد است، حد آن را به دست آوريد. 1

   :كنيم كهادعا مي الف)پاسخ
x
lim f (x)



2

  نابراين بايد نشان دهيم كه:ب 4

  x [ , ] | x | | f (x) | | x |               21 2 4 4     
|عبارتابتدا  x |2 |ي آن را با عبارتو رابطه ساده كردهرا  4 x |2  نماييم. طبق اتحادهاي جبري داريم:ميمشخص  x (x ) (x )    2 24 4 2 2  

|  بنابراين: x | | x | | x |    2 24 4 2 2  
توانيم فرض كنيم كهبدون از دست دادن كليت مي  1 در اين صورت   2 عبارت اكنون اگر| x |2 عدد از   داريم: ،باشدكمتر  

  | x | | x | | x |           2 2 24 4 2 2 4 4 5  

 فرض كنيم كه   ،اگر داده شده باشد  را طوري انتخاب كنيم كه
  و 5 1 :در اين صورت داريم  

  | x || x |
| x |

          
  

2 222
4 2 4

 اگر  

|لذا x | | x | | x | 
             2 24 4 2 2 4 5 5   توان نوشت:بنابراين حكم اثبات شد و مي ،است و اين همان ادعاي ما 5

  
x x
lim f (x) lim x
 

 2
2 2

4  

ي صفر فاقد خواهيم اثبات كنيم كه اين تابع در نقطهاست، ما مي متفاوتب اثبات كنيم كمي  تابع ذكر شده در قسمت خواهيم در موردحكمي كه ميب)  
q   حد است و اين يعني: x ( , ) | x | | f (x) q |                 1       

)يد كه:كنايم نقيض منطقي وجود حد است. (توجه عبارتي كه در بالا نوشته (p q) p q    ي مجموعـه بـرد ايـن تـابع زير   مجموعـه  جا كه از آن
]بازه , ]11 مجموعه  در لذا به جاي انتخاب ،استq فرض كنيم كهq [ , ] 11 :انتخاب شده است. بنابراين بايد نشان دهيم كه  

  q [ , ] x ( , ) x | f (x) q |                 11 1     
qفرض كنيم كه [ , ] 11 .باشد  

 

1

1

q I  حالت

  
sinشكل تقريبي نمودار تابع

x
) بر بازه 1 , )1  
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  كنيم:حالت افراز مي 3 له را بهمسئ
q (I   q (II     q (III   

(I در اين حالتmin{q, q}  
1 ما معرفي يك هدفيد كه كن(توجه  12    بـه

ــن ــر  )شــده اســت. داده qنقطــه ازاي اي ــن تكنيــك اگ ــا اي xب ( , ) 1  ــان باشــد چن
|كه f (x) q |   ًدر اين صورت الزاماf (x)  .يد:كنبه شكل مقابل توجه است  

x  اكنون بايد نشان دهيم كه: ( , ) x | f (x) q |           1     
فــرض كنــيم كــه   عــدد اعــداد حقيقــي مجموعــه داده شــده اســت، طبــق خاصــيت ارشميدســيk  كنــيم كــهرا چنــان بــزرگ انتخــاب مــي 

k
  




1
32 2

 مقدار  اين رابطه با توجه بهx را برابر
k 
 

1
32 2

  در اين صورت: ،گيريممي 

  f (x) sin sin( ) sin( k ) sin
x

k

 
      




1 1 3 32 11 2 2
32 2

  

|بايد xبه ازاي اين f (x) q |   يعني حالتي كهزيرا در غير اين صورت ،f (x) q   طبق ادعايي كه اثبات شدهf (x)  و چونf (x)  1 
تناقض است. بنابراين به ازاي لذا اين نتيجه   نقطه داده شدهx له يافتيم و اين حكم را در حالترا با شرايط مسئI ات حكـم در دو  كند. اثب ـاثبات مي

  گيرد.حالت ديگر به طور مشابه انجام مي

(II :راهنمايي 
1
، به ازاي2   داده شدهx

k



1

2 )k طوري است كهx  (.  

(IIIراهنماييmin{| q |,| q |}  
1 ، به ازاي12   داده شدهx

k



 

1
2 2

 )k طوري است كهx  (.  

  صفر حد ندارد.  نقطه در fبنابراين تابع

1

q

1
x

3
2k

2




 

1

f (x) 1 

q

q  

q  


  
  

xدر نقطه  كنيم كه حد اين تابعادعا مي ج) 1 است پس بايد نشان دهيم كه: 2برابر  

  xx ( , ) { } | x | | |
x


              


2 12 1 1 21     

xتعبار به طور مشابه ابتدا
x


  


2 1 x  كنيم:را ساده مي21 x x (x )| | | | | |
x x x
   

  
  

2 2 21 2 1 121 1 1  

,d(xگردد (زيرانمي 1عدد  گاه برابرهيچ xمقدار دانيم كهچون مي ) 1 (، :لذا  (x )| | | x |
(x )


 


21 11  

عدد اگر  را طوري انتخاب كنيم كه   زيرا: ،ستحكم برقرار ا    


(x ) x| x | | | | | | f (x) |
(x ) x

  
              

 

2 21 11 2 21 1  

f)الف( قسمت توجه كنيد كه در ( ) 2 يعني 2ميزان حد تابع در نقطه  موجود بوده و برابر 4
x
lim f (x)
2

fقسمت (ب) است، در  ( ) باشـد و  موجود نمي

xنقطه تابع در حد نيز )ج( قسمت در 1 وجود دارد وليf (   موجود نيست. 1(
  

 نداشته باشد و يا مقدار تابع در آن نقطه بر حد تابع منطبق نباشد. مقدارداشته باشد، ولي در آن نقطه  حداي ممكن است تابعي در نقطه :1 نتيجه  

q  

q

1

1 q

q q  01

 طبق ادعا
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 درست محاسبه شده است؟ روهروب آيا حد :2مثال  
x
lim( x x )


   
1

1 1  

   :اگرپاسخf (x) x x   1 }مجموعه تك عضوي fباشد، آنگاه دامنه تابع 1 اي از مجموعـه به وضوح اين مجموعه به عنـوان زير است و  1{
 باشد. لذا عبارت بالا اشتباه است و حد تابع fي حدي دامنه تابعيك نقطه pي حدي ندارد در صورتي كه در تعريف حد بايد نقطههيچ نقطه مجموعه 

x x  1 fشود كه  وجود ندارد توجه 1در نقطه  1 ( موجود بوده و برابر صفر است. بنابراين رابطه  1(
x
lim( x x )


   
1

1 1  نادرست است.  

  

 منه تابع باشدداباشد (حتي اگر آن نقطه يك نقطه حدي وجود مقدار تابع در يك نقطه دليلي بر وجود حد تابع در آن نقطه نمي :2 نتيجه(.  

 فرض كنيد كه :3مثال
x a
lim f (x) L


 كهf :   وa,L، هاي زير درست است؟يك از گزارهامدر اين صورت كد  

1 (
x a

xlim f ( ) L



2 2  2 (

x a

x Llim f ( )



2 2 2  3 (

x a

xlim f ( ) L


2  4 (
x a

x Llim f ( )


2 2  

   :تــابع 1بــراي اثبــات گزينــه »  1«گزينــه پاســخg :   را بــه صــورتxg(x) f ( ) كنــيم. در ايــن صــورت درســتي رابطــه تعريــف مــي 2

x a

xlim f ( ) L



2 معادل است با اينكه 2

x a
lim g(x) L



2

  نويسيم: چنين براي روشن شدن روند اثبات فرض و حكم را جداگانه مي. هم

فرض
x a
lim f (x) L x (I)x a f (x) L


                  

حكم
x a
lim g(x) L ' x (II)x a ' g(x) L


              
2

2     

، فرض كنيم كه IIبراي اثبات حكم، رابطه     داده شده باشد، طبق فـرض عـدد         چنـان موجـود اسـت كـه اگـرx  وx a    

آنگاه f x L  كنيم كه بايد . ادعا مي'   2:زيرا در اين صورت داريم ،  x(x ) ( x a ') a          2 2 2   

xنقطه  بنابراين فاصله
xfتر است پس بايد: كوچك از عدد aتا نقطه 2 ( ) a  2  اماxf ( ) g(x)2     لـذا اگـر داشـته باشـيمx a   2 2 

g(x) آنگاه L  . بنابراين رابطهII تابع  )3(و  )2(هاي اثبات شد و حكم برقرار است. براي رد گزينهf (x) x aرا در نقطه 2 1 و براي رد گزينه 
fتابع )4( (x) x aرا در نقطه 2 1  .بررسي كنيد  

  

 صورت وجود، يكتا است.در حد تابع در يك نقطه  :1قضيه  
Lگونه نباشد بنابراينفرض كنيم كه ايناثبات:  L L ,L Y  1 2 1 به طوري كـه  2

x p
lim f (x) L


 و 1
x p

(E,p,Y,X,f ) lim f (x) L


 همـان   2

  . بنابراين:هستند 1مفاهيم تعريف

  
x p
lim f (x) L x E d(x,p) d(f (x),L )



           1 1 2    

  
x p
lim f (x) L x E d(x,p) d(f (x),L )


             2 2 2    

xاگر E را طوري انتخاب كنيم كهd(x,p)  وd(x,p)     

  دنباله است) آنگاه هر دو رابطه بالا برقرار است، اكنون طبق خاصيت مثلثي متر داريم: بات حداث در n2و n1(اين كار مشابه انتخاب ماكزيمم 

  d(L ,L ) d(f (x),L ) d(L ,f (x))  
      2 1 1 2 2 2  

عدد مثبت دلخواهي بود پس به ازاي هر  چون  داريمd(L ,L )  1 2    خـواص اعـداد حقيقـي بايـد    بنـابراين طبـقd(L ,L ) 1 2    و طبـق
Lشود كهخاصيت متر نتيجه مي L1 Lو اين با فرض 2 L1    است. يكتادر تناقض است لذا حد تابع در صورت وجود  2

 تابع  :4مثالf :  2 تعريف شده و
(x,y) (a,b)
limf (x,y) L


. چنين حدهاي يگانه هم

x a
lim f (x,y)


و  
y b
lim f(x,y)


ند، نشان دهيـد  هر دو موجود 

كه 
y b x a x a y b
lim ( lim f(x,y)) lim ( lim f (x,y)) L
   

 .  

 :فرض كنيم كه  پاسخ   يداده شده باشد، چون نقطه L  حد تابعf نقطه در ),ba:است لذا (  

(x, y) (x a) (y b) | f (x, y) L | 
            2 2 2

2    
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ــابع  تـ
y b

g(x) lim f (x, y)


  ــي ــر مـ ــريم.را در نظـ ــه   گيـ ــيم كـ ــرض كنـ |فـ x a |     ــه ــي  yنقطـ ــاب مـ ــان انتخـ ــه  را چنـ ــيم كـ كنـ

| y b | | x a |     2،  پس(x a) (y b)     2 2  و لذا| f (x, y) L | 
  2.  

yرا ثابت نگه داريم و xاكنون اگر  b،  آنگاهg(x) L 
   2. پس

x a y b x a
lim ( lim (f (x, y))) lim g(x) L
  

  .و به طور مشابه براي قسمت دوم  

  

 اگر  :5مثالf 2تابعي از  بهبا ضابطهy sin xsin x , y
x yf (x, y)

x y

    
  

 

  

1 1
   باشد، كدام گزينه در مورد حدود 

 (x,y) ( , )
A lim f (x,y)


،

 x y
B lim lim f (x, y)

 
 و

 y x
C lim lim f(x,y)

 
  84(سراسري   صحيح است؟(  

1(A  موجود وليB  وC  .2  موجود نيستند( A ،B  وC .هيچكدام موجود نيستند  
3( A  موجود نيست وليB  وC  .4  موجودند(A،B وC  موجودند. هر سه  

 :1«گزينه  پاسخ«     f (x, y) ysin x sin x y
x y

   
1 1  

و از آنجا كه
(x,y) ( , )

lim ( x y )


 
 

:داريم ،  
(x,y) ( , )

lim f (x, y)



 

  

  پس:
(x,y) ( , )

lim f (x, y)



 

  

  داريم:
x y x y
lim lim f (x, y) lim ( lim x sin )

y   
 

1
   

    

ولي
y
lim x sin

y

1


شود كهوجود ندارد پس حد فوق موجود نيست. به طور مشابه ثابت مي 
y x
lim lim f (x, y)
  

               موجـود اسـت ولـي    A وجود ندارد. پـس  

B  و C .موجود نيستند 
 

 فرض : 6مثالnX فشرده وf : X  يك تابع باشد كه براي هرtمجموعه ، f t , 1 بسته است. كدام گزينه درست است؟  
  )94(رياضي محض ـ دكتري   

1 (x X وجود دارد به طوري كه
x X

f (x ) sup f (x)


  .  2ممكن است تابع (f مم و اينفيمم خود را بريسوپرX .نگيرد  
3 (y X وجود دارد به طوري كه

x X
f (y ) inf f (x)


  .  4( f دار است.كران  

 :فرض كنيد  »1«گزينه  پاسخsup f (x)
x X

 


ntو  چون به ازاي هـر ،n،nf [t , ) 1  بسـته وX    فشـرده اسـت، لـذاnf [t , ) 1   نيـز

ntفشرده است و چون  پس .   ) درست است.1و لذا گزينه (  
  

 فرض كنيد: 7مثالf : A B  95(دكتري   دار باشد. كدام گزينه درست است؟تابعي كران(  
1 (

yy xx
sup inf f (x , y) inf sup f (x , y)  2 (

xy x y
sup inf f (x , y) inf sup f (x , y)  

3 (
xy x y

sup inf f (x , y) inf sup f (x , y)  4 (
x y x y

sup inf f (x , y) inf sup f (x , y) 

 :2«گزينه  پاسخ«  
x A (x,y) A B y B
inf f (x, y) f (x, y) supf (x, y)
    

    

x y

x infinf f (x, y) supf (x, y)
y sup


¾MSLvº SwHn›oŠpH
¾MSLvº Oa›oŠpH

  

y yx
supinf f (x, y) inf supf (x, y)  

fايم كه اگرباشد. در واقع از اين حقيقت استفاده كرده) صحيح مي2ي (لذا گزينه (x) متغيره باشـد، آنگـاه  ي يكتابعf (x) supf (x)    و همچنـين اگـر
x;f (x) a  آنگاه

x
supf (x) a و اگرf (x) a آنگاه

x
inf (f (x)) aو همچنين همواره .inf f (x) f (x).  

  

يا
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  Xفضاي برداري 
  

فقط يك مجموعه نبـوده و سـاختار متريـك نيـز      Xنوشت. اكنون مجموعه Yبه مجموعه Xتوان از مجموعهمجموعه تمامي توابعي است كه مي XYمنظور از
  گردد:گونه تعريف ميدانيم كه جمع و ضرب اسكالر و ضرب روي اين فضا اينچنين مييك فضاي متري است. هم (X,d)د. يعنيدار

  X(f g)(x) f (x) g(x) x X f ,g        
  (fg)(x) f (x)g(x)                (c.f )(x) cf (x) c     

X  گردد. تبديل مي جبرو علاوه بر آن با عمل ضرب خود به يك  فضاي برداريبا اين اعمال به يك  

 فرض كنيم كه :2قضيه(X,d) ،يك فضاي متريD X  و توابـعf وg  موعـه تـوابعي از مجD   بـه مجموعـه   باشـند. اگـر
x a
lim f (x) L


 

و
x a
lim g(x) M


 به ازاي يك)a D:در اين صورت (  

الف)
x a
lim (f g)(x) L M


   (ب
x a

c ; lim (cf )(x) cL


  (ج
x a
lim (fg)(x) LM


(د
x a

f Llim ( )(x)
g M

   به شـرطي كـه)M    و

   .)ناصفر باشد aبر يك همسايگي نقطه  gتابع 
مثال منظـور از  عنوانكنيم كه به ها تأكيد مي(مشابه حالت دنباله

x a
lim fg(x) LM


      ايـن اسـت كـه حـد تـابعfg  در نقطـهa  بـوده و برابـر    موجـود

x a x a
lim f (x) lim g(x)
 

 است(.  

  كنيم، بايد نشان دهيم كه:قسمت ج را به نمايندگي اثبات مي اثبات:
  x D d(x,a) d ((fg)(x),ML) | (fg)(x) ML |                 

  كنيم:عبارت آخر را محاسبه مي
  | (fg)(x) ML | | f (x)g(x) ML | | f (x)g(x) Lg(x) Lg(x) ML | | f (x) L || g(x) | | L || g(x) M |            

|براين بايد عبارت بنا f (x) L || g(x) | | g(x) M || L |   نقطه با نزديك شدنx به نقطهa از  كمتر گردد. فرض كنيم كه     داده شـده
  ) داريم:aدر نقطه gو fله (وجود حدهاي توابعيات مسئاست طبق فرض

  x D d(x,a) | f (x) L | (I)            1 1  
  x D d(x,a) | g(x) M | (II)            2 2  

واقع به ازاي ايندر   داده شده اعداد1 و 2 ايم كه دو رابطه را چنان يافتهI وII .مطلق و نامساوي داريم:طبق خواص قدر برقرار باشد  

  if x D d(x,a) | g(x) | | M | | g(x) M | | g(x) | (| M | )            2  
}minفرض كنيم كه , }   1   داريم:2

  x D d(x,a) | f (x) L || g(x) | | g(x) M || L | (| M | ) | L |              
  راين:بناب

  | (fg)(x) LM | (| M | ) | L | (| M | | L | ) ( M L )             1  

|بنابراين عبارت (fg)(x) LM | از يك مضرب ثابت از  كمتر گشته و چون .دلخواه بود پس حكم برقرار است   
تر ديده بوديم در آنجا ديديم  كه اگر دو دنبالهفاوتها قضيه قبل را البته با شكلي متدر فصل قبل و در مبحث دنباله na و nb   آنگـاه   ،همگـرا باشـند

هاي دنباله     n n n n n(c ) ca , a b , a b   وn

n

a
b

 
 
 

nn(با شرط   ; b     وn
n
lim b


 ( :نيز همگي همگرا بوده و داريم  

n n n n
n n n
lim (a b ) lim a lim b
  

                                 n n n n
n n n
lim (a b ) ( lim a )( lim b )
  

  

n n
n n
lim ca c lim a
 

                                                           
n

nn
n n n

n

lim aalim
b lim b






  

يهااكنون به جاي دنباله na و nb توابعf وg و به جاي شرطn  شرطx a دهيمرا قرار مي .  
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  پنجمفصل 
  »گيريمشتق«

  

 مشتق توابع و خواص آن درسنامه:  

اي يك جسـم متحـرك در فيزيـك و    هله تعيين سرعت لحظدانيد مسئطور كه ميل است. همانمشتق يكي از مفاهيم بنيادين در حساب ديفرانسيل و انتگرا
ي مشـتق و  ما از ديدگاهي كاملاً تحليلـي بـه مطالعـه    شوند. در اين فصلهندسه هر دو به مفهوم مشتق منجر ميدر خم ي تعيين خط مماس بر يك لهمسئ

اند، دقت شود كـه وقتـي   هايي از خط حقيقي تعريف شدهها يا قطعهكنيم كه بر بازهپردازيم و براي اين كار توجه خود را به توابعي معطوف ميخواص آن مي
 n(منفليد به طور شـهودي يعنـي يـك    يا يك منفليد تر از يك، يا اعداد مختلطعددي طبيعي و بزرگ n،nهاي ديگري مثلامنه توابع مجموعهد

هاي ديگـري نظيـر آنـاليز    شود كه در درسگيري حاصل ميقي مشتهاي چشمگيري در نظريهاشد تفاوتهاي هموار) بچين و چروك مانند رويهخميده و پر
ي توابـع بسـيار   رحال هدف از اين مقدمه اين است كه بدانيم دامنهه شود. بهي اين نظريه پرداخته ميي منفليد به مطالعه، توابع مختلط و هندسه3رياضي 

شود كـه  هاي اسكالر زيادي يافت ميكند، براي مثال در طبيعت كميتها را ايجاب ميهها، تفاوت در نظريترند تا مقادير خود توابع چون تفاوت در دامنهمهم
تـر شـدن مباحـث كمـك كـرده و حتـي       به روشن ي مهمي است ولهي اين توابع چه باشد خود مسئامنهتوان آنها را به مقادير يك تابع وابسته كرد اما دمي

  .ي جديدي باشدممكن است خود مبناي نظريه
  يك تابع حقيقي  مشتق

 فرض كنيم  :1تعريفf ي ي بستهدار بر بازهقيك تابع حقيقي م[a,b] باشد. به ازاي هرx [a,b] خارج قسمت نيوتني ،  

  f (t) f (x)) (t) (a t b , t x)
t x


    


1   

  كنيم:  را تشكيل داده و تعريف مي
t x

) f '(x) lim (t)


 2  

fتابع fشروط بر اينكه اين حد وجود داشته باشد پس به تابع م  شود كه قلمروش تمام آن مربوط ميx     وجـود دارد.  2هايي اسـت كـه بـراي آن حـدf   را
f. بنابراين هرگاهناميممي f مشتق  ي در نقطهx موجود باشد، گوييم  2شده باشد يعني چنانچه حد  تعريفf  درx پذير است و اگر مشتقf   در هر نقطه

Eياز مجموعه [a,b]،E،  ،يم گويتعريف شده باشدf  برE است.  پذيرمشتق  
 1تذكر:    

با تعريف معادل تعريف بالا را به طور  الف)   دانند: تابع يكي ميf :[a,b]    درx پذير است هرگاه مشتق
t x

f (t) f (x)lim L
t x





  يعني:موجود باشد  

  f (t) f (x)s.t t x L
t x


           


    

fو چـپ  هـاي سـمت راسـت    سمت چپ را در نظر گرفت تا به ترتيب مشتق وتوان حدود سمت راست مي 2در عبارت  ب) (x) , f (x)      بـه دسـت بيايـد و
fدانيدطور كه ميهمان (x) موجود است اگرf (x) وf (x)ي تعريـف، يعنـي نقـاط   موجود و برابر باشند. در ضمن در نقاط انتهايي دامنه a و b   مشـتق در ،

ــورت و ــتق  ص ــان مش ــود هم ــين         ج ــي ب ــاوت ظريف ــه تف ــد ك ــه كني ــت. توج ــپ اس ــمت چ ــت و س ــمت راس ــاي س fه (x) وf (x )  ــون ــت چ  اس

t x

f (t) f (x)f (x) lim
t x



 


كهحاليدر ،در صورت وجود 
t x

f (x ) lim f (t)





  حالت اخير فرض بر وجود تابع درf  طور اسـت تفـاوت   است و همين

fبين (x) وf (x )شده است.   اشارهها . در ادامه در برخي مسائل به اين تفاوت  
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fيرفهطهاي يك مشتقهاي فوريه در نظريه سريبعدها ضمناً  (x) وf (x) براي مثـال  .كنندتر تعريف ميرا اندكي متفاوت
t x

f (t) f (x )f (x) lim
t x






 


 

كه در آن
t x

f (x ) lim f (t)





  مشابهاًوf (x) اگر  طبق اين ديدگاهكنند. را تعريف ميf  درx پيوسته باشد آنگاهf (x)   و تنهـا اگـر  موجود است اگـرf (x) 

fو (x)  .موجود و برابر باشند. توجه شود كه ما از اين تعريف در ادامه استفاده نخواهيم كرد  
هـا معنـي دارد، امـا يـك     ، ساختن خارج قسمتهمانند يك ميدان است لذا در آنجا نيز معتبر است. اعداد مختلط  در اعداد مختلط نيز 1تعريف  پ)

توانيد به يك عدد مفروض نزديك شويد اما در شما از دو سمت راست و چپ مي شود. روي خط حقيقيتفاوت بزرگ وجود دارد و آن مربوط به دامنه مي
پـذير باشـد   شود كه اگر تابع مفروضي در عدد مختلطي مشتقشمار مسير براي نزديك شدن وجود دارد و همين تفاوت باعث ميبي مختلط دميدان اعدا

ه در توابـع بـا   شـوند در حـالي ك ـ  هم منطبق مـي پذير بودن برنهايت بار مشتقبي پذير شود و مفاهيم تحليلي بودن ونهايت بار مشتقآنگاه در همان نقطه بي
 اسـت و ايـن خـود باعـث ايجـاد قضـاياي جـالبي در        ، مربوط به وجود ترتيب دربا ي حقيقي چنين چيزي غلط است. ديگر تفاوت مهمدامنه
  ها اشاره خواهيم كرد. اند، به هنگام مطرح شدن اين قضايا به اين تفاوتغلط شود كه درمي

 فرض كنيم تابع حقيقي  :1قضيهf بر[a,b]  تعريف شده باشد. هرگاهf يدر نقطهx [a,b] پذير باشد، مشتقf  درx  .پيوسته است  

 فرض كنيد :1المثA , , , ...
   
 

1 11 2 و تابع 3 f :  با ضابطه f (x) inf y x : y A   كهتعريف شود. در صورتيK  مجموعه نقاطي

  )92(دكتري   است؟ پذير نيست، كدام گزينه صحيحدر آن نقاط مشتق fباشد كه تابع
  بسته است ولي فشرده نيست. K)2  است. Kاي تنها در، نقطهK) هر نقطه1
3(K .4  فشرده است(K .بسته نيست  

 :تابع  »3« گزينه پاسخf در نقاط{ } { | n } { | n }
n n

 
3 11 14   ي ايـن  پذير نيست. حال چون مجموعـه باشد و لذا مشتقداراي شكستگي مي

  باشد لذا فشرده است.دار مينقاط، بسته و كران
  

 چــون در آنجــا تــابع علامــت  نيســتســت ي اعــداد حقيقــي درايــن قضــيه در دســتگاه وســعت يافتــه قــت شــود كــه اولاًد :2تــذكرsgn  داراي مشــتق
x

(sgn) (x)
x
   

 


xدر sgnاست در حاليكه     تـابع مـثلاً  ي فـوق غلـط اسـت    ناپيوسته است. ثانياً عكس قضيهf :[ , ] 11    را بـا

fيضابطه (x) | x | پـذير نيسـت چـون    اين تابع در صفر پيوسته است اما مشـتق يد. در نظر بگير
t t

| t | | t |f ( ) lim ,f ( ) lim
t t  

 
     1 1

 
   

fبـ 1تذكر لذا طبق  ( )  ز انتقالات اين تابع، تابعموجود نيست. در فصل سوم با استفاده ا g را بر كل اشـد مـثلاً   كنيم كـه متنـاوب ب  چنان تعريف مي

g(x ) : f (x) 2  اكنون تابع تعريف شده توسط سريn n

n
G(x) ( ) g( x)




  3 44

 پيوسـته اسـت امـا در هـيچ جـاي      چنان است كه بر كـل  

nيضابطه توسط ويراشتراس باپذير قجا مشتي هيچاولين مثال از توابع پيوسته پذير نيست.مشتق
n

n
f (x) cos( x)




  1 3

2
تعجـب   باعـث شـده و   ارائه 

   ي رياضي قرن نوزدهم گرديد.جامعه

 فـرض كنـيم   :(خواص جبـري مشـتق)   :2قضيه f و g    يبـر بـازه a,b    ي تعريـف شـده و در نقطـهx [a,b]  ر ايـن  پـذير باشـند. د  مشـتق
fصورت g،f .g وf / g  درx پذيرند، ومشتق  

f)الف) g) (x) f (x) g (x)         (ب(fg) (x) f (x)g(x) f (x)g (x)    ي لايب نيتز)  (قاعده  

f پ) f (x)g(x) f (x)g (x)( ) (x)
g [g(x)]

   g(x)به شرطي كه 2    

 اگر تابع  ي زنجيري):(قاعده :3قضيهf ي در نقطهx  و تابعg  يدر نقطـهy f (x)  پـذير باشـند آنگـاه تـابع مركـب     مشـتقgof  ي در نقطـهx 
gof)پذير است ومشتق ) (x) g (y).f (x)   .  
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 اگر توابع :2مثال g :  وf در نقطهa پذير باشند ومشتقh(x) max{f (x),g(x)}(x )  كدام گزينه صحيح است؟  
  )93(علوم كامپيوتر ـ سراسري   

1 (h همواره درa 2  .پذير استمشتق (h درa پذير است اگرمشتقf (a) g(a).  
3 (h درa پذير است اگرمشتقf (a)    وg(a)  .  4 (h درa پذير است اگر مشتقf (a) g(a).  

 :فرض كنيد  »2«گزينه  پاسخf (x) x وg(x) x :با رسم نمودار دو تابع داريم ،  
xدر gو هم fواضح است كه هم   پذيرند، امامشتقh(x) | x | كه درx   پذير نيست. پـس  مشتق

f) نادرست هستند. كافي است قرار دهيم 4) و (1هاي (گزينه (x) x 1 وg(x) x  1     كـه بـاز هـم
h(x) درx   پــذير نيســت ومشــتقg( )   وf ( )   ) نيــز نادرســت اســت. اگــر 3و لــذا گزينــه (

f (a) g(a)لذا يا ،f (a) g(a) او يf (a) g(a)     فرض كنيم حالت اول رخ بدهـد در ايـن صـورت از
نيـز   aاز يـك همسـايگي از   xپذيرنـد)، لـذا بـه ازاي هـر    پيوسته هستند (چون مشـتق  aرد gو fآنجا كه

f (x) g(x) و لذاh(x) f (x) وh درa پذير خواهد بود.مشتق  
  

 مشتق هر تابع ثابت صفر است. مشتق تابع هماني الف)  :3مثالf (x) x  برابر است باf '(x)  شـود كـه   با بكار بردن قاعده لايب نيتز معلوم مـي  1
nf و nاگر (x) x آنگاهnf (x) nx   nو اگر 1   داريم پ ـ2 از قضيهnf (x) nx   پذير اسـت و همچنـين   اي مشتقجمله. بنابراين هر چند 1

p(x)(تابع گويا، تابعي مثل باشدپذير ميمشتق ،هر تابع گويا جز در نقاطي كه مخرجش صفر است
g(x)

q(x)
  است كه در آنp  وq اي هستند)جملهچند.    

تابعب) 
x x

f (x)
xsin x

x


 


1




fبراي پيوستگي توجه داريـم كـه اولاً    .پذير نيستاست اما در اين نقطه مشتقگرچه در صفر پيوسته   ( )   

fثانياً چون  (x) x پس
x
lim | f (x) |





 لذا
x
l im f (x) f ( )





ناپذير بودن . اما براي مشتقf      ـ  ارج قسـمت  در صفر بايـد نشـان دهـيم  كـه حـد خ

fنيوتني (x) f ( )

x






xوقتي     .ي متمايزبراي اين كار دو دنبالهموجود نيست( ) ,( )

n n
1 1

  گيريم اكنون را كه به صفر همگرايند در نظر مي 2

  
f ( ) f ( ) sin( n)

n n sin n

n n

 
     


 

1 1 22 2 21 1
2 2


 


                                      

f ( ) f ( )
n n

n n

 
  

 

1 1
1 11 1

 

 
  

 حد خارجي قسمت نيوتني يكتا نبوده و در نتيجه بنابراين
x

f (x) f ( )
l im

x







  موجود نيست.  

xsinتابع پ)  x
f (x) x

x

  
 

1 

 
xدر     پذير نيست اما براي مشتقx   پذير است ومشتق f (x) sin cos

x x x
  

1 1 1  .  

ــابع ت)  xت sin x
f (x) x

x

  
 

2 1 

 
xدر     ــتق ــت و  مش ــذير اس fپ ( )     ــراي ــز ب fو ني (x) xsin cos , x

x x
   

1 12   ــابراين بن

xsin cos x
f (x) x x

x

    
 

1 12 

 
.  

xفرض كنيدث)  x
f (x)

cos x x

  


2 


g(x)و  x    در اين صورتh(x) fog(x) f ( x )      و چـون[x]     پـسh(x) cos x   .   

هست  nآنگاه عدد صحيح  xگر پذير باشد حال اتواند مشتقدر نقاط صحيح نمي hپيوسته نيست. بنابراين  xدر  hآنگاه  xوضوح اگره ب
nكه  x n   h(x)و در اين حالت  1 cos(n)  ،لذاh يروي بازه(n,n ) در اين بازه صـفر اسـت   است. پس مشتق آن  cos(n)برابر مقدار ثابت 1

  صحيح موجود و برابر صفر است. در نقاط غير hپس در كل
  

f (x)

g(x)
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fفرض كنيم مشتقات مراتب بالاتر:  تابع مشتق تابع ،f ًبر يك بازه باشد. اگر مجدداf  شـتق پـذير باشـد، م  بر اين بازه مشتقf   را بـاf    نشـان داده و  

  ناميم. لذا:مي fمشتق دوم را  آن
t x

f (t) f (x)(f ) (x) f (x) lim
t x

    


  

(n)يمشتقات مراتب بالاتر به صورت استقرايي و با رابطه (n )f (f )  nو 1 ,n 1  گيـري ند يعنـي بـا تكـرار رونـد عمـل مشـتق      شـو ، تعريف مي، 
)يدنباله ) (n)f ,f , f ,f , , f  3   مشتق تابع قبلي اسـت  ي آنجملهرا داريم كه هر.(n)f  را مشـتقn   ي مرتبـه امُ يـاn   تـابعf      گوينـد. بنـا بـه قـرارداد

( )f f  و توجه داريم كه( )f f 1 و( )f f 2. اگر(n)f (x) براي هرx (a,b) و هرn  موجود باشد گوييمf  پـذير  يـت بـار مشـتق   نهابـي
  هموار است.  است يا به اصطلاح

 

 فرض كنيد تابع :4مثال f :   داراي مشتق مرتبه دوم باشد و  f ( ) f ( )  ،f ( ) 1 x ،fاگر براي هر 2 (x)  گويا باشد، مقدار
f (   )93(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟ 2(

1 (4  2 (2-  3 (2  4 (4-  
 :شود كه تابعبه راحتي ديده مي »1«گزينه  پاسخf (x) x fدر شرايط مسئله صدق كرده و 2 ( ) 2 ، x. به طـور كلـي چـون بـه ازاي هـر     4

f (x)  گويا است، لذاf (x) .بايد تابعي ثابت باشد  
  

 تابع :5مثال f : ازاي هركه بهطوريداده شده بهx داريمf (f (x)) x در مورد تابع .f كدام گزينه درست است؟  
  )95(علوم كامپيوتر ـ سراسري   

1( f 2    پذير است.جا مشتق همه( f پذير است.فقط در صفر مشتق  
3( f بر .4    پيوسته نيست( f .فقط در نقطه صفر پيوسته است  
 :به برهان خلف فرض كنيم تابع »3«گزينه  پاسخf بر :پيوسته است. طبق ضابطه داريم  f (f ( ))     

f (f (a)) a
a a (a { })

f (f ( a)) a
 

     
 

     

b  مقدار مياني داريم: طبق قضيهپس  (f (a) , f ( a)) s.t f (b)       
f :پيوسته است، پس  c : f (c) b f (f (c))      

fاز طرفي طبق ضابطه تابع، (f (c)) c    پس c   ،چونa :دلخواه بود، لذا  
x : f (x) f ( x) f ( x) f (x)           

fصورتبه fدر نتيجه ضابطه (x) x  :است، اما داريم  
f (f (x)) x
f (f (x)) f ( x) x

 
   

      

  تواند پيوسته باشد.نمي fپس
 

 87(سراسري   است؟ نادرستكدام گزاره  :6لمثا(  
  پذير است. تقتابعي وجود دارد كه فقط در دو نقطه پيوسته و در همان دو نقطه هم مش )1
  پذير است.تابعي وجود دارد كه فقط در يك نقطه پيوسته و در همان نقطه هم مشتق )2
|اگر به ازاي  )3 f (x) f (y) | | x y | , x, y    آنگاهf پذير است. مشتق  
fتابع غيرصفر وجود دارد كه )4 ( )   رو همة مشتقات  آن دx    .مساوي صفر است  
 :دهيمقرار مي »3«گزينه  پاسخf :  وf (x) x در اين صورت  x, y : f (x) f (y) x y x y        

xدر نقطه f ولي تابع   پذير نيست.مشتق  
  :هااثبات ساير گزينه

fدهيم): قرار مي1گزينه ( :[ , ]  4 وc

cosx ; x [ , ]
f (x)

; x [ , ]

  
  

 

 

4
1 4

xتنها در نقاط fدر اين صورت     وx  3  پيوسته است

xباشد (زيراپذير است و مشتق آن برابر صفر ميو در اين دو نقطه مشتق x(cos x) | (cos x) |     3 وx x(( ) | ( ) |      31 1  .  
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دهيم): قرار مي2گزينه (
x ; x

f (x)
x x ; x

 
 



2  در اين صورت تابعf تنها در نقطهx      پيوسـته اسـت (زيـراx x x x   2 و در (

x  زيرا:باشد مي 1پذير نيز است و مشتق آن برابر اين نقطه مشتق x(x) | (x x) |    2 1    

xeدهيم): قرار مي4گزينه ( ; xf (x)
; x


  
 

2
1


 

fدر اين صورت  ( )   و
x

x

ef ( ) lim
x




  

2
1


  و اگر(k)f ( )   باشد آنگاه:  

  
xk(k ) xk

x x

P ( )e
xf ( ) lim lim Q ( )e

x
x







 
  

2
2

1
1

11
1

1
1

1 
   

kPكه در آن ( )
x1
kQو 1 ( )

x1
حسباي بردو چندجمله 1

x
f(n)باشند، پس به استقراء ثابت كرديم كهمي 1 ( )   به ازاي هرn .  

  

 يب نيتز): فرض كنيد(دستور لا :7مثالn ي مرتبهمشتقات  وn توابع f و g  موجود باشد. نشان دهيد:  
n

(n) (k) (n k)

k

n
(fg) f g

k




 
  

 



  

nكنيم. براي، فرمول را ثابت ميnبر  با استقرا :برهان 1 درست است چون(fg) f g fg   فرض كنيد براي .n دهيم د نشان ميفرمول درست باش
nبراي 1 :نيز درست است   

 (بنابر خاصيت خطي مشتق)  
n n

(n ) (n) (k) (n k) (k) (n k)

k k

n n
(fg) ((fg) ) ( f g ) ' [f g ]

k k
  

 

         
   

 1
 

  

  
n n n n

(k ) (n k) (k) (n k) (k) (n k) (k) (n k)

k k k k

n n n n
f g f g f g f g

k k k k


       

   

       
                 
   

11 1 1 1
1 1  

  

  
n n

( ) (n ) (n ) ( ) (k) (n k) ( ) (n ) (n ) ( ) (k) (n k)

k k

n n n
f g f g [ ]f g f g f g f g

k k k
       

 

     
                

 1 1 1 1 1 1
1 1

1
1

     

  
n

(k) (n k)

k

n
f g

k


 



 
  

 


1 11


  

  

 الف) اگر  :3تذكرn   تابعوf : (a,b)  ،n شـود كـه  نتيجه مي 1 پذير باشد آنگاه از قضيهمشتق مرتبه(n )f 1  روي(a,b)    .پيوسـته اسـت        
  .  هستندپيوسته  اين مشتقات، هموار است و در نتيجه مشتقات تمام مراتب يك تابع هموار ،پيوسته است ،ب) يك تابع هموار

 فرض كنيد :8مثالf :   پذير بوده و به ازاي هردو بار مشتق f (x) x  ,. اگرf ( ) f ( ) 1     گاه كدام گزينه درست است؟، آن1
  )96(مجموعه رياضي ـ سراسري   

1(f 2  ت. تابعي زوج اس(f .3  تابعي فرد است(f ( ) 2   4(f ( ) 2    
 :تابع »4«گزينه  پاسخf (x) x x 2 :تمامي شرايط را دارد، زيرا  ''f (x)  2  و'f( ) f ( )  1 1 4    

)fنه تابعي زوج است و شرط نه تابعي فرد و fتا 1 ) 2  است.4ممكن، گزينه ( باشد. بنابراين تنها گزينهنيز برقرار نمي (  
 

fپذير و تابع مشتق آن،مشتق fاگر تابع  هاي هموار:كلاس  يم پيوسته باشد آنگاه گويf پذير است و گوييم به طور پيوسته مشتقf از كلاسC1 است. اگر تابع f ،
n بوده و تابع پذيرمرتبه مشتق(n)f  پيوسته باشد آنگاه گوييمf  به طور پيوستهn پذير است و گوييم مرتبه مشتقf از كلاسnC  است. اگرf  هموار باشد، از تذكر

است. براي نمادگذاري بهتر، گوييم يك تابع پيوسته  Cاز كلاس fگوييم مي بنابرايناست nCاز كلاس n ،fشود كه براي هر، نتيجه ميفوق (قسمت ب)
n  ي نزولي اي از توابع باشد آنگاه دنباله، نمايانگر مجموعهnCاست. اگر چنين فكر كنيم كه هر Cاز كلاس

n
C C C C C


    1 2


   

  ها را داريم. از مجموعه
  



  
گيريمشتق فصل پنجم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 396

nهر شمول nC C  n، يك شمول سره است يعني1 nC C 

 nبالفرض براي 1 1 اي هست كـه از كـلاس  تابع پيوستهC1     اسـت امـا از كـلاسC2 

    ثال:طور. براي منيست و همين
f (x) x از كلاسC كلاس است اما ازC1  .نيست                     

f (x) x x از كلاسC1 است اما از كلاسC2  .نيست(*)  
f (x) x   نيست.  C3است اما از كلاس C2از كلاس 3

           
nf (x) x x nCاز كلاس  1 1 است اما از كلاسnC  .نيست  

دهيم. داريمشان ميبراي نمونه درستي * را ن
x x

f (x) x

x x

 
 

 

2

2


 



xاي مقادير . بر     ،مشتق تابعx2  است، براي مقـاديرx     تـابع،  مشـتق

x2 ي است. در ضمن در نقطهx    :داريم  

  
t t t t t t

f (t) f ( ) t f (t) f ( ) tf ( ) lim lim lim t ; f ( ) lim lim lim t
t t t t      

     

             
   

2 2

     

      
   

  

fپس ( ) f ( )    و بنابراينf ( )   در نتيجه 
x x

f (x) x
x x


  
 

2

2


 


fو پيوستگي   شود بنابراين محرز ميf  از كـلاسC1     اسـت. دوبـاره بـا

fيمحاسبه  برايx  وx   شود كهمعلوم ميf (x)  امـا  -2و 2هـا عبـارت اسـت از    به ترتيب براي اين بـازه .f ( )    باشـد و حتـي   موجـود نمـي
f ( ) f ( )    لذا ،f  ند پيوسته باشد بنابراين توانميf از كلاسC2  .نيست  

 شود: تابع تعريف ميچنين ، يك مفهوم ديگر تحت عنوان تحليلي بودن وجود دارد كه بودن جز مفهوم همواره ب  :4تذكرf : (a,b)   براي هر
x (a,b)  را حول  بتوان آنتحليلي است هرگاهx به صورت يك سري تواني نمايش داد يعني   موجود باشد به طوري كه براي هر| h |   سري

nتــواني 
na h همگــرا بــوده وn

n
n

f (x h) a h



  


شــوند و آنجــا خــواهيم ديــد مطــرح مــي 4ل صــهــاي تــواني و همگرايــي آنهــا در فســري  .

كه
(n)

n
f (x)a

n!
  و اين يكتايي نمايشf رحال از نماده كند. بهمذكور را بيان مي يوانتحسب سري برC كنـيم  براي نمايش توابع تحليلي استفاده مي

xeداد كـه بـراي تـابع   تـوان نشـان   يتال و استقرا ميپهوي با استفاده از قاعده xg(x)
x


  
 

2
1


 

xيدر نقطـه      داريـم(n)n g (x)   . 

xبنابراين حول   توان مقـادير نميg(x)    شـود،  سـري نمـايش صـفر مـي    نمـايش داد چـون    واقـع سـري تيلـور آن)   تـواني (در  را برحسـب يـك سـري
و چـون هـر تـابع     اين تابع هموار است امـا تحليلـي نيسـت   شود). همگرا نمي gبه خود  g(يعني حول نقطه صفر، سري تيلور  ناصفر است g(x)كهدرحالي

Cشمول پس تحليلي، هموار است C  نيز سره است يعنيC C 

  انـد بودن و هموار بـودن دو موضـوع متفـاوت    يتحليل ،براي توابع حقيقيلذا 

  . اندهم منطبقدر آناليز مختلط اين دو مفهوم بركه درحالي
 فرض كنيد  :9مثالf بر پذير باشد در اين صورت:مشتق   

|) مشتق1 f xيهر نقطه در |    .موجود است  
f)  اگر2 (x)   آنگاه| f   پذير نيست.  مشتق xدر  |
3(| f fكه xي در هر نقطه | (x)   پذير است همچنين اگرمشتقf (x)   آنگاه| f | (x)   .  
4(| f fكه xي در هر نقطه | (x)   پذير است همچنين اگر مشتقf (x)   وf (x)    آنگاه| f | (x)  .  

 :قرار دهيد  »4«گزينه  پاسخg(x) | x | بنابراينh(x) | f | (x) gof (x)   چون تابع .g  در جاهايي كهx   پـذير اسـت. از قاعـده    مشتق
hشود كه تابعزنجيري نتيجه مي | f | ي در هر نقطهx كهf (x)   پذير است و نيز اگرقمشتf (x)  وf (x)    آنگاه  

  
t x t x t x t x

f (t) f (x) f (t)h(t) h(x) f (t)( ) h (x) lim lim lim lim | |
t x t x t x t x   

   

    
   

1  
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  ششمفصل 

  »يسانتگرال ريمان ـ اشتيل«
 

  

 انتگرال و خواص آن ):1درسنامه (  

  
  

 مقدمه 

ي لهمنشـأ مسـئ   .شودختم ميگيري انتگرالبه عمل متحرك يك ذره جايي ن مساحت زير منحني و مقدار جابهي پيدا كردلهاز حسابان به ياد داريد كه مسئ
امـا   انـد شده و اساساً از هم مسـتقل ه به دو طريق مختلف عرضانتگرال و مشتق گرچه  .مورد بحث قرار گرفتل قبدر فصل ي متحرك بود هم كه ذرهشتق م

جـا كـه بـا مفهـوم انتگـرال ريمـان كـار        در آن .انـد معكوس هـم  و با هم ظاهر شدهاين دو عمل ي بنيادين در قضيهچنانچه از رياضي عمومي به ياد بياوريد 

x،x بـراي  fابع كه اگر ت يدديدكرديد مي a،   پيوسـته باشـد و
x

a
F(x) f (t)dt  گـاه  آنF  وپـذير بـوده   مشـتقF (x) f (x)    هـاي  عمـل يعنـي

 دامنهموجود در است (ترتيب بسته قي وايريمان را كه به ترتيب موجود در خط حقدر اين فصل انتگرال  .اندگيري به نوعي معكوس همگيري و انتگرالمشتق
اين انتگرال شـامل  دهيم. يس نام دارد انجام ميريمان كه انتگرال ريمان ـ اشتيل تر انتگرالكنيم، ما اين كار را براي حالت كلياست) تعريف مي ترمهم توابع

بوده و با نماد و fدو تابع 
b

a
f (x)d (x) يا

b

a
fd جايه به با اتخاذ تابع خاص هماني كشود نموده مي  يعنـي(x) x      بـه همـان انتگـرال

گـاه پـذير باشـد آن  انتگـرال  بوده وپذير مشتق دهيم كه اگرنشان مي .رسيمريمان معمولي در حسابان مي
b b

a a
f (x)d (x) f (x) (x)dx    ،

 سي ـممكن است كه انتگرال ريمان ـ اشتيل   ،ته نباشدپذير يا پيوسمشتق اگر .شودس به انتگرال ريمان معمولي تبديل ميييليعني انتگرال ريمان ـ اشت 
fd  كهيعني حالتي موجود باشد و اتفاقاً اهميت اين نوع انتگرال در همين است   ناپيوسته است. خواهيم ديد كه چگونه بـا انتخـاب   هـاي مناسـب

  مهم است؟  يسچرا انتگرال ريمان ـ اشتيلاما  ديل كنيم.هم تب را به  و توانمي

كـه حتمـاً خواننـده در درس    رسـيد ( جرم  و گشتاور  توزيعي فيزيكي لهيي كسرهاي مسلسل و جواب آن به مسئبا كار روي همگرا) 1856-94( يساشتيل
يـس را   و انتگرال ريمان ـ اشـتيل    )به صورت يك مجموع برخورد كرده استچه به صورت انتگرال و چه ي اين مسائل رياضيات عمومي و فيزيك با محاسبه

يـس،  سـال بعـد از مـرگ اشـتيل     15 ي نمـايش ريـس اسـت،   ترين كاربرد آن در قضيهي احتمال است اما مهمابداع كرد. كاربرد ديگر اين انتگرال در نظريه
را مشـخص   C([a,b])يپيوسته روي فضـاي توابـع پيوسـته    يهاي خطتمام تابعكگرال انتا استفاده از اين انست بوت فردريك ريس رياضيدان مجارستاني

Iنگاشت گويد:كند. اين قضيه مي : C([a,b])  تابعك خطي پيوسته است اگر و تنها اگر تابع صعودي روي[a,b] باشـد بـه طـوري كـه      موجود

fبراي هر C([a,b]) ،
b

a
I(f ) fd از پيوسـته بـودن آن    و (مفهـوم تابعـك خطـي    اي، يك انتگرال استيك چنين تابعك خطي پيوسته. يعني هر

   .)گيرندآنجا مورد مطالعه قرار مي بوده و درمفاهيم شاخه آناليز تابعي 
گيريم كراندار فرض گيريم، در ضمن تابعي را كه از آن انتگرال مياند در نظر ميتعريف شده [a,b]ي فشرده ماننديك بازه حقيقي را كه بر در ادامه، توابعي

  )ند.ايسريمان ـ استيل وها به راستي يكي از معايب انتگرال ريمان كنيم (اين محدوديتمي
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 رالتعريف و وجود انتگ 

 فرض كنيد  :1تعريف[a,b] اي از اعداد حقيقي باشد، منظور از يك افراز ي فشردهبازهP ياز بازه[a,b] اهي از نقـاط  ن ـي متا، مجموعـه
nx مانند , x , , x1  كه به طوري استn na x x x x x b      1 2 1  مجموعـه مرتـب    هدقت شود كnP {x ,x , , x } 1  
  نام دارد. افراز

  قرار دهيد: [a,b]از Pباشد، براي افراز  [a,b]ك تابع حقيقي كراندار رويي fحالا فرض كنيد 

i i i i i iM sup{f (x) : x x x } , m inf{f (x) : x x x } i n        1 1 1   

iداعدا ؛fتوجه شود كه به خاطر فرض كرانداري  iM m»  چنين فرض كنيدهم .اندحقيقيو موجود يك تابع صعودي بر[a,b]   باشد (لذا كراندار هم خواهـد
(a)شد چون (x) (b)     براي هر x ،a x b  دوباره براي افـراز ، ( P     :مـذكور قـرار دهيـد i i i i(x ) (x ) i n        1 1 

iواضح است كه    اكنون براي تابع حقيقي و كراندارf :قرار دهيد  
n n

i i i i
i i

U(P,f , ) M , L(P,f , ) m
 

      
1 1

   

L(p,f , )را مجموع پاييني وU(p,f , ) تعريف كنيد: حالاند. گويرا مجموع بالايي مي  

  P} افراز
b

a
fd sup{L(P,f , ) :[a,b]               P} افراز

b

a
fd inf{U(P,f , ) :[a,b]     

، همواره fبه علت كرانداري 
b b

a a
fd , fd    موجودند.

b

a
fd و يايينرا انتگرال پ

b

a
fd   را انتگرال بالاييf نسبت به چـه  و چنانگوييم مي

با ها رااين دو مساوي باشند مقدار مشترك آن
b

a
fd يا

b

a
f (x)d (x)     نشان داده و آن را انتگرال ريمان ـ اشـتيل يـسf بت بـه نس ـ روي[a,b] 

fنويسيممي نناميم و به طور نماديمي R( )  روي[a,b] ، يعنيf روي[a,b] نسبت به ـانتگرال   را انتگرالده و fتابع  .استس يل ياشت پذير ريمان 
  گير مي نامند. را انتگرال تابع 

 فرض كنيد :1مثال
b

a
f (x)dx .وجود داردA [a,b] در[a,b] چگال است و c . هـر   بـه ازاي اگرx  ازA  داشـته باشـيم ،f (x) c  كـدام ،  

  )83(سراسري   گزينه صحيح است؟ 

1(
b

a
f (x)dx c  2( 

b

a
f (x)dx c  3( 

b

a
f (x)dx c(b a)   4( 

b

a
f (x)dx c(b a)   

 :فرض كنيد »4«گزينه  پاسخU(f ,P)  يك مجموع بالايf  متناظر با افرازnP {a x x x b}     1  در اين صورت: ،باشد    

i i iM (f ) sup{f (t) : x t x } c   1  

itچگال است و در نتيجه [a,b]در A(زيرا  A اي كهموجود است به گونهi i it [x , x ] ifپس1 (t ) c به ازاي حداقل يكi i i(t [x ,x ] 1.  

b

a

n n
i i i

i i
U(f ,P) M (f ) x c x c(b a) f (x)dx inf{U(f ,P) : P P[a,b]} c(b a)



 
             

1 1
  

و از آنجا كه بنابر فرض،
b

a
f (x)dx داريم:است  موجود   

b b

a a
f (x)dx f (x)dx c(b a)



     

 

 1تذكر:  
س ي ـتعريف ديگري براي انتگرل ريمان ـ اشـتيل     .دان فرانسوي استرياضي (Darboux)ب به داربويس منسوف بالا از انتگرال ريمان ـ اشتيل تعري الف)

روش داربو داراي اين مزيت است كه هموارهخواهد آمد. موجود است كه در ادامه 
b b

a a
fd , fd   عيب است كه تقارن موجـود   اين موجودند و داراي

بگذاريم.  تري رويمحدود كنندههاي برد و براي برقراري اين تقارن بايد شرطس از بين مييرا براي انتگرال ريمان ـ اشتيل رال جزء به جزءدر فرمول انتگ
U(P,fدهند كه چرا بايد ازهاي زير نشان ميشكل , ) خوداينفيمم گرفت در حالي كه فرمول هاU(P,f , )   چـرا بايـد    م اسـت و شامل يـك سـوپريم

L(P,fاز , )م گرفت در حالي كه فرمول معرفها سوپريمL(P,f , ) .شامل يك اينفيمم است  
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 شكل براينيستها مجاز ها و اينفيممِ اينفيممدقت شود كه انگار سوپريممِ سوپريمم :1 توجه .(x) x  .يعني حالت ريماني انتگرال رسم شده است  
  
  
  
  
  
  

  

U(P,fتر شويم بايد ازاز روي شكل هويداست كه اگر بخواهيم به مساحت واقعي نزديك , )ها، اينفيمم و ازL(P,f , )سوپريمم بگيريم. ،ها  

(x)حالت ب) x  دهد در اين حالت به جايهمان انتگرال ريمان معمولي را نتيجه مي
b

a
fd  نويسـيم مـي

b

a
f چـه ايـن مقـدار موجـود باشـد      و چنان

fنويسيممي R بر[a,b]به جايبه ترتيب ين حالت . ضمناً در اL(P,f , )  وU(P,f , ) نويسند:ميL(P,f U(P,fو ( براي شهود بيشتر فـرض  . (
jمثل قبل بوده،  Pكنيد در اين حالت افراز  j jI [x ,x ] 1 ،I j

 ي ي بازهمشخصه تابعjI  وjm  وjM اي زير را تعريف كنيدتوابع پله مثل قبل باشند:    

I Ij j

n n
P j P j

j j
m , M

 
      

1 1
  

در ايــن صــورت  
n

P P j j P P
j

U(P, ) M (I ) , f


        
1

و 
n

P P j j
j

L(P, ) m (I )


    
1

jكــه در آن   j j(I ) x x    1 .

ــادير   ــه مقـ ــون چنانچـ اكنـ
n

P j j
P j

lim inf{ M (I ) }


  
1

و  
n

P j j
P j

lim sup{ m (I ) }


  
1

 

Pموجود و برابر باشند آنگاه  P
P P

f lim lim      توجه داريد كه توابع .P P,  اي هستند كه توابعي پلهf  ترتيب از بـالا و پـايين تقريـب    را به

انـد و ايـن يكـي از معايـب     ثابت و پيوسـته  ،هاي باز همبندزننده روي بازهشود. دقت كنيد اين توابع تقريبيزنند و حد مذكور روي تمام افرازها گرفته ممي
 انتگـرال  وسته عمل كند! در حـالي كـه از اول در تعريـف   شبيه يك تابع پي fطوري باشند كه  fشود كه نقاط پيوستگي تابع انتگرال ريمان است و باعث مي

  توان چنين هم بيان كرد:فوق را مي مطالب را نگاه كنيد] دقت كنيد كه ـ 6ي ـ قضيهبرده نشده است [محك لبگ  fهيچ اسمي از پيوستگي 
پذير ريمان است هرگاه براي هر انتگرال [a,b]ي روي بازه fتابع   اي ، توابع پله »  روي[a,b]    چنان موجود باشند كه بـراي هـرx [a,b]  

(x) f (x) (x)     و نيز
b

a
( (x) (x))dx     حالا اگر .  انتگرال  آنگاه

a

b
( )       به صفر ميـل كـرده و لـذا

a a

b b
   ، 

  ناميم.مي [a,b]روي  fاين مقدار مشترك را انتگرال 

با توجه به تعريف آشكار است كه مقدار پ)
b

a
fd فقط به f، ،a وb لذا براي نوشتن ،وابسته است

b

a
fd به صورت

b

a
f (x)d (x)  مهم نيست

كنيم يعني نوشتنمستقلي استفاده مي كه از چه متغير
b

a
f (y)d (y) درست است پس: هم  

b b b

a a a
fd f (x)d (x) f (y)d (y)          

يكي مربوط به دامنه است كـه در آن  باشد: ميوابسته است به دو دليل  يس) به ترتيب موجود درنتگرال ريمان (يا ريمان ـ اشتيل  گوييم ااين كه مي ت)
naدهيم و نقاط افرازي بـه صـورت  افراز انجام مي x x x b    1    بـه خـاطر وجـود    اينكـه  ريگ ـو دانـد  مرتـب شـدهsup وinf   در تعـاريف

كنند بلكـه  نمي بيرتعمساحت توابع مختلط انتگرال را به صورت نظريه در ( اندمعنيهاي مرتب با در مجموعه infو supپايين و بالاست چونهاي انتگرال
  .ريمان محاسبه كرد)توان با استفاده از انتگرال هاي روي مسير را ميهر چند كه اغلب اين انتگرالگيرند را روي مسيرها در نظر ميدر آن جا انتگرال 

مثل هم هستند لذا  و   fيعني  كندمي ندهبس به كراندار بودن ،تيل يس موجود است كه به جاي صعودي بودنشا ـيك تعريف ديگر از انتگرال ريمان  ث)
مفهـوم  ي آن قبـل از ارائـه  خورد در حالي كه تعريف اول اين تقارن را ندارد. توان نقش آن دو را عوض كرد و در نتيجه در اين تعريف يك نوع تقارن به چشم ميمي

Qبوده و [a,b]دو افراز Qو  Pدهيم: هرگاه ) يك افراز را شرح ميrefinementتظريف ( P گاه اصطلاحاً گويند باشد آنQ  يك تظريفP    اسـت يـاQ  ازP 
هاي حاصله از نقـاط  بازهبينيد كه زيررا بسازيد مي [a,b]هاي مربوطه ازبازه، زير Pو  Q) است. به طور شهودي اگر شما با نقاط افرازي موجود در finer( ترظريف

Qهاي مربوط به نقاط بازه، ريزتر از زيرP  تر (ي ظريفواژههستند و در واقعfiner(توجه داريد كه ها دارد ) اشاره به اين ريزتر بودن زيربازه)fine هم »ريز«)) معني 
P*، افرازP1و P2براي دو افرازمثلاً  .دهدمي P P 1 2 ؛تر استها ظريفاز هر دوي آن*P را تظريف مشتركP2 وP1 ناميم. مي  

0a x 1x 2x 4x3x 5x b0a x 1x 2x 3x 4x 5x b

 مساحت هاشور خورده U(P, f, )  مساحت هاشور خورده L(P, f, )

 :Pروي تمام افرازهاي  :Pروي تمام افرازهاي
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nPفرض كنيد {x ,x ,x , , x } 1 2  يك افراز[a,b] بوده و توابعf» يي بستههر دو روي بازه[a,b]   اه منظـور از  گ ـحقيقي و كرانـدار باشـند آن

S(P,fعدد حقيقي ،Pنظير به افراز  نسبت به fيس مجموع ريمان ـ اشتيل  , ) يبا ضابطه
n

i i
i

S(P,f , ) f ( )


   
1

عـدد   iاسـت كـه در آن   

iيهبازدلخواهي در زير i[x ,x ]1 بوده وi i i(x ) (x )    پذير است هرگاه عدد حقيقـي  لانتگرا [a,b]روينسبت به fاكنون گوييم تابع  .1
وجود داشته باشد كه براي هر Iمانند    فراز ازا، يك[a,b] مانندP  ز موجود باشد به قسمي كه براي هر افـراP  تـر از ظريـفP(P P )    و هـر

S(P,fمجموع ريمان ـ اشتيل يس  , )  نظير بهP داشته باشيم| S(P,f , ) I |    .  

يكتاست و با نماد Iدر اين صورت عدد 
b b

a a
I fd f (x)d (x)     يس انتگرال ريمان ـ اشتيلن را و آ دهيمنمايش ميf   نسـبت بـه روي[a,b] 

R(f: [a,b]روي اين روش اين است كه هايمزيتيكي ناميم. مي ) f R( )    انتگرال جزء به جزء برقرار است: فرمول. در اين حالت  

  
b b

a a
fd df f (b) (b) f (a) (a)         

fبودنپذير جزء به جزء با شرط مشتقي رابطه از انتگرال، تعريف داربو باكه حاليدر , وf , R   بر[a,b]   در ادامـه   ].21[ر.ك قضـيه   اسـت برقـرار
تعمـيم مفهـوم دنبالـه اسـت) در توپولـوژي       هاي كه با مفهوم تور (ك ـخواننده .بريمنام مي »تعريف دوم«ز آن به عنوان جا كه از اين تعريف استفاده شود اهر

لذا به شـباهت  و كرد تحت عنوان واحدي فرمول بندي  ،به همراه ديگر مفاهيم حدتوان يس را مييي انتگرال ريمان اشتيلداند كه تعريفآشنايي دارد مي
رد. در ضمن اگربين اين حدود پي ب هماني باشد تابعS(P,f , ) را باS(P,f ما بر اين است كه از تعريف داربـو  دهيم. به هر حال  قرارداد نمايش مي (

  ف داربو است. ي تعرياستفاده كنيم و قضاياي بعد بر پايه
 هرگاه :1قضيه*P  يك تظريفP گاه:باشد آن  *U(P ,f , ) U(P,f , )         و*L(P,f , ) L(P ,f , )    

 1نتيجه: b b

a a
fd fd      

 پذيري ريمان)محك انتگرال( :2قضيه:f R( )   اگر براي هراگر و فقط    افرازي مانندP  باشد كه:موجود  U(P,f , ) L(P,f , )      
   :1نكته 

هاسـت  اي دنبالـه ي بـر حاوي شرطي است كه در واقع شبيه شـرط كوش ـ ي حاصله در اين صورت قضيه توان براي تعريف دوم بيان كرد،ي بالا را  ميمشابه قضيه الف)
اـلايي    1 توجهبه نمودار مندرج در نامند. ي بالا را شرط ريمان ميكتاب بارتل)، در ضمن شرط موجود در قضيه به (ر.ك دقت كرده و ببينيد كه تفاضل يك مسـتطيل ب

پـذير  انتگـرال  fگويـد كـه   حالا شرط ريمان مي .را fر نمودار نه سطح زي دارندرا دربر fهايي نمودار با يك مستطيل پاييني مجدداً يك مستطيل است و چنين مستطيل
است  اگر و تنها اگر براي هر    تر از ها كمهاي آنمستطيل موجود باشد كه مجموع مساحت ناهيتعدادي مت  بوده و نمودارf داشته باشد.را دربر  

است بـه شـرطي    نيز برقرار P*مثل Pتر از گاه براي هر افراز ظريفاي برقرار گرديد آنPو شرط ريمان به ازاي يك، چنانچه ي فوققضيهدر  ب)
  ثابت باشد.  يعني  را تغيير ندهيم كه

nPهرگاه شرط ريمان براي پ) {x , ,x }   برقرار باشد وi it ,s نقاط دلخواهي درi i[x ,x ]1 باشند آن گاه
n

i i i
i

| f (s ) f (t ) |


   
1

.   

fهرگــاه )ت R( ) قــرار باشــد آن گــاهو مفروضــات قســمت قبــل بر
b

a

n
i i

i
| f (t ) fd |


     
1

چــه از قبــل گويــد چنانرابطــه مــيايــن  ،

fبدانيم R( )  يگاه براي محاسبهآن
b

a
fd فرسـاي طاقتهاي بالايي و پاييني و كار به جاي استفاده از مجموعinf sup»   تـوان  گيـري، مـي

مجموع
n

i i
i

f (t )



1

هاي عجيب و غريـب و تبـديل   ي حداين روش در محاسبه . ازحد گرفتها و از آن هتشكيل داد itرا به ازاي نقاط دلخواه 

شناسـايي كنيـد. در ايـن مسـائل     بـه درسـتي    را  fكار شما بايـد قـادر باشـيد كـه     (براي اين  شودمياستفاده در مسائل تستي زياد ها به انتگرال آن

(x)معمولاً x   و افرازP منظم است يعنيi i
b ax

n


   (. لذا اگرf R( )  گاهآن
b

a

n
i i

n i
fd lim f (t )

 
  

1
  .  

ماً درست نيست، يعني از وجودتوجه كنيد كه عكس اين حكم لزو
n

i i
n i
lim f (t )
 


1

fتوان نتيجه گرفت كهنمي  R( )  .   همانطور كـه اشـاره

fريم گي گوييم.ن تبديل سري به انتگرال ميشود كه اصطلاحاً به آاستفاده مي شد از اين مطلب براي محاسبه حدهاي مشتمل  R[a,b] :لذا    

  
b

a

n

n i

b a b af (x)dx lim f (a i )
n n 

 
 

1
  

bبالاخص براي  1  وa    :داريم
n

n i

if (x)dx lim f ( )
n n 

 
1

1

1


به عنوان تمريني ساده حاصل  
n

... nlim
n n

  1   را بيابيد. 2
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 و  فرض كنيد :2مثال
  

a f (x)dx


 
bو    1 f (x)dx


 

1


  باشـند. كـدام    f ترتيب انتگرال ريمان بـالايي و پـاييني  به 

)97(مجموعه رياضي ـ سراسري     گزينه درست است؟

  
1 (a b     2 (b , a 

1
4  3 (a b 

1
4  4 (b a 

1 1
5 4,  

 :به ازاي هر افراز  »2«گزينه  پاسخnP {x ,x ,..., x } 1 داريمim (f )    وi i(i ,...,n) M (f ) x  b  بنابراين داريم:31 f (x)dx 
1


  

a   :خواهيم داشت و f (x)dx x dx x |    
11 1 3 41 1

4 4 
  

 
 هرگاه  :3قضيهf بر[a,b] گاهپيوسته باشد آنf R( )  بر[a,b].  
 هرگاه  :4قضيهf روي[a,b] يكنوا بوده و بر[a,b] گاهپيوسته باشد آنf R( ) .  
 ممكن است كه ي فوق قضيه در  :2تذكرf دانيم كه به علت يكنواييالبته مي .نهايت ناپيوستگي داشته باشدبي f   حـداكثر  هـا  تعداد ايـن ناپيوسـتگي

  اول هستند.  از نوع  هاي اينشمارا بوده و همه
 هرگاه  :5قضيهf ناپيوستگي روي ينقطه تناهيتعدادي م[a,b] ولي ،داشته در هر كدام از اين نقاط پيوسته باشد در اين صورت،f R( ) .   

    :2نكته   
به كمـك محـك ريمـان و تعريـف ناپيوسـتگي       پردازيم.كنون به بيان يك شرط لازم ميپذيري است اشرط فوق يك شرط كافي براي انتگرال الف)
fگاهناپيوستگي مشترك داشته باشد آن [a,b]ي دروني در يك نقطه«fكه هرگاهتوان نشان داد مي R( ) . تـر اين مطلب با شرط ضعيف 

fناپيوسـته باشـند آنگـاه    c درونـي  يدر نقطـه (يـا چـپ)   هر دو از راست  «f: اگربرقرار است» ناپيوستگي راست يا چپ« R( )    لـذا اگـر .
سـمت  «گـوييم  نقاط انتهايي دامنه بايد اندكي محتاط بـود و وقتـي مـي   در رود. پذيري از بين ميانتگرالنپوشانند همديگر را  «fهايناپيوستگي

  باشد. [a,b]داخل » سمت«، بايد اين »cراست يا چپ 
. شـما در تعـاريف   اسـت  انتگـرال  كي از معايب ايـن نـوع  ي حساس است، و fهايبه شدت به ناپيوستگي يسكه انتگرال ريمان ـ اشتيل اين ب)

(x)انتگرال ريمـان،  براي ما نشد. fاز پيوستگي يا ناپيوستگي بحثي  fdديديد كه به هنگام تعريف x ،     كـه  دهـيم محكـي بـه دسـت مـي 
  تند.ريمان هسپذير انتگرال [a,b]دقيقاً كدام توابع حقيقي كراندار رويكند بيان مي كاين محكند. پذيري و پيوستگي را به هم مربوط ميانتگرال



 

تابع: 3مثال f :[ , ] 1

 

با ضابطه

  

   )95(علوم كامپيوترـ سراسري   را در نظر بگيريد. كدام گزينه درست است؟

1 (f (x)dx 
1


   2 (f (x)dx 
1


  3 (f (x)dx 
1 1


  4 (f (x)dx
1


  موجود نيست. 

 :3«گزينه  پاسخ«f اما نسبت به ،داراي تعداد نامتناهي نقاط ناپيوستگي است(x) x  پذير ريمان است، زيرا با فرضانتگرال  عدد ،u ( , )  1 

uكنيم كهرا طوري انتخاب مي 
 u]بر بازه f. تابع2 , u]براي P1افرازي مانند فقط تعدادي متناهي ناپيوستگي دارد، 1[ ,    كه:طوريهست به 1[

                          U(P ,f ) L(P ,f ) 
 1 1 2 

Pقرار دهيم اگر P U{ } 1 آنگاه ،P افرازي براي[ , ]1 است وU(P,f ) L(P,f )  يعني ،f بر[ , ]1 پذيري صدق در شرط ريمان براي انتگرال

f           كند. داريم:مي (x)dx dx  
1 11 1
 

   
  

 كنيد تابع فرض: 4مثال f : ( , ) 1 95(علوم كامپيوتر ـ سراسري   ست است؟غيرثابت باشد، كدام گزينه در(  
    يك باشد.بهتواند يكمي fتابع) 2    پيوسته نيست. fتابع) 1
    پذير است.الانتگر fتابع) 4  حداكثر شمارا است. fمجموعه نقاط ناپيوستگي) 3
 :به برهان خلف فرض كنيم  »1«گزينه  پاسخf پيوسته است. اگرf يك نگاشت پيوسته از فضاي متريكX به فضاي متريكY باشد وE  زيرمجموعه

fباشد، آنگاه Xهمبندي از (E) درY همبند است. با توجه به همبندي( , )1 و پيوستگيf خواهيم داشتf (( , ))1 در هاي همبند است. اما مجموعه
fبنابراين ،اندعضويهمگي تك همبند در (( , )) {P}1در نتيجه .f .بايد تابعي ثابت باشد كه تناقض است  


xxf (x)
x

 


3   گويا
 اصم

 صورتدر غير اين

 ,

,

x ,n
f(x) n

   


1

1
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

 

تابع :5لثام f :[ , ] 1

 

ضابطهبا 

  

  )95 (علوم كامپيوترـ سراسري    را در نظر بگيريد. كدام گزينه درست است؟

  
1( f پذير ريمان نيست وانتگرالf (x)dx ln( )

1 2


  2( f پذير ريمان است وانتگرالf (x)dx 
1 2


  

3( f پذير ريمان است وانتگرالf (x)dx ln( )
1 2


  4( f پذير ريمان نيست وانتگرالf (x)dx 
1 2


  

 تابع »2«گزينه : پاسخ f بازه روي[ , ]1 كراندار بوده و در نقاط مجموعه{ , , }1 1
2 1 

]روي بازه xناپيوسته است. همچنين  , ]1  .پيوسته است

xf   پذير ريمان است:انتگرال fپس (x)dx x dx   
21 1 12 2 2 2 22  

  
 

 حقيقي كراندار توابع  فرض كنيد : 6ثالمf  وα  روي بازه[a,b]  مفروض باشند به طوري كهα د. در كدام حالت انتگرال ريمـان اشـتيل  صعودي باش 
  )91(سراسري   ؟نيستهمواره موجود  αنسبت به  fيس 

1 (α .2  در يك نقطه ناپيوسته باشد (f .در يك نقطه ناپيوسته باشد  
3 (f  وα .4  هر دو در يك نقطه از راست ناپيوسته باشند (f  وα .هر دو در يك نقطه ناپيوسته باشند  

  :احتمالاً طراح بين نقاط دروني و مرزي  »4و  3«گزينه پاسخ[a,b]     ) 4) گزينـه ( 4) و (3تفاوت قائل شده است كه با ايـن وصـف مـابين دو گزينـه (
هـر   αو  fبوده و  [a,b]ي دروني بازهيك نقطه cدهيم كه اگر ) فقط براي نقاط دروني درست است ابتدا نشان مي3ي (انتخاب است. چونكه گزينهبهترين 

xدو از راست در c ناپيوسته باشند آنگاهf R( )   بر[a,b] .P را يك افراز[a,b] ي حاوي نقطهc  بگيريد. هرگاهc ي ي انتهايي چپ زير بـازه نقطه

i :ام باشد آنگاه   
n

k k k i i i
k

U(P,f , ) L(P,f , ) (M m ) (M m )( (x ) (c))


         
1

  

از راسـت باشـد آنگـاه يـك      αو  fناپيوسـتگي مشـترك    cاگـر  . اكنون هستندهمگي نامنفي  هايوندنامساوي فوق بدين خاطر است كه جمع   

iانتخاب كرد كه يرا طور ixي توان نقطهموجود است كه مي i iM m , (x ) (c)        و در نتيجهU(P,f , ) L(P,f , )    2  و لذا
ي رود. احتمالاً منظور طراح از آوردن دو گزينـه مشترك چپ است استدلالي مشابه به كار مي نقطه ناپيوستگي cشود. براي حالتي كه شرط ريمان نقض مي

  است. 4ي انتهايي باشد، آنگاه يكي از دو حالت استدلال فوق درست است بنابراين بهترين انتخاب گزينه نقطه cبخاطر اين بوده كه اگر  4و3
 

 فرض كنيد :2تعريفA   گوييم .A است هرگاه براي هر (يا پوچ يا قابل اغماض) ي صفراز اندازه   هاي اي شمارا از بازهخانواده

kباز مانند k{(a ,b kوجود داشته باشند به قسمتي كه {( k
k

A (a ,b )





1
 وk k

k
(b a )




  

1
اينفـيمم طـول   ،  Aانـدازه   كه ددقت كني 

   هاي باز است.پوشش

 وقتي  :3تذكر A گويند ي صفر است مياز اندازهA  پوچ است يا يمجموعهيك(A)   كه در آن ي لبـگ روي اندازه     اسـت و بـه نحـوي
هـا طـوري   مجموعـه اين زير .هايمجموعهي زيرنه همه هاي خاصي ازمجموعهگيرد. دقت شود كه زيراندازه مي را خاصي از هايمجموعهطول زير

  شوند. هاي باز ساخته ميهاي مجموعهها و متممها، اشتراكهستند كه با اجتماع
عضوي، متنـاهي، شـمارا و   هاي تكشود. براي مثال مجموعهميهاي بورل ناميده ه، مجموعههايي پيچيده است. اين گردايجموعهمي چنين زيردر كُل گردايه
هـر   سـت و همچنـين  هـاي پـوچ، پـوچ ا   مجموعـه راك زيري صـفر هسـتند. اجتمـاع و اشـت    از انـدازه هاي بورل بوده و مجموعه ءجز Cي كانتور نيز مجموعه
خاصـيت   يكشود. گويند مي» تقريباً همه جايي«و مفهوم پوچ بودن باعث ايجاد مفهوم  ي استفاده از اندازهي پوچ، پوچ است. ي يك مجموعهزيرمجموعه

وعه جاهايي كه رابطه م= مجNباشد. يعني اگر يا قابل اغماض د، پوچ گاه مجموعه جاهايي كه اين خاصيت يا رابطه برقرار نباشتقريباً همه جاست هر هيا رابط
(N)آنگاه:  ،غلط است  . .يعني جاهاي ناخوشايند، قابل اغماض باشد  

 صورتدر غير اين

 
; x { , , , }

xf(x)
x;

  


1 1 1 1
1 2 3 1

2 2
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  هفتمفصل 
   »هاي توابعها و سريدنباله«

  

  هاي مربوطههمگرايي و آزمون :درسنامه
  

توابـع  اي از دنبالـه  بـراي مثـال  انـد.  تعريـف شـده   يـا  تويا يك فضاي متري به ار خواهيم داشت كه از يك مجموعه يكودر اين فصل ما با توابعي سر
nf : X كنيم، ايـن دو نـوع همگرايـي عبارتنـد از همگرايـي نقطـه بـه نقطـه و         را در نظر گرفته و مفهوم دو نوع همگرايي را به اين دنباله الصاق مي

يهمگرايي يكنواخت. هدف اين است كه چنانچه دنباله
nn(f )


1
هـا  nfهمگرا شود آنگاه چـه مقـدار از خـواص    fها به تابعيك از اين همگراييتحت هر 

ي اين دارد! از لحاظ تاريخخواهيد ديد كه همگرايي يكنواخت اين خواص خوب را نگه مي .شودمنتقل مي fپذيري بهپذيري و انتگرلمثل پيوستگي، مشتق
انتگرال را به مفهومي كه خود تعريف كـرد بكـار   براي توجيه كارهاي فوريه ابداع شد، سرانجام لبگ نشان داد كه چنانچه  19مفاهيم توسط رياضيدانان قرن 

از طريـق آن بتـوان    شـود تـا  پيوسـتگي معرفـي مـي   هاي بعـدي مفهـوم هـم   كند! در قسمتپذيري را حفظ ميوار خاصيت انتگرالآنگاه همگرايي نقطه برند
ي يك فضاي متريك فشرده است، لذا قضـيه Kبندي كرد كه در اينجا خودرا دسته C(K)ينهايت بعدي توابع پيوستهي فضاي بيهاي فشردهزيرمجموعه

شـود كـه همتـاي    ي از آن قضيه آرزلا بيـان مـي  جهيو به عنوان نت البعد استاي متناهياي فضي هاينه بورل برشود كه شبيه قضيهآرزلا ـ آسكولي بيان مي 
ي عميـق  شود. سـرانجام قضـيه  شدت استفاده ميلات ديفرانسيل و آناليز تابعي بهي آرزلا ـ اسكولي در معاد . از قضيهباشدي بولتزانو مينهايت بعدي قضيهبي

از  Aصـدق كنـد آنگـاه   معيني جبري  بوده و در خواصC(K)ي خاصي ازمجموعهزيرAگويد چنانچهاين قضيه ميكنيم، استون ـ ويراشتراس را بيان مي 
وار و همگرايي يكنواخت داشته باشد بهتر يي نقطهتري نسبت به همگراخواهد درك عميقي كه مياخاصيت توپولوژيكي چگال بودن برخوردار است. خواننده

  تر مراجعه كند.  هاي پيشرفتهاست به كتاب توپولوژي مانكرز يا كتاب
  ي اصلي لهي مسئبحث دربار

 فرض كنيم  :1تعريفn n(f )1 ي باشـد كـه بـر مجموعـه     حقيقي يا مختلط مقدار اي از توابعدنبالهE   نـد و بـراي هـر   اشـده تعريـفx E ي ، دنبالـه

n n(f (x))1 توانيم تابع صورت مي همگراست. در اينf ي  را با ضابطه  n
n

( ) f (x) lim f (x) (x E)


 1  

n(fيگوييم دنبالهتعريف كنيم. در اين شرايط مي Eروي  p.wنقطه همگراست و با نمادبه  ، نقطهfبه  Eبر  (
n E

f f  و يا اگرE  معلوم باشد با

p.w
nf f باشد. به همين نحو اگر هم تواند فضاي متريكتوجه داريد كه برد در اين حالت مي .دهيمنشان ميn

n
f (x)






1
xبه ازاي هر  E 

n   :تعريف كنيم صورت مقابلبهرا  fهمگرا باشد و 
n

( ) f (x) f (x) (x E)



 

1
2  

f را مجموع سريnf هاي جزئيتوجه داريد كه ابتدا مجموع .ناميممي
N

N n
n

S (x) f (x)



1

Nگيريمرا تشكيل داده سپس حد مي 
N

f (x) lim S (x)


 ؛ 

n
n

f (x)





1
Nيصرفاً يك نماد است و اگر دنباله  N(S (x))1 را با همگرا باشد حد آنn

n
f (x)






1
nاما اگر واگرا باشد كه دهيمنشان مي 

n
f (x)






1
معني بي 

Nنامند اما نوشتنزئي را سري ميهاي جي مجموعه دنبالهدانيم كرحال ما از قبل ميه است! به N(S (x))1  كمي دردسرآفرين است، لذا براي نمايش سري

nكنيم كه سري را با نمادداد ميقرار
n

f (x)





1
nنشان دهيم و چنانچه سري همگرا باشد، همان نماد 

n
f (x)






1
  هم خواهد بود.  بيانگر حد آن 
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nخلاصه نماد
n

f (x)





1
كه در  كنيدباشيد. توجه ي دوگانه اين استفادهرود، لذا مواظب حد آن به كار مي نمايش خود سري و هم براي نمايش هم براي 

است كه آيا خواص  اينله اصلي . مسئباشد هم رد داراي خواص جبريلذا بايد ب ،با معني باشد خواهيم تواند هر متريكي باشد چون مياين حالت برد نمي
پذير و يا مشتق ،ها پيوستهnfشوند يا نه؟ يعني اگر) حفظ مي2يا () 1(مال حدي اعپذيري، تحت نتگرالپذيري، ا؛ مثل پيوستگي، مشتقnfمهم توابع 

و اگر چنين  ؟پذير خواهد بودپذير و يا ريمان ـ انتگرالشود به ترتيب پيوسته، مشتق) داده مي2) يا (1، كه با روابط(fپذير باشند آنگاه آيا رالريمان ـ انتگ
nfها،nfپيوستگي(ها؛ nfاست چه ارتباطي بين اين خواص وnf(  خواص متناظر باf ؛) پيوستگيf،f وf( .پيوستگي  وجود داردf ي در نقطهx 

  يعني:
t x

( ) lim f (t) f (x)


3  

      هاي مناسب) مثل اين است كه بپرسيم آيا) و جايگذاري1وجه به (اي از توابع پيوسته، پيوسته است (با تحد دنباله ال شود آياؤپس اينكه س
n n

t x n n t x
( ) lim ( lim f (t)) lim ( lim f (t))

   
4   

هاي مناسب به دست آمده است). در ) و جايگذاري1) و با توجه به (3) از (4(توجه كنيد ( مجاز استبرقرار است، يعني آيا ترتيب انجام اعمال حدي بالا 
tو سپس  n) ، ابتدا 4سمت چپ ( x ؛ اما در سمت راست آن، ابتداt x  و بعدn  .  

ل حدي ايم كه ترتيب اعمگردگذار است و پس از آن به دنبال شرايطي ميگيري مهم و تأثيرحد اعمال ترتيب دهيم كه تعويضر چند مثال نشان ميبا ذك
  را تعويض كرد. مال حدييعني بتوان ترتيب اع گذار نباشد!در آن مهم و تأثير

 ها وابسته است!) اين همگرايي به نقطه زيراگيري در همگرايي نقطه به نقطه بسيار مهم است، (ترتيب اعمال حد :1مثال  

) به ازاي الف m , , ,1 2 و  3 n , , ,1 2 ي را با ضابطه m,nSي مضاعف دنباله 3
m,n

m
S

m n
دهيم كه اگر ابتدا روي كنيم. نشان ميتعريف مي 

m  و سپس رويn  كه ابتدا روي اينحد بگيريم با نتيجهn  و سپس رويm ابتدا  متفاوت است. حد بگيريمn روي  و را ثابت گرفتهm لذا:  ،گيريمحد مي


m,n

m
lim S   گيريم پسحد مي n، و بعد روي 1

 
m,n

n m
( ) lim lim S1 1   

حد بگيريد، لذا  nرا ثابت گرفته و روي  mاز طرف ديگر ابتدا 


 m,n
n
lim S گيري روي لا با حداحm داريم  

 
 m,n

m n
( ) lim lim S2  

شود كه ) نتيجه مي2) و (1از (و 
   

m,n m,n
m n n m
lim lim S lim lim S.  

ب) فرض كنيم     nf : ; n , , ,1 ي با ضابطه 2


n n

x
f (x)

( x )

2
21

  داده شده باشد. اكنون  

 

 


       

  


  
 

  n
n n

n n

x x
( ) x \ { } f (x) x ( ) x x x

( x ) x x
x

2 22 2 2 2
2 2 2

2

1 1 13 111 1 1
1

   

كه چون براي هر  كنيدتوجه  x، 



x2

1 1
1

|اگـر   بـر اينكـه  مبنيهاي هندسي اي مربوط بر سريي بالا از قضيهپس در محاسبه  r | آنگـاه   1









n

n

r
r

1
  استفاده شده است. 1




    


  n n

n

( ) x f (x) f (x)4   

شود كه ) نتيجه مي4) و (3لذا از (






n
n

f (x) بع تاf  را روي كند:تعريف مي مقابلي با ضابطه  




    






 n

n

x x
f (x) f (x)

x

21  

ي پيوسته است اما nfبينيد كه با وجود اينكه هر مي






n
n

f  .ناپيوسته است  

ي پ) دنباله
m m(f )                   را چنين تعريف كنيد: 1


  k

m
k

f (x) lim (cosm! x)2  

آنگاه m!xاگر cosm! x mfو لذا 1 (x) سپ m!x. اما اگر1    cosm! x1 و در نتيجه 1 | cosm! x | تر بزرگ kو لذا هر چقدر  1

شــود k(cosm! x)2 تــر شــده و بنــابراين اگــر   كوچــكk آنگــاه ،  k(cosm! x)2 در نتيجــه اگــر ،m!x، mf (x).   

,        بنابراين 
,m

m!x
f (x)





1 


اگر و تنها اگر  m!x. اما  p
x

q
 ،(p,q) qو  1 | m! لذا .,

,
m

p
x , q | m!

qf (x)
  


1


 .  

 در غير اينصورت
 در غير اينصورت
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Dدر يك مجموعه m،mfدر نتيجه براي هر  F شود كه ناپيوسته ميF واقعدري متناهي است (يك مجموعه  
p

F { : p q , q| m!}
q

1 (

بنابراين  (D)  بنا به محك لبگپسmf دهيمپذير ريمان است. حالا قرار ميي بسته) انتگرال(روي هر بازه  


 m
m

f(x) lim f (x)  

لذا m!xهميشه آنگاه گنگ باشد xاگر  mf (x) و در نتيجه f (x) اما اگر .x  گويا باشد آنگاهx به فرمp

q
و  p ،qاست كه در آن 

(p,q) mوضوح اگره ب .1 q آنگاه
p

m!x m!
q

qصحيح است چون  | m! و لذا برايx بينيم كه اگر ميm عاقبت رشد كند ،m  مخرجx  را

mمخرج (به بعد ( m سر گذاشته و ازپشت (x،(mf (x) fلذا  1 (x)   رو  . از اين1
,
,

k
m

m m k

x
f (x) lim f (x) lim lim (cosm! x)

x  


    

2 1 
 

  

fصفر نيست پس fي نقاط ناپيوستگي و چون اندازه R اي هر رو اين در حالي بود كه بm،mf Rيك تابع حدي  ،واراز طريق همگرايي نقطه . بنابراين
  پذير ريمان نيست. كه برخلاف جملات دنباله، انتگرال ايمجا ناپيوسته به دست آوردههمه

ت) فرض كنيد nf :  ، n , , ,1 2 nي با ضابطه 3
sinnx

f (x)
n

و اينكه  sinnxوضوح از كراندار بودن ه اند. بداده شده  
n

نتيجه  1

گيريم كهمي


  n
n

f (x) lim f (x)بنابراين .  f (x)اما از طرف ديگر . nf (x) n cos(nx) نيد كهيبو مي


n
n
lim f (x) موجود  كلي در حالت

n(fيدنبالهنيست و اين يعني  همگرا نيست. براي مثال اگر fبه  ( xآنگاه nf ( ) n  و لذا  


      n
n
lim f ( ) f ( )  

  موجودند اما ارتباطي معقول بين آنها نيست.  nfهم و fهمگرچه بينيم كه و مي
ث) فرض كنيم nf : [ , ]1. n , ,1 ي، با ضابطه2  n

nf (x) n x( x )2 اند. برايداده شده 21 x داريم nf (   لذا  ،(
 


 n

n
( ) lim f ( )5  

اما اگر  x چون  1   x21 و 1 n( x كتاب رودين  3فصل كند پس بنا به يكي از قضاياي بسيار سريع به صفر ميل مي 21(


 n
n
lim f (x)به . 

برايدهند كه ) نتيجه مي5به همراه ( مطلب رحال اينه  x داريم 1


  n
n

f (x) lim f (x)بينيم كه هم. ميnf R و همf R اما ارتباطي .

معقول بين  nf  و f چون: نيست     
 

 ( ) f (x)dx dx
1 1

6  

      
  

  

n n
n

n
( ) f (x)dx n x( x ) dx n x( x ) dx

n

1 1 1 22 2 2 27 1 1 2 2  

كه شودديده مي


 


n
n
lim f (x)

1
كه در حالي 


f (x)dx

1
    انتگرال حد) (حد انتگرال و در نتيجه 

 
   n n

n n
( ) lim f f lim f8  

جايه ) ب7جايگزين كنيم در ( nرا با  n2ها،nfحتي اگر در تعريف


n

n

2

2 ، عبارت 1


n

n2 1آيد كه همگرا بهبه دست مي 1
  رسيم.  مي )8است و لذا دوباره به ( 2

براي . آورندوجود ميبهي يهادقتيگيري كافي نيست و مشكلات و بيبراي تعويض ترتيب اعمال حد دهند كه همگرايي نقطه به نقطهميهاي بالا نشان مثال
  كته ضروري است. وريم يك نوع ديگر از همگرايي را معرفي كنيم. اما قبل از آن ذكر چند نبگيري مجرسيدن به تعويض ترتيب اعمال حد

 فرض كنيم :2مثال f :  پيوسته باشد، تساويf ( )   94(مجموعه رياضي ـ سراسري   شود؟از كدام گزينه نتيجه مي(  

1(
n
lim f (x n)dx





 

1
   

3(n
n
lim (f (x)) dx







1
  

2(
n

xlim f ( )dx
n





1

  

4(
n
lim f (nx)dx







1
  

 :چون  »2«گزينه  پاسخ
n

xlim
n
  وf     تـابعي پيوسـته اسـت، لـذا

n

xlim f ( )
n

    حـال اگـر 
n

xlim f ( )dx ,f
n

 
1


      پـس اگـر

xf ( )dx
n


1


:داريم ،    f    
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 فرض كنيد :3مثالf (x) بر پيوسته باشد و برايn , , , 1 2  قرار دهيمna f (n x)dx 
1


nكـه به طوري 
n
lim a a


   در ايـن صـورت .

مقدار
n
lim f(nx)dx


1


  )95(دكتري   ست؟كدام ا 
1 (  2 (f (a)  3 (a  4.ممكن است موجود نباشد (  

 :به ازاي هر  »3«گزينه  پاسخn :داريمn
n

f (n x)dx f (t)dt


  
1 1


t. حال فرض كنيد   كه داده شود. با توجه به اينN   

n   موجود است كه:
n

n N | f (t)dt a | | f (n x)dx a |


        
1 1

 
   

nxحال با تغيير متغير t :خواهيم داشت  n
f (nx)dx f (t)dt

n
 

1 1
 

  

Nحال عدد 1  كنيم كهاي انتخاب ميرا به گونهN N1   وN N N| f (t)dt | ; (a ) ; (a )
N N N

 
         

1 1 1

1   


  

nصورت برايدر اين N 1 :  n N n
N

dt| f (nx)dx a | | f (t) a | | ( f (t)dt f (t)dt) a |
n n

        
1 1 

  
  

nاز طرفي N n
N N n

f (t)dt f (t) ... f (t)dt



    

1
1



 
  پس: 

n n
N N

N N(n N )(a ) f (t)dt (n N )(a ) ( )(a ) f (t)dt ( )(a )
n n n

                 
11 1

 
 

   
N N(a ) , (a )
n n


             2 2   

Nيپس با توجه به رابطه
f (t)dt

N
   

1

1 


N  خواهيم داشت:  n
N

f (t)dt f (t)dt a
n n

       
1 13 3


  

|پس f (nx)dx a |  
1 3


و در نتيجه: 
n
lim f (nx)dx a



1


.  
  

nاگر الف)  :1نكته  nf ,(f ) روابط آنگاه لزوماًي همگرا باشند به طور نقطهn n
n
lim f limf


  و ياn n
n n

f f
 

 
  

1 1
برقرار نيست و اين  

  واقع در انتگرال لبگ اين دو رابطه تحت كمترين شرايط ممكن براي حدود نقطه به نقطه برقرارند. در ،هاي انتگرال ريمان استيكي ديگر از ضعف

به يك پارامترپايان وابسته هاي بيمشابهت زيادي بين انتگرال ب)
a

( f (x, t)dx)


 هاي توابعو سريn
n n

( f (n, t) f (t))
 

 
 

1 1
  وجود دارد.  

 فرض كنيد :4مثال f : [ , )   تابعي پيوسته باشد و
x
lim f(x)


 ، در اين صورت مقدار حد 1

n
lim f(nx)dx
 

2 14
  برابر است با: 1392

  )93لوم كامپيوتر ـ سراسري (ع  
1 (622  2 (623  3 (621  4 (62  
 :چون  »1«گزينه  پاسخf تابعي پيوسته است، لذا    

n n n
lim f (nx)dx lim f (nx)dx lim f (x)dx dx
  

        
2 14 2 14 2 14 2 14

1392 1392 1392 1392 2 14 1392 622   
  

  

 فرض كنيد :5مثالf g : [a ,b] ( , ) »  توابع پيوسته باشند. مقدار حد
b

a

n n
n
lim ( f (x)g(x)dx)
 

1
  )93(آمار و رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
a x b
sup f (x)g(x)
 

  2( 
a x b
inf f (x)
 

  3( 
a x b
sup f (x)
 

  4( 
a x b
inf f (x)g(x)
 

  

 :بــا فــرض  »3«گزينــه  پاســخf (x) x،g(x) 1 ،a   وb 1 داريــمn nx dx ( x )
n n

 
 

1 1 11 1
1 1 

دانــيم كــه بــراي از ســويي مــي 

n{aدنباله n، اگر{
n n

alim l
a



1 آنگاهnn

n
lim (a ) l



1

na. پس با فرض
n



1

nداريم 1
n nn

a nlim lim
a

n


 

 



1
1

2 11
1

n، لذا
n
lim ( )

n




11 11.  
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fكافي است قرار دهيم )1(شوند. براي رد گزينه ) حذف مي4) و (2هاي (پس گزينه (x) x وg(x) x aو 2   وb 1:داريم .  
n nx dx x

n n
  

 
1 1 2 12 22 2 2 

  

naبا قرار دادن
n



2

n  ، داريم:2 n
nn n

a ann lim
a n a

n

 


   




1 1
2

23 12 3
2

  

n  و لذا:
n
lim ( )

n




12 12  

  ) داريم:1اما در گزينه (
x

sup x
 

2
1
2 2


  

 

 مقدار :6مثال


n n

n
lim (n )(sin x sin x)dx






 

2   )94(رياضي كاربردي ـ دكتري   م است؟كدا 21

1 (
  ) 4  ) وجود ندارد.3  1) 2  4

 :چون  »4«گزينه  پاسخ  n n n nsin x sin x sin x( sin x) sin x cos x   2 2 21  

n)پس با قرار دادن  )y Sin x ndy  داريم: 2 (n ) sin x cos x
dx

  12  

n nd y (n ) sin x cos x dx sin x dx
n

   
  
2 2 2 212

n nd y (n ) (n ) sin x cos x (n ) sin x
dx

    
2 2 2

2 2 1 2  
n

n(n )(n ) sin x cos x (n ) sin x cos x dx
x

 
  

1 21 2 1n n(n ) sin x cos x n sin x cos x dx   1 22  

و حال با قرار دادن حدود 
  ) صحيح است.4سمت چپ برابر صفر است و لذا گزينه ( 2

  گرايي يكنواخت هم

 اي از توابع مانندگوييم دنباله :2تعريفn n(f )1 روي مجموعه ،E  به طور يكنواخت به تابعf   همگراست هرگاه بـراي هـر       عـدد صـحيحي ماننـد

N باشد به طوري كه براي هرn N و هرx E داشته باشيمn| f (x) f (x) | نويسـيم . در اين حالت به طور نمادين ميn E
f f   يـا

u
n E

f f  و اگر ابهامي در موردE نويسيمنباشد ميnf f  ياu
nf f .  

 يفرض كنيد بر بازه :7ثالم[ , ]1،n
nf (x) nxدنباله توابع .nf 91(سراسري   داراي كدام خاصيت است؟(  

]) در 1 , )1 در 2  وار است.همگراي نقطه ([ , ]1 وار استهمگراي نقطه  

]) روي3 , )1 .4  همگراي يكنواخت است( n n
n n
lim f (x)dx lim f (x)dx
 

 
1 1

 
  

 :ياولاً دنباله  »1«گزينه  پاسخnfي در نقطهx 1  واگراست و چنانچهx 1، n
n
lim nx


   لذاp.w
[ , )

f 1   دهـيم ايـن   . نشان مـي

kkxايتواند يكنواخت باشد. نقاط نمونههمگرايي نمي ( )
k


11

]بازه يك دنباله از نقاط در 2 , ]1 يدهند كه همگرايي يكنواخت دنبالهتشكيل ميn(f را  (

kf  زنند. چون: به هم مي (x ) k
k

  
1 1

2 2  

nfكه براي تابع حديدر حالي limf داريمkf (x )   بنابراينk k kf (x ) f (x ) 
1
  ر باشد.تواند برقرانمي اي εبنابراين تعريف همگرايي يكنواخت براي هر  .2

  اند.وق نادرستبه بحث ف بنا )3(و  )2(هاي ـ گزينه

nداريم 4ي ـ در مورد گزينه
n

nf (x)dx n x dx
n

 
 

1 1

1 
nاينبنابر 

n
lim f (x)dx



1

1


nاما  
n
lim f (x)dx


  
1 1

 
 .  
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  و يكنواخت:  هاي نقطه به نقطهي بين همگراييمقايسه )الف :2نكته 
p.w in

n n n( ) f f x X f (x) f (x) x X , N(x, ) s.t n N(x, ) | f (x) f (x) |                1    

 u
n n n( ) f f f f N( ) s.t n N( ) , x X | f (x) f (x) |               2 

Nواربينيد در همگرايي نقطهكه ميطورهمان N(x, )   هم بهx  وابسته است و هم به كه در همگرايي يكنواخت  در حاليN N( )    فقـط

nfفرض كنيد :وابسته است. شهود هندسي در مورد همگرايي يكنواخت چنين است هب f و ،       داده شده باشد. حالا يـك نـوار قـائم
افتند. بـه نمـودار   مي ها داخل اين نوار قائم به شعاع nfي كافي بزرگ نمودار هاي به اندازه nي بينيد كه برارسم كنيد. لذا مي به شعاع fحول 

  داده شده است. نيز وار دقت كنيد. شكل هندسي مربوط به همگرايي نقطه زير
  

  

  
  
  
  
  

  

nي هـاـي جزئــي اســتفاده كنــيم. بــراي دنبالــهي مجمــوعنيــز معنــي دارد، كـاـفي اســت از دنبالــههـاـ مفهــوم همگرايــي يكنواخــت بــراي ســري )ب n(f )1  قــرار

دهيد
N

N n
n

S (x) f (x)



1

Nي را براي دنباله 2موجود باشد كه تعريف  f، اكنون چنانچه تابعي مانند  N(S )1  و تابعf  ازد؛ يعنـي  برقـرار س ـNS f؛ 

Nآنگاه گوييم سري N(S )1  به طور يكنواخت به تابعf  خود سري چونهمگراست. البته بنا به قراردادN(S nو حدش را با  (
n

f





1
گـوييم  نمايش دهيم، مي 

هـاي جزئـي آن بـه طـور     ي مجموعهمگراي يكنواخت است هرگاه دنباله fبه تابع  nfگوييم سريهمگراي يكنواخت است. پس مي fبه تابع  nfسري
  رست نيست.دهد اما عكس اين مطلب دهمگرايي يكنواخت، همگرايي نقطه وار را نتيجه مي )پ همگرا باشد.  fيكنواخت به تابع 

 اگر :8مثال f : [ , ]1 پيوسته وf ( ) 1در اين صورت دنباله توابع ،n
nh (x) x f (x)در[ ,   )84(سراسري   ... 1[

 ) همگراي يكنواخت به يك تابع ناپيوسته است.2 ) همگراي يكنواخت نيست.  1

 اي به يك تابع ناپيوسته است.) همگراي نقطه4 ) همگراي يكنواخت به يك تابع پيوسته است. 3

 :بع تا  »3«گزينه  پاسخf پيوسته و[ , ]1  فشرده است پسf يعني ،دار استروي اين بازه كرانM   اي كه:موجود است به گونه  
x [ , ] , f (x) M  1  

xحال به ازاي [ , ) 1 :داريم  n
n
lim x f (x) f (x) 


    

xو به ازاي 1 :داريم  n
n
lim x f (x) f ( )


  1 1   

n{fپس دنباله fبه صورت نقطه به نقطه به تابع پيوسته { (x)   .همگرا است  
ت. پس فرض كنيدكنيم اين همگرايي يكنواخت اسحال ثابت مي      داده شده است. در ايـن صـورت از آنجـا كـهf ( ) 1   وf   ،پيوسـته اسـت   

x  اي كه:موجود است به گونه f (x) f ( ) f (x)        1 1 1  
nهمچنين

n
lim ( )


 1 پس عدد طبيعي ،N اي كه:موجود است به گونه  nn N M( )    1  

nپس به ازاي N   وx [ , ] 1 :داريم  

  
n n

n

n
n

x [ , ) h (x) x f (x) ( ) M

x [ , ] h (x) x f (x) f (x)

          

        


1 1

1 1
  

n{hپس دنباله ]روي { , ]1 به تابع پيوستهf (x)   .همگراي يكنواخت است  



2

E

nf
f

يكنواختمدل همگرايي   

1x 2x 3x

nf
nf

nf

1U
2U

3U

وار (اعضاي دنباله، در نقاط، به تابع حديمدل همگرايي نقطه
 نزديكند، اما اين نزديك شدن يكدست و قابل كنترل نيست).

f
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  هشتمفصل 

  »چند تابع خاص«
 

  هاي تواني و فوريهسري :درسنامه  
  
  
  

  مقدمه      

nمانندي كافي در باب انواع همگرايي يك سري تابعي در فصل پيش به اندازه
n

f (x)





1
ل دامنه و برد توابع را حقيقي  گرفته و در بحث كرديم. در اين فص 

nكنـــيم. مـــورد اولبحـــث مـــي تـــابعي ي ايـــن ســـريو مباحـــث مربوطـــه دو مـــورد در بـــاب همگرايـــي
n n na , f (x) a x  ؛ و دومـــي 

n n nf (x) cosnx sin nx    .گويند. در اينجـا مـا   وم سري حاصله را سري مثلثاتي ميدمورد اول سري حاصله را سري تواني و در مورد در است
، تـابع جديـدي (در صـورت همگرايـي سـري) ماننـد       nfيعني شما با تركيبات جبري توابعي مثـل  ،كار داريمسرو ics(Synthet(» تركيب«با نوعي حالت 

nS(x) f (x) ا اين روند حالت معكوس هم دارد و اين به نوبهميي خود بسيار جالب است، مثلاً فرض كنيد ايـن دفعـه تـابع    سازيد. امA(x)  داده
nfوA(x)اي بـين خواهيد ببينيد كه چه رابطـه كنيد و بعد مي» تجزيه«ها nfرا به نوعي به خواهيد آنشده و شما مي (x) .البتـه مـا در    وجـود دارد

nحالت تجزيه باز دو مورد خاص
n nf (x) a (A)x وn n nf (x) (A)cosnx (A)sin nx   دهيم. را مورد بررسي قرار مي  

n n n(A) , (A) , a (A)   
  كار داريم:ي اساسي سرولهتركيب) با دو مسئ نيز به دست آمده است. در حالت تجزيه (و Aاز تابع  nfضريببه اين معني است كه 

nfها، سريxي همگرايي: براي كدام هلـ مسئ1 (x) تريـك اسـت يـا تحـت     يـا م كدام نرم  حتيعني ت ؟همگرايي از چه نوع است و اين شود؟همگرا مي
  ؟نوع همگرايي كدام

nf: اگر سرييشي نمالهـ مسئ2 (x)تابع يحاصل از تجزيهA اي بـين دهد و چه رابطـه چه تابعي را نمايش مياين سري  همگرا شودnf (x)وA(x) 
  وجود دارد؟
nله را برايمسئ ل در مورد حالت اول (تركيب)،در اين فص

na x ـتواني مشهور اسـت. ا  به سري كنيم، اين سريبررسي مي  ي سـري مثلثـاتي   لها مسـئ م

n n
n

( cos nx cosnx)



 

1
يـا   A.Zygmund هـاي مثلثـاتي اثـر   هـاي سـري  كتاببه  ات بيشتربراي اطلاعتوانيد از اهداف اين كتاب نبوده و مي 

N.Bari  كنيد.مراجعه  
nله  را براي سريدر حالت دوم (تجزيه) مسئ

na x ا بـراي سـري    شـوند  هـم مربـوط مـي   ه كه براي آنها تجزيه و تركيب بسيار بنيم، كگيري ميره پيدوبا امـ
كنيم، در مورد اخير به علت طبيعت تناوبي توابع سينوسـي و كسينوسـي   را بررسي مي آن Aاز تابع  يهاي خاصبراي حالت تر بوده ووضع بسيار پيچيده مثلثاتي

nپـذير بـوده و  يك تـابع انتگـرال   Aباشد، اما اين تنها كافي نيست بلكه بايد  2ي تناوبمتناوب و از دوره Aواضح است كه بايد  n(A) , (A)    برحسـب
همگرايي را بررسـي   براي همگرايي سري فوريه، سه نوع د.نام دار هداده شده باشند. در اين مورد اخير، اين سري مثلثاتي خاص، سري فوري Aهايي شامل انتگرال

||وار، يكنواخت و همگرايي درنقطه كنيم كه عبارتند ازمي . ي خـود از آن  وار سري فوريه يك موضوع بسيار ظريف و حساس است كه به نوبـه همگرايي نقطه .2||
nfبراي . دليل اتخاذ دو مورد تواني و مثلثاتيخواهيم كردبحث  (x) خاطر خواص و كاربردهاي آنهاست.ه نيز ب  
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  سري تواني        
ن را بازتعريف كنيم. ايـن كـار   نه شهودي، توابع موجود در حسابا و دهند كه از ديدگاهي كاملاً تحليليهاي تواني يا همان توابع تحليلي به ما امكان ميسري
تر به جزتوان اين باز بيان جديد را به راحتي به فضاهاي كلييهاي تقريب، اين فايده را دارد كه مي از مزيت روشجدا »  تعميم داده و بر غناي نظريه

  .كارآمدندبسيار  نيز هاي تواني در حل معادلات ديفرانسيلسري .و كاربردهاي رياضيات در طبيعت افزود
 سري توابع حقيقي  :1تعريفnf حول نقطه سري تواني راx c هايگاه تابعگوييم هرnf  :به صورت  

n
n n nf (x) a (x c) , n , , ,... ; a ,c   1 2   

cنمادگذاري فقط به حالت. بخاطر سادگي در باشد اي ازمجموعهرنيز زي nfي هرو دامنهد نباش    كاهـد،  پردازيم، اين كار از كليـت مطلـب نمـي   مي
xچون با انتقال x c   سري تواني در حول بحث توانميc  سري تواني حولبحث را به بـريم  وقـت از سـري تـواني نـام مـي     هرين كاست. بنابرا فرو

nمنظورمان يك سري به فرم
n

n
a x a a x ... ( )




   1 1


  باشد.مي 

nتوابع گرچه
n nf (x) a x ) همگي روي1ظاهر شده در ( ا  ،اندتعريف شدهانتظار داشت كه سري براي هر نبايدامx شود. براي مثال بـا  گرا هم

هـاي توان نشان داد كـه سـري  نسبت مي ريشه يا استفاده از آزمون
n

n n

n n n

xn!x , x ,
n!

  

  
  
  

هـاي  هـاي واقـع در مجموعـه    xبـه ترتيـب بـراي     

{ } , {x ; | x | } , 1   ا ست بزرگ، متوسط و يا كوچشود ممكن ااي كه در آن سري تواني همگرا ميبنابراين مجموعهشوند. همگرا ميك باشد. ام
بينيم كه اين مجموعه بايد همبند باشـد). مـا از قبـل حـد     ي همگرايي يك سري تواني باشد (بعداً ميدامنهتواند نمي از ايمجموعهدقت كنيد كه هر زير

n(aيهاي دنبالهدنبالهو به صورت سوپريمم تمام حدود زيرنشان   nlimsupaرا به صورت ايم و آنديده را naي حقيقي مثلبالاي يك دنباله تعريـف   (
)*(دراين است كه هميشه  liminfو limsupاستفاده از مزيتايم. كرده { }    يدر حالتي كه دنبالـه  به خصوصموجودندn(a كرانـدار   (

 limsupاسـتفاده از   .اش نامشـخص باشـد  رفتـار همگرايـي   حـد نداشـته باشـيد يـا     كه ممكن اسـت كـه دنبالـه   اند، در حالياست هر دو موجود و حقيقي
  .دهدميهاي ديگر به دست آن با دنبالهي هو چه به هنگام مقايس naاطلاعات زيادي چه در رابطه با خودliminfو

n(aاي كراندار اين است كه ابتدا دنباله liminfو limsupيك ديد مناسب نسبت به n{aكنيم كـه در نمـايش   را در نظر گرفته و توافق مي ( از بـرد   {
n(aي توانيـد اعضـاي دنبالـه   اين دنباله تمام تكرارهاي يك عضو را نشان دهـيم يـا بـراي راحتـي كـار مـي       قـرار دهيـد    يريـد حـال  را كـاملاً متمـايز بگ   (

nA {a ,a ,...,a ,...} 1   نشان دهيد. حالا: Aرا با  Aي نقاط حدي يا تجمع داد در آن تكرار مجاز است مجموعهطبق قراركه  2
n nlimsup a sup A , lim inf a inf A    

ــه بنا ــال ك ــل كم ــه اص infب A وsup A  ــي ــود م ــندموج ــون باش ــه و چ ــس Aمجموع ــت پ ــته اس infبس A ,sup A A   ــي ــه  و م ــيم ك دان

k kn n
k

A (a ) s.t lim a


     ن اين مفاهيم را بهاتواكنون طبق قراردادهاي كتاب رودين مي* { }   .گسترش داد  

 فرض كنيم سري تواني  :2تعريفn
na x ،قرار دهيد داده شده استnnlimsup(| a | ) 

1
nو شعاع همگرايـي سـري   

na x    را بـه صـورت
R / 1 تعريف كنيد، توجه كنيد براي   داريمR   و براي ،   داريمR  ، عبارت خواهـد بـود    اين سري ي همگراييبنابراين بازه

)از R,R) .  

 ر اگ  :(كوشي ـ آدامار)  :1قضيهR شعاع همگرايي سريn
na x ي سري در فاصله باشد، آنگاه| x | R      به طـور مطلـق همگراسـت ولـي بـراي

| x | R  .واگراست  

 شعاع همگرايي سري تواني  :1مثال


n n

n

n
( sin ) x






 3   )84(سراسري   برابر است با:  4

1(1
5  2(1

4  3(1
2  4(3  

 دهيمقرار مي  »2«گزينه  اسخ:پn
n

na ( sin ) 3 در اين صورت شعاع همگرايي سري برابر 4
nnlimsup a
1

nsinباشد. از طرفيمي 1 
 3 24 

ــس n پــــ na a وnn
n n n

n nlim sup a lim sup( sin ) lim sup sin
  

 
   

1
3 34 ــي و 4 از طرفــــ

n

nlim supsin



14 ــس   پــــ

nn
n
lim sup a



1

1در نتيجه شعاع همگرايي سري برابر 4
  باشد.مي 4
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 :توجه   
|ي همگرايي،ي انتهايي فاصلهمار هيچ چيزي در مورد دو نقطهاي كوشي ـ آدقضيه -1 x | Rيا واگرا باشد. تواند همگرامي اين نقاط درسري  .گويد، نمي   

xدر nxبه عنوان مثال سري  1 واگرا، سريnx
n xدر 1  1 همگرا و درx 1 واگرا و سريnx

n
 2

xدر 1  1 .همگراست  

nتوان از رابطهبراي محاسبه شعاع همگرايي مي -2

n

| a |R lim
| a |


1

  تر است، استفاده كرد. كه ساده 

 سري تواني :2قضيهn
na x  با شعاع همگراييR   داده شده است. اگـرK  ي همگرايـي ي فشـرده از  بـازه  مجموعـه يـك زير( R,R)   باشـد در  

  ي فشرده. بازهزير لزوماً ي فشرده است نهمجموعهزير Kكه  كنيدتوجه همگراي يكنواخت است.  Kصورت سري تواني در  اين

 مجموع سري تواني :3قضيهn
na x تـوان  ي همگرايـي مـي  از بـازه ي دلخواه ي فشردهبازهدر هر زيرهمچنين ي همگرايي پيوسته است. در فاصله

  جمله به جمله انتگرال گرفت. 

 تابع: 2مثال


n

n

x
f (x) ( )

n!





    )91(سراسري   :2

]) فقط روي 1 , ]11 .فقط روي2  پيوسته است ( .پيوسته است  
)) فقط روي3 , ]11 فقط در )4  ست.پيوسته اx   .پيوسته است  
 :هـاي عـددي بـه كارببريـد قـرار      نهايت است. كافي است آزمون ريشه يا نسبت را در مـورد سـري  دهيم شعاع همگرايي بينشان مي»  2«گزينه  پاسخ

دهيد
n

n
xu (x) ( )
n!

 2.    n
nn

u (x) x(x) lim lim
u (x) n



   



2
1

1   

xو چون (x)  1 پس هر سري براي هرxي همگراست و لذا شعاع همگرايي سريR   بـر  هاي تـواني مبنـي  اي در مورد سريهاست و بنابه قضي
  باشد.صحيح مي 2ي همگرايي، گزينه پيوسته بودن سري روي فاصله

 

 ي همگرايـي جملـه بـه جملـه مشـتق گرفـت. در حقيقـت اگـر        بـازه تـوان در  از هر سري تـواني مـي   :(مشتق) :4قضيهn
n

n
S(x) a x




 


آنگـاه   

n
n

n
S (x) na x





   1

1
  همگرايي هستند. شعاع) داراي يك Sو Sو هر دو سري (سري مربوط به  

 ي فوق هيچ ادعايي در مورد نقاط انتهايي،قضيه :1تذكر| x | R، سري در يكي از نقاط انتهايي همگرا باشد، ممكن است كه سـري  كند. اگر يكنمي

مشــتق آن در ايــن نقطــه همگــرا باشــد يــا نباشــد. بــراي مثــال
n

n

x( )
n




 2

1
xنتهــاييي اهــر دو نقطــه در   1 ــا ســري مشــتق آنهمگــرا مــيشــود. ام 

n m

n m

x x
n m

 

 


 
1

1 1
xدر   1 كه در حاليشود درهمگرا ميx 1 شود.واگرا مي  

nيك عدد طبيعي باشد، آنگاه از سري تـواني  kبينيم كه اگر ي فوق را مكرراً به كار ببريم، ميچنانچه قضيه
n

n
S(x) a x




 


مرتبـه مشـتق    kوان ت ـمـي  

(k)متوالي (به صورت جمله به جمله) گرفت و به دست آورد  n k
n

n k

n!S (x) a x ( )
(n k)!







 |. به علاوه اين سري روي2 x | R     بـه طـور مطلـق

|ي فشرده ازبازههر زير همگرا بوده و در S(k)به x | R يكنواخت به به طور(k)S  مقدار2( رابطه . اگر درشودميهمگرا (x     ،فرمـول   را قـرار دهـيم

(k)مهم 
kS ( ) k!a لذا  آيدبه دست مي

(k)

k
S ( )a

k!


 :و در نتيجه  

 اگر   :)يكتاييي (صورت قوي قضيه :5قضيهn n
n nb x , a x  يدر يك فاصلهr , ( r, r)   به يك تابعS    همگرا شوند آنگـاه بـراي

n هر na b , n .  
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 هايسري فرض كنيد  :3مثال


n
n

n

a x



 و



n
n

n

b x



  بر بازهS ( r,r)  كه را باشندهمگ ،r   وE را در مجموعه نقاطx درS   بگيريد كـه

nترين شرط براي آنكه لزوماً تساويوق در آن نقاط برابر باشند. ضعيفدو سري ف na b راي هربn    )91(سراسري   برقرار باشد، كدام است؟ 1
1 (E.2  متناهي باشد (E .3  ناشمارا باشد (E .4  فشرده باشد (E .شماراي نامتناهي باشد  
 :بايد مجموعه نقاط حدي  دانيدطور كه ميهمان  »4«گزينه  پاسخE  درS ناتهي باشد حالS [ r, r] فشرده بوده وE S اي از آناليز بنابر قضيه

دهـيم  هستيم. اما نشـان مـي   Sدر  E كه ما به دنبال نقاط حديدارد. درحالي Sي حدي در يك نقطه Eنامتناهي باشد آنگاه  Eدانيم كه اگر مي 1رياضي 

E E  و لذا كار تمام است. قرار دهيدn n nc a b  وn
n

n
f (x) c X




 


Eبنابراين  {x S: f (x) } f { }    1    اما از انجا كهf  رويS 

fاست پس پيوسته { }1   بسته و لذاE بسته خواهد شد. بنابراينE E  دانيم كه و چون از قبل ميE   نقطه حـدي دارد پـسE     و لـذاE  درS 
  ي حدي دارد.نقطه

 

 چنانچه تساوي  :يكتايي نمايش)صورت ضعيف ( :6قضيهn n
n n

n n
a x b x

 

 
 

 
E ،Eي روي يك مجموعه  ( R,R)   اتفاق افتد وE ي نقطه

Eحدي داشته باشد يعني   آنگاه براي هرn na b , n { }  و لذا تساويn n
n na x b x  در كل( R,R) ر است.برقرا  

 آ: فرمول :2تذكر(k)
kS ( ) k!a مقادير مشتقات تابع  ولاًرو جالب است كه ا از اينS ضـرايب موجـود در    ي همگرايي، مستقيماً براساسرا در مركز بازه

nبسط
nS(x) a x ادير گويد كه ضرايب موجود در اين بسط با مقدهد و از طرف ديگر ميمي نمايشS شوند. و مشتقاتش در يك نقطه مشخص مي  

  .ي يكتايي كانتور مشهور استضيهي بسيار عميق و سنگين است كه به قهاي مثلثاتي، يك قضيهبراي سري يكتايي ب) معادل قضيه

 ض كنيـد توابـع   فـر   :(ضرب) :7قضيهs ،t  يروي بـازه( r, r)   هـاي توسـط سـريn n
n n

n n
s(x) a x , t(x) b x

 

 
  

 
  انـد، در  شـده  داده 

nصورت ضرب آنها سري اين
n

n
u(x) c x




 


، با ضرايب 

n
n k n k

k
c a b , n , , ,...


  1 2


   يبوده كـه روي فاصـله( r, r)    ومطلقـاً همگراسـت 

  است. rحاصلضرب حداقل برابر  سري شعاع همگرايي
 بيشتر از  سري حاصلضرب كه شعاع همگراييامكان دارد الف)  :3تذكرr  .ب)  باشدn i j

i j n
c a b

 
 هاي مربـوط بـه   توان سريو ضمناً ميt, s   را بـه

  نامند كه شبيه ضرب تلفيقي (كانولوشن) انتگرال است.البته چنين ضربي را ضرب كوشي دو سري مي بدست بيايند. ncطور صوري در هم ضرب كرده تا ضرايب 

nايم كه سريقبلاً ديده
n

n
S(x) a x




 


)اشي همگراييروي بازه  R,R) ماننـد  انتهـايي يـك نقطـه    پيوسته است. حال اگر سـري در  تابعيx R 

xدر  Sد آنگاه همگرا باش R يكه آيا همچنان در نقطه ال اين استؤتعريف شده اما سx R پيوسته خواهد ماند؟ يعني آيا روي( R,R]   پيوسـته
يـا   اما هـيچ دليـل   ي همگرايي، همگراي يكنواخت است،ي فشرده از فاصلهمجموعهه سري تواني در هر زيرخاطرنشان كرديم ك 2ي تر بگوييم در قضيهدقيقاست؟ 
چنانچه  گويدآيد و ميي در اين باره دارد كه در زير ميااي وجود ندارد كه از امكان تعميم اين نتيجه به نقاط انتهايي فاصله حكايت كند. با اين حال آبل قضيهنشانه

ي زير براي سهولت شعاع يابد. در قضيهترش ميصورت همگرايي يكنواخت به اين نقطه هم گس ايندر  همگرا فرض شود ي همگرايي،سري در يكي از دو سر فاصله

xxير مقياسكاهد چون كافي است از تغيضيه نميايم، اين مطلب از كليت قفرض كرده 1همگرايي را برابر 
R

  .استفاده كنيد  

 فرض كنيد سري تواني :(آبل) :8قضيهn
n

n
a x







|براي   x |1  به تابعS(x) صورت اگر همگرا باشد. در اينn
n

a





1
همگـرا باشـد آنگـاه سـري      Aبه  

]تواني در  , ]1  به طور يكنواخت بهS همگرا شده و در نتيجه
x
lim S(x) A




1
xي در نقطه Sبنابراين  . 1 ي و حتي در بازه( , ]11 .پيوسته است  

nاي ماننـد توانيـد يـك مقـدار حـدي را بـه سـري      كـه شـما مـي   تـوان دريافـت   با نگاه كردن به اين قضيه در جهت عكس مي
n

b






نسـبت دهيـد بـدون اينكـه     

nحتي
n

b






   همگرا باشد.
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nاي مثال فرض كنيدبر
n

b





1
nممكن است داده شده باشد، 

n
b







nي رحال سري توانه اشد يا نباشد، بهموجود ب 
n

n
b x







را تشكيل دهيد. چنانچـه آهنـگ    

|ايوقت اين سري تواني بر زياد نباشد آن nbرشد x |1  ماننـد  به تـابعيB(x)       بـالا چنـين اسـت. فـرض كنيـد       همگـرا اسـت. اكنـون جهـت عكـس قضـيه

x
lim B(x)


 

1
nرا به توانصورت مي در اين

n
b







nنسبت داد هر چند كه
n

b






nهمگرا باشد يا نباشد. در اين حالت سري 
n

b






پذير آبل به جمعرا  

 گويد چنانچهي آبل مي. اكنون محتواي قضيهگويندnb همگرا باشد آنگاه سريnb پذير آبل اسـت. يعنـي اگـر   يز به همان حد جمعنn
n

A b



 


 

آنگاه
x
lim B(x) A


  

1
nپذير آبل باشد مثلاًجمعهمچنان توجه كنيد كه سري ممكن است واگرا باشد اما  .

n
( )




 1


كـه اگـر قـرار    واگـرا اسـت در حـالي   

nدهيم n

n
| x | , B(x) ( ) x

x




   

 11 1 1
آنگاه 

x
lim B(x)




1
1
)nسريو لذا  2 ) 1پذير آبل بهجمع1

  است. 2

 فرض كنيد  سري تواني :وبر)تاقضيه ( :9قضيهn
n

n
a x







|براي   x |1  بهS(x) همگرا باشد وn
n
lim (na )


   اگر
x
lim S(x) A




1
آنگاه  

  همگرا است. Aبه  naسري 

nمباحث ما حول مجموع يك سري كنونتا
n

n
a x







ه ه كنيد و بيرا تجز خواهند كه آند و از شما ميانبه شما داده fفرض كنيد يك تابع  ست، حالبوده ا 

nاصطلاح به صورت
n

n
a (f )x







naكه در آن دبسط دهي  (f يكي همگرايي  ي عمده وجود دارد،لهاست. اكنون دو مسئ fضريب به تابع بيانگر وابستگي  (

را نمايش بدهـد.   f تابع شما انتظار داريد كه اين سري،و ديگري نمايش اما همگرايي در قضاياي پيشين بحث شد. چنانچه سري به دست آمده همگرا باشد، 
ــري   ــن سـ ــر ايـ ــي اگـ ــازه f ،و از طرفـ )يرا در بـ R,R)    ــيه ــق قضـ ــاه طبـ ــد آنگـ ــايش بدهـ ــتي   نمـ ــل از آن بايسـ ــث قبـ ــايي و مباحـ ي يكتـ

(n)

n
f ( )a (f )

n!


،n , , ,... 1 2لذا هميشه ما سري .n
n

n
a (f )x







را با ضرايب 
(n)

n n
f ( )a (f ) a

n!
 

سازيم. سـري مي
(n)

n

n

f ( )x
n!







  را

cحول نقطه  fسري تيلور    ا هميشه سري تيلور به خود تابع ميناميم امf  مثال مشهور در اين زمينـه  نيستهمگرا .xe xf (x)
x


  
 

1
2 

 
,
,

 

f(n)ايم كه براي هراست. قبلاً نشان داده ( ) , n { }     لذا ضرايب سري تيلور ،f     در نتيجـه و  شـوند همگي برابـر صـفر مـيn
n

n
a x







 

)روي R,R) كهR  ا شما ميدانيد كه همواره ، امf روي( R,R) اگر مخالف صفر است بنابراينn
n

n
s(x) a x




 


nآنگاه  

na x   سري تيلـور

s كهبوده در حاليs fال ؤرحـال س ـ ه بـه  ن كنيم.حسب سري تيلورش بياابع بر. در ادامه سعي ما بر اين خواهد بود كه شرايط لازم و كافي براي نمايش يك ت
  دهد.مي پاسخ 12؟ قضيه اين است كه سري تيلور يك تابع هموار، چه وقت به خود تابع همگرا است

 تابع :3تعريفf : (a,b)   گاه گوييم هر تحليليراf  گـاه بـراي هـر    سـري تـواني بيـان كـرد. معـادلاً هر      را بتوان به طور موضعي به صورت يـك

c (a,b) عـــدد    ــر ــود كـــه اگـ ــان يافـــت شـ |چنـ h |   ــاه nآنگـ
n

n
f (c h) a h




  


ــر  ــادلاً اگـ ــا معـ xيـ (h c,h c)    ــاه  آنگـ

n
n

n
f (x) a (x c)




 


(n)پذير است و نيز نهايت بار مشتقبي f تابع گيري جمله به جمله،مشتق ي. طبق قضيه

nf (c) n!a   لذا نمـايشf  حسـب  بر

Cدانيدهمانطور كه ميدهيم. نمايش مي Cسري تواني يكتاست. كلاس توابع تحليلي را با C 


   ـ    مثـل  يه دليـل وجـود تـابع   ، سره بـودن ايـن شـمول ب

xe , xf (x)
, x


  
 

1
2 

 
  است. 
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 فرض كنيدالف)   :4تعريفf : (a,b)  ) صوريبه طور  پذير باشدنهايت بار مشتقبييعني هموار باشدf C( صورت سـري تيلـور    در اينf    بـراي هـر

c (a,b) سري
(n)

n

n

f (c)h
n!







از نماد  fاست؛ براي بستگي اين سري به تابع  
(n)

nf (c)f h
n!توجه شود كه اين نماد چيزي در مورد  كنند.استفاده مي

nگويد  در سري تيلوربلكه مي گويد.نمي fهمگرايي سري تيلور به خود تابع
na h  ضرايبna  از طريق فرمول

(n)

n
f (c)a

n!
 آيند. بدست مي  

رض كنيد فب)    يطوري باشد كه بازه[c ,c ] I   يداخل بازه(a,b) و قـرار دهيـد    قرار گيرد(n)
nM sup{| f (t) |: t I }  در 

nnصورت مقدار اين
n

Mc) lim sup
n!

    آهنگ رشد مشتق  راf رويI .توجـه داريـد كـه     گوييم(n)n nn n| a | f (c) / n! M / n!  

كه با )الف(بنابراين شعاع همگرايي سري تيلور 
(n)f (c)n

n!

R
(limsup )


Rي شود، در رابطهداده مي 1


 ـ صدق مـي  1 عـددي   ويـژه اگـر  ه كنـد. ب

  شعاع همگرايي سري تيلور مثبت است.  باشد،حقيقي 

 اگر :10قضيه 1 آنگاه سري تيلور رويI  به طور يكنواخت به تابعf .همگراست  

 فرض كنيد  :11قضيهf ه صورت سري تواني همگرايبn
n

n
f (c h) a h




  


R ،Rبا شعاع همگرايي         صـورت   بيـان شـده اسـت. در ايـنf 

  داراي آهنگ رشد مشتقي كراندار است. Iروي 

nتوانيي بالا سري توجه داريد كه در قضيه
n

n
f (x) a (x c)




 


c)است يعني سري روي Rداراي شعاع  R,c R)  .همگراست  

 اگر :4مثالn
n

n

f (x) a x



 


Eداراي بازه همگرايي  ( r,r)  باشد در اين صورتf بر[ r,r]  :87سراسري (  پيوسته است اگر و تنها اگر(  

1(r 1  2(f{ r, r} D   3(fD E  4(fR E  

 :اگر » 2«گزينه  پاسخf{ r, r} D  باشد آنگاهn
na r همگرا خواهد بود و از طرفي به ازايx ( r, r)  :داريم  n n

n na x a r  

nوايراشتراسـ   Mبر آزمون پس بنا
na x  به طور يكنواخت به تابعf باشد و از آنجا كه دنباله مجموع جزئيهمگرا مي

k
n

n
n

a x



1
]بـر   r, r]   پيوسـته

]نيز بر fتابع است،  r, r] عكس، اگر تابع باشد. و برپيوسته ميf بر[ r, r] :پيوسته باشد آنگاه  n
n

x r x r n
lim f (x) lim a x



  
 


  

fموجود و برابر ( r) باشد. يعنيميn
n

n
a ( r)







}f  :موجود است و در نتيجه  r, r} D   

 

 تحليلي است اگر و تنها اگر به صورت موضـعي داراي آهنـگ رشـد مشـتقي كرانـدار باشـد. يعنـي بـراي         يك تابع هموار :تحليلي)قضيه ( :12قضيه ،
cهر (a,b) اش يكاز دامنه   يافت شود كه اگر به ازايI مقدار(c) دهيم آنگاهرا تشكيل(c)    .ايـن قضـيه   عددي حقيقي و متنـاهي باشـد

  گردد.كند كه در چه صورت و در چه شرايطي سري تيلور يك تابع به آن تابع همگرا ميبيان مي
fبراي اخت كراندار باشد آنگاه تحليلي است. يعني اگرومشتقات به طور يكن چنانچه يك تابع هموار داراي فرع:  C عددM      چنان موجـود باشـد

|f،(n)ي از دامنه كه براي هر f ( ) | M  آنگاهf C. تابع مثال ه عنوانبf (x) sin x كند. صدق ميفرع  اين در  

 اگر :تيلور (صورت اول)قضيه  :13قضيهn
n

n
f (x) c x




 


)روي fباشد آنگاه  Rهمگرايي و سري داراي شعاع   R,R) .تحليلي است  

cتواند به صورت يك سري تواني حولمي نه تنها f ي تحليلي هستند يعنيهاي تواني، توابعسري گويدي بالا ميقضيه   را  تـوان آن بلكه مـي  ،بسط داده شود
cديگري cحول هر نقطه  ( R,R) شودزير استفاده ميي است كه در اثبات آن از قضيه 15ي بيان اين قضيه، قضيه ، بسط داد. البته روش ديگري براي.  
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