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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

   ) 1آزمون(     
  
yتوجه داريم كه معادلات به فرم كلي  »3«گزينه ـ 1 f (ax by c)     با تغيير متغيـرu ax by c      شـوند.  پـذير تبـديل مـي   بـه معادلـه تفكيـك  

uدر اينجا  x y  4 duصورتبهxاست و مشتق آن نسبت به 1 dy
dx dx

 4  :است. با جايگذاري در معادله ديفرانسيل صورت مسأله داريم  

du dy dy du du duu u
dx dx dx dx dx dx

          2 24 4 4 4¾²Dv¶®ÃvºHoŸÄj ¾²jI•¶ njÁnHm«ÄI]  

udx dudu (u )dx dx
u

    


2 42
24

4
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  گيريم. لذا داريم: پذير است. از طرفين آن انتگرال ميدست آمده يك معادله ديفرانسيل تفكيكرابطه به

tgu u utg ( ) x c tg ( ) x c tg ( x c)        21 11 2 2 2 22 2 2 2
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u x yu tg ( x c) x y tg ( x c)         2 4 12 2 2 4 1 2 2 2njJo†¸Ã oŠ  

)گفته شد كه نقطه , )   كنيم: كند. بنابراين آن را در رابطه فوق جايگذاري ميدر جواب معادله ديفرانسيل صدق مي 1

tg ( c) tg ( c) c tg ( ) c  
        11 1 2 2 2 1 2 1 2 4  

cحالا با جايگذاري 
2 x، به جواب خصوصيدر جواب عمومي 4 y tg ( x )   4 1 2 2   رسيم.مي 4

  

Mdxمعادله به فرم استاندارد  »1«گزينه ـ 2 Ndy   داده شده است و در آنNوM نـد. پـس ابتـدا بررسـي     ااي داده شـده به صورت توابع چندجمله
  كنيم كه آيا معادله مفروض كامل است يا نه:مي

MM (x y ) y
M Ny y y y
y xNN xy y

x

                
     

2 2 1 2
2 2 4

2 2
  

  يم داشت:خواه xعنوان تابعي ازساز را بهتقسيم كنيم عامل انتگرال Nرا  برy4معادله كامل نيست اما اگر
M N

yy x dxdy dx Lnx LnxxyN x(x) e (x) e e e e x
x



 
   

  
         

2
4 2

2 22
2

1  

(x)سازحالا عامل انتگرال
x

  2
y كنيم تا به يك معادله كامل برسيم:را در طرفين معادله ديفرانسيل ضرب مي 1 ydy ( )dx

x x x
   

2
2 2

2 11   

N*كهو سپس به سادگي جواب عمومي را با توجه به اين   كنيم:است تعيين مي  

x* y yMdx N dy c ( )dx dy c (x ) c x y cx y x cx
x xx x

                        
2 2 2 2 2 2
2 2
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)گفته شد كه جواب عمومي معادله از  , )1 c  گذرد. پس داريم:مي 1 c y x x        2 21 1 1 1 1  

yخب، حالا بايد در جواب عمومي  xدهيم: با جايگذاري به رابطهقرار مي 5 x  2 6  دست آمده را به فرم كه رابطه بهرسيم. در صورتيمي

(x )(x )  3 2  بنويسيم، دو جوابx
x


  

2
yبراي  3     آيد.دست ميبه 5
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معادلات ديفرانسيلفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

fدر اين معادله كه به فرم   »4«گزينه ـ 3 (x , y , y )   داده شده، خطي بودن نسبت بهx وy  منتفي است. زيرا در ضـريبdx   عـواملي برحسـبx   ديـده
cosحضور ندارد. اما با تقسيم طرفين بر yاي درجه اول ازك چندجملهي dxشود و همچنين در ضريبمي y2در سمت راست تساوي تنها تابعي از ،x داريم:  

tg y
sin y sin ycos y cos ydy sin y dy sin ycos y dyx x ( tg y) tg y x

dx x dx x dx xcos y cos y cos y cos y

 
        

2
2

1 1
2 22 2 2 2

2 2 2 2
1 1 2 1 1 2 21  

g(y)حالا توجه كنيد كه مشتق تابع tg y در اولين جمله سمت چپ تساوي ظاهر شده است. پس معادله داراي فرمg (y) y h(x)g (y) (x)     

uاست و تغيير متغير مناسب tg y :است. با جايگذاري درمعادله داريم  u ( tg y)y u u x
x

      2 221 ¾²jI•¶ njÁnHm«ÄI]  

  شود:سادگي تعيين ميدست آمده بهرسيديم. جواب معادله به xنسبت بهuاي تابع مجهولواضح است كه پس از تغيير متغير به يك معادله خطي بر

 
dx Lnxx(x) e e x u (x) [ x .x dx c]

x


      
2

2 2 2 2
2

1  

u tg y xx x xu (x) [ c] tgy ( c) x tgy ( ) c
x x

       
25 5 52

2 2
1 1

5 5 5
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xdxجملهاگر كمي دقت كنيد در معادله   »1«گزينه ـ 4 ydy2 d(xصـورت بينيم. اين عبارت يك ديفرانسيل كامل بـه را مي 2 y )2 اسـت. از طرفـي    2
xعبارت y2 xرا بـر  توان معادله را حل كرد. ابتدا طرفين تسـاوي نيز عيناً در معادله ظاهر شده است. پس به روش ديفرانسيل كامل مي 2 y2 تقسـيم   2

x  كنيم:مي y y x ydy xdxdy dy dx dy
x y x y x y x y

  
     

   

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2  

ydyدانيممي xdx d(Ln (x y ))
x y


 


2 2

2 2
2 dyاست، پس معادله در واقع به فرم2 d(Ln (x y ))  2 2  گيريم تا باشد. لذا از طرفين آن انتگرال ميمي

  به جواب عمومي برسيم:
x yy Ln (x y ) Lnc Ln (x y ) Lnc y Ln y

c


          
2 2

2 2 2 2  
ycey yx y e (x y )e c

c


   

2 2
2 2njJo†¸Ã oŠ  

  

fبراي معادلات به فرم   »3«گزينه ـ 5 (x , y , y )   واضح است كه با يك معادله برنولي سروكار داريم كه در  كنيم.ابتدا خطي بودن را بررسي مي

آن  uيراست. پس تغيير متغ 2 y y
y

   1 2 1 du  گيريم تا معادله را به يك معادله خطي تبديل كنيم:كار ميرا به1 dyu
y dx dxy

    2
1 1  

yمعادله ديفرانسيل داده شده را بر dy  باقي بماند.  Q(x)كنيم تا در سمت راست تساوي تنهاتقسيم مي 2 tg(x) sec x
dx yy

  2
1 1  

du  كنيم:  حالا از تغيير متغير و مشتق آن براي جايگذاري در رابطه فوق استفاده مي tg (x)u sec x
dx

   
q(x)داريم كه در آن uبينيد يك معادله مرتبه اول خطي با تابع مجهولطوركه ميهمان sec x p(x) tg x »  :است، ابتدا توجه كنيد كه داريم  

p(x)dx tg x dx Ln cos x Ln cos xe e e e cos x
cos x

       
1 1 1  

u.  صورت مقابل است: بنابراين جواب معادله به [ sec xdx c] u cos x[tg x c]
cos x

cos x

    
1 1
1  

uدر گام بعدي نيز بايد
y


cos  قرار دهيم. بنابراين داريم: 1 x[tg x c]

y
 

1  
)از شرط اوليه داده شده يعني cبراي تعيين ثابت , )1 گيريم:كمك مي  

( c) c cos x (tgx ) sin x cos x
y y

y
sin x cos x

         




1 1 11 1 11
1

  

yكه در آن مقدار تابع xرابطه فوق جواب خصوصي معادله ديفرانسيل صورت سؤال است. براي تعيين   در جواب خصوصي، yاست به جاي 2

y  sinدهيم و با استفاده از اتحادقرار مي 2 x cos x sin ( x)
  2   داريم: 4

sin ( x) sin ( x) x x
sin ( x)

      
              




21 12 2 14 4 2 4 6 6 4 122 4
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

  كنيم:صورت زير بازنويسي ميمعادله ديفرانسيل، آن را به در dxبا ضرب  »1«گزينه ـ 6
x y x x x y(e e )ydy e (xy x)dx e (xy x)dx (e e )ydy         

2 2 2 2 2 22 2   
Mdxحالا به يك معادله به فرم Ndy   ايم كه در آنرسيدهM وN ست. لذا در گام نخست شرط اي و نمايي تشكيل شده ااز تركيب توابع چندجمله

  كنيم.كامل بودن را بررسي مي

x x

x y x

MM e (xy x) xye
M Ny
y xNN (e e )y xye

x

        
      

2 2

2 2 2

2 2

2
   

xMتوان جواب عمومي را به راحتي تعيين كرد با توجه به اينكهبنابراين معادله ديفرانسيل كامل است و مي xe  
  ، لذا داريم:2

x x y x x yM dx N dy c xe (e e )y dy c e y e e c              
2 2 2 2 2 221 1 1

2 2 2   

x y x yye ( ) e c e (y ) e c      
2 2 2 22 2 21 1 1 22 2 2

nkMo†¸Ã o‡   

xبه جواب عمومي c2به جاي  Cبا قرار دادن  ye (y ) e C  
2 22   رسيم.مي 1

  

رسـد كـه روش   خطي نيست. با توجه به فرم معادله داده شده بـه نظـر مـي    yنسبت بهو نه  xواضح است كه معادله داده شده نه نسبت به  »3«گزينه ـ 7

ydxبندي كارساز باشد. چون عبارتدسته xdy d(xy) 2 2 xيك ديفرانسيل كامل است. همچنين اگر به عبارت 2 y dx x y dy
3 1

2 32 خوب نگاه كنيد  22

تـوان بـه صـورت ديفرانسـيل كامـل      كم شده است. پس اين عبارت را نيز مي yاضافه شده و يك واحد از توان xواحد به توان 1ه ترتيب شويد بمتوجه مي

ydx  نوشت. بنابراين داريم: xdy x y dx x y dy d(xy) d(x y )      
3 1 3

2 3 32 2 222 2 2 2 3    

xy  گيريم:ظاهر شد. از طرفين آن انتگرال مي ديديم كه معادله به فرم ديفرانسيل كامل x y c 
3

3 222 3   

)دانيم كه نقطهمي ,   آيد.جواب خصوصي به دست مي cكند؛ لذا با جايگذاري در معادله و تعييندر جواب عمومي صدق مي 11(

c c xy x y y( x x y)         
3

3 322 22 23 3       

  

xdyبندي است. وجود عبارتگردد. روش اول دستهاين تست به دو روش حل مي  »1«گزينه ـ 8 ydx d(xy) 2 2 كارگيري اين روش در تشخيص و به 2

yكند. اما در روش دوم با دو خط غيرموازي،به ما كمك مي x 2 xو 5 y 2 سروكار داريم. مطابق با دستورالعمل گفته شده براي دو خـط متقـاطع    4

)ها را پيدا كنيمابتدا بايد محل تقاطع آن , ) آنگاه از تغيير متغير .x X  ياX x  وy Y  ياY y كنيم تا در نهايـت  استفاده مي

  كنيم:پذير برسيم. در اين تست از روش اول كه حجم محاسبات كمتري دارد استفاده ميبه يك معادله جديد تفكيك

( x y )dy ( y x )dx xdy ydy dy ydx xdx dx            2 4 2 5 2 4 2 5     

xdy ydx ydy dy dx xdx d(xy) d(y ) dy dx d(x )           2 21 12 2 4 5 2 4 52 2    

  گيري داريم:ل ظاهر شد. با انتگرالكنيد كه معادله به شكل ديفرانسيل كامملاحظه مي

c Cyxy y x x C xy y y x x c xy y y x x c                 
2 2 22 2 2 2 212 4 5 4 8 1 2 4 8 12 2

nkMo†¸Ã oŠ   

 



  

4 

معادلات ديفرانسيلفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

dyرا yابتدا  »1«گزينه ـ 9
dx

xy)كنيم تاضرب مي dxنوشته و سپس طرفين معادله را در  x y )dy dx 3 تابعي برحسب  dxدست آيد. در ضريببه 3
x  نيست. در ضريبdy اي برحسب يك چندجملهx  تشكيل شده است. پس معادله برنولي است. در معادله  3و درجه  1وجود دارد كه از دو ترم درجه

dxxyكنيم تا بهنيز تقسيم مي dyدست آمده طرفين را بربه x y
dy

 3 dxيا  3 xy x y
dy

    دست يابيم.  3

dx      به سمت چپ تساوي داريم: xyحالا با انتقال جمله  yx x y
dy

  3 3   

uداشته باشيم. سپس با تغييرمتغير q(y)سمت راست تساوي فقط كنيم تا درتقسيم مي x3حالا معادله را بر x x
x

   1 3 2
2

معادله برنولي را به  1

  كنيم:تبديل مي xفرم خطي مرتبه اول نسبت به

     
du dx dx duu x x x
dy dy dy dydx y du duy yu y yu y

dy dy dyx x

   
    


        

2 3 3 12 223 3 3
3 2

1 1 2 22
njJo† ¸Ã oŠ   

y             :را تعيين كنيم (y)حالا بايد dy y(y) e e  
22   

y  آوريم:دست ميجواب عمومي را به (y)و با داشتن y y
y

u(y) [ e ( y )dy c] u(y) e ( y e dy c)
e

       
2 2 2

2
3 31 2 2   

yyجهت محاسبه انتگرال e dy
yاز تغييرمتغير 23 v2 كنيم. نتيجه اين تغييرمتغيرياستفاده مydy dv2 :است. با جايگذاري در انتگرال داريم 

vve dv
 v(vحاصل انتگرال از روش جز به جز برابر 2 ) e1

vآيد. با جايگزيني دوباردست ميبه 2 y y(yصورتحاصل به 2 )e
221   خواهد بود.  12

y     پس تا به اينجاي كار داريم:  y yu(y) e ( (y )e c) (y ) ce         
2 2 22 212 1 12   

uبا جايگزيني
x

2
y           خواهيم داشت: 1

y

cy ce y
x x e

      
2

2
2 2

2 2
1 11 1   

  
و  x1داريم. يكي xهم دوجمله برحسب  dyنيست. در ضريب xخبري از  dxد ديد در ضريبابتدا اگر خوب دقت كنيد خواهي »3«گزينه ـ 10

xديگري x  yبربرنولي است. ابتدا طرفين را  x. پس معادله نسبت به3 dy2 كنيم: تقسيم مي  

       dx x(x x y cos y) x x cos y
dy y y

      
331 1

2 2 2   

uبا تغيير متغير x x  1 3 uكه نتيجه 2 x x    x3را دارد. اين معادله به يك معادله خطي مرتبه اول تبديل خواهد شد. ابتدا طرفين را بر 32
  دهيم:كنيم و سپس جايگذاري مربوط به تغييرمتغير را انجام ميتقسيم مي

           .cos y u u cos y u u cos y
y y yx x

          2
3 2

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

njJo† ¸Ã oŠ   

    ساز داريم:ايم، با محاسبه عامل انتگرالحالا به يك معادله خطي مرتبه اول رسيده
dy

Lnyyu(y) e e y


  

1
   

  ير خواهد بود:صورت زبنابراين جواب معادله به

     
u

yx yu [ y cos y dy c] (ysiny cos y c) (ysiny cos y c) ysiny cos y c
y y yx x


            

2
1

2 2
1 1 1 1 njJo† ¸Ã oŠ   

)yحالا بايد شرط )  1 :را در معادله جايگذاري كنيم تا جواب خصوصي حاصل شود  

          ysin cos c c c ysin y cos y
x


                 21 1 11   

:حاصل انتگرال توجهy cos y شود:ميصورت زير محاسبه به روش جدول به  

ycos ydy ysin y cos y           
y cos y

sin y
cos y


 


1 




¢Tz¶ −Ho«Tº H  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

yكنيم كه عبارتسعي مي xهستند. پس با تقسيم طرفين بر 1همگي همگن از درجه  yو x،xyجملات »2«گزينه ـ 11
x

    را در معادله بسازيم. 
xyx y xy y y y( )y ( )y ( )y

x x x x xx x
         2 21 1    

yuكارگيري تغييرمتغيربا به
x

 ياy ux كه نتيجهy xu u   داشت: را دارد خواهيم  

               duu
dx

( u )(xu u) u (xu u) u (xu u) u

duxu u x uu u u u x( u )u u u x( u ) u u
dx



         

           

1

1 1
   

( u )du x u u dx ( u )du
dx x( u )du u u

 
   


1 1

1
oM ´Ãv£U¸Ã oŠ IÀov¨·jo¨t¼§•¶  

  گيري از طرفين آن خواهيم داشت:پذير است. با انتگرالدست آمده يك معادله ديفرانسيل تفكيكرابطه جديد به

      

yu
x

y x x( )
x y y

y yLn x ( )du u Lnu c Lnx ( ) Ln c
u x xu u

x xLnx Lny Lnx c Lny c
y y





 

         

       


1

2

1 1
2 21 1 2 2

2 2
   

  

xdyضرب كنيم به رابطه dxاگر طرفين معادله را در  »3«گزينه ـ 12 ydx x ( x y ) dx   
1

2 2 21  كنيد معادله گونه كه ملاحظه ميرسيم. همانمي
  داريم. xعبارت شامل dxخطي نيست چون در ضريب xنسبت به

x باشد. جمله yاي درجه اول ازبايد شامل چند جمله dxهم خطي نيست. چون ضريب yهمچنين نسبت به ( x y )
1

2 2 درجـه  از حالـت   y، نسبت به21
 همزمان با هم داشته باشيم كه اين yو yجمله dxبايد در ضريب yبرنولي است؟ براي برنولي بودن نسبت به yخارج است. اما آيا معادله نسبت بهاول 

اي انتخاب شود كه زير راديكـال  گونهبه است. بايد تغيير متغيري ها از جمله روش تغيير متغيركارگيري ساير روشاتفاق هم رخ نداده است. پس چاره كار به
uتنها تابعي از يك متغير باشد. اگر  xy صورتدر نظر بگيريم زير راديكال بهu duشود. همچنين مشـتق آن يعنـي  تبديل مي 21 xdy ydx    نيـز

u  عيناً در معادله ظاهر شده است. با اين توضيحات داريم:  du dudu x u dx xdx xdx
u u

         
 

212
2 2

1
1 1

oM´Ãv£U ¾²jI•¶  

  گيريم:پذير است. از طرفين آن انتگرال ميدست آمده تفكيكمعادلات ديفرانسيل جديد به
u xyx xsin (u) c sin xy c

x sin xy c

 



      

 

2 2
1 1

2 1

2 2

2

  

  

Mdxمعادله به فرم  »3«گزينه ـ 13 Ndy   داده شده و چونM وN اي و نمايي تشكيل شده است بررسـي كامـل بـودن    از تركيب توابع چندجمله
Mا محاسبهمعادله در اولويت است. در ابتدا ب

y



Nو 
x




  كنيم:كامل بودن معادله را تحقيق مي 

x

x

x y x

MM e ( x)
M Ny (x )e
y xNN (xe ye ) (x )e

x

          
         

1
1

1


  

  محاسبه كنيم. yاز عنوان تابعيتوانيم فاكتور انتگرال را بهتقسيم كنيم. مي Mكنيد كه معادله كامل نيست، اما اگر برملاحظه مي
x

x
M N( ) (x )e

M y x e ( x)
 

      
  

1 1 1 1
1

  

dy   آنگاه فاكتور انتگرال برابر است با: ye e    
  كنيم. حاصل يك معادله ديفرانسيل كامل خواهد بود:اين فاكتور را در معادله ضرب مي

y x y x y x y x ye e ( x)dx e (xe ye )dy e ( x)dx (xe y)dy            1 1   

Mكارگيريبا به *dx Ndy  كه در آن*M   آيد:دست مياست جواب عمومي معادله به x y x y ydx (xe y)dy c xe c        
2

2  
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معادلات ديفرانسيلفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xخوب دقت كنيد!اگر   »1«گزينه ـ 14 y x y ( x )( y )     2 2 2 2 2 21 1 xتوان برحسباست و معناي آن اين است كه معادله را مي 1 y»  جداي از
    يكديگر نوشت. بنابراين داريم: 

xdxy dy ( x ) ( y ) x y ydy x y xdy
x dx

         2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1nkMo†¸Ã oŠ 

y y dy x x dx
y

  


21 2
2

1
1

oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

  گيريم:ايم. از طرفين تساوي انتگرال ميپذير رسيدهسازي ديديد كه به يك معادله تفكيكبا كمي ساده

y ( y ) dy x ( x ) dx c ( y ) ( x ) c y ( x ) c


              
1 1 3 31

2 2 2 2 2 22 2 2 22 1 11 1 1 1 1 13 3  
  

x(xبا تقسيم طرفين بر  »2«گزينه ـ 15 y) به رابطهdy y(x y)
dx x (x y)





سـازي خـواهيم   همگن از درجه صفر است. با سـاده  اين معادلهخواهيم رسيد كه  

  داشت: 
y yx( )dy y yx x( )y ydx x xx ( )
x x

 
 

 

1 1

1 1
  

yuبا قرار دادن
x

  و مشتق آن يعنيdy duy xu x u
dx dx

   پذير دست خواهيم يافت: به يك معادله تفكيك  
du u du u ux u u x u u u( )
dx u dx u u

  
      

  
1 1 1 11 1 1 

dudu u ( u) u x u dx ( u)du.x u ( )du
dx u u dx u du x uu u

   
       

  

2 2

2 2
1 1 2 2 1 1 1 1 1

1 1 1 22
oM´Ãv£U¸Ã oŠ IÀov¨·jo¨t¼§•¶  

  اگر از طرفين رابطه جديد انتگرال بگيريم خواهيم داشت:
yu
x yLnx ( Lnu) c Lncx ( Ln ) c

yu x
x


        

1 1 1 1
2 2  

x y y xLnx Ln c Lnc x Ln c
y x x y

        2 22 2 2  

c cy x x x xLn(x ) c Lncyx c Lnxy c Lnxy c
x y y y y

             22 2 2 2  
  

  داريم: dxطرفين معادله را در داريم، dxبه سمت چپ تساوي و سپس ضرب معادله در ye2با انتقال جمله  »3«گزينه ـ 16
dxy ydy(x ) ( e ) (x )dy ( e )dx

dx
         1 1 2 1 1 2njJo†¸Ã oŠ   

y( e )dx (x )dy   1 2 1   
Mdxحالا چون فرم نمايش معادله به صورت Ndy   است وM وN كنـيم كـه   اي و خطي تشكيل شده است بررسـي مـي  از تركيب توابع چندجمله

Mآيا N
y x

 


 
:  

y y

y y

MM e e
M Ny e ( e )
y xNN x

x

 

 

              
      

1 3 2
2 1 1 2

1 1
 

dyy  خواهيم داشت: Mخب، معادله كامل نيست اما با تقسيم بر y
y

M N( ) [ ( e )] (x) e e
M y x e

 


          
   

1 1 1 2 1
1 2

  

y  در معادله به يك معادله ديفرانسيل كامل خواهيم رسيد: eبا ضرب  y y y ye ( e )dx e (x )dy (e )dx (x )e dy          1 2 1 2 1   
  به روش زير جواب عمومي معادله معين خواهد شد. و نهايتاً

* y y

y y y

Mdx N dy c (e )dx e dy c

(e ) x e c e (x ) x c

     

      

   2

2 1 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

واضح است كه يك معادله برنولي با   »1«گزينه ـ 17  dy  كنيم:تقسيم مي y3داريم. ابتدا طرفين تساوي را بر 3 tgx cos x
dxy y

 3 2
1 1  

uحالا تغيير متغير y y
y

   1 3 2
2

duو مشتق آن يعني1 dy dyy
dx dx dxy

   3
3

12   گيريم:كار ميرا به 2

du dutgx u cos x tgx u cos x
dx dx

      21 2 22
njJo†¸Ã oŠ  

p(x)پس از تغيير متغير به يك معادله خطي مرتبه اول با tgx 2 ايم. در اين معادلهرسيدهtgx Ln cos x(x) e e cos x   2 2  است. با داشتن 2
(x) كنيم: جواب عمومي را تعيين مي  u (x) [ cos x ( cos x)dx c] [ cos xdx c]

cos x cos x
      2 3

2 2
1 12 2  

sinصورتحاصل انتگرال را به روش اتحاد مثلثاتي به xcos xdx sin x 
33

  صورت زير خواهد بود:داريم: لذا جواب عمومي به 3

u
yu(x) ( sin x sin x c) ( sin x sin x c)

cos x y cos x



       
2

1
3 3

2 2 2
1 2 1 1 22 23 3  

y cos x cos x y ( sin x sin x c)   
2 2 2 2 32 23

njJo†¸Ã oŠ  

  
 xهم عامل dxضريب داريم). از طرفي در yتوابعي شامل dyخطي نيست (چون در ضريب yبا كمي دقت واضح است معادله نسبت به  »2«گزينه ـ 18

yو dyخطي خواهد بود. با تقسيم طرفين بر xعدد يك است، پس معادله نسبت به xهم توان dyنداريم و در ضريب   داريم: 21
dx siny xy dx y sin yx
dy dyy yy y

    
  

2 22 21 11 1
´Ã¹¨Â¶ KUo¶   

  كنيم:را حساب مي (y)داريم؛ ابتدا yو با متغير xبينيد يك معادله ديفرانسيل خطي برحسبطور كه ميهمان
y ydydy Ln( y ) Ln y yy y(y) e e e e e

   
 

     
2 2 22 2

1 2 1 12 1 11 1 2   
    نويسيم:حالا فرم جواب را مي

sin yx [ ( y ) dy C] x y sin ydy C x y cos y C x y cos y C
y y

               
 

 2 2 2 2
2 2

1 1 1 1 1
1 1

   
 

  يك معادله خطي مرتبه اول داريم:  »3«گزينه  ـ19
cos t dt Ln(sin t)sin tM(t) e e sin t


     
  پس جواب به شكل زير است:

t t te e c e c e bsin ey [ sin t dt c] y y( ) b b c bsin e y(t)
sin t sin t sin t sin t sin t

   
             

1 11 1   

tچون   لذا ،sin t    رود و بنـابراين بايـد  و اين يعني مخرج به سمت صفر مـيte bsin t e       تـا حاصـل حـدy در)t  (    عـدد شـود؛

bsinپس t e بايد برابر با1 شود (چونe 1 است) پسbsin e  1 ebو اين يعني 1
sin



1
    است. 1

  

ycosهاي غيرخطيبه علت وجود عامل »4«گزينه ـ 20 y در ضريبdy وyx sin y در ضريبdx معادله نسبت بهxياy  خطي نيست. عبارتxy  در
  داريم: xyتمام جملات ظاهر شده است. با تقسيم معادله بر 

    (y yxsin y)dx (xyLn x x ycos y)dy
xy xy

   2 21 1    
y( sin y)dx (Ln x x cos y)dy
x
      

y[ dx Ln x dy] [sin ydx x cos ydy]
x

      
d(xصورتو جمله دوم ديفرانسيل كامل به d(yLnx)صورتجمله اول درون پرانتز ديفرانسيل كامل به sin y) ديفرانسيل است. در نتيجه معادله به فرم

d(yLnx)كامل d(x sin y)   گيريم:شود. از معادله جديد انتگرال ميمي  y Ln x x sin y c    

)با جايگذاري , )1 Ln    تعيين خواهد شد:  cثابت  2 sin c c 
    1 12 2   

yLnx           اي فرم مقابل است: پس جواب خصوصي معادله دار xsin y  1    
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yكنيم معادله را به فرمسازي سعي ميابتدا با ساده  »3«گزينه ـ 21 f (x , y ) :بنويسيم  

(y xy ) y y xy y y xy y               
1

2 21 1 1
·H¼U ¾M¸Ã o‡

  
yصورتمعادله را به yبه جاي pاكنون با جايگذاري xp p  1 گيـري نسـبت بـه   كنيم و در ادامه با مشتقبازنويسي ميx     معادلـه جديـد ديگـري

pyصورتبه p xp
p


   

2 1
  صورت زير خواهد بود.به yبه جاي pرهنماييم. اين معادله نيز با جايگذاري دوباايجاد مي 

p pp p xp xp p (x )
p p p

 
 

          
  

1
2 1 2 1 2 1

 

xاز رابطه فوق حاصل
p




1
2 1

pبرابر صفر است كه از آن  
x

 2
1 1

4
yدر معادلـه  pشود. لذا با جايگذارينتيجه مي  xp p  1    جـواب معادلـه

y  آيد: دست ميبه مقابلصورت به x ( ) ( ) y x y x
x x xx x x

            2 2 2
1 1 1 1 1 11 1 1 4 4 24 4 4

  
yطور كه از معادله ديفرانسيل مشخص است حاصلاما همان 1  ازاي علامت منفي رخ خواهد داد، پس داريم:است و اين به  

y x x
x x x

     
1 1 1

4 2 4   

)yو حاصل )
1
yنيز با جايگذاري برابر 4  5

  خواهد بود. 4
  

، عبـارتي  dxنيز خطي نيست چون در ضريب yو يا xپذير و يا همگن نيست. از طرفي اين معادله نسبت بهواضح است كه معادله تفكيك  »2«گزينه ـ 22
yصـورت ن معادلـه بـه  را وجـود دارد، امـا بـا نوشـت     yبرحسب yeعبارت dyو در ضريب xبرحسب ye y e cos x  3 كنـيم كـه اگـر    ، ملاحظـه مـي  4

yuتغيير e بگيريم. مشتق آن نيز؛ يعنيكار را بهyu e y  عيناً در معادله ظاهر شده است. پس معادله با اين تغيير متغير به فرم خطي تبديل خواهد شد .  
dx x x

x

x
x x x

u u cos x (x) e e u (x) [ e ( cos x)dx c]
e

e [sin x cos x]u (x) e [ e cos xdx c] e ( c) 

         


   





3 3 3
3

3
3 3 3

13 4 4

2 34 5

  

yu ex y xu (x) (sin x cos x) ce e (sin x cos x) ce       3 32 23 35 5  

  
dyكنيمابتدا سعي مي  »3«گزينه ـ 23

dx
  را براي هر دو منحني محاسبه كنيم. 

n
xn n n n n n n

n
nx xx y c y c x ny y nx y ( )

yny


  


            

1
1 1 1

1 1 1
´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶ ¾MSLvº¾²jI•¶ pH  

x xx x xy c x c x c
c x y y y x

y y y y xy ( ) ( )
x yy x y x x

 

            


 
        

2 2 2
2

2
2 2

2 2 2 2 2

1 11 11
1 1

oM´Ãv£U¸Ã o‡ ´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶ ¾MSLvº¾²jI•¶ pH

  

  است: 1هاضرب شيبمنحني عمود بر هم در نقطه تماس حاصلدانيم كه براي دو از طرفي مي
n n nx x x xy y ( ) ( ) ( ) ( ) n

y y y y
                 1 2 3 3

1 2 1 1 1 3  

  
xدقت كنيد كه معادله به فرم  »3«گزينه ـ 24 f (y, y ) داده شده است. پس در گام اول به جايp y, دهيم:را قرار مي  

x y py py yp pp pp yp px
p p p p p p

y yp p p ( )
p p p p



      
       

        

2 2 4 2 3

2 3 2 3

1 2 21 1

2 21 1

¾M SLvº¢Tz¶

  

py  دهد كه عبارت درون پرانتز صفر شود:جواب غيرعادي معادله هنگامي رخ مي y y p
p p yp p

           
2

2 3
2 2 2 2nkMo†¸Ã o‡  

خب! اكنون با جايگذاري
y


yxدر معادله  pجايبه 2

p p
  2

  شود:جواب غيرعادي تعيين مي 1

y y y yx x x x y
( ) ( )

y y

             
 

2 2 2 2
2

2
6 1 42 2 2 4 4 4  
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fصورتمعادله به  »4«گزينه  ـ25 (x , y, y )   صورت خطي استاندارد برحسبداده شده است و بهy پردازيمبه حل مسأله مي لاست. ابتدا با تعيين فاكتور انتگرا:  
Ln dx Ln x Ln x x x(x) e e (e ) ( )         2 2 2 12 2  

sin x x
x sin x sin x x

x x
cy [ { (cos x )Ln }dx c] c




 


     
1 22 2 1 2 2 2

2 2
  

xحالا دقت كنيد: در  چون جملهx2 كند، تنها راه كراندار ماندننهايت ميل ميبه سمت بيy صفر بودن ضريبc است. به عبارتي ديگرsin xy  2 
xازايو اين جواب نيز به 

 yنتيجه 6    را در پي دارد.  2
  

yمعادله داده شده به فرم   »3«گزينه  ـ26 f (t , y , y )  پذير است. بنابراين به سادگي قابل حل است.بوده و تفكيك  

dy yy y dy dt t c
dt


     

21 1 33 3
2
3

´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pH  

)چون گفته شده كه جواب عمومي از نقطه , )  گذرد پس ثابتميc   است. بنابراين جواب خصوصي برابرy t y ( t)  
2

33 2 2
3 است.  3

]در بازه tكنيد براي هر مقدار ازطور كه ملاحظه ميهمان , ]1 يك جواب منحصر به فرد برايy آيد.به دست مي  
  

fمعادله به فرم  »1«گزينه ـ 27 (x , y, y )   دليل وجود ترمداده شده كه براي اين معادله بررسي خطي بودن در اولويت نخست قرار دارد. بهxe  در
نيز غيرخطي است. اما با نوشتن  y، معادله نسبت بهyاي درجه اول ازدليل عدم وجود يك چندجملهخطي نيست. همچنين به x، نسبت بهdxضريب

xyمعادله به فرم Lny e
y

  كنيم كه مشتقملاحظه ميLnyيعني ،y

y
 يرمتغيرعيناً در جمله اول ظاهر شده است. پس تغيu Lny  را در نظر

  كنيم:دست يابيم و سپس به سادگي جواب عمومي را تعيين مي uگيريم تا به يك معادله خطي مرتبه اول برحسبمي
yu

dxy x x x x
x

x
u Lnyx x x x

x

u u e (x) e e u (x) [ e .e dxec]
e

eu (x) ( c) e ce Lny e ce
e




 

        

      


2

1

1 1 1
2 2 2

   

  
  

fه بايد ابتدا خطي بودن را بررسي كنيم چون فرم نمايش معادله به صورتدر اين معادل  »1«گزينه ـ 28 (x , y , y )   است. اگرy صورت را به
dyy
dx

  كنيد كه معادله نسبت بهبنويسيم ملاحظه ميy خطيخطي نيست، چون ترم غيرtg yدر آن ضرب شده است. اما در ضريبdxخبري ازx 

dxخطي است. با ضرب معادله درxهوجود دارد. پس معادله نسبت ب dyدر ضريب xاي درجه اول برحسبنيست. ضمن اينكه يك چندجمله
dy

سعي  

   دست آوريم:را به xكنيم فرم استاندارد معدله خطي نسبت بهمي

  
dx dx(x y)tg y x tg y y tg y
dy dy
dx tg y x y tg y
dy

        

   

1 1

1

 
  

tg          در معادله خطي مرتبه اول بالا داريم:  ydy Ln cos y Ln cos y(y) e e e cos y
cos y

      
1 1 1   

  كنيم:صورت زير محاسبه ميساز جواب عمومي را بهحالا با داشتن عامل انتگرال
    cos y ysin yx(y) [ ( y tg y) c] cos y[ dy c]

cos y cos y
cos y

 
       2

1 1 11   

yx(y) cos y[ c] x y ccos y x y ccos y
cos y


          

)گفته شد كه جواب عمومي از نقطه  , )1  نيم:كگذرد. پس اين نقطه را در معادله جايگذاري ميمي  ccos c x y cos y       1 1   
)با جايگذاري نقطه , b) :در جواب خصوصي داريمb cosb و چون تابع كسينوس كراندار است، پسb  1   خواهد بود. 1
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  پذير داريم:است؛ يك معادله تفكيكحل معادله راحت   »2«گزينه  ـ29
dy cos x ( y)dy cos xdx ( y)dy cos xdx y y sin x c
dx y

          
   22 2 3 2 2 2 3 2 2 2 3 23 2

´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH   

y( ) c c y y sin x y y sin x (y ) sin x

y sin x y sin x

                    

         

1 2 2 2 23 13 1 2 3 2 2 3 2 2 22 4
3 1 3 12 22 4 2 4

   

)yبا توجه به اينكه )  1بنابراين فقط جواب ،y sin x   
3 122 yيهاي معادلهقابل قبول است؛ اما حالا بايد ريشه 4   ا حساب كنيم:ر  

cos x ky sin x y cos x x k x , k
sin x

                


3 1 2 22 2 22 4 2 2 412 2 4

    

xيدر نقطه 
 xشود؛ چون قبل از آن مقدار مشتق مثبت و بعد از آن منفي است. مقدار جواب به ازايجواب ماكزيمم مي 4 

   برابر با مقدار زير است: 4

y sin( ) 
           

3 1 3 5 3 5 5 322 4 4 2 4 2 2 2 

 

x)  ساز در معادله داريم:با ضرب عامل انتگرال  »2«گزينه ـ 30 y x y )dy [x y x y ]dx          4 1 1 3 1 2    
  كنيم.تر گفته شده در كتاب، سؤال را حل كنيم. براي اين منظور معادله را به صورت زير مرتب ميخواهيم با استفاده از روش سريعمي

[ x y dx x y dy] [x y dx x y dy]           3 1 4 2 1 1    

y  توان معادله را حل كرد:حالا با استفاده از فرمول مقابل در هر يك از پرانتزها مي x
y x


oT¬nqM ·H¼U oT¬nqM ·H¼U

oT§a¼¨ ·H¼U KÄo† oT§a¼¨ ·H¼U KÄo†
   

)  براي پرانتز اول داريم: )  
      


1 4 4 11 1   

  براي پرانتز دوم داريم:  
     

2 1 2 11 1   

  شود:از حل دستگاه مقابل حاصل مي و پس   
            

5 2 6 3 21   

x)ساز معادله به صورتبنابراين عامل انتگرال , y)
x y

  2 3
  است كه با ضرب آن در معادله داريم: 1

( ) x(x y)dy ( ) y(x y)dx (x y)dx (x y)dy
x y x y x y xy

         3 3 3 3
2 3 2 3 2 2 3
1 1 1 1    

*  شود:بنابرين جواب معادله به صورت مقابل نوشته مي x xMdx N dy c ( )dx ( )dy c c
xyy x y y

             
2

2 2 2
1 1

2
   

  

xي اول عبارت سمت راست فـاكتور گرفـت و بـه عبـارت    ، در سه جمله2 عدد توان ازبا كمي دقت واضح است مي  »3«ـ گزينه 31 xy y 2 29 رسـيد.   6
)واضــح اســت ايــن عبــارت برابــر بــا x y) y، پــس معادلــه بــه صــورتاســت 23 ( x y)   22 3 شــود. بــراي حــل معادلــه از تغييــر بازنويســي مــي  1

uمتغير x y 3 كنيم. يعني داريم:استفاده مي  u x y u y y u          3 3 3  
  با جايگذاري در معادله داريم:

  du du duu u u u (u ) dx dx Arctgu x c
dx (u ) (u )

                
  2 2 2

12 2
1 13 2 1 2 2 2 1 2 22 1 1

  

c cu x y Arctg( x y) x c Arctg( x y) x c Arctg( x y) x c            123
1 1

1 3 3 2 2 3 22  

tg y( )x y tg( x c) y tg( x c) x tg( c) c   
             13 2 2 3 1 4
´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  

yبنابراين جواب به صورت tg( x ) x
  2   خواهد بود. 34
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

y  داشته باشيم: xاي برحسبكنيم تا در سمت راست معادله فقط جملهضرب مي yeطرفين را در  »3«گزينه  ـ32 y xxy ( y)e ye e   1    
uاي بـه صـورت  خواهيم به معادلـه ما مي p(x)u q(x)          زنـيم  ي معادلـه سـمت چـپ تسـاوي حـدس مـي      برسـيم، پـس بـا توجـه بـه دومـين جملـه
yuانتخاب ye مناسب باشد. اكنون با تغيير متغيرyu ye خواهيم داشتy yu y e yy e   به عبارتي .yu y ( y)e  1تـوانيم  ، پس معادله را مي

x  به صورت مقابل بنويسيم: xxu u e u u e
x x

     
1 1  

p(x)ي خطي مرتبه اول داريم كه در آنيك معادله
x


xq(x)و 1 e

x


  است. 1

dxp(x)dx  كنيم:ساز را حساب ميعامل انتگرال Lnxx(x) e e e x
    

1
  

xآيد:جواب عمومي به صورت مقابل به دست مي x xu [ (x)q(x)dx c] u [ x e dx c] [ e dx c] u (e c)
(x) x x x x

           
   

1 1 1 1 1  

yuحالا با جايگذاري ye :خواهيم داشت  y x y xye (e c) xye e c
x

    
1  

و  95هاي اخيـر پيـدا كنيـد. (بـراي مثـال عمـران       هاي مهندسي طي سالتوانيد در اغلب رشتهي آن را ميكه نمونهيك سؤال نسبتاً مشكل تحليل سؤال: 
همـان   ) در اين نوع از معادلات، لازم است تغيير متغير مناسب را براي تبديل معادله به يك معادله خطي مرتبه اول پيدا كنيم. نكته اصلي سؤال94مكانيك 

 xاصلي آن است كه ابتدا كاري كنيم كه سمت راسـت تسـاوي فقـط برحسـب     شود. معمولاً ايدهي حل به سادگي انجام مياست و ادامه uانتخاب مناسب
uباشد و سپس در سمت چپ تساوي p(x)u  .را ايجاد كنيم  

  

  كنيم:ابتدا معادله ديفرانسيل را باز مي  »3«گزينه  ـ33 sin y x(x ) dx x(x )cos y dy      
21 1   

x  كنيم:را محاسبه مي براي بررسي كامل بودن معادله بالا، مقدار yQ P ( x )cos y cos y (x )cos y        2 1 2 1   
  ساز داريم:محاسبه عامل انتگرالباشد. براي بينيم معادله مذكور، كامل نميطور كه ميهمان

dxa(x)dx Lnxx(x )cos ya(x) (x) e e e
Q x(x )cos y x x


           

  

2
2

2
2 1 2 1

1  

sin  در معادله ديفرانسيل داريم: (x)با ضرب فاكتور انتگرال y (x ) xdx cos y dy
x xx

           

2
2

1 1   

  گيري از باقيمانده معادله بالا داريم:لو سپس انتگرا Pاز عبارت yبا حذف جملات شامل
x dx cos y cos y dy

x x
              

1 12   

x sin yLnx x sin y C
x

     
2

22  

sinشود ضريبطور كه مشاهده ميهمان y برابر
x


xيا 11

x
1 باشد.مي  

 
  كنيم:ابتدا عبارت را به صورت زير بازنويسي مي  »4«گزينه  ـ34

yex y x y x y x y x y xdy dye .e e e e e .e e y e e e
dx dx

        2 2 2´Ã¹¨Â¶Jo† nj Hn ¸Ã oŠ     
yeضرب شده با استفاده از تغييرمتغير xeكه در yeدر سمت راست آن و همچنين xو وجود تابعي برحسب yدر ضريب yeبا توجه به وجود u 

y  داريم: y x xdy du due u e e u e
dx dx dx

      2   

xp(x)رو هستيم كه در آني مرتبه اول خطي روبهحالا با يك معادله e وxq(x) e   ا داريم:است، لذ 2
x xe dx e(x) e e     

  بنابراين داريم:
xx x x x

xx
e te x e t e t e x

e dx dte
u [ e .e dx c] e .u e .t.dt e .u e (t ) c e (e ) c

e




           21 1 1   

yx xu ex e y x eu e ce e e ce        1 1  
  

sec(xy)xdy  ضرب كنيم: dxتقسيم و در x3رسد اين است كه طرفين را برآنچه در همان ابتدا به ذهن مي  »1«ـ گزينه 35 ydx dx
x

   3  
  توان معادله را به صورت زير بازنويسي كرد:هم داريم، لذا مي sec(xy)است، از طرفي d(xy)عبارت سمت چپ

d(xy) dx xcos(xy)d(xy) x dx c sin(xy) c sin(xy) c
sec(xy) x x


          

 
2 23

3 2
122 njJo†¸Ã o‡     
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معادلات ديفرانسيلفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

   ) 2آزمون(     
  

fمعادله به صورت  »1«گزينه ـ 1 (x , y , y ) كنيم. در ضريبابتدا خطي بودن معادله را بررسي مي داده شده است. بنابراينdx   عبـارتي برحسـبx   وجـود
امكـان اسـتفاده مسـتقيم از روش مربـوط بـه       yLnyنيست اما وجود جملـه  yاي برحسبجمله dyخطي نيست. در ضريب xدارد. پس معادله نسبت به

    كنيم:ه را بررسي ميسازي كامل بودن معادلسازد. با كمي سادهمعادلات خطي مرتبه اول را غيرممكن مي
dxx xdyx yLny xye xdy (y Lny xye )dx

dx
       njJo†¸Ã oŠ  

x x

x

MM yLny xye Lny xe
M Ny Lny xe
y xNN x

x

            
     

1

1
  

Mمعادله كامل هم نيست، اما اگر حاصل N
y x

 


 
صورت زير محاسبه ساز را بهاست، پس عامل انتگرال yتقسيم كنيم، عبارت باقيمانده فقط تابعMرا بر  

 كنيم:  مي

  
x

x

M N
Lny xe dyy x dydy y (Lny xe ) yM(y) e e (y) e

y

 
   

 
 

      
1  

x  رسيم:ساز در معادله ديفرانسيل، نهايتاً به يك معادله كامل ميبا ضرب عامل انتگرال x(Lny xe )dx dy
y

     

x  كارگيري روش (الف) حل معادلات كامل داريم:با به x xxxe dx dy c (x )e xLny c xLny (x )e c
y

             1 1  

 نباشد به رابطه زيـر  xعبارتي برحسب yو در ضريب p(x)نوشتيم كه در سمت راست تساوي فقطصورتي ميد كه اگر معادله ديفرانسيل را بهتوجه كني
    رسيديم:مي

x yx x xdy dy dyx yLny xye yLny ye Lny e
dx dx x y dx x

       
1 1 1oM´Ãv£U¸Ã oŠ oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

xhمعادلات قابل تبديل به معادله خطي مرتبه اول در اينجا قابل اعمال است؛  2گفته شده در نكته  حالا دقت كنيد كه روش (x) (x) e
x

  
1 , 

g(y)و Lny مشتقg و يعنيyg
y


  .پس تغيير متغير نيز در اولين جمله سمت چپ تساوي تكرار شده استu Lny  معادله ديفرانسيل را به فرم

  كند.خطي تبديل مي
xdyu Lny u u u e

y dx x
      

1 1¾²jI•¶ nj ÁnHm«ÄI]  

dx Lnx xx(x) e e x u (x) [ xe c]
x


      

1 1  
x

u Lny xx x(x )e cu (x) ((x )e c) Lny xLny (x )e c
x x

  
        

1 11 1njJo† ¸Ã oŠ  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

Mdxتوجه كنيد كه در معادله به فرم   »4«گزينه ـ 2 Ndy   كهM وN اند در گام نخست كامل بودن معادله ي داده شدهبه صورت توابع چندجمله
Mابتدا كنيم. بنابراينرا بررسي مي

y



Nو 
x




  كنيم:را حساب مي 

x MM xy e xy M Ny xy
y xNN x y xy

x


          

  
     

3
1

2

2

2
4

2
  

M  خواهيم داشت: xتقسيم شود، نتيجه را فقط برحسب Nواضح است اگر اين عبارت بر N( ) [ xy]
N y x xx y

 
   

   2
1 1 44  

dx  شود:ساز محاسبه ميحالا به راحتي عامل انتگرال Lnx Lnxx(x) e e e x
x




 
     

44
4 4

4
1  

  كنيم:مل را در طرفين معادله ضرب ميحالا اين عا
x

x y e y(xy e )dx ( x y)dy ( )dx dy
x x x x x

 




       
3

3

11 22 2
4 4 3 4 2

1 1  

  صورت مقابل است:بنابراين جواب عمومي معادله به

x x* y e y eMdx N dy c ( )dx c c
x x x

 

          
3 3

1 1
2 2
3 4 2 32

  

x c cx xy e y yc e c e c
x x x


 

           
3

3 3

1 1 12 2 22 2
2 2 2

2 223 3 32
njJo†¸Ã oŠ  

)چون جواب معادله از نقطه , )
e

21 e  گذرد، لذا داريم:مي 3 e c c    1
2

23
1 3   

xy  صورت مقابل خواهيم داشت: با جايگذاري مقدار ثابت جواب خصوصي به e
x




3
12

2
2
3  

xرسد. در صورت جايگذاريدر اين مرحله نوبت به خواسته سؤال مي  1 درجواب خصوصيy e2 2
yيا 3 e

2
  هد بود.خوا3

  

معادله داده شده به دليل وجود  »3«گزينه ـ 3
x
و dxدر ضريب 1

y
قت كنيد خطي نيست. همچنين اين معادله كامل هم نيست. اما اگر د dyدر ضريب 1

dxوجود dy
x y
 دانيم ديفرانسيلكه ميd(Lnx Lny) كند. بنابراين با بندي براي حل تست به ما كمك ميكارگيري روش دستهاست، در تشخيص به

dx  سازي داريم:ساده dy x dy y dx{ } { }
x y (x y)


  



2 2
2    

xصورت و مخرج عبارت دوم را بر y2   كنيم. لذا داريم:تقسيم مي 2
x dy y dx dy dx dx dy

dx dy dx dy dx dyx y x y y x x y[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
x y x y x y(x y) ( ) ( )

y x x yx y

  
   

          
  

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2

1 1 1 1   

در مورد عبارت اول درون كروشه توضيح داده شد . اما در مورد عبارت دوم،
dx dy
x y d( )

( ) ( )
x y x y

 


 

2 2

2
1

1 1 1 . پس معادله شامل دو ديفرانسيل كامل است كه 1

d(Lnxصورتبه Lny) d( )

x y

  


1
1 1  گيري داريم:. با انتگرالشودبازنويسي مي  Lnx Lny   

x x xy x xyLn( ) c Ln( ) c Ln( ) cy xy y y x y x y
xy

       
  
1   
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و ديگري  xاي درجه اول نسبت به امل دو بخش يكي چندجملهش dyوجود ندارد و همچنين ضريب  xعبارتي برحسب  dxدر ضريب  »1«گزينه  ـ4
كرد؛ اما  صورت مستقيم از روش مربوط به معادلات مرتبه اول خطي استفادهتوان بهاست. در اين مواقع اگرچه نمي  xنسبت به  3اي درجه يك چندجمله

شوند. حالا ممكن است برنولي باشد يا ساير تغيير متغيرها. ابتدا كسرهاي احتمالاً با معادلاتي سروكار داريم كه با تغيير متغير به معادله خطي تبديل مي
  كنيم.طرفين را معكوس مي

  dx dxxy(x sin y ) yx x ysin y
dy dy

    2 2 3 21  

سروكار داريم كه در آن  yمجهول كنيد كه با يك معادله برنولي نسبت به تابعملاحظه مي    داريم: x3. با تقسيم طرفين بر3
dx y ysin y
dyx x

  2
3 2

1 1   

uاز تغيير متغير x x
x

   1 3 2
2

duكه نتيجه آن 1 dx dxx
dy dy dyx

 
  3

3
  كنيم:جايگذاري در معادله استفاده مي است، براي 22

du duyu ysin y yu ysin y
dy dy

      22 21 2 22
nkMo†¸Ã o‡   

p(y)در معادله فوق  y yصورت ساز بهاست، لذا عامل انتگرال 2 dy y(y) e e  
  كنيم:صورت زير محاسبه مياست. حالا جواب عمومي را به 22

y y yu(y) [ e ( ysin y )dy c] e [ ysin y e dy c]
ey

       
2 2 22 2

2
1 2 2   

yysinش جزء به جزء حاصل انتگرالبه رو y e dy
برابر  222

ye (sin y cos y ) 
2

2 2
  است. پس داريم: 2

y

uy y
y yx

ey y y

e eu e [ (sin y cos y ) c] e ( (sin y cos y ) c)
x

(cos y sin y ) ce (cos y sin y ) ce e ( (cos y sin y )) c
x x x




 

 

        

          

2 2
2 22

22 2 2

1
2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2
2 2 2

1
2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2

nkMo†¸Ã o‡

   

  
Mdxكنيم معادله را به فرمبا طرفين وسطين سعي مي  »4«گزينه ـ 5 Ndy   :بنويسيم  

(x y xy )dx (x x y y )dy (x y xy )dx (x x y y )dy           3 2 2 3 3 2 2 3    
  كنيم:اي داده شده است ابتدا كامل بودن را بررسي ميبه صورت توابع چندجمله Mو Nو چون

MM x y xy xy
M Ny
y xNN x x y y xy

x

           
          

3 2

2 3

1 2

1 2
   

  كنيم:صورت زير تعيين ميپس معادله كامل است و جواب عمومي را به

* x x y yM dx Ndy c x dx (x x y y )dy c xy C x xy x y y c                   
4 2 2 4 43 2 3 4 2 2 24 2 44 2 4

nkMo†¸Ã oŠ   

)yبه راحتي و با جايگذاري )   مقدارc   صورت مقابل است:آيد. در نتيجه جواب خصوصي معادله بهدست ميبه  x xy x y y   4 2 2 24 2    
xبر روي صفحه y جايي بهتوان در جواب خصوصميy،x :را قرار داد چون روي صفحه ذكر شده طول و عرض نقاط برابرند. پس داريم  

x
x x x x x ( x )

x

         
 

4 2 4 4 2 24 2 2 2
2


    
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

fدر اين معادله كه به فرم  »3«گزينه ـ 6 (x , y , y )   د شده واضح است كه با يك معادله برنولي مواجه هستيم. بـا نوشـتن  داx x y
y




1 1
2 ملاحظـه   2

كنيد كهمي  
1
است و تغيير متغير مناسب 2

( )
u y y

 
 

1 31 2 yاست. ابتدا طرفين را در 2
1
اسـت تسـاوي تنهـا تـابعي     كنيم تا در سـمت ر ضرب مي 2

y  داشته باشيم: xاز y xy x  
1 3
2 2 2

3   

uبراي تغيير متغير y
3
du  داريم: 2 dyy u y y y y u

dx dx
       

1 1 1
2 2 23 3 2

2 2 3   

xu  دهيم:ها را انجام ميحالا در معادله جايگذاري xu x u u x     
3
22 2 3

3 3 2
nkMo†¸Ã oŠ

   

xp(x)خطي جديد، در معادله  3
صورتساز مناسب به. عامل انتگرال2

x
x

x(x) e e e


   

3
2

3
2

3 3 3
2 2 سادگي جواب عمومي  شود؛ لذا بهمحاسبه مي 2

  كنيم:را محاسبه مي

x x x

x

u(x) [ e . x dx c] e [ x e dx c]

e

    
3 3 3
2 2 2

3
2

1 1
2 21 2 2

3 3   

x x xu(x) e ( e c) ce    

3 3 3
2 2 24 4

9 9   

u،yجايدر گام آخر به
3
xy  دهيم:قرار مي 2 ce 

3
2

3
2 4

9    
 

xبا انتقال جمله »4«گزينه ـ 7 siny2 ،به سمت چپ تساويcosy y x siny x   2 را  sinyكنيد؛ جملـه  طور كه ملاحظه ميآيد. همانبه دست مي 2

sinو مشتق yدر سمت راست y يعنيcos y را در سمت چپy داريم؛ لذا تغييرمتغيرu sin y مناسب است كه نتيجهdy ducos y
dx dx

 را دارد. پس

du  شود:رو بازنويسي ميصورت روبهبه uمعادله برحسب  xu x
dx

  2 2   

x  كنيم:ساز را محاسبه ميايم كه حل آن آسان است. ابتدا عامل انتگرالحالا به يك معادله خطي مرتبه اول رسيده dx x(x) e e   
22   

  كنيم:مي س جواب عمومي معادله را تعيينسپ

  

u sin yx x x x x
x

,( ) x x

x

u(x) [ e x x dx c] e (e c) sin y e (e c)
e

sin e (e c) c c sin y e (e )

sin y e

    

  





       

           

 


2 2 2 2 2

2

2 2

2

1 2

1 1 1

1

k¹¨Â¶ n¼L– pH JH¼]   

],يك تابع كراندار در محدوده sinدانيم كه تابعمي ] 1   است، پس داريم: 1

  
x x x

x

x x x

e e e x IR
e

e e e x Ln (Ln ) x (Ln )

              
             

2 2 2
2

2 2 2
1 1

2 2 2

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 2 2 2 2
   

xآيد پساشتراك دو جواب به دست مي از yو چون دامنه تابع [ (Ln ) ,(Ln ) ] 
1 1
2 22   است. 2
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معادلات ديفرانسيلفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

yوجود عبارت  »3«گزينه ـ 8
x2 در كمانtg كند. تغيير متغيربه ما در انتخاب تغييرمتغير كمك ميyu

x
 yيا  2 ux گيريم، بنـابراين  را در نظر مي 2

  داريم:

  x

y x u xu
y y yu ux ux

x xx

  

    

2

2

2
nkMo†¸Ã oŠ   

xx  كنيم:روابط بالا را در معادله جايگزين مي u xu ux xtgu x u xtgu xu tgu        2 22 2 oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

  
duu dudx du x tgu dx du cos u dux tgu

dx dx du x tgu sin u


      oM´Ãv£U¸Ã oŠ ¸Ã oŠÁIÀov¨·jo¨t¼§•¶   

  گيريم:طرفين معادله فوق انتگرال مي ديديم كه به يك معادله ديفرانسيل از نوع جداشونده رسيديم. از
  Lnx Ln sin u Lnc Lnx Lncsin u x csin u       

u،yجايحالا به
x2 دهيم:قرار مي  yx csin

x
 2    

)چون جواب عمومي از نقطه , )2 كند پس ثابت عبور ميc صورت زير تعيين كرد:ان بهتورا مي  

csin csin c
( )
 

    22 2 222
  

  y x y x y xx sin sin sin ( ) y x sin ( )
x x x

       1 2 1
2 2 22

2 2 2
   

y(x)حد تابع
x3  درx   :از ما خواسته شده است، پس داريم  

x x x

x x xx sin ( ) sin ( )
lim lim lim ( )

x xx  

 

  
   

2 1 1

3
12 2 2
2

ÁpnH´Àke®‚Ie  

 
عبارتي  dxآمده است. از طرفي در ضريب ye3ترم غيرخطي  dyخطي نيست. چون در ضريب yيم كه معادله داده شده نسبت بهدانمي »1«گزينه ـ 9

 dyاز درجه اول است. اما حواستان باشد! ممكن است به اشتباه بيفتيد و با تقسيم طرفين بر xنسبت به yxe32كه جملهوجود ندارد ضمن اين xبرحسب

ydxبه e x xLnx
dy

  32 8  ياydx e x xLnx
dy

 32 اين تساوي هيچ شباهتي به معادلاتي كه تا حالا در موردشان بحث كرديم،  بينيد كهبرسيد. مي 8

را به سمت چپ تساوي و  xLnx8داشته باشيم. پس بهتر است جمله  Q(y)بودن معادله به دست آمده بايد در سمت راست تساويندارد. براي خطي

yeجمله x ydxرا به سمت راست تساوي منتقل كنيم؛ لذا 32 xLnx e x
dy

  38 وجود  yدر سمت راست تساوي بايد تنها تابعي از   آيد.به دست مي 2

ydxكنيم؛ تا بهتقسيم مي xداشته باشد، پس طرفين را بر Lnx e
x dy

  31 8  يعني yنسبت به Lnxبرسيم. حالا اگر خوب دقت كنيد مشتق عبارت 2

dx
x dy
uدر اولين جمله آمده است. پس با تغييرمتغير 1 Lnx نسبت به تابع مجهول توان معادله را به يك معادله خطي مرتبه اول ميx .تبديل كرد     

          ydu dx duu Lnx u e
dy x dy dy

      31 8 2¾²jI•¶ nj ÁnHm«ÄI]   

dyصورتعامل انتگرال معادله جديد به y(y) e e   8   كنيم.سادگي جواب عمومي را تعيين ميآيد؛ بنابراين بهبه دست مي 8
y y y y y y

yu(y) [ e . e dy c] e [ e dy c] e [ e c]
e

  



      8 3 8 5 8 5

8
1 22 2 5   

  قرار دهيم: u،Lnxجاي حالا بايد به

  y y y yLnx e ( e c) e Lnx e c        8 5 8 52 2
5 5  

   c Cy y y y y ye Lnx e c e Lnx e c e Lnx e C             5 58 5 8 5 8 52 5 2 5 5 25
njJo† ¸Ã oŠ   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

yLnyyسازي در سمت راست تساوي دو جملهبا ساده »3«گزينه ـ 10
tgx

   را داريم. اگر جملهy ساوي منتقل كنيم حاصلرا به سمت چپ ت 

yLnyy y
tg x

   خواهد بود و اگر جملهyLny
tg x

 ،را به سمت چپ انتقال دهيمyLnyy y
tg x

    آيد. در هر دو حالت در سمت راست به دست مي

yترتيبكنيم تا بهتقسيم مي yدوم را بر و معادله  yLnyوجود داشته باشد. پس معادله اول را به  yتساوي نبايد 
yLny Lny tg x


 

1 yو 1 Lny
y tg x

  1 

uعنوان تغييرمتغيررا به Lnyدست آمده واضح است بايد دنبال تغيير متغير باشيم. در معادله دوم اگر دست آيد. با توجه به فرم معادلات بهبه Lny  در

yuظر بگيريم مشتق آن يعنين
Lny


  كه اگر در معادله اول تغيير متغيردر جمله اول آمده است. در صورتيu
Lny


گرفتيم مشتق آن را در نظر مي 1

yuيعني
yLn y

    نويسيم:ميدر جمله اول وجود نداشت. در نهايت، معادله را به فرم زير  2

              y Lny y cot x Lny
y tg x y
 
      1 1  

uحالا تغيير متغير مناسب Lny و مشتق آن يعنيyu
Lny


  كنند:يك معادله خطي مرتبه اول به صورت مقابل ايجاد مي      u cot x u   1   

cotسازدر اين معادله عامل انتگرال x dx Ln sin xu(x) e e sin x   كنيم:راحتي جواب عمومي معادله را تعيين مياست؛ لذا به  

u(x) [ sin x.cot x dx c] [ cos x dx c]
sin x sin x

    
1 1  

  u Lny sin xsin x c sin x cu(x) Lny sin x Lny sin x c sin x Lny sin x c sin x(Lny ) c
sin x sin x

 
           1njJo† ¸Ã oŠ   

  
Mdxمعادله به فرم  »1«گزينه ـ 11 Ndy   داده شده و چونM وN اي و نمايي تشكيل شده است بررسي كامل بودن از تركيب توابع چندجمله

Mمعادله در اولويت است. ابتدا
y




Nو 
x




  كنيم:را محاسبه مي 

    
y M Ln(Lny)M Ln(Ln y) xy xy
x y x xLny
Ln x NN x y xy
Ln y x x Ln y

       
      
 

4 3

2 3 3

2 1 8
3 3

1 2
   

Nچون M
x y

 


 
Mآوريم. با تقسيمساز را براي معادله به دست ميپس معادله كامل نيست. بنابراين عامل انتگرال  N

y x
 


 

  داريم: Mبر 

    
Ln(Lny) Ln(Lny)xy [ xy ] xyM N x xLny x Lny x( ) y Ln(Lny)M y x yLn(Lny) xy y[ xy ]

x x

       
   

     

3 3 3

4 3

1 1 1 221 13 3
2 2
3 3

   

     كنيم:يصورت مقابل محاسبه مساز را بهدر اين مرحله عامل انتگرال
dy

Ln y Ln yy(y) e c e y
y


 

     
1

1
1 1  

   كنيم تا معادله به يك معادله كامل تبديل شود:ساز را در طرفين معادله ضرب ميسپس عامل انتگرال

   Ln(Lny) Ln x[ xy ]dx [ x y ]dy
x y Lny

   3 2 22
3   

  آوريم:حالا جواب عمومي معادله را به دست مي

       
Ln(Lny)M dx N dy c ( xy )dx c

x

Ln(x) Ln(Lny) x y c

    

 

   3

2 3

2
3

1
3
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معادلات ديفرانسيلفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

yuصـورت  دانيم كه تغييرمتغير مناسب براي معادلات همگن بـه تشكيل شده است. مي 2جمله همگن با درجه  3معادله داده شده از   »3«گزينه ـ 12
x

 

yصورتجملات به كنيم تا همهتقسيم مي x2است. پس معادله را بر
x

  ظاهر شوند:  

x y (x y ) y xy y y ytg ( ) y ( ( ) )tg ( )
x x x xx x x

        
2 2 2 1 2 1
2 2 23 3 1  

yجايحالا بايد به
x

 ،u و به جايxu u y    قرار دهيم. پس داريم: ,

xu u ( u ) tg u u xu ( u ) tg u        2 1 2 13 1 3 1  
duu dudx du x ( u )tg u dx dux ( u ) tg u

dx dx du x ( u ) tg u







      


2 12 1
2 1

3 13 1
3 1

oM´Ãv£U¸Ã oŠ ¸Ã oŠ·jo¨t¼§•¶  

tgايم كه بايد از طرفين انتگرال بگيريم. توجه كنيد كه اگرپذير رسيدهل تغيير متغير به يك معادله جديد تفكيكپس از اعما u1 عنـوان تغييـر متغيـر    را به
vجديد مثلاً tg u dvدر نظر بگيريم آنگاه 1

u


 2
1

1
  توان محاسبه نمود: سادگي ميتوضيحات جواب عمومي معادله را به خواهد بود. با اين 

du
dx dvu Lnx Lnv Lnc
x vtg u

    
2

1
1 1 11
3 3 3

´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠpH  

yuv tg u x yLnx Lntg u Lnc Lnx Lntg ( ) Lnc
x

        
1 1 11 1

3 3  

y x y x y(Lnx Lnc) Lntg ( ) Ln Lntg ( ) Ln Lntg
x c x xc

      
31 1 1
33 3  

c
cx y ytg ( ) cx tg ( )

x xc


   

3
13 1 3 1

3  
  

yبينيد معادله به فرمطور كه ميهمان  »1«گزينه ـ 13 f (x , y ) داده شده است. لذا با تغيير متغيرy p  :داريم  
y py xp p x y p xp p x p xp          4 2 3 2 42 2 2 4 2´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  

p p xp p x p xp (p xp ) ( xp )          3 2 4 32 2 4 2 2 1 2  
xpحالا دو حالت داريم، اول اينكه شرط كنيم، 31 2  را تعيين كرد. توان جواب عموميباشد، در نتيجه با اين شرط مي  

xpكه بخواهيم جواب غيرعادي را تعيين كنيم با فرضدر صورتي 31 2  ياp
x

 3 1
  كنيم.را تعيين مي yو جايگذاري در معادله، 2

p
p ( x)xy xp p x xp( xp ) y xp ( xx ) xp y x ( ) x

x
( x)




  
           

13
3

1
1 2

24 2 3 2 3
1 4
3 3

1 3 3 1 32 2 2 2 2 2
2 2

  

  را محاسبه كنيم: yكند يا نه؟ ابتدا بايدالبته بايد كنترل كنيم كه در معادله صدق مي اين جواب جواب غيرعادي معادله است كه

y x x x
       

1 1 1
3 3 3

4 4 1
3 3 3

3 2 2 1
3

2 2 2
  

yحـــالا بايـــد y»   ــا بـــه جهـــت جلـــوگيري از محاســـبات طـــولاني ضـــريب يعنـــي yدر معادلـــه ديفرانســـيل جايگـــذاري كنـــيم؛ امـ
1
3

1

2
 cرا 

yگيريم پس داريمدر نظر مي cx


 
1
yصورتنيز به y. در نتيجه3 cx

2
33

  دهيم:است. حالا جايگذاري را انجام مي 2

cx x (cx ) x (cx ) cx cx c x
 

    
2 1 1 2 2 2

2 4 43 3 3 3 3 33 32 22 2  

c

cxcx ( c c )x c c ( )



                

2 1
3 3

1
2 2

4 3 3 323 3
1 3
3 3

3 3 1 1 1 1 12 22 2 2 2 2
2 2

oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

  كند.پس جواب غيرعادي در معادله صدق مي
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  سازي خواهيم داشت:با كمي ساده  »4«گزينه ـ 14
(x y) (dx dy) dx dy (x y)dx (x y)dy dx dy
xdx ydx xdy ydy dx dy (x y )dx (x y )dy 
         
            1 1   

xدو خط موازيشامل  Nو Mتوابع y 1وx y 1     هستند. پـس بـا تغييـر متغيـرu x y   كـه نتيجـهdu dx dy dy du dx      را وارد
  خواهيم داشت:

(u )dx (u )(du dx) (u )dx (u )du (u )dx          1 1 1 1 1   
uudx (u )du dx ( )du

u
    

12 1 2 1oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

  گيريم:پذير است. از طرفين آن انتگرال ميجديد تفكيككنيد كه معادله ملاحظه مي
u x yx u Lnu c x (x y) Ln (x y) c         2 2  

x y Ln (x y) c f (x , y) x y Ln (x y) c            
هاي آن ابتدا بايد بررسي كنيم كه جواب خصوصي دست آمده جواب خصوصي معادله ديفرانسيل صورت سؤال است. براي تعيين وضعيت اكسترممرابطه به

  نه:نقطه بحراني دارد يا 

x

y

ff x y
x x y
ff x y
y x y





         
          
  

11 1

11 1
  

xكنيد كه به ازاي هيچملاحظه مي y» دستگاهx

y

f x y
f x y

  
    

1
  برقرار نيست. پس جواب معادله ديفرانسيل داده شد، نقطه بحراني ندارد.   1

  

fمدر اين معادله كه به فر  »2«گزينه ـ 15 (x , y , y )       شـويد كـه در   است. اولويت اول بررسي خطي بودن معادله است. با كمـي تيزبينـي متوجـه مـي
  سازي خواهيم داشت: برنولي است. با ساده yرا داريم. پس معادله داده شده نسبت به yوdx،yنيست، همچنين در ضريب yخبري ازdyضريب

cos xdy dy sin xcos x y y ( sin x) y y
dx dx cos x cos x

 
       2 21 11 oM´Ãv£U¸Ã oŠ 

dy  كنيم:تقسيم مي y2طرفين تساوي را بر sin x
dx cos x y cos xy


  2

1 1 1 1  

يبدر اين معادله ضر
cos x


uگيريم، يعنيعنوان تغيير متغير در نظر ميرا به 1

y


  ، لذا داريم: 1
dy

du dy dudx
dx dx dxy y


   2 2

1   

du  كنيم:و مشتق آن را در معادله جايگذاري مي uحالا  sin x duu sec xu sec x tgx
dx cos x cos x dx


       

1 1  

sec xdx Ln(sec x tgx)(x) e e sec x tgx      
  كنيم:جواب عمومي را تعيين مي (x)با داشتن

u (x) [ (sec x tgx)(sec x tgx)dx c]
sec x tgx

   
 
1  

u (x) [ (sec x tg x)dx c] u (x) [ dx c]
sec x tgx sec x tgx

     
  2 21 1  

u
yx c x c sec x tgxu (x) y

sec x tgx y sec x tgx x c

  
    

  

1
1  

)گفته شد كه جواب معادله از , )2 گذرد:مي  sec tg sec x tgxc y
c c x

 

 

      
 

1 12 2 12
2
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yصورت به yتوان دو پاسخ براياست كه به روش دلتا مي yتوجه كنيد كه اين يك معادله درجه دوم نسبت به  »4«گزينه ـ 16 f (x , y)    محاسبه
yرا برحسب yكنيم و دو جوابيكرد. ابتدا به روش دلتا عمل م x»كنيم:محاسبه مي  

B Ac [ (x y )] (xy)(xy) (x y ) x y            2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 4  
x x y y x y x x y y (x y )           4 2 2 4 2 2 2 2 2 4 2 2 22 4 2  

xy
B (x y ) (x y ) yy y

A xy yy
x

              
  

2 2 2 2

2 2  

xyابتدا معادله اول يعني
y

  كنيم. با نوشتنرا حل ميdyy
dx

   :داريم  

dy x y xydy xdx c
dx y

     
2 2

12 2
´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pH¸Ã‰w» ¸Ã oŠ  

c cy x c y x c y x c           1 122 2 2 2 2 2
1 1 12 2  

  براي معادله دوم نيز داريم:
dx
ydy y dy dx Lny Lnx Lnc Lny Ln c x y c x y c x

dx x y x
            2 2 2 2

njJo†¸Ã oŠ
´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pH  

y)  حل دو معادله صورت گرفته است. با ضرب دو جواب، جواب عمومي معادله حاصل خواهد شد. c x)(y x c )   2 2
2 1   

  
  توان به شكل زير بازنويسي كرد:سؤال را با كمي دقت مي  »3«گزينه  ـ17

d c c( sin x)( y) ( sin x)(y ) c y y
dx sin x sin x

            
 

2 1 2 1 1 12 2
´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH   

)yگفته شده ) k :و لذا داريم  ck c (k )    


1 2 12 
   

  بنابراين جواب به شكل زير است:
k(k ) (k )cos x ( k )y y , y cos x x x

sin x ( sin x)
                

  2
2 1 2 1 2 112 2 22

  ´Ã¹¨Â¶ƒo    

kتوجه به اينكه با  1 لذا(k ) 2 cosعددي منفي است. از طرفي 1 x قبل از
شود و اين يعني مقدار مشتق قبل ازمثبت و بعد از آن منفي مي 2

2 

xآن مثبت است، پسمنفي و بعد از  
 k)  ي مينيمم است و مقدار تابع به ازاي آن برابر است با:طول نقطه 2 ) (k ) ky

sin

  
    




2 1 2 1 2 11 13 32 2

   

  

Mdxمعادله به فرم  »2«گزينه ـ 18 Ndy   داده شده و چونM وN اي و نمايي تشكيل شده است بررسي كامل بودن از تركيب توابع چندجمله

Mمعادله در اولويت است. ابتدا
y




Nو 
x




        كنيم:را محاسبه مي 
x

x x

y x x x

MM e (x )
M Ny e xe
y xNN ye xe e xe

x

          
        

1
   

Mبه اينكه حاصل با توجه N
y y

 


 
  خواهيم داشت: yصورت تابعي ازساز را بهتقسيم كنيم عامل انتگرال Mپس معادله كامل نيست؛ اما اگر حاصل آن را بر 

   
x

x

dy y

M N( ) (e (x ))
M y x e (x )

(y) e e 

 
    

  

  

1 1 1 1
1   

  كنيم:ساز را در معادله ضرب ميعامل انتگرال
   y x y y x x y x ye .e (x )dx e (ye xe )dy e (x )dx (y xe )dy           1 1   

M، حاصلMتوجه كنيد كه در صورت استفاده از روش    صورت زير محاسبه خواهد شد.است. پس جواب عمومي به  

        x y x yyM dx N dy dx (y xe )dy c xe c              
2

2   
)گفته شد كه جواب عمومي از نقطه , )2 گذرد با جايگذاري در رابطه بالا مقدارميc صورت مقابل شود پس از آن جواب خصوصي معادله بهتعيين مي

x  خواهد بود:  yyc c x e       
2 22 2 22 2   
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axمعادله به صورت  »4«گزينه ـ 19 by c
y f ( )

a x b y c
  
 

1
1 1 1

xداده شده و چون دو خط  y  xو 3 y 2 2 )موازي هسـتند  5 )



2 2
1 پـس از تغييـر    1

uمتغير x y  كارگيري اين تغيير متغير با توجه به اينكهكنيم. بهاستفاده ميdu dy dy du
dx dx dx dx

    1 ، معادله ديفرانسيل را به يك معادله است 1
  كند: پذير تبديل ميتفكيك

dy du( (x y) ) x y ( u ) ( ) u
dx dx

         2 5 3 2 5 1 3oÃ™T¶ oÃÃ™U ÁnHm«ÄI]  

(u ) dxdu du du ( u ) du uu u u ( u ) (u ) du dx
dx dx dx (u ) dx u

    
              

  
2 2 5 2 52 5 2 5 3 2 5 2 12 2
oM´Ãv£U¸Ã oŠ njJo†¸Ã oŠ 

(u ) du dx
u
 




2 2 1
2  

  دست آمده انتگرال گرفت:پذير بهدر اين مرحله بايد از معادله تفكيك
u x y( )du dx u Lnu Lnx c (x y) Ln (x y ) x c x y Ln (x y ) c

u
                    

 
12 2 2 2 2 22  

  
fمعادله به فرم  »4«گزينه ـ 20 (x , y , y )   .بينيم كه در ضريببا دقت در معادله مي داده شده بنابراين ابتدا بايد خطي بودن معادله بررسي شودdy ،

xو nyهاي (يعني عبارتdxوجود ندارد. همچنين در ضريب  yاي برحسبجمله ne (x )  پيدا  yاي از درجه اول برايتوانيم يك چندجمله) مي11
x)خطي است. ابتدا با تقسيم طرفين بر y؛ پس معادله داده شده نسبت بهnyكنيم. به عبارت ديگر )1 نويسيم: معادله را به فرم استاندارد مي  

   x ndy n y e (x )
dx x

  


11  

np(x)در رابطه بالا
x

 
1؛ در نتيجه(x) شود:صورت مقابل محاسبه ميبه  

n dxp(x)dx nLn (x ) nx(x) e (x) e e (x )


         11 1  
  پردازيم:به محاسبه جواب عمومي معادله مي (x)خب، با داشتن

n x n n x
n

n x

y (x) [ (x ) .e (x ) dx c ] y (x) (x ) [ e dx c]
(x )

y (x) (x ) [e c]




       


  

 
1 1 1 1
1
1

  

xكهبراي محاسبه حد جواب عمومي هنگامي  گيريم. حالت اولدو حالت را در نظر ميn   باشد، در اين حالت واضح است كهy  نيز به سمت
كند. اما اگرميل ميn   كند و ديگري به سمت صفر. با نهايت ميل ميضرب دو عبارت است كه يكي به سمت بيباشد، آنگاه جواب عمومي حاصل

x(eه اينكه سرعت رشدتوجه ب c) بيشتر ازn(x )1 ضرب آنها نيز به سمتاست، پس حاصل كند. ميل مي  
  

fصورتكنيد كه معادله بهملاحظه مي  »3«گزينه ـ 21 (x , y, y )   داده شده است. اين معادله نسبت بهx و ياy    خطي نيسـت، چـون در ضـريبdx 
نيـز   xمعادله را نسبت بـه  dxدر ضريب yاي درجه اول نسبت بهجملهعدم حضور يك چند yحضور دارد و براي خطي بودن نسبت بهxعاملي برحسب 
yصورتكند، اما با نوشتن معادله بهغيرخطي مي cot y x cos ycot y   گاه با ضرب طرفين درو آنsin y  معادله به فـرمsin yy cos y x cos y   2 

uظاهرخواهد شد. در اين معادله با درنظر گرفتن تغيير متغير cos y ملاحظه خواهيد كرد كه مشتق آن يعنيu sin yy    نيز عيناً در جمله اول تكـرار
  :شده است. لذا با جايگذاري تغيير متغير داريم

u cos y u u xu u u xu         12 2nkMo†¸Ã o‡  
aاما معادله فوق از نوع برنولي با  u  كنيم:تقسيم مي u2است. ابتدا اين معادله را بر 2 x

uu

 2

1  

vحالا تغيير متغير u u
u

   1 2 1 uvكه نتيجه 1 u u
u

 
    2

v  گيريم:كار ميرا به همراه دارد، به 2 v x v v x        

  از نوع خطي است كه به سادگي قابل حل خواهد بود. vمعادله حاصل شده برحسب
x

dx x x
x x x

(x )e c(x) e e v (x) [ e .x c]
e e e

       
1 1  

v u cos yx x xu

x

v (x ) ce x ce (x ce )
u cos y

cos y (x ce )

   

 

          

  

1

1

1 11 1 1

1
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y(xyصورت توان معادله داده شده را بهسازي ميبا ساده  »1«گزينه  ـ22 y) e    2 2   ياy y(xy y) e xy y e       2 نوشت. در صورت  2
yبه سمت راست تساوي فرم xyانتقال جمله f (x , y ) كارگيري تغيير متغيرت با بهشود و براي اين دسته از سؤالاظاهر ميy p   جواب غيرعادي به

  شود:سادگي تعيين مي
y py y y pxy y e y xy e y xy e y xp e ( )*                 1nkMo†¸Ã o‡  

d
y pp p pdx y p xp p e p p xp p e p (x e )                 

pxازايجواب غيرعادي به e    شـود. بـه عبـارتي   حاصل مـيpe x p Ln | x |   .   ري روابـط اخيـر در رابطـه * جـواب غيرعـادي      بـا جايگـذا
yصورتبه x (Ln | x |) ( x) y xLn | x | x     .تعيين خواهد شد  

 
secتوجه كنيد كه مشتق  »3«گزينه ـ 23 y يعنيsin yy

cos y


uنيز در معادله ظاهر شده است. لذا با درنظر گرفتن 2 sec y پردازيم:به حل معادله مي  
xu ( e )x

x
sin ydy dx dudu udx ( e )du

ucos y e
 




       


1
2 1

1
oM´Ãv£U¸Ã o‡  

  گيريم:پذير فوق انتگرال ميحالا از معادله تفكيك
u sec yx x x

x
dx du Lnc Ln ( e ) Lnu Lnc u ( e ) c sec y ( e ) c

ue



           

  1 1 1
1

  

  كنيم:را تعيين مي cحالا با اعمال شرط اوليه در معادله ثابت
cos yx x x xsec ( e ) c c sec y ( e ) ( e ) cos y cos y ( e ) ( e )

              
1 21 2 2 1 2 2 1 2 2 1 14 42 2

nkMo†¸Ã o‡  
  

ــ24 ــه  ـ ــه         »3«گزين ــبت ب ــي نس ــه خط ــك معادل ــتاندارد ي ــرم اس ــده ف ــه داده ش ــبه     yمعادل ــه محاس ــاز ب ــدا ني ــت. ابت ــه (x)اس ــورت ب ص
Lnxdx x( Lnx) x( Lnx)(x) e e e     1   كنيم:عيين ميداريم و به كمك آن جواب عمومي را ت 1

x ( Lnx)
x ( Lnx) x

x( Lnx) x( Lnx)
e cy [ e ( ( Lnx) x )dx c]

e e


 

 


    
1 21

1 1
1 1 2  

xLnx x( Lnx) xLnx x(Lnx )y e ce e ce       1 1  
xدانيم كه درميرا تعيين كنيم.  cحالا بايد مقدار  ماند. جملهدار ميپاسخ مسأله كرانxLnxe كند. اما نهايت به صفر ميل ميدر بي

x(Lnxجمله )e 1 نهايت به صورتدر بيe خواهد بود و نامحدود است. بنابراين تنها راه جلوگيري از نامحدود شدن پاسخ عمومي اين است كه ثابتC  را
xLnxyبرابر صفر در نظر بگيريم. به عبارت ديگر جواب معادله e است و به ازايx  Ln  داريم: 3 Lny( ) e e

     
33 3 3 3

3
1 13 3 273

   
  

yدر ايـن معادلـه    »4«گزينـه   ـ25 Lnyf (x , y) x
x

 


24
fو 2 ( yLny y)

y x


 
 

4 fاسـت، بـا توجـه بـه اينكـه دو تـابع       22 (x , y) وf
y



در نقـاط   

x  yو2   پيوسته هستند بيشينه فاصلهx  6 تا نقطه ناپيوستگيx  yه فاصله نقطهو بيشين 4برابر 2  3   تا نقـاط ناپيوسـتگيy    3برابـر 
)ترين مستطيل برابراست. لذا مساحت بزرگ ) ( )  4 4 3 3   خواهد بود. 48

  

دست آوردن آن بايد از فرمول مـادر كمـك گرفـت. امـا     است و براي به yو xساز تابعها واضح است كه عامل انتگرالنهتوجه به فرم گزي با  »2«گزينه  ـ26
  ها غيرممكن است.ت بودن فرم گزينهاست كه آن هم با توجه به متفاو zاستفاده از فرمول مادر نيز منوط به تشخيص فرم

  تك در معادله ضرب كنيم و شرط كامل بودن معادله را بررسي كنيم:ها را تكلذا بهترين كار اين است كه گزينه
x

x y

y y

MM xe
yyxe dx e dy

x y N yN e e
x x x




         
      

 

2
2

2

3
3   )1(گزينه  3

x

x y

y

MM x e
yx e dx (y )e dy

NN (y )e
x






         
     

2 2
2 2 3

3
  )2(گزينه  

yxبنابراين e2 گرال معادله خواهد بود.فاكتور انت 
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yجمله همگن با درجه يك ايجاد شده است. با انتخاب تغيير متغير 3داده از معادله  »2«گزينه  ـ27 ux   كـه نتيجـهy xu u      ،را بـه همـراه دارد
  داريم: 

x(xu u) x tgu xu x u xu xtgu xu x u xtgu          2 2  
duux dudx du x tgu dx duxu tgu x tgu

dx dx du x tgu


       Ãv£U¸Ã o‡ Ãv£U¸Ã o‡oM ´ oM ´ IÀov¨·jo¨t¼§•¶  

  گيريم:حالا از رابطه فوق انتگرال مي
u

x yLnx Ln sin u Lnc x csin u x csin
x


     

1
  

)و چون جواب از نقطه , )2 كند ثابتعبور ميc كنيم:را تعيين مي  y x ycsin c x sin sin
x x


      2 2 22 2  

xxاز آنجايي كه تابع سينوس كراندار است، پس     2 2 1   است. «12
 

  كنيم:گيري از طرفين محاسبه ميابتدا معادله ديفرانسيل حاكم بر دسته منحني داده شده را به صورت زير با مشتق  »2«گزينه  ـ28

y
y

tg x tg xy ; ( ) e tg(x ) ytan x
ey Ln(tan x ) ; ( )

          
   

2 21 11

2
  

را با yدست آوردن مسيرهاي قائم بايد براي به
y




  جايگذاري كنيم: 1
y y

y
y

tg x ey
y e tg x


       

 

1 2
2

1 1
1

  

  گيري داريم:سازي و انتگرالپذير است، لذا با سادهمعادله فوق تفكيك
y y

y
e dy e dy dxy

dxtg x tg x e tg x
        

  
 2 2 21 1 1

   

y ye cos xdx cos xdx x sin x c e c x sin x              2 1 1 1 1 1 12 2 22 2 2 4 2 4  
  

  كنيم: سؤال را به دو روش حل مي »1«گزينه ـ 29
tgبا توجه به وجودروش اول:  y1 چنينو همy uكهدر تركيب معادله با فرض اين 21 tg y dyگاهباشد، آن 1 du

y


 21
اهد بود. پس خو 

dydx  شود: صورت مقابل بازنويسي ميمعادله به (tg y x) dx du(u x)
y

    


1
21

  

uحالا دوباره از تغيير متغير x t  كنيم كه نتيجهاستفاده ميdu dx dt  را دارد. با جايگذاريd dx dt  وu x t  :در معادله بالا داريم  
t tdx (dt dx)t dx tdx tdt dx( t) tdt dx dt dx dt x c ( )dt

t t t
                

    
11 11 1 1  

t u x
u tg y

x c t Ln( t) c tg y Ln( x tg y)
   


            1
1 11 1  

  :خطي است، لذا با بازنويسي معادله داريم xس معادله نسبت بهيك است، پ xهم توان dyنداريم و در ضريب dx،xبا توجه به اين كه در ضريبروش دوم: 
dx dx tg y( y ) tg y x x
dy dy y y


     

 

1
2 1

2 2
11

1 1
   

p(y)با در نظر گرفتن
y


 2
1

1
tgو  yq(y)

y






1

21
  دهيم:ساز حل معادله را ادامه ميو محاسبه عامل انتگرال 

dy
tg yy(y) e e



  

12
1

1   

tg  شود:بنابراين جواب معادله به صورت مقابل نوشته مي y ttg y
tg y

tg yx [ e . dy c]
ye






  


11

1

1

2
1

1
´ÄoÃ¬Â¶¦μ¨ oÃ™T¶ oÃÃ™U pH−Ho«TºH oÄp  

t t t tg y tg yx.tg y te dt c x tg y te e c x tg y e (tg y ) c x tg y ce
                   

111 1 1 1 11 1 

tgدست آمده از قسمت اول است كافيست،همان جواب به كه اين y 1   بگيريد.  Lnرا به سمت چپ منتقل كنيد و از طرفين 1
  

 )1) در (2با جايگذاري (
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fدقت كنيد كه معادله به فرم  »3«گزينه  ـ30 (x , y, y )   داده شده كه در اين معادله در ضريبdy عبارتي برحسبy    حضور ندارد؛ ضـمن اينكـه در
خطــي اســت. بــه منظــور دســتيابي بــه فــرم اســتاندارد، معادلــه را  yوجــود دارد، لــذا معادلــه نســبت بــه yاي درجــه اول ازيــك چندجملــه dxضــريب

)بر x )Ln ( x ) 2 21   كنيم:تقسيم مي 1
x xArctgx xArctgxy y ( )

( x )Ln x x ( x )Ln ( x ) x Ln ( x )
     

      2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 21

1 1 1 1 1 1 1
  

x dx
LnLn ( x ) Ln{Ln ( x )}( x )Ln x(x) e e e

{Ln ( x )}




   


    


2 2 12 2
2

1 11 1
2

1
1

  

xArctgx Arctgxy [ { ( )}dx c] Ln ( x ) ( c) y Arctgx cLn( x )
Ln( x ) x Ln( x ) Ln ( x )

{Ln ( x )}

         
   



2 2
2 2 2 2

2

1 1 1 21 1 11 1 1 1 1
1

  

xاما گفته شده كه در  جواب برابر
 cازاياست كه اين امر به 2   هد. درخ مي  

yبنابراين  y Arctgx
x

  
 2
1

1
yازايكه در اين صورت به « ( ) x  

13 34   شود. حاصل مي ,

  
توان با استفاده از روش ديفرانسـيل كامـل پاسـخ داد. معادلـه را بـا      توان به روش حل معادله برنولي نيز حل كرد. اما با دقت ميسؤال را مي  »1«گزينه  ـ31

  كنيم:به صورت زير بازنويسي مي ،كردن طرفين y2تقسيم بر به سمت چپ و ydxانتقال
xdy ydx x x x xydx xy dx xdy xdx d( ) d( ) c

y yy


          
2 2

2
2 2 2   

)يگفته شده منحني جواب از نقطه , )1 c  كند، لذا داريم:عبور مي 1 c
( )

    

1 1 1
1 2 2   

xبنابراين شكل جواب مدنظر به صورت x
y

  
2 1

2 x  داريم: 2است كه با ضرب طرفين در  2 xx y
y x

     


2
2

2 21
1

   

  براي به دست آوردن نقاط اكسترمم بايد از جواب مشتق گرفته و آن را مساوي صفر قرار دهيم:
(x ) x( x) xy x

(x ) (x )
         

 

2 2

2 2 2 2
2 1 2 2 2 2 1

1 1
   

xمقدار مشتق قبل از  1 منفي است، پس مثبت و بعد از آنx  1 يي ماكزيمم نسبي تابع است. مقدار جواب در نقطهطول نقطهx  1 برابر با 
( )y

( )


   
 2
2 1 1
1 1

  است. 
  

cosبينيد كه فاكتوربا دقت به معادله مي  »4«گزينه  ـ32 y معادله را نسبت بهy    غيرخطي كرده است، امـا وجـود جملـهsin y      مـا را بـه انتخـاب تغييـر
uمتغير sin y كند. در اين صورت مشتق آن يعنيراهنمايي ميu cos yy   ظاهر شده است؛ لذا با اعمال تغيير متغير داريم:نيز در معادله  

xx u xu x u xu u u
x x

           
22 2

2
2 12 1 2 1 oM´Ãv£U¸Ã o‡  

dxحالا براي معادله خطي فوق فاكتور انتگرال برابر Lnx Lnxx(x) e e e x
x

  
     

2
2

2 2
2

  شود:صورت زير محاسبه مياست و جواب عمومي به 1

u sin yx x.u (x) [ ( )dx c] x [ x c] u cx sin y cx
x x

x

 
          

1 1
2 3 2 2

2 2
2

1 1 1 1
1 3 3 3  

 



  

25  
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xاست و چون شيب منحني yدانيم كه شيب منحني همانمي  »3«ه گزين ـ33 y
y x
 :است، پس داريم  x y yy y yy x x

x

     
1  

yدليل وجود ترماما معادله ديفرانسيل فوق به
x

yهمگن بوده و با جايگذاري  ux ياy u
x
 :داريم  

d u u u u(ux) u xu u u xu u
dx u u u u u u

               
2 2 2 21 1 1 1 1 1   

duu dudx du x dxxu x udu
u dx u dx udu x


       

1 1 1oM´Ãv£U¸Ã o‡  
yu
xu yLnx c Lnx ( ) c

x


     

2
21

2 2
´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã o‡ pH  

)گفته شده كه نقطه e, e) كند، پس:در معادله صدق مي  e yLn e ( ) c c c Lnx ( )
xe

        2 21 1 1 1
2 2 2 2  

xازايها بهو از بين گزينه 1 حاصلy صفر است، پس نقطه برابر( , )1 كند.در معادله جواب صدق مي  
  

sinبا توجه به اينكه  »3«گزينه   ـ34 y 1  تعيين علامتy بستگي بهx3 دارد. لذا حول نقطهx    ازايبـهx      ازايشـيب مثبـت و بـهx   
xشيب منفي است. پس نقطه   شوديك نقطه مينيمم نسبي محسوب مي  .   

  

dyyكنيم. با نوشتنخطي بودن آن را بررسي مي بعدي پذير است و نه همگن، لذا در قدممعادله داده شده نه تفكيك  »4«ـ گزينه 35
dx

   ملاحظه

x)در آن ضرب شده؛ yجمله برحسب خطي نيست چون دو yدله قطعاً نسبت بهكنيد كه معامي y y )2 2 متفاوت است و  xاما وضعيت نسبت به 4

dxاز نوع برنولي است. براي اين منظور ابتدا كسرها را به صورت معكوس نوشتند، يعني xمعادله نسبت به x y y
dy xy

 


2 2 4

3
4

2
  سازي داريم:و سپس با ساده 

dx x y (y ) dx x y dx x yx x
dy dy y dy yxy xy y y

   
        

2 2 4 4 4
1 1

3 3 3 3
4 4 4

2 22 2 2 2
  

)تغييرمتغير مناسب معادله برنولي بالا )u x x  1 1 صورت به كنيم سپس با تغييرمتغير و مشتق آن كهضرب مي xاست. ابتدا معادله را در 2
u xx                 پردازيم:است به جايگذاري مي 2

dx y u y yx x u u u
dy y y yy y y

           
4 4 422

3 3 3
1 4 1 4 1 4

2 2 22 2
njJo† ¸Ã oŠ   

صورتدست آمده بهساز معادله خطي مرتبه اول بهعامل انتگرال 
dy

Lny Ln yyy e e e y
y

      
1

1
1 سادگي است. سپس جواب عمومي به 1

  تعيين خواهد شد:

     
u(y) x y

y yu(y) [ dy c] y[ dy c] y[ ( y )dy c]
y y y

y

u(y) y(y c) x y cy x y y cy
y y







 
      



           

  

2 2

4 4 4
3 4

32 2 2 2 4 3
3 2

1 1 4 4 1 41

4 4 3 3 3 4
3 3

njJo† ¸Ã oŠ

   

)يگذاري نقطهبا جا , )1 c         داريم: 1 c    3 3 3 4 3 4   
  را قرار داده تا جواب خصوصي تعيين گردد. 4عدد  c3جاياست به پس كافي

     x y y y f (x, y) x y y y          2 2 4 3 2 2 4 33 3 4 4 3 3 4 4  
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   ) 3آزمون(     
  

Mdxمعادله به فرم   »2«گزينه ـ 1 Ndy   داده شده و در آنM وN انـد. پـس ابتـدا كامـل بـودن معادلـه را       اي داده شدهبه صورت توابع چندجمله
  كنيم:بررسي مي

MM x x y y
M Ny y
y xNN xy y

x

          
     

2 22 2 4
2

2 2
  

 شود:ساز معادله به سادگي محاسبه مياست. پس عامل انتگرال xتقسيم كنيم، عبارت حاصل فقط تابع Nمتأسفانه معادله كامل نيست اما اگر بر

   

M N
y dxy x dxdx LnxxyN xe e e e (x) x

 


   
       

2
2  

(x)حالا x  كنيم:ضرب مي را در معادله  (x x xy )dx x ydy   3 2 2 22 2 2   
  پردازيم:گيري و تعيين جواب عمومي مسأله ميبا روش (ب) گفته شده براي حل معادلات كامل به انتگرال

* xMdx N dy c (x x xy )dx dy c x x y c             
4

3 2 2 3 2 222 2 4 3  
),گفته شده كه )  كند. بنابراين به راحتي در جواب صدق ميc   شود.محاسبه مي  

x x x x x x ( x)x x y x y x ( x x) y   
            

4 4 2 2
3 2 2 2 2 3 2 22 2 3 8 8 33 84 3 4 3 12 12 12

oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

)xيك عبارت همواره مثبت است. پس حاصل y2حالا توجه كنيد كه x)8 نيز بايد همواره مثبت باشد. از مباحث مربوط به تعيين علامت معادله درجه  3

هاي معادلهكه ريشهحالتي دوم به خاطر داريم كه براي
x

x






8
3


ها علامت تابع مثبت و ، بين دو ريشه2باشند، در صورت منفي بودن ضريب جمله درجه  

D,    قابل باشد:صورت مبايد به xبيرون از آن منفي خواهد بود. پس براي مثبت بودن سمت راست تساوي ورودي [ ]
8
3    

  كنيم:معادله ديفرانسيل را به فرم زير بازنويسي مي روش دوم:
dx dy(x x y )dx xydy x x y xy

dx
         2 2 2 22 2 2 2 2 2oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

xdy dyxy y (x x) y y x
dx dx x

        2 2 222 2 2 2 2oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

dyyرا داريم كه مشتق آن يعني y2در جمله دوم، عبارت حالا خوب دقت كنيد.
dx

uپس تغيير متغير ناً در جمله اول تكرار شده است.عي 2 y معادله بالا  2
 كند: را به يك معادله ديفرانسيل خطي مرتبه اول تبديل مي

  u y u yy u u x
x

         2 22 2¾²jI•¶ nj ÁnHm«ÄI]  
  كنيم: دست آمده را حل ميحالا معادله ديفرانسيل خطي به

dx Lnxx(x) e e x u (x) [ x ( x )dx c]
x


        

2
2 2 2

2
1 2  

u y xx x xu (x) [ x c] y [ x c] y x x c
x x

            
2 24 4 43 2 3 2 2 3

2 2
1 2 1 2 2

4 3 4 3 4 3
njJo†¸Ã oŠ  

  ادامه حل نيز مطابق روش اول خواهد بود.
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   »1«ـ گزينه 2

dyباتوجه به معادله ديفرانسيل داده شدهروش اول:  x( )
dx x y y


2 پـذير، خطـي،   شود كه اين معادله از نـوع معـادلات ديفرانسـيل تفكيـك    ملاحظه مي 3

  باشد.باشد لذا نياز به تغيير متغير جهت ساده نمودن معادله ديفرانسيل مي... كه راه حل مشخصي دارند نميبرنولي و .

  dy x
dx y(x y )


2 2  

  
y dy dzxdx ydy dz
x dx x dx dz z dz zx y z xdx dzdy x y dy z x dx z xdx z

dx x dx zy(x y ) x y

                  
    

   

2 2

2 2 2 2

12 2 1 2 1 1 11 21 1 2 2 1  

    
x)شود معادله ديفرانسيل را با يك تغيير متغيرهمانطور كه ملاحظه مي y z) 2 معادله ديفرانسيل تفكيك پذير تبديل نموديم كـه بـه راحتـي    به يك  2

    قابل حل است كافي است از طرفين انتگرال بگيريم.

  z u
dz du

z udz xdx du x c ( )du x c
z u u

 



       

   1 2 21 12 11  

  z x yu Lnu x c (z ) Ln(z ) x c (x y ) Ln(x y ) x c                  
2 22 2 2 2 2 2 21 1 1 1  

yباتوجه به شرط ارائه شده در صورت مسأله كه به ازاي   داريمx   مقدار ثابتc آوريم:را بدست مي    
  ( ) Ln( ) c c            1 1 1  

   : (x y ) Ln(x y ) x y Ln(x y )            2 2 2 2 2 2 2 21 1 1   جواب خصوصي معادله ديفرانسيل1
  y yy Ln(x y ) e x y e y x           

2 22 2 2 2 2 2 21 1 1  
    پردازيم:حال به حل حد داده شده مي

y y y
y

y y y y y

x e y ye y y(e )HOPlim lim lim lim lim (e )
y yy y    

 
    

   
     

2 2 2
22 2

2 2
1 2 2 2 1 12 2  

 روش دوم: 
ndyهر معادله به فرم يادآوري: y f (x) y g(x)

dx
  كه در آنn ,  گويند و براي حل با تغيير متغيـر  nباشد را معادلة ديفرانسيل برنولي از درجةمي 1

nz y    شود و جواب عمومي بصورت زير خواهد بود:به يك معادلة ديفرانسيل خطي مرتبة اول تبديل مي n، معادلة ديفرانسيل برنولي درجة1
  ( n) f (x)dx ( n) f (x)dxz e .[ e .( n)g(x)dx c]     1 1 1  

dyپردازيم، اگر معادلة ديفرانسيلحال به حل مسأله مي x
dx x y y


2   را بصورت زير بنويسيم خواهيم داشت: 3

dx x y y dxxy y x xy y x
dy x dy

 
     

2 3
3 1 3 1  

)از درجة xشود به يك معادله ديفرانسل برنولي برحسبهمانطور كه ملاحظه مي )1 شود و داريم:تبديل مي  
( )n , f (y) y , g(y) y , z x x       3 1 1 21  

ydy ydy y yz e [ e . y dy c] e .[ e . y dy c]        
2 22 2 3 32 2  

  كنيم و در نهايت خواهيم داشت:زء استفاده ميبراي حل انتگرال داخل كروشه از روش جزء به ج
z xy y y y yz e [ y e e c] y ce x y ce             

22 2 2 2 22 2 2 21 1  
cبا توجه به شرط ارائه شده در صورت سوال  آيد و داريم:بدست مي  

y y
y

y y

y e y yeHOPx y e lim ( ) lim ( )
yy 


 

    
     

2 2
2 2

2 2
2
1 2 21 2  

) صحيح است 1گزينه (
y

y
y y

y( e )lim ( ) lim ( e )
y 


 

 
        

2
22 1 1 1 12  
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شوند شباهت زيادي دارد. بندي حل ميمعادله داده شده نه خطي است و نه كامل اما فرم معادله داده شده به مسائلي كه با روش دسته»  4«گزينه ـ 3

yوجود عبارت
3
xو 2

3
xهايدر سمت راست تساوي و همچنين عبارت 2 dx وy dy دانيم داراي فرم ديفرانسيليكه ميd(x )

3
22

d(yو 3 )
3
22

هستند  3
  كنيم:بندي است؛ لذا معادله را به فرم زير بازنويسي ميراهنماي دانشجو براي حل تست به روش دسته

  x dx y dy y d(x ) d(y ) y
x dx y dy x

d(x ) d(y ) x

 
  




3 3 3
3 2 2 2
3 3 3 3

2 2 2

  

yجايحالا به
3
xو 2

3
uاز تغيير متغيرهاي 2 x

3
vو 2 y

3
  كنيم؛ بنابراين داريم:استفاده مي 2

u v

du dv v u du u dv vdu vdv
du dv u

u du vdv vdu u dvu du vdv vdu u dv
u v u v




    


 

    
 

2 2
2 2 2 2

¸ÃŠw»¸Ã oŠ

oM´Ãv£U¸Ã oŠ
   

uواضح است كه du vdv dLn(u v )  2 21
vduو 2 u dv vd tg ( )

uu v


 


1
2   كنيم:است. با جايگذاري معادله را به فرم زير بازنويسي مي 2

v vd(Ln(u v )) d t g ( ) Ln(u v ) t g ( ) c
u u

vLn u v t g ( ) c
u

 



       

  

2 2 1 2 2 1

2 2 1

1 1
2 2

´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠpH

   

v،xو uجايدر گام آخر به
3
yو 2

3
yLn  دهيم.قرار مي 2 x y t g ( ) c

x
  

3
3 3 1 2   

fپس تابع (x, y) x y 3 ,yg(xو تابع 3 y)
x


3
  است. 3

  
fدر معادلاتي به فرم»  1«گزينه ـ 4 (x , y , y )    .ه شده در توجه كنيد كه در معادله ديفرانسيل دادبررسي خطي بودن در اولويت نخست است

ycosوجود عبارت dxوجود ندارد. همچنين در ضريب yعبارتي برحسب  dyضريب x شرط دوم خطي بودن نسبت بهy كند. يعني در را ارضا مي

dyخطي است. با تقسيم طرفين تساوي بر ضريب yوجود دارد. پس معادله نسبت به  yاز  1اي درجه يك چندجمله dxضريب
dx

sin، (يعني x (  
    فرم استاندارد بنويسيم: كنيم آن را بهسعي مي

sin x dy cos x sin x dy sin xy cot x y
dx sin x dxx sin x x

       
2

2 2oM´Ãv£U   

p(x)با توجه به اينكه cot x صورتساز به، لذا عامل انتگرال
Lncot x dx Ln sin x sin x(x) e e e

sin x
     

1 صورت است؛ بنابراين جواب به 1
  زير محاسبه خواهد شد:

sin x.y(x) [ c] sin x[ dx c] y sin x( c)
sin x xx x

sin x
sin xy csin x

x

 
      

 

 2 2
1 1 1 1
1

   

yبراي اينكه حد تابع f (x) نهايت صفر شود بايد مجموع حدهايدر بيsin x
x

csinو  x نيز صفر گردد. واضح است كه تابعsin x
x

داراي حد صفر در  

csinنهايت است، اما تابعبي x ن تابعبه دليل نوسان كردsin نهايت حد ندارد جز اينكه ضريبدر بيc   :باشد. پس داريم  sin xy f (x)
x

    
fپردازيم. حد تابعها ميحالا به بررسي گزينه (x)  زياراست (كافي است از هم 1در مبدأ مختصات برابرsin x x .(استفاده كنيم  

)در بازه fجواب تست خواهد بود. به منظور تعيين مقدار مينيمم تابع 1ها، گزينه پس بدون نياز به محاسبات ساير گزينه , ) 
3  fبايد تعيين كنيم كه 4

  اين بازه صعودي است يا نزولي. ابتدادر 
sin x x cos x x sin x cos x sin x cos x( tg x)y y y

x x xx
         2

1   
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xبه ازاي 
 yتابع 4 f (x) نقطه اكسترمم دارد. چون در بازه,( ) 

4 3،xوcos ،لذا صعودي يا نزولي بودن تابع را علامت مثبت هستند( tg x)1  تعيين

xكند و چون تانژانت برايمي 
 )است، پس در بازه 1بيشتر از  4 , ) 

4 xتابع نزولي است و كمترين مقدار تابع در 3 
   د.افتاتفاق مي 3

min

sin
y f ( )




   
  

3
3 33 2

3 2
3 3

   

xچون تابع در ربع اول، ( , ) 2افتد.، ابتدا صعودي و سپس نزولي است، كمترين مقدار تابع در ابتدا و انتهاي بازه اتفاق ميf ( ) 1 وf ( ) 

2

2 .  

fبا مقايسه ( ) وf ( )2 شويممتوجه ميf (x) در تمام بازه ازf ( )2 .بزرگتر است  

( , )
f (x) f ( ) f (x)dx dx

   
      

   2 2 22 2 2 12 2


 

½pIMÁ»n oM¸Ã oŠpH

´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH
   

sinهمچنين چون تابع x وx شود.يك تابع زوج مي هافرد است، حاصل تقسيم آن  
  

  

N»  4«گزينه  ـ5 M»اند و بررسي كامل بودن معادله اولويت نخست است.اي داده شدهصورت توابع چندجملهبه  
MM x xy xy

M Ny
y xNN y x y xy

x

         
       

3 2

3 2

2 2

2 2
  

N*پس معادله كامل بوده و چون y   صورت زير است:عمومي معادله به جواب 32

( x xy )dx y dy c x x y y c x x y y c            23 2 3 4 2 2 4 4 2 2 41 1 12 2 22 2 2
nkMo†¾²jI•¶  

)جايگذاري نقطهبا  , ) ار، مقدc صورتشود و جواب خصوصي بهصفر ميx x y y  4 2 2 4  فه و كم كردناست. با اضاx y2 رابطه اخير را توان ، مي2
x)صورتبه y ) x y  2 2 2 2 2   نوشت. چون هر دو جمله همواره مثبت هستند، تساوي زماني برقرار است كهxy   و x y 2 2   باشد. لذا فقط

)نقطه , )  كند. در معادله صدق مي  
 

  :كنيمتقسيم مي x3تشكيل شده است. پس معادله به روش همگن قابل حل است. ابتدا طرفين تساوي را بر 3معادله از سه جمله همگن با درجه »  4«گزينه ـ 6
y xdy y y dy y yy x ( ) ( )

dx dx x x xx x


     
2 23 2 2 2 3 2

3 3   

dy y y y x dy y y y( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dx x x dx x x xx x

      
2 23 2 3 2 2
2 2 1  

y dy dusecu y xsecu secu xsecu tg u
x dx dx
        

  با جايگذاري تغيير متغير و مشتق آن در معادله ديفرانسيل داريم:
sec u tg udu dusecu xsecutgu sec u sec u sec u secu xsecu tg u sec u sec u.tg u

dx dx
        

2 213 2 2 3 21   
secu duxtg u sec u secu.tgu

dx
duxtg u sec u secu.tgu tg u secu.tg u
dx

   

    

2

2 2

1

1

oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ

   

tgu dudu x tgu sec ux tgu sec u
dx dx du


    oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ   

dx du du du cos u du
sin u sin ux tgu se u sin u
cos u cos u cos u

    
 

1 1 1
¸Ã oŠÁIÀov¨·jo¨t¼§ • ¶   

Lnx  گيريم:ل ميايم. از طرفين اين رابطه انتگراپذير رسيدهخب، تا حالا به يك معادله تفكيك Lnc Ln(sin u ) Lncx Ln(sin u )     1 1   
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yدانيم كهمي secu
x cos u
 

xcosu، پس1
y

 و با استفاده از اتحاد مثلثاتيsin u cos u  x، حاصل21 y xsin u
y y


  

2 2 2
2 يا  21

y x
sin u

y



2 2

y  ر جواب عمومي داريم:شود. با جايگذاري آن دمي  x y x y y x y
Lncx Ln( ) Ln( ) cx

y y y
    

    
2 2 2 2 2 2

1   

cxyدر طرفين رابطه به yبا ضرب  y x y  2   كنيم:از شرط اوليه داده شده استفاده مي cرسيم. براي تعيينمي 2
c c xy y y x        2 21 1 1 1   

  جواب خصوصي فوق داريم: سازيبا ساده
xy y y x y(x ) y x y (x ) y x

xy (x ) y x y ((x ) ) x y
(x )

          


          

 

22 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2 2
2

1 1

1 1 1
1 1

·H¼U ¾M ¸Ã o‡

   

  گيريم مخرج كسر نيز بايد همواره منفي باشد:صورت كسر سمت راست تساوي همواره منفي است. با توجه به سمت چپ تساوي نتيجه مي
x x

(x ) (x )
x x




   
            

2 2 1 1 21 1 1 1 1 1   

xپس دامنه اعتبار جواب مسأله به ازاي [ , ] 2 .است  
  

برنولي است. ابتدا با  yنسبت به بينيم پس معادلهرا مي yو dx،yوجود ندارد همچنين در ضريب yعبارتي برحسب dyدر ضريب  »1«گزينه ـ 7
  دست آوريم:را به yكنيم شكل استاندارد يك معادله برنولي نسبت بهسعي مي dxتقسيم طرفين بر

xx x xdy dy dyx x y ( e ) y x y x y ( e ) y xy ( e )
dx dx dx x

          2 2 2 2 211 1 1oM ´Ãv£U¸Ã oŠ    

رنولي باكنيد كه به يك معادله بمشاهده مي    كنيم:تقسيم مي y2رسيديم. ابتدا معادله را بر 2
x

xdy y xy ( e ) dy x( e )
dx x dx x yy y y y


     

2
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1   

uدانيم تغيير متغيرمي y y
y

   1 2 1 duو مشتق آن يعني 1 dy dyy
dx dx dxy

 
  2

2
ي جديد نسبت به تابع معادله برنولي را به يك معادله خط 1

x  دهد با جايگذاري داريم:تغيير مي uمجهول xdu duu x( e ) u x( e )
dx x dx x

        11 11 1nkMo†¸Ã oŠ   

p(x)دست آمدهدر معادله خطي به
x

 
dxساز، لذا عامل انتگرال1 Lnx Lnxx(x) e e e x

x
  

     
1

1
1 جواب  (x)است. حالا با دانستن 1

x  كنيم:عمومي را به روش مقابل حساب مي x xu(x) [ ( x( e ))dx c] x[ ( e )dx c] x[ x e c]
x

x

            
1 1 1 11    

uدر اين مرحله با جايگذاري
y


xx  داريم: uجايبه 1 xe cx

y
   21   

)yاز شرط ايم. براي محاسبه خصوصيتا اينجا جواب عمومي را تعيين كرده )  1   داريم: 1
x

xe c c e x xe xe y
y x x(e e)

             
  

2
2

1 11 1   

xواحد بيشتر باشد. در 1در مخرج  xدر اين صورت بايد از درجه xمجانب مايل ندارد. چون درجه yها بايد توجه كنيم كه تابعبراي تعيين مجانب  
xيا  كند و اين يعني محوركند؛ بنابراين كل كسر به سمت صفر ميل مينهايت ميل ميمخرج به سمت بيxها (خطy  هاي ) يكي از مجانب

  براي تعيين مجانب قائم بايد مخرج كسر مساوي صفر قرار داده شود.  در است..y(x)افقي تابع
x  لذا داريم: xx x(e e) x(x e e)        2     

x   هاي قائم است اما آيا عبارت درون پرانتز نيز به ازاييكي از مجانبx ياxشود؟ به هايي صفر مي
  كمك رسم نمودار داريم:

x xx e e x e e         
xو xeچون دو تابع e به كنند پس عبارت درون پرانتز فقط تنها در يك نقطه همديگر را قطع مي

  محانب قائم و يك مجانب افقي است. 2شود. در نهايت تابع داراي مساوي صفر مي xازاي يك مقدار از
  

 

x e

xe

y

x

e
-1
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fمعادله به صورت»  4«گزينه ـ 8 (x , y , y )   جاييم. اگر بهكنداده شده است و لذا ابتدا خطي بودن آن را بررسي ميy،dy
dx

قرار دهيم متوجه  

خارج كرده است. اما به دليل وجود  yيا  xخطي نسبت به  معادله را از حالت dxدر ضريب x22و جمله مثلاً dyدر ضريب yx2شويم كه جملهمي

در توان تابع نمايي يعني yو xتركيب
x y

xe
2 2

xتوانيم تغيير متغيرمي  yu
x



2 2

)صورترا انتخاب كنيم. در اين   x yy )x (x y )u
x

   
2 2

2
2 2 

x)شويم كه اگر جملهشود. با نگاه كردن به معادله ديفرانسيل متوجه ميمي y )2 را به سمت چپ تساوي منتقل كنيم عبارت  2
x( yy x) (x y )   2 22 x)است؛ بنابراين جمله uآيد كه دقيقاً صورت كسردست ميبه 2 y )2 را به سمت چپ تساوي منتقل كرده و معادله را  2

  كنيم:تقسيم مي x2بر

          
x y

(x y ) xxx x( yy x) (x y ) xex( yy x) (x y ) xe
x x




         

2 2
2 2

2 2 22 2
2 2

2 22 2 oM´Ãv£U ¸Ã oŠ  

xجايو به uجاي سمت چپ تساوي،حالا به y
x
2 2

 ،u دهيم:   قرار مي  

  
u

duu dx eu u u udx du dxu e e du e dx e du
x dx x x x


       

1 1 1njJo† ¸Ã oŠ njJo† ¸Ã oŠ  
  گيريم:پذير رسيديم. حالا از طرفين تساوي انتگرال ميسادگي ملاحظه كرديد كه به يك معادله ديفرانسيل تفكيكبه

   
x y x yuu x xe Ln | x | c e Ln | x | c
        

2 2 2 2

   
  

fچون معادله به فرم»  2«گزينه ـ 9 (x , y , y )   خوب دقت كنيد در ضريب شده بايد بررسي خطي بودن را در اولويت اول قرار دهيم. اگر دادهdy 
xeيك جمله اضافه yو yبر وجودعلاوه  dxنيست؛ اما در ضريب yخبري از y  كند. همچنين به وجود دارد كه معادله را از فرم برنولي خارج مي

 xeباشيم. اگر معادله را در هاي ديگر مثل تغييرمتغيرحلهم خطي نيست پس بايد به دنبال راه xمعادله نسبت به xeكنندهعلت وجود عامل غيرخطي
xضرب كنيم داريم x xe y e y ye     2 2 x(e. حالا خوب دقت كنيد! دو جمله در طرفين تساوي داريم كه از مشتق1 y) اند. يعنيوجود آمدهبه 

x xe y ye  ضمن اينكه .x(e y) xuهم در معادله وجود دارد. پس با انتخاب تغييرمتغير 2 e y  كه نتيجه آنx xu e y e y     :است داريم
    

         x x x x x xe y e y ye e y ye (e y)            2 2 21 1   
duu dxdx duu u (u ) du (u )dx

dx


        2 2 21 1 1njJo† ¸Ã oŠ  

(u )(u )u udu dudx dx
(u )(u )u


     

 

2 2
1 1

1 11 1
2 1 11

oM ¸Ã oŠ ´Ãv£U  

[ ]du dx
u u

 
 

1 1 1
2 1 1  

  گيريم:پذير رسيديم. اينك از طرفين آن انتگرال ميملاحظه كرديد كه به يك معادله تفكيك

     u(Ln(u ) Ln (u )) x c Ln x c
u


       


1 11 1 2 22 1   
x

c

x x x
u e yx c c x c x

x x x

x x
e Cc x x

x x

u e y e (y e )e .e e e e e
u e y e (y e )

y e y ee e Ce
y e y e

  


 



  
    

  

 
  

 

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1
1 1  

)yبا جايگذاري Cثابت  ) b آيد. لذا داريم:به دست مي      b e bCe C
bb e





 

  


1
1   

منظور سازي خواهيم پرداخت. براي اينصورت صريح بنويسيم. با تركيب صورت در مخرج به سادهبه xها را برحسب بايد آن yبراي تعيين مجانب تابع 
  كنيم:قرينه صورت را به مخرج در طرفين تساوي اضافه مي

   
x x x

x
x x x x

y e y e CeCe
y e (y e ) (y e ) Ce
 

  
    

2
2

211
Zoh¶¾MRn¼‚¾¹Äo¤·jo¨¾ I†H   
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xx x x
e x

x x x

x
x

x

y e Ce Cey e
e Ce Ce

Cey e
Ce


   

 

 


22 32
2 2 2

3

2

2
2 1 1

2
1

njJo† ¸Ã oŠ

  

  ديگر: عبارتيشود كه مخرج كسر صفر شود. بهدانيم كه مجانب قائم وقتي حاصل ميمي

              
x x xCe Ce e x Ln x Ln

C C C

x Ln( ) Ln
C C

         

 

2 2 2

1
2

1 1 1 11 1 2 2
1 1

   

bCاز طرفي
b





1
bxصورت. پس طول مجانب قائم به1 Ln Ln

b b
b


 

 


1 1
1 1
1

  شود.مي محاسبه 

  

yuاست. با قراردادن تغييرمتغير 1هاي همگن از درجه بينيد كه معادله داراي ترماگر دقت كنيد مي» 3«گزينه ـ 10
x

 صورت و مشتق آنكه به
y ux y xu u     :است داريم  

x sin ux sin u (xu u) ux sin u x cos u xu u u cot u       oM ´Ãv£U¸Ã oŠ  

  
duu dudx du x cot u dx du du sin u duxu cot u x cot u

cos udx dx du x cot u cosu
sin u


         oM ´Ãv£U¸Ã oŠ IÀov¨·jo¨t¼§•¶   

  كنيم:گيري ميپذير دست يافتيم. از طرفين آن انتگرالدر نهايت به يك معادله تفكيك

       

yu
x uLn x Ln cos u Ln c Lnx Ln cos Ln c

x
y y yLn x Ln Ln c Ln[x cos( )] Ln c x cos c
x x x




      

      

   

)صورتاز شرط اوليه داده شده كه به , )1  است ثابتc كنيم:را تعيين مي       ycos c c x cos( )
x

     1 1 1    

)حالا بايد نقطه , )1 :را در معادله جايگذاري كنيم. با جايگذاري خواهيم داشت  bcos cos( ) ( )
b b b
  

1 1 11   
  پردازيم:ها ميدر ادامه به بررسي گزينه

)cosدانيم: مي)1(بررسي گزينه  )
b b

   
1 11   يم:پس دار 1

         
b

b
b b

b

       
     


1 1 111 1 1 1 1
   

]و در بازه  cosدانيم كه در تابع زوج: از طرفي مي)2(بررسي گزينه  , ] 1 xبيشترين مقدار در ،1  ترين مقدار در ابتدا و انتهاي بازه؛ دهد و كمرخ مي
xه به ازاي هر نقطه ماننددر نتيج

b


cosرابطه  1 cos
b


1    برقرار است. 1

b: همچنين نقاط)3بررسي گزينه (
( k )


 
2

2 cosاست، هرچند عبارت kدر آن 1 cos( k )
b


 

1 2 1  صورتبه كند؛ اما معادلهرا صفر مي 2

cos( )
b b


1   گونه نيست، پس گزينه  اشتباه است.است و براي برقرار بودن تساوي، بايد دو طرف صفر شوند كه اين 1

cos: اگر دو تابع)4(بررسي گزينه  x وx ع كه همانرا رسم كنيد خواهيد ديد كه نقطه تلاقي دو تابx 1است از
bتر خواهد بود و چونبزرگ 2

x


پس  1

  داريم:
b

xx b
x


    

1
1 1 2 22

¸Ã o‡·jo¨t¼§•¶  
  



  

34 

معادلات ديفرانسيلفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

yبه رابطه  yبا فاكتورگيري ازجمله ظاهر شده است.  2در  y  »4«گزينه ـ 11 (x sin y x) y   3  رسيم. حالا براي اين معادله كه به صورتمي 2
f (x , y , y )   كنيم. در ضريبداده شده است ابتدا وضعيت خطي بودن آن را بررسي ميdy كنندهترم غيرخطيx sin y3 قرار دارد. اما در ضريبdx 

dyyبرنولي است. با نوشتن x داريم. پس معادله نسبت به xو dy،xخبري نيست، بلكه در ضريب xنه تنها از
dx

  و ضريب طرفين درdx
dy

سعي  
  را بسازيم:xكنيم فرم استاندارد معادله برنولي نسبت به مي

ydx dx dx x sin yx sin y x y y x x sin y x
dy dy dy y y

          23 3 32 2 2 2
oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

دست آمده در معادله برنولي به  uكنيـد و در ادامـه بـا انتخـاب    تقسـيم مـي   x3است. ابتدا معادله را بر 3 x x
x

   1 3 2
2

و نتيجـه آن صـورت    1
du dx dxx
dy dy dyx

 
  3

3
  پردازيم:جايگذاري ميبه  22

dx sin y du sin y sin yu du u
dy y y y y y yx x

          2
3 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

njJo†¸Ã oŠ  

p(y)ايم. چونرسيده uله خطي مرتبه اول نسبت بهديديم كه به يك معاد
y


صـورت ساز بهاست؛ لذا عامل انتگرال 1

dy
Lnyy(y) e e y


   

1
اسـت   

  گردد:صورت زير محاسبه ميجواب معادله به كه با داشتن
u

yxsin y yu (y) [ y dy c] u [ cos y c] [ cos y c] cos y c
y y y yx x


             

2
1

2 2
1 1 1 1 njJo†¸Ã oŠ  

),با جايگذاري )
2:داريم  ycos c ( ) c c cos y

x( )


            

 22
2 1 1 1

2

  

ycos y
x

  21  
]تا به اينجاي كار جواب خصوصي تعيين شده است. اما چون تابع كسينوس كراندار است و مقدار آن در بازه , ]1   است داريم: 1

y y y
y y x xcos y

y yx x y x
x x

                  
       


2 2
2 2 2

2 2

1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 2 2
  

yصورتپس جواب خصوصي به x  22 است و تابعf (x) x g(x)و 22   .است  
  

xبا توجه به تكرار جمله »  4«گزينه ـ 12 y2 yمعادله داده شده كه به فرم كلي در صورت و مخرج و همچنين فرم 3 f (ax by c)      است، از تغييـر
uمتغير x y 2 du  كنيم: استفاده مي 3 dy dy du dy duu x y ( )

dx dx dx dx dx dx
          3 12 3 2 3 3 2 23

oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ  
  كنيم:حالا در معادله جايگذاري مي

du u du ( u ) du ( u )( )
dx u dx u dx u

  
       

  
31 2 5 3 2 5 3 2 52 2 23 4 4 4
njJo†¸Ã oŠ  

dxdu ( u ) (u ) u udu dx
dx u u u

    
   

  
3 2 5 2 4 8 23 8 23

4 4 4
njJo†¸Ã oŠ  

u
u

( u )u du dx du dx
u u




  
   

 

8 23
4

1 238 23 44 8 8
8 23 8 23

oM´Ãv£U¸Ã oŠ
  

)   پذير است.دست آمده تفكيكمعادله ديفرانسيل به )du dx
u

 


9
1 8
8 8 23  

  گيري كنيم تا به جواب عمومي دست يابيم:كافي است از طرفين آن انتگرال
u x yuu [ Ln ( u )] x c Ln ( u ) x c u Ln ( u ) x c                8 2 3

1 1
1 9 1 9 98 23 8 23 8 23 8 88 8 8 8 64 8

njJo†¸Ã oŠ  

x y Ln ( x y ) x c y x Ln ( x y ) c           1 1
9 92 3 16 24 23 8 8 3 6 16 24 23 88 8  

y x Ln ( x y ) c     3
1

3 82 16 24 238 3
oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

cبا فرض c1
8
yبه جواب 3 x Ln ( x y ) c    

32 16 24   رسيم.مي 238
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yبا فرض»  4«گزينه ـ 13 u2 كه نتيجهyy u 2 شود:را در پي دارد، معادله به فرم زير بازنويسي مي  
y u

uyy

uy y yy u (x u x)
x y xy y(x y x) x y x x u x







            

   

2 2
2 3 2 2 2 2 2

2

1 1 1 1 22  

du dx x u(x u x) x
dx du

     2 22 2 2   

zايم كه با تغيير متغيري برنولي رسيدهبه يك معادله x x  1 2 zو در نتيجه 1 x x     داريم: 2
xz x u z ux z

x





     


22
2 2 2 2 2

njJo†¸Ã oŠ   

  است، لذا داريم: uو متغير zي خط برحسبكه يك معادله
du u

(u) e e


  
1 1
2 2   

  پس جواب معادله به صورت مقابل است:
u

u
uz [ e ( )du c]

e

   2

2

1
2   

ابتدا جواب انتگرال
u

ue du 
1
21

    كنيم:را حساب مي  2
u

u u u u uu

u

u e

e ue du [ ue e ] ue e

e



       

2

1
2 2 2 2 2 2

2

1 11 2 2 4 22 2
4


   

  بنابراين داريم:
u u u yz

x
u u y

z [ ue e c] z u ce x y ce

e

 


             

2

2

1
1 22 2 2 2

2

1 2 2 2   

  

p(t)سـاز را بـا فـرض   ي خطـي اسـت، لـذا عامـل انتگـرال     ابتدا بايد جواب معادله را به دست آوريم؛ چـون معادلـه  »  3«گزينه  ـ14  1
بـه راحتـي برابـر     2

با
tdt

(t) e e
 

  
1
2   آوريم. پس جواب به صورت زير است:به دست مي 2

tt t t t

t
sin t costy [ e . cos tdt c] ye e ( ) c y ( sin t cost) ce

e

  




         22 2 2 2

2

1 8 4 12 8 45 5
oM´Ãv£U¸Ã oŠ

   

)yحالا شرط ) a كنيم:را لحاظ مي  y( ) a a cos( ) ce c a         
4 4
5 5   

  بنابراين جواب به شكل مقابل است:
t

y ( sin t cos t) (a )e    21 48 45 5   

aبراي نوساني شدن بايد قسمت نمايي از بين برود؛ و اين يعني  
4
5  شود و لذاa   4

   بايد باشد.  5

axeحاصل انتگراليادآوري:  cos bxdx برابر با
axe [a cos bx bsin bx]

a b


2   است. 2
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yداراي فرم كلي واضح است كه معادله ديفرانسيل داده شده،  »1«گزينه  ـ15 f (ax by c)    گونه كه قبلاً در درسنامه معادلات ت و هماناس
uپذير گفته شد، تغيير متغيرتفكيك x y  ،و نتيجه آن، يعنيu y  1 ياy u  1  كليد حل سؤال خواهد بود و در نهايت اين معادله ديفرانسيل

   پردازيم:ال ميؤتبديل خواهد كرد. در ادامه به حل س uر برحسب متغير جديد يعنيپذيرا به يك معادله تفكيك
duu
dx du du cos uu sec (u) u sec u

dx cos u dx cos u

           
1 11 1 1  

cos u
dx cos ucos u du cos ududu dx dx dx

cos ucos u cos u
cos u




     
 

1
1

1 1
oM´Ãv£U¸Ã oŠnjJo†¸Ã oŠ  

، uي متغيـر جـا گيـري بـه  و پس از انتگرال گيريمپذير رسيديم. در اين مرحله از طرفين آن انتگرال ميملاحظه كرديد كه به يك معادله ديفرانسيل تفكيك
xمعادل آن يعني  y كنيم.را جايگذاري مي  

cos u cosudu dx du x c
cosu cosu

 
   

 
1 1

1 1
´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pH  

ucos u cos ( )
( )du x c ( )du x c

ucos u cos

 
      

 
21 2 2

2
1 11 11 2 2

  

utg ( )ucosdu uu x c u ( tg )du x c
ucos

 

        

2
2

1 1 2
22

2
1 1 12 2 2

2

  

u x yu uu [ tg ( )] x c u tg ( ) x c x y tg (x y) x c

y tg (x y) c

             

  

1 122 2 2 2
1
2

  

y( )y tg(x y) c tg( ) y tg(x y)        
1 1 22 2

       

yدو منحني حالا x 
   yو جواب خصوصي به دست آمده، يعني 3 tg(x y) 2 دهيم:را با هم برخورد مي  

y x x y
y tg( ) y

y tg(x y)

             
  

32 33 3 3 22
   

  

وجود  xهايي برحسبعبارت dxخطي نيست. چون در ضريب yيا xشويم كه اين معادله ديفرانسيل نسبت بهدر نگاه اول متوجه مي»  3«گزينه ـ 16
yاما وجود عبارت .طورينهم هم yدارد. براي

x



3
yuدر توان تابع نمايي ما را به انتخاب تغيير متغير 1

x





3
نظر كند. براي تغيير متغير موردت ميهداي 1

    داريم:
y dy duu y u (x ) (x ) u
x dx dx


        


3 3 1 11  
  كنيم:ال جايگذاري ميحالا تغيير متغير و مشتق آن را در معادله ديفرانسيل صورت سؤ

u u u

u u u
du (x ) (x ) u e (x ) ( u e ) u e(x ) u
dx (x )(x )ue (x ) ue ue

      
    

  

2 2 2 2 2 2
2

1 1 1 1 11
1 1 1

  

du u
u u u

du du x dx.(x ) u u (x ) ue du
dx dx dx du xue ue ue


          


1 1 1 1 11 1 1

oM´Ãv£U¸Ã oŠ ¸Ã o‡ ·jo¨t¼§•¶  

uLn  گيريم:پذير است. از طرفين آن انتگرال ميكنيد كه رابطه فوق يك معادله ديفرانسيل تفكيكملاحظه مي (x ) c (u )e   1 1  
yعبارت uجاي اگر به

x



3
    شود:قرار دهيم، جواب عمومي معادله تعيين مي 1

y y
x xy y x( ) e Ln (x ) c ( )e Ln (x ) c

x x

 
   

       
 

3 3
1 13 41 1 11 1  

(x)صورتساز بهروش دوم: معادله ديفرانسيل صورت سؤال يك عامل انتگرال
(x )

 
 3
1
1

دارد. لذا با ضرب آن در معادله، يك معادله ديفرانسيل جديد  

  توان جواب آن را تعيين كرد.راحتي ميكامل خواهيم داشت و به 
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fبا توجه به اينكه فرم (x , y) c كنيم. با طرفين وسطين كردن داريم:ها داده شده كامل بودن معادله را بررسي ميدر گزينه  
y y
x x[(x ) (y ) e ]dx [(x )(y )e ]dy
 
      
3 3

2 2 1 11 3 1 3  
y y
x x[(x ) (y ) e ]dx [(x )(y )e ]dy
 
       
3 3

2 2 1 11 3 1 3   
y y y
x x xM (y )M (x ) (y ) e (y )e e

y x

  
   

       
 

3 3 32
2 2 1 1 131 3 2 3 1  

y y y
x x xN (y )N (x )(y )e (y )e (x )e

x (x )

  
   

         
 

3 3 32
1 1 1

2
31 3 3 1
1

   
y
xM N (y )e

y x


 

  
 

3
13 3   

  ماند:باقي مي xتقسيم كنيم تنها عبارتي برحسب  Nبينيد معادله كامل نيست، اما اگر حاصل را بر همانطوركه مي
y
x

y
x

M N( ) ( (y )e )
N y x x

(x )(y )e







  
   

  
  

3
1

3
1

1 1 33 3 1
1 3

   

  شود.محاسبه مي مقابلصورت ساز بهلدرنتيجه عامل انتگرا
dx Lnx Ln(x )x(x) e e e (x )

(x )




   
      



3
3

3 1 1 31
3

11
1

   

  در طرفين معادله داريم: (x)با ضرب 
y y
x x[(x ) (y ) e ]dx [(x )(y )e ]dy

(x ) (x )

 
       

 

3 3
2 2 1 1

3 3
1 11 3 1 3
1 1

   

y y
x x(y ) y{ e }dx e dy

x (x ) (x )

 
  

  
  

3 32
1 1

3 2
1 3 3

1 1 1
  

، كه نتيجه آن Mنيم كه محاسبه جواب عمومي با روشدر گام آخر بايد بررسي ك
y
xdx (y ) e dy C

x (x )


 

 
  

3
1

2
3

1 1
تر است يا روش است راحت 

N ،
y
x(y )[ e ]dx dy C

x (x )




  
  

32
1

3
1 3

1 1
 واقعيت اين است كه محاسبات هر دو روش به يك ميزان است. از روش الف به محاسبه جواب عمومي .

  پردازيم:مي
y y
x xdx (y ) (y )M dx Ndy c e dy c Ln(x ) e dy c

x (x ) (x )

 
    

        
       

3 3
1 1

2 2
3 311 1 1

  

yuاز تغيير متغير اگر 
x





3
در انتگرال  1

y
xy e dy

(x )







3
1

2
3
1

  استفاده كنيم خواهيم داشت: 

y
u uxdy (y )du e ue dy (u )e

x (x )


 

      
  

3
1

2
3 11 1

ÁnHm«ÄI]   

حاصل انتگرال  uبا جايگذاري مقدار اصلي 
y y

u x xy (y x )(u )e ( )e e
x x

 
   

      
 

3 3
1 13 41 11 له نهايتاً به فرم زير شود؛ لذا جواب عمومي معادمي 1

  گردد:محاسبه مي
y y y
x x x

y
c C x

y x y x y xLn(x ) e c e Ln(x ) c e ( ) Ln(x ) c
x x x

y xe ( ) Ln x C
x

  
  


  

     
            

  

 
   



3 3 3
11 1 1

3
1

4 4 41 1 11 1 1
4 11

nkMo†¸Ã o‡
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)  سازي داريم:با ساده  »2«گزينه ـ 17 x xy x)dx ( x y y y)dy     3 2 2 32 2 7 2 2 8    

xyشويد كه در عبارتاگر دقت كنيد متوجه مي dx x ydy2 22 يابد. بنابراين اين عبارت كاهش مي yواحد از توان x ،1واحد به توان 1با اضافه شدن  2

x  بندي مناسب داريم:ديفرانسيل كامل است، پس با دسته x y yd[ ] d[ ] d(x y ) d( ) d( )    
4 2 4 22 22 7 2 84 2 4 2    

x  گيري داريم:با انتگرال x y yx y c x x x y y y c          
4 2 4 2 22 2 4 2 2 2 4 272 2 8 7 2 84 2 4 2

nkMo†¸Ã oŠ   

)yبا جايگذاري شرط اوليه )   به سادگيc   آيد.دست ميبه  f (x , y) x x y y x y (x y ) x y        4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 22 7 8 7 8   

xبراي محاسبه نقاط اكسترمم بايد دستگاه

y

f
f


 




  را حل كنيم. 

x

y

ff x(x y ) x x( (x y ) )
x
ff y(x y ) y y( (x y ) )
y

         
         
 

2 2 2 2

2 2 2 2

4 14 4 14

4 16 4 16





   

)صورتتابع به از حل دستگاه بالا نقطه بحراني , )  شود. با استفاده از آزمون مشتق دوم به محاسبهمحاسبه ميxxA f ( , )  ،xyB f ( , )    و

yyC f ( , )   پردازيم:مي  

xx xxf (x y ) x A f ( , )       2 2 24 14 8 14    
xy xyf xy B f ( , )   8      

yy yyf (x y ) y c f ( , )       2 2 24 16 8 16    

ACبا توجه به اينكه B 2  وA   است پس نقطه( , ) .يك نقطه ماكزيمم موضعي خواهد بود ،  
پذير توضيح داده شده كه معادلاتي كيكروش ديگري كه براي حل اين نوع از معادلات در اختيار داريم استفاده از تغيير متغير است. در درسنامه معادلات تف

xfبه فرم (x , y )dx yg(x , y )dy 2 2 2 2  توان با تغيير متغيررا ميu x vو 2 y fبه شكل 2 (u,v)du g(u,v)dv    تبديل كرد و سپس
  معادله جديد را به روش مناسب حل كرد.

 

dyyدر اين سؤال با نوشتن» 4«گزينه ـ 18
dx

  بينيد كه در ضريبميdy  تابعي ازy وجود ندارد. همچنين در ضريبdx  اي بر وجود چندجملهعلاوه

y، عبارتyاز  1درجه  3 yنيز وجود دارد. به دليل حضور 2 2 زير راديكال، تغيير متغيرu y 2 كه نتيجهy u   را به همراه دارد را در معادله
y)كند! همچنينكنيم. در اين سؤال عبارت زير راديكال مزاحمت ايجاد مياعمال مي )2  در سمت چپ تساوي با علامت منفي تكرار شده است. پس با

uانتخاب y 2 صورتكه نتيجه آن بهu y   :است داريم      x xu u xe u u u xe u     
1

3 3   

كنيد كه معادله جديد برنولي باملاحظه مي 
1
uاست. ابتدا معادله را بر 3

1
        كنيم:تقسيم مي 3

x
xu u x e u u u u xe

u u u


    

1
1 23
3 3

1 1 1
3 3 3

   

vحالا تغييرمتغير u u
 

 
1 21 3 dvv     را در نظر گرفته و داريم: 3 u u u u v

dx

 
       

1 1
3 32 3

3 2   

xv         رسيم:ميو مشتق آن به معادله جديد  vبا جايگذاري تغييرمتغير  v xe  
3
2   

3خطي است. پس با تقسيم طرفين بر vاين معادله نسبت به 
    باقي بماند، لذا داريم: vكنيم درسعي مي 2

x
x

v v x e v v x e


    

3
2 22

3 3 3 3 3
2 2 2

   

ورتصساز را بهدر اين مرحله عامل انتگرال
dx x

(x) e e
 

  
2 2
3   كنيم. پس جواب عمومي به صورت زير قابل محاسبه خواهد بود.:محاسبه مي 3
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xx xx

x
v(x) [ e ( x e )dx c] e [ x e dx c]

e




    

2 2
3 3 3

2
3

1 2 2
3 3  

          
x xx xxv(x) e [ e dx c] e ( (x )e c)    

2 2
3 3 3 32 2 33   

xxv(x) (x )e ce  
2
32 3  

vدانيم كهمي u
2
uو  3 y 2پس .v (y ) 

2
  صورت زير تعيين شود.دهيم تا جواب عمومي بهرا در معادله قرار مي vاست و حالا  32

              
xx(y ) (x )e ce   

2 2
3 32 2 3   

)yاگر شرط )  2 :را در جواب قرار دهيم داريم  

     
xx

x x xx xx

( ) ( ) e ce c (y ) (x )e e

(y ) e [(x ) e ] y e [(x ) e ] y e [(x ) e ]

 
  

          

             

2 2 2
3 3 3

23 2 2 2 2 2 2
32 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 3 6 2 2 3 6

2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3 3
·H¼U ¾M ¸Ã oŠ

   

xاگر  )yصورترا در جواب خصوصي فوق جايگذاري كنيم حاصل به 3 ) e  3 43 2   محاسبه خواهد شد. 36
 

به سمت چپ تساوي معادله  xyانتقال جمله در دو جمله مجزا آمده است. براي تشخيص بهتر انتخاب روش حل با yدر اين سؤال » 3«گزينه ـ 19
yصورتبه (x sin y x) y   3 2  شود. حالا چون معادله فرمنوشته ميf (x , y , y )   كنيم. با در را دارد ابتدا وضعيت خطي بودن آن را بررسي مي

dyyنظرگرفتن
dx

  كنيد وجود جملهه ميملاحظsin y معادله را نسبت بهy كند اما در ضريبغيرخطي ميdxخبري از ،x نيست و در ضريبdy2 

dxبرنولي است. ابتدا معادله را در x. پس معادله نسبت بهx2و ديگري xداريم. يكيxجمله برحسب 
dy

  كنيم:ضرب مي 

                      dx dxx y y x x sin y
dy dy

     3 32 2   

  سازي ادامه دهيم تا معادله براي اعمال تغييرمتغير آماده گردد.تقسيم كنيم و به ساده y2ايد معادله را بردر ادامه ب

                  xdx x sin y dx sin yx
dy y y dy y yx x

      
33

3 2
1 1 1

2 2 2 2
oM ¸Ã oŠ ´Ãv£U  

uدست آمده با تغييرمتغيرمعادله برنولي به x x
x

   1 3 2
2

uكه نتيجه 1 x x x
x

     3
3
را در پي دارد به يك معادله خطي مرتبه اول نسبت  22

u             تبديل خواهد شد. با جايگذاري داريم: uبه sin y sin yu u u
y y y y


     21 1

2 2 2
njJo† ¸Ã oŠ   

      ساز داريم:با محاسبه عامل انتگرال
dy

Lnyy(y) e e y


   

1
   

  صورت زير خواهد بود:عادله بهبنابراين جواب عمومي م

    
u

x

sin yu(y) [ y dy c] u(y) [ sin ydy c]
y y y

cos y c cos y cu(y) y x ( cos y c)
y yx



     

   
      

 

2
1

2
2

1 1

1 ¸Ã‰w» ¸Ã oŠ
   

)گفته شده كه جواب از نقطه , )1  كند. با جايگذاري، ثابت عبور ميc :نيز تعيين خواهد شد      ( cos c) c y x ( cos y)        21 1 1   
cosاما چون تابع y كراندار است داريم:  

cos y cos y         1 11 1 1 1njJo† ¾ I†H¾M  
xcos y cos y x ( cos y) x y (x) x                  

2 2 2 21 1 1 1 1 1 2 1 2 2njJo† ¸Ã oŠ  
fپس تابع (x) x g(x)و 22   .است  
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y)با توجه به اينكه» 3«گزينه ـ 20 )y [ ]
x y

 
 

22 2
aو داراي فرم 1 x b y c

y f ( )
ax by c
 

 
 

1 1  ت. پس معادله قابليت تبديل شدن به يك معادلهاس 1

xپذير را دارد. ابتدا بايد براي دو خط غيرموازيتفكيك y  1  و( ) y  
1 1 2 2 2

2



yمحل تقاطع را پيدا كنيم. از معادله دوم   2  به

x،آيد و با جايگذاري در معادله اولدست مي  )صورت آيد. پس نقطه تقاطع دو خط بهبه دست مي 3 , ) ( , )   3 كارگيري تغييرمتغير است. با به 2
x X
y Y
 

  

3
dYصورتمعادله به 2 Y( )

dX X Y



Yuشود كه بايد از تغييرمتغيربه يك معادله همگن تبديل مي 22

X
 توانيم استفاده كنيم. با اين توضيح مي

Yقرار دهيم همچنين با داشتن  1عدد  Xجاي و به uدر سمت راست تساوي  Yجايبه uX جاي بهY عبارتu Xu دهيم:قرار مي  

      duu
dX

u u u u( u)u Xu ( ) Xu u
u ( u) ( u)

u u u u u( u ) du u( u )Xu X
dX( u) ( u) ( u)



       
  

          
  

2 2 22
2 2

2 2 3 2 2

2 2 2

2 2 2 1
1 1 1

2 2 1 1
1 1 1

   

du X u( u ) dX ( u) du.
dX du X( u) u( u )

  
    

 

2 2

2 2
1 1 1

1 1
oM ´Ãv£U¸Ã oŠ IÀov¨·jo¨t¼§•¶  

)         كنيم:گيري از طرفين حل ميپذير به دست آمده را با انتگرالحالا معادله تفكيك u) duLnX c
u( u )


  


2
2

1
1

   

)لبراي محاسبه انتگرا u)
u( u )



2

2
1
1

  پذيري كسرها داريم:با استفاده از تفكيك 

( u) u u A Bu C A( u ) Bu Cu (A B)u Cu A
uu( u ) u( u ) u u( u ) u( u )

         
    

    

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 2 1
1 1 1 1 1

  

A)با مقايسه  B)u Cu A  2  وu u 2 2 صورت هب Cو A،Bمقادير 1
A
B
C


 
 

1

1
 صورتآيد. پس كسر بهدست ميبه( u)

uu( u ) u


 
 

2

2 2
1 1 2
1 1

 

)              شود. حالا حاصل انتگرال قابل محاسبه خواهد بود:تجزيه مي )du (Ln u Arc tg u)
u u

   
 2

1 2
1

   

       با جايگذاري حاصل انتگرال در جواب عمومي داريم:
Yu
X Y YLn X c Ln u Arc tg u Ln X c Ln( ) Arc tg

X X


         

xصورتاما تغييرمتغير اوليه به X
y Y
 

  

3
Xصورترا بهYو Xبوده است؛ بنابراين مقادير 2 x

Y y
 

  

3
  كنيم:در معادله جايگذاري مي 2

 

y yLn | x | c Ln | | Arc tg ( )
x x

y yLn | x | c Ln | | Arc tg ( )
x x

y yLn | x | Ln | | Arc tg ( ) c
x x

   
   

 
 

   
 

 
    

 

2 23 3 3
2 23 3 3

2 23 3 3

   

y     صورت مقابل خواهد بود:قرار دهيم جواب عمومي به c،Cجاياگر به yLn | x | Ln | | Arc tg ( ) C
x x
 

   
 

2 23 3 3   

  دهند.در قدر مطلق قرار مي را Lnگيري عبارت جلويتواند شامل عددي منفي باشد؛ بنابراين پس از انتگرالنمي Lnورودي تابع توجه:
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yبه سمت راست تساوي داراي فرم yاين معادله با انتقال ترم»  1«گزينه ـ 21 f (x , y ) است، ابتدا به جايyعبارت ،p دهيم سپس يك را قرار مي
  دهيم.قرار مي y،pجايگيريم و دوباره بهبار ديگر از رابطه مشتق مي

dy dyy x ( ) x y x p xp y xp x p p p xp
dx dx

           2 4 2 4 4 2 32 2 2 4 2 2´ÄoÃ¬Â¶ ¢Tz¶ ¾²jI•¶ pH  
y p p ( x p x) p xp p x ( xp ) p p ( xp )

( xp ) ( xp p)





           

  

2 3 4 3 3

3
4 2 2 2 2 2 1 2 1

2 1 2
  

xpجواب عمومي با فرض  32 1  اگرشودميمحاسبه .xp p
x

    3 3 12 1 2،  صورت زير جواب غيرعادي به ه زيرمعادل با قرار دادن درآنگاه
  : شودتعيين مي

p ( ) , p
x xy x p xp xp(xp ) x ( ) (x( ) )

x x

  
       

1
331 1 1

2 4 3 2 2 31 12 2 22 2  

x xy ( ) x x y          

2
2 23 3 2 33

1 4 3
3 3

1 3 3 322 2 22 2
2 2

IÄ  

   كنيم:را محاسبه مي yرا در معادله ديفرانسيل جايگذاري كنيم: ابتدا yو yكند؟ بايداما آيا جواب غيرعادي در معادله ديفرانسيل صدق مي
.y

xx
   3 3 3

3 2 3 1
32 2 2

  

x  گيريم بدين صورت كه:تر در نظر ميرا ساده yو yبه منظور جلوگيري از محاسبات طولاني y A A
x

y A    3 2
3 3

2 1 3
3 2 2

» »  
  دهيم:حالا جايگذاري را انجام مي

x ( A ) x ( A ) A x
x x

  32 4 2
3 3

2 1 2 123 3   

x x( ) A A A x ( ) A x A x A x
x x x

       
2 3 3 3 34 4 2 4 4 2 2 2

3 3
2 4 2 4
3 3 3 3  

Aبا تقسيم معادله بالا بر x3 )  داريم: 2 ) A ( ) A     4 3 4 32 4 2 113 3 3 3  

(.اما AA (
 


   3

3 33 1
2

3
2 2 2
)  و با جايگذاري در سمت چپ تساوي فوق داريم: « ) ( ) [ ( ) ]  3 32 2 1 3 1

3 3 2 2 3  
  كند.پس جواب غيرعادي نيز در معادله ديفرانسيل صدق مي

  

Mابتدا»  3«گزينه  ـ22 N
y x

 


 
  دهيم:را تشكيل مي 

M x y
M Ny ( x y ) ( x y ) y x
y xN x y

x

                    

2
2 2 2

2

2 9
2 9 6 3 6 4

6 3
  

Nلاحا M كنيم:را حساب مي  
( x xy y ) ( x xy y ) x xy xy y x( x y ) ( x y ) (x y)( x )                  2 2 3 2 3 2 2 3 2 2 23 3 6 5 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3  

Mبا تشكيل N( )
N M y x

 


  
M  داريم: 1 N ( x y )( )

N M y x x y(x y)( x y )
   

  
     

2
2

1 2 2 3 2
2 3

  

zبنابراين x y  وF(z)
x y



dzF(z)dz  و لذا داريم: 2 Lnz Lnzze e e e z (x y)

       
22

2 2 2  

x)  ساز داريم:رب معادله در عامل انتگرالبا ض y) ( x xy y )dx (x y) (x xy y )dy       2 2 2 2 2 2 35 2 3 3 2   
M*توانيم فرض كنيمحالا معادله كامل است و بايد جواب عمومي را تعيين كنيم، مي x ( x ) x 2 2 45   و لذا داريم: 5

x dx (x y xy)(x xy y )dy c      4 2 2 2 2 35 3 2 2  
x [x x y x y y x xy y x y x y xy ]dy c         5 4 3 2 2 3 2 2 4 5 3 2 3 43 2 2 2 2 4  

x [x x y x y y x xy y x y]dy c        5 4 3 2 2 3 2 2 4 5 33 4 5 2 2  
x y x y y xy y x yx [x y x ] c x x y x y x y y x xy y x y c                 

3 3 2 4 3 5 6 3 25 4 2 5 4 3 3 2 4 3 2 5 6 3 24 5 2 23 3 3 3 33 4 3 5 6 2  
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x)با توجه به اين كه عبارت  »4«ـ گزينه 23 y) چند بار در معادله به كار رفته است تغيير متغيرu x y  گيريم:را در نظر مي  
dy dyu x y u u
dx dx

        1 1   

xگذاريبا جاي y u  وdy u
dx

 1 :در معادله داريم  
dy u xx(x y) x (x y) u xu x u u xu x u x
dx u u


                3 3 3 3 3 3 3

3 21 1 1   

zمعادله به دست آمده از نوع برنولي است پس تغيير متغير
u

 2
  كنيم:را اعمال مي 1

u u zz z
u u u

       2 3 3
1 2

2    

u x zx xz x z xz x
u u

          3 3 3
3 2 2 22   

  كنيم:د پس آن را به صورت زير حل ميآمه از نوع خطي مرتبه اول به دست معادل
p(x)dx xdx x x x(x) e e e z [ (x).( x )dx c] e .[ x e dx c]

(x)
              

  
2 2 22 3 31 2 2   

z
u x yx x x x xuz e [(x )e c] x ce x ce x ce

u (x y)


               



2 2 2 2 22
1

2 2 2 2
2 2

1 11 1 1 1   
  

  كنيم:ابتدا معادله ديفرانسيل منحني داده شده را محاسبه مي»  4«گزينه ـ 24
d
dr r (sec cos ) r (sec tg sin )r c (sec cos ) c

sec cos (sec cos )
        

      
    2  

r sec tg sinr (sec cos ) r (sec tg sin )
r sec cos


              

 
  

r، عبارتrحالا به جاي
r




2
  پردازيم:دهيم و سپس به حل معادله ديفرانسيل جديد ميرا قرار مي 

r( ) sec tg sin r sec tg sinr
drr sec cos sec cos
d

          
   



2

  

r sec tg sin dr sec cos d Lnr Lnc Ln | sin |
dr sec cos d r sec tg sin

    
           

     
21 1 22

´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã o‡ pHIÀov¨·jo¨t¼§•¶  

Lnrc Ln | sin | Lnrc Ln | cos | Lnrc Ln | cos | Lnr c Ln | cos |                  22 2 2 2 2 21 11 1 1 2 1 12 2
nkMo†¸Ã o‡  

c Cr c cos cr cos      
22 2 2 2 21 1  

  
fاين معادله به فرم»  3«گزينه ـ 25 (x , y, y )    است و براي خطي بودن در اولويت است. واضح است كه معادله خطي نيست، زيرا وجود ضريبsin y 
حضور داشته باشد  xاي درجه اول ازبايد يك چندجمله dyتوان گفت كه در ضريبنيز مي xغيرخطي كرده است. در مورد yين معادله را نسبت بها yدر

uارگيري تغيير متغيركجور نيست، اما با بهكه اين cos y كنيد كهملاحظه ميu sin yy   نيز در معادله ظاهر شده است. پس با جايگذاري داريم:  
u ( u) u u u u u u u u u u                 2 2 21  

برنولي با uاين معادله نسبت به    داريم: u2لذا با تقسيم معادله بر است، 2
uu u u ; v
uu v v v v

uu

  
  

          
1 2 1

2
2

1 1 1 1  

uو سپس با جايگذاري vتوانيم جوابخطي است. به سادگي مي vحالا معادله براي
u


uو سپس 1 cos y .به پاسخ عمومي مسأله دست يافت  

x
dx x x x

x x

v u cos yx x x xu

e c(x) e e v [ e dx c] v ce
e e

ce ce cos y ( ce ) y cos ( ce )
u cos y


  

 

    

          

           


1

1 1 1

1 1 1

1 11 1 1 1
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x  داريم: dxبرطرفين  تقسيمبا   »2«ـ گزينه 26 x xe y y( xy e ) y y y xe      22 2   

uمعادله از نوع برنولي به دست آمد پس با تغيير متغير
y


yu  كنيم:مسئله را حل مي 1 u

y y

   2
1   

x x x xyy y y xe xe u u xe u u xe
yy

   
              2

2
12 2 2 2   

  معادله از نوع خطي مرتبه اول به دست آمد:
p(x)dx dx x x x x(x) e e e u [ (x).( xe )dx c] e .[ xdx c] e ( x c)

(x)
                 

   21 2 2   

u
yx x xue x c x e u c x e y c


         

1
2 2 2 1   

  

zكار بگيريم با توجـه بـه اينكـه   داده شده است. اگر فرمول كلي را به zخوشبختانه»  2«گزينه ـ 27 zy x
y x
 

  
 

2 آنگـاه  «2
M N

d y x dz
xN yM

 


  
 2 2 .  

بايدباشد حتماً  zساز برحسبكه عامل انتگرالدر صورتي
M N
y x

xN yM

 


 
2 x(همان zبنيز برحس 2 y2    ) باشد. 2

 
T)با تقسيم طرفين بر»  2«گزينه ـ 28 )1 و سپس ضربدرdt به معادلهdT kdt

T
 

1 گيـري از  پذير است. با انتگـرال تفكيكرسيم كه يك معادله مي
LnT   معادله داريم: kt a a kt a ktLn (T ) kt a e e e .e T e e              11 1  

ktTبه رابطه aeبه جايcبا جايگذاري ثابت جديد  ce 1 يابيم. اما دو ثابتدست ميc k»كنيم.ط اوليه تعيين مياز شراي  
kt

k k k k

T ( ) ce c T e

T ( ) e e e e ( )

        

     




   

         


           


1
4 4 4 4

1 1 1 9 1 9

5 5 54 6 6 1 9 5 9 9 9 9

  

Tها زماني موردنظر است كه در آنباتوجه به گزينه  2 شود:مي  
k te ( )kt k te (e ) ( ) ( )     

 
       

1
45 1

9 4 45 5 12 1 9 9 1 9 9 9 9  

t LntLn ( ) Ln Ln Ln t log /
Ln

      4 5
9

1
5 1 5 1 194 4 14 959 9 4 9 9 9

9

 

  

دست دو جواب به 2جواب عمومي از ضرب دو عبارت تشكيل شده، بنابراين از حل معادله ديفرانسيل درجه ها دقت كنيد اگر به گزينه»  2«گزينه  ـ29
  كنيم:آوريم و سپس هركدام را جداگانه حل ميمي

,
b b acy ( y cos x) y y cos x y

a
         

22 2 2
1 2

43 3 2  

,
( y cos x) ( y cos x) ( y cos x) y cos x ( y ) y cos x cos x y cos x

y
          

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2

3 3 4 3 3 3 6 12
2 2  

,
y cos x ( y ) y cos x cos x y cos x ( y cos x)

y
        

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2

3 3 6 3 3
2 2  

  ,
y yy cos x ( y cos x)y
y cos x

        
 

22 2 1
1 2

2

33 3
2  

  حالا دو معادله ديفرانسيل داريم كه هركدام بايد جداگانه حل شوند:
dxdyy ydx dy dy:y y y dx x k x k ( )

dx y yy



             

22 2
2

1 13 3 3 3 3 1
nkMo†¸Ã o‡

´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pHمعادله اول  
dyy dxdx dy:y cos x cos x dy cos xdx y sin x k y sin x k ( )

dx
´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠpHnkMo†¸Ã o‡

             2 دوممعادله  

)جوابدو  حالا ) ( )2 )كنيم؛ يعنيرا در هم ضرب مي «1 x k)(y sin x k)
y

   
13.  
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Mdxكنيم معادله را به فرمبا طرفين وسطين كردن سعي مي » 4«گزينه ـ 30 Ndy   :بنويسيم  
(x sin y)dx (sin y x cos y)dy (x sin y)dx (sin y x cos y)dy       2 2    

  كنيم:ست، شرط كامل بودن را بررسي مياي ااز تركيب توابع مثلثاتي و چندجمله Nو Mو چون
MM x sin y cos y

M Ny
y xNN sin y x cos y cos y

x

                
2

   

Mبا توجه به اينكه x كنيم:صورت زير محاسبه مي، جواب عمومي معادله را به  
x cos yM dx Ndy c x dx [ sin y x cos y]dy c xsin y C              

2 22 2 2   

)yرا با جايگذاري Cثابت ) 
 2 كنيم:تعيين مي  C C

     
1 1

2 2    

Cبا جايگذاري  
1
  يابيم.در جواب عمومي، به جواب خصوصي دست مي 2

x cos y x cos yxsin y xsin y        
2 22 1 1 2

2 2 2 2 2 2    
cos y cos yx cos y xx sin y cos y x sin y 




      
21 22 2

221 2
2 2 2  

cos y sin y x xsin y x sin y sin y x sin y sin y x sin y x             
2 2 2 21 22 2 2 21 1 2 2 22 2

nkMo†¸Ã o‡  
x)عكنيم در سمت راست تساوي اتحاد مربسعي مي sin y) sinرا بسازيم. براي اين منظور بايد جمله 2 y2 :را به طرفين تساوي اضافه كنيم؛ لذا داريم  

sin y sin y sin y xsin y x sin y (x sin y)        2 2 2 2 2 22 2 2 3 2   
sin y (x sin y)  2 23 2  

sinحالا خوب دقت كنيد. جمله سمت راست تساوي همواره مثبت است. پس y 23   نيز بايد همواره مثبت باشد. 2

sin y
sin y sin y

sin y


     

  

2 2
2

2 33 2 3 2
3

   

]يك تابع كراندار بين sinاما چون تابع , ] 1 sin  است پس داريم: 1 y [ , ] [ , ]  
2 21 13 3   

  

 دهيم: به دو روش پاسخ ميسؤال را » 2«گزينه  ـ31
y(yبا توجه به اينكه همروش اول:  e ) داريم و همy( e )dy1 يعني ديفرانسيل عبارت)yy e   را هم داريم) پس از تغييـر متغيـرyu y e    كمـك

y  گيريم.مي yy e u ( e )dy du    1   
x  بنابراين داريم: xdu(u e )dx du u e

dx
         

dx  ايم؛ لذا داريم:ي مرتبه اول خطي رسيدهبه يك معادله xe e  1   
  بنابراين جواب معادله به صورت زير است:

y xu y e ex x x y x y x
xu [ e .e c] ue x c (y e )e x c y e (x c)e

e

              
1 njJo†¸Ã oŠ   

Mابتداروش دوم: 
y




Nو 
x




معادله كامل نيست     كنيم:را حساب مي 
y

y

M e
M Ny e
y xN

x

             

1
1


   

yNاگر اين عبارت را بر e 1 :تقسيم كنيم، داريم  
y

y
M M e( )

N y x e
  

  
  

1 1 1
1

   

dxساز به شكللذا عامل انتگرال xM e e 1  در معادله داريم:خواهد بود. با ضرب آن  x y x x ye (y e e )dx e ( e )dy    1    
  بنابراين جواب معادله به صورت زير خواهد بود:

x y x x y x x y(e y e .e )dx ( N x ) dy c e y e e x c e (y e ) x c             1 j¼{Â¶®‚Ie pH ®¶I{RI±μ] ›me pH ¾¨ÂUnIL–   
xe y xy e (x c)e

    njJo†¸Ã oŠ  
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xLnyاز تغيير متغير dyو در ضريب dxدر ضريب xLnyبا توجه به وجود»  3«گزينه  ـ32 u گيريم:كمك مي  

yxxLny u Lnydx dy du yLnydx xdy ydu
y

      njJo†¸Ã oŠ   

    ايجاد كنيم: xو متغير uاي برحسبدنبال اين هستيم معادله
ydu

yxydx ( xLny ) (yLnydx xdy) xdx ( u )du       2 1 2 1


 oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ   

C Cx u u C x u u C x x Ln y xLny C           1
2 2 22 2 2 2 2

1 1
2 2 2 2 2 22 2

´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH  

  

 كنيم تا بـه را حذف مي c، ثابتcكنيم و بين جواب عمومي و مشتق آن نسبت به ها جواب عمومي را تعيين ميتك گزينهبا توجه به تك»  2«گزينه  ـ33

yجواب غيرعادي دست يابيم و سپس با مقايسه جواب حاصل با x x    كنيم.گزينه صحيح را انتخاب مي 3

cy xc ( )
( ) y { ( ) ( ) }x x

c cx ( ) ( x) ,c ( x)

  

  

   
    
  

      


2
3

6 4 2
1

3 33

12 3 331 3 22 22 2 1 1 9 93 13 3 3 3 4 4

¾¹Äp¬ÂwnoM :  

cy xc ( )
( ) y x( x ) (x ) x x

c cx ( ) x ;c x

   
      
  

      


3
2 3

2 2 32
1

2 22

12 32 1 3 2
2 3 1 1 1 33 2 3 3

¾¹Äp¬ÂwnoM :  

 
aمعادله داده شده از نوع برنولي بوده كه در آن»  4«گزينه   ـ34    اما اينجا قصد داريم به روش ابتكاري زير مسأله را حل كنيم: است. 2

dt
ap bp dp dp bdt dt ( )dp dt

p (a bp) a p a bpap bp
      

 

2
2

1 1nkMo†¸Ã o‡
IÀov¨¾Äq\U  

pLna at aka bp

dp b dp dt Lnp Ln (a bp) t k
a p a a bp a a

p pLn t k Ln at ak e e . e
a a bp a bp



       


      
 

  
1 1 1

1

´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pH

nkMo†¸Ã o‡
  

ake cak at atp pe .e ce
a bp a bp

  
 

  

tوقتي  چونa    پسatce  و لذا مخرج كسرp
a bp

aa  :داريم بايد به صفر ميل كند. پس  bp p
b

 





     

1 6
7

1 1
1
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fدر اين معادله بايد ابتدا خطي بودن را بررسي كنيم چون معادله به صورت  »3«گزينه  ـ35 (x , y , y )   ه است. معادلـه نسـبت بـه   داده شدy   خطـي

dyyهم خطي نيست چـون اگـر   xوجود دارد. همچنين نسبت به y، جملهyنيست چون در ضريب
dx

    بنويسـيم و معادلـه را درdx     ضـرب كنـيم بـه

xdxرابطه ydy (x y )dx  2 d(xوجـود دارد. منتهـا چـون    x، عبارتي برحسـب dxرسيم كه باز هم در ضريبمي 2 y )xdx ydy 
 

2 2

و حتـي   2

xخود عبارت y2   سازي داريم:بندي براي حل اين سؤال مناسب خواهد بود. با سادهدر معادله آمده است، بنابراين روش دسته هم 2

xdx ydy d (x y ) x y d(x y )d(x y ) (x y )dx dx
x y

    
     



2 2 2 21 2 2
2 2 2 22

2 2
1 1
2 2

oM´Ãv£U¸Ã oŠ     

xاگر فرض كنيم y u 2 du  آنگاه داريم: 2 dx Lnu x c
u

   
1 1
2 2

´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ   

u،xجايحالا به y2 Ln(x  دهيم:قرار مي 2 y ) x c  2 21
2    

)با جايگذاري نقطه , )1 :در جواب عمومي خواهيم داشت  

Ln( ) c c Ln(x y ) x Lnx y x            2 2 2 21 11 22 2   
x x xx y e y e x y e x       2 2 2 2 2 2 2 2   

xeيتواند منفي باشد؛ يعنحالا دقت كنيد كه عبارت زير راديكال نمي x  2 xeكه به ازاي آن نامساوي x. براي تعيين محدوده2 x2 برقرار باشد از  2
  گيريم:.روش رسم نمودار كمك مي

)نقطه , ) بسيار بيشتر  xe2رشد تابعدانيم كه محل تلاقي دو تابع بوده و از مقايسه دو تابع مي 1
xرو است و چون به ازايصورت روبهاست. لذا شكل تقريبي اين دو تابع به x2از   نامساوي

Dصورتشود دامنه جواب بهبرقرار مي [ , )   .خواهد بود  
  
  
هم  مقايسه نرخ رشد دو تابع از جمله مباحث دوره دبيرستان بوده ولي من باب يادآوري بايد از دو تابع مشتق گرفت و مقادير مشتق آنها را با :جهتو

xeمقايسه كرد. مشتق توابع x2 xeترتيببه «2 x2 xبه ازاي هر مقدار از كنيد كه است. حالا به سادگي ملاحظه مي 22   مقدار تابعxe x22 است.  2
   خواهد بود.  x2بيشتر از xe22ايم. لذا واضح استتواند در تابع نمايي قرار دادهرا مي x2چون حاصل
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