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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  

  1399 كارشناسي ارشدآزمون  و پاسخنامه سؤالات  
  

   

 MBAسؤالات رشته ي 
 

 1 مكان هندسي تمام اعداد مختلطي مانند ـz كه در شرطRe(z z) Im( )
z i z


   

1 1    كنند، كدام است؟صدق مي 1
  ) نقاط روي يك دايره1
  ) نقاط روي يك دايره به استثناي يك نقطه از آن3

  اقع روي يك خط) نقاط و2
  ) نقاط واقع بر يك خط به استثناي يك نقطه از آن4

 2 فرض كنيدـf (x) x ax b  2  كهa  وb اگر اند.اعدادي حقيقيf ( i) 3 4   باشد، مقدارa b كدام است؟  
1 (19  2 (2   3 (3   4 (31  
 3 بازه همگرايي سري تواني زير كدام است؟ـ  

n

n
n

( x )
(n n )







 
 2

3 2
5 1

 

1 (( , ]
71 3 2 ([ , ]

71 3  3 (( , ]
7 13  4 ([ , ]

7 13  

 4 دو خودروي ـA وBخـودروي   .كننداز محل تقاطع دو جاده كه عمود بر هم هستند شروع به حركت ميA    بـا سـرعتm/
s

1 بـه سـمت شـمال و     5

mبا سرعت  Bخودروي 
s

mچه سرعتي (برحسب با  Bو  Aكند. بعد از گذشت يك دقيقه فاصله بين دو خودروي به سمت شرق حركت مي 2
s

  ؟يابد) افزايش مي
1 (1   2 (5/1  3 (2  4 (5/2  

 5 فرض كنيد ـx

x
dg(x) sin(t )dt
dt

 
2
2

2

2

)gباشد، مقدار  )4 كدام است؟  

1 (
2

2  2 (1-  3 (  4 (2  

 6 كدام است؟ زيرمقدار انتگرال ـ  

sin xcos xdx


 5 32


 

1 (1
6  2 (1

8  3 (1
12  4 (1

24  

 7 فرض كنيد ـ
n

n
( )a

n!


nو  1399 nb
( ( ))


 

1
1399 1

nهاي . سري
n

a





1
nو  

n
b






1
  چگونه هستند؟ 

1 (n
n

a





1
n همگرا و 

n
b






1
 واگرا است. 

  ) هر دو همگرا هستند.3

2 (n
n

a





1
nواگرا و  

n
b






1
  همگرا است. 

  ) هر دو واگرا هستند.4
 8 مقدار انتگرال زير كدام است؟ـ  

x dx
x 


33

2 1
 

1 (4
3  2 (5

3   3 (2   4 (3 2
2  

 9 هايناحيه محصور بين منحنيـy
x


1،y xوx    ؟دهيم. حجم جسم حاصل چقدر استها دوران ميxواقع در ربع اول صفحه مختصات را حول محور 2

1 (1
6
  2 (11

6   3 (2   4 (13
6  

 10 اي مساحت رويه استوانهـr cos  1 در بازه ,   وz 1   كدام است؟ 3
1 (4  2 (8   3 (4   4 (2  
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 11 خطـy x را در بازه 3 ,2  حول محورxدهيم، مساحت جانبي شكل حاصل كدام است؟ها دوران مي   
1 (6 5  2 (12 5  3 (6 1   4 (12 1  
 12 هاي ر بين منحنيفرض كنيد ناحيه محصوـy

x


1
2 ،y   ،x  xو  1     ايم. حجم جسم حاصل كدام است؟ها دوران دادهyمحور  را حول 5

1 (4  2 (3  3 (2  4 (  
 13 مقدار حد زير كدام است؟ـ  

n

n i

( n i)lim
n 


7

8
1

4 3 

1 (( )8 81 7 48  2 (( )8 81 7 38  3 (( )8 81 7 424  4 (( )8 81 7 324  

 14 ه در مورد كدام گزين ـdx

x x




 1399

sinو x cos x dx
x

 
   صحيح است؟ 21

 ) هر دو واگرا هستند.1
  ) اولي همگرا و دومي واگرا است.3

  ) هر دو همگرا هستند.2
  ) اولي واگرا و دومي همگرا است.4

 15 اولين چهارجمله سري تواني ـxf (x) e
xدر همسايگي 2   كدام است؟  

1 (x xx  
4 621 2 6  2 (x xx  

2 3
1 2 6  3 (x xx  

4 621 2 6  4 (x xx  
2 3

1 2 6  

 16 اگرـ
(x,y) ( , )

yA lim
x y




2

 
و

(x,y) ( , )

(x y)B lim
| x | | y |






2

3 
  باشند، كدام گزينه درست است؟ 

1( A B    2 (A    وB .3  وجود ندارد (A  وجود ندارد وB  .  4 (A  وB .وجود ندارند  

 17 فرض كنيد ـ
x y (x,y) ( , )

f (x,y) x y
(x,y) ( , )




  
 

4
4 4  

  

v، چنانچه ( , )
3 1

2 2
  ،مقدارباشدvD f ( , )   مشتق سويي تابع)f در نقطه( , )    در جهـت

  كدام است؟ (v)بردار
1 (/ 55  2 (/ 45  3(/ 35   4 (/ 25  
 18 هايخم حاصل از اشتراك رويهـx y 2 2 zو 1 x y 2 )را در نظر بگيريد. انحناي اين خم در نقطه  2 , , )1 1 كدام است؟  

1 (15  2 (4   3 (17   4 (18  
 19 كداميك از صفحات زير بر رويهـ(x ) (y ) (z )     2 2 22 2 1 3 )در نقطه  8 , , )2 3   مماس است؟ 5

1 (y z  8 2 (x y  5  3(x y z   5 4 3   4 (x y z  5 5 4 5  
 20 ول منحني طـr sin  1 در بازه[ , ] كدام است؟  

1 (8  2 (1   3 (5 2  4 (4 2  
 21 فرض كنيدـx x(u, v) ،y y(u, v) ،xu yv 2 2 uxو4 vy 2  باشند. حاصلx( u uv)

u





vبه ازاي  22   كدام است؟  
1 ((u v)y 4  2 ((v u)y 4  3 ((u v)x 4  4 (( u v)x4  
 22 مقدار انتگرال دوگانه زير كدام است؟ـ  

y
sin x dxdy

x 
1 1


 

1 (sin1 1  2 (cos1 1  3(sin cos1 1   4 (  
 23 مقدارـ

A
x y dxdy  2 روي ناحيه  21 A (x,y) | x y , x,y    2 21 4 كدام است؟ ،  

1 (( )


3 3
2 25 26  2 (( )


3
23 16  3 (( )


3 3
2 25 23  4 (( )


3
23 13  

 24 مساحت ناحيه محصور به درونـr sin 3 نو بيروr sin  1 م است؟كدا  
1 (  2 (

2   3 (2   4 (3
2  
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 25 فرض كنيدـf (x,y) x xy y  3 22 6    باشد، كدام گزينه صحيح است؟ 3
1 (( , )  و( ,   نقاط مينيمم موضعي هستند. 11(
3 (( , )  نقطه مينيمم موضعي و( ,   نقطه زيني است. 11(

2 (( , )  نقطه زيني و( ,   نقطه ماكسيمم موضعي است. 11(
4 (( , )  زيني و نقطه( ,   نقطه مينيمم موضعي است. 11(

 26 كمترين و بيشترين مقدار ـf (x,y,z) xy z  xاز بين نقاط مشترك صفحه  2 y z     و كرهx y z  2 2 2   ، به ترتيب كدام است؟24
  12و  -13) 4  13و  -12) 3  14و  -12) 2  14و  -13) 1
 27 حجم ناحيه محصور به ـz    وz x y  2    كدام است؟ 22

1 (
2  2 (  3 (2   4 (4  

 82فرض كنيد  ـC حاصل از تقاطع منحنيz x y 3 zو 2 x y 2 )از نقطه 24 , , )   به نقطه( , , )11 باشد، مقدار  22 z z
C

y i ( xy e ) j ye k .dr   2 3 32 3
    

  كدام است؟
1 (( e ) 61 12  2 (( e ) 61 1

2 2  3 (( e ) 51 22  4 (( e ) 61 22  

 29 حاصلـ
S

F.ndS
  هرگاهxF(x,y,z) ( x z ,y sin(x z),xz ye )   

32 2 23،S سطح رويهx  1 وy  3 وz  2  وn   بردار قـائم
  باشد، كدام است؟ Sرو به بيرون بر رويه 

1 (  2 (23  3 (39   4 (42  
 30 فــرض كنيــد ســطح ـــS بــه صــورتcos   3 كــه  2    و   2 باشــد. اگــرn  بــردار قــائم يكــه برونســوي ســطحS  و

F(x,y,z) (x ,y ,z)

(x y z )



 
3

2 2 2 2

2  باشند، آنگاه
S

F.nds
  كدام است؟  

 1 (  2 (2  3 (4  4 (8  
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 MBAپاسخنامه رشته ي   
  

zگونه سؤالات، كافي است كهدر اين  »3«ـ گزينه 1 x iy  :را در نظر گرفته و مسأله را حل كنيد. يعني داريم  
x iy xz z (x iy) (x iy) iy Re{z z}

z x iy zx y x y


            
  2 2 2 2

1 1 12   

x iy y x y yi i Im{ }
i z x iy i zx y x y x y
    

         
   

2 2
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1   

x x y yRe{z z} Im{ } x x y y
z i z x y x y

  
          

 

2 2 2 2
2 2 2 2

1 1 1    

x x y y (x ) (y ) ( )          2 2 2 2 21 1 1 1 1 1
4 4 2 2 2 2

   
دست آوردن اين تساوي ما فرض كرديم بينيد، اين مكان هندسي، مجموع نقاط روي يك دايره است؛ اما يك نكته مهم وجود دارد. در بهطور كه ميهمان

xكه y 2 2  صحيح است.3كند؛ پس گزينه (ره صدق ميكه مبدأ در معادله اين داياست، يعني مبدأ نبايد جزء مكان هندسي ما باشد، در حالي (  
  

  به راحتي با جايگذاري عدد مختلط در معادله داريم:  »1«ـ گزينه 2
f ( i) ( i) a( i) b ( a b ) i( a )

a b b a
a b

a a

             

        
         

23 4 3 4 3 4 3 7 4 24
3 7 7 3 7 18 25 194 24 6

  



   

i3هستند، پس علاوه بر (ضرايب معادله) حقيقيbوaبا توجه به اينكهروش دوم:  i3، يعني، مزدوج آن4 ي معادله است. مي دانيم هم ريشه4
aاست، درنتيجه 25برابر با bو6رابر بابaهاست. پسبرابر با حاصلضرب ريشهbها وبرابر با جمع ريشهaكه b  است. 19برابر با  

  
  » 2«ـ گزينه 3
  هاي تواني خواهيم داشت:با استفاده از آزمون ريشه سري روش اول: 

n
n nn

( x ) xlim x x x
(n n )

 
               

 2
3 2 3 2 71 1 5 3 2 5 3 3 7 15 35 1

   

x) درست است. حال براي اينكه بفهميم كدام صحيح است، كافي است فقط وضعيت سري در2) و (1هاي (پس يكي از گزينه  1 :را بررسي كنيم  
n n

n
n n

( ) ( )
(n n ) n n

 

 

  


   
 2 2

3 2 1
5 1 1 

   

شده متناوب است كه در آن دنبالهسري داده
n n 2

1
1

  ) صحيح است.2همگرا به صفر است. پس اين سري همگراست و گزينه ( نزولي و 

  : داريم داريم، پس n2با توجه به اينكه در مخرج عاملروش دوم: 
 

    

2 2 1


  

و  )1هاي (پس گزينه باشد،سر بازه همگرايي بايد بسته  ها دوسريpياست پس با در نظر گرفتن قوانين مقايسه 2اختلاف درجه مخرج و صورت برابر با 

xبه ازاي حالد. نشو) حذف مي3( 
7
  داريم: 3

n

n
n n(n n ) n n

 

 


   
 2 2

1 1

5 1
5 1 1

   

pاين سري چون pطبق سري   2   ت. ) صحيح اس2باشد، همگراست، پس گزينه (مي 1
  

  كنيم.   هاي مسأله را در شكل پياده ميابتدا مسير حركت دو اتومبيل و داده  »4«ـ گزينه 4
dy m dx m/ ,
dt s dt s

 1 5 2   
dD dx dyD x y D x y
dt dt dt

    2 2 2 2 2 2  

  
Bxدانيم كه بين سرعت و مسافت رابطهرا نداريم، اما مي Dو yو xحالا توجه كنيد كه ما مقادير V t  وAy V t  :برقرار است. پس داريم  

x m
D x y m

y / m
  

      
2 22 6 12 151 5 6 9

 


 
   

dD  پس در نهايت داريم: dD/ /
dt dt

         
37515 12 2 9 1 5 24 135 375 2 515   

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بار از آن مشتق گرفته و سپس دوباره انتگرال گرفته شده؛ پس حاصل انتگرال همان شكل پيچيده انتگرال نترسيد. در واقع در اين تابع يكاز   »1«ـ گزينه 5
  تابع اوليه است. يعني داريم:

x
x

x x

d xg(x) sin(t )dt sin(t ) sin(x ) sin( ) g( ) sin( ) sin( )
dt


            

2
2

2 2

4
2 2 4 4

2 2

2 2
4 4 2 2   

  
  كنيم:سؤال را به دو روش حل مي»  4«ـ گزينه 6

  ترين راه براي حل اين انتگرال كمك گرفتن از تابع بتا است. به اين صورت كه داريم:آسان اول:روش 
m m , n n       2 1 5 3 2 1 3 2   

( ) ( ) ! !sin x cos xdx (m n) ( )
( ) !

  
      

  5 32 1 1 1 3 2 1 2 1 13 22 2 2 3 2 2 4 24
» »   

cosابتدا در زير انتگرال عاملروش دوم:  x3 صورترا بهcos x cos x2 و سپس به جاينويسيم ميcos x2 دهيمقرا مي( sin x)   و داريم: 21

  sin x cos x( sin x)dx (sin x cos x sin x cos x)dx
 

   5 2 5 72 21
 

   

  u sin x sin x sin x( )
du cos xdx


 

    


26 8 1 1 4 3 1
6 8 6 8 24 24   

  

!nnnارزيبراي سري اول از هم  »3«ـ گزينه 7 ( )
e

 صورت داريم:اين گيريم، دركمك مي  
n n

nn nn nn n n nnn n n

( ) ( e) e ea lim | a | lim ( ) limn n nn( )
e

  

    
      

1 1 1

1399 1399 1399 1399 1     

  پس اين سري همگراست.
)رسد طراح محترم و يا تايپيست سؤال دچار يك اشتباه كوچك شده است.اما در مورد سري دوم، به نظر مي ) 1399 است و اصلاً شكل  1398همواره  1

nاي ندارد و سريمبهم و پيچيده
n ( )






1

1
1398

)nيك سري هندسي همگراست. ولي اگر منظور طراح  ) 1399 صورت وقت يك سري بهبوده است آن 1

n
n ( )



  


1

1
1399 1

nnداريم كه با توجه به اينكه 
lim

( )  

1
1399 1

سري  مخالف صفر است، سري شرط لازم همگرايي را ندارد. ولي اگر در مخرج 

n n( ( ) ) 1399 nبوده باشد، سري به شكل 1 n
n ( ( ) )



  


1

1
1399 1

  است كه با استفاده از آزمون ريشه داريم: 

n nn n n nn n n
lim | b | lim lim

( ( ) ) ( )  
  

   

1 1 1
1399 1 1399 1

   

1توجه كنيد كه حد فوق دو مقدار
1يا 1398

14   تر است، پس سري همگراست.هر دو حالت از يك كوچكرا خواهد داشت كه در  
) 3شده حل كنيد كه يعني هر دو سري همگراست و گزينه (صورت دادهدر اين حالت كه ممكن است غلط تايپي صورت گرفته باشد، بهتر است سؤال را به

  صحيح است.
  

xمتغير  براي حل اين انتگرال از تغيير  »1«ـ گزينه 8 t 2 21 (t )  گيريم:كمك مي  
x t x xdx (t )tdt tx t xdx tdt (t )dt ( t) ( ) ( )
x t x t

                   
   

  
2

1

2 2 33 2 22 2 2
1 12 2

1 1 8 1 41 1 2 13 3 3 33 2 1

   

  
yصـورت صورت شكل مقابل است. با توجه بـه اينكـه شـكل توابـع بـه     ناحيه موردنظر به  »2«ـ گزينه 9 f (x)  و

  كنيم:صورت زير استفاده ميهاست، از روش قرصي بهxول محوردوران ح
b
a

xV [y y ]dx [x ]dx ( )
xx

[( ) ( )] ( )

        


        

 
2
1

322 2 2
2 1 21

1 1
3

8 1 1 7 1 1113 2 3 3 2 6
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fشـده روي يـك منحنـي كـه قاعـده آن منحنـي داده شـده و ارتفـاع هـر نقطـه آن          براي محاسبه مساحت جسم تشكيل  »2«ـ گزينه 10 (x , y)  طـه  باشـد، از راب

C
S f (x , y)ds  كنيم كه در اين سؤالاستفاده ميf (x , y)   3 1 rبراي مختصات قطبي برابر است با dsيك مقدار ثابت است و 2 (r ) d 2   :پس داريم2

r ( cos )
r r cos cos

r ( sin )




          
   

2 2
2 2 2

2 2
1 2 2 4 2   

b
a

S r r d | cos | d cos d [ sin ]
 


            2 22 2 2 4 8 82 2 2  

   

  
 يك مخروط  xابتدا شكل نمودار را در نظر بگيريد. واضح است كه از دوران اين خط حول محور  »4«ـ گزينه 11

دانيم شود و براي محاسبه مساحت جانبي اين مخروط نيازي نيست از روش انتگرال استفاده كنيم. ميحاصل مي
  است. در اين سؤال داريم: rLبرابر Lحت جانبي يك مخروط با يالمسا

L S rL ( )( )         2 22 6 2 1 2 1 6 12 1     
  :داريم هاxخاطر نداريد، با استفاده از رابطه مساحت سطح حاصل از دوران حور محوراما اگر اين فرمول را به

b
a

S y (y ) dx

S x ( ) dx xdx x )

  

        



 
2

2

2 22 2

2 1

2 3 1 3 6 1 3 1 12 1
 

  
   

  
  م:كنيابتدا ناحيه موردنظر را رسم مي  »1«ـ گزينه 12

  :توان استفاده كرد. با روش دوم داريماي ميبا توجه به شكل تابع، از هر دو روش قرصي و پوسته استوانه
b
a

v xf (x)dx x dx (x) ( )
x

            
5 5

11
12 2 5 1 42   

  

    »3«ـ گزينه 13
n n n

n n ni i i

in ( )( n i) inL lim lim lim ( )
n nn n    


     

7 77 7
8 8

1 1 1

344 3 1 34   

iبا فرض if ( ) ( )
n n

  L  شود:اين حد ريمان به انتگرال مقابل تبديل مي 734 ( x) dx ( x) ] ( )     


11 7 8 8 81 14 3 4 3 7 43 8 24
   

  
آن به انتگرال انتگرال اول در هر دو سر آن ناسره است. پس با تبديل  »2«ـ گزينه 14

I I

dx dxI
x x x x


 

 
 

1 2

1
11399 1399

 
  داريم: 

dxxهمگرا است I
x

   
1

1 2


    

dxx I
x


  2 1 1399

   

Pدر اين انتگرال  
1399   ون مقايسه داريم:در كل همگراست. براي انتگرال دوم از روش آزم Iپس همگراست. در نتيجه انتگرال 12

sin x cos x
x x


2 2
2   

dx(Pو چون انتگرال )
x


   21

22   همگراست، پس اين انتگرال نيز همگراي مطلق (يعني هميشه همگرا) است. 1
  

x  داريم: ueبا توجه به بسط مك لورن تابع  »3«ـ گزينه 15 ( x ) ( x ) x xe ( x ) x
! !

  
         

2 2 2 2 3 4 62 21 12 3 2 6   

  

1y
2x


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y، روي خطAبراي حد  »3«ـ گزينه 16 x شود پس كلاً حد وجود ندارد. براي حداصلاً حد تعريف نميB نيز با فرضy mx :داريم  

(x , y) ( , ) x x

(x y) (x mx) | x | ( m)B lim lim lim
| x | | y | | x | | mx | | x | ( | m |)  

  
   

  

2 2 2 21
3 3 3   

   

  در واقع چون تنها ريشه مخرج همان مبدأ مختصات است و اختلاف درجه صورت و مخرج مثبت است، اين حد روي هر مسيري صفر خواهد بود.
  

  با استفاده از تعريف مشتق سويي داريم:  »2«ـ گزينه 17

v
h h h

hh

h hf ( h , h ) f ( , ) h
D f ( , ) lim lim lim /

h h h    



   
    

4

4 4 5

5

9
16 2

3 1 9 9
92 2 16 16 32 451 2

16
  

   
   

   

  

صورتتوان بهشده را ميخم داده  »3«ـ گزينه 18
cos t

R(t) (cos t ,sin t ,cos t sin t) 

2
2 2

   هـاي پـارامتري، انحنـا از رابطـه زيـر      تعريف كرد. بـراي منحنـي
  شود:محاسبه مي

 | R (t) R (t) |
| R (t) |
 

 
 3

 
   

  در اين سؤال داريم:
  R(t) ( , , ) t  1 1


    

R (t) ( sin t ,cos t , sin t) R ( ) ( , , )     2 2 1
 

     
R (t) ( cos t , sin t , cos t) R ( ) ( , , )        4 2 1 4
 

    

                  
i j k

| ( , , ) |R R ( , , )
| ( , , ) |
          

 
3

4 1 16 11 4 1 17111 4

  
    

 
   

  

  بردار عمود بر صفحه مماس يك رويه، موازي بردار گراديان در نقطه تماس است. پس داريم:  »1«ـ گزينه 19
f (x , y,z) (x ) (y ) (z )       2 2 22 2 1 3 8    

f (x , y,z) ( (x ), (y ), (z )) f ( , , ) ( , , ) ( , , )      4 2 2 1 2 3 2 3 5 4 4 1 1
 

     
C: (x ) (y ) (z ) y z         2 1 3 1 5 8    

  

b   هاي قطبي داريم: با توجه به رابطه طول منحني  »4«ـ گزينه 02
a

L r r d   22   

  در اين سؤال خواهيم داشت:
r r ( sin ) (cos ) sin

L sin d





        

   

22 2 21 2 2

2 2


   

tتغيير متغير براي حل اين انتگرال، از
  2 گيريم:كمك مي  

  tL sin( t) dt cos t dt | cos | dt
  

  
  


        2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 22 2   

t
t d dt

t

                 


2
2

2


   

  t tcos dt sin ( )











    
2

2

2

2

2 22 4 4 4 22 2 2 2   
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    دهيم:را تشكيل مي زيرابتدا معادلات   »ها صحيح نيستكدام از گزينههيچ«ـ 21
F xu yv   2 2 4    

  G ux vy  2    
  داريم:  Gو  Fگيري ضمني براي دو عبارت اكنون از مشتق

     

xu v(F,G)
x vx xuv xv xu xv x(u , y) ( u uv) ( xu xv) x( u v)(F,G)u uvu uv u uvu v

(x , y) u v


                   

   
 

2
2 2

2 2 22 2

2
2 4 4 2 4 4

2 2
2

   

  اين سؤال در كليد نهايي سازمان سنجش حذف شد.توجه: 
  

اسـت، ترتيـب    xبه اين صورت قابل حل نيست. پس با توجه به اينكه تـابع درون انتگـرال فقـط تـابعي از     هاي حقيقي اين انتگرال با روش  »2«ـ گزينه 22
  گيري خواهيم داشت: كنيم. با توجه به ناحيه انتگرالگيري را عوض ميانتگرال

    x
y

sin x sin xI dx dy dydx
x x

    
1 1 1
  

  

                                            sin xI (x )dx sin xdx cos x) cos
x

       
11 1 1 1 

  
     

  

xبا توجه به وجود عامل  »1«ـ گزينه 32 y2 xصـورت بـا توجـه بـه    گيريم. در ايـن از مختصات قطبي كمك مي 2 , y     :خـواهيم داشـت
   2  و

xنيز y  2 21 rمعادل 4 1   است. پس در كل داريم: 2

A A
I x y dxdy r rdrd d r r dr [ ( r ) ] ( )

  
                 

2
1

3 3 3
22 2 2 2 2 2 2 22

1
11 1 1 1 5 22 3 6

   

  
كنيم. با توجه به تقارن مسئله، كافي است مساحت در ناحيه اول را ابتدا دو ناحيه را رسم مي  »1«ـ گزينه 24

  اي نقطه تقاطع در ربع اول داريم:محاسبه كرده و پاسخ را دو برابر كنيم. حالا بر

                                     sin sin sin 
        

13 1 2 6  
  

 
  

  حالا با توجه به فرمول مساحت در مختصات قطبي داريم:

b
a

S (r r )d (( sin ) ( sin ) d (( sin sin )d [ ( cos ) sin ]d
  

                       2 2 2 2 22 2 22 1
6 6 6

1 1 1 13 1 8 2 1 4 1 2 2 12 2 2 2  

S ( cos sin )d ( sin cos ) [( ) ( )] ( ) 







  

                     2

6

2

6

1 1 1 14 2 2 3 2 2 2 3 3 3 32 2 2 2 2 2 2  

S  كنيم و داريم: 2اي به دست آوردن مساحت كل، بايد آن را ضربدر ي واقع در نيمه اول شكل است و براين عدد مساحت ناحيه 
   2   كل 2

  

  گيري جزئي و پيدا كردن نقاط بحراني داريم: با مشتق  »4«ـ گزينه 25

  x

y

A ( , )f x y
x x x ,

B( , )f x y x y

           
      

2
26 6 6 6 1 1 16 6

 
 


   

  حال با كمك مبين دلتا داريم: 
  xx yy xyf f (f ) ( x)( ) ( ) x       2 212 6 6 72 36   

( , )  نقطه زيني ( , )    36      

( , )1 xxfنقطه مينيمم موضعي  1
( , )

     12
1 1 72 36    
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حذف كنـيم. بـراي ايـن كـار از قيـد اول       براي پيدا كردن نقاط بحراني تابع با دو شرط داده شده، در صورت ممكن بهتر است يك شرط را  »4«ـ گزينه 26

zشودنتيجه مي x y   :كه با جايگذاري در تايع و قيد دوم داريم  

f (x, y) xy ( x y) xy x y

g(x, y) x y ( x y) g(x, y) x y xy

      

          2 2 2 2 2
2 2 2

24 12
  

  داريم:ي لاگرانژ حالا مساله به پيدا كردن نقاط بحراني يك تابع دو متغيره با يك قيد تبديل شده كه با استفاده از روش ساده شده

yx

x y

ff y x y yx y x x yx x y
g g x y y x

y x y x ( )
y y x x (y ) (x )

y (x ) y x ( )

 
          

 

              
       


2 2

2 2 2 2

2 2 2 4 2 2 4 22 2
1 1 11 1 2 2
1 12 2 1 22 2

 

  خواهيم داشت: g(x,y)هاي بدست آمده در قيدحالا با جايگذاري پاسخ


y

x y f (x, y)
( ) g(x) x x x x

x y f (x, y)

( ) g(x) x ( x) x( x) x x x (x ) xy

f (x, y) xy (x y) ( )


     
               

              

        

2 2 2 2

2 2 2

2 2 41 12 4 2 2 12
2 1 1 12 1 11 11

2 11 2 1 13

 

  است. - 13و كمترين مقدار  12با توجه به مقادير بدست آمده واضح است كه بيشترين مقدار 

  
xoy ،xگيريم. تصوير ناحيه بر صفحهاي كمك ميبراي حل اين سؤال از مختصات استوانه  »3«زينه ـ گ27 y  2 22  2 اي به شعاعيا همان دايره 

است. پس   2 وr  2 ز طرفي با توجه به سؤال واضح است كهاz r   22،  :پس داريم  

  r rV r dzdr d d ( r r )dr (r ) ( )
  

                
2 242 2 2 2 2 3 22 2 2 2 1 24     

   

  
z  دهد:شكل نسبتاً طولاني تابع برداري، ما را به بررسي پايستار بودن آن سوق مي  »2«ـ گزينه 28 zF(x, y,z) (y , xy e , ye ) 2 3 32 3   

  z z

z z

i j k

curlF ( e e , , y y) o
x y z

y xy e ye

  
    
  



  

 3 3

2 3 3

3 3 2 2

2 3

   

  پذيري تابع در تمام نقاط، ميدان پايستار است و فقط كافيست تابع پتانسيل را محاسبه كنيم:  پس با توجه به مشتق

  

z zf (x, y, z) y dx e dy dz y x ye c

( , , )
I f (x, y, z) ( e c) ( c) ( e )

( , , )

     

        

  2 3 2 3

6 6
11 2 1 1 1 12 4 2 2 2



 
  

   

  
  :گيريمبا توجه به بسته بودن رويه، از قضيه ديورژانس كمك مي  »3«ـ گزينه 29

  S D D
F.n ds (divF)dv ( y x)dz dydx ( y x)dz dydx ( y x)dy dx

( y y xy) dx ( x)dx [ x x ]

         

          

       

  
3

1 3 2 1 3

1 1 12 2

3 2 3 2 6 4 2

6 2 2 18 18 6 36 3 36 3 39

    

  

 
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  دهيم:اي و تشريحي جواب ميسؤال را به دو روش نكته »4«ـ گزينه 30
  مطابق نكته متن كتاب داريم: روش اول:

xiبراي ميدان برداري yj zkF

(x y z )

    


 
3

2 2 2 2

  سه نتيجه زير را به خاطر بسپاريد: 

F) ديورژانس1
 ) صفر استdivF 


(  

Fسوي ميدان) شار برون2
 بر روي هر سطح بسته مانندSيعني حاصل ،

S
I F .nd 

  برابر باگرفته باشدمبدأ درون آن قرار ، به شرط اين كه ،4 .است  

Fهاي ميدانتوجه كنيد كه چون مؤلفه
      در مبدأ مختصات ناپيوسته هستند، بنابراين شرايط استفاده از قضيه ديورژانس را نـداريم كـه مـثلاً بگـوييم؛ چـون 

divF 

پس شار عبوري از سطح بسته ،S !!برابر با صفر است  
Fسوي ميدان) شار برون3

 براي هر سطح بستهاي مانندSيعني حاصل ،
S

I F.n d 
  صـفر ، برابـر بـا   نگرفته باشدمبدأ درون آن قرار  به شرط اين كه 

divFاست (دقت كنيد چون 

 توانيم از قضيه ديورژانس استفاده كنيم و بگوييم حاصل اين انتگرال صفر است.)و مبدأ درون اين سطح قرار ندارد، پس مي  

البته شرايط بالا در حالت كلي براي ميدان برداري
n n n n

xi yj zkF

(x y z )

 


 
3

2 2 2 2

   با فرض اين كهn عي باشد، برقـرار اسـت. يعنـي اگـر مبـدأ درون     عددي طبيS   

nيحجم درون رويه Vكه V3باشد، حاصل انتگرال برابر است با Sشود و اگر مبدأ درونقرار نگرفته باشد، حاصل انتگرال صفر مي n nx y z  2 2 2   .اسـت  1
) داده شده در صورت سؤال برابر2و به دليل ضريب (4برابر )2بنابراين حاصل انتگرال با توجه به مطابقت با بند (   2 4   شود.مي8

  كنيم:له را حل كنيم به صورت زير عمل مياگر نكته را بلد نباشيم و بخواهيم از روش عادي مسئ روش دوم:
divبراي ميدان برداري داده شده  F 


 باشد. اگرچه ديورژانسميF

  صفر است وS توان نتيجه گرفـت كـه مقـدار انتگـرال     يك سطح بسته است، اما نمي
Fسطح داده شده صفر باشد، زيرا
  در مبدأ پيوسته نيست و سطحS توانيم از اين مطلـب كـه ديـورژانس   مبدأ مختصات را درون خود دارد، پس ميF

   صـفر
و مركـز مبـدأ    aاي به شعاعسطح كره Sفرض كنيداي كه مبدأ را درون خود داشته باشد، در نظر بگيريم. هر سطح بسته Sاست، استفاده كرده و به جاي

Sباشد. از معادله : x y z a   2 2 2   داريم:  2

  ( x, y, z)nds dydx (x, y,z) dydx
| z | | z |

   
2 2 2 1

2
   

  F.n ds (x y z ) (x y z ) dydx (a ) (a ) dydx dydx
z a x y a a x y

 
       

   

3 3
2 2 2 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2
1 1 22 2

    

z)از دو نيمكره Sسطح ) S , (z ) S  2 1  شود كه تصوير هركدام از آنها بر صفحهتشكيل ميxoy  ناحيه درون دايـرهx y a 2 2 اسـت و اگـر    2
  بناميم داريم: Dاين ناحيه را

  aa
D

R

dydx rdr dI F.n ds ( ) ( a r ) d ad
a aa a x y a a r

  
          

  
     

2 2 22 2
1 2 2 2 2 2

2 1 22 2 4
   

    

  نيز داريم: Sرهكبه همين صورت هم، روي نيم
S

I F.n ds


   22 4
    

  پس با جمع دو انتگرال بالا داريم:
S

F.n ds      4 4 8
    

cosتوجه داشته باشيد كه رويه   3 (براي 2   باشد كه باصورت زير مي) به   2گيرد.برمي ، اين رويه مبدأ را در  
  

       

   2
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سؤالات رشته ي عمران   
  

 1مقدار حد  ـLnx
x
lim ( x x )


  
1

2 41   كدام است؟ 1

1 (
e
1  2 (e 3 (

e2
1  4 (e2  

 2مقدار ـ
n

lim ( )
n n n n
  

   2
1 1 1

1 2 2  كدام است؟  

1 (  2 (1  3 (Ln 2  4 (Ln2 2  
 3مساحت محصور به دو منحني ـy Lnx وy (Lnx)   ست؟ كدام ا 2

1 (e 1  2 (e 2  3 (e3  4 (e4  
 4اگر  ـz كهيك عدد مختلط باشد به طوريz

z
 

1 zآنگاه ،3
z

1
1
1
  كدام است؟  

1 (1  2 ( 53   3 (1  4 (53   

 5كدام مورد در ارتباط با سري ـ
n

Ln( )
n






  
2

11 1 2 
  درست است؟  

Lnهمگرا بوده و مقدار آن برابر) 1 Lnهمگرا بوده و مقدار آن برابر) 2  باشد.مي 3   باشد.مي2
  ) واگرا است. 4  باشد. مي 2) همگرا بوده و مقدار آن برابر3
 6كمترين فاصله بين كره ـx y z y z     2 2 2 4 6 12  و صفحهx y z   2 2 1   كدام است؟  

1 (4  2 (3  3 (2  4 (1  
 7فرض كنيد ـf (x,y) پذير برحسب تابعي مشتقx  وy كهاست به طوريf (x, x) 2 xfو 1 (x, x) x2 در اين صورتyf ( , )1   كدام است؟  2

1 (
1
2  2 (

1
4  3 (1

2  4 (1
4  

 8حاصل  ـ
D

x y dxdy  2   دايره نمايش داده شده در شكل زير است، كدام است؟ سطح نيم Dكه در آن  29

1 (( )


23 2 3  2 (( )


23 2 3  

 3 (( )


29 2 3  4 (( )


29 2 3  

 9اگر منحني  ـc دايره نيم
x cos t

t
y sin t


   
yباشد، مقدار   y

e
e dx xe dy كدام است؟  

1 (2  2 (1  3 (1  4 (2  

 01اگر  ـD  گـون ناحيه محصور به بيضـيx y z  
2 2 2 19 zو بـالاي صـفحه   4    باشـد وF (x y )i ( y x ) j ( z ycosx)k      2 24 3 2 2 2

    حاصـل ،

S
F.nds
   كه در آنS  سطح محصوركنندهD  بوده وn سو باشد، كدام است؟  بردار يكه قائم برون  

1 (2  2 (4  3 (8  4 (12  
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پاسخنامه رشته ي عمران   
     

)حالت مبهم  »4«ـ گزينه 1 )  باشد كه بايد عبارت را مساويميA قرار دهيم و از دو طرف تساويLn.بگيريم و سپس رفع ابهام كنيم  
  كنيم.نهايت استفاده ميارزي بيابتدا در عبارت داخل پرانتز از هم

  Lnx Lnx
x x
lim (x x ) lim ( x )
 

 
1 1

2 2 22  

  HOPLnx
x x

Ln( x )A lim ( x ) LnA
Lnx 


   



1 2
2 22  

  
x x

x
xxLnA lim lim LnA A e
x

x
 

      
22 2
2

4
42 2 21 2

  

  
  ز فرمول حد مجموع به كمك انتگرال معين، داريم:با استفاده ا  »4«ـ گزينه 2

  
n n n n

n n n ni i i i

n n nlim lim lim lim dx
i in i in i in i i x x

n n n n nn
      

   
 

  
    

1

1 1 1 1
2

1 1 1
1 1


  

  u x , u x
udu dx

udu u dudu Ln( u) Ln ( x )) Ln
u(u ) uu u

 


       
   

2 1
22

2 2 2 2 1 2 1 2 21 1 
  

  
  ابتدا بايد محل تلاقي دو تابع را بيابيم.  »3«ـ گزينه 3

  (Lnx) Lnx (Lnx) Lnx Lnx(Lnx )      2 2 1   
  Lnx x e , Lnx Lnx x e          1 1 1   

b  ين دو تابع برابر است با:پس سطح محصور ب e e e
a

S | (y y )dx | Lnx (Lnx) dx Lnxdx (Lnx) dx        2 2
2 1 1 1 1  

eبراي محاسبه 
(Lnx) dx 2

  كنيم و داريم:به جزء استفاده مي از روش جزء 1

  u (Lnx) du (Lnx)( )dx
x

dx dv x v

   

   

2 12  

  ee e e eS Lnx dx ((x(Lnx) ) Lnx dx) (e(Lne) ) Lnx dx e (xLnx x) e (eLne e ) e                    1
2 2

11 1 12 3 3 3 1 3


   

  براي محاسبه حل انتگرال: ديگرروش 

Lnxبا فرض t:داريم  t t x t Lnt
x e dx e dt ,

x e Lne
   

      

1
1
  

tS  اكنون داريم: (t t ) e dt 
1 2


  

  با استفاده از جزء به جزء به روش جدول داريم:

t

t

t

t

t t e

t e

e

e







2

1 2
2


  

t t tS ((t t )e ( t)e e ) ( e e ) e            2 11 2 2 2 1 2 3


   

  




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  يابيم.آوريم و سپس حاصل عبارت خواسته شده را ميدست ميرا به zي داده شدهابتدا از معادله  »1«ـ گزينه 4

  zz z z
z

     21 3 3 1   

  b ac ( ) ( )( )       2 24 3 4 1 1 1  

  ,

i
b iz

a i


          

 

1 2

3
3 1 3 2 2

2 2 2 3
2 2

  

izبا در نظر گرفتن  
3

2   داريم: 2
i

r , tg z e



          63 1 314 4 3 6  

  پس داريم: 
i i i i

z z (e ) (e ) e e cos cos( ) ( cos ) ( )
   

    
               

5 5
1 1 1 16 6 3 3 5 12 2 17 2 2 13 3 3 2

 
      

izتوجه داشته باشيد كه با  
3

2   رسيم.مي 1نيز به جواب 2

  

n(nبا توجه به اينكه   »1«ـ گزينه 5 )n 
   

11 2 2كنيم و داريم:نويسي ميصورت زير بازي عمومي سري را بهباشد، جملهمي  

  
n n

n n (n )(n )Ln( ) Ln( )
n(n )n n

 

 

   
 


 

2

2
2 2

2 1 2
1n n

Ln( ) Ln( )n(n ) n n

 

 
  

 
  2

2 2

1 21 11
2

  

  
n

n nLn( ) Ln( )
n n






 

 
2

1
1 2n

n nLn( ) Ln( )
n n





 
 


2

1 2
1  

  كنيم و داريم:سرهم هستند از قاعده سري تلسكوپي استفاده مياكنون با توجه به اينكه دو جمله جلوي سري پشت

  
n

nLn( ) lim Ln( ) Ln( ) Ln( ) Ln
n




    

 
2 1 1 1 32 1 2 3  

Lnپس سري داده شده همگرا به عدد   باشد.مي 3

  
نويسيم، تا بتوانيم با استفاده از فرمول ابتدا معادله كره را به صورت استاندارد مي  »3«ـ گزينه 6

  م.آوريدست ي صفحه تا مركز كره را بهفاصله نقطه تا صفحه، فاصله

x (y ) (z )

x (y ) (z )

       

    

2 2 2

2 2 2
2 3 4 9 12
2 3 1

  

)Oمركز كره , , )2 3 باشد، حال داريم:مي  | ( ) ( ) ( ) |OH    
  

 
2 2 2 3 1 9 334 1 4
 فاصله مركز تا صفحه  

MH  ي كره تا صفحه برابر است با:پس كمترين فاصله   3 1   كمترين فاصله 2

  
  اي توابع دو متغيره داريم:با استفاده از مشتق زنجيره  »1«ـ گزينه 7

  
y

f (x , x) 2 1  

  y yf ( , ) f ( , )    
11 2 1 2 1 2 2x xf (x, x) x f ( , )

x yf ( , ) f ( , )     2 1 2 11 2 2 1 2 
 

x
y

f x f y. .( ) ( )
x x y x




   
  

   
1
2

1 2

  
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xبا توجه به وجود عامل  »4«ـ گزينه 8 y2 باشـد، از تغييـر متغيـر    دايـره مـي  گيري كه يك نيمدر تابع زير انتگرال و همچنين با توجه به ناحيه انتگرال 2
  كنيم و داريم:قطبي استفاده مي

  (x ) y x y x      2 2 2 23 9 32 4 معادله دايره :  

rربع اول   r cos r , r cos , 
        2 3 3 2   

  cos u r
du r dr

I r rdr d


  
 

   
23 922 29

 
  

  cos
u du d u d (( r ) ) d (( cos ) ( ) )d

   

   
                   

3
1 3 3 3 3

2 22 2 2 2 22 2 2 21 1 2 1 19 9 9 92 2 3 3 3  

  ( (sin ) )d ( sin )d ( sin ( cos )d ( ) )
  

                 
3

2 3 22 22 2 21 19 27 27 27 9 13 3   
  

  cos(( cos ) ) ) ( ) ( ) ( )


    
                

3
22 1 2 29 9 1 9 93 2 3 2 3 2 2 3    

  
  كنيم.ابتدا پايستار بودن ميدان برداري داده شده را بررسي مي  »1«ـ گزينه 9

  
y

y
y

P e p Q e
y xQ xe

      
 

  

  دست آوريم.ن را بهچون ميدان برداري پايستار است، بايد تابع پتانسيل اين ميدا
  y yPdx Qdy e dx xe     

  x cos x cos
t , t

y sin y sin
      

          

1 1


  
  

  دهيم.را در تابع پتانسيل قرار مي yو xدست آمدهاكنون مقادير به

  ( , )y
( , )f (x , y) (xe ) ( e ) (e )     1
1 2  
  

  
zيبالاي صفحه"توجه داشته باشيد كه فضاي داده شده بسته نيست، زيرا به صورت »  3« ـ گزينه01  "  به آن اشاره شده. پس خود اين صفحه بخشي

  نس استفاده كرد. يعني داريم:ي ديورژاتوان از قضيهاز ناحيه نيست. در نتيجه اگر اين صفحه را به ناحيه اضافه كنيم سطح بسته بوده و مي

S S D
F.nds F.nds div(F)dv



   
        

S D D
div(F)dv ( )dv dv     1 3 2 2


    

V  گون مورد اشاره است كه برابر است با:ي بالايي بيضيدر واقع انتگرال اخير حجم نيمه ( )( )( ) I V      
2 3 2 1 4 2 83  

 حالا براي انتگرال صفحه اي كه به ناحيه اضافه كرديم داريم:

z z
Fnds (x y , y x , z ycos x).( , , )ds ( ycos x)dxdy

 

         2 24 3 2 2 2 1 2
 

       

xشود در واقع همان بيضيگون روي اين صفحه محدود مياي كه توسط بيضيتوجه داشته باشيد ناحيه y
 

2 2
19   yاست. اين ناحيه نسبت به متغير 4

  س حاصل انتگرال به دست آمده صفر خواهد بود و در كل داريم:زوج است اما تابع زير انتگرال نسبت به آن فرد است، پ
s

F.nds     8 8
    
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سؤالات رشته ي مكانيك   
 

 1اگر ـzA {z | Im( ) }
z


  


1 12  باشد، آنگاهA هاي زير برابر است؟ (يك از مجموعهبا كدام (.مجموعه اعداد مختلط است  

1 ({z :| z i | }   
3 32 2 2  2 ({z : | z i | }   

3 32 2 2  

3 ({z : | z i | }   
3 32 2 2  4 ({z : | z i | }   

3 32 2 2  

 2حاصل ـ
n

n n

[ ] [( ) ] [( ) ]
lim

( )

  25 5 5
2 2 2

5
2


  ، كدام است؟ 

  3 (5) 2  ) صفر1
2  4 (5

3  

 3اگر ـxA dx
x



91

8
  باشد، كدام گزينه درست است؟  

1 (A 
1 2

1 19
  2 (A 

1 1
12 2 

  3 (A 
1 1

33 2 
  4 (A 

1 1
3 2 2 

  

 4و مركز  2اي به شعاع ز دوران دايرهحجم شكل حاصل ا ـ( , )4   حول محورy ها، كدام است؟  
1 (32  2 (232  3 (16  4 (216  

 5اگر ـb a   گاه فاصله همگرايي سريباشد، آن
n

n n
n

(ax b)
a b











  ، كدام است؟ 

1 (b b( , )
a a

  1 1  2 (b b( , )
a a

  1 2 1  3 (b( , )
a
2   4 (b( , )

a
2  

 6گونخط قائم بر بيضي ـzx y  
22 2 a,b)سازد. اگرزاويه مساوي ميبا محورهاي مختصات  14 ,c) گـون باشـد،   گذراي خط قـائم از بيضـي  نقطه

aمقدار b c 2 2   ، كدام است؟ 2

1 (3  2 (4  3 (3
2  4 (3

4  

 7اگر ـ
x y t

F(t) sin(x y ) dxdy(t )
 

  
2 2 2

2 2 2  ،باشدF (t) كدام است؟ ،  

1 (sin (t ) 22  2 (sin (t ) 42  3 (t sin (t ) 22  4 (t sin (t ) 42  

 8فرض كنيد ـC1 منحني بستهx y 2 2 xمنحني بسته C2در جهت مثلثاتي و 25 y
 

2 2
14  هاي سـاعت باشـد، مقـدار   در جهت حركت عقربه 9

C C
xdy ydx 1 2

  ، كدام است؟ 
1 (38   2 (36  3 (31  4 (19  
 9اگر  ـS بخشي از رويهz x  21،x  1 وy  2 F(x,y,z)مرز اين رويه در جهت مثبت و Cو  2 (y,y,z)

 باشد، آنگاه مقدار
C

F . dr


 
  كدام است؟ 

1 (
7
3  2 (4  3 (

15
4  4 (

17
4  

 01فــرض كنيــد  ـــS  اي باشــد كــه توســط صــفحهســطح خــارجي ناحيــهz    رويــهوz x y  2 ، محصــور شــده اســت. اگــر 24
F(x,y,z) (x cos(y z ),y sin(x z ),x y )     3 3 3 3 3 3 3 3  باشد، شار گذرا از سطحS توسط نيرويF

  كدام است؟  
1 (16  2 (17  3 (32  4 (34  
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پاسخنامه رشته ي مكانيك   
 

zراردادن با ق  »1«ـ گزينه 1 x iy  در مجموعهAو مشخص كردن قسمتIM :اين مجموعه داريم  

  (x iy) ( x) iy x x x iy iyx iy iyx yA
x iy ( x) iy ( x) i y

           
  

     

2 2

2 2 2
1 2 2 2 2
2 2 2

  

  ( x) y y ( x) (y )        2 2 2 23 92 3 2 2 4yIm(A) ( x) y y
( x) y

      
 

2 2
2 2

3 1 2 3
2

  

zبا قراردادن ) 1(اكنون در گزينه  x iy  دست آوردن اندازه عبارت داده شده داريم:و به  

  (x ) (y )    2 23 92 2 4| (x ) i(y ) | (x ) (y )        2 23 3 3 32 22 2 2 2| x iy i |    
3 32 2 2  

  باشد.) مي1دقيقاً همان مجموعه گزينه ( Aپس مجموعه
  

n  با استفاده از خواص جزء صحيح، داريم:  »4«ينه ـ گز2 n nx [x] x x [x ] x , , x [x ] x         2 2 21 1 1  
n  هاي فوق را با هم جمع كنيم، داريم:اكنون اگر طرفين نامساوي n n(x x x ) n [x] [x ] [x ] x x x           2 2 2    

nxدانيمحال مي x x x   2 3  مجموع جملات يك تصاعد هندسي و برابر
nx(x )

x



1

  داريم: nxهاي فوق براست، با تقسيم رابطه 1

  
n n n

n n n n
x x n [x] [x ] [x ] x x..

x xx x x x
    

  
 

21 1
1 1

  

xاگر 1 باشد، وقتيx   آنگاه ،
n

n
x

x



1 nو 1

n
x

 اوي فـوق بـه عـدد   ، پس دو عبارت دو طرف نامس ـx
x 1   كننـد و بنـابر قضـيه    ميـل مـي

xشده نيز برابرفشردگي، حاصل حد داده
x 1 در اين مثال چون باشد.ميx 

5
  است، داريم: 2

    


5 5
52 2

5 3 312 2

  حاصل حد 

  
  در بازه موردنظر داريم: »4«ـ گزينه 3

x x x        
          

81 8 8 9 8 8 3 ´Ã¹¨Â¶ ¾ I†H Hn jk – ¸Ã oŠ ¾M ´ÄoÃ¬Â¶ −I§ÄjHn ¸Ã oŠ pH   
x x x x

x x
           

 

9 9 9 91 1 1
3 38 8 8 8

nj Jo† ¸Ã oŠj¼{Â¶ƒ¼– Á»Iv¶Iº S¿] ´Ã¹¨Â¶u§–   

x x xdx dx dx
x

   
  

   
  

9 9 91 1 1
3 8 8  

´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH−Ho«TºH   

x x[ ] A [ ] ( ) A ( ) A         
1 11 11 1 1 1 1 1 1 1

3 1 1 3 1 1 38 2 2 2 2 

 
 

     
  

   
  »2«ـ گزينه 4

ها، با دايره مورد نظر برخوردي ندارد از قضيه گلـدن  yبا توجه به اين كه محور دوران، يعني محور ل:روش او
نشـان   d(مركز ثقل دايره) تا محور دوران را بـا Pي حجم استفاده كنيم. اگر فاصله نقطهپاپوس براي محاسبه

  مساحت دايره باشد، حجم حاصل از دوران برابر است با:Sدهيم و
  V sd V ( )       22 2 4 4 32  

  تر سؤال است:از قضيه به ذهن ما نرسيد روش زير حل سخت ما اگر استفادها  :روش دوم
دسـت  اصـل از دوران را بـه  از روش ديسك، حجـم ح آوريم و سپس با استفاده دست ميابتدا معادله دايره را به

  آوريم:مي
  (x ) y (x ) y x y x y               2 2 2 2 2 24 4 4 4 4 4 4 4  
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  حجم حاصل از دوران برابر است با:

  b
a

V (x x )dy (( y ) ( y ) )dy ( y y ) ( y y )) dy
 

                      
2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 24 4 4 4 16 8 4 4 16 8 4 4  

  V y dy y dy


      
2 22 2
216 4 32 4


SwH Z»p ”MIU  

  
y

y sin dy cos d
y

   
      

   

2 2
2 2

 
  

  پس داريم:
cos

cosV ( ) ( sin ) cos d ( ) cos d ( ) ( )d ( ) ( sin )
  



 
                    

2

2 2 222 2 2 1 2 12 32 4 1 32 4 32 4 32 2 2 322 2     

  

nبا استفاده از رابطه  »3«ـ گزينه 5
n n

ulim | |
u R



1   دست آوريم و سپس از روي آن، بازه همگرايي سري را بيابيم.بايد شعاع همگرايي سري را به1

  
n n n

n n n n
n n

b b(a(x )) a (x )
a a

a b a b

 

 

 


 
 

1 1
  

پس
n

n n n
au

a b



bباشد كه با توجه به اينكهمي  a   توانيم ازباشد در مخرج كسر ميميna در مقابلnb نظر كنيم و داريم:صرف  

  nn n n n n
n n n n n nn nn

ua a b a a b a bu lim | | lim | | R
u R b R ab b a b b a
 

 


          



1 1
1

1 1 

  پس بازه همگرايي برابر است با:

  b b b b b b b| x | R | x | x x
a a a a a a a


            

2   

xازاي  اكنون بايد دو سر بازه را بررسي كنيم، به   سري داده شده به صورت
n

n n
n

b
a b



 


1
برايـر يـك و   آيد كه اين سري حد جمله عمـومي آن  در مي 

   ) صحيح است.3صفر است، پس يك سري واگراست، پس گزينه (مخالف 
  

  ويه را به دست آوريم:ابتدا بايد بردار گراديان ر  »1«ـ گزينه 6

  zf : x y   
22 2 14   

zf ( x) i ( y) j ( ) k   2 2 2
    

هاي اول و دوم و سوم با هم برابر باشند، هاي مساوي دارد، پس بايد در بردار گراديان مؤلفهبا توجه به اينكه خط قائم بر رويه با محورهاي مختصات زاويه
  پس داريم:

  
x y x y

xx x x x xzx z x

  
           

  

22 2 2 2
2 2 16 1 11 6 14 62 4 62

  

x y , z      
1 1 4
6 6 6

  

(a,b,c)  پس داريم: ( , , )   
1 1 4
6 6 6

  

aدر نتيجه حاصل b c 2 2   برابر است با: 2   
1 1 16 18 36 6 6 6  
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  كنيم و داريم:از تغيير متغير قطبي استفاده ميباشد، ميtاي به شعاعگيري دايرهبا توجه به اينكه ناحيه انتگرال  »4«ـ گزينه 7

  t t
F(t) sin(t ) t dt d F(t) t sin(t )dt F (t) t sin(t )


         

2 2 2 4 42 2
  

  

  رسيم.توجه داشته باشيد كه اگر از حاصل انتگرال مشتق بگيريم دوباره به خود تابع زير انتگرال مي
  

  ) مدرسان شريف است.2دقيقاً سؤال متن كتاب رياضي (  »1«ـ گزينه 8
با توجه به تعميم قضيه گرين، چون دو مسير داده شده خلاف جهت هم هستند و مسير بيروني در جهت مثلثاتي  

  توانيم از قضيه گرين براي فضاي بين دو منحني استفاده كنيم و داريم:است، مي

  
D D

( ( ))dA dA    1 1 2
C UC D

Q PI y dx x dy ( )dA
x y

 
    

  1 2  

  باشد، پس داريم:اي بين دايره و بيضي ميدست آمده، درواقع فضانتگرال به
  ( ( )( )) ( ) ( )          2 25 2 3 2 25 6 2 19 Iمساحت دايره) (مساحت بيضي  38  2  

  باشد.مي abتوجه داشته باشيد كه مساحت بيضي برابر
  

zتر شدن حل، انتگرال را روي صفحهبا استفاده از نتيجه قضيه استوكس، براي ساده  »2« ـ گزينه9    ي داده شـده و ناحيـه   كه مرز مشترك بين ناحيـه
S كه همان صفحهz   آوريم.دست ميباشد، بهمي  

  
S S

I CurLF.n d curLF.n ds


   
    

  
i j k

CurLF k( ) k
x y z
y y z

  
     
  

1

  

 
  

zبردار قائم صفحه   نيز برابرn k


  باشد، پس داريم:مي 
S

I ( k) (k)ds ( )dydx (y) dx (x) 
            

1 2 1 2 1
22 1 4 4 

   

  
  كنيم و داريم:باشد، براي محاسبه شار از قضيه ديورژانس استفاده مييك سطح بسته مي Sبا توجه به اينكه ناحيه  »3«ـ گزينه 10

    
   

V
F.n ds div Fdv  
   شار  

V
( x y )dv  2 23   شار 3

  
 

  كنيم و داريم:اي استفاده مياز مختصات استوانه

  r rr rdzdrd r (z) drd r ( r )dr d ( r r )dr d
                      

2 22 2 4 2 2 2 2 2 22 3 4 3 2 3 53 3 3 4 3 4        
  شار 

  r(r ) ( )           
26

4 323 2 6 16 96 64 326 3
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سؤالات رشته هاي رياضي و آمار   
 

 1اگر  ـa وz (sin icos ) 
  45 5

8 zريشه معادله 8 (a )z a z a     3 2 2 22 2 1      باشد، آنگاه كدام گزينه جواب ديگـري از ايـن معادلـه
  است؟

1  (1  2 (1  3 (3  4 (i 1  
 2مقدار ـcot x

x

sin xlim( )
x

2


  كدام است؟ 

1 (1  2 (e


1
3  3 (e


1
6  4 (e

1
3  

 3تابع ـf :[ , ] 2  با ضابطهx
f (x) max{sint ,cost}dt  پذير است. مقداروارون(f ) ( ) 1 2

  كدام است؟ 2

1 (1  2 (2  3 (2
  موجود نيست.) 4  2

 4فرض كنيد ـn n(a ) اي از اعداد حقيقي باشد كهدنبالهa  1 و براي يك عدد حقيقيp   جملات دنباله همگـي در معادلـهn n(n )a (n )pa   2 2
12 1  

nها سريبراي آنكه  pصدق كنند. مجموعه همه مقادير
n

a






  همگراي مطلق است، كدام است؟

1 (( , )1 1  2 (( , )1 1
2 2   ( , )2 2  4 (( , )1 1

4 4  

 5سري مكلورن تابع ـf (x)
x



1

  كدام است؟ 1

1 (
n

n
n

n

( ) ( n )!x
(n )!






 


 2 1

1 2 1
2 1

  2 (
n

n
n

n

( ) ( n )!x
(n )!





 


 2 2

1 2 1
2 1

  3 (
n

n
n

n

( ) ( n)!x
n!






 2 1
1 2

2
  4 (

n
n

n
n

( ) ( n)!x
(n!)





 2 2
1 2

2
  

 6مقدار ـx
dx

e


 1 1
  كدام است؟ 

1 (Ln( )
e


11  2 (Ln( e)1  3 (Arc tg( e)  4 (Arc tg(e )2  

 7كران واقع در ربع اول بين محورحجم حاصل از دوران ناحيه بي ـxها و منحنيf (x)
x


4

1
1

  ها كدام است؟yحول محور 

1 (  2 (2

2  3 (
2  4 (2

4  

 8هاي نسبي تابعكدام گزينه درباره اكسترمم ـf (x ,y) xy
x y

  
1   درست است؟ 64

  ماكزيمم نسبي و مينيمم نسبي دارد.) 2  مينيمم نسبي دارد، ولي ماكزيمم نسبي ندارد.) 1
    اكسترمم نسبي ندارد.) 4  ي دارد، ولي مينيمم نسبي ندارد.ماكزيمم نسب) 3
 9مقدار  ـ

x
I sin( y )dydx  

1 1 3


  كدام است؟ 

1 (2
3  2 (3

2  3 (

3

2  4 (

2

3  

 01يدان نيرويكار انجام شده توسط م ـF(x,y ,z) xy i (x z) j yk   22
  جايي يـك ذره از نقطـه  در جابه( , , )1 2  بـه نقطـه( , , )3 4  روي خـم  1

t tC : r(t) ( cos t , sin , cos )  5 4 62 4 12 2
 كدام است؟  

1 (1 9
6
  2 (4  3 (35

3  4 (52  
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پاسخنامه رشته هاي رياضي و آمار   
 

   را بيابيم. aدست بياوريم و با استفاده از آن و جايگذاري در معادله داده شده مقداررا به zابتدا بايد مقدار  »3«ـ گزينه 1
i i

z (e ) e cos i sin i
 

 
    

5 5
48 2 5 5

2 2  

z i i (a )i a i a i a a i a i(a ) a a                     3 2 2 2 2 2 2 22 2 1 2 2 1 1 2 1    

a  مساوي صفر شود، پس داريم: iكه تساوي فوق برقرار شود بايد ضريببراي آن
a a

a


       
2 2 11 1 1  

aبه ازاي 1باشد. پس، قسمت دوم تساوي برقرار نميa  1 .قابل قبول است  
z z z (z )(z ) z         3 2 23 3 1 3 3   

  

)حالت مبهم  »3«ـ گزينه 2 )1 كنيم:مقابل استفاده ميي باشد، براي رفع ابهام از اين حالت از رابطهمي  g (f ) g
x a x a
lim (f ) lim e  

 
 1  

x x(x ) xsin x xsin x ( )( ) cot x x tg x x(x )x x
x x x x
lim e lim e lim e lim e e

 
 

   
    

3 3

2 2 2 3
1 6 161 6

   
ke®‚Ie  

هايارزيداشته باشيد كه از هم توجه
x

xsin x ~ x
!


3

3
و 

x
tg x ~ x


  ايم.استفاده كرده 

  
xبه اينكه با توجه  »2«ـ گزينه 3

f (x) max{sin t ,cos t}dt   باشد، بايدميf (x) را در دو بازهx [ , ] , x [ , ]  
 4 2 4 دست بياوريم و داريم:به  

  x xx [ , ] f (x) cos t dt (sin t) sin x
    4 
 اگر  

  x xx [ , ] f (x) cos t dt sin t dt (cos x) cos x cos x


 
 

           4

4 4

2 2 2 24 2 2 2 2
  اگر 

fپس (x) شود:اي زير تبديل ميدوضابطهمعادله  صورتبه  

  
sin x ; x cos x ; x

f (x) f (x)
cos x: x sin x ; x

                  
  

4 4
2 4 2 4 2

 
  

  f ( ) f ( ) 
   

2
4 4 2  

  پس داريم:
( )

(f )
f ( )

     


1
2

2

1 1 2 2
2 2

4 2

  

  

n    »1«ـ گزينه 4
n

a n
n

a n(n ) (n )pa ( )p
a n
 

    
1

22 2 1
2

12 1
2n n(n )a (n )pa    2 2

12 1   

nها كه بايداكنون طبق آزمون نسبت براي همگرايي سري
n n

alim | |
a



n را بيابيم، داريم: 1

n nn

a nlim | | lim | p | | p |
a n


 


 



2
1

2
1
2

  
|ايدبراي همگرا بودن ب p |1باشد، يعنيp  1   باشد.1

  

fابتدا تابع  »4«ـ گزينه 5 (x) را به صورتf (x) ( x)


 
1
  لورن كنيم و سپس با استفاده از بسط مكبازنويسي مي 21

k k(k ) k(k )(k )( x) kx x x
! !
  

     2 31 1 21 1 2 3   
fتابع (x)آوريم.دست ميدهيم و سري معادل اين بسط را بهرا بسط مي  

( ) ( )( )
f (x) x x x x x x

! ! !

       
         


2 3 2 3

1 1 1 1 11 1 21 1 3 152 2 2 2 21 12 2 3 2 8 8 3   
ايـن  باشد و جمـلات توليـد شـده توسـط     ) صحيح مي4يابيم كه گزينه (دست آمده را ميهاي داده شده سري معادل با اين جملات بهحال با توجه به گزينه

  باشد.لورن تابع ميدست آمده از بسط مكسري دقيقاً همان جملات به
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  كنيم.را در انتگرال ايجاد  duوuكنيم تا بتوانيمضرب مي xeصورت و مخرج كسر را در   »1«ـ گزينه 6
x x x

x
x x x x
dx e e dx e u du Lnu (Ln( e ))

ue e e e dx du

    
  

 
       

      11 1
1 1

1 1
  

( Ln( )) Ln( )
e e

     
1 11 1(Ln( e ) Ln( e ))      11 1  

  
fبا توجه به اينكه تابع   »2«ـ گزينه 7 (x) را حول محورyكنيم، كه بـه صـورت زيـر اسـت: (روي     اي استفاده ميهايم، از روش پوسته استوانها دوران داده

xها yمحور   باشد.)مي  
b x u

xdx dua
xdxV xf (x)dx x( )dx

x (x )
 


      

 
  

2
4 2 2 2
12 2 2

1 1
  

du Arctan(u) (Arctan (x )) (Arctan( ) Arctan( )) ( )
u

  
            




22
2 2 21 

   

  
  جداگانه مساوي صفر قرار دهيم.yوxبايد مشتق تابع را نسبت به متغيرهاي  »3«ـ گزينه 8

xf y y
x x


    2 2
1 1  

y
xx

yf x x x x x( x ) x x
y ( )

x


  

               
2

1
4 3 3

2 2
2

64 64 1 164 64 11 64 4
     

x y
  

1 164  

y
yyf

y ( )
  

    
716

3 3 12
128 128 2 1

3216 2
x

xx xyf , f ,
x ( )

 
    



1
4

3 3
2 2 128 11

4

   

  دهيم و داريم:شكيل ميرا ت اكنون 
  xx yy xyf f (f )   2  

)پس نقطه , )
1 )xxfنقطه اكسترمم از نوع ماكزيمم نسبي است. 164 )( ) ( ) 

     21128 132
  

  
كنيم تا بتوانيم از تابع زير انتگرال به راحتـي  را عوض مي yو xهايلمانگيري و با استفاده از قضيه فوبيني، جاي ابا توجه به ناحيه انتگرال  »4«ـ گزينه 9

  انتگرال بگيريم.
yy

I sin ( y )dx dy sin( y )(x) dy y sin( y )dy        
221 1 13 3 2 3
   

  
y u

y dy du
sin u du (cos u) (cos y ) 

 

 
   

  
3 1

2
3

3
1 1 1

3 3 3 
  

(cos cos ) ( ) ( )  
       

   
1 1 1 21 1 23 3 3 3  

  
  

P  كنيم:ابتدا پايستار بودن ميدان برداري را بررسي مي  »2«نه ـ گزي01 Q P R Q Rx , ,
y x z x z y
     

     
     

2 1  

  دست آوريم.پس ميدان داده شده پايستار است و بايد تابع پتانسيل آن را به
( , , )
( , , )C

F.dr xy dx zdy (x y zy) ( ) ( )           3 4 12
1 22 36 4 4


    
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 1حاصل حد ـnn

x x x xlim cos cos cos cos
 2 32 2 2 2

كدام است؟ ،  

cos) 2  ) صفر1 x  3 (sin x
x

  4 (tg x
x

  

 2ربع دايرة ـx y 2 2 xاصل از دوران اين ربع دايره حول خطرا در ربع اول صفحه مختصات در نظر بگيريد. مساحت ح 9 y   9چند برابـر   3
  است؟

1 ( 4  2 ( 4  3 (( )
1 4
2

  4 (( ) 
1 4
2

  

 3طول قوس منحني ـx y2 39 )از نقطه 4 , )  تا( , )2 3   ، كدام است؟3

1 (13
3  2 (14

3  3 (16
3  4 (17

3  

 4اگر ـx yS {(x,y) , }   
2 22 136 16 باشد، آنگاه حاصل

S
x y( )ds

2 2

9   كدام است؟ 4
1 (96  2 (72  3 (48  4 (24  
 5مقدار حجم قسمتي از كره ـx y z y  2 2 xداخل استوانهكه  2 y y 2   قرار دارد، كدام است؟ 2

1 (
6  2 (

3  3 (
2  4 (3

2  

 6فرض كنيد ميدان برداري ـF(x,y ,z) xi yj k  2
    از سطح بسته مخروطي شـكلS   بـا معادلـه

  zدر مختصـات كـروي و صـفحه   4  2 
  كدام است؟ Sگذرد. شار گذرا از سطح مي

1 (
 3  2 (

3  3 (


8
3  4 (8

3  

  ي مهندسي كامپيوترسؤالات رشته   
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  .باشدمي مدرسان شريف) ميكرو 1كتاب رياضي ( متناين سؤال دقيقاً مثال   »3«ـ گزينه 1

k k k k
x x x x.cos sin sin ( ) sin


  1

1 122 22 2 2 2
  

k k k k k

k k

x x x x x x x x xcos cos cos cos sin cos cos (cos sin )

x xsin sin

  
        


2 1 2 1 1

1
2 2 22 2 2 2 2 2 2

2 2



 
  

1تا kيبه همين شكل اگر ادامه دهيم، به اندازه
sinشود و در نهايت بهايجاد مي 2 x رسيم، لذا داريم:مي  

k
k

n
n

k

(sin x)( )xcos xsin


1

1
2

2
2

  

kاگر  گاه داريم:، آن  sin x
x

k

n k kk kn
k k

x sin x sin xcos lim limx xsin ( ) 
 

1 2 2 2
2 2

ÁpnH´À  

  

xبا توجه به اين كه محورهاي دوران يعني خط »4«ـ گزينه 2 y  توانيم از روش گلـدن پـاپوس اسـتفاده    كند، مياز درون منحني داده شده عبور نمي3
نمايش dفاصله مركز ثقل تا محور دوران را بيابيم و آن را باثقل ناحيه را به دست آوريم و با استفاده از فرمول فاصله نقطه تا خط كنيم. پس بايد ابتدا مركز 

aمختصات مركز ثقل به صورتو به مركز مبدأ aدهيم. براي هر ربع دايره به شعاعمي a(x, y) ( , )
 
2   باشد، پس مختصات مركز ثقل برابر است با: مي2

(x, y) ( , )
 
6 6  

xفاصله مركز ثقل تا خط y  3  :برابر است با  ( )d
  

        
  

6 6 123 3 12 3 3 4
1 1 2 2 2

  

S  با استفاده از قضيه گلدن ـ پاپوس، سطح حاصل از دوران برابر است با: dL 2  

Lع دايره است پس داريم:طول كمان يا همان طول رب  ( )S ( )( ) ( )    
   


3 4 3 42 922 2

 

 
  باشد.ميميكرو مدرسان شريف ) 1كتاب رياضي (سؤال متن اين سؤال دقيقاً   »2«ـ گزينه 3

xبه راحتي شكل تابع را به صورت y 34
xتوان آن را به صورتتوجه به دامنه نقاط سؤال، مي نويسيم كه بامي 9 y y 

3
3 24 2

9 در نظر گرفت.  3

xحال با استفاده از رابطه طول منحني به فرم f (y)   :خواهيم داشت       

yx y y x y L (x ) dy ydy ( y) ( ) ( )
  

                     
1 1 3 3

3 32 22 2 2 232 3 2 2 2 141 1 1 1 1 4 1 8 13 2 3 3 3 3  

  

  كنيم و داريم:باشد، از تغيير متغير بيضوي براي حل انتگرال استفاده ميدرون يك بيضي مي Sينكه ناحيهبا توجه به ا  »3«ـ گزينه 4
x r cos dx dy r dr dx y
y r sin , r( ) ( )

     
           

2 2

2 2
6 6 41 4 2 16 4  

  

  پس داريم:

S
x y r cos r sin( )dydx ( ) r dr d r (cos sin ) r dr d

  
             

2 2 2 2 2 22 1 2 1 2 2 2

1

36 16 24 4 249 4 9 4      

r( ) d


      
42 1 196 96 2 484 4

  

  

  مهندسي كامپيوتر يرشته پاسخنامه  
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بينيم كه كل كره داخل اسـتوانه قـرار گرفتـه اسـت و     اگر كره و استوانه داده شده را رسم كنيم، مي  »1«ـ گزينه 5
  حجم قسمتي از كره كه داخل استوانه قرار گرفته است، يعني حجم كل كره.

x y y z x (y ) z        2 2 2 2 2 21 1
2 4 : كره  

x y y x (y )      2 2 2 21 1
2 4 : استوانه  

              پس حجم كره برابر است با:
r

V r V ( )
  

      
1

3 324 4 1 4
3 3 2 24 6  

  
باشد، براي محاسبه شار عبوري بسته مي يي داده شده يك ناحيهاينكه ناحيه با توجه به  »3«ـ گزينه 6

  :كنيم و داريم، از قضيه ديورژانس استفاده ميSاز سطح

S v v
F.n ds ( )dv dv        1 2
   شار  

  :اكنون با استفاده از مختصات كروي داريم

  , , Z cos
cos


              


22 2 24   

  
  پس داريم:

cos
( ) ( ) sin d

 
    

2
3

42 3 
cos sin d d d




        
22 24

  
  شار 

sin (cos )( )( ) d sin (cos ) d ( ) ( ) ( )
cos (cos )

   
          

            
  

2
3 4 44 43 2

8 16 16 8 1 8 82 2 13 3 3 2 3 3 3  
 

  گانه به دست آمده:ي انتگرال سهروش ديگر براي محاسبه
rاست. فرمول حجم مخروط برابر با 2ي حجم يك مخروط با شعاع و ارتفاع در واقع شار برابر با منف h   21

8است، پس حجم اين مخروط برابر با3
3 

برابر باSاست و شار گذرنده از سطح 8
  است.3
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  1400 كارشناسي ارشدآزمون  و پاسخنامه سؤالات  
  

   

 MBAسؤالات رشته ي 
 

 1چنانچه ـi  2 i، حاصل عبارت1
i

 
   

13
3



  كدام است؟ 

1 (i1 3
2   2 (i1 3

2   3 (i 1 3
2   4 (i 1 3

2   

 2هاي معادلة مختلطحاصل جمع ريشه ـZ Z Z   2 4 2 2  كدام است؟  
1 (6   2 (i2 5   3 (i2 5   4 (6   

 3الاضلاع ساخته شده توسط بردارهايمتوازي مساحت تصوير ـOA i j k  
    وOB i j k  2 2

   بر صفحةx y z  2 2   ، كدام است؟5

1 (4
3   2 (5

3   3 (3   4 (7
2   

 4فرض كنيد ـf (x) cosh(sinh x) f. مقدار1 (   كدام است؟ 1(

1 (1
2

   2 (1   3 (2   4 (2 2   

 5برد تابع ـx xf (x) /    2 2 4   كدام است؟ 7

1 ( / , 4 7 4   2 ( / , / 4 7 3 7   3 ( , / 5 3 7   4 (( / , / ) 4 7 3 7   

 6هاي تابعتعداد مجانب ـx xf (x)
x x x




  

3 2
3 2

3 5
5 1 2

 
      

  كدام است؟ 

1 (2   2 (3   3 (4   4 (5   

 7مجانب منحني ـ
x

x
xy

( x)






1

1
xبه ازاي    كدام است؟  

1 (y     2 (y 1   3 (y ex   4 (y x
e


1   

 8حاصل ـ



x

xx

Ln ( )lim
Ln ( )





1 3
1 2

  كدام است؟ 

Ln) 2  ) صفر1
Ln

2
3   3 (Ln

Ln
3
2   4 (   

 9حاصل ـ
x

x xlim
x

 

  

2

1
2 5 3

2 2 3
  كدام است؟ 

  ) 4  ) صفر3   16) 2   8) 1

 10تابع ـ
[ax]

x

e ; x
f (x) B ; x

x ; x


 


 





1
1

1
1

1

  مناسب است؟ aپيوسته است. كدام مقدار براي انتخاب  

1 (1   2 (2   3 (/2 1   4 (3   
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 11فرض كنيد تابع هزينة توليد  ـx واحد از يك كالا به صورتC(x) x / x   21 5 1      5كهباشد. هزينة نهايي هنگامي   قطعه كالا توليد
  شود، كدام است؟مي

1 (15   2 (2   3 (25   4 (3    

 12هاي گذرا بر نمودار درجة سوممماس ـy(x) ax bx cx d   3 )هايدر نقطه 2 , )2 )و 6 , )2  افقي هستند. مقدارa c4 كدام است؟  

1 (
3
2   2 (

1
2   3 (1

2   4 (3
2   

 13صورت اي در صفحة مختصات بهمعادلة حركت نقطه ـx sint cost
( t )

y sint cost
 

    

4 3 23 4  است. مقدارd y
dx

2
tدر 2 

   كدام است؟ 2

1 (25
27   2 (27

25   3 (
25
27   4 (

27
25   

 14فرض كنيد ـ( x ) (x )f (x)
xcosx

 




5 3 62 1 1
4 fمقدار 1 ( )  كدام است؟  

1 (52   2 (26   ) صفر4   26) 3   2

 15ترين فاصلة نقطةنزديك ـ( , )1 yاز سهمي 4 x2   كدام است؟ 2
1 (15   2 (1   3 (6   4 (5   

 16با استفاده از تقريب مرتبة اول (تقريب خطي)، مقدار تقريبي ـ/

/ /

2

4 3
1 3

3 98 1 2



  شود؟كنيم، كدام عدد حاصل ميرا محاسبه مي 

1 (/ 5 27    2 (/ 5 52    3 (/ 5275   4 (/ 5527   

 17اگر ـ
y xx (x,y) ( , )

f (x,y) x y
(x,y) ( , )

 


  
 

3 3
3 2  

  

fباشد، مقدار  ( , )
x



  كدام است؟  

  ) وجود ندارد.1   4) 3  ) صفر2   2) 1

 18گونمعادلة صفحة مماس بر هذلولي ـx y z   
2 2 2 15 )در نقطة 3 , , )5 3   كدام است؟ 3

1 (x y z   3 2 6 3    2 (x y z   2 2 2 2    3 (x y z   2 2    4 (x y z   3 1    

 19اگر ـu x y xو 2 y xy   3 3 2 duباشد، حاصل 2
dx

)در نقطة  , )1   ، كدام است؟1

1 (7   2 (3   3 (9
4   4 (3   

 02اگر ـyz (xy)
x

  
2

zداراي مشتقات جزئي مرتبة اول باشد، حاصل 3 zx xy
x y
 


 

)در نقطة 2 , )1   كدام است؟ 2

1 (4     2صفر (    
)در نقطة ر مشتق تابع) به مقدا4     4) 3 , )1   بستگي دارد. 2

 12درخصوص نقاط بحراني غيرواقع بر محورهاي مختصات تابع با ضابطة ـf (x,y) x y
x y

  2 2
2 2
  ، كدام مورد درست است؟1

  ع دو نقطة ماكزيمم موضعي و دو نقطه زيني دارد.) تاب2  ) تابع دو نقطة مينيمم موضعي و دو نقطه زيني دارد.1
  ) تابع چهار نقطة مينيمم موضعي دارد.4  ) تابع چهار نقطة ماكزيمم موضعي دارد.3

 22حاصل ـ
n

n k

klim
n 


4
5

1
  كدام است؟ 

1 (/ 2   2 (/ 5   3 (1   4 (2   
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 23اگر ـA x dx 
1 31


  ، آنگاه كدام مورد درست است؟

1 (A 1   2 (A /1 25   3 (A /1 5   4 (A /1 75   

 24بع پيوستة اگر به ازاي تا ـfتساوي ،x x f (t)f (t)dt xsin x dt
t

 
  21 

fبرقرار باشد، آنگاه مقدار  ( ) كدام است؟  

1 (

1   2 (


1   3 ( 


1   4 (( ) 


1   

 25ميخط قائم بر سه ـx y2 خـط ايجـاد   كنيم كه مساحت ناحية محصور به سهمي و خط قائم، كمترين مقدار باشد. طول پـاره را چنان رسم مي 2
  شدة درون سهمي، كدام است؟

1 (2 2   2 (4 2   3 (4   4 (8   

 26اگر ـ   t t tr(t) (e cost , e sint , e ) 2 يك منحني در فضا باشد، آنگاه بردار يكة مماسي بر منحني درt 
   ، كدام است؟3

1 (( , , ) 
1 1 1 22   2 (( , , ) 

1 1 3 1 3 2 24   3 (( , , )
1 3 3 2

2 2
   4 (( , , ) 

1 1 1 2
6

   

 27حاصل ـ
D

x y dxdy
x y

  كه در آنD ناحية درون ربع دايرةx y a 2 2 xازايبه 2   وy   است، كدام است؟  

a   3 (a2   4 (a) 2  ) صفر1 2   

 28حجم ناحية محدود به صفحة ـz x 2 zگونو سهمي 8 x y 2   ، كدام است؟2

1 (
9
2   2 (8   3 (

81
2   4 (23   

 29دار اگر منحني جهت ـC با ضابطةx y 2 29 پادساعتگرد باشد، مقدار 9 
C

(y ysin y) dx (y xysin y xsin y) dy    2 2 22كدام است؟ ،  

1 (
2   2 (   3 (3

2   4 (3   

 30فرض كنيد  ـD واقع در ربع اول باشد. اگر 2اي شكل به مركز مبدأ مختصات و شعاع ناحية ربع دايره
a

D
xy(x y ) dxdy /  2 2 2 3 ، آنگاه مقدار 2

a ؟كدام است  

1 (1
2   2 (1   3 (2   4 (1

4   
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 MBAپاسخنامه رشته ي   
  

  كنيم و داريم:ابتدا اعداد مختلط داده شده را به حالت قطبي تبديل مي  »3«ـ گزينه 1
r r

,
tg tg

      
 
  

            
 

1 2

1 1 2 2

3 1 2 3 1 2
3 3

3 6 3 6
   

i ii

i

e i( ) (e ) e cos( ) i sin( ) cos( ) i sin( ) cos i sin i

e


 




       
              

16 1 13 3

6

2 1 1 1 3 1 33 33 3 3 3 3 3 2 2 2
2


      

  
zكهبا توجه به اين  »1«ـ گزينه 2 x iy  و مزدوج آنz x iy  باشد، داريم:مي    

  z x iy z x iy       
(x iy) (x iy) (x iy) x i y xyi x yi x yi               2 2 2 24 2 2 2 4 4 2 2 2    

yy xy y xy x
x y x i( y xy)

y y y

             
        

2 2
2 2

6 2 6 2 32 2 6 2
9 6 2 5 5





   

zهاي معادلهپس ريشه i 3   باشد.مي 6برابر ها مجموع آن لذا و است5
  

OAضرب خارجي دو برداركه اندازه حاصلبا توجه به اين  »1«ـ گزينه 3


OBو 


ضرب خارجي دو شده توسط دو بردار است، بايد حاصلبرابر مساحت ساخته 
  بردار را بيابيم و داريم:

i j k
OA OB i j k

S | OA OB |

  
    

 

     


     

1 1 1 4 3
2 1 2

1 16 9 26

   

nبردار نرمال صفحه شامل ( , , ) OA,OB   2 1 4 3
     

nبردار نرمال صفحه مفروض  ( , , )  1 2 1 2   
شده توسط دو بردار در كسينوس زاويه بين كه مساحت تصوير برابر است با مساحت ساختهاكنون با توجه به اين

  را از رابطه زير بيابيم. cosابتدا بردارهاي نرمال دو صفحه، بايد
n .ncos

| n || n |
 

   1 2
1 2

2 4 6 4
3 26 3 26

 
  زاويه بين دو بردار نرمال  

cos S S cos      شده توسط دو بردارمساحت ساخته مساحت تصوير  

S   
4 426 33 26

  تصوير 

  
sinكهبا توجه به اين  »3«ـ گزينه 4 h (x) Ln(x x )   1 2 sin  باشد، داريم:مي 1 h ( ) Ln( )  1 1 1 2  

  دانيم كه:از طرفي مي
x xe ecosh x


 2   

Ln( ) Ln( )
( )

e e ( )cosh(Ln( ))
( ) ( )

  
    

 
          

 

2
1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 2 11 2 4 2 2 2 2 21 2 1 2 1 21 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2
   

 
  

 
2 2 1 2 2
1 2 1 2

  2 2 2 2 
 

 
2 21 2 1   

  



  

539 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  كنيم.كم و زياد مي را به عبارت 7/4  »2«زينه ـ گ5
x x x x

u
y / / [ / ] y / [ / ] / y u [u] /              2 4 7 4 7 2 4 7 2 4 7 2 4 7 4 7 4 7   

fu [u] / u [u] / / R [ / , / )             1 4 7 4 7 3 7 4 7 3 7   
  

  دست آوريم:نهايت بهدست آوردن مجانب افقي تابع بايد حد تابع را در بيبراي به  »3«ـ گزينه 6
x
lim f (x)


 3   

fها تابعازاي اين ريشهمخرج را بيابيم و اگر به هايدست آوردن مجانب قائم بايد ريشهبراي به (x) ها مجانب قائم منحني هستند.نهايت ميل كند، آن ريشهبه سمت بي  

x x x   3 25 1 2         
xصورتهاي اين معادله، آن را بهبراي پيدا كردن تعداد ريشه x x  3 25 2 1       كنيم و به تعداد نويسيم و دو تابع را در يك دستگاه رسم ميمي

  باشند.هاي قائم تابع مينقاط برخورد دو تابع معادله درجه سوم مخرج ريشه خواهد داشت كه همان مجانب
g : x x g : x x x( x )      3 2 25 3 1 3 1           

x g

x y /

  



   
1 333 183

 
     

  

  

با استفاده از رابطه  »4«ـ گزينه 7
x

f (x)m lim
x

 آوريم.دست ميشيب مجانب مايل، تابع داده شده را به  

x xx x ( ) xx x
x xx x x x

f (x) x x xm lim lim lim lim ( ) ( ) e e
x xx( x) ( x)

   
   

      
 

1 11111 1

x 1 x
x

e



1   

yپس مجانب منحني x
e


  باشد.مي  1

  

ارزيهمبا استفاده از   »1«ـ گزينه 8
u
Ln ( u) u


1


 :داريم  
x x

x xx x

Ln( )lim lim ( )
Ln( )



 


  



1 3 3 3
21 2 2

   

  

حالت مبهم  »2«ـ گزينه 9


  كنيم.است و با هوپيتال آن را رفع ابهام مي 

  
x ( )

xlim

x
x

 


   




 

1
4 5 1 1 161 1 1

4 162 3
42 2 3



  حاصل حد 

  
    »2«ـ گزينه 10

  [a( )]f ( ) B , f ( ) e
  11 1   

(x )
xf ( ) ( ) e e e 

 
  




11 111 1
³I¿MH ” n   

fبراي پيوسته بودن بايد ( ) e 1 باشد. پس بايد توانe درf ( )1  شود. بنابراين بايد 1برابرa    انتخاب كنيم.را  2
[ ( )] [ ]f ( ) e e e e

     2 1 2 11   
  

c  فقط كافي است از تابع هزينه، مشتق بگيريم:  »1«ـ گزينه 11 (x) ( )x c ( ) ( )        
1 15 2 5 5 2 5 5 1 151 1    
   
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  باشد و داريم:نقطه وسط دو نقطه اكسترمم، دقيقاً نقطه عطف تابع درجه سوم مي  »1«ـ گزينه 12

  ( , ) , ( , ) M( , ) 2 2 6 3     
( , ) f (x) f ( ) d    3 3 3    

xy ax bx c , y ax b b        23 2 6 2     

( , ) ff (x) ax cx a c a c          23 33 8 2 3 4 2
    

  
  با استفاده از مشتق توابع پارامتري داريم:  »3«ـ گزينه 13

  

cos t sin td( )
cos t sin t

dy cos t sin t d y d dy dt( )
dx cos t sin t dx dx cos t sin tdx





   

 

2

2

3 4
4 3

3 4
4 3 4 3   

t
( sin t cos t)( cos t sin t) ( sin t cos t)( cos t sin t) ( )( ) ( )( )

( cos t sin t) ( )
cos t sin t




          

 
    



2 2
2

3 4 4 3 4 3 3 4 3 3 4 4
9 16 254 3 3

4 3 3 27 27  

  
  گيريم.گيريم و سپس از دو طرف مشتق ميمي Lnبا توجه به شكل ظاهري تابع از دو طرف تساوي  »1«ـ گزينه 14

  y( ) 1   

  Lny Ln( x ) Ln(x ) Ln( x cos x )     3 15 2 1 6 1 4 12   

y x cos x x sin x( ) ( )
y x x cos xx
 
  

 

2

3
1 3 1 4 462 1 2 4 11
   

yx ( )


     
41 81 2     

xدهيمگيريم و قرار مياكنون مشتق دوم تابع را مي   ازاي(در قسمت دوم سمت راست تساوي بهx   شود) و داريم:مشتق دوم صفر مي  

y y y y ( sin x sin x x cos x)( x cos x ) ( cos x x sin x)( cos x x sin x)(
y ( x ) ( x cos x )

          
  

 2 2 2
2 1 4 4 4 4 1 4 4 4 4

22 1 4 1
    

yy , y y
            

641 8 2 8 12 64 521    

  
  نويسيم:فاصله نقطه تا منحني را مي  »4«ـ گزينه 15

  yy x x  
2

2 2 2   

yd (x ) (y ) d ( ) (y )        
2

2 2 2 21 4 1 42   

y( )y (y ) y y y y y              
2

3 32 1 2 4 2 2 8 8 22   مشتق  

(min)d ( ) ( )      2 22 1 2 4 1 4 5   
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  داريم و با استفاده از فرمول تقريب خطي براي توابع چندمتغيره داريم: يك تابع سه متغيره  »3«ـ گزينه 16

  xf
y z


2

4 3
   

f f ff (x x , y y, z z) f (x , y , z ) x y z
x y z
  

           
                ,        

x / x , x

y / y , y

z / z , z

     

      



    

31 3 1 1
23 98 4 1

21 2 1 1








 

 


 

  

xf x (y z ) x y z
y z

  
  

1 1 32
2 4 3 28 2 8

4 38
  

( , , ) ( , , )f fxy z , x y z
x y

    
         

 

1 3 3 3
1 4 1 1 4 122 8 2 81 1 1 1 12 2 12 2 2 8 16  

( , , )f x y z
z

 
     



1 11
1 4 12 2 83 3 1 3

8 8 2 16  

( ) ( ) ( ) / / / /               
1 3 1 2 3 2 1 3 1 3 1 3 21 5 3 25 52751 16 1 16 1 2 1 8 8 2 1 84

       
            

  مقدار تقريبي 

  
  »3«ـ گزينه 17

  y xf (x, y) x
x y






3 3

3 2   

  با استفاده از تعريف مشتق جزئي داريم:
h h

hh
f f (h , ) f ( , ) hhlim lim
x h h h 




       


3
43
4 1

 

 
      

  
fمعادله صفحه مماس بر رويه  »4«ـ گزينه 18 (x, y, z)   در نقطه(x , y , z )      :برابـر اسـت بـاa(x x ) b(y y ) c(z z )            كـه بـردار

(a, b,c)پس داريم:برابر بردار گراديان رويه در اين نقطه است .  

  

x
x

y
y

z
z

xf a

yf b

f z c







   

   

     

5

3

3

2 25
2 23
2 6

    x yf : z   
2 2

2 15 3    

x)  ه برابر است با:پس معادله صفح ) (y ) (z ) x y z x y z                 22 5 2 3 6 3 5 3 3 9 3 1     
  

duو دو رابطه داريم و سؤال uو x،yبا توجه به اينكه سه متغير  »1«ـ گزينه 19
dx

  باشند.تابع مي yو uمستقل و xخواهد، پسمي را از ما 

F :u x y , G :x y xy     2 3 3 2 2    

( , )

xy x(F,G)
x y y xdu (x , y) ( )(F,G)dx x

(u , y)
y x






  
  

         
  




2

2 2 1 1
2

2

2 2 1
3 2 3 2 5 1 2 5 71 1 11

13 2
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خـواهيم بيـابيم، بايـد از    مـي  yو xرا برحسب هر دو متغيـر  zباشد و مشتق تابعمي yو xتابعي برحسب دو متغير كهبا توجه به اين  »1«ـ گزينه 20
  رابطه خواسته شده جايگذاري كنيم. و دري استفاده كنيم امشتق توابع زنجيره

x2 y(
x

 2

2
3

9
y (xy)) x  

yy(
x

2
3

( , )y y y yx (xy)) x y (xy) x y (xy) y                
2 2 2 2 1 22 2 22 2 43 3 3 3   

  

fابتدا بايد مشتق  »4«ـ گزينه 21 (x , y) را نسبت به متغيرهايx وy  دست بيايد.صفر قرار دهيم تا طول و عرض نقطه بحراني بهجداگانه مساوي  

  z x y
x y

  2 2
2 2
1   

x
xy xyz x x x x x y y

(x y ) x y x y x y x
              

2 2
4 2 2

2 2 2 4 4 3 2 3 2 4
2 2 2 2 12 2 2 2 1     

y
x

y
x yz y y x y x x x , y

x y x y x x


                  

2
4

12
2 4 2 6

4 4 2 3 8 6
2 2 1 12 2 1 1 1 1 1 1   

xx yy xy
x y x y x yz ( ) , z ( ) , z ( )

x y x y x y x y x y x y
  

          
2 2 2 2 3

6 4 4 2 4 6 2 4 6 4 3 3
6 6 6 6 4 42 2 2 2    

xx yy xyz z (z )   2   

min  نسبيxxz( , ) ( )         21 1 8 8 4 64 16    

min  نسبيxxz( , ) ( )           21 1 8 8 4 64 16   

min  نسبيxxz( , ) ( )           21 1 8 8 4 64 16   

min  نسبيxxz( , ) ( )            21 1 8 8 4 64 16   
  نقطه مينيمم موضعي دارد. 4پس تابع 

  

با استفاده از رابطه  »1«نه ـ گزي22
n

n i

ilim f ( ) f (x)dx
n n 

 
1

1

1


  داريم: 
n

n k

k xlim ( ) x dx /
n n 

    
5 114 4

1

1 1 25 5


   

  

f، تابعxرا داريم از روي حدود xكه حدودبا توجه به اين  »2«ـ گزينه 23 (x) سازيم.را مي  

x x x x dx x dx dx                  
1 1 13 3 3 31 1 1 1 2 1 1 2 1 2
  

    

(x) A (x) A    1 12 1 2    
  

  »4«ـ گزينه 24

  x x f (t)f (t) dt x sin x dt
t

 
  21 

   

f  گيريم:از دو طرف تساوي مشتق مي (x)f (x) sin x x cos x
x

  
 21

   

xاكنون   يم:دهرا قرار مي  

  
f ( ) f ( )f ( ) sin cos f ( )



 
        

   2 21 1
   

f ( )f ( ) f ( )( ) f ( )(
          

   2 2
1 11

1 1
  2 1 ) f ( )  

    
 21

( ) 



2

2
1 f ( ) ( )  

      
 

21 1   

  



  

543 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

xyيك نقطه بر روي منحني تابع »2«ـ گزينه 25 
2

2گيريم و عرض اين نقطهدر نظر مي به طول 2

. اكنون بايد معادله خط قائم بر منحني باشدمي 2

  دست آوريم.در اين نقطه را به

  AB
xy y x m     



2 1
2   

y  معادله خط قائم: y m(x x ) y (x ) y x 
            

 

2 21 1 12 2    

  دهيم تا طول ديگر محل تلاقي دو تابع را بيابيم.اكنون خط قائم و منحني را با هم قطع مي

y x x x x x
xy

 
               

  

2
2 2 2 2

2

1 1 22 1 22 2
2

  

  

Axيك ريشه   :است. پس داريم  

  
B

x x x
|

x ( ) x

   


      
 

2 22 2
2 2   

  اكنون بايد مساحت بين منحني و خط قائم را بيابيم و آن را مينيمم كنيم:

  x xS ( x )dx ( x x x )










 
         

  2

2 2 2 3
2

2
1 112 2 2 2 6   

( ) ( )
( ( ) ( ) ) ( )
                             

    

2 33 3 2 3 3
3

2 2
2 2 5 2 4 1 232 2 6 2 2 6 6 6  

  را مساوي صفر قرار دهيم. اكنون بايد مشتق مساحت نسبت به

S ( )( ) ( ) ( ) ( )( )                              
  

2 2 6 4 2 4 2 2 2 4
4 2 2

5 6 4 1 2 23 1 1 1 1 1 12 2       

A( , ) , B( , )          
  

4
1 91 1 31 2 2

1


−¼L¤®MI¤


   

AB ( ) ( ) ( ) ( )        2 2 2 29 1 3 1 4 4 4 22 2   

  
  باشد، داريم:مي زيرصورت با استفاده از رابطه بردار يكه مماس كه به  »2«ـ گزينه 26

  r (t)T
| r (t) |








  

                       t t tr(t) (e cos t ,e sin t , e ) 2   
t t t t tr (t) (e cos t e sin t ,e sin t e cos t , e )    2

  
t t t t te e e e e    2 2 2 22 4 2t t t t t t t| r (t) | e cos t e sin t e cos t sin t e sin t e cos t e sin t cos t e       2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2   

tcos t sin t sin t cos tT ( , , ) ( , , ) ( , , )


     
  3

1 2 3 1
2 2 1 3 1 3 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 4 2
   
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  كنيم:سؤال را به دو روش حل مي  »1«ـ گزينه 27

)  صات قطبي در انتگرال دوگانه داريم:با استفاده از مخت روش اول: , r a)
    2    

aa a cos sin u
(cos sin )d du

r cos r sin cos sin urdrd r drd (r ) du
r cos r sin cos sin u

 
 

  
    

   
       

3 5
2 22 2 2

5    
   

a u du a a u a a (cos sin ) a a ( )

            
5 2 3 2 3 222 2 2 4 4 1 15 5 3 15 15

   

xگيري يعنيكه ناحيه انتگرالبا توجه به اين روش دوم: y a 2 2 را  yو xتوانيم در تابع زير انتگرال جايمتقارن است، پس مي yو xنسبت به 2
  عوض كنيم و حاصل انتگرال تغييري نكند. پس داريم:

D
x yI dxdy
x y x y y xI I dxdy I I

y x x yI dxdy
y x

 

                 
 





2   

  شده برابر صفر است.پس حاصل انتگرال خواسته
  

  آوريم.دست ميابتدا تلاقي دو منحني را به  »3«ـ گزينه 28
z x

x y x x x y (x ) y
z x y

              
 

2 2 2 2 2 2
2 2

8 2
8 2 2 8 1 9   

)معادله دايره به مركز , )1   باشد. با استفاده از تغيير متغير زير داريم:مي 3و شعاع  

  x r cos
y r sin
  

  

1   

V (z z )dydx V ( (x ) y )dydx ( r cos r sin )rdrd


              
2 32 2 2 2 2 2

2 1 9 1 9
 

ÂL‰¤RI~Th¶   

r[ r r (cos sin )]drd ( )( r ) ( ) ( )





              

342 3 3 2 2 2

1

9 81 81 81 819 2 2 22 4 2 4 4 2     

  
    »4«ـ گزينه 29

yxمعادله بيضي است Cمسير     
2

2 19   
  كنيم.مسير بسته است و از قضيه گرين استفاده مي

  
ysin y

D
Q P( )dydx (ysin y sin y) ( sin y ysin ycos y)dydx
x y

 
     

  
2

2 22 1 2


   

( ab) ( )         1 3 بيضي)(مساحت  3
D D

dydx dydx       1   
  ) بود.4گفت ساعتگرد، جواب درست گزينه (اگر صورت سؤال ميتوجه مهم: 

  
   با مختصات قطبي داريم:  »2«ـ گزينه 30

a
a

a

(r cos )(r sin )(r ) rdrd / r r sin cos drd /

(r )dr sin cos d /

 




         

     

   

 

2 22 322 2

2 3 2

3 2 3 2

3 2

   

 

   


a a

ar sin( ( ) / / / ( a) a
a a


 


          

 
24 2 42 42 13 2 3 2 2 6 4 4 14 2 4 2   
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  باشد.مشترك با رشته عمران مي 10تا  1سؤال رياضي عمومي طرح شده بود كه سؤالات  15برداري مجموعاً ي رشته مهندسي نقشهبرا

 1در تابع ـf (x,y) x y xy y y   2 2 2 33 6 4 )، نقطه18 , ) 
31  اي است؟چه نقطه 2

  ه بحراني نيست.) نقط4  زيني است. ) نقطه3  ) مينيمم است.2  ) ماكزيمم است.1

 2فرض كنيد ـf : 2  پذير باشد وتابعي مشتق
x

f (x,x) f (x, x)lim
x

 
 2


yfدر اين صورت ، ( , ) كدام است؟ ،  

1 (1   2 (2   3 (1   4 (2   

 3مقدار انتگرال ـy

y
x dxdy 

51 31


  ، كدام است؟

1 (

1

1   2 (


1
2   3 (1

15   4 (2
15   

 4مقدار ـex
e

e dx Ln xdx 
422

  ،كدام است؟1

1 (e e42   2 (e e44   3 (e e44   4 (e e42   

 5بين  ـn  وm كدام رابطه برقرار باشد تا
m

n
sin x dx

x



 2


  ، همگرا باشد؟

1 (n m   2 (m n 1   3 (n m 1   4 (m n   

 6لورن تابعدر بسط مك ـf (x) ( x ) 
5

2   كدام است؟ x4، ضريب22

1 (5 2
8   2 (15 2

8   3 (5 2
4   4 (15 2

4   

 7اندازه مشتق سويي تابع ـW x y yz z  2 )در نقطه 2 , , )1 2 در امتداد بردارi j k 2 2
  كدام است؟ ،  

1 (5
3   2 (1

3   3 (
1
3   4 (

5
3   

 8اگر ـxf ( x)h(x) e h، مقدار2 ( )   با توجه به جدول زير كدام است؟ 1

1 (e816                                  2 (e88   

3 (e 81                                 4 (e812   

x f (x) f (x)

1 1 1
2 8 4

  

 9هاي معادلةتعداد جواب ـz z  2 4 2  در مجموعه اعداد مختلط كدام است؟  

1 (2   2 (4   3 (1   4 (3   

 01حاصل ـC ydx xdy 3 yقوسي از سهمي Cهنگامي كه 2 x )Aاز مبدأ به نقطة  2 , )1   مبدأ مختصات باشد، كدام است؟تا  Aخط واصل نقطهو پاره 1

1 (
1
2   2 (

1
3   3 (

1
6   4 (

1
4   

 11هاي معادلهتعداد جواب ـz
zz



2 1   ، كدام است؟1

  ) صفر 4   3) 3   2) 2   1) 1
 

  برداريو نقشه عمراني سؤالات رشته
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 21اگر ـx sinx
x
lim(cosx ax ) A


 
1

2


aعددي كراندار باشد، مقدار Aو   Aكدام است؟ ،  

1 (3
2   2 (1   3 (3

4   4 (1
2   

 31اگر ـ
y

n xz x e

2

zوي، تساnباشد، براي كدام مقدار   z( y )
y y xy
  

 
  

3
3

1
4

  ، برقرار است؟

1 (2   2 (1
2   3 (

1
2   4 (2-   

 41اگر ـy   وx xy y  2 2 yباشد، مقدار 1 ( ) كدام است؟ ،  

1 (
3
2   2 (

3
4   3 (3

4   4 (3
2   

 51فرض كنيد  ـS سطح بيروني مخروطx y z ( z h)   2 2 2   باشد. مقدار
S

(y z)dydz (z x)dzdx (x y)dxdy     كدام است؟  

1 (   2 (2   3 (4   4 صفر (  
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 كنيم كه آيا نقطه داده شده بحراني است يا خير:ابتدا بررسي مي  »2«ـ گزينه 1

x( , )x

y y

f (x, y) x y xy y y

f xy y ( ) ( )f xy y

f x y xy y f ( ) ( ) ( )

 

   

           
            



2 2 2 3

2 232 2 1 2
2 2

3 6 4 18
9 96 6 6 66 6 4 4

3 3 96 12 12 18 6 12 12 182 2 4









   

  كنيم:پس نقطه داده شده بحراني است. حالا مبين دلتا را در اين نقطه بررسي مي

xx
( , )

yy xx yy xy

xy

f y

f x x y f f (f ) [ ( )][ ( )] [ ( ) ( )]

f xy y

 

                 
  

2
312 2 22

6
9 3 3 3 276 12 24 6 6 12 24 12 12 34 2 2 2 2

12 12
    

  پس نقطه مورد نظر مينيمم است.

  

حد داده شده، حالت مبهم  »3«ـ گزينه 2




 و در عامـل دوم  f(x,x)در عامل اول صورت كسر داده شده  f(x,y)است و با توجه به اين كه تابع دو متغيره  

f (x, x) باشد، پس در عامل اولميy x و در عامل دومy x  باشد و داريم:مي  

y y
y

x

f (x, x) ( )f (x, x)
f ( , ) lim



   
 

1 1
21

    

y y y yf ( , ) f ( , ) f ( , ) f ( , )      2 2 2 1          

  
گيري را عوض كرده و با توجه است و به اين صورت قابل حل نيست، ترتيب انتگرال xير انتگرال فقط تابعي از متغير كه تابع زبا توجه به اين  »4«ـ گزينه 3

 گيري داريم:به شكل ناحيه انتگرال

y x
y x

I x dxdy x dydx

(x x ) x dx x ( x ) x dx

x ( x ) dx ( x ) | ( )

  

  

 

 

 


   

     

         

   

 



25
5

1 13 3

1 12 5 3 2 3 3

3 5
1 2 3 3 12 2

1 1

1 1 1

2 1 2 21 1 15 3 15 15

 

 




  

 
  

fگيريم. اينكه اگرميبراي حل اين انتگرال، از يك نكته خيلي ساده كمك   »1«ـ گزينه 4 (x) پذير و اكيداً يكنوا باشد وتابعي مشتقf (a)   و 
f (b)  را داريم: زيرگاه تساوي ، آن  

  b
a

f (x)dx f (x)dx b a
 


      1  

xfدر اين سوال با فرض (x) e
2

  داريم: 

  xxy e L n y x x L n y f (x) Ln x         
2 2 1   

e  بنابراين از رابطه بالا حاصل عبارت موجود در سؤال برابر است با:  e42  

  

  برداريو نقشه عمران يرشته پاسخنامه
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xانتگرال مورد نظر در  »3«ـ گزينه 5   ارزي داريم:ناسره است. در اين نقطه با استفاده از هم  
m m

n n n m
sin x x dxdx dx

x x x

  


  2 2 2

  
   

nدانيم انتگرال فوق به ازايمي m 1  يعنيهمگراستn m 1    

  

xf  كنيم:بازنويسي مي مقابلصورت لورن اين تابع، ابتدا آن را بهبراي نوشتن بسط مك  »2«ـ گزينه 6 (x) ( ) 
5 52
2 22 1 2   

  داريم: لورنمكحالا با كمك بسط 

x x xf (x) [ ( ) ] ( x ) ( ) ( )
!


            

5 2 2 4
2 22

5 3
5 5 15 15 1 15 22 22 1 4 2 4 2 4 2 4 22 2 2 2 4 8 4 8 4 8    

  
 با كمك گراديان تابع مورد نظر در نقطه مورد اشاره و همچنين رابطه مشتق سوئي داريم:  »3«ـ گزينه 7

u

w f (x, y, z) x y yz z

f (x, y, z) ( xy, x z, y ) f ( , , ) ( , , )
u ( , , )D f (x, y, z) f ( , , ). ( , , ).

| u |

   

        
   

       
 

2

2
2

2 2 1 2 4 1 4
2 1 2 8 1 8 11 2 4 1 4 3 34 1 4



 



 

   

  ) را صحيح اعلام كرده است!4نجش گزينه () است اما سازمان س3كنيد پاسخ صحيح گزينه (گونه كه ملاحظه ميهمان

  
 اي داريم:به سادگي با كمك رابطه مشتق زنجيره  »1«ـ گزينه 8

xf ( x) xf ( x) f ( )h(x) e h (x) [f ( x) xf ( x)]e h ( ) [f ( ) f ( )]e ( )e e            2 2 2 8 82 2 2 1 2 2 2 8 8 16   

  
  براي حل اين معادله با استفاده از فرم دكارتي اعداد مختلط داريم:  »2«ـ گزينه 9

  z x iy  

z z (x y i xy) (x iy) (x x y ) iy( x )              2 2 2 2 24 2 2 4 2 4 2 2 4   
  

y

x x xx x y
xy( x )

y y

 


              
    

       

22 2

2

4 2 2 64 2
22 4

4 8 2 1



 


 

   

  نقطه داريم. 4پس در كل 

  
از طرفي با توجه به شـكل واضـح اسـت كـه      .پذير استتابع برداري زير انتگرال همواره مشتق  »3«ـ گزينه 10

 به راحتي با استفاده از قضيه گرين داريم:ناحيه بسته است. در نتيجه 

D D
C

x
x

I ydx xdy ( )dA dA

x xdydx (x x )dx ( ) ( )
 

     

            

  

  
1

2
2 31 1 2

3 2 2 3

1 1 1
2 3 2 3 6
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

x y x y y
xy

         


2 2 2 2 21 2 1


zبا تبديل   »4«ـ گزينه 11 x iy  :داريم  

  z (x iy) (x y ) i xy x y
zz (x iy)(x iy)
  

        
 

2 2 2 2 2 21 11 1 1 2 

 
                                                              امكانپذير نيست پس مسئله پاسخ ندارد.

                                                              
  

  مبهم است. در نتيجه كافيست به صورت زير عمل كنيم: 1حد داده شده به فرم  »1«ـ گزينه 21

x
lim (cos x ax )

x sin xx sin x
x

x x x

A lim (cos x ax ) A e

x x( ax )x x ! !L lim (cos x ax ) lim ( ax ) lim
x sin x ! !x xx (x )

! !


 

 


  

    

  
       


 

211 12

2 4 22 42 2
3 3

1

1 1 2 41 1 12 4
3 3




  


  

a. در نتيجه بايددر صورت برابر صفر باشد x2ضريباي اينكه حد فوق كراندار باشد، بايد بر  1
  باشد و خواهيم داشت: 2

L
x x

x x( x ) x!L lim lim A e a A
x

!
 

  
          

2 4 2

3

1
1 32 4 2 1 14 2 2

3
 

  

  
  كنيم:داده شده را تشكيل داده و بررسي مي با استفاده از مشتق جزئي طرفين معادله  »4«ـ گزينه 13

y y
n nx x

y y y
n n nx x x

z y zx e y x y e
y x y

z nx e x y e x e (nx y )
x



  

 
    

 


   



2 2

2 2 2

3 1 4

1 2 2 2 2

2 2
  

  نويسيم:حالا تساوي صورت سؤال را مي

  
y y yn

nx x xz x y( y ) ( y e e ) x e ( x y )
y y xy y


 

      
 

2 2 2
1 5

3 3 2 2
3 3

1 48 2
4 4

  

z z( y ) n
y y xy
  

    
  

3
3

1 2
4

  

  
    »2«ـ گزينه 14

xبا جايگذاري   مقدارy( ) آيد:به دست مي  yy ( ) y( ) y( )       2 1 1 1      

x                                                                                                                           گيريم:از معادله مشتق مي y xy yy    2 2   

xجايگذاري  :   y( )y( ) y( )y ( ) y ( )      1 12 2
        

y                            گيريم:از معادله مشتق مي مجدداً y x y (y ) yy         22 2 2   

xجايگذاري   :           ( ) ( )y y ( )         21 1 1 32 2 2 12 2 2 4    
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Fاي ميدان برداريبر  »4«ـ گزينه 51 (P,Q,R)
 :داريم  

  
s

I Pdydz Qdxdz Rdxdy F.nds    
    

Pپس در اين مثال y z   وQ z x  وR x y   باشد.مي  
  ن ناحيه داده شده يك ناحيه بسته نيست.ي مخروط است، بنابرايبا توجه به اين كه سطح داده شده فقط شامل بدنه

zاگر بخشي از صفحه h كه با مخروط تلاقي دارد راS  بناميم و به سطحS ،اضافه كنيمS S توانيم از قضيه شود و ميي بسته مييك ناحيه
Sرا از انتگرال روي Sو در انتها انتگرال رويديورژانس استفاده كنيم  S :كم كنيم. پس داريم  

  
S S

F.nds divFdv ( )dv


      

        

  را حساب كنيم. Sاكنون بايد انتگرال روي 
zبه صورت Sمعادلة h باشد.ي رو به خارج آن به صورت مقابل مياشد كه بردار قائم يكّهبمي                           n ( , , ) 1     

F.n                  پس داريم: (x y) 
   

zاز h :داريم  x yds z z dydx dydx   2 21   

zل برخورد حال داريم: (تصوير مح h با مخروط دايرهx y h 2 2   باشد.)مي 2

D
I (x y)dydx    

باشد، پس حاصل اين انتگرال نيز صفر فرد مي yو  xمتقارن است و تابع زير انتگرال نيز نسبت به  yو  xنسبت به محورهاي  Dبا توجه به اين كه ناحيه 
  باشد.ست و در نتيجه حاصل انتگرال كل نيز صفر ميا
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سؤالات رشته ي مكانيك   
 

 1 هاي معادلةتعداد جوابـze i xكه درون دايرة 2 y 2 2   گيرند، كدام است؟قرار مي 25
1 (1   2 (2   3 (3   4 (4   

 2 حاصلـx

x

Ln(x xlim
x

   
 
 

2
1

21


  ، كدام است؟

1 (e


1
6   2 (e

1
6   3 (e

1
2   4 (1   

 3 حاصلـ
n

n k
lim (nx k)(nx k ) ,x

n



 
   

1
2

1 1


كدام است؟ ،  

1 (x2   2 (x  1
2   3 (x 1   4 (x 2 1   

 4 مقدار مينيمم تابعـz x y 2 xلةمقيد به معاد 2 y(a,b )
a b

   1كدام است؟ ،  

1 (ab(a b)
(a b )



2 2 2   2 (a b
(a b )

2 2

2 2 2   3 (ab(a b)
a b



2 2  4 (a b
a b

2 2

2 2   

 5 اگرـx yu(x,y)
x y





uباشد، حاصل  u
y x
 


 

4 4
4 )در نقطة 4 , )2 كدام است؟ ،  

1 (
3
2   2 (3

4   3 (3   4 (4   

 6 مختصات مركز ثقل اولين قوس سيكلوئيدـx ( cost)
y (t sint)
 

  

3 1
3،t  2كدام است؟ ،  

1 (( , )3 4   2 (( , )4 3   3 (( , )2 3   4 (( , )3 2   

 7 ميدان نيرويـF(x,y,z) x i y j z k  2 2 2   كرة فوقاني با معادلةبر سطح نيمx y z  2 2 2 F. شار گذرا توسط نيرويجريان دارد  1
  از سطح

  مورد نظر، كدام است؟

1 (
4   2 (

2   3 (   4 (2   

 8 با ضابطة گون فرض كنيد چگالي سطحي هر نقطه از پوستة سهميـz (x y ) 2 21
zكه زير صفحة 2  واقع است، برابر ارتفاع آن نقطـه باشـد.    1

  جرم پوسته، كدام است؟

1 (( ) 2 6 3 1
15   2 (( ) 12 3 1

15   3 (( ) 2 3 3 1
15   4 (( ) 6 3 1

15   

 9 فرض كنيد ـC   مسير بستة واقع بر منحني بـه معادلـة
x sin t
y sintcost

z cos t

 







2

2

2
4
2

]در دامنـة   , ]   باشـد. مقـدار
C

(y z)dx (z x)dy (x y)dz        

  كدام است؟

1 (2   2 (   3 (
  ) صفر4   2

 01 اگر سريـ
n

n ( n n )





   3 3

2
2   ، كدام است؟واگرا باشد، مقدار 2

1(2
3   2 (1

3   3 (1
  ) صفر4   4
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پاسخنامه رشته ي مكانيك   
 

zبا فرض عدد مختلط  »2« ـ گزينه1 x iy ; x, y   گذاري در معادله داريم:يو جا  

i( k ) i( k )x iy x iy
x Ln

e i e e e e
y k ; k

 
 


      

  

2 22 2
2

2 2 2
2 2    

اسـت بايـد    5كه درون دايره مورد نظر قرار دارند مشخص كنيم. با توجـه بـه اينكـه شـعاع دايـره       yهاي فوق فقط كافي است مقاديري از از مجموعه جواب
yدست آوريم كهرا ب kمقاديري از   5   باشد. پس داريم: 5

  x Ln / ; /   2 69 3 14  
/ /k / / k / / / k / k k ,

/ /
 

                    
6 57 3 435 2 5 5 1 57 6 28 5 1 57 6 57 6 28 3 43 12 6 28 6 28   

  

   كنيم:براي حل اين حد ابتدا حاصل حد تابع درون پرانتز را بررسي مي  »1«ـ گزينه 2

  HOP

x x

x

x
Ln(x x ) x xlim lim

x  




     

2
2 2

1
1

1 1 11 




   

Lمبهم است، در نتيجه با استفاده از اين نكته كه 1كلي داده شده به فرمپس حد  n(x x ) sinh x  2   است داريم: 11

  AL e   

x x x x

x x xLn(x x ) sinh x x sinh x xA lim [ ] lim [ ] lim ( ) lim ( ) L e
x xx x x x   

  

   

    
       

3 12 1 1
6

2 2 3 3

1
1 1 1 161 6   

   

  

  كنيم:به صورت زير بازنويسي مي براي حل اين حد ابتدا آن را  »2«گزينه ـ 3

k k k k(nx k)(nx k ) n (x )(x ) n (x )(x )
n n n n

 
        2 1 11   

n n

n nk k

k k k klim n (x )(x ) lim (x )(x )
n n n n nn  

 

  

 
     

1 1
2

1 1 1 1  

nدر حد اخير وقتي  داريمk k
n n




در نتيجه حد اخير به 1
n

n k

klim (x )
n n



 


11


kبا فرضشود كه تبديل مي kf ( ) x
n n

  :داريم  

n

n k

kL lim (x ) (x t)dt x
n n



 
      

1 11 1
2


   

  

   به راحتي با استفاده از روش ساده شده لاگرانژ داريم:  »4«ـ گزينه 4

  x yf (x, y) x y ; g(x, y)
a b

     2 2 1   

yx

x y

a xff x y a x aby x x( )
g g b a b a b

a b
ab a b ab a b a b a b a b (b a ) a bx y z x y ( ) ( )

a b a b a b a b (a b ) (a b ) a b

          

 
          

      

2

2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 11 11 1
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خواسته شده، كافي است در محاسبه مشتق نسـبت بـه هـر متغيـر، تـابع را نسـبت بـه آن متغيـر بـه صـورت            براي محاسبه مشتقات جزئي  »3«ـ گزينه 5

axمشتق مراتب بالاتر توابع هموگرافيك كمك بگيريم. با توجه به اينكه براي تابع هموگرافيكاز  هموگرافيك نوشته و by
cx d





 ام به صورتnمشتق مرتبه  

(n) n
n

ad bcy n!( c)
(cx d)





 


1

  است، داريم:  1

  

( , )

( , )

x y u y y yu !( )
x y x (x y) (x y) u u

y xy x u x x xu !( )
y x y (x y) (x y)






 


 

    
      

     
  

               

4 24 1
4 4 1 4 1 4 4

4 44 24 1
4 4 1 4 1

484 1
3

48 964 1 332

  

  

  هاي پارامتري داريم:با توجه به روابط مختصات مركز ثقل منحني  »2«ـ گزينه 6
b b b

t t t t t ta a a

t t

x x (x ) (y ) dt ; y y (x ) (y ) dt ; L (x ) (y ) dt
L L

t t(x ) (y ) sin t ( cos t) sin t cos t cos t cos t sin | sin |

          

            

  2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1

9 9 1 3 2 1 3 2 2 3 4 62 2

  

t t tL | sin | dt sin dt cos ) ( )

t t t t t t tx ( cos t) sin dt (sin )sin dt ( cos )sin dt [ cos( ) cos ( )]

t ty (t sin t) sin dt (t sin sin t si

 

  



  

   



        

        

   

 

  



2 2 2

2 2 22 2 3 2

2

6 6 12 12 1 1 242 2 2
1 3 3 3 23 1 6 1 2 424 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2
1 33 624 2 4 2

I

t t t t t tn )dt (t sin cos sin )dt t sin dt (sin )   


 

   



     
1

2 2 22 3 4 23 3 322 4 2 2 2 4 2 4 2

   

  يز با استفاده از روش جدول جزء به جزء داريم: ن I1براي حل انتگرال
  
  

t t tI t sin dt t cos ) sin ) ( ) y I
                

2 2 2
1 1

32 4 4 1 4 3
2 2 2 4 

  

tsin
2

   t 

tcos2
2

  1  

tsin4
2

    

  
يعنـي   Sتوان بلافاصله از قضيه ديورژانس استفاده كرد. ولي بـه راحتـي بـا اضـافه كـردن     با توجه به اينكه سطح مورد نظر بسته نيست نمي  »2«ـ گزينه 7

zيبخشي از صفحه   كه درون دايرهx y 2 2   توان يك ناحيه بسته توليد كرده و از قضيه ديورژانس استفاده كرد، پس داريم:قرار دارد، مي 1

S S S S D S

I I

D

F.nd F.nd F.nd (divF)dv F.nd

I ( x y z)dv

  
       

  

    


1 2

1 2 2 2



       

 
   

 ها صفر است. در نتيجه با استفاده ازها فرد است، پس حاصل اين قسمتمتقارن و تابع زير انتگرال نسبت به آن yو  xناحيه مورد اشاره نسبت به متغيرهاي 
  مختصات كروي خواهيم داشت:

D
sinI ( z)dv ( cos ) sin d d d ( d )( cos sin d )( d ) ( )( ) ( )

 
    

                        
12 42 1 2 12 3 22 21 2 2 2 2 2 2 4 2      

   

nنيز با روش مستقيم و با توجه به اينكه I2براي محاسبه انتگرال k 
 :است داريم  

  
S S S

I F.nd z d ( ) d I I I
  


              

   2 2
2 1 2 2

   

  

+ 

 
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  ي جرم يك سطح داريم:ي با استفاده از رابطهبه راحت  »1«ـ گزينه 8

  
S S S

M d zd (x y )d          2 21
2   

x y

rz (x y ) x y

d z z dxdy x y dxdy

         
   

      

2 2 2 2

2 2 2 2

1 21 22 2

1 1


  

S
M (x y ) x y dxdy r r rdrd r r dr r r rdr

r t rdr dt


            

   

    
2 2 2 22 2 2 2 2 2 3 2 2 2

2

1 1 11 1 2 1 12 2 2
1 2

      

dtM (t )t (t t )dt ( t t ) 
       

3

1

1 3 1 5 3
3 32 2 2 2 2

1 1
2 21 2 2 2 5 3  

[( ) ( )] ( ) ( )   
       

2 2 2 2 54 3 3 3 4 6 3 19 3 3 3 22 5 3 5 3 2 15 15 15
  

  
  كنيم:ال را محاسبه ميكرل تابع برداري در انتگرابتدا   »4«ـ گزينه 9

  
i j k

curlF ( ) i ( ) j ( )k O
x y z

y z z x x y

  
       

  
  

1 1 1 1 1 1

  

      

  پس تابع مورد نظر پايستار و همواره پيوسته بوده و انتگرال آن روي يك مسير بسته صفر خواهد بود.
  

كنيم. براي اين كـار كـافي اسـت صـورت و مخـرج را در       سري تبديل -pكنيم آن را به فرم براي بررسي همگرايي اين سري، ابتدا سعي مي  »1«ـ گزينه 10
  ارزي داريم:مزدوج عبارت درون پرانتز ضرب كرده و سپس با كمك هم

  
n n n

(n n ) nn
n n

n n

  


  

  


  
  

3 3

3 33 32 2 22 2

2 2 4 2
2 2 2

   

دانيم اين سري در صورتي همگراست كهمي 
3 باشد. يعني 12 

1
  ) واگرا خواهد بود.1ه (. پس به ازاي گزين2
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سؤالات رشته هاي رياضي و آمار   
 

 1 هاي حقيقي معادلةتعداد و محل تقريبي ريشهـx(x )(x )  1 2   ، كدام است؟1

]) تنها يك ريشه در بازة1 , ]1 .تنها يك ريشه در بازة2  دارد ([ , ]2   دارد. 3
]ريشه در بازة ) يك3 , ]1 ازايو دو ريشه بهx  xازاي) سه ريشه به4  دارد. 2      دارد. 2

 2 مقدارـn
n
lim ( )( )...( )

n
  

1 1 11 1 11   كدام است؟ 2

   e  3 (1   4 () 2  ) صفر1

 3 فاصلة همگرايي سري تابعيـ
n n

n n
n

x x
x x

 




 

 


4 4
2 2

1

2 3
1

  كدام است؟ 

1 (x 1   2 (x 1   3.جز) به4  ) همواره واگرا استx    است. همگراهمواره  

 4 دلة صفحة مماس بر رويه با معادلات پارامتريمعاـz sinu وy cosusin v ،x cosucos v ازايبهu 
 vو 4 

   كدام است؟ 4

1 (x y z  2 2 2 3   2 (x y z  2 2   3 (x y z  
2 52 2 2 2   4 (x y z  

2 22   

 5 حاصلـarctanxdx
x


   كدام است؟ 21

1 (ln2   2 (ln
 22   3 (ln

 24   4 (   

 6 رض كنيد فـf ازاي مقادير ثابت و مثبت يك تابع پيوسته و بهa  وb  و هرx [ , ] 1 در[a,b] قرارگيرد. اگرdxA
f(x)

 
1


گاه كـدام رابطـه   باشد، آن

  درست است؟

1 (A f (x)dx
b a

  
12 1


   2 (A f (x)dx
a b

  
12 1


   3 (A f (x)dx
b ab

  
12 1


   4 (A f (x)dx
a ab

  
12 1


   

 7 حاصل انتگرالـ
D

(x ) y dxdy 2 )هايدرون مثلثي با رأس Dدر ناحية  21 , ) و( , )1 )و1 , )1   ، كدام است؟1

49) 2  ) صفر1
9   3 (1   4 (23

18   

 8 انحناي منحنيـr cos  3 )در نقطة 2 , )   در مختصات قطبي، كدام است؟ 32

1 (17
13 13

   2 (1
13

   3 (13
17   4 (17

13   

 9 حاصلـ
S

(yzdydz zxdzdx xydxdy)   كه در آنS اي به مركز مبدأ مختصات به شعاع واحد است، كدام است؟سطح كره  

1 (3
8   2 (4

3   3 (3
4   4 (8

3   

 01 فرض كنيد ـV اي باشد كه از اطراف به استوانةحجم ناحيهr cos از بالا به مخروط ،z x y  2 محدود است.  xyو از پايين به صفحه 216

  كدام است؟ Vمقدار 

1( 
22 9   2 (

42 9   3 (
24 9   4 (

44 9   
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پاسخنامه رشته هاي رياضي و آمار   
 

f  دهيم:قرار مي  »2«ـ گزينه 1 (x) x(x )(x ) x x x       3 21 2 1 3 2 1   
  داريم:

  f ( ) ( )( )
f ( ) ( )( )

      
      

2 2 2 1 2 2 1 1
3 3 3 1 3 2 1 5




   

f ( )f ( ) 2 3  ي بولتزانوپس طبق قضيهf يدر بازه[ , ]2 fريشه دارد چون 3 (x) x x   23 6 ]يدر بازه 2 , ]2  fاكيداً صعودي است، در اين بازه 3
xاما به ازاي دارد.فقط يك ريشه   xهمواره منفي و به ازاي f، تابع2    ي ديگري ندارد.ريشه fهمواره مثبت است پس f، تابع3

  
  كنيم:صورت زير بازنويسي ميبراي حل اين حد ابتدا آن را به  »3«گزينه ـ 2

n n
n n n

n n nk k

kL lim ( )( )...( ) lim ( ) lim ( )
n k k   


       

1 1

1 1 1 1 11 1 1 11 2   

  ضرب (نماد پاي) خواهيم داشت:راحتي با استفاده از قاعده ادغام براي حاصلحال به
n

nn
n nk

k nL lim ( ) lim
k 

 
  

1

1 1 11   

  
xكنيم. براي اينكار با توجه به اينكهنهايت بررسي ميي سري را در بيحد جملهابتدا وضعيت   »3«ـ گزينه 3   كنيمحالت زير را بررسي مي 3تواند باشد، نمي:  

n n n

n n n nn n n

x x xx lim lim lim
x x x x

 

   

 
     

 

4 4 4

2 2 2 2
2 3 11
1

    

n n n
n

n n nn n n

x x xx lim lim lim x
x x x



  

 
    

 

4 4 4
2

2 2 2
2 3 21 2
1

  

n n

n nn n

x xx lim lim
x x



 

   
   

  

4 4

2 2
2 3 2 1 31 31 1 11

  

  ، در هيچ حالتي سري داده شده حتي شرط لازم همگرايي را ندارد، پس همواره واگراست.كنيدطور كه ملاحظه ميهمان

  

,u)ازايبه  »2«ـ گزينه 4 v) ( , ) 
 4 ,x)داريم 4 y, z) ( , , )

1 1 2
2 2 اي . از طرفي براي نوشتن معادله صفحه مماس، نيـاز بـه بـردار گراديـان داريـم. بـر      2

urمحاسبه بردار گراديان نيز از ضرب خارجي بردارهاي
 وvr

 گيريم و داريم:كه مماس بر رويه هستند كمك مي  

(u,v) ( , )
u u

(u,v) ( , )
v u

r ( sin u cos v, sin u sin v,cos u) r ( , , )

r ( cos u sin v,cos u cos v, ) r ( , , )

 


 


      

    

4 4

4 4

1 1 2
2 2 2

1 1
2 2

 

  

  

u v

i j k

f r r ( , , ) || ( , , )

P : (x ) (y ) (z ) x y z

         



         

1 1 2 2 2 1 1 1 22 2 2 4 4 2
1 1
2 2

1 1 21 1 2 2 22 2 2

  

  




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  كنيم:استفاده مي زيراين انتگرال، از روش جزء به جزء به صورت براي حل   »3«ـ گزينه 5

 dxu arctan x du
x

  
 21

 

dx dv v
xx

arctan x dx xI ) ( )dx L n x Ln( x )
x xx( x ) x

xLn ) Ln Ln Ln
x





 

   

                 

  
      



 1

1

2

2
2 21 1 1

2

1

1 1 14 4 21 1
11 24 4 421

   

  

  هاي مسئله و خواص انتگرال داريم:به راحتي با استفاده از داده  »4«ـ گزينه 6

abx [ , ] a f (x) b adx f (x)dx bdx a f (x)dx b f (x)dx ( )
b ab a

                 
1 1 1 1 11 1 11 1
    

  

dxx [ , ] a f (x) b dx dx A ( )
b f (x) a b f (x) a b a

               
1 1 11 1 1 1 1 1 11 2
  

   

A f (x)dx
a ab( ) ( ) A f (x)dx

b ab a A f (x)dx
b ab

        
  







1
1

1

2 1
2 1 21 2 2 1






  

  

  كنيم:گيري را عوض ميها مرتب است، ترتيب انتگرالشكل ناحيه و اينكه تابع در راستاي محور عرض به با توجه  »2«ـ گزينه 7

x x
xx

D
I (x ) y dxdy (x ) y dydx (x ) ( y | )dx (x ) ( x )dx

x x x( x x x )dx ( ) ( ) ( )

  




 


       

 
          

    



1 1 12 2 2 2 2 3 2 3

6 5 41 5 4 3 1

1 11 1 1 1 23 3

1 1 4 1 1 4 1 1 1 24 15 492 4 23 3 3 5 2 3 3 5 2 3 3 9

   

  

 هاي قطبي خواهيم داشت:ي انحنا براي منحنيبا توجه به رابطه  »1«ـ گزينه 8

(r, ) ( , )

(r, ) ( , )

r cos

r sin r

r cos r

r r rr ( )

(r r ) ( )


 


 

  

      

     

    
   

 

3 2

3 2

2 2

3 3
2 2 2 2

3 2

2 2

2
2 9 2 4 17

13 13
9 4





 

 
  

  با توجه به اينكه سطح داده شده بسته است، به راحتي با استفاده از قضيه ديورژانس داريم:  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينهـ 9

  F (yz, zx, xy)
  

S D D
F.nd (divF)dv ( )dv     
      

  ) را صحيح اعلام كرده است!1ها وجود ندارد و سازمان سنجش گزينه (پس جواب صحيح صفر است اما در بين گزينه
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rهمان دايره xyناحيه بر صفحه  اي كمك بگيريم. با توجه به اينكه تصويرواضح است كه بايد از مختصات استوانه  »4«ـ گزينه 01 cos  است، داريم:   

r cos  


 
    2 2


   

zنيز با توجه به صورت سؤال zاز طرفي براي حدود  r   16 :است. پس در كل داريم  

cos r cos

cos

V rdzdrd ( r r )drd

r cos( r ) d ( cos )d

cos cos ( sin )( )d ( cos cos cos sin )d

sin sin sin | 


 
  

 
 

 


 
 

 

 
 

    


     

    
         

     

    

 

 

16 22 2

2 2
3 32 22 2

2 2
2 22 2

2 2

3

16

8 83 3

1 2 1 1 18 4 4 22 3 3 3

1 14 2 2 3 9

  



( )


           2

2

1 1 1 1 42 2 43 9 3 9 9 
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 1گرا ـx sinx
x
lim(cosx ax ) A


 
1

2


aعددي كراندار باشد، مقدار Aو   Aكدام است؟ ،  

1 (3
2   2 (1   3 (3

4   4 (1
2   

 2اگر ـ
y

n xz x e

2

zساوي، تnباشد، براي كدام مقدار   z( y )
y y xy
  

 
  

3
3

1
4

  ، برقرار است؟

1 (2   2 (1
2   3 (

1
2   4 (2-   

 3مشتق سويي (جهتي) تابع ـxyf (x,y) x e xy  2 )، در نقطة23 , )1  محور اي كه با جهت مثبتو در جهت بردار يكهxها زاوية
سـازد،  مـي  4

  كدام است؟

1 (2
2   2 (2   3 (3 2

2   4 (2 2   

 4مقدار ـ
x

x x dx


 1
6

9 4
  ، كدام است؟

1 (Ln
Ln /

5
3 5   2 (Ln

Ln /
3

2 5   3 (Ln
Ln /

5
2 25   4 (Ln

Ln /
3

1 75   

 5فرض كنيد منحني ـC اضلاع مثلث به رئوس( , ) ،( , )2  و( , )2 هاي ساعت پيموده مختصات است، كه در جهت خلاف حركت عقربهدر صفحة  2

xشود. مقدارمي
C

sin(x )dx ye dy
23 2كدام است؟ ،   

1 (e 43 1   2 (e 43 1   3 (e 4 3   4 (e 4 3   

 6فرض كنيد  ـS سطح بيروني مخروطx y z ( z h)   2 2 2  باشد. مقدار
S

(y z)dydz (z x)dzdx (x y)dxdy     كدام است؟  

1 (   2 (2   3 (4   4 صفر (  

 7ضريب ـab c d2 3 )در بسط 4 a b c d)   14 3 2 كدام است؟ ،  
1 (!1   2 (!9   3 (!8   4 (!7   

  ي مهندسي كامپيوترسؤالات رشته   



  

560 

1400 كارشناسي ارشدالات و پاسخنامه آزمون سؤ كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

  
  مبهم است. در نتيجه كافيست به صورت زير عمل كنيم: 1حد داده شده به فرم  »1«ـ گزينه 1

x
lim (cos x ax )

x sin xx sin x
x

x x x

A lim (cos x ax ) A e

x x( ax )x x ! !L lim (cos x ax ) lim ( ax ) lim
x sin x ! !x xx (x )

! !


 

 


  

    

  
       


 

211 12

2 4 22 42 2
3 3

1

1 1 2 41 1 12 4
3 3




  


  

a. در نتيجه بايددر صورت برابر صفر باشد x2ضريببراي اينكه حد فوق كراندار باشد، بايد   1
  باشد و خواهيم داشت: 2

L
x x

x x( x ) x!L lim lim A e a A
x

!
 

  
          

2 4 2

3

1
1 32 4 2 1 14 2 2

3
 

  

  

  كنيم:با استفاده از مشتق جزئي طرفين معادله داده شده را تشكيل داده و بررسي مي  »4«ـ گزينه 2
y y

n nx x

y y y
n n nx x x

z y zx e y x y e
y x y

z nx e x y e x e (nx y )
x



  

 
    

 


   



2 2

2 2 2

3 1 4

1 2 2 2 2

2 2
  

  نويسيم:حالا تساوي صورت سؤال را مي
y y yn

nx x xz x y( y ) ( y e e ) x e ( x y )
y y xy y


 

      
 

2 2 2
1 5

3 3 2 2
3 3

1 48 2
4 4

  
z z( y ) n

y y xy
  

    
  

3
3

1 2
4

  
  

uي موردنظر از رابطهبردار يكه  »3«ـ گزينه 3 (cos ,sin )  
 راحتي قابل استخراج و برابربه( , )1 1

2 2
است. حالا با استفاده از گراديان تابع و فرمـول   

xyf  مشتق سوئي داريم: (x, y) x e xy  2 23  
xy xyf (x, y) ( x ye y , xe xy) f ( , ) ( , )      22 3 6 1 2 1

 
   

uD f ( , ) f ( , ).u ( , ).( , ) 
     

1 1 2 1 3 3 21 1 2 1 22 2 2 2


 
    

  

  كنيم:صورت زير بازنويسي ميبراي حل اين انتگرال ابتدا آن را به  »3«ـ گزينه 4
x

x x x x x x x x
I dx dx dx dx

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   


   

   
   1 1 1 1

6 1 1 1
9 4 3 2 3 39 4
6 6 2 3 2 2

  

)xحالا با تغيير متغير ) u
3
2

  خواهيم داشت: 

x du( ) Ln dx du dx
uLn /

x u

x u

   

   


   


3 3
2 2 1 5

31
2

  

du du u Ln Ln LnI ln | | (Ln Ln )
uLn / Ln / Ln / u Ln / Ln / Ln /u Ln( / )u

u

  
       


 3 3 32 2

2 2 2

1
1 1 1 1 1 5 5 5211 51 5 1 5 2 1 5 1 2 1 5 2 1 5 2 251 1 5

2

  

  مهندسي كامپيوتر يرشته پاسخنامه  
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  كنيم. در اين صورت داريم:با توجه به بسته بودن ناحيه و هموار بودن تابع زير انتگرال، از قضيه گرين استفاده مي  »1«ـ گزينه 5
x x x

C D D
I (sin x dx ye dy) [ ( ye ) (sin x )]dxdy xye dxdy

x y
 

    
   

2 2 23 32 2 4  

  و با توجه به ناحيه داده شده داريم:
xxx x x x x

D D
yI xye dxdy xye dydx xye dydx xe ) dx x e dx            

2 2 2 2 222 2 2 34 4 4 4 2
2

  

x u xdx du  2 2  
x xxe dx dv e v  

2 2
2  

x x xI [x e ] xe dx e e ) e (e ) e
 

        
2 2 2 2 222 4 4 4 42 4 4 1 3 1  

  
Fبراي ميدان برداري  »4«ـ گزينه 6 (P,Q,R)

 :داريم  
s

I Pdydz Qdxdz Rdxdy F.nds    
    

Pپس در اين مثال y z   وQ z x  وR x y   باشد.مي  
  ي مخروط است، بنابراين ناحيه داده شده يك ناحيه بسته نيست.با توجه به اين كه سطح داده شده فقط شامل بدنه

zاگر بخشي از صفحه h كه با مخروط تلاقي دارد راS  بناميم و به سطحS فه كنيم،اضاS S توانيم از قضيه شود و ميي بسته مييك ناحيه
Sرا از انتگرال روي Sديورژانس استفاده كنيم و در انتها انتگرال روي S :كم كنيم. پس داريم  

  
S S

F.nds divFdv ( )dv


      

        

  را حساب كنيم. Sانتگرال روي اكنون بايد 
zبه صورت Sمعادلة h باشد.ي رو به خارج آن به صورت مقابل ميباشد كه بردار قائم يكهّمي                           n ( , , ) 1     

F.n                  پس داريم: (x y) 
   

zاز h :داريم  x yds z z dydx dydx   2 21   

zحال داريم: (تصوير محل برخورد  h با مخروط دايرهx y h 2 2   باشد.)مي 2

D
I (x y)dydx    

باشد، پس حاصل اين انتگرال نيز صفر فرد مي yو  xمتقارن است و تابع زير انتگرال نيز نسبت به  yو  xرهاي نسبت به محو Dبا توجه به اين كه ناحيه 
  باشد.است و در نتيجه حاصل انتگرال كل نيز صفر مي

  

nدر عبارت »1«ـ گزينه 7
k k(a x a x ... a x )  1 1 2 kn، ضريب جمله2 n n

kx x ...x1 21 kn  برابر است با: 2 n n
k

k

n! a a ... a
n !n !...n !

1 21 2
1 2

   

)شده به صورتدر اينجا عبارت داده a b c d)   14 3 2  داريم است پس :  
 n , a , a , a , a      1 2 3 41 4 3 2 1  و چون ضريب جمله  

ab c d2 3 n  :داريم خواسته شده لذا 4 , n , n , n   1 2 3 41 2 3 4   

!  شده برابر است با:ضريب عبارت خواسته در نتيجه ( ) ( ) ( ) ( ) !
! ! ! !

          1 2 3 41 4 3 2 1 1 9 4 7 5 4 9 8 11 2 3 4
     
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  1401 كارشناسي ارشدآزمون  و پاسخنامه سؤالات  
   

 MBAسؤالات رشته ي 
 

 1هايفرض كنيد قسمت حقيقي عبارت ـi1 aباشند. مقدار bو  aترتيب به i3و 3 b2 i)، كدام است؟ 2 ) 2 1   

1 (3 1
2   2 (1 3

2   3 (1 3
2   4 (


3 1

2   

 2حاصل عبارت ـ
i i ii i

Re(e e e e e )
   

    
2 5

3 2 36 6   ، كدام است؟1
1 (1   2 (1  3 (2   4صفر (  
 3فرض كنيد ـA {(x,y) | x y }  


2 2 Bو 4 {(x,y) | | x | | y | }   Bاي كه نقاط واقع در مجموعه، مساحت ناحيه3 (A B)  كنند، توليد مي

  كدام است؟
1 (12  2 (18  3 (1   4 (14  
 4پنج گرم فلز  ـA  و پنج گرم فلزB كنيم تا بتوانيم يك سكه ده گرمي بسازيم. از مقدار مذاب طور همگن ذوب ميرا در يك ظرف بهx    گـرم حـذف
  به گرم كدام است؟ xبرسد. مقدار  8%به  Aكنيم تا در ساخت سكه جديد، فلز اضافه مي Aكنيم و به همان مقدار فلز مي

1 (4  2 (7  3 (3  4 (6  

 5امنة تابعد ـxf (x) Ln( )
x



 

3
  ، كدام است؟1

1 (( , ) 1   2 (( , ] 2   3 (( , ]1 2   4 ([ , )2   
 6فاصلة نقطة ـ( , , )1 2 xاز صفحة3 y z a  4 2 2   كدام است؟ aاست. ماكزيمم مقدار  7ابر بر 5

1 (48  2 (72  3 (3    4 (68  
 7حاصل ـ

x

xlim ( [ ] [ ])
x

  
2

2
   ، كدام است؟2

1 (1   2 (2  3 (2   4 (1  

 8اگر تابع ـ
ax(e )[ ] xf (x) x

a x

   
  

2 11
1




xدر      پيوسته باشد، مقدارa كدام است؟  

1 (1  2 (1
2   3 (

1
2   4 (1

3   

 9تابع  12مقدار مشتق مرتبة  ـf (x)
x


2
1

4
xدر     ست؟كدام ا  

1 (!
13
11

2
   2 (!

13
11
2

  3 (!
14
12

2
   4 (!

14
12
2

   

 10فرض كنيد تابع  ـ
cosx

x
be x

f (x)
e ax x

   
 

1 


x، در    پذير باشد. مقدار مشتقa b كدام است؟  

1 (1   2 (2  3 (2   4 (1  

 11تعداد نقاط بحراني تابع ـ
x x

x x
e ef (x) ( )
e e









  ، كدام است؟2
  2) 4  ) صفر3  3) 2  1) 1
 12فاصلة نقاط عطف منحني ـxy e

  ، كدام است؟2

1 (2  2 (2   3 (1
2   4 (2

2   

 13حاصل ـ
n

n i

i n i nlim sin( )
nn 

  2
1

  ، كدام است؟

1 (sin cos  1 1 2   2 (sin cos  1 1 2   3 (sin cos 1 1 2   4 (sin cos 1 1 2   
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 14مقدار ـtan x dx
sin x cos x



 4 2 24
  ، كدام است؟

1 (Ln3
4   2 (Ln2 3

9   3 (Ln3
3   4 (Ln3

8   

 15حجم حاصل از دوران يك دايره (قرص) به شعاع  ـa ط مماس بر آن كدام است؟حول يكي از خطو  

1 (a2 32   2 (a 34
3   3 (a3 22   4 (a2 34   

  

 16سطح محصور به منحني ـx y 
1 1
3 3 هـا دوران دهـيم، حجـم جسـم     yول محور و محورهاي مختصات را، واقع در ربع اول صفحة مختصات، ح 1

  حاصل كدام است؟

1 (
14   2 (

84   3 (
7   4 (

42   

 17اگر ماتريس مربع ـ
a

A
 

   
  

1 1
2 2

1 3





به دومداراي يك مقدار ويژه مكرر از مرت     باشد، مقدار ويژه ديگر آن كدام است؟ 2

1 (3  2 (5  3 (2  4 (4  
 18فاصله نقطه ـ( , , )1 1  از رويةz x y 2   ، كدام است؟2

1 (3
2   2 (23 2   3 (3

6   4 (32 3   

 19اگر ـsinh x
f (x) t dt  44


f)، باشد، آنگاه مشتق وارون )f1  در نقطهx  كدام است؟ ،  

1 (1
8   2 (8  3 (1

2   4 (2  

 20طول منحني نمودار تابع ـx cost t sint
y sint tcost
 

  
t، وقتي  2 كدام است؟  

1 (2   2 (2   3 (22   4 (4   

 21انحناي منحني ـˆ ˆ ˆr(t) sinti ( t)j costk   3 1 2 3  در لحظةt 
   كدام است؟ 2

1 (1
4   2 (3

13   3 (1
3   4 (2

7   

 22ترين فاصله نقطهكوتاه ـ( , , )3 3 xسطح از 1 y z y z    2 2 2 2 4   چقدر است؟ ،1

1 (7 2   2 (2  3 (5 1   4 (3
2   

 23بيشترين مقدار مشتق جهتي تابع ـyzf (x,y,z) xe yz 
2 )، در نقطه 2 , , )1 1 كدام است؟  

1( 2   2 (6   3 (3  4 (5   
 24تعداد نقاط زيني تابع ـf (x,y) x y xy x   3 3 22 3   ، كدام است؟3

  3) 4  1) 3  ) صفر2  2) 1
 25حاصل ـarccosy

cos (sin x)dxdy 
1 2
 

  ، كدام است؟

1 (sin
1 1 22 4   2 (sin sin( sin )

1 1 2 12 4   3 (sin
1 1 22 4   4 (sin sin( sin )

1 1 2 12 4   

 26حاصل ـ
x
y

x
e dydx


 
1 1


  ، كدام است؟

1 (e
e
2 1

2   2 (e 2 1
2   3 (e

e
1

2   4 (e 1
2   
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 27مساحت سطح سهميگون باز ـz x y 2 zمحدود به صفحات 2  zو 1    كدام است؟ 4

1 (( )


3 3
2 217 53   2 (( )


3
25 16   3 (( )


3
25 13   4 (( )


3 3
2 217 56   

 82اگر  ـC مرز بسته ناحيهx y 
 

22 2
yو  4   باشد، حاصلy y

C
(e sin x y )dx ( x e cosx)dy   23 2كدام است؟ ،  

1 (


3

4   2 (3

8   3 (


3

8   4 (3

4   

 92فرض كنيد نيروي ـˆ ˆ ˆF(x,y,z) (x y)i (y z)j (x z)k     
   جسمي را كه بر مرز منحني شكل حاصل از برخـورد سـهميگونz x y 2 و  2

xكرة فوقانينيم y z  2 2 2 Fشده توسط نيروي آورد. كار انجامركت درميهاي ساعت به حقرار دارد، در جهت عقربه 2
 كدام است؟  

1 (3   2 (2   34  ) صفر (   
 30اي شكل با ضابطةشار گذرا از سطح باز استوانه ـx y 2 2 z، محدود به صفحات4  وz  ˆتوسط نيـروي 1 ˆ ˆF(x,y,z) yi ( x y)j zk   2 ،

  كدام است؟
1 (8   23  ) صفر (4   4 (12   
 MBAپاسخنامه رشته ي   

  
ieبا توجه به اينكه  »2«گزينه  ـ1 cos i sin    باشد، داريم:مي             

i i
i ( i ) ( e ) e a cos

 


      
1 1
2 3 2 61 3 1 3 2 2 2 6  

i
e b cos( )


 

   122 2 12

i

i ( i) ( e )
 

   
1 1
2 6 23 3 2  

aپس b2 a                        برابر است با:                                               2 b ( cos ) ( cos ) ( ) (cos )  
    2 2 2 2 2 232 2 2 26 12 2 12  

coscosبا استفاده از رابطه  
 2 1 2

داريم:                                                           2
cos

( )


 

       
13 3 3 1 3 1 362 12 2 2 2 2 2 2 

 
ieبا توجه به اينكه  »1«ـ گزينه 2 cos i sin    خواهد، داريم:هاي حقيقي عبارت را از ما ميباشد و با توجه به اينكه فقط قسمتمي  

cos cos cos cos cos    
    

2 5 16 3 2 3 6  

cosباشند و داريم:                                                                  زواياي مكمل، كسينوس آنها قرينه هم مي cos , cos cos   
   

5 2
6 6 3 3  

  باشد.مي -1پس حاصل عبارت برابر 
 

  كنيم:هاي مورد اشاره را رسم ميابتدا ناحيه  »4«ـ گزينه 3

A  يك دايره به مركز مبدأ و شعاع


  يك لوزي به مركز مبدأ و به شكل مقابل است. Bو  2

B (A B) B A      
تر بوده و مساحت ناحيه موردنظر قرار دارد، اشتراك آنها برابر ناحيه كوچك Bكاملاً درون ناحيه  Aدر واقع چون 

S  برابر است با: d r ( ) ( )        


2 2 21 1 46 18 4 142 2  

 
xگرم، مقدار xاست. در نتيجه با حذف  1به  1در همه جا  Bو  Aبا توجه به همگن بودن سكه قبل از حذف، نسبت فلز   »4«ـ گزينه 4

xو  Aگرم فلز  2
2 

xدر آن Aگرم است اما جرم فلز  1، جرم فلز دوباره Aگرم فلز  xشود. حالا با اضافه كردن حذف مي Bفلز  x 5   است. در نتيجه داريم: 2
x

x% x


     
5 2 8 5 8 61 2


  

 

y

x
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xابتدا بايد داشته باشيم راه حل تشريحي:  »3«ـ گزينه 5
x



 

3
1  يعني ،(A) x 1 )xLnاز طرفي بايد  3 )

x



 

3
xباشد يعني  1

x



 

3 11  

x x (x ) x (B)
x x x
  

        
     

3 2 4 2 21 1 21 1 1   

x، دامنه تابع همانBو  Aبا توجه به اشتراك  1   است. 2

                     حل تستي:راه
x

xlim Ln( ) Ln( )
x


 

 
3 11   

  تواند صحيح باشد.) مي3تواند ميل كند. پس فقط گزينه (نهايتي نميپس تابع به هيچ نوع بي
 

  با توجه به رابطه فاصله نقطه از صفحه داريم:  »2«ـ گزينه 6
a a| ( ) ( ) ( ) a |d | a | | a |
a a

                   
      

23 49 264 1 2 2 2 5 3 7 4 4 15 7 49 49 23 49
23 49 7216 8 25

  

 
2.بهتر است يك عدد فرضي (مثلا 2براي تشخيص اينكه در حالتهاي مختلف منفي يا مثبت ميل به سمت چپ عدد   »2«ـ گزينه 7 را در نظر گرفته  1

  و با توجه به آن مقادير جزء صحيح را تعيين كنيد. در اين صورت واضح است كه داريم:

x

x ( )lim ( ) ( )
x ( )




 

                                                   2

2 2 2 21 2 22 2 2 2
 

 
xبايد حد تابع در  »4«ـ گزينه 8   :با مقدار آن در اين نقطه برابر باشد؛ يعني داريم                                               

x
lim f (x) f ( )





  

xبا توجه به اينكه به ازاي    ،
x


  و خواهيم داشت: 1
ax ax

HOP
x x x

e aelim f (x) lim lim a a a a
x  


        

2 21 2 12 2 11 3  




  

 
f  كنيم:ساده مي مقابلقبل از محاسبه مشتق موردنظر ابتدا تابع را به فرم    »3«ـ گزينه 9 (x)

(x )(x ) x xx
         2

1 1 1 1 1
2 2 4 2 24

  

axام تابع هموگرافيكnحالا با استفاده از مشتق مرتبه  by
cx d





(n)كه به صورت  n

n
ad bcy n!( c)

(cx d)





 


1
  است داريم: 1

( )f (x) !( ) !( )
(x ) (x )

  
    

   

12 11 11
13 13

1 1 112 1 12 14 2 2
  

( ) ! ! !f ( )
( )

    
      

    

12
13 13 2 13 14

12 1 1 12 2 12
4 2 2 2 2 2

 

 
xپذير بودن تابع دربراي مشتق  »4«ـ گزينه 10   بايد ابتدا درx   .پيوسته باشد  

cos( )f ( ) be be
be b

f ( ) f ( ) e a( )





         
   

1 1 1 1
1







  

kÄIM  

  اكنون بايد مشتق چپ و راست را مساوي يكديگر قرار دهيم.
bcos x

xx

f ( ) bsin xe
a a

f ( ) e a e a





         
     

1 1


 

 


 
 

aپس b 1باشد.مي 
 

با توجه به اينكه   »3«ـ گزينه 11
x x

x x
e ecotgh x
e e









y                   باشد، داريم:مي  (cot g h x) y cot g h x( cot g h x)    2 22 1   

cot g h x , cot g h x cot g h x     2 1 1   
x x

x x x x x x
x x

e ecot g h x e e e e e e
e e


   




          


1 1 2   : اگر  
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  شود در نتيجه اين معادله جواب ندارد.وقت برابر صفر نميهيچ xeمقدار
x x

x x x x x x
x x

e ecot g h x e e e e e e
e e


 




             


1 1 2   : اگر 

  اين يعني تابع داده شده فاقد نقطه بحراني است. شود در نتيجه اين معادله جواب ندارد.نمي وقت برابر صفرهيچ xeمقدار
 

  يم.بهاي ساده مشتق دوم را بياشده مشتق بگيريم و مساوي صفر قرار دهيم و ريشهفقط كافي است دوبار از تابع داده  »2«ـ گزينه 12
xy e

2  
xe ( x ) x x        

2 2 2 2 12 4 4 2 2x x xy xe y e x( xe )           
2 2 2

2 2 2 2   

x f ( ) e ، f ( ) e
 

     
1 1
2 22 2 2

2 2 2  

  از آنجايي كه مقدار عرض دو نقطه با هم برابر است، پس فاصله آنها برابر اختلاف مقدار طول آنها خواهد بود. يعني داريم:

      ( )   
2 2 22  فاصله2

 
  تبديل كرده و داريم: ريمانبا بازنويسي حد داده شده به صورت زير آن را به يك حد مجموع   »3«ـ گزينه 13

n

n i

i iL lim ( )sin( ) (x )sin(x )dx
n n n  

      
1

1

1 1 1 1 1  

 جزء داريم:براي حل انتگرال فوق از جدول جزءبه

L (x )cos(x ) sin(x )      11 1 1 

   ( ) cos( ) sin( ) ( ) cos( ) sin( )        2 1 1 1
cos sin sin cos       2 1 1 1 1 2

 

x sin(x )
cos(x )
sin(x )

 
  

 

1 1
1 1

1
  

 

tan                                 باشد:مي مقابلحل مدنظر طراح (كه البته از يك نكته غافل شده) به شرح سؤال غلط است، اما راه »4«ـ گزينه 14 xdx
sin x cos x



 4 2 24
  

cosاز مخرج كسر x2 گيريم و با توجه به اينكهرا فاكتور ميtan x
cos x

  2
2

1   باشد، داريم:مي 1

tan xdx ( tan x) tan xdx
sin x ( tan x )cos x( )
cos x

  





 
2

4 42 22
2

1
4 14 1

 
  

x u
u tan x du ( tan x)dx ,

x u

  
    

  

21
14

 
  

A Bu(A B) A B A B
u A B

         
   

2

12 12 44 1 

udu u A B
u uu u

  
  

1
2 2 2 1 2 14 1 4 1

  

I ( )du
u u

 
 

11 1 1
4 2 1 2 1

   

uزاينكته: به ا 
1
pهاي ناسره براي توان باشد، طبق نكته انتگرالمي 1برابر  uشود و با توجه به اين كه توان مخرج كسر اول صفر مي 2 1  اين انتگرال

  واگراست پس در كل اين انتگرال واگراست و طراح از اين موضوع غافل شده است!
 

V         براي حل اين سوال از قضيه گلدن پاپوس استفاده كرده و داريم:  »1«ـ گزينه 15 dS a( a ) a      2 2 32 2 2   
  خواهد بود. aص به شعاع نيز مساحت قر Sهمان فاصله مركز ثقل قرص (در اينجا همان مركز دايره) از مماس بر دايره است كه برابر همان شعاع دايره است.  dدر واقع 
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  آوريم:دست ميبراي حل اين سؤال ابتدا نقاط تقاطع آن با محورهاي مختصات (حدود انتگرال) را به  »2«ـ گزينه 16
x y

x y
y x
  

      

1 1
2 3 11 1




  

yحالا با بازنويسي معادله منحني به فرم ( x ) 
1

  ها داريم:yده از رابطه حجم حاصل از دوران حول محور و استفا321
b
a

V xf (x)dx x( x ) dx x( x x x)dx
 

           
1 1 2

1 132 3 32 2 1 2 1 3 3  

x x(x x x x )dx ( x x ) ( ) ( ) ( )                        
1

4 5 7 82 31 23 3 3 33 3 1 9 9 1 1 1 1 1 92 3 3 2 2 2 97 82 3 2 7 8 3 6 7 8 3 28
3 3


  

V ( ) 
   


28 27
3 28 84  

 
  دهيم:ابتدا معادله مشخصه را تشكيل مي  »4«ـ گزينه 17

a
| A I |


  



 
    



1 1
2 2

1 3
  

 ( ) (a )( )      2 1 3 1 (a )(( )( )) ( )      1 2 3 2   
چون  )باشد پس علاوه بر عاملريشه مضاعف اين معادله مي2 )2كه در خارج از كروشه است، عبارت داخل كروشه هم بايد در    صفر شود، پس داريم: 2

(a )( )      2 3 3 2 1   
a a    3 1 4 

Aبه صورت  Aپس ماتريس 
 
   
  

3 1
2 1

1 3





  باشد.مي 

  هاي روي قطر اصلي ماتريس، يعني:جمع مقادير ويژه ماتريس برابر است با جمع درايه
                1 2 2

1 2 3 3 33 2 3 2 2 8 4 
 

dواقع خواسته سؤال پيدا كردن مينيمم مقدار در  »1«ـ گزينه 18 (x ) (y ) z    2 2 21 zبا شرط 1 x y 2 است. براي راحتي كار فقط عبـارت   2
  زير راديكال را در نظر گرفته و با استفاده از روش ساده شده لاگرانژ داريم:

f (x, y, z) (x ) (y ) z    2 2 21 1  
yx z

x y z

ff f (x ) (y ) z x y , y
g g g x y z

 
       

 
2 1 2 1 2 1

2 2 1 1 2  

 با جايگذاري روابط بالا در شرط داده شده داريم:

 z x y y ( z) z
( z)

      


2 2 2 2
2

22 1 2 2
1 2

  

z z z ( z ) ( z z ) z


          3 2 2 2 14 4 2 2 1 2 3 2 2


   

y x d        

1 1 1 1 1 3

1 1 2 4 4 4 2  

 
xبا توجه به رابطه مشتق وارون، ابتدا نقطه متناظر  »3«ـ گزينه 19   كنيم. براي اين كار بايـد قـرار دهـيم   از تابع معكوس را روي تابع اصلي پيدا ميf (x)    

sinhيعني x
t dt


  sinhxبا توجه به اينكه 24   وt 24  فقط به ازايsinhx    شود. پس داريم:ال صفر مياين انتگر   

(f ) ( )
f ( )

  


1 1


  

f (x) coshx sinh x f ( ) (f ) ( )           2 1 14 1 4 2 2  
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  هاي پارامتري داريم: با استفاده از رابطه طول قوس منحني  »3«ـ گزينه 20

               b
t ta

L (x ) (y ) dt (t cos t) (t sin t) dt tdt t )
              

22 22 2 2 2 2 2 21 4 22 2 
  

 
|                          هاي پارامتري داريم:با استفاده از رابطه انحناي منحني  »2«ـ گزينه 12 r (t) r (t) |

| r (t) |
 

 
 3

 
  

  لا داريم:كنيم و با جايگذاري در رابطه باحال با توجه به معادله پارامتري منحني، مشتق اول و دوم را استخراج و مقدار آن در نقطه مورد نظر را محاسبه مي
r(t) ( sin t, ( t), cos t)  3 1 2 3   

r (t) ( sin t, , cos t) r ( ) ( , , )      3 3 32
       ,        r (t) ( cos t, , sin t) r ( ) ( , , )       3 2 3 2 32

    

i j k
r (t) r (t) ( , , )      


2 3 9 6

3

  

   
 

  

| ( , , ) |
| ( , , ) | ( )



 
    

  3 3
9 6 81 36 3 13 3

1313 132 3 4 9
  

 
xبا بازنويسي معادله سطح به صورت  »2«ـ گزينه 22 (y ) (z )    2 2 21 2  واضـح اسـت كـه خواسـته سـؤال پيـدا كـردن كمتـرين فاصـله نقطـه           4

( , , )3 3 )  از كره موردنظر است. با قراردادن نقطه در معادله كره داريم: 1 ) ( ) ( )    2 2 23 2 3 16 4  
dپس نقطه موردنظر بيرون كره قرار دارد كه در اين حالت كمترين فاصله از كره برابر R  است كهd  فاصله نقطه از مركز كره وR :شعاع كره است. پس داريم  

d , R d R     16 4 2 2  
 

مان مقدار بـردار گراديـان   شود و مقدار آن هبيشترين مقدار مشتق جهتي در هر نقطه در راستاي بردار گراديان تابع در آن نقطه حاصل مي  »4«ـ گزينه 23
  در آن نقطه است؛ يعني داريم:    

                                                                            yz yz yzf (x, y, z) (e , xz e z , xyze yz)   
2 2 22 2 2 2


  

uf ( , , ) ( , , ) ( , , ) D f ( , , )         1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 4 5


    
 

  كنيم:ص ميابتدا نقاط بحراني را مشخ  »1«ـ گزينه 24
x

y

f x y y x
y xf y xy y(y x)

                     

2 2

2
3 3 3 1

36 6 6
 


  

)حالا وضعيت دو نقطه , ), ( , )1 1  كنيم.را بررسي مي  

xx

yy

xy

f x
( , ) ( )( )

f y x
( , ) ( )( )f y


          

         

2

2

6 1 6 6 3612 6
1 6 6 366

  

  
  

  پس هر دو نقطه زيني هستند.
 

و داريم:                              گيري را رسم كرده گيريم. براي اين كار ابتدا ناحيه انتگرالميگيري كمك براي حل اين انتگرال از تغيير ترتيب انتگرال  »1«ـ گزينه 52

 با توجه به شكل واضح است كه داريم:
y cos x

x

 
 
  2




 

 
cos  حالا در انتگرال اوليه خواهيم داشت: x

I cos (sin x)dydx cos x cos (sin x)dx
 

    2 22 2
  

  

sinبا تغيير متغير x  cosآنگاه7 xdx dv:و لذا داريم   cos u sin u sinI cos udu ( )du ( ) ( )
       

1 12 11 2 1 2 1 2
2 2 4 2 4 

  

 




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  م. گيري را عوض كنيدر مخرج توان عبارت نمايي بايد ترتيب انتگرال yبراي حل اين انتگرال با توجه به وجود   »3«ـ گزينه 26
  در اين صورت شكل زير را داريم:

x y
y

 
   1



 

 
x x x

y yy y y
x

e eI e dydx e dxdy ( y)e dy y(e )dy ydy
e e

  
  

              
1 1 1 1 1 11 1 11 2     

  

 
  كنيم:را به صورت زير محاسبه مي dتعريف شده،  yو  xبه طور صريح برحسب  zبا توجه به اينكه   »4«ـ گزينه 72

x yd z z dxdy x y dxdy      2 2 4 21 1 4 4  

xبه صورت xoyاز طرفي تصوير ناحيه به صفحه  y  2 21 و مركزيت مبدأ مختصات است. پس با استفاده  2و1است كه فضاي بين دو دايره به شعاع  4

S  از مختصات قطبي داريم: d r rdrd ( r ) [ ]
 

         
  

3 3 3
2 2 2 2 22 2 211

21 4 2 1 4 17 58 3 6
  

 
  كنيم:، از قضيه گرين استفاده ميCبا توجه به بسته بودن منحني   »1«ـ گزينه 28

y y
D D DC

Q PPdx Qdy ( )dA ( e sin x e sin x y)dA ( y)dxdy
x y

 
        

    2 6 2 6  

اي به شعاعدايرهبا توجه به اينكه ناحيه انتگرال سطح داخل نيم
  هاست با استفاده از مختصات قطبي داريم:xو بالاي محور  2

I ( r sin )rdrd ( r r sin )drd (r r sin ) d ( sin )d
 

     
                    

2 3
2 2 3 22 22 6 2 6 2 4 4     

  

( cos ) ( )    
        

3 3 3 3 3
1 14 4 4 4 4  

 
مقدار كار انجام شده  »4«ـ گزينه 92

C
F.d r
 

 هاي ساعت است. بـراي حـل ايـن انتگـرال ابتـدا فـرم       است. علامت منفي به خاطر حركت در جهت عقربه

  ين كار داريم:آوريم. براي ارا به دست مي Cپارامتري منحني 
x y z z

z z (z )(z )
zz x y

                 

2 2 2
2

2 2
2 12 1 2 2   

xپس منحني موردنظر به فرم y
z

  




2 2 1
1

  است. براي يك دور كامل اين منحني به صورت پارامتري داريم: 

x cost
y sin t t
z


   


2
1

  

  حالا با جايگذاري داريم:
F(t) (cost sint,sint ,cost )   1 1
  
r(t) (cost,sint, ) dr(t) ( sint,cost, )dt   1   

cos tF.dr ( sint cos t sin t sin t cos t cost)dt (cost )dt
  

       2 1 2
2  

cos t t sin tW (cost )dt (sin t )
 

         
2 21 2 2

2 2 4 
  

 




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zبا توجه به اينكه طبق گفته سؤال سطح مورد اشاره باز است، براي استفاده از قضيه ديورژانس ابتدا دو سطح  »3«ـ گزينه 30   وz 1   را به آن اضـافه
  كرده و داريم:

S S z z

I I

I F.nd F.nd F.nd F.nd
  

        
1 2

1

      

 
  

DS D
I F.nd (divF)dv ( )dv V


          1 1 2

   

)است كه برابر 1و ارتفاع  2اي به شعاع قاعده حجم استوانه Dكه  )( ) 4 I                           است. يعني: 1 ( )    2 4 8   
zحالا براي دو سطح   وz 1 :داريم  

z nd ( , , )dA    1    
r

x y
 

       
2 2 24 2




  

F.nd (y, x y, ).( , , ) dA I      12 1
         

z nd ( , , ) dA   1 1    
r

x y
 

       
2 2 24 3




  

F.nd (y, x y, ).( , , ) dA dA   2 1 1 1
      

z
I dA A ( ) I I I I


                2

2 1 211 2 4 8 4 4   
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 1حاصل ـx

x

sin xlim ( )
x





1
21


  ، كدام است؟

1 (e
1
6  2 (e

1
2  3 (1  4 (e

1
3  

 2همگرايي سري شعاع و بازه ـn

n

( n )( ) ( x)
n





    


   2
1

1 3 5 2 1 12 4 2



  ، كدام است؟

1 (R ,( , )1 2  2 (R ,( , ]
1 12   3 (R ,( , ]1 2  4 (R ,( , ) 1 2   

 3حاصل انتگرال  ـ(x ) dx
x x




22
31

  ، كدام است؟1

1 (Ln 5
4  2 (Ln 5

2  3 (Ln 4
5  4 (Ln 25

16  

 4حاصل ـ
n i

i ilim ( )Ln( )
n nn



 
  2

1

1   ، كدام است؟1

1 (Ln 
12 2 4  2 (Ln 

32 2 Ln) 4  ) واگراست.3  4 
52 2 4  

 5مساحت بين دو نمودار ـy x xو 28 y   ، كدام است؟2

1 (16
3  2 (4

3  3 (8  4 (8
3  

 6در تابع دو متغيره ـyz x tan
x

 2 x، حاصل1 yxz yz ازايبهx  yو3    كدام است؟ 1

1 (
3  2 (  3 (

2  4  (2
3  

 7نه درباره نقاط بحراني تابعكدام گزي ـf (x,y) x x y 3 2   ، درست است؟2
  ) نقطه بحراني ندارد.4  ) فقط يك ماكزيمم نسبي دارد.3  ) فقط يك مينيمم نسبي دارد.2  ) فقط يك نقطه زيني دارد.1
 8حاصل ـsin x x dydx

y
 

1
21 

  ، كدام است؟

1 (1
4  2 (1

6  3 (1
3  4 (1

5  

 9حجم ناحيه بالاي صفحه ـxy محصور شده بينz x y 2 xو 2 y 2 2   ، كدام است؟4
1 (4  2 (16  3 (2  4 (8  
 01حاصل انتگرال ـ(x ) y dxdy 2 yناحيه محدود به خطوط D، كه در آن21 x،y x  وx    باشد، كدام است؟مي 1

1 (41
9

  2 (49
9

  3 (4
9  4 (1

2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
 

   عمراني سؤالات رشته
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  مبهم است. در نتيجه داريم: 1حد داده شده به فرم» 1«گزينه  -1

x x x

xx xsin x sin x xlim ( ) lim ( ) lim
x xx x x x

x

sin xlim ( ) e e e e
x

 

  

  


   

3
1 1

2 2 2 3
1 1 1 161 1

6  


 
  

nهاي تواني به فرمبازه همگرايي در سري» 3«گزينه  - 2
n

n
a (x c)






1
xيك بازه متقارن به مركز c صحيح3) يا (1هاي (است، پس يكي از گزينه ( 

xاست. حالا كافيست وضعيت همگرايي سري در    را بررسي كنيم: 2
n n n

n
n n n

( n ) ( n ) n ( n)![ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
n ( n) (n!)

  

  

            
    

     
  2 2 2

1 1 1

1 3 5 2 1 1 2 3 4 5 2 1 2 21 1 1
2 4 2 2 4 2 2

 
 

 

  كنيم:با توجه به اينكه سري حاصل متناوب است، شروط همگرايي آن را بررسي مي
n n

nn n n nn n n

n n( ) n ( ) n( n)! e elim lim lim limn n n(n!) [( ) n ] ( ) n
e e

   

 
  

 

2 2

2 2 2 2 2

2 24 42 1
2 42 2 2 2

   

xد نظر نزولي نيز هست، پس سري به ازايتوان فهميد كه دنباله مورارزي فوق مياز طرفي از هم    ) صحيح است.3متناوب همگراست و گزينه ( 2
 

  كنيم:براي حل اين انتگرال به صورت زير كسر داده شده را تجزيه مي» 1«گزينه  - 3
A

(x ) (x ) A Bx C (A B)x Cx AI dx dx ( )dx [ ]dx C
xx x x(x ) x x(x ) B

x xI ( )dx [ Lnx Ln (x )] Ln ( ) Ln( ) Ln
x xx

 
            
     

 
        



   




2 2 22 2 2 2
3 2 2 21 1 1 1

22 22 2
12 11

1
1 1

1 1 1 2
5

1 2 1 521 2 41
1

 

  

                                                             كنيم:رو بازنويسي ميحد داده شده را به فرم روبه» 2«گزينه  - 4
n

n i

i ilim ( ) ln( )
n n n 

 
1

1 1 1  

S                                     رو قابل حل است:صورت انتگرال روبهاين حد يك مجموع ريمان است كه به ( x)Ln ( x)dx   
1 1 1  

  با استفاده از روش جزء به جزء داريم:
dxu Ln ( x) du

x S uv vdu
( x)dx dv v ( x)

        
     



2

1
1
11 1
2

 

S ( x) Ln ( x) ( x)dx Ln ( x) | Ln ( ) Ln               
1 112 21 1 1 1 1 31 1 1 4 2 1 2 2 4 1 2 2

2 2 2 4 4 4
 

 
  دست آوريم:دهيم تا بازه انتگرال را بهابتدا دو نمودار را با هم تقاطع مي» 4«گزينه  - 5

xx y ( x ) x x x x( ) x ,            
3

2 2 2 4 41 1 1 1 4
8 64 64 64

 

b             وردنظر برابر است با: مساحت م
a

S (y y )dx ( x x )dx x x ) ( ) ( )          

3
4 42 322 1

1 2 1 2 1 88 64
8 3 24 3 24 3

  

 

  عمران يرشته پاسخنامه



  

573 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  است، در نتيجه با استفاده از قضيه اويلر داريم: 2همگن از درجه  zتابع » 2«گزينه  - 6

    x y
yxz yz z x tan ( ) tan ( )
x

  
      2 1 1 12 2 2 3 6

63
  

  
  زئي و نقاط بحراني تابع داريم:با محاسبه مشتقات ج» 1«گزينه  - 7

x x

y y

f x xy f x( x y )
A( , )

f x y f x y

         
       

 
 

 

2 2 2

2 2
3 2 3 2

2 2
 

 كنيم:حالا مبين دلتا را در تنها نقطه بحراني تابع بررسي مي

xx

xy

yy

f x y
f xy

f x

( x y )( x ) ( xy) x ( x y ) x y x ( x y )

 
 

 

            

2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

6 2
4

2

6 2 2 4 2 6 2 16 2 6 1

 

همواره نامثبت است،  yyfتوان نوع نقطه را به صورت مستقيم مشخص كرد. در نزديكي مبدأبا توجه به اينكه مبين دلتا در مبدأ صفر است، نمي
)دهد؛ مثلاً درتغيير علامت ميxxfاما , )2 )العاده كوچك مثبت است) داريميك عدد فوقxxf   و در( , ) 2  داريمxxf   پس مبدأ مختصات .

  يك نقطه زيني اين تابع است.
  

  انتگرال داده شده به راحتي با استفاده از روابط اصلي انتگرال قابل حل است و داريم:» 3«گزينه  - 8
sin x sin x

x

xI dydx xA rcsin y) dx x(Arcsin(sin x) )dx x dx x )
y 

      


         


1 1 1 1 12 3
2

1 1
3 31

 

  

x، دايرهxoyكنيم. تصوير ناحيه بر صفحهاي استفاده ميحاسبه اين حجم از مختصات استوانهبراي م» 4«گزينه  - 9 y 2 2   است. پس داريم: 4
r

D
V dv rdzdrd ( ) r dr r )

 
               

22 2 2 3 4 222 8
4

 
  

  كنيم:ابتدا ناحيه مورد اشاره را رسم مي» 2«گزينه  -10
متقارن هستند، پس كافي است  yتوجه به شكل واضح است كه ناحيه و تابع زير انتگرال هر دو نسبت به متغير  با

  واقع در ربع اول محاسبه كرده و حاصل را دو برابر كنيم. پس داريم: مقدار انتگرال را فقط براي نيمه
x

D D
I (x ) y dxdy y (x ) dydx y (x ) dydx x (x ) dx

x (x x )dx (x x x )dx

x x x( ) ( ) ( )

       

     

       

    

 

  

 

  

1 12 2 2 2 2 2 3 2

1 13 2 5 4 3

6 5 4 1

11 2 1 2 1 2 1
3

2 22 1 2
3 3
2 2 2 1 2 1 2 49 49
3 6 5 4 3 6 5 4 3 6 9

 

  
 

  
 

 
 
  

x
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سؤالات رشته ي مكانيك   
 

 1اگر  ـA هاي معادلهمجموعه جوابcos( ) z
z

  14 1
14 1
12 14 1 
 باشد، آنگاه مجموعهz : z A

z
   
 

  چند عضو دارد؟ 1
1 (7 1   2 (28 2   3 (7     4 (14 1   

 2حاصل ـ
n

n
lim cos

n

 
 
 

  ، كدام است؟
  e  3 (1-  4 (1) 2  ) صفر1

 3ازاي كدام بازه از مقاديربه ـ سري
n n

n

n

sin( )
n









21
1

  ، همگراي مطلق است؟21

1 (,   
3
4   2 (,  

  
7 4
6 3   3 (,    

5
4   4 (,  

 3   

 4ضريب ـx2 لورن تابعدر سري مكy x    ، كدام است؟21

1 (!
( !)2 2

1 19
2 1 

   2 (!
! !


19

1 18
9 12 

   3 (!
! !19

1 19
9 12 

   4 (!
( !)

 19 2
1 19

2 1
   

 5حاصل ـe
cos(ln x)dx




1

  ، كدام است؟1

1 (e


2 1   2 (e

2   3 (e



2 1
2   4 (e


2

2   

 6هايترين نقطه از محل تقاطع رويهفاصلة نزديك ـz x y , x y z    2 2 32 2 2   به مبدأ كدام است؟ 8

1 (3
16   2 (5 6

6   3 (1
6   4 (3 7

16   

 7منحني مساحت روية حاصل از دوران بخشي از ـr a cos ; (a )  2 2 2   كه در ربع اول صفحه مختصات قرار دارد، حول محورy ها كدام است؟  
1 (a 22   2 (a 22 2   3 (a 2   4 (a 22   
 8صفحة مماس بر روية  ـS لةبه معادxy z 2 3 )در نقطة  4 , , )1 2   كدام است؟ 1

1 (x y z  3 8   2 (x y z  3 3 8   3 (x y z  3 6   4 (x y z  3 6   
 9حاصل ـ

R
(x xy y )dA  2 xناحيه اول محصور به بيضيدر  Rكه در آن  2 xy y  2 2   است، كدام است؟ 2

1 (
3

3   2 (
4 3

3   3 (
3

9   4 (
4 3

9   

 10حاصـــل  ــــ
S

curl (F) . nd
 

   كـــه در آنS رويـــهx y (z ) ; (x )    2 2 22 1 6  وn    بـــردار نرمـــال رويـــةS  اســـت و 
z x y zF(x,y,z) (xz y cosz) i x e j xyze k    

2 2 23 3  ، كدام است؟  
1 (8   2 (24   3 (4   4 (16   
پاسخنامه رشته ي مكانيك   

 
cosكه با توجه به اين » 1«گزينه  -1 ( ) cos ( )



       14 1 14   باشد، داريم:  مي1

z tz t t t (t ) t
tz


                  

14 114 1 2 2
14 1
1 12 2 2 1 1 1  

i          پس داريم: i( k ) i i( k ) ( k )z e e e e       
        14 1 2 14 1 2 2 11 14 1

 


  

zاكنون
z


i               كنيم:را محاسبه مي 1 iz e e (cos i sin ) (cos i sin ) cos

z
            

1 2  
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 cosانتخاب كنيم كه cosايي را برايهاي تكراري نداشته باشد، بايد بازهكه معادله جواببراي آن
                                                                                      به يك باشد، يعني: در آن بازه يك

      

  
)                            پس داريم: k ) k  




       2 1 2 1 14 114 1  

 k k k , , ,...,            
11 2 14 7 1 2 72  

7كه اين مجموعه با احتساب عدد صفر  عضو دارد.1
 

n              مبهم است؛ در نتيجه خواهيم داشت:   1حد داده شده به فرم »4«ـ گزينه 2
lim n(cos )n n

n
L lim (cos ) e

n










  

1
1  

حالا حد
n
lim n(cos )

n


1 كه به فرم كنيم:صورت زير حل ميمبهم است به  

n n n
lim n(cos ) lim n( ) ) lim

n n
( L e

n
 

  

 
     


  2

2
1 1 1

1 12 2  

 

براي شرط همگرايي مطلق تابع تواني داده شده بايد »3«ـ گزينه 3
n n n n

n

n n

sin sin| ( ) |
n n

 


 

 
  

2 2
1

1 1

2 همگرا باشد. براي بررسي همگرايي اين  21

    داريم:  هسري با كمك آزمون ريش
                n

n
lim | f ( , n) |


 1  

n
nn

n n
lim sin lim sin sin | sin |

n 

                    


2 2 22 1 2 4 42 1 3 52 2
4 4

 

   ،يكسان نيست هانقاط سر بازه را كه در گزينه فقط كافي است يكي ازگزينه صحيح ) صحيح است. براي تشخيص 3) يا (1هاي (پس يكي از گزينه
  بررسي كنيم:

n n
n n

n n n

( )
sin

n n n

  

  

 
      

2
2

1 1 1

123 2 12
4  

  ) صحيح است.3دانيم كه سري هارمونيك بدست آمده واگراست، پس گزينه (مي
  

)kلورن تابعاستفاده از بسط مك با» 2«ـ گزينه 4 u)1  :داريم  

                                     n

n

( ) ( n )
y ( x ) (x )

n!





  
   

1
2 22

1

1 1 11 12 2 21 1  

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x n a

!

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
a

! ( !) ( !)

a

        
   

       
                    

  

 

2
1

1 1 1

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 2 3 4 5 6 7 8 92 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1
1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 1 2 3 4 5 6 17 18

1 3 5 172 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 6 18
1 2 1 2 1

1 2 3




  







 

  

!( )
! !( !)

    

   
 



9
1 19

4 5 6 17 18
1 182 1 2 3 9

9 12 1 2






 

 




cos
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u u uI e sin u e cos u) e cos udu I e ( I) I e
  

            
2 2 22 1 11

2 2

Lnxير متغيربراي حل اين انتگرال از تغي» 3«ـ گزينه 5 u كنيم: استفاده مي  

                   e
I cos (Lnx)dx



 
2

1
  

u ux e dx e du
Lnx u

x u , x e u


   


         


 21
2

 

uI  خواهد بود: مقابلبه صورت  uمتغير پس انتگرال برحسب (cos u)(e du)


  2  
  كمك بگيريم كه:زير جزء استفاده كنيم يا از اين نكته است دو بار از روش جزءبهبراي حل انتگرال حاصل نيز كافي 

 
ax

ax ee cos bxdx (a cos bx bsin bx) c
a b

  
 2 2  

                                             پس به راحتي داريم:
ueI (cos u sin u) e

 

   
 

2 21 1
1 1 2 2

  
  از جدول جزء به جزء به صورت زير استفاده نماييد: توانيدالبته در صورتي كه رابطه انتگرال فوق را به خاطر نداشته باشيد، مي

u

u

u

e cos u

e sin u

e cos u





 

   

 
,x)صورتاگر دقت كنيد، با فرض اينكه هر نقطه از منحني تقاطع دو رويه به  »1«ـ گزينه 6 y, z) باشد، خواسته سؤال پيدا كردن مينيمم مقدار 

d x y z  2 2 xبا شروط  2 y z  
32
8

zو  x y 2 22 كنيم و همچنين فقط عبارت است. براي سادگي كار ابتدا دو شرط را با هم ادغام مي 2
  دهيم:كنيم و خود راديكال را در محاسبات دخالت نميزير راديكال را مينيمم مي

C : x y ( x y )

D x y ( x y )

   

   

2 2

2 2 2 2 2

32 2 2 8
2 2

 

 و شرط حاصل از روش ساده شده لاگرانژ خواهيم داشت: Dحالا براي تابع دو متغيره 
yx

x y

CC x y y x y x
D D x x( x y ) y y( x y )

C : x ( x) ( x ( x) ) x x x x ,

A( , , ) , B( , , )



  
        

   

  
              

  

2 2 2 2

2 2 2

1 8 1 8 2 2
2 8 2 2 2 8 2 2

3 3 1 1 3 1 32 2 2 8 28 8 8 8 8
1 1 1 3 3 9
8 8 16 8 8 16

 

  تر است. فاصله موردنظر برابر است با:  به مبدأ نزديك Aاز بين دو نقطه حاصل واضح است كه نقطه 

                  d     
1 1 1 9 3
64 64 256 256 16  

 
  ها داريم:yبا استفاده از رابطه مساحت سطح حاصل از دوران منحني حول محور » 1«ـ گزينه 7

S r cos r r d

r a cos r a | cos |




    

   

 2 2

2 2

2

2 2
  

از آنجايي كه
  

4
 ،استcos  2 1 :خواهد بود و نيازي با قدرمطلق ندارد. در نتيجه داريم 

a sin a sin a cos a sin ar a cos r r r a cos
cos cos coscos

aS a | cos | cos d a cos d a sin ) a a
cos

 

              
  

               
 

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 244 4

2 2 2 22 2 2 2 22
22 2 2 2 2 22 2 
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  بردار گراديان در نقطه تماس است. در نتيجه داريم: يبردار نرمال صفحه مماس، در راستا »3«ـ گزينه 8

( , , )
f (x, y, z) xy z

f (x, y, z) (y z , xyz , xy z ) f ( , , ) ( , , ) ( , , )


 



  

   

2 3
1 2 12 3 3 2 2

4
2 3 1 2 1 4 4 12 1 1 3

 

 ) صحيح است.3واضح است كه گزينه (
 

xيير متغيرابتدا با تغ  »4«ـ گزينه 9 u v  وy u v   معادله مرزهاي ناحيه جديدD در صفحهuov آوريم:دست ميرا به  
x xy y (u v) (u v)(u v) (u v) u v (u v ) u v                2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 3 2  

 را محاسبه كرده و داريم:uvJداريم، مستقيماً yو  uرا برحسب  yو  xبا توجه به اينكه 

uv

R D

(x, y)J dA | | dudv
(u, v)

x, y v u v

I (x xy y )dA (u v ) dudv


      



    

     2 2 2 2

1 1 2 21 1

3 2
  

uگيري محدود به بيضيحالا ناحيه انتگرال v
 

2 2
122

3

در ناحيه اول است. با تغيير متغير 

uX

vY

 

 



2

2
3

Xمعادله بيضي به  Y 2 2 شود كه تبديل مي 1

قوس آن محدود به زواياي
 و3

D)است 3 ).    

                XY
(u, v)J dudv dXdY
(X, Y)






    


2
2 2

2 3 3
3

 

D D

Y Yv u v Y X Y X

I (u v ) dudv ( X Y ) ( )dXdY


          

    2 2 2 2

2 22
3 3 3 3

23 2 2 2 2
3

 

rI                                    براي حل اين انتگرال با استفاده از مختصات قطبي داريم:   (r )rdrd ( ) ( )







     

41 2 13

3

8 8 2 4 3
3 4 93 3

  

 
zانتگرال سطح را حساب كنيم، روي سـطح  Sيعني به جاي اينكه روي سطح .ي قضيه استوكس كمك بگيريمبهتر است از نتيجه  »2«ـ گزينه 01     كـه داراي

  مرز مشترك با اين رويه است، انتگرال سطح را حساب كنيم. 
zوجه كنيد كه بر روي سطحاولاً ت   بردار قائم يكهn k 

 قائم يكه بر سـطح جديـد، بـا جهـت بـردار       ي قضيه استوكس جهت برداراست و چون در نتيجه
nقائم يكه سطح اصلي يكسان است، پس k 
 است. حالا بايدcurlF

 را حساب كنيم؛ اما قبل از آن توجه كنيد كه چونcurlF
   قـرار اسـت درn k

   ضـرب
iيشود، پس مؤلفه

 وj
 يخورد و در محاسبهآن به درد ما نميcurlF

 كار، براي كاهش حجم محاسـبات و ذخيـره   كنيم. (ايني سوم را حساب ميفقط مؤلفه
  گيرد!)زمان در روز آزمون صورت مي

zz

z x y z

i j k

curlF ( ) i ( ) j (x e y cos z)k curlF.nd (x y )dA
x y z

xz y cos z x e xyze



  

    

 

  
        

  


2 2 2

2 2 2 2

3 3

3 3ÂaoÀ ÂaoÀ  

curlF.ndحالا بايد مقدار
 را در انتگرال جايگذاري كنيم و روي ناحيهD رال را حساب كنيم، اما قبل از آن بهتر است تكليف ناحيهانتگD    را معلـوم كنـيم

x  ، عدد صفر را قرار دهيم:zبه جاي Sيكه كار راحتي است. كافي است در معادله y ( ) x y      2 2 2 2 22 1 6 4  
  است. 2اي به شعاع دايره Dپس

  
S D

rcurlF.nd (x y )dA r (rdrd ) r dr [ ]
 

              
242 2 2 22 2 2 3 33 3 3 2 244    

   
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سؤالات رشته هاي رياضي و آمار   
 

 1دامنه تابع ـxf (x) log
x x x




 2
2

2 2
  ، كدام است؟

1 (( , )1  2(( , )1 2  3(( , )2    4(( , ) 2    
 2مساحت رويه دوار حاصل از دوران منحني ـx cos t y sin t 3 32   ها كدام است؟  x، حول محور«

1 (6  2 (24
5   3(12  4(48

5    

 3مساحت كل ناحيه بسته درون منحني قطبي ـr cos 2  كدام است؟  

1(
8  2(

4   3(
2   4(    

 4سم حاصل از دوران ناحيه محصور به محورحجم ج ـyها و يك طاق از منحنيx cost 1 وy t sint حول محور ،yها، كدام است؟   
1 (24  2(25    3(26    4(27    

 5در كدام بازه سري ـ
n

n
n

( x )
Lnn






2

2 1
3

  ، همگراي مطلق است؟ 

1 (( , )1 2  2([ , )1 2    3(( , ]1 2    4 ([ , ]1 2   

 6اگر ـ
x

nx

(e x)Ln( x )lim a
( cos x)

  




2 31 2 1
1 3

a، باشد، مقدار
n

  كدام است؟ 

1 (

 5
16 2

5 3
  2 (

 5
8 2

5 3
   3 (5

16 2
3

   4 (

 5
8 2

5 3
  

 7فرض كنيد ـ
xy(x y ) (x,y) ( , )

f (x,y) x y
(x,y) ( , )

 


  
 

2 2
2 2

2
 

  

yxf، مقدار ( , )  كدام است؟  

  ) وجود ندارد. 2   4)3   2) 2  ) صفر1
 8مقدار مشتق سويي مرتبه دوم تابع ـ(xy)f (x,y) x e )، در نقطه2 , )1     در سويي كه با جهـت مثبـت محـورx   سـازد،  درجـه مـي   45هـا زاويـه  

  كدام است؟

1 (5   2 (7
2   3 (4   4 (9

2   

 9فرض كنيد ـk
dxdyA

(x y )


  2 2 2 1
مجموعه اعـداد   كدام است؟ ( Aهمگرا باشد، مقدار kترين مقدار صحيح ممكن براي، به ازاي كوچك

  حقيقي است.) 

1 (
2  2 (2  3(    4 (2

2  

 01فــرض كنيــد ـــS  بــر كــرهســطح واقــعx y (z )   2 2 22 قــرار گرفتــه اســت. اگــر ميــدان نيــروي  xyباشــد، كــه در بــالاي صــفحه 8
(yz) (xyz)ˆ ˆ ˆF(x,y,z) y cos(xz)i x e j e k  2 3از سطح ،Sگذر كند، مقدار

S
ˆCurlF.ndS

 ) كدام است؟n̂بردار قائم يكه برونسو بر سطحS (.است  
1 (8  2 (1  3 (12  4 (16  
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پاسخنامه رشته هاي رياضي و آمار   
 

x              كنيم:                   صورت مقابل عمل ميبع بهبراي تعيين دامنه اين تا» 2«گزينه  -1 xy log log
x x x x (x )

 
 

     2 2
2 2

2 2 1 1
  

x ( x)(x x x ) ( x)(x x x )
(x )x (x x )x x x

        
   

    

2 2

2 22
2 2 2 2 2 2 2

2 12 22 2
   

xدرخصوص عبارت x 2 2 با توجه فقط بايد نامساوي اخير را تعيين علامت كنيم.  توجه داشته باشيد كه عبارت زير راديكال همواره مثبت است. پس 2
xبه اينكه عبارت x x  2 2 x)صورتتوان بهرا مي 1 ) (x )    21 1 1   نوشت، واضح است اين عبارت همواره مثبت است. پس فقط داريم: 1

                                      ( x) x ( , )
(x )


  


2 1 2
2 1

  
  

b        ها داريم:         xهاي پارامتري حول محور از رابطه مساحت حاصل از دوران منحني با استفاده» 4«گزينه  - 2
a

S y(t) x (t) y (t)dt    2 22 

xصورتتوان بهبراي تعيين حدود انتگرال، توجه داشته باشيد كه چون معادله منحني را مي y( ) ( ) 
2 2
3 3 1

2 2
 yو xبه xنوشت و در اين معادله تغيير 

دهد، پس منحني نسبت به همه محورهاي متقارن است و مساحت رويه حاصل از دوران نيمه بالايي منحني بر مساحت حاصل از معادله را تغيير نمي yبه
tازايافي است فقط نيمه بالايي كه بهشود و كنيمه پاييني منطبق مي   آيد را تعيين كنيم. دست ميبه  

tاز طرفي مساحت قسمت مربوط به 
 

2
 نيز با مساحت متناظر با قسمتt

  
2

برابر خواهد بود، در نتيجه كافي است مساحت حاصل از دوران  

  حني در ربع اول را محاسبه كرده و حاصل را دو برابر كنيم:من

S sin t ( sin t cos t) ( cos t sin t) dt sin t (sin t cos t) (cos t sin t)dt

sin t(sin t cos t)dt sin t (cos tdt) sin t)

 


 

       

 
     

 

 

3 2 2 2 2 3 2 2 22 2
1

3 4 5 22 2

2 2 2 6 6 48

48 4848 48 5 5

 

 


 

  

منحني در فاصله برگ است كه با توجه به تقارن شكل كافي است مساحت محصور به وسيله 4منحني مورد اشاره يك رز » 3«گزينه  - 3
   4  را

cosSضرب كنيم.       8حاسبه كرده و سپس حاصل انتگرال را در م cos d d ( sin ) ( )
     

            2 44 41 1 4 18 2 4 2 4 22 2 4 4 2  
  

  

b                      ها داريم:yبا توجه به رابطه حجم حاصل از دوران يك منحني پارامتري حول محور » 2«گزينه  - 4
a

V x dy  2 

xها بهyكار با توجه به اينكه از تقاطع با محور انتگرال را تعيين كنيم. براي اين ابتدا بايد حدود   يا به عبارتيt , 2 رسيم. در نتيجه داريم:مي  

V ( cos t) ( cos t)dt ( cos t) dt ( cos t cos t cos t)dt

cos t cos t cos t cos t cos t cos t[ cos t ( ) ( )]dt [ cos t ( )]dt

  

 

           

  
               

  

 

2 2 22 3 2 3

2 2 2

1 1 1 1 3 3

1 2 3 3 5 3 2 3 3 51 3 3 3 2 52 4 2 2 4 2

  

 

  

  
 نيازي به محاسبه بازي همگرايي نيست و فقط كافي است وضعيت همگرايي سري در دو سر بازه را بررسي كنيم: هابا توجه به گزينه» 1«گزينه  - 5

n n

n
n n

n

n
n n

( ) ( )x
LnnLnn

( )x
LnnLnn

 

 
 

 

 
   

  

 

 

2 2

2 2

3 11
3
3 12

3

 

صورتبا توجه به اينكه قدرمطلق عبارت درون سري به
Lnn

 ) صحيح است.1و گزينه ( بوده و اين سري همواره واگراست، پس دو سر بازه بايد باز باشد 1
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حد داده شده به فرم» 1«گزينه  - 6


  نويسيم:مبهم است. براي اينكه اين حد را رفع ابهام كنيم، ابتدا به صورت زير بسط توابع صورت و مخرج را مي

x xn n

( x) x ( x) x ...( x x)( x ) ( )( x )
a lim lim

( x) ( x)( ) ( )
 

           
 

   

2 6 2 63 3

2 2

2 21 2 1 22 2 2 2
3 31 1 2 2

 

  

 
 

xاي در همسايگيوابع چندجملهارزي تبا توجه به هم  صورت، حد فوق به
x n

( x )( x )lim
x( )



2 3

2
2

9
2


خواهد بود. براي همگرايي اين حد به عددي حقيقي غير  

nدر صورت و مخرج برابر باشد. يعني xاز صفر، بايد توان  n  
55 2   م:صورت زير است و داريپس حد نهايي به 2

x

x aa lim
n

( )( ) x



      

      
5

2

5
5 2 5

5 5 5 5
25 2

8 2
2 2 2 2 4 2 8 2 16 23

53 3 5 39 3 2
2


 

  
 fآوريم، توجه كنيد كه براي محاسبه اين مقادير در مبدأ بايد از تعريف استفاده كنيم چون ضابطه تابع را در همه نقاط به دست مي yfابتدا» 2«گزينه  - 7

  در ساير نقاط فقط كافي است از ضابطه داده شده مشتق بگيريم: yfاسبهكند. ولي براي محدر مبدأ تغيير مي

y h h

y

f ( , h) f ( , )f ( , ) lim lim
h h

x(x x y y ) (x, y) ( , )
f (x y )

(x, y) ( , )

 

 
  

  


  
 

 

      

 

  

4 2 2 4

2 2 2
2 4 

  محاسبه كنيم. در مبدأ xتوانيم مشتق جزئي آن را نسبت به در نظر بگيريم، مي yو  xعنوان يك تابع بر به دست آمده در بالا را به yfحال اگر
y y

yx h h

f (h, ) f ( , ) hf ( , ) lim lim
h h 

 
  

2 2
 

      
  

,p(xرا در نقطه دلخواه fابتدا مشتق سويي مرتبه اول» 4«گزينه - 8 y, z) صورتشده بردار جهت مورد اشاره به آوريم. يكهدست ميبه( , )u ( , ) 


1 1 1 1 1
1 1 2

 

xy                                است، بنابراين داريم: xy xy
u .D f (p) f .u (( x yx ) e , x e ) ( , ) ( x yx x )e      2 3 2 31 12 1 1 2

2 2


   

xygدهيمقرار مي ( x yx x )e  2 31 2
2

uDكافي است fدست اوردن مشتق سويي مرتبه دوم در اين صورت براي به  g(p) دست آوريم:را به  

xy xy xy
uD g(p) g.u (( xy x y x yx )e , ( x yx x )e ). ( , ) ( xy x y x yx x )e              

  2 2 2 3 2 3 4 2 2 2 3 41 1 12 4 3 3 1 1 2 4 6 2
22 2

  

)كه در نقطه , )1  مقدار مشتق سويي فوق برابر( ) e     
1 92 6 12 2

   .است  
  

k                  نويسيم:ابتدا انتگرال داده شده را در مختصات قطبي مي»  3«گزينه  - 9 k
r rA drd dr

(r ) (r )
  

   
   

2
2 22

1 1  
 

kصورتكار ابتدا آن را بهيم. براي اينبايد وضعيت ناسرگي انتگرال در دو سر بازه انتگرال را بررسي كن k

I I

r rdr dr
(r ) (r )




  
1 2

1
2 211 1

 
نويسيم. در مي

xيهمسايگ   انتگرالI1 ارزهمk
r dr

( )
1

1
  نهايت داريم:ارزي در بياز هم نيز با استفاده I2است كه همگرا خواهد بود. در مورد انتگرال

k k k
r r drdr dr

(r ) r r
  




  2 2 2 11 1 11
 

kانتگرال فوق به ازاي k   2 1 1   خواهد بود كه در نهايت داريم: 2مقدار  kترين مقدار صحيح براي همگرا خواهد بود. كوچك 1
rA dr ( ) ( )

(r ) r
          

  2 2 2
1 1 12 2 22 21 1 

 
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آيد، دست ميبا ضابطه كره به xoyرا كه از تقاطع صفحه Sكنيم. ابتدا سطحاي حل اين انتگرال از نتيجه قضيه استوكس استفاده ميبر» 3«گزينه -01
zكار با قرار دادنكنيم. براي اينمشخص مي  داريم ،x y 2 2  Sبردار رو به خارج براي سطح  nاست و چون 2يك دايره به شعاعكه ناحيه داخل  4

kتواناست، بردار قائم سطح جديد را مي
 :در نظر گرفت و لذا داريم  

yz
S S S z S

Q PI curlF.ndS curlF.kdS ( )dS ( x e y cos xz)dS ( x y)dA
x y  

 
       

     2 23 2 3 2


  

xدرون ناحيه y 2 2 كه نسبت به اين متغير فرد است برابر صفر  y2است، در نتيجه در انتگرال فوق حاصل انتگرال عبارتمتقارن  yنسبت به متغير  4
  خواهد بود. در ادامه براي محاسبه انتگرال با كمك مختصات قطبي داريم:

S
cosI x dA r cos rdrd r dr cos d ( r ) d

  


 

               
2 2 2 2 222 2 2 3 2 43 1 23 3 3 124 2     
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 1ازاي چه تعداد عدد طبيعيبه ـn  1 1 تساوي ،nsin(n ) icos(n ) (sin icos )      برقرار است؟ ،  

1(25  2(251 3(5    4 (5 1   

 2حاصل ـ
n n n

n

n

sin sin sin
lim


  
 

3 5
3 4 6

  ، كدام است؟3

1) 2  ) صفر1
2  3 (2

2  4(3
2    

 3درباره تابع كدام مورد، ـx sin tF(x) dt
t




2
21

  درست است؟ بر 

در نقاط F) تابع1 k , k  دار نيست.داراي اكسترمم نسبي است، ولي كران  
دار است و در نقاطكران F) تابع2 k , k  .داراي اكسترمم مطلق است  
  رمم ندارد.دار است، ولي اكستكران F) تابع3
  دار نيست.اكسترمم نسبي ندارد و كران F) تابع4

 4حاصل ـxe sin xdx


 23 3


  ، كدام است؟

1 ((e )



3
22 113  2 ((e )




3
22 113  3 ((e )




2
33 113  4 ((e )




2
33 113  

 5اگر ـ...f (x) x x x x
! ! !

    3 5 7 91 1 1
3 5 f، آنگاه7 ( )   كدام است؟ 2

1 (
   ) 4  1) 3  ) صفر2  2

 6طول قوس منحني ـ
x

x
ey Ln( )
e






1
1

x، از نقطه  xتا نقطه 1    ، كدام است؟ 2

1 (Ln (e )
e


1  2 (Ln (e )

e


1   3 (Ln (e )
e

2
2
1  4 (Ln (e )

e
2

2
1  

 7انحناي منحني فصل مشترك دو رويه ـy z 3 xو 1 y 2 24   كدام است؟4
1)2  ) صفر1

2   3 (1   4 (2   

 8مينيمم تابع ـf (x,y,z) x y z  2 2 xبا شرط 2 y z  2   ، كدام است؟4
1 (2  2 (4   3 (4

3   4(8
3    

 9مشتق سويي تابع زير در نقطه ـ( , )  در جهت كدام بردار موجود است؟  
1(i j j »  2(i j i » x ; x y

x yf (x,y)
; x y

   
  

 3 (i j i »   4 (i j j »   

 01حاصل ـ
x
y

D
e dxdy كه در آنD محدود به منحنيy x محورyها و خطy    كدام است؟ 1

1 (1
2  2 (3

4   3 (1   4 (3
2   

 11ريده شده از كرهمساحت ب ـx y z a  2 2 2 xتوسط استوانه 2 y ax 2   كدام است؟  2
1(( ) a 21  2(( ) a 22 2 3(( ) a 22   4(( ) a 22 1    
 21مقدار ـ

S
F.nd ازاي ميدان برداريبهF(x,y,z) xzi

 و رويهS به معادلهz x y  2 zبالاي صفحه 24   و بردارn سـوي  قائم يكه برون

  كدام است؟ Sرويه

1 (
128

3  2 (
64
3  3 (

32
3   4 (

16
3  

  و مهندسي كامپيوتر بردارينقشهي مهندسي سؤالات رشته   
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مهندسي  ) با رشته6و  5، 3، 1) طراحي شده است، كه سؤالات (13و  9 ،6 ،5، 3، 1 ( سؤال رياضي طرح شده است كه سؤالات 6مجموعاً  مهندسي كامپيوتربراي رشته توجه: 
  باشد.برداري مشترك مينقشه

 13 حاصلـ
x
lim (sin x sin x)


 1كدام است؟ ،  

2) 3  1) 2  صفر) 1
  حد وجود ندارد.) 4   2

  

 
  
  
  
  
  
  

n(cosيمدار nبا توجه به فرمول دموآر براي هر عدد طبيعي  »2«ـ گزينه 1 i sin ) cos n isin n     حالا با اندكي بازنويسي در تساوي داده شده داريم:                 
  داريم:  nبه ازاي مقادير مختلف  niحالا با توجه به تفكيك مقدار

         n

i cos n sin n ; n k
cos n i sin n ; n k

i (cos n i sin n )
i cos n sin n ; n k

cos n i sin n ; n k

    
             
    

4 1
4 2
4 3
4

 

kبه صورت nازاي مقاديري از  واضح است به 4  يك عدد صحيح نامنفي است، تساوي مورد نظر برقرار است؛ در نتيجه داريم: k،كه در آن 1
k k k            1 4 1 1 1 4 1 25 

دانيم تعداد اعداد صحيح در يك بازه دو سر بسته به صورتمي  25 1 251  شود.محاسبه مي  
  

  نهايت داريم:با توجه به مقادير هريك از توابع مثلثاتي زير راديكال و سرعت رشد توابع نمايي در بي »4«ـ گزينه 2

n n n n n n n
n nn

nn n n n

sin sin sin ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim lim
   

  
   

   

3 5 3 2 1 3 3
33 4 6 2 2 2 2 2

3 3 3 23
 

  
  تابع داريم: گيري از انتگرال و بررسي نقاط بحرانيبا استفاده از مشتق »3«ـ گزينه 3

x sin t sin xF(x) dt F (x) sin x x k , k
t x

         
    

2 2

2 21 1
  

sinشود، اما چون توانبه فرم فوق مشتق تابع صفر مي xبه ازاي مقادير  x زوج است وx همواره مثبت است، مقدار مشتق در دو طرف اين نقاط تغيير  21

t                              مم نيستند. از طرفي داريم: دهد، در نتيجه اين نقاط اكسترعلامت نمي sin t
tsin t

       
 




2 2

22
1 1

1
11

 

xدار است. فقط بايد به ازاياين انتگرال همگرا و در نتيجه تابع كران xبا توجه به اينكه تابع زير انتگرال محدود است، به ازاي مقاير محدود    وضعيت

                                  ي كنيم. در اين حالت داريم: تابع را بررس
x

sin tlim F(x) dt dt tan t)
t t

   




   

    

2
1

2 2
1

21 1
  

 دار است.پس تابع مورد اشاره همواره كران
  

براي حل اين انتگرال از رابطهروش اول:   »4«ـ گزينه 4
ax

ax ee sin bxdx [a sin bx bcos bx] c
a b

  
 2   كمك گرفته و داريم: 2

x
x ee sin xdx ( sin x cos x) [e ( ) e ( )] [e ]

  
       

 


 
2 22

2 3 3 33 1 33 2 3 3 3 3 3 1
4 9 13 13

  

  توان از روش جزء به جزء به صورت زير كمك گرفت:ها كه حاصلضرب يك تابع مثلثاتي در تابع نمايي است، ميگونه انتگرالبراي حل اين روش دوم:
x

x x

x x x

I

I e sin xdx

sin x u cos x du , e dx dv e v

I e sin x) e cos xdx e cos xdx



  





  





     

   



 

23

2 2

2 2 23 3 3

3

13 3 3
2

1 3 33 3 3
2 2 2
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  كنيم:اده ميجزء استفبهدوباره از روش جزء Iحالا براي حل انتگرال
x

x x

x x

I e cos xdx

cos x u sin x du , e dx dv e v

I e cos x) e sin xdx ( e ) I

I I (e ) I I (e ) I (e )



 



 

  



      

       

           





23

2 2

2
2 23 33

2 2 2
3 3 3

3 3
2

3 33 3 3
2 4

3 9 3 93 3 1
4 4 4 4

3 9 13 3 31 1 1
4 4 4 4 13

 

  

xلورنبا توجه به بسط مك  »4«ـ گزينه 5 x xsin x x
! ! !

    
3 5 7

3 5 7
 :در تابع داده شده داريم  

x x x x x xf (x) x x (x ) x sin x
! ! ! ! ! !

f (x) x sin x x cos x f ( ) sin cos

          

           

 
5 7 9 3 5 7

3 2 2

2
2

3 5 7 3 5 7

2
2 2 4 2

  

  

b               داريم: با استفاده از رابطه طول قوس منحني »1«ـ گزينه 6
a

L y dx  21 

                        براي محاسبه عبارت مقابل انتگرال داريم: 
x

x x
x

ey Ln ( ) Ln(e ) Ln(e )
e


    



1 1 1
1

  
x x x x x x

x x x x x x x
e e e e e (e )y y y

e e (e )(e ) (e ) (e ) (e )
           

      

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2
2 4 4 11 1

1 1 1 1 1 1 1
 

  حالا با جايگذاري در انتگرال اوليه خواهيم داشت:
x x x x

x x
x x x x

e e e e e e (e e )(e e )L | | dx dx dx Ln(e e ) Ln ( ) Ln[ ) Ln (e )
ee e e e e e e e

   


  
     

        
      

2 2 2 2 1 1 1 12 2 2 2
12 2 1 1 1 11 1 1

1 1 1
1 1

  
  

  نويسيم:را به شكل پارامتري مي Rهاي داده شده است. با استفاده از اين دو معادله منحني فصل مشترك رويه Rمنحني  »2«ـ گزينه 7
x cos t , y sin t ; t

z y sin t , R(t) ( cos t,sin t, sin t) ; t





    

        

2 2
1 3 1 3 2 1 3 2

  

|  هاي پارامتري داريم:حالا با استفاده از رابطه انحناي منحني R (t) R (t) |
| R (t) |
 

 
 3   

R (t) ( sin t,cos t, cos t) , R (t) ( cos t, sin t, sin t)

i j k

R (t) R (t) sin t cos t cos t ( , sin t cos t , sin t cos t) ( , , )

cos t sin t sin t

| (| R (t) | sin t cos t cos t (sin t cos t) ,

  

 



      

          

 

        

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 2 2 3 2
2 3

4 3 4 2 , , ) |   
  3

2 3 2 12 4 4 1
8 8 22

 

  

با توجه به اينكه بايد مينيمم تابع را به صورت مشروط محاسبه كنيم و مشتقات جزئي هر دو تابع ساده هستند، از روش ساده شده لاگرانژ  »4«ـ گزينه 8
g     كنيم:استفاده مي (x, y, z) x y z   2 4  

yx z

x y z

ff f x y z x y z
g g g

         
 

2 2 2 2 21 2 1  

  شود:كنيم تا مقادير متغيرها به دست آيند و سپس با جايگذاري آنها در تابع اوليه مقدار مينيمم محاسبه ميجايگذاري مي gحالا روابط به دست آمده را در تابع 

x ( x) ( x) x x , y , z

f (x, y,z)

            

    

2 4 22 2 4 6 4 3 3 3
4 16 4 24 8
9 9 9 9 3  
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uسويي در راستاي بردار يكه دلخواه به صورتبا استفاده از رابطه اصلي مشتق   »4«ـ گزينه 9 (u ,u ) 1 2
:داريم  

u
h h

hu
f ( hu , hu ) f ( , ) hu hu u

D f lim lim
h h u u  


   

  



 


   

1
1 2 1 2 1

1 2
  

fمشتق سويي تابع (x, y) در نقطهp(x , y )  ّدر جهت برداريكهu (u ,u ) 1 2
   :برابر است باu

h

f (x hu , y hu ) f (x , y )
D f (p) lim

h

  
    



1 2  

                     پس داريم: 
h h h h

hu
f ( hu , hu ) f ( , ) f (hu , hu ) hu hu u

lim lim lim lim
h h h (u u )h      

   
  

   

   
1

1 2 1 2 1 2 1

1 2
  

uبراي آنكه اين حد موجود باشد و مشتق سويي وجود داشته باشد، بايد  1 باشد. پس بايد برداري را انتخاب كنيم كه در آن مؤلفه اول يعني ضريبi 
jد. پس در جهت بردارمساوي صفر باش

 تواند مشتق سويي وجود داشته باشد. مي  
  

 با رسم ناحيه مورد نظر داريم:»1«ـ گزينه10
x

y yy

y y y

I e dxdy y (e )dy

(ye y)dy (ye e y ) (e e ) ( )

  

           

  



  


 

21 1

1 12

1

1 1 11
2 2 2

 

   

 xoy، كافي است مساحت قسمت بالايي را محاسبه كرده و حاصل را دو برابر كنيم. صفحه تصوير را xoyتوجه به تقارن كره نسبت به صفحه با  »2«ـ گزينه 11
xدر نظر گرفته و در اين صورت ناحيه درون دايره y ax 2 rگيرد كه در مختصات قطبي به صورتقرار مي 2 a cos ، 

   
2 2

  آيد.درمي 

a،adAdدانيم براي كره به شعاع مي
a x y

 
 2 2 2

  است. پس مساحت موردنظر برابر است با: 

a cos a cos
S D

adA aS d rdrd a ( a r ) d
a x y a r

a (a a | sin |)d a ( sin )d a ( cos ) a ( ) a ( )

 
 

 
 

 




        
  


              

    

 





2 22 2
2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 22 22

2

2 2 2 2

2 4 1 4 4 1 2 2
2

  

  

zبتوانيم از قضيه ديورژانس استفاده كنيم، ابتدا صفحه ناحيه داده شده بسته نيست؛ براي اينكه »3«ـ گزينه 21   را به عنوان رويهS  به رويهS   
  اضافه كرده و داريم:

S S S S
F.nd F.nd F.nd



    
 

        

S S D D
F.nd (divF)dv (z)dv



 


      
  تقاطع داده و داريم: Sرا با Sابتدا رويه  و rيريم. براي تعيين حدود گاي كمك ميبراي حل انتگرال اخير از مختصات استوانه

x y x y r ;            2 2 2 24 4 2 2   
  پس حاصل انتگرال مورد نظر برابر است با:

r r
D

r(z)dv zrdzdrd ( ) z ) rdr ( r r r )dr ( r r ) ( )
                             

2 2 62 2 4 2 24 22 3 5 2 41 64 322 16 8 8 2 32 32
2 6 6 3

 

حالا براي انتگرال
S

F.nd



  ريم:دا  

S z z
F.nd F.nd (xzi ).( k)d
  

         

     

پس حاصل انتگرال اوليه نيز همان
32
3

  است. 
  

  كنيم:براي حل اين حد به صورت زير عمل مي  »1«گزينه  -13

x x x

x x x x x xlim (sin x sin x) lim [ sin( )cos( )] lim [ sin( )cos( )]
( x x)  

     
   

 
1 1 1 11 2 2
2 2 22 1

 

)sinنهايتبا توجه به اينكه در بي )
( x x ) 

1
2 1

)sinارزهم  )
x

1
2

xكند و همچنينبوده و به صفر ميل مي  xcos( ) 1
2

 1و 1كراندار و بين 

  است، پس با استفاده از قضيه فشردگي، حاصل حد كلي برابر صفر خواهد بود.
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  1402 كارشناسي ارشدآزمون  و پاسخنامه سؤالات  
   

 MBAسؤالات رشته ي 
 

 1فرض كنيد ـa ( , , ) 
1 22

  ،b ( , , ) 1 1 1 وc ( , , ) 1 3 c. زاوية بين بردارهاي2 a 2   وb c2 كدام است؟ ،  

1 (
4   2 (

3   3 (2
3   4 (3

4   

 2رتبة ماتريس ـ

 

  

 

  
  
 
 
 

1 1 1
5 4 1 3

1
2 2 2

  ، كدام است؟

  دارد. ) بستگي به مقدار 4  5) 3  3) 2  2) 1
 3يبه ازاي چه تعداد عدد طبيع ـn  12 nsin(n، تساوي1 ) icos(n ) (sin i cos )      برقرار است؟ ،  

1 (12 1   2 (5    3 (4   4 (3    

 4دامنة تابع ـxf (x) (x )
| x |

 

1

  ، كدام است؟1

1 ( ( , )   1   2 ( ( , ) ,
 

1 5 12   

3 ( ( , ) 


1 5 1 5 12 2   4 ( ( , ) ( , ) 
 

1 5 1 512 2   

 5هاي حقيقي معادلةتعداد ريشه ـ tanh x / 5كدام است؟ ،  
   ) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1
 6معكوس تابع  ـf با ضابطةf (x) arcsin x  24 ]در فاصلة 1 , ]1كدام است؟ ،  

1 (y arccos x 4   2 (y cos x 4   3 (xy cos 4   4 (xy arccos 4   

 7ازايبه ـc دنبالة ، na را به صورتn na c a ,n   1 وa 1  در نظر بگيريد. كدام مورد براي دنبالةn{a   درست است؟ {
  ) نه صعودي و نه نزولي4  ) واگرا3  ) نزولي2  ) صعودي1

 8تابع ـ[x ] xf (x)
x [x]




 

2 2

مفروض است. مقدار 2
x x

lim f(x) lim f(x)
  


3 3

  ، كدام است؟

1 (1
) 3  ) صفر2   2

1
2   4 (

5
2   

 9فرض كنيد ـ(a )،
x

coshaxlim x
cosax

   
 

1
2 2


  كدام است؟ a، مقدار 

1 (ln2   2 (ln2   3 (2   4 (2  

 10ارتفاع يك كوه از سطح دريا از رابطة ـ    z / x / y  2 21 3 ، بـه yو  xآيد كه در آن، جهت مثبـت محورهـاي   دست ميبرحسب متر به 2
)اي با مختصاتترتيب، به سمت شرق و شمال اشاره دارند. كوهنوردي در نقطه , , / )5 1 972 5 كند تا در ارتفاع ثـابتي   قرار دارد. او در چه جهتي حركت

  بماند؟
  ) جنوب غرب4  ) شمال غرب3  ) جنوب2  ) شمال1

 1115ترتيب طول، عرض و ارتفاع يك جعبة مستطيلي به ـ،1  ها برحسبمتر است. اگر سرعت تغييرات آنسانتي 8وcm
s

افـزايش،   3به ترتيـب   

/ 5  افزايش يابد، سرعت تغييرات حجم برحسب 2كاهش وcm
s

3
cmو مساحت كل آن برحسب 

s

2
  ترتيب كدام است؟به 

1 (24  48) 2  258و   48) 3  258و   24) 4  185و  185و  
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 12معادلة خط مماس بر منحني ـx xy xy y   3 2 33 )در نقطة 1 , )1كدام است؟ ،  
1 (x y  2 3 3   2 (x y 2 3 3   3 (x y 3 2 2   4 (x y  3 2 2   

 13نقطة  ـM ي قطبيبر منحنr cos 2از ،   حركت كرده و با سرعت ثابتdx /
dt

 25   ،بر محوري كه در قطب به محور قطبي عمود اسـت

با كدام سرعت در Mشود. نقطة نزديك مي
    شود؟، به قطب نزديك مي6

1 (3
5   2 (3

6   3 (3
7   4 (3

8   

 14ماكزيمم تابع ـ(x ) (x )f (x)
x
 




3 2 2 2
2

1 3
3 4

3، چه ضريبي از 16  است؟  

1 (1
15   2 (1

5   3 (1
3   4 (1

2   

 15تعداد نقاطي كه تابع ـf (x) | x | 1 اند؟ناپذير است، كدامها مشتقدر آن  
  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1

 16اگر تابع  ـf درx  پذير باشد، آنگاهمشتق 3
x

x f ( ) f (x)lim
x




2

3
3 9

  ، كدام است؟3

1 (f ( ) f ( )3 3 9 9   2 (f ( ) f ( )9 3 6 3   3 (f ( ) f ( )6 3 9 3   4 (f ( ) f ( )9 9 3 3   

 17فرض كنيد ـ
n

n
I x cos x dx




    2

1
4 4

1
nو 2

n
J x x dx




   

1
1

1
4


هـا، كـدام   . با استفاده از قضية مقدار ميانگين در انتگـرال 

  درست است؟ Jو  Iيي مورد براي همگرايي يا واگرا
1 (I  وJ 2  همگرا (I  وJ 3  واگرا (I  واگرا وJ 4  همگرا (I  همگرا وJ واگرا  
 18هايترين نقطة واقع بر فصل مشترك رويهمختصات نزديك ـx y z  2 zو 5 x y 2 2 22   ، از مبدأ مختصات، كدام است؟2

1 (( , , )
5 5 5
6 6 3  2 (( , , )

5 5 52 2  3 (( , , )
5 5 52 2  4 (( , , )

5 5 5
6 6 3  

 19با استفاده از حد مجموع ريمان، مقدار ـ
n

n k

klim
n k  


2

3 31
  ، كدام است؟

1 (ln2
3   2 (ln 3

2   3 (ln2   4 (ln 3   

 20مساحت ناحية بيرون منحني ـx y y 2 2 rو درون منحني 2 sin  3 واقع در ربع اول صفحه مختصات، كدام است؟  

1 (15 16
8   2 (15 24

8   3 (2 3   4 (( )2 1   

 12مقدار ـ


x xe e dx
x

  


2 5
  ، كدام است؟

1 (ln  1   2 (ln 5   3 (ln 2
5   4 (ln 5

2   

 22طول منحني ـ

x

f (x) sin t dt   در بازة[ , ]ت؟، كدام اس  

1 (2   2 (2  3 (2 2   4 (4  

 23مقدار ـ
 

yx e dy dx

x y



 
 

21 1
2 21

  ، كدام است؟

1 ((e )
12   2 (e

3   3 ((e ) 1   4 (e   

 42ر به رويةحجم ناحية محصو ـr cos 2 كدام است؟2اي به مركز مبدأ مختصات و شعاع و داخل كره ،  

1 (16
9   2 (( )16 3 4

9   3 (16
3   4 (( )16 3 4

3   
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 52مساحت سطح غيرمسطح ـ
  zود به صفحةمحد 4    ، در مختصات كروي، كدام است؟1

1 (   2 (2   3 (2   4 (2 2   

 62مقدار ـ
D

ytan ( ) dx dy
x

  كه در آن، 1 xD (x,y) : a x y b , y x 
       
 

2 2 2 2   ست؟، كدام ا33

1 ((b a )


2 2 2
48   2 ((b a)


2 2

48   3 ((b a )


2 2 2
12   4 ((b a)


2 2

12   

 72مقدار  ـz
S

e dS   ،كه در آنS بخشي از مخروطz x y 2 zاست كه بين صفحات 2 a و( a b) z b   قرار گرفته، كدام است؟  

1 (b a(be ae ) 2 2   2 (b a(ae be ) 2 2  
3 ( b a(a )e (b ) e   2 2 1 1  4 ( b a(b ) e (a ) e   2 2 1 1   

 82فــرض كنيــد   ـــC    منحنــي حاصــل از برخــورد صــفحةy z  xبــا اســتوانة  2 y 2 2 در جهــت مثلثــاتي باشــد. اگــر     1

F(x,y,z) ( y , x,z cos z)  2 و  2

C
F.dr   2  آنگاه مقدار ،كدام است؟ ،  

  ) صفر4  1) 3  2) 2  3) 1
 29اگر  ـS باشد، مقدار انتگرال زير، كدام است؟ 1، سطح كره به مركز مبدأ مختصات و شعاع 

z x
S

x( x e ) y(e y) z( z cos y) d       
  

2 22 3 2 2  

3   3 (7) 2  ) صفر1
2   4 (4   

 03براي سري ـ
n n

n

n

sin (x)( )
n







21
1

  ، كدام مورد درست است؟21

,) در بازة 1    4   ، همگراي مطلق است.4

)) در بازة 2 , ] 
 4 xاي مطلق و در ، همگر4 

    ، همگراي مشروط است.4

)) در بازة 3 , ) 
 4 x، همگراي مطلق و در 4 

    ، همگراي مشروط است. 4

,) در بازة 4    4 x، همگراي مطلق و در 4 
   ، همگراي مشروط است. 4

  
  

 MBAپاسخنامه رشته ي   
  

c  دهيم:ابتدا بردارهاي مورد اشاره را تشكيل مي  »1«ـ گزينه 1 a ( , , ) b c ( , , )     2 2 1 2 2 1 1
       

c)  حالا با توجه به رابطه زاويه بين دو بردار خواهيم داشت: a).( b c) ( )ˆcos
| c a || b c |
    

       
    

2 2 2 1 3 2
2 42 2 4 1 4 1 1 3 2

       

  
4ك ماتريسي »2«ـ گزينه 2 )باشد. حال چون (سطر چهارممي 4داريم كه حداكثر مرتبه ماتريس  5 )  2   باشـد پـس سـطر چهـارم     سـطر اول) مـي

  است. 3شود، پس تا اينجا رتبه ماتريس حداكثر وابسته خطي است و يكي از حداكثر رتبه ماتريس كم مي

3اكنون زير ماتريس A          كنيم: كنيم و دترمينان آن را محاسبه ميرو را انتخاب ميروبه3 ( ) ( )


        1

1 1
5 4 1 5 1 5

1


    
 

  

  باشد.مي 3شود و رتبه ماتريس همان چون دترمينان اين ماتريس مخالف صفر است پس ديگر از رتبه ماتريس كم نمي
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  »  نيست.ها صحيح كدام از گزينههيچ«ـ 3
     توان به شكل زير نوشت:ابتدا توجه كنيد كه سمت راست را ميروش اول:  

   nn n(sin i cos ) i (cos i sin ) i cos (n ) i sin (n )         عبارت سمت راست  
  توان به شكل زير نوشت: و عبارت سمت چپ را مي

 sin(n ) i cos (n ) i cos(n ) i sin(n )       عبارت سمت چپ  
  شود: پس تساوي صورت سؤال به شكل مقابل بازنويسي مي   ni cos (n ) i sin (n ) i cos (n ) i sin (n )        

niي فوق وقتي برقرار است كهرابطه i  .باشد  
nتواند داشته باشد!؟ واضح است مثلاًچه مقداري مي nبراي اينكه اين رابطه برقرار باشد، 1 تواند جواب باشد، اماميn  nيا، 2  nو يا حتي 3  4 

nتوانند تساوي را ايجاد كنند، امانمي  nبه صورت nباشد و اساساً هر 5تواند برابر مي nچطور؟ واضح است5 k 4 مشكل ما را حل كند.  تواندمي 1
n  پس داريم:  k k k           1 12 1 1 4 1 12 1 4 12 3         

در نامساوي فوق  3 1 3 1     ها نيست، اگر در صورت سؤالجواب صحيح در گزينهعدد صحيح وجود دارد و اين يعنيn  12 1 داده مي
kشد، در نهايت  3  رسيديم.قيقاً به جواب سازمان سنجش ميآمد و ددست ميبه   

  توان به شكل زير نوشت: اين روش هم تقريباً مشابه روش اول است؛ عبارت سمت چپ را مي روش دوم:
i (n )sin (n ) i cos (n ) i[cos (n ) i sin (n )] i[cos( n ) i sin ( n )] ie                

iو به همين ترتيب عبارت سمت راست برابر n(ie )   :خواهد بود. يعني داريم  i (n ) i n i(n ) n i (n ) nie (ie ) ie i e i i             
  رسيم.از اينجا به بعد با همان استدلال مربوط به روش اول به جواب مي

cosبه دليل ذهنيت خودمان از فرمولروش سوم:   ( ) i sin ( ) 
   2 باشد،  iنباشد و اتفاقاً پشت سينوس iكنيم پشت كسينوساويلر سعي مي 2

    لذا داريم: 
n n

i[( n ) k ]
n i ( n ) i ( ) i( )

n

n

cos ( n ) i sin ( n ) [cos ( ) i sin ( )] cos ( n ) i sin ( )

i[( n ) k ] ke e e e i ( ) ( )
n n n

k n


     

   



     
             


       

         

  

22
2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

2 1 22
2 2 2

1 4
oM´Ãv£U nkMo†¸Ã oŠ

  

nحل همدر اين راه k 4   هاي قبل است.حل مانند روشي راهدست آمد و لذا ادامهبه 1
  

  »ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ«ـ 4

  اي نوشته و داريم:صورت دوضابطهبا توجه به وجود قدرمطلق، تابع را به
x

x

(x ) ; x
xf (x)

(x ) ; x
x

    
  
 

1 11
1 11

  

xازايواضح است به 1 .تابع تعريف نشده است  
x

x

x x( ) ; x
xf (x)

x x( ) ; x
x

  


  
   

2

2

1 11
1 11

  

  شده باشد، بايد پايه مثبت باشد؛ بنابراين هر دو ضابطه بايد مثبت باشد. دست آمده تعريفبراي اينكه تابع به

   xx x x x
x

 
    



2 1 21 11    

x  رويم:  مثبت است. حالا سراغ ضابطه دوم مي x2واره برقرار است؛ چون دلتا منفي و ضريبنامساوي اخير هم x
x
 




2 1
1   

xبا توجه به اينكه در ضابطه دوم 1 عبارت صورت كسر ق،است، پس مخرج در هر صورت علامتش منفي است و اين يعني براي برقراري نامساوي فو
xيعني x 2 xيهاي معادلهبايد منفي باشد. ريشه 1 x  2 1  دانيد بين دو ريشه علامت عبارت مخالف ضريبآوريم و ميدست ميرا بهx2 خواهد

  بود. يعني بين دو ريشه علامت صورت كسر منفي خواهد بود.
xx x x x x     

           12 1 1 4 1 5 1 5 1 5 1 51 12 2 2 2 2  
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    بنابراين دامنه تابع به شكل مقابل است:        f ,D ( )
  

1 5 12  

gدقت كنيد كه تابع (x)(f (x)) صورت مقابل تعريف كرد:     توان بهرا ميg(x)g (x) Ln f (x) g(x) Ln f (x)(f (x)) e e   
fدر اينجا تنها شرط (x)   اح كمي به لحاظ علمي در اين مبحث متزلزل بوده و فكر كرده بايد است و اساساً طر

f(x)شرط  ) را به عنوان جواب منظور كرده است و اين تعريف 2هم در مسئله برقرار باشد و براي همين گزينه ( 1
  دبيرستاني و غيردقيق از توابعي به شكل مقابل است!!

xدادنبينيد با قرار كه ميطورهمان   ي تابع مقدار تابع برابر بادر ضابطه( ) 1 1 آيد و كاملاً مشخص دست ميبه
xاست كه   صورت مند به مباحث رياضي هستند بهباشد. رسم نمودار براي عزيزاني كه بيشتر علاقهجزو دامنه تابع مي

  مقابل است. 

/

x y A

B y / B

C y C

   

  

   

1

3
2
6 5

2
9

1

3 6 52
2 9




 

 
  

tanبا كمك رابطه اصلي »2«ـ گزينه 5 hx :داريم  
x x

x x x x x x x
x x

e etan hx / e e / e / e / e / e e x Ln
e e


  




           


2 15 5 5 5 1 5 3 32      

  
y              به راحتي با روش مستقيم داريم:  دهيم؛سؤال را به دو روش پاسخ مي  »3«ـ گزينه 6 arcsin x  24 1  

y x

y y yarcsin x sin x sin x

y y y xx sin cos x cos y cos

       

      

2 2 2 2

2 2 2

1 1 14 4 4
1 4 4 4 4

´Ã¹¨Â¶ƒ¼– Hn » y£º
  

,a)يدانيم اگر نقطهميروش تستي:  b) روي تابعf (x) يباشد، نقطه(b,a) روي تابعf (x)1 يخواهد بود. اگر نقطه( , )2
روي تابع امتحان شود،  2

  تواند جواب باشد.) مي3فقط گزينه (
  

a                        با نوشتن چند جمله اول داريم:   »1«ـ گزينه 7 ,a c a c ,a c a c c c        1 2 1 3 2  
nواضح است كه na a 1و علامت مساوي به اين علت است كه مقدارc تواند صفر باشد. پس دنباله مورد نظر صعودي است.مي  

  
  به راحتي با محاسبه مقادير حدي توابع جزء صحيح خواهيم داشت: »3«ـ گزينه 8

x

x

(( ) ) ( )
lim f (x)

| | ( )

(( ) ) ( )
lim f (x)

| | ( )









 



 



                            
               

        

2 2

3

2 2

3

3 3 9 9 8 9 1
3 3 2 2 23 3 2 1 1

2 23 3 9 9 9 9
3 4 2 13 3 2

  

  

x  مبهم است. پس داريم:  1حد داده شده به فرم  »2«ـ گزينه 9 x

cos hax cos hax cos xlim ( ) lim ( )
cos ax cos axx xx

x

cos haxL lim ( ) e e
cos ax

 





  

2 22
1 11 1

 


  

  ادامه داده و داريم:  2ارزي توابع صورت كسر را نيز تا توان است، هم 2با توجه به اينكه عامل صفركننده در مخرج از توان 

x x x

(ax ) ( (ax) ) a x alim ( ) lim ( ) lim
acos ax cos ax cos ax ax xL e e e e a Ln a Ln  

  

        

2 2 2 2 2
22 2

1 11 11 12 2
22 2 2     
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   »4«ـ گزينه 10
z  روش اول: / x / y      2 21 3 2  

xz f (x, y) dz f .dx fy.dy ( )    1  
x

x
y

f / x

fy / y





  

  

5

1
6 3

4 4





¾‰£ºnj

¾‰£ºnj  

dzلازم استبراي اينكه ارتفاع ثابت باشد،                                                                        :باشد، لذا داريم  dz dx dy    3 4    
  رات مثبت هستند) ييتغ يدارا yو  x(هر دو  ير شمال شرقين اتفاق در مسيجهت باشند و اهر دو هم yو  xد ين معادله برقرار باشد بايآنكه ا يحال برا

  ح است.يپاسخ صح )4(نه يدهد، پس گزيهستند) رخ م يرات منفييتغ يدارا yو  x(هر دو  يا جنوب غربي
اوست، كافي است جهتي را پيدا كنيم كه مشـتق سـويي در نقطـه مـورد اشـاره در آن       yو  xتابعي از  zهنورد يعني با توجه به اينكه ارتفاع كوروش دوم: 

)جهت صفر باشد. با فرض اينكه جهت بردار يكه حركت , )  :باشد، داريم  

u

f (x, y) z / x / y f (x , y) ( / x , / y) f ( , ) ( , )

D f ( , ) f ( , ).( , ) ( , ).( , )

             

                   

2 21 3 2 6 4 5 1 3 4
35 1 5 1 3 4 3 4 4



 
       


  
  

)                از طرفي بردار جهت يكه است، پس داريم:  )             2 2 2 9 4 31 1 1
16 5 5

 

)صورتپس جهت مورد نظر به , )4 3
5 5

)يعني شمال شرقي يا  , ) 
4 3
5 5

  غربي خواهد بوديعني جنوب 

  

tشكل يك مكعب را داريم كه »3«ـ گزينه 11
cmx ( )
s

  3،t
cmy / ( )
s

   5 وt
cmz ( )
s

    داده شده است. 2

 
t t tV xyz V x yz y xz z xy ( )( ) ( / )( )( ) ( )( )           

   

3 1 8 5 15 8 2 15 1
24 6 3 48

  
    

 

 
  سرعت تغييرات حجم به دست آمد، اما دو گزينه با اين عدد داريم و لازم است سرعت تغييرات مساحت حساب شود. مساحت كل برابر است با: 

t tS (yz xy xz) S (y z z y x y y x x z z x) S ( ( )) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )) ( ) ( )

 

      

                       

             

1 12 2 2 8 2 1 3 12 2
15 1515 3 8 2 15 2 4 2 3 24 3 2 1 2 15 1852 2

  

  

x               گيري ضمني داريم:به راحتي با استفاده از مشتق  »2«ـ گزينه 12

y

fdy x y yx xy xy y
dx f xy x y

 
        

 

2 23 2 3
2

3 33 1
6 3

  

( , )
dym y ( ) (x ) x y
dx 

 
           

 1
3 1 2 21 2 3 33 3 3

 
 

‰i¾²jI•¶  

  

dxبا توجه به اينكه مقدار »3«ـ گزينه 13 /
dt

 25 را داريم و با توجه به رابطهr cos 2 :داريم      
r cosx r cos x cos cos ( cos )cos cos cos            2 2 32 2 1 2  

  اي داريم:با استفاده از مشتق زنجيره

dx dx d d d d d( cos ( sin ) sin ) ( ( ) ( ) )
dt d dt dt dt dt dt


    

                     


2 2625 1 3 1 1 1 7 16 61 4 2 2 2 4 4 7 
  

rاكنون از cos 2  :داريم           dr dr d dr dr( sin ) ( ) (sin ) ( ) ( )
dt d dt dt dt


 

           


61 1 2 3 32 2 27 3 7 7 2 7  

ها ميyهاست. محوري كه بر محور قطبي عمود است هم محورxهمان محور همان مبدأ مختصات است و محور قطبي در واقعتوجه داشته باشيد كه قطب
  بر روي منحني را فقط مشخص كرده است.  Mباشد و صورت سؤال مسير حركت نقطه
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xكنيمظاهري محاسبات فرض مي براي كاهش حجم »1«ـ گزينه 14 A 2   باشد:                                    1
A (A ) A Ay

A A
 

 
 

323 3 22 2
3 1 3 1  

A A

( A A)A ( A ) A (A A )
(A A ) ( A A A A (A A ))Ay

( A ) (A A ) ( A )
A x x

A A A ( A )




 

 
 
 

   
        

  

    
       



2 3 23
3 2 23 3 2 2 3 2

2 3 2 2 23

2

4
3

3 4 3 1 3 2
3 2 9 3 12 4 9 2

3 1 3 2 3 1
2

3 4 3 4

  

x x

( ) ( )
f (x )

( )

   

  
   



2 2

23 3
2 3

4 11 3 3
1 1 16 11 31 13 3 9 3 1613 5 153 43




  

  
  

  به راحتي با رسم نمودار تابع داريم: »4«ـ گزينه 15
  اي دارد.نقطه زاويه 3كه تابع واضح است 

اي و با توجه به اينكه در توابع قدرمطلق ريشه از مرتبه فـرد عبـارت داخـل قـدرمطلق نقطـه زاويـه      حل به روش جبري: 
|ناپذير است، داريم:                                                                        مشتق x | | x | x      1 1 1 

|طرفي خوداز  x |  يدر نقطهx   ناپذير است.مشتق   
| x | | x | x      1 1 1  

  ناپذير داريم. نقطه مشتق 3پس در مجموع 
  

با توجه به اينكه حد داده شده به فرم  »3«ـ گزينه 16


  هم است، با استفاده از قاعده هوپيتال داريم:مب 

HOP
x x

x f ( ) f (x) xf ( ) f (x)lim lim f ( ) f ( )
x 

    


2

3 3
3 9 2 3 9 6 3 9 33 1  

  
b                            ها داريم: مطابق قضيه مقدار ميانگين براي انتگرال  »4«ـ گزينه 17

a
A f (x)dx C [a,b] : f (c) (b a) A        

n                           داريم:  Jو Iدر هر جمله از سري n
n n

c cos c ,I x cos x dx ,c ( )
n n

 
     2

1 4 4
4 4

2 2
2 12


  

n nn n
d d ,J x x dx ,d ( )

n n
 

    
1 1

1 2 14





  

n                            پس داريم:  n
n

n

c cos c ,I , c ( )
n n





 
 

4 4

2 2
1

2 1  

ncosاما چون c 4 ncو  1 4 n                                    پس داريم:  1 n
n

c cosc I
n




         4 4

2
1

22 1 1 2 2   

توان نشان داد كهها به راحتي ميبا استفاده از روش تست انتگرال براي همگرايي سري
n

 2
  نيز همگرا خواهد بود. Iهمگراست پس 2

n                            از طرفي داريم:  nd d   1 4 4 2  

پس؛ سري
n n






1

             نيز واگراست.  Jبه سري همساز معروف است كه واگراست پس 1
n

J
n




 

1

2   
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   »1«ـ گزينه 18
fبا توجه به اينكه تابع فاصله از مبدأروش اول:  (x, y, z) x y z  2 2 xسؤال مينـيمم كـردن ايـن تـابع بـا دو قيـد      است، خواسته  2 y z  2 5 

zو x y 2 2 22 fاست. براي راحتي كار تابع 2 x y z  2 2  zكنيم با حذفشود. همچنين سعي مينيز مينيمم مي fكنيم كه نتيجتاًرا مينيمم مي 2
    اي برسيم كه يك قيد داشته باشد. در نتيجه خواهيم داشت: از اين دو قيد به مسئله

                                                x yz  


5
2  

f (x, y) x y x y x y
x yg(x, y) x y ( )

      
  

   


2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 3 3
52 2 2 

  

  حالا با روش ساده شده لاگرانژ داريم:

               yx

x y

ff x y
x y x yg g x ( ) ( ) y ( ) ( )

  
   

  

6 6
1 5 1 54 2 4 22 2 2 2

   

x y   
5 5
2 2

x y x xy x xy y y x x y y (x ) (y )
x y x y

              
   

2 2 2 2 2 25 57 5 7 5 5 57 1 5 1 7 5 2 2
2 2 2 2 2 2

  

x y( ) x y x y z

x y z x y
x y x xx (y ) x y z x

x , y , z
z (x y ) (x x ) x ( x) x ( x)

x , y , z

 
         

     

   
           

                
    


2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 1

5 5 51 52 2 2
2 2

5 5 5 5 5
2 2 2 2 2

5 5 5
5 5 6 6 32 2 4 2 5 52 2 52 2

 

  ¡¡—

(2)  

, ,f ( )

, ,f ( )

    

    

5 5 5 25 25 25 25
6 6 3 36 36 9 6

5 5 25 25 755 252 2 4 4 2

  

,واضح است كه ,( )
5 5 5
6 6 ,ترين ونزديك 3 ,( )

5 5 52   دورترين نقطه روي منحني مورد نظر از مبدأ مختصات هستند.  2

 5ها همه ) كمتر است. صورت1فاصله گزينه ( 2و  1هاي كنند. از بين گزينه) در صفحه داده شده صدق نمي4و () 3هاي (گزينه :(تستي) روش دوم
  : هستند، بنابراين داريم

d 
      

1 1 1 2 1 2 4 65 5 5 536 36 9 36 9 36   )1گزينه (6

     
1 1 1 3 65 1 5 1 5 54 4 2 2   )2گزينه (2

  

kكنيم (در واقع دنبال توليدفرم زير بازنويسي مي حد سري داده شده را به  »1«ـ گزينه 19
n

  ها هستيم):

n n n

n n nk k k

k k( )k n nL lim lim lim kn nn k k ( )
nn

    
  

 
  

2
22 2

3 3 3 31 1 1
3

1 1
11

  

حالا با فرض
k( )k nf ( ) kn ( )

n




2

31
xL          داريم:   dx Ln ( x ) Ln ( ) Ln

x


    


21 13
3

1 1 1 1 11 23 3 1 31  
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    »2«ـ گزينه 20
x            كنيم:  ا در مختصات قطبي بازنويسي ميابتدا دايره داده شده رروش اول:  y y r r sin r sin       2 2 22 2 2   

rپس مساحت ناحيه مشخص شده در شكل مورد نظر است. براي محاسبه اين مساحت كافي است كه مسـاحت درون منحنـي   sin  3   در ربـع اول را
ها) xرا از صفر (محوركنيم. با توجه به ناحيه بين دايره و منحني در ربع اول بايد حدودرا از آن كم مي 1محاسبه كرده و مساحت يك نيم دايره به شعاع

تا
  ها) در نظر بگيريم. y(محور 2

b
a

S r d ( sin ) d ( sin sin )d

cos( sin )d ( sin cos )d ( cos sin )

( )( ) ( ) S S

 

 

           

 
            

                    

  

 

2 2 22 2

22 2

2

1 1 13 9 62 2 2
1 1 2 1 19 1 1 19 19 6 6 2 6 22 2 2 2 2 2 2 4
1 19 1 19 1 19 15 15 246 6 3 32 2 2 2 4 2 8 2 8 8

 

 



 

 
xپس از اينكه معادله روش دوم: y y 2 2 rرا به صورت  2 sin 2 توان مساحت را نوشتيم به روش كلاسيك مي

  كنيم:ي تلاقي در منحني را حساب مينيز حساب كرد. نقطه
   2sin sin   3 2  

مورد اشاره به ربع اول مختصات محدود شده است حد پايين انتگرال به ازاياز طرفي چون مساحت ناحيه    

S  خواهد بود. [( sin ) ( sin ) ]d ( sin sin sin )d
 

            2 2 2 22 21 13 2 9 6 42 2 
  

  
cos( sin sin )d ( ( ) sin )d ( ( sin ) cos )

( ( ) ) ( ) ( ) ( ) S

   
               

         
               

 2 22 21 1 1 2 1 3 13 6 9 3 6 9 2 6 92 2 2 2 2 2
1 3 9 1 3 9 1 3 18 1 15 15 15 246 6 3 3 32 2 2 2 2 4 2 2 4 2 4 8 8

 



  

  
   »4«ـ گزينه 21

axfگيريم، داريم:ني كمك ميهاي فرولابراي حل اين انتگرال از روابط انتگرالروش اول:  (x) e وf ( ) e 1  و
x

lim f (x)


  .  

                     لذا با توجه به قضيه مقابل داريم:   
x xe e dx Ln

x

  
 

2 5 51 2
  

fاگر تابع ادآوري:ي (x) به ازايx   بوده و حد پيوستهf (x) وقتيx  موجود باشد و همچنينa وb تر از صفر باشد، همواره رابطه زير را بزرگ

                                   داريم:  f (ax) f (bx) bdx f ( ) f ( ) Ln
x a

 
      

d  تگرال يگانه به انتگرال دوگانه يك قاعده كمكي به صورت مقابل وجود دارد: براي تبديل انروش دوم:  d b
c c a

f (bx) f (ax) dx f (xy)dydx
x
     

xfدر اين سؤال با توجه به تابع زير انتگرال (x) e است وxf (x) e   خواهد بود. پس داريم        :
x x

xye e dx e dydx
x

   
    

2 5 2
5

 

  گيري را عوض كنيم: تگرال كافي است ترتيب انتگرالحالا در اين ان
xy xy xy dxe dydx e dydx [ e ] dx [ ]dx ln x] ln

x x x
                   


2 2 2 2 5 5

25 5 5 5 2
1 1 51

2
 

  
با توجه به رابطه »4«ـ گزينه 22 b

a
L f (x) dx    گيري از انتگرال داريم:دهيم. با استفاده از مشتقابتدا مؤلفه طول را تشكيل مي 21

 f (x) sinx f (x) sin x     21 1  
  حال داريم:

x x x x x x x xL sin xdx (sin cos ) dx sin cos dx (sin cos )dx ( cos sin ) ( )
                    21 2 2 2 2 42 2 2 2 2 2 2 2    
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  كنيم.  گيري را رسم ميبراي حل اين انتگرال ابتدا ناحيه انتگرال »1«ـ گزينه 23

هم در صورت و هم در مخرج وجود دارد و محاسبه اين انتگـرال بـه   yبا توجه به اينكه متغير 

  كنيم و داريم:گيري را عوض ميرتيب انتگرالپذير نيست، تصورت مستقيم امكان

 
yy yye dxdy dxI e ( )dy
x y y x

 
 

   
   

2 21 1 1 1
2 2 2 21 1   

 

 

 

  

y x
x

   
  

21
1




 

xبا تغيير متغير y sin t  dxداريم 21 y cos tdt  xو چون21 y   21 پسsin t 1بنابراين ،t 
  2 :و داريم  

 
y

y y y

y cos tdtdx cos t cos tdt dt
| cos t | cos ty x ( y )( sin t)

I e dy e dy e ) (e )

  
  

   
   

   
     

   

 

2 21 2 2 2
2 2 2 2

1 1 1

1
21 1 1

12 2 2 2

   

 

  

  
rبا توجه به اينكه رويه  »2«ـ گزينه 42 cos 2 توان نوشت. تصوير اسـتوانه  تر مياي راحتيك استوانه است، برخورد آن با كره مورد اشاره را در دستگاه استوانه

),اي به مركزدايره xoyدر صفحه )1   است. يعني 1و شعاعr cos 
      22 2 »از كره .x y z  2 2 2 zنيز  4 x y   2 به دست  24

rآيد كه به صورتمي z r    2 24 zاست. با توجه به تقارن ناحيه، حجم ناحيه 4   كنيم:را محاسبه كرده و حاصل را دو برابر مي  

cos r cos cos
V rdzdrd r r drd ( r ) d ( | sin | )d

cos( ) (sin )d [ ( cos )sin d d ] ( cos ) ( )


  

  

   
   

   
   

  

             

  
                    

      

  

2 3
2 4 2 22 2 32 2 2 22

2 2 2 2
33 2 22 2 2

1 22 2 4 2 4 8 83 3

16 32 32 32 12 1 1 13 3 3 3 3 2 3
( ) 16 3 4

9

  

  
  كنيم. سؤال را به سه روش حل مي  »2«ـ گزينه 25

z           :ناحيه به صورت مقابل است روش اول: x y x y
z

    
 

2 2 2 2 1
1

  

  اي به مركز مبدأ و شعاع واحد است. دايره xoyپس تصوير ناحيه روي صفحه

    x y
x yd z z dA dA dA

x y x y
       

 

2 22 2
2 2 2 21 1 2  

S D D
d dA dA ( )           22 2 2 1 2  

    روش دوم: 

                                     z x y
   2 2

4 ,  

S ds rdrd

r( )


  

      

  
2 1

2 1

2

12 2 2 2 22 2

 



  

Sاست كه با توجه به رابطه 1و ارتفاع  1خواسته سؤال مساحت جانبي يك مخروط به شعاع  روش تستي: r r h  2 )برابر 2 )   1 1 1   است.  2
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   كنيم:سؤال را به دو روش حل مي »ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ«ـ 26

xبا توجه به حد داده شده و وجود عاملروش اول:  y2 كنيم. ابتدا حدود انتگـرال را مشـخص   انتگرال را در مختصات قطبي حل مييه مورد نظر،در ناح 2
a                    كنيم:   مي r b a r b    2 2 2a x y b   2 2 2 2  

x yy x tan
x

 
            

1 33 3 33 6 33 3
  

b  بنابراين داريم:  b
aa

y rI tan ( )dxdy rdrd ( ) d (b a ) ( ) (b a ) ( )
x


  


  

  
                

2 2 2 21 2 2 2 23 3 3

6 6 6

1 1
2 2 2 4 9 36  

(b a ) ( ) ( ) (b a )   
   

2 2 2
2 2 2 21 4

4 36 48  
 xها هم در ناحيه اول وجود دارند و هم در ناحيه سوم (با تبديلگيري، اين ناحيهحيه انتگرالبا توجه به نا

  كنند.)ها تغيير نميمعادله ناحيه yبه yو همچنين xبه
  ضرب كنيم. بنابراين داريم: 2ا در بايد انتگرال به دست آمده ر

(b a ) 
  

22 22  حاصل48

 

با توجه به تابع زير انتگرال و حدود آن، از تغيير متغيرروش دوم: 
yu
x

v x y

 

  

2 2
گيريم، در اين حالت بايد توجه داشته باشيد كه چون با تبـديل  كمك مي 

يك بـودن تبـديل   بهنسبت به مبدأ مختصات متقارن است و براي رعايت شرط يك Dكنند، پس ناحيهتغييري نمي vو u، معادلاتyبه yو xبه xتوأمان
xبرابر كنيم. پس با شرط  2اي كه در ربع اول قرار دارد حساب كرده و آن را ل انتگرال را روي ناحيهبايد حاص   وy   دهيم:تغيير متغير را انجام مي    

                                           uv
x yxy

x y

yu u y y ( ( ) )
xxxv v x

x y


     

   
2 4

2 2

1 1 1 1 1
1 2 2 12

2 2

   

uv
dudvdxdy | | dudv
( u )

  
 22 1

  

D D
y dudvI tan ( )dxdy tan u
x ( u )

y ,D {(x, y) : a x y b , } D {(u, v) : u, v u ,a v b }
x



 


 


           

 1 1
2

2 2 2 2 2 2

2
2 1

1 13 3
3 3

  

b
a

duI dv tan u (b a ) (tan u) | (b a ) ( ) (b a )
u

    
       

 
2

2
2 2 23 1 2 2 1 2 3 2 2 2 2

1 12
3 3

1 1 12 22 4 2 9 36 241
   

بـه يـك بـودن تبـديل، تغييـر      رسد طراح  محترم بدون توجه به شرط يكها وجود ندارد؛ به نظر ميشود، جواب صحيح بين گزينهطوركه ملاحظه ميهمان
  ) جواب خواهد بود.1كم شده و گزينه ( 2اند كه در اين صورت يك ضرب متغير را انجام داده

  
  تصوير كرده و داريم: xoyبيان شده است، ناحيه را بر صفحه yوxصورت صريح برحسببه zبا توجه به اينكه »4«ـ گزينه 72

z x y
z a a x y b
z b

      
 

2 2
2 2  

xو مركز مبدأ است.                   bو aهايعني تصوير نوار بين دو دايره به شعاعي y
x yd z z dA dA dA

x y x y
       

 

2 22 2
2 2 2 21 1 2  

b bx yz r r r b a
aS D a

I e d e dA e rdrd (re e ) [(b )e (a )e ]

               

2 2 22 2 2 2 2 2 1 1   
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gدهـيم كنـيم. قـرار مـي   را حساب مي ndsكنيم. ابتدابسته است، از قضيه استوكس استفاده مي Cچون منحني »2«ـ گزينه 82 : y z  2   در ايـن ،
    صورت داريم: 

                     g ( , , )nd dA dA ( , , )dA
| g.k |


   


1 1 1 11


    

i j k

F ( y , x, z cos z) curl F ( , , y)
x y z

y x z cos z

  
        

  

 

2 2

2 2

2

  

 
   

C S D D D
F.dr curlF.nd ( y)dA dA ydA                 2 2 2
  

  

xدايره xoyتابع فرد است و تصوير ناحيه روي صفحه y2كه توجه كنيد y 2 2 ydAاست كه متقارن است. پس داريم:                      1 2   
  

افتيم. اما براي ايـن كـار بايـد تـابع     بسته است به فكر استفاده از قضيه ديورژانس مي Sبر است. اما چون سطحانحل عادي سؤال بسيار زم  »4«ـ گزينه 92
Fضرب يك تابع بردارياسكالر زير انتگرال را به صورت حاصل

 در بردار قائمn دابنويسيم. پس ابتn كنيم:را حساب مي  
               S : x y z  2 2 2 1  

xi yj zk (xi yj zk)n (x, y, z)
( x) ( y) ( z) (x y z )

   
  

   2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 4

     
  

Fحالا فرض كنيد
صورتبهF (P,Q,R)

  :باشد. با اين حساب داريم                 F.n (P,Q, R).(x, y, z) Px Qy R   
   

z                با تابع درون انتگرال برابر باشد؛ يعني داريم:اين تابع بايد  xPx Qy Rz x( x c ) y(e y) z( z cos y)       
2

2 3 2 2  

xترين انتخابو ساده zR z cos y , Q (e y) , P x e      
2 2

2 2 2 zاست. حالا با توجه به 3 xF ( x e , y e , z cos y)    
2 2

2 3 2 2
  و استفاده

    از قضيه ديورژانس داريم:
                           div F ( )   2 1 2 3

  

S V
I F.nd (divF)dv dv v ( )            343 3 3 1 43

   

  
  كنيم:ابتدا وضعيت همگرايي مطلق سري را بررسي مي »3«ـ گزينه 30

n n
nn

n n

sin (x) sin (x)lim | ( ) | lim sin (x) sin x x
n



 

 
            

2 2
1 22 2 1 2 21 1

1 2 2 2 4 4
 

),ضعيت سري را در دو سر بازهپس سري در اين بازه همگراي مطلق است. حالا و ) 
 4 هـا، محاسـبات   جه به گزينـه بررسي كنيم: (توجه كنيد كه با تو 4

  فوق نياز نبود فقط كافي است وضعيت همگرايي و يا واگرايي سري در نقاط مرزي بررسي شود.)
n n n n

n
n n

n n n

sin ( ) ( ) ( )x S ( ) ( )
n n n

  
 

  


 

         
2 1

1 1

1 1 1

12 2 14 21 14  

سري متناوب همگراست، با توجه به اينكه در سري متناوب حاصلدست آمده يكسري به
n

n

( )| |
n






1

سري هارمونيك1
n n






1

  است كه واگراست.  1

  پس سري اوليه در اين نقاط همگراي مشروط است.
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 1به ازاي چه تعداد عدد طبيعي  ـn  35  تساوي ،nsin(n ) icos(n ) (sin icos )      برقرار است؟ ،  
1 (874  2 (875  3 (1749  4 (175   

 2مقدار ـn

n

(n!)lim
n

1

  ، كدام است؟

1 (e2  2 (e1   3 (e   4 (e2   
 3حجم حاصل از دوران منحني  ـx y 2 24 xواقع در ربع اول صفحة مختصات حول خط  1  1كدام است؟ ،  

1 ( 25
6  2 ( 25

6   3 ( 22 3
24

   4 ( 21 3
12

   

 4اگر ـ
k

k

k

( )f (x) x
( k )!









 2 21
2 1

fنگاه، آ ( )  كدام است؟  

1 (   2 (
 2   3 (

2   4 (  

 5مقدار ـdx
x x

2
31

 كدام است؟ ،1

1 (ln( )2 1  2 (ln 8
5   3 (tan ( )

 1 22   4 (tan ( ) ln
 1 2 22   

 6بيشترين انحناي تابع ـy cosh xكدام است؟ ،  

1 (1
2   2 (2

2   3 (1  4 (2  

 7اگر ـ زاوية بين خمr(t) (t , t , t ) 2 3
    و رويةxz yz x y  2 22  در نقطة( , , )1 1 1   باشد، مقدارcos كدام است؟  

1 (1
139

  2 (1
14

   3 (1
141

   4 (1
142

   

 8هايطول قوس منحني حاصل از تقاطع رويه ـz x 1 xو 2 y 2 23   است؟ 2، كدام مضرب3
1 (2 2  2 (6   3 (3   4 (2   
 9مقدار ـ

y
dxdy

x  
1 1

4
1

1
 ، كدام است؟

1 (
8   2 (

6   3 (
5   4 (

4   

 10فرض كنيد  ـC  مرز مربعA باشد كه در جهت مثلثاتي در نظر گرفته شده و
C

(xy x sin x)dx (x y x)dy    2 3 3 2 2 6 مساحت مربع .A ؟كدام است  
1 (4 2 (3 3 (2  4 (1  

  

   عمراني سؤالات رشته
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n(cosداريم nبا توجه به فرمول دموآر براي هر عدد طبيعي   »2«ـ گزينه 1 i sin ) cos n isin n      حالا با اندكي بازنويسي در تساوي داده شده

n  داريم: n n n(sin i cos ) i (cos i sin ) i (cos n isin n )        

  داريم: nبه ازاي مقادير مختلف  niحالا با توجه به تفكيك مقدار

n

i cos n sin n ; n k
cos n i sin n ; n k

i (cos n i sin n )
i cos n sin n ; n k

cos n i sin n ; n k

    
              
     

4 1
4 2
4 3

4 4

 

kبه صورت nواضح است به ازاي مقاديري از  4  يك عدد حسابي است، تساوي مورد نظر برقرار است؛ در نتيجه داريم: k،كه در آن 1

k k     1 4 1 35 874   
دانيم تعداد اعداد صحيح در يك بازه دو سر بسته به صورتمي  874 1 875 شود.محاسبه مي  

  

  ارزي استرلينگ داريم:ين حد به راحتي با استفاده از همبراي محاسبه ا  »2«ـ گزينه 2
n

n n

n
(n!) elim lim e

n n


 


1

1  

  
  كنيم:اي به صورت زير استفاده ميبراي حل اين سؤال از روش پوستهها صحيح نيست.  كدام از گزينههيچـ 3

b
a

x,y

V | x k | ydx

x y y x

V | x | x dx (x ) x dx

(x x x )dx

[ ( x ) (x x sin x)]

[( ) ( )] ( )









  

    

       

    

      

   
          



 





 





   

2 2 2

1 12 2

1 2 2

3
2 2 1 12

2

2

14 1 1
2

12 1 1 1 1
2

1 1

1 11 1
3 2

1 3 4 4 3
4 3 12 12

 

 

  ها صحيح نيست.كدام از گزينه، اما طبق توضيحات فوق هيچعنوان پاسخ صحيح اعلام كرده است ) را به4سنجش گزينه (

  
يك از توابع شناخته شده است. با كمي دقت واضح اسـت  لورن كدامگونه سؤالات بايد ببينيم سري داده شده شبيه به بسط مكبراي حل اين  »1«ـ گزينه 4

ابعي شبيهكه با ت
k

k

k

( )sin x x
( k )!









 2 11
2 1

  داريم: xسر و كار داريم. با ضرب دو طرف اين تساوي در  

k
k

k

( )x sin x x f (x) f (x) sin x x cos x f ( ) ( )
( k )!






              



2 21 1

2 1
  

  
  براي حل اين انتگرال ابتدا آن را به صورت زير بازنويسي كرده و داريم:  »2«ـ گزينه 5

dx dx x( )dx [Ln x Ln(x )]
xx x x(x ) x

[(Ln Ln ) (Ln Ln )] ( Ln Ln ) Ln Ln

      
  

      

  
2 2 2 2 2

13 2 21 1 1

3

1 1 121 1
1 1 1 1 2 82 5 1 2 3 2 52 2 2 2 5 5

  

  

  عمران يرشته پاسخنامه
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  كنيم:ابتدا تابع انحناي منحني داده شده را محاسبه مي  »3«ـ گزينه 6
| y |

[ (y ) ]
y cosh x y sinh x y cosh x

| cosh x | cosh x cosh x
cosh x

[ (sinh x) ] [ (sinh x) ] [cosh x]


 


     

    

 

3
2 2

3 3 3 2
2 2 22 2 2

1

1

1 1

  

شـيد كـه   توجه داشته باشيد براي پيدا كردن ماكزيمم اين تابع نيازي به پيدا كردن نقاط بحراني به كمك مشتق نيست؛ فقط كافيسـت بـه خـاطر داشـته با    

coshمقدار تابعمينيمم  xبه ازايx   شود كه در اين نقطه تابع انحنا ماكزيمم خواهد بود. پس داريم:حاصل مي  max
 

  
1 1
1

  
  

  بردار گراديان (يا سرعت) در آن نقطه برابر است. بنابراين داريم:زاويه بين دو منحني در نقطه تماس آنها با زاويه بين   »2«ـ گزينه 7
( , , )

( , , )
r(t) (t , t , t ) r (t) ( , t , t ) r (t) ( , , )

f (x, y, z) xz yz x y f (x, y, z) (z xy, z x , xz y) f ( , , )
( , , ).( , , )cos

 

 

         

               
    

   
  

  

 
 




1 1 12 3 2

1 1 12 2 2 2
1 2 3 1 2 3

2 2 2 2 2 3 1
1 2 3 3 1 3 2 1

1 4 9 9 1 14 1 14

  

  
  نويسيم. براي اين كار داريم:ابتدا منحني داده را به صورت پارامتري مي »3«ـ گزينه 8

x cos tyx t , z x cos t
y sin t

r(t) (cos t, sin t, cos t)

         


 

2
2 1 2 1 2 1 2

3 3
3 1 2




  

  هاي پارامتري داريم:س منحنيحالا با استفاده از رابطه طول قو
b

t t ta
L x y z dt ( sin t) ( cos t) ( sin t) dt (sin t cos t)dt dt

  
                

2 2 22 2 2 2 2 2 2 23 2 3 3 2 3  
  

كنيم. با توجـه  گيري را عوض مياست، ترتيب انتگرال xچون تابع درون انتگرال فقط تابعي از   »1«ـ گزينه 9
  به شكل حدود انتگرال به صورت زير تعيين خواهد شد:

x
y

x u xdx du

x xI dxdy dydx dx dx
x x x (x )

du
I tan u | ( )

u
   

   
   

 
     



     


2

1 1 1 1 1
4 4 4 2 2

12 1 1
2

1 1
1 1 1 1

1
1 12
2 2 4 81

    




 

 
  

  
گونه مسائل كه با انتگرال روي منحني سر و كار داريم ولي در صورت سؤال صحبت از مساحت شده است، مطمئن باشيد طراح محترم در اين »2«ـ گزينه 10

  كند. در اين سؤال داريم:شما را به سمت قضيه گرين راهنمايي مي

D DC D D D
P Q

Q P(xy x sin x)dx (x y x)dy ( ) dA ( xy xy) dA dA A A
x y

 
            

      2 3 3 2 2 2 2 2 2 2 6 3 
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سؤالات رشته ي مكانيك   
  

 1ازاي عدد حقيقي فرض كنيد به ـ  هاي معادلة ، يكي از ريشه( i)z z i     22 2 2 2   حقيقي باشد. مقداركدام است؟ ،  

1 (2
4  2 (2

2   3 (2   4 (2 2   

 2اگر   ـ
x x x

Ax
x

elim ( ) e
x





  


12 2 3


  كدام است؟ A، آنگاه مقدار 

ln)) 2 ) صفر1 ) 2 12 2  3 ((ln )  12 2   4 ((ln ) 1 2 12   

 3فرض كنيد ـn n nf f f (n )   2 1  ،f , f 1 21 2  مقدار .n
n n

f
lim

f




  ، كدام است؟1

1 (5
4  2 (3

2   3 (1 5
2   4 (3   

 4مقدار تقريب خطي ـ/( / ) e3 13 1 1 2  كدام است؟ ،  
1 (/1 3   2 (/1 5   3 (35/1  4 (55/1  

 5فرض كنيد ـu u(x,y)  وv v(x,y)  در دستگاه
ue vx y

cos( u) y sin( v) x

  


   

2 1

2
uازاي به 4    وv 1 uصادق باشند. مقدار 2 ( , )

x



1،  كدام است؟  

1 (4  2 (1
4   3 (

1
4   4 (4   

 6فرض كنيد ـy

x
lntf (x y , x y) dt
t

   
2

2
4
4  مقدار .f (e , )

y



كدام است؟ ،  

1 (
e
8  23  ) صفر (

e
4  4 (( ln )

e


4 1 2   

 7فرض كنيد  ـC  منحني بسته با ضابطةr cos   در مختصات قطبي در جهت مثبت باشد. مقدار
C

(xy dy x ydx) 2 2كدام است؟ ،  

1 (
3
32  2 (

3
) 4  ) صفر3   16 

3
16   

 8فرض كنيد  ـS  يك تور به شكل سطح خارجي استوانةx z 2 2 yو صفحات 4  1 وy  باشد و در رودي قـرار داشـته باشـد كـه ميـدان       1
Fبردارهاي سرعت جريان آب در آن  (x,x,y)

 است. شار عبوري از تور، كدام است؟  
1 (5   2 (6   3 (8   4 (1   
 9مقدار ـ

R
( x sinz)dV  xناحية محصور به داخل كرة  R، كه 33 y z  2 2 2   باشد، كدام است؟مي 4

1 (4   2 (8   3 (16   4 (32   
 10ترين فاصلة نقطةاهكوت ـ( , , )1 1   گوناز سهميz x y 2   ، كدام است؟2

1 (3  2 (3   3 (3
2   4 (3

4   

پاسخنامه رشته ي مكانيك   
        

  داريم: 2هاي معادله درجه رابطه اصلي ريشه با استفاده از  »3«ـ گزينه 1
( i)( i) ( )( i)z
i i

              
  

  

2 2 22 2 2 2 2 2 5 2 2 5 2
2 2 4 1

  
در صورت، فقط در حالتي مقدار اين كسر يك عدد حقيقي خواهد شد كه در صورت كسر ضريبي از مزدوج اين عدد مختلط را  i2با توجه به وجود عدد مختلط
همواره حقيقي است، پس فقط عبارت2داشته باشيم. با توجه به اينكه 22     جزء مختلط عدد مزدوج را بسازد. بدين منظور بايد داشته باشيم:تواند مي 5

k( i) i k( i) i k( i)

k ( )

  



                 

  
            

22 52 2 2

2
2 2 2

2 2 5 2 2 5 2 2 2 5 2 2

2 5 2 2 4 5 2 1 2 2
2 1



 
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حد داده شده ابتدا به فرم  »2«ـ گزينه 2


  كنيم: درون پرانتز مبهم است. براي حل اين حد به صورت زير عمل مي 

x x x
x

x
x x x x x x

HOP

x x

elim ( )
x

e Ln Ln elim lim
x



 




 

 

  

    
  

12 2 3

2 2 3 2 2 2 2 11



 

  

  مبهم است. پس در كل بايد به صورت زير حل شود: 1كنيد، اكنون مشخص شده كه حد در واقع به صورتطور كه ملاحظه ميهمان
x x x x x x

x x

e e xlim ( ) lim ( )x x x x x x x Ax
x

x x x x x x x x xHOP HOP

x x x

elim ( ) e e e
x

e x Ln Ln e (Ln ) (Ln ) e (Ln )A lim lim lim
xx

 

  


  

      



  

  

  
  

         
     

 



  

 
 

1 2 2 3 1 2 2 31 1

2 2 2

2

2 2 3

2 2 3 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 1
2 2 2

  

  
  كنيم:به دست آورده و حد آن را محاسبه ميبا توجه به معادله بازگشتي دنباله، جمله عمومي آن را   »3«ـ گزينه 3

n n
n n n nf f f f c ( ) c ( ) 

  
             2

2 1 1 2
1 5 1 5 1 51

2 2 2
  

nتوجه داشته باشيد كه نيازي به محاسبه ضرايب مجهول اين دنباله نيست؛ زيرا به ازاي  هجمل ـn( )1 5
2

كنـد و فقـط   بـه سـمت صـفر ميـل مـي      

ncعبارت ( )
1

1 5
2

  ماند. حالا داريم: باقي مي 

                   
n

n
n nn n

c ( )flim lim
f

c ( )




 




 


1
11

1

1 5
1 52

21 5
2

  

  

yfابتدا تابع »4«ـ گزينه 4 (x, y) x e 33 x)تقريب مرتبه اول اين تابع را در نقطهكنيم. حالا كافيست را تعريف مي 2 , y ) ( , ) 1    و به ازاي
x /   yو 1 /      محاسبه كنيم:  1

  x yf (x x, y y) f (x , y ) f (x , y ) x f (x , y ) y                 

  

x y
y

x yy y

f ( / , / ) f ( , ) / f ( , ) / f ( , )

x ef , f
x e x e

f ( / , / ) / / / / /

         


 

 


           
 

     

    

2

3 3

1 1 1 1 1 1 1 1

9 2

2 3 2 2 3 2
9 21 1 1 3 2 1 1 1 45 1 1 55

2 3 2 2 3 2

  

  
,x)ابتدا به ازاي  »1«ـ گزينه 5 y) ( , ) 1  مقاديرu  وv كنيم:را محاسبه مي  

  
u u(x,y) ( , )f (x, y,u, v) e vx y ue

g(x, y,u, v) cos( u) sin( v)g(x, y,u, v) cos( u) ysin( v) x v

 


             
           

 


2 1 2 11
2

14 1 2
2

  

  حالا با استفاده از رابطه مشتق جزئي در توابع ضمني داريم:

           
x v

x v
uu v

u v

f f v x(f ,g)
g g x y cos( v)u (x, v)

(f ,g) f fx e x
(u, v) g g sin( u) y cos( v)



  
     

          
  
      

2 1

4 4 8
2 8 4

2 22 4





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   »1«ـ گزينه 6

  (v u) (x y)
(v u) (x y)

x y v Lnt Lnt v u v uf (v, u) dt f (x, y) dt x , y
x y u t t

 

 

   
      

   
2 2
2 2 2 2´wH oÃÃ™U IM

  

    اي گرفت:شود مشتق پارهاند و ميمستقل yو xحال
f Ln (x y) Ln ((x y) )(x, y) (x y)( ) (x y)
y (x y) (x y)

x e f Ln (e ) Ln (e )(e, ) e ( ) e
y y ee e
Ln (e ) Ln (e)

  
       

  

  
      

 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2 1 2

82 1 2

2 2




  

  

     كنيم:  با توجه به بسته بودن منحني، از قضيه گرين استفاده مي  »1«ـ گزينه 7 C D D
P Q

Q P( x y dx xy dy) ( )dA (y x )dA
x y

 
     

    2 2 2 2  

xملبا توجه به شكل قطبي منحني و وجود عا y2 rكنيم. براي دايرهدر انتگرال، از مختصات قطبي استفاده مي 2 cos :داريم ،  

   
r cos

    

   

2 2


  

  پس انتگرال برابر است با:

cos cos cosI (r )rdrd r ] d cos d ( ) d ( cos cos )d

cos( cos )d ( sin sin )

    
 

  
  



 
             

  
        

     



  



2 4 4 2 22 2 2 2 2

2 2 2

22

1 1 1 1 2 1 1 2 2 2
4 4 2 2 8

1 1 4 1 3 1 31 2 2 2 4
8 2 8 2 8 32

  

  
  بسته است، از قضيه ديورژانس استفاده كرده و داريم: Sبا توجه به اينكه سطح   »3«ـ گزينه 8

DS D D
F.nds (divF)dv ( )dv V ( )( )            
    1 4 2 8 

  مساحت قاعده در ارتفاع محاسبه شده است. ضربحاصلتوجه داشته باشيد در پايان مقدار انتگرال برابر حجم داخل استوانه مورد اشاره است كه به صورت 
  

sinو x3زوج بوده و توابع zو  xوجه به اينكه ناحيه درون كره نسبت به متغيرهاي با ت  »4«ـ گزينه 9 z نسبت به اين متغيرها فرد هستند، مقدار اين بخش

RR     ها صفر خواهد بود. پس داريم:از انتگرال R
( x sin z)dV dV V ( )         3 343 3 3 3 2 323  

  

,x)فاصله نقطه مورد نظر از هر نقطه  »3«ـ گزينه 10 y, z) گون مورد اشاره برابر است بااز سهميd (x ) (y ) z    2 2 21 . براي اينكه اين تـابع را  1
  مينيمم سازيم، كافيست تابع درون انتگرال را با روش ساده شده لاگرانژ مينيمم كنيم. يعني داريم:

yx z

x y z

f (x, y, z) (x ) (y ) z , g(x, y, z) x y z
ff f (x ) (y ) z z x y

g g g x y x y z

z( z)( ) ( ) z z z z z x y
z z ( z)

d ( ) ( ) ( )

        

 
             

 

 
             

  

   

2 2 2 2 2

2
2 2 2 3

2

2 2 2

1 1
2 1 2 1 2 1 1 11 1 2

2 2 1 1 2

1 1 2 1 2 1 12 4 4
1 2 1 2 2 21 2

1 1 1 3
2 2 2 2



 
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 1 مقدار ـ

x

cos ( x)lim
x





1 1


  ، در صورت وجود كدام است؟ 

1 (2
  ) حد وجود ندارد.4  2) 3   2) 2   2

 2 هاي حقيقي معادلةتعداد ريشهـx x  2 1 7  كدام است؟  
  4) حداقل 4  3) 3  2) 2  1) 1

 3 كدام مورد براي سريـ
n n n (n ) n



   
1

1
1   ، درست است؟1

2) همگرا به1
  ) واگراست.4  است. 2) همگرا به3  است. 1) همگرا به 2  است. 2

 4 هايادير سريكدام مورد براي مقـnn

n
I ( )




 

1
2 n و 1

n
J ( )




 

1
2  درست است؟ 1

1 (I  وJ 2  اند.موجود و متناهي (J  موجود و متناهي وI نهايت است.بي  
3 (I  موجود و متناهي وJ 4  نهايت است.بي (I  وJ نهايت هستند.بي  
 5 مقدار متوسط تابع ـf (x,y) x اي از قرصبر قطعهx y 2 2 xكه در سمت راست خط 4    قرار دارد، كدام است؟ 1

1 (
 
3 3

2 3
   2 (

 
6 3

2 3
   3 (

 
3 3

4 3 3
   4 (

 
6 3

4 3 3
   

 6 فرض كنيد ـD  هاي محصور به منحنيناحيةy x , y x , xy ,xy   4 2 1      :بوده و داشته باشـيم
D

I f (xy)dxdy A f(u)du  
2
 A. مقـدار  1

  كدام است؟

1 (ln1 24  2 (ln1 22   3 (ln2   4 (ln2 2   

 7 د به صفحات مختصات و صفحةجرم كل چهاروجهي محدوـx y z   1واقع در 1
(x,y,z)اول فضا و تابع چگالي 8

( x y z)
 

   3
16

1
  ؟ ، كدام است

1 (ln 4 2 5  2 (ln 8 2 5   3 (ln 4 2 5   4 (ln 8 2 5   
 8 فرض كنيدـz z(x,y) ،y zu e cosx xe   وx z y lnx xcosy 2 مقدار .u ( , )

x



1  كدام است؟ ،   
1 (sin( ) )sin) 3  ) صفر2  1 )1  4 (e2   
 9 رض كنيد فـC  منحني قطبيr cos 32 ازايبه 

  2 باشد. مقدار  xyواقع در صفحة مختصات  2
C

xdx dz   ، كدام است؟ 2

1) 2  ) صفر1
2   3 (1  4 (2

3   

 10 فــرض كنيــد ـــS ــة اســتوانهآن قســمت ا xyايز روي e  1واقــع در
ــر صــفحة   8 ــائم آن ب ــه yzاول فضــا باشــد كــه تصــوير ق صــورت ب

R { y , z }    1 2 1 است. شار ميدانF x i xy j ln z k  2 3
  

   برSكدام است؟ ،  

1 (ln5 1 2  2 (ln3 2 2   3 (ln 1 2 5   4 (ln 
151 2 4   

   رياضي يسؤالات رشته
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حد داده شده به فرم  »2«ـ گزينه 1


cosمبهم است. ابتدا با تغيير متغير  ( x) t  1   حد داده شده را بازنويسي كرده و داريم: 1

x t t t

cos ( x) t x cos t x cos t

cos ( x) t t tL lim lim lim lim
tx cos t t

   





   

       


    

   

 


1

1

2

1 1 1
1 2 2

1 1
2

  

  
  

xبراي حل اين معادله كافيست آن را به صورت  »1«ـ گزينه 2 x 2 1 7    نوشته و دسـتگاه حاصـل را
  در يك صفحه مختصات رسم كنيم:

  
xتوجه داشته باشيد كه در بازه  1 x2، مقدار تابع1 1 كند؛ به همين خاطر در نمودار اين تابع اينطور به نظر بسيار ناچيز است و به سمت صفر ميل مي

كند و سرعت حركت آن نهايت ميل ميرسد كه در اين بازه تابع يك خط راست است. همچنين بعد از اين بازه از هر دو طرف تابع به سرعت به سمت بيمي
xخطي به مراتب از تابع  xتابع فقط در يك نقطه در بازه 2بيشتر است. بنابراين اين  7   2   كنند.همديگر را قطع مي 1

  
  كنيم:ابتدا دنباله درون سري را به صورت زير بازنويسي مي  »2«ـ گزينه 3

n n n n

n n ( )
n n (n ) n n n ( n n ) n n (n n) n n

   

   

 
   

         
   

1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

  

n  دست آمده تلسكوپي است و براي حاصل آن داريم:است كه سري به واضح
n

S a lim a 


    1 1 1 1  

  
nارز عبارتهاي داده شده، ابتدا همبراي بررسي همگرايي سري  »3«ـ گزينه 4   كنيم:نهايت را محاسبه ميدر بي 2

  
nLnn n ne Ln

n


  

1 1 2 12 2 1 2  
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  پس طبق آزمون مقايسه، اين سري همگراست.
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  دانيم اين يك سري هارمونيك واگراست.مي
  

xتابع در بازه در واقع خواسته سؤال مقدار متوسط  »4«ـ گزينه 5 1 xو 2 y x    2 24   است كه به سادگي داريم: 4
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

اگر فرض كنيم  »3«ـ گزينه 6
u xy

yv
x







uبه ناحيه مستطيل xoyاز صفحه  Dآنگاه   1 vو  2 1 شود. امـا حواسـتان باشـد چـون بـا      تبديل مي 4

  برابـر   2مانـد، لـذا حاصـل انتگـرال را در ربـع اول حسـاب كـرده و آن را        توأمان بدون تغييرات باقي مي vو  uمعادلات  y-به  yو  x-به  xتبديل همزمان 
  كنيم:كنيم. ابتدا ژاكوبين را حساب ميمي

x y
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x xyv v
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  بنابراين داريم:
D

I f (xy)dxdy f (u) dvdu f (u)Ln v | du f (u)(Ln Ln )du Ln f (u)du
v

          
2 4 2 2 24

21 1 1 1 1
12 4 2 2

2
  

  ) را انتخاب خواهيد كرد!2را نداشته و به اشتباه گزينه ( 2اگر به يك به يك نبودن تبديل استفاده شده توجه نداشته باشيد، ضريب  تذكر:
  

  يم:به راحتي با استفاده از مختصات دكارتي دار  »2«ـ گزينه 7
x x y
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با فرض  »1«ـ گزينه 8
y zF(x, y, z,u) e cos x xe u

G(x, y, z,u) x z y ln x x cos y

     


   



2
  و استفاده از روابط مشتق جزئي داريم: 
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z(x,y,z,u) ( , , , cos e )
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       

 

   
      

 




1 1 1

1
1 1 1 1
1 1

1

   

  
رسـد در صـورت سـؤال يـك ايـراد تـايپي وجـود دارد و منظـور         تواند ايراد علمي هم محسوب شود. به نظر مـي سؤال ايراد تايپي دارد كه مي  »1«ـ گزينه 9

طراح
C

xdx dy   بوده است. در اين صورت با توجه به بسته بودن مسير از قضيه گرين استفاده كرده و داريم: 2

C D D
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 
     

      2  

  
xgاست. حالا با فرض yozروي صفحه  R، مستطيل Sابتدا توجه كنيد كه طبق گفته سؤال، تصوير رويه   »3«ـ گزينه 10 : e y   :داريم  
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  و بنابراين داريم:
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  پس داريم:

S D D
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 1ازاي چه تعداد عدد طبيعيبه ـ n  nsin(n، تساوي 35 ) icos(n ) (sin icos )      برقرار است؟ ،  

1 (874  2 (875  3 (1749  4 (175   

 2مقدار  ـ
n

n

(n!)lim
n

1

  كدام است؟ ،

1 (e2   2 (e1   3 (e   4 (e2   

 3مقدار  ـdx
x x

2
31

  ، كدام است؟1

1 (ln( )2 1   2 (ln 8
5   3 (tan ( )

 1 22   4 (tan ( ) ln
 1 2 22   

 4معادلة صفحة مماس بر روية  ـx z xy yz xz    2 1
xكه موازي صفحة  8 y z  2 3   باشد، كدام است؟ 4

1 (x y z  2 3 2   2 (x y z   2 3 3   3 (x y z   2 3 2   4 (x y z  2 3 3   
 5فاصلة مبدأ مختصات از رويةترين كوتاه ـxyz 2   ، كدام است؟2

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 6مقدار  ـ
 y

dxdy
x  

1 1
4
1

1
  ، كدام است؟

1 (
8   2 (

6   3 (
5   4 (

4   

 7نيد فرض ك ـC  مرز مربعA شده و باشد كه در جهت مثلثاتي در نظر گرفتهC
(xy x sin x)dx (x y x)dy    2 3 3 2 2 ، A. مساحت مربع 6

  كدام است؟
1 (4  2 (3  3 (2  4 (1  

  
n(cosداريم nبا توجه به فرمول دموآر براي هر عدد طبيعي   »2«ـ گزينه 1 i sin ) cos n isin n     داريم:  دكي بازنويسي در تساوي داده شدهحالا با ان

                                 n n n n(sin i cos ) i (cos i sin ) i (cos n isin n )        
  داريم: nبه ازاي مقادير مختلف  niحالا با توجه به تفكيك مقدار

n

i cos n sin n ; n k
cos n i sin n ; n k
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i cos n sin n ; n k
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    
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kصورتبه nواضح است به ازاي مقاديري از  4  يك عدد حسابي است، تساوي موردنظر برقرار است؛ در نتيجه داريم: k،كه در آن 1

k k     1 4 1 35 874   
صورتدانيم تعداد اعداد صحيح در يك بازه دو سر بسته بهمي  874 1 875 شود.محاسبه مي  

  

                 ارزي استرلينگ داريم: ه راحتي با استفاده از همبراي محاسبه اين حد ب  »2«ـ گزينه 2
n

n n

n
(n!) elim lim e

n n


 


1

1  

  
  براي حل اين انتگرال ابتدا آن را به صورت زير بازنويسي كرده و داريم:  »2«ـ گزينه 3

dx dx x( )dx [Ln x Ln(x )] [(Ln Ln ) (Ln Ln )]
xx x x(x ) x

( Ln Ln ) Ln Ln

         
  

   

  
2 2 2 2 2

13 2 21 1 1

3

1 1 1 11 2 5 1 22 2 21 1
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  ي مهندسي كامپيوترپاسخنامه رشته

  

  ي مهندسي كامپيوترسؤالات رشته
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ها نيز موازي اي موازي صفحه مورد نظر داده شده است، بردار نرمال آندست آوريم. با توجه به اينكه صفحهل صفحه را بهابتدا بايد بردار نرما  »2«ـ گزينه 4
nخواهد بود. پس ( , , )1 2 3   .از طرفي اين بردار نرمال بر رويه مورد نظر عمود است پس در راستاي بردار گراديان آن در نقطه تماس خواهد بود .  

f                          در نتيجه داريم: (x, y, z) x z xy yz xz       2 1
8

  

yx zff f y z x z z y xf n      
      

 

  1 2
1 2 3 1 2 3

  

x zy z x z x y z x z
y z z y x x y z y z y z

                                      


1
2 2 2 2 3 2 2 2 1 2

3 3 3 2 2 5 3 4 8 5 52
4

  

f (z) z z (z )( z ) ( z ) z (z ) z              21 1 1 5 5 12 2
2 8 2 4 4 2

  

x , y , z ( )
z z ( z z ) ( z z) (z z) z z

x , y , z ( )

                    
   







2 2 2 2 2

1 5 15 9 5 5 1 2 42 2 4 2
1 18 4 8 4 2 2
4 2

  

( ) x y z

( ) x y z

        

      





1 51 2 3 3
2 2

1 32 2 3 1
2 2

 

 ) آمده است.2كنيد يكي از اين صفحات در گزينه (گونه كه ملاحظه ميهمان
  

,x)فاصله مبدأ مختصات از هر نقطه »2«ـ گزينه 5 y, z) رويه مورد اشاره برابر است باd x y z  2 2 . براي اينكه اين تابع را مينيمم سازيم،       2
f  ي داريم:كافي است تابع درون راديكال را با روش ساده شده لاگرانژ مينيمم كنيم. يعن (x, y,z) x y z , g (x, y,z) xyz      2 2 2 2 2  

yx z

x y z

f x z y z x yf f x y z zx y
g g g xyzyz xz x yz yz x z

xyz x ( x)( x ) x x x y , z

d

               
   

               

   



2 2 2 2 2 2

2 2 2 3 2 2

2 2 4 4

2 22 2 2
2 24 2 2

2 2 2 2 2 1 1 2
1 1 2 2

  

  
  »1«ـ گزينه 6

كنيم. با توجه به شكل حدود گيري را عوض مياست، ترتيب انتگرال xچون تابع درون انتگرال فقط تابعي از 
  صورت زير تعيين خواهد شد:انتگرال به

x
y

x u xdx du

x xI dxdy dydx dx dx
x x x (x )

du
I tan u | ( )

u
   

   
   

 
     



     


2

1 1 1 1 1
4 4 4 2 2

12 1 1
2

1 1
1 1 1 1

1
1 12
2 2 4 81

    




 

 
  

  
گونه مسائل كه با انتگرال روي منحني سروكار داريم ولي در صورت سؤال صحبت از مساحت شده است، مطمئن باشيد طراح محتـرم  در اين  »2«ـ گزينه 7

  كند. در اين سؤال داريم:شما را به سمت قضيه گرين راهنمايي مي

D DC D D D
P Q

Q P(xy x sin x)dx (x y x)dy ( ) dA ( xy xy) dA dA A A
x y

 
            

      2 3 3 2 2 2 2 2 2 2 6 3  
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