
  
 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  مباني علوم رياضي

   
  اولفصل 

  »مقدمات منطق رياضي«
مقدمه   

  
جـدا كنـيم،  هـا را از يكـديگركـرده و آن تعيين را استدلال يا بحث يك درستي يا نادرستي توانيممي هاآن كمك به كه هاييقواعد و روش اي ازبه مجموعه

 يخ،در طول تار ياريبس يهامنطق در فرهنگ يهنظر. پردازدمي منطقرياضي و بين است كه به ارتباط  رياضياتاي از شاخه ،منطق رياضي گوييم.مي منطق
 يجبـر يـا يننمـاد رياضـي از طريـقمنطق  ياتعملبسياري براي ارائه اروپا، تلاش  قرن هجده در درتوسعه يافت. و جهان اسلام  يونانهند،  ين،ز جمله چا

رياضـيدان ها د از آنبع .رسدميها آن به كارهايرياضي، هاي پيدايش منطق ريشه انجام شد. بنابراينو لامبرت  يتزن يباز جمله لا يفلسف ياضيدانانتوسط ر
  م برداشتند.گا علم در جهت پيشبرد اينو ديگران  داويد هيلبرت، برتراند راسل، گوتلوب فرگه، جرج بول، دمورگانآگوستوس ، جوزپه پئانوبسياري ازجمله، 
را بـر  رياضـياتكوشيد تـا مي فرگه. به عنوان نمونه، طرح شدم رياضياتدر جديدي بود كه هاي در پي پرسش علمي درباره منطق رياضي پژوهش و بررسي

هـا در شـود. ايـن روشقضايا استفاده مي اثبات منطق براي ها و نتايج به دست آمده درروش . ازقرار دهد هاي مجموعهنظريهو  منطقز ي اصول برآمده اپايه
هـا، گزاره بيناي هاي گزارهابطرها، گزاره و انواع آن تعريف ابتدا به فصل، اين هاي رياضي مانند جبر، هندسه و توپولوژي نيز كاربرد دارد. دربسياري از شاخه

  .كنيممي هاي مختلف اثبات يك گزاره را بيانروش سپس پردازيم واي و سورهاي منطقي ميبيان قضاياي گزاره

گزاره  
  

باشـد. بـه عبـارتي دقيقاً درست يا نادرسـت يد است كه با ي خبرياجمله است. گزاره گزارهرياضي،  و ابزار شروع كار در منطق مفاهيم تريناساسييكي از  
رستي يا نادرسـتي لازم نيست د ما واضح و مشخص نباشد. بنابراين گزاره، براينادرستي تواند هر دو حالت را داشته باشد و حتي ممكن است درستي يا نمي

منظـور از  درسـتي يـا نادرسـتي گـزاره چيسـت؟ منظور ازكافي است. اما  تنها دانستن اين كه گزاره فقط يكي از اين دو حالت را دارد، گزاره را بدانيم، بلكه
 آن گـزاره ارزش ،درسـتي يـا نادرسـتي يـك گـزاره. به است يتعدم مطابقت آن با واقع گزاره، و منظور از نادرستي يتبا واقع گزارهمطابقت ، درستي گزاره

بـه معنـي ،  False حـرف اول كلمـه( «F» بـا را و هر گزاره غلط) معني درست است به،  Trueحرف اول كلمه( «T» بارا  درست يهر گزاره  گوييم.مي
هـا ارزش تـوان بـر روي آنچـرا كـه نمي ،توانند يك گزاره باشـندنمي، امري و پرسشي ،جملات عاطفيلازم به ذكر است كه  .دهيممي نشان) است نادرست

  .ستا معنابينيز ها آن ارزشبررسي   درستي يا نادرستي قرار داد و

 ي انگليسـي كلمـه«ي جملـهاي درست و گزاره »برگزار شد. 1392انتخابات رياست جمهوري ايران در سال « يجمله :1 مثالdog  از چهـار حـرف
، 7ريبيست و ششمين رقـم اعشـا«و  »هجري شمسي، شنبه بود. 1392اولين روز سال « يجمله حال دو اي نادرست است.گزاره »تشكيل شده است.

از  ،از يكـي ، پـسها يا درست هستند يا نادرستها، نياز به محاسباتي دارد، اما اين گزارهتعيين درستي يا نادرستي اين جمله در نظر بگيريد. »صفر است.
  اين دو حالت خارج نيستند. 

99+عدد«ي در جمله يا اول است يا نه، پـس ايـن  1دانيم كه هر عدد كامل بزرگتر از اما مي ،دانيم كه اين عدد اول است يا نهمين» يك عدد اول است. 2
هـا تعيـين شود. اما در برخي از گزارهجمله، يك گزاره است كه داراي ارزش درستي يا نادرستي است (نه هر دو) كه با انجام محاسبات ارزش آن تعيين مي

اي درست يا نادرست است گزاره »قمري كشف كرد.هجري  275امين روز از سال 128زكرياي رازي، الكل را در «ي جملهباشد. ير نميپذها امكانارزش آن
  اما ارزش آن، براي ما معلوم نيست و مشخص كردن ارزش آن، غيرممكن است.
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 :به مثال زير توجه كنيد: .توانند گزاره باشندجملات خبري نميم كه تمام شود اما بايد دقت داشته باشيي خبري استفاده ميدر منطق فقط از جمله توجه  

 اين جملات يـا درسـت  باشندمي خبري و گزاره تجملا» شود.مي خيس زمين ببارد، زمين بر باران اگر«و » عددي اول است 7«هاي جمله :2 مثال)
د گـزاره نـتواننميهستند ولي  خبريجملات » علي و رضا دانشجويان باهوشي هستند.«يا » .شاعر خوبي است شهريار« يولي جملههستند يا نادرست)، 

  و برخي با اين جملات موافق و برخي مخالف باشند. بر حسب سليقه تغيير كندشخص نيست و ممكن است م دقيقاً ها،درستي يا نادرستي آن زيرا ،باشند
  

 آيـا «ي پرسشـي و جملـه» برو و يك روزنامه بگير. لطفاً«ي امري جمله ،!»تو امتحان قبول ميشي... ا ءشاان« ي عاطفيبررسي ارزش جمله :3 مثال
ها را تعيين كرد و همچنين مطرح كردن اين سوال كـه آيـا ايـن جمـلات آنتوان ارزش درستي يا نادرستي نمي زيرا ،تسا معنابي» ؟امروز امتحان داريم

  مفهوم است.درست هستند يا نادرست بي
  

 هاي زير يك گزاره نيست؟يك از عبارتكدام :4 مثال  
  ) سلام!2  ميليارد نفر است. 7) جمعيت جهان، 1
  تنها عدد زوج اول است. 2) 4 عددي گنگ است. 3) 3

 :ي ارزش درست يا نادرسـت هسـتند، در صـورتي كـه چرا كه اين عبارات جملات خبري بوده و دارا ،هاي ديگر گزاره هستندگزينه»  2«گزينه   پاسخ
  پس گزاره نيست. ،جمله خبري نيست 2گزينه 

انواع گزاره  
  
  كنيم: مي زير تقسيم دو دسته به ها رادر منطق رياضي، گزاره

، چونهمكوچك انگليسي با حروف معمولاً اين نوع گزاره را  هاي كوچكتر تجزيه كنيم.را به گزارهاي است كه نتوانيم آن ي ساده، گزارهگزاره :ساده يگزاره
..., r , q , p دهيممينشان.  

 باشد.اي ساده ميگزاره »يك عدد گويا است. 2«ي گزاره :5 مثال  
  

نگليسـي معمـولاً بـا حـروف بـزرگ ارا  هـاگزارهايـن  .تشـكيل شـده باشـدسـاده  يچنـد گـزاره يـا دو از كـه است ايگزاره مركب، گزاره :مركب يگزاره
R,...چون ,Q,P دهيم. نمايش مي  

 عـددي  7«و  »عددي زوج اسـت. 4«ي ساده است كه از دو گزاره مركب ييك گزاره »عددي اول است. 7عددي زوج است و  4«ي گزاره :6 مثال
  .است شده ساخته» اول است.

 رابـطچنانچه از اصطلاح رابط مشخص اسـت،  .گيردمي صورت ايههاي منطقي يا گزاررابط از استفاده با هاي مركبساده و تشكيل گزاره هايگزاره تركيب
   عبارتند از: ،اي كه در ادامه هريك را توضيح خواهيم دادهاي گزارهكند. مهمترين رابطبين دو گزاره ارتباط ايجاد مي، ايگزاره يامنطقي 

  » فاصل«يا  »يا«  .3  » عاطف«يا  »و«  .2 » نقيض «  .1
  » اگر ... آنگاه ...«  .6  » فاصل ضمني«  .5 »ياي مانع جمع «  .4
     » ... اگر و تنها اگر...«  .7

گزاره نما  
  

نادرسـت  ارزش ديگـر، بعضي به ازاي و درست ارزش مقادير متغير، بعضي ازاي به كنيم. اين جملات،استفاده مياي است كه در آن از متغير جملهنما، گزاره
شود و همان طور كه گفته شد، اين گزاره، ممكن است درست باشد يـا نادرسـت. نما به گزاره تبديل ميشود، گزارهقدار متغير مشخص ميزماني كه مدارند. 

  است. pداراي خاصيت  xي آن است كه دهندهدهيم و اين نماد نشاننمايش مي p(x)نما را بامعمولاً گزاره

 عدد حقيقي «يبه جمله :7 مثالx دقت كنيد. در اين جمله، خاصيت مورد بررسي براي  »است. ، عددي زوجx زوج بودن اسـت. ايـن جملـه يـك ،
سازيم كه اين گزاره كنيم، يك گزاره ميرا جايگذاري  20عدد  xمجهول است، نه درست است و نه نادرست. وقتي به جاي  xرسد اما چون گزاره به نظر مي

اي نادرست است. گزاره »است. عددي زوج 17 «يرا جايگذاري كنيم، گزاره 17 عدد xاست و وقتي به جاي  اي درستگزاره »است. عددي زوج 20 «يعني،
  شود.نما مشخص نميبنابراين تا زماني كه متغير موجود در گزاره مقدار نگيرد، درستي و نادرستي گزاره
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  كنيــد كــه فــرض  :10قضــيهf : A B→ و يــك تــابعi i I{A باشــد بــه طــوري كــه   Aي هاي مجموعــهي از زيرمجموعــهاخــانواده ∋{
i i

i I i I
f ( A ) f (A )

∈ ∈
=   آنگاه تابعf ه يك است.يك ب  

fرا به طوري كـه Aيعني fي تابع دو عضو دلخواه از دامنه x2وx1اثبات: (x ) f (x )=1 fگيـريم. چـون در نظـر مي 2 (x ) f (x )=1 اسـت، پـس خـواهيم  2
f}داشت (x )} {f (x )}=1 fنتيجه  در ،2 ({x }) f ({x })=1 f، بنابراين2 ({x }) f ({x }) ≠ ∅1 2 تـوان نوشـت . اكنـون بـا توجـه بـه فـرض قضـيه مي

f ({x } {x }) ≠ ∅1 2 كنيم. حال ادعا مي{x } {x } ≠ ∅1 2زيرا در غيـر ايـن صـورت اگـر .{x } {x } = ∅1 2آنگـاه ،f ({x } {x }) = ∅1 2  كـه
fبا ({x } {x }) ≠ ∅1 2 در تناقض است. پس{x } {x } ≠ ∅1 2 در نتيجه ،{x } {x }=1 xداشتو از آن خواهيم  2 x=1   يك به يك است. fيعني تابع  ،2
  . تابع پوشا (سورژكسيون)2

fفرض كنيد :2تعريف  : A B→  يك تابع باشد، آنگاه تابعf  هرگاه براي هر  ،گوييم پوشارا تابعy  درB حداقل يك ،x  درA  موجود باشد به طـوري
fكه (x) y= به عبارت ديگر، برد تابع .f ي برابر با مجموعهB .باشد  

fگيريم. بايـد ثابـت كنـيم كـه عبـارت را در نظر مي Bي تابع يعني از هم دامنه yپوشا است، عضو دلخواه  fكه تابع  پس براي اثبات اين (x) y=  بـراي
  جواب دارد. xحداقل يك 
  نشان دهيد   :81مثال

x [x]
f :

→
→  .تابعي پوشا است  

 :اگر   پاسخy∈ آنگاه عدد ،x ∈  موجود است به طوري كهy x y≤ ≤ f، بنابراين 1+ (x) [x] y= =.  

  
  دو تابع: 19مثال f :

f (x) | x |

+→
=

gو  :
g(x) | x |

→
=
  .كدام يك از آنها پوشا است؟ را در نظر بگيريد   

 :تابع  پاسخf زيرا اگر ،ع پوشاست، يك تابy +∈ دلخواه در نظر بگيريم، عبارت| x | y= داراي جوابx y= وx y= عليـرغم  gاست. ولي تابع  −
وجود ندارد كه به  يعني gي از اعداد حقيقي، عضوي در دامنه -1ثال، براي عضو يكسان است، پوشا نيست. زيرا به عنوان م fي آن با تابع اين كه ضابطه

g(x)آن تصوير شده باشد يا عبارت  | x |= = ي تابع بـه جواب ندارد. بنابراين، همانطور كه در اين مثال مشاهده كرديد، پوشا بودن توابع علاوه بر ضابطه 1−
   ارد.ي تابع نيز بستگي ددامنههم

  
fنمودار ون تابع : A B→ي هرگاه به هر عضو از مجموعه ،دهنده يك تابع پوشا است، نشانB  حداقل يك فلـش وارد

fتوابع  ، در نمودار ون داده شده،شده باشد. براي مثال : A B→  تابعي پوشا است. چون به هر عضـوB  يـك فلـش
  وارد شده است.

 
  

gاما تابع  : A B→  تابعي پوشا نيست چون به عضوB∈5 .هيچ فلشي وارد نشده است  
  
  
  
  

  

yهر خطهرگاه  دهنده يك تابع پوشا است،رتي نشاني مختصات دكادر صفحه  fنمودار تابع a= ) كهa  متعلـق بـهB 
را حداقل در يك نقطه قطع كند و در غير اين صورت تابع پوشا نيست. با  fنمودار  ،ي مختصات دكارتيدر صفحهاست) 

g(x)توجه به اين نكته، تابع x= yپوشا نيست. زيرا خط، يبا هم دامنه 2 = اي قطع نمودار تابع را در هيچ نقطه 1−
g(x)كند. اما تابعنمي x=   پوشاست.، +يبا هم دامنه 2
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 كدام يك از توابع زير پوشا است؟ :20 مثال  
1(  f :[ , ] [ , ]

f (x) sin x
π → −
=

11 2(  f :[ , ] [ , ]
f (x) cos x

π → −
=

1 1 3(  f :
f (x) x

→
= 2

  4( هيچ كدام  

 :زيرا ،) پوشا نيست1گزينه (»  2«گزينه  پاسخ  
x sin x Imf [ , ] [ , ]≤ ≤ π ≤ ≤  = ≠ −1 1 11    

x   زيرا:  ،) پوشا است2گزينه ( cos x Imf [ , ] [ , ]≤ ≤ π − ≤ ≤  = − = −1 1 11 11  
  

x    زيرا:  ،) پوشا نيست3گزينه ( Imf +≥  = ≠2   .  
  

     فرض كنيد: 11قضيهf : A B→ باشد يك تابع،X A⊆ وY B⊆:در اين صورت .  
fيك به يك است اگر و فقط اگر fالف)  (f (X)) X− =1

 
fر پوشا است اگر و فقط اگ f،  ب) (f (Y)) Y− =1 .  

fآنگـاه  ،تـابع يـك بـه يـك باشـد fكنيم اگـر  ابتـدا ثابـت مـي اثبات الف: (f (X)) X− =1 .f (f (X))−α∈ گيـريم و ثابـت دلخـواه در نظـر مي ار 1
f. اگر∋Xαكنيممي (f (X))−α∈ fي مجموعـه واروني ابر تعريف نگـاره، بن1 (X) ،f ( ) f (X)α ، Xي ي مسـتقيم مجموعـهو از تعريـف نگـاره ∋

x X∈ اي وجود دارد كهf (x) f ( )= αاز .f (x) f ( )= α  و يك به يك بودن تابعf  خواهيم داشتx = α كه با توجـه بـه ايـن كـهx X∈ نتيجـه
f . بنابراين از∋Xαشودمي (f (X))−α∈ fيعني  ∋Xαنتيجه شد كه  1 (f (X)) X− X. از طرفي قبلاً نشان داديم كه1⊇ f (f (X))−⊆ . حال 1

fاز رابطه اخير و  (f (X)) X− ⊆1
fداريم  (f (X)) X− =1.  

X،f ي دلخواهكنيم براي هر مجموعهاكنون فرض مي (f (X)) X− يك به يك است. fكنيم تابع و ثابت مي1=
 

x1وx2 ي تـابع دو عضو دلخواه از دامنهf 
fرا به طوري كه Aيعني (x ) f (x )=1 Xدهيمقرار مـي گيريم ودر نظر مي 2 {x }= x. در ايـن صـورت1 X∈1ي مسـتقيم . پـس طبـق تعريـف نگـاره

X،f (x ) f (X)∈1 و ازf (x ) f (x )=1 fاريمد 2 (x ) f (X)∈2واروني . حال با توجه بـه تعريـف نگـارهf (X)،x f (f (X))−∈ 1
و از فـرض قضـيه  2

f (f (X)) X− =1
xخواهيم داشت  X∈2  و چونX {x }= xشودنتيجه مي 1 x=2   يك به يك است.  fشود تابع و ثابت مي1

fآنگاه  ،پوشا باشد fكنيم اگر تابع يابتدا ثابت م اثبات ب: (f (Y)) Y− =1.Yα∈ كنيمگيـريم و ثابـت مـيرا دلخـواه در نظـر ميf (f (Y))−α∈ 1 .
xپس ،پوشا است f. چون ∋Yαكنيمفرض مي A∈اي موجود است به طوري كهf (x) = αاز .f (x) = α

 
fشودنتيجه مي ∋Yαو (x) Y∈ و از

Y ،x واروني تعريف نگاره f (Y)−∈ fاخير و . از رابطه1 (x) = α
 

fي مسـتقيم مجموعـه و تعريف نگـاره (Y)−1  داريـمf (x) f (f (Y))−α = ∈ 1 
fيعنــي  (f (Y))−α∈ Yشــودبنــابراين ثابــت مي .1 f (f (Y))−⊆ f. از طرفــي قــبلاً نشــان داديــم كــه1 (f (Y)) Y− . از رابطــه اخيــر 1⊇

Yو f (f (Y))−⊆ fگيريمنتيجه مي 1 (f (Y)) Y− =1.  
Yي دلخواهكنيم براي هر مجموعهاكنون فرض مي B⊆،f (f (Y)) Y− =1

 
در نظر  دلخواهرا ∋Bαپوشا است. براي اين منظور، fكنيم تابع و ثابت مي

xكنيمگيـــريم و ثابـــت مـــيمي A∈موجـــود اســـت بـــه طـــوري كـــه ايf (x) = αكـــه ي. از آنجـــايBα∈پـــس{ } Bα و طبـــق فـــرض ⊇
fداريم (f ({ })) { }− α = α1 و چون { }α∈ αپس ،{ }α ≠ f. بنابراين∅ (f ({ }))− α ≠ fكنيم. ادعا مي1∅ ({ })− α ≠ در غير اين صورت  ، زيرا1∅
fاگر ({ })− α = f، آنگاه 1∅ (f ({ })) f ( )− α = ∅ = fكه تناقضي آشكار با  1∅ (f ({ }))− α ≠ fاست. حال چـون 1∅ ({ })− α ≠ اي βپـس  1∅

ــه ــود دارد ك fوج ({ })−β∈ α1 ــاره ــف نگ ــف تعري ــه واروني و از تعري }مجموع }α ،f ( ) { }β ∈ α ــه مي ــه نتيج ــودك fش ( )β = α ــراي ــس ب . پ
Bα∈،xهر A∈اي موجود است به طوري كهf (x) = α يعني ،f .پوشا است  
  فرض كنيد :12قضيهf : A B→ صورت:در اين ،يك تابع باشد  f  يهـر مجموعـهتابعي پوشا است اگر و فقـط  اگـر بـرايY B⊆ ،اگـرY ≠ ∅ 
fآنگاه (Y)− ≠ ∅1 .  

∋f،Bβبراي اثبات پوشا بودن تابع  اثبات:
 
xدهيمگيريم و نشان مـيا دلخواه در نظر مير A∈اي موجـود اسـت بـه طـوري كـهf (x) = β از آنجـا .

∋Bβكه
 

}، پس } Bβ }و واضح است كه ⊇ }β ≠ f، پس از فرض خواهيم داشت∅ ({ })− β ≠ fو از ناتهي بودن  1∅ ({ })− β1هـر  واروني نگـاره و
f، xمجموعه تحت تابع  A∈ اي وجود دارد كهx f ({ })−∈ β1مجموعه واروني . اكنون با توجه به تعريف نگاره{ }β ،f (x) { }∈ β كـه از ايـن رابطـه

f داريم (x) = βپس براي هر .Bβ∈،x A∈اي موجود است به طوري كهf (x) = β،  يعنيf .پوشا است  
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fكنيمباشـد و ثابـت مـي Bاي دلخـواه از زيرمجموعـهYكنيمبراي اثبات عكـس قضـيه، فـرض مـي (Y)− ≠ Yن . چـو1∅ ≠ اي وجـود دارد βپـس∅
Y. از طرفي چون∋Yβكه B⊆داريمBβ∈

 
f ،xو از پوششي بودن تابع A∈اي وجود دارد كهf (x) = βو چـونYβ∈

 
خـواهيم داشـت  اسـت،

f (x) Y∈
 

xشودنتيجه مي Yي مجموعه واروني و از تعريف نگاره f (Y)−∈ 1
fدهد، كه اين عبارت نشان مي  (Y)− ≠ ∅1.  

  . تابع دو سويي (بيژكسيون يا تناظر يك به يك)3
  گوييم. نام ديگر اين تابع، تناظر يك به يك است.مي دوسويي، كه هم يك به يك و هم پوشاست، تابع fبه تابع 

fبراي مثال تابع هماني  (x) x= .تابعي يك به يك است 

  تابعيك به يك و پوشا بودن  :12مثال
f :

f (x) x

→

= 3
 

 
 

  را بررسي كنيد.

 :اثبات يك به يك بودن تابع  پاسخf كنيم فرض ميx1 وx2 ي تابع دو عضو دلخواه از دامنهf يعنيباشند به طـوري كـهf (x ) f (x )=1 . پـس 2

x x=3 3
1 xشودكه نتيجه مي 2 x=1   يك به يك است.  f. پس 2

f  ،yاثبات پوشا بودن تابع  ∈ را دلخواه در نظر بگيريم. عبارت x y3 xداراي جواب = y3=  است. پسf  .پوشاست  

تركيب توابع  
  
به خروجي منحصر بـه  ،هايش را با تغييراتييم به عنوان دستگاهي در نظر بگيريم كه وروديتوانصل بيان كرديم، تابع را ميي اين فهمان طور كه در مقدمه

وارد  fبه دستگاه اول يعني تـابع  x توانيم نمايش دهيم. وروديمي ،تابع را با تركيب دو دستگاه. حال به شكل زير توجه كنيد. تركيب دو كندميفرد تبديل 
است و خروجـي ايـن  gبه عنوان ورودي دستگاه دوم يعني تابع  fتابع  بينيد، خروجيشود و همان طور كه ميايجاد مي f(x)=yشده و خروجي به صورت 

g(fدستگاه به صورت  (x)) اولاً ورودي ،در اين تابع ،براينناب .شودتوليد ميx  ي تابع بايد در دامنهf  صدق كند، ثانياً خروجي به دست آمده توسط تابعf 
   .صدق كند gبايد در دامنه تابع 

  
  

  توانيم تعريف زير را براي تركيب دو تابع بيان كنيم:حال مي
fدو تابع  : A B→  وg : B C→ به صورت  را در نظر بگيريد. تركيب دو تابعgof : A C→  است كه براي هرx A∈،(gof )(x) g(f (x))= ايـن .

fرا به كند و آنعمل مي xبر  fعبارت به اين معني است كه ابتدا تابع  (x) سپس تابع  ،كندتصوير ميg برf (x) را بهعمل كرده و آنg(f (x)) كند. تصوير مي
gofرا به صورت  gو fتركيب دو تابع  {(x ,z) A C | y B;((x , y) f (y,z) g)}= ∈ × ∃ ∈ ∈ ∧ دهيم زير نشان مي يدر قضيه تعريف كرد. توان نيز مي ∋
hتوان هر چند تابع را با هم تركيب نمود. به عنوان مثال، اگـر تـابعيك تابع است. به همين شكل مي gofموجود باشد، gofكهكه در صورتي : C D→ را در

ho(gofخواهيم داشت ،نظر بگيريم ) : A D→ صورت كه بهx A,ho(gof ) ho[g(f (x))] h(g(f (x)))∀ ∈ =   شود. تعريف مي=

  فرض كنيد :13قضيهf : A B→ وg : B C→  تابع باشند. اگرgof : A C→ موجود باشد، آنگاهgof .يك تابع است  

  بايد نشان دهيم: gofبراي اثبات تابع بودن  ثبات:ا
x)2است  Aبرابر با  gofي ) دامنه1 A, z,z C[(x ,z) gof (x ,z ) gof ) z z ]′ ′ ′∀ ∈ ∀ ∈ ∈ ∧ ∈  =.  

ــف ــه تعري ــا توجــه ب ــهgofب ــه gofي، دامن ــا دامن ــر ب ــد اســت. حــال Aعنــي ي fي براب ــيمنشــان  باي ــر ده ــراي ه xب A∈ و هــرz,z C′∈ ــر ، اگ
(x ,z) gof (x ,z ) gof′∈ ∧ z، آنگاه∋ z′=از تعريف .gof توان نوشت:  مي  

( ) (x ,z) gof y B ((x , y) f (y,z) g)∈  ∃ ∈ ∈ ∧ ∈1  

( ) (x ,z ) gof y B((x , y ) f (y ,z ) g)′ ′ ′ ′ ′∈  ∃ ∈ ∈ ∧ ∈2  
ــودن  ــابع ب ــه ت ــه ب ــا توج ,x)، ازfب y) f∈ و(x, y ) f′ ــه مي ∋ ــودنتيج yش y′= از  و(y,z) g∈،(y ,z ) g′ ′ yو∋ y′= ــ (y,z)م داري g∈  و

(y,z ) g′ zگيريمنتيجه مي  gكه از تابع بودن ∋ z′= .  

   f(x)تابع 
 x ورودي 

 f(x)=y   
 خروجي g(y)تابع  y ورودي خروجي

g(y)=g(f(x))=z 
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 :برد تابع تركيب دو تابع لزوماً وجود ندارد اگر  توجهfاي از دامنه تابع ، زير مجموعهg ،تركيب دو تابع  آنگاه باشدf  وg يعنيgof .وجود دارد   
  دهند.دو تابع و سه تابع را نمايش مي هاي زير، تركيبتوان با نمودار نمايش داد. نمودارتركيب توابع را مي

  
  
 

 

 
  

  دو تابع :22مثالf :

f (x) x

→

= 3
   وg :

g(x) x
→

= +5 1
  داريم:را در نظر بگيريد ،  

(gof )(x) g(f (x)) g(x ) x= = = +3 35 1  
(fog)(x) f (g(x)) f ( x ) ( x )= = + = + 35 1 5 1 

gofدهد كهاين مثال نشان مي fog≠، داراي خاصيت  ،دهد كه تركيب توابعي زير نشان ميقضيه جايي ندارد.لزوماً خاصيت جابه ،بنابراين، تركيب توابع
  پذيري است.شركت

  
  فرض كنيد :14قضيهf : A B→ ،g : B C→ وh : C D→تابع باشند، آنگاهho(gof ) (hog)of=.  

  را نشان دهيم بايد ثابت كنيم:of(hog)و hogofبراي اين كه تساوي دو تابع اثبات:
  ي اين دو تابع با هم برابرند. . دامنه1
  ي تعريف، مقدار اين دو تابع با هم برابر است.. به ازاي هر عضو از دامنه2
ــما ــع داري ــب تواب ــف تركي Dom(ho(gofز تعري )) Dom(f Dom((hog)ofو=( ) Dom(f ــابراين=( ــه ، بن ــد دامن ــر برابرن ــورد نظ ــع م ي تواب

Dom((hog)ofيعني ) Dom(ho(gof   ) برقرار است.1(، پس =((
xدهيم كه براي هر) نشان مي2براي اثبات ( A∈،[(hog)of ](x) [ho(gof )](x)=.  

[(hog)of ](x) ((hog)(f (x)) h(g(f (x)))
x A,[(hog)of ](x) [ho(gof )](x).

[(ho(gof )](x) [h(gof )(x)] h(g(f (x)))
= =

 ∀ ∈ =
= =

    كنيد فرض :15قضيهf : A B→ صورت:تابع باشد. در اين يك  
gالف) اگر تابع : B A→ كه به طوري وجود داشته باشدAgof I= )AI  تابع هماني است)، آنگاهf تابعي يك به يك است.  
hب) اگر تابع : B A→ كه به طوري وجود داشته باشدBfoh I= آنگاه ،f .پوشا است  
gپ) اگرتوابع : B A→ وh : B A→ وجود داشته باشد كهAgof I= وBfoh I= آنگاه ،f .دوسويي است  
gكنيم تابعفرض مي اثبات الف: : B A→ كهAgof I= وجود دارد وx1وx2ي تابع را دو عضو دلخواه از دامنهf يعنيA گيريم به طـوري در نظر مي

fكه  (x ) f (x )=1 xكنيمثابت مي و 2 x=1 2   .  
( ) ( ) ( )( ) ( )x gof (x ) g(f (x )) g(f (x )) gof (x ) x x x =3 4 51 2

1 1 1 2 2 2 1 2  
x) طبق فرض1 A,gof (x) x∀ ∈ f)3ابع، وعريف تركيب ت) ت2، = (x ) f (x )=1 x) طبق فرض5ابع و و) تعريف تركيب ت4،  2 A,gof (x) x∀ ∈ =  

hكنيم تابعفرض مي اثبات ب: : B A→ كهBfoh I=  بـودن تـابع  پوشـاوجـود دارد و بـراي اثبـاتf،Bβ∈
 

گيـريم و نشـان دلخـواه در نظـر ميرا 
xدهيممي A∈اي موجود است به طوري كهf (x) = βچون .Bβ∈سپDomhβ∈ي . از تعريف دامنهh، x A∈اي وجود دارد كهh( ) xβ =.  

( ) ( ) ( ) ( )
Bf (x) f (h( )) foh( ) I ( ) f (x)β β β β  = β1 2 3 4  

)h) طبق1 ) xβ Bx،) طبق فرض3ابع، و) تعريف تركيب ت2، = A,foh(x) I (x)∀ ∈   ) تعريف تابع هماني.4و  =
  با توجه به اثبات قسمت الف و ب بديهي است. اثبات پ:

  فرض كنيد :16قضيهf : A B→ وg : B C→ توابعي پوشا باشند. آنگاه تابعgof .نيز پوشا است  

gof
A C

B

f g
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  تعريف تركيب توابع  kو hطبق تعريف تابع 

∋Cβاست. پس براي اثبات پوشا بودن اين تابع، Cبه  Aتابعي از  gofتابع ،gو   fبا توجه به تعريف توابع اثبات:
 

و نشـان گيـريم را دلخواه در نظـر مي
xدهيممي A∈اي موجـود اسـت بـه طـوري كـهgof (x) = βچـون .Cβ∈

 
وجـود دارد  Bيعنـي  gي اي در دامنـهyتـابعي پوشـا اسـت پـس  gو 

ـــه g(y)ك = βـــون ـــي چ y. از طرف B∈
 

ـــس  fو  ـــت پ ـــهxپوشاس ـــي  fي اي در دامن ـــه Aيعن ـــود دارد ك fوج (x) y= ـــواهيم ـــابراين خ . بن

داشت
y f (x)

g(y) g(f (x)) gof (x)
=

β = xيعني ،= A∈ موجود است به طوري كهايgof (x) = βپس .gof .پوشاست   

  فرض كنيد :17قضيهf : A B→ وg : B C→ ،توابعي يك به يك باشند. آنگاه تابعgof .نيز يك به يك است  
gofبـه طـوري كـهگيريم را در نظر مي Aيعني gofي تابععضو دلخواه از دامنه دو x2وx1اثبات: (x ) gof (x )=1 xكنيمو ثابـت مـي 2 x=1 . از 2

gof (x ) gof (x )=1 g(fو تعريف تركيب توابع داريم 2 (x )) g(f (x ))=1 fخـواهيم داشـت ،يك به يك اسـت gو از اين كه تابع  2 (x ) f (x )=1 . از 2
xحكم يعني  fا توجه به يك به يك بودن اين رابطه و ب x=1   شود.ثابت مي 2

 :تركيب توابع دوسويي، تابع دو سويي است. پس از آنجا كه تركيب توابع يك به يك، تابع يك به يك و تركيب توابع پوشا، نيز پوشاست،  نتيجه  

  فرض كنيد :18قضيهf : A B→ وg : B C→ .تابع باشند  
  يك به يك است. fيك به يك باشد آنگاه تابع  gofالف) اگر تابع
  پوشا است. gپوشا باشد آنگاه تابع  gofب) اگر تابع
fگيـريم بـه طـوري كـهيدر نظـر م Aيعنـي fي تـابع از دامنـهرا  x2وx1دو عضـو دلخـواه اثبات الف: (x ) f (x )=1 xكنيمو ثابـت مـي 2 x=1 . از 2

f (x ) f (x )=1 g(fداريم 2 (x )) g(f (x ))=1 gofتوان نوشتو از اين رابطه و تركيب توابع مي 2 (x ) gof (x )=1  ،يك بـه يـك اسـت gofو چون  2
xشودنتيجه مي x=1 2.  

∋g،Cβبراي اثبات پوششي بودن تابع اثبات ب: 
 

yدهيمگيريم و نشان ميرا دلخواه در نظر مي B∈اي موجود است به طوري كـهg(y) = β.  چـون
β،xاز جمله  Cي يعني مجموعه gofپوشا است، پس براي هر عضو از برد gofتابع A∈ اي موجود است به طوري كهgof (x) = β از اين رابطـه و .

g(fتركيب توابع داريم (x)) = βدهيم. قرار ميf (x) y= كهy B∈ پسg(y) = β گيريم تابع و نتيجه ميg .پوشا است  
  هرگاه :19قضيهf : A B→  تابع باشد. آنگاه تابعf  يك به يك است اگر و فقط اگرC, h,k : C A[(foh fok) h k]∀ ∀ → =  =.  

fohداشـته باشـيم Aبه  Cاز   kو hر تابع و ه Cي تابعي يك به يك است و براي هر مجموعه fكنيم فرض مي اثبات: fok= صـورت تسـاوي دو در اين
zكافي است ثابت كنيم براي هر عضو از  ،باهم برابر است   kو hي كنيم. چون دامنهرا ثابت مي kو  hتابع  C∈،h(z) k(z)=چون .z C∈ يعنـيz، 

foh(z) پس ،است fohو fokي توابععضو دامنه fok(z)= توان نوشتو از تعريف تركيب توابع ميf (h(z)) f (k(z))=  بـودن كه از يك بـه يـك
h(z)داريم  fتابع  k(z)= و چونz مگيرينتيجه مي ،دلخواه بودh k= .  

بـه طـوري  گيـريمدر نظـر مي را Aيعنـي fي تـابع دو عضو دلخواه از دامنهx2وx1به يك است، پس  تابعي يك fكنيم براي اثبات عكس قضيه، ثابت مي
fكه (x ) f (x )=1 xكنيمو ثابت مي 2 x=1 Cدهيمبرقرار است، قرار مي  kو hو توابع دلخواه  Cي براي هر مجموعه ،. چون فرض قضيه2 {z}=  و تـابع
h  وk  ازC  بهA را به صورتh : C A

h(z) x
→
= 1

kو   : C A
k(z) x

→
= 2

fohكنيم. از طرفي تعريف مي  fok= :زيرا  

f (x ) f (x ) f (h(z)) f (k(z)) foh(z) fok(z)= = =1 2  
fohپس چون طبق فرض از تساوي fok= عبارتh k= شود، بنابراين به ازاي هر عضو دامنه كه تنها داراي نتيجه ميz است داريـمh(z) k(z)= و از

xشودتيجه مين kو  hتعريف تابع  x=1    يك به يك است. fشود و ثابت مي 2

   هرگاه :20قضيهf : A B→  تابع باشد. آنگاه تابعf  پوشا است اگر و فقط اگرD, h,k :B D[(hof kof ) h k]∀ ∀ → =  =.  
hofمداشـته باشـي Dبه  Bاز  kو hو هر تابع  Dيتابعي پوشا است و براي هر مجموعه fكنيم فرض مي اثبات: kof= تسـاوي دو تـابع .h  وk  را ثابـت

yكافي است ثابت كنيم براي هر عضو از دامنه يعني ،باهم برابر است   kو hي كنيم. چون دامنهمي B∈،h(y) k(y)=چون .y B∈  از پوشا بودن تابع
f ،x A∈اي وجود دارد كهf (x) y=لذا خواهيم داشت .h(y) h(f (x))= وk(y) k(f (x))= تـوان يي اخير و تعريف تركيب توابـع مكه از رابطه

h(y)نوشـــت (hof )(x)= وk(y) (kof )(x)=و چـــون طبـــق فـــرض توابـــع .hof وkof پـــس  ،بـــراي هـــر عضـــو دامنـــه برابرنـــد
h(y)داريم (hof )(x) (kof )(x) k(y)= = = .  
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ترتيب اعداد اصلي   
  

از تعـداد اعضـاي كمتر  A ر و فقط اگر تعداد اعضاي مجموعهاست اگ Bتر از عدد اصلي كوچك Aرا در نظر بگيريد. عدد اصلي  Bو  Aمتناهي  دو مجموعه
عـدد اصـلي  اسـت، بنـابراين با توجه به اين كه عدد اصلي متناهي، يك عدد صحيح نامنفي (همان تعـداد اعضـاي مجموعـه) ،باشد. به عبارت ديگر B مجموعه
   ان با هم مقايسه كرد، يعني:توهاي متناهي را با توجه به ترتيب ذاتي اعداد طبيعي ميمجموعه

k k< < < < < < + <1 2 3 1    
) ذكر شد كه دو عدد اصلي چه زماني با هم برابر و چه زماني برابـر نيسـتند ولـي 4ي (توان ترتيبي براي اعداد اصلي نامتناهي لحاظ كرد. در قاعدهاما آيا مي

ست. براي مرتب كـردن اعـداد اصـلي نامتنـاهي از تعريـف زيـر توان گفت كه كدام عدد اصلي كوچكتر از ديگري انمي ،زماني كه دو عدد اصلي برابر نباشند
  كنيم.استفاده مي

 تـوان باشـدهم Bي از بـا يـك زيرمجموعـه Aي ي دلخـواه (متنـاهي يـا نامتنـاهي) باشـند. اگـر مجموعـهدو مجموعـه Bو  Aفرض كنيد  :1تعريف  
cardAاست و به صورت cardBكوچكتر يا مساويcardAگوييممي cardB≤ ي تي كه مجموعهدهيم و در صورنمايش ميA  ي زيرمجموعـهبا يكB 
cardAتوان باشد ولي هم cardB≠آنگاه گوييم ،cardAكوچكتر ازcardB است و به صورتcardA<cardB دهيم.نمايش مي  

    فرض كنيد : 2قضيهA  وB صورت، در ايني دلخواه باشنددو مجموعهcardA cardB≤ اگر و فقط اگر تابعي يك به يك ازA  بهB باشد. وجود داشته  
cardAكنيمفرض مي اثبات: cardB≤ ي كه بنابر تعريف فوق، مجموعهA از  با يـك زيرمجموعـهB ماننـدB′تـابع دوسـويي  ، بنـابرايناسـتتـوان هم
fمانند : A B′→ وجود دارد. حال تابعg : A B→ يرا با ضابطهa A, g(a) f (a)∀ ∈  fكنيم كه با توجه به يـك بـه يـك بـودن تـابع تعريف مي =

  يك تابع يك به يك است.   gواضح است
fتابعي يك به يك مانند كنيمضيه، فرض ميبراي اثبات عكس ق : A B→ وجود داشته باشد، بنـابراين A اي از بـا زيرمجموعـهB تـوان اسـت كـه از هم

cardAشودتعريف فوق نتيجه مي cardB≤.  

 :ي دو مجموعه نتيجهA  وB را به طوري كهA B⊆ در نظر بگيريد. در اين صورتcardA cardB≤.  
Aچون همواره  A≅ي عه، بنابراين مجموA ي از با يك زيرمجموعهB توان است، يعني همcardA cardB≤.  

  نشان دهيد : 5مثالℵ < ℵ1.   

 :اعــداد طبيعــي مجموعــه  پاســخ و اعــداد حقيقــي دانيم كــهرا در نظــر بگيريــد. مــي⊂  و≅ ،بنــابراين . اي بــا زيرمجموعــه
cardتوان است يعني هميعنياز card≤ از طرفي در فصل قبل ديديم . ، ≅ 3يعكس نقيض قاعـده در نتيجه بنابر ،card card≠  .

cardشود كهحال از تعريف فوق نتيجه مي card< يعنيℵ < ℵ1 .  

  
 اگر  :6مثالcardA cardB= = ℵ  آنگاهcard(A B)  برابر كدام گزينه است؟  

1( ℵ   2 (ℵ1  3 (ℵ2  4 (.برابر يك عدد طبيعي است  
   :چون   »1«گزينه پاسخB A B⊆   بنابراينcard(A B)ℵ ≤   از طرفي چونA B≅ ≅   بنابراين هر دويA  وB پذير شمارش

Aنامتناهي هستند و لذا  B پذير نامتناهي است بنابراين نيز شمارشA B ≅   و لذاcard(A B) = ℵ.    
  

توان هستند اگر و فقط اگر عدد اصلي اين دو مجموعه يكي است. قضيه زير تعريف ديگـري بـراي تسـاوي عـدد هم) بيان كرديم، دو مجموعه 3ي (در قاعده
  دهد. اصلي دو مجموعه ارائه مي

    فرض كنيد  :3قضيهA  وB ي دلخواه باشند به طوري كهدو مجموعهcardA cardB≤ وcardB cardA≤آنگاه ،cardA cardB=.  
cardAبا توجه به اين كهاثبات:  cardB≤ يشود كه زيرمجموعهطبق تعريف نتيجه ميB′  ازB وجود دارد به طوري كـهA B′≅از ايـن  . همچنـين

cardBكه cardA≤ يداريم زيرمجموعهA′  ازA وجود دارد به طوري كهB A′≅. شودبرنشتاين نتيجه مي-حال از قضيه شرودرA B≅ و از قاعـده 
cardA) خواهيم داشت3( cardB=.  

    فرض كنيد  : 4قضيهA ،B  وC  هاي دلخواه باشند به طوري كهمجموعهcardA cardC= وA B C⊆ cardA ، آنگاه⊇ cardB cardC= =.  
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Aاز آنجـــا كـــه اثبـــات: B⊆ وB C⊆ خـــواهيم داشـــتcardA cardB≤وcardB cardC≤از طرفـــي طبـــق فـــرض .cardA cardC= 
cardAبنـابراين cardB≤وcardB cardA≤ شـودمي. از روابــط اخيـر و قضــيه قبـل نتيجــهcardA cardB=و چــونcardA cardC=تــوان مي
cardAنوشت cardB cardC= =.  

  ي باز، بسته و نيم باز از اعداد حقيقي برابر باكه عدد اصلي هر بازه نشان دهيد :7مثالℵ1 .است   

 :نشــــــان داديــــــم كــــــه پاســــــخcard card(a,b)== ℵ1هــــــا برقــــــرار اســــــت . همچنــــــين، روابــــــط زيــــــر بــــــين بازه
(a,b) (a,b] [a,b] , (a,b) [a,b) [a,b]⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ دانيم كه اگر. همچنين ميA B⊆آنگاه ، cardA cardB≤خواهيم داشت: ين. بنابرا  

card(a,b) card(a,b] card[a,b] card
card(a,b) card[a,b) card[a,b] card

ℵ = ≤ ≤ ≤ = ℵ
ℵ = ≤ ≤ ≤ =ℵ

1 1

1 1




card(a,b) card(a,b] card[a,b) card[a,b] card= = = = = ℵ1  

  
  عدد اصلي مجموعه :8مثالP( ) هاي زير برابر است؟با كدام يك از گزينه 

 ℵ12 3 (ℵ1 4 (ℵ) 2 ) عدد طبيعي است1

 :كنيمابتدا ثابت مـي» 3«گزينه  پاسخP( ) [ , )≅  f. تـابع 1 : P( ) [ , )→  Xي را بـا ضـابطه 1 P( ),f (X) / a a a∀ ∈ =  1 2 در نظـر  3
  :اندها به صورت زير تعريف شدهiaآن گيريم كه درمي

i

i X
a

i X
∉

=  ∈


1

  

)Pرا دو عضو دلخواه از Yو  Xتابعي يك به يك است.  fكنيم حال ثابت مي )گيريم به طوري كهدر نظر ميf (X) f (Y)= دهيمو نشان ميX=Y بـا .
fداريم fتوجه به تعريف تابع  (X) f (Y) / a a a= =  1 2 iiها خواهيم داشـتia. حال از تعريف3 X a i Y∈ ⇔ = ⇔ چـون هـر دو مجموعـه  1∋

  يك به يك است. f، بنابراين نشان داديم كه تابع X=Yاشند، خواهيم داشت مساوي بايد داراي اعضاي يكسان ب
gحال تابع يك به يك :[ , ) P( )→ 1 دانيم هر عدد دررا تعريف كنيم. با توجه به اين كه مي[ , ) xتوانيم به صـورترا مي 1 / n n n=  1 2 كـه در  3

≥knآن ≤ ــابع  9 ــيم، ت ــايش ده ــابطه gنم ــا ض kي را ب
kx [ , );g(x) { n | k }∀ ∈ = ∈ ⊆  1 ــي10 ــف م ــراي تعري ــال، ب ــوان مث ــه عن كنيم. ب

xعدد / ...=  g(x)خواهيم داشت2354 { , , , ,...}= 20 300 5000 40000 .  
xيــك بــه يــك اســت.   gدهيم تــابعنشــان مــي / n n n=  1 2 yو3 / m m m=  1 2 ]را دو عضــو دلخــواه از3 , ) گيــريم بــه طــوري در نظــر مي1

g(x)كه g(y)= دهيمو نشان مي x y= با توجه بـه تعريـف تـابع .g داريـمk k
k kg(x) { n | k },g(y) { m | k }= ∈ = ∈ 10 طبـق تعريـف  .10

ــر ــراي ه ــه، ب ــاوي دو مجموع ــر i∈تس iاگ
in g(x)∈10ــاه i، آنگ k

i kn g(y) { m | k }∈ = ∈10 ــرعكس و 10 ــابراين، .ب kبن ∈ ــود دارد اي وج
iكه k

i kn m=10 iخواهيم داشت هستند، 9اعدادي بين صفر و  inوkm. چون10 ki k ,n m= xپس ،= y=دهد كه نشان ميg است. تابعي يك به يك  
fبنابراين ثابت كرديم توابع : P( ) [ , )→  gو  1 :[ , ) P( )→ 1توابعي يك به يك هستند بنـابراينP( ) [ , )≅  ]. از طرفـي چـون 1 , )≅  از  1

ــواني مجموعــهخاصــيت تعــدي هم )Pشــودها ثابــت ميت ) ≅  ) ــوان نوشــت) مي3و از قاعــده )cardPت ) card=  ــه ايــن ــا توجــه ب . حــال ب
cardكه =ℵ )cardPخواهيم داشت:، 1 ) = ℵ 1 .  

  
   اصلي است. اعداد ي ترتيب جزئي روييك رابطه »≥«ي رابطه : 5يه قض  

  هاي انعكاسي، پادمتقارني و متعدي است. داراي ويژگي »≥« يبايد نشان دهيم رابطهاثبات: 
a،aاصلي انعكاسي است. بايد نشان دهيم براي هر عدد اصلي مانند  اعداد روي »≥« ي. رابطه1 a≤. براي هر عدد اصلي 1ي (طبق قاعده (a يك مجموعه 

cardAهســت كــه Aماننــد  a=ــابراين نشــان مــي cardAدهيم . بن cardA≤ــراي هــر مجموعــه. مــي ــه Aي دانيم كــه ب ــابع (همــاني) يــك ب ، ت
AIيك : A A→ ي با ضابطهAI (x) x= شودوجود دارد كه نتيجه ميcardA cardA≤.  

aاگر bو  aانند اصلي پادمتقارني است. يعني براي هر دو عدد اصلي م اعداد روي »≥«ي . رابطه2 b≤ وb a≤آنگاه ،a b=زيرا نشان داديم كـه اگـر ، 
cardA cardB≤وcardB cardA≤آنگاه ،cardA cardB=.  
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aاگر cو  a ،bاصلي متعدي است. يعني براي اعداد اصلي مانند  اعداد روي »≥« ي. رابطه3 b≤ وb c≤آنگـاه ،a c≤بـراي اعـداد 1ي (. طبـق قاعـده (
ــد  ــهcو  a ،bاصــلي مانن ــه طــوري كــه  Cو A ،Bهاي ، مجموع ــد ب cardAوجــود دارن a=،cardB b=وcardC=cــ دهيم ابراين نشــان مــي. بن

cardAاگر cardB≤وcardB cardC≤آنگاه ،cardA cardC≤چون .cardA cardB≤ پس تابعي يك بـه يـك ماننـدf : A B→  .وجـود دارد
cardBاز اين كه همچنين cardC≤ تابعي يك به يك مانندg : B C→  وجود دارد. حال تابعgof : A C→ كنيم كه با توجه بـه ايـن را تعريف مي

cardAشودتابعي يك به يك است كه نتيجه مي gof،، يك به يك است gو fكه تركيب دو تابع يك به يك  cardC≤.  
كند و به اين سـوال مقايسه مي P(A)اش يعني ي توانيرا با عدد اصلي مجموعه Aقضيه زير كه توسط جرج كانتور ثابت شد، عدد اصلي هر مجموعه مانند 

cardوجود دارد كه  Xاي مانند دهد كه آيا مجموعهپاسخ مي X<. 

    اگر  :ي كانتور) ضيه(ق 6قضيهA آنگاه ،يك مجموعه باشدcardA cardP(A)<.  
Aاگـراثبات:  = P(A)، آنگـاه∅ { }= cardA) خـواهيم داشـت4) و (2ي (كـه بـا توجـه بـه قاعـده ∅ = وcardP(A)  تـوان نوشـتكـه مي 1=

cardA cardP(A)= < =1پس ،cardA cardP(A)< .  
Aكنيمحال فرض مي ≠ f. در اين صورت تابع∅ : A P(A)→ ي با ضابطهa A , f (a) {a}∀ ∈ يـك تـابع  fگيريم. واضح است كـه را در نظر مي=

ــك ــابراين ي ــت بن ــك اس ــه ي cardAب cardP(A)≤ــه ــن ك ــات اي ــراي اثب ــال ب cardA. ح cardP(A)<  ــت ــت ثاب ــافي اس ــف ك ــق تعري طب
ـــيم cardAكن cardP(A)≠. ـــون Aچ P(A)≅ ،ـــده ـــيض قاع ـــسِ نق ـــه از عك ـــه مي3ي (ك ـــود) نتيج cardAش cardP(A)≠ ـــابراين . بن

cardAاز cardP(A)≤  وcardA cardP(A)≠ توان نوشتميcardA cardP(A)<.  

 :ايجاد كرد. براي اين منظور، فرض كنيد  نامتناهي اصلي اعداد از صعودي اًاكيد و ي نامتناهيتوان يك دنبالهي كانتور ميبا استفاده از قضيه نتيجه
a ي) مجموعه1متناهي باشد. بنابر قاعده (نا يك عدد اصليA  وجود دارد به طوري كهa=cardAي كانتور خواهيم داشت:. حال از قضيه  

 a cardA cardP(A) cardP(P(A)) cardP(P(P(A))) cardP(P(P(P(A))))= < < < < <  
 اصـلي عـدد بزرگتـرين وجود دارد، بنـابراينديگري كه بزرگتر از آن است دهد كه براي هر عدد اصلي نامتناهي، عدد اصلي نامتناهي ي نشان مياين رابطه

  .هستندنامتناهي  ،متناهينا اصلي متناهي است، بنابراين اعدادنا اصلي صعودي از اعداد ي اكيداًاين دنباله ندارد. همچنين چون وجود
  اصلي اعداد حساب

اصلي متناهي، همـان  اعداد برسانيم؟ حساب توان به يا كنيم ضرب هم در و جمع هم با را اصلياعداد  توانيممي چطور ببينيم كه خواهيمدر اين قسمت مي
براي هر عدد اصلي (متنـاهي يـا نامتنـاهي)  كه تعميم دهيم طوري اصلي براي اعداد را اعمال اين خواهيممي ويژگي ذاتي جمع، ضرب و توان را دارند. حال

  روي اعداد اصلي متناهي را حفظ كند. ،ب اعداد اصليقابل تعريف باشد و همچنين، ويژگي حسا
  جمع اعداد اصلي 

  ي) دو مجموعـه1ي (را در نظر بگيريد. بنابر قاعده 4و  3دو عدد اصلي متناهي  :9مثالA {a,b,c,d}= وB { , , }= 1 2 وجـود دارنـد بـه طـوري  3
ــــه cardAك = cardBو 4 = ــــي3 ــــلي يعن ــــدد اص ــــولي دو ع ــــع معم ــــه جم ــــت ك ــــخص اس 4+. مش ــــلي 3 ــــدد اص ، ع
Aيمجموعه B {a,b,c,d, , , }= 1 2 3يعنيcard(A B) = با جمع معمولي مطابقت دارد. امـا  4و  3است. بنابراين، در اين مثال جمع دو عدد اصلي 7
  ي متناظر به آن دو عدد اصلي است؟ اره جمع معمولي دو عدد اصلي برابر با عدد اصلي مربوط به اجتماع دو مجموعهآيا همو
 :يبراي پاسخ به اين سوال، دو مجموعه پاسخA {a,b,c,d}= وC {a, , }= 1 cardAرا كه 2 = cardCو 4 = در نظر بگيريد. در ايـن صـورت  3

Aي عدد اصلي مجموعه C {a,b,c,d, , }= 1 2،cardA C = 6 7يعنـي  3و  4جمع معمولي دو عـدد اصـلي  ،كنيدحظه ميطور كه ملااست. همان 
Aكنيدطور كه مشاهده ميهمان ،نيست. در اين حالت 6يعني  Cو  Aي برابر با عدد اصلي اجتماع دو مجموعه C ≠ ∅. ي مجزاي زير حال دو مجموعه

  كنيم.را تعريف مي
A { } {(a, ), (b, ), (c, ), (d, )}, C { } {(a, ), ( , ), ( , )} , A { } C { }× = × = × × = ∅1 1 1 1 1 2 2 1 2 2 2 1 2  
(A { }) (C { }) {(a, ), (b, ), (c, ), (d, ), (a, ), ( , ), ( , )}× × =1 2 1 1 1 1 2 1 2 2 2  

Aيتماع دو مجموعهبرابر با عدد اصلي اج 3و  4در اين صورت جمع معمولي دو عدد اصلي  { }× Cو  1 { }× توان گفت كه در مي است، بنابراين 7يعني  2
ي زيـر هاي مجزا اسـت. حـال در قضـيههاي متناظر به اعداد اصلي مجزا باشند، جمع اعداد اصلي برابر با عدد اصلي اجتماع آن مجموعهصورتي كه مجموعه

  هاي مجزا همواره وجود دارند.دهيم اين مجموعهنشان مي
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   براي هر دو عدد اصلي :7 قضيهa   وb هاي مجزاي مجموعهA  وB به طوري كه ،وجود دارندa cardA= وb cardB=.  
A. اگر′b=cardBو  ′a=cardAبه طوري كه ،وجود دارند ′Bو ′Aهايمجموعه bو  a) براي اعداد اصلي 1( طبق قاعده اثبات: B′ ′ = ∅ حكـم ،

Aشود. اما اگرثابت مي B′ ′ ≠ ∅، هاي گاه مجموعهآنA  وB را به صورتA=A { }′× B=Bو 1 { }′× كنيم. اين دو مجموعه مجزا هستند تعريف مي 2
هـاي مرتبـي كـه شـامل زوج Bي و مجموعه 1ي دوم برابر با و مولفه Aها در ي اول آنهاي مرتبي است كه مولفهي زوجشامل همه Aي چرا كه مجموعه

متفاوت اسـت كـه  Bي ي دوم هر عضو مجموعهبا مولفه Aي ي دوم هر عضو مجموعهمولفه است، بنابراين 2ي دوم برابر با و مولفه Bها در ي اول آنمولفه
  كنيم كه واضح است كه اين توابع دوسويي هستند. شود اين دو مجموعه مجزا هستند. حال توابع زير را تعريف مينتيجه مي

g:B B
b B , g(b ) (b , )

′ →
′ ′ ′ ′∀ ∈ = و       2

f:A A
a A , f (a ) (a , )

′ →
′ ′ ′ ′∀ ∈ = 1  

Aداشت ها خواهيمتواني مجموعهبنابراين از تعريف هم A′≅وB B′≅توان نوشت:) مي4( . از اين روابط و قاعده  
a cardA cardA′= bو= cardB cardB′= =  

 :باشد.قابل تعميم براي هر تعداد عدد اصلي مي لازم به ذكر است كه قضية فوق توجه  
جمع دو عـدد خواهيم هاي مجزاي متناظر به آن دو عدد اصلي است. حال مينشان داديم كه جمع دو عدد اصلي متناهي برابر با عدد اصلي اجتماع مجموعه
  اصلي متناهي را نيز حفظ كند. عدد دو اصلي را در حالت كلي (متناهي يا نامتناهي) تعريف كنيم به طوري كه جمع

aدو عدد اصلي باشند. جمع اين دو عدد اصلي كه با نماد bو   aفرض كنيد :2تعريف   b+ دهيم عبارت است ازنشان ميcard(A B)  كه در آنA 
aمجزا هستند،  Bو cardA=وb cardB=ورت:. در اين ص  

a b card(A B) cardA cardB card(A B)+ =  + =   
هاي هاي مجزاي متناظر به آن اعداد اصلي وجود دارد كه جمع اين دو عدد اصلي برابر بـا عـدد اصـلي اجتمـاع آن مجموعـهبراي هر دو عدد اصلي، مجموعه

  مجزا است.
card(Aديديم، طور كه در مثال قبل همان B) ,card((A { }) (C { }))7 1 2 7= × × = هاي . بنابراين براي هر دو عدد اصلي ممكن است مجموعـه

هاي مجـزا كنيد جمع اين دو عدد اصلي منحصـر بـه فـرد و مسـتقل از انتخـاب مجموعـهطور كه مشاهده ميه باشند ولي همانمجزاي بسياري وجود داشت
aدو عـــدد اصـــلي باشـــند و داشـــته باشـــيم bو  a كنيمباشـــد. بـــراي اثبـــات ايـــن مطلـــب، فـــرض مـــيمي b card(A B)+ =   بـــه طـــوري
aكه cardA,b cardB= Aو= B = ∅ هاي مجزايمجموعه حالA′ وB′ گيريم به طوري كهرا در نظر ميa cardA ,b cardB′ ′= و ثابـت  =
card(Aكنيممي B ) a b′ ′ = + .  

ــده ( ــابر قاع ــه3بن ــا ك a) از آنج cardA cardA′= bو = cardB cardB′= ــت، = ــواهيم داش Aخ A′≅ وB B′≅ ــن ــه اي ــه ب ــا توج ــال ب . ح
Aكـــه B = ∅وA B′ ′ = ∅ ـــه قضـــي و ـــا توجـــه ب Aشـــود فصـــل قبـــل نتيجـــه مي هب B A B′ ′≅  ) ـــده ـــوان ) مي3كـــه از قاع ت
aنوشت b card(A B) card(A B )′ ′+ = = بنابراين خواهيم داشت .card(A B ) a b′ ′ = +.  

 هاي مجزاي است.منحصر به فرد و مستقل از انتخاب مجموعه ،جمع دو عدد اصلي 1نكته 

 اگر :10مثالcardℵ =  وcardℵ =1 آنگاه ،ℵ + ℵ  است؟ زير هايگزينه زبرابر با كدام يك ا  
 ℵ 3 (ℵ1 4 (ℵ12) 2 ) عدد طبيعي است1

 :در فصل قبل ثابت كرديم»  2«زينه گ پاسخ ≅
 
و ≅خواهيم داشت:3( كه بنابر قاعده (  

card card = = ℵ
 
cardو card = = ℵ  

=واضح است همچنين ∅  و  =توان نوشت:. اكنون مي  
( ) ( ) ( )

card card card ) c( ardℵ +ℵ = + = = ℵ ℵ= +ℵ =ℵ
1 2 3

           
card) جايگذاري1 =ℵ و card =ℵ ،2 ( با توجه به= ∅  جايگذاري3و  2و تعريف (=  .  

  

  اگر :11مثالcardℵ =  وcardℵ =1 آنگاه ،ℵ + ℵ1 است؟ زير هايگزينه زبرابر با كدام يك ا  
 ℵ 3 (ℵ1 4 (ℵ12) 2 ) عدد طبيعي است1
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 :ي بازعدد اصلي بازه»  3«گزينه  پاسخ( , ) cardدانيماست. همچنين مي ℵ1برابر 1 = ℵي. حال مجموعهA ( , ) = 1  گيـريم. را در نظر مي
)از آنجا كه , )  = ∅1  ) داريم:2طبق تعريف (  cardA card(( , ) ) card( , ) card (*) = = + = ℵ + ℵ11 1     

)و از آنجا كـه  , ) A ⊆ ⊆1 وcard( , ) card= = ℵ11 ،تـوان نوشـتميcardA card( , ) card= = = ℵ11 از جايگـذاري .cardA =ℵ1 
ℵخواهيم داشت (*)در = ℵ + ℵ1 1.  

  

  اگر :21مثالcardℵ =  وcardℵ =1 آنگاه ،ℵ + ℵ1   است؟ زير هايگزينه زبرابر با كدام يك ا 1
 ℵ 3 (ℵ1 4 (ℵ12) 2 ) عدد طبيعي است1

 :ــخ ــه  پاس ــي»  3«گزين ــلي بازهم ــدد اص ــه ع ــازدانيم ك ــاي ب )ه , ) )و1 , )1 ــر 2 ــت  ℵ1براب )واس , ) ( , ) ( , ) ⊆ ⊆1 1 1 2   ، ــون ــي چ از طرف
card( , ) card= = ℵ11 تــوان نوشــتمي(**) card[( , ) ( , )]ℵ =  1 1 1 )card. حــال بــا توجــه بــه ايــن كــه2 , ) card( , )= = ℵ 11 1 2 

)و , ) ( , ) = ∅ 1 1 ـــــــف ( 2 ـــــــق تعري ـــــــم2، طب )]card) داري , ) ( , )] card( , ) card( , )= + = ℵ + ℵ   1 11 1 2 1 1 ـــــــه  2 ـــــــه نتيج ك
)]cardشودمي , ) ( , )]= ℵ + ℵ  1 11 1 ℵي اخير خواهيم داشتدر رابطه (**). از جايگذاري2 = ℵ + ℵ1 1 1.  

  

   فرض كنيد :8 قضيهa  ،b  وc :اعداد اصلي باشند. آنگاه داريم  
aالف) a+ =) . اعداد اصلي عضو خنثي عمل جمع(  
a ب) b b a+ =   اعداد اصلي) در عمل جمع جايي(خاصيت جابه. +
a) پ) b) c a (b c)+ + = +   اعداد اصلي) در عمل جمع پذيري(خاصيت شركت. +

ــف: ــات ال ــا اثب ــده (بن ــدد اصــلي 1بر قاع ــراي ع ــه  a) ب ــه Aمجموع ــه طــوري ك cardAوجــود دارد ب a=ــين ــه  . همچن Aاز آنجــا ك A∅ = 
card(Aداريم ) cardA∅ =توان نوشت:. حال مي  

( ) ( ) ( )
a cardA card(A ) cardA card a a a= = ∅ = + ∅ = +  = +

1 2 3
    

1(card(A ) cardA∅ = ،2 ( با توجه بهA ∅ = ∅ جايگذاري3و 2و تعريف (cardA a= وcard∅ = .  
aوجود دارند بـه طـوري كـه Bو  Aهاي مجزاي ، مجموعهbو   aنشان داديم كه براي اعداد اصلياثبات ب:  cardA= وb cardB= ايـن صـورت . در

  توان نوشت:مي
( ) ( ) ( )

a b card(A B) card(B A) b a a b b a+ = = = +  + = +
1 2 3

   
  .2 ) تعريف3ها و جايي مجموعهخاصيت جابه )2، 2) تعريف 1

aوجـود دارنـد بـه طـوري كـه Cو  A ،Bهاي مجـزاي مجموعـه cو  a   ،bبا توجه به ايـن كـه بـراي اعـداد اصـلياثبات پ:  cardA=،b cardB= 
cو cardC=توان نوشت:مي 2ها و تعريفپذيري مجموعه. در اين صورت با خاصيت شركت  

(a b) c card(A B) cardC card[(A B) C] card[A (B C)] cardA card(B C) a (b c)+ + = + = = = + = + +       

 براي دو مجموعه دلخواه  :31مثالA وB ،cardA cardB+ زير است؟ هايگزينه زبرابر با كدام يك ا  
1 (card(A B) 2 (card(A B) 
3 (card(A B) card(A B)−  4 (card(A B) card(A B)+  

  

 :4«گزينه  پاسخ«  
( ) ( ) ( )

( )

cardA cardB cardA card((B A) (A B)) cardA card(B A) card(A B)

card(A (B A)) card(A B) card(A B) card(A B)

+ = + − = + − + =

− + = +

1 2 3

4

  

   
  

B) جايگذاري1 (B A) (A B)= −   ،2 با توجـه بـه ((B A) (A B)− = ∅  بـا 3، 2و تعريـف (
Aتوجه به  (B A)− = ∅ 4و  2و تعريف(A (B A) A B− =  ها، مربوط به مجموعـه. (در روابط

  به نمودار ون توجه كنيد.)
 

 

B-A 

A B 

B 

A 
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 فرض كنيم  :14مثالA يعني اعدادي به صورت  2ي مضارب مجموعهk2  به طوري كهk≤ ≤1 بـه يعني اعـدادي  3ي مضارب مجموعه Bو  25
≥kبه طوري كه  k3صورت  ≤1 card(Aباشند. در اين صورت  16 B) برابر كدام گزينه است؟  
1 (32   2 (33  3 (34  4 (35  
  كنيم كـه ابتدا توجـه مـي  »2«پاسخ:  گزينهA { , , ,..., }= 2 4 6 5 ،B { , ,..., }= 3 6 cardAو بنـابراين  48 = cardBو  25 . از طرفـي 16=

A B باشــد يعنــي اعــدادي بــه صــورت مي 3و  2ترين مضــرب مشــترك يعنــي كوچــك 6ي مضــارب مجموعــهk6  بــه طــوري كــهk≤ ≤1 . لــذا 8
card(A B) = 8دانيم. همچنين مي:   card(A B) cardA cardB card(A B)= + −   

card(A  :در نتيجه B) = + − =25 16 8 33      

ضرب اعداد اصلي  
  

  اد صحيح نامنفي مطابقت داشته باشد.خواهيم ضرب اعداد اصلي را طوري تعريف كنيم كه براي اعداد اصلي متناهي با ضرب معمولي اعددر اين قسمت مي

 هاي) مجموعـه1ي (را در نظـر بگيريـد. طبـق قاعـده 2و  3دو عدد اصلي متنـاهي  :51 مثالA {a,b,c}= وB {a,b}=  وجـود دارنـد بـه طـوري
cardAكه = cardBو 3 = Aي ، عدد اصلي مجموعه. همچنين2 B {(a,a),(a,b),(b,a),(b,b),(c,a),(c,b)}× دانيم است و همانطور كه مي 6 برابر=

= ×6 2    كنيم.مي هاي متناظر به آن دو عدد اصلي تعريفضرب دكارتي مجموعهبرابر با عدد اصلي مربوط به حاصل ،بنابراين، ضرب دو عدد اصلي را 3

  
  فرض كنيد :3تعريفa   وb ضرب دو عدد اصلي دو عدد اصلي باشند. حاصلa   وb كه با نمادab دهيم بـه صـورت نمايش ميcard(A B)×  اسـت

aآن كه در cardA=وb cardB=:در اين صورت .  
ab card(A B) cardA cardB card(A B)= ×  ⋅ = ×  

  ها نيست.برخلاف تعريف جمع اعداد اصلي، در تعريف ضرب اعداد اصلي نيازي به مجزا بودن مجموعه
 :هاي ه فرد و مستقل از انتخاب مجموعهضرب دو عدد اصلي منحصر بدر تعريف فوق حاصل توجهA  وB  است. بـراي اثبـات ايـن مطلـب، فـرض كنيـد

ــه ــه ′Bو ′Aهايمجموع ــه طــوري ك aوجــود داشــته باشــند ب cardA′= وb cardB′=) ــده ــابر قاع ــه3. بن a) از آنجــا ك cardA cardA′= = 
bو cardB cardB′= Aخـــــواهيم داشـــــت= A′≅ وB B′≅ .ـــــم در نتيجـــــه Aداري B A B′ ′× ≅ ـــــوان ) مي3كـــــه از قاعـــــده ( × ت

abنوشت card(A B) card(A B )′ ′= × = abخواهيم داشت . بنابراين× card(A B )′ ′= ×.  

   كنيد فرض :9 قضيهa  ،b  وc :اعداد اصلي باشند. آنگاه داريم  
a الف) a=1 )1 اعداد اصلي عضو خنثي عمل ضرب(  
ab ب) ba= .اعداد اصلي) در عمل ضرب جايي(خاصيت جابه  
c(ab) پ) a(bc)= .اعداد اصلي) در عمل ضرب پذيري(خاصيت شركت  
a(b ت) c) ab ac+ =   پذيري ضرب نسبت به جمع)(خاصيت توزيع. +

a ث ) =(عضو صفر عمل ضرب) .  
cardAوجود دارد به طوري كه Aي مجموعه a) براي عدد اصلي 1طبق قاعده ( اثبات الف: a=هاي شـمارا و . همچنـين، بـا توجـه بـه فصـل مجموعـه

ــم {a}ناشــمارا داري A A× ــا ≅ ــدهو بن card({a}خــواهيم داشــت 3ي بر قاع A) cardA× ــداد اصــلي مي= ــف ضــرب اع ــين از تعري ــوان . همچن ت
card{a}.cardAنوشــت cardA= در نتيجــه چــون .card{a} اســت)  مجموعــهاعضــاي آن ي متنــاهي برابــر بــا تعــداد ( عــدد اصــلي مجموعــه1=

cardAو a=خواهيم داشت ،a a1 =.  

aباشند به طوري كه Bو  Aهاي اعداد اصلي متناظر به مجموعه bو  aفرض كنيد اثبات ب:  cardA= وb cardB= بـا توجـه بـه فصـل 1ه (قاعـد .(
Aهاي شمارا و ناشمارا، مجموعه B B A× ≅ card(A) خواهيم داشـت3ي (و از قاعده × B) card(B A)× = . حـال از تعريـف ضـرب اعـداد اصـلي ×

cardA.cardBتوان نوشتمي cardB.cardA= شودكه نتيجه ميab ba=.  
ــات پ ــده ( :اثب ــه قاع ــه ب ــا توج ــه1ب ــه Cو  A ،Bهاي ) مجموع ــوري ك ــه ط ــد ب ــود دارن aوج cardA=،b cardB= و c cardC= ــابع . ت

f : A (B C) (A B) C× × → × fيبا ضابطهرا  × (a,(b,c)) ((a,b),c)=  .واضـح اسـت كـه تـابع تعريف كنيدf  تـابع دوسـويي اسـت، بنـابراين از
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Aها خواهيم داشتتواني مجموعههم (B C) (A B) C× × ≅ × card[Aتوان نوشت ) مي3( و از قاعده × (B C) card[(A B) C]× × = × . حال با ×
  توان نوشت:ها (*) و از تعريف ضرب اعداد اصلي (**) ميپذيري مجموعهتوجه به خاصيت شركت

(**) (**) (*) (**) (**)(ab)c (cardA.cardB).cardC card(A B).cardC card[(A B) C] card[A (B C)] cardA.card(B C)

cardA.(cardB.cardB) a(bc)

= × × × × × ×

=
  

aبه طوري كـه ،وجود دارند Cو  A ،Bهاي مجزاي مجموعه cو  a   ،bبراي اعداد اصلي كه دانيممي ثبات ت:ا cardA=،b cardB= وc cardC= .
Aهايمجزا از هم هستند، مجموعه Cو  Bهاي چون مجموعه B× وA C× حاصلضـرب پـذيري نيز مجزا از هم هستند. از طرفـي طبـق خاصـيت توزيع

Aبه اجتماع داريم نسبت دكارتي (B C) (A B) (A C)× = × × توان نوشت:. حال مي  
a(b c) cardA.(cardB cardC)

cardA.card(B C)
card[A (B C)]
card[(A B) (A C)]
card(A B) card(A C)
(cardA.cardB) (cardA.cardC)
ab ac

+ = +
=
= ×
= × ×
= × + ×
= +
= +





  

aجايگذاري cardA=،b cardB=  وc cardC=  
Bبا توجه به  C = ∅و تعريف جمع اعداد اصلي  

  تعريف ضرب اعداد اصلي 
Aجايگذاري (B C) (A B) (A C)× = × ×    

)با توجه به  ) (B C)A A× × = ∅و تعريف جمع اعداد اصلي  
  تعريف ضرب اعداد اصلي 

cardAبه طوري كه ،وجود دارد Aي مجموعه a) براي عدد اصلي 1بنابر قاعده ( اثبات ث: a=.  همچنين ازA∅ × ≅ ) خـواهيم 3ي (و بنابر قاعده ∅
)cardداشـــت A) card∅ × = ـــوان نوشـــت. حـــال از تعريـــف ضـــرب اعـــداد اصـــلي مي∅ cardت .cardA card∅ = . در نتيجـــه چـــون ∅

card∅ = وcardA a= خواهيم داشتa = .  

   فرض كنيد :10 قضيهa  ،b  وc و باشند اعداد اصليa b≤ صورت داريم:در اين  
a الف) c b c+ ≤   )cطرفين نامساوي با عدد اصلي . (جمع +
ac ب) bc≤ ضرب طرفين نامساوي در عدد اصلي) .c(  

aوجود دارند بـه طـوري كـه Cو  A ،Bهاي مجزاي مجموعه cو  a  ،bبراي اعداد اصلياثبات الف:  cardA=،b cardB= وc cardC= از طرفـي .
cardAچون طبق فرض قضيه cardB≤ ،يمجموعه A اي ازبا زيرمجموعه B مانندB′است، پس انتوهمA B′≅ي اخيـر،. از رابطـهC C≅  و مجـزا

Aخواهيم داشت Cو  A ،Bهاي بودن مجموعه C B C′≅ دانيم، از طرفي ميB C B C′ ⊆  ،بنـابراين .A C يبـا زيرمجموعـهB C′ 
Bاز C توان است يعنيهمcard(A C) card(B C)≤ حال از تعريف جمع اعداد اصلي چـون .B C = ∅  وA C = ∅خـواهيم داشـت 

cardA cardC cardB cardC+ ≤ aيعني  + c b c+ ≤ +.  
aوجود دارند به طوري كه  Cو  A ،Bهاي مجموعه cو  a   ،bفرض كنيد براي اعداد اصلي اثبات ب: cardA=،b cardB= وc cardC= از طرفي .

cardAچون طبق فرض قضيه cardB≤بنابراين تابعي يك به يـك ماننـد ،f : A B→ وجـود دارنـد. حـال تـابعg : A C B C× → را بـا ضـابطه ×
g(a,c) (f (a),c)=كنيم. از يــك بــه يــك بــودن تــابع تعريــف مــيf شــود كــه تــابع بــه راحتــي ثابــت ميg  نيــز تــابعي يــك بــه يــك اســت. پــس

card(A C) card(B C)× ≤ cardA.cardCاصلي خواهيم داشتو از تعريف ضرب اعداد  × cardB.cardC≤ يعنيac bc≤ .  

 فرض كنيد  :61مثالk است؟ نادرستزير  هايگزينه زيك عدد اصلي متناهي باشد. آنگاه كدام يك ا  
1 (k +ℵ =ℵ  2 (kℵ = ℵ1 3 (k +ℵ = ℵ1 1 4 (kℵ =ℵ1 1 

 :دهيم كه براي هر عدد اصلي متناهي ابتدا نشان مي ،)1براي اثبات درستي گزينه (نادرست است.   »2«گزينه  پاسخkاهي ماننـد ي متنـ، مجموعـهA 
ــه ــت ك ــود اس kAموج { , ,...,k}≅ = 1 2،A  = ∅ وcardA k=ــي ــرار م A دهيم. ق { k, k , k ,..., , }= − − + − + − −1 2 2 ــابع 1 ــال ت . ح

kf : A knرا با ضابطه → ,f (n) n∀ ∈ = kAكنيم كـه واضـح اسـت ايـن تـابع دوسـويي اسـت. بنـابراينتعريف مـي − ≅،kA  = ∅ 
cardAو k=ي متناهي . از طرفي چون اجتماع مجموعهA پذير نامتناهيي شمارشو مجموعهيعني ،A پذير نامتناهي است اي شمارشمجموعه

Aپذير نامتناهي،ي شمارشمجموعهو طبق تعريف   ≅ ) خواهيم داشت3. حال بنابر قاعده (car(A ) card = =ℵ  و با توجه به تعريف
Aجمع دو عدد اصلي، چـون  = ∅ تـوان نوشـتميcard(A ) cardA card = +و . از ايـن رابطـهcar(A ) =ℵ وcardA k= 

kℵگيريمنتيجه مي = +ℵ .  
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kℵكنيم) نادرست است. ثابت مي2گزينه ( = ℵ ي متنـاهي ضـرب دكـارتي مجموعـه. چون حاصلA نامتنـاهيپذير ي شـمارشو مجموعـهيعنـي ،A × ،
Aپذير نامتناهي است، بنابرايناي شمارشمجموعه  × card) خواهيم داشت3و بنابر قاعده ( ≅ (A ) card× = = ℵ  از طرفي از تعريف ضرب دو عدد .

card(Aاصلي داريم ) cardA.card × car(Aو . از اين رابطه= )× =ℵ وcardA k= شودنتيجه ميkℵ = ℵ .   
cardAوجـود دارد كـه Aي ) مجموعـه1اسـت، طبـق قاعـده ( عدد اصـلي متنـاهي kبا توجه به اين كه  ،)3اثبات درستي گزينه ( k=فـرض  . بنـابراين

Aكنيممي { , ,...,k}= 1 Bدهيم. همچنين قرار مي2 ( , )=  Bكـه چـون 1 ( , ) = ≅1خـواهيم داشـتcardB card= = ℵ1 بـا توجـه بـه ايـن .
Aكه B = ∅از تعريف جمـع اعـداد اصـلي و ،cardA k= وcardB =ℵ1 تـوان نوشـتمي(*)card(A B) cardA cardB k= + = +ℵ1 

Aدانيم همچنين مي B ⊆ وB A B⊆ در نتيجـه ،card(A B) card≤ =ℵ1وcardB card(A B)ℵ = ≤ 1  كـه از روابـط اخيـر
card(A هيم داشتخوا B) = ℵ1شود.حكم ثابت مي(*)دراين رابطه  . با جايگذاري  

ــي ــت م ــال ثاب kℵكنيمح = ℵ1 ــه1 . واضــح اســت ك
k

i
A B ({i} B)

=
× = ×

1
 ــين در فصــل ــل. همچن ــه قب ــم ك ــان دادي {i}نش B B× ــا  ≅ و از آنج

Bكه ( , ) = ≅1 گيريمها نتيجه ميتواني مجموعهبنا بر خاصيت تعدي همi ,...,k;{i} B∀ = × ≅1 .،هاي اجتماع تعداد متناهي از مجموعه ازطرفي

توان است، پسهم ، باتوان باهم
k

i
A B ({i} B)

=
× = × ≅

1
) خواهيم داشت3. از قاعده (card(A B) card× ≅ =ℵ1از تعريف ضـرب دو  و

card(Aعدد اصلي داريم B) cardA.cardB k× = = ℵ1  با جايگذاريcard(A B)× ≅ ℵ1 توان نوشتدر رابطه اخير ميkℵ = ℵ1 . بنابراين گزينه 1
  ) نيز درست است.4(

  
   ثابت كنيد: الف) :71ل مثاℵ ℵ = ℵ   (ب  . ℵℵ = ℵ1 1 ℵ.  پ)1 ℵ = ℵ1 1.  
 :پاسخ  

چون اثبات الف:  ≅ card)،3از قاعده ( . بنابراين× =ℵ شود:و تعريف ضرب اعداد اصلي نتيجه مي  
card card( ) card .cardℵ = = × = = ℵ ℵ  ℵ ℵ = ℵ           

Aدو مجموعه باشـند بـه طـوري كـه  Bو Aهاي شمارا و ناشمارا، نشان داديم كه اگر در فصل مجموعه اثبات ب: ≅وB ≅آنگـاه ،A B × ≅ .
cardA) خواهيم داشت3بنابراين با توجه به قاعده ( card= =ℵ1،cardB card= =ℵ1وcard(A B) card× = =ℵ1 . از طرفـي از تعريـف

card(Aضرب دو عدد اصلي و روابط موجود داريم B) cardA.cardB× = =ℵℵ1 card(A. حال از 1 B)× =ℵ1  وcard(A B)× =ℵℵ1 نتيجـه  1
ℵگيريممي = ℵℵ1 1 1.  

دانيممـــياثبـــات پ:    × ⊆ )card، پـــس× ) card( )   × ≤ هاي شـــمارا و ناشـــمارا نشـــان . همچنـــين در فصـــل مجموعـــه×
ــم دادي  × ــده (≅ ــر و قاع ــه اخي ــم3. از رابط )card) داري ) card  × = =ℵ1 ــه ــه نتيج ــريمميك )cardگي )× ≤ℵ1  ــابع ــال ت . ح

f : → ×    ـــا ضـــابطه xرا ب ,f (x) ( , x)∀ ∈ = 1 ـــابع در نظـــر مي ـــريم. واضـــح اســـت كـــه ت ـــه يـــك اســـت در  fگي ـــابعي يـــك ب ت
cardنتيجه card( )ℵ = ≤ ×1     كـه ازcard( )× ≤ℵ1   وcard( )ℵ ≤ ×1   گيـريمنتيجـه ميcard( ) ℵ = مطـابق حـال . 1×

  د.شواخير و تعريف ضرب دو عدد اصلي حكم ثابت مي از رابطه ،روابط زير
card( ) card .card   ℵ = × = = ℵ ℵ ℵ =ℵ ℵ1 1 1 1   

توان اعداد اصلي  
  

=دانيم كهخواهيم يك عدد اصلي را به توان عدد اصلي ديگري برسانيم. ميفرض كنيد مي  × × ×42 2 2 2 و2
n

nm m m ... m= × × ×
nIM

بـراي  ،. بنـابراين
و  Aهاي وجود دارد. فرض كنيـد مجموعـه توان از تعميم ضرب اعداد اصلي استفاده كرد. اما روش ديگري براي تعريف اين عملتعريف توان اعداد اصلي مي

B كه به ترتيب داراي هستند هاي متناهي مجموعهn  وm خواهيم تعداد توابع مختلف مانندباشند. ميعضو ميf : A B→  را به دسـت آوريـم. بـدون از
Aدست دادن كليت مسئله، فرض كنيد { , ,...,n}= 1 fراه مختلف براي انتخاب مقدار m، بنابراين 2 ( بـراي هـر مقـداري  وجـود دارد. Bي از مجموعـه 1(

fكه ( fراه مختلف براي انتخاب مقدار mاختيار كرده باشد،  1( ( fوجود دارد. براي هر مقداري كه Bي از مجموعه 2( ( f و 1( (  mاختيار كرده باشـند،  2(
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