
 
 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  جبر خطي

   
  فصل اول

  »معادلات خطي  ماتريس و دستگاه« 
 ماتريس   

  
باشند. در نتيجه از اهميت هاي مختلف علوم مهندسي چون برق، مكانيك، كامپيوتر و غيره ميها يكي از پركابردترين ابزارهاي رياضي در شاخهماتريس

خواهيم در ابتداي كتاب شما عزيزان را با مفهوم ، آميخته با مفهوم ماتريس است. بدين جهت، ميمباحث درس حاضر يهمهاي برخوردارند و به نوعي ويژه
هاي آن متعلق ي مستطيل شكل است كه درايهدانيم، ماتريس يك آرايهطور كه ميهاي معادلات خطي آشنا كنيم، همانماتريس و كابرد آن در حل دستگاه

  پردازيم.ها، ابتدا به تعريف ميدان ميتعريف شده است. پس، قبل از شروع بحث در مورد ماتريسبه ميداني هستند كه ماتريس روي آن 
 مجموعه :1تعريف را همراه با دو عمل جمع و ضرب كه به ازاي هر دو عضوx  وy از  به ترتيب به صورتx y  وx.y د، نشونمايش داده مي

  گانه زير را داشته باشد:خواص ده هرگاه ،يميميدان گو
,xـ براي هر1 y  :داشته باشيمx.y  وx y  (بسته بودن نسبت به اعمال جمع و ضرب)  
,xاي هرـ بر2 y داشته باشيم: x y y x   جمع) عمل (خاصيت جابجايي نسبت به  
,xهر يـ به ازا3 y,z نتيجه شود: x (y z) (x y) z     جمع) عمل پذيري نسبت به(خاصيت شركت  
ـ يك عنصر منحصر بفرد4  اي كه، به ازاي هرموجود باشد به گونهx  ،x x x     جمع) عمل (عضو خنثي نسبت به  
)يك عنصر منحصر بفرد xـ به ازاي هر عضو5 x)  اي كه:موجود باشد به گونه  

x    جمع)  عمل ر قرينه نسبت به(عنص ( x) ( x) x        
,xـ براي هر6 y  ،x.y y.x (خاصيت جابجايي نسبت به عمل ضرب)  
,xهر يـ به ازا7 y,z  ،x.(y.z) (x.y).z ضرب)ل عمپذيري نسبت به (خاصيت شركت  
1ـ عضو ناصفر و منحصر بفرد 8  به ازاي هر ؛اي كهوجود داشته باشد به گونهx ،x. .x x 1        ضرب)  عمل (عضو خنثي نسبت به 1
xد، عنصر ناصفر و منحصر بفرxهر يـ به ازا9 1   ؛طوريكه بهموجود باشد x.x x .x  1 1   ضرب) عمل (عضو قرينه نسبت به 1

,xـ به ازاي هر10 y,z  ،x.(y z) x.y x.z   جمع) عمل ضرب نسبت به عمل پذيري(پخش  

 همچنين، اعداد مختلط تحت همان جمع و ضرب معمولي يك ميدان هستند. مجموعه اعداد حقيقي و اعداد گويا :1مثال   نسبت به عمـل جمـع و
    دهند: ضرب تعريف شده در زير؛ تشكيل يك ميدان مي

.) (a bi) (c di) (a c) (b d)i ; ) (a bi) (c di) (ac bd) (ad bc)i            1 2  
 

 مجموعه هاي متناهيميدان :2مثال . { , , , , }5 1 2 3 بـدين   5يك ميدان متناهي است. جمع و ضرب به هنگ  ،5اعمال جمع و ضرب به هنگ  همراه با 4
  داريم: 5به عنوان مثال در  .آوريمبدست مي 5دهيم و فقط حاصل آن را به هنگ صورت است كه همان جمع و ضرب معمولي را انجام مي

  
5

3 2 5   و  
5

4 3 7 و  2  
5

4 3 12 2  
  
  



 
ماتريس و دستگاه معادلات خطيفصل اول:   2  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

pيك عدد اول باشد، آنگاه  pاگر  :1نكته  { , , ,...,p } 1 2 1   تحت اعمال جمع و ضرب به هنگp .يك ميدان متناهي است  
 عدد صحيح و مثبت  :2تعريفn را مشخصه ميدان ،هرگاهگويند n  كوچكترين عددي باشد كه حاصل جمعn  عضو خنثي نسبت به  1مرتبه عدد)

  نامند.وجود نداشته باشد، ميدان را از مشخصه صفر مي يبرابر صفر (عضو خنثي نسبت به جمع) شود. اگر چنين عدددر آن ميدان ضرب) 

 به ازاي هر عدد اول  هايي با مشخصه صفر واعداد حقيقي و گويا، ميدان :3مثالp  ،p  ميداني با مشخصهp .است   
 

 ها صحيح است؟كداميك از گزينه :4مثال  
1(.2  يك ميدان از مشخصه صفر است( .يك ميدان از مشخصه نامتناهي است  
3 (91  53) 4  است. 91يك ميدان از مشخصه  است. 53يك ميدان از مشخصه  

 :4«گزينه  پاسخ« زيرا  ؛يك ميدان نيست2   و  1 12 2 در واقع وارون عناصر ناصفر مخالف يك در ، .وجود نـدارد   يـك ميـدان از

عـدد اول   53و غير اول (يا مركب)  91پس از آنجا كه  .است pيك ميدان از مشخصه  pبه ازاي هر عدد اول  pدانيم كهمشخصه صفر است. همچنين مي
  درست است. )4(نه غلط و گزي )3(گزينه  ؛است

 
  پردازيم.حال به تعريف ماتريس و اعمال جبري روي آن و بعضي قضايا در مورد آن مي

 فرض كنيد :3تعريفيك ميدان باشد، آرايه مستطيل شكل زير كه عناصر آن متعلق به نامند.هستند را يك ماتريس مي  
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iبه ازاي هر  , ,...,m1 jو  2 , ,...,n1 تعداد ستونهاي  nتعداد سطرهاي ماتريس و  mنامند. همچنين اگر مي Aام ماتريس  ـijرا درايه ijaعنصر  2
mباشد، ماتريس را از اندازه  Aماتريس  n كنند.استفاده مي و براي نمايش آن از شكل خلاصه مقابلگويند مي  ij m nA [a ]   

mنامند. همچنين اگر تايي مي nرا يك سطر  n1تايي و هر ماتريس  mرا يك ستون  m1هر ماتريس  n  باشد، ماتريسA  يك ماتريس مربعي ،
  شود.ناميده مي

  هااعمال جبري روي ماتريس
  با فرض ،پذير است كه دو ماتريس هم اندازه باشند. در اينصورتجمع و تفريق دو ماتريس فقط در صورتي تعريف ـ جمع و تفريق ماتريس:1
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  داريم:
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  داريم: روي ميدان Aو ماتريس  cبراي هر اسكالر ـ ضرب اسكالر در ماتريس:2
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 هاي ماتريس :5مثالA+B ،B C2 وA3 دست آوريد.را به  

A , B , C
      

            

2 1 1 4 2 1 2 5
1 2 1 3 1 1 2

  

 :پاسخ   A B

       

          

2 4 1 2 1 1 2 1 2
1 1 3 2 1 1 4 1  

A
      

         

3 2 3 1 3 1 6 3 33 3 3 1 3 2 3 6 
  

2يك ماتريس Bاز آنجا كه  2يك ماتريس Cو  3 Bاست،  2 C2 .قابل تعريف نيست  
 

mضرب ماتريس  ـ ضرب دو ماتريس:3 nA  در ماتريس k lB  پذير است كه فقط در صورتي امكانn k  يعني تعداد ستونهاي ماتريس اول با ،
mيك ماتريس  ABه در اينصورت حاصلضرب ك .تعداد سطرهاي ماتريس دوم برابر باشد l شود:است و به صورت زير حاصل مي  

    j , ,..., l1 iو        2 , ,...,m1 ijو       2 i j i j in njc a b a b ... a b   1 1 2 ijو    2 m lAB [c ]   
AB لزوماً كه توجه كنيد BA حاصلضرب  ،ممكن است نيست. حتيAB  وقابل تعريف BA همچنين، توانهاي يك ماتريس  تعريف باشد. غيرقابل

nيك ماتريس مربعي  Aشود. يعني؛ اگر مربعي، از حاصلضرب آن ماتريس در خودش، حاصل مي n :باشد، آنگاه داريم  
m mA AA, A AA , ..., A AA , m   2 3 2 1   

  پذير است.هاي مربعي امكانبه خاطر داشته باشيد كه محاسبه توانهاي يك ماتريس، فقط در ماتريس
  آوريم.براي درك بهتر ضرب دو ماتريس، ابتدا به يادآوري ضرب اسكالر در بردارها پرداخته و سپس حاصل ضرب دو ماتريس را به كمك آن به دست مي

 فرض كنيد   :4تعريفT
n(a ,a ,....,a ) 1 2a  وT

n(b ,b ,...,b )1 2b   دو بردار دلخواه باشند. در اينصورت ضرب اسكالر دو بردارa  وb  كه با
a.b شود برابر است با:مياده ش دنماي  

n na b a b ... a b   1 1 2 2a.b  

 اگر   :6مثالa ( , , , ) 1 2 1 bو  3 ( , , , ) 2 3 1   داريم: 1
a.b ( , , , ).( , , , ) ( ) ( )             1 2 1 3 2 3 1 1 1 2 2 3 1 1 3 1 4  

 

mماتريس در حال اگر  nA  سطر ،i ام راi i in(a ,a ,....,a ) 1 2 ia  و در ماتريسnB  ستون ،j ام راT
j j nj(b ,b ,...,b ) 1 2 jb   ،در نظر بگيـريم

Cـ ام ماتريس  ijبينيم كه درايه به سادگي مي AB  برابر با ضرب اسكالر دو بردارT
ia  وjb ،است: يعني  

i j i j in nja b a b ... a b   1 1 2 2
T
i ja .bijc   

 با فرض   :7مثالA
 
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  را به دست آوريد: BAو  ABهاي ، ماتريس

 :پاسخ   

AB , BA

   
                                     
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 هاي ماتريسفرض كنيد   :8مثالA ،B  وC زير تعريف شده باشند: صورتبه  
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  در اين صورت داريم:

  C
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3يك ماتريس  BAغير قابل تعريف و همچنين  CAواضح است كه حاصلضرب  توجه  ها لزوماً خاصيت جابجايي را نداريم.ر ضرب ماتريسد ،بنابراين .است 3
  .نيستندپذير نيست، چرا كه آنها ماتريس مربعي نيز، امكان B2يا  A2كنيد كه محاسبه 

 

 نشان دهيد كه اگر  :9مثالA  وB ند كه اي باشدو ماتريس مربعي دلخواه و به گونهAB=BAآنگاه به ازاي هر ،n،n n n(AB) A B.  

 :وي ربراي اثبات از استقرار  پاسخn كنيم:استفاده مي  
nبراي 1 :داريم  (AB) A B1 1 1  

nكنيم كه حكم برايحال فرض مي k برقرار باشدk k k((AB) A B ) و آن را برايn k 1 كنيم:اثبات مي  
k k k k k

k

(AB) (AB) (AB) A B AB A BB BA B  1   

k k k k

kk

kA BB B A B B A A BB B B A B 



  1 1

1

1   

  يابد.پايان ميبدين ترتيب اثبات 
 

 اگر  :10مثالA
 

  
 

2 3 4
1 2 Bو  5

 
   
  

3 2
4 1
1 2

Cو  
 

  
 

1 2
3

  برابر است با:d112 آنگاه ، D=ABCو  

1 (13  2 (14  3 (27  4 (28  
 :پرهيز از محاسبات كامل و تعيين ماتريس  ،هااهميت در اينگونه تست داراينكته »  4«گزينه  پاسخD  است. در واقع بايد فقط به دنبال درايه مورد

D ؛اگر قرار دهيم نظر باشيم. ABC (AB)C ،  براي محاسبه آنگاهd11 حاصلضرب سطر اول  است كافيAB  در ستون اولC را بدست آوريم. 

به صورت  Cچون ستون اول  
 
 

1


در  Aضرب سطر اول برابر است با حاصل 11(AB)دانيم مي را محاسبه كنيم. 11(AB)فقط كافي است  ؛ پساست 

    ، پس داريم:Bستون اول 

(AB) ( ) d d           11 11 112 3 3 4 4 1 14 14 2 28  
  شود.نيز يك مي ABهاي هر سطر ايههاي هر سطر آنها يك است، آنگاه جمع درهايي باشند كه جمع درايهماتريس Bو  Aاگر  :2نكته  

ijقابل تعريف باشد. با توجه به اين، فرض كنيد  ABضرب ي برقراري اين نكته، اينست كه توجه كنيد كه لازمهاثبات:  m nA [a ]   وij n pB [b ]  
  است.  ر آنها يكهاي هر سطاي باشند؛ كه مجموع درايهدو ماتريس دلخواه و به گونه

iبرابر با يك است؛ بنابراين به ازاي هر  Aهاي هر سطر مجموع درايه , ,...,n1   ، داريم: 2
n

ik
k

a



1

1 )1(  

kبرابر با يك است؛ بنابراين به ازاي هر  Bهاي هر سطر مجموع درايه , ,...,m1   ، داريم: 2
p

kj
j

b



1

1 )2(  

Cحال فرض كنيد ABدانيم كه ها، مي، در اينصورت با توجه به تعريف ضرب ماتريسC  يك ماتريسm p  است و به ازاي هرi , ,...,p1 و  2

j , ,...,p1          )3(  ، داريم؛2
n

ij i j in nj ik kj
k

c a b ... a b a b


   1 1
1

  

با  برابر Cچون ستون اول  
 

1
 .است  

بار
  بار ديگر از فرض

باربار .يمكنمسأله استفاده مي

 فرض فرض استقرا
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  شود؛نتيجه مي 3و2و1با توجه به روابط 
p p p pn n n n n

ij ik kj ik kj ik kj ik ik
j j k k j k j k k

( ) ( ) ( )c a b a b a b a a
        

          
1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 2 11   Cـ ام  iهاي سطر مجموع درايه1

Cهاي هر سطر بنابراين، مجموع درايه AB .نيز، برابر با يك است  

 ماتريس مربعي  در :5تعريفij n nA [a ]  هاي ، درايهnna ,a ,...,a11 ناميم. اگر در يك مي Aيا قطر اصلي ماتريس  ،هاي قطريرا درايه 22
nnAو به صورت  ناميدههاي قطري آن صفر باشند، آنرا ماتريس قطري ها به غير از درايهماتريس تمام درايه diag(a ,a ,...,a ) 11   دهيم.نمايش مي 22

طري براي نمايش ماتريس ق

nn

a

a
A

a

  
  
   
  

 
 
 
 
 
 

11
nnAاز نماد  22 diag(a a a ) 11 مواقعي از علامت  ،شود. در واقعنيز استفاده مي 22

)diagبدون كاما سخت باشد. به عنوان مثال  ي قطريهاشود كه تشخيص درايهبين اعداد استفاده مي (,) تواند هر كدام تي مبهم است كه ميعبار 135(
)diagهاي از ماتريس , )1 35 ،diag( , )13 )diagو يا 5 , , )1 3 diag(aباشد. ولي عبارت  نيز5 a )1 كاملاً واضح است؛ پس ديگر نيازي به استفاده از كاما  2

  در آن نيست.
ماتريس 

n

diag( , ,..., )11 1  را ماتريس هماني مرتبهn نامند و با ميnI دهند. به عنوان مثال: نمايش مي  

  I diag( , )
 

   
 

2
111 1



  

 فرض كنيد  :11مثالn  و
cos sin

n nA

sin cos
n n

   
  

  
  

  :برابر است با nA2، در اينصورت 

1 (A   2 (
cos sin

n n

sin cos
n n

  
 
 

    

  3( 
sin cos

n n

cos sin
n n

   
 

  
  

  4 (I2  

 :فرض كنيد:»  4«گزينه  پاسخ  

  cos sin cos sin cos sin cos sin cos sin
B( ) B ( )

sin cos sin cos sin cos sin cos cos sin

                    
                             

2 2
2

2 2
2

2
  

  cos sin

sin cos

   
    

2 2
2 2  

  شود:به هيمن ترتيب نتيجه مي

  n cos( n ) sin( n )
B ( ) , n ( )

sin( n ) cos( n )

   
     

2 2 2 12 2    و ... وcos sin
B ( )

sin cos

   
     

4 4 4
4 4  

) قرار دهيم 1ي (حال اگر در رابطه
n


 شود:، نتيجه مي  n n cos( ) sin( )

A B ( ) I
sin( ) cos( )n

     
          

2 2
2

2 2 1
2 2 1




  

 

nيك ماتريس قطري  Aاگر  :3نكته  n  وnA diag(a a a ) 1 2  باشد، آنگاه به ازاي هرk :داريم  k k k k
nA diag(a a a ) 1 2  

  آيد:بدست مي kبه سادگي و با استقرا روي  اثبات:
kبراي  1بوضوح حكم برقرار است؛ ،  nk A diag(a a a )   1 21   
kبرقرار باشد، آن را براي  k براي كنيم حكمفرض ميحال  1 كنيم.اثبات مي  

 بار
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k k

k k
k k k k

n n

k kn
n n

a aa

a a a
A AA diag(a a )diag(a a )

a a a








                                  

       
         
           
        

1
1 11

121 2 21 1

1

  k k
ndiag(a a )  1 1

1  
  بدين ترتيب، با توجه به استقراء اثبات تمام است.

 فرض با   :12مثال
 

 
 

A

 
   
  

3
1

2
  ا به دست آوريد.ر A4ماتريس ،

 :پاسخ   

A ( )

( )

 
  
       
    

4

4 4

4

3 81
1 1

162

   
   

  

  

 

 اگر   :13مثال

   
   
    
   
    n n

A



 
 
 
 
 
 
  

1
1

1
1

  ،kA .را محاسبه كنيد  

 :پاسخ   

 ...n n nA A A I I I  4 2 2
, , A A A IA A  3 2

nA I

        
        
           
        

     
     
        
     
     
     

2

1 1 1
1 1 1

1 1 1

  

  

k   شود:ترتيب نتيجه ميو به همين 

n

A
A

I


 


  

 

 ماتريس  ترانهاده :6تعريفm nA   يك ماتريس ،n m  است كه هر ستونA را با  و آن ؛يك سطر آن استtA دهند.نمايش مي  

Aبه عنوان مثال اگر 

 
   
  

2 1
2 3 2
4 5 6


tAبينيم كه، به سادگي مي

 
   
  

2 2 4
1 3 5

2 6
  باشد.مي 

 ماتريس مربعي  :7تعريفA هرگاهيم يرا متقارن گو tA A هرگاه ،يميو پاد متقارن گو tA A   .باشد  

Aماتريس  ،با توجه به تعريف
 

  
 

3 1
1 Bمتقارن و ماتريس  2

 
   

2
2



Cهمچنين پاد متقارن است. 

 
  
 

1 2
3   نه متقارن است و نه پاد متقارن. 4

 فرض كنيد  :1قضيهA  ،B و C هايي ماتريسm n  وo  يك ماتريسm n هاي آن صفر است (ماتريس صفر) و درايه كه تمامc وd  اسكالر
  باشند، در اينصورت داريم:

  ) o A A o A   3  ) A (B C) (A B) C    2  ) A B B A  1  
  ) (cd)A c(dA)6  ) (c d)A cA dA  5  ) c(A B) cA cB  4  

 فرد باشد. kاگر 
 زوج باشد. kاگر 

طبق فرض
 استقرا
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  فصل دوم

  » دترمينان« 
دترمينان   

  
يك تابع حقيقي مقـدار بـا    ،مفهوم دترمينان يك ماتريس است. در حقيقت دترمينان ،ها و جبرخطي دارديكي از مفاهيم مهمي كه نقش اساسي در بحث ماتريس

 ،مـاتريس  دهـد. دترمينـان يـك   شـود، نسـبت مـي   رمينان آن ماتريس ناميـده مـي  كه دت ،هر ماتريس مربع يك مقدار هاي مربع است كه به ازاي دامنه ماتريس
در اين فصل برآنيم كه مفهوم دترمينان و كـاربرد آن   كاربردهايي در محاسبه معكوس ماتريس، حل دستگاه معادلات خطي، تعيين مقدارهاي ويژه و ... دارد.

ي يك مـاتريس  هاي آتي در باب تعيين مقادير ويژهشما دوستان گرامي شرح دهيم. در فصلدر تعيين معكوس يك ماتريس و حل دستگاه معادلات را براي 
  به كمك دترمينان بحث خواهيم كرد.

پـردازيم و در ادامـه   ها ميشود. به همين منظور ابتدا به ارائه چند تعريف در زمينه جايگشتبراي تعريف تابع دترمينان از مفهوم جايگشت استفاده مياصولاً 
  كنيم.ابع دترمينان را تعريف ميت

 نامند.از آن اشياء مي يك جايگشت ،ها راهاي مختلف آنيا آرايش ،وضعيتهاي مختلف قرار گرفتن گروهي از اشياء (يا اسكالرها) در كنار هم :1تعريف  
 بل از عدد كوچكتر آمده باشد. همچنين اگر در يـك  اگر يك عدد بزرگتر ق ،يك انعكاس رخ داده است شودگفته مي در يك جايگشت از اعداد، :2تعريف

  نامند.مي جايگشتي فردرا فرد باشد، آن هاانعكاسو اگر تعداد كل  جايگشتي زوجها زوج باشد، آنرا جايگشت تعداد كل انعكاس

 (بـدون انعكـاس) و    )1 2 3 4 5هاي (جايگشت فرد و جايگشتي انعكاس)، 3) (داراي 2 1 5 3 4) (داراي يك انعكاس) و (1 2 3 5 4هاي (جايگشت :1مثال
  باشند.  } مي1 ,2 ,4,3 ,5زوج از مجموعه {جايگشتي ) (داراي چهار انعكاس) 3 2 1 5 4(

 

 اگر  :3تعريفA يك ماتريسn n  باشد، آنگاه يك حاصلضرب مقدماتي ازA  عبارت است از حاصلضربn  درايه از ماتريسA  هيچ دو تـا از آنهـا   كه
  يا يك ستون نباشند. و در يك سطر 

nهاي مقدماتي يك ماتريسبه طور كلي حاصلضرب n صورتبه
nj j nja .a a1 21 2  كه در آن د؛نباشميn( j j ...j )1 }اعداد يك جايگشت از مجموعة  2 , ,...,n}1   .است 2

 دترمينان يك ماتريس :4تعريف n n  مانندA  ي ميدانروحاصلضـرب مقـدماتي   اسـت  دار آنهاي مقدماتي علامـت مجموع تمام حاصلضرب برابر با) 

nj j nja .a a1 21 2  را اگرn( j j ...j )1 )nبا علامت مثبت و اگر ،جايگشتي زوج باشد 2 j j ...j )1 كنـيم)  دار مـي جايگشتي فرد باشد، با علامـت منفـي؛ علامـت    2
|يا det(A)با را A دترمينان A   دهند.  نمايش مي |

 هاي مقدماتي ماتريسحاصلضرب :2مثالa b
A

c d

 
  
 

   دار بنويسيد.به صورت علامت را 

a(  .    ) جايگشت زوج است، علامت آن مثبت است1 2چون ( a ad11 221  
(  ) جايگشتي فرد است، علامت آن منفي است.2 1چون  (        a .a bc  12 212  

aشود كه اگر تعريف دترمينان نتيجه مي با توجه به مثال بالا و b
A

c d

 
  
 

  ، آنگاه داريم:

det(A) ad ( )bc ad bc    1  
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تريس از محاسبة دترمينان يك ماتريس با استفاده از تعريف آن بر اساس جايگشتها، كاري سخت و وقتگير است و معمولاً براي محاسـبة دترمينـان يـك مـا    
  كنند.هاي آن استفاده ميبسط لاپلاس آن روي يكي از سطرها، يا ستون

 فرض كنيد :5تعريفijA  زير ماتريسي از ماتريسA  باشد كه در آن سطرi-و ستون  امj-ماتريس  امA،   حذف شده است. در اينصورت همسازة سـطر

i-و ستون  امj -ماتريس  امA كه باijc برابر است با: ؛دهيمنمايش مي  i j
ij ijc ( ) det(A ) 1  

دهـد كـه بـراي    كنيم. ايـن قضـيه نشـان مـي    را بدون اثبات بيان مي ،قضيه زير كه به قضيه يا بسط لاپلاس در محاسبة دترمينان يك ماتريس معروف است
  استفاده كرد. ،آن دلخواه از توان از بسط لاپلاس آن ماتريس نسبت به هر سطر يا ستونمي ،محاسبة دترمينان يك ماتريس

 اگر  :1هقضيij n nA [a ]  يك ماتريسn n روي ميدان آنگاه داريم: ،باشد  
; i , ,...,n1 i  ام- iبسط لاپلاس روي سطر 2 i i i in in) det(A) a c a c ... a c   1 1 2 21  
; j , ,...,n1 j  ام-j تونس يبسط لاپلاس رو2 j j j nj nj) det(A) a c a c ... a c   1 1 2 22  

 هاي زير را به كمك بسط لاپلاس محاسبه كنيد.دترمينان ماتريس :3مثال  





A , B , C

   
                    

1 2 3 1 12 5 4 5 6 1 11 1 7 8 9 1 1
  

 :پاسخ   det(A)      2 1 5 1 7  

( ) ( ) ( )            5 9 6 8 2 4 9 6 7 3 4 8 5 7det(B) ( ) ( ) ( )           1 1 1 2 1 35 6 4 6 4 51 1 1 2 1 38 7 9 7 8
  

   3 12 9   

( ) ( )        1 1 1 1 2  det(C) ( ) ( ) ( ) ( )              
 

1 1 1 2 1 31 1 1 11 1 1 1 11 1 1 1
 


 

  

  

  
  

 اگر :4مثال

  





A

 
 
 
 
 
 

3
5 1 2
2 6 1
6 3 1

  برابر است با: det(A)، آنگاه

1 (5  2(5   3(15   4 (15  
 :نويسيم.ر اول ميبسط لاپلاس را نسبت به سط  »3«گزينه  پاسخ  

det(A) ( ) det( ) ( ) det(A ) ( ) det(A ) ( ) det(A )


   



   
 
                   
  

1 1 1 2 1 3 1 4
12 13 14

1 2
3 1 6 1 1 1 1

3 1
  

det( ) (I)






 
   
  

1 2
3 6 1

3 1
  

Aبراي محاسبة دترمينان

 
   
  

11

1 2
6 1
3 1





  كنيم.از بسط آن نسبت به ستون سومش استفاده مي،  

ا گيـرد، نقـش ضـريب ر   هاي سطر يا ستوني كه بسط لاپلاس آن مورد استفاده قرار مياز آنجا كه در محاسبة دترمينان يك ماتريس؛ درايه : 1توجه
  دارند، بنابراين بهتر است براي محاسبة دترمينان يك ماتريس، بسط آن را نسبت به سطر يا ستوني بنويسيم كه بيشترين تعداد صفر را دارد.
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det
 

     
 

1 2 1 6 53 1det(A ) ( ) ( ) ( ) ( )           1 3 2 3 3 3
11

6 1 2 1 21 1 1 13 1 3 1 6


 


  

det(A)  شود:يجه مينت (I)بنابراين، با توجه به رابطه     3 5 15  
 

هاي ماتريس اندك باشـد، بـا دشـواري زيـادي در     محاسبة دترمينان يك ماتريس با استفاده از بسط لاپلاس نيز در صورتيكه تعداد صفرهاي سطرها و ستون
كـه محاسـبة دترمينـان يـك مـاتريس در       ؛كنـيم يايي را بيـان  كنيم قضـا محاسبات همراه است؛ مخصوصاً اگر اندازة ماتريس بزرگ باشد. در ادامه سعي مي

  تر سازد.هاي خاص را راحتحالت
 اگر  :2قضيهA يك ماتريس مثلثي (بالا مثلثي يا پائين مثلثي) يا قطري باشد، آنگاه دترمينان A، است هاي روي قطر اصلي آنبرابر با حاصلضرب درايه.  

ين مثلثـي يـا   يهـاي پـا  هاي مشابهي را براي ماتريستواند اثباتكنيم. خواننده ميبراي يك ماتريس بالا مثلثي اثبات مي قضيه را با استفاده از استقرااثبات: 
   قطري بدست آورد.

nيا 2براي  1 ، .حكم بوضوح برقرار است   
nيـك مـاتريس بـالا مثلثـي و     Aوقتـي  فرض كنـيم   فرض استقرا: n   ،داريـم اسـت nndet(A) a .a a 11 22      حـال حكـم را بـراي مـاتريس بـالا ،

n)مثلثي ) (n )  1   كنيم. فرض كنيد:اثبات مي 1
(n )

(n )

(n )(n )

a a ... a

a ... a
A

... a





 

 
 
   
 
  

11 12 1 1

22 2 1

1 1



   
 

  

  شود.نتيجه مي ،اگر بسط آن را نسبت به ستون اول آن در نظر بگيريم،  det Aبراي محاسبة 

)1(  

(n )

(n )

(n )(n )

a a a

a a

det(A) a ( ) det(A ) a det

a






 

  
  
  
        
  
      

22 23 2 1

33 3 1
1 1

11 11 11

1 1

1



 

   
  

  

nيك ماتريس بالا مثلثي A11شود؛همانطور كه ديده مي n است و بنابر فرض استقرا داريم:  (n )(n )det(A ) a a ...a  11 22 33 1 1  
n)  شود:) نتيجه مي1توجه به رابطه ( با ،بنابراين )(n )det(A) a a ...a   11 22 1 1  

  بدين ترتيب اثبات تمام است.و 
  بسط ماتريس نسبت به سطر اول آن نوشته شود. بايدهاي پائين مثلثي، لازم بذكر است كه براي اثبات در مورد ماتريس

 دترمينان ماتريس  :5مثال
 


 

A

 
   
  

2
6 7
3 1

  هاي زير يكسان است؟يك از ماتريسبا دترمينان كدام 

1(B






 
   
  

3 1
4 5
1 9

   2(C


 
  
 

15 2
5 1   3(D

 
   
  

7 5
2 1
1 1



 

   4(E 
 

 
   
  

7 1 2
5 1

3
   

 :ــه  پاســخ ــايين مثلثــي اســت، پــس   A  »2«گزين ــاتريس پ detيــك م A     2 7 1 14 ،E   ــابراين ــالا مثلثــي اســت، بن ــاتريس ب يــك م
det E    7 5 3 1 5استفاده كنيم. هاهاي مثال بايد از بسط دترمينان آنرد ساير ماتريس، در مو  

  det B ( ) ( )      3 3 3 19 1 9 15 4 994 5  

  det C    
15 2 15 1 145 1   


  

  det D ( ) ( )


      1 1 2 17 1 7 2 1 1331 1  

det ،بنابراين A det C 14  .است  

بسط نسبت به ستون سوم 

اولبسط نسبت به ستون  
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 مقاديري از به ازاي چه   :6مثالxو yشود.ماتريس داده شده صفر مي ، دترمينان  

الف)  
x y

A y x

x y





 
 
 
  

ب)    

x y

x y
A

x y

y x

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

  

 :پاسخ   
  الف)

x y

det(A) y x x( x ) y(y ) x y

x y


   


      2 2 3 3  

det(A) x y x y x y          3 3 3 3  
  شود.صفر مي Aم و چهارم، دترمينان ماتريس از نيمساز ربع دو (x,y)به ازاي تمام نقاط  ،بنابراين

  ب)

x y
x y y

x y
det(B) x x y y x y x(x(x )) y( y( y ))

x y
x y x

y x

       2 2

 
  

 
   

 
  

 

  

x y x ydet(B)
x y x y

x y x y

          
    

2 2
4 4 4 4

2 2




  

xاز خطوط  (x,y)بنابراين به ازاي تمام نقاط  y  وx y دترمينان ، A شود.صفر مي  
 

هاي هم ارز سطري ـ ي بين دترمينان ماتريسكنيم كه هر ماتريس هم ارز سطري ـ پلكاني يك ماتريس مثلثي است؛ بنابراين اگر بتوانيم رابطهوري ميآياد
دست آورد؛ ا آن را بهمثلثي هم ارز سطري ـ پلكاني ب ي دترمينان يك ماتريس با ابعاد بزرگ، ابتدا ماتريستوان براي محاسبهدست آوريم، ميپلكاني را به

منظور در قضيه بعد، تأثير اعمال سطري مقدماتي را روي دترمينان يك سپس دترمينان آن ماتريس را به كمك دترمينان هم ارز آن، تعيين كرد. به همين
  كنيم.ماتريس بررسي مي

 اگر  :3قضيهA  يك ماتريسn n  وB ماتريسي باشد كه:  
det(B): آنگاه ،حاصل شود kدر اسكالر ناصفر  Aاز ضرب كردن سطري از  الف) k det(A)  

det(B): آنگاه ،حاصل شود Aب) از جابجايي دو سطر ماتريس  det(A)   
det: به سطر ديگر آن حاصل شود، آنگاه Aج) از افزودن مضربي از يك سطر  B det A  

   ت:اثبا
در سـطر   Bو  Aجا كه تنها تفاوت ماتريس از آن حاصل شده است. در اينصورت kدر  Aماتريس  ام-iب سطر ماتريسي باشد كه از ضر Bالف) فرض كنيم 

i-هاي متناظر با سطر واضح است كه همسازه ها است،ام آنi-و ستون  امj-براي امj ,...,n1هاي ، در ماتريسA  وB اگـر بـراي    ،بنـابراين  .با هم برابرند
  شود:نتيجه مي ،استفاده كنيم ام-iاز بسط لاپلاس آن روي سطر  Bمحاسبة دترمينان 

k det(A)i i i i in in i i in indet(B) ka c ka c ... ka c k(a c ... a c )      1 1 2 2 1 1  
jبراي  ijcكه در آن  ,...,n1 ي همسازهij- ام ماتريسB ي است كه با همسازهij- ام ماتريسA .يكسان است  

nبـراي  كنيم:اثبات مي،  nب) اين قسمت را با استفاده از استقرا روي   nيـك مـاتريس   Aكـه حكـم بوضـوح برقـرار اسـت. حـال فـرض كنيـد          2 n 
n(كه  ، از بسط لاپـلاس آن روي  B در اين صورت اگر براي محاسبة دترمينانبدست آمده است.  Aماتريسي است كه از جابجايي دو سطر  B) است و 2

  ) كه غير از دو سطر جابجا شده است، استفاده كنيم؛  iسطري از ماتريس (مثلاً 
  

طبق تعريف

بسط نسبت به سطر اول

x  وy اندحقيقي  
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  داريم:

)1(  
n

i i n i j
i i in in ij ij

j

det(B) a ( ) det(B ) ... a ( ) det(B ) ( ) a det(B )  


      1

1 1
1

1 1 1  

jبراي هر ijBدانيم كهاز طرفي مي ,...,n1يك ماتريس ،(n ) (n )  1 بدست آمده است (دقت كنيد سـطر   ijAاست كه از جابجايي دو سطر ماتريس 1
i -براي هر  دانيمطبق فرض استقرا مي ،بنابراين شده در نظر گرفته شد).سطري غير از دو سطر جابجا  امj , , ,n1 2ij ijdet(B ) det(A )  .است  

  ) داريم:1با جايگذاري اين نتيجه در معادله (
n n

i j i j
ij ij ij ij

j j

det(B) ( ) a ( det(A )) ( ) a .det(A ) det A 

 
        

1 1
1 1  

  و بدين ترتيب اثبات تمام است.
 ام - jدر سطر Bو  Aآن حاصل شده است. در اينصورت تنها تفاوت ماتريس  ام - jبه سطر  Aاز ماتريس  ام - iبرابر سطر  kاز افزودن  Bج) فرض كنيد ماتريس 

it(cام - tو ستون  ام - jهاي سطر همسازه ،آنها است. بنابراين tدو ماتريس براي ( n 1 حاسبة دترمينان ماتريس يكسان هستند. حال اگر براي مB  از
j  شود:نتيجه مي ،آن استفاده كنيم ام - jبسط لاپلاس آن نسبت به سطر  i j jn in jndet(B) (a ka )c ... (a ka )c    1 1 1  

tبراي  ،jtcدقت كنيد كه ,...,n1 همسازة سطر ،j- و ستون  امt- ماتريس  امB  است كه در ماتريسA  وB دار آن يكسان است. بنابراين:مق  

)2(                       
n n

jt jt it jt
t t

det(A)

det(B) a c k a c det(A) det(A)




  
 

     
1 1

  

 باشـد. مـي  ؛آن حاصل شده است ام-jبه جاي سطر  A ام-i) برابر با دترمينان ماتريسي كه از جايگزيني سطر 2لازم به ذكر است كه مجموع دوم در رابطة (
detصـفر اسـت. در نتيجـه    با دانيم كه دترمينان چنين ماتريسي برابر ) و بنا بر نكته بعد مي(يعني ماتريسي كه داراي دو سطر يكسان است B det A  و

  اثبات تمام است.

 نشان دهيد كه هرگاه  :7مثالA ي ناصفر دارد، آنگاهماتريسي باشد كه در هر سطر و ستونش يك و تنها يك درايهdet(A) .  

 :فرض كنيد  پاسخA يك ماتريسn n وna , , a , a2 1 هاي ناصفر تنها درايهA  هستند كه هر كدام در يك سطر و ستون قرار دارند. بنابراين
nB، ماتريس هم ارز سطري مقدماتي آن،Aتوان با تعداد متناهي عمل جابجايي سطر در ماتريس مي diag(a a a ) 1 2     را بـه دسـت آورد. حـال اگـر ،

kdet(B)  لازم بوده است، داريم: Aعمل جابجايي سطر در ماتريس  kفرض كنيم  ( ) det(A) 1  
ndet(B)  يك ماتريس قطري است و داريم: Bاز طرفي  a a a   1 2   

k  ناصفر است. Aو در نتيجه دترمينان  B ندترمينا ها ناصفر بودند،iaحال از آنجا كه
ndet(A) ( ) a a a  1 21   

detآنگاه ،داراي دو سطر يكسان باشد Aاگر ماتريس  :1نكته   A   .است  
كـه   واضح است ،حاصل شود Aاز ماتريس  jو  iبا تعويض سطرهاي  Bيس يكسان باشند، حال اگر ماتر Aماتريس  ام-jو  ام-iفرض كنيد كه سطر  اثبات:

B A و بنابراينdet B det A .شود كهاز طرفي بنابر قسمت (ب) از قضيه قبل نتيجه مي استdet B det A ، :پس داريم  
det B det A

det A det A det A det A
det B det A

 
        

2    

detآنگاه ،داراي يك سطر صفر باشد Aاگر  :2نكته  A   .است  
  بنويسيم تا نتيجه حاصل شود. ؛كافي است بسط لاپلاس دترمينان آن را روي سطري كه صفر است اثبات:

 هاي زير را محاسبه كنيد.دترمينان ماتريس :8مثال  

  
  

A , B

   
        
      

3 5 1 2 5 1
2 1 4 1 2 1

3 5 1
  

 :سطر اول و سوم  پاسخA يكسان هستند، پسdet(A)   . سطر سوم ماتريسBيك سطر صفر است، پس ،det(B)    
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 يعني اگـر   .در مورد ستونهاي آن نيز برقرار است ،تمامي مواردي كه در مورد سطرهاي يك ماتريس بيان شد :1تذكرA   يـك مـاتريسn n  باشـد ،
  موارد زير برقرارند: آنگاه

det آنگاه ،داراي يك ستون صفر باشد Aالف) اگر  A   .است  
det آنگاه ،داراي دو ستون يكسان باشد Aب) اگر  A   .است  

det اتريس حاصل برابر باآنگاه دترمينان م ،را جابجا كنيم Aپ) اگر دو ستون از  A .است  
detاضافه شود، دترمينان ماتريس حاصل برابر با  ي از آنبه ستوني ديگر Aت) اگر مضربي از يك ستون ماتريس  A .است  

kس حاصل برابر با دترمينان ماتري ،ضرب كنيم kرا در ضريبي ناصفر مانند  Aث) اگر ستوني از ماتريس  det A .است  

 دترمينان ماتريس :9مثال


A

 
   
  

3 4
2 1 3
1 2 5

  هاي زير يكسان است.با دترمينان كداميك از ماتريس 

1(B

 
   
  

3 4
1 2 5
2 1 3


   2(B

 
   
  

3 4
1 2 3
2 1 5


   3(B

 
   
  

7 2 1
2 1 3
1 2 5


   4(B

 
   
  

3 4
4 2 6
1 2 5


   

 :جاي سطرهاي دوم و سوم ماتريس 1در گزينه (  »3«گزينه  پاسخ (Aبنابراين ؛، عوض شده استdet B det A ، ) سـتونهاي اول و  2در گزينه (
detبنابراين ؛اندجابجا شده Aدوم ماتريس  B det A  ،) ريس ) دو برابر سطر دوم مات3در گزينهA پس دترمينان آن  ؛به سطر اول آن اضافه شده است
detكند و در نتيجهتغييري نمي B det A ،) بنابراين ،ضرب شده است  2) سطر دوم ماتريس در 4در گزينهdet B det A   است. 2

 

 اگر :10مثالA

 
    
  

2 4 5
1 1

1 4 2
  ت با:برابر اس detAآنگاه  ،

1(8   2 (8  3 (4  4(4   
 :1«گزينه  پاسخ«    

گيـريم. بـه همـين منظـور اگـر تفاضـل سـطر دوم و سـوم         از اعمال سطري مقدماتي كمـك مـي   ،بنابراين .كم است Aتعداد صفرهاي ماتريس  روش اول:
R(يعني R2   شود.كند و ماتريس زير حاصل ميواضح است كه دترمينان ماتريس تغيير نمي .را به سطر اول اضافه كنيم) 3

B det B ( ) det det A det B
 

                    

1 3
2 11 1 2 1 8 81 41 4 2

 


  

  كنيم؛مياز بسط لاپلاس آن نسبت به سطر اول ماتريس استفاده  مستقيماً ،Aدترمينان براي محاسبه  روش دوم:

det A ( ) ( ) ( )     
              1 1 1 2 1 3

2 4 5 1 1 1 11 1 2 1 4 1 5 14 2 1 2 1 41 4 2

 
  

( ( )) ( )( ( )) ( )               2 4 4 2 1 5 4 8 4 2 8    
  داراي زحمت بيشتري است. Aبينيم كه محاسبه مستقيم دترمينان مي

 

 اگر :11مثال
a b c

det x y z

e f g

 
   
  

آنگاه، 5
e f g

det a b c

kx ky kz

   
 
 
  

2 2   برابرست با: kكه 2

1(k2  2(k2  3(k1  4(k1  

 :اگر ماتريس دوم را   »4«گزينه  پاسخB داريم: ،بناميم  

      )اندسطر اول و سوم جابجا شده(
e f g x y z

det B ( ) k det a b c k ( )det a b c

x y z e f g

   
             
      

1 2 2 طبق قضيه  1
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  فصل سوم

  »ي برداري و زيرفضاها فضاها«  
فضاهاي برداري   

  
ي فصل بعد نيـز اسـت. اهميـت ايـن     نياز براي مطالعهو در واقع يك پيشخطي هاي مهم در درس جبر، يكي از فصلفضاهاي برداري و مباحث مربوط به آن

توجـه كنيـد كـه    ر به صورت مستقيم يا غيرمستقيم مربوط بـه فضـاهاي بـرداري باشـد.     هاي كنكوفصل منجر به اين شده كه هر سال درصد زيادي از تست
هاي يك فضاي برداري را به صورت شـهودي درك  فضاي اقليدسي در نظر گرفت و بدين ترتيب، ويژگي ميمي ازتوان مفهوم فضاي برداري را به عنوان تعمي

هاي زيـاد، تسـلط   و همراه با حل مثالهاي به دست آمده در اين موضوع را مرور كرده ها و نتيجهيفخواهيم همراه با شما دوستان گرامي تعرجا، ميكرد. اين
  پردازيم. كافي را براي پاسخ دادن به سئوالات كنكور را به دست آوريم. به همين منظور، قبل از هر چيز، به ارايه تعريف فضاي برداري مي

 اسكالر ماننديك فضاي برداري، از يك ميدان  :1تعريف  يك مجموعه مانند ،V يك عمل جمع روي اعضاي ،V    و يك عمل ضرب بـين اعضـايV  و
  تشكيل شده است. عمل جمع آن، به ازاي دو عضوو  ازV  يك عضو ،  ازV هاي زير است: كند و داراي ويژگيرا نظير مي  

,   الف) عمل جمع جابجايي است؛ يعني:   V          
,  پذير است؛ يعني: ب) عمل جمع شركت , V ( ) ( )               

oج) عمل جمع عضو خنثي منحصر بفرد دارد؛ يعني بردار منحصر بفرد V :وجود دارد بطوريكه  V o o         
)  وجود دارد بطوريكه : Vيك عضو منحصر بفرد  Vد) براي هر ) ( ) o        

c، بردار cو هر اسكالر Vبه ازاي هر  و عمل ضرب آن،    واقع درV هاي زير استو داراي ويژگي دهدرا نسبت مي:  
V     )عمل ضرب است. نسبت به عضو هماني 1(    1)1  

c ,c IF, V (c c ) c (c )      1 2 1 2 1 2)2  
c ,c IF, V (c c ) c c         1 2 1 2 1 2)3  
c F, , V c( ) c c          )4  

  نامند.مي را يك فضاي برداري روي ميدان V ،در اينصورت

 فرض كنيد :1مثال  يك ميدان وV يههم يهمجموع nهاي به فرم  تاييnv (x ,x , ..., x ) 1 ixا ب 2   باشد. اگر جمع برداري و ضرب اسكالر
  خواهد بود.  يك فضاي برداري روي ميدان Vرا به صورت زير تعريف كنيم؛ 

nفرض كنيد  nu (y ,y , ..., y ) , v (x ,x , ..., x ) 1 2 1   در اينصورت؛ يك اسكالر دلخواه است.cو  Vدو عضو از  2
n  تعريف جمع:  n n nu v (y ,y ,...,y ) (x ,x , ...,x ) (y x ,y x ,...,y x )      1 2 1 2 1 1 2 2  

n  تعريف ضرب اسكالر: ncv c(x ,x , ..., x ) (cx ,cx , ...,cx ) 1 2 1 2  
  باشند.حالت خاصي از اين مثال مي nدهند. فضاهاي اقليدسينمايش مي nرا معمولاً با  Vدر اين مثال فضاي برداري 
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 فرض كنيد دو عمل جمع برداري،   :2مثال  و ضرب اسكالر  جديد رويn :به صورت زير تعريف شود  
nx,y , c x y x y , c x cx            

  برقرار است. تعريف شده در بالا اعمال جديد جمع و ضرب با nف فضاي برداري براي يكداميك از شرايط تعر
 :فرض كنيد  پاسخnx, y,z   سه بردار دلخواه درn  :باشند، در اينصورت داريم  

(  جابجايي نسبت به جمع برداري نداريم.) 1 x y x y (y x) (y x)         1  

x  ري نسبت به جمع نداريم. شركت پذي) 2 (y z) x (y z) x (y z) x y z
)

(x y) z (x y) z x y z

           
         

2  

x  عضو خنثي نسبت به جمع نداريم.) 3 x x , x x x              
 ) شرط تعريف عضو قرينة جمعي هر عضو، وجود عضو خنثي نسبت به جمع است و چون اينجا عضو خنثي نسبت به جمع نداريم، تعريف عضو قرينـه نيـز  4

  امكان پذير نيست.
bكنيم: فرض كنيد حال خواص ضرب اسكالر را بررسي مي   وa دندو اسكالر دلخواه باش.   

)نسبت به ضرب اسكالر عدد  يعضو همان )1 .است  n) x ( ) x ( )x x         1 1 1  
(n  ) برقرار است.2شرط ( x (ab) x abx bax (ba) x         2    

a)  ) برقرار نيست.3شرط ( b) x (a b)x ax bx
)

(a x) (b x) ( ax) ( bx) ax bx

        
           

3   

a  ) برقرار است.4شرط ( (x y) a(x y) ax ay
)

(a x) (a y) ( ax) ( ay) ax ( ay) ax ay)

        
               

4   

 

 فرض كنيد :3مثال  يك ميدان وV هاي مجموعة تمام ماتريسm n هاي واقع دربا درايه    باشد. اين مجموعه همراه با اعمال جمـع و ضـرب
mاست؛ كه آن را با  ها يك فضاي برداري روي ميداناسكالر معمولي ماتريس n  ياm nM  دهند.نشان مي  

ij m n ijV {[a ] | a , i , , ...,m , j , , ...,n}   1 2 1 2  
    ij m n ij m n ij ij m n ij m n ij m n[a ] [b ] [a b ] , c[a ] [ca ]     

mهمان ماتريس صفر  فضا؛ لازم بذكر است كه در اين فضاي برداري، صفر n  و قرينه ماتريسij m n[a ] ماتريس ،ij m n[ a ]  .است  

1يكسانند و فضاي برداريروي ميدان n1و nدقت كنيد كه فضاهاي برداري ،همچنين 1  را كه با دهـد كـه  هـر    ؛ نشان مـي دهندنمايش مي
  ت.يك فضاي برداري روي خودش اس ميدان مانند

 

 فرض كنيد  :4مثال  يك ميدان و[x] ام توابع ازي تمهمجموع به  باشد. در اينصورت[x]      تحت اعمال جمـع معمـولي توابـع و ضـرب
  است. آنها؛ كه در زير نمايش داده شده، يك فضاي برداري روياسكالر 

 f ,g [x] (f g)(x) f (x) g(x) , c , f [x] (cf )(x) cf (x)             
 

  هاي زير را در نظر گرفت.توان مثالبه عنوان حالتهاي خاص از مثال بالا، مي

 فرض كنيد  :5مثالC[a,b] ز فضاي تمام توابع پيوسته ا[a,b] به ميدان يا   باشد. در اينصورتC[a,b]  و  تحت همان اعمال جمع بـرداري
  يك فضاي برداري است.، ضرب اسكالر تعريف شده در بالا

 

 فرض كنيد :6مثال يك ميدان وP( ) هاي روي ميدان ايمجموعة تمام چند جمله  باشد؛ در اينصورتP( )     تحت اعمـال جمـع و ضـرب
  .است يك فضاي برداري روي ،معمولي تعريف شده در بالا

f، ماننداي روي ميدانلازم به توضيح است كه يك چند جمله (x) عبارتي بصورت زير است:  
n n

n n if (x) a x a x a x a , a , i , , , , n , n 
       1
1 1 1 2     
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iكه در آن براي هر , , ,...,n 1 2 ،ia ضريبix همچنين  .شودناميده ميn كه  يك عدد صحيح نامنفي است و در صورتيna چنـد   يه، آنرا درج ـ
fاي جمله (x) اي، در واقع بزرگترين توان از چند جمله يك يهنامند (درجميx دارد). دو چنـد   شود و ضـريب ناصـفر  اي ديده مياست كه در چند جمله
nايجمله n

n nf (x) a x a x ... a
   1
1   وm m

m mg(x) b x b x ... b
    

1
هـاي  هرگـاه درجـه و ضـريب تـوان     ؛مساوي گـوييم را  1

  يكسان باشند؛ يعني:در آنها ، xمساوي 
   m n        وi ii , ,.....,n a b  1  

f، تابعفر فضامثال قبل عضو ص 3دقت كنيد كه در  (x)    ماننددلخواه و به ازاي هر عضوf (x)  از فضا، عضو قرينه آن( f (x)).است  
 

 هاي نامتناهي مانند مجموعة تمام دنباله :7مثالn n{a } 1 كهna   يك فضاي برداري روي ميـدان ،     اسـت كـه آن را بـاseq( )   نمـايش
  :باشدجمع برداري و ضرب اسكالر روي آن به صورت زير مي .دهندمي

nجمع برداري            n n n n n n{a } {b } {a b }    1 1 1)1  

nضرب اسكالر                 n n nc c{a } {ca }   1 1 )2  
 

ايي هستند كه در موارد مختلف كاربرد دارند. لازم به ذكر است كـه هـر فضـاي بـرداري لزومـاً بـه يكـي از        هاي برداري شناخته شدهفضا ،هاي بالاتمام مثال
كنـد؛ يـك   ي كـه در شـرايط تعريـف صـدق     اگونه به ،توان روي هر مجموعة دلخواه با تعريف عمل جمع برداري و ضرب اسكالرهاي فوق نيست و ميصورت

  مثال زير فضاي برداري است يا نه؟ در Sتوانيد بررسي كنيد كه آيا فضاي برداري ساخت. به عنوان نمونه مي

 فرض كنيد كه  :8مثالS {(a ,b) | a ,b }  برداري و ضرب اسكالر زير را در نظر بگيريد.و اعمال جمع  
a)جمع برداري            ,b ) , (a ,b ) S : (a ,b ) (a ,b ) (a a k,b b )      1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2)1  

cضرب اسكالر                                        , (a ,b ) S : c(a ,b ) (ca kc k,cb )     1 1 1 1 1 1 )2  
ن، عضو صفر آن نسبت به عمـل  است و همچنييك فضاي برداري روي  Sدلخواه است. به سادگي قابل بررسي است كه و يك عدد صحيح مثبت  kكه 

)جمع  k, )   و قرينه(a,b)  نسبت به عمل جمع عضو( a k, b)    ضرب اسكالر همان نسبت به هماني عضو است. واضح است كهc    باشد.مي1
 

  شود، شامل چند خاصيت مقدماتي از فضاهاي برداري است.تعريف فضاي برداري نتيجه مي توجه بهبا قضيه زير كه به سادگي 

 اگر  : 1 قضيهV يك فضاي برداري روي ميدان :باشد، آنگاه موارد زير برقرارند  
vالف) براي هر  V    ،    v o       ( )   
c        ،coب) براي هر  o      (o V)  
vپ) براي هر  ,v , v V1 2 vاگر     ؛   3 v v v  1 2 2 vآنگاه ،      3 v1 3 .  

cvت) اگر  o  آنگاهc    ياv o  
v) براي هر ث V        ،( )v v  1  
c) براي هر ج , v V         ،( c)v (cv) c( v)      

  شوند.مي ثابتتمامي موارد فوق  ،به راحتي و با استفاده از تعريف .اثبات

زير فضاها   
  

  شوند. همانند ديگر ساختارهاي جبري داراي زير ساختار هستند كه به صورت زير تعريف مي ،فضاهاي برداري نيز
 زير مجموعه  :2تعريفW ي برداري از فضاV رداري يك زير فضاي بV گاه مجموعة است؛ هرW همراه با جمع و ضرب اسكالر تعريف شده رويV ،

Wباشد، آن را با نماد Vزير فضاي  Wتوجه كنيد كه اگر  خود نيز يك فضاي برداري باشد. V دهند.مينمايش  

 در هر فضاي برداري مثل  :9مثالV خود ،V  و مجموعه{o} زير فضاهايV باشند. كه آنها را زير فضاهاي بديهي ميV نامند.مي  
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كننده اسـت. خوشـبختانه بسـياري از    است يا نه؛ با استفاده از تعريف، كاري خسته V، يك زير فضاي Vاز فضاي برداري  Wيهبررسي اينكه آيا زير مجموع
در  هاي آن نيز برقرارند و ديگر نيازي بـه بررسـي ندارنـد.   شوند؛ در زير مجموعهنيز ناميده مي يخواص موروثخواص مورد نظر در تعريف فضاي برداري كه 

  دهيم كه فقط بررسي چه خواصي براي زير فضا بودن لازم است.قضيه زير نشان مي

 فرض كنيد : 2قضيهV يك فضاي برداري روي ميدان  وW هي دلخواه از نات يهيك زير مجموعV  است. در اينصورتW  يك زير فضايV است، 
  اگر و تنها اگر شرط زير برقرار باشد.

  c , , W c W        
  نسبت به عمل جمع برداري و ضرب اسكالر بررسي شود. Wبسته بودن  ؛فقط كافي است Wيعني براي زير فضا بودن 

  شرط مورد نظر برقرار است.و در نتيجه نيز يك فضاي برداري  Wدانيم كه ريف زير فضا، ميباشد، بنابر تع Vيك زير فضاي  Wاگر  .اثبات
پـذيري و جابجـايي بـراي جمـع و اصـول      است و قوانين شركت Vيك زير مجموعه از  Wآنجا كه  ازفرض كنيد شرط برقرار است.  ،براي اثبات عكس قضيه

شـامل عضـو صـفر و     Wنيز برقرار است. بنابراين كـافي اسـت نشـان دهـيم      Wاست؛ پس روي اعضاي  برقرار  Vمربوط به ضرب اسكالر روي تمام اعضاي 
 ،، در اينصـورت بـا توجـه بـه شـرط     Wفـرض كنيـد    ؛نـاتهي اسـت   Wشـامل عضـو قرينـه آن نيـز اسـت. از آنجـا كـه         ،همچنين به ازاي هـر عضـو  

( ) o W    1 ،W به ازاي هر عضو . همچنينعضو صفر است شاملW  داريـم( ) o W    1  بنـابراين ،W    شـامل قرينـه 
  است. Vيك زير فضاي در نتيجه يك فضاي برداري و  Wنسبت به جمع نيز است. در نتيجه 

Wباشد آن را با نماد  Vيك زير فضاي  Wوقتي توجه كنيد كه  Vدهند.نمايش مي  

 تنها زير فضاهاي  :10مثال2هاي ، زير مجموعهW {( , )} 1  ،W  2
aWو  2 {(x,y) y ax}   كهa سكالر ناصـفر دلخـواه   يك ا

  است.  2يك خط گذرنده از مبدا در  a ،aWباشند. توجه كنيد كه به ازاي هر است؛ مي
 :در هر فضاي برداري مانند  پاسخVهاي ، زير مجموعه{o}  وV مواره زير فضاي هV   هستند و زير فضاهاي بـديهيV   بنـابراين  .شـوند ناميـده مـي ،
W1 وW2 2زير فضاهاي بديهي  هستند. فرض كنيدa كنـيم  ثابت مي قضيه قبل، واه است. با استفاده ازيك اسكالر ناصفر دلخaW    يـك زيـر
  است.  2فضاي

xباشند، آنگاه  aWدو عضو دلخواه از  و  اگر  , x2 x)اي وجود دارند؛ كه به گونه در 1 ,ax ) , (x ,ax )   2 2 1 . در اين صورت بـه ازاي  1
  داريم:  cهر اسكالر دلخواه 

  
x

c c(x ,ax ) (x ,ax ) (cx x ,a(cx x )) (x,ax)


       1 1 2 2 1 2 1 2  

cبنابراين،   عضوي ازaWجهو در نتيaW  2يك زير فضاي  .است  
 

 تنها زير فضاهاي   :11مثال3هاي ، زير مجموعه  W {( , , )}1 ، W  3
  اشند.ب، خطوط گذرنده از مبدأ و صفحات گذرنده از مبدأ مي2

 

 فرض كنيد    :12مثالA  يك ماتريس مربعيn n است. در اينصورت n nW {B M | AB BA}    يك زير فضايn nM  :است. زيرا  

 :اگر  فرض كنيم   پاسخB1  وB2 اتريس دلخواه در در مW  وa  دلخواه باشد، داريم: ييك عدد حقيق  
B ,B WA(aB B ) aAB AB aB A B A (aB B )A     1 21 2 1 2 1 2 1 2  

aB ،بنابراين B1 nيك زير فضاي  W، 2و در نتيجه بنابر قضيه  Wنيز يك عضو از  2 nM  .است  
 

 هاي كداميك از زير مجموعه  :13مثال nW {X | AX }  1  وnW {X | AX b}  2   از فضاي برداريn زير فضاي ،  هستند
mماتريس دلخواه حقيقي  A(توجه كنيد كه  n  وb  يك بردار ستونيm .(تايي است  

 :فرض كنيد  پاسخX ,X W1 2 aدو عضو دلخواه و  1   داريم:يك اسكالر دلخواه باشد. در اينصورت  
X ,X W

A(aX X ) aAX AX


    1 2 1
1 2 1 2     
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aX) ،بنابراين X ) W 1 2 Xاست. حال فرض كنيد  nيك زير فضاي  W1، 2و در نتيجه بنابر قضيه  1 W2 aو دو عضو دلخـواه   X1و  2  
  يك اسكالر دلخواه باشد. در اينصورت داريم:

X ,X WA(aX X ) aAX AX ab b (a )b     1 2 21 2 1 2 1  
a)كه لزوماً  )b1  باb  برابر نيست، بنابراينaX X1   يك زير فضا نيست. W2نيست و در نتيجه  W2لزوماً متعلق به  2

 اگر  :14مثالV  فضاي برداري تمام توابع پيوسته روي بازه[a,b]باشد(V C[a,b])هاي زير يك زير فضاي كداميك از مجموعهV .نيست  
x) تمام توابع به شكل 1 xc e c e1 cكه  2 ,c 1 2 .  
f) مجموعه تمام توابعي كه در شرط 2 (a) f (b) كنند.صدق مي  
f) مجموعه تمام توابعي كه در شرط 3 (a)      كه كنند.صدق مي  
fشرط  ) مجموعه تمام توابعي كه در4 ( )    كه[a,b] كنند.صدق مي  
 :هاي داده شده؛ برقراري شرط موردنظر را بررسي كنيم.كافي است در هر يك از زيرمجموعه ،با توجه به قضيه فوق  »3«گزينه  پاسخ  

C[a) زير فضاي 1ي (گزينه) 1 , b] :است  x x x x x xc( e e ) ( e e ) (c )e (c )e             1 2 1 2 1 1 2 2  
C[a) زير فضاي 2ي (گزينه )2 , b] :است  (cf g)(a) cf (a) g(a) cf (b) g(b) (cf g)(b)        
C[a) زير فضاي 3ي (گزينه )3 , b] نيست:  (cf g)(a) cf (a) g(a) c          
C[a) زير فضاي 4ي (گزينه) 4 , b] :است  (cf g)( ) cf ( ) g( ) c             

 

 فرض كنيد  :15مثالVاي ه، فضاي ماتريسn n  رويي يك زير فضاهاي زير، مجموعه در اينصورت كداميك از زير .باشدV .نيست  
W هاي متقارن درمجموعه تمام ماتريس{) 1 {1V  
Wهاي پادمتقارن در مجموعة تمام ماتريس{) 2 {2V  
Wشوند.نسبت به ضرب جابجا مي Pكه با ماتريس ثابت  Vدر  هاييمجموعه تمام ماتريس{ )3 {3  
Wپذير در هاي وارونمجموعة تمام ماتريس{) 4 {4V  
 :كنيم.ها بررسي ميداده شده در قضيه قبل را در گزينه ،برقراري شرط معادل  »4«گزينه  پاسخ  

  داريم: تقارنند؛ در اينصورت براي هر م Bو  Aماتريس  ) فرض كنيد دو1
( A B) W W V     1 t  متقارن است.    1 t t( A B) A B A B         

  داريم:پادمتقارنند؛ در اينصورت براي هر Bو  A دو ماتريس ) فرض كنيد2
( A B) W W V     2 t  متقارن است. پاد   2 t t( A B) A B A B ( A B)             

  داريم: cبراي هر در اينصورت .جابجايي پذيرنددر ضرب   Pنسبت به ماتريس  Bو   A) فرض كنيد3
(cA B) W W V    3 3   (cA B)P cAP BP cPA PB P(cA B)        

اگر قرار دهيم  باشد. پسميپذير وارون I) واضح است كه 4  1 ؛شودنتيجه ميI I I I o     ،      پـذير  واضـح اسـت كـه مـاتريس صـفر وارون
  نيست. Vزير فضاي  W4و لذا نيست.

 

 فرض كنيد  :16مثالS ) هاي زير يك زيرفضاي در اينصورت كداميك از گزينه .) باشد7فضاي برداري تعريف شده در مثالS .است  
1 (W {( ,b) | b } 1    2 (W {(a, ) | a } 2    
3 (W {( a,b) | a , b }  3 2  4 (W {(a,a) | a } 4   
 :2«گزينه  پاسخ«  

1( W1 زير فضايS نيست:  ( ,b ) ( ,b ) (k,b b ) W   1 2 1 2 1   
2 (W2ي زير فضاS :است   c(a , ) (a ) (ca kc k, ) (a , ) (ca a kc, ) W W S          1 2 1 2 1 2 2 2        
3 (W3 زير فضايS :نيست  ( a ,b ) ( a ,b ) ( (a a ) k,b b ) W     1 1 2 2 1 2 1 2 32 2   )k(با فرض فرد بودن       2
4( W4 زير فضايS :چون    نيست)a b k a b   1 1 1 1(a ,a ) (b ,b ) (a b k,a b ) W     1 1 1 1 1 1 1 1 4(          
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 فرض كنيد  :17مثالA  يك ماتريسm nدر اينصورت  .استnW {AX | X } 1 يك زيرفضايm وnW {X | AX o}  2  يك
  است.nزير فضاي

 

 فرض كنيد  :18مثالnP از درجه حداكثر  يهاايمجموعه تمام چند جملهn در اينصورت  .استnPيك زير فضايP( ) كنـيم  است (يادآوري مـي
)Pكه  ) روي ميدان اي هامجموعة تمام چند جمله  .گيرند). حال اگر در نظر مي -1اي صفر را با درجة چند جمله كنيد كه توجهاستnP  را به عنوان

به سادگي قابل بررسي است كه  ،فضاي برداري در نظر بگيريم nW {p(x) P | p( ) }    نيز يك زير فضايnP .است  
  لازم به ذكر است كه  n n

n n n iP {a x a x ... a x a | a , i , , ...,n}
      1

1 1 1  
 

Wاگر  :1نكته  ,W2   آنگاه: ،باشند Vدو زيرفضاي  1
Wالف)  W1   است. Vيك زير فضاي 2
Wب)  W1   اشد.اگر و تنها اگر يكي شامل ديگري ب ،است Vيك زير فضاي 2

  اثبات.
,الف) فرض كنيد  W W  1 2 وc ،:در اينصورت داريم  

  , W c W
, W W c W W W W V

, W c W

                  

w v

w v
  1 1

1 2 1 2 1 2
2 2

1

2
  

Wفرض كنيـد  ب)  W1  ،بنـابراين  .زيـر مجموعـة ديگـري نباشـد    هـا  iWاز اسـت و بنـابر برهـان خلـف فـرض كنيـد هيچكـدام         Vيـك زيرفضـاي    2
W \ W 1 Wو 2 \ W 2 ــد1 ــه   .وجــود دارن ,واضــح اســت ك W W  1 ــه  2 ــا ك Wاز آنج W1 ــك زيرفضــاي  2 ــابراين ؛اســت Vي  ،بن

W W 1 Wلت داريم؛ يا در نتيجه دو حا است. 2  Wيا  1    است: 2

Wتناقض       
W V

) if W ( ) ( ) W #


         1
11 11 1  

Wتناقض       
W V

) if W ( ) ( ) W #


        2
22 22 1  

  شود.فرض خلف باطل و حكم ثابت مي ،بنابراين .چون در هر دو حالت به تناقض رسيديم
Wكنـيم  فرض مـي  ،ون اينكه از كليت مسأله كم شودبد ،براي اثبات طرف عكس W1 Wدر اينصـورت  ؛ 2 W W 1 2 يـك   W2دانـيم كـه   و مـي 2

  است. Vزيرفضاي 
  توان به حالت كلي تعميم داد و به قضيه زير رسيد.قسمت (الف) نكته فوق را مي

 كنيد فرض  :3قضيهV يك فضاي برداري روي ميدان  باشد. در اينصورت اشتراك هر دسته از زير فضاهايV  مانند{W }    نيز يك زيـر فضـاي
V  است؛ يعنيW V


.  

  است. قبل كاملاً شبيه حالت دوتايي در قسمت (الف) نكته اثبات.
زير فضـا نيـز    2همچنين در نكته قبل قسمت (ب) دريافتيم كه اجتماع حتي  .يك زير فضا است ،در قضيه قبل ديديم كه اشتراك هر دسته از زيرفضاها نيز

  كنيم.باشد؛ مجموعة زير را تعريف مي W2وW1كه شامل  Vبه همين دليل براي ساختن يك زيرفضا از  .زيرفضا است ،در شرايط خاص

 اگر  :3تعريفW1 ،W2 ،... ،kWهايي از فضاي برداري زير مجموعهV شود:صورت زير تعريف ميبهمجموع آنها  ،باشند  

k k k kW W ... W {w w ... w | w W ,...,w W }        1 2 1 2 1 1  

 اگر :4قضيهW1 ،W2 ،... ،kWي فضاي برداري هازير فضاV  باشند، آنگاهkW W ... W  1 اسـت كـه شـامل     Vكـوچكترين زيرفضـاي    2

kW ,..., W ,W2   است. 1
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  چهارمفصل 

  »خطيهاي ها و تابعكتبديل«

  تبديل خطي

 ـ ا شـما  تبديلات خطي، يكي از موضوعات اصلي در درس جبر خطي است و همواره در كنكور كارشناسي ارشد مورد توجه بوده است. به همين دليل، همراه ب
ي خاصي از اين تبديلات به نام كنيم. دستهها، خواص آن را بررسي ميتريسدانشجويان گرامي، به معرفي اين مفهوم پرداخته و با پيدا كردن ارتباط آن با ما

  اين فصل مورد بررسي قرار خواهند گرفت. ازباشند كه در بخشي مجزا اي ميهاي خطي مورد توجه ويژهتابعك

  تعريف و چند مثال

 فرض كنيد  :1 تعريفV وWدو فضاي برداري روي ميدان ،    باشند. در اينصورت يـك تبـديل خطـي ازV  بـهW   تـابعي ماننـد ،T : V W 
,و  cاست؛ بطوريكه به ازاي هر  V ،  در شرطT(c ) cT( ) T( )       در دو شرط زير صدق كند:به طور معادل صدق كند. يا به  

) , V T( ) T( ) T( )
T(c ) cT( ) T( )

) c F, V T(c ) cT( )

       
             

1
2  

 تابع زير يك تبديل خطي است. :1مثال  T : 3 3 

T(x,y, z) (x,y, )  

x)فرض كنيد  اثبات: , y ,z )  1 1 x)و  1 , y ,z )  2 2   د. در اينصورت داريم:يك عدد حقيقي دلخواه باشcو  3دو عضو دلخواه از  2

T(c ) T(c(x , y ,z ) (x , y ,z )) T((cx x ,cy y ,cz z )) (cx x ,cy y , )

c(x , y , ) (x , y , ) cT((x , y ,z )) T((x , y ,z )) cT( ) T( )

          

     

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2



 
 

  .يك تبديل خطي است، Tتابع تعريف شده ؛ با توجه به تعريف تبديل خطي ،پس
 

 تابع :2مثال T : 3 ,T(x,yيبا ضابطه 2 z) (x, y) .يك تبديل خطي است  

 :پاسخ   
x)با فرض اثبات: , y ,z )  1 1 1،(x , y ,z )  2 2   داريم: cو 2

))T(c ) T(c(x , y ,z ) (x , y ,z )) T((cx x ,cy y ,cz z       1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2  
T T(cx x ,cy y ) c(x , y ) (x , y )   1 2 1 2 1 1 2 2  
cT( ) T( )    

  يك تبديل خطي است. Tبنابراين، 

 تعريف تبديل خطي

 تعريف تبديل خطي

معادل با

 تعريف  تعريف
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 فرض كنيد   :3مثالVيك فضاي برداري است. در اينصورت توابع   o : V V

o(v)


 

Iو       : V V

I(v) v




  تبديل خطي هستند.    

  شود. ه به تعريف به سادگي نتيجه حاصل ميبا توج اثبات:
 

 اگر  :2 تعريفT : V V ،يك تبديل خطي باشدT  را يك عملگر خطي رويVناميم.مي  
 تابع  :4مثالn nD : P P با ضابطهD(f (x)) f (x)    يـك عملگـر خطـي روي     يك تبـديل خطـي يـاnP     اسـت كـه آن را عملگـر مشـتق   

  نامند.مي nهاي حداكثر از درجه ايروي فضاي چند جمله گيري)(يا مشتق
براي تابع  با توجه به تعريف،

n
nf (x) a a x a x .... a x    2

1 n   داريم : nPاز  2
nD(f ) a a x ... na x     1

1 22   
  ، يك عملگر خطي است؛Dدهيم عمگلر نشان مي

nf ,g P , c D(cf g) (cf g) cf g cD(f ) D(g)            

يك عملگر خطي روي Dبنابراين،
n

P .است  
 

 فرض كنيد  :5مثالA  يك ماترسm n نهاي واقع در ميدابا درايه  باشد. در اينصورت اگر تابعT  را ازn1  بهm1   با ضابطه زير تعريـف
n  يك تبديل خطي خواهد بود. Tكنيم، آنگاه  m

T(X) AX
T :  


1 1  

  اثبات:  
nX,Y ,c T(cX Y) A(cX Y) cAX AY cT(X) T(Y)       1   

  ديل خطي است.ك تبي Tبنابراين، 
 

 گر ا :6مثالT : V W :يك تبديل خطي باشد، آنگاه داريم  
  n n n n)T( ) )T(c v c v .... c v ) c T(v ) c T(v ) ... c T(v )       1 1 2 2 1 1 2 21 2  

  :اثبات

1(         T( ) T( ) T( ) T( ) T( ) T( ) T( )      2 

2(   n n n n n n

n n

...T(c v ... c v ) c T(v ) T(c v ... c v ) c T(v ) c T(v ) T(c v ... c v )

c T(v ) c T(v ) .... c T(v )

           

  

1 1 1 1 2 2 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2
  

 

 تابع  :7مثال T : 2 T((x,y))با ضابطه  2 (x ,y)   يك تبديل خطي نيست. 2
  خطي است. در اينصورت داريم: Tفرض كنيد  ،بر برهان خلفبنا اثبات:

   T(( , )) ( , ) , T(( , )) ( , ) T(( , )) T(( , )) ( , ) ( , ) ( , )      1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1  

) از طرفي، , ) ( , ) ( , ) 1 1 1 2 ))Tو داريم:  1 , )) ( , )2 1 4  ؛ولي ،1 T(( , ) ( , )) ( , ) ( , ) T(( , )) T(( , ))    1 1 1 4 1 2 1 1 1  كه اين تناقض اسـت. پـس،   1
  يك تبديل خطي نيست. T و در نتيجهرض خلف باطل ف

 

 تابع  :8مثال T : 2 T(x,y)با ضابطة  3 (x, y,x y)  .يك تبديل خطي است  
 :اثبات

 T(c(x , y ) (x , y )) T((cx x ,cy y )) (cx x ,cy y ,c(x y ) x y )         1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2  

  c(x , y ,x y ) (x , y ,x y ) cT((x , y )) T((x , y ))   1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 

  يك تبديل خطي است. T ،پس

تعريف ماتريسقوانين ضرب

T تبديل خطي است. 

تعريف

تعريف

Dتعريف    روابط مشتق Dتعريف

تعريف

تعريف



 
153  جبر خطي  كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر

 هاي زير يك تبديل خطي نيست.اشتكداميك از نگ :9مثال  
n n

n
n n j

n

) T : M s.t. T(A) tr(A)

) T : M s.t. T(A) A (A j )

) T : P s.t. T(f (x)) f ( )

) T : s.t. T(x, y) (xy,x y)





 

  

 

  2 2

1
2
3
4



 

 


 

 :تبديل خطي هستند.  3و2و1هاي گزينه كه دهيمابتدا نشان مي  »4«گزينه  پاسخ  
  يك اسكالر است. در اينصورت داريم: cدو ماتريس دلخواه و  Bو  A) فرض كنيد 1در گزينه (

TT(cA B) tr(cA B) ctr(A) tr(B) cT(A) T(B)      T يك تبديل خطي است. 

  داريم: صورتست. در اينيك اسكالر دلخواه ا cو دو ماتريس  Bو  A) نيز فرض كنيد 2ه (در گزين

j j j
T TT(cA B) (cA B) c A B cT(A) T(B)        

  يك تبديل خطي است. T ،بنابراين
f) فرض كنيد 3در گزينه ( (x)  وg(x)لخواه و اي ددو چند جملهc :يك اسكالر دلخواه است. در اينصورت داريم  

TT
T(cf (x) g(x)) (cf g)( ) cf ( ) g( ) cT(f ) T(g)        

  يك تبديل خطي است. T ،بنابراين
x) فــــرض كنيــــد 4در گزينــــه ( ( , ) yو  11 ( , ) 1 در اينصــــورت داريــــم :  ؛T(x) T(y) T( , ) T( , ) ( , ) ( , ) ( , )     11 1 1 2 1 1 3   و

T(x y) T(( , ) ( , )) T( , ) ( , )    11 1 2 1 2 3 حال از آنجا كه .( , ) ( , )1 3 2 T(x) ،بنابراين 3 T(y) T(x y)    و در نتيجهT توانـد  نمي
  يك تبديل خطي باشد.

  . ها را بررسي كرديمهايي تشخيص گزينه غلط كافي است. در اينجا براي تمرين بيشتر، خطي بودن ساير گزينهتستتوجه كنيد كه در چنين 
 

 آيا تابع :10مثال T : 2 ,T(xيبا ضابطه 2 y) ( , x y) 1 يك تبديل خطي است؟  

 :خير. فرض كنيد  پاسخ( , )  )و 11 , )  1 وc    ، داريم:2
TT(c ) T( , ) ( , )   2 3 1 5  

cT T T( , ) T( , ) ( , ) ( , ) ( , )       2 11 1 2 1 2 11 3 5  
)چون , ) ( , )1 5 3 T(c، پس5 ) cT T       و در نتيجه تبديلT .خطي نيست  

 

 فرض كنيد :11مثالV  فضاي تمام توابع پيوسته از به ر اينصورت تابع باشد. دT : V V  با ضابطه
x

T(f (x)) f (t)dt 


يك عملگـر   

  است. Vخطي روي 
  اثبات:

x x x

T(cf g) (cf g)(t)dt c f (t)dt g(t)dt cT(f ) T(g)        
T يك عمگر خطي است.  

 

 تابع   :12مثالm n n mT : M M   با ضابطهtT(A) A خطي است. يك تبديل  
  اثبات:  

t t tT(cA B) (cA B) cA B cT(A) T(B)    

  يك تبديل خطي است.T،پس
 در بعضي از موارد براي سادگي، عبارت  :1تذكرT(v) صورت طور خلاصه، بهرا بهTv نويسيم.مي  

 ام    ستون

T تعريف تابع اثر ماتريس خاصيت تعريف

تعريف خواص انتگرال

 تعريف خواص ترانهاده تعريف

    تعريفتعريف

 تعريفيفتعر

تعريف

 تعريف
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 فرض كنيد   :13مثال T : 2 )Tطوريكه  به .يك تبديل خطي باشد 3 , ) ( , , )1 1 1 2 و  1 T( , ) ( , , )1 1 )T، در اينصورت 2 , )2   برابر است با: 3
1( ( , , )3 4 1  2 (( , , )3 5 1  3 (( , , )2 5 1  4 (( , , )3 5 2  
 :با توجه به خاصيت خطي بودن تبديل، اگر بتوانيم بردار   »2«گزينه  پاسخ( , )2 )را به صورت يك تركيب خطي از بردارهاي 3 , )و  11( , )1    بدسـت

)Tتوان آوريم، مي , )2 )Tرا به كمك  3 , )Tو 11( , )1 .محاسبه كرد  
a b

( , ) a( , ) b( , ) (a b, a) a , b ( , ) ( , ) ( , )
a

 
            

22 3 1 1 1 3 1 2 3 3 1 1 13   

  داريم: بنابراين،

T( , ) T( ( , ) ( , )) T( , ) T( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )    2 3 3 11 1 3 11 1 3 1 2 1 1 2 3 5 1    
  

 

 كنيد فرض :14مثالT : V W  يك تبديل خطي وT(v v ) w 1 2 T(vو  12 v ) w 1 2   برابر است با: Tv1است. در اينصورت  2

1 (w w1 2
1 1
3 3  2 (w w2 1

1 1
3 3  3 (w w1 2

1 2
3 3  4 (w w1 2

2 1
3 3  

 :با استفاده از خاصيت خطي بودن   »3«گزينه  پاسخT و با تشكيل دستگاه  ،Tv1 آوريم.را بدست مي  
T(v v ) w Tv Tv w

Tv w w Tv w w
T(v v ) w Tv Tv w

                

1 2 1 1 2 1
1 1 2 1 1 2

1 2 2 1 2 2

2 2 1 23 2 3 3  

  هسته و برد

 فرض كنيد  :3 تعريفT : V W  خطي باشد. در اينصورت مجموعه يك تبديلTR {Tv | v V}  را بردT يا تصويرV    تحـت تبـديل خطـيT 
  دهند.نمايش مي Im(T)و يا TR، T(V)ناميم؛ كه آن را با نمادهايي چونمي

T(E)برابر با Tتحت تبديل خطي  Eتصوير  ،باشد Vيك زير مجموعه از  Eاگر ؛ترتيببه همين  {Tv | v E}  است.  

 برد تبديل خطي :15مثال T : 3 ,T(x,yيبا ضابطه 2 z) (x, x) ت آوريد.را به دس  

 :با توجه به تعريف  پاسخT بينيم كه به ازاي هرمي(x, y,z)   3تصوير ،(T )      در برد تبديل خطـي، يـك نقطـه روي خـطy x  در
yخطاست. به همين ترتيب به ازاي هر نقطه روي  2يصفحه xمانند ،(a,a)تصوير نقطه ،(a, , )  :برابر است با  

  T(a, , ) (a,a)   
yبنابراين، برد تبديل خطي همان خط x 2يدر صفحه است، يعني؛   TR (x, y) | x y  2  

 

 برد تبديل خطي :16مثال T : 2 T(x,x)يبا ضابطه 3 (x, y,x y)  دست آوريد.را به  

 :يكنيم كه برد تبديل خطي بالا، صفحهادعا مي  پاسخz x y  3در فضاي  بينيم كه به ازاي هروضوح مياست. به(x, y) 2  تصـوير آن ،
zيمتعلق به صفحه Tتحت  x y    است. از طرفي به ازاي هر نقطه از اين صـفحه ماننـد(a,b,c)    واضـح اسـت كـهc a b     بنـابراين، اگـر قـرار .
,x)دهيم y) (a,b):داريم ،  

  T(x, y) T(a,b) (a,b,a b) (a,b,c)     
  بدين ترتيب، ادعايمان ثابت شد و داريم: TR (x, y,z) | z x y   3  

 
Tدو فضاي برداري و Wو Vاگر  :1نكته  : V W:يك تبديل خطي باشد، آنگاه  

1- TR يك زير فضايW .است  
  است. Wيك زيرفضاي نيز  T(E)باشد، آنگاه  Vيك زيرفضاي Eاگر  -2

  خاصيت خطي بودن
  

 Tتبديل

 فرض مساله

  خاصيت خطي بودن
 Tتبديل 

 حل دستگاه
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ن دهيم نسبت به جمع برداري و ضـرب اسـكالر بسـته اسـت؛ چـرا كـه بـا توجـه بـه          است، كافي است نشا Wيك زير فضاي  TR. براي اثبات اينكهاثبات
TRواضح است كه ،TRتعريف Wفرض كنيد .T, R   وc F :باشد. در اينصورت داريم  

T
T T

T V

R v V s.t. Tv
c cTv Tv T(cv v ) R c R

R v V s.t. Tv 

             
      

1 1
1 2 1 2

2 2
  

TR ،بنابراين  W ) است.1شبيه به قسمت ( ) نيز كاملا2ًاست. اثبات قسمت (  

Tاگر   :2نكته  : V W يك تبديل خطي وnS {v ,v ,..., v } 1 nSباشد، آنگاه مجموعه  Vيك پايه براي  2 {Tv ,Tv ,...,Tv }  1 يك  2
  است. TRمولد براي 

Twفرض كنيد اثبات.  Rعضوي مانند  ،. پس با توجه به تعريفv V  كـه وجود دارد بطـوريTv w.    از آنجـا كـهS     يـك پايـه بـرايV   اسـت؛
nوجود دارند؛ بطوريكه  a1 ،a2 ، ... ،naالرهاي اسك ،بنابراين nv a v a v .... a v   1 1 2   لذا داريم:.  2

)1 (n n n nw Tv T(a v ... a v ) a Tv a Tv ... a Tv      1 1 1 1 2 2  
اسـت.   TRيك مولـد بـراي    S ،بنابراين نمايش داد. Sصورت يك تركيب خطي از اعضاي توان بهرا مي TRهر عضو دلخواه  ،دهد) نشان مي1رابطه (

باشد. ولـي در مـواقعي    Vكمتر از بعد  TRمستقل خطي نيست. يعني ممكن است بعد  لزوماًست؛ چرا كه ني TRيك پايه براي  S دقت كنيد كه لزوماً
   است. TRيك پايه براي  S لزوماً ؛برابر باشند Vو بعد  TRكه بعد 

Tرا تحت تبديل خطي Vتوان چنين برداشت كرد كه اگر تصوير عناصر يك پايه از فضاي برداريكته فوق مياز ن : V W توان تصوير داشته باشيم. مي
  بدست آورد. Tرا تحت  Vهر عنصر (يا بردار) از فضاي برداري

 لا به دست آوريد:ي بابرد تبديل خطي در مثال قبل را به كمك نكته :17مثال  
 T : , T(x, y) (x,y, x y)  2 3  

 :دانيم كهمي پاسخ ( , ), ( , )1 1  2ي استانداردپايه  است. پس كافي است تصوير اعضاي اين پايه را تحتT :به دست آوريم  
T( , ) ( , , ) , T( , ) ( , , )  1 1 1 1 11     

   TR ( , , ) , ( , , ) a( , , ) b( , , ) (a,b,a b) | a,b (x, y,z) | z x y        1 1 11 1 1 11      
 

 اگر :81مثال T : 2 يك تبديل خطي و 3 T( , ) ( , , )1 1  و2 T( , ) ( , , )1 1   باشد، ضابطه تبديل خطي را بدست آوريد. 2

 :تعيين ،هدف پاسخT(x, y) .است  

(x, y) x( , ) y( , ) T(x, y) T(x( , ) y( , )) xT( , ) yT( , )

x( , , ) y( , , ) (x, x y, y) T(x, y) (x, x y, y)

     

     

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 2 2 2 2

     

 
 

 

 فرض كنيد  :1قضيهV  وW و  يتناهي با بعد مدو فضاي بردارnS {v ,v ,..., v } 1 nSو  Vيك پايـه بـراي    2 {w ,w ,...,w }  1 بردارهـاي   2
Tيك تبديل خطي مانند  باشند. در اينصورت دقيقاً Wدلخواه در  : V W بطوريكه براي هر  ؛وجود داردi , ,...,n1 iشته باشيم دا 2 iTv w.  

ثابـت   نحصـر بفـردي آن را (اثبـات يكتـايي)    معرفي (اثبـات وجـودي)، سـپس م    را كه در شرط قضيه صدق كند Wبه  Vابتدا يك تبديل خطي از  :اثبات
vد يكنيم. فرض كنمي V  در  دلخواهيبردارV  باشد، از آنجا كهS  براي يك پايهV   اسـكالرهايي ماننـد    ،اسـت؛ پـسa1 ،a2 ، ... ،na   ؛وجـود دارد 

nبطوريكه  nv a v a v .... a v   1 1 2 vرا براي هر  T. نگاشت 2 V به صورتn nTv a w a w ... a w   1 1 2 كـه در آن   ؛درنظر بگيريـد  2
w1 ،... ،nw  بردارهاي متعلق بهS  وa1 ،a2 ، ... ،na  ، اسكالرهاي موجود در نمايشv صورت تركيب خطي از بردارهاي  بهS   است. نشان مي دهـيم

T خطي است. براي اين منظور فرض كنيد  يك تبديلv  وu  دو عضو دلخواهV  وc  .يك اسكالر دلخواه است  

  با توجه به تعريف
  

  

 با توجه به تعريف
Tاستتبديل خطي 

T تبديل خطي است 

)ضابطه تبديل(  

 T تبديل خطي است  فرض مسأله
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n n
n n n

n n

n n n n n n n

n n n n

v V v a v ... a v
cv u (ca b )v ... (ca b )v

u V u b v ... b v

T(cv u) (ca b )w ... (ca b )w ca w b w ... ca w b w

c(a w ... a w ) (b w ... b w ) cTv Tu

            
     

           

     

1 1
1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

 

اسـت كـه    Wبـه   Vيك تبديل خطي از  Tفرض كنيد  ،دهيم. براي اين منظورشان ميرا ن Tيك تبديل خطي است. حال منحصر بفرد بودن  T ،بنابراين
iهر براي  , ,...,n1 i، در شرط  2 iT v w   صدق مي كند وv V :يك بردار دلخواه باشد. در اينصورت داريم  

n n n n

n n

T v T (a v a v ... a v ) a T v a T v .... a T v

a w a w ...a w Tv

          

 

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2
 

vبنابراين براي هر  V ،T v Tv  در نتيجه  وT T  پس نگاشت باشدمي .T فرد است. ه منحصر ب  
  ، بدست آوريم.ي برداري اولفضا ةپاي بردارهايرا روي تبديل  كافي است اثر ،براي مشخص كردن يك تبديل خطي كهبينيم با توجه به اين قضيه مي

 فــرض كنيــد  :91مثــال T : 3 ,T(x,yيــك تبــديل خطــي بــا ضــابطه      2 z) (x y, z y)      باشــد. تصــوير زيرفضــاي
E {(x, y, z) | x z y}     هاي زير است.كداميك از گزينه Tتحت  2

x خط )1 y y) خط 2  2 x 1  3نيمساز ربع اول و سوم4  ) نيمساز ربع دوم و چهارم (  
 :با توجه به تعريف   »4«گزينه  پاسخE :داريم ،  E {(x, y,z) | x z y} {(z y, y,z) | y,z, }     2 2   

T(zدانيم مي از طرفي y, y,z) (z y y,z y) (z y,z y)       2   بنابراين: ،2

     z y a
T(E) (z y,z y) z, y (a,a) | a

 
       

  يا همان نيمساز ربع اول و سوم است.  y = x، خط Tتحت  Eتصوير  تيجهدر ن
 

 فرض كنيد   :4تعريفT : V W  يك تبديل خطي وU W در اينصورت، تصوير معكوس .باشدU   تحت تبـديل خطـيT   كـه بـا ،T (U)1 
T  :شود؛ برابر است بانمايش داده مي (U) {v V | Tv U}   1  

 ــال ــي  :20مث ــديل خط ــرفتن تب ــر گ ــا در نظ ب T : 2 ــابطه 2 ــا ض Tيب : (x,y) (y, x)ــوس ــوير معك ، تص U (x, y) | x y 1 
و U ( , y) | y 2   دست آوريد.هرا ب 1

 :پاسخ   

   TV T U T (x,x) | x (x,x) | x U     1 1
1 1 1   

   TV T U T ( , y) | y (y, ) | y    1 1
2 2 1 1   

yهمان خط V1پس، 1 2يدر صفحه است. توجه كنيد كهU2خط ،x 1 2در فضاي توان فهميد كه تبديل خطي بود. در واقع با كمي دقت مي
yي آن نسبت به خطدر اين مثال هر نقطه را به قرنيه همعرفي شد x برد.مي  

 

Tفرض كنيد  :3نكته  : V Wاست. در اينصورت اگر  يك تبديل خطيU W  يك زيرفضايW  باشد، آنگاهT (U)1  يك زيرفضايV .است  
Tدو عضو دلخواه از v2و  v1فرض كنيد : اثبات (U)1 وc اه باشد. در اينصورت داريم:يك اسكالر دلخو  

v T (U) Tv U
cTv Tv U T(cv v ) U

v T (U) Tv U





        
   

1
1 1

1 2 1 21
2 2

 

cv v T (U)   1
1 2 T  يك زير فضاي V است.  (U)1  

S  يك پايه برايV است.  

S  يك پايه برايV است.  
 Tتعريف 

 Tتعريف 

 Tتعريف 

 با توجه به شرط
T تبديل خطي است  

 تعريف

 تعريف

U زيرفضاي  
W .است  

Tتبديل 
  خطي است 

Tتعريف  (U)1  

 تعريف

 تعريف
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  پنجمفصل 

  » قضيه كيلي ـ هاميلتونمقادير ويژه، بردارهاي ويژه و « 
  

  ويژه و بردار رامقد

 فرض كنيد  :1 تعريفV يك فضاي برداري روي ميدان  وT : V V يك عملگر خطي رويV باشد. در اين صورت اسكالر   را يك مقـدار
vصفر مانند د، هرگاه يك بردار ناگوين Tويژه  V  وجود داشته باشد؛ به طوريكه رابطهTv v  در صورت برقـراري   ،به ازاي آن برقرار باشد. همچنين

   نامند.مي  با مقدار ويژهمتناظر را بردار ويژه  vاين رابطه، 

 نشان دهيد كه :1مثال  1 مقادير ويژه عملگر خطي T : 2 ,T(xيبا ضابطه 2 y) (y,x) باشند.مي  

 :كافي است دو بردار ويژه متناظر آنها را پيدا كنيم. پاسخ  

 1  يك مقدار ويژهT با بردار ويژه متناظر( , )TT    است. 11( , ) ( , ) T( , ) ( , )   11 11 11 1 11  
  1  يك مقدار ويژهT با بردار متناظر( , )1 )T  است. 1 , ) ( , ) ( , )       1 1 11 1 1 1  

 
يك بردار ويژه متناظر با (a,a)، بردارaتوان فهميد كه به ازاي هردقت در مثال بالا مي با كمي 1 و بردار(a, a)      يك بـردار ويـژه متنـاظر بـا

مقدار ويژه  1 كنيم.ي زير آن را بيان و ثابت ميست. اين نتيجه به صورت كلي و همواره برقرار است. در نكتها  

vاگر :1نكته  V  يك بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه  براي تبديل خطيT اسكالر نا صفر باشد، آنگاه به ازاي هر  بردارv   نيـز يـك
  است. بردار ويژه متناظر با 

Tvاست،  بردار ويژه متناظر با  vاز آنجا كه  اثبات: v  داريم:  ،است. بنابراين  
v  يك بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه .است  T( v) Tv ( v) ( v)           

 نيز بردار ويژه متناظر بـا مقـدار ويـژه     vاسكالر  باشد، آنگاه تمام مضارب يك بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه  vبينيم كه اگر با توجه به نكته فوق مي
  توانيم تعريف زير را در نظر بگيريم.باشند. پس ميمي

 فرض كنيد  :2 تعريف  يك مقدار ويژه عملگر خطيT : V V .مجموعه تمام بردارهاي  ،اين صورتدر  باشدv V   كه در رابطـهTv v  
  دهند.نمايش مي Eنامند و آنرا با مي صدق كند را فضاي ويژه متناظر با مقدار ويژه 

 با مقادير ويژه فضاي ويژه متناظر :2مثال  1  به دست آوريد:را در مثال قبل  

 :طور كه در بالا ديديم، به ازاي هرهمان پاسخa :داريم  
 T(a,a) (a,a) E (a,a) | a ( , )     11 11  

 T(a, a) (a, a) E (a, a) | a ( , )          11 1 1  
  
  

 تعريف
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  است. Vيك زير فضاي  Eباشد، آنگاه  Tعملگر خطي  ةيك مقدار ويژ اگر :2نكته 
Eدانيم با توجه به تعريف مي اثبات: {v V | Tv v}    بنابراين ؛، E  در واقع فضاي پوچ عملگر خطيVT I  دانـيم كـه   است و از قبل مي

  است. V، يك زير فضاي Vفضاي پوچ هر عملگر خطي روي 
Tعملگر خطي  :3نكته  : V V ويژه متناظر با اسكالر بردار داراي است، اگر و تنها اگرVT I   يك نباشد.يك به  

vداراي بردار ويژه  Tفرض كنيد عملگر خطي  اثبات: V  با مقدار ويژه متناظر  ،دانـيم كـه   بنابر تعريف مـي است. در اين صورتE    فضـاي ويـژه)
VT) فضاي پوچ عملگر متناظر با  I   است و همچنين{ } v E    بنابراين باشد.مي، 

VT IN E { }      و در نتيجـهVT I  
VTاگر  ،يك به يك نيست. از طرف ديگر I  ه يك به يك نباشد، آنگا

VT IE N { }    .است و در نتيجه اثبات تمام است  

 يد فرض كن :3مثالVI : V V در اين صورت براي هر  .عملگر هماني باشدv V:داريم ، VI (v) .v و  VI، مقدار ويژه 1بنابراين اسكالر  ؛1
Eهمچنين  V1 .در واقع تنها مقدار ويژه عملگر هماني،  است    باشد.مي 1

 

 فرض كنيد :4مثال T : 2 T(x,y)يك عملگر خطي با ضابطه  2 ( x,x y) 2 راست. در اين صورت به ازاي بردا( , )1   ، داريم:1
T( , ) ( , ) ( , ) ( , )    1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1  

) ،بنابراين , يك بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه  11(  )a بـردار  aبينيم كه براي هرمي ،به همين ترتيب .است 2 , ) (a,a)11     يـك بـردار ويـژه
متناظر با مقدار ويژه     است. 2

  T(a,a) ( a,a a) ( a, a) (a,a)   2 2 2 2  
ويـژه عملگـر خطـي     تواند يك مقدارمي لزوماً هر عملگر خطي داراي مقادير و يا بردارهاي ويژه نيست و فقط زماني ،اشاره كرديم نيز همانطور كه در قبل

T : V V كه عملگر  ؛باشدVT I   ،اي نيستچ مقدار يا بردار ويژهيد كه داراي هكنعملگر خطي را ارائه مييك يك به يك نباشد. مثال بعد.  
 

 فرض كنيد  :5مثال V C a,b ه روي بازه مجموعه تمام توابع پيوست a,b  است. عملگر خطيT : V V  با ضابطه
x

a
T(f ) f (t)dt   را

fگيري معروف است). در اين صورت تابع نا صفر به عملگر انتگرال ، ( اين عملگر  در نظر بگيريد V دار ويژه متناظر يك بردار ويژه با مق  است، اگر و
T(fتنها اگر رابطه  ) f   برقرار باشد. در چنين مواقعي تابعf اي داراي هيچ تـابع ويـژه   دهيم اين عملگر خطينامند. نشان ميمي نيز را يك تابع ويژه

  (بردار ويژه) نيست.
 :صفر ، فرض كنيد تابع ناخلف بنابر برهان پاسخf صفرو اسكالر نا كه بطوري ؛وجود داردf  يك تابع ويژه متناظر با :است. در اين صورت داريم  

x

a

f (x) ,'T(f ) f f (t)dt f (x) f (x) f (x)                  

x c x xc 'e e .e c e


   
1 1 1'

ln(f (x))f (x)
Ln(f (x)) x c e

f (x)
     
 
1 1   

)1(
x'f (x) c e 

1
   

)2(   
x a

a a

x af (x) T(f ) f (t)dt f (a) f (t)dt f (a)             از طرف ديگر  

  ) داريم:2) و (1حال با توجه به (
ax a' e' '( ) f (x) c e c e c f (x)

( ) f (a)

  

       
  

11 1
1
2

  


  

اي بر كه توجه كنيد.فرض خلف باطل و اثبات تمام است ،يك تابع ناصفر است، تناقض دارد. بنابراين fو اين با فرض اوليه كه     بودنبا توجه به ناصفر 
f.بوضوح هيچ تابعي به عنوان تابع ويژه وجود ندارد ،  

، بـه ازاي عملگـر خطـي فـوق، عملگـر      دهد كه براي هـر اسـكالر  اين نتيجه مي .عملگر فوق يك عملگر بدون بردار ويژه يا مقدار ويژه است ،بنابراين
VT I  .يك عملگر نامنفرد است  

 گيري از طرفينمشتق

 رسانيم.ميeطرفين را به توان گيري از طرفينانتگرال
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باشـد،   بـا بعـد نامتنـاهي    Vمواقعي كه متناهي است و در واقع فقط در اري از بعد نافضاي برد يك Vقبل اي كه بايد توجه كرد؛ اين است كه در مثال نكته
باشد، هر عملگـر خطـي روي آن حتمـاً     با بعد متناهيبرداري  يفضا يك Vاگر دهيم كه امكان روي دادن چنين حالتي وجود دارد. در ادامه فصل نشان مي

  روي يك ميدان بسته جبري تعريف شده باشد).  Vالبته با فرض اينكه فضاي برداري دير و بردارهاي ويژه خواهد بود (قاداراي م

 نشان دهيد تبديل خطي :6مثال T : 2 Tيبا ضابطه 2 : (x,y) ( y,x)  اي نيست.داراي هيچ مقدار ويژه  

 :بنابر برهان خلف، فرض كنيد كه پاسخ  يك مقدار ويژهT با بردار ويژه متناظر(a,b) صورت داريم:باشد. در اين  

b b ( )b b ( )         
212 21 1 

b a
T(a,b) (a,b) ( b,a) ( a, b)

a b

  
          

  

a a ( )a a ( )         
212 21 2  تربيت به همين  

(a,b)شود كه) نتيجه مي2) و (1از روابط ( ( , )    و اين تناقض دارد با تعريف بردار ويژه، چرا كه بردار ويژه بايد ناصفر باشد. بنابراين فرض خلف باطل و
  اثبات تمام است.

 

روي يك فضاي برداري با بعد متناهي هر هم مقدار ويژه و در نتيجه بردار ويژه نداشته باشـد. در مثـال    در مثال بالا، ديديم كه امكان دارد يك تبديل خطي
iبينيم كه دو مقدار ويژهدر نظر بگيريم، مي 2فوق، تبديل خطي را روي فضاي   .خواهد داشت  

 يدفرض كن :7مثال V  برداري و يك فضايT : V V ؟نيستهاي زير صحيح يك عملگر خطي است. در اين صورت كداميك از گزينه    
1 (T  دارايn (با احتساب تكرار) مقدار ويژه است.  
  است.T نيز يك بردار ويژه  vآنگاه هر مضرب ناصفر  ،باشد Tيك بردار ويژه  vاگر  )2
oباشد، آنگاه هر  فضاي ويژه متناظر با  Eاگر  )3 v E   يك بردار ويژه متناظر با .است  
  وجود دارد كه مقدار ويژه نداشته باشد. Tمانند Vيك عملگر خطي روي  )4
 :يديم كه اگر در مثال قبل د »1«گزينه  پاسخV  از بعد نامتناهي باشد، عملگر خطيT رويV  توان چنان پيدا كـرد كـه مقـدار يـا بـردار ويـژه       ميرا

  شود.با توجه به نكات قبل و تعريف، بوضوح نتيجه مي ،نيز 3و2هاي ي گزينهت) صحيح است. از طرفي درس4) غلط و گزينه (1گزينه ( ،نداشته باشد. بنابراين
 

 ملگر خطي ع :8مثالn nD : P P  با ضابطهD(f ) f   مقادير و بردارهـاي   .گيري معروف است)( اين عملگر به عملگر مشتقرا در نظر بگيريد
  .ويژه آن را در صورت وجود بدست آوريد

 :اگر  پاسخf (x) aه يك تابع ثابت باشد، واضح است ك'Df (a)    و لذا      گيـري اسـت و تـابع ثابـت     يك مقدار ويـژه عملگـر مشـتق
f (x) 1 .اگر  در واقع و تمام مضارب آن بردار ويژه (تابع ويژه) متناظر با آن هستندf (x) 1 :باشد، داريم  

    يك مقدار ويژه و تابعf (x) 1  متناظر با آن است. تابع ويژه    
'D(f ) D( ) ( )

D(f ) f
        

  

1 1
1

  
 

   

nfحال فرض كنيد  (x) P اي دلخواه نا صفر و يك چند جمله   اي باشند كه به گونه  يك مقدار ويژه وf (x)  تابع ويژه متناظر با آن است. در
  اين صورت داريم:

'
f' f (x)

D(f ) f f (x) f (x)
f (x)

         

Ln(f (x)) x c c x ' x ' xLn(f (x)) x c e e e e c e f (x) c e              
)خطي فوق به غير از صفر  عملگر ،قرار ندارد. پس nPدر  ؛بدست آمده f(x) تابع واضح است كه )   ندارد و تنها مقدار ويـژه آن   ديگري يمقدار ويژه

   .است  

تعريف  گيري از طرفينانتگرال

  برسانيم eطرفين را به توان 
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Tيك فضاي برداري و  Vفرض كنيد   :4نكته    : V V  يك عملگر خطي باشد. در اين صورت    يك مقدار ويژهT  است، اگر و تنها اگر
T .منفرد باشد  

اگر  اثبات:    يك مقدار ويژهT شود كه عملگر خطيقبل نتيجه مي از نكته ،باشدV VT I T I T     اگـر  ، است. از طـرف ديگـر   دمنفرT 
VTشود، عملگرتيب نتيجه ميبه همين تر ؛باشد دمنفر I T  و در نتيجه  دمنفر    يك مقدار ويژهT .است  

تـوان بـراي ايـن منظـور از مـاتريس      مـي  .بر اسـت گير و حوصلهكاري وقت ،تعيين مقادير و بردارهاي ويژه يك عملگر خطي با توجه به تعريف در اكثر مواقع
  داراي بعد متناهي است، كاربرد دارد.V اظر با عملگر خطي استفاده كرد. البته واضح است كه اين روش فقط در مواقعي كه متن

 فرض كنيد  :3 تعريفA  يك ماتريس مربعيn n روي ميدان  است. در اين صورت    را يك مقدار ويـژه مـاتريسA  هرگـاه بـردار    ،ييمگـو مـي
AXبه طوريكه رابطه  ؛موجود باشد nXصفري مانندنا X   برقرار شود. در چنين مواقعي بردارX  را، بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه ناميم.مي  

AXاست، هرگاه دسـتگاه   Aيك مقدار ويژه ماتريس  با توجه به تعريف واضح است كه  X    يعنـي   ؛و يـا دسـتگاه متنـاظر آنn( I A)X o   
كـه مـاتريس    ؛اسـت  غيـر بـديهي   انيم كه يك دستگاه معادلات همگن فقط در صورتي داراي جـواب دصفر باشد. از فصل دستگاه معادلات ميداراي جواب نا

 توان چنين نتيجه گرفـت كـه   مي ،دترمينان آن صفر شود. بنابراين رناپذير است، اگر و تنها اگيك ماتريس وارون ،ناپذير باشد. همچنينضرايب آن وارون
)ndetاست، اگر و تنها اگر  Aژه ماتريس يك مقدار وي I A)    عبارت  ،شود. پسndet( I A)  اي از درجـه  كه يك چند جملهn   برحسـب 

  است؛ در تعيين مقادير ويژه يك ماتريس نقش اساسي دارد.

 اگر  :4 تعريفA يك ماتريسn n اي باشد، چند جملهA nP ( ) det( I A)    اي مشخصه را چند جملهA معادله  وAP ( )     را معادلـه
  نامند.مي Aمشخصه 

 معادله مشخصه ماتريس :9مثالA
 

   

2 1
1   را بدست آوريد. 3

 :پاسخ   

det
    

     

2 1
1 3det( I A) det

    
             

2
2 1
1 3




  

) A:معادله مشخص ماتريس  )( )                2 22 3 1 5 6 1 5 7   
 

 شود كه نتيجه مي ؛با توجه به توضيحات قبل: 1نتيجه يك مقدار ويژهA بـراي   ،ريشـه معادلـه مشخصـه آن باشـد. بنـابراين      راست، اگر و تنها اگ
 ؛، كـافي اسـت  هاي معادله مشخصه آن را بدست آوريم و سپس براي تعيين بردار ويژه متناظر بـا مقـدار ويـژه    تعيين مقادير ويژه يك ماتريس، بايد ريشه

)nدستگاه معادلات  I A)X o   .را حل كنيم  

 ير ويژه و بردارهاي ويژه ماتريس اي مشخصه، مقادچند جمله :10مثال



A

 
   
  

2 1
4 1 4
2 1

  را بدست آوريد. 

 :پاسخ   AP ( ) det( I A) ( ) ( )
 

 
           

  
  

2 2
3

2 1 2 14 1 4 1 1 2 12 1




  

  ( )(( )( ) ) ( )(( ) ) ( )                21 2 1 2 1 1 1   
APهاي ، بايد ريشهAبراي تعيين مقادير ويژه  ( ) .را بدست آوريم  

APضاعف) (ريشه م    : Aمقادير ويژه ماتريس  ( ) ( ) ,          2
1 21 1     

بسط دترمينان را نسبت
 .نويسيمبه ستون دوم مي
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ابتدا بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه  1  آوريم. براي اين منظور بايد دستگاه را بدست مي( I A)X AX o    1 را حل كنيم، كه جواب آن با  3

AXدستگاه  o كنيد برابر است (فرض :
x

X y

z

 
   
  

.(  

x x z z x

AX o y x y z y x , z x

z x z

           
                      
               

2 1 2 2
4 1 4 4 4 4 2
2 1 2

  
 

  
  

تمام بردارهاي به شكل  ،بنابراين
x

X x

x

 
   
  

4
2

xكه در آن      است، يك بردار ويژه متناظر با 1   است. براي سادگي بردارX

 
   
  

1
4
2

   را بـه

بردار ويژه متناظر با  عنوان 1  گيريم. فضاي ويژه متناظر با در نظر مي 1  فضاي توليد شده توسط اين بردار است. يعني داريم: ،نيز  

E dim E 

 
    
  

1 1

1
4 1
2

  

با  متناظر حال بردار ويژه 2 )آوريم. براي اين منظور بايد دستگاه را بدست مي 1 I A)X (I A)X o    2 3   را حل كنيم. 3

 yدلخواه و
x zx

(I A)X o y x z x z

z x z

        
                    
              

3

1 1
4 4 4 4
2 2 2 2

 
  
  

    

 با توجه به نتيجه بدست آمده در بالا، واضح است كه بردارهاي 
 
 
 
  

1



و 

 
 
 
  

1

1
  ، دو بردار ويژه متناظر با مقدار ويژه 2  2باشند. توجه كنيد كـه چـون   مي 1

  باشد. در اين صورت داريم: ،تواند داراي دو بردار ويژه مستقل خطي هممي ،اي مشخصه) بود؛ بنابراينچند جمله ويژه با دو بار تكرار (ريشه مضاعفيك مقدار 

E , dim E 

   
        
      

2 2

1
1 2

1





  

 
dimEتوان نشان داد كه همواره بار تكرار باشد، مي kبا  Aيك مقدار ويژه براي ماتريس  در حالت كلي اگر  k  ابتدا در نكته زير به  ،است. در اينجا

اي مشخصه، مقـادير و بردارهـاي ويـژه در    اي از خواص چند جملهو سپس پاره پرداخته،ها و عملگرهاي خطي ير و بردارهاي ويژه در ماتريسرابطه بين مقاد
  .كنيمرا بررسي ميها ماتريس

nيك ماتريس متقارن ، حقيقي و  Aاگر  :5نكته  n اه تمام مقادير ويژه باشد، آنگA اند. حقيقي  
AXبردار ويژه متناظر با آن است: در اينصورت با توجه به رابطة  Xو  Aيك مقدار ويژه  فرض كنيد  اثبات: X  ؛ واضح است كه اگرX    يـك بـردار

nيك بردار مختلط باشد؛ يعني  x. اگر بود نيز لاجرم اسكالري حقيقي خواهدحقيقي است،  Aحقيقي باشد، آنگاه چون 

n

x

x
X

x

 
 
  
 
 
 

1
2 


، آنگـاه اگـر    

AXطرفين رابطة  X   را درtX  ) ضرب كنيمtXي مزدوج ، ترانهادهX شود: است)، نتيجه مي  

     )1    (
n n

t t
n i i i

i i

n

x

x
X AX X X [x x .... x ] x x x

x
 

 
 
       
 
 
 

 
1

22
1 2

1 1
  

zzدانيم كه همواره به ازاي هر( از درس توابع مختلط مي z , z 2  (  

است با معادله اول يكسان
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tXاز طرفي،  AX  يك اسكالر و در نتيجه با ترانهادة خود برابر است، يعني؛ ،  

  )2(t t t t t tAX AX (X AX) X A X X AX   

t)3(  از طرف ديگر، داريم:  t tAX AX X AX X AX  

tشود كه نتيجه مي 3و2از روابط  tX AX X AX  و اين يعنيtX AX  يك اسكالر حقيقي است ( فقط اعداد حقيقي با مزدوجشان برابرند). لذا با توجه

)، بايد 1به رابطه (
n

i
i

x


 2

1
نيز حقيقي باشد. چون  

n

i
i

x

 2

1
  نيز حقيقي و لذا اثبات تمام است.  حقيقي است؛ پس، لزوماً  

 كدام گزينه در مورد مقادير ويژه تبديل خطي :11مثال T : 3 ,T(x,yبا ضابطه 3 z) (x y z , x y , x z)     2 درست است؟  
1(,, i     1 2 32 1 1    2(,, i     1 2 35 1 1    

3( , i ,      12 31 2 3   كدامهيچ) 4  1

 :ي استاندارد به صورتبينيم كه ماتريس اين تبديل خطي تحت پايهبا كمي دقت مي  »4«گزينه  پاسخA

 
   
  

1 1 1
1 2

1 1



يـك   A نچـو اسـت.   

 3و  2، 1هـاي  كـدام از گزينـه  بايد حقيقي باشند. پس، هيچ Tي شود كه تمام مقادير ويژهي قبل نتيجه ميماتريس حقيقي، متقارن و مربعي است، از نكته
  باشند. Tتوانند مقادير ويژه نمي

يـك مقـدار    باشد. در اين صـورت   Vيك پايه مرتب براي  Bو  Vلگر خطي روي يك عمT ،بعدي nيك فضاي برداري  Vكنيد  فرض :6نكته  
يك مقدار ويژه  اگر و تنها اگر  است Tويژه  BT  باشد. همچنينv V  يك بردار ويژهT و تنها اگـر   است، اگر Bv   مختصـات )v   در پايـهB (

يك بردار ويژه  BT .باشد  
مرتـب دلخـواه (اصـولاً    بت به يك پايـه  مقادير و يا بردارهاي ويژه يك عملگر خطي، كافي است ماتريس آن را نسبراي تعيين  ؛فوق با توجه به نكته ،بنابراين

گيريم) بدست آوريم و سپس با تعيين مقادير و بردارهاي ويژه ماتريس آن، با اسـتفاده از نكتـه فـوق، مقـادير و     براي راحتي پايه استاندارد فضا را در نظر مي
  بردارهاي ويژه عملگر خطي مورد نظر را بدست آوريم.

  تبديل خطي كداميك از توابع زير يك بردار ويژه  :12مثالT : P P2 T(aبا ضابطه  2 bx cx ) a ( a b)x (a b c)x       2 22 2      نيست. 2

1 (x x  21 2  2( x x  21  3 (x x 22  4(x22  

 :با در نظر گرفتن پايه استاندارد» 1«گزينه  پاسخ B { ,x,x } شود نتيجه مي 21 BT

 
   
  

1
2 1
1 2 2

 
  .  به سادگي مقـادير ويـژه  BT   بـه

صورت  1 1 ،  2 و  1  3   آنها داريم. با تناظرآيند. براي تعيين بردارهاي ويژه مبدست مي 2

 B
x

x y
: (I T )X o y x y z

x y z
z

     
                                        

1 3
2 21 2 2 2 31 2 3

   


 



  

 ،بنابراين
 
 
 
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1
1
1

يك بردار ويژه   BT  و در نتيجهf (x) x x   2
1   است. Tيك بردار ويژه  1

 B
xx

: ( I T )X o y x x , z y

z x y z

        
                          
                  

2 3

22
1 2 2 2

1 2 1 2

  
    
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 .متقارن است

 حقيقي است
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