
 
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  1 آناليز عددي 

  

  اولفصل 

 «حساب كامپيوتري»
هاي واقعي متفااو  اسا    . چون حساب كامپيوتري با محاسبهشودناميده ميگري مانند كامپيوتر، حساب كامپيوتري هاي محاسبهاصول محاسبه در ماشين

 كنيم.عدد در حساب كامپيوتري را بررسي مي هاي ذخيرهها و روش، اين تفاو اين فصلدس  آمده از آن نيز متفاو  خواهد بود. در ، نتايج بهدرنتيجه

 
  ن اي  اع اري اعداد ح ي ي

 
nصور بهبراي هر عدد حقيقي نمايشي در آناليز مقدماتي  n(a a a / b b )  1 1 اعشاري نام  نمايشمبناي  اين نمايش  در شود.نظر گرفته ميدر 2

}متعلق به مجموعههستند و اعشاري  نمايشهاي ها رقمjbو ia از يك اس . تربزرگدارد و عددي طبيعي و  , , , }1 در اين نمايش  .هستند 1

امين رقم قبل از  iو  iداراي ارزشibامين رقم بعد از مميز يعني i ،اين صور  كهكند. بهو ارزش ارقام را مشخص ميمميز اعشار نقش مهمي دارد 

 : اس زير  اين نمايش مربوط به عدد حقيقي با ارزش بنابرايناس .  iداراي ارزشiaمميز يعني

n
i i n n

n n i i n n
i i

b b
(a a a / b b ) ( a b ) (a a a a )


 

  
 

                
 

 
1 1 2

1 1 2 1 1 2
1

 

i ia , b { , , , } 1 1 

 شوند:بندي ميزير دسته صور به هاآنهاي با توجه به ويژگي هاي اعشارينمايش

 ناميم.را يك عدد صحيح مينمايش اعشاري آن  ،صفر باشنداعشار هاي بعد از مميز اگر كليه رقم( 1

پايان يا نامختوم گوييم و در غير اين صور  آن را بي پايان يا مختوم را بانمايش اعشاري هي باشد، متنااعشار ارقام غير صفر بعد از مميز  اگر تعداد( 2

 ناميم.مي

شكل كلي يك  وييم.گشاري را متناوب مياع نمايشبه تناوب تكرار شوند، آن  kcو  و c2وc1پايان، ارقامي ماننداعشاري بينمايش اگر در يك ( 3

  :زير اس  صور اعشاري متناوب بهنمايش 

n n m k k n n m k(a a a / b b b c c c c c c ) (a a a / b b b c c c )     1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2  

kcكه بخش c c1  گوييم. مي نمايش اعشاري ا تناوبيرا يك دوره گردش  2

 حاصل  :1مثال( / )1 كدام است؟ 

1)
 

 

1
1

  2)
 

1
1

  3)


1
  4)

 

1
1

  

 :آيد. مي دس به زير صور بهاين مقدار  ،با استفاده از دستور محاسبه حد مجموع سري هندسي «4»گزينه  پاسخ 

( / )


 
 


    



1
1 2

1
1

1
11

 

 

 حاصل  :2مثال( / z) كدام است؟(z : )  1 

1)
 

 

1
1

 2)
 

1
1

  3)


1
  4)

 

1
1

  



 
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  حساب كامپيوتريفصل اول:   2

 :شودمحاسبه مي زير صور بهمقدار  اين ،از دستور محاسبه حد مجموع سري هندسيبا استفاده   «2»گزينه  پاسخ:  

( / z) ( )( ) ( )


 
 

 
        

  

2
2 4

2 2
1 1

1 1
11 1

 

 

 :نمايش اعشاري يك عدد حقيقي در مبناي قضيهشود نمايش اعشاري اعداد حقيقي يكتا باشديكتا نيس . هريك از دو شرط زير موجب مي: 

 وم آن انتخاب شود.هاي متفاو  يك عدد، نمايش مختاز بين نمايش( 1

 باشد. 1نهاي  رقم از ارقام نمايش اعشاري متفاو  با رقمبي( 2

4/به تساوي مثالبراي  توجه كنيد كه اين دو شرط معادل هستند. 3  .توجه كنيد ،باشدعدد چهار در مبناي دهدهي ميكه دو نمايش متفاو  از  99

 انتخاب شود.  ،اس  9نهاي  رقم از آن متفاو  با كه هم مختوم اس  و هم بي 4شود كه نمايش و شرط موجب ميهر د
 

 حقيقي عدد مثالعنوان به يك عدد حقيقي ممكن اس  در يك مبنا داراي نمايش مختوم و در مبناي ديگر داراي نمايش نامختوم باشد. :1نكته 

1
1
)داراي نمايش نامختوم 2و در مبناي  1/ داراي نمايش مختوم 1 در مبناي  /  .اس  211(

 اعداد ح ي ي گويا و گنگ
 نيم اعداد حقيقي را به دو گروه گويا و گنگ تقسيم كنيم.توامي ،اعشاري انجام داديم هايبندي كه براي نمايشمطابق تقسيم

 :از دو وضعي  زير باشد يداراي يك  اگر نمايش اعشاري آن در مبناي ،يك عدد حقيقي گويا اس 

 نمايش بسط اعشاري آن باپايان )مختوم( باشد.( 1

 پايان )نامختوم( و متناوب باشد.نمايش بسط اعشاري آن بي( 2

  پايان )نامختوم( و نامتناوب باشد.بي  گنگ اس  اگر نمايش بسط اعشاري آن در مبناييك عدد حقيقي  و

 از اعداد زير گنگ است؟ يككدام :3مثال 

1) ( / )21 1 1 1 2) ( / )21 1 1 3)( / )21 1 1 1 4) ( / )211 11 11 11  

 :عدد حقيقي  «3»ه گزين پاسخ( / )21 1 1 رو به افزايش  ،تعداد صفرهاي بين دو رقم يك متوالي زيرا .اس نامتناوب  نامختوم و 1

).هستندو اعداد ديگر نامختوم و متناوب  باشدميپس يك عدد گنگ  ،اس  / ( , / ( , / ( )11 3 1 2 1 1 

 

 از اعداد زير گويا است؟  يككدام :4مثال 

1) ( / )31 1 1 1 2) ( / )31 11 111 1111 

3) ( / )31221122111221111 4) ( / )31 1 1 1  

 :عدد حقيقي  «4»گزينه  پاسخ( / )31 1 1  زيرا ؛ب هستندديگر نامختوم و نامتناو و اعداد يك عدد گويا اس  بنابراينو متناوب و  نامختوم 1

 ، رو به افزايش اس . 22هاي بين دو عدد ( تعداد يك3هاي بين دو رقم صفر و در گزينه )تعداد يك، (2( تعداد صفرهاي بين دو رقم يك، در گزينه )1گزينه )در 

 

 ن اي  اع اري در تبديل مبنا

تباديل   بنابراينشود. استفاده مي 2گر از مبناهاي ديگري مانند مبناي هاي محاسبهاما در ماشين ؛شونديانجام م 1ها در مبنايمحاسبه ،در حساب واقعي

 كنيم. نمايش اعشاري و روش آن را بررسي ميمبنا در 

 تبديل از مبناي ده به مبناي ديگر

 گيريم:مي درنظرال  زير را ح دوبه مبناي ديگر  1اعشاري از مبناينمايش براي تبديل 

 : كنيمزير استفاده مي صور بههاي متوالي ، از روش تقسيمبه مبناي 1از مبناي Aبراي تبديل عدد صحيح  حالت اول:

 را برابر صفر قرار دهيد. iي بگيريد و شمارنده درا از ورو و  A :1گام  

را برابر ia:2گام  
A

A [ ]


 اس .( بر Aمانده تقسيم )اين مقدار باقي دهيد.قرار  



 
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  3 آناليز عددي 

اگر :3 گام 
A

[ ]


 از مقسوم عليه شود ادامه دارد.( تركوچكيم تا زماني كه خارج قسم  )يعني عمل تقس برويد. 6به گام  ،برابر صفر اس  

را برابر A: 4گام 
A

[ ]


 قرار دهيد. 

 برويد. 2يك واحد اضافه كنيد و به گام  iبه شمارنده  :5گام 

iعدد: 6گام  ia a a a1  چاپ كنيد. را1

 آورده شده اس .  جداگانهدر اين جدول هر بخش از الگوريتم در ستوني زير استفاده كرد.  صور هبتوان از جدولي براي راحتي مي

A
[ ]


 i
A

a A [ ] 


 i  A 

     
 

A  شوند. هاي متوالي مقابل انجام مين الگوريتم تقسيمبا عمل به اي ،واقعدر 


a
a1



na 1
na

 
Aبراي تبديل عدد حقيقي حالت دوم: 1 به مبناي 1از مبناي   و تعيينn رقم بسط اعشاري آن در مبناي  كنيماز الگوريتم زير استفاده مي : 

 را از ورودي بگيريد.و  A :1گام 

 دستورا  زير را انجام دهيد. nتا  1از  iبراي  :2گام 

]را برابر  ib)آ(  A] .قرار دهيد 

iAرا برابر A( ب) b  .قرار دهيد 

 انجام دستورا  را خاتمه دهيد. ،بر صفر بودبرا A( اگر پ)

/nعدد :3گام  b b ...b1  را چاپ كنيد.  2

 آورده شده اس . جداگانهالبته براي چنين تبديلي بهتر اس  از يك جدول به شكل زير استفاده كنيم. در اين جدول، هر بخش از الگوريتم در ستوني 
 

iA - b ib   = [ A] A i A 

     

 است؟  4در مبناي  31نمايش عدد  يككدام :5مثال 

1)( )4133 2)( )4313 3)( )4331 4)( )4113 

 :صور بهبراساس الگوريتم بالا  4مبناي  در 31ايش عدد نم  «1»گزينه  پاسخ( )41 3  اس . 3

A
[ ]


 i
A

a   =A-  [ ]


 i  A 

[ ] 
31

7
4

 a [ ]  
31

31 4 3
4

  4 31 

[ ] 
7

1
4

 a [ ]  1
7

7 4 3
4

 1 4 7 

[ ] 
1
4

 a [ ] 2
1

1 4
4

 2 4 1 

 

 كدام است؟ 2مبناي  در 3/عدد   :6مثال 

1)( / )21 1 2)( / )21 1 3)( / )21 1 4)( / )21 1 

31 4
728 4

3 4 1
3



 
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  حساب كامپيوتريفصل اول:   4

 :د.آيمي دس به، جدول زير در حال  دوم مطابق الگوريتم تبديل  «4»گزينه  پاسخ   
 

iA b2  ib [ A] 2 A2 i A 

/ 6  / 6 1 / 3 

/2 1 2/1 2 / 6 

/4  /4 3 /2 

/ 8  / 8 4 /4 

/ 6 1 6/1 5 / 8 
    / 6 

 

 صاور  باه نماايش اعشااري    بنابراين ؛در دوره گردش هستند 1و  و  و  1ارقام دوره گردش ايجاد شده و  ،نددشيكسان جدول چون سطر دوم و ششم 

/ ( / ) 23 1  اس . 1

 
 

صحيح و اعشاري آن را با توجه به  هايبه مبناي ديگر، بخش 1، از مبنايAاز يك تربزرگديل عدد حقيقي غيرصحيح و براي تب :2نكته 

 كنيم. را جمع مي هاآنكنيم و سپس جداگانه تبديل مي صور بههاي اول و دوم حال 

 مبناي ده  تبديل از مبناي ديگر به

 :گيريممي درنظر، چهار حال  زير را 1به مبناي حقيقي از مبناي براي تبديل عدد

n كنيم.استفاده ميرو روبه( براي تبديل يك عدد صحيح از رابطه 1 n
n n n n(a a a a ) a a a a

        1
1 1 1 1 

 :بريمكار ميهاز يك با بسط اعشاري باپايان رابطه زير را ب ترككوچ( براي تبديل يك عدد حقيقي 2

m
m m( / b b b ) b b b  

       1 2
1 2 1 2 

 :كنيمپايان و متناوب به روش زير عمل مياز يك با بسط اعشاري بي تركوچك( براي تبديل يك عدد حقيقي 3

m k m
m k

k m

(b b b c c c ) (b b b )
( / b b b c c c )

(zz z )

 







1 2 1 2 1 2
1 2 1 2

¾LUo¶ ¾LUo¶

 

 اس .1رقم zكه منظور از 

را با هم  هاآنبريم و سپس مي 1طور جداگانه به مبناي( اگر يك عدد حقيقي داراي يك بخش صحيح و يك بخش اعشاري بود، ابتدا هر بخش را به4

 كنيم.جمع مي

 عدد  :7مثال( / )31  ام است؟كد 1در مبناي  12

1)
38
72

 2)
31
78

 3)
13
78

 4)
31
72

 

 :شود:زير محاسبه مي صور به 1مقدار اين عدد در مبنايمطابق حال  سوم  :روش اول  «2»گزينه  پاسخ 

( ) ( )
( / )

( ) ( )

   
  

 

3 3
3

3

1 12 1 27 3 2 1 31
1 12

222 2 3 9 27 78
 

 كنيم. استفاده ميو حد مجموع سري هندسي اعشاري  نمايشاز تعريف  :روش دوم

( / ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

   

  


 

 

   

  



         
 

1 2 3 4
3

5 6 7

3
3 4

3 3

1 12 1 3 3 1 3 2 3

3 1 3 2 3

2 5
3 11 3 3 1 1 1 5 313 31 2

263 3 3 26 3 78 781 3 1 3
27

 

 



 
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  5 آناليز عددي 

 

 مبناي به 1سپس آن را از مبناي ،كنيمتبديل مي 1به مبناي 1ا از مبنايابتدا آن ر 2به مبناي 1براي تبديل يك عدد از مبناي :3نكته 

2 بريم.مي 

 عدد  :8مثال( )31  كدام است؟  4در مبناي  11

1)( )4113 2)( )4331 3)( )4313 4)( )4133 

 :داريم: پس .بريممي 1ابتدا عدد موردنظر را به مبناي   «4»گزينه  پاسخ  ( ) ( ) ( ) ( )    3 2
31 11 1 3 3 1 3 1 31  

)بنابراينبريم. مي 4اي بنبه مرو هاي متوالي روبهاز تقسيم با استفادهرا  31حال  ) ( )3 41 11  اس .  133

 

 

 داراي يك نمايش است؟ 7و  5كدام عدد در مبناي  :9مثال 

1)( )16 2)( )17 3)( )14 4)( )15 

 :نويسيممي 7و  5ها را در هر دو مبناي نمايش اعداد موجود در گزينه « 3»گزينه  پاسخ:  

( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )       5 7 5 7 5 7 5 76 11 6 7 12 1 4 4 4 5 1 5 
 در هر دو مبنا داراي يك نمايش اس .  4تنها عدد  درنتيجه

 
  سيس   ن اي  م يز  ا  

 
رقام باراي    nدر اين سيستم نمايش، تعداد  بنابراين ؛شود محدود اس اختصاص داده مي گرمحاسبههاي اي كه براي ذخيره هر عدد در ماشينمقدار حافظه

در  ايان ترتياب  بهود. شگرفته مي درنظربراي علام   مكانطور يك اعشار و همين مميز رقم براي ارقام بعد از mنمايش ارقام قبل از مميز اعشار و به تعداد 

  باشد: ميزير  صور بهلي اعداد شكل ك ،مميز ثاب  سيستم نمايش

n n m i j(a a a a / b b b ) ; a ,b { , , , }    1 2 1 1 2 1 1 

 بندي كرد.زير دسته صور بهتوان هاي سيستم نمايش مميز ثاب  را ميويژگي

nمساوي  ،ش در اين سيستم نمايش اعداديتعداد اعداد حقيقي قابل نما( 1 m n m     2 1 2  باشد كهحال  مي چون هر رقم داراياس .  1

}از بين اعضاي مجموعه , , , }1 )دانيم عدداس . مي شوند و علام  داراي دو حال انتخاب مي 1 / )   از پسداراي علام  نيس ،

 كنيم. آمده يك واحد كم مي دس بهتعداد 

 : دس  آوردصور  زير بهتوان بهرا ميدر اين سيستم نمايش اعداد ين عدد مثب  قابل نمايش تربزرگ( 2
n

i n m
max

i mn m

x (( ) ( ) / ( ) ( )) ( )







         
1

1 1 1 1 1
¾LUo¶ ¾LUo¶

 

 اس . گرفته شده  درنظر ين رقم ممكن در مبنايتربزرگيعني  1ين عدد قابل نمايش حاصل شود، تمام ارقام برابرتربزرگ كهآنبراي 

mنمايش اعداد مساوي ،ين عدد مثب  قابل نمايش در اين سيستمتركوچك( 3
min

n m

x ( / ) 




 
1

1
¾LUo¶ ¾LUo¶

ين تركوچكبراي دستيابي به  .اس  

 شوند. برابر صفر فرض مي ،جز يك رقمد مثب  قابل نمايش، همه ارقام بعد

maxهاي مساوي در بازهداد با فاصلهيعني اع ؛يكنواخ  اس  سيستم نمايش مميز ثاب در توزيع اعداد ( 4 max[ x ,x ]    قرار دارند و فاصله باين دو عادد

 اس . mمتوالي مساوي

 اعداد مثبت قابل نمايش در سيستم :11مثال(a / b b )1 2  را بر روي محور مختصات نمايش دهيد. 2

 :توجه كنيد كه توزيع اين اعداد يكنواخ  اس  و فاصله بين اعداد برابر .زير هستند صور بهن سيستم اعداد اعداد مثب  اي پاسخ
1
4
 باشد. مي 

 
minx maxx

 
 

431
28 7 4
3 4 1

3



 
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  751 آناليز عددي 

  

  ششمفصل 

 «عددي گيريانتگرال»

هاي عددي براي محاسبه تقريبي يك انتگرال معيين   دلايل استفاده از روشكنيم. هاي عددي محاسبه انتگرال معين يك تابع را بيان ميدر اين فصل روش

 نقطه است.  يهيافتن آن و يا وجود اطلاعات جدولي از انتگرالده در تعدادي متنا يعدم وجود تابع اوليه، دشوار

جدولي صورتبه fمقادير تابع فرض كنيد 
i n

i n

x x x x

f f f f

1

1
nxداده شده است كه  , ,x ,x1   نقياطي از بيازه[a,b]  .تقريي  بيراي   هسيتند 

b

a
f (x)dx از مجموع

n

i i
i

w f (x )



 برخيكه در آن ممكن است  يمكناستفاده ميiwبرخيو ( هاوزن) هاixايين   مجهول باشند. بنيابراين  (هاگره) ها

kxو ... و xو  7برابير   ترتيي  بيه را  f(x)ورت مجهول بودن، تابع ها در صiwها و ixبراي محاسبه مقادير مجهول است. n 2+ 2تقري  حداكثر داراي  1 

 آيد كه با حل آن مقادير مجهولمي دستبهمجهول  kمعادله و  kترتي  يك دستگاه معادلات با  نها است. بديبرابر تعداد مجهول kدهيم كه در آن قرار مي

 ند.شومشخص مي

يك فرمول بيدون خطيا    nهاي تا درجه حداكثر ايچندجملهاست، هرگاه فرمول براي همه  nعددي برابر عدد طبيعي  گيريانتگرال لدرجه دقت يك فرمو

كيافي اسيت    گييري انتگيرال دقيق است.  براي ييافتن درجيه دقيت فرميول      nهاي حداكثر از درجه ايچندجملهگوييم فرمول براي در اين حالت مي ،باشد

kكه kxرا بيابيم كه فرمول براي nد طبيعي ين عدتربزرگ n  است، بدون خطا باشد. معمولاً درجه دقت فرمول، يك واحد كمتر از مرتبه مشتق موجود

 در رابطه خطا است.

در  bو  aشود و اگر حداقل يكي از دو نقطه انتهايي ود، فرمول بسته ناميده مياستفاده ش bو  aعددي كه در آن از هر دو نقطه انتهايي  گيريانتگرالفرمول 

 ناميم.مورد استفاده نباشد آن فرمول را باز مي ،آن

 اگر   :1مثالE  مضربي از  گيريانتگرالخطاي فرمول( )
f ( )1389 باشد، درجه دقت فرمول كدام است؟ 

7 )7811  2 )7811  8 )139 4 )414  

 :درجه دقت فرمول، يك واحد كمتر از مرتبه مشتق موجود در رابطه خطا يعني  «7»گزينه  پاسخ 1389 1  است.  1388

 

 باز است؟ گيريانتگرالكدام فرمول  :2مثال  

 ها برابر يكي از نقاط انتهايي است.( تنها يكي از گره2 هايي نيست.ها برابر نقاط انتاز گره يكهيچ( 7

 2و  7 گزينه( 4 ها هستند.( هر دو نقطه انتهايي جزء گره8

 :مورد استفاده نباشد.  ،در آن مطابق تعريف فرمول باز بايد حداقل يكي از نقاط انتهايي  «4»گزينه  پاسخ 

 
  ك ت ني ت  فرم ل  اي   ته 

 
nxها،نيوتن كوتس گرهدر روش  , ,x ,x1 هاوزن، معلوم و اغل  فاصله و،nw , ,w  ها با شوند. بنابراين براي يافتن مجهولگرفته مي درنظرمجهول

nx جايگذاري , ,x,1 fبه جاي 1 (x) معادلات با در رابطه زير، يك دستگاهn 1 معادله وn 1 شود. مجهول ايجاد مي 
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xn

x

n

n n i i
i

i i i

f (x)dx w f w f w f E w f E

f f (x ) ; x x ih ; i , , ,n



      

   

 1 1

1

 

nاين دستور را فرمول 1 اي چندجمليه يين روش  آوردن ايين فرميول وجيود دارد. در ا    دسيت بيه گوييم. روش ديگري نيز بيراي  اي نيوتن كوتس مينقطه

iدر نقاط fتابع  يابدرون , , ,n ixو 1 x ih   را جايگزين تابعf كنيم. نتيجه همان فرمولدر انتگرال ميn 1 اي نيوتن كوتس خواهيد  نقطه

 به عبارت ديگر: .عد از طرفين با هم برابرندالبُهاي متساويجملهبود. نكته جال  در فرمول نيوتن كوتس آن است كه ضراي  

i n iw w ; i , , , ,n  1 2 

nخطاي روش 1 اي نيوتن كوتس متناس  بانقطهkh  است كه در آن برايnهاي فردk n 2  و برايnهاي زوجk n 3   است. پيسk   عيددي

 .باشدميتر هاي زوج مناس n فرد است و استفاده از اين روش براي 

 آوريد. دستبهاي نيوتن كوتس را نقطه 4فرمول  :3مثال   

 :كنيمبراي راحتي فرض مي پاسخx  صورتبهپس فرمول  ،باشد
h

i i
i

f (x)dx w f E



 
3 3

xاست كه در آن  ،x h1،x h2 2 

xو h3 Eو x3و x2و xو  7را برابر  f(x)ها تابع iwباشد. مطابق روشي كه گفته شد براي يافتنمي 3  دهيمقرار مي: 
h

f (x) : dx h w w w w     
3

1 2 31 1 3 

h h
f (x) x : xdx hw hw hw    

3 2

1 2 3
9

2 3
2

 

h

f (x) x : x dx h h w h w h w    
3

2 2 3 2 2 2
1 2 39 4 9 

h h
f (x) x : x dx h w h w h w    

3 4
3 3 3 3 3

1 2 3
81

8 27
4

 

 آيند. مي دستبه روروبه صورتبهمقادير  ،كه پس از ساده كردن
h h h h

w , w , w , w   1 2 3
3 9 9 3
8 8 8 8

 

 

 است.  كوتس خطا متناسب با .................نيوتن اي نقطه 1331در فرمول  :4مثال 

7 )h1389 2 )h139   8 )h1391 4 )h1392 

 :چون  «8»گزينه  پاسخn  1 nhپس خطا متناس  با ،زوج است n1388و 1389 h 3  است.  1391

 

 خطاي روش :5مثالn hاي نيوتن كوتس متناسب بانقطه 1
 تواند باشد؟كدام مي  nاست،  12

  وجود ندارد( 4 77( 8  1(2  1( 7

 :تواند متناس  با توان زوجي از خطاي روش نيوتن كوتس نمي«  4»گزينه  پاسخh .باشد 

 

 فرم ل ني ت  ك ت چند 

nدر اين فرمول :اي سادهفرمول ذوزنقه 1  باشد. اي نيوتن كوتس مينقطه 2است و يك فرمول 

 

 

nدر اين فرمول :ساده سيمپسونرمول ف     باشد. اي نيوتن كوتس مينقطه 8است و يك فرمول  2

 

 

xi

xi
i i i i

h h
f(x)dx (f f ) f ( ) ; x x



       
1 3

1 12 12
 

xi

xi

( )
i i i i i

h h
f(x)dx (f f f ) f ( ) ; x x



         
2 5

4
1 2 24

3 9
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3فرمول
8
nدر اين فرمول :سون سادهمپسي    باشد. اي نيوتن كوتس مينقطه 4است و يك فرمول  3

 

 

nرا روش  nIاگر  :كوتسهاي نيوتن خطاي روش فرمول كلي 1 عاي نيوتون كوتس براي تقري  انتگيرال تياب  نقطه f  عبيارت خطيا    ،بگييريم  درنظير

 زير است:  صورتبه

 داريم:  ،زوج باشد nاگر ( 7

 

 داريم:  ،فرد باشد nاگر ( 2

 

 

iكه i nx x  باشد. مي 

 مركب ني ت  ك ت  دست ر چند

 .دهيمنشان مي ET(h)و خطاي آن را با  T(h)آن را با  :اي مركبنقهزدستور ذو

b

a

n

i i n n
i

h h
f(x)dx T(h) (f f ) (f f f f f )

h
ET(h) (b a)f ( ) O(h )



 


        

    


1

1 1 2 1

2
2

2 2 2
2 2

12

 

 هاي حداكثر از درجه يك دقيق است. ايچندجملهاي مرك  براي روش ذوزنقه

 عددي زوج است. = k2 n دهيم كه در آننشان مي ES(h)ي آن را با و خطا S(h)آن را با  :مركب سيمپسوندستور 

b

a

n

i i i n n n
i

( )

h h
f(x) S(h) (f f f ) (f f f f f f f )

(b a)
ES(h) h f ( ) O(h )



   


           


   


2

1 2 1 2 3 2 1

4 4 4

4 4 2 4 2 4
3 3

18

 

 حداكثر از درجه سه دقيق است. هاي ايچندجملهش سيمپسون مرك  براي رو

3سيمپسوندستور 
8
Sآن را با :مركب  (h)3

8

ESو خطاي آن را با   (h)3
8

n دهيم كه در آننشان مي  k  مضربي از سه است. 3

b

a

k k

i i i n
i i

( )

h
f (x)dx S (h) [f (f f ) f f ]

(b a)
ES (h) h f ( ) O(h )

 

 
 

     


   

 
1 1

3 3 1 3 2 3 3
8

4 4 4
3
8

3
3 2

8

8

 

روش سيمپسون
3
8
 ي حداكثر از درجه سه دقيق است. اهايچندجملهمرك  براي  

 جدوليكدام تقريب براي انتگرال عددي تابع  :6مثالi

i

x

f

1 1 3
1 2 4 5

 تر است؟مناسب  

7 )
4
3
   2 )

41
3
   8 )

42
3

 4 )
43
3

 

 :ليذا . كنيمرا افراز مي گيريانتگرالچون فاصله نقاط يكسان نيست پس بازه « 7»گزينه  پاسخf (x)dx f (x)dx f (x)dx I I
 

     
3 1 3

1 1 1
1 2 

nچون است.  سيمپسونروش مناس   I1براي محاسبهباشد. مي  پس ،، عددي زوج است2
h

I (f f f ) ( ( ) )      1 1 2
1 13

4 1 4 2 4
3 3 3

باشد. مي 

پس ،اي استروش مناس  ذوزنقه I2براي محاسبه
h

I (f f ) ( )    2 3 4
2

4 5 9
2 2

Iبنابراينباشد. مي  I I  1 2
4
3

 است.  

i n

i

(n )n
x n( )

nx

h f
f (x)dx I t (t ) (t n)dt

(n )!






   
 

23
2 1

2
 

xi

xi

( )
i i i i i i

h h
f(x)dx (f f f f ) f ( ) ; x x



           
3 5

4
1 2 3 3

3 3
3 3

8 8
 

i n

i

(n )n
x n( )

nx

h f
f (x)dx I t (t ) (t n)dt

(n )!






   
 

12

1
1
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 اگر بخواهيم تقريبي از :7مثالxcos xdx




2

 حداقل كدام است؟ n ،باشد 51آوريم كه خطاي آن كمتر از دستبه سيمپسونبه روش   

7 )72 2 )78  8 )74  4 )75  

 :با توجه به رابطه   «8»گزينه  پاسخES(h) يك كران بالا براي مشتق چهارم تابعf (x) xcosx كنيم.محاسبه مي 

( )f (x) cosx xsin x , f (x) sin x xcosx , f (x) cosx xsin x , f (x) sin x xcosx           42 3 4 

xچون


 
2

  :آيدمي دستبهزير  صورتبه fكران بالاي مشتق چهارم  بنابراين ،است 

( )| f (x) | | sin x xcosx | | sin x | | x || cosx |


      4 4 4 4 6
2

 

Mپس 4   است.  زيرطبق فرمول خطا، خطاي روش داراي كران بالاي  بنابراين ،است 6

b a h
| ES(h) | h M h 




 
    

4
4 4 5

4
2 6 1

18 18 6
 

hبنابراين / nhچون باشد.مي1176 b a


  
2

nدرنتيجه ،است  /
h


 13 357

2
n پس ،بايد زوج باشد nچون باشد و مي  14 .است 

 

 سيمپسون اگر در روش :3مثال
3
8
nبعد از محاسبات به رابطه    /13  كدام است؟ n ،برسيم 14

7 )78 2 )74 8 )75 4 )74  

 :چون در روش  «8»گزينه  پاسخ
3
8
 است.  n15پس  ،مضرب سه باشد nبايد  سيمپسون 

 

 ام گزاره درباره خطاي روش نيوتن كوتس درست است؟دك :1مثال 

 هاي متقارن دقيق است. هاي زوج بر بازهتس براي تابعو( روش نيوتن ك7

 هاي متقارن دقيق است. هاي فرد بر بازهكوتس براي تابع وتنني( روش 2

 هاي متقارن دقيق است. اي براي توابع زوج بر بازه( روش نيوتن كوتس زوج نقطه8

 هاي متقارن دقيق است. اي براي توابع فرد بر بازه( روش نيوتن كوتس فرد نقطه4

 :هاي متقارن دقيق اسيت، چيون بيازه   س براي توابع فرد بر بازهدهيم كه روش نيوتن كوتنشان مي«  2»گزينه  پاسخn[x ,x پيس   ،متقيارن اسيت   [

iهمواره n ix x   باشد. از طرفي تابع ميf  ،رابطه بنابراينفرد استi n if f       دانييم در روش نييوتن كيوتس   برقيرار اسيت. اميا مييi n iw w  

iباشد. بنابراين جملاتمي iw f وn i n iw f  يكديگر را در مجموعi iw f كنند. اگر حذف ميn ها حذف شيده و مجميوع برابير    همه جمله ،فرد باشد

nها به جز جمله وسط يعنيزوج باشد همه جمله nصفر خواهد بود. در صورتي كه  nw f

2 2

nشيوند، اميا  حذف ميي   nf f (x )

2 2

nxو 

2

نقطيه وسيط بيازه     

n[xمتقارن ,x nxبنابراين ،است [ 

2

nfباشدفرد مي fو چون   f ( ) 

2

آمده از روش نيوتن كوتس و مقيدار واقعيي    دستبهخواهد بود. پس نتيجه  

تيوان بيه راحتيي مثيال     هاي متقارن دقيق است. توجه كنيد كه براي گزينه ديگر ميي روش نيوتن كوتس براي توابع فرد بر بازه بنابراينانتگرال هر دو صفر است، 

 آورد.   دستبهنقض 

 
  فرم ل ني ت  ك ت   ا  )ن  ه مياني(

 
 :سادهرمول نقطه مياني ف

xi

xi
i i i

h h
f(x)dx hf(x ) f ( ) , x x



      
1 3

12 24
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 . دهيمنشان مي EM(h)و خطاي آن را با  M(h) آن را با :فرمول مركب نقطه مياني

b

a
n

h h h
f(x)dx M(h) h(f (x ) f (x ) f (x ))

(b a)
EM(h) h f ( ) O(h )

      


  

 1 1

2 2

2 2 2

24

 

 اگر بخواهيم تقريبي از :11مثالx
I e 

1 2
ر ازن كمتآوريم كه خطاي آ دستبهبه روش نقطه مياني  

e

1 24
 حداقل كدام است؟ n،باشد 

7 )74 2 )75 8 )74 4 )71 

 :با توجه به نكته قبل، يك كران بالا براي مشتق دوم تابع  «8»گزينه  پاسخxf (x) e
2

 كنيم.محاسبه مي 

x x xf (x) xe , f (x) e x e   
2 2 222 2 4 

xچون 1 بنابراين ،استx x| f (x) | e x e e M    
2 22

22 4 چونباشد. مي 6
h h e e

M  
2 2

224 4 1 24
hبنابراين  2 1

256
hو از آن  

1
16

 

nاست، پس
h

 
1

 باشد. مي 16

 
 

 باشد: اي ميروش نقطه مياني داراي چند مزيت نسبت به روش ذوزنقه: 1نكته 

 ( خطاي آن نصف خطاي8شود.مقدار تابع در يك نقطه كمتر محاسبه ميدر محاسبه اين روش، ( 2 ي ناسره مناس  است.هاانتگرالبراي محاسبه اين روش ( 7 
 اي است. روش ذوزنقه

 اني دو گره متوالي موجود باشند. يي زماني است كه مقدار تابع در نقاط متوجه كنيد كه اين مزايا برا          

 براي محاسبه انتگرال  :11مثالsec xdx




2

nبا     تر است؟كدام روش مناسب 36

 سيمپسون( 8  سيمپسون( 2 ( ذوزنقه7
3
8

 ( نقطه مياني4 

 :چون تابع   «4»گزينه  پاسخsecx  در نقطهx



2

 پس روش نقطه مياني مناس  است.  ،تعريف نشده است 

 
 

فرض كنيم  :2نكته 
b

a
I f (x)dx  گاهآن ،باشد :  

fاگر ( 7 (x)  بر بازه[a ,b] گاهآن ،نامنفي باشد M(h) I T(h)   .اگر ( 2استf (x)  بر بازه[a ,b] گاهآن ،نامثبت باشد 
T(h) I M(h)   .است 

 براي  :12مثالcos xdx




 كدام درست است؟ 2

7 )M(h) T(h) 2 )T(h) M(h) 8 )M(h) T(h) 4 )M(h) T(h)2 

 :با توجه به نكته قبل علامت مشتق دوم تابع   «2»گزينه  پاسخf (x) cosx    را بير بيازه[ , ]


2
fچيون  كنييم.  بررسيي ميي    (x) sin x   و

f (x) cosx  پس تابع باشد. ميf (x) بر بازه موردنظر نامثبت است بنابراين T(h) M(h)  .است 

 

 براي  :13مثالsin xcos xdx


 دام درست است؟ك 

7)T(h) 2)M(h) 8)T(h) 4)M(h) 

 :با توجه به نكته قبل علاميت مشيتق دوم تيابع      «2»گزينه  پاسخf (x) sin xcos x sin x 
1

2
2

]را بير بيازه     , ]   چيون  كنييم.  بررسيي ميي

f (x) cos x  fو 2 (x) sin x 2 fپس تابعباشد. مي2 (x) بر بازه موردنظر نامثبت است. بنابراين T(h) I M(h)  است. از سوي ديگر: 

I sin xcosxdx sin xdx cos x cos cos
  

        
1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 4 4 4 4 4

 

T(h)پس  M(h)  باشد. مي 
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fاگر :3نكته   (x)  بر بازه[a ,b] .داريم: گاهآن داراي علامت ثابتي باشد  

7)
h

T( ) (M(h) T(h)) 
1

2 2
و  

h
S( ) ( M(h) T(h)) 

1
2

2 3
 اي و نقطه مياني هستند. زنقههاي ذوهاي بهتري نسبت به روشتقري  

دقت تقري ( 2
h

S( ) ( M(h) T(h)) 
1

2
2 3

از تقري  
h

T( ) (M(h) T(h)) 
1

2 2
 بهتر است.  

 كدام تقريب براي محاسبه انتگرال :14مثال x
e dx

1 2
 بهتر است؟  

7 )T(h) 2 )M(h) 8 )(M(h) T(h))
1
2
 4 )( M(h) T(h))

1
2

3
 

 :فرض كنيم  «4»گزينه  پاسخxf (x) e
2

xfپس ،باشد  (x) xe 
2

xfو 2 (x) ( x )e  
222 fاست. چون علاميت  4     هميواره مثبيت اسيت، 

 تقري  بهتري خواهد بود.  (4)قبل گزينه پس طبق نكته 

 
  انتگرال گيري  ا ر   رامبر 

 
توان به تقري  ي ريچاردسون است كه در آن با استفاده از دو تقريبي كه براي يك انتگرال موجود است ميياببروناي و روش ذوزنقه براساساين روش 

 بهتري براي آن دست يافت. 

كه هر درايه آن تقريبي براي انتگرال تزير اس صورتبهآرايه رامبرگ يك آرايه مثلثي 
b

a
I f (x)dx  باشد.  مي 

R

R R

R R R

R R R R

11

21 22

31 32 33

41 42 43 44

 

با  هاي ديگرستونت. بخش افراز شده اس( 2ي عدد هانا)توو ...  1و  4و  2و  7به  ترتي به [a,b]بازه هاآناي هستند كه در هاي ذوزنقهتقري  ،ستون اول

  :آيندمي دستبههاي قبلي با دستور زير استفاده از ستون

j
k(j ) (k )(j ) k(j ) (k )(j )

kj k(j ) j j

R R R R
R R


     

  

 
  

 

1
1 1 1 1 1 1

1 1 1

4

4 1 4 1
 

 زير قرار دارند.  صورتبهها به عبارت ديگر، در آرايه اين تقري 

(k )( j )

k( j ) kj

R

R R

 



1 1

1
 

jO(hام متناس  باjهاي واقع بر ستون خطاي تقري  j2هاي تا درجهايچندجملهو براي  هستند 2(  ريدنباله متشكل از عناصر قط باشند.ميدقيق  1

kkا است. يعنيآرايه رامبرگ به مقدار دقيق انتگرال معين همگر
k
lim R I


 . در تعيين مقدار تقريبي انتگرال به روش رامبرگ براي دوري از محاسبات

كمتر شد  دو مقدار تقريبي از تفاضلمثبت مفروضي قدرمطلق  يعني اگر به ازاي عدد ،اضافي بهتر است كه آرايه رامبرگ را سطر به سطر توليد كنيم

 دهيم و آخرين تقري ، تقري  مناسبي است. محاسبات را پايان مي

 براي محاسبه انتگرال اگر  :15مثال
dx

sin x







2

2
2

 درايه اول ستون سوم كدام است؟ ،از روش رامبرگ استفاده كنيم 

7 )
1 7

189
 2 )

1 8
189

 8 )
1 9

189
 4 )

11
189
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 :م فرض كني  «8»گزينه  پاسخf (x)
sin x




1
2

aو  



2

bو  



2

 زير هستند.  صورتبههاي ستون اول باشد. پس درايه 

R (f ( ) f ( ) f ( )) ( )
    

       21
1 7

2 1 1
4 2 2 4 3 12

Rو         (f ( ) f ( )) ( )
    

     11
1 2

1
2 2 2 2 3 3

 

( )
 

     
 

4 4 1 97
1 1

8 3 1684 2 4 2
R (f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ))

    
      31 2 2 2

8 2 4 4 2
 

 زير قابل محاسبه هستند.  صورتبههاي ستون دوم بنابراين درايه

( )
R R

R

 


 
  31 21

32

97 7
44 145168 12

3 3 252
و        

( )
R R

R

 


 
  21 11

22

7 2
44 512 3

3 3 9
 

صورتبهستون سوم  اول درايه درنتيجه
( )

R

 



 



2

33

145 5
4 1 9252 9

16 1 189
  آيد. مي دستبه 

 

 براي محاسبه درايه   :16مثال(i , j) از آرايه رامبرگ نياز به محاسبه چند درايه از آن داريم؟ 

7 )j2 2 )i ( j )1 8 )
j( j )1

2
 4 )ij 

 :به موارد زير توجه كنيد.   «8»گزينه  پاسخ 

j  2 1 2 jو                          3 1 1 1 

j   3 1 2 3 6
 

i)بنابراين براي محاسبه درايه  , j) هاي يك مثلث با طول اضلاع از آرايه نياز به محاسبه مؤلفهj  هاي آن برابر است بامؤلفه تعدادهستيم كه: 

j( j )
j


    

1
1 2 3

2
 

 

در آرايه رامبرگ  :4نكته  

h
T( ) T(h)

h
S( ) R



  22

4
2

2 3
 است.  

 
 گويند. سون ميپاين آرايه را وفقي سيمساخت.  سيمپسونتوان يك آرايه رامبرگ ديگر با استفاده از روش مشابه مي طوربه :5نكته  

 
  انتگرال گيري عددي  ا ر   گا  

 

در فرمولهمگي  iwيهاوزنو  ixدر اين روش نقاط
b

a

n

i i
i

f (x)dx w f (x ) E



  داراي فرميول ايين روش   پيس  ،شوندمجهول فرض ميn 1 

nx گره ,x ,...,x1 وn 1  وزنnw , ,w ,w1  است. مجهول 

]فرمول روش گاوس براي بازهبراي راحتي  , ]11 با استفاده از جانشانياما  ،آيدمي دستبه
b a b a

x t
 

 
2 2

]به بازه [a,b]بازه   , ]11 شود. يتبديل م 

b

a

b a a b b a
f(x)dx (x)dx ; (x) f ( x)



  
     

1

12 2 2
 

  اي ر   گا   يژگي

 آورد.  دستبه گتوان از فرمول زير مشهور به فرمول رودريها را ميايچندجملهاين  كه هستند لژاندراي چندجملههاي ها در فرمول گاوس ريشهگره (7

n
n

n n n

d
P (x) [(x ) ] ; n , ,

n! dx
  21

1 1
2

 



 
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  گيري عدديانتگرالفصل ششم:   744

 آورد:  دستبهتوان با كمي محاسبه را مي اندر زيرهاي لژچندجمله ،مثال عنوانبه

P (x) ( x x) 3
3

1
5 3

2
Pو  (x) ( x ) 2

2
1

3 1
2

Pو  (x) x1 وP (x) 1 

nP كه در آن آورد دستبهتوان از فرمول زير در فرمول گاوس را مي هاوزن (2 (x) و لژاندراي جملهچند iL (x) اي لاگرانژ در نقاطچندجمله 

nx ,x ,...,x1 .است 

i
i i i

n i

( x )
w ; w L (x)dx ; i , , , ,n

n (P (x )) 


  

1

1

2

2 2
2 1

1 2 

iwدر روش گاوس در نابرابري iwيهاوزنتمام  (8 1 شود.مي كنند كه موج  دقت بالاي روشصدق مي 

  :باشدبرقرار مي هاآنروابط زير براي زوج است و  هاگرهتعداد  ،فرد باشد nدر روش گاوس اگر  (4

n i i n i i

n
x x , w w ; i , , , 


   

1
1

2
 

 باشد. برقرار مي هاآنروابط زير براي  فرد است و هاگرهتعداد  ،زوج باشد nدر روش گاوس اگر و 

n i i n n i i

n
x x , x , w w ; i , , ,      

2

1 1
2

 

 هاي گاوس براي توابع فرد دقيق هستند. توان نشان داد كه فرمولده از اين روابط ميبا استفا

 اگر :17مثالnx ,x ,...,x1 ها( ونقاط )گرهnw ,w , ,w1 حاصل ،گاوس باشند گيريانتگرالدر فرمول  هاوزنnx x x  1 كدام است؟ 

7)nw w w  1  2)n(w w w )   1  8عددي گنگ است. 4 (  صفر ) 

 :پس حاصل برابر صفر است. ،البعد از دو طرف قرينه يكديگرندنقاط متساوي بالا با توجه به ويژگي  «8»گزينه  پاسخ 

 

 اگر :13مثالnx , ,x ,x1 و (هانقاط )گرهnw , ,w ,w1 حاصل ،گاوس باشند گيريانتگرالدر فرمول  هاوزنnw w w  1 كدام است؟ 

 بستگي دارد.  n( به زوجيت 4 2( 8  7( 2 ( صفر 7

 :توان نوشتميآورده شد،  هاوزناي كه براي رابطهبا توجه به   «8»گزينه  پاسخ: 

n nL (x)dx (L (x) L (x) L (x))dx
 

     
1 1

1 1
1nw w w L (x)dx L (x)dx

 
      

1 1

1 1
1 1 

nwهاي لاگرانژ برابر يك است. بنابراين،ايجملهاما مجموع چند w w dx x


     


1

1
1

1
2

1
 باشد. مي 

 
  اي خاص فرم ل گا  حالت

 بررسي كنيد.  را با توجه به مطال  بالا هاآنتوانيد درستي هاي گاوس در اين قسمت آورده شده است. به آساني ميپركاربردترين فرمول

f باشد. و همان قاعده نقطه مياني مي هاي تا درجه يك دقيق استايچندجملهاين فرمول براي  :گاوس اينقطهيكفرمول  (x)dx f ( )



1

1
2 

f هاي تا درجه سه دقيق است. ايچندجملهاين فرمول براي  :گاوس اينقطهدوفرمول  (x)dx f ( ) f ( )


 
1

1

1 1

3 3
 

f تا درجه پنج دقيق است. هايايچندجملهاين فرمول براي  :گاوس اينقطهسهل فرمو (x)dx f ( ) f ( ) f ( )


  
1

1

5 3 8 5 3
9 5 9 9 5
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 اگر  :11مثالf(x) x x x x x     5 4 3 26 5 4 3 2 Aباشد، حاصل  1 f ( ) f ( ) f ( )   
5 3 8 5 3
9 5 9 9 5

 كدام است؟ 

7 )4 2 )
6
5
 8 )

3
5

 4 )
5
9
 

 :7»گزينه  پاسخ»  A  داريم: دقيق است. پس 5هاي تا درجه ايجملهبراي چندباشد كه ميگاوس  اينقطهسهفرمول همان  

A f (x)dx (x x x x x x)


         


1

1

6 5 4 3 2 1
6 6

1
 

 

 حاصل  :21مثال
x

ln dx
x




1

1

1
1

 ست؟گاوس كدام ا اينقطهسهبا استفاده فرمول  

7 )ln
1 3
2 5
 2 )ln

1 3
4 5
 1( 4 ( صفر8 

 :فرض كنيم  «8»گزينه  پاسخ
x

f (x) ln
x






1
1

 اين تابع فرد است زيرا: گاهآن باشد، 
x x x

f ( x) ln ln ( ) ln f (x)
x x x

  
    

  

11 1 1
1 1 1

 

 حاصل انتگرال برابر صفر است.  بنابراين ،يق استچون فرمول گاوس براي توابع فرد دق

 

 حاصل  :21مثال(Arctan x) dx


1

1

 اي گاوس كدام است؟با استفاده از فرمول دونقطه 2

7 )
2

9
 2 )

2

18
 8 )

2

27
 4 )

2

36
 

 :آيد.مي دستبهبراي اين تابع  گاوس اينقطهدوبا استفاده از فرمول   «2»گزينه  پاسخ 

(Arc tan x) dx (Arc tan ( )) (Arc tan ( )) ( ) ( )


  
      

1

1

2
2 2 2 2 21 1

6 6 183 3
 

 
  ر   م ت ي ي

 

اگر در انتگرال
xi

xi

f (x)dx



1

fبه جاي  (x) مقدار آن در نقطيه سيمت راسيت،    ترتي بهif 1     ، مقيدار آن در نقطيه سيمت چيif    .را جيايگزين كنييم

 آيد:مي دستبهزير  صورتبهعددي موسوم به روش مستطيلي راست ساده و مستطيلي چ  ساده  گيريانتگرالهاي فرمول

:ساده راست مستطيلي روش   
xi

xi
if (x)dx hf




1

:ساده چپ مستطيلي شرو 1
xi

xi
if (x)dx hf




1

 

iبراي , , ,n 1 iو 1 ix x h  1 با ترتي بههاي مستطيلي راست و چ  مرك  را روشRR(h) وLR(h) دهيم. نمايش مي 

b

a

b

a

n

n

h
f(x)dx RR(h) h(f f f ) ; E f ( )

h
f (x)dx LR(h) h(f f f ) ; E f ( )

     

      





1 2

1 1

2

2

 

 است.  ..........هاي مستطيلي راست و چپ مركب، برابر فرمول ميانگين حسابي فرمول :22ثالم 

( سيمپسون4 ( مياني مرك 8 ( سيمپسون مرك  2 اي مرك  ( ذوزنقه7
3
8
 مرك  

 :زيرا:اي مرك  است. نقهذوز و چ  مرك ، برابر فرمول هاي مستطيلي راستميانگين حسابي فرمول  «7»گزينه  پاسخ 

n n n n
h h h

(LR(h) RR(h)) (f f ) (f f ) (f f f f ) T(h)             1 1 1 1
1

2 2
2 2 2 2
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  ر      ن ه اي ا    شد  
 

اگر در انتگرال 
xi

xi

f (x)dx



1

ixو ixدر نقاط fميت تابع هر يابدروناي چندجمله  1  را جايگزين تابعf  عددي زير موسيوم   گيريرالانتگكنيم فرمول

 آيد:مي دستبهاي اصلاح شده به ذوزنقه

xi

xi

( )
i i i i i i

h h h
f(x)dx (f f ) (f f ) f ( ) ; x x



           
1 2 5

4
1 1 12 12 72

 

 اي اصلاح شده به شكل زير خواهد بود. فرمول مرك  روش ذوزنقه گاهآن ،اي مرك  باشدفرمول ذوزنقه T(h)اگر

b

a

( )h (b a)
f (x)dx T(h) [f (a) f (b)] h f ( ) ; a b


        

2
4 4

12 72
 

 ايچندجملره نيرد  فرر  ك  :23مثالP(x)   مقرادير ترابعf  و مشرت  آنf   را در نقراطa وb عرددي   گيرري انتگررال ي كنرد. رابطره   يراب درون

b b

a a

f (x)dx P(x)dx  هاي حداكثر از درجه چند دقي  است؟ايچندجمله براي 

7 )7 2 )2 8 )8 4 )4 

 :باشد كيه داراي خطياي  اي اصلاح شده ساده مي، همان فرمول ذوزنقهشده فرمول داده«  8»گزينه  پاسخ( )h
f ( )

5
4

72
باشيد، بنيابراين بيراي    ميي  

هاي حداكثر از درجهايچندجمله 4 1  دقيق است.  3

 

 اگر :24مثالi ix x h ; i , , ,n    1 1 sinخطاي مقدار تقريبي ،باشد 1 xdx






3
2

2

 اي مركب متناسب با كدام است؟با قاعده ذوزنقه 

7)h 2)h2 8)h3 4)h4 

 :فرض كنيد«  4»گزينه  پاسخf (x) sin x چون ،باشدf (x) cosx  پسf ( ) f ( )
 

  
3

2 2
اي مركي   هاي ذوزنقهاست. بنابراين فرمول 

اي مرك  همان خطاي مقدار تقريبي انتگيرال  يبي انتگرال با قاعده ذوزنقهخطاي مقدار تقر درنتيجهباشند. اي اصلاح شده مرك  بر هم منطبق ميو ذوزنقه

 باشد.مي h4اي اصلاح شده مرك  است و متناس  بابا قاعده ذوزنقه
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 فصل دهم

 «مربعاتكمترين  تقريب»

 دستبهها، یك منحنی داده یابیدروناست. در این حالت، اغلب به جای  دست آمدهگیری یا آزمایش بهبگیرید که مقادیر آن با اندازه درنظرتابع جدولی را 

های آن را آوردن منحنی کمترین مربعات و ویژگی دستبه آوریم که از نزدیكی نقاط تابع جدولی بگذرد و خطای آن حداقل باشد. در این فصل روشمی

 کنیم.بررسی می

   ند م ه اي كمترين مربعات 
 

nاز نزدیكی نقاط P(x)اینمودار کدام چندجمله n(x ,y ), , (x ,y ),(x ,y )2 2 1 ی که خطای آن کمترین مقدار ممكن باشد؟ فرض طوربه ،گذردمی 1

 :هستیم تا مجموع زیر کمترین مقدار را داشته باشد P(x)اییعنی به دنبال چندجمله ،د نظر، خطای کمترین مربعات باشدکنید خطای مور

       
n

i i n n
i

E y P(x ) y P(x ) y P(x ) y P(x )



        
2 2 2 2

1 1 2 2
1

 

m صورتبهای مورد نظر آن را برای یافتن چندجمله
mP(x) a a x a x  1 که تابعاز حسابان برای آن اینویسیم. بنابر قضیهمیm1  متغیره

mE(a ,a , ,a  :لازم است که در شرایط زیر صدق کند باشد،کمترین مقدار را داشته  1(

         
k

E
; k , , . . . , m

a


 


1 

 گویند.آید. این دستگاه معادلات را دستگاه معادلات نرمال میمی دستبهزیر  صورتبهمجهول  m1معادله و  m1بنابراین دستگاه معادلات خطی با 

n
k m
i i i m i i

i

x a a x a x a x y ; k , , . . . , m



          
  2

1 2
1

1          

 پذیرد.را می nتا  1مقادیر طبیعی از  iباشد. توجه کنید که اندیس زیر می صورتبهشكل ماتریسی دستگاه معادلات نرمال 

i

i

m
iim

mx x x a yi ii

m x ya ix x x xi i i i

m m m m x yx x x x ai i i i

              
                        
               

1

21

2 3 1

1 2 2

 

 

 ای کمترین مربعات دارای جواب یكتا است.دستگاه معادلات نرمال چندجمله :1 نكته 

اي درست است؟ملهين مربعات با چندجكمتركدام درباره دستگاه معادلات روش  :1مثال 

 ( ممكن است جواب نداشته باشد.7 ( دارای جواب یكتا است.1

 ( در شرایط مختلف هر سه حالت امكان دارد.4 نهایت جواب داشته باشد.( ممكن است بی3

 :اي در هر شرايط داراي جواب يكتا است.ين مربعات با چندجملهكمتردستگاه معادلات روش «  1»گزينه  پاسخ 

 
 

TAای کمترین مربعات، به شكلماتریس ضرایب دستگاه معادلات نرمال چندجمله :2نكته  A است کهij n (m )
A a

 
    1

و   
j

ij ia x



 باشد.می 1
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اي درست است؟ا چندجملهكدام درباره ماتريس ضرايب دستگاه معادلات برازش ب :2 مثال 

TAتوان به شكلآن را می( 1 A .توان به شكلآن را می( 7 نوشتP AP1 .نوشت 

TPتوان به شكلآن را می( 3 AP .در شرایط مختلف هر سه حالت امكان دارد.( 4 نوشت 

 :توان به شكلبق نكته قبل ماتریس ضرایب را میط «1»گزينه  پاسخTA A .نوشت 

     كمترين مربعات 
 

P(x)گوییم. دستگاه معادلات نرمال خط کمترین مربعاتآن را خط کمترین مربعات می باشد،ای کمترین مربعات خط در حالتی که چندجمله a x a 1 

هایهبرای داد     n nx ,y , , x ,y , x ,y2 2 1  زیر است: صورتبه 1

i i

i ii i

n x a y

a x yx x

     
     
        

 

 

2 1
 

 آید:می دستبهمقادیر زیر  a1و  aاز حل این دستگاه با استفاده از روش کرامر، برای

i i

i i i i i i i i

i i i

i i

y x

x y x y x x x y
a

n x n x x

x x


 

   

 

     
  

 

2 2
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2

 

i

i i i i i i i

i i i

i i

n y

x x y n x y x y
a

n x n x x

x x


 

   


    

  
 

1 22

2

 

دستگاه معادلات برازش خطي تابع جدولي :3مثال
x

y

 2 1 1 3
1 2 3 3 4




 ، كدام است؟

1 )
a

a

    
    

    1

5 1 13

1 15 11
 7 )

a

a

    
    

    1

15 1 13

1 15 11
 3 )

a

a

    
    

    1

5 1 11

1 15 13
 4 )

a

a

    
    

    1

15 1 13

1 5 11
 

 :دهيم. را تشكيل مي مقابلها، جدول ت دادهبا استفاده از اطلاعا«  1»گزينه  پاسخ

دستگاه معادلات درنتيجه
a

a

    
    

    1

5 1 13

1 15 11
 آيد.مي دستبه 

 

 

 

 
خط كمترين مربعات براي تابع جدولي  :4مثال

x

y

 2 1 1 3
1 2 3 3 4




 ، كدام است؟

1 )y x  74 184 42 7 )y x  47 184 74 3 )y x  47 74 184 4 )y x  184 74 47 

 :جواب دستگاه ،با توجه به مثال قبل و به كمك روش كرامر«  1»گزينه  پاسخ
a

a

    
    

    1

5 1 13

1 15 11
 :زير است صورتبه 

a a     1

13 1 5 13

11 15 1 11184 42
5 1 5 174 74
1 15 1 15

 

 برای تابع جدولی در گزینه اول آمده است.بنابراین خط کمترین مربعات 

i

i i i i i

x y x x yi i i i

x y x x y

   

 

 

   
2

2

1 13 15 11

2 1 4 2

1 2 1 2

3

1 3 1 3

3 4 9 12
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yاگر :3نكته  ax b  هایخط کمترین مربعات داده     n nx ,y , , x ,y , x ,y2 2 1  ها در معادله iyها وixمیانگین گاهآن ،باشد 1
 ج

nxکند. به عبارتی، اگردق میخط ص x
x

n

 
 nyو 1 y

y
n

 
 yگاهآنباشند،  1 ax b  .است 

كدام درباره خط كمترين مربعات رئوس يك چندضلعي درست است؟ :5مثال 

 کند.عبور می ( از وسط دو ضلع چندضلعی7 کند.( حداقل از دو رأس چندضلعی عبور می1

 کند.از وسط یك قطر چندضلعی عبور می( 4 کند.( از مرکز ثقل چندضلعی عبور می3

 :یتوجه داشته باشید که مرکز ثقل همان نقطه كند.بنابر نكته قبل اين خط از مركز ثقل چندضلعي عبور مي«  3»گزينه  پاسخ(x , y) باشد. می 

 

هاي دله خط كمترين مربعات دادهمعا :6مثال( , )1 )و  1 , )2 )و  1 , )3  كدام است؟ 3

1 )y x2 7 )y x 3 3 1 3 )y x 4 )y x 2 3 

 بنابر نكته قبل این خط از نقطه «2»گزينه  اسخ:پ(x , y) ( , ) ( , )
   

      
1 2 3 1 1 3 5

2
3 3 3

گذرد. اما این نقطه فقط در خط گزینه دوم می 

 کند.صدق می
   ند تقريب كمترين مربعات دي ر 

 
تقریب بزنیم. این موضوع زمانی رخ را با یك تابع دیگر  هاآنای مناسب نیست و بهتر است ها طوری هستند که تقریب با یك تابع چندجملهگاهی داده

ها در یك دستگاه مختصات، مجموعه نقاط رسم شده شبیه یك منحنی خاص باشد. اما در این حالت دستگاه معادلات حاصل غیر دهد که با رسم دادهمی

 گوییم.سازی میآورد. این فرآیند را خطی هایی به شكل خطی درتوان این توابع را با جانشانیخطی است. برای رهایی از این مشكل، برخی اوقات می

 تقريب نمايي

bxyصورتبهها داده yو  xاگر رابطه بین  ae ای خطی بینباشد، رابطهx وln y به شكلln y bx lna   برقرار خواهد بود. با جانشانی

Y ln y  سازیخطیY bx lna  زیر است: صورتبهآید. دستگاه معادلات نرمال این تقریب کمترین مربعات می دستبه 

i

i i

x i ii

n x lnylna

x lnybx

    
    
        

 

 

2
 

 تقريب هذلولي

y صورتبهها داده yو  xاگر رابطه بین 
ax b




1
و  xای خطی بین باشد، رابطه 

y

1
axبه شكل   b

y
 

1
Yبرقرار خواهد بود. با جانشانی  

y


1
 

Y سازیخطی ax b  زیر است: صورتبهآید. دستگاه معادلات نرمال این تقریب کمترین مربعات می دستبه 

yi

xi
i

yi

i

xi

n x a

bx

 
    
    
         




  
2

1

 

 تقريب مث ثاتي

yمثلثاتی صورتبهسب متناوب تكرار شوند، منحنی تقریب منا صورتبهها ها در دادهiyاگر b acos x   که در آن  است باشد. مقداری معلوم می

X با جانشانی cos x  سازیخطی y aX b  ر است:زی صورتبهآید. دستگاه معادلات نرمال این تقریب کمترین مربعات می دستبه 

 

i i

i ii i

x y

y xx x

n cos a

cosbcos cos

    
    
        

 


  
2

 

 تقريب كسري

صورتبهها داده yو xاگر رابطه بین
x

y
ax b




و xای خطی بینباشد، رابطه 
x

y
به شكل 

x
ax b

y
  برقرار خواهد بود. با جانشانی

x
Y

y
 

Y سازیخطی ax b  زیر است: صورتبهآید. دستگاه معادلات نرمال این تقریب کمترین مربعات می دستبه 

xi
yi i

xi i
yi

x

x
i

n a

bx
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 تقريب تاب  با ر   كمترين مربعات 
 

f تابع پیوسته (x)  بر بازه a , b  ایخواهیم این تابع را با یك چندجملهمی .داده شده استP(x)  چنان تقریب بزنیم که کمترین خطای ممكن ایجاد

 را طوری بیابیم که عبارت زیر کمترین مقدار را داشته باشد.  P(x)ایباید چندجمله بنابراین ؛بگیرید درنظرشود. خطای کمترین مربعات را 

 
b

a
E f(x) P(x) dx 

2 

fای تقریب کمترین مربعات تابعرا چندجمله P(x)ایدر این صورت چندجمله (x) بر بازه a , b  ای مورد نظر آن را نامیم. برای یافتن چندجملهمی

m صورتبه
mP(x) a a x a x  1 ای از حسابان برای آن که تابعنویسیم. بنابر قضیهمیm1 متغیرهmE(a ,a , ,a کمترین مقدار را  1(

 :دلازم است که در شرایط زیر صدق کن باشد،داشته 

k

E
; k , , . . . , m

a


 


1         

 
 گویند.آید. این دستگاه معادلات را دستگاه معادلات نرمال میمی دستبهزیر  صورتبهمجهول  m1معادله و  m1بنابراین دستگاه معادلات خطی با 

b k m
ma

x a a x a x a x f(x) dx ; k , , . . . , m          
 

2
1 2 1         

 
 پذیرد.را می nتا  1مقادیر طبیعی از  iباشد. توجه کنید که اندیس زیر می صورتبهگاه معادلات نرمال شكل ماتریسی دست

m

bm

mm m m m

aI I I b

aI I I

aI I I b

    
    
    
    
    
    
         






   



1

1

11 2 1

1 2

 

 روابط زیر محاسبه کرد: توان ازرا می kbو  kIکه در آن 

k k
b bk k

k ka a

b a
I x dx ; k , , m b x f(x)dx ; k , , . . . , m

k

 
    

 
1 1

1 2 1
1

                

 

]اگر تقریب تابع با روش کمترین مربعات بر بازه  :4نكته  , mموردنظر باشد، ماتریس ضرایب دستگاه معاادلات حاصال باه شاكل     1[ m( )
i j




1
  

 

 نامیم.است که آن را ماتریس هیلبرت می

 :اگر تعريفf (x) پذیر بر بازهتابعی انتگرال[a ,b] باشد، نرمp  صورتبهآن را 
b

a

p p
p|| f || : ( | f (x) | dx) 

1

نهایات آن  کنیم و نارم بای  تعریف می 

با
a x b

|| f || : Max | f |
 

 شود.تعریف می 

 اگر :7مثالnT (x) اي چبيشف درجهچندجملهn باشد، مقدارn|| T || كدام است؟ 

1 )
n

1
 7 )| cos |

n

1
 3 )| cos |

n


 4 )1 

 :ای چبیشااف، چااونبنااابر مطالااب فصاال چهااارم درباااره چندجملااه  «4»گزینااه  پاسخخخn| T (x) |1 وk
n

k
T (cos ) ( )

n


 1 بنااابراین ؛اساات 

n n
x

|| T || Max | T |
 

 
1

 باشد.می 1
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 مس له كمترين مربعات 
 

m، یك ماتریس Aاگر  n  وb یك بردار ،m1 در این صورت مسأله کمترین مربعات دستگاه معادلات  ،باشدAx b  عبارت است از یافتن بردار

x ،کند.  مینیمممقدار عبارت زیر را ی که طوربه 

(x) Ax b  2 2 

x)کند جواب و عبارت  مینیممکه این عبارت را  xهر بردار  ) Ax b   
2 2

 همچنین شود.باقیمانده جواب مسأله کمترین مربعات نامیده می 

Axگاه معادلات دستبه b یك دستگاه معادلات ،n n به شكل ،T TA Ax A b گوییم.دهیم و آن را دستگاه معادلات نرمال مینسبت می 
 

Tدستگاه معادلات نرمال  :5 نكته  TA Ax A b گر دستگاه معادلات همواره پایدار است، حتی اAx b .ناپایدار باشد 

پايداري دستگاه معادلات  :8 مثالAx b چه شرطي براي پايداري دستگاه معادلات ،T T
A Ax A b است؟ 

 نه لازم و نه کافی( 4 لازم و کافی( 3 کافی( 7 لازم( 1

 :دستگاه معادلات نرمال   «4»نه گزي پاسخT TA Ax A b .همواره پایدار است 

 

های مسأله کمترین مربعات دستگاه مجموعه جواب :1قضيهAx bهای دستگاه معادلات نرمال ، با مجموعه جوابT TA Ax A b .برابر است 

هاي مسأله كمترين مربعات دستگاه وابمجموعه ج :9 مثالAx b هاي كدام دستگاه برابر است؟با مجموعه جواب 

1 )T TA Ax A b 7 )T TAA x A b 3 )TA Ax Ab 4 )TAA x Ab 

 :ه قبل، دستگاه مورد نظر طبق قضی « 1»گزينه  پاسخT TA Ax A b .است 

 

 جواب مسأله کمترین مربعات دستگاه  :2قضيهAx b  یكتا است اگر و فقط اگرrank(A) n  باشد. در این حالت جواب مسأله کمترین

Tمربعات برابر  Tx (A A) A b Axکمترین مربعات دستگاه  مسألهباید توجه داشته باشیم که  ست.ا 1 b  همواره جواب دارد. اگرrank(A) n 

Axکمترین مربعات دستگاه  مسألهیكتا است. در غیر این صورت  مسألهباشد که جواب این  b نهایت جواب داردبی . 

جواب مسأله کمترین مربعات یكتا است اگر و فقط اگر ماتریس ضرایب دارای رتبه کامل باشد. :نتيجه 

جواب مسأله كمترين مربعات دستگاه  :11 مثالAx b  يكتا است، ماتريسA كدام است؟ 

1 )
 
 
 

1 1

2 2
 7 )

 
 
 
  

1 2

2 3 4

1 2 2

 3 )
 

 
  

1 2 3

1 2 3
 4 )

 
 
 
  

1

1 2

2 4

 

 :هاکافی است رتبه ماتریس بنابرایناگر و فقط اگر ماتریس ضرایب دارای رتبه کامل باشد.  ،جواب مسأله کمترین مربعات یكتا است« 1»گزينه  پاسخ 

 مشخص کنیم. را

rank , rank

rank , rank

 
   

         
    

 
   

              

1 2
1 1

2 2 3 2 3 4 2
2 2

1 2 2

1
1 2 3

2 1 3 1 2 2
1 2 3

2 4

 

 بنابراین فقط ماتریس آمده در گزینه اول دارای رتبه کامل است.

 

 اگر دستگاه معادلات   :3 قضيهAx b مسأله کمترین مربعات دستگاه  پایدار باشد، مجموعه جواب آن با مجموعه جوابAx b .یكسان است 
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Axجواب مسأله کمترین مربعات دستگاه باشد، پذیروارون Aاگر :6 نكته  bهمان جواب دستگاه ،Ax b  جاواب   ماناده باقیاست و

 صفر است.

 ماتریس :4 قضيهA کامل نیست اگر و فقط اگر مسأله کمترین مربعات دستگاه  رتبه دارایAx b نهایت جواب باشد.دارای بی 

 ی ماتریسهاستون :5 قضيهm nA  (m n)   مستقل خطی نیستند اگر و فقط اگر مسأله کمترین مربعاات دساتگاهAx b  نهایات  دارای بای

 جواب باشد.
 

 برای حل مسأله کمترین مربعات یك فرآیند پایدار است. QRیاستفاده از تجزیه :7 نكته 

در چه صورت مسأله كمترين مربعات دستگاه :11مثالAx b نهايت جواب است؟يداراي ب 

1 )A .ی هاستون( 7 دارای رتبه کامل نباشدA .مستقل خطی نباشند 

 مستقل خطی نباشند. Aی هاستونسطرها یا ( 4 مستقل خطی نباشند. A( سطرهای3

 :ی دوم توجه کنید که ممكن است ی اول درست است. برای گزینهگزینه 5 هبر قضیبنا  «1»گزینه  پاسخm nA  باm n  دارای سطرهای مستقل

mی سوم ممكن است،خطی باشد. برای گزینه nA  باm n  ل خطی باشد.ی مستقهاستوندارای 
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 بندي شده فصل دهمطبقههاي تست 

 1 از تجزيه قائماستفاده خA QR  كه در آنQ  يك ماتريس قائم نرمال وR  است روشي است بالامثلثييك ماتريس . ................. 

 (22)علوم کامپیوتر ا سراسری 

 ین مربعاتکمترپایدار برای حل دستگاه خطی ولی نه لزوماً برای حل مسأله  (7 لی نه لزوماً برای حل دستگاه خطیین مربعات وکمترپایدار برای حل مسأله  (1

 ین مربعاتکمترناپایدار هم برای حل دستگاه خطی و هم برای حل مسأله  (4 ین مربعاتکمترپایدار هم برای حل دستگاه خطی و هم برای حل مسأله  (3

 2يبرازش منحن خ اگرy
(ax b)


 2
1

 (21)مهندسی کامپیوتر ا سراسری  كدام است؟ (a,b)در اين صورت  ،ي زير به كار ببريمهادادهرا براي جدول  

1) ( , )2 1 

7) ( , )1 2 

3) ( / , / )1 5 1 8 

4) ( / , / )1 8 1 5 

i ix y

/ /

/

1
5 25
1 16

 

 3 خ
y

min || Ay b ||  (21)علوم کامپیوتر ا سراسری  سازي زير است؟از مسائل بهينه يككدامبا حل  معادل nهر ماتريس مربعي از مرتبه  ازايبه 2

1)T T T T

y
min(y A Ay y A b) 7) T T T T

y
min( y A Ay y A b)

1
2

 

3 )T T T

y
min( y A Ay y b)

1
2

 4) T T T

y
min(y A Ay y b) 

 4 (27)مهندسی کامپیوتر ا سراسری  از نقاط زير بر روي خط برازنده با كمترين مجموع مربعات،تعريف شده توسط نقاط جدول زير قرار دارد؟ يككدامخ 

1)( / , )2 5 1 

7)( / , / )2 5 7 5 

3)( / , )1 5 5 

4)( / , / )2 5 2 5 

k kx y

1
1 4
2 6
3 9

 

 5 از مخوارد   يككدامآوريد.  دستبهبگيريد. با استفاده از  روش حداقل مجموع مربعات، خط برازنده به اين تابع جدولي را  درنظرتابع جدولي زير را خ

 (27)مهندسی کامپیوتر ا سراسری                                                                                                            ذيل، جواب درست است؟                                       

1)y / / x 1 2 5 

7)y / / x  517 3 9 7                               

3)y / / x  224 9773 

4)y / / x 9773 224 

x y

/ /

/ /

/ /

/ /





1 1
1 1 99
2 8 8

1 1

 

 6 ين مربعاتكمترجواب مسأله خ
X

min || QX b ||  (27)علوم کامپیوتر ا سراسری  است، برابر است با: يك ماتريس قائم نرمال Qكه در آن  2

1)X Qb 7)TX Q b 3)TX Q Qb 4)TX QQ b 

 7 ين مربعاتكمترمسأله خmin || Ax b ||  (27)علوم کامپیوتر ا سراسری  داراي جواب .................... . 2

 باشد. رپذیوارون A از صفر باشد، وقتی تربزرگممكن است یك مقدار  ماندهباقییگانه است ولی  (1

 باشد. پذیروارون Aبرابر صفر است وقتی  ماندهباقییگانه با  (7

 رتبه کامل نباشد. Aنیست، اگر  (3

 همواره دارای جواب به تعداد متناهی است. (4
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 8 (27)علوم کامپیوتر ا سراسری  باشد؟كدام تابع داراي خطاي با حداقل مربعات براي عبور از نقاط زير ميخ 

1)x 
1

3
5

 7)x 
1

3
5

 
x f (x)

1 3
2 5
3 9

 
3)x 

1
3

3
 4)x 

1
3

3
 

 9 خط كمترين مربعات براي تابع جدولي خ
x / / / /

f (x) / / / /

2 4 6 8 1
45 63 77 89 1

 (23سراسری ریاضی ا ) كدام است؟ 

1)
/ /

y x 
6 64 3 6

21 7
 7)y / x / 86 1 3)y / x / 92 16 4)

/ /
y x 

6 46 3 4
7 21

 

 11 با داشتن اطلاعات جدول  خ
x

f(x) / / / /

1 2 3 4
5 4 8 12 1 64 13 18

yترين خط مستقيم كه به تابعمناسب  f(x) شود را از روش نظير مي

y            آوريد. دستبهحداقل مربعات  ax b           (24)مهندسی کامپیوتر ا سراسری 

1)b / ،a/ 7 52 65 7)b / ،a/ 7 51 694 3)b / ،a/ 2 13 2 35 4)b / ،a/ 2 345 2 125 

 11 ين مربعات خطيكمترخ مسأله
u

min || pu b || mبگيريد كه در آن درنظررا 2
b ،m

p  اند. فرض كنيخد داده شدهT
p b  در ،

 (24)علوم کامپیوتر ا سراسری  ....... هستند............ *uدر جواب بهينه مينيممجواب مسأله و مقدار  *uاين صورت

||برابر صفر و ترتیببه (4 هردو غیرصفر و نابرابر (3 برابر و غیرصفر (7 هر دو برابر صفر (1 b ||2 

 12 مسأله كمترين مربعات خطيخ
t

min t y 
2

nبگيريد كه در آن درنظررا 
y ,  اند وداده شدهt(24)ریاضی ا سراسری   ... . . اين مسأله 

 تواند جواب نداشته باشد. می (7 همواره دارای یك جواب یگانه است.  (1

جوابی یگانه دارد اگر  (3  . 4) نهایت جواب دارد. همواره بی 

 13 نقطه 4كمترين مربعات براي  سهمي باخ( , )3 )و  3 , )و  1( , )2 )و  1 , )4  (25)مهندسی کامپیوتر ا آزاد  كدام است؟   3

1)y / x / x /  2192 178 85 7 )y / x / x /  2192 178 85 

3 )y / x / x /  2178 192 85 4)y / x / x /  2178 85 192 

 14 جدولخ
x

y / / / /

 2 1 1 2
11 1 6 1 3 2 1 3 1

yنظير به تابع  a bx cx    least squareروش حخداقل مربعخات  مي باشخد، بخا اسختفاده از     2

 (28)مهندسی کامپیوتر ا سراسری  .را محاسبه كنيد  cو  bو  a ترين مقاديرمناسب

1)c /1 bو  98 / 2 aو   65 / 3 241 7)c /1 bو  135 / 2 aو   126 / 3 95 

3)c /1 bو  124 / 2 aو  132 / 3 121 4)c /1 bو  14  2  وa / 3 52 

 15 سهمي با كمترين مربعات براي چهار نقطه خ( , )3 )و  3 , )و  1( , )2 )و  1 , )4  (28)مهندسی کامپیوتر ا آزاد  كدام است؟   3

1)y / x / x /  2192495 178462 85 519 7)y / x / x /  2178462 192495 85 519 

3)y / x / x /  2178462 192465 85 519 4)y / x / x /   2192495 178462 85 519 

 16 ماتريس ي هاستونخ فرض كنيدA ،m nين صورت مقداراند. در ا، مستقل خطي
X

min || AX b ||  (28)علوم کامپیوترا سراسری  ..................... است. 2

 یگانه Xبرابر صفر و جواب  (7 نامتناهی Xهای غیرصفر و تعداد جواب (1

 یگانه Xولی جواب  باشد،تواند غیرصفر می (4 نامتناهی Xهای برابر صفر و تعداد جواب (3

 17 يدكنفرض خA QR  كه در آنQ    يك مخاتريس قخائم نرمخالT
(Q Q I) و R    اسخت. حخل مسخأله     پخيير وارون بخالامثلثي يخك مخاتريس

C
min || AC f || 2

 (28)علوم کامپیوتر ا سراسری  آورد. دستبهتوان با حل يك دستگاه ...................... داده شده است، مي  fكه در آن  را 2

 مثلثیپایین (7 بالامثلثی (1

 ناپذیر()یعنی ماتریس ضرایب وارون تكین (4 قطری (3



 
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  725 ناليز عدديآ 

 18 بهترين خط با معادلهخy a a x  )هايكه مناسب داده 1 , )،(,)،(,)،(,)،(,)8 4 6 5 3 2 1 3 كدام است؟ )خط كمترين مربعات كه ضرايب  باشد، 1

 (28)ریاضی ا سراسری  سه رقم اعشار منظور شوند.(آن تا 

1)y / / x 1 531 361 7)y / / x 1 611 359 3)y / / x 1 646 376 4)y / / x 1 7 2 348 

 19 درجه دوماي جملهترين چندمناسبخy a bx cx   xازايبهآوريد.  دستبهباشد را زير ميهاي كه نظير به جدول داده 2  3  مقدارy  را از

 (least square)تر است؟توانيد از روش حداقل مربعات استفاده نماييد. كدام جواب زير دقيقآوريد. مي دستبهاي جملهاين چند

 (22)مهندسی کامپیوتر ا سراسری 

1)y / 6 41 7)y /8 51 x

y / / / / /

 

  

2 1 1 2
4 1 1 1 9 2 1 1

 
3)y /1 28 4)y /12 9 

 21حل كدام معادله، ضرايب خaوa1در خطa a x هخاي  ين مربعات مربخوط بخه داده  كمترن خط تقريب حاصل از حل مسأله كند تا ايرا توليد مي 1

i

i

x

f(x )

1 2 3 4 5 6
3 7 12 7 8

 (22)علوم کامپیوتر ا سراسری  باشد؟  

1)
a

a

    
    

    1

6 21 37

21 91 136
 7)

a

a

 
     

     
    
  

1

13 1
3715 5

1 2 136
5 35

 

3)
a

a

   
    

    
    
      

1

13 1 73
15 5 15

1 2 13
5 35 35

 4)
a

a

 
   

    
    

  

1

73
6 21 15
21 91 13

35

 

 21خط خy x   آن ازايبهكه[sin x ( x )] dx






   
2

2

 (22)ریاضی ا سراسری  كمترين مقدار را دارد كدام است؟2

1)y x 7)y x  3)y x
2
12

 4)y x
3
24

 

 22 هاي براي دادهخ
x / / / /

y / / / / /

2 4 6 8
9 1 9 2 8 3 3 4 2

 (22)مهندسی کامپیوتر ا آزاد  ، خط حداقل مربعات كدام است؟  

1)y x / 4 1 2 7)y x / 4 2 5 3)y x / 2 1 2 4)y x / 2 2 5 

 23 فرض كنيدخA LQ كه در آنL  و  پييروارون مثلثيپايينيك ماتريسQ     يك مخاتريس قخائم نرمخال اسختT
(Q Q I)  مسخأله . بخراي دو 

Ax bو
x

min || Ax b ||  (22)علوم کامپیوتر ا سراسری  ، گزينه صحيح را انتخاب كنيد.2

 نهایت جواب دارد.اولی ممكن است جواب نداشته باشد ولی دومی بی (7 ممكن است متفاوت باشند.ها هر دو جواب یگانه دارند ولی جواب (1

 های یكسان و یگانه دارند.جواب (4 اولی ممكن است جواب نداشته باشد ولی دومی جواب یگانه دارد. (3

 24 فرض كنيدخx* جواب مسأله
x

min || Ax b || b، كه در آن2 دستگاه ،Ax b   برخي ازايبهرا   سخازد. در ايخن صخورت    برقخرار مخي

مقدار
x

min || Ax b ||  (22)علوم کامپیوتر ا سراسری  .......................... . 2

از صفر است اگر و تنها اگر تربزرگ (7 همواره برابر صفر است. (1 . 

برابر صفر است اگر و تنها اگر (3 1. 4) اگر و تنها اگر باید برابر صفر باشد 1. 

 25 كنيد فرض خA يك ماتريس متقارن است وA A2در اين صورت جواب دستگاه .Ax Abله ................... است.جواب مسأ 

 (22)علوم کامپیوتر ا سراسری 

1)Ax x  برخی ازایبه 7)
x

min || Ax b || 2 3)mA x bازایبهm  2 4)Ax b 
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 26 فرض كنيد بردارهايخn
x،m

yو ماتريسm n
A

 انخد. فخرض كنيخد نزديكتخرين بخردار در امتخداد      داده شخدهAx  بخه بخردارy ،

xبردار Ax باشد، مقداردانيم كهكدام است؟ )ميAx )    (22)ریاضی ا سراسری 

1)
T

T

x y

x x
 7)

T|| A y ||

|| Ax ||

2

2
 3)

T T

T

x A y

x Ax
 4)

T Tx A y

|| Ax ||22

 

 27 فرض كنيد خM|| y || || My || M. جواب مسأله yهر بردار  ازايبه 2
x

min || Ax b ||  از حل دستگاهT T
A Ax A b آيخد اگخر   مي دستبه

M.(22)علوم کامپیوتر ا سراسری    ... باشد 

T(Mقائم نرمال  (4 پذیروارون (3 معین مثبت (7 متقارن (1 M I) 

 28 با استفاده از روش حداقل مربعات خleast square اي درجه يك ترين چندجملهمناسبy a bx  آوريخد.   دسخت به هاي زير رانظير به داده

 (22)مهندسی کامپیوتر ا سراسری  تر است؟  كدام گزينه زير دقيق

x / / / /

y / / / /

2 4 6 8 1
4 16 36 64 1

 

1 )
a /

b

 



51

1
 7 )

a

b /



 

1

51
 3 )

a /

b

 



13

1
 4 )

a

b





1

1
 

 92 خط خy x P    آن  ازايبهكه[sin x ( x )] dx






  
22

2

 (22 آزاد) كمترين مقدار را دارد كدام است؟ 

1 )y x
3
24

 7 )y x
2
12

 3 )y x  4 )y x 

 31 فرض كنيد خP  و يك ماتريس متعامد نرمالb  يك بردار داده شده هستند. بردارy كه يطوربهPy  بهbترين باشد، برابخر  ، در نرم اقليدسي نزديك

 (21کامپیوتر ا سراسری  علوم)   است با:

1) Pb 7) T(P P )b 3) TP b   4) b ،ازایبه  اسكالر 

 31خ مسأله كمترين مربعات|| u v ||  nرا در نظر بگيريد كه در آن،  2
v R ،u و  مجهول است. جواب مسألهmin || u v ||   برابر كدام است؟ 2

 (24وم کامپیوتر ا سراسری )عل

1 )
T

T

v v

u v
 7 )

T

T

u u

v v
 3 )

T

T

u u

u v
 4 )

T

T

v v

u u
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 بندي شده فصل دهمطبقه هايتستپاسخنامه  

ین کمتار برای حل دساتگاه خطای و هام بارای حال مساأله        هم است مثلثیبالایك ماتریس  Rیك ماتریس قائم و  Qکه  QRتجزیه قائم   «3»خ گزينه 1

 مربعات پایدار است.

 

چاون   «3»خ گزينه 2
y

bax
1

     بناابراین باا تغییار متغیار 

y
Y

1
 خواهیم داشاتbaxY  . کاافی اسات    درنتیجاه

 تابع با توجه به پسآوریم.  دستبهخط برازنده با حداقل مربعات را 

 را خواهیم داشت: روروبهجدول  ،و تغییر متغیر یجدول

بنابراین
b / a /

/ b / a /

 


 

3 1 5 5 5

1 5 1 25 3 5
aپس /1 bو 5 /1  است. 8

 

Axین مربعات دستگاهکمترجواب  x  «1»خ گزينه 3 bجواب دساتگاه  و تنها اگر است اگر T TA Ax A b  .بناابراین  باشادT TA Ax A b   و

T درنتیجه T T Tx A Ax x A b  پس مسألهباشد. می
y

min || Ay b || Tسازیبا مسأله بهینه 2 T T T

y
min(y A Ay y A b) .معادل است 

 

xاماا  کناد. ها در خط برازنده صادق مای  iyها وixمیانگینر متن درس د  4بنابر نكته   «3»خ گزينه 4 /
  

 
1 2 3

1 5
4

yو  
  

 
1 4 6 9

5
4

 

)است. پس نقطه موردنظر  / , )1 5  باشد. می 5

 

yدهایم. اگار  تابع جدولی مسأله، جدول مقابل را تشكیل میبا استفاده از   «4»خ گزينه 5 ax b  

 کنند: در دستگاه زیر صدق می bو  aمقادیر  ،خط برازنده موردنظر باشد

i i

i ii i

x ya

b x yx x

    
    

       

 

 
2

4
آماده را جاایگزین کنایم دساتگاه      دسات بهکه اگر مقادیر  

/ a /

/ / b /

    
    

     

1 4 3 9 7

2 5 1 517
aآید. پس می دستبه  /  bو  224 /  است.  9773

 

QXین مربعات دستگاهکمتریك جواب  X  «2»خ گزينه 6 b جواب دستگاه  است اگر و تنها اگرT TQ QX Q b اما چون  .باشدQ   قائم نرمال اسات

TQپس Q I بنابراینباشدمی .TX Q b .است 

 

 Aاگار  حاال  نهایات جاواب دارد.   مساأله، بای   گااه آندارای رتبه کامل نباشد  Aرتبه کامل باشد، جواب مسأله یكتاست و اگر دارای  A اگر  «2»خ گزينه 7

xترین مربعات یكتا خواهد بود. در این حالت کامل است و جواب مسأله کم Aرتبه  گاهآن ،باشد پذیروارون A b جواب مسأْله کمترین مربعات اسات   1

 باشد. صفر می ماندهباقیآن  ازایبهکه 

 

xچون  «3»خ گزينه 8
 

 
1 2 3

2
3

yو 
 

 
3 5 9 17

3 3
)پس نقطه  , )

17
2

3
( صادق  3) واقع است، اما این نقطه تنهاا در گزیناه   رازندهب خط بر 

توان با تشكیل دستگاهالبته می کند.می
i i

i ii i

x ya

b y xx x

   
   
      

2

3
yمربعات را برای خط کمترین bو  aو از آنجا مقادیر   ax b  آورد.  دستبه 

i i i i i i

i i i i i

x y Y x x Y

/ / /

/ / /

x / Y / x / x Y /      

2

2

1 1

5 25 2 25 1

1 16 2 5 1 2 5

1 5 5 5 1 25 3 5

i i i i ix y x x y

/ /

/ / / /

/ / / /

/ /

/ / / /

 

 

2

1 1 1 1

1 1 99 1 1 99

2 8 8 4 1616

1 1 1 1

1 3 9 7 2 5 517
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yاگر   «4»خ گزينه 9 a x a 1 مربعات باشد،  کمترین، خطa  وa1 توان از حل دستگاه را می
i i

i ii i

l x a f

a x fx x

    
    

      

  
 

2
1

 دسات باه  

 آید. می دستبهآورد. با استفاده از تابع جدولی اطلاعات زیر 

i i i i il , x , x / , f / , x f /        
26 3 2 2 3 74 2 516 

 کنیم.  اه را حل میحال با استفاده از روش کرامر دستگ

/ /

/ / // /
a , a

/ /

   1

3 74 3 6 3 74

2 516 2 2 3 2 5163 4 6 46
6 3 6 321 7
3 2 2 3 2 2

 

 ( آمده است. 4بنابراین خط کمترین مربعات در گزینه )

 

yآید. اگر می دستبهبا استفاده از تابع جدولی اطلاعات زیر   .ها صحيح نيستكدام از گزينه هيچخ 11 ax b  

تاوان از حال دساتگاه    را مای  bو  aخط کمترین مربعاات باشاد،   
i i

i ii i

l x yb

x yax x

    
    

      

  
 

2 

  :چنین خواهد بود هاآنآورد. با استفاده از روش کرامر مقدار  دستبه

/ /

/ /
b / , a /   

36 98 1 4 36 98

1 5 92 3 1 1 5 92
2 51 2 694

4 1 4 1

1 3 1 3

 

 

u،3طبق قضیه   «4»خ گزينه 11 Tباید در * * Tp pu p b صدق کند. چون طبق فرضTp b  .پس استTp pu*   درنتیجهوu* باشد. می

|| در جواب بهینه برابر است با: مینیمممقدار  همچنین pu * b || || p b || || b ||    2 2 2 

 

tچون   «3»خ گزينه 12 y   است پس کافی است مسأله  2
t

min t y 
2

را بررسی کنیم. فارض کنایم    2
n

i i
i

(t) t y ( t y )



      
2 2
2

1
 

کناایم. چااون ، نقاااط بحراناای آن را بررساای ماای(t)میناایممباشااد. حااال باارای یااافتن 
n

i i i
i

(t) ( t y )



    
1

i، درنتیجااه 2 i

i

y
t









2

اساات. امااا  

i(t)   
 کننده است.  مینیممباشد پس این نقطه می 22

 

با توجه باه جادول مقابال دساتگاه معاادلات       «3» خ گزينه13

a b c

a b c

a b c

   


   
    

4 3 29 8

3 29 45 5

29 45 353 79

 

yآید که در آن می دستبه a bx cx   باشد. باا حال   معادله سهمی با کمترین مربعات می 2

 رسیم.( می3این دستگاه به گزینه )

 

 

yاگر  «4»خ گزينه 41 a bx cx   nسهمی کمترین مربعات برای نقاط 2 n(x ,y ),...,(x ,y )1  : گاهآنباشد  1

n

k k k k k
k

(ax bx cx y x )



   
2 3

1
 

n

k k k
k

(a bx cx y )



   
2

1
 

 
n

k k k k k
k

(ax bx cx y x )



   
2 3 4 2

1
 

i i i i i i i i ix y x x x x y x y

  

2 3 4 2

3 3 9 27 81 9 27

1

2 1 4 8 16 2 4

4 3 16 64 256 12 48

3 8 29 45 353 5 79

i i i i ix y x x y

/ /

/ /

/ /

/ /

/ /

2

1 5 4 1 5 4

2 8 12 4 16 24

3 1 64 9 31 92

4 13 18 16 52 72

1 36 98 3 1 5 92
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 آید. می تدسبهها جدول زیر با توجه به جدول داده

i iy x2 i ix y 
ix4 ix3 ix2 iy ix 

/44 4 /22 2 16 8 4 /11 1 2 

/6 1 /6 1 1 1 1 /6 1 1 

     3  

/2 1 /2 1 1 1 1 /2 1 1 

/12 4 /6 2 16 8 4 /3 1 7 

i iy x 
2 65 i ix y  2 ix 

4 34 ix 
3 ix 

2 1 iy / 25 4 ix  

در دستگاه  cو  bو  aبنابراين 

a c /

b

a c

  


 
   

5 1 25 4

1 2

1 34 65

a درنتیجهكنند. صدق مي  /3 bو  52 2  وc /1  است. 14

 

با توجه به جدول مقابل دستگاه معادلات  «3» خ گزينه51

a b c

a b c

a b c

   


   
    

4 3 29 8

3 29 45 5

29 45 353 79

 دستبه 

y که در آن آیدمی a bx cx   2
باشد. با حل این دساتگاه  مربعات می سهمی با کمترین معادله 

 رسیم. ( می3به گزینه )
 

 
تارین مربعاات  جاواب مساأله کم   درنتیجه .امل دارداند پس رتبه کی، مستقل خطAی ماتریس هاستون  «4»خ گزينه 61

X
min || AX b || از  یكتاسات.  2

 غیرصفر باشد. مینیممتواند این می Aسوی دیگر با توجه به 

 

Aپس ،ندپذیروارون Rو  Qچون   «1»خ گزينه 71 QR  مسأله است. بنابراین جواب پذیرواروننیز
C

min || AC f || 2
ACبا جواب مسأله 2 f   برابار

QRCاست. پس کافی است جواب f را بیابیم. اگرTQ را از چپ در رابطه ضرب کنیمTRC Q f پاس  آیاد مای  دسات به .C    تگاه جاواب یاك دسا

 است. بالامثلثی

 

گاه دستبهبا استفاده از روش کمترین مربعات   «3»خ گزينه 81
i i

i ii i

l x a y

a x yx x

    
    

      

  
 

2
1

رسایم کاه باا جایگاذاری مقاادیر، دساتگاه       مای  

a

a

    
    

    1

5 18 15

18 11 71
aشود. با حل دستگاه به روش کرامر حاصل می  /

372
1 646

226
aو   /1

85
376

226
 خواهد بود.  

 

yاگر  «3»خ گزينه 19 a bx cx   nسهمی کمترین مربعات برای نقاط 2 n(x ,y ),...,(x ,y )1  داریم: گاهآن ،باشد 1
n

k k k k k
k

(ax bx cx y x )



   
2 3 4 2

1
    و 

n

k k k k k
k

(ax bx cx y x )



   
2 3

1
     و  

n

k k k
k

(a bx cx y )



   
2

1
 

 آید. می دستبهها، جدول زیر فاده از جدول دادهبا است

k ky x2 k ky x 
kx4 kx3 kx2 ky kx 

/16 4 /8 1 16 8 4 /4 1 2 

/ 1 /1 1 1 1 / 1 1 

     /1 9  
/2 1 /2 1 1 1 1 /2 1 1 

/4 /2 16 8 4 /1 7 

k ky x /
2 14 6 ky x /  4 9 9 kx 

4 34 kx 
3 kx 

2 1 ky / 1 kx  

i i i i i i i i ix y x x x x y x y

  

2 3 4 2

3 3 9 27 81 9 27

1

2 1 4 8 16 2 4

4 3 16 64 256 12 48

3 8 29 45 353 5 79



 
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  تقريب كمترين مربعات:  فصل دهم 722

صورتبهبنابراین دستگاه موردنظر 

a c /

b /

a c /

  


 
   

5 1 1

1 9 9

1 34 14 6

aکه از آن است   /2 bو  36 / cو  99 /1  بناابراین   آیاد. مای  دسات باه  28

y( ) / / / / /    3 9 252 2 97 2 36 1 186 1  .باشدمی 28

 

 صورتبهدستگاه مورد نظر   با توجه به جدول زیر«  1»خ گزينه 21

a

a

    
    

    1

6 21 37

21 91 136
 است.      

 
 

 
 

 

 

)Eعبارت موردنظر را با  :روش اول  «4»خ گزينه 21 , )   داریم: کنیم. بنابراینمینامگذاری 

E( , ) [sin x ( x )] dx [sin x xsin x sin x x x ]dx

 

 
                

2 2

2 2

2 2 2 2 22 2 2 

 :با توجه به زوج و فرد بودن توابع موجود در انتگرال خواهیم داشت

E( , ) (sin x xsin x x )dx [x sin x xcos x sin x x x]





               

2 2
2 2 2 2 3 2 21 2

2 2 2 4 4 2
2 3

 

           ( )
  

    
2

3 22
4

2 3 2
            

موردنظر است پس  Eچون مینیمم 
E



و  

E



 :توان نوشتمی است. بنابراین 

E
     


و          2
E

( )
  

      
 

3
3

4 24
4

3 2
 

 را برابر صفر فرض کنیم.  توانستیم ها میتوجه کنید که با توجه به گزینه

 شدن مقدار انتگرال باید داشته باشیم: مینیممرا برابر صفر فرض کنیم. برای  توانیمها مینهبا توجه به گزی :روش دوم

(sin x x) dx (sin x x) dx (sin x x)( x)dx ( xsin x x )dx
   

   

   
 

         
    

2 2 2 2

2 2 22 2 2 22 2 

بنابراین 

xsin x dx

x dx











  






2

2

2

2

3

2

24
 است.  

 

yاگر    «1» خ گزينه22 a a x  از دستگاه a1و  aگاهآن ،دخط کمترین مربعات باش 1
i i

i ii i

l x a y

a x yx x

    
    

      

  
 

2
1

آیند. با می دستبه 

جایگذاری مقادیر دستگاه 
a /

a/ /

    
    

    1

5 2 13 1

2 1 2 6 84
شود که با استفاده از روش کرامر حاصل می 

/
a / 

2 4
1 2

2
aو    1

8
4

2
 خواهند بود.  

i i i i i

i i i i i

x y x x y

x y x x y      

2

2

1 3 1 3

2 7 4 14

3 12 9 36

4 16

5 7 25 35

6 8 36 48

21 37 91 136
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Aند پس پذیروارون Qو  Lچون   «4»خ گزينه 23 LQ  جواب دو مسأله یكسان و برابر است و  پذیرواروننیزx A b  است.  1

 

Axجواب دستگاه  xآن  یازابهمقداری باشد که  فرض کنیم   «3»خ گزينه 24 b  .باشد 

 || Ax* b || || b b || || ( )b || | | || b ||         2 2 2 21 1 

bپس  bچون   درنتیجه. است Ax b 
2

برابر صفر است اگر و تنها اگر    1  یا 1  .باشد 

 

Tدانیم جواب دستگاه می  «2»خ گزينه 25 TA Ax A b همان جواب مسأله کمترین مربعات ،
x

min Ax b متقاارن اسات پاس     Aاست. چاون   2

TA A باشد و چون میA A2  است پسTA A A A 2 جواب دستگاه  درنتیجهباشد. میAx Ab    همان جواب مسأله کمتارین مربعاات

x
min Ax b  است.  2

 
xبنابر فرض مساأله،    «4»خ گزينه 26 Ax A( x)    پاس اسات .x        یاك جاواب مساأْله کمتارین مربعاات دساتگاهAx y    ،اسات. بناابراین

T TA A( x) A y  باشد و از آن، میT TA Ax A y است. حال طرفین رابطه را از چپ درTx کنیم. ضرب می 
T T T T T T Tx A Ax x A y (Ax) (Ax) x A y     

T، درنتیجه TAx x A y 
2

2
، پس

T Tx A y

Ax

 
2

2

 است. 

 
|| :ماتریس قائم نرمال )متعامد( داریم ازایبهچون   «4»خ گزينه 27 My || || y ||2 ||Mها نرم این گونه ماتریس ازایبهپس  ،2 ||  با  نرم|| ||  یكسان است. 2

 
 کنیم، داریم:های لازم را محاسبه کرده و با فرمول جواب را محاسبه میابتدا با استفاده از فرمول ذکر شده در سؤال بقیة داده  «3»خ گزينه 28

k k kx y 
kx2 ky kx 

1     
7 / 8 / 4 / 4 /2 
3 / 64 /16 /16 /4 
4 /216 / 36 / 36 / 6 
5 /512 / 64 / 64 / 8 
8 1 1 1 1 

 2/1 7/7 7/7 3 

yایدانیم ضرایب چندجملهمی a bx  کنددر دستگاه زیر صدق می: 

k

N N N

k k k
k k k

N N

k k
k k

x b x a x y
/ b a /

b a /
x b Na y

  

 

   
    

        
 

   
   

 

  

 

2

1 1 1

1 1

2 2 3 1 8

3 6 2 2
 

b بهدست میآید. 1 و a /  13  با حل دستگاه 

 

)S دهیم:قرار می «2»خ گزينه 92 , ) [sin x ( x )] dx






     
22

2

مناسب را پیادا   و  و برای اکسترمم )مینیمم( کردن چنین انتگرالی باید  

شدن باید مینیممدانیم برای گیریم و میمی درنظر و  تابعی از دو متغیر  عنوانبهکنیم. پس این انتگرال را 
S S 
 

 
                                                          باشد، پس داریم: 

S
x[sin x x ]dx x[sin x x ]dx

 

 
 


        

  2 2

2 2

2 
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