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   فصل اول

  »نيازهامقدمات و پيش«
هـا را  ي اين كتاب آنكنيم كه قطعاً خوانندهآموزيم. در ابتدا به مباحثي اشاره مينيازهاي لازم، براي مطالعه مباني جبر را ميدر فصل حاضر مقدمات و پيش

طـور مختصـر مباحـث    در اين فصل براي يـادآوري بـه   ي جبر است.ي درس مباندهيم كه پايهاست. سپس مفاهيمي را ارائه ميآموخته  مباني علومدر درس 
هاي آتي خواهيم ديـد ايـن مطالـب، مـورد     ضرب دكارتي و اصل انتخاب و در فصلكنيم، مباحثي از قبيل اجتماع، اشتراك، تابع، حاصلمورد نياز را مرور مي

داريـم كـه خواننـده، بـا مفـاهيم مجموعـه،       كنيم و فرض را بـر ايـن مـي   ك آغاز مياستفاده قرار خواهند گرفت. بحث اين فصل را با مفاهيم اجتماع و اشترا
   زيرمجموعه و انواع سورها آشنايي كامل دارد.

 
 هامجموعه ):1درسنامه (

اجتماع و اشتراك   
  

 فرض كنيد   :1تعريفA  وB  مجموعه باشند. اجتماع دو مجموعه دوA  وB صورت بهA B تمـام   يشود و عبارت اسـت از مجموعـه  نشان داده مي
xمتعلق باشد، يعني  Bو  A يعضوهايي كه حداقل به يكي از دو مجموعه A B     اگر و تنهـا اگـرx B x A     اشـتراك دو مجموعـه .A  وB 

Aصورت به B تمام عضوهايي كه هم متعلق به  يشود و عبارت است از مجموعهان داده مينشA   است و هم متعلق بـهB  يعنـي ،x A B    اگـر و
xتنها اگر  B x A   .  

  ها را چنين تعميم دهيم:  آنتوانيم مفاهيم اجتماع و اشتراك براي تعداد بيشماري مجموعه نيز قابل تعميم است. در واقع مي
 فرض كنيد :2تعريفi i I{A }ها و اي از مجموعهخانوادهI گذار باشد. اجتماع و اشتراك خانوادهمجموعه انديسi i I{A } شود:  به صورت زير تعريف مي  

iبه ازاي  { Iايi i
i I

A {x | x A ,


   

iبه ازاي هر  { Ii i
i I

A {x | x A ,


   

  كنيم.  ها را بيان ميي بعدي بعضي از خصوصيات مجموعهدر قضيه
 فرض كنيد  :1قضيهX  مجموعه و يكA ،B  وC هايي اززيرمجموعه X  :باشند. در اين صورت  

1 (A A   وA X A ها) (خصوصيت يكه  
2 (A A A  وA A A (خصوصيت خودتواني)  
3( A B B A   وA B B A  جايي) (خصوصيت جابه  
4( A (B C) (A B) C     وA (B C) (A B) C    پذيري)  (خصوصيت شركت  
5 (A (B C) (A B) (A C)      وA (B C) (A C) (A C)     پذيري)  (خصوصيت پخش  
A) اگر 6 Bگاه ، آنA B B  وA B A   
 فرض كنيد   :3تعريفA هاي ي تمام زيرمجموعهيك مجموعه باشد. مجموعهA   را مجموعه تـوانيA  نامنـد و بـا   مـيP(A)   دهنـد.  نمـايش مـي
P({a})است. لـذا   {a}و  هاي داراي زيرمجموعه {a}را در نظر بگيريد.  {a}ي  تك عضوي عنوان مثال، مجموعهبه {{a}, }     مجموعـه تـواني

{a} است و يا مجموعه تواني {a,b}  :عبارت است از  P({a,b}) { ,{a},{b},{a,b}}   
باشـد كـه مشـابه بـا     گيري مـي ها، متممهمجموع يها را مرور كرديم. مبحث آشناي ديگري در نظريهي مجموعهجا چند مطلب بسيار مختصر از نظريهتا اين

  عمل تفريق در حساب است. 
 فرض كنيد  :4تعريفA وB دو مجموعه باشند، متممB نسبت بهA صورت كه بهA B شود، برابر اسـت بـا   نمايش داده ميA B {x A| x B}   ، 
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B شرط در اين تعريف توجه داريم كه A         لازم نيست. با توجه به متمم دو مجموعه، تعريف ديگري تحت عنـوان تفاضـل متقـارن موجـود اسـت. فـرض كنيـدX 
Xباشد، يعني  Uي ناتهي ني يك مجموعهي توامجموعه P(U) در .X  عمل شودزير تعريف مي صورتشود و بهتفاضل متقارن ناميده مي:  

A B (A B) (B A) ; A,B X       
حاصلضرب دكارتي   

  
 فرض كنيد   :5تعريفA  وB هاي مرتب تمام زوج يدو مجموعه باشند. مجموعه(x, y)  كه در آنx A  وy Bضرب دكارتي ، حاصلA  و
B عبارتي شود. بهناميده مي  A B {(x, y) | x A y B}      
a ي اول و مولفهb ي دوم زوج مرتب مولفه(a,b)  .است  
Aعنوان مثال، فرض كنيد به { , } 1 Bو  2 {a,b} ضرب دكارتي اين صورت حاصل. درA B  وB A صورت زير است: به  

A B {( ,a),( ,b),( ,a),( ,b)}  1 1 2 2   
B A {(a, ),(a, ) , (b, ),(b, )}  1 2 1 2  

Aشويم كه با توجه به مثال متوجه مي B B A  .  

تـابع   
  

 فرض كنيد   :6تعريفA  وB  دو مجموعه باشند. تابع يا نگاشتf صورت بهf : A B شود و گوياي اين است كه به هر عضـو  تعريف ميa A 
bيك عضو  B شودمربوط مي .b  مقدار تابعf  درa  يا نقشa صورت ناميده شده و بهf (a) يشود. مجموعهنشان داده مي A   را دامنه تـابع وB 

Dom(fنامند و به ترتيب با نمادهاي دامنه ميرا برد يا هم Im(fو  ( aفرم به Aبر عضوهاي  fدهند. اثر تابع نشان مي ( f (a) شودنمايش داده مي.  
Aصورت به Aبتوي  Aاز  A1يك مجموعه باشد، تابع Aهرگاه  (x) x1 شود.شود و تابع هماني ناميده ميتعريف مي  

كنيم و در بـين مفـاهيم   دارد. دراين بخش، مفاهيم مرتبط با تابع را يادآوري مي مفهوم تابع، مفهومي است كه بدون شك هر دانشجوي رياضي با آن آشنايي
  مربوط به تابع، به تعريفي جديد نيز اشاره خواهيم كرد. 

 فرض كنيد   :7تعريفf :A B  يك تابع باشد وS A اگر تابع .f  ازS  بهB صورت به ازاي هر بهa S ،a f (a) گاه تعريف شود، آن
Sfناميده شده و به فرم  Sبه  fاين تابع، تحديد  | :S B شود. نشان داده مي 

 فرض كنيد   :8تعريفf :A B  وg :B C  دو تابع باشند. تركيب دو تابعf  وg صورت بهgof :A C شـود و هـر عضـو از    نشان داده مي
a  بهg(f (a)) عبارتي شود، بهبرده ميa g(f (a)) نماد .gof صورت گاهي فقط بهgf شود. حال اگر تابع نمايش داده ميh : C D    بـه ايـن

h(gfتوان ديد راحتي ميجمع اضافه شود به ) (hg)fپذيري دارد. . پس تركيب توابع خاصيت شركت  
  شويم.خواهيم با توجه به تعريف تركيب توابع با يك تعريف و نمادگزاري جديد آشنا اكنون مي

 فرض كنيد   :9تعريفf :A B ،g : B C وh :C D  روبـرو  سه تابع باشند، در اين صورت ترسيم نمـودار 
gfبه اين معني است كه  h.  
  روبرو. همين ترتيب نمودارپذير) است. بهجايي (تعويضگوييم نمودار، جابهدر چنين حالتي مي

fپذير است هرگاه تعويض h    پـذير هسـتند، هرگـاه هـر مثلـث و يـا مربـع آن        يي تعـويض . بنابراين چنـين نمودارهـا
  رويم.پذير باشد. در ادامه از چنين نمودارهايي استفاده خواهيم كرد. حال به سراغ مباحث آشناي ديگري از توابع ميتعويض

 A B

C

f

h g

  
 A B

C

f

h



D



  
 فرض كنيد   :10تعريفf :A B  يك تابع باشد. اگرS Aگاه نقش ، آنS  تحتf ي صورت مجموعهبه  
aبه ازاي { Sايf (S) {b B | b f (a);   ي جموعهشود. متعريف ميf (A)  را نقشf نامند و با ميIm(f Tدهند. حال اگر نمايش مي ( B ،
fي با مجموعه fتحت  Tگاه نقش معكوس آن (T) {a A | f (a) T}   1 شود.نشان داده مي   
 فرض كنيد : 1مثالf : A B :يك تابع باشد. در اين صورت  

S) اگر 1 Aگاه ، آنS f (f (S)) 1  
T) اگر 2 Bگاه ، آنf (f (T)) T 1  
 :فرض كنيد 1 پاسخ (S A و عضوx S  دلخواه باشد. در اين صورتf (x) f (S) لذا ،x f (f (S)) S. بنابراين1 f (f (S)) 1.  

T) فرض كنيد 2 B  و عضوx f (f (T)) yدلخواه باشد. لذا عضو  1 f (T) xموجود است به طـوري كـه    1 f (y)  پـس .x T  بنـابراين .
f (f (T)) T 1.  
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 فرض كنيد   :11تعريفf :A B د. تابع يك تابع باشf هرگـاه بـه ازاي هـر    ،نامندرا يك به يك ميa,b A،   از تسـاويf (a) f (b)   بتـوان
aنتيجه گرفت  b همچنين تابع .f ي هر هرگاه به ازا ،نامندرا پوشا ميb B  عضوa A  موجود باشد به طوري كهf (a) b  اگر تـابع .f   هـم

Aو به صورت ودشتابع دوسويي يا تناظر يك به يك ناميده مي fگاهيك به يك و هم پوشا باشد، آن B شود.نشان داده مي  
  كنيم.ي كاربردي را بدون اثبات بيان ميتوابع يك به يك، پوشا و دوسويي در مباني جبر داراي اهميت و كاربردهاي بسياري هستند. در ادامه چند قضيه

 فرض كنيد  :2قضيهf :A B  وg :B C دو تابع باشند. در اين صورت :  
  نيز پوشا است. gfگاه وشا باشند، آنتوابع پ gو f) اگر 2    نيز يك به يك است. gfگاه توابع يك به يك باشند، آن gو  f) اگر 1
  پوشا است. gگاه پوشا باشد، آن gf) اگر 4      يك به يك است.  fگاه يك به يك باشد، آن gf) اگر 3

 فرض كنيد  :3ضيهقf : A B :يك تابع باشد. در اين صورت  
1 (f  يك به يك است اگر و تنها اگر نگاشتg :B A  موجود باشد به طوري كهAgf 1.  
2 (f ر و تنها اگر نگاشت پوشا است اگh : B A  موجود باشد به طوري كهBfh 1.  

  توانيم به يك تعريف بسيار مهم دست يابيم. از اين قضيه مي
 نگاشت   :12تعريفg ي قبل معكوس چپ و در قضيهh  معكوس راستf هرگاه نگاشت  ،نام داردf : A B  هم معكوس چپg    و هـم معكـوس

Bگاه داشته باشد، آن hراست  Ag g. g(fh) (gf )h .h h    1 g، لذا 1 h  را معكوس دوطرفهf تـوان بررسـي كـرد    راحتي مينامند. بهمي
fبا  fمعكوس دوطرفه يك تابع در صورت وجود منحصربه فرد است. معكوس دوطرفه تابع  1 شود.نشان داده مي  

 :هرگاه  نتيجهA  يك مجموعه وf : A B گاه يك تابع باشد، آنf  داراي معكوس دوطرفه است اگر و تنها اگرf  .يك تابع دوسويي باشد  

 فرض كنيد  :4قضيهA ييك مجموعه m  عضوي وB ييك مجموعه n  عضوي باشد. در اين صورت تعداد توابع ازA  بهB  برابر است باmn .  

حاصلضرب   
  

Aدو مجموعه باشند. حاصل ضرب دكارتي  A2و  A1فرض كنيد  A1 Aرا در نظر بگيريد. هر عضو  2 A1 a)زوج مرتبي مانند  2 ,a )1 اسـت كـه    2
aدر آن  A1 aو  1 A2 a)زوج مرتب . بنابراين 2 ,a )1 fتابعي است مانند  2 :{ , } A A 1 21 2    كـه در آنf ( ) a fو  11 ( ) a . بـرعكس،  22

fهر تابع  :{ , } A A 1 21 2   با خاصيتf ( ) A fو  11 ( ) A a)، عضو 22 ,a ) (f ( ),f ( ))1 2 1 Aاز  2 A1 آورد. لـذا يـك   را بـه وجـود مـي    2
Aي ي تمام توابع از اين نوع و مجموعهتناظر يك به يك بين مجموعه A1 ضـرب دكـارتي   موجود است. مباحث ارائه شده، ما را به تعميم مفهوم حاصل 2

  كند.هدايت مي
 فرض كنيد   :13تعريفi{A | i I} ها و اي از مجموعهخانوادهIهاي ضرب دكارتي مجموعهگذار باشد. حاصلانديس يخانوادهiAتمام توابـع   ي، مجموعه
i

i I

f : I A


     ازاي هـر   است بـه طـوري كـه بـهi I ،if (i) A  ضـرب را بـا   . ايـن حاصـلi
i I

A

   دهـيم. توجـه داشـته باشـيد هرگـاه      نمـايش مـي

I { , ,...,n} 1 iضــرب گــاه حاصــل، آن2
i I

A

  معمــولاً بــه صــورتnA A ... A  1 مرتــب  تــايي nصــورت شــود و عناصــر آن بــهنشــان داده مــي 2

n(a ,a ,...,a )1 iاست كه در آن به ازاي هر  2 ,...,n1 ،i ia A همانند آنچه قبل از تعريف براي حالت .I { , } 1   مشاهده كرديد.  2
 اگر به ازاي   :1تذكرj ،ايjA گاه تابعي مانند ، آنif : I A تواند موجود باشد كه نميjf ( j) A بنابراين ،i

i I

A


 .  

i{Aاگر  | i I}  وi{B | i I} ها باشند به طوري كه به ازاي هـر  هايي از مجموعهخانوادهi ،i iB Aگـاه هـر تـابع    ، آنi
i I

I B


  تـوان  را مـي

iIصورت به A  نيز در نظر گرفت. لذاi
i I

B

 اي از زيرمجموعهi

i I

A

  .است  

Aتـوانيم توابـع   را در نظـر بگيريـد. مـي    Bو  Aضـرب دكـارتي   مجدداً حاصل : A B A    وB :A B B       هـاي  طهرا بـه ترتيـب بـا ضـاب
(a,b) a  و(a,b) b  هاي بيشتري داشته باشيم. تعريف چگونه خواهد بود؟ بـراي پاسـخ بـه ايـن سـوال، تعريـف       كنيم. حال اگر مجموعهتعريف

  كنيم.تعميم يافته بعدي را مطالعه مي
 فرض كنيد  :14تعريفi

i I

A

 ضرب دكارتي باشد. به ازاي هر لحاصk I نگاشت ،k i k

i I

: A A


  صورت بهf f (k) شـود.  تعريف مي

k ي ضرب روي مولفهحاصل تصوير كانونييا  نگاشت تصويريk شود. هرگاه هر ام ناميده ميA گاه هر ناتهي باشد، آنk  پوشا است. ضابطهk 
iبا نماد  k{a } a شود. نيز نشان داده مي  
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iضـرب  قضيه حاصـل  كنيم. ابزار مورد استفاده در اينترين قضاياي اين فصل را مطالعه مياكنون يكي از مهم
i I

A

    و نگاشـت تصـويريk    اسـت. ايـن

iضرب حاصل يقضيه، را قضيه
i I

A

 گيرد.  ها بسيار مورد استفاده قرار ميي در فصل رستهناميم. اين قضيهي خاصيت نگاشت عمومي ميوسيلهبه  

 حاصل ضرب  :5قضيه)i
i I

A

 فـرض كنيـد   وسيله خاصـيت نگاشـت عمـومي)    بهi{A | i I}  هـا و  اي از مجموعـه خـانوادهI  يخـانواده 

iهاي ي نگاشتبا خانواده D يگذار باشد. مجموعهانديس i{ : D A | i I}    ي موجود است به طوري كه به ازاي هر مجموعـهC    و هـر خـانواده از
iهاي نگاشت i{ : C A | i I}    نگاشت منحصر به فرد:C D   طـوري كـه بـه ازاي هـر     موجود باشد بـهi I ،i io     همچنـين .D 

  موجود در اين خاصيت، منحصر به فرد است. 
iبا شرايط تعريف شده موجـود اسـت. فـرض كنيـد      Dدهيم ابتدا نشان مياثبات: 

i I

D A


  وi i i
i I

: A A


     تصـويري باشـد و   يـك نگاشـت

iهاي ي نگاشتو خانواده Cهمچنين فرض كنيد مجموعه  i{ : C A | i I}    :موجود باشند، بنابراين نمودار زير را داريم  
 i

i I

A

 i

iA

C

i

( )1

  
  پذير باشد، يعني نمودار: ) تعويض1مودار (را طوري پيدا كنيم كه ن حال لازم است نگاشت 

 i
i I

A

 i

iA

C

i

  
iموجود باشد به طوري كه به ازاي هر  I ،i io    نگاشت .i

i I

: A C


  ي را با ضابطهi i I(x) ( (x))   اين بـه  كنيم. بنابرتعريف مي

iازاي هر  I  وx C  داريمi i i i i I i( o )(x) ( (x)) ( (x)) (x)         ،  پسi io    لذا .  .با شرايط مورد نظر ما موجود است
iه فرد است. براي اين منظور فرض كنيد نگاشت منحصر ب دهيم حال نشان مي

i I

.C A


        موجـود اسـت بـه طـوري كـهi io       در ايـن .

xصورت به ازاي هر  C  :داريم  i i I i i I(x) (( (x)) ) ( (x)) (x)          
بنابراين     و اين يعني  منحصر به فرد است. در ادامه و براي تكميل اثبات كافي است نشان دهيمD   منحصر به فرد است. براي رسيدن به اين هـدف

Dگـاه  ي ديگـري بـا ايـن ويژگـي باشـد، آن     مجموعـه  Dكافي اسـت نشـان دهـيم اگـر      D    پـس فـرض كنيـد .D    هـاي  ي نگاشـت همـراه بـا خـانواده
i i{ : D A | i I}   ي نيز صادق اسـت. چـون   موجود بوده و در شرايط قضيهD   كنـد پـس نگاشـت منحصـر بـه فـرد       ي صـدق مـي  در شـرايط قضـيه

: D D   موجود است به طوري كه به ازايi I  داريمi io     از طرفي چون ،D كند پس نگاشـت منحصـربه   ي صدق ميهم در شرايط قضيه
:فرد  D D  ي هر به ازا موجود است به طوري كهi I ،i io   شود:  . بنابراين نمودارهاي زير حاصل مي  

D
i

iA

D

i

D

i

iA

D

i

و 

 )2 ( )3(   
  ) خواهيم داشت:3) و (2حال با در كنار هم قرار دادن نمودارهاي (

 
D

i
iA

D

i  و

 )4( 

D

i



D

i

iA

D

i



)5(
D

i



  
i  يد: آدست ميبه روروبه) نتيجه 4از نمودار ( i i i Do( o ) ( o )o o o              1  

i  آيد: دست ميبه روروبه) نيز نتيجه 5و از نمودار ( i i i Do( o ) ( o )o o o                 1  
Dهاي هماني دست آمدن نگاشتپس با به :D D1  وD : D D  1 شود نتيجه ميD D  و اين يعنـيD      منحصـربه فـرد اسـت. بنـابراين در
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  شود. جا اثبات كامل مياين

زرن   اصل انتخاب، ترتيب و لم
  

ايد كه تعدادي سبد ميوه دارد. اگر از شما خواسته شود از هر سبد يك ميوه انتخـاب كنيـد بـراي شـما كـار      فروشي شدهفرض كنيد كه وارد يك مغازه ميوه
رسد ولي در عمـل داراي پيچيـدگي خاصـي    در نگاه اول ساده به نظر مي ،فروشي دارداما سوال زير كه تقريباً شباهت با انتخاب ميوه در ميوه مشكلي نيست.

اي هستند داده شده باشد، آيا مجموعه Sهاي غيرتهي مجزاي كه عناصرش مجموعه Sشود، اگر يك مجموعه ناتهي است. سوال به اين صورت مطرح مي
نامتناهي باشد! براي پاسـخ   Sآيد كه تشكيل شده باشد؟ مشكل اصلي وقتي پيش مي Sمتعلق به هر  xوجود دارد كه عضوهايش از عناصر  Rمانند 

كـه   Sي نـاتهي  گويد بـراي هـر مجموعـه   حل ممكن استفاده از اصل موضوعي است كه به اصل انتخاب معروف است. اصل انتخاب ميبه اين سوال تنها راه
هاي ناتهي باشد، تابع عضوهايش مجموعه

A S

f :S A


  انتخاب وجود دارد به طوري كه به ازاي هر  به نام تابعA S  داشته باشيمf (A) A .  

  شويم.اي در جبر دارند آشنا مياستفاده از اصل انتخاب براي پاسخ به بسياري از سوالات كاربرد دارد. در ادامه با مسائلي از اين قبيل كه جايگاه نو و ويژه
 فرض كنيد   :15تعريفA ي ناتهي باشد. رابطه ييك مجموعه» «ي روي مجموعهA شود، هرگاه ي ترتيب جزئي ناميده ميرابطه» « رويA 
  عكاسي، متعدي و پادمتقارن باشد. يعني: ان
a) به ازاي هر 1 A ،a a (انعكاسي)  
a,b,cبه ازاي هر  )2 A اگر ،b c  وa bگاه ، آنa c (متعدي)  
a,b) به ازاي هر 3 A  اگرa b  وb aگاه ، آنa b   (پادمتقارن)  

,A)ورت زوج مرتب صشود و بهجزئاً مرتب ناميده مي ييك مجموعه كه رابطه ترتيب جزئي روي آن برقرار باشد مجموعه ) شود كه در آن نشان داده مي
A  يك مجموعه و» «ي ترتيب جزئي روي يك رابطهA .است  
 ي ترتيب كلي رابطه  :16تعريف» «ي روي مجموعهA ي ترتيب جزئي است، كه به ازاي هر دو عضو يك رابطهa,b A ،a b  ياb a يك .

,A)ي كلاً مرتب يك زوج مرتب مجموعه )  است كه در آنA   يك مجموعه و» «ي ترتيب كلي است.يك رابطه  

 فرض كنيد : 2مثالF تمام توابع  يمجموعهf : R R  باشد وR  :به صورت زير تعريف شود  
R {(f ,g) F F | f (x) g(x); x R}       

,F)ثابت كنيد  R) جزئاً مرتب است.  ييك مجموعه 
 :ي كافي است نشان دهيم مجموعه  پاسخF ي مرتب جزئي است، يعني داراي خصوصيات انعكاسـي، تعـدي و پادمتقـارن اسـت. فـرض      يك مجموعه

fكنيد  Fبراي هر .x R  داريمf (x) f (x) پس ،F  انعكاسي است. حال فرض كنيدf ,g,h F    بـه طـوري كـه(g,h),(f ,g) F F  در .
xايــن صــورت بــراي هــر R داريــمg(x) h(x)  وf (x) g(x)پــس ،f (x) h(x)  ــذا خصوصــيت تعــدي نيــز برقــرار اســت. حــال عضــو . ل

(f ,g) F F       را در نظر بگيريـد. اگـر بـه ازاي هـرx R ،f (x) g(x)  وg(x) f (x)، گـاه  آنf (x) g(x)    و ايـن يعنـيF   پادمتقـارن
  ي جزئاً مرتب است.يك مجموعه (F,R)باشد. بنابراين مي

  
  ايم با استفاده از مفهوم جزئاً مرتب تعاريف ديگري را بيان كنيم.اينك آماده

 فرض كنيد  :17تعريف(A, ) ي ي جزئاً مرتب و مجموعهيك مجموعهB اي از زيرمجموعهA  :باشد. در اين صورت  
u) عضو 1 A  كران بالايB شود، هرگاه به ازاي هر يناميده مb B ،u b .  
uداشـته باشـيم   uمانند  Bشود، هرگاه به ازاي هر كران بالاي ناميده مي Bكوچكترين كران بالاي  u) عضو 2 u    كـوچكترين كـران بـالاي ،B   بـا

supB شود. نشان داده مي  
e) عضو 3 A شود، هرگاه به ازاي هر ماكسيمال ناميده ميa A  اگرa eگاه ، آنa e .  
 فرض كنيد   :18تعريف(A, ) جزئاً مرتب و  ييك مجموعهB اي از زيرمجموعهA  :باشد. در اين صورت  
v) عضو 1 A  كران پايينB شود، هرگاه به ازاي هر ناميده ميb B ،v b .  
vداشته باشيم  vمانند  Bشود، هرگاه به ازاي هر كران پايين ناميده مي Bبزرگترين كران پايين  v) عضو 2 v بزرگترين كران پايين ،B  باinfB 

  شود.نشان داده مي
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   دومفصل 

  »هاهگرو«
)طور كه ديديم مثلاً دستگاه در فصل قبل با مفهوم دستگاه جامع جبري و نوع جبر آشنا شديم. همان , )0  دستگاهي از نوع( )  است. در اين فصـل   2

)قصد داريم دستگاه جبري از نوع  )    ها از اين نوع است، معرفي كنيم.  ترين دستگاهرا بررسي كرده و گروه را كه يكي از مهم 2

  گروه ):1درسنامه (

 گروهواره :1تعريف(G,   شته باشد.پذيري داخاصيت شركت Gروي *ناميم هرگاه مي گروهنيمرا يك  *(
 گروهنيم :2تعريف(G,  aموجود باشد به طوري كه به ازاي هـر عضـو   Gدر eعضو خنثي يا هماني مانند ناميم هرگاهمي تكوار يا مونوئيديك را  *(
aداشته باشيم Gدر e e a a* * .   

  دهيم.نمايش مي eبا اغلبتوجه داشته باشيد كه عضو هماني را 
)به عنوان مثال  , )  باشـد، چـون عمـل جمـع روي    گـروه مـي  يك نـيم   يري دارد، بـه عبـارت ديگـر بـه ازاي هـر     پـذ خاصـيت شـركتa,b,c ،

a (b c) (a b) c    . چنين هم( ,  ،a,b,cپذيري دارد، يعني به ازاي هر خاصيت شركت باشد. چون عمل ضرب روي يك تكوار مي0(
a(bc) (ab)c ي مجموعه در عضو هماني ضرب 1. از طرفي .است   

 ي مجموعه: 1مثال با عملa b (a b)*  2 گروه است نه مونوئيد، زيرا به ازاي هرنه نيمa,b,cيم داشت:، خواه  

( , )* پذيري نداردخاصيت شركت(a b) c ( (a b)) c ( (a b) c) a b c* * * (a b) c a (b c)* * * *a (b c) (a (b c)) (a (b c)) a b c* *

        
           

2 2 2 4 4 2
2 2 2 2 4 4  

  

 تكوار :3تعريف(G,  Gدر b، عضـوي ماننـد  Gدر aداراي وارون باشد، به عبارت ديگر به ازاي هر عضو  Gهر عضو ناميم هرگاهمي گروهرا يك  *(
aوجود داشته باشد به طوري كه b b a e* * .  

   aبـا  aشـود، وارون عضـو  م. البته وقتـي گـروه جمعـي باشـد، يعنـي عمـل جمـع در نظـر گرفتـه          دهينمايش مي a1را با aوارون عضو معمولاً
)براي مثال  شود.نمايش داده مي , )  باشد، زيرا صفر عضو هماني آن است و هر عضوگروه ميa  داراي معكوسa باشـد. امـا  مي( , ) گـروه   0

 2معكوس  bمعكوس ندارد، چون اگر  در 2پذير نيستند، مثلاً عددآن نسبت به عمل ضرب واروناست اما اعضاي  1نيست. زيرا اگرچه داراي عضو هماني 

bگاه بايد داشته باشيمآن باشد، 2 bيعني 1 
1
1، اما2

) همچنين .2 , )  .گروه نيست، زيرا عضو هماني جمعي ندارد( , ) نيز گروه نيسـت   0

bگاه بايد داشته باشـيم  باشد، آن 3معكوس  bپذير نيست، زيرا اگر معكوس در  3پذير نيستند مثلاً عدد نسبت به ضرب وارون زيرا اعضاي 3 1 

bيعني  
1
1، اما 3

3.  

 به ازاي هر دو عدد گوياي :2مثالa,bكنيم ، تعريف مي


ab
a b*    )91(سراسري   گروه برابر است با:در اين نيم 7صورت وارون . در اين2

1 (2
7
   2( 4

7
   3( 4

14
   4( 7

4    

 :كنيم، يعني عضوي چون گروه را محاسبه ميابتدا عضو هماني نيم  »2« گزينه  پاسخb به طوري كه به ازاي هرa ( , )*   ،a b a :بنابراين  

  ab
a b 


   22  
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bگرديم كه اي مي bناصفر باشد. به دنبال  aكنيم پردازيم. (فرض ميمحاسبه وارون يك عنصر ميحال به  a*  2 .  داريم:بنابراين 

  ab
b

a

 

  

422  

برابر با  aپس وارون 
a

4    4برابر  7است و بايد وارون
7
 .گردد  

 

 هاي زير با عمل داده شده گروه نيست؟يك از مجموعهكدام :3مثال  
1 (( , )   2 (( , ) 0  
3 ({ }   با عمل دوتاييa b ab*  2  4 ((n , ) كه در آنn {nk | k }    
 :بينـيم عـدد صـفر در   كـه مـي  اعضاي آن است، در حالي يهپذير بودن همبودن يك مجموعه، وارون يكي از شروط گروه»  2«گزينه   پاسخ  وارون

aشود كهيافت نمي aضربي ندارد، يعني عددي  مثل a   1  بنابراين .( , )0  گروه نيست. توجه داشته باشيد كه اگر صـفر را از  حـذف
}يكنيم، يعني مجموعه }  گروه اسـت زيـرا عـدد    » 1«گاه اين مجموعه با عمل ضرب يك گروه خواهد بود. گزينه را در نظر بگيريم، آن   در آن بـه

a،aكند يعنـي بـه ازاي هـر   عنوان عضو هماني عمل مي a a       از طرفـي هـر عضـو .a داراي وارونa باشـد بـه طـوري كـه    مـي 
a ( a) a a       نيز گروه است. عضو هماني اين گروه » 3«. گزينهe 

1
2

a داريـم  aاست زيرا به ازاي هر  e a a a* *    
1 122 2

 .

aچنين هر عضوهم { }   داراي معكوسي به شكلa
a

 1 1
4

aبينـيم طور كه ميباشد، چون همانمي  a a a e* * a a
      1 1 1 124 4 2

 .

nباشد، زيرا داراي عضو همانيهم گروه مي» 4«گزينه    است، يعني به ازاي هرnk n   داريمnk nk چنـين هـر عضـو    . همnk  از ايـن 
)nمجموعه داراي واروني به فرم k) است.  

  
 گروه :4تعريف(G, aداشته باشيم Gدر bو  aناميم، هرگاه به ازاي هر دو عضو مي جاييجابهيا  آبليرا گروه  *( b b a* * .  

)هاي جمعي روهبه عنوان مثال گ , ) ،( , ) ،( , ) ،( , ) هاي ضربي و گروه( { },.)  ،( { },.)  هايي آبلي هستند.گروه  

 است؟ نادرست هاي زيريك از گزينهكدام :4مثال  
  يك گروه غيرآبلي است.ها همراه با عمل ضرب ماتريسهاي حقيقي پذير با درايههاي واروني ماتريس) مجموعه1
2 (P(X) ي ي تواني مجموعهيعني مجموعهX .با عمل تفاضل متقارن يك گروه آبلي است  
)ي) مجموعه3 ) {a b | a,b }   2   عمل ضرب معمولي يك گروه آبلي است.با  2
Gي) مجموعه4 {f | f : A A} ــويي   با عمل تركيب توابع يك گروه آبلي است. دوسـ
 :دانيم تابع همانيطور كه ميهمان»  4«گزينه   پاسخA:A A1 تابعي دوسويي است و به ازاي هرf G داريـم ،fo of f 1 ، A1، پـس تـابع   1

پذيرند، در نتيجه اين مجموعه گروه است، امـا چـون عمـل تركيـب     باشد، از طرفي چون توابع اين مجموعه دوسويي هستند، وارونمي Gي عضو هماني مجموعه
هـاي ديگـر   نادرست است. اما در بررسي گزينه» 4«باشد. بنابراين گزينه برابر نيست، اين گروه آبلي نمي gofلزوماً با  fogجايي ندارد، يعني توابع خاصيت جابه

AI، داريمAدرست است، به ازاي هر ماتريس دلخواه » 1«توانيم چنين بگوييم. گزينه مي IA A   كهI  ني همان ماتريس هماني است، پس ماتريس همـاI 
هـا  پذيرند، پس اين مجموعه يك گروه خواهد بود. اما چون عمـل ضـرب مـاتريس   باشد. از طرفي اعضاي اين مجموعه واروني مورد نظر ميعضو هماني مجموعه

از  Bو  Aي بـين دو مجموعـه   كنيم كه عمل تفاضل متقارنباشد. يادآوري مينيز درست مي» 2«تواند آبلي باشد. گزينه جايي ندارد، اين گروه نميخاصيت جابه
P(X) با نمادA B نمايش داده شده و به صورتA B (A B) (B A)    ي تهي، عضو همانيشود. مجموعهتعريف ميP(X) باشد، زيـرا بـه   مي
Aازاي هر P(X) داريمA (A ) ( A) A A       ي دلخواه ، از طرفي هر مجموعهA درP(X) باشـد، بـه   خـودش مـي   وارون

Aعبارت ديگر A (A A) (A A)       ي، پس مجموعهP(X) چنين بـه ازاي  دهد. همبا عمل تفاضل متقارن تشكيل يك گروه مي
A,Bره P(X) بينيم كه ميA B (A B) (B A) (B A) (A B) B A            هـم  » 3«گزينـه  باشـد.  ، بنابراين اين گـروه، آبلـي مـي

ــر    ــه ازاي ه ــت. ب ــت اس a)درس b ) ( ) 2 2،(a b ) a b   2 1 ــس 2 ــي   1، پ ــه م ــن مجموع اـني اي ــو همـ ــر   ، عض ــراي ه ــي ب ــد، از طرف باش

(a b ) ( ) 2 2   عضوa b
( )

a b a b
 

 2 2 2 2 2 2
2 2

     موجود است بـه طـوري كـهa b
(a b )( )

a b a b
  

 2 2 2 22 2 1
2 2

، لـذا  

) ي اعضايهمه )2باشـد. در نهايـت، بـه ازاي هـر     پذيرنـد، در نتيجـه ايـن مجموعـه يـك گـروه مـي       وارون(c d ) ( ) 2 2(a b ) داريـم   ,2
(a b )(c d ) ac (ad bc) bd (c d )(a b )        2 2 2 2 2 )دهد كه و اين نشان مي2 )2 گروه آبلي است. يك  
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 فرض كنيد  :5مثال( ,*)  است كه براي هـر   *مجموعه اعداد طبيعي همراه با عملa  وb  در   ،داريـمa*b max{a,b}   كـدام گـزاره ،  
  )94(سراسري   صحيح است؟ 

1 (( ,*) .2  غيرآبلي است (( ,*) باشد.پذير نميشركت  
3 (( ,*) .هر عضو 4  يك تكواره (منوئيد) است (( ,*)  .عضو وارون دارد 

 :كــــه يياز آنجــــا  »3«گزينــــه   پاســــخmax{b,a} max{a ,b} تســــاوي ) صــــحيح نيســــت.1گيــــريم گزينــــه (نتيجــــه مــــي 
max{max{a ,b},c} max{a ,max{b,c} عضـو همـاني   1عـدد   باشـد. ) صـحيح نمـي  2ين گزينـه ( دهد بنابراپذيري را نتيجه ميشركت( ,*) 

باشـد. نادرسـت   ) گزينه صحيح مورد نظر مـي 3دهد در نتيجه گزينه (مورد نظر به همراه عمل * تشكيل يك تكواره (منوئيد) مي ةباشد. بنابراين مجموعمي
  باشد.) واضح مي4بودن گزينه (

 

  باشد.آبلي و با عمل ضرب، يك تكوار مي پردازيم كه با عمل جمع، يك گروهي مهم ميمجموعه اكنون به معرفي يك
 همان طور كه به خاطر داريد، اگر :5تعريف ي عدد صحيحي هم نهشتي به پيمانهرابطهn يروي مجموعه گاه كلاس هم ارزي عضوي مانندباشد، آنa 

ــه صــورت از ب
n

a {b | b a}    .ــود ــد ب ــهخواه ــمكــلاس يي همــهمجموع ــاي ه ــه ارزيه ــه پيمان ــا nيب ــايش داد nرا ب ــهه و نم صــورت ب

n { , , ,n } 1 1  كنيم. جمع و ضرب اعداد به ازاي تعريف ميna,b  به صـورتa b a b   وa b a b     شـود.  تعريـف مـيn 
nبه صورت aو معكوس هر عضو آن مانند ي اين گروهاست. عضو همان همراه با عمل جمع يك گروه آبلي a a    باشـد. بـه عنـوان مثـال اگـر      مـي

}يمجموعه , , , }4 1 2 3 بينيم كـه گاه ميرا در نظر بگيريم، آن  
4

1 3 4  ،  
4

2 2 4  و 
4

   پـس . معكـوس خودشـان    2و
naبراي راحتي كار عدد گاهيمعكوس يكديگرند. توجه داشته باشيد كه  3و 1هستند و   را باa دهيم.نمايش مي  

n عضو هماني 1تواند گروه باشد، چون اگرچه همراه با عمل ضرب نميn عضـو  ،پـذير نيسـتند. بـه عنـوان مثـال     ي اعضاي آن واروناست ولي همه 
معكوس  3و  1بينيم كه گاه ميرا با عمل ضرب در نظر بگيريم، آن 4جايي است. به عنوان مثال اگربا عمل ضرب يك تكوار جابه nي ندارد. وارون ضرب

خودشان هستند،   
4

3 3 9 و 1 1 1 پذير نيسـت، چـون   معكوس 2. اما1  
4

2    ،  
4

2 1 2 2،  
4

2 2 4  و  
4

2 3 6 يعنـي ضـرب    2
اول نيسـت. در حالـت كلـي     4نسـبت بـه   2اول هستند ولـي  4نسبت به 1و 3شود. واضح است كهنمي 1، عضو 4 يبه پيمانه 2در  4كدام از اعضاي هيچ
naتوانيم بگوييم مي ( ,.)  پذير است اگر و تنها اگر معكوس(a,n) 1قت كنيد:. براي درك بهتر اين مطلب به مثال زير د  

 نشان دهيد  :6لمثا*
n( ,  عددي اول باشد. nگروه است اگر و تنها اگر  (.  *

n n( { })   

 :اگر   پاسخu  معكوس ضربي عضو*
na :باشد، داريم  n

au au nk , k au nk , k (a ,n)          1 1 1 1   

)nبنابراين در تكوار , )0عضو ،na پذير است اگر و تنها اگرمعكوس(a,n) 1 .اگر حالn اعضاي يهعددي اول باشد، هم*
n نسبت بهn  اول خواهند

*باشند. درنتيجه پذير ميمعكوس بود، در نتيجه همگي
n همراه با عمل ضرب يك گروه است اگر و تنها اگرn .عددي اول باشد  

  

ي تمـام اعضـاي   شـود، برابـر اسـت بـا مجموعـه     داده مـي نمـايش   nUتوانيم يك گروه جديد بسازيم، اين گروه كه بـا طبق آنچه كه در بالا بيان شد ما مي
)nپذيروارون , )0در حقيقت ،nU {a | a n,(a,n) }   1. به عنوان مثال،U { , , , , , , , }15 1 2 4 7 8 1113 14.  

 83(سراسري   دهد؟تشكيل يك گروه مي 14ي كدام مجموعه تحت ضرب به پيمانه :7لمثا(  
1({ , , }1 3 5  2({ , , }1 9 11  3({ , , }1 7 13  4({ , , , }1 3 5 7  
 :و 3هـاي ( اول باشند، پس گزينـه  14دهد كه اعضايش نسبت به تشكيل گروه مي 14اي تحت عمل ضرب به پيمانة مجموعه  »2«گزينه  پاسخ (

بينـيم كـه   ) مـي 1اول نيسـت. در گزينـة (   14نسبت به  7باشند، چون  توانند جواب مسئله) نمي4(  
145 5 25 امـا  11 , ,11 1 3 ، پـس ايـن   5

اول  14) است. همة اعضاي ايـن گـروه نسـبت بـه     2ماند، گزينة (اي كه باقي ميبسته نيست. تنها گزينه 14مجموعه نسبت به عمل ضرب به پيمانة 

چنين تند، همهس  
149 11 99   باشد.بسته است و اين گزينه درست مي 14، پس اين مجموعه نسبت به عمل ضرب به پيمانة 1
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  باشد.كنيم كه به گروه چهارتايي كلاين معروف مياكنون در مثال زير، گروه مهمي را معرفي مي

 يمجموعه :8مثالG {e,a,b,c}  در نظر بگيريد و عمل را :را روي آن به صورت زير تعريف كنيد  
     a b b a c, a c c a b, b c c b a, a b c e        2 2 2       a e e a a, b e e b b, c e e c c,       

(G, باشـد و هـر   مـي  eباشد، زيرا داراي عضو همـاني  آبلي مي يك گروه *(
شـوند.  جـا مـي  ي اعضا با هـم جابـه  مهعضو، وارون خودش است. از طرفي ه

ناميـده   گروه چهارتايي كلايـن همان طور كه در بالا اشاره شد، اين گروه، 
  مي باشد: روبروشود. جدول كيلي اين گروه به صورت مي

* e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

  

  

  شود. ها بيان مياساسي گروه هايها ويژگيپردازيم كه در آنها ميدر اين بخش به بيان قضايايي در مبحث گروه

ها   قضاياي اساسي گروه  
  

 فرض كنيد :(منحصر بودن عضو هماني) 1قضيه(G,   ، منحصر به فرد است.Gيك گروه باشد. در اين صورت عضو هماني *(
eكنيمباشد و ثابت مي e2و e1داراي دو عضو هماني  Gكنيم فرض مياثبات:  e1 2.  

e e e e e e* *
e e

e e e e e e* *

   
    

1 1 2 2 1 2
1 2

2 2 1 1 2 1
   

 فرض كنيد :بودن عضو معكوس)به فرد (منحصر  2 قضيه(G, عضو دلخـواهي از آن در نظـر بگيريـد، در ايـن     را به عنوان  xيك گروه باشد و *(
  منحصر به فرد است. xصورت معكوس

xكنيم فرض مياثبات:  G داراي دو معكوس y1 وy2 كنيم باشد و ثابت ميy y1 2.  
y x y y x e (I)* *
y x y y x e (II)* *

  
  

1 1 1
2 2 2

 
 است xمعكوس 
   است xمعكوس 

  بنابراين داريم:
(I)(II)y y e y (x y ) (y x) y e y y y y* * * * * *    1 1 1 2 1 2 2 2 1 2  

 اگر :3قضيه(G, x)داريم Gاز xگاه به ازاي هر عضو دلخواهيك گروه باشد، آن *( ) x  1 1.  
x)بات: اث ) 1 xاست، بنابراين x1وارون عضو 1 (x ) e*

   1 1 xاست، پس  xوارون  x1. از طرفي1 x e*
 1 لذا بنا بر منحصر به فرد بودن .

x)شود عضو معكوس نتيجه مي ) x  1 1.  

 فرض كنيد :4قضيه(G, x)داريم Gاز yو  xيك گروه باشد، در اين صورت به ازاي هر دو عضو *( y) y x* *
  1 1 1.  

x)اثبات:  y)*
1 معكوس عضو(x y)* است، بنابراين(x y) (x y) e* * *

 1:همچنين داريم ،  
(x y) (y x ) x (y y ) x x e x x x e* * * * * * * * *

        1 1 1 1 1 1  
x)گيريمي منحصر به فرد بودن عضو معكوس نتيجه ميطبق قضيه كنونا y) y x* *

  1 1 1.  

 فرض كنيد :(قوانين حذف) 5 قضيه(G, ,xبرقرار است، يعني به ازاي Gباشد. در اين صورت قوانين حذف از چپ و راست دريك گروه  *( y,z G :داريم  
xالف) اگر y x z* *گاه، آنy z                  ،  
yب) اگر x z x* *گاهن، آy z.  
   اثبات:  

(الف
e e

x y x z x (x y) x x z (x x) y (x x) z e y e z y z*
                     1 1 1 1

   

 (ب
e e

y x z x (y x) x (z x) x y (x x ) z (x x ) y e z e y z* *
                     1 1 1 1

   

پذيريشركت

پذيريشركت

  است Gعضو هماني 
  است Gعضو هماني 
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  سومفصل 

  »هاجايگشت «
  پردازيم.شود، معرفي كرده و سپس به بررسي خواص آن مينمايش داده و گروه جايگشتي ناميده مي nSدر اين فصل، گروه مهمي را كه با

اي غيرتهي باشد، در اين صـورت  مجموعه Xا مفهوم جايگشت آشنا شويم. فرض كنيدبپردازيم، لازم است ب nSهاي جايگشتيكه به تعريف گروهقبل از اين
Xاست. براي مثال اگر Xبه Xيك تابع يك به يك و پوشا از Xيك جايگشت روي {x ,x ,x ,x } 1 2 3 توانيم يك جايگشت به صورت زيـر  گاه مي، آن4

:  تعريف كنيم: Xروي X X   
(x ) x , (x ) x , (x ) x , (x ) x       1 2 2 4 3 3 4 1  

xبراي راحتي كار اين تابع را به صورت x x x

x x x x

 
   

 
1 2 3 4
2 4 3 1

  ي دامنه و برد تابع هستند.ن دهندهدهيم كه سطر اول و دوم به ترتيب نشانمايش مي 

 

 هاي جايگشتيگروه )1درسنامه (
  

 ي نـاتهي هاي تعريف شـده روي مجموعـه  ي همه جايگشتمجموعه :1تعريفX  را بـاXS   دهـيم. در صـورتي كـه   نمـايش مـيX  هي از ي متنـا مجموعـه
n{xبه شكل nيمرتبه , , x }1 باشد، آن را با{ , ,n}1 وXS  يا باnS دهيم. بدين ترتيب اگرنمايش مي  يهيك جايگشـت روي مجموع ـ{ , ,n}1 

  گاه:باشد، آن
n

( ) ( ) (n)

 
      

1 2
1 2




  

به  S7دو تابع در و كنيم. فرض كنيددر اين جا لازم است كه مفهوم تركيب توابع جايگشتي توضيح داده شود. براي اين منظور با يك مثال شروع مي
  هاي زير باشند:شكل

,
   

      
   

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
1 5 6 4 7 3 2 2 3 6 7 4 1 5  

برد، در واقع مي 1را به 6عدد و 6را به 3، عددبينيم كهمي  3 6 )، پس1 ) 3 از چپ به  دست آوردن.يعني براي به  1

كنيم، بنابراين راست عمل مي 
   

 

1 2 3 4 5 6 7
2 4 1 7 5 6 شود با برابر مي و به همين ترتيب 3 

   
 

1 2 3 4 5 6 7
5 6 3 2 4 1 7 .

كنيد همان طور كه مشاهده مي  يا روي مجموعهه، پس جايگشتnS جايي ندارند.خاصيت جابه  
 به ازاي هر عدد طبيعي  :2تعريفn ،nS دهد. عضو هماني اين گـروه كـه   همراه با عمل تركيب توابع كه در بالا توضيح داده شد، تشكيل يك گروه مي

ــا  ــا ( eآن را ب ــي  )1ي ــايش م ــورت  نم ــه ص ــيم، ب nده

n

 
 
 

1 2
1 2




ــد     ــواه مانن ــو دلخ ــر عض ــوس ه nو معك

( ) ( ) (n)

 
    

1 2
1 2




ــه   ب

)صورت ) ( ) (n)

n

   
 
 

1 2
1 2




  ناميم.مي nيگروه جايگشتي از درجه را nSباشد. گروهيم 

 :هاي تك عضوي و دو عضويواضح است كه گروه توجهS1 وS2  آبلي هستند. اما به ازايn  شوند، پـس بـه   جا نميلزوماً با هم جابه nS، دو جايگشت در 3
nازاي   3 ،nS .يك گروه ناآبلي است  
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 به ازاي هر عدد طبيعي :1هقضيn،no(S ) n!.  
Xي تابعي يك به يك و پوشا از مجموعه nSهر عضو اثبات:  { , , ,n} 1 2  به خودش است. اگرnSگاه براي تعريف ، آن( ) تا انتخاب  n، به تعداد 1

)داريم، براي تعريف  ) n)به تعداد  2 )1  تا انتخاب، و به همين ترتيب براي(n) ها مسـاوي  ها براي كل جايگشتانتخاب. بنابراين تعداد انتخاب 1، به تعداد
n(n )... n!  1 2   باشد.مي 1

 عناصر گروه: 1مثالS3 ي هر يك را بيابيد.را مشخص كرده و مرتبه  
 :ي فوقطبق قضيه  پاسخo(S ) ! 3 3   عضو دارد، در حقيقت S3 ،6، بنابراين6

S ( ), , , , ,
                      
           

3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 31 2 1 3 3 2 1 1 3 2 2 3 1 3 1   باشد:ي اعضاي آن به صورت زير ميكه مرتبه 2

, ( ) o( ) ,
      

              
      

2
1 1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 22 1 3 2 1 3 2 1 3 1 2 3( ) o( ) ,
 

      
 

1 2 3 1 11 2 3   

, ( ) o( )
      

              
      

2
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 23 2 1 3 2 1 3 2 1 1 2 3  

  اي ساده داريم:به همين ترتيب با محاسبه

, o( )
 

    
 

5 5
1 2 3 33 1 2, o( ) ,

 
    

 
4 4

1 2 3 32 3 1, o( ) ,
 

    
 

3 3
1 2 3 21 3 2  

دهيمقرار مي  1 و  4توان نشان داد، مي  2
5،  2 و  2

، بنابراين 3 S e, , , , ,     2 2
3.  
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   چهارم فصل

  »هازيرگروه«
زيرجبر است را ارائه دهـيم. در حقيقـت اگـر فـرض     Pزيرجبر آشنا شديم. در اين فصل قصد داريم مفهوم زيرگروه كه نوعيPبا تعريف زيرجبر و يكدر فصل 

زيرجبر بودن معادل با زيرگروه Pگاه مفهومپذير بودن هر عضو باشد، آني، دارا بودن عضو هماني و معكوسپذيرهاي شركتاي متشكل از ويژگيمجموعه Pكنيم 
  دازيم.پرهاي نرمال و خارج قسمتي ميهاي دوري، زيرگروهچون گروههاي مختلف، به بررسي مفاهيمي همبودن است. پس از آشنايي با اين مفهوم و بيان مثال

 
 زيرگروه ):1درسنامه (

  

 ي غيرتهيزيرمجموعه :1تعريفH از گروهG  زيرگروهراG ناميم، هرگاه ميH تحت عمل تعريف شده رويG يل گـروه دهـد. توجـه داشـته     تشك
اسـت،   Gرگـروه زي Hدارد. وقتـي  Gهمـان معكوسـي اسـت كـه در     Hباشد، ضمناً معكوس هر عضومي Gهمان عضو هماني Hباشيد كه عضو هماني

Hنويسيممي G.    
*دانيم مي به عنوان مثال   از طرفي ،* و   تـوانيم بگـوييم   دهنـد، پـس مـي   تحت عمل ضرب تشكيل گـروه مـي( , ) 0   زيرگروهـي از

*( , )0 است، يا به عبارت ديگر*( , ) ( , ) 0 0  همچنين با در نظر گرفتن عمل جمع .     و چون ، ، ،  و تحت عمل
)توان نوشتدهند، پس ميجمع تشكيل گروه مي , ) ( , ) ( , ) ( , )      هرگروه غير بديهي .G باشد. ايـن  حداقل داراي دو زيرگروه مي

 Gزيرگروهـي از   Gاز  Hي ي سـره شوند. توجه داشته باشيد اگـر زيرمجموعـه  ناميده مي Gهاي بديهيزيرگروهباشند، مي {e}و Gها كه خودزيرگروه
  شود.ناميده مي Gي زيرگروه سره Hگاه باشد، آن

 يهاي مجموعهي زيرگروهنشان دهيد همه :1مثال( , )  به شكلn .هستند  
 :دانيم به ازاي هر مي  پاسخn ،n   يو مجموعهn دهد كه عضو هماني اين گروه با عمل جمع تشكيل يك گروه  مي    و قرينـه هـر

)nبه شكل nkعضو آن مانند k) باشد. بنابراين ميn زيرگروهي از دهيم كهاست. حال نشان مي( , )  به غير ازn    .زيرگروه ديگـري نـدارد
نـاميم. اگـر   مـي  nوجـود دارد كـه آن را    Hترتيبي، كوچكترين عـدد صـحيح مثبـت در    باشد، بنا به اصل خوش زيرگروه دلخواهي از  Hكنيم فرض مي
m Hگاه اعداد صحيحي چون ، آنr  وq طوري كه وجودند بهمm nq r r n ,  چون .n Hداريم ،nq H همچنين چون طبق فرض .

m  هم عضوي ازH است، اگرr  شـود  گاه نتيجه مي، آنm nq r H       كـه ايـن بـا انتخـاب ،n    در تنـاقض اسـت چـونr n بنـابراين ،r   
mو nq در نتيجه ،H n .  

  
 Gقرار دارند و وقتـي در   Gدر  Hي اعضاي از آن نيز آبلي است، زيرا همه Hر زيرگروه گاه هگروهي آبلي باشد، آن Gلازم به ذكر است كه اگر گروه 

Hطرفي اگر  جا خواهند شد. ازنيز جابه Hشوند، در جا ميجابه G  وK Hگاه ، آنK G .  
بـراي تشـخيص زيرگـروه بـودن يـك       هـايي اي نباشد، بنابراين بـه روش چندان كار ساده Gاز  Hممكن است تشخيص زيرگروه بودن  توجه داشته باشيد

  دهيم.هايي براي اين كار ارائه مياي ديگر نيازمنديم. در قضاياي نخست از اين فصل، روشمجموعه از مجموعه

 فرض كنيد :(محك زيرگروه) 1 قضيهG يك گروه وH در اين صورت اي غيرتهي از آن باشد.زيرمجموعهH زيرگروهG     است اگر و تنهـا اگـر بـه
a)1 :باشيم داشته Gاز bو  aازاي هر دو عضو  H 1 ،2(ab H.  

مخـالف تهـي اسـت پـس عضـوي       Hبرقـرار باشـند،    2و  1كنـيم شـرايط   ر است. حال فرض مـي ابرقر 2و  1اه شرايط گباشد، آن Gزيرگروه  Hاگر اثبات: 
aمانند H رد. طبق فرضداa H 1 :حال  a H , a H aa H e H      1 1  
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  گروه بودن را دارد. همه شرايط لازم براي زير Hداراي عضو خنثي هم هست. پس  Hپس 
  بينيم:ي زير ميتوان بيان كرد كه آن را در قضيهي فوق را به صورت ديگري نيز ميقضيه

 ي غيرتهي زيرمجموعه :2قضيهH  از گروهGزيرگروه ،G  است اگر و تنها اگر به ازاي هر دو عضوa  وb ازG باشـيم  داشتهab H 1   در حالـت)
a)جمع b H .  
 فرض كنيد: 2مثالG  و آبلي استيك گروهo(a) } Hيا 13 {a G | o(a)     است. Gي ازتحت عمل ضرب، زيرگروه Hدر اين صورت. 1
 :فرض كنيد  پاسخa  وb دو عضو دلخواهH كنيمباشند، ثابت ميa b H 1 در اين صورت اگرa e ياb eگاه حكم واضح اسـت. بنـابراين   ، آن

aكنيمميفرض  e وb eاز اين رو .o(a) o(b) 13 لذاo(a ) 1   داريم: G، در نتيجه از آبلي بودن13
o(a b) a b H H G     1 a)يا  113 b) (a ) b ee e o(a b) | o(a b)        1 13 1 13 13 1 113 1  

  

 93(سراسري   ؟نيستدوتايي ارائه شده يك گروه هاي زير همراه با عمليك از مجموعهكدام :3لمثا(  

1 (A {a | a }     همراه با عمل دوتاييab
a b*  3  2( A {z | z }  4   همراه با ضرب اعداد مختلط 1

3( A {z | | z | }    1 4  اه با ضرب اعداد مختلطهمر( A {z | | z | }  1 همراه با ضرب اعداد مختلط  

 :كنيم فرض مي  »3«گزينه  پاسخz 1 zو  1 2
1
|. واضح است كه 2 z |1 |و  1 z |2 يـك گـروه باشـد،     Aبراي اينكـه  . طبق محك زيرگروه 1

zبايد به ازاي هر  ,z A1 z، داشته باشيم 2 z A 1
1 z، اما براي 2 1 zو  1 2

1
  بينيم كه:مي 2

A  زير گروه   نيست| z z | | ( ) | | | A        2 12 1
1 2

11 1 2 2 22  

 
  

 فرض كنيد :(محك زيرگروه متناهي) 3قضيهG يك گروه وH  ي غيرتهي و متناهي اززيرمجموعهG باشد. در اين صورتH زيرگروهG  است
a,bاگر و تنها اگر به ازاي هر H داشته باشيمab G.  

aي قبل يعني محك زيرگروه، كافي اسـت نشـان دهـيم بـه ازاي هـر     طبق قضيهاثبات:  H،a H 1 ي . مجموعـهS {a ,a ,a ,...} 2 را در نظـر   3
aهايي از عضو توان Sاعضاي گيريم. چون مي H هستند، داريمS H با توجه به اين كه .H  ،متناهي استS باشد، در نتيجه اعضـاي  هم متناهي مي
S متمايز نيستند، لذا به ازاي دو عدد صحيح i  وj  داريمi ja aكنيم. فرض ميi j:بنابراين داريم ،  

iداراي معكوس است Hهر عضو  ja  1  معكوسa استi j i ja e aa e     1  

 فرض كنيد :4مثالH {x U : | x }  4 5 H. در اين صورت نشان دهيد1 U 4.  
 :پاســخ  H ي متنــاهي اســت. زيــرا اعضــايش از مجموعــه و نــاتهي متنــاهيU4 شــوند. كافيســت بــراي دو عضــوانتخــاب مــيx, y H  نشــان
xyدهيم H به ازاي هر دو عضو .x  وy داريم| x 5 |و 1 y 5 xهر تركيب خطي از 5. بنابراين1 1 وy 1      را نيز عاد مي كند. بـا توجـه بـه ايـن

xyكه xy y y y(x ) (y )        1 1 1 |گيريممي، نتيجه 1 xy 5 xy. بنابراين1 H  و طبق محك زيرگروه متناهيH U 4.  
  

  اگر :4قضيهG هايگاه اشتراك هر تعداد از زيرگروهيك گروه باشد، آنGهي از، زيرگروG باشد. مي  
  

كنيم فرض مياثبات:  i i IH هاي اي از زيرگروهخانوادهG :باشند. در اين صورت داريم  
iH G

i i i i i
i I i I i I

a,b H i; a,b H i ;a b H a b H H G


 

  
        1 1    

 :هاي ي قبل ديديم كه اشتراك هر تعداد از زيرگروهدر قضيه توجهG زيرگروهي از ،G شود اما اين امر در مورد اجتماع درست نيست، يعني اگر ميH 
Hگاهباشند، آن Gدو زيرگروه  Kو  K لزوماً زيرگروهG     نيسـت. بـه عنـوان مثـال{ , , ,...}  3 3 6  و{ , , ,...}  5 5 1   دو زيرگـروه 
3باشند، اما مي 5  زيرگروه بينيم كه نيست، زيرا مي, 3 5 3 5   اما  3 5 8 3 5 دهيم كـه تحـت   ي زير نشان مي. در قضيه

  است. G، زيرگروهي از Gهاي چه شرايطي اجتماع زيرگروه

   فرض كنيد  :5قضيهG يك گروه باشد وH,K G در اين صورت .H K زيرگروهي ازG خواهد بود اگر و تنها اگرH K ياK H.  
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Hكنيم ابتدا فرض مي اثبات: K بنابراين ،H K K G كنيم . حال فرض ميH K G دهيم  و نشان ميH K ياK H  اگر بـه .
Kو HKطور نباشد يعني برهان خلف فرض كنيم اين Hگاه عضوي چون ، آنh H   وجود دارد به طوري كـهh K    و عضـوي چـونk K 

kوجود دارد به طوري كه  Hجايي كه . اما از آنh H  وk K  داريمh,k H K  بنابراين چون .H K  زيرگروهي ازG  ،اسـتhk  هـم
Hبايد عضوي از  K  باشد، يعنيhk H  ياhk K اگر .hk Hگاه چون، آنh H 1 داريم ،h (hk) h hk k H   1 كـه تنـاقض    1

hkاست و اگر  Kگاه  با توجه به اين كه ، آنk K 1  داريم(hk)k h(kk ) h K   1 hkكه اين هم تناقض است. بنابراين   1 H K  
Hگيريم و از اين نتيجه مي K  زيرگروهG باشد.نيست كه اين تناقض با فرض مي  

 :اگر نتيجهG يك گروه وi i I{H } هـاي اي از زيرگروهخانوادهG     باشـد و بـه ازاي هـر عـددm I عـدد ،n I       موجـود باشـد بـه طـوري كـه
m nH Hگاه، آنi

i I

H G


.  

 است؟ نادرستيك از گزينه هاي زير كدام :5 مثال  
n ،n) به ازاي هر عددطبيعي 1 nA S  
Xكه Yو Xيدو مجموعه ) به ازاي2 Yي، مجموعهP(X) با عمل تفاضل متقارن زيرگروهي ازP(Y) .است  
3(H { , , } ( , )  52 4    
Hگاه باشد، آن Gي متناهي در گروه آبلي عضاي از مرتبهي اي همهمجموعه H) اگر 4 G .  
 :ي مجموعه » 3«گزينه  پاسخH ،پس طبق محك زيرگروه متناهي، متناهي استH   5در صورتي زيرگـروه        اسـت كـه جمـع هـر دو عضـو آن بـه

Hبينيم كه ا ميقرار بگيرند، ام Hدر  5ي پيمانه   
52 4 6 H، پس 1  5   هـاي ديگـر   نادرسـت اسـت. در بررسـي گزينـه    » 3«. بنـابراين گزينـه

ضرب هر دو جايگشـت زوج جايگشـتي   باشد و حاصلمي nSهاي زوج ي جايگشتمجموعهnAدانيم درست است. مي» 1«توانيم چنين بگوييم. گزينه مي
nپس طبق محك زيرگروه متناهي، َ متناهي است،nAگيرد. از طرفي قرار مي nAدر خود nAضرب هر دو عضو زوج است و اين يعني حاصل nA S .

 P(X)دهـد، پـس  ي دلخواه با عمل تفاضل متقارن تشكيل يك گروه مـي ي تواني هر مجموعهنيز درست است، قبلاً ثابت كرديم كه مجموعه» 2«ي گزينه
Yباشند و چونگروه مي P(Y)و X داريمP(Y) P(X) در نتيجه ،P(Y) زيرگروهي ازP(X) هم درست اسـت. فـرض   » 4«ي باشد. گزينهمي

ي متناهي اسـت.  از مرتبه ab1كافي است نشان دهيم  Hي متناهي هستند. براي اثبات گروه بودن باشند، پس هر دو از مرتبه Hدو عضو  bو  aكنيم مي
naموجودند به طوري كه  nو  mي متناهي هستند، اعداد صحيح از مرتبه bو  aچون  e وmb e  اي . طبـق قضـيهo(a ) o(a) 1   بنـابراين بـا ،

  آبلي است خواهيم داشت: Gتوجه به اين كه 
a b a b H H G    1  mnمتناهي است  1 mn mn n m m n m n(a b) (a ) b ((a ) ) (b ) e e e o(a b) | mn       1 1 1 1  

  

 فرض كنيد به ازاي عدد اول  :6مثالp  و عدد صحيح مثبتn داشته باشيم 
n n

a
{ | a }

p p
 است؟ نادرستهاي زير يك از گزينه، در اين صورت كدام  

1 (
np

 .به ازاي هر2  زيرگروهي از گروه جمعي اعداد گويا است (n،
n np p 
 1

   

3 (
n

n p



1

 4  تواند زيرگروهي از گروه جمعي اعداد گويا باشد.نمي (
n

p p


   

 :كنيم، داريم:را ثابت مي 2و  1هاي ا درستي گزينهابتد»  3«گزينه  پاسخ  

درست است » 1«ي گزينه
n n n n n n n n

a b a b a b
, a ,b a b ( , )

p p p p p p p p


             
      

درست است» 2«ي گزينه
np

n n n n n n n n
a ap

x a ; x
p p p p p p p p



             1 1 1 1

 
       

iي اي ثابت كرديم كه اگر به ازاي خانوادهنادرست است، زيرا در قضيه» 3«ي گزينه i I{H } هاي گروه دلخواهگروهاز زيرG  زيرگروهـي چـون ،kH G 

iموجود باشد به طوري كه به ازاي هر I،i kH Hگاه ، آنi
i I

H G


  ثابـت كـرديم بـه ازاي هـر    » 2«ي ، امـا در گزينـهn ،
n np p 
 1

  ،
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   پنجم فصل

  »هاهمريختي گروه«
:، نگاشتي چون از نوع Bو  Aدر فصل يك با مفهوم همريختي جبرها آشنا شديم. همريختي بين دو جبر  A B   است كه به ازاي هر عملn  تايي

naو  Aي روي مجموعه ,...,a A1 اشيم داشته بA B
n n(f (a ,....a )) f ( (a ),..., (a ))   1 دو گـروه باشـند،    Bو  Aهـاي  . حال اگر مجموعه1

)جبرهايي از نوع  Bو  Aگاه واضح است كه آن )  شود. در اين حالت، همريختي موجود بين تعريف مي Aهستند، بنابراين تنها يك عمل دوتايي روي  2
A  وB كنيم. در نهايت قضايايي مهم ها آشنا شده و خواص آن را بررسي ميناميم. در اين فصل، به تفصيل با مفهوم همريختي گروهها ميرا همريختي گروه

   .دهيمميموسوم به قضاياي يكريختي را ارائه 
 هاهمريختي ):1درسنامه (

  

   فرض كنيد  :1تعريف(G,.)  و(H, ) دو گروه بوده و: G H  صورت در اين ،يك تابع باشد  نـاميم،  مي همريختي (همومورفيسم)را يك
ــو    ــر دو عض ــراي ه ــاه ب ــيم  Gدر bو  aهرگ ــته باش (a.b)داش (a) (b)      ــاد ــار نم ــي ك ــراي راحت ــي  و  0. ب ــرده و م ــذف ك ــيم را ح نويس

(ab) (a) (b)   .  
  باشد.مي Hعمل تعريف شده روي (b)و (a)و عمل بين Gعمل تعريف شده روي bو  aتوجه داشته باشيد كه عمل بين 

  فرض كنيد  :1مثالH  وG دو گروه و:G H  نگاشت هماني باشد، يعني به ازاي هرx G ،H(x) e در اين صورت .    يـك همريختـي
x,yخواهد بود، زيرا به ازاي هر G داريم H H H(xy) e e e (x) (y)     .  

  

  به ازاي گروه :2مثالG ثابت، تابع: G G  يهبا ضابط(x) x  يك همريختي خواهد بود، زيرا به ازاي هرx,y G يم:دار  
(xy) xy (x) (y)      

  

  ؟باشدنميهاي زير همريختي يك از نگاشتكدام :3مثال  
1 (: ( , ) ( ,.)    ي با ضابطهx(x) e   
2  (: ( , ) ( , )     ي با ضابطه(n) n  2  
3 (: V V 4 (a)ي با ضابطه 4 (e) e     و(b) (c) a     
4 (*: G ( , )  0 ي با ضابطه(A) det A وقتي ، G GL( , ) 2هاي ي  ماتريسمجموعه 2   هاي حقيقي باشد.با درايه 2
 بينـيم كـه بـه ازاي هـر     زيرا مي»  2«گزينه   خ:پاسm,n  ،(m n) (m n) m n (m) (n)         2 2 همريختـي   ، پـس  2

,xدرست است، زيرا به ازاي هر » 1«ي نيست. گزينه y  ،x y x y(x y) e e e (x) (y)      درسـت اسـت، بـه خـاطر      نيز» 3«ي. گزينه
V4  ،aداريم كه در گروه چهارتايي كلاين  b c e  2 2 2 ،ab c  ،ac b  وbc a   

  بينيم كه:حال مي
(ae) (a) e ee (a) (e), (be) (b) a ae (b) (e), (ce) (c) a ae (c) (e)                         
(ab) (c) a ea (a) (b), (ac) (b) a ea (a) (c), (bc) (a) e aa (b) (c)                         

(AB)هم درست است زيرا » 4«ي گزينه det(AB) det Adet B (A) (B)     .  
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  فرض كنيد  :2تعريف: G H  ها باشد، در اين صورت:يك همريختي گروه  
  ناميم.مي تكريختي (مونومورفيسم)يك به يك باشد، آن را  الف) اگر
  ناميم.مي بروريختي (اپي مورفيسم)پوشا باشد، آن را  ب) اگر
Gنويسيمباشند و ميبا يكديگر يكريخت مي Hو  Gناميم. در اين صورت مي يكريختي (ايزومورفيسم)يك به يك و پوشا باشد، آن را  ج) اگر H.  

  كنيم.  ال در مثال زير، تكريختي، بروريختي و يكريختي بودن چند همريختي را بررسي ميح

  4مثال:    
يعني ثابت صفرـ همريختي 1

a e
: G H


  گيريم. به ازاي هر را در نظر ميa,b G  كهa b ،(a) (b) e    پس .  تكريختي نيست.  

يعني همانيـ همريختي 2
x x

: G G


  .يك يكريختي است  

ـ همريختي3
n n

: ( , ) ( , )


   
2

  تكريختي است ولي بروريختي نيست. زيرا اگر3 ،در برد 3 را در نظر بگيريم  قرار ندارد.   

nـ همريختي4
m m

: ( , ) ( , )


      تكريختي نيست زيرا مثلاً اگر { , , }3 1 )گاه را در نظر بگيريم، آن 2 ) ( )    1 1 4 4.  

ـ5 *

A det A
: GL( , ) ( , )


 2 Aتكريختي نيسـت زيـرا اگـر دو مـاتريس      0

 
  
 

1 3
4 Bو  2

 
  
 

2 2
8 بينـيم كـه   گـاه مـي  را در نظـر بگيـريم، آن   3

det A det B  1  در حالي كهA B.  
  

  اگر  :3تعريف: G G  هـاي گـروه  و مجموعـه تمـام خـودريختي   ناميـده   خودريختي (اتومورفيسـم) گـاه آن را  يك يكريختي باشد، آنG  را
  دهيم.نمايش مي AutGبا
  ارزي استها، يك رابطه همي دلخواه از گروهي يكريختي روي هر مجموعهرابطه :1قضيه.  

Gرا به صورت  ي رابطه Xها باشد. روي ي گروهي همهمجموعه Xكنيم فرض مياثبات:  H f : G H    G,H X; كنـيم،  تعريف مي
i، تـابع همـاني   Gعكاسي، متقارن و متعدي است. با توجه به اين كه براي هر گـروه  ان كنيم يك يكريختي است. ثابت مي fكه در آن  : G G   بـا

i(x)ي ضابطه x  يكريختي است، داريمG G پس ، .كنيم حال فرض مي انعكاسي استf : G H   يك يكريختي باشد، چـونf   دو سـويي
fاست، تابع : G H 1 دهيموجود دارد، حال نشان ميf 1         كنـيم هم يـك همريختـي اسـت، بـراي ايـن منظـور فـرض مـيa ,b H   بنـابراين بـه ،

xازاي , y G داريمf (a) x 1  وf (b) y 1:در نتيجه خواهيم داشت ،  
a f (x),b f (y) ab f (x)f (y) f (xy) f (ab) f (f (xy)) xy f (a)f (b)           1 1 1 1 يك همريختي است f 1  

Hرو  از اين Gيعني ، اي متقارن است.رابطه  
G,H,Kكنيم حال فرض مي X ،G H وH Kهايي مثل . بنابراين يكريختيf : G H وg : H K  .وجود دارندgof : G K  يـك

  شود:نتيجه مي gو  fتابع دوسويي است، همچنين از همريختي بودن 
x, y G; (gof )(xy) g(f (xy)) g(f (x)f (y)) g(f (x))g(f (y)) gof (x)gof (y)      همريختي است gof   

Gيك يكريختي است و  gofلذا  K يعني ، ي متعدي است.يك رابطه  

 :فرض كنيد نتيجهG ييك گروه باشد. در اين صورت مجموعهAutG دهد.تحت قانون تركيب توابع تشكيل يك گروه مي  
  كنيم .ها را بيان ميهاي مهمي از همريختيجا به چند قضيه اشاره كرده و در آنها ويژگيدر اين

  فرض كنيد :2قضيه: G H  :يك همريختي باشد، در اين صورت داريم  
Gالف) H(e ) e   

xب) به ازاي هر Gداريم ،(x ) ( (x))   1 1  
xج) به ازاي هر  G  وn،n n(x ) ( (x))    
xد) به ازاي هر G داريمo( (x)) | o(x)چنين اگر ، هم  گاه كريختي باشد، آنتيكo( (x)) o(x) .  

G  ريم:الف) دااثبات:  G G G G G H(e ) (e e ) (e ) (e ) (e ) e        ›me ·¼ºI¤  
H  ب) Ge (e ) (xx ) (x) (x ) (x ) ( (x))            1 1 1 1  

nكنيم كنيم. ابتدا فرض مي، اين قسمت را اثبات ميnج) با استقرار روي    درحالت .n 1 كنيم براي تساوي واضح است، فرض ميn    هـم درسـت
nباشد يعني n(x ) ( (x))   دهيم براي و نشان ميn 1 جايي كه نيز درست است. از آنn nx xx 1:داريم ،  
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n n n n n(x ) (xx ) (x) (x ) (x)( (x)) ( (x))          1 1 

nاگر   مت الف داريم گاه طبق قس، آنG H(x ) (e ) e ( (x))      .  
nاگر   گاه با استفاده از حالت ، آنn   :و قسمت ب قضيه داريم   n n n n n(x ) ( (x ) ) ( (x )) ( (x) ) ( (x))             1 1 1  

o(x)كنيمد) فرض مي n:لذا داريم ،  n n n
G G Hx e (x ) (e ) ( (x)) e o( (x)) n          

)oكريختي است و تيك  كنيم اكنون فرض مي (x)) m  ،:در اين صورت داريم  
m m m

H G G( (x)) e (x ) (e ) x e o(x) n m n m             

 :جه كنيد.كريختي بين دو گروه استفاده كنيم، به مثال زير توتتوانيم براي اثبات وجود يا عدم وجود يك ي بالا مياز قضيه توجه  
   نشان دهيد هيچ تكريختي از گروه : 5مثال( , )4 به گروه( , )1 .وجود ندارد  

:فــرض كنــيم اثبــات:  4 1    يــك همريختــي باشــد.t 4 اســت. اگــر  4 ياز مرتبــه ضــويع     تكريختــي باشــد بايــد داشــته
)oباشيم (t)) o(t)     تواند تكريختي باشد.نمي وجود ندارد. پس 4عنصري از مرتبه  1است. در 1عضوي از (t)اما ،4

  

  فرض كنيد  :6مثالG  وH دو گروه باشند به طوري كه(o(G),o(H))    وجود دارد؟  Hو  G. در اين صورت چند همريختي بين 1
1 (1  2 (o(H)(o(G))  3 (o(G)(o(H))  4 (o(G) o(H)  

 :كنيمفرض مي »  1«گزينه   پاسخ: G H  كنـد، بـه ازاي هـر   ي گـروه را عـاد مـي   ي هر عضو مرتبـه يك همريختي باشد. چون مرتبهx G 
o(x)داريم | o(G) وo( (x)) | o(H)ي فوق،. اما مطابق قضيهo( (x)) | o(x) پسo( (x)) | o(G):در نتيجه .  

)oوجود دارد Hو  Gبين  ثابت صفرتنها همريختي   (x)) | (o(G),o(H)) o( (x)) (x) e x G         1 1  
  

  فرض كنيد  :7مثالpوq  دو عدد اول متمايز باشند، تعداد همريختي ها از گروه
p2 به گروه 

q2 :91(سراسري   برابر است با(  

1 (  2 (1  3 (p  4 (q  
  
  

 :طبق مثال قبل چون   »2«گزينه   پاسخ(p ,q ) 2 2 هماني بين  تنها همريختي بنابراين ،1
p
 و  2

q
   وجود دارد. 2

  
 6ها از گروه دوري مرتبهتعداد همريختي : 8 مثال   89(سراسري   چندتاست؟ 45به گروه دوري مرتبه(  

1 (5  2 (15  3 (12  4 (16  
 :كنيم فرض مي  »2«گزينه   پاسخG  وH  دو گروه دوري باشند به طوري كـهo(G)  o(H)و 6  a. در ايـن صـورت بـه ازاي يـك    45 G 

bو H داريمG a {e,a ,...,a }  Hو 59 b {e,b,...,b }  G:. اگر 44 H   يك همريختي باشد، آنگاه چون عناصرH هـايي از  توان
b ي توانيم ضابطههستند، مي  را به صورتn(a) b  كهn   no(bايتعريـف كنـيم. طبـق قضـيه     45 ) o( (a)) | o(a)     ، بنـابراين 6

n nb (b ) e  6 o(b)، از طرفي چون6    ، داريم:45
( , ) nn

| n | | n | n n , , , , , , , , , , , , , ,        3 4 1 4545 645 6 3 4 3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 3 33 36 39 4215 15  

bهمريختي به صورت  15در نتيجه ,b ,b ,b ,b ,b ,b ,b ,b ,b ,b ,b ,b ,b e  39 36 33 3 27 24 21 18 15 12 9 6   وجود دارد. Hو  Gبين  b42و 3
 

  فرض كنيد :3قضيه: G H  :يك همريختي باشد، در اين صورت  
Kالف) اگر Gگاه ، آن (K) { k | k K}    زيرگروهي ازH .است  
Lب) اگر Hگاه، آن(L) {g G | (g) L}    1 زيرگروهي ازG .است  
Kپوشا باشد و ج) اگر Gگاه، آن(K) H.  
Lد) اگر Hگاه، آن(L) G 1 .  

ــات:  ــون  اثب ــف) چ Gال H(e ) e ــم، د Heاري (K) ــس ــر      (K)، پ ــه ازاي ه ــي ب ــت، از طرف ــاتهي اس ن   b K  a,  ــه   ك
a,bدر آن  K :داريم  
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( (a)) (b) (a ) (b) (a b) (K)         1 1 1  
(K)بنابراين طبق محك زيرگروه H .  

Gب) چون  H(e ) e   داريمGe (L) (L)، پس 1 ناتهي اسـت، همچنـين بـه ازاي هـر      1 x, y L ، داريـم  1 y L  x, ،
  م داشت:بنابراين خواهي

( (x)) (y) L (x ) (y) L (x y) L x y (L)             1 1 1 1 1  
(L)در نتيجه طبق محك زيرگروه G 1.  

(K)ج) براي اين كه ثابت كنيم  H     بايد نشان دهـيم بـه ازاي هـر ،x H   و هـرy (K) ،xyx (K) 1  چـون .y (K)   عضـوa K 
(a)موجود است به طوري كه  y   و چون  پوشا است، عضوb G   موجود است به طوري كه(b) x  جايي كه از آن. در اين صورتK G :داريم  


K

xyx (b) (a)( (b)) (b) (a) (b ) (bab ) (K) (K) G   


           1 1 1 1   

(L)كه ثابـت كنـيم   د) براي اين G 1         كـافي اسـت نشـان دهـيم بـه ازاي هـرx G وy (L) 1 ،xyx (L) 1 (y). چـون  1 L  
Lو H :داريم ،  

(xyx ) (x) (y) (x ) (x) (y)( (x)) L xyx (L) (L) G                 1 1 1 1 1 1   

 ي فوق الزامي است. براي درك بهتر مطلب به مثال زير توجه كنيد.شرط پوشا بودن در قسمت ج قضيه :1تذكر  

 اگر :9مثالG ( , ) 2 ،H S :و 3 G H  به صورت( ) e  و( ) (( )) 1 يك همريختي است امـا پوشـا    گاهتعريف شود، آن 23
)باشد، چون مثلاً براي نمي ) S (g)موجـود نيسـت كـه     2در  gعضوي چون  312 ( )  Kدهـيم . قـرار مـي  12 G  در ايـن صـورت ،K G ،
(K)اما ( ) {e,( )}  23 )بينيم كه نرمال نيست، زيرا مي S3در 23 )( )( ) ( ) (K)  112 23 12 13.  

  
  فرض كنيد :4قضيه: G H  يك همريختي باشد، در اين صورت  
  آبلي است. Hگاهبروريختي باشد، آن ي وآبل Gاگرب)   آبلي است. Gگاهتكريختي باشد، آن آبلي و Hاگرالف) 

a(الف) به ازاي هر اثبات: ,b Gداريم ،(a), (b) H   چون .H ،آبلي است(a) (b) (b) (a)    بينيم كه:، لذا مي  

G آبلي است(ab) (a) (b) (b) (a) (ba) ab ba


            
a,bكنـيم  فرض مـي (ب)  H چـون ،   پوشاسـت، اعضـايx, y G      موجودنـد بـه طـوري كـه(x) a و(y) b    از آبلـي بـودن .G   نتيجـه
xyگيريممي yx:بنابراين داريم ،  

ab (x) (y) (xy) (yx) (y) (x) ba             H آبلي است 
 توانيم بگوييم اگر ي بالا ميبا توجه به قضيه :2تذكر:G H  گاه يك يكريختي باشد، آنG    آبلي است اگر و تنهـا اگـرH     آبلـي باشـد و از ايـن

)يكي است امـا چـون    6و  S3ي ها استفاده كنيم، به طور مثال با وجود اين كه مرتبهبين گروهتوانيم براي تشخيص يكريختي حكم مي , )6   آبلـي
  وجود ندارد. 6و  S3ي قبل، هيچ يكريختي بين آبلي نيست، طبق قضيه S3است و 

  باشد؟هاي زير صحيح ميكدام يك از گزينه :10مثال  
1 (( , ) ( , )  0   2 (( , ) ( , )  0   3 (*( , ) GL( , )0 2   4 (( , ) V 4 4  

 :ريختيهم»  1«گزينه   پاسخx(x) e  يك يكريختي از( , ) به( , ) 0 بينـيم  نادرست است زيرا همان طور كه مي» 2«ي باشد. گزينهمي

qهر عضو ( , )  داراي ريشه دومq

)ه بعضي از اعضايباشد. در حالي كمي 2 , ) 0 ريشه دوم ندارند، مثلاً عضوي مانندx در( , ) 0   وجود نـدارد

xكه 2 :. اگر فرض كنيم3 ( , ) ( , )   0  گاه به ازاييك يكريختي باشد، آن( , )3 0   حتماً عضـوي چـونq ( , )     وجـود دارد بـه

(q)طوري كه  qدانيم، اما مي3 q q q q
( ( )) ( ) ( ) ( ) (q)         2 32 2 2 2 )در 3يعني ريشـه دوم ، 2 , ) 0      وجـود دارد كـه ايـن تنـاقض

هـا خاصـيت   كـه ضـرب مـاتريس   جاييگروهي آبلي است ولي از آن دانيم نادرست است، زيرا مي» 3«ي تواند يكريختي باشد. گزينهنمي باشد. پسمي
)GLجايي ندارد، جابه , )2  ناآبلي است، پس*  وGL( , )2  توانند يكريخت باشند.نمي  

 تكريختي است
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  ششم فصل 

  »هاضرب مستقيم گروهحاصل«
شود. در ادامه خواص اين نوع گـروه را بيـان كـرده و بـه     هاي ديگر ساخته ميضرب گروهپردازيم كه از حاصلدر اين فصل به معرفي يك نوع گروه جديد مي

  شد يا نه.باهاي آبلي و دوري، آبلي و دوري ميپردازيم كه آيا حاصل ضرب گروهبررسي اين موضوع مي
  

  هاضرب مستقيم خارجي گروهحاصل :درسنامه
  

  فرض كنيد  :1تعريفnG , ,G ,G2 1،n  ،شودبه صورت زير تعريف مي ضرب مستقيم خارجيحاصلگروه باشند كه لزوماً متمايز نيستند:  
n n i iG G G {(g ,g , ,g ) | g G , i n}      1 2 1 2 1   

 ه جمعي دو گرو: 1مثال2 و   را در نظر بگيريد و حاصل ضرب مستقيم آنها را بيابيد. 4
 :ضرب مستقيم داريممطابق تعريف حاصل  پاسخ  { , , , } { , } {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,( , ) ,( , ) , ( , ) ,( , )}   4 2 1 2 3 1 1 1 11 2 2 1 3 3 1           

  

  هايبراي گروه :1قضيهnG , ,G ,G2 1 خواهد بود.شود، يك گروه كه به صورت زير تعريف مي *ها با عمل  خارجي گروه، حاصل ضرب مستقيم  
n n n n n n n(g , ,g ),(g , ,g ) G G , (g , ,g ) (g , ,g ) (g g , ,g g )* * *         1 1 1 1 1 1 1       

,e)عضو هماني اين گروه به صورت ,e) و معكوس هر عضو مانندn(g , ,g )1 به صورتn(g , ,g ) 1 1
1  باشد.مي  

 گروه  :2مثال  .را در نظر بگيريد و عضو هماني و معكوس هر عضو آن را مشخص كنيد  
 :گروه  پاسخ   به صورت{(k,k ') k,k ' } باشد. عضو هماني اين گروه مي( , )  كوس هر عضو و مع(k,k )به صورت  (' k, k ')  خواهد بود.  

  

 94(سراسري   دهد؟ كدام مجموعه همراه با عمل داده شده تشكيل يك گروه مي :3 مثال(  
1 (( , )   

2 (a
a *b ,( ,*) 5  

3 ((a,b) *(c,d) (ad bc,bd),( ,*)     
4 (A {x | x }   1   وx * y x y [x y]     كه در آن[z]  جزء صحيحz  .است  
 در مجموعه » 4«گزينه : پاسخ( , ) باشد.ح نمي) صحي1باشد. بنابراين گزينه (، صفر داراي وارون ضربي نمي  

)در مجموعه , )* باشد زيرا:پذير نميشركت *عمل  x
x (y z)**  x)و     5 y) x*(x y) z**  5 25  

xبنابراين (y z) (x y) z* ** *) ناردست است.2، پس گزينه (  
)با فرض گروه بودن , )*  كنيم: اگرعضو خنثي عمل گروه و عضو وارون هر عنصر دلخواه را جستجو مي(e ,e )1   عضو خنثي گروه باشد بايد: 2

(o , ) (e ,e )  1 21  e x ye x   2 118  (x , y) (e ,e ) (x , y) (xe ye , ye ) (x , y)    1 2 2 1 2  
)اينك با فرض اينكه , )1 عنصر خنثي است به دنبال يافتن وارون( , )2   هستيم: 2

y  
1
2 z ( , )(x , y) ( , ) ( x y, y) ( , )   2 2 1 2 2 2 1   

)پس , )2   باشد.) صحيح نمي3باشد، در نتيجه گزينه (داراي عضو وارون نمي 2
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  باشد.تحت عمل مورد نظر بسته مي Aه): واضح است مجموع4بررسي گزينه (
[x y z [y z]] x y z [x y z]          x (y z) x y z [x y z] x y z [y z]* * * *          

(x y) z.* *x y z [x y z]* *   x y [x y] z [x y [x y] z]           
x  عضو هماني است زيرا: oدهد. عددتيجه ميرا ن *پذيري عملمحاسبات بالا شركت x [x ] x [x] x*           

xهمچنين هر عضو A { }   داراي معكوسي به شكلx ( x)  1 xبينيم طوركه ميباشد، چون همانمي 1 ( x) x ( x) [x x]*        1 1 1  .
  ) گزينه مورد نظر است.4( بنابراين گزينه

 

 است؟ نادرستهاي زير يك از گزينهكدام :4مثال  
G) اگر 1 Gگاه باشند، آن Hو  Gهاي به ترتيب زيرگروه 'Hو  ' H   زيرگروهG H باشد.مي  
Gهر زيرگروه ) 2 H  به صورتG ' H ' باشد كه ميH' H  وG ' G.  
nGگروه متناهي  n) براي 3 ,...,G ,G2 nداريم 1 no(G G ) o(G ) o(G )    1 1   
nGگروه nبراي  )4 ,...,G ,G2 nداريم  1 nZ(G G ) Z(G ) Z(G )    1 1   

 :گروه »  2«گزينه   پاسخ{ , }2 1   فقط داراي دو زيرگروه بديهي  و2 باشد، اما گروهمي {( , ),( , ) ,( , ) ,( , )} 2 2 1 1 11       علاوه
هاي هيرگروبر ز  ، 2  ،2   و2 2   زيرگروه ديگري دارد كه اين زيرگروه( , ) {( , ) ,( , )}11 11  باشد. پس ممكن است مي

Gگروه  H هايي به فرم علاوه بر زيرگروهG ' H '  كهH' H  وG ' Gنادرست است.» 2«ي هاي ديگري هم داشته باشد. لذا گزينه، زيرگروه  
Heگاهباشد، آن Gو  Hبه ترتيب عضو هماني  Geو  Heاگر درست است.» 1«ي گزينه H وGe Gبنابراين داريم ،G H(e ,e ) G H    لـذا ،

G H  باشد. از طرفي به ازاي هرداراي عضو هماني مي(g ,h ),(g ,h ) G H  1 1 2   داريم: 2
g ,g G g g G

(g ,h )(g ,h ) (g ,h )(g ,h ) (g g ,h h ) G H
h ,h H h h H


    



   
     

   

1
1 2 1 2 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 21
1 2 1 2

  

Gدر نتيجه  H  زيرگروهي ازG H بـه اسـتقرا روي  هم درسـت اسـت.    3ي گزينهباشد. ميn    كنـيم كنـيم. فـرض مـي   حكـم را ثابـت مـيn  2 ،
o(G ) m1 o(Gو 1 ) m2 ــم 2 o(G، داري G ) m m o(G )o(G )  1 2 1 2 1 ــي 2 ــرض م ــال ف ــه ازاي . ح ــيم ب nكن k   ،ــد ــرار باش ــم برق حك

kيعني ko(G G ) o(G ) o(G )  1 1 براي ،n k 1 :خواهيم داشت   
  k k k k k ko(G G G ) o(G G )o(G ) o(G ) o(G )o(G )        1 1 1 1 1 1    

  داريم:نيز درست است. » 4«ي گزينه
n n n n n n n(x , ,x )(y , , y ) (y , , y )(x , , x ), (y ,...y ) G (x y , ,x y )    1 1 1 1 1 1 1    n(x , ,x ) Z(G) 1   

n n(x , ,x ) Z(G ) Z(G )  1 1 n n n n n n n n(y x , , y x ) x y y x , ,x y y x x Z(G ), ,x Z(G )      1 1 1 1 1 1 1 1    

  
 اگر  :5 مثال  يك ترانهش در گروه متقارنnS  وn  گاه ، فرض شود، آن2

nSC ( ) 92(دكتري   با كدام گروه زير يكريخت است؟(  
1 (nS 2  2 (nS 1  3 (nS 2 2�  4 (nS 2 1�  
 كنيم كه:يادآوري مي »3«نه گزي: پاسخ 

يعني  nSدر  ي مركز ساز گاه مرتبهباشد، آن nSدر گروه  mدوري به طول  اگر 
nSC ( )  برابر باm(n m)! .است  

است، داريم 2با توجه به مطلب فوق و اين كه هر ترانهش يك دور به طول 
nS| C ( ) | (n )!  2 2 .  

nSهاي داده شده فقط ها، از بين گروهاما در گزينه 2 2  است كه(n )!2 ) 3تواند جواب باشد. پس گزينـه ( يعضو دارد. بنابراين تنها اين گزينه م 2
  باشد.پاسخ مورد نظر سوال مي

  

  
 است؟ نادرستهاي زير يك از گزينهكدام :6مثال  

Gداريم  Gو  H) به ازاي هر دو گروه 1 H H G    
G)داريم Gو  H ،K) به ازاي هر سه گروه 2 H) K G (H K)       
Gداشته باشيم Hو G ،G ،Hهاي ) اگر به ازاي گروه3 G وH Hگاه ، آنG H G H     
Gداشته باشيم H و G ،G ،Hهاي ) اگر به ازاي گروه4 H G H   گاه، آنG G وH H  
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 :نگاشت باشد.درست مي» 1«ي دهيم. گزينهرا نشان مي» 3«و » 2«و » 1«هاي ابتدا درستي گزينه»  4«گزينه   پاسخ: G H H G      را بـا
,x)يهضابط y) (y,x)  گيريم. به ازاي هردر نظر مي(x, y),(x , y ) G H    :داريم  

 يك تابع يك به يك است(x, y) (x , y ) x x , y y (y,x) (y ,x ) (x, y) (y, x)                 
 پوشا است(G H) { (x, y) | x G, y H} {(y,x) | y H,x G} H G             

 يك همريختي است((x, y)(x , y )) (xx , yy ) (yy ,xx ) (y,x)(y ,x ) (x, y) (x , y )                   
Gيك يكريختي خواهد بود، پس در نتيجه H H G   .  

:باشد. نگاشت نيز درست مي» 2«ي گزينه G (H K) (G H) K      ي را با ضابطه(g,(h,k)) ((g,h),k)  گيريم. در نظر مي   يـك
g)همريختي است، زيرا به ازاي هر  ,(h ,k )),(g ,(h ,k )) G (H K)  1 1 1 2 2   داريم:2

((g ,(h ,k )).(g ,(h ,k ))) (g g ,(h ,k )(h ,k )) (g g ,(h h ,k k )) ((g g ,h h ),k k )

((g ,h )(g ,h ), k k ) ((g ,h ),k )((g ,h ),k )) (g ,(h ,k )) (g ,(h ,k ))

    

    
1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

 

g)يك به يك است، زيرا به ازاي هر  چنين هم ,(h ,k )),(g ,(h ,k )) G (H K)  2 2 2 1 1   داريم:1
(g ,(h ,k )) (g ,(h ,k )) ((g ,h ),k ) ((g ,h ),k ) (g ,h ) (g ,h ),k k g g ,h h ,k k

(g ,(h ,k )) (g ,(h ,k ))

           

 
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2
 

(k,(g,h))از طرفي  اگر  (G H) K  گاه ، آنg G ،h H وk K پس عضو ،(g,(h,k)) G (H K)      موجود است به طـوري كـه
((g,h),k) (g,(h,k))  و اين يعني ،  پوشا است، بدين ترتيبG (H K) (G H) K    .  

:درست است. نگاشت» 3«ي گزينه G H G H     را به ازاي هر(a,b) G H يه، با ضابط(a,b) (f (a),g(b))  گيريم بـه  در نظر مي
fطوري كه : G G وg : H H  دو يكريختي باشند. چونf  وg  ،دوسويي است دهـيم باشد. حال نشان مـي هم يك تابع دوسويي مي   يـك

a,aدو همريختي است، به ازاي هر gو  fكه جاييهمريختي است. از آن G وb,b H :داريم  
((a,b)(a ,b )) (aa ,bb ) (f (aa ),g(bb )) (f (a)f (a ),g(b)g(b )) (f (a),g(b))(f (a ),g(b )) (a,b) (a ,b )                     

Gباشد، به طـور مثـال اگـر    ) نادرست مي4ي (يك يكريختي است. گزينه در نتيجه  2 ،G '  2 2  ،H  6 وH'  3چـون  گـاه  ، آن
( , )  2 3 11   پس2 3  داريـم  نـد مرتبـه يكريخت هـاي دوري هـم  گروهجايي كه بنابراين از آنباشد، مي 6ي گروهي دوري از مرتبه 

 6 2 3   ــه ــق گزينـــ ــي طبـــ ، 2ي . از طرفـــ         2 2 3 2 2 3 2 6        ــي ــس مـــ ــي  . پـــ ــوانيم يكريختـــ تـــ
 :    2 6 2 2 3      را تعريف كنيم. توجه داشته باشيد كه(( , )) (( , ) , ) 1 1   و(( , )) (( , ) , ) 1 1 1 بينيـد  چـه مـي  . اما چنان

2  با2 2   6و  3با يكسان نيستند. هاييكريخت نيست، چون از مرتبه  

  
 فرض كنيد :2قضيهnG G G  1 در اين صورت .G آبلي است اگر و تنها اگر به ازاي هرi n 1،iG .آبلي باشد  

iبــه ازاي  iyو  ixآبلــي باشــد. اگــر   Gكنــيمابتــدا فــرض مــي   اثبــات: n 1دو عضــو از ،iG گــاهباشــند، آنi(e, ,e,x ,e, ,e)  
,i(eو ,e, y ,e, ,e)  دو عضوG باشند. بنابراين چونميG :آبلي است، داريم  

i i i i i i(e, ,e,x y ,e, ,e) (e, ,e,x ,e, ,e)(e, ,e, y ,e, ,e) (e, ,e, y ,e, ,e)(e, ,e,x ,e, ,e)            
i i(e, ,e, y x ,e, ,e)    

iدر نتيجه i i ix y y xيعني به ازاي هر ،i n 1 ،iG .آبلي است  
iكنـيم بـه ازاي  به عكس فرض مـي  n 1،iG      هـا آبلـي باشـند، در ايـن صـورت اگـرn(x , , x )1   وn(y , , y )1   دو عضـو ازG  گـاه  باشـند، آن  

  خواهيم داشت:
G  آبلي استn n n n n n n n(x , , x )(y , , y ) (x y , , x y ) (y x , , y x ) (y , , y )(x , , x )   1 1 1 1 1 1 1 1       

  با توجه به اين كه گروه  :7مثالQ8 ي فوق، گروه آبلي نيست، طبق قضيهQ V 8 3   تواند آبلي باشد.نمي 4
  

 اگر :8 مثال D8 هاي مربع و گروه تقارنQ8 هاي هشت عضوي باشند در اين صورت در كدام گزينه مشتق گروه با بقيه فرق دارد؟ گروه كواترنيون  
  )94(سراسري 

1 (Q4 8  2 (Q3 8  3 (S4 3  4 (D12 8  
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 :ابتدا لازم به ذكر است از آنجا كه گروهاي » 3«گزينه پاسخn ها گروه بديهيآبلي هستند، همواره مشتق آن{e} باشـد. از طرفـي بنـابر قضـيه     مي
Qهاييد مرتبه گروه را عاد كند. بنابراين مشتق گروهلاگرانژ مرتبه گروه مشتق با 4 8،D 3 Dو 8 12 {e}بـه ترتيـب برابرنـد بـا     8 (Q ) 8 ،

{e} (D ) {e}و 8 (D ) Sزوج هستند اما مشتق ، كه همگي از مرتبه 8 4 {e}برابر است با 3 A ) 3باشد. بنابراين گزينـه ( كه از مرتبه فرد مي 3
  باشد.صحيح مي

 

 كدام گزينه در مورد گروه  :9مثال S4   )93(سراسري   صحيح است؟ 3
  زيرگروه آبلي دارد. 3اين گروه دقيقاً  )2  وه ناآبلي دارد.زيرگر 3) اين گروه حداقل 1
  هاي نرمال آن آبلي است.تمام زيرگروه )4  هاي آن نرمال است.تمام زيرگروه )3
 :دانيم گروه مي  »1«گزينه  پاسخS3  زيرگروه بـه صـورت    6دارايe  ،( ) 12 ،( ) 13 ،( ) 23 ،( ) 123 ،( ) 123  وS3 

داراي سه زيرگروه  4 همچنيني و آبلي هستند. اش دورهاي سرهگروهي ناآبلي است، همة زيرگروه S3است كه با وجود اينكه   ، 2  و4 
S4هايش هم آبلي هستند. آبلي است، همة زيرگروه 4است كه چون   4هاي در زيرگروه S3هاي زيرگروه دارد كه از ضرب زيرگروه 18حداقل  3
S4آيند. اما به دست مي )هاي ديگري هم دارد، مثلاً زيرگروه زيرگروه 3 , ( )) 2 و  S3هـاي  وه توليـد شـده توسـط زيرگـروه    زيرگـر  18. از بين 12

4 به غير از ،e S  3 ،S  S4و  32 شود. امـا  رد مي 2نه گزيزيرگروه آبلي دارد، بنابراين  3، همگي آبلي هستند، پس اين گروه بيش از 3
به دست بيايند، ناآبلي است،  S3در اعضاي  4از ضرب اعضاي  كه شوند، هر زيرگروه غيردوري ديگريناآبلي است و اعضايش با هم جابجا نمي S3چون 

)نادرست است، زيرا مثلاً براي زيرگروه  3گزينه باشد. درست مي 1ناآبلي دارد. پس گزينه زيرگروه  3پس اين گروه بيش از  )   2 بينيم كه مي 12
)به ازاي عضو  , ( )) S 4 31   داريم: ،13

( , ( ))( ,( ))( , ( )) ( , ( ))( ,( ))( ,( )) ( , ( )) ( )        11 13 12 1 13 1 13 12 3 13 23 2 12  
)پس  )   2 Sدرست است. مـثلاً  هم نا )4گزينه (نرمال نيست.  12  S4زيرگـروه نرمـال    3 3     اسـت، ولـي چـونS3    ،نـاآبلي اسـت
Sپس    هم ناآبلي خواهد بود. 3

 
nGاكنون قصد داريم به بررسي اين موضوع بپردازيم كه آيا دوري بودن G 1  با دوري بودنiGهاي زير توجه كنيد.باشد يا نه. به مثالها مرتبط مي  

  گروه  :10مثال{(g ,g ) | g ,g }  1 2 1 2   دانيم كهميگيريم. را در نظر مي  و 1گروهي دوري با مولدهاي1  است امـا( , )1 )و 1 , ) 1 1 
مولدهاي  بينيم عدد صحيحي چوننيستند، زيرا همان طور كه ميk موجود نيست به طوري كه( , ) k( , )1 1 )يا 1 , ) k( , )  1 1 ، در كل هيچ 1
عضوي در  شود كهيافت نمي( , )يا 1( , را توليد كند، پس 1(  .دوري نيست  

  

  فرض كنيد :11مثالG G ( , )  1 2  ، در اين صورت2     {( , ),( , ),( , ),( , )} 2 2 1 1 1 بينيم كهمي. 1 o( ) 2 2 ي هـر  ، اما مرتبه4
  باشد:مي 2عضو غيرهماني آن         ( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( , )     1 1 1 1 1 1 1 1  

بنابراين 2   دوري نيست. 2
  

  فرض كنيـد  :12مثالG ( , ) 1 Gو 2 ( , ) 2  در ايـن صـورت داريـم   ، 3    {( , ),( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )} 2 3 1 2 1 1 1 1 2  .  مشـاهده
شود كهمي o(( , )) o( )  2 31 1 ، پس6 2   باشد.گروهي دوري مي 3

  
  شود.ها بيان ميضرب مستقيم گروهباشد، در قضاياي زير شرط دوري بودن حاصل هاي دوري لزوماً دوري نميهاي بالا ديديم، حاصل ضرب گروهچنانكه در مثالهم

 فرض كنيد :3قضيهnG G G  1 در اين صورت ،  
iالــف) اگــر بــه ازاي هــر n 1 داشــته باشــيمi ig G بــه طــوري كــهi io(g ) nگــاه، آنno(g , ,g )1 ــا كــوچكترين مضــرب برابــر ا ســت ب

io(gمشترك n ها يعني( no((g , ,g )) [o(g ), ,o(g )]1 1 .  
iگاه به ازاي هردوري باشد، آن Gب) اگر  n 1 ،iG  .دوري خواهد بود  

iج) اگر به ازاي هر n 1،iG گاهگروهي دوري باشد، آنG دوري است اگر و تنها اگر به ازاي هرi j ،io(G jo(Gو (   نسبت به هم اول باشند.  (
ــف)  ــات: الــ ــت     اثبــ ــحيح مثبــ ــدد صــ ــر عــ ــه ازاي هــ ــمmبــ ، داريــ

n

m m m m
n(g ,g ,...,g ) (g ,g ,...,g )

1 21 ــر  2 ــي اگــ . از طرفــ

nn

m m m m
n G G G(g ,g ,...,g ) (g ,g ,...,g ) (e ,e ,...,e )  1 21 21 o(gگـــاه آن ،2 ) m1 ،o(g ) m2 ،.. ،no(g ) m ــابراين كـــوچكترين  m، بنـ

i ،io(gزاي هر عددي است كه به ا ) m  يعني n no(g ,g ,...,g ) o(g ),o(g ),...,o(g )1 2 1 2.  
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  هفتم فصل 

 »هاحلقه«
   

)ها جبرهايي از نوعنيازها با مفهوم جبر و نوع آن آشنا شديم، همچنين در فصول گروهمقدمات و پيش در فصل ) را معرفي كرديم و بـه بررسـي خـواص     2
)ها پرداختيم، همانندآن , ) ،( , ) و( , )هاي آتي به مطالعه جبرهايي از نوع . در فصل( , ) 2 پـردازيم كـه از اهميـت بسـياري برخـوردار      مي2

تعريفي اشاره خواهيم كرد كـه  پردازيم. در ابتدا به ها ميها و خصوصيات اساسي حلقهشويم و به مطالعه مثالهستند. در فصل حاضر با مفهوم حلقه آشنا مي
    براي تعريف حلقه لازم است.

 و مثال هاي مهم هاحلقهتعريف   ):1درسنامه (       

  
 فرض كنيد  :1تعريف(S, , )*  يك دستگاه جامع جبري باشد. عمل  ناميم، هرگـاه بـه ازاي هـر   ير (پخشي) ميپذتوزيع *را نسبت بهa,b,c S   داشـته

  باشيم:
a  پذيري از چپ)(توزيع (b c) (a b) (a c)* *    
b)  پذيري از راست)(توزيع c) a (b a) (c a)**     

  پ يكسان خواهد بود.پذيري از راست و چگاه توزيعجايي باشد، آنجابه اگر عمل

 فرض كنيد : 1مثال و روي  به صورتa b ab و  2
a b

a b


   پذير است.از چپ توزيع نسبت به  تعريف شده باشد. نشان دهيد 2

 :كنيم فرض مي  پاسخa,b,c كنيم:عناصر دلخواه باشند. حال روابط زير را بررسي مي  
b c

a (b c) a ( ) a(b c) ab ac*
a (b c) (a b) (a c)* *ab ac

(a b) (a c) ( ab) ( ac) ab ac* *

           


2
2 22 2 2

 
  

 
  

  پذير است.وزيعاز چپ ت *نسبت به  و اين يعني

  
هاي رويم و به مطالعه مثالپذيري آشنا شديم، با استفاده از اين تعريف به سراغ بيان تعريف حلقه ميگونه كه وعده داده بوديم، حال كه با مفهوم توزيعهمان

  پردازيم.ها ميمربوط به حلقه
 فرض كنيد :2تعريفR شـود، باشـد. در ايـن صـورت     راه با دو عمل دوتايي كه معمولاً اعمال جمع و ضرب در نظـر گرفتـه مـي   يك مجموعه ناتهي هم

,R)دستگاه جامع جبري , )   ناميم، هرگاه:را يك حلقه مي 0
1((R, ) يك گروه آبلي باشد؛  
2((R,   گروه باشد؛يك نيم 0(
  پذير باشد. يعني:) ضرب نسبت به جمع توزيع3

a,b,cپذيري از چپ)   (توزيع R; a (b c) a b a c         
b)پذيري از راست)  (توزيع c) a b a c a                                     

)ها، همان جبرهايي از نوع پس توجه داشته باشيد كه حلقه , ) 2 شود و معمولاً اعمال جمع و ضـرب را  ند كه در آن دو عمل دوتايي تعريف ميهست 2
)هاي جامع جبريگيريم. به عنوان مثال، هر يك از دستگاهدر نظر مي , , ) 0 ،( , , ) 0 ،( , , ) 0 و( , , ) 0 معمـولي تشـكيل    با جمع و ضرب

  دهند.يك حلقه مي
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 فرض كنيد: 2مثال(R, , )   باشد.نمي Rهاي زير از اصول حلقهيك از گزينهيك حلقه باشد، كدام 0
1 ((R, ) 2  باشد.يك گروه آبلي مي ((R,   باشد.آبلي مي يك گروه 0(
3 ((R,   باشد.پذير مي) ضرب نسبت به جمع توزيع4  باشد.گروه مييك نيم 0(
 :از اصول يك حلقـه نيسـت، توجـه داشـته     2) با توجه به تعريف حلقه از اصول حلقه هستند. اما گزينه (4) و (3)، (1هاي (گزينه»  2«گزينه   پاسخ (

,R)قه،باشيد در يك حل ,R)گروه و بايد يك نيم 0( ) .يك گروه آبلي باشد  

  

 از اين به بعد هرگاه هيچ ابهامي وجود نداشته باشد، حلقه :1تذكر(R, , )   .دهيمنمايش مي Rرا فقط با 0
,R)ديديم بايد  Rدر تعريف حلقه  ) ها آموختيم، اگر يك گروه آبلي باشد. از طرفي در فصل گروه(R, ) گاه گروه يك گروه آبلي باشد، آنR  داراي

هـايي  در مفهوم حلقه چـه نـام   Rكنيم عضو خنثي و عضو قرينه گروه ون) است. در تعريف بعدي بيان ميعضو خنثي (هماني) و عضو قرينه (معكوس يا وار
  خواهند داشت.

 الف) عضو خنثي عمل   :3تعريف» « ناميم و با مي صفر حلقهرا» «دهيمنشان مي.  
  دهيم.نشان مي» a1«يا » a«شود و با ناميده مي aقرينه ، »«از حلقه نسبت به عمل  aب) وارون هر عضو

 ناميم.ميپذير) جايي (تعويضجابه جايي باشد، حلقه راالف) اگر عمل ضرب حلقه جابه  :4تعريف  
 حلقـه يكـدار  دهـيم، در چنـين حـالتي حلقـه را     نمايش مـي » 1«ناميم و آن را با مي ي حلقهيكهب) اگر عمل ضرب حلقه داراي عضو خنثي باشد، اين عضو را 

)جبري هاي جامعبه عنوان مثال، هر يك از دستگاهناميم. مي , , ) 0 ،( , , ) )و 0 , , ) جـايي يكـدار   با اعمال جمع و ضرب معمولي تشكيل حلقـه جابـه    0
  دهند.مي

  دهيم.مي نمايش U(R)را با  Rي هاي حلقهي يكالناميم و مجموعهمييكال پذير را ي يكدار هر عضو وارونج) در يك حلقه
 :فرض كنيد كدار نيست. به عنوان مثال، هر حلقه، الزاماً ي توجهe  ،مجموعه اعداد صحيح زوج باشدe( , , ) 0 دهـد.  جايي ميتشكيل يك حلقه جابه
)eباشد. بنابرايننسبت به عمل ضرب داراي عضو خنثي نمي eاما , , )   غير يكدار است. 0
 هاي (حلقه زيرمجموعه: 3مثالX فرض كنيـد (X   مجموعـه نـاتهي وP(X)  هـاي ي همـه زيرمجموعـه  مجموعـهX    هـا  باشـد. در فصـل گـروه
,P(X))ديديم )  در آنيك گروه آبلي است كهB C (B C) (C B)   از طرف ديگر .(P(X),  Xجايي بـا عضـو خنثـي   گروه جابهيك نيم (

  پذير است. لذا داريم:توزيع نسبت به دهيمباشد. حال نشان ميمي
            A (B C) A [(B C) (C B)] [(A (B C)] [(A (C B)] [(A B) (A C)] [(A C) (A B)] (A B) (A C)           

,(P(X)بنابراين , ) هاي دهد، اين حلقه را حلقه زيرمجموعهجايي يكدار ميتشكيل يك حلقه جابهX ناميم.مي  

  
 حلقه اعداد صحيح همنهشت با ( :4مثالnها با گروه آبلي) در مباحث گروهn( , )  هـاي همنهشـتي   كنـيم ضـرب رده  آشنا شديم. يادآوري مـي
  شود:به صورت زير تعريف مي nروي

n[a],[b] ; [a] [b] [ab]     
[a]  جايي است. زيرا: اين ضرب جابه [b] [ab] [ba] [b] [a]      

  شود:هاي همنهشتي نيز به صورت زير تعريف ميهمچنين جمع روي رده
n[a],[b] ; [a] [b] [a b]      

)nنشان دهيد , , )    جايي يكدار است.يك حلقه جابه 0
 :دهيمابتدا نشان مي پاسخn( , ) كنـيم  پـذير اسـت. فـرض مـي    نسبت به عمل ضرب شركت nگروه است. يعني كافي است نشان دهيميك نيم 0

n[a],[b],[c]آوريم:هاي زير را به دست ميو تساوي  
[a].([b].[c]) [a].[bc] [abc]

[a].([b].[c]) ([a].[b]).[c]
([a].[b]).[c] [ab].[c] [abc]

  
   

  

)nدر نتيجه  , ) پـردازيم. بـراي بررسـي ايـن خصوصـيت فـرض       پذيري ضرب نسـبت بـه جمـع مـي    گروه است. در ادامه به بررسي خصوصيت توزيعنيم 0
  دهيم:هاي همنهشتي انجام مير را با توجه به جمع و ضرب ردهو عمليات زيn[a],[b],[c]كنيممي

[a].([b] [c]) [a].[b c] [a(b c)] [ab ac] [ab] [ac] [a][b] [a][c]          
 

  

با توجه به ضرب 
هاي همنهشتيرده

با توجه به جمع 
منهشتيهاي هرده
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[b]).[a]بنابراين [c]) [a].[b] [a].[c]   باشد. با انجـام عمليـات مشـابه    پذيري ضرب نسبت به جمع از چپ ميدهنده توزيعو اين تساوي نشان
  پذيري ضرب نسبت به جمع از چپ و راست نيز برقرار هستند.رار است. بنابراين خصوصيت توزيعپذيري از راست نيز برقتوان نشان داد توزيعمي

]همچنين n[a]  ي عمل ضرب است. زيرا:عضو يكه 1[ ; [a] [ ] [a ] [a]     1 1  
)nجبري جامع ، دستگاهnبنابراين به ازاي هر عدد صحيح مثبت , , ) 0 حلقه اعداد صحيح همنهشت جايي يكدار است. اين حلقـه را،  يك حلقه جابه

  ناميم.مي nبا 
  

 ها حلقه اعـداد صـحيح همنهشـت بـا     در بعضي از كتاب :2تذكرn        كـه در مثـال قبـل تعريـف شـد، بـه صـورت ،n( , , )     كـه در آن بـه ازاي
naهر b ab ; a,b    وa b a b   ،شود.نشان داده مي  

 فرض كنيدهاي يك گروه آبلي) ريختي(حلقه درون :5مثال(G, )  يك گروه آبلي وHomG هاي گروه آبلـي  ريختيي دروني همهمجموعهG   بـا
  كنيم:را به صورت زير تعريف مي عمل HomG. روي گروه با عضو خنثي باشدعمل تركيب توابع يك نيم

f ,g HomG , x G ; (f g)(x) f (x) g(x)        
fg(x)كه برابر است با fو  gو تركيب توابع  f (g(x))  را فقط باfg گيريم. پس توجه داريـم در  دهيم و ضرب در نظر مينشان ميHomG    عمـل ضـرب
,HomG)شود. ثابت كنيدنشان داده مي fgبع است كه با همان تركيب توا , )   يك حلقه يكدار است. 0

 :كنـيم در ابتدا ثابـت مـي    پاسخf g,fg HomG   يعنـي .HomG           نسـبت بـه جمـع و ضـرب بسـته اسـت. بـه ازاي هـرf ,g HomG  و
x, y G :داريم  

(f g)(x y) f (x y) g(x y) [f (x) f (y)] [g(x) g(y)] [f (x) g(x)] [f (y) g(y)]              
(f g)(x) (f g)(y) f g HomG        

(fg)(x y) f[g(x y)] f[g(x) g(y)] f (g(x)) f (g(y)) fg(x) fg(y) fg HomG            

,HomG)دهيمدر گام بعدي نشان مي ) دهيم.يك گروه آبلي است. براي رسيدن به اين هدف به ترتيب مراحل زير را انجام مي  
,HomG)دهيم) نشان مي1 )گروه است. پس فرض كنيد يك نيمf ,g,h HomG  وx G:لذا داريم .  

[(f g) h](x) (f g)(x) h(x) [f (x) g(x)] h(x) f (x) [g(x) h(x)] f (x) [(g h)(x)] [f (g h)](x)                
f)بنابراين  g) h f (g h)    .  

  را به صورت زير تعريف كنيم: wم همريختي توانيباشد، مي Gعضو خنثي ) اگر2
w : G G

w HomG
w(x) x G


     

  

fحال به ازاي هر  HomG وx G توانيم حاصلميf w :را بررسي كنيم، لذا داريم  
w  عضو خنثيHomG است(f w)(x) f (x) w(x) f (x) f (x) f w f           

f) به ازاي هر3 HomG همريختي ،»f «كنيم:را به صورت زير تعريف مي  
f : G G

( f )(x) f (x) x G

 
     

  

»f «هاي آبلي است. زيرا:يك همريختي گروه  
x, y G; ( f )(x y) f (x y) [f (x) f (y)] f (x) [ f (y)] ( f )(x) ( f )(y)                   

xاست. پس به ازاي هر  fعضو قرينه (وارون) » –f« دهيم، نشان مي»–f« از تعريف همريختي بعد G  حاصلf ( f )  كنيم، لذا داريم: را بررسي مي  
»f « (وارون) قرينهf است[f ( f )](x) f (x) [ f (x)] w(x)         

,HomG)كنيمام آخر ثابت مي) در گ4 ) جايي است. فرض كنيد جابهf ,g HomG:بنابراين .  
x G; (f g)(x) f (x) g(x) g(x) f (x) (g f )(x) f g g f              

,HomG)رسيم كه به اين نتيجه مي 4تا  1با انجام مراحل  ) دهـيم ييك گروه آبلي است. در مرحله دوم اثبات، نشان م(HomG, گـروه  يـك نـيم   0(
fاست. فرض كنيد ,g HomG  وx G:به طوري كه ،  

[(fg)h](x) (fg)[h(x)] f (g[h(x)])
(fg)h f (gh)

[f (gh)](x) f[(gh)(x)] f (g[h(x)])

  
   

  

G يك گروه آبلي  
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  هشتمفصل 

 »هاآلها و ايدهزيرحلقه«
  

هـا بـا مفهـوم    هـا، زيرحلقـه را تعريـف نمـود. در نظريـه گـروه      توان براي حلقهها همانند ديگر ساختارهاي جبري، داراي زيرساختار است. در واقع مينظريه حلقه
شـويم و خـواهيم ديـد    آل آشـنا مـي  ها با مفهـوم ايـده  است. در حلقه هاروهگ در نظريههاي نرمال آشنا شديم و ديديم اين مفهوم داراي چه نقش اساسي زيرگروه

  ها چه نقش اساسي و مهمي خواهند داشت.ها حائز اهميت هستند، براي حلقههاي نرمال كه در نظريه گروهها همانند زيرگروهآلايده

 هاحلقهزير ):1درسنامه (  

 فرض كنيد  :1تعريف(R, , ) ، تشكيل يك Rهمراه با عمل جمع و ضرب حلقه Sيباشد. اگر زيرمجموعه Rاي ناتهي اززيرمجموعه Sيك حلقه و 0
,S)حلقه بدهد، در اين صورت , ) ,R)از ايزيرحلقهرا  0 , ) Sناميم و آن را بامي 0 R دهيم.نمايش مي  

 توجه كنيد كه  :1 تذكرS پذيري جمع نسبت به ضرب را ازپذيري ضرب و توزيعبه طور طبيعي شركتR   ـبـه ارث مـي  رد، لـذا بـراي نشـان دادن    ب
  كافي است به محك زير توجه كنيم. Rاز حلقه Sزيرحلقه بودن مجموعه ناتهي

 فرض كنيد: )محك زيرحلقه( 1قضيهR يك حلقه وS زيرمجموعه ناتهي ازR .باشدS زيرحلقهR است اگر و تنها اگر:  
a,bـ به ازاي هر1 S ،a b S ؛ يعني(S, ) زيرگروه(R, ) شد.با  
a,bـ به ازاي هر2 S ،ab S؛ يعني(S,   يك دستگاه جامع جبري باشد. 0(

}هر حلقه به طور طبيعي داراي دو زيرحلقه است. } و ديگري خودRناميم.حلقه مي زيرحلقه بديهيا را ه، اين زيرحلقه    
)حلقــه , , ) n)دهــيماينــك بــا اســتفاده از محــك زيرحلقــه نشــان مــي      را در نظــر بگيريــد.   0 , , ) 0  زيرحلقــه( , , ) 0دانــيممــي.  اســت 

n { , n , n , }   2  حال فرض كنيد .a,b n بنابراين عناصر .m,m  موجود هستند به طوري كـهa m  وb m     بـا توجـه بـه .
aمحك زيرحلقه كافي است نشان دهيم b n   وab n :بنابراين داريم .  

(n , )

a b m m (m m ) n
(n , , )

ab (m )(m ) (mm ) n
   


   

        
    

0  

)eمدهيمينشان  در ادامه  , , ) 0  اي اززيرحلقهنيز( , , ) 0  .است  
eدانيممي { , , , , , , } { k | k }    4 2 2 4 2     حال فرض كنيد .ea,bلذا عناصر .k ,k تند به طوري كه موجود هسa k 2 
bو  k   نويسيم:به صورت زير مي e. براي نشان دادن زيرحلقه بودن2

e( , , ) 0 اي اززيرحلقه( , , ) 0 استe

e

a b k k (k k )

ab ( k)( k ) ( kk )

       
    

2 2 2
2 2 2 2




 

  ؟جايي استجايي، جابهحلقه جابه ي يكاست اين سؤال به وجود آيد كه آيا زيرحلقه ممكن
a,bگـاه بـه ازاي هـر    جـايي باشـد، آن  حلقـه جابـه   Rباشـد. اگـر    Rاي از زيرحلقـه  Sيك حلقـه و   Rكنيمفرض مي  براي پاسخ به اين سؤال R 

abداريم baترتيب به ازاي هر . بدينa,b S شود،نتيجه مي ab ba بنابراين .Sعني پاسخ سؤال مـا مثبـت اسـت. در    جايي است و اين ينيز جابه
  هاي اين مبحث را مطالعه خواهيم كرد.ادامه يكي از مهمترين مثال

)زيرحلقه يك گروه دوري , , )    است 0
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 نشان دهيد : 1مثالm اي از حلقه زيرحلقهn  است اگر و تنها اگرn m.  
 :كنيمميابتدا فرض   پاسخm اي از حلقه زيرحلقهn  باشد. بنابراينm n  حال فرض كنيد .m m  كـه  . با توجه به ايـن   حلقـه

mشود يكدار است، نتيجه مي m. mشود . با توجه به تعريف زيرحلقه، نتيجه مي1 n  لذا عدد صحيح مثبت .x     موجود است بـه طـوري كـه
m nx بنابراين .n m و اين يعني .n كند د ميعاm كنيمرا. حال برعكس، فرض ميn m   بنابراين عدد صـحيح مثبـت .d     موجـود اسـت بـه
mطوري كه  dn حال عناصر دلخواه .x, y m   .دهيم:در اين صورت با توجه به محك زيرحلقه سه حالت زير را نشان ميرا در نظر بگيريد  

mـ 1 n   در اين صورت)m n (  
x ـ2 y m    در اين صورت )m (گروه آبلي است  
xyـ 3 m  ) در اين صورتm (نسبت به عمل ضرب بسته است  

xبراي حالت اول، اگر  m  گاه عدد صحيح مثبت باشد، آنb  موجود است به طوري كهx bmكه . حال از اينm dn شود:نتيجه مي  
x b(dn) (bd)n x n      

mبنابراين  n شود.و حالت اول ثابت مي  
yكه براي حالت دوم، از اين m  شود عدد صحيح مثبت است، نتيجه ميc  موجود است به طوري كهy cm:بنابراين داريم .  

  x y bm cm (b c)m m        
 شود:هاي دوري هستند، نتيجه ميگروه mو nكه و در نهايت براي حالت سوم، با توجه به اين

xy (bm)(cm) (bcm)m m     

  است. nزيرحلقه  mشودنتيجه مي بنابراين با توجه به مطالب مذكور

  
 كنيد فرض :2قضيهR يك حلقه وZ(R)  .صورتدر اينمركز حلقه باشدZ(R) اي اززيرحلقهR است و همچنين براي هرx R اگر ،

x x Z(R) 2گاه، آنR جايي است.حلقه جابه  
ــات: ــد   اثب ــرض كني Z(R)ف {r R | rx xr, x R}      ــه ــز حلق ــد    Rمرك ــرض كني ــين ف ــد و همچن r,sباش Z(R)  ــراي ــابراين ب . بن

xهر R،rx xr وsx xsدهيم. ابتدا نشان ميr s Z(R)   .  
(r s)x rx sx xr xs x(r s) r s Z(R)           

rكهاز اين Z(R)داريم ،rx xrكه. لذا براي نشان دادن اينr Z(R)  كنيم:است به صورت زير عمل مي  
( r)x (rx) ( rx) ( xr) x( r) r Z(R)             

rsدهيميك گروه آبلي است. حال نشان مي Z(R)بنابراين Z(R)براي هر .x R :داريم  
(rs)x r(sx) r(xs) (rx)s (xr)s x(rs) rs Z(R)        

,Z(R))كهپس با توجه به اين ) يك زيرگروه آبلي وrs Z(R)، رسيم كه به اين نتيجه ميZ(R)  يك زيرحلقهR .است  

xدهيم اگرحال نشان مي x Z(R) 2گاه، آنR جايي است. فرض كنيدجابهa,b Rدر اين صورت . (a b) (a b) Z(R)   2.  

a)عبارت b) (a b)  2 كنيم:را به صورت زير محاسبه مي  
(b b),(a a) Z(R)a ab ba b a b (a a) (b b) ab ba ab ba Z(R)               

2 22 2 2 2  
abكهاز اين ba Z(R) شود، نتيجه ميab ba با جملات ديگري چونb Rشود، يعني داريم:جا مي، جابه  

ab bab bab b a ab b a ( )     2 2 2 2(ab ba)b b(ab ba)     
bاز طرفي داشتيم b Z(R) 2 لذا .b b2 باa R توانيم بنويسيم:شود. پس ميجا مينيز جابه  

R جايي استيك حلقه جابهa(b b) (b b)a ab ab b a ba ab ba         2 2 2 2  
ل، مثال بعدي را جايي است، يا نه؟ براي پيدا كردن پاسخ اين سؤاجايي، جابهحلقه از حلقه ناجابهممكن است اين سؤال براي شما مطرح شود كه آيا يك زير

  كنيم.مطالعه مي

 هاينشان دهيد حلقه ماتريس: 2مثالM ( )2 2  جايي يكدار است.اي جابهداراي زيرحلقه   

)با توجه به رابطه ) 
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 :دانــيم حلقــه  از فصــل قبــل مــي    پاســخx y
M x, y,z, t

z t
      
   

2 2  جــايي يكــدار اســت.حال قــرار دهيــد     اي ناجابــهحلقــه

a
S a,b

b

      
   





ــي .  ــان م ــيم نش ــه Sده ــهزيرحلق ــاتريس  اي جاب ــه م ــدار ازحلق ــايي يك ــاي ج Mه ( )2 2     ــد ــرض كني ــس ف ــت. پ اس

c a
B ,A S

d b

   
     
   

 
 

 لذا داريم:. 

a c a c
A B S A B S

b d b d

a c ac
AB S AB S

b d bd

     
                   

                      

  
  
  

  

M است ( )2 2  S زيرحلقه    

Iو ماتريس هماني  
 

  
 

2 2
1

1



c  دهـيم بـه ازاي دو عضـو   باشـد. حـال نشـان مـي    مـي  Sي زيرحلقهعضو يكه  a

B ,A S
d b

   
     
   

 
 

، S 

AB است. يعني جاييجابه BA .:لذا داريم  
a c ac ca c a

AB BA
b d bd db d b

           
               
           

     
     

 

  جايي باشد.تواند جابهجايي مياست. بنابراين يك زيرحلقه از يك حلقه ناجابه جايي يكداريك زيرحلقه جابه Sپس 
  

 فرض كنيد حلقه يكدار :3مثال( , , )6 0 مفروض باشد. نشان دهيدS { , , } 2   است. 6زيرحلقه 4
 :براي نشان دادن  پاسخS  6 كنيم.از جدول كيلي نسبت به اعمال جمع و ضرب مقابل استفاده مي  

تعلـق دارد. بـه عنـوان     Sبـه   Sعضـو از   2بينـيم مجمـوع هـر    با مشاهده جدول جمع مي
Sمثال،  2 2 Sو  4   

6
2 4 طور در جدول ضرب نيـز حاصلضـرب   و همين 6

.تعلـق دارد. بـه عنـوان مثـال،      Sبـه   Sهر دو عضـو از   S 2 2 .و  4 S  
6

2 4 8 2  

  است. 6زاي ازيرحلقه Sتوان نتيجه گرفت،بنابراين با توجه به جداول مي

  
Sياسـت. ولـي زيرحلقـه    1ي اي يكـدار بـا يكـه   حلقـه  6حلقـه  طور كه در مثال قبـل ديديـد  خواننده عزيز همان { , , } 2 ي داراي عضـو يكـه   4

ي جالـب در ايـن   در مبحث بعدي به يـك نتيجـه   گاه الزاماً هر زيرحلقه آن يكدار نيست.حلقه يكدار باشد، آن Rاگر نيست. پس 6يحلقه
    كنيم.خصوص اشاره مي

 فرض كنيد :3قضيهR ي اي يكدار باشد و يكهحلقهR را باR1 اگـر دهيم. نمايش ميS  اي يكـدار از زيرحلقـهR   يبـا يكـه S1     باشـد، بـه طـوري
Rكه S1   است. Rمقسوم عليه صفر حلقه S1گاهآن ،1

Rباشد، به طوري كه Sي زيرحلقهيكه S1كنيد فرضاثبات:  S1 a. حال عضو دلخواه1 R گيريم كهرا طوري در نظر ميSa a 1 .:داريم    
S S S S S S S S S S.(a ) a( ) a (a ) a. (a . a)            1 1 1 1 1 1 1 1 1 1   

.Saچون a 1  وS 1   لذاS1 يك مقسوم عليه صفر حلقهR .است  
 فرض كنيد: 4مثال  R {(a,b) | a,b }    اي با جمع و ضرب زير باشد.حلقه  

(a,b) (c,d) (ac,bd)      و(a,b) (c,d) (a c,b d)     
)يبا جمع و ضرب تعريف شده، يك حلقه يكدار با يكه Rتوانيد نشان دهيدراحتي ميبه , )1 شود. به خواننده واگذار مي Rاست. پس اثبات حلقه بودن 1

حال فرض كنيد  R {(a, ) | (a, ) { }}   نشان دهيد .R اي اززيرحلقهR ي است و يكهR  .را بدست آوريد  
 :براي اثبات زيرحلقه بودن  پاسخR اصركنيم. پس فرض كنيد عناز محك زيرحلقه استفاده مي(a, ),(b, ) R  به طوري كه: دلخواه باشند  

R اي اززيرحلقهR است(a, ) (b, ) (a b, ) R

(a, )(b, ) (ab, ) R

    
  

  
  

  

,a)داراي يكه است. فرض كنيد به ازاي هر Rدهيمحال نشان مي ) R عضو(e, ) R :موجود است به طوري كه  
( , )1  ي زيرحلقهيكهR  است(a, )(e, ) (ae, ) (a, ) ae a e      1     

 2 4 0 2 4
2 4

2 2 4 2 4 2
4 4 2 4 2 4

 
     

 
 
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  نهمفصل 

  »هاو همريختي حلقه اول و ماكسيمال هايآلايده«

هاي اول و ماكسـيمال  آلشويم. ايدهها هستند، آشنا ميترين مفاهيم در نظريه حلقهآل ماكسيمال كه از اساسيآل اول و ايدهدر اين فصل ابتدا با مفهوم ايده
 .شويمند. در انتهاي اين فصل با كاربردهايي در اين خصوص آشنا ميجايي كاربردهاي اساسي داربه ويژه در نظريه جبر جابه

                                                                    
  هاي اولآلايده ):1درسنامه (

 آل سرهايده  :1تعريفP جايياز حلقه جابهR ناميم، هرگاه به ازاي هرمي اول راa,b R به طوري كهab P، داشته باشيمa P ياb P.  
} آلايده  ،به عنوان مثال k k } 3 3   از حلقه اعداد صحيح آل اول ايده 3دهيمرا در نظر بگيريد. نشان مي.فرض كنيد عناصـر    استa,b 

abموجود باشند به طوري كه  abكه . از اين3   شود: نتيجه مي 3
ab a3 3 يا b k,k ; a k  3 3 b يا k a  3 3 b  يا 3   

pآل بفرم هر ايدهوييم، توانيم بگدر حالت كلي مي، ارائه شدهاست با توجه به مثال  آل اولايده 3از اين رو {pn n }   كه در آنp  عدد
  است. حلقه  آل اولاول باشد، يك ايده

   اول است. آل ، ايدهدهيم در حلقه اعداد صحيح نشان مي حال 
aفرض كنيد عناصر  ,b  موجود باشند به طوري كهab  از طرفي ، صحيح است، بنابراين داريم: يك حوزه  

          b  ياb a    ياab a     
  است. آل اولآل صفر، ايده، در هر حوزه صحيح، ايدهتوان گفتمي اين مثالبا توجه به  ترتيباست بدين آل اول ايده لذا
 هاي اول حلقهآلايده :1 مثال صورتبهn  97(سراسري   كه:است(  

1(n       2 (n .يك عدد اول است    
3 (n .4    مربع يك عدد اول است (n   باn .يك عدد اول است  
 :ه كه در مباحث قبل نشان داديم در حلقه گونهمان  »4«گزينه   پاسخآل اول است و همچنين اگر ، صفر ايدهI n آلي از ايده  باشد، در

  ) پاسخ مورد نظر است.4پس گزينه ( يك عدد اول باشد. nآل اول است اگر ايده Iاين صورت
 

 فرض كنيد :1قضيهR جايي ويك حلقه جابهP آلي ازايدهR هاي زير معادلند:باشد. در اين صورت گزاره  
  آل اول است.ايده Pـ1
a,bـ اگر2 R به طوري كهa b P، گاهآنa P ياb P.  
IJباشند به طوري كه Rهايي از حلقهآلايده Jو  Iـ اگر 3 P، گاهآنI P ياJ P.  

3 اثبات: 2و  2 1دهيمآيند. حال نشان ميآل اول مستقيماً بدست ميبا توجه به تعريف ايده 1 و  Iآل اول، ايـده  Pبرقرار است. فرض كنيد 3
J هايي ازآلايدهR باشند، به طوري كهIJ P وIPبنابراين عضو .a I موجود است به طوري كهa Pكـه  جه بـه ايـن  . با توIJ P    پـس بـه

bازاي J كه فرض كرده بوديمو اينa Iداريم ،ab Pحال چون .P آل اول است و ايدهa Pداريم ،b Pبنابراين .J P.  
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 فرض كنيد :2مثالR جايي ويك حلقه جابهP آلي ازايدهR هاي ديگر معادل نيست.باشد، كدام گزينه با گزينه  
1 (P آل اول است.ايده  
a,b) اگر2 R به طوري كهab P ،گاهآنa P ياb P.  
IJباشند، به طوري كه Rهايي ازآلايده Jو  I) اگر 3 P ،گاهآنI P ياJ P.  
a,b) اگر4 R به طوري كهab P گاه، آنa P ياb P.  
 :شود، معادلند. حال هاي اول بيان ميآل) كه در مورد شرايط معادل در خصوص ايده1) با توجه به قضيه (3) و (2)، (1هاي (گزينه»  4«گزينه   پاسخ

Mحلقه  ( )2 Iآل و ايده 2    .را در نظر بگيريدI ) ازاي عناصر  كند، اما به) صدق مي4در شرايط گزينه, M ( )
   

   
   

2 2
1

1
  


  

  داريم:  

     
     

     

1
1

    
    

ولي  I
 

 

 
 1 I و 


 
 

 
 

1
 

  ) معادل نيست.1) با (4بنابراين گزينه (

  
 فرض كنيد :2تعريفR هاي اول حلقهآلتمام ايدهي جايي باشد، مجموعهيك حلقه جابهR  طيف اول راR با  ناميم وميSpec(R) دهيم.نمايش مي  

 3مثال: Spec( ) وSpec( ) .را بدست آوريد   
 :با توجه به تعريف،  پاسخSpec( ) هاي اول آلي ايدهجموعهشود با مبرابر ميهـاي  آل. از طرفي نشان داديم كه ايده  وp   كـهp   عـدد

pهستند. بنابراين  هاي اول حلقه آلاول است ايده }1 ول اSpec( ) { } { p   .  
يك ميدان اسـت و هـر ميـدان يـك حـوزه صـحيح اسـت. چـون هـر ميـدان فقـط داراي             توانيم چنين نتيجه بگيريم، مي  حقيقيبراي حلقه اعداد 

Iآل تنها داراي دو ايده هاي بديهي است پس آلايده   وJ  است. از طرفي در هر حوزه صحيح،  آل آل اول است. بنابراين تنهـا ايـده  ايده
)Specاست. پس  آل ، ايدهاول  ) { } .   

  
هـاي  هاي اول است. لازم به ذكر است در قضيه بعدي از خصوصـيات حلقـه  آلها در مبحث ايدهشويم كه يكي از مهمترين قضيهاي آشنا ميدر ادامه با قضيه

  .خارج قسمتي استفاده خواهيم نمود

 فرض كنيد :2قضيهR جايي يكدار باشد. در اين صورتبهيك حلقه جاP آل اول است اگر و تنها اگريك ايدهR

P
  يك حوزه صحيح باشد. 

Rخواهيم نشان دهيمآل اول باشد، مييك ايده Pفرض كنيد اثبات:

P
Rه صحيح است. فرض كنيد به ازاييك حوز 

a P
P

  عضوb P P    موجـود

a)باشد به طوري كه P)(b P) P   پس .ab P P  شـود جا نتيجه مـي و از اينab P كـه  . از ايـنb P P   شـود ، نتيجـه مـيb P از .

aآل اول است، لذاايده Pطرفي P و در نتيجهa P P همچنين .R جايي يكدار است، پسيك حلقه جابهR

P
جـايي يكـدار   نيـز يـك حلقـه جابـه     

Rباشد. بنابراينمي

P
  يك حوزه صحيح است. 

Rبرعكس، فرض كنيد

P
Rآل اول است. چونيك ايده Pدهيميك حوزه صحيح باشد. نشان مي 

P
  پسR Pيعني ،P آل سرهايدهR    اسـت. حـال

a,bفرض كنيد به ازاي عناصر Rداشته باشيم ،ab Pكه. از اينab P شود: نتيجه مي  

P آل اول استيك ايده  b P   ياb P P a P    يا
R
Pab P (a P)(b P) P a P P         

 :اگر   توجهR جايي و يكدار و يك صفحه جابهP آل اول ايدهR باشد، آنگاهR

P
بهتـر ايـن   باشـد. بـراي درك   عليه صفر نابديهي نمـي  الزاماً داراي مقسوم 

}حلقه خارج قسمتي مطلب  , , }
    

   3 1 3 2 اسـت، ولـي    آل اول ايـده  3را در نظر بگيريـد.   33

3     داراي مقسـوم عليـه صـفر

   نابديهي نيست.

يك حوزه صحيح 
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  كنيم.  جا يادآوري مياديكال پوچ آشنا شديم. اين مفاهيم را در اينآل و ردر فصل قبل با مفهوم راديكال ايده
nIرا به صورت { وجود دارد عدد طبيعي Iآل باشد. راديكال ايده Rآلي از ايده Iجايي و اي جابهحلقه Rكنيد  ـ فرض {r R | r I;n   كنيم. تعريف مي  

n ،nNil(R)را به صورت { وجود دارد عدد طبيعي Rي جايتوان حلقه جابهـ مجموعه تمام اعضاي پوچ {r R | r    دهيم.  نشان مي  
  پردازيم. هاي اول ميآلدر ادامه با توجه به اين دو مفهوم به ارائه مطالبي در حيطه ايده

 اگر :3قضيهP جاييآل اول از حلقه جابهايدهR گاهباشد، آنP است. يعني  آل راديكالايدهP P.   
Pبراي اثبات لازم است نشان دهيم  اثبات: P وP Pدانيم همـواره  . ميP P  ت ثابـت كنـيم   . پـس كـافي اس ـP P   فـرض كنيـد .

a Pلذا عدد طبيعي .n  موجود است به طوري كهna P اگر .n 1 ،گاهآن a P پس فرض كنيد .n 1:لذا داريم .  
Pn na a.a P a P   1 na يا P 1  

aاگر  P  ،توانيد فرض كنيدشود. پس ميحكم ثابت مي گاهآنباشدa Pلذا ،na P 1:بنابراين داريم .  
Pn na a.a P a P    1 2 na يا P 2  

aدوباره اگر  P توانيد فرض كنيدشود. پس دوباره ميباشد، حكم برقرار ميa P پس ،na P 2 اين روند را تا .n 2 ديگر تكرار كنيـد، در   مرتبه
a رسيم كهنهايت به اين نتيجه مي P بنابراين .P Pباشد.، لذا حكم برقرار مي  

 فرض كنيد :4مثالP جاييآل اول از حلقه جابهايدهR  صورت به ازاي هر عدد صحيح مثبتباشد. در اينn ،nP P .  

 :براي اثبات كافي است نشان دهيم  پاسخnP P وnP P. ابتدا فرض كنيدa Pپس .n na P. لذاna Pدر نتيجه .  nP P.  

naحال فرض كنيد Pپس عدد صحيح مثبت .m  موجود است به طوري كـهm na P   از طرفـي همـواره داريـم .P Pنـابراين  ، بnP P .
maلذا Pحال اگر .m 1  ،گاهآنباشدa P و كار تمام است. پس فرض كنيدm 1 گيريم: و به صورت زير نتيجه مي  

ma P 1 ياPm ma a.a P a P   1  
aاگر  P  ،توانيد فرض كنيد كار تمام است. پس دوباره مي گاهآنباشدa P لذا .ma P 2  اين روند را تـا .m 2      مرتبـه ديگـر تكـرار كنيـد، در

aرسيم كه به اين نتيجه مي نهايت P پس داريم .nP Pشود. بنابراين با توجه به موارد اثبات شده نتيجه ميnP P شود.و حكم ثابت مي  
  

 فرض كنيد  :4قضيهR جايي يكدار باشد. اگراي جابهحلقهP1 وP2 هاي اولآلايدهR   طـوري كـه  باشند بـهP 1 P2 وP 2 P1 ،گـاه آنP P1 2 
  آل اول نيست.ايده

Pكنيمفرض مي اثبات: P1 2 دهيماول باشد، نشان مي آلايدهP P1 Pيا 2 P2 Pدانـيم همـواره  . مي1 P P P1 2 1 2 چـون .P P1 2  آل اول ايـده
Pبنابراين ،است P P1 1 2 ياP P P2 1 2لذا .P P1 Pيا 2 P2   شود.و حكم برقرار مي 1

nPهاي اولآلقضيه قبل براي ايده , ,P1 جايي از يك حلقه جابهR .نيز برقرار است  

 فرض كنيد  :5قضيهR جايي يكدار واي جابهحلقهnP , ,P1 اي حلقههآلايدهR باشند. در اين صورت
n

i
i

P
1
       اول اسـت اگـر و تنهـا اگـر بـه ازاي

jيك n 1 داشته باشيمj i
i j

P P


.  

 :اگر توجهR ،يك حلقهP1 وP2 هاي اولآلايدهR گاه الزاماًباشند، آنP P1 2 فـرض  ، مثـال عنـوان   آل اول نيست. براي درك بهتر اين مطلـب بـه   ايده
}حلقه اعداد صحيح باشد.  كنيد , , , , , , }  2 4 2 2 4     و{ , , , , , , }  3 6 3 3 6    هاي اول آلايده  هستند، زيرا گفته بوديم
2عــدد اول اســت. ولــي    pهــايي هســتند كــه   pبفــرم  هــاي حلقــه  آلايــده 3 6   6ت اعضــايتــوان گفـ ـكــه مــي  بفــرم

{ , , , , , , } 12 6 6 12   آل اول است، ايده باشد. زيرا به ازاي عناصر نمي, 2 3  داريم.  2 3 6 6 ولي ،, 2 3 6.   
 فرض كنيد: 5 مثالR جايي و يكدار واي جابهحلقهP ,P2 Pباشند. اگر Rهايآلايده 1 P1 2 69(سراسري   اول باشد، در اين صورت: آليايده(  

1(P P1 2    2(P 2 P P 1 1» P2    3(P P P1 1 2    4(P P P P 2 1 1 2IÄ    

 :با توجه به آنچه در متن درس مطالعه كرديم، اگر   »4«گزينه   پاسخR جايي يكدار و يك حلقه جابهP P2 باشد، در اين صـورت   Rهاي اول آلايده «1
Pاگر P1 Pگاهآل اول باشد، آنايده 2 P P P 2 1 1 2IÄ  .  

 
 

 آل اولايده

  آل اولايده

  آل اولايده
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  دهم فصل

  »هاايچندجملهميدان كسرها و حلقه «
توان حلقه بزرگتري ساخت كه داراي خواص مورد نياز بـراي  در يك حلقه ممكن است تمام شرايط مورد نياز براي حل مسائل خاصي موجود نباشد، ولي مي

xحل مسئله مورد نظر باشد. به عنوان مثال، معادله  3 را در نظر بگيريم، هميشـه معـادلاتي بـه فـرم      Fاگر ميدان داراي جواب نيست. ولي  روي  5
ax b  داراي جوابx a b شـويم و خـواهيم ديـد ميـدان     به آن آشنا مـي است. در اين بخش با ميدان كسرهاي گوياي يك حلقه و مباحث وابسته  1

  گيرد.كسرها در بررسي چنين مسائلي مورد استفاده قرار مي
                                                                    

  ميدان كسرها ):1درسنامه (
  

 فرض كنيد  :1تعريفD عهيك حوزه صحيح باشد. مجموa a
(a,b) { | a D;b D { }}

b b
      .را در نظر بگيريد     

(a,b) داشته باشيم (a,b)و  (c,d)اگر به ازاي عناصر ~ (c,d) ad bc  به عبارت ديگر ،a c
ad bc

b d
   در اين صورت مجموعه مذكور ،

*Dرزي رويهاي هم امجموعه ردهرا  D D { }   ناميم.مي  

  يك رابطه هم ارزي روي»  ~«  :1قضيه*D .است  
برقرار هستند.  D*تقارني و تعدي بر روي عناصر  ارزي است كافي است ثابت كنيم. خصوصيات بازتابي،يك رابطه هم» «كه نشان دهيم براي ايناثبات: 

aپس ابتدا به ازاي عناصر  D  وb D { }  فرض كنيدab baلذا .(a,b) ~ (b,a)     مچنـين فـرض   . بنـابراين خاصـيت بازتـابي برقـرار اسـت. ه
(a,b)كنيد ~ (c,d)لذا ،ad bcپس .cb da و در نتيجه(c,d) ~ (a,b).بنابراين خاصيت تقارني برقرار است .  

(a,b)حال فرض كنيد ~ (c,d) و(c,d) ~ (e,f ad. بنابراين( bc وcf de گيريم:و از اين روابط چنين نتيجه مي  
f

b

ad bc adf bcf
adf bde d(af be)

cf de bcf bde

       
   

  

dو چون   لذا با استفاده از قانون حذف رويD { }  داريمaf be يو اين يعن(a,b) ~ (e,f باشـد. پـس   . بنابراين خاصيت تعدي نيز برقرار مـي (
  است. D*ارزي روييك رابطه هم»  ~«
 :روي»  ~«با توجه به تعريف رابطه هم ارزي  توجهD D { }   به ازاي عناصر ناصفرa,b,c D توانيم موارد زير را نتيجه بگيريم:مي  

(ac,bc) ~ (a,b)   و(a,a) ~ (b,b)  و ( ,a) ~ ( ,b)  
 فرض كنيد :2تعريفD م ارزي رويهاي هيك حوزه صحيح باشد. مجموعه رده*D   را در نظر بگيريد. مجموعـه رده هـم ارزي(a,b)  را بـاF   نشـان
b,d,bdدهيم و به ازاي عناصر ناصفرمي D { }  جمع و ضرب رويF كنيم:يف ميرا به صورت زير تعر  

a c ac
( )( )
b d bd

   وa c ad cb

b d bd


   

  

  نماد2در تعريف (  :1تذكر ([a,b] به عنوان نماد مجموعهF شود. لذا جمع و ضـرب روي نيز تعريف ميF     بـا توجـه بـه نمـاد[a,b]    بـه صـورت
     a,b . c,d ac,bd  و     a,b c,d ad cb,bd   كنيم.) استفاده مي2ما براي راحتي كار از فرم تعريف شده در تعريف ( باشد، وليمي  

,F)خواهيم نشان دهيم در ادامه مي , )   تعريف است يا نه؟خوش Fنيم كه آيا جمع و ضرب تعريف شده براي دايك ميدان است ولي هنوز نمي 0
  رويم.تعريفي جمع و ضرب را بررسي كنيم و به سراغ قضيه بعدي ميپس بهتر است ابتدا خوش

 با ضرب طرفين در

 با ضرب طرفين در
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  فرض كنيد :2قضيهD يك حوزه صحيح وF هاي هم ارزي رويمجموعه رده*D باشد. در اين صورت جمع و ضرب رويF تعريف است.خوش  

aفرض كنيداثبات:  a

b b





cو  c

d d





  . بنابراين داريم:

(ab )(dd ) (cd )(bb ) (a b)(dd ) (c d)(bb )         
dd

bb '

ab a b (ab )(dd ) (a b)(dd )

cd c d (cd )(bb ) (c d)(bb )

         
         

  

  شود:ميلذا نتيجه 
ad cb a b c b

bd b d

    


 
(ad cb)(b d ) (a d c b )(bd)          

abتعريفي ضرب مجدداً از روابط براي نشان دادن خوش a b   وcd c d  كنيم، بنابراين داريم:استفاده مي  

ac a c

bd b d

 


 
(ac)(b d ) (a c )(bd)    (ab )(cd ) (a b)(c d)    

cd

a 'b

ab a b (ab )(cd ) (a b)(cd )

cd c d (cd )(a b) (c d)(a b)

         
         

  

  تعريف هستند.خوش Fبنابراين جمع و ضرب روي

)توانستيم نتيجه بگيريم » ~«با توجه به تعريف  ,a) ~ ( ,b)  ،(a,a) ~ (b,b)  و(ac,bc) ~ (a,b)  حال كه با فرم ديگري از نمايش رابطـه .»~ «
  هاي جديد به شرح زير هستند.توايم سه نتيجه را به فرم ديگري هم نمايش دهيم اين نمايشآشنا شديم، مي

aـ به ازاي هر1 D  ،داريمa
, F

a a


 وa

a a

.  

a,bـ به ازاي هر2 D  ،داريم
a b

  و به ازاي هرc   ،داريمac a

bc b
.  

a,b,cـ به ازاي هر3 D اگر ،a

b c

 ،گاهآنa  .  

,F)ايم ثابت كنيم اينك آماده , )   يك ميدان است. 0
  فرض كنيد :3قضيهD يك حوزه صحيح وF هاي هم ارزي باشد. در اين صورتمجموعه رده(F, , )   يك ميدان است. 0

,F)دهيمابتدا نشان مياثبات:  ) كنـيم. پـس فـرض كنيـد     جايي را بررسي مـي پذيري و جابهجايي است. بنابراين شركتيك گروه جابهa c e
, , F

b d f
  .

  پذير بودن جمع خواهيم داشت:براي نشان دادن شركت
a c e ad bc e (ad bc)f (bd)e a(df ) b(cf de) a cf de a c e

( ) ( )
b d f bd f (bd)f b(df ) b df b d f

     
            

aكه تساوي لذا با توجه به اين c e a c e
( ) ( )
b d f b d f
     جايي بـودن جمـع   پذير است. براي نشان دادن جابهشود جمع شركتبرقرار است، نتيجه مي

  نيز خواهيم داشت:
a c ad bc bc ad c a

b d bd bd d b

 
      

aبينيد طور كه ميهمان c c a

b d d b
   جايي بودن عمل جمع است. در ادامه به سراغ نشان دادن خصوصيات عضو خنثـي  ابهدهنده جو اين تساوي نشان

cرويم. فرض كنيد به ازايو عضو قرنيه براي يك گروه مي D  داريمF
c

 لذا .a ac a

b c bc b
  
پس ،F

c

 مع است.عضو خنثي ج  

aحال فرض كنيد به ازاي هر
F

b
  عضوa

( ) F
b

  :وجود دارد به طوري كه  a a
( )

b b


  a a ab ba

( )
b b cb b


     2 2

   

aتوجه داشته باشيد a
( ) ( )
b b


 پس .a

( )
b

 قرينه عضوa

b
,F)است. لذا Fدر  ) جايي است.يك گروه جابه  

F)دهيمحال نشان مي { }, ) رويـم.  جايي عمل ضرب ميپذيري و جابهجايي است. براي اثبات اين بخش ابتدا به سراغ بررسي شركتگروه جابهيك نيم 0

aپس فرض كنيد  c e
, , F

b d f
كنيم، لذا داريم:پذيري، تساوي زير را بررسي مي. براي نشان دادن شركت  

a c e ac e (ac)e a(ce) a c e
( )( ) ( )( ) ( )
b d f bd f (bd)f b(df ) b d f

     

 با ضرب طرفين در

 با ضرب طرفين در

 با ضرب طرفين در

 با ضرب طرفين در
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aبنابراين با توجه به تساوي  c e a c e
( )( ) ( )( )
b d f b d f

بـودن عمـل ضـرب نيـز      جـايي پذير است. همچنين بـراي اثبـات جابـه   شود ضرب شركت، نتيجه مي

aتوانيم به ازاي عناصرمي c
, F

b d
 :به بررسي روابط زير بپردازيم، بنابراين خواهيم داشت  

aجايي است ضرب جابه c ac ca c a

b d bd db d b
     

cحال فرض كنيد D  به طوري كهc
F

c
:لذا داريم ،  

c

c
aعضو يكه عمل ضرب است   c ac a

( )( )
b c bc b

    

F)جاي اثبات نشان داديمتا اين { }, ) cي جايي با عضو يكهگروه جابهنيم 0

c
است. در همين مرحله كه هسـتيم بـه سـراغ بررسـي خصوصـيت عضـو وارون        

aپذير باشد. پس فرض كنيد عناصر ناصـفر يك ميدان باشد لازم است نسبت به عمل ضرب وارون Fكه م. زيرا براي اينرويمي

b
bو 

a
دلخـواه باشـند بـه طـوري      

a,bكه   وb a
, F

a b
م داشت . در اين صورت خواهيa b ab c

( )( )
b a ba c

  1 بنابراين .b
F

a
  عضو وارونa

F
b
   است. لـذاF     نسـبت بـه عمـل

aپـذير اسـت. پـس بـه ازاي عناصـر     كنـيم ضـرب نسـبت بـه جمـع توزيـع      پذير است. در نهايت، اثبـات مـي  ضرب وارون c e
, , F

b d f
   مقـاديرa c e

( )
b d f

  و

a c a e
( )( ) ( )( )
b a b f

 آوريم:را به فرم زير به دست مي  

a c e a cf ed a(cf ed) acf aed
( ) ( )

b d f b df bdf bdf

  
     

  
(ac)(bf ) (ae)(bd) (acf aed)b acf aed

(bd)(bf ) (bdf )b bdf

  
  

a c a e ac ae
( )( ) ( )( )
b d b f bd bf

    

aلذا  c e a c a e
( ) ( )( ) ( )( )

b d f b d b f
  تـوانيم نشـان دهـيم ضـرب     پذير است. به طور مشـابه مـي  ب نسبت به جمع از چپ توزيع، و اين تساوي يعني ضر
,F) شودپذير است. بنابراين با توجه به همه مراحل مذكور نتيجه مينسبت به جمع از راست نيز توزيع , )   يك ميدان است. 0

,F)اي كه اثبات آن را با هم مطالعه كرديم، ديديم در قضيه , )   سازد.يك ميدان است، اين قضيه ما را به ارائه تعريف بسيار مهمي رهنمود مي 0
 فرض كنيد  :3تعريفD هاي هم ارزييك حوزه صحيح باشد. مجموعه ردهF را در نظر بگيريد. در اين صورت ميدان(F, , ) ميدان كسـرهاي  را  0

  ناميم.مي Dگوياي
 فرض كنيد   :4تعريفR  وT توان حلقهگوئيم ميدو حلقه باشند، ميR را در حلقهT ،هرگاه همريختـي يـك بـه يـك     نشاند يا محاط كردf : R T 

  .ناميممي Rحلقه توسيع را يك Tيكريخت باشد. در اين صورت حلقه Tبا هر زيرحلقه Rشود، هرگاهنشانده مي Tدر Rموجود باشد، به عبارت ديگر

 فرض كنيد :4قضيهR يك حلقه باشد و همچنين فرض كنيدT R {(r,n) | r R,n }        به طوري كه قوانين جمع و ضرب به صـورت زيـر ،
(s,m)(r,n)  شوند:تعريف مي (rs ns mr,nm)    و(r,n) (s,m) (r s ,n m)     

)يبا جمع و ضرب مذكور يك حلقه يكدار با يكه Tدر اين صورت , )1 .است  
,T)توان نشان دادبه سادگي مياثبات:  ) جايي است ويك گروه جابه( , )  عضو صفر و(r,n) ( r, n)     عضو قرينـه(T, )     اسـت. حـال نشـان
,T)دهــيممــي و  [(t,q)(s,m)](r,n)دلخــواه باشــند و بــراي روابــط    (r,n)و (s,m)،(t,q)پــذير اســت. فــرض كنيــد عناصــر    شــركت 0(

[(r,n)(s,m)](t,q) :داريم  
(r,n)[(s,m)(t,q)] (r,n)(st mt qs,mq) (rst rmt rqs nst nmt nqs rmq,nmq)           

(t,q)[(s,m)(r,n)]  و (rs ns mr,nm)(t,q) (rst nst mrt nmt rsq nsq mrq,nmq)           
[(t,q)(s,m)](r,n)بينيد طور كه ميهمان [(r,n)(s,m)](t,q)بنابراين .(T,   پذير است.شركت 0(

(t,q),(s,m),(r,n)زيم، فرض كنيد عناصر پرداپذيري ضرب نسبت به جمع ميحال به بررسي توزيع T:دلخواه باشند به طوري كه  
 (r,n) (s,m) (t,q) (r,n)(s t,m q) (r(s t) n(s t) r(m q),n(m q)) (rs rt ns nt rm rq,nm nq)                   

(s,m)(r,n)همچنين براي رابطه  (r,n)(t,q) :خواهيم داشت  
(r,n)(s,m) (r,n)(t,q) (rs ns rm,nm) (rt nt rq,nq) (rs ns rm rt nt rq,nm nq)               

 بنابراين (r,n) (s,m) (t,q) (r,n)(s,m) (r,n)(t,q)  يري ضرب نسبت به جمع از چپ است. بـه همـين   پذ، و اين تساوي نشان دهنده توزيع
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)دهيمپذيري از راست نيز برقرار است. حال نشان ميتوانيم نشان دهيم توزيعنحو مي , )1 ي اين حلقه است. پس به ازاي عضو يكه(r,n) T :داريم  
( , )(r,n) ( r r n, n) (r,n)      1 1    و(r,n)( , ) (r n r,n ) (r,n)      1 1    

,T)ترتيب نشان داديم بدين , ) )ييك حلقه يكدار با يكه 0 , )1 .است  
T، تعريف نشاندن يك حلقه در حلقه ديگر و حلقـه   Dتا به اين مرحله با ميدان كسرهاي گوياي R {(r,n) | r R,n }         آشـنا شـديم. در

توان بحث را با آن شروع كرد اين است كـه چگونـه   هيم از اين مفاهيم براي بيان قضايا و مباحث بسيار مهمي استفاده كنيم. اولين قضيه كه ميخواادامه مي
  كنيم.ي بعدي را مطالعه ميها قضيهاي ديگر نشاند؟ و شرايط مورد نياز چيست؟ براي پاسخ به اين سؤالتوان يك حلقه را در حلقهمي

 توان در يك حلقه يكدار نشاند.هر حلقه را مي :5 قضيه  
Sرا در Rتوان حلقهدهيم مييك حلقه باشد. نشان مي Rفرض كنيداثبات:  R { } {(r, ) | r R}     وضوحنشاند. بهS  زيرحلقـهT    بـا جمـع و
,r)ضرب  )(s, ) (rs, )   و(r, ) (s, ) (r s, )    است. نگاشتf : R S يبا ضابطهr R; f (r) (r, )     .را در نظر بگيريـدf   يـك

r,sهمريختي است، زيرا به ازاي عناصر R :داريم  
f (r s) (r s, ) (r, ) (s, ) f (r) f (s)          
f (rs) (rs, ) (r, )(s, ) f (r) f (s)       

f يك به يك است، زيرا با فرضf (r) f (s) داريم(r, ) (s, ) لذا .r sبنابراين .f  همريختي يك به يك ازيكR بهS  است. در نتيجـهR  در
)يبا يكه  Sيكدار حلقه , )1 شود.نشانده مي  

 فرض كنيد :6قضيهD يك حوزه صحيح و(F, , )   شود.نشانده مي Fدر Dيك ميدان باشد. در اين صورت 0

fنگاشتاثبات:  : D F ي،با ضابطهac
a D,f (a) ,c

c
    .را در نظر بگيريدf  .زيرا به ازاي عناصريك همريختي استa,b D :داريم  

(a b)c ac bc ac bc
f (a b) f (a) f (b)

c c c c

 
        

(ab)c (ab)c (ac)(bc) ac bc
f (ab) f (a) f (b)

c c cc c
      

2
2 2  

f يك به يك است. زيرا به ازاي هرa,b D :داريم  ac bc
f (a) f (b) ac bc a b

c c
      2 2  

  شود.نشانده مي Fدر ميدان Dبنابراين

 فرض كنيد :7قضيهD يك حوزه صحيح وF ميدان كسرهاي گويايD باشد. اگرF كوچكترين زيرميدان شاملF گاهباشد، آنF وF .يكريختند  
تحـت   Fرا در  Dتـوان ينشـاند پـس م ـ   Fرا در ميـدان   Dتـوان حـوزه صـحيح    باشد. بنابراين چون مـي  Dميدان كسرهاي گوياي Fفرض كنيداثبات: 

:شود. حال فرض كنيدمي نشانده 2تحت همريختي FدرDباشد به طوري كه  Dميدان ديگري از Fنشاند. فرض كنيد 1همريختي F F   با

a(a)ضابطه
( )
b (b)


 


2
2

aبه ازاي 
F

b
 وb    دهيمموجود باشد. نشان مي دهيم ضابطه ان مييك، يكريختي است. ابتدا نش تعريف است. خوش

a,b,aپس فرض كنيد به ازاي عناصر ,b D  وb,b    داشته باشيم(a) (a )

(b) (b )

 


 
1 1
1 1

  . در نتيجه:

(a) (b ) (a ) (b) (ab ) (a b) ab a b (ab ) (a b)                    1 11 1 1 1 1 1 2 2  
(a) (a )

(a) (b ) (a ) (b)
(b) (b )

         
 

2 2 2
2 2 2 2

2 2
  

aن بنابراي a '
( ) ( )

b b '
     دهـد  و اين نشـان مـي  دهـيم تعريـف اسـت. حـال نشـان مـي      خـوش      يـك همريختـي اسـت. قـرار دهيـد(a)

x
(b)





1
1

 

(c)و
y

(d)





1
1

  بنابراين داريم: 

(a) (c) (ad bc) (ad bc) (a) (c)
(x y) ( ) ( ) (x) (y)

(b) (d) (bd) (bd) (b) (d)

       
           

     
211 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2
  

  و
(a) (c) (ac) (ac) (a) (c)

(xy) ( ) ( ) (x) (y)
(b) (d) (bd) (bd) (b) (d)

     
         

     
211 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2
  

 يك به يك همريختي

 همريختي

 همريختي همريختي

همريختي همريختي
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  يازدهمفصل 

  »رسته و مشبكه«
  هاي جامع جبري به طور كامل آشنا شديم. در اين فصل با مفاهيم رسته و مشبكه آشنا خواهيم شد.هاي گذشته با انواع ساختماندر فصل

  
  هاي آزادها و گروهرسته ):1درسنامه (

  

كـه از لحـاظ ذهنـي    شـويم. بـراي ايـن   هاي مهم و چند قضيه اساسي آشنا ميبا مثالخواهيم پرداخت و  رسته (كاتاگوري)در اين بخش به معرفي مفهوم 
اي براي پرداختن به اشياء مختلف رياضي است. ها در واقع زبان سودمند و عاميانهآمادگي بيشتري پيدا كنيم بهتر است ابزار كارمان را بشناسيم. نظريه رسته

هـا را  هـاي گذشـته آن  آشنايي هستند كه قـبلاً در فصـل   ي جامع جبريهادستگاهمنظور از اشياء در واقع همان با ديدن اين واژه متعجب نشويد. » اشياء؟!«
هـا،  هاي مناسبي كه بين ايـن اشـياء وجـود دارد. هماننـد توابـع بـراي مجموعـه       ها همراه با نگاشتها و حلقهها، گروهمطالعه كرديم، در واقع همان مجموعه

پـذيري و نگاشـت همـاني برخـوردار هسـتند.      ها كه از خواص مشتركي چون تركيب، شركتاي براي حلقهها و همريختي حلقهگروههمريختي گروهي براي 
خواهيم اين مفاهيم را در قالـب جديـد و ارتبـاط جديـد در مفهـوم      جبر آموختيم. حال مي مباني جا دربنابراين ابزار كارمان همان مطالبي هستند كه تا اين

  موزيم.رسته بيا
 ها را بـا  ها، فضاهاي برداري و ...) كه معمولاً آنها، حلقهها، گروهاي است متشكل از اشياء (مانند مجموعهخانوادهرسته يك   :1تعريفA ،B ،C ،D  ... و

  هاي زير باشد:دهيم به طوري كه داراي ويژگينمايش مي
fشود (يك عضو نسبت داده مي Hom(A,B)اي مانند مجموعه Bو  Aـ به ازاي هر دو شيء 1 Hom(A,B)  از  ريختاررا يكA  بهB نـاميم  مي

ــا  fو ب :A B ــار شــيء   نمــايش مــي ــه ازاي هــر چه ــن خاصــيت اســت كــه ب (A,B)كــه  Dو  A ،B ،Cدهــيم.) و داراي اي (C,D)، ــاهآن  گ
Hom(A,B) Hom(C,D)  ؛  

Hom(B,C) نگاشت  Cو  A ،Bـ به ازاي هر سه شيء مثل 2 Hom(A,B) Hom(A,C)   
(g ,f ) gf  

  موجود است به طوري كه:
fاگر  Dو  A ،B ،Cالف ـ به ازاي هر چهار شيء   :A B ،g:B C  وh:C D گاهآنh(gf ) (hg)f  پـذيري  ، در واقع خصوصـيت شـركت

  برقرار باشد.
Aعضـو   Aب ـ به ازاي هـر شـيء     :A A1         موجـود باشـد بـه طـوري كـه بـه ازاي هـرf :A B  وg:C A    داشـته باشـيمAf o f1  و

Aog g1.  
  دهيم.نشان مي يك رسته (كاتاگوري) را با

در نظـر   Bبـه   Aوعه تمـام توابـع از   را مجم B ،Hom(A,B)و  Aها باشد. به ازاي هر دو مجموعه خانواده تمام مجموعه به عنوان مثال، فرض كنيد 
Hom(B,C) گيريم و تابع زير را به صورتمي Hom(A,B) Hom(A,C)   

(g ,f ) gf  
يك ريختار است و  Bبه  Aيك رسته است كه در اين رسته هر تابع از  است. در اين صورت  gو  fدر واقع تركيب دو تابع  gfكنيم كه در آن تعريف مي

fهر عضو  Hom(A,B)  در واقع تابعf :A B ها معروف است و آن را با مجموعه يهشود. اين رسته به رستمي محسوبet دهيم.نمايش مي  
 فرض كنيد  :2تعريف  رسته باشد. ريختار يكf :A B  نـاميم، هرگـاه ريختـاري ماننـد     مي ارزيهمراg:B A      موجـود باشـد بـه طـوري
Bfogكه 1  وAgof 1.  

  پردازيم. تري در اين راستا ميهاي بيشارزي به بيان مثالدر ادامه با توجه به تعريف رسته و هم
 فرض كنيد  :1مثالG  يك گروه ضربي و  يك خانواده تك عضوي باشد. پس تنها عضو  گروهG    اسـت. لـذاHom(G ,G)    يـك مجموعـه از

Hom(Gها با است. در فصل حلقه Gاعضاي  ,G) بطور كامل آشنا شديم. حال نگاشت Hom(G,G) Hom(G ,G) Hom(G ,G)   
(a ,b) ab  

  ارزي است؟يك رسته است. آيا هر ريختار اين رسته هم كنيم. نشان دهيد است، را تعريف مي Gدر گروه  bو  a، ضرب دو عضو abكه در آن 
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 :كه با توجه به اين  پاسخ  يك خانواده تك عضوي و فقط شامل گروه ضربيG       اسـت، لـذا هـر عضـو از گـروهG    شـود در واقـع   ريختـار محسـوب مـي
a Hom(G,G)  را با نمادa :G G دهيم و اين يعني نشان ميa  عضوي ازG حال براي نشان دادن رسته بودن خانواده است .     بـه تعريـف رسـته

aكنيم عناصر كنيم. حال فرض ميمراجعه مي :G G ،b :G G  وc :G G باشند. در ايـن صـورت داريـم    دلخواهa(bc) (ab)c  از طرفـي .
Gنگاشت هماني  : G G1 يعضو خنثي مجموعه Hom(G,G) باشد. لذا به ازاي هر ميa :G G  داريمGao a1  بنابراين با توجه به مطالـب .

  ريختـار  داراي وارون اسـت، لـذا در رسـته     Gكـه هـر عضـو گـروه ضـربي      يك رسـته اسـت. از طـرف ديگـر بـا توجـه بـه ايـن         شود ارائه شده نتيجه مي
a :G G ارزي است.هم    

  

 فرض كنيد  :2مثال ه ازاي هر دو گـروه  ها باشد. بخانواده تمام گروهH  وG   مجموعـهHom(G , H)     هـاي  همـان مجموعـه تمـام همريختـي
fگروهي :G H هاي ها است. به ازاي گروهدر نظريه گروهH ،G  وK نگاشت  


Hom(H ,K) Hom(G , H) Hom(G ,K)

(g ,f ) gf

   
  ارزي است.يك رسته و داراي ريختار هم يد. نشان دهيد تركيب دو همريختي گروهي است را در نظر بگير gfكه در آن 
 :اشياء   پاسخH ،G ،K  وT را در نظر بگيريد. اگر(G,H) (K,T) گاهآن Hom(G,H) Hom(K,T)  .  

fحال فرض كنيد  Hom(G,H) ،g Hom(H,K)  وh Hom(K,T)   در ايـن صـورت داريـم .f :G H ،g:H K  وh:K T ،
h(gfلذا  ) (hg)fپذيري برقرار است.. بنابراين خصوصيت شركت  

Gعضو  ،Gاز طرفي به ازاي هر شيء  :G G1     موجود است به طـوري كـه بـه ازايf :G H  داريـمGf o f1   و بـه ازايg :K G   داريـم
G og g1شود . بنابرين با توجه به مطالب ارائه شده نتيجه مي  يهرسته است. در اين مثال رستيك    معـروف اسـت و آن را بـا    ها رسته گروهبـه

rp دهيم.نمايش مي  
fدر نظر بگيريد. در اين صورت ريختار  را از رسته  Gو  Gحال اشياء  :G G كه موجود است. با توجه به اينf Hom(G,G )  و   رسـته

fيك همريختي گروهي است. پس ريختار  fها است، لذا گروه :G G 1  موجود است به طوري كهGfof  1 Gfو  1 of 1  f. در اين صـورت  1
fها است. بنابراين ريختار يك، يكريختي گروه gيك به يك و پوشا است. لذا  :G G هاي در رسته گروه ارزي است.هم  

  
 :هاي آبلي معروف است و با ، رسته بدست آمده به رسته گروههاي آبلي در نظر گرفته شوددر مثال قبل اگر به جاي گروه، گروه توجهb شود.نشان داده مي  
  فرض كنيد  :3مثال ها باشد. به ازاي هر دو حلقه خانواده تمام حلقهR  وS  مجموعهHom(R ,S) اي هاي حلقـه تيهمان مجموعه تمام همريخ

f :R S هاي ها است. حال به ازاي حلقهدر نظريه حلقهR ،S  وT نگاشت  


Hom(S ,T) Hom(R ,S) Hom(R ,T)

(g ,f ) gf

   
  است. ارزييك رسته و داراي ريختار هم اي است را در نظر بگيريد. نشان دهيد تركيب دو همريختي حلقه gfكه در آن 
 :فرض كنيد   پاسخR ،S ،T وU  اشياء  باشند. بنابراين بـه ازايf : R S ،g :S T  وh : T U  داريـمh(gf ) (hg)f  از طرفـي .

Rهماني  همريختي :R R1 به طوري كه به ازاي  موجود استf : R S  داريمRf o f1  و به ازايg :S R  داريمR og g1  بنـابراين .
  و آن را با نماد  معروف استها رسته حلقهيك رسته است. اين رسته بهing تـوان نشـان داد اگـر    راحتي مـي دهيم. همچنين بهنمايش ميf   ،يـك

fريختار  گاهآناي باشد، يكريختي حلقه : R S  در رسته ارزي است. هم  
  

 د اي، جفتي ماننيك مجموعه نقطه :4مثال(S,x)  است كه در آنS  يك مجموعه وx S  اي ماننـد   هـاي نقطـه  . همچنين يك ريختـار از مجموعـه
(S , x) (S , x ) تايي است مانند ، سه(f , x ,x )  كه در آنf :S S  تابعي است مانندf (x) xاي تشكيل يك هاي نقطه. نشان دهيد مجموعه

  دهد.رسته مي
 :تايي كنيم سهابتدا فرض مي  پاسخ(f ,S,T):(S,x) (T, y)  با ضابطهf (x) y تـايي  و سه(g ,T ,U) :(T, y) (U,z)    بـا ضـابطه

g(y) z رتيب داريم:موجود باشند. بدين ت  
(gf ,S,U):(S,x) (U,z)

gf (x) g(y) z


 

  
f)هاي تاييتايي مذكور برقرار است. حال سهبنابراين تركيب در سه ,S,T) ،(g ,T, U)  و(h ,U,V) :را در نظر بگيريد. لذا داريم  

(f ,S,T)[(g ,T ,U)(h ,U,V)] (f ,S,T)(hg,T,V) (hgf ,S,V)   
f)]و همچنين ,S,T)(g ,T ,U)](h , U,V) (gf ,S,U)(h ,U,V) (hgf ,S,V) پذيري برقرار است.. بنابراين خصوصيت شركت  

)sحال ريختار هماني  , x ,x) :(S,x) (S,x)1   را با ضـابطهs (x) x1      در نظـر بگيريـد. فـرض كنيـد(f , x , y) :(S,x) (T, y)    بـا ضـابطه
f (x) y  و(g , y,x) :(T , y) (S,x)  با ضابطهg(y) x :موجود باشند. بنابراين داريم  

s s(f , x , y)( , x ,x) ( .f , x , y) (f ,x , y) 1 sو        1 s( , x ,x)(g , y,x) (g. , y,x) (g , y,x) 1 1  
f)تايي يك رسته شامل ريختارهايي بفرم سه (S,x)شود با توجه به توضيحات مذكور نتيجه مي , x , y)  با ضابطهf (x) y باشد.مي  
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  شود.نيازها اشاره كرديم، بيان ميها و حاصلضرب كه درفصل مقدمات و پيشخواهيم با مفهومي آشنا شويم كه با استفاده از رستهدر تعاريف بعدي مي
 فرض كنيد  :3تعريف يك رسته و i{A | i I} اي از اشيا باشد. شيء خانوادهP  در  براي خانواده  ضربرا يكi{A | i I} ناميم، هرگـاه  مي

iريختار  i{ :P A | i I}    موجود باشد به طوري كه به ازاي هر شيءB  در   و هر خـانوادهi i{ :B A | i I}     ريختـار يكتـاي:B P  
iموجود باشد به طوري كه به ازاي هر I،i i   پذير باشد. به عبارتي نمودار روبرو تعويض:  

 
  

iبه عنوان مثال، 
i I

A

  يك ضرب براي خانوادهi{A | i I} ها است.از مجموعه  

  كند. كنيم كه يكي از خصوصيات اساسي اين مبحث را ارائه مياي را بيان ميبلافاصله بعد از تعريف ضرب قضيه
 در هر رسته  (يكتايي ضرب) :1قضيه،  ضرب براي خانوادهi{A | i I} .از اشياء يكتاست  

,i(Pهاي، جفتiو iو ريختارهاي Pو Pدهيم اگر به ازاي اشياءنشان مياثبات:  ) وi(P , )   ضرب براي خانوادهi{A | i I}   ،گـاه آنباشـند 
P وP  در ارز هستند.هم  

i{Aيك ضرب براي خانواده  Pابتدا فرض كنيد  | i I}  وP     يك شيء دلخواه باشد. لذا نمودار                     موجود است. بنـابراين ريختـار منحصـر
P:بفرد  P  باشد. يعني داريم:پذير ميموجود است به طوري كه نمودار تعويض  

i i' ( )    1  

i{Aيك ضرب براي خانواده  Pحال فرض كنيد  | i I}  وP  يك شيء دلخواه در باشد. بنابراين نمودار
 

موجود است. لذا ريختار منحصر                
P:به فرد  P  يعني داريم: پذير خواهد شد.موجود است به طوري كه نمودار بالا تعويض  

i i ( )   2  
  آيند.) نمودارهاي زير به دست مي2) و (1حال با تركيب دو نمودار (

  
  

 
 
  

            )4(          )3(  
  شود:) روابط زير نتيجه مي4) و (3از نمودارهاي (

)5                 (i i i i( ) ( )              وi i i i( ) ( )             
Pكه ا توجه به اينب 1 وP 1 ) شود ) نتيجه مي5و با قرار دادن اين روابط در عباراتi P i  1  وi P i   1  بنـابراين .P P   و ايـن

i{Aاي از اشياء مانند ضرب براي خانواده ارز هستند. لذا در هر رسته مانند هم Pو  Pيعني  | i I} .يكتاست  
 فرض كنيد  :4تعريف  يك رسته وi{A | i I} يء اي از اشياء باشد. شخانوادهS  براي  ضربهمرا يكi{A | i I}  نـاميم، هرگـاه ريختـار    مـي

i i{ :A S| i I}    موجود باشد به طوري كه به ازاي هر شيءB  از  و هر خانواده از ريختارهايi i{ :A B|i I}       ريختـار منحصـر بفـرد
:S B   موجود باشد به طوري كه به ازاي هرi I ،i i  پذير است:عبارتي نمودار زير تعويض. به  

  
  

 عوض شدند. پـس   ضربها در تعريف همضرب، همانند تعريف ضرب است با اين تفاوت كه جهت فلشطور كه متوجه شديد تعريف همهمان  :1تذكر
  ضرب هم داريم.ي يكتايي كه براي ضرب بيان كرديم براي هماين مطلب يك نكته جالب و قابل توجه خواهد بود. مشابه قضيه

 در هر رسته ضرب)(يكتايي هم :2قضيه، ضرب براي خانواده همi{A | i I} .در صورت وجود يكتاست  
  ها را عوض كنيم.ضرب كافي است جهت فلششود با اين تفاوت كه براي هماين قضيه هم مشابه با آنچه براي ضرب بيان كرديم اثبات مياثبات: 
 يك از موارد زير صحيح است؟كدام :5مثال  

  يك رشته باشد، در اين صورت:  فرض كنيد
Gگاه گروهها باشد، آنيك رسته از گروه الف ـ اگر G1 :هاي. با همريختي2 G G G  1 1 2 :و 1 G G G  2 1 2   يك ضرب است.  2
A گـاه آنهـاي آبلـي باشـد،    يك رسته از گـروه  ب ـ اگر   A1 :هـاي  همـراه بـا همريختـي    2 A A A  1 1 1 :و  2 A A A  2 2 1   يـك   2

  ضرب است.هم
i{Aج ـ فرض كنيد  | i I} هاي هر رسته از مجموعه گاهآنها باشد، خانواده از مجموعهi{A | i I} ضرب است.يك هم  

  ) ب و ج4  ) الف، ب و ج3  الف و ب )2  ) فقط الف1
 :پردازيم. ابتدا فرض كنيد براي پاسخ به اين مثال به بررسي هر يك از موارد الف، ب و ج مي»  3«گزينه   پاسخ ها باشد. لـذا ايـن   اي از گروهرسته

P
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
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iA T
i



 iA

i{Gز ما هستند. فرض كنيد هاي گروهي است كه همان ريختارهاي مورد نيارسته شامل همريختي | i I} هـا باشـد. لـذا ابتـدا حالـت      اي از گروهخانواده
i{G(الف) را روي خانواده  | i I} كنيم. گروه بررسي ميT  هـاي گروهـي   اي از همريختـي را طوري در نظر بگيريد كه خـانوادهi i{ :T G | i I}   

iشد. حال همريختي موجود با
i I

:T G


  ضرب حاصلي را تعريف كنيد. با توجه به قضيهi
i I

A

     ،كـه در  بوسيله خاصـيت نگاشـت عمـومي

  يك همريختي منحصرد بفرد است. شود نيازها بيان كرديم، نتيجه ميفصل مقدمات و پيش
iفي از قبل با نگاشتاز طر i i

i I

: G G


  دهيم آشنا شده بوديم. نشان ميi   يك همريختي است. پس فرض كنيد عناصر دلخـواهf  وg  ازi
i I

G

 

iموجود هستند. لذا داريم
i I

f :I G


  به طوري كهif (i) G  وi
i I

g:I G


  به طوري كهig(i) G بنابراين .ifg:I G  موجود است

ifg(i)به طوري كه  f (i)g(i) G :حال داريم .  
i i i(fg) fg(i) f (i)g(i) (f ) (g)       

  ها داريم:در رسته يكتايي ضرب قضيهيك همريختي است. لذا با توجه به  بنابراين نگاشت پوشاي 

i ii I ;       

  
iيك رسته خواهد بود. نگاشت  يك همريختي است در آن صورت  اگر بتوانيم نشان دهيم

i I

: T G


        تعريف شده اسـت. بـا اشـاره دوبـاره بـه

iضرب ي حاصلقضيه
i I

A

 شـود  نيازها بيان كرديم، نتيجه ميبوسيله خاصيت نگاشت عمومي كه در فصل مقدمات و پيشx(x) f      بـه طـوري كـه

x if (i) (x)  ــابراين xy(xy). بنــــــ f    ــه ــوري كــــــ ــه طــــــ xyبــــــ i i i x yf (i) (xy) (x) (y) f (i)f (i)      پــــــــس .
xy x y(xy) f f f (x) (y)       لذا . يك همريختي است. پسi

i I

G

 ها است. بنابراين قسمت (الف) درست است. يك ضرب در رسته گروه  

ــد   ــرض كني ــال ف ــروه  ح ــته از گ ــك رس ــي  ي ــان م ــد. نش ــي باش ــاي آبل ــروه  ه ــيم گ Aده A1 ــي   2 ــا همريخت ــراه ب :هم A A A  1 1 1 2 
:و A A A  2 2 1 :ضرب است. ابتدا نگاشت يك هم 2 A A A  1 1 1 aبا ضابطه  2 (a , )    و نگاشـت: A A A  2 2 1 بـا ضـابطه    2

b ( ,b)  دهيم كنيم. نشان ميرا تعريف مي1 ها است. لذا با فرض يك همريختي گروهa ,b A   داريم: 1
(a b) (a b, ) (a , ) (b, ) (a) (b)         1 1 1    

و دو  Tهـاي آبلـي اسـت. حـال گـروه آبلـي       نيز يك همريختي گروه 2توان نشان دادباشد. به طريقي مشابه ميهاي آبلي ميهمريختي گروه 1بنابراين 

A:همريختي  T 1 A:و  1 T 2 A:را طوري در نظر بگيريد كه  2 A T  1 هـاي . بنابراين نمـودار 2

 

و

  

 حاصـل 

iشوند. لذا به ازاي مي ,1 iشودنتيجه مي 2 i   عناصر. اگرa A bو 1 A (a)شـود  نظر بگيريم نتيجه ميرا در  2 (a) (a , )    1 1  
(b)و  (b) ( ,b)    2 2  بنابراين .(a ,b) ((a , ) ( ,b)) (a , ) ( ,b) (a) (b)            1 دهـد نگاشـت   كه نشان مـي  2

:A A T  1 a)با ضابطه 2 ,b) (a) (b) 1 بـا توجـه بـه تعريـف      گـاه آنيـك همريختـي اسـت     موجود است. حال اگـر نشـان دهـيم     2
براي تكميل اثبات بررسي شود.  هاي آبلي خواهد بود. پس كافي است همريختي بودن ضرب از رسته گروهموجود در قسمت (ب) يك هم ها، ضربهم

(c,d)فرض كنيد A A 1 a)و 2 ,b) :به طوري كه داريم  
((a ,b) (c,d)) (a c,b d) (a c) (b d) (a) (c) (b) (d)               1 2 1 1 2 2  

(a) (b) (c) (d) (a ,b) (c,d)       1 2 1 2  
Aهاي آبلي خواهد بود. لذا يك همريختي است پس يك رسته از گروه بنابراين  A1  A2و  A1اي آبلـي بـا اشـياء    ه ـضرب در رسته گـروه يك هم 2

  باشد.قسمت (ب) نيز درست مي پسباشد. مي
i{Aبراي بررسي بند (ج) فرض كنيد  | i I} ي ها باشد. مجموعهاي از مجموعهخانوادهi i i

i I

A {(a ,i) ( A ) I |a A } 


      را همراه با نگاشـت

i i i
i I

:A A


   با ضابطهa (a ,i)     در نظر بگيريـد. فـرض كنيـدT    يـك مجموعـه وi i{ :A T|i I}    باشـد و تـابع   اي از توابـع  خـانواده

i: A T   ــه خصوصــيات هــم ــا توجــه ب ــا در نظــر مــي ضــربرا ب ــذا نمــودار ه ــريم. ل  گي
 

ــابع منحصــر  بوجــود مــي ــابراين ت ــد. بن آي

iبفرد i i:A A  پذير است. يعني به ازاي هر تعويض موجود است به طوري كه نمودارi I ،i i     به طوري كه به ازاي هـر

2A T
2

1 2A A

2
 

1A T
1

1 2A A

1
 

iA T
i



 iA

i


iG Ti

i 

i
i I

G


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ia A داريمi i(a) ( (a)) (a ,i)      پس .i: A T   بفرمi(a ,i) (a)  ضرب ها يك هممجموعهباشد. بنابراين رسته تمام مي
  پاسخ مورد نظر است. 3شود گزينه جه ميارائه شده نتي مطالب ها است. لذا بند (ج) هم درست است. با توجه به تمامدر نظريه رسته

 خواهيم با مفهوم شيء آزاد در يك رسته آشنا شويم. براي اين منظور نياز به تعريف بعدي داريم.در بخش بعدي مي

  
 اي مانند رسته  :5تعريف  ناميم، هرگاه تابعي مانند ميملموس  يهرسترا   موجود باشد كه به هر شيء ماننـدA اي ماننـد  ، مجموعـه(A)  را

  هاي زير باشد:متناظر كند به طوري كه داراي ويژگي
fـ هر ريختار مانند 1 :A Bي ، تابعي از مجموعه(A) ي به مجموعه(B) .باشد  
  باشد. (A)، تابع هماني روي مجموعه A1، ريختار Aـ به ازاي هر شيء مثل 2
fـ تركيب دو ريختار همانند 3 :A B  وg:B C از  ها به عنوان توابعيهمان تركيب آن(A)  به(B)  و(B)  به(C) .است  

يك رسته ملموس هستند، ولي رسته گروه ضـربي شـامل تنهـا    ها را مطالعه كرديم هر كدام كه آن ingو  et ،rp ،bهاي به عنوان مثال، رسته
ابراين رسته مـورد بحـث   ريختار حاصله يك تابع نيست. بن گاهآنرا نسبت دهد،  G ،(G)به گروه  يك عضو يك رسته ملموس نيست. زيرا هرگاه تابع 

  باشد.يك رسته ملموس نمي
 فرض كنيد  :(شيء آزاد) 6تعريفF ملموس  يهيك شيء در رست  ،باشدX  يك مجموعه وi:X F ها باشـد. گـوييم   يك نگاشت بين مجموعه
F ي روي مجموعهX آزاد است، هرگاه براي هر شيء A از  ها) و نگاشت (بين مجموعهf :X A يك ريختار يكتا مثل ،f :F A    موجـود باشـد

fiبه طوري كه  fپذير است.. به عبارتي نمودار مقابل تعويض  
  
 اد صحيح ي اعدنشان دهيد مجموعه :6مثال ي روي مجموعهX { }   .آزاد است 1
 :كنيم فرض مي  پاسخG  يك گروه باشد وg Gكنيم . همچنين فرض ميf : G  با ضابطهf ( ) g1 واضح است كـه   .يك همريختي باشد

iتابع شمول  : X 

 1 1




fتـوانيم همريختـي يكتـاي    باشد. اكنون مـي موجود مي  : G   را بـا ضـابطهnf (n) g       تعريـف كنـيم بـه طـوري كـه

f (i( )) f ( ) g 1   . به عبارتي نمودار روبرو را خواهيم داشت.1
  

  

 اي آزاد نيستي اعداد گويا روي هيچ مجموعهها، مجموعهگروه يهنشان دهيد در رست :7مثال.  
 :كنيم فرض مي  پاسخ ي روي مجموعهX  آزاد وi:X      يك نگاشت باشد، پـس بـه ازاي گـروهS3   و نگاشـتf :X S ، همريختـي  3

f : S fiوجود دارد كه  3 fها داريمي يكريختي. طبق اولين قضيه Imf S
kerf

  3
 چون .S3   متناهي اسـت، پـس

kerf

    هـم متنـاهي

kerfزيرگروهي با شاخص متناهي ندارد، بنابراين بايد داشته باشـيم   ها ثابت كرديمبود. اما در فصول گروه خواهد   يعنـي ،f    همريختـي همـاني
eاست، در نتيجه به ازاي هر  x X  ،f (x) f (i(x)) e  باشد. در نتيجه كه تناقض مي ها آزاد نيست.گروه يهاي در رستروي هيچ مجموعه  

  

 فرض كنيد  :3قضيه ملموس باشد. اگر  يهيك رستF  وF  هـاي  كـه بـه ترتيـب روي مجموعـه    دو شيء از اين رسته باشندX  وX   آزادنـد و
| X | | X | ،گاهآن F  وF ارز هستند.هم  

  گروه و گروه آزاد را ارائه دهيم، اما قبل از آن لازم است تعريف كلمه را ارائه دهيم.اكنون قصد داريم تعريف نيم
 كنـيم  فـرض مـي   :7تعريفA   روي الفبـاي   كلمـه نـاميم. يـك   جـا آن را الفبـا مـي   دلخـواه باشـد كـه در ايـن    ي يـك مجموعـهA     يـك دنبالـه چـون

nw (a ,a ,...,a ) 1 nwتوجــه داشــته باشــيد كــه هــر كلمــه شــوند، اســت. كــه حــرف ناميــده مــي Aاز اعضــاي  2 (a ,a ,...,a ) 1 بــه صــورت  2
nw a ,a ,...,a 1   .nشود. طول اين كلمه برابر است با هم نوشته مي 2
 كنيم فرض مي :8تعريفA ي تمام كلمات به شكل يك الفبا باشد. مجموعهnw (a ,a ,...,a ) 1 دهيم. عمـل  نمايش مي A*را با  Aروي الفباي  2

  شود:، عمل توالي است كه به صورت زير تعريف ميدوتايي بين اعضاي اين مجموعه
*

m n m n m n(a ,a ,...,a ),(b ,b ,...,b ) A ; (a ,a ,...a )(b ,b ,...,b ) (a ,a ,...,a ,b ,b ,...,b )  1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2  
w*دهند، در حقيقت به ازاي هر نمايش مي» 1«شود كه آن را با تهي ناميده مي يهتهي، كلم يهباشد. دنبالپذير ميواضح است كه اين عمل شركت A 

wداريم  w w 1   ناميم.مي تكواره آزادبا عمل توالي يك تكواره است كه آن را  A*باشد. در نتيجه عضو هماني اين مجموعه مي 1، بنابراين 1

X F
i

A
ff

X 
i

G
ff
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 كنيم فرض مي :9تعريفA هاي غيرتهـي بـه شـكل    ي تمام كلمهيك الفبا باشد. مجموعهnw (a ,a ,...,a ) 1 دهـيم، در  نمـايش مـي   Aرا بـا   2

A*حقيقت  A { }     ناميم.مي گروه آزادنيمباشد كه آن را گروه ميپذيري دارد، يك نيمبا عمل توالي خاصيت شركت A. چون 1
 :گروه آزاد هر نيم توجهAها، يك شيء آزاد است.گروهنيم يههم يهوي رست، ر  

  اگر  :4قضيهA شرايط زير معادلند: گاهآنگروه باشد، يك نيم  

  آزاد است. Aـ 1

  شود.نوشته مي Xضرب اعضاي به طور منحصر به فرد به صورت حاصل Aدارد، به طوري كه هر عضو  Xي مولد چون يك مجموعه Aـ 2

هاسـت و بـراي هـر    يـه علشـامل تعـداد متنـاهي از مقسـوم     Aهـا نيسـت. هـر عضـو     شـامل خودتـوان   Aبرقرار است ولي  Aـ قانون حذف روي 3

, ,w ,w A    اگر ،w w    ،گاهآن     يا يكي از  و عليه چپ ديگري است.مقسوم  
  از ارائه اين تعريف لازم است مطالب زير را بدانيم.مبحث بعدي مربوط به تعريف گروه آزاد است. اما قبل 

xي دلخواه باشد. به ازاي هـر  يك مجموعه Xكنيم فرض مي X     عضـو معكـوس مـرتبط بـا ،x   يعنـيx1   كنـيم  گيـريم و فـرض مـي   را در نظـر مـي

X {x | x X}  1 wكنيم ي. همچنين فرض م1 (a ,a ,...) 1 iباشـد بـه طـوري كـه بـه ازاي هـر        Xنامتناهي روي  يهيك كلم 2 { }  ،

ia X X { } 1 1    و به ازاي يـكn { }    داشـته باشـيم ،ka 1، k n  .يهكلم ـ w (a ,a ,...) 1  ـرا  2 تحويـل يافتـه    يهكلم
xناميم، هرگاه به ازاي هر مي X  ،x  وx1  پشت سرهم قرار نگيرند، يعني اگرia x ،گاهآن ia x 1  و اگرia x ،گاهآن ia x 1   و بـه

iازاي هر  k  ازka 1  نتيجه بگيريمia 1تحويل يافته به صورت  يه، به عبارت ديگر يك كلمn
n(x ,x ,..., x , , ,...)  1 21 2 1 ي باشد، به طورمي 1

nكه  { }  ،ix X  وi  1يهتحويل يافت يه. دو كلم m
m(x , x ,..., x , , ,...)  1 21 2 1 nو  1

n(y , y ,..., y , , ,...)  1 21 2 1 با هم برابرنـد   1

mاگر و تنها اگر  n  و به ازاي هرi n 1 ،i ix y  وi i   حال نگاشت .
f :X F(X)

x x x





1

ي تمـام كلمـات   مجموعـه  F(X)را كه در آن  

Fعمل دوتايي بين اعضاي كنيم است كه اين نگاشت يك به يك است. فرض مي گيريم. واضحپذير است، در نظر ميتحويل F(X)    ،عمـل تـوالي باشـد ،

mيعني به ازاي هر  m
m m(x ,..., x , , ,...) , (y ,..., y , , ,...) F(X)   1 11 11 1 1   داشته باشيم: 1

m n m n
m n m n(x ,..., x , , ,...)(y ,..., y , , ,...) x ...x y ...y      1 1 1 11 1 1 11 1 1 1  

mاما اگر 
mx y  xيـا   xx1مـام اعضـاي بـه شـكل     تواند تحويل يافته باشد. براي رفع ايـن مشـكل، ت  ضرب فوق نميحاصل گاهآن، 11 x1   را حـذف

mكنيم. همچنين اگر مي
mx ...x 11  وn

ny ...y 11 تحويل يافته غيرتهي روي  يهدو كلمX     باشند بـه طـوري كـهm n ،كنـيم  فـرض مـي   گـاه آنk 

kبزرگترين عدد صحيحي باشد كه  m   وm j i j
m j i jx y  
  ( j k )  1كنيم:. در اين صورت تعريف مي  

km k n

mm n n

nm k k

m n m n

x ...x y ...y k m

(x ...x )(y ...y ) y ...y k m n

k m n





  
 

    


 

  


 


1 1

1 1 1

1 1

1 1 1
1

  

  هستيم گروه آزاد را تعريف كنيم. حال آماده 
 اگر  :10تعريفX گاهآنشد، ي دلخواه بايك مجموعه F F(X) ي هاي تحويل يافته روي مجموعهكلمه يههم ييعني مجموعهX   تحت عمل تـوالي

  ناميم.مي گروه آزاديك گروه است كه آن را 

 فرض كنيد  :5قضيهF ي هاي تحويل يافته روي مجموعهي تمام كلمهمجموعهX  باشد، در اين صورتF X.  
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