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    فصل اول  

  »هاپيچيدگي زماني الگوريتم«
  مقدمه

  
در نوشتار پيش رو سعي بـر ايـن اسـت     ها بنا شده است،احث موجود در علم كامپيوتر بر پاية مطالعه و بررسي الگوريتماز مب ايبخش گستردهتوان گفت مي

دان واژه الگـوريتم از نـام رياضـي   ( لگوريتم بيان شده استا تعريفدر زير  .ه شودها پرداختهاي طراحي و آناليز الگوريتمكه به مطالعه، بررسي و مقايسه روش
  .)اقتباس شده است» الخوارزمي«مشهور ايراني 

 :داراي پـنج   ،يـك الگـوريتم   ،كنـد را برآورده مي مشخصياجرا شود، هدف  با ترتيب خاصياست كه اگر  هاييالعملاز دستوراي مجموعه الگوريتم تعريف
  باشد.ميت زير خصوصي

  ).دريافت نكنداز دنياي خارج هيچ ورودي (يعني  .هيچ ورودي نداشته باشد و يا تواند چندين كميت را به عنوان ورودي داشته باشديك الگوريتم مي ) ورودي:1
  يك الگوريتم بايد حداقل يك كميت به عنوان خروجي داشته باشد. ) خروجي:2
  بايد بدون ابهام باشد. هر دستور :)قطعيت() عدم ابهام 3
  هر الگوريتم بايد پس از طي مراحل متناهي به پايان برسد. پذيري:) خاتمه4
  )بتوان آن را با استفاده از كاغذ و قلم و به صورت دستي اجرا كرد.( .هر دستورالعمل موجود در يك الگوريتم بايد قابل اجرا باشد اجرا بودن:) قابل 5

  .پذير نباشدرنامه ممكن است پايانب اماپذير باشد الگوريتم با برنامه در اين است كه الگوريتم بايد پايان اصلي تفاوت :1نكته 

  بدست آوردن مرتبه اجرايي الگوريتم

هاي مختلفي وجود دارد به عنوان مثال بـراي  هخاص ايد مسئلهاما براي حل يك  ،دانست مسئلهاي براي حل يك توان يك الگوريتم را ايدهدر يك تعريف كلي مي
)، Insertion Sortسـازي درجـي (  )، مرتـب Quick Sortسـازي سـريع (  هـاي متفـاوتي ماننـد مرتـب    ) الگـوريتم Sorting Problemسـازي ( مرتب مسئله
)، Merge Sortسـازي ادغـامي (  ب)، مرت ـTree Sortسـازي درختـي (  )، مرتـب Heap Sortسـازي هرمـي (  )، مرتـب Bubble Sort(سـازي حبـابي   مرتـب 
 ،)Bucket Sortاي (سـازي پيمانـه  ، مرتب)Counting Sortسازي شمارشي ()، مرتبShell Sortاي (سازي پوسته)، مرتبRadix Sortسازي مبنايي (مرتب
سـازي  مرتب اي دارد از يك الگوريتمكنندهتعيين در آن نقشكه زمان  مسئلهاهيم در يك حال اگر بخو .) و ... وجود داردPanckake Sortسازي پن كيك (مرتب

مقدار حافظـه مـورد نيـاز الگـوريتم نيـز       ،البته در بسياري از موارد عملي( نماييمهاي موجود سريعترين را انتخاب استفاده كنيم منطقي است كه از بين الگوريتم
بتوانـد   ،افـزار مـورد اسـتفاده   افزار يا نـرم ايد معيارهايي داشته باشيم كه مستقل از سختهاي موجود بدر نتيجه براي مقايسة الگوريتم ،اهميت خاص خود را دارد)

 هدف اين بخش بدست آوردن ابزاري براي انجام اين كار است. باشد،ميتر در كل كدام الگوريتم سريعكه تعيين كند 

 باشـد مي هانيز يك عامل مهم در كارايي الگوريتم مورد نياز حافظه ميزانارند و هاي مختلف مقادير مختلفي از حافظه را نياز دلازم به ذكر است كه الگوريتم
در حقيقـت از   شوندمقايسه مي هر جا كه دو الگوريتم (عامل زماني تأثير بيشتري دارد و از اهميت بالاتري برخوردار است.  ،در مقابله بين حافظه و زمان اما

  )شود. ذكرغير از آن  چيزي ر اين كه صراحتاًمگ ،نماييمسرعت آنها را مقايسه مينظر 
  محاسباتي: تابع پيچيدگي و گام

  افزار از نظر زماني تحليل نمود.افزار و سختها را مستقل از نرمها، الگوريتممعيارهايي است كه بتوان با استفاده از آن هدف تعيين ،در اين قسمت
 :ها را يك مكوچكترين واحد زماني براي اجراي الگوريت تعريفstep  گوييم.مي سباتيامح گاميا يك  

  شده است:بيان هاي لازم براي اجراي آنها به همراه تعداد گام تواند وجود داشته باشدمي يك الگوريتم در زير انواع عباراتي كه در
1 (Comments : بنابرايندارد الگوريتم اضافه شده است و هيچ گام زماني نبهتر باشند كه براي فهم توضيحاتي ميstep .لازم براي اجراي آنها صفر است  
2 (Declarations: عبارات تعيين نوع(type) باشند مي) نظيرconst ،int , char ,  . . .(.  تعدادstep .هاي لازم براي اجراي اين دستورات نيز صفر است  
3 (Assignments: كل كلي آنها به صورتو شدهند اين دستورات يك مقدار را به يك متغير نسبت مي y=f باشد كه ميf يك روال و  تابع،تواند يك مي

  بستگي دارد. fهاي آن به  stepيا يك عبارت محاسباتي باشد بنابراين تعداد 
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4 (Iteration statements: هاي زير:حلقه مانند باشدميهاي تكرار اين دستورات شامل حلقه  
1) for i exp r1 to exp r2 do{body} 2) for j exp r1 down to expr2 do{body}

3) while exp r1 do{body} 4) until exp r1 Repat{body}

5) do {body} while expr

       
   

 
 

  بدنه بستگي دارد. هايگام ها وبه تعداد دفعات تكرار حلقههاي لازم براي هر يك از اين عبارات  stepتعداد 
 لهاي مورد نياز براي تـابع يـا روا  تعداد گام بايد در عوض اماكه شامل يك فراخواني است گامي را لازم ندارد  دستوري): Call) فراخواني روال و تابع (5

  د.محاسبه گردفراخواني شده 
 :تابع پيچيدگي زماني  تعريف )unctionFomplexity C(  مانند تابعييك الگوريتم برايf (n) :است كه  f : N R 0   

  .باشدمي nنياز الگوريتم برحسب  هاي زماني موردگامبا تعداد  برابر f(n)اندازة ورودي و  n كه در آن
دهنـدة مقـدار   نشـان  g(n)انـدازة ورودي اسـت و    nدر نظر گرفت كـه   g(n) مانندتوان تابع پيچيدگي حافظه يك الگوريتم را يك تابع يبه همين طريق م

  كند.اي است كه الگوريتم مصرف ميحافظه
نهايـت)  به اندازه كافي بزرگ (در حـد بـي   هايهاي كوچك چندان معنادار نيست و مقايسه به ازاي وروديمقايسه دو الگوريتم به ازاي ورودي ،در حالت كلي

كننده و حياتي است. بـه عنـوان   تعيين ،هاي بزرگتوان در اين دانست كه تفاوت توابع پيچيدگي به ازاي وروديپذيرد، دليل اين نوع مقايسه را ميانجام مي
  اند.شده مثال در جدول زير شش تابع پيچيدگي به ازاي چند ورودي مختلف مقايسه

  

  

  lgn  n  nlgn  2n  3n  n2  ندازه وروديا
1 0.01.00.01.01.02.0

2 1.02.02.04.08.04.0
5 2.35.011.625.0125.532.0
10 3.310.033.2100.01000.01024.0
15 3.915.058.6225.03375.032768.0
20  4.320.086.4400.08000.01048576.0
30 4.930.0147.2900.027000.01073741824.0
40 5.340.0212.91600.064000.01099511627776.0
50 5.650.0282.22500.0125000.01125899906842620.0
60 5.960.0354.43600.0216000.01152921504606850000.0
70 6.170.0429.04900.0343000.01180591620717410000000.0
80 6.380.0505.86400.0512000.012089258196114630000000000.0
90 6.590.0584.38100.0729000.01237940039285380000000000000.0

100 6.6100.0664.410000.01000000.01267650600228230000000000000000.0

ب براي انتخاب الگوريتم مناس ،هاي بزرگگردد و بنابراين به ازاي وروديگونه كه مشخص است با بزرگ شدن اندازه ورودي تفاوت بين توابع بيشتر ميهمان
  رخوردار است.سزايي بخاص از اهميت ب مسئلهيك 

   دهد:را نشان مي پيچيدگي توابع برخي ازنمودار  ،شكل زير
n!

n2

2n

nlogn

n

logn

1
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هـاي بـزرگ در نظـر گرفتـه     ترسيم گرديده اما باز هم تفاوت رشد توابع مشخص است، حال اگر ورودي هاي كوچكدقت كنيد كه اين شكل فقط به ازاي ورودي
nتوابع با رشد كم مانند در صورتي كهشوند آنگاه حتي  log n ها كمتر از توابعي ماننددر ضرايب بزرگي نيز ضرب شوند باز هم رشد آنn2 ياn! .خواهد بود    

خاص باشند و بر روي يك كامپيوتر سـريع اجـرا شـوند بـه      مسئلهاي يك برموجود هاي مربوط به الگوريتم ،اگر فرض كنيم توابع بررسي شده در شكل فوق
نيـاز بـراي اجـراي     مورد بررسـي را انجـام دهـد در ايـن صـورت زمـان مـورد        مسئلهطوري كه اين كامپيوتر در هر ثانيه يك ميليارد عمليات پايه مربوط به 

  زير خواهد بود:بر روي كامپيوتر بيان شده به صورت  مسئلههاي مختلف اين الگوريتم
  

 تابع پيچيدگي  اندازه ورودي

n  Log n  n  n Log n  2n  n2  n!  
10 93 10 s  810 s  83 10 s  710 s  610 s  33 10 s  

210  97 10 s  710 s77 10 s510 s بيش از صد ميليارد قرن  

  

310 81/ 0 10 s610 s51 10 s 310 s  

 

 
410 81/ 3 10 s510 s41 10 s 110 s   
510 81/ 7 10 s410 s32 10 s10s   

610 82 10 s 310 s22 10 s17 min  
  

باشـد!  هاي نه چندان بزرگ چند هزار برابر عمر كره زمين مي، مدت زمان مورد نياز براي توابع نمايي و فاكتوريل حتي به ازاي وروديبينيدميگونه كه همان
كامپيوترهـا چنـد هـزار    هاي آينده سـرعت  شود). اگر طي سالتخمين زده مي عمر حيات حدود يك ميليارد سال و ميليارد سال 54/4برابر  (عمر كره زمين

اي بيشـترين سـود را از پيشـرفت در    هـاي چنـد جملـه   توان گفت الگـوريتم باشند و ميبرابر نيز شود باز هم توابع نمايي و فاكتوريل، توابعي مهار نشدني مي
  افزار خواهند برد.سرعت سخت

  )Big O اي ي بزرگO )Oنماد 

 :اگر تعريفf(n)   وg(n) نويسيممي شد آنگاهدو تابع پيچيدگي باf (n) O(g(n))) خوانيمميf (n) اوي بزرگ عضوg(n) هرگاه داشته باشيم )است:  

0 0 0c 0, n 0 s.t. ( n n :f (n) cg(n)) ; c IR ,n IN         

fيك حد مجانبي بالا روي g(n)در حقيقت (n) به اين معني كه براي  ،گذاردميn  هاي به اندازة كافي بـزرگf (n) همـواره ازcg(n)   كـوچكتر اسـت و
fاز بيشتر g(n)توانيم بگوييم در اين حالت رشدبنابراين مي (n) نتيجهو در  خواهد بودf (n) تر ازسريعg(n) باشد.مي  
 در برخي منابع رابطه :1تذكرf (n) O(g(n)) به صورتf (n) O(g(n)) گردد.استفاده مي   

  

 f(n) ماننـد مجموعة تمام توابعي  O(g(n))در حقيقت :2نكته
fاست كه (n) O(g(n)) رابطـة بـين   روبـرو شكلg(n) , f (n)  را در

fحالتي كه (n) O(g(n))دهد.باشد نمايش مي   

  

 
cg(n) 

f(n) 

n 
0n

 اگر :1مثالf (n) 3n 14  وg(n) n logn  :آنگاه       f (n) O(g(n)) 
fاگر داشته باشيم (n) O(g(n)) افتد.آنگاه يكي از دو حالت زير اتفاق مي  

n

f (n)
lim 0

g(n)
  يا  

n

f (n)
lim 0

g(n)
    R  

 

 اگر :2مثالng(n) 2   3 وf (n) n آنگاه:  f (n) O(g(n))   

g(n)اما O(f (n)) :زيرا داريم  
n

g(n)
lim

f (n)
  

  (امگاي بزرگ) نماد 

يك حد پايين بـر روي رشـد   ، با استفاده از نماد گردد،يك حد بالا براي رشد تابع مورد بررسي تعيين مي "O"ده از نمادكه بيان شد با استفا گونههمان
  شود.نظر قرار داده مي تابع مورد

 بيش از صد
هزار ميليارد 

 قرن

 بيش از صد
هزار ميليارد 

 قرن
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 :نويسيممي تعريفf (n) (g(n)) )خوانيمميf (n) امگاي بزرگg(n) هرگاه داشته باشيم: )است  

0 0 0c 0 , n 0 ( n n : f (n) cg(n)) ; c IR , n IN          

fروي يك حد مجانبي پايين g(n)در حقيقت (n) گذارد به اين معني كه برايميn هاي به اندازة كافي بـزرگg(n)  همـواره ازf (n)    كـوچكتر اسـت و
fتر ازسريع g(n)و در نتيجه كندتر است f(n)از  g(n)م بگوييم در اين حالت رشد توانيبنابراين مي (n) .خواهد بود  
 به جاي :2تذكرf (n) (g(n)) گاهي از رابطهf (n) (g(n))  شود.استفاده مي  

  

fماننـد مجموعه تمام توابعي (g(n))در حقيقت :3نكته  (n) 
fاست كه (n) (g(n))  رابطـة بـين    روبـرو شكلg(n) و f(n) ا در ر

fحالتي كه (n) (g(n)) دهد.است نشان مي  
  

 

cg(n) 

f(n) 

n 
n0 

fاگر داشته باشيم (n) (g(n)) دهدرخ ميحالت زير  وآنگاه يكي از د.  

n

f (n)
lim

g(n)
   يا    

n

f (n)
lim 0

g(n)
    R  

  

 3اگر :3مثالf (n) n 2وg(n) n n  :آنگاه داريم                  f (n) (g(n))             

g(n)اما (f (n)) :زيرا  
n

g(n)lim 0
f (n)

  
 

 اگر :4مثالg(n) n log n , f (n) 3n 14    آنگاه:   f (n) (g(n)) همچنينوg(n) (f (n))  
  

  نماد
  تابع را تعيين نمايد.تر رشد كلي يك دقيقتواند مي وOنسبت به دو نماد نماد مجانبي

 :نويسيممي تعريفf (n) (g(n)) خوانيم(ميf (n) تتايg(n) هرگاه داشته باشيم: )است  

1 2 0 0 1 2 1 2 0c 0, c 0 , n 0 ( n n :c g(n) f (n) c g(n)) ; c ,c IR ,n IN             
fدر حقيقت در اين حالت رشد (n)  وg(n) .يكسان است   

  

fماننـد مجموعـه تمـام توابـع     (g(n))تـوان گفـت  مي :4نكته (n)  
fكــهباشــد مــي (n) (g(n))  ، رابطــة بــين  روروبــهشــكلf (n) 

fرا در حالتي كه g(n)و (n) (g(n)) دهد.باشد نمايش مي  f(n) 

C2g(n) 

n 
n0 

C1g(n) 

  

  قابل مشاهده است:  گيرندقرار مي (n)و ،O(n)(n)چند تابع نمونه كه در زير شكلدر 
  
  
  
  
  

  
  

  

fاگر داشته باشيم :5نكته  (n) (g(n)) :آنگاه خواهيم داشت  
n

f (n)
lim

g(n)
    

  يك عدد ثابت است. كه 

 
3n 
2n 
100 
logn 

O(n) 

n!
3n 

n2  
n+logn

2n 

(n)

3n 
2n 

n+log

(n)=O(n)(n)
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  دهنده اين است كه:شكل زير نشان ،به عنوان مثال
  
  
  
  
  
  

1cبا فرض  1  2وc 4  وn 2  
2داريم:  2 2n n 2n 1 4n     2 2n 2n 1 (n )    

 كدام گزينه درست است؟ :5مثال    

1(2n log n (n log n)   2(n
O(log n)

log n
  3(n

(n)
log n

   4 (n
O(n)

log n
  

 :دقت كنيد كه:»  4«گزينه  پاسخ  
n

n
n nlog n

lim 0 O(n) , (n)
n log n log n

     

2  :همچنينو  2
2n

n log n
lim 0 n log n O(n log n) , n log n (n log n)

n log n
    

  
fاگر داشته باشيم :6نكته    (n) (g(n)) آنگاهg(n) (f (n)) .نيز برقرار است  

fممكن است (n) O(g(n))  اماباشدg(n) O(f (n))  
fممكن است (n) (g(n))  اماباشدg(n) (f (n))  
(g(n))گيريم كهنتيجه مي جانبيمنمادهاي  تعريف با توجه به O(g(n)) (g(n))   :بنابراين داريم  

  f (n) (g(n)) f (n) O(g(n)) & f (n) (g(n))     
fبراي دو تابع :7نكته   (n)وg(n):خواهيم داشت  f (n) (g(n)) g(n) O(f (n))    

 اگر  :6مثالf  وg دو تابع دلخواه به صورتf ,g : N Rطوريكههباشند ب
n

f (n)lim
g(n)

 ؟ هاي زير درست استيك از گزينه، آنگاه كدام  

1(f (n) O(g(n),g(n) (f (n))    2(g(n) O(f (n)),f (n) O(g(n))   
3(f (n) (g(n)),f (n) (g(n))   4(f (n) (g(n)),g(n) (f (n))  

 رابطه ،، بنابراين بين اين دو تابعاستنهايت دو تابع برابر بي قسمت كه حد خارجتوجه به اينبا »  3«گزينه : پاسخ     برقرار نيست و با توجـه بـه حـد
f   بدست آمده خواهيم داشت: (n) (g(n)) , g(n) (f (n))         ؛f (n) (g(n)) , g(n) O(f (n))   

 

 كدام گزينه زير غلط است؟ :7مثال     
1(n 20 n10 n (n )    2(n n

2 10log (log )   3(n
2(log )! (n!)   4(3 2 n

24n 5n 7n (log )    
 :به صورت  سومشكل صحيح گزينه »  3«گزينه  پاسخn

2(log )! O(n!)و ياn
2n! (log )!) باشد.مي  

 
  

n.ردادر بررسي توابع پيچيدگي در مورد توابع لگاريتمي پاية لگاريتم اهميتي ند :8نكته  n
a blog (log ) ; a 1 , b 1   

 باشند؟يك صحيح مياز بين چهار مورد داده شده كدام :8مثال    

!nnالف ـ O(n )  ب ـ
2

2n (n )
logn

    2ج ـ 2n logn (n )    دـn n2 n 2n 6(2 ) (n )     

  ) الف4  ) الف و د3  ) همه موارد2  ) الف و ب1

1

2

3

4

2 2n 2n 1 4n forn 1   

24n 2n 2n 1  2n
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 :بندي كنيم:توانيم به صورت زير دستهتوابع داده شده را به ترتيب رشد مي»  3«گزينه  پاسخ  
n

n

22
2 2 n

2 n

nn
n n log n n! n

log n
n 6(2 )

      

bبراي هر :9نكته    1 , a 0 :داريم             a nn O(b )  

bاگر a 1 آنگاه:           n na O(b )  

fاگر :01نكته  (n) اي از درجةيك چند جملهk باشد:  روبرو به صورت           k k 1
k k 1 1f (n) a n a n a n a

       

kf                                         :خواهيم داشت آنگاه (n) (n )  
 يدگي تمام توابعي كه داراي تعداد ثابتي گام باشند باپيچ :3تذكرO(1)شودداده مي نمايش.  

  

 :اگر زمان اجراي يك الگوريتم از مرتبه توجه(f (n))باشد آنگاه زمان اجراي آن الگوريتم در بدترين حالت از مرتبهO(f (n)) بهتـرين حالـت از    و در
f)مرتبه (n)) باشد.مي  

  

log)              خواهيم داشت:            !nبا توجه به تقريب استرلينگ براي n!) (n log n)  
  

fممكن است به ازاي دو تابع :11هتنك    (n)وg(n) هيچ يك از سه حالتf (n) O(g(n)) ياf (n) (g(n))ياf (n) (g(n)) برقرار نباشد.  
  

nبه عنوان مثال اگر 
f (n) , g(n) log n

1


 


fباشد، در نتيجه   (n) O(g(n))  وf (n) (g(n))  وf (n) (g(n)).  

 كدام گزينه درست است؟ :9مثال ) باشد.)يك عدد مثبت كوچك مي    

1(3 3n log n O(n )   2(n O(logn)   3(1n O(n log n)    4(
2

2 n
n O( )

log n
   

 :ن دقت كنيد كه هر توا»  1«گزينه  پاسخn مانندn 0كه  رشد بيشتري نسبت بهlog n .دارد  
 

 كدام گزينه درست است؟ :10مثال     

1(
1

10n (log n)  2(log(n!) O(log n)   

3(2n 4n 10 O(n log n)     4(n n n n n1 2 3 n O(n )        

 :هر تواني از  ،گونه كه قبلاً بيان شدهمان»  1«گزينه  پاسخn مانندn 0(كه د بيشتري برخوردار است.) نسبت به توابع لگاريتمي از رش  
 

 اند؟در كدام گزينه توابع از چپ به راست براساس ترتيب رشد نوشته شده :11مثال    
1(n n 2n log ,(1.006) ,n   2(2 n 2n(log n) ,(1.006) ,n   3(2 2 nn ,n(log n) ,(1.006)   4(2 2 nn(log n) ,n ,(1.006)   
 :ها بيشتر است.ضرب آناي و حاصلتوابع نمايي از تمام توابع لگاريتمي و چندجمله رشد دقت كنيد كه»  4«گزينه  پاسخ  

   كوچك) o )oنماد 

fدو تابع پيچيدگي باشند آنگاه g(n)و  f(n)اگر  (n) o(g(n)):هرگاه داشته باشيم ،  
0 0 0c 0 n s t ( n n : f (n) cg(n) ; c R ,n N)           

باشـد (بـه ايـن معنـي كـه كافيسـت       ي بزرگ داراي سور وجـودي مـي  Oدر تعريف  cبزرگ در اين است كه ثابت  Oكوچك و  oفاوت تعريف دقت كنيد ت
يعني نامساوي مربوطه بايد به ازاي هر  ؛داراي سور عمومي است cثابت  ،ي كوچكoاما در تعريف  ؛نامساوي مورد نظر به ازاي يك ثابت دلخواه برقرار باشد)

  برقرار باشد. cثابت دلخواه 

  زوج nبه ازاي 
  فرد nبه ازاي 
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  زير بيان كنيم: شكلي كوچك را به oي بزرگ و Oتوانيم به صورت غيردقيق مي
f (n) o(g(n)) f (n) g(n)          ؛f (n) O(g(n)) f (n) g(n)    

fاگر داشته باشيم :21نكته    (n) o(g(n)) داشت:، آنگاه خواهيم  f (n) O(g(n))اماf (n) (g(n))   

 از نماد هاي زير رابطه بين دو تابع را با استفاده كداميك از گزينه :12مثالoدهد؟ك به درستي نشان ميي كوچ  

1(
2

2 n
n n o( )

5
    2(2 2 2n log n n o(n log n)    

3(
3

2 2 2 n
n log n n o( )

5
    4كدام) هيچ 

 :باشند.هاي اول و دوم نادرست ميگزينه  »3«گزينه  پاسخ  
  

 :مجموعه توجهo(g(n)) و مجموعهO(g(n)) (g(n)) باشند بلكه رابطه زير بين آنها برقرار است:با يكديگر برابر نمي  
o(g(n)) O(g(n)) (g(n))   

O(g(n))زيرا توابعي وجود دارند كه در (g(n)) هستند، اما درo(g(n)) .نيستند  
  كند.مييك حد مجانبي بالاي اكيد براي يك تابع پيچيدگي تعيين  ،توانيم بگوييم اين نمادي كوچك ميoبا توجه به تعريف نماد 

f (n) o(g(n)) تابع پيچيدگي بدين معناست كهf (n) تر ازهاي به اندازه كافي بزرگ سريعبراي وروديg(n) باشد.مي  

fاگر (n) o (g(n)) بين آنها برقرار است: روبروآنگاه به صورت حدي رابطه  
n

f (n)
lim 0

g(n)
  

  (امگاي كوچك)  نماد

 :اگر  تعريفf(n)  وg(n) نويسيممي دو تابع پيچيدگي باشند، آنگاهf (n) (g(n)) هرگاه داشته باشيم:  
  0 0 0c 0 n s t ( n n : f (n) cg(n) ; c R ,n N)           

  را به صورت زير بيان كنيم: و توانيم ارتباط دو تابع با نمادهايبه صورت غيردقيق مي
f (n) (g(n)) f (n) g(n)   f     ؛      (n) (g(n)) f (n) g(n)    

fاگر داشته باشيم (n) (g(n)):آنگاه ، f (n) (g(n))اماf (n) O(g(n))    

 هاي زير درست است؟يك از گزينهكدام :13مثال     

1(
2

2 n
n n ( )

5
   2(2 2 2n log n n (n log n)   

3(2 2 3n log n n (n )    4كدام) هيچ 

 :2درست است. 2گزينه   زيرا داريم:»  2«گزينه  پاسخ 2 2n log n n n log n    
2 2

2 2 2 2n n
n n n n ( ),n n ( )

5 5
       

2 2 3 2 2 3 2 2 3n log n n n n log n n o(n ),n log n (n )        

 :بين نمادهاي توجهO, ,        :رابطه روبرو برقرار است  (g(n)) (g(n)) O(g(n))    
  

 

 از بين روابط زير چند رابطه درست است؟ :14مثال    
2nـ1 logn n (logn)    22ـ 2 2 n

5nlog n n n (n log )     3ـn logn 10 (logn)      
  كدامهيچ) 4  3) 3  2) 2   1) 1
 :باشند.درست مي 3و  1هاي رابطه»  2«گزينه  پاسخ   n log n 10 log n                 2n log n n log n   

2  برقرار نيست زيرا داريم: 2 اما رابطه 2 2 n 2 2 2 n
5 5nlog n n n n log nlog n n n (n log )        
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 تفاوتي ظريف (شبيه به تفاوت بين  :توجهo ي كوچك وOي بزرگ) بين و معني كه نامساوي موجود در رابطهوجود دارد؛ به اين   بايـد بـه ازاي
  برقرار باشد. cكافيست به ازاي يك ثابت  اما نامساوي موجود در رابطه ،برقرار باشد cهر ثابت 

  

  شود.اكيد براي يك تابع پيچيدگي استفاده مي پايين براي قرار دادن يك حد مجانبي نماد

fاگر داشته باشيم  :31نكته  (n) (g(n))  بين آنها برقرار است: مقابلرابطه حدي آنگاه                  
n

f (n)
lim

g(n)
    

o(g(n))                            داريم: g(n)براي يك تابع پيچيدگي مانند  :41نكته    (g(n))    

fوجود ندارد كه  f(n)يعني هيچ تابعي مانند  (n) (g(n))  همچنينو f (n) o(g(n)) .باشد  
f (n) (g(n))  بدين معناست كه تابع پيچيدگيf(n) هاي به اندازه كافي بزرگ بدتر از به ازاي وروديg(n) باشد.مي  

  

f    برقرار است: رابطه مقابل و oمادهاي با توجه به ن g(n)و   f(n)براي دو تابع :51نكته  (n) (g(n)) g(n) o(f (n))    
  

  هاي بيشترنمادهاي مجانبي و مثال نكات تكميلي

 در تمام نكات زير  :4تذكرf(n)  وg(n) شوند.توابع پيچيدگي در نظر گرفته مي  
  زير برقرار است: وابطهمواره ر g(n)و  f(n)بين  :16نكته   

i)f (n) g(n) (max(f (n),g(n))) ; ii)f (n) g(n) O(max(f (n),g(n))) ; iii)f (n) g(n) (min(f (n),g(n)))       
iv) f(n)+g(n) (max(f(n),g(n)))  

 اگر  :15مثالg(n) n 10   2وf (n) n logn  درستي روابط بالا را در مورد اين توابع بررسي كنيدآنگاه.  


2 2

g(n)f(n) max(f(n),g(n))

n log  n  + n+10 (n logn)         
2

g(n)f (n) min(f (n),g(n)

n log n n 10 (n 10)                  
2 2

g(n)f (n) max(f (n),g(n))

n log n n 10 O (n log n)     

  
  :همچنينو 

2 2

g(n)f (n) max(f (n),g(n))

n log n n 10 (n log n)     

  توان گفت:مي همچنيندر اين مثال 


2 2

g(n)f (n) max(f (n),g(x))

n log n n 10 o (n log n)                
2

g(n)f (n) min(f (n),g(n))

n log n n 10 (n 10)      

  
g(n)اما اگر قرار دهيم n log n وf (n) 3n log n :آنگاه داريم 

f (n) g(n) min(f (n),g(n))

3n log n n log n (n log n)     

  

  توانيم نمادهاي مجانبي را به صورت روابط منطقي موجود در اعداد حقيقي تفسير كنيم. يعني:مي ،شدطور كه قبلاً بيان همان
f (n) O(g(n)) f (n) g(n)    
f (n) o(g(n)) f (n) g(n)    

  f (n) (g(n)) f (n) g(n)    
f (n) (g(n)) f (n) g(n)    
f (n) (g(n)) f (n) g(n)    

  :زير را در مورد اين نمادها بيان كردهاي استدلال توانبنابراين مي
f (n) O(g(n)),g(n) O(h(n)) f (n) O(h(n))     
f (n) o(g(n)),g(n) o(h(n)) f (n) o(h(n))     
f (n) (g(n)),g(n) (h(n)) f (n) (h(n))     
f (n) (g(n)),g(n) (h(n)) f (n) (h(n))     
f (n) (g(n)),g(n) (h(n)) f (n) (h(n))     
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 يك از روابط زير برقرار است؟ كدام :16مثال  
1 (O(1) 5n n  2 (5 0.4log n n  3 (log n 23 n log n  4 (2n log n  

 تابع»  3«گزينه  :پاسخlog n3 از مرتبه
3
2log(n ) باشد. در مورد گزينه اول دقت كنيد كهميO( تواند شامل هر عدد ثابت بزرگتر از پنج نيز مي 1(

  باشد و بنابراين گزينه اول نادرست است.
 

 باشد؟صحيح مي دراز بين روابط زير كدام موا :17مثال  
الف)  21 2 3 n (n )      (ب 2 31 4 9 n (n )       (ج 3 51 8 27 n (n )      

  ) فقط الف4  ) ب و ج3  ) الف و ج2  ) الف و ب1

 به روابط زير دقت نماييد:»  1«گزينه  :پاسخ  
3 2 4n(n 1)

i [ ] (n )
2


              

n
2 3

i 1

n(n 1)(2n 1)
i (n )

6

 
              

n
2

i 1

n(n 1)
i (n )

2


   

  دهد:  نكته زير حالت كلي مرتبه زماني توابع مشابه توابع مثال فوق را نشان مي

در حالت كلي تابع :71نكته 
n

i 1

(i)

  1از مرتبه(n ) باشد.مي  

  هاتبه پيچيدگي الگوريتممر تعيين

هاي موجـود در آن قطعـه برنامـه    به حلقه ،. قسمت اصلي مرتبه زماني هر قطعه برنامهباشدتعيين مرتبه زماني مربوط به شبه كد يك الگوريتم مي ،روهدف از بخش پيش
ثابت در مرتبه زمـاني كـل الگـوريتم     عددتواند باعث ايجاد يك ت و بنابراين مييك مقدار ثابت اسها) (به غير از فراخوانيزيرا هزينه زماني بقيه دستورات  ؛شودمربوط مي

  .)شده است در نظر گرفته مسئلهزه ورودي به عنوان اندا nعدد  ،در تمام حالات زير( گيريم:هاي زير را در نظر ميحالت ،هابراي به دست آوردن مرتبه زماني حلقه .شود
i مستقل از اندازه ورودي است. ،زير كه در آنها حد پايين و بالاي حلقه هاي تكرار به فرم كليـ حلقه  

1 1For i : L TO U DO

Begin

End






  

)1U 1وLباشند)اعداد ثابت مي  
مرتبـه زمـاني را تعيـين     ،بنابراين دستورات موجود در بدنـه حلقـه   ،ثيري نداردثابت است كه در تعيين پيچيدگي تأ ها يك مقدارگونه حلقهمرتبه زماني اين

  باشد.مرتبه اجرايي دستورات بدنه مي bكه  (b)ها برابر است با مرتبه اجرايي اين گونه حلقهدر نتيجه   كنند.مي
iiباشند.كل كلي زير ميبه ش نها به اندازه ورودي وابسته است وآكه تكرار هاي تكراري : حلقه  

1For i : L To n Do

Begin

End






  

)1L (يك عدد ثابت است  
n)ها برابر است با ي اين گونه حلقهيمرتبه اجرا b)   كهb باشد.مرتبه اجرايي دستورات بدنه مي  
 مرتبه اجرايي قطعه برنامه زير چيست؟ :18مثال  

1 ((n)  2 (n
(n log )

5
  For(i 5; i n; i )

For(j 5; j 100; j )
S S i j;

   
   
  

      
3 (2(n )  4هيچ كدام ( 

 حلقه »  1«گزينه  :پاسخfor داراي مرتبه  ،خارجي(n)  (1)و حلقه داخلي داراي مرتبه اجراييزيرا حد بالا و پايين آن به ورودي  ؛باشدمي
  شود.وابسته نيست و تعداد دفعات تكرار آن باعث ايجاد يك عدد ثابت مي

 دستورات بدنه

  و يا

 دستورات بدنه دستورات بدنه يا

1 1For i : U Down to L DO

Begin

End






1For i : n Downto L Do

Begin

End






 دستورات بدنه
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 مرتبه اجرايي قطعه برنامه زير كدام است؟ :19مثال  
1 (2(n )  2 ((n) 2For(i 3; i n ; i )

For(j 100; j n; j )
For(k 10; k 20; k );

   
   

   
  

3 (3(n )  4 (2(30n ) 

 حلقه »  3«گزينه  :پاسخFor i  2داراي مرتبه(n )و حلقه  استFor j  داراي مرتبه(n) اما در حلقه  ؛باشدميFor k  حد بالا و پايين بهn 
2  مرتبه آن يك عدد ثابت خواهد بود. بنابراين مرتبه كل قطعه برنامه برابر است با:در نتيجه  ،باشديوابسته نم 3(n n ) (n )     

  

iiiهاي تكرار تو در تو كه شمارنده حلقه داخلي به حلقه خارجي وابسته است: حلقه.    
امـا اگـر    .باشـد كننده پيچيدگي الگوريتم مـي ها تعيينآنگاه تعداد حلقه ،ا پايين حلقه خارجي به اندازه ورودي وابسته باشديالا ها اگر حد بدر اين گونه حلقه

  .)باشدها ميرسي گام به گام حلقهها نياز به بردر برخي حالت( ه اجرايي يك مقدار ثابت خواهد شدآنگاه مرتب ،حلقه خارجي به اندازه ورودي وابسته نباشد
 مرتبه پيچيدگي قطعه برنامه زير چيست؟ :20مثال  

1 ((n)  For(i 100; i 500; i )
For(j n 5; j 10; j )

For(k 10; k j; k )
S k i j S;

   
    

   
   

  2 (2(n )  
3 (3(n )  
  تواند درست باشد.) با توجه به ورودي هر يك مي4
 حلقه »  2«گزينه  :پاسخFor i  داراي زمان ثابت و حلقهFor j  داراي زمان(n) حلقه  .استFor k   به حلقـهFor j   بنـابراين   ؛باشـد وابسـته مـي

n)2زمان اين دو حلقه برابر  ) .خواهد بود  
 

 است؟ مرتبه زماني قطعه برنامه زير كدام :21مثال  

1 (2(n )  
2 (3(n )  
3 ((n log n)  

4 (n(n 1)
( )

2


  

For(i 5; i n 10; i )
For(j i; j 1; j )

For(k 1; k j; k )
{

S S k j;
S S 2;

}

    
   

   

  
 

  

 مرتبه زماني برابر  ،با توجه به توضيحات ارائه شده » 2«گزينه  :پاسخ(n n n) (n )       باشد.مي 3
 

ivگرددشود و يا بر يك عدد ثابت تقسيم ميهاي تكراري كه در آنها شمارنده در يك عدد ثابت ضرب ميحلقه ـ.  
عـدد ثابـت    بار بر يكهشي باشد كه شمارنده هر شود و يا اگر حلقه كاضرب  cاگر حلقه افزايشي باشد كه در هر تكرار آن، شمارنده در يك عدد ثابت مانند 

لگاريتمي خواهد بود و مبناي لگاريتم عدد ثابـت   ،مرتبه الگوريتم ؛حد بالا و پايين اين حلقه به ورودي وابسته باشد در صورتي كهآنگاه  ،شودتقسيم  cمانند 
c باشد يعني از مرتبه ميn

c(log ) .خواهد بود  
 نامه زير را به دست آوريد.مرتبه اجرايي قطعه بر :22مثال  

1 (3(n )  
2 (2(n )  
3 (3 n

2(n log )  
4 (2 n

2(n log )  

For(i 1; i n; i )
For(j 100; j i; j )

{
k 1;
while(k n)

{
S S k;
S S i j;
k k 2;

}
}

   
   




 
  
 

  

 مرتبه اجرايي حلقه »  4«گزينه  :پاسخFor i  برابر(n) شمارنده حلقه داخلي به شمارنده حلقه خـارجي وابسـته اسـت    كهبا توجه به اين .باشدمي، 
n)2بنابراين مرتبه اين دو حلقه برابر  ) اما حلقه  .باشدميwhile باشد كه شمارنده آن هر بار در در داخل اين دو حلقه قرار دارد و يك حلقه افزايشي مي

nبرابر  whileبنابراين مرتبه حلقه  ،شوديضرب م 2 عدد
2(log ) 2  برابر است با: قطعه برنامهو در نتيجه مرتبه كل  خواهد بود n

2(n log )  


