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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 
  اولفصل 

  » هندسه تحليلي و جبرخطي« 

  ماتريس و خواص آن :1درسنامه
   

  

 فرض كنيم  :1مثالA
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  كدام است؟ trBباشد. مقدار 

1 (2  2 (3  3 (4  4 (6  
 :دانيم كه اگرمي»  4«گزينه   پاسخA ،ماتريس ماتريس قطري باشدnA همان ماتريسA هايش به تواناست كه درايهn اند. البته اين موضوع براي رسيده

nدانيم كهمياز طرفي  دارند.هاي قطري اين ويژگي را بلكه ماتريس ،ها صحيح نيستي ماتريسهمه n

n n
tr A trA

 

 

 
  بنابراين خواهيم داشت ،است:  
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|كنيم كه وقتييادآوري مي x |1 باشد، تساويn

n
x
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 1
trB  برقرار است. پس داريم: 1    

  

1 1 1 61 1 31 1 12 3 5

  

  

 هايماتريس :2مثالA
 

  
 

1 2
3 iو 1 i

B
i

 
   

2
1 

zيدر معادله  y x
iB A

i y
 

    
2   كدام است؟ zكنند. مقدارصدق مي 5

1 (5  2 (5-  3 (i5  4 (i5  
 :با انجام ضرب اسكالر و سپس جمع كردن دو ماتريس خواهيم داشت:»  2«گزينه   پاسخ  

i i i i
iB A i

i i ii i

                 
                                  

2 2

2
2 1 2 2 2 4 1 2 2 4 3 22 21 3 1 6 2 1 6 2 5 2 

  

zبنابراين داريم: y x
i y i
    

       

3 2
5 5 xو از اين تساوي به نتايج 2  2،y  zو 2 y  3 دهندرسيم كه نشان ميميz  5 .است  

  



  

2 

جبرخطيهندسه تحليلي و : اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :3مثالA
 

  
 

1 2
1

  )80(مكانيك ـ آزاد    عبارت است از:  A1باشد ماتريس 

1 ( 
 
 

1 2
1

 
  

  2 ( 
 
 

1 2
1
 


  3 ( 

 
 

1 2
1

   
  

  4 ( 
 
  

11 2
1



  

 :2«گزينه   پاسخ«             A A ,...
           

               
           

2 31 2 1 2 1 4 1 4 1 2 1 6
1 1 1 1 1 1     

  

  

 در معادله :4مثال
x
y
z

     
          
           

2 1 1 1
4 1 3 2
2 2 1 1

  )08ـ آزاد ـ سيستم  (صنايع     چقدر است؟ xمجهول  

1 (1
3  2 (1

4  3 (1  4 (1
2  

 :4«گزينه   پاسخ«  
x y z

x z
x y z x , z

x z
x y z

  
              

2 1 6 4 3 14 3 2 1 5 5 22 2 1



  

  

 اگر  :5مثالA
 

  
 

2 3
4 tX.Aي هاز رابط 5 A   )88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ Xماتريس  2

1(  
  

1 5
2 6  2(  

   

6 5
2 1  3(  

   

1 5
2 6  4(  

  

6 2
5 1  

 :دهيمقرار مي  »4«گزينه   پاسخa b
X

c d
 

  
 

  :داريم اين صورت در 

a b
a b a b a b a b
c d c d c d c d

c d

 
                                       
  

2 4 4
2 3 2 4 2 4 3 5 4 8 3 5 824 5 3 5 2 4 3 5 6 1 2 4 6

3 5 1




  

dاز روابط فوق , c , b , a     1 5 2   آيد.به دست مي 6
  

  

  )2) و (1جمع معادله (
  )3) با (2جمع دو برابر معادله (
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

  دترمينان و كاربردهايش :2درسنامه
  

  

 اگر  :1مثالiA i

ii

 
 
 
  

  
 
  

 
 

1
1 3

2
1 31 2 2

 





|گاهآن،  A |1 2 كدام است؟  

1 (  2 (1  3 (2  4 (3  

 :چون ماتريس»  2«گزينه  پاسخA عناصر روي قطر اصـلي   ضربحاصلاست و برابر  پائين مثلثي است در نتيجه دترمينان آن به راحتي قابل محاسبه

iباشد:مي Aماتريس  i ( ) ( )| A | ( )( )( )     
  

2 21 3 1 3 1 31 12 2 |داريم: بنابراين 4 A | | A |  1 2 1 2 1 21 1  .  
  

 اگر  :2مثالA
 

   
  

1 1 1
2 1 3
1 1 1

Bو 
 
    
  

4 2 21 51 1 2 3



  كدام است؟ است، مقدار Aمعكوس ماتريس Bو بدانيم 

1 (1-  2 (5  3 (2  4 (  

 :اگر»  2«گزينه  پاسخB ِوارونA باشد بايد داشته باشيمAB I :بنابراين داريم  
     

             
          

1 1 1 4 2 2 1
1 2 1 3 5 11 1 1 1 1 2 3 1

 
  


 

  

)  بايد صفر شود: Bدر ستون سوم Aضرب سطر اولِپس حاصل )     
1 2 3 51 


    

  

 دترمينان ماتريس  :3مثالA  كدام است؟  
1 (16  
2 (12  
3(16   
4(12   

A

 
  
  
 
  
  

4 6 4 5 6
1 1 1 2 3
1 3 4 5 6
1 1 2 3 1
2 2 1 2 1

  

 :كنيم: ابتدا سطر سوم را از سطر اول كم مي  »2«گزينه  پاسخ  
   
      
   
   
     
      

3 3 3
1 1 1 2 3 1 1 2 3
1 3 4 5 6 2 3 4 5 6
1 1 2 3 1 1 2 3 1
2 2 1 2 1 2 1 2 1

      





´Ã¹¨Â¶ ”μ] ³»j ·¼Tw IM Hn −»H ·¼Tw ·¼¹¨H  

det    داشت:  با استفاده از گسترش روي سطر اول خواهيم A     


1 2 3
2 4 5 63 2 3 1

1 2 1



   



  

4حال در اين ماتريس det  كنيم: از گسترش روي ستون اول استفاده مي 4 A ( ) det A        
1 2 3 1 2 3

3 2 2 3 1 6 2 3 1
1 2 1 1 2 1

    

det  حالا با استفاده از روش ساروس خواهيم داشت:  A ( )      6 3 2 12 9 4 2 12  
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هندسه تحليلي و جبرخطيفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ماتريس اگر براي   :4مثالA باشيم داشتهA A I  2  ،گاهآن A1 كدام است؟  
1 (I  2 (I A  3 (A2  4 (I A  
 :از تساوي  »4«گزينه  پاسخA A I  2  خواهيم داشتA A I 2 بنابراينA(I A) I  دانـيم كـه اگـر   . از طرفي مـيAB I  ،باشـدB 
A(I  است. پس داريم: Aوارونِ A) I A I A    1    

  

 اگر  :5مثالA يك ماتريس3 |باشد و 3 A |  هايو همچنين در تساويAA A A  وB A A    ؟برابر با كدام گزينه است BBگاهآنصدق كند،  1
1 (I  2 (B1  3 ((B ) 1  4 (I3  
 :با توجه به تساوي » 1«گزينه  پاسخB A A  BB  خواهيم داشت: 1 (A A )(A A ) (A A )(A ) (A )           1 1 1 1  

A)دانيم كه:اما مي ) A   و(A ) (A )  1 BB  :داريم است. بنابراين 1 (A )(A A)(A )    1 1  
Aحال از فرضِ A AA  كنيم. خواهيم داشت:استفاده مي  BB (A )(AA )(A ) (A A)(A A ) II I          1 1 1 1  

AAداريم Aپذيرعكوسم توجه كنيد براي ماتريس I 1.  
 

 براي آن كه دستگاه معادلات :6مثالax y
x y
 

  

4 6
3 8   كدام است؟ aمقدار ،شمار جواب داشته باشدبي 12

1 (2
3   2 (3

2   3 (1
2   4 (2  

  : بايد شمار جواب داشته باشدطبق نكته فوق براي آن كه اين دستگاه دو معادله و دو مجهولي بي  »2«گزينه پاسخa b c
a b c
 

  
  باشد، يعني داريم: 

a a a     
4 6 1 3

3 8 12 3 2 2   
 

 ماتريس يمقادير ويژه :7مثالA
 

  
 

4 1
2   ي كوچكتر را تعيين كنيد.ي مربوط به مقدار ويژهو بردارهاي ويژه را به دست آوريد 1

  : ماتريسابتدا پاسخA I آوريم.يدست ماي مشخصه را بهرا تشكيل داده و چند جمله  

A )مشخصه يمعادله(  I f ( ) | A I | ( )( )
  

                    
24 1 4 1 2 5 62 1     

ي مشخصه عبارتند ازهاي معادلهريشه 1 و2 2 ي مربوط بهبراي يافتن بردارهاي ويژه. 3 1 AXدستگاه 2 X فـرض كنـيم    م.كنـي را حل مي 2
x

X
y
 

  
 

x  باشد.  x x y x x y
AX X y x

y y x y y x y



           
                       

4 1 2 4 2 22 22 1 2 2 2 2   

yيهر دو معادله به نتيجه x xرسند. بنابراين هر برداري كه به صورتمي 2
X

x
 

  
 2 باشد، يك بردار ويژه براي 1 ر كه گفتيم، هـر مقـدار   طواست. همان 2

Xشمار بردار ويژه است. مثلاًويژه داراي بي  
  
 

1
Xيا 2  

  
 

3
Xيا 6

 
   

1
ي مربوط بههمگي بردارهاي ويژه 2 1   هستند. 2

  

 ماتريس يمقادير ويژه ضربحاصلو مجموع  :8مثالA
 

  
 

3 8
1   به ترتيب كدامند؟ 1

1 (4 ،5  2 (5 ،4  3 (6 ،4  4 (6 ،6  
  : كنيم:ي مشخصه را تشكيل داده و مقادير ويژه را تعيين ميابتدا معادله » 1«گزينه پاسخ  

     f ( ) | A I | | A I | ( )( ) ,
 

                        
2

1 2
3 8 3 1 8 4 5 1 51 1  

مجموع مقادير ويژه پس   1 2 هاآن ضربحاصلو 4   1 2 detخواهيم كـه ز شما مياست. حالا ا 5 A وtrA    بينـيم كـه  را محاسـبه كنيـد. مـي 
trA   3 1 detو 4 A    3 8   است.  5
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 ي مجموع مقادير ويژه :9مثال
m

A m
m

 
   
  

1
1 2

1 2 2


 است؟ » چه عددي«مقادير ويژه،  ضربحاصلر صفر بوده؛ براب  

1 (3  2 (2  3 (4  4 (1  
 : است، لذا داريم: هاي روي قطر اصليجمع درايهبرابر با حاصل ،مجموع مقادير ويژه ماتريس  »3«گزينه  پاسخ   

m (m ) (m ) m m        1 2 3 3 1  

A | A | ( ) ( )
 
           
  

1 1
2 1 4 1 4

1 2 1


      

 

 اگر :10مثال  Aمقدار ويژه مكرر مرتبه سوم ماتريس 1
a

  
    
  

5 3 2
8 5 4
4 3

  كدام است؟ aباشد، مقدار 

1 (1  2 (1-  3 (3  4 (3-  
  : دانيم مجموع مقادير ويژه برابر مجموع عناصـر قطـر اصـلي هسـتند، بنـابراين     هستند و مي 1مقادير ويژه همگي برابر  ،طبق فرض»  3«گزينه پاسخ 
a   :داريم a      5 5 1 1 1 3  

  

 مقادير ويژه ماتريس :11مثالA
 
   
    

2 1
1

3 1 1


   كدام است؟  

1 (2 ،1-  ،2-  2 (2 ،1 ،  3 (2 ،1 ،2-  4 (2 ،1 ،1-  
  : 4«گزينه پاسخ  «  

A                 دهيم:ي مشخصه را تشكيل ميمعادلهروش اول:  I
      

                
                 

2 1 2 1
1 1

3 1 1 3 1 1

   
     


  

f ( ) | A I | ( )( )( ) , ,                  1 2 32 1 1 1 1 2  
detو trAمقادير روش دوم: A كنيمرا محاسبه مي.trA    2 1 1 detاست و با استفاده از دستور سـاروس  2 A ( ) ( )            2 2 

دانيم كهآيد. بنابراين ميمي دستبه     1 2 3 و 2    1 2 3   ) صحيح است.4ي (دهد كه گزينهاست. اين نشان مي 2
  

 اگر :12مثالA يك ماتريس5 |بوده و 5 xI A | (x )(x ) x    31   چقدر است؟ tr(A)باشد، مقدار 2
1 (5-  2 (5+  3 (  4 (1  
  : مقادير ويژه ماتريس»  1«گزينه پاسخA ياز حل معادله(x )(x ) x   31 باشـند و مجمـوع   مي - ،1 ،2-  ،2-  ،2اعدادآيند و مي دستبه 2

tr(A)  :مداري بنابراين ،است tr(A)مقادير ويژه برابر        2 2 2 1 5  
  

 اگر :13مثالA اي مشخصهيك ماتريس با چند جملهf (x) x x  5 2   چقدر است؟ det(A)باشد، 3
1 (3-  2 (1-  3 (1  4 (3  
  : ماتريسميلتوني هقضيهطبق »  4«گزينه پاسخ ،A كند يعنياش صدق ميي مشخصهدر معادلهA A I   5 2 اي كه پيش است. طبق نكته 3

n          ايم خواهيم داشت:از اين گفته a ( )det A ( ) ( )
a


    5

5

31 1 31
  

  

 ماتريس يهقطري شد :14مثالA
 

  
 

1 2
1 

  كدام است؟ 

1 ( 
 
 

1
2



  2 ( 

  

1
2



  3 ( 

 
 

1
2



  4 ( 

  

1
2



  

  : ابتدا مقادير ويژه»  2«گزينه پاسخA آوريمرا به دست مي      :  det(A I) ,
 

           


21 2 2 1 21 


  

  تواند پاسخ صحيح باشد.) مي2بنابراين گزينه ( .باشندمي Aهاي واقع روي قطر اصلي ماتريس قطري شدني، مقادير ويژه ماتريسدرايه
  

  مقادير ويژه ضربحاصل
 همان دترمينان ماتريس است
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هندسه تحليلي و جبرخطيفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر ماتريس :15مثالA رمينان آن كدام است؟متعامد باشد دت  
1 (  2( 1  3 (2  4( 3  
  : دانيم كه اگرمي  »2«گزينه پاسخA  گاهآنمتعامد باشدtA A tdetچنينهم 1 A det A :بنابراين داريم  

t tA A det A det A det A (det A) det A
det A

          1 1 21 1 1  

  

 دانيم كهمي : 16مثال  Aمقدار ويژه ماتريس  1

   
 
   
 
    

5 12 4 4
1 11 2 2
11 14 4 4

 Aيژه ديگـر مـاتريس   داراي وارون نيست. دو مقدار و Aاست و علاوه بر اين ماتريس  

  )78(عمران ـ سراسري        ؟كدامند

1 ( 1و
4  2 (

1
3و 2

5و  -1) 3  4
4  4 ( 5و

4  

  : ماتريس  »1«گزينه پاسخA پذير نيست، پس دترمينانوارونA  مقادير ويـژه يـك مـاتريس برابـر دترمينـان       ضربحاصلبرابر صفر است از طرفي
  :داريم باشد، بنابراينهاي قطر اصلي ماتريس ميمقادير ويژه برابر مجموع درايه باشد، پس يكي از مقادير ويژه برابر صفر است. از طرفي مجموعماتريس مي

                             3 3
1 1 11 2 2 4 4  

  

 اگر : 17مثالA
 

   
  

1 1
2 1 1

1 1




  )78ـ سراسري ـ سيستم صنايع (  برابر است با: det(A)گاهآنباشد،  

1 (4  2 (2  3 (  4 (2-  

  : آوريم:دست ميدترمينان ماتريس را با روش ساروس به  »3«گزينه پاسخ  ( ) ( )
 

         
 

1 1 1 1
2 1 1 2 1 1 1 2 1

1 1 1 1

 
   

 
  

  

 دترمينان ماتريس : 18مثال

 
  


 

 

9 5 1 4 18
11 23 14 45 19

62 78 12 4 37
9 5 1 4 18

18 92 13 47 13

:  ) 78ـ سراسري ـ سيستم صنايع(    

  نهايت) بي1  4) 3  1) 2  ) صفر1
  : سطر اول و سطر چهارم ماتريس با هم برابرند، پس دترمينان ماتريس برابر صفر است.  »1«گزينه پاسخ  

  

 كدام بردار يك بردار ويژه ماتريس : 19مثال 
 
 

5 4
1   )78اي ـ سراسري (هسته          است؟ 2

1 ( 
  

1
2  2 ( 

  

2
2  3 ( 

  

2
1  4 ( 

 
 

2
2  

  : آوريم:ابتدا مقادير ويژه ماتريس داده شده را به دست مي  »2«گزينه پاسخ  

| A I | ( )( ) ,


              


25 4 5 2 4 7 6 1 61 2   

x           كنيم:حال بردارهاي ويژه متناظر با مقادير فوق را محاسبه مي x x y x
y x

y y x y y
       

                  

5 4 5 411 2 2  

  باشد.) و هر مضربي از آن يك بردار ويژه ماتريس مزبور مي1و  -1بنابراين (
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 اگر : 20مثال  مقدار ويژه مكرر مرتبه سوم ماتريس 1
a

  
   
  

5 3 2
8 5 4
4 3

  )79(عمران ـ سراسري          كدام است؟     aباشد، مقدار  

1 (1  2 (1-  3 (3  4 (3-  
  : داريم باشد، بنابراينهاي قطر اصلي ماتريس ميدانيم مجموع مقادير ويژه برابر مجموع درايهمي  »3«گزينه پاسخ:         a a      1 1 1 5 5 3  

  

 اگر : 21مثالA
 

   
  

1 1 2
2 1

2 3



  )79ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  كدام است؟ A1عنصر سطر سوم و ستون دوم از ماتريس 

1(
5
3  2 (

3
5  3 (3

5  4 (5
3  

  : توان نشان دادبه سادگي مي  »4«گزينه پاسخ| A | 3براي محاسبه درايه سطر سوم و ستون دوم ماتريس .A1 لازم است همسازه درايـه ،a23 

        را به دست آوريم. Aماتريس
| A |
 

  


5 5 5
3 )در a32درايه 3 ) A 

     2 3 11 11 52   a23همسازه درايه 3

  
 اگر  : 22مثالA  وB يهاماتريسn n 80(مكانيك ـ سراسري       .   ……………توان گفت متقارن باشند، در اين صورت مي(  

1 (A2  پذير است.معكوس((A B) .3  متقارن است (B 4  پذير است.معكوس((A B) پذير نيست.معكوس  
  : 2«گزينه پاسخ«              (A B) A B A B        

  

 مطلوبست محاسبه كثيرالجمله مشخصه و مقادير خاص، ماتريس : 23مثالA
 

  
 

2 1
3   )80(مكانيك ـ آزاد               .       4

1 (P ( ) , ,         2
2 2 12 1 1 1  2 (P ( ) , ,           2

2 2 12 1 1 1  
3 (P ( ) , ,         2

2 2 14 4 2 2  4 (P ( ) , ,         2
2 2 16 5 5 1  

 : 4«گزينه  پاسخ«                 | A I | ( )( ) ,


              


22 1 4 2 3 6 5 1 53 4   
  

 ماتريس : 24مثالA
 

   

5 9
6 1 80(مكانيك ـ آزاد               .       را قطري كنيد(  

1 (D
 

  
 

2
1



  2 (D

 
  
 

1
2



  3 (D

 
  
 

4
1



  4 (D

 
  
 

1
1



  

 : داريم دير ويژه برابر دترمينان ماتريس است، بنابراينمقا ضربحاصلهاي قطر اصلي و دانيم مجموع مقادير ويژه برابر مجموع درايهمي  »2«گزينه  پاسخ:  

,
           

            

2 3 2 3
2 3

2 3 2 3

2 3 5 3 9 3 62 36 18  
  

 دانيم كهمي : 25مثال 1 Aيك مقدار ويژه ماتريس 2
 

    
  

3 1 1
1 5 1

1 1 3
    ؟كدام است A مقدار ويژه ديگر ،36برابر است با  Aاست و دترمينان  

  )80(عمران ـ سراسري 
1 (,   2 31 18  2 (,   2 33 6  3 (,   2 32 9  4 (,   2 32 7  

 : 3«گزينه  پاسخ«         | A I | ( )( ) ,
 

                
 

25 9 5 1 54 5 4 1 46 1  


  

D              :داريم باشند، بنابراينمي Aمقادير ويژه ماتريس هاي قطر اصلي ماتريس قطري موردنظر هماندرايه  
  
 

4
1
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هندسه تحليلي و جبرخطيفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر : 26مثال  Aيكي از مقادير ويژه 3
 

   
 
 

1 1
1 2 1
2 2 3


  )80ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  آن موازي كدام است؟ باشد، بردار ويژه متناظر با 

1 (i j k 2
  

  2 (i j k 
  

  3 (i j k 2
  

  4 (i j k 
  

  
 : 1«گزينه  پاسخ«  

  
x x x z

AX X y y x y z y x , z x
z z x y

        
                      
             

1 1 3 2
1 2 1 3 2
2 2 3 3

 



  

,x)پس بردار ويژه x, x) 2 و ياx( , , ) 1 1   خواهد بود. 2
  

 اگر : 27مثالA
 

   
 
 

2 1 2
2 1

2

 

  )80ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  كدام است؟ A1عنصر سطر اول و ستون دوم ماتريس 

1(
1
4  2 (  3 (1

4  4 (1
2  

 : قطر اصلي خواهد بود، يعني ضربحاصلچون ماتريس بالا مثلثي است پس دترمينان آن   »3«گزينه  پاسخ| A | در  a12. براي محاسـبه درايـه   8

را به دست آوريم. Aدر ماتريس a21، لازم است همسازه درايهA1 اتريسم 
2 1
8 ) A1در a21درايه 4 )  

    2 1 1 21 22
  a21همسازه درايه 

  

 اگر : 28مثالA
a



1 1
  )81ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  كدام است؟ aباشد، 9برابر  A2و دترمينان ماتريس 2

1 (,1 1  2 (,5 1  3 (,5 5  4 (,1 5  

 : 4«گزينه  پاسخ«     A | A | a | A | | A | (a ) a ,
a
 

            
 

2 2 21 1 2 2 9 1 52  

  

 مقادير ويژه ماتريس : 29مثال
 

 
 
  

1 1 2
1 1

1

 

  )82كانيك ـ سراسري (م       اند؟كدام 

  1و  1و  1) 4  -1و  -1و  -1) 3  1و  2و  3) 2  -1و  -2و  -3) 1
 : باشند.هاي قطر اصلي مقادير ويژه ماتريس ميي بالا مثلثي يا پايين مثلثي، درايههاماتريسدر   »4«گزينه  پاسخ  

  

 از مقادير مشخصه  مقداردو  : 30مثالnvalue)(eige ماتريسA
  
   
  

2 1 3
6 5 6
2 2 1

، 1 و 1 2 برابـر   3باشد، مقدار مشخصـه سـوم آن  مي2

  )82(عمران ـ آزاد                 است با:         
1 (1  2 (1-  3 (2  4 (2-  
 : داريم باشد. بنابراينهاي قطر اصلي ماتريس مييم مجموع مقادير ويژه يك ماتريس برابر مجموع درايهدانمي  »2«گزينه  پاسخ:  

          3 31 2 2 5 1 1  
  

 يكي از مقادير ويژه ماتريس : 31مثالA
 

   
 
 

1 1
1 2 1
2 2 3


برابر   xاست. اگر 3 c1 :انتخاب شود، بردار ويژه مربوطه برابر است با    

  )82ـ آزاد ـ سيستم  ع(صناي              
1 (ci cj ck 2  2 (ci cj ck 2  3 (ci cj2 2  4 (ci cj ck   
 : 2«گزينه  پاسخ  «  

x x x x
x x x x x
x x x x

       
             
            

1 1 1 3
2 2 1 2 3
3 3 1 2

21 1
1 2 1 3
2 2 3





  

xشوداز دستگاه معادلات فوق نتيجه مي x 2 xو 1 x 3 c). بنابراين12 , c , c) 2 باشد.بردار ويژه مربوطه مي  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 اگر : 32مثالA
 

   

1
1 2
ه ازاء چه مقاديري از، ب دترمينان ماتريسA I  كهI

 
  
 

1
1



  )82ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    شود؟صفر مي 

  3و  2و  1) 4  3و  2) 3  3و  1) 2  2و  1) 1
 : 1«گزينه  پاسخ«  

|   روش اول: A I | ( )( ) ,


         
 

1 1 2 1 21 2


  

  باشند.هاي روي قطر اصلي ماتريس ميدر ماتريس بالا مثلثي يا پايين مثلثي مقادير ويژه همان درايهروش دوم: 
  

 مقادير ويژه ماتريس : 33مثالA
 

  
 

5 4
1   )82اي ـ سراسري ( هسته         عبارتند از: 2

  1و  6) 4  -1و  6) 3  1و  -  2 (6و  1) 1

  : 4«گزينه پاسخ«                 | A I | ( )( ) ,


               


25 4 5 2 4 7 6 1 61 2   
  

 به ازاي چه مقدار  : 34مثالb بردار
 
 
 
  

1

1
 يك بردار ويژه ماتريس

b  
  
  

1 1
2 3 2
3 3 4

  )83(عمران ـ آزاد                 د؟        باشمي 

1 (b 1  2 (b  2  3 (b  1  4 (b    
 : 2«گزينه  پاسخ«  

  
b b

AX X
           

                         
                      

1 1 1 1 1
2 3 2
3 3 4 1 1 1

     

شوداز تساوي فوق نتيجه مي 1 و بنابراينb  2.  

  
 زاويه امتدادهاي ويژه ماتريس : 35مثالA

 
  
 

2 3
3   )83ـ آزاد  ـ سيستم (صنايع  كدام است؟ 1

) 2  ) صفر1
4  3 (

2  4 (Arctg2  

 : چون ماتريس  »3«گزينه  پاسخAباشد، لذا بردارهاي ويژه بر هم عمودند.متقارن مي  
 

 دترمينان ماتريساگر  : 36مثالA  باشد دترمينان ماتريس 2برابرtA (A ) A 1 22   )83ـ سراسري  و هواشناسي ژئوفيزيك(   ؟كدام است 4
1 (4  2 (5  3 (6  4 (7  
 : هاي ماتريسبه چند دليل مسأله اشكال دارد. اول اينكه تعداد سطر و ستون  كدام از گزينه صحيح نيست.هيچ پاسخA     داده نشـده، ثانيـاً دترمينـان

  پيدا كرد. هاماتريسحسب دترمينان خود آن توان برجمع و تفريق چند ماتريس را نمي
  

 ماتريس مرتبه سوم : 37مثالM
   
     
    

درست  هايهاي ماتريس حقيقي هستند. كداميك از گزينهشود كه در آن درايهغير صفر فرض مي 

  )83اي ـ سراسري (هسته    است؟
  حقيقي با سه بردار ويژه متعامد مستقل خطي دارد.ي هر ويژ) ماتريس مذكور مقادي1
  باشد. 3) ماتريس مقادير ويژه حقيقي دارد اما ممكن است تعداد بردارهاي ويژه مستقل خطي كمتر از 2
  ) يك مقدار ويژه حقيقي دارد اما ممكن است دو مقدار ويژه ديگر مزدوج مختلط يكديگر باشند.3
  توان درباره تعداد مقادير ويژه حقيقي و نوع بردارهاي ويژه اظهارنظر كرد.حالت كلي نميهاي مذكور در ) با فرض4
 : ماتريس  »1«گزينه  پاسخM باشد، بنابراين سه بردار ويژه متعامد مستقل خطي دارد.يك ماتريس متقارن مي  
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هندسه تحليلي و جبرخطيفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 دفرض كني : 38مثالA
 
   
  

2 3 1
1 1

3 4 1
ماتريس ي ه، مقادير ويژA      :83(معدن ـ سراسري          عبارتند از(  

1 ( ،2 ،2-  2 ( ،1 ،1-  3 (2 ،1- ،1  4 (2 ،3 ،1
2  

 : دهيم:رمينان، حول ستون اول بسط ميبراي محاسبه دت  »1«گزينه  پاسخ  

( )(( )( ) ) ( ( )) ( )(( ) ) , ,


 
                     

 

2

2

2 3 1
1 1 2 1 1 4 3 3 1 2 1 1 2 2

3 4 1
      

  

 اگر : 39مثالA  
  
 

1 1
2 1
 وB  

   
1 1 1

2   )84ـ آزاد  ـ سيستم صنايع(  است؟ مكدا AB3باشد در اين صورت 3

1 ( 
  

9 3
12 3  2 ( 

  

9 3
12 3  3 ( 

  

3 1
2 1  4 ( 

  

1
2 1
  

 : يهاماتريسنيازي به به دست آوردن   »1«گزينه  پاسخA،B باشد. توجه كنيد كهنمي| B | , | A |   1 11 |، بنابراين1 A |1 و| B | 1 در .
|       :داريم نتيجه AB | | A || B |      3 9 9 1 1 9  

  باشد.مي -9) برابر 1ها، تنها دترمينان ماتريس گزينه (در بين گزينه
  

 حاصل دترمينان : 40مثالa
b

c






1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

  )84ـ آزاد  ـ سيستم صنايع(   كدام است؟ 

1 (( a)( b)( c)  1 1   abc) 4  ) صفر3  1) 2  1
 : 4«گزينه  پاسخ«  

  a a
a b c abc

b b
c c


     




1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 11 1 1 1
1 1 1 1

  
  
  

  

  

 به ازاي چه مقاديري از  : 41مثالa دستگاه
x y az

x y z
x y z

  
   
   

3 2
6 4 5





  )85ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  نهايت جواب دارد؟بي 

1 (a  1  2 (a    3 (a 1  4 (a  2  
 : ن است كه دترمينان ضرايب برابر صفر باشد.نهايت جواب براي يك دستگاه همگن آشرط داشتن بي  »3«گزينه  پاسخ  

a
( ) ( ) a( ) a a


                


1 1
3 1 2 1 5 8 1 15 12 12 6 3 3 6 1
6 4 5

   

  

 اگر : 42مثالA
  

   
   

1 6 4
4 2
6 3




  )85ـ سراسري  MBA(  آن كدام است؟ نظير كوچكترين مقدار ويژه باشد، بردار ويژه 

1 (
 
  
  

1
3
2

  2 (
 
  
  

2
1
2

  3 (
 
  
  

1
2

3
  4 (

 
  
  

1
2

1
  

 : 2«گزينه  پاسخ«  | A I | ( )(( )( ) ) ( )( ) ,
  

                 
  

2
1 6 4

4 2 1 4 3 12 1 1
6 3

  


  

بنابراين   باشد. براي به دست آوردن بردار ويژه بايستي دستگاهكوچكترين مقدار ويژه ميAX X  .را حل كنيم  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

x y z
AX y z

y z

  
   
  

6 4
4 2

6 3


 


  

zدومي هاز معادل y 2 آيد، كه با جايگزيني در معادله اولبه دست ميx y 2 آيد، بنابراينبه دست مي( y, y, y) 2 )و يـا   2 , , )2 1 بـردار ويـژه    2
  باشد.وردنظر ميم

  

 بردار ويژه نظير بزرگترين مقادير ويژه ماتريس : 43مثال
 
 
 
   

1 6 4
4 2
6 3




  )86ـ سراسري  MBA(  ، كدام است؟

1( a
a

 
  
  2


  2( a

a

 
  
  

2
3


  3( a

a

 
  
  

1
2
3

  4( a
a

 
 
 
  

1
2
3

  

 : آوريم:ابتدا مقادير ويژه ماتريس را به دست مي  »2«گزينه  پاسخ  

| A I | ( )(( )( ) ) , ,
 

                
  

1 6 4
4 2 1 4 3 12 1 1

6 3
    


  

پس 1 باشد.بزرگترين مقدار ويژه ماتريس مي  
x y z x x y z

AX X y z y y z ( , a , a)
y z z y z

       
           
      

6 4 3 2
4 2 3 2 2 3

6 3 3 2


 


  

  
 اگر : 44مثالA

 
  
 

3 2
8 AXاز رابطه 5 A I    )88(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ X، دترمينان ماتريس2

1( 12  2( 13  3( 14  4( 15  
 : 2«گزينه  پاسخ«    

اـ توجــه بــه اينكــه    Aبـ  
  
 

3 2
8 اـبراين5 A، بنـ I  

   
 

1 22 8 اـ توجــه بــه اينكــه    3 اـل بـ |. حـ A |     3 5 2 8 |و1 A I |      2 1 3 2 8 13.   

AX  :داريم پس A I | AX | | A I | | A || X | | A I | | X |         2 2 2 13  
  

 به ازاي كدام مقدار  : 45مثالk  دستگاه معادلات
x y kz
x y z
x y z

  
   
    

5 3
3 2

2





  )90(صنايع غذايي ـ سراسري   هاي غير صفر دارد؟جواب 

1 (1  2 (4  3 (3  4 (2  
 : دهيم در اين صورت دستگاه جواب غيرصفر دارد.دترمينان ضرايب دستگاه را برابر صفر قرار مي  »2«گزينه  پاسخ    

k
k k


       



5 3
3 2 1 25 21 4

1 1 2
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هندسه تحليلي و جبرخطي: اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 
   
 
 
  

1 2 1 2
1 1 1 1
3 3
3 3 3 3

 

  ي ماتريسرتبه :3درسنامه      
  

 سطرهاياگر  :1مثال     A ,A a ,A  3 2 12 3 4 2 1 1 1 Aاز ماتريس 2 3   كدام است؟ a گاهآنوابسته خطي باشند،  3

1 (1  2 (2  3 (1
2  4 (2  

  : اگر سطرهاي ماتريس  »3«گزينه پاسخA ي خطي باشند بايد دترمينانوابستهA .صفر باشد  

                      a ( a) ( a ) a         
2 3 4

12 1 8 3 4 6 2 8 21 1 2
   

 

 ي ماتريسرتبه  :2مثالA

 
 
 
 
 
 

1 2 1 2
2 1 2 1
3 3

3 3
 

 

  كدام است؟ 

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 :اكنـون سـراغ   اگر بخواهيم از هم .اي بين سطرها برقرار باشدي سادهرسد رابطهبسيار خب! به نظر نمي  »2«گزينه   پاسخ

4شويم دترمينان ماتريس مربعِدترمينان برويم، مجبور مي كنـيم  سعي مـي  !را حساب كنيم. براي فرار از اين سرنوشت شوم 4
را منهـاي سـطر    چهـارم كل مفهومي كنار بگذاريم. اگر سطر دوم را منهاي سطر اول كنيم و سطر حداقل يكي از سطرها را به ش

ضرب كنيد سطر چهارم  -3پس سطر چهارم مضرب سطر دوم است. اگر سطر دوم را در  رسيم.به ماتريس مقابل مي ،كنيم سوم
توانيم روي سـه سـطر بـالايي    ار گذاشتن آن ميي خطي است. حالا با كنآيد. پس متوجه شديم سطر چهارم وابستهمي دستبه

3هاي مربعِتمركز كنيم. زيرماتريس   گيريم:را در نظر مي 3

det , det
   
          
      

1 2 1 2 1 2
1 1 1 1 1 1
3 3 3

 
  

    

2هاياست. حالا به زيرماتريس 3ي اين ماتريس كمتر از بنابراين رتبه det  توجه كنيد.   2
 

    

1 2 31 1   

rank(A)پس مطمئن شديم كه    است. 2
  تمركـز كنـيم.    Aهـاي توانيم به جاي سـطرها روي سـتون  ي ستوني فرقي ندارد، ميي سطري با رتبهمثال اگر از اين نكته استفاده كنيم كه رتبه اين درتوجه: 

rank(A)دو ستون مستقل و دو ستون وابسته خطي دارد و در نتيجه Aداراي دو ستون تكراري است. بنابراين Aشويم كهبا يك نگاه متوجه مي    .است 2
 

 رتبه يا  :3مثالankr ماتريسA

  
    
 
 
 

1 1 2 2
1 1 1 1

2 4 1 1
4 2 1 3

  )80ـ آزاد  ـ سيستم صنايع(            كدام است؟      

1 (2  2 (4  3 (3  4 (1  
 :كنيم:از روش حذفي گاوس استفاده مي  »3«گزينه   پاسخ  

( ) ( ) ( ) ( )A

                  
                            
             
         

           

1 2 3 4

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 1 1 1 3 6 5 5 6 5 5 6 5 5

2 4 1 1 6 5 5 1 3 1 3 1 3
4 2 1 3 6 7 11 6 7 11 2 6

    
      
       

  

aيم، زيرا درايهجا كردسطرهاي دوم و سوم را جابه در مرحله دوم براي ادامه قاعده سطري ـ اشلي،  22    مانـد،  بود. در نهايت سه سطر غيرصفر بـاقي مـي
  است. 3برابر  Aي ماتريسپس رتبه
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 اگر  :4مثالA  يك ماتريسm  درn ،B  يك ماتريسm  درm پذير باشد و ناتكين يا وارونC تريسيك ماn n  ناتكين باشد، كدام گزينه در مورد
  )84(آمار ـ سراسري              صحيح است؟ هاماتريسي هرتب

1 (r(AC) r(BA) r(A)   2 (r(BAC) r(AC) r(BA)   
3 (r(BAC) r(AC) r(BA) r(A)    4 (r(BAC) r(AC) r(A)   

 :هايماتريس  »3«گزينه   پاسخB وC رتبه آن مـاتريس را   ،پذير در يك ماتريسدانيم ضرب كردن يك ماتريس وارونميپذيرند و ونراطبق فرض و
  دهد.تغيير نمي
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هندسه تحليلي و جبرخطي: اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  ا در فضاي سه بعديبرداره :4درسنامه 
  

 

 اگر :1مثالA ( , , ) 1 3 4
  وB ( , , ) 2 1 2  ،حاصل گاهآنباشدC B A 3 2

  كدام است؟  
1 (( , )4 9 2  2 (( , , ) 4 3 2  3 (( , , )8 9 14  4 (( , , )8 9 2  
 : هاي اسكالر داده شده، داريم:ي ضرببا محاسبه»  2«گزينه پاسخ     C ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )         3 2 1 2 2 1 3 4 6 3 6 2 6 8 4 3 2

  

Aبردارهاي غيرصفر برداري كه امتداد نيمسازامتداد نيمساز دو بردار: 
 وB

 به صـورت دهد مي را نشانA BC
| B || A |

 
 
    شـود. بـراي مثـال    نوشـته مـي

Aاگر ( , , ) 2 2 1
 وB ( , , ) 3 4


 :باشند داريم  ( , , ) ( , , )C ( , , )  

2 2 1 3 4 2 19 17
3 5 3 15 15

   
  

 زاويه بين دو بردار :2مثالV ( , , )1 1 11 2


  وV ( , , )2 3 4


 كدام است؟  

1 (3   2 (6   3 (Arccos 1
3  4 (Arccos 22

75  

 : 4«گزينه پاسخ«                        ( ) ( ) ( )cos Arccos( )
.

    
      

  
3 1 11 4 2 22 22 22

15 5 75 751 121 4 9 16
 
 

  
  

 اگر  :3مثالa
،b

 وc
 بردارهاي يكه باشند و در تساوي| a b | | b c | | c a |     2 2 2 9

      ،مقدار گاهآنصدق كنند| a b c | 2 5 5  كدام است؟  
1 (3  2 (9  3 (6  4 (2  
 :براي هر بردار دلخواه»  1«گزينه  پاسخV

 :داريم| V | V.V2  ِپس تساوي .| a b | | b c | | c a |     2 2 2 9
     توان چنين نوشت:را مي  

(a b).(a b) (b c).(b c) (c a).(c a) a.a a.b b.a b.b b.b b.c c.b c.c c.c a.c c.a a.a                     9 9
                                    

a.b اما b.a
   است وa.a | a | 2  :به همين ترتيب براي ساير بردارها خواهيم داشت .  | a | | b | | c | a.b b.c a.c      2 2 22 2 2 2 2 2 9

         
|تند پس:يكه هس cو bو aبردارهاي a | | b | | c |  1

 .  

(a.b a.c b.c) a.b a.c b.c         
36 2 9 2

            

aدهيم برداري بردار خواسته شده را حساب كنيم. براي اين كار ابتدا نشان ميتوانيم اندازهاكنون مي b c 
  :بردار صفر است  

| a b c | (a b c).(a b c) (a.a b.b c.c a.b a.c b.c)            2 2 2 2
                     

(| a | | b | | c | (a.b a.c b.c)) ( ( ))           2 2 2 32 3 2 3 32
       

|پس a b c |  
   است يعنيa b c  

   :به اين ترتيب خواهيم داشت  
| a b c | | a b c a | | (a b c) a | | a | | a | | a |              2 5 5 5 5 5 3 5 3 3 3 3 3

              
  

 طول تصوير بردار :4مثالA i j k  
    بر بردارi kB 

 2

 
 كدام است؟  

1 (2  2 (2
2  3 (2 2  4 (2  

  : طبق فرمول داريم:  »1«گزينه پاسخ                         A
B

( ) ( )
A.BProj
| B |

( ) ( )

   
     

 2 2

1 1 1 11 1 2 2 22 2 2 2 221 1 1 1 2
2 22 2

 
  

  

 اگر :5مثالA( , , )1 1 2
  وB( , , )2 1 3 .حاصل گاهآنباشدC A B 

   كدام است؟  
1 (i j k  5

    2 (i j k  5 3
    3 (i j k 7

    4 (i j k  7
    

 : كنيم:رجي را حساب ميبا استفاده از دترمينان ماتريس زير ضرب خا»  2«گزينه پاسخ  

 
i j k

C A B [( ) ( )] i [( ) ( )] j [( ) ( )]k i j k                     1 1 2 1 3 2 1 2 2 3 1 1 1 1 2 5 3
2 1 3
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2ضي عمومي (ريا 

y

z

x

C

B

A
AC

AB

 مساحت مثلثي كه سه رأس آن به ترتيب :6مثالA( , , )2  ،B( , , )2  وC( , , )1 2  باشد، كدام است؟  
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
  : بردارهاي»  3«ه گزينپاسخAB


ACو 


      كنيم:ها را محاسبه ميدو ضلع اين مثلث هستند، آن 

   AB ( , , ) ( , , ) , AC ( , , ) ( , , )           2 2 2 2 1 2 2 1 2
 

          
i j k

AB AC i j k | AB AC |         


2 2 4 2 4 6
1 2

  
     




  

| AB AC |  
1 32
 

  مساحت مثلث 
 

 عبارت :7مثال(A B) (C D)  
   با كداميك از عبارات زير همواره برابر است؟  

1 ((A.C D)B (B.C D)A  
        2 ((A.C D)B (B.C D)A  

        3 ((A.B C)D (D.A B)C  
        4 ((A.B C)D (D.A C)C  

        
  : كنيمابتدا فرض مي»  2«گزينه پاسخV C D 

 گانه داريم:سه ضربحاصل ، در اين صورت طبق تعريف  
(A B) V V (A B) (A.V)B (B.V)A       
           يا (A B) (C D) (A.C D)B (B.C D)A      

            
  

  

 اگر :8مثالA
 برداري يكه باشد، حاصلA (A (A B))  

    :برابر است با  
1 ((A.B)A

   2 (A B 
   3 ((A.B)B

    4 ((A.B)(A B)
    

  : ابتدا توجه كنيد كه:»  2«گزينه پاسخ            A (A B) (A.B)A (A.A)B (A.B)A B     
             

A        :داريم بنابراين (A (A B)) A ((A.B)A B) (A.B)(A A) A B (A.B)( ) A B A B               
                     

  

 ــال ــاي  :9مث Vبرداره ( , , , )1 1 1 2 4
 وV ( , , , )  2 2 1 5 2

 وV ( , , , )  3 1 1 4


 وV ( , , , )4 2 1 1 6
 ــرداري حقيقــي مفروضــند.  4در فضــاي ب

dim V ,V ,V ,V 1 2 3 4
    :برابر است با    

1 (1   2 (2  3 (3  4 (4  
 :نويسيم كه بردارهاي داده شده، سطرهاي آن باشند:ابتدا ماتريسي مي  »2«گزينه   پاسخ  

A

 
   
  
 
 

1 1 2 4
2 1 5 2
1 1 4
2 1 1 6


  

كنيم تر شود، سعي ميساده Aيي رتبهكه محاسبهدهد كه بعد زيرفضاي توليدشده توسط بردارهاي فوق چند است؟ براي آني اين ماتريس، نشان ميرتبه
   ها را صفر كنيم:تي برخي از درايهبا انجام اعمال سطري ـ مقدما

   
          
       
   

     

1
3
2
3

1 1 2 4 1 1 2 4
2 1 5 2 3 9 6
1 1 4 2 6 4
2 1 1 6 1 3 2


 



o o³¼j ˆw oMHoM ÁI¿¹¶ ,³nI¿a ˆwo o−»H ˆw oMHoM »j ÁI¿¹¶ ,³»j ˆw
o o−»H ˆw oMHoM »j ÁI¿¹¶ ,³nI¿a ˆw o o³»j ˆw oMHoM ÁI¿¹¶ ,³¼wo o−»H ˆw ÁI¿¹¶ ,³¼w ˆw

 
    
 
 
 

1 1 2 4
3 9 6

   
   

ˆw
    

dimاست، زيرا دو سطر غيرصفر دارد. پس 2ي آن برابر با معلوم است كه رتبه بالا مثلثي شده است، ،حالا كه ماتريس V , V ,V , V 1 2 3 4 2
   .  در ضمن

)بردارهاي , , , )1 1 2 )و 4 , , , )  3 9 6 كه سطرهاي غيرصفرA دهند.ي اين زيرفضا را به ما ميهستند، پايه  
 

 دستگاه همگن  :10مثال
x x x
x x x x
x x x

  


   
   

1 3 4
1 2 3 4
1 2 4

2
2
3





  اي براي فضاي جواب اين دستگاه است؟هاي زير پايهيك از مجموعهكدامرا در نظر بگيريد.  

1 ({( , , , ) , ( , , , )} 1 3 1 2 5 1     2 ({( , , , ) , ( , , , )}1 1 2 1       
3 ({( , , , ) , ( , , , )} 4 1 2 2 5 1    4 ({( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , )}  1 1 1 1 3 1 2 5 1    
 :ابتدا بايد » 1«گزينه   پاسخ نويسـيم و روش  ي جواب چنـد عضـو دارد. مـاتريس ضـرايب را مـي     علوم شود كه پايهعد فضاي جواب را پيدا كنيم تا مب

  كنيم:را اجرا مي سحذفي گاو

A
       

               
          

1 1 2 1 1 2 1 1 2
2 1 1 1 1 3 5 1 3 5
3 1 1 1 3 5

  
 

     

o o o o−»H ˆw oMHoM »j ÁI¿¹¶ ,³»j ˆw ³»j ˆw ÁI¿¹¶ ,³¼w ˆw
o o−»H ˆw oMHoM¾w ÁI¿¹¶ ,³¼w ˆw
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هندسه تحليلي و جبرخطي: اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  دو سطر غيرصفر دارد. بنابراين داريم: زيرااست  2ي آن ستون است، اما رتبه 4اين ماتريس داراي   4 2 2 اب دستگاهعد فضاي جوب  
 و در اين دستگاه صدق كنند، مستقل خطي باشند بردار باشد و بردارهايش 2كه شامل اي ي اين فضا بايد دو عضوي باشد. هر مجموعهدانيم كه پايهحالا مي

تواند صحيح باشـد.  ه عضوي است پس نمي)، س4ي (ي جواب است. گزينهها را دارد، بنابراين پايهي اين ويژگي) همه1ي (ي جواب باشد. گزينهتواند پايهمي
  ها مضرب ديگري است.زيرا يكي از آن ،ي خطي هستند) هم اين ايراد را دارد كه بردارهايش وابسته3ي (كند. گزينه) در اين دستگاه صدق نمي2ي (گزينه

  

 سئوحجم چهار وجهي به ر :11مثال( , , )1 3 ،( , , )2 1 3،( , , ) 2 2 )و 1 , , )1 1   )78اي ـ سراسري (هسته         كدام است؟ 2
1 (5  2 (6  3 (7  4 (8  

 :رئوس داده شده را به ترتيب  ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ  پاسخA،B،C وD داريم كنيم. در اين صورتفرض مي:  

AB ( , , ) , AC ( , , ) , AD ( , , ) AB.(AC AD)


                
 

1 4 3
1 4 3 3 1 1 2 2 2 3 1 1 24

2 2 2

     
  

V   بنابراين حجم چهار وجهي موردنظر برابر است با: | AB.(AC AD) |    
1 1 24 46 6
  

  
  

 در جهت برداربرداري كه  :12مثالA i j k  2 2
     79ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    باشد، كدام است؟مي 9بوده و طولش برابر(  

1 (i j k 4 4
  

  2 (i j k 9 3 9
  

  3 (i j k 6 3 6
  

  4 (i j k 3 3
  

  
 :3«گزينه   پاسخ«                   A i j k | A |       2 2 4 1 4 3

     
Aچون طول بردار
  است، پس بردار موردنظر 3برابرA3 .خواهد بود  

  

 يكه مختصات بردار :13مثالN
 عمود بر دو بردارA i j k  4 3

    وB i j k   2 2
   80ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  كدام است؟(  

1 (( , , )1 2 2  2 (( , , )
1 2 2
3 3 3  3 (( , , )

1 2 2
3 3 3  4 (( , , )1 2 2  

 :بردار عمود بر براي به دست آوردن  »3«گزينه   پاسخA
 وB

كافي است ،A B
  دست آوريم.را به  

i j k
A BA B i j k N ( , , )

| A B |


          


 

14 1 3 2 2 1 2 232 1 2

  
     
   

  

 اگر داشته باشيم :14مثالA i j 
   وB k 2

 كدام بردار، مماس بر گاهآنA B
       81(معدن ـ سراسري           خواهد شد؟(  

1 (i j
 

  2 (i j
 

  3 (( i j)2
 

  4 (( i j)2
 

  
 :بوده است.» موازي«استفاده كرده است و به احتمال قوي منظورش » مماس«سؤال از اصطلاحِ  طراح  »3و  2«گزينه   پاسخ  

i j k
A B i j ( i j)     1 1 2 2 2

2

  
    


 

  

iبردار j2 2
  زيرا بردارهايي كه مضربباشدمضربي از آن پاسخ مسأله مي و هر ،A B

  .باشند با آن موازي هستند  
  

 براي هر دو بردار :15مثالa
 وb

 81(معدن ـ سراسري          در فضا كدام رابطه همواره درست است؟(  
1 (a.b | a || b |

    2 (a.b | a || b |
    3 (a.b a b 

    4 (a.b | a || b |
    

 :خاصيت ضرب داخلي:   »1«گزينه   پاسخ  a.b | a || b |cos | a || b | 
      

  

 كدام بردار عمود بر بردارهاي :16مثالu i j k  4 3
   وv i j k  2 3

   81(معدن ـ سراسري           است؟(  
1 (i j k 8 3 3

  
  2 (i j k 6 2 2

  
  3 (i j k 6 2 2

  
  4 (i j k  8 1 14

  
  

 :داريم خارجي دو بردار، بر دو بردار اوليه عمود است، بنابراين ضربحاصل  »4«گزينه   پاسخ:               
i j k

u v i j k      


4 1 3 8 1 14
2 3 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2ضي عمومي (ريا 

 اگر  :17مثالa  وb  وc  سه بردار وb  وc غير موازي وa.(b c)  81(رياضي ـ سراسري         ، كدام گزاره درست است؟(  
a)2  ) يك بردار عمود بر صفحه دو بردار ديگر است.1   ياb   ياc    
  ) يك بردار موازي صفحه دو بردار ديگر است.4  عمود است. cو  bبر صفحه  bو  a) صفحه 3
 :از  »4«گزينه   پاسخa.(b c)   اند و چونشود سه بردار هم صفحهنتيجه ميb وc  انـد پـس يـك صـفحه از آنهـا عبـور       طبق فرض غيرمـوازي
  در همان صفحه قرار دارد پس با صفحه حاصل از آنها موازي است. aكند و چونمي

  

 بردارهاي :18مثالA i j k  2 3
    وB i j k   2

   وC i j 3
    مفروض است. مقدارt را طوري پيدا كنيد كه بردارA tB

  بر بردارC
  عمود

  )82ـ آزاد ـ سيستم  (صنايع  باشد.
1 (t  5  2 (t  5  3 (t 1  4 (t  1  
 :2«گزينه   پاسخ«                    A tB ( t , t , t) (A tB).C t t           1 2 2 3 3 3 2 2

   
  

tكه از معادله فوق    آيد.دست ميبه 5
  

 السطوح حاصل از سه بردارحجم متوازي :19مثالa i j k  2
  ،b i j k    2

   وc i j k   
   :82(رياضي ـ سراسري         برابر است با(  

1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  

 :1«گزينه   پاسخ«               a.b c


     
 

2 1 1
1 1 2 3
1 1 1

   

  

 اگر بردار :20مثالA B
  بر بردارA B

  :85آزاد ـ  تاريخ و فلسفه علم(        عمود باشد داريم(  

1 (| A | | B |
1
2

   2 (| A | | B | 2
   3 (| A | | B |

1
3

   4 (| A | | B |
   

 :اگر بردار   »4«گزينه   پاسخA B
  برA B

  :عمود باشد خواهيم داشت  (A B).(A B) A.A A.B B.A B.B       
          

   
A.Bحالا توجه كنيد كه B.A

   كند. همچنينجا كردن بردارها تغييري نمياست زيرا مقدار ضرب داخلي با جابهA.A | A | 2   وB.B | B | 2   :پس داريم  
| A | A.B A.B | B | | A | | B | | A | | B |       2 2 2 2        

  
|شود پس لازم نيست حالتگاه منفي نميي بردار هيچتوجه كنيد كه اندازه A | | B | 

  .را در نظر بگيريد  

  
 نقاط :21مثالC,B,AوD87(معماري كشتي ـ سراسري   ند اگر:ادر يك صفحه واقع(  

1( AD.(AB BC) 
  

  2( AD AB BC  
  

  3( AD.(AB BC) 
  

  4( AD AB BC  
  

  
 :اگر نقاط  »3«گزينه   پاسخA،B،C وD السطوح تشكليل شده توسط سه برداردر يك صفحه باشند حجم متوازيAB


،BC


ADو 


صفر است. يعنـي   

  :داريم
  AD.(AB BC) 

  
  

  

 فرض كنيد :22مثالT : 3 2  يك تبديل خطي باشد وT ( , , ) ( , ) 1 2 3  وT( , , ) ( , ) 1 1 4  وT( , , ) ( , ) 1 5 3  حاصلT( , , )3 4 5 
  )87آزاد ـ  رياضي محض(  كدام است؟

1( ( , )35 22  2 (( , )35 22  3 (( , )22 35  4 (( , )22 35  
 :هاي خطي داراي اين ويژگي هسـتند كـه  طبق متن درس، تبديل  »1«گزينه   پاسخT(c V c V c V) c T(V ) c T(V ) c T(V )    1 1 2 3 1 1 2 2 3 3

      .
Vبنابراين با انتخاب ( , , )1 1


 ،V ( , , )2 1


  وV ( , , )3 1


  :داريم  

T( , , ) T( V V V ) T(V ) T(V ) T(V ) ( , ) ( , ) ( , )           1 2 3 1 2 33 4 5 3 4 5 3 4 5 3 2 3 4 1 4 5 5 3
       

( , ) ( , ) ( , ) ( , )      6 9 4 16 25 15 35 22  
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هندسه تحليلي و جبرخطي: اولفصل  كارشناسي ارشد يكيف رتبه مدرسان شر

  خط و صفحه در فضا :5درسنامه 
  
 

 نقطه  :1مثالA( , , )5 4 xبه معادله Lو خط3 y z 
1   ؟استرسم شده است. معادله خط عمود كدام  Lخطي عمود برAمفروضند. از نقطه 2

1 (x y z  
 

1 2 1
6 2 2   2 (x y z  

 


1 2 1
6 2 2  3 (x y z  

 
 

1 2 1
6 2 2  4 (x y z  

 
 

1 2 1
6 2 2   

   :نقطه دلخواه  »1«گزينه پاسخB( t, t, t) ABيمخواهگيريم. چون ميدر نظر مي Lرا روي خط 2


عمود باشد، پس بايد ضرب داخلي  Lبر خط 
  و بردار هادي خط برابر صفر باشد. ABبردار

  
AB

( , , ) ( t, t, t) t t t t             1 2 1 5 4 2 3 5 8 4 3 1



ÁjIÀ nHjoM nHjoM

  

Bيعني نقطه ( , , ) 1 2 ABباشد، و در اين صورت بردارمي 1 ( , , ) 6 2 2


xباشد و بنابراين معادله خطمي  y z  
 

1 2 1
6 2   است. 2

 

 ي دو خط موازيفاصله  :2مثالx y zD :  
 

 1
2 3

2 1 xو 2 y zD :   
 

 2
1 1 2

2 1   ، چقدر است؟2

1 (1 2
3
  2 (5 2

2  3 (5 2
3  4( 5 2  

   :نقطه »  3«گزينه پاسخP( , , )2 3 روي خطD1 قرار دارد. كافي است فاصله اين نقطه را تا خطD2 آوريم. نقطه دستبهQ( , , )1 1  قرار D2روي خط 2

|دارد. فاصله موردنظر برابر PQ V |
V


 
 است كه در آنV

 بردار هادي خطD2 .است  

  
i j k

PQ ( , , ) PQ V ( , , )        
 

1 3 1 1 3 1 5 5
2 1 2

  
 

  

| PQ V |
| V |
  

  
 

25 25 5 2
34 1 4

 
 فاصله  

 

 بر خط  :3مثالL يبه معادلهx y z
  

1 22 xيشان از صفحه، چند نقطه هستند كه فاصله3 y z   2 2 3 ؟است 4، برابر با  
  صفر )4  3) 3  2) 2  1) 1
 خط»  2«گزينه سخ:  پاL را به صورت پارامتريz t , y t, x t    2 3 2 )A. در اين صورت نقطهنويسيممي 1 t , t , t ) 2 1 3 روي خط قرار  2

  دارد و فاصله آن تا صفحه موردنظر برابر است با:

  | ( t ) ( t) (t ) | t| | | t |
( )

     
     

  2 2 2
2 2 1 2 3 2 3 9 34 4 3 1 432 2 1

  

tاز حل معادله فوق 1 وt 


5
  وجود دارد.با اين ويژگي، روي خط  دو نقطهآيد. پس مي دستبه 3

 

 اگر نقطه :4مثال( , , )1 1 مركز يك مكعب و صفحهx y z  2 2   كعب چقدر است؟يكي از وجوه آن باشد، حجم م 3

1 (8
27  2 (64

27  3  (512
27  4 (27

8  

  : آوريم:ابتدا فاصله نقطه داده شده را از صفحه موردنظر به دست مي»  3«گزينه پاسخ    | ( ) ( ) |d       
 

 
1 1 2 2 1 3 4

31 4 4
  

هر يال اين مكعب به طول توجه به آنكه فاصله مركز مكعب از هر يك از وجوه آن، نصف طول يال مكعب است، بنابراين و با 
4 82 3 حجم مكعـب  بوده و  3

V  برابر است با: ( )  34 5122 3 27  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 ي هاگر دو صفح :5مثالP : ( a)x y z   2 2 Pو 2 : x (b )y z    2 1 2 aحاصل گاهآن ،با هم موازي باشند  1 b 2 3
  ؟كدام است 3

1 (3  2 (1
3
  3 (14

3  4 (1  

  : 4«گزينه پاسخ«                       ba a ba b
ab

    
            

1 12 1 2 2 3 3 12 22 1 2 3 3  
  

 ي بين صفحهفاصله  :6مثالP يبه معادلهx y z  3 2 )Aياي كه از نقطهاز صفحه 4 , , )1 2   ؟ موازي است، چقدر است Pيكند و با صفحهعبور مي 3

1  (4
14

  2 (2
14

  3 (3
14

  4 (9
14

   

 :يي دوم را كه از نقطهصفحه  »4«گزينه  پاسخA يگذرد و با صفحهميP موازي است، باP دهيم. از آنجا كه صـفحات نشان ميP وP    بـا هـم
را نشـان   Pياز صـفحه  Pيي صفحهرا حساب كنيم، همين عدد، فاصله Pياز صفحهAيي نقطهاست، اگر فاصله Pاي روينقطه Aموازي هستند و

A(xي نقطهي فاصلهدهد. براي محاسبهمي , y , z )   از صفحهP : ax by cz d      را داريم: زيرفرمول    
| ax by cz d |

h
a b c

  


 2 2 2
    

Aدر اين مثال : (x , y , z ) ( , , ) 1 2 3   يي صفحهاست و معادلهP به صورتx y z   3 2 4  :داده شده است. پس داريم  
| ( ) ( ) ( ) |h    

  
 

3 1 1 2 2 3 4 9
9 1 4 14

  
  

  

 خط به معادله :7مثالx y z  
 

1 2 3
2 3 x، صفحه به معادله4 y z   x)را در نقطه 15 ,y ,z )   .قطع كرده استx ؟كدام است   

1 (3-  2 (2-  3 (2  4 (3  

  : اريمد نقطه برخورد خط و صفحه روي هر دو آنها واقع است، بنابراين»  4«گزينه پاسخ:  x y z y x , z x  
      

1 2 3 3 1 2 12 3 4 2 2  

x       با جايگذاري در معادله صفحه خواهيم داشت: x x x      
3 1 2 1 15 32 2  

  

 ي خطي كه از نقطهمعادله  :8مثالp( , , )4 3 xعبور كرده و موازي با صفحه  1 y z   2 1  خط باشد وx y z  
 

 
1 5 2

3 2   ؟كند، كدام استرا قطع  2

1 (x y z  
 

4 3 1
9 2 5  2 (x y (z )  

 
 

4 3 2 1
9 2 5  3 (x y z  

 
 

4 3 1
9 2 5  4 (x y z  

 


4 3 1
9 2 5  

   :نويسيم:ي پارامتري خط داده شده را ميمعادله»  4«گزينه پاسخ  x y z t x t , y t , z t  
           

 
1 5 2 3 1 2 5 2 23 2 2  

)Qنقطه دلخواهاكنون  t , t , t )    3 1 2 5 2   گيريم. را روي خط در نظر مي 2
)PQدر اين صورت  t , t , t )    3 3 2 2 2 1


)بر بردار نرمال صفحه يعني  , , )1 2   بايد عمود باشد. 1

( , , ).( t , t , t ) t t t t                 1 2 1 3 3 2 2 2 1 3 3 4 4 2 1 2   
tبه ازاي  2 داريمPQ( , , )9 2 5


xو معادله خط به صورت  y z  

 


4 3 1
9 2   آيد.در مي 5

  
 ياگر نقطه  :9مثالA(a,b,c) مقدار گاهآني زير قرار داشته باشد، روي فصل مشترك سه صفحه»a b c 22   كدام است؟  »4

P x y z , P : x y z , P : x y z         1 2 33 3 3 5 7 3 5  
1 (5  2 (3  3 (7  4 (8  
 :يدست آوردن نقطهبراي به»  1«گزينه  پاسخA(a , b ,c)    كه روي فصل مشترك سه صفحه قرار دارد كافي است دستگاه معادلات صـفحات را حـل

  تر كرد.اشلي ساده ستگاه و اعمال سطري ـده دتوان اين دستگاه را با استفاده از ماتريس افزوكنيم. مي

( )

x y z x y z ( )
x y z y z ( )
x y z z z y


              
                         

                         


2

3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 3 3 1
3 5 7 3 1 5 7 4 4 2 4 4 2 4 4 2 2
3 5 3 1 1 5 4 8 4 4 2 14 2 2

 
   

  

( ) x x A( , , ) a b c             1 23 3 3 13 2 4 3 2 52 2 2 2    
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هندسه تحليلي و جبرخطي: اولفصل  كارشناسي ارشد يكيف رتبه مدرسان شر

 از خط به معادله- 1و  3و  -1نقطه (ي هفاصل :10مثال (
x t
y
z t

 
 
 

2 1
  )78(مكانيك ـ سراسري        كدام است؟ 1

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 :نقطه  »2«گزينه  پاسخA( , , )1 1  .روي خط قرار دارد  
i j k

| AB u |AB ( , , ) AB u ( , , ) d
| u |
  

             
 

4 162 2 1 2 2 1 2 4 2
4 12 1

  
    


  

  

 هايفاصله عمودي بين دو صفحه به معادله :11مثالx y z   4 8 9  وx y z  4 8   )78يك ـ سراسري (مكان      كدام است؟ 6

1 (3
5  2 (3

2  3 (2
3  4 (5

3  

 :4«گزينه  پاسخ«       | |d
( ) ( )

 
  

   2 2 2
6 9 15 5

9 34 8 1
  

  

 فاصله نقطه :12مثال( , , ) 1 3 xاز خط 1 z
y
 

 

2 7
  )78ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    كدام است؟ 1

1 (2 355  2 (3 355  3 (3 75   4 (2 75   

 :لخواهدانيم فاصله نقطه دمي  »4«گزينه  پاسخP از خطd  آيد:به دست مي روبرواز فرمول      | PP u |
| u |


  فاصله  
  باشد.نقطه دلخواهي روي خط مي Pكه در آن

)Pنقطه , , )3 1 )uو روي خط داده شده قرار دارد 2 , , )2 1 داريم باشد، بنابراينبردارهاي خط مي:  

| PP u |
| u |
  

   


4 36 16 2 14 2 7
54 1 5

  فاصله
i j k

PP ( , , ) PP u ( , , )        4 2 1 4 2 1 2 6 4
2 1

 

  


  

  

 ي هاي كه از نقطصفحهي همعادل :13مثالA
1
2
3

Vگذرد و به بردارمي  ( , , ) 1 1   )80(مكانيك ـ سراسري       باشد كدام است؟عمود مي 3

1 (x y z  3 1  2 (x y z  3 6  3 (x y z  3 8  4 (x y z  2 3 9  
 :3«گزينه  پاسخ«         (x ) (y ) (z ) x y z           1 1 1 2 3 3 3 8  

  
 خـط  :14مثالL كـه معـادلاتـش عبـارتنـد ازy z 2  وx z  2 3 صفحه ،x y z   3 4   را در نقطهP كند. معادله خطـي  قطع مي

  )81(عمران ـ آزاد               عمود است به دست آوريد. Lگذرد و بر مي Pرا كه در اين صفحه بر نقطه 

1 (x y z  
 


1 2 1

3 3 2  2 (x y z  
 


2 1 9

3 3 2  3 (x y z  
 


2 1 9

5 2 2  4 (x y z  
 


1 2 1

5 3 4  

 :خارجي بردار هادي خط  ضربحاصلبردار هادي خط موردنظر برابر   »4«گزينه  پاسخL داريم اينباشد. بنابرو بردار نرمال صفحه مي:  
i j k

u ( , , ) ( , , )
   



1 5 3 11 1 2 5 3 42 2 2 2
1 3 1

  

  

  باشد.) مي4ي (است گزينه uتوان جواب درست را تشخيص داد، زيرا تنها خطي كه بردار نرمال آن موازيتوجه كنيد كه با همين بردار نرمال نيز مي
  كنيم:ير را حل ميدستگاه ز Pبراي به دست آوردن نقطه

x y z
y z y z , x z z z z z , y , x P( , , )
x z

   
                     
   

3 4
2 2 2 3 2 3 6 4 1 2 1 1 2 1
2 3


 


−»H ¾²jI • ¶ nj Â¹Äq«ÄI]  

x              است: روبروين معادله خط موردنظر به صورت بنابرا y z  
 


1 2 1

5 3 4  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 دو خط متنافر :15مثالL1 وL2 در فضا مفروض است. خطL1  از نقطه( , , )1 1 مي گذرد و با بردار( , , )1 2 )از نقطـه  L2موازي است. خـط  1 , , )2 1 4 
)گذرد و با بردارمي , , )1 1   )81ـ آزاد ـ سيستم  صنايع(  زي است. كوتاهترين فاصله بين اين دو خط در فضا برابر است با:موا 1

  نهايت) بي4  2) 3  1) 2  ) صفر1
 :دانيــم فاصـله بيـن دو خـط متنافر كه نقاطمي  ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ پاسخA وB روي آنها قرار دارندvوv     بردارهـاي هـادي آنهـا

|  آيد:به دست مي روبروباشند، از فرمول مي AB.(v v ) |d
| v v |






  
   
i j k

| |v v ( , , ) , AB ( , , ) d             
 



3 1 1 3 3 61 2 1 3 3 1 1 3 2
9 9 181 1 1

  

  


  

  
 دو خط :16مثالz

x y


  

1
2 xو 2 y

y z
  

  

2 1
3   )82(مكانيك ـ سراسري       نسبت به هم چه وضعي دارند؟  1

  ق هستند.ب) برهم منط4  ) متنافر هستند.3  ) موازي هستند.2  ) متقاطع هستند.1
 :بردارهاي هادي آنها با هم موازي نيست. ادو خط موازي نيستند زير  »3«گزينه  پاسخ  

  پردازيم. اگر دو خط متقاطع باشند، لازم است دستگاه زير جواب داشته باشد.طع يا متنافر بودن دو خط ميحال به بررسي متقا

z

z
x y

x y

y z y x , x


  
   
        

1

1
2 2

2 1
3 1 1 1

  

  آيد، پس نقطه تقاطع وجود ندارد.به دست مي xچون دو مقدار مختلف براي

  
 اي كه شامل محل تقاطع دو صفحهعادله صفحهم :17مثالx y z  3 2 4 xو 5 y z  2 4 )بوده و از نقطه 7 , , )2 1   بگذرد، كدام است؟ 2

  )82ـ آزاد ـ سيستم  صنايع(  
1 (x y z   17 26 3 54   2 (x y z   5 2 3 18   3 (x y z   17 26 3 54   4 (x y z   13 18 42   
 :3«گزينه  پاسخ  «  

aياي كه از فصل مشترك دو صفحهصفحهروش اول:  x b y c z d
a x b y c z d

   
    

1 1 1 1
2 2 2 2




  اي به اين صورت صدق كند:گذرد، بايد در معادلهمي 

(a x b y c z d ) k(a x b y c z d )       1 1 1 1 2 2 2 2   
x y z k( x y z ) ( k ) ( k )y ( k )z k ( )*                 2 4 7 3 2 4 5 3 2 2 4 4 1 5 7   

)ق صورت سؤال از نقطهاين صفحه طب , , )2 1 )  گذرد، پس داريم:نيز مي 2 k )( ) ( k )( ) ( k )( ) k k          
13 2 2 2 4 1 4 1 2 5 7 7  

kبا جايگذاري 
1
)در معادله 7 x  خواهيم داشت: *( y z   17 26 3 54   

)نقطهروش دوم (تستي):  , , )3 1اي كه نقطهتنها گزينه ،هادر محل تلاقي دو صفحه قرار دارد، در بين گزينه( , , )3 1باشد) مي3كند، گزينه (آن صدق مي در.  
  

 فاصله دو صفحه موازي :18مثالP : x y z
P : x y z

   
    

1
2

2 1
2 2 4 6




  )83مكانيك ـ آزاد (              را به دست آوريد. 

1 (2
3  2 (6

9  3 (6
3  4 (1  

 :3«گزينه  پاسخ«    P : x y z , P : x y z       1 22 1 2 3   
| |d 

  
 

1 3 2 6
31 1 4 6
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هندسه تحليلي و جبرخطي: اولفصل  كارشناسي ارشد يكيف رتبه مدرسان شر

 مختصات و موازي صفحه معادله خط گذرنده از مبدأ :19مثالx y z    و عمود بر خطx y z  2     گذرد؟از كدام نقطه زير مي 1
  )83ـ آزاد  ـ سيستم (صنايع       

1 (( , , )1 2 3  2 (( , , )3 2 1  3 (( , , ) 3 4 1  4 (( , , )3 4 1  
 :داريم باشد. بنابراينخارجي بردار نرمال صفحه و بردار هادي خط داده شده مي ضربحاصلبردار هادي خط موردنظر برابر »  4و  3«گزينه  پاسخ:  

i j k
u ( , , )
   

3 11 1 1 22 211 12

  

  

x        باشد:مي روبروجه معادله خط موردنظر به صورت در نتي y z x y z     
 

2 23 12 3 2
2 2

  

)هر دو نقطهتوان ملاحظه كرد مي , , ) 3 4 )و 1 , , )3 4   كند.در معادله فوق صدق مي 1
  

 صفحه گذرنده بر خط به معادله :20مثالx y z 
 


1 1

2   )83(معدن ـ سراسري          كند؟مي ها را با كدام طول قطعx) محور 2و  1و  1و نقطه ( 1

1 (2
3  2 (3

4  3 (3
2  4 (4

3  

 :نقطه»  1«گزينه  پاسخA( , , )1 1   موردنظر قرار دارد از طرفي نقطهروي خط داده شده قرار دارد و بنابراين روي صفحهB( , , )2 1 نيز طبق فـرض   1
ABروي صفحه موردنظر واقع است، بنابراين بردار ( , , ) 1 2 1


)Vروي صفحه قرار دارد. از طرفي بردار هادي خط داده شده يعني  , , )2 1 1

    نيـز در صـفحه
  ار نرمال صفحه برابر است با:واقع است. بنابراين برد

i j k
N AB V i j k     


1 2 1 3 5
2 1 1

  
      

x)    است: روبرومعادله صفحه موردنظر به صورت  پس ) (y ) (z ) x y z          3 2 1 1 5 1 3 5 2  
yها،xدر نقطه تقاطع با محور z   بنابراينx 

2
3.  

  

 خط به معادله :21مثالx y
y z
 

  

2 1
2 xيهموازي صفح 2 my (m )z   1   )84ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    كدام است؟ m. است 1

1 (3
2  2 (4

3  3 (3
4  4 (2

3  

 :براي اينكه خط موازي صفحه باشد، بايد بردار هادي خط بر بردار نرمال صفحه عمود باشد.»  2«گزينه  پاسخ  u ( , , ) , N ( , m,m )   2 1 2 1 1
  

u.N m (m ) m        
42 2 1 3

    
  

 خط به معادله :22مثالx y z  
 

1 2 3
2 3 xصفحه 4 y z   x)را در نقطه 15 ,y ,z )   قطع كرده است. مقدارx 89(معدن ـ سراسري چقدر است؟(  

1 (1  2 (3  3 (5  4 (7  

 :معادله پارامتري خط داده شده به صورت  »2«گزينه  پاسخ
x t
y t
z t

 
 
 

2 1
3 2
4 3

  شود:ست كه با جايگزيني در معادله صفحه نتيجه ميا 

  t t t t t x , y , z             2 1 3 2 4 3 15 9 9 1 3 5 7  
  

 فاصله بين مبدأ و فصل مشترك صفحات :23مثالx y z   2 5  وx y z   3  :89(علوم كامپيوتر ـ سراسري   برابر است با(  

1(51
2  2(51  3(51

4  4(51
2  

 :هاي صحيح نيست.   كدام از گزينههيچ پاسخ  
,x)فرض كنيمروش اول:  y, z) طه تا مبدأ برابر است بايك نقطه دلخواه روي فصل مشترك دو صفحه باشد. پس فاصله اين نقd x y z  2 2 براي  2

dيافتن فاصله مبدأ تا فصل مشترك دو صفحه بايد حداقل مقدار x y z  2 2 را محاسبه كنيم. براي اين منظور اين عبارت را بر حسب يـك متغيـر    2
  آيد:مينويسيم. با استفاده از معادلات دو صفحه نتايج زير به دست مي
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

y yxx y z x y yd x y z ( ) y ( y )
x y z y z yz y

                                   


2 2 2 2 2 2
8 43 2 8 32 2 4 12 5 3 2 2 3 2 3 2 212 2

 
 

  

  بايست نقطه مينيمم آن را بيابيم:براي يافتن حداقل مقدار عبارت فوق مي
y( ) y ( y ) yd y y y d ( ) ( )
y( ) y ( y )

    
                

   

2 2
2 2 2

34 2 3 1 9 1 3 54 542 2 2 7 1 4 1 12 2 2 2 4 232 4 12 2

  

  اين:خارجي بردارهاي نرمال دو صفحه است، بنابر ضربحاصلباشد كه بردار هادي آن خط برابر دانيم فصل مشترك دو صفحه يك خط ميميروش دوم: 

  
i j k

: V N N i j k      


1 2 1 2 1 2 3
1 1 1

  
     هادي فصل مشترك بردار  

)Aنقطه , , )4 1                 در هـر دو صـفحه قـرار دارد، پـس روي فصـل مشـترك دو صـفحه قـرار دارد، بنـابراين معادلـه فصـل مشـترك دو صـفحه بـه صـورت
x y y 

 
 

4 1
1 2 | است. فاصله مبدأ مختصات از اين خط برابر 3 OA V |

| V |


 
 باشد.مي  

  | OA V |
| V |
  

   
 

4 121 64 189 54
21 4 9 14

 
  فاصله

i j k
OA V i j k       

 
4 1 2 11 8
1 2 3

  
   

  

  

 مكان هندسي نقاطي كه از نقطه :24مثال( , ,c)  و صفحهz c  90سيستم ـ سراسري صنايع ـ (  :اند عبارت است ازبه يك فاصله(  
1 (x y z c cz   2 2 2 22 2 2  2 (x y z c cz   2 2 2 22 4  
3 (x y cz 2 2 2  4 (x y cz 2 2 4 

 :نقاط مربوط به مكان هندسي موردنظر را   »4«گزينه  پاسخ(x, y, z) گيريم:در نظر مي  
(x ) (y ) (z c)     2 2 2   فاصله نقاط(x, y, z)  از نقطه( , , c)   
z c   فاصله نقاط(x, y, z)  از صفحهz c   

x  :داريم دهيم. بنابراينعبارات فوق را مساوي قرار مي y (z c) z c x y z cz c z cz c x y cz               2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 4  

  
 براي چه مقدار پارامتر :25مثالmخط ،x y z 3 mxروي صفحه 2 y z   90(آمار ـ سراسري   گيرد؟ قرار مي(  

1 (9  2 (
9
2  3 (9

2  4 (9  

 :2«گزينه  پاسخ«    
xبراي اينكه خط روش اول:  y z 3 mxروي صفحه  2 y z    قرار گيرد بايد موازي با صفحهmx y z      باشد و همچنين خط و صفحه با هـم

(U)هادي خط مذكوربردار قي داشته باشند. لذا تلا
  نرمال صفحهبردار بر(N)


  : نويسيم) ميمتقارنعمود است. ضمناً معادله خط را به صورت استاندارد (فرم  

xبردار هادي خط y z x y zx y z U ( , , )         
3 23 2 2 3 66 6 6 2 3 6

  

N  ر است با:از طرفي بردار نرمال صفحه براب (m, , ) 1 1


  
Uچون


Nبر 


Uعمود است پس  N 

 
  

N

( , , ) (m, , ) m ( ) ( ) m       
92 3 6 1 1 2 3 1 6 1 2




   
  :داريم هم تلاقي داشته باشند، بنابراينهمانطور كه در بالا بيان شد براي اينكه خط بر روي صفحه قرار گيرد بايد خط و صفحه با  روش دوم:

zx
x y z

zy

    
 


33 2

2

  

mz  با قرار دادن معادله خط در صفحه داريم: z mmx y z z m           
3 9

3 2 3 2 2  
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ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم :  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 
  دومفصل 

  »ها و توابع برداريها، خمرويه«

  سه بعدي ها در فضايانواع رويه :1درسنامه
  

 اي كه از دوران منحنيمعادله رويه :1مثالx y 
3 3
2 2   آيد، كدام است؟ها پديد ميx حول محور 1

1 (x y z  
3 3 3
2 2 2 1  2 (x (y z )  

3 3
2 22 4 1  3 ((x z ) y  

3 3
2 2 4 2 1  4 (x y z  3 3 3 1  

  : متغيرهاي فعلي»  2«گزينه پاسخxوy  .ي رويه متغير جديددر معادلهپس از دوران هستندz نيز ظاهر خواهد شد. دوران حول محورx  شـود. انجام مـي 

yبايد yكاري نداريم اما به جايxبا متغير بنابراين z2 x  را قرار بدهيم: 2 y x ( y z ) x (y z )         
3 3 3 3 3 3

2 2 2 22 2 2 2 2 41 1 1  

  
 معادله نمودار به  :2مثالz y x  2 2 22     در فضا كدام است؟ 1

  ) مخروط4  پارچهوار يك) سهمي3  وار دوپارچه) هذلولي2  پارچه وار يك) هذلولي1

 :با قرار دادن  »2«گزينه   پاسخx   ي رويه بهدر معادلهz y 2 22 yسـت. همچنـين بـا قـرار دادن    رسيم كه هذلولي امي 1    بـه   در معادلـه

z x 2 22 است، وقتي ثابـت  طور كه در متن درس توضيح داده شده است. همان گون)(هذلولي واررسيم كه هذلولي است. پس اين رويه يك هذلوليمي 1
zدهـد. در ايـن مثـال   ر سمت چپ تساوي، چند تكه بودن رويـه را نشـان مـي   ها دمثبت باشد، تعداد منفي سمت راست معادله y x  2 2 22 داراي دو  1

xي مخروط اگر) دقت كنيد كه در معادله4( وار دو پارچه است. در مورد گزينهي منفي در سمت چپ است پس هذلوليجمله   ياy    قرار دهيد بايد
xدست آيد. در حالي كه در اين معادله وقتيدو خط متقاطع به   وار ) دقت كنيد كه در سهمي3ي (آيد. در مورد گزينهدست ميدهيم هذلولي بهقرار مي

xوقتي هذلولي   وy    اما در اين معادله چه دست آيدبايد سهمي بهدهيم ميقرارx   و چهy    رسـند. پـس   ي هـذلولي مـي  هر دو به معادلـه
  وار است.ي داده شده هذلوليرويه

  

 معادله :3مثالz xy2 يك از اشكال زير است؟ه كداممربوط ب  
  گون) هذلولي4  ) استوانه3  گون) سهمي2  ) مخروط1

 :صورتبهابتدا معادله را »  1«گزينه  پاسخz xy 22 2  صورتبهنويسيم، ماتريس مربوط به اين معادله ميA
 

   
  

1
1

2

 
 

 
است، مقادير ويژه  

A  آوريم.مي دستبهرا  | A I | ( )( ) , ,
 

            


2
1

1 2 1 2 1 1
2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2(رياضي عمومي  

اگر مختصات جديد را
x

Y y
z

 
   
  

xصورتبهدر نظر بگيريم، معادله  y z    2 2 22 يعنيآيددرمي .z x y   2 2   .كه مربوط به يك مخروط است 22

ي نامگـذاري  شود. اين بسـتگي بـه نحـوه   ضرب مي z2يك درو كدام y2، كدام درx2توانيم با اطمينان بگوييم كه كدام مقدار ويژه درتوجه كنيد كه نمي
xصورتبهمعادله يم محورها در دستگاه جديد دارد. در اين مثال اگر بگوي y z    2 2 22  ايم. البته در هر صورت يك ي نادرستي نگفتهآيد جملهدر مي

  دست خواهد آمد.مخروط به

  
 منحني :4مثالxz

y


 

1


  )83ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    استوانه كدام است؟ي ههادي يك استوانه است، معادل 

1 (xz 1  2 (x z 2 2 1  3 (x z 1  4 (x z 2 2 1  

 :ي هـادي آن  انه، مانند معادلهي يك استومعادله باشد.هاي آن بدون قيد و محدوديت مياستوانه يك منحني است كه يكي از مؤلفه  »1«گزينه  پاسخ
xzصورتي استوانه بهشود. پس معادلهاست، فقط به جاي صفحه در فضا رسم مي 1 است، فقط شرطy   شود.از آن برداشته مي  

  
 84ـ سراسري صنايع ـ سيستم (          كدام معادله معرف يك مخروط است؟     :5مثال(  

1 (x y z 2 2 2   2 (y x z 4 3 2  3 (x xy y z  2 22  4 (x y z  2 2 2 1  

 :ي مخروطاگر در معادله  »1«گزينه  پاسخx   ياy        وقتـي 1ي (دسـت بيايـد. در گزينـه   قرار دهـيم بايـد دو خـط متقـاطع بـه (x     قـرار
zدهيممي y  آيد.دست ميبه  

  

 87ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام معادله معرف يك رويه دوار است؟ :6مثال(  

1 (z y y 42  2 (x y
 

3 2
14 5  3 (z x y y  2 2 22  4(z (x y ) x y   2 2 2 2 22  

 :عبارت4ي (در گزينه  »4و  3«گزينه  پاسخ (x y2 zتكرار شده است. اگر منحني 2 x x 42  را حول محـورz    ي دوار زيـر  دوران دهـيم بـه رويـه

z  رسيم:مي ( x y ) x y z (x y ) x y        2 2 4 2 2 2 2 2 2 22 2  

x) نيز شامل عبارت3ي (اما گزينه z2 xاست. اگر منحني 2 y y 2   رسيم:ير ميي دوار زدوران دهيم. به رويه yرا حول محور 22

( x z ) y y x z y y      2 2 2 2 2 2 22 2  
  ) هر دو صحيح هستند.4) و (3هاي (بنابراين گزينه
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ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم :  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  پارامتري و تعريف توابع برداريهاي منحني :2درسنامه
  

 تابع :1مثالf : R R cosبا ضابطه 3 t sintF(t) i sintj k
sin t cost

  
2
4 2

    مفروض است، حد تابع در نقطهt 
 4 كدام است؟  

i)) 2  ) حد موجود نيست. 1 j k) 
2

2


  3 (( i j k) 
1 22
  

  4 (3
2  

  : يبراي محاسبه » 3«گزينه پاسخ
t
lim F(t)


4


F(t)هايي مؤلفهبايد از همه 


  حد بگيريم: 

               
t t t t

cos t sin tlim F(t) lim i lim sin tj lim k
sin t cos t   

   
  

4 4 4 4

2
4 2

   
  

در اولين مؤلفه، حالت مبهم


  كنيم:پس از هوپيتال استفاده مي ،شودايجاد مي 
t t

cos t sin tlim lim
sin t cos t 

 


 

4 4

2 2 2 1
4 4 4 2  

  شود و مقدار حد معلوم است.ها حالت مبهم ايجاد نميدر ساير مؤلفه
t
lim F(t) i j k ( i j k)




     

4

1 2 1 1 22 2 2 2
      

  

  

 ياي روي منحني با معادلهذره :2مثالR(t) i t j t k  2 24 3
    سرعت و شتاب ذره به ترتيب كدام است؟ ياندازه، كندحركت مي   

1 (1 2  و صفر (t6 وt  3 (t8  4  8و (t1 1و  
  : 4«گزينه پاسخ  «      V(t) R (t) tj tk | V(t) | ( t) ( t) t        2 28 6 8 6 1

  
  

a(t) V (t) j k | a(t) | ( ) ( )        2 28 6 8 6 1
      

 

 ياي در لحظهذرهبردار مكان   :3مثالt، به صورتR(t) Ln(t )i (tg t) j [sech( t)]k   2 11 3
  و شتاب ي بين بردارهاي سرعت باشد. زاويه، مي

tاين ذره در   كدام است؟  
1 (

6  2 (
4  3 (

2  4 (
3  

  :بردارهاي سرعت و شتاب عبارتند از:»  3«گزينه پاسخV R
  وa R

. گيري ازبا مشتقR(t)
 داريم:  

tV(t) R (t) ( , , sech t.tgh t)
t t

t ta(t) R (t) ( , , ( sech t.tgh t sech t. ( tg h t))
(t ) ( t )

  
 

      
 

2 2
2 2 2

2 2 2 2

2 1 3 3 3
1 1

2 2 2 3 3 3 3 3 3 1 3
1 1

 


  

tيبا توجه به صورت سؤال، بردارهاي سرعت و شتاب را در لحظه   آوريم:دست ميبه  V ( , , ) , a ( , , )  1 2 9
     

V.acos  باشد. داريم: بين اين بردارهاي فرض كنيد زاويه
| V || a |

 
   

1 85

       

cos  ، بنابراين
   است. 2

  

 طول قوس منحني :4مثالt t tR(t) (e cost , e sint , e )
 ازt   تاt    كدام است؟ 1

1 ((e )2 1
2  2 ((e )2 1   3 ((e )3 1  4 ((e )3 1  

  : گيري ازابتدا بايد با مشتق » 4«گزينه پاسخR(t)
 توان تابع حقيقـي شويم كه ميرا تعيين كنيم. با كمي دقت متوجه مي بردار سرعتte   را از ايـن

tR(t)  بردار خارج كرد. e (cos t ,sin t , ) 1
  

t  كنيم:گيري استفاده ميحالا از قواعد مشتق t tR (t) e (cos t ,sin t , ) e ( sin t ,cos t , ) e [cos t sin t ,cos t sin t , ]      1 1


  

t  كنيم:ي اين بردار را حساب مياندازه t t| R (t) | e [(cos t sin t) (cos t sin t) ] e cos t sin t e         2 2 2 2 21 2 2 1 3
  

  اند.در صورت سؤال داده شده tحدودتوجه كنيد كه آوريم.  دستبهتوانيم طول قوس را گيري از اين عبارت ميبا انتگرال
t t ts e dt e e (e )    

1 1 13 3 3 3 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 طول منحني  :5مثالC كه از فصل مشترك كرهx y z  2 2 2 xي بيضويو استوانه 1 z 2 22    آيد، كدام است؟، پديد مي1
1 (5  2 (2  3 (3  4 (4  

   :با استفاده از معادلات داده شده، منحني»  2«زينه گپاسخC يكنيم. ابتدا از معادلهرا پارامتري ميx z 2 22 يك بيضـي   xozيكه در صفحه 1

1و 1هاي به مركز مبدأ با شعاع
2

xكنيم. طبق متن درس داريم:مي است استفاده  cos t  وz sin t 
1
2

  در ضمن براي يك دور كامل از بيضي

tبايد  2 ي كره،باشد. حالا با قرار دادن اين نتايج در معادلهy را برحسبt آوريم. دست ميبه  

x y z y cos t sin t y sin t sin t y sin t y sin t             2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 11 1 2 2 2 2
   

R(t)را به صورت Cمنحنيبه اين ترتيب  (cos t , sin t , sin t)
2 2

2 2
 اكنون داريم: كنيم،پارامتري مي  

t t tL x y z dt ( sin t) ( cos t) ( cos t) dt dt
 

             
22 22 2 2 2 2 22 2 22 2  

  

 
 منحني  :6مثالC ي پارامتريبا معادلهR(t) ( t , t , t ) 3 3 32 3 2

3 3 3
 يدر محدودهt  2 ي اين منحنـي برحسـب   مشخص شده است. معادله

  كدام است؟ (s)پارامتر طول قوس

1 (
s

R(s) ( s , s , s )
 

 2 2 2
2

3 332 2


  2 (

s
R(s) ( s , s , s)
 


2

2 3 2
3 3 3


  

3( 
s

R(s) ( s , s , s )
 

 2 2 2
8

2 3 2
3 3 3


  4 (

s
R(s) ( s , s , s)
 


8

2 3 2
3 3 3


  

 :ي داده شده براياز آنجا كه محدوده»  4«گزينه   پاسخt ازt   يآغاز شده است، فرمول طول قوس را براي بازه[ , t] نويسيم:مي  
tt t t

s x (u) y (u) z (u) du ( u ) ( u ) ( u ) du u du u t              2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 32 3 2 3
   

  

sياكنون از رابطه t R(t)آورده و در دستبه sرا برحسبtتوانيممي 3


tبا قرار دادن قرار دهيم.  s R(s)يي پـارامتر به معادلـه  3 ( s , s , s)
2 3 2
3 3 3


 

tرسيم. در ضمن چونمي  2 بنابراين ،استt 3 8 يعنيs  8 .است  
  

 اگر بخواهيم منحني  :7مثالR(t) (acos t) i (asin t) j (bcos t)k  3 3 2
   را برايt 

  2  برحسب طول قوس منحنـي(s)    مجـدداً پـارامتري

  كدام است؟ sي پارامتري بر حسبكنيم، معادله

1 (s s sR(t) a( ) i a( ) j b( )k
a b a b a b

    
  

3 3
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 41 1

9 16 9 16 9 16

     

2 (s s sR(t) a( ) i a( ) j b( )k
a b a b a b

    
  

3 3
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 21 1

9 16 9 16 9 16

    

3 (s s sR(t) a( ) i a( ) j b( )k
a b a b a b

    
  

3 3
2 2

2 2 2 2 2 2
21 1

9 16 9 16 9 16

    

4 (s s sR(t) a( ) i a( ) j b( )k
a b a b a b

    
  

3 3
2 2

2 2 2 2 2 2
21 1

9 16 9 16 9 16

    

   :ابتدا طول قوس منحني»  1«گزينه پاسخR(t)
 آوريم. طول قوس منحنيرا به دست ميR(t)

  را باs  و برابر است با: دهيممينمايش  
t t

s (x (t)) (y (t)) (z (t)) dt ( a sin t cos t) ( a cos t sin t) ( bsin t) dt          2 2 2 2 2 2 2 23 3 2 2
 

  
t t ssin t cos t( a b ) dt a b sin t cos t dt a b . sin t sin t

a b
       


 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 29 16 9 16 9 16 2 9 16 
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ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم :  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  ز روابط مثلثاتي داريم:حال با استفاده ا

  s ssin t ( ) , cos t (cos t) ( sin t) ( )
a b a b

     
 

3 3 3 3
3 3 2 22 2 2 2

2 2 2 2
2 21 1

9 16 9 16
  

scos t cos t sin t sin t
a b

     


2 2 2
2 2
42 1 2 1

9 16
  

R(t)بنابراين معادله پارامتري
 برحسبs  است: مقابلبه صورت  s s sR(s) a( ) i a( ) j b( )k

a b a b a b
    

  

3 3
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 41 1

9 16 9 16 9 16

  
 

  
 يمفرض كن  :8مثالT T T  1 

   بردار مماس واحد ميزان تغيير(T)
  بر خمR(t) (cos t) i (sin t) j 3 3  ياز نقطهt   تاt 

  باشد. طـول ، 2

T
 ؟كدام است   

1 (3  2 (3  3 (2  4 (2  

   :گيري، بردارابتدا با مشتق»  3«گزينه پاسخR (t)

 اش، بردارآوريم. سپس با تقسيم آن بر اندازهدست ميرا بهT(t)

 كنيم.را تعيين مي  
R (t) ( sin t.cos t, sin t.cos t)

   2 23 3  

| R (t) | sin t.cos t sin t.cos t sin t cos t(cos t sin t) sin t.cos t     2 4 4 2 2 2 2 29 9 9 3
  

t T ( , )R (t) ( sin t cos t , sin t.cos t)T(t) ( cos t ,sin t)
sin t.cos t| R (t) | t T ( , )

               

2 2

1

13 3
3 12


  

 


  

T T T ( , ) ( , ) ( , ) | T |           1 1 1 1 1 1 1 2
   

   
 

 خم فضايي  بوسان (مماس) بري صفحه معادله   :9مثالR(t) (cosh t) i (sinh t) j tk  
   ي نظير در نقطهt   كدام است؟  

1 (x y z  2 1  2 (y z    3 (x y z  1  4( y z  
   :ابتدا با جايگذاري»  4«گزينه پاسخt   يابيم.در معادله خم، مختصات نقطه موردنظر را مي  

  
x cosh

t y sinh A( , , )
z

 
    
 

1
1


    


  

)Aحه موردنظر از نقطهصف , , ) 1 آن بردار نرمالكند و عبور ميR R 
  .است  

R (t) (sinh t ,cosh t , ) R ( ) ( , , ) , R (t) (cosh t ,sinh t , ) R ( ) ( , , )        1 1 1 1
   

       
i j k

R R j k n ( , , )       1 1 1 1
1

  
    

 
  

(x ) (y ) (z ) y z        1     بوسان: معادله صفحه  
 

 بردار سرعت متحركي در مختصات قطبي به صورت دانيممي :10مثالr
dr dV U . U .r
dt dt


 

    است. مؤلفه شتاب آن در امتداد شعاع حامل قطبـي

  )79اي ـ سراسري (هسته         كدام است؟

1 (d r
dt

2

2


  2 (d r dr

dtdt


2

2

 
  3 (d r dr( )

dtdt



2 2
2

   4 (d r dr( )
dtdt



2 2
2

   

   :آيد:دانيم شتاب يك ذره در مختصات از فرمول مقابل به دست ميمي  »4«گزينه پاسخ  r
d r d d dr da ( r( ) )u (r . )u

dt dt dtdt dt


  
   

2 22
2 2 2
     

dبنابراين مؤلفه شتاب در امتداد شعاع حامل برابر r dr( )
dtdt



2 2
2

  باشد.مي  
  



  

29 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 يروي مؤثر بر متحرك با بردار موضعاگر ن :11مثالR
بردار گاهآناي باشد، ، نيروي جاذبهdRR

dt



 79اي ـ سراسري (هسته     چگونه است؟(  

  ) فقط اندازه آن ثابت4  ) با افزايش نيرو افزايش دارد.3  ) با افزايش نيرو كاهش دارد.2  ) بردار ثابت1
   :باشد، لذا بردار مكان در راستاي نيرو خواهد بود و داريم:چون تنها نيروي مؤثر بر جسم نيروي جاذبه مي  »1«گزينه پاسخ    

F ma R a R
m


    
     

d         از طرفي توجه كنيد كه: dR dR dR d R(R ) R R a R R (R R)
dt dt dt dt m mdt

 
            

2

2

            

dRRشودكه از رابطه فوق نتيجه مي C
dt

 
مراجعه كنيد.)توماس  . (براي اطلاعات بيشتر به كتاب حساب ديفرانسيل و انتگرال و هندسه تحليلي  

  

 مكان هندسي نقطه :12مثال
r

P : t
z t


 
 

2
  )81(رياضي ـ سراسري         كدام است؟ tوقتي 

  اي) مارپيچ استوانه4  ) مارپيچ مخروطي3  ) كره2  ) استوانه1

   :ياز معادله  »4«گزينه پاسخr  xداريم 2 y 2 2 xپس 2 y 2 2 xتـوان بـه صـورت   را مـي  yو  xبنابراين 4 cos 2وy sin 2 
tو مركز مبدأ هستند. حالا از صورت سؤال داريـم  2نوشت كه معادلات پارامتري يك دايره به شعاع    پـسx cos t yو 2 sin t . از طرفـي طبـق   2

zصورت سؤال  t :است. پس معادلات پارامتري اين منحني به اين صورت هستند  R(t) ( cos t , sin t , t) 2 2
   

ي طور كه در متن درس آمده است، اين منحني مارپيچ ارشميدس است كه شكلي مانند فنر دارد. در واقع يك مـارپيچ اسـت كـه روي سـطح اسـتوانه     همان
x y 2 2   اي ناميده است كه صحيح هم هست.  ) اين منحني را مارپيچ استوانه4( يار دارد. گزينهقر 4

  

 طول منحني زنجيري :13مثالr(t) t i coshtj (t,cosht)  
  از نقطه( , )1 تا نقطهx ,(x,cosh x)   81سري (عمران ـ سرا  است؟ كدام(  

1 (cosh x  2 (sinh x1  3 (sinh x  4 (sinh x 1  
   :تـابع بـرداري    »3«گزينـه  پاسخr(t) X(t) i Y(t) j Z(t)k  

    كـه در آنX،YوZ         تـوابعي اسـكالر هسـتند را در نظـر بگيريـد طـول تـابع

tاز r(t)برداري t  تاt t t  آيد: ي مقابل به دست مياز رابطه 1
t

L X (t) Y (t) Z (t) dt     1 2 2 2


  

  پردازيم، داريم:حل سؤال مي حال با توجه به مطالب فوق به
x x x x

L (x (t)) (y (t)) dt sinh t dt cosh tdt sinh t sinh x         2 2 21
   

  

  

 اگر :14مثالr(t) (t , t ,t )
3

224
3

 نمايش پارامتري يك منحنيC باشد، به ازاي چه مقدارb مثبت، طول منحنيC ازt   تاt b 3 برابر  واحد

  )82(عمران ـ سراسري         است؟
1 (b  3  2 (b  4  3 (b  5  4 (b  6  

   :3«گزينه پاسخ«     r(t) (t , t , t ) V(t) ( , t , t) | V(t) | t t t        
3 1

2 22 24 1 2 2 1 4 4 1 23
   

b b
| V(t) |dt ( t)dt b b b           23 1 2 3 3 5

 


    

  

 اگر :15مثالV سرعت متحركي باشد كه روي منحني[x(t) t , y(t) t,z(t) ]  3 4 |كند،حركت مي 2 V |
 82ـ سراسري  (صنايع ـ سيستم  كدام است؟(  

1 (5  2 (| t | | t | 3 4 2  3 (7  4 (t 225 4  
   :1«گزينه پاسخ«             R(t) ( t , t , ) V(t) R (t) ( , , ) | V(t) |     3 4 2 3 4 5
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 اگر قوس  :16مثالs يريمنحني زنجxy acosh( )
a

 آن سنجيده شده باشد، مقداري هترين نقطاز پايينdy
dx

  )82(رياضي ـ سراسري     برابر است با: 

1 (s
a

  

2 (s
a2  

3 (as  
4 (as2  

   :ترين نقطه، نقطهمنظور از پايين  »1«گزينه پاسخ( ,a) باشد، كه طول قوس از اين نقطه تا نقطه دلخواهروي منحني ميx, y :برابر است با  
x x xx x xs y dx sinh dx cosh dx a sinh

a a a
       2 21 1

  
  

x    :داريم از طرفي dy x dy sy a cosh sinh
a dx a dx a

      

  

 جزء طول قوس :17مثالds براي منحني با معادلات پارامتريt tx e sint,y e cost  :83اي ـ سراسري (هسته         برابر است با(  

1 (te dt  2 (te dt2  3 (te (dt)2 22  4 (te dt2  

   :4«گزينه پاسخ«                         t t t t tdx dyds ( ) ( ) dt (e sin t e cos t) (e cos t e sin t) dt e dt
dt dt

      2 2 2 2 2  
  

 اگر :18مثالt tF(t) i j k
t t


  

 

2
2 2

2 1
1 1

    ،بين زاويه گاهآنيك تابع برداري باشدF(t)
وF (t)

 :83اي ـ سراسري (هسته  برابر است با(  

1 (  2 (
2  3 (

4  4 (3
4  

   :ابتدا توجه كنيد كه  »2«گزينه پاسخ( t ) tF (t) i j
( t ) ( t )

   
 

2

2 2 2 2
2 1 4
1 1

   چوناست وF(t).F (t) 
 

بنابراين ،F
وF

  عمودند.بر هم  

  
 سرعت يك ذره متحرك در لحظة :19مثالt در امتداد خطي مستقيم برابر است باv(t) t t  23 2 t بين مواضع ذره در لحظـات ي هفاصل 4  2 

tو    )83(معدن ـ سراسري         را بيابيد. 5
1 (6   2 (1 8  3 (12  4 (132  

 :توانيم ميزان جابجايي يعني همان طول قوس را حساب كنيم:ي سرعت ميگيري از اندازهتگرالبا ان  »2«گزينه   پاسخ  

                s ( t t )dt (t t t)      
5 2 3 2
2

53 2 4 4 1 82   

  
 اگر :20مثالr :[a,b] 3

 يك منحني پارامتري با طول قوسL وA {(t ,t ) | r(t ) r(t )} 1 2 1 2
  در اين صورت كدام حكم در مـورد .A   صـحيح

  )83(رياضي ـ سراسري   است؟
Lگاهآننامتناهي باشد  A) اگر1  .  2ممكن است (A نامتناهي باشد وليL  .  
Lگاهآنمتناهي باشد  A) اگر3  .  4همواره (A يا نامتناهي استL  .  

   :مجمـوعه  »2«گزينه پاسخA  دهد. منحني پارامتريتلاقـي خم با خودش را نشان ميتعـداد نقـاطR(t) (cos t,sin t)
،t  4   يـك دايـره را ،

  .باشدمي 4نهايت بار خودش را قطع كرده است و اين در حالي است كه طول خم برابردهد كه دو بار طي شده است و بنابراين بينشان مي

  

(x , y)  

(0 , a)  

y  

x  
s  
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 طول قوس منحني زنجيري به معادله :21مثالa   وxy acosh( )
a

 از نقطه( ,a) تا نقطه(x ,y )1 1،x 1 :85ـ سراسري (عمران    ، برابر است با(  

1 (x
sinh( )

a
1  2 (x

a sinh( )
a
1  3 (x

sinh( )
a a

11  4 (x
a sinh( )

a
2 1  

 :2«گزينه   پاسخ«    
x x xx x x x xds y dx sinh dx cosh dx cosh dx s cosh dx a sinh a sinh

a a a a a a
          1 12 2 2 11 1

 
  

  

 بردار يكه قائم اصلي يعني :22مثالN(t)
 براي مارپيچR(t) (cost) i (sint) j tk  

    86(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟(  
1( ( cos t)i (sin t) j   2( ( cos t)i ( sin t) j    3( (cos t)i ( sin t) j   4( (cos t)i (sin t) j  

 :2«گزينه   پاسخ«    
                R(t) (cos t) i (sin t) j tk  

    
VV(t) ( sin t) i (cos t) j k T ( sin t , cos t , )

| V |


      
1 1 1
2 2 2

   
   

( cos t , sin t , )
TN ( cos t , sin t , )

| T |
cos t sin t

 


    


2 2

1 1
2 2
1 1
2 2

 
   

  

 صفحه قائم بر منحني به معادلات :23مثالz t 3،y t t 2،x t t 2 در نقطه نظيرt    كند؟ها را با كدام طول قطع ميxمحور 1
  )88(صنايع غذايي ـ سراسري 

1( 4  2( 5  3( 6  4( 9  
 :بــردار ممــاس بــر خــم  »4«گزينــه   پاســخR(t) (t t, t t, t )  2 2 3 صــورتبــهR (t) ( t , t , t )    22 1 2 1 3

 د كــه در نقطــهباشــمــيt 1 
)Nصورتهب , , )1 3 3

 زير است: صورتبهباشد، پس معادله صفحه مورد نظر آيد، اين بردار همان بردار نرمال صفحه قائم بر خم ميدر مي  
(x ) (y ) (z ) x y z         1 3 2 3 1 3 3 9   

yدهيمها قرار ميxآوردن نقطه تلاقي صفحه با محور دستبهبراي  z   كه در اين صورتx    شود.حاصل مي 9

  
 طول قوسي از منحني :24مثالt

y e
1
txو 24 e t  ازt   تاt    )88(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1(e 2 3  2(e 22 1  3(e 2 1  4(e 2 1  

 :طول قوس منحني   »4«گزينه   پاسخx f (t)
y g(t)



،a t b  از فرمولb
a

s f g dt   2   :داريم آيد، بنابراينمي دستبه 2

tt t t ts (e ) ( e ) dt (e ) dt (e )dt (e t) e            
1

2 2 22 2 2 22 21 2 1 1 1
   

  

  
 طول قوس منحني به معادله :25مثالt tt , x e cost , y e sint   2 88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

1( e 22 1  2( e 22 2  3( (e )22 1  4( (e )22 2  
 :آيد:دانيم طول قوس منحني پارامتري از فرمول زير به دست ميمي  »3«گزينه   پاسخ  

b t t t t t t
a

s x y dt (e cos t e sin t) (e sin t e cos t) dt e dt e (e )            
2 22 2 2 2 222 2 2 1
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 زير معادله خط مماس بر منحني هايگزينه يك ازكدام :26مثالx t 3 yو 1 t 3 zو1 t 2 )Aدر نقطه 1 , , )2 2     ؟باشدمي 3
  )89سيستم ـ سراسري صنايع ـ (

1(xz 


2
3  2(z y 


2 3

3 2  3(z x 


3 2
2 3  4(z x  

1 11 13 2  

 :شود. گيري آن حاصل ميبردار هادي خط مماس بر منحني پارامتري داده شده از مشتق  باشد.ها صحيح نميكدام از گزينههيچ  پاسخ  
R(t) (t , t , t ) R (t) ( t , t , )     3 3 2 21 1 2 1 3 3 2
   

)Aتوجه كنيد كه نقطه , , )2 2 tمتناظر 3 1 داريم باشد، بنابرايندر رابطه پارامتري مي:  
x y z:   

 
2 2 3

3 3 Rمعادله خط مماس 2 ( ) ( , , )  1 3 3 2
 هادي خط مماس  بردار  

  

 مشتق سويي تابع :27مثالf (x,y,z)
x y z


 2 2 2

zدر امتداد مماس بر منحني بـا معـادلات   1 t yو 4 t 2 وx t 21
)، در نقطـه 4 , , )

1 2 14 

  )89(مواد ـ سراسري   كدام است؟
1(

1 4
6561
   2(

5

4
4
9

  3(
52
729
  4(( ) 44

9  

 :مشتق سويي تابع  »1«گزينه   پاسخf (x, y, z) در امتداد بردار يكهu


Pدر نقطه (x , y , z )    صورت حاصـل ضـرب داخلـي بـردار    بهu  ار در بـرد

fنيز به صورت fآيد. بردار گراديانمي دستبه pدر نقطه fگراديان  f ff i j k
x y z
  

   
  

    شود. براي يافتن امتـداد ممـاس بـر منحنـي     مي محاسبه

dx  بايست مشتق آن را محاسبه كنيم:  داده شده مي dy dzt , , t
dt dt dt

    31 2 42  
y  كنيم:  را با توجه به نقطه داده شده، جايگذاري مي tپس مقدار  t t       2 2 2 1   

)در نتيجه امتداد مماس بر منحني به صورت  ( ), , ( ) ) ( , , )  31 11 2 4 1 2 42 u  كنيم:  باشد. اين بردار را يكه ميمي 2 ( , , ) 
 

1 1 2 421 4 164

  

uبنابراين ( , , ) 
2 1 2 49 2

 :از طرفي داريم  x y zf i j k

(x y z ) (x y z ) (x y z )


   

     
3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2

   
  

f  لذا به ازاي نقطه داده شده داريم:  i j k
( , , )

( ) ( ) ( )


   

 3 3 3
2 2 2

1
2 141 2 1 81 81 814

16 16 16


   

f   در امتداد مماس بر منحني داده شده برابر است با: fدر نتيجه مشتق سويي .u
( , , )

  


1 4
1 65612 14

    

  
 طول قوسي از منحني پارامتري :28مثال(x t ,y t t)  2 31

tاز نقطه 3   تاt    )90(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 3
1 (8  2 (9  3(1  4 (12  

 :در صورتي كه  »4«گزينه   پاسخx f (t)
y g(t)


 
s  طول قوس برابر است با: گاهآنباشد   (f (t)) (g (t)) dt  

3 2 2


  

fگيري ازبا مشتق (t) وg(t) شود كه:طول قوس فوق نتيجه ميي هو قرار دادن در رابط  
s t (t ) dt t t t dt t t dt           

3 3 32 2 2 4 2 2 4 24 1 4 2 1 2 1
  

  

ts (t ) dt (t )dt t |          
333 32 2 21 1 9 3 123  
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  انحناء و تاب :3درسنامه
  

  

  
  

 انحناي منحني :1مثالR(t) costi sintj tk  
    كدام است؟  

1 (2  2 (1
2  3 (1

2
  4 (2  

  : 2«گزينه پاسخ «  R (t) sin t i cos tj k | R (t) | sin t cos t         2 2 1 2
       
R (t) cos t i sin tj   

   
i j k

R (t) R (t) sin t cos t sin t i cos tj k | R (t) R (t) | sin t cos t

cos t sin t

              
 

2 21 1 2

  
     


  

| R (t) R (t) |

| R (t) | ( )

 
    

 3 3
2 2 1

22 22

 
  

  

 انحناي منحني  :2مثالz t 2،ty eوtx e اي ماكزيمم است؟در چه نقطه  
1 (( , , )1 1   2 ( ( , , )1 1   3 (( , , ) 1 1   4 (( , , )1 1   

  : نويسيم و بردارهايرا ميپارامتري منحني  يمعادله  »1«گزينه پاسخR (t)
 وR (t)

 كنيم:را حساب مي  

  t t t t t tR(t) x i yj zk e i e j t k R (t) e i e j k R (t) e i e j               2 2
              

t t t t

t t

i j k

R (t) R (t) e e ( e ) i ( e ) j k

e e

 



       2 2 2 2

  

   



  

t t t t t t t t| R (t) R (t) | e e . e e . (e e ) (e e )               2 2 2 2 22 2 4 2 2 2 2
   

t t
t t t t t t

t t t t

| R (t) R (t) | (e e )
| R (t) | e e (e e ) e e

| R (t) | (e e ) e e


  

 
              

   
2 2 2

3 3 2 2
2 22

2

 
  

    دهيم: مشتق بگيريم و آن را مساوي صفر قرار مي انحنا براي ماكزيمم شدن بايد از تابع

  
t t

t t t t t
t t

d ( e e )
e e e e e t

dt (e e )


 


  
          

 

2 2
2 2 2 2 4

2 2 2
2 2 2 1

2
    

tي منحنياكنون در معادله   دهيم:ار ميقرx e , y e , z    1 1   ،بنابراين مختصات نقطه مطلوب( , , )1 1  باشد.مي  
 

 اي روي منحنيعرض نقطه :3مثالxy e مقدار خود را دارد، كدام است؟ بيشترينمنحني  يكه در آن نقطه انحنا  

1 (Ln


2
2  2 (2  3 (2

2  4 (Ln2  

  : 3«گزينه پاسخ   «          
x

x x

x

y e
y e , y e

| (y ) | ( e )


      

 
3 3

2 22 21 1
  

   دهيم:را برابر صفر قرار مي xبرحسبرا به دست آوريم مشتق maxبا انحناي  براي اين كه نقطه

x x x x
x x

x

e ( e ) [ e ( e )] Ln
e e x y

( e )

  
          



1
2 2 22 2 2

2 3
1 3 1 1 2 22 1 2 2 21

  
  



  

34 

ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم :  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 يانحناي يك دايره به معادله  :4مثالx y R 2 2 x)يرا در نقطه 2 ,y) ر آن محاسبه كنيد.واقع ب  

 :گيري ضمني داريمبا استفاده از مشتق  پاسخx x
y

y y
    

2
y  گيري دوباره از طرفين خواهيم داشت:اكنون با مشتق 2 xy

y
y

   2  

xحالا با جايگذاري
y

y
   در فرمولy :داريم  

x
y

y x Ry
y

y y y


      

2
2 2 2

2 3 3  

  در نتيجه انحناي منحني برابر است با:
R R R

| y | y y y

RRx y x
[ (y ) ] [ ] [ ]

yy y


     

 

2 2 2
3 3 3

3 3 3 32 2 22 2 2 2 32 2

1

1 1
  

برابر با Rآمده در اين مثال را به ياد داشته باشيد. انحناي هر دايره به شعاع دستبهي بهتر است نتيجه
R

 
  است. 1

  

 خميدگي منحني با ضابطه :5مثالx(t) cos t y(t)و 32 sin t tدر نقطه 32 
   كدام است؟ 4

1 (1
3  2 (2

3  3 (1
2  4 (3

2  

  : 1«گزينه پاسخ  «  

                    x (t) cos t sin t x ( ) ( )
         2 22 2 3 26 64 2 2 2  

x (t) cos t sin t cos t x ( ) ( ) ( )
        2 3 3 32 2 3 212 6 12 64 2 2 2  

y (t) sin t cos t y ( ) ( )
      2 22 2 3 26 64 2 2 2  

y (t) cos t sin t sin t y (t) ( ) ( )         2 3 2 32 2 2 3 212 6 12 62 2 2 2  

| | | | | |
( )

      
    

3 2 3 2 3 2 3 2 9 9
9 12 2 2 2 2 2

4 27 27 27 3  
  

 اگر  :6مثالr(t) 3خم منظمي در با انحناي باشد وdrv(t) || ||
dt

كدام رابطه برقرار است؟ ،    

1 (d r dv
v || || ( )

dtdt
  

22 4 2 2
2  2 (d r dv

v || || ( )
dtdt

  
22 4 2 2
2  3 (d r dv

v || ||
dtdt

  
22 2
2  4 (d r dv

v || ||
dtdt

  
22 2
2  

 :طبق صورت سؤال   »1«گزينه   پاسخv(t) | r (t) |
 است. بنابراينv(t)

 همانds

dt
ds  است و داريم:  dv d s

v(t)
dt dt dt

  
2

2
  

Tحالا به تساوي N| r (t) | a a  2 2 2 :توجه كنيد  T N
d dv

| r (t) | a a | r (t) | ( | r (t) |) | r (t) | | r (t) | ( ) v (t)
dt dt

             2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 4      

dv  ي يك است.دست آمده همان گزينهتساوي به
v (t) | r (t) | ( )

dt
  2 4 2 2  

 
 معادله دايره بوسان منحنيشعاع انحنا و  :7مثالxy e را در نقطهP( , )1 آوريد. دستبه  
  : كنيم:ايره بوسان را پيدا ميابتدا مركز دپاسخ    

x
xx

c cx

y e
y y e y

y e

 
     



2 21 1 3          ،
x x

x
c cx

y ( y ) e ( e )
x x x x

y e

  
      



2 21 1 2  

x)صورتبهدايره بوسان  پس معادله ) (y )    2 2 22 توان از رابطهخواهد بود، براي پيدا كردن شعاع دايره بوسان مي 3 

يـك  . امـا  استفاده كرد 1

)يدانيم كه اين دايره از نقطهتر هم وجود دارد. ميراه ساده , )1 ي دايره قرار دهيم:توانيم اين نقطه را در معادلهكند پس ميعبور مي  
  ( ) ( ) (x ) (y )            2 2 2 2 22 1 3 2 2 2 3 8  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 انحناي منحنيشعاع  :8مثالx y 2 24 2 )در نقطه 8 , )2   كدام است؟  

1 (1
2 2

  2 (2
2  3 (2 2  4( 2  

 :ب كنيم. طبق فرمول انحنا داريـم: ي شعاع انحنا، ابتدا بايد انحناي منحني را حسابراي محاسبه  »3«گزينه  پاسخ| x ' y" x"y ' |

(x ' y ' )


 


3

2 2 2

ي . محاسـبه 

xيمعادلـه ي پـارامتري بيضـي اسـتفاده كنـيم.     گير است.  بهتر اسـت از معادلـه  هاي ضمني كمي وقتمشتق دوم براي منحني y 2 22  را بـه صـورت  4
x y

 
2 2

12 aهايبا شعاعنويسيم. يك بيضي مي4  bو 2  x)آن چنـين اسـت:    ي پارامتريداريم. معادله 2 cos t , y sin t) 2  ي. در نقطـه 2

( , )2  داريمcos t 2 tپس 2   .است  

  t | |x ' sin t x" cos t x , x

y ' cos t y" sin t y , y
( )

                 
        


3
2

2 2 2 22 2 2
82 2 2

4

 




  

  ، در نتيجه داريم:است ءانحنا معكوس، ءشعاع انحنا       

1 8 4 2 2 2

2 2 2 2
  

  

 كند:ي مقابل حركت ميمتحركي بر روي يك مسير تحت معادله  :9مثال  t t t
x sin(u )du , y cos(u )du , z sin(u )du    2 2 23 5 4

  
  

tيشعاع انحناي مسير فوق در نقطه  t)كدام است؟1 )    

1 (5
125  2 (4

5  3 (5
2  4 (5

125
  

 :فرض كنيم»  3«گزينه  پاسخR(t) (x(t), y(t), z(t))
داريم:ها گيري از انتگرال. با مشتق  

R (t) (x (t) , y (t) , z (t)) ( sin t , cos t , sin t ) , R (t) (x (t) , y (t) , z (t)) ( t cos t , t sin t , t cos t )           2 2 2 2 2 23 5 4 6 1 8
 

  

tبه ازاي 1 :داريمR ( sin( ) , cos( ) , sin( ))  3 1 5 1 4 1
  وR ( cos( ) , sin( ) , cos( ))  6 1 1 1 8 1


 داريم پس:  

  
i j k

R R sin( ) cos( ) sin( )

cos( ) sin( ) cos( )

  


3 1 5 1 4 1
6 1 1 1 8 1

  
 


  

( cos ( ) sin ( )) i ( sin( )cos( ) sin( )cos( )) j ( sin ( ) cos ( ))k i k        2 2 2 24 1 4 1 24 1 1 24 1 1 3 1 3 1 4 3
    

       
ــابراين |بن R R |   2 24 3

 
  و| R | sin ( ) cos ( ) sin ( ) (sin ( ) cos ( ))       2 2 2 2 29 1 25 1 16 1 25 1 1 25 5

 .   ــي را ــاي منحن ــال انحن ح

tدر 1 آوريم:مي دستبه  | R R |

| R |

  
    



2 2

3 3
3 4 5 2

125 55

 
  

  

:است شعاع انحنا برابر با وارونِ انحنا  

1 5

2 .  
 

 اي بر منحنيدايره :10مثالy x 2 )در نقطه 1 , )1    براي هر دو منحني در آن نقطه برابر است، شعاع دايره كدام است؟ yمماس است و مقدار 2

1 (2 3
3  2 (2 5

5  3 (3 3
2  4 (5 5

2  

  : ي موردنظر بر منحنيدر اين مثال دايره » 4«گزينه پاسخy x 2 بـراي دايـره و ايـن منحنـي      yي تمـاس مقـدار  مماس است. پس در نقطـه  1
بـا توجـه    شود.با هم برابر ميها آن و شعاع انحنايها آن يكي شده است. در نتيجه انحناي هاآن هم طبق صورت سؤال براي هر دوي yيكسان است. مقدار

  خم است: يشعاع دايره در واقع همان شعاع انحنا پسي بوسان است ي موردنظر همان دايرهدايره به تذكر فوق

( (y ) ) ( )
y x y x , y ,

| y |

           


3 3
2 2 22 1 1 1 4 5 51 2 2 2 2  
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ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم :  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تاب خم :11مثالR(t) (cost,sint,t)
 كدام است؟  

1 (sin t2  2 (1
2  3 (2  4 (cos t2  

  : 2«گزينه پاسخ  «  
  R (t) ( sin t,cos t, ) , R (t) ( cos t, sin t, ) , R (t) (sin t, cos t, )        1

  
   

i j k
(R R ).R

R R sin t cos t (sin t , cos t , ) | R R | , (R R ).R
| R R |

cos t sin t

                      
  

2
11 1 2 1 2

  
        
 


  

  

  

 خم تاب :12مثالR(t) ( cost, sint,cost sint)   2 3
 در نقطهt     كدام است؟ 1

  sin1  4 (cos1) 3  1) 2  ) صفر1
  : اگر»  1«گزينه پاسخtرا بين پارامترهايy ،xوz :حذف كنيم، داريم         x y z cos t sin t cos t sin t        2 3 5  

  به عبارت ديگر خم بر يك صفحه واقع است و تاب برابر صفر است.
  

 به ازاي چه مقاديري از  :13مثالtري، منحني پارامتx t 2،y t 1 zو 3 t 4   در يك صفحه قرار دارد؟ 2
1 (  2 (1  3 (2  4به ازاي تمام مقادير (t  
   :اي آن كه يك منحني در صفحه قرار داشته باشد، بايد تـاب آن برابـر بـا صـفر شـود. از      طور كه در متن درس آمده است، برهمان»  4«گزينه پاسخ

Rي تاب به صورتطرفي فرمول محاسبه (t).(R (t) R (t))

| R (t) R (t) |

  
 

  2

  
  است. براي آن كه   :باشد، بايد صورت كسر صفر شود  

t t t

t t t

t t t

x y z t

R (t).(R (t) R (t)) x y z

x y z

   
            

  

2 3 4
2

  
      

  
  

txگاهآنباشند  2ي حداكثر از درجه tبرحسب zو yو xبرقرار است. در واقع اگر tمقدار ازاين تساوي به ازاي هر  ،ty  وtz    است و تـاب
  شود.در اين حالت، صفر مي

 

 اگر  :14مثالC هايخم فصل مشترك رويهz y 3 xو 1 y 2 24   به ترتيب از راست به چپ كدام است؟ Cانحنا و تاب خم گاهآنباشد،  4

1و  4) 1
1و  2) 2  2

  4 (1و  1) 3  2
  و 2

   :منحني»  4«گزينه پاسخC هايفصل مشترك رويهz y 3 xو 1 y 2 24 را بـه شـكل    Cاست. با اسـتفاده از ايـن دو معادلـه، منحنـي     4
yدهيم. قرار مينويسيمپارامتري مي t داريم در اين صورت:  

  z y t , x y x t        2 2 21 3 1 3 4 4 4 4  
Rي تاب و انحنا به بردارهايبراي محاسبه (t)

،R (t)
 وR (t)

 :نياز داريم    
t

R(t) t i t j ( t )k R (t) i j k
t

        


2
2

24 4 1 3 3
1

        

t
t ( t)

tR (t) i i R (t) ( t) ( t ) i t( t ) i
t

( t )

 


    
              




2
5 52 2 22 2

2 3
2 2

22 1 2
2 32 1 2 2 1 6 121

1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

Rخارجي ضربحاصل (t) R (t) 
  كنيم:حساب مي را  

  
i j k

t
R R j( ) k( )

t
( t ) ( t )

( t )

       


 




3 32
2 22 2

3
2 2

2 2 3 21 3
1 1 12

1

  

  

 

  

( t )| R R |
(t)

| R | t
( )

t

  
    


 



2 3

3 2 3
2

16
1 4 1

8 24 1 3
1

 
| R R |

( t ) ( t ) ( t )

     
  2 3 2 3 2 3
4 3 4 16

1 1 1
   

Rي تاب، با توجه به آن كه بردارهايبراي محاسبه (t)
 وR (t)

 يفقط داراي مؤلفهi


R  م:هستند، داري  R     
 

   
  

 اگر خم هموار  :15مثالC  صورتبهبرحسب پارامتر طول قوسR(s)
 پارامتري شده باشد مقدار(R R ).R  

   كدام است؟  
1 (  2 ( 2  3 (2  4 (  
 :2«گزينه   پاسخ  «  

 نويسـيم، همـواره تنـدي حركـت برابـر بـا يـك اسـت يعنـي         كنيم كـه وقتـي معادلـه پـارامتري را برحسـب طـول قـوس مـي        ابتدا يادآوري ميروش اول: 

| R (s) | | V(s) |  1
  اســت. حــالا از فرمــولR (s)

T(s)
| R (s) |







 شــود كــهنتيجــه مــيT(s) R (s)

  پــسR (s) T (s) 
  ــهاســت  . طبــق فرمــول فرن

T (s) N  
  :است پس داريمR (s) N  

 .  R R T N (T N) B         
        

Rتا اينجا R 
   مفقط بايد بتوانيرا حساب كرديمR (s)

 .را نيز محاسبه كنيم  R (s) (s)N(s) R (s) (s)N(s) (s)N (s)         
      

Nطبق فرمول فرنه (s) T B    
   :است. پس داريم  R N T B      2     

R)توانيمحالا مي R ).R  
   :را حساب كنيم. دقت كنيد كه ضرب داخلي بردارهاي عمود بر هم برابر است با صفر  

(R R ).R B.( N T B) B.N B.T B.B | B |                          2 3 2 2 2 2             
   

R)كنيم. طبق اين فرمول، پارامتر داده شده هر چه كه باشد خواهيم داشت:ي تاب استفاده ميحاسبهاز فرمول مروش دوم:  R ).R

| R R |

  
 

  2

  
    بنابراين بـه

R)  رسيم:وي مقابل ميتسا R ).R | R R | ( )        2 1
      

|حالا بايد بتوانيم مقدار R R |  2   را برحسب انحناء و تاب محاسبه كنيم. طبق فرمول انحناء داريـم| R R |

| R |

 
 

 3

 
  پـس| R R | | R |     3        .اسـت

|شده، طول قوس باشد، تندي حركت برابر با يك است يعني دانيم كه وقتي پارامتر استفادهمي اما R | | V |  1
  :و در نتيجه داريم   | R R |   

   
R)  ) داريم:1ي (ي اخير و قرار دادن آن در رابطهبا استفاده از نتيجه R ).R    2    

  

 
 انحناء منحني :16مثالt t tR(t) e costi e sintj e k  

   درt   78(مكانيك ـ سراسري                                                               كدام است؟(
      

1 (2
2  2 (2

3  3 (3
2  4 (3

3  

 :2«گزينه   پاسخ«             t t t t tV(t) (e cos t e sin t , e sin t e cos t , e ) V( ) ( , , )     1 1 1
 

  
t t ta(t) ( e sin t , e cos t ,e ) a( ) ( , , )   2 2 2 1     

i j k

V( ) a( ) ( , , )    1 1 1 1 1 2
2 1

  
  


  

| V a |

| V | ( )

  
    

 3 3
1 1 4 6 2

33 31 1 1
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ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم :  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 انحناي منحني :17مثالt  ،t tr(t) ( , , )
3 2

3 2


79(عمران ـ سراسري          ، برابر با كدام رابطه است؟(  

1 (
t

 
2

1
1

  2 (
(t )

 


3

2 2

1

1
  3 (t

(t )

 


3

2 21
  4 (

t(t )

 


3

2 2

1

1
  

 :4«گزينه   پاسخ«    

                 t t
r(t) ( , , ) V(t) (t , t , ) a(t) ( t , , )    

3 2
2 2 13 2

     

i j k
| V a | t

V a t t ( , , t )
| V |t (t t ) t( t )


        

 

2
2 2

3 3 3
4 2 22 2

1

2 1 1

  
      


  

  
 انحناء منحني :18مثالR(t) (sint,cost, t ) 21

2
 در نقطهt   79ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  كدام است؟(  

1 (1
2  2 (2

2  3 (2  4 (2  

 :3«گزينه   پاسخ«  

            dR
R(t) (sin t,cos t, t ) V (cos t, sin t, t) V( ) ( , , )

dt
      21 12

  
    

dV
a ( sin t, cos t, ) a( ) ( , , )

dt
      1 1 1


    

)Vچون دو بردار )

وa( )

  بر هم عمودند، پس| V a | | V || a |   2
  داريم . در نتيجه:          | V a |

| V |


   3

2 21

 
  

  

 شعاع انحناي منحني :19مثالx xy y  2 2 )در نقطه  3 , )1   )80(مكانيك ـ سراسري       كدام است؟ 1

1 (6  2 (4 3  3 (3 2  4 (5 1
3
  

 :ابتدا توجه كنيد كه:  »3«گزينه   پاسخ   
     x

y
x xy y x y xy yy y


            12 2

1
3 2 2 1  

x y

y
y y xy y yy y 



            12
1

22 2 2 3  

|از طرفي y |

( y )


 


3

2 21
                :داريم ، بنابراين

( )

      



3
2

2
1 13 3 2

3 2
1 1

  

  

 انحناء سهمي به معادله :20مثالy x   )80ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    در رأس سهمي كدام است؟ 2

1 (1
2  2 (1  3 (3

2  4 (2  

 :رأس سهمي  »4«گزينه   پاسخy x )نقطه 2 , )  باشد.مي  
   y x y x , y    2 2 2  

| y |

( , )
( y ) ( x )


   

 
3 3

2 22 2

2 2
1 1 4
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 انحناي منحني :21مثالy Lnx در نقطه( , )1  81(معدن ـ سراسري          كدام مقدار است؟(  

1 (2  2 (2
4  3 (2 2  4 (2

2  

 :ابتدا توجه كنيد كه:  »2«گزينه   پاسخ   

    y Lnx y , y y , y
( , ) ( , )x x

          2
1 1 1 11 1 

  

|              :  داريم از طرفي y |

( y ) ( )


    

 
3 3

2 2 2

1 1 2
42 2

1 1 1
  

  

 حركت متحركي در صفحه :22مثالxoy با رابطهR itcost jt sint 
   83(مكانيك ـ سراسري       كدام است؟ شده است. مؤلفه قائم شتابداده(  

1 (
t 2
1

1
  2 (t

t 

2

2 1
  3 (t

t 2
2

1
  4( t

t





2

2
2
1

  

 :4«گزينه   پاسخ«  
                R (t cos t, t sin t) V (cos t t sin t,sin t t cos t) | V | t       2 1

    
a ( sin t t cos t, cos t t sin t) V a ( , , t )       22 2 2

     

N
| V a | t t

a | V |
| V | t

(t )

  
       




2 22
3 3 2

2 2

2 2
11

  
  

  

 انحناي منحني :23مثالC به معادلات پارامتريy f (t)،x g(t) كه درلحظهt در معادلاتy t  xو 2  tصدق كند، در لحظـه  2     كـدام
  )84ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  است؟

1 (k    2 (k 1  3 (k  2  4 (k 
1
2  

 :4«گزينه   پاسخ«                 | x y x y | | t |

t
(x y ) ( ( t) ) ( t )

      
    


   

3 3 3
2 2 2 2 22 2 2

2 2 2 4 1
2

2 2 4 4




  

  

 خميدگي (يا انحناء) :24مثال(t) ه برداريخم با معادلr(t) (t cost) i (t cost) j ( sint)k     2
   در يك نقطه كلي خم برابر است با :  

  )84(معدن ـ سراسري       

1 (1
2  2 (1

2 2
  3 (1

2
  4 (| sin t |2  

 :2«گزينه   پاسخ «  
  r(t) (t cos t, t cos t, sin t) V(t) ( sin t, sin t, cos t)      2 1 1 2

  
a(t) ( cos t,cos t, sin t) , | V | ( sin t) ( sin t) cos t         2 2 22 1 1 2 2

  
i j k

V(t) a(t) sin t sin t cos t ( sin t ) i ( sin t ) j cos tk

cos t cos t sin t

         

 

1 1 2 2 2 2 2 2
2

  

     

| V a | (sin t ) (sin t ) cos t       2 2 22 1 2 1 4 2 2
   

|انحناء منحني پارامتري از فرمول V a |

| V |


  3

 
 آيد، بنابراينبه دست مي  

2 2 2
8 4 .  
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ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم :  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 يانحناي منحن :25مثال
x cosu
y sinu
z u


 
 

P(u)در نقطة كلي 
 :85(مكانيك ـ سراسري   برابر است با(  

1 (1
2

  2 (1
2  3 (1  4 (2  

 :2«گزينه   پاسخ«                  V(u) ( sin u , cos u , ) , a(u) ( cos u , sin u , )    1
    

i j k

V a sin u cos u (sin u , cos u , ) | V a | , | V |

cos u sin u

        
 

1 1 2 2

  
   


  

|    :داريم بنابراين V a |

| V | ( )


   3 3

2 1
22

 
  

  
 انحناي مسير :26مثالr(t) costi sintj tk  3 3 4

    85ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟(  

1 (1  2 (3
25  3 (3

4  4 (5  

 :2«زينه گ  پاسخ «  
        r(t) ( cos t , sin t , t) V(t) ( sin t , cos t , ) a(t) ( cos t , sin t , )       3 3 4 3 3 4 3 3

    

i j k

V a sin t cos t ( sin t , cos t , ) | V a | , | V |

cos t sin t

        
 

3 3 4 12 12 9 15 5
3 3

  
   


  

| V a |

| V |


   3 3

15 3
255

 
  

  

 اگر يك متحرك بر روي مسيري با خميدگي :27مثال(t)   در فضا با سرعتV(t)
 و شتابa(t)

  ،گاهآنحركت كندV a B  
  كـه در آن ،B

 
    )85اي ـ سراسري (هسته  برابر است با: قائم دوم بر خم است. در اين صورت ثابت

1 ((t) || V(t) ||
  2 ((t) || V(t) || 2  3 ((t) || V(t) || 3  4 ((t)  

 :ي بردارطور كه در متن درس گفتيم، در برخي از منابع، اندازههمان  »3«گزينه   پاسخV
را با علامت||V||

 دهند. نشان مي  

   V a
B V a B || V a ||

|| V a ||


    



        

||بنابراين V a ||  
 داريم: . از طرفي  || V a ||

(t) || V a || (t) || V ||
|| V ||


      3

3

   
  

  

 مقدار انحناء در هر نقطه مارپيچ :28مثالr(t) (acos t)i (asin t) j (b t)k     
  كه در آن ،aو ي ثابت و مثبت هستند، برابر است بااعداد:  

  )85(معدن ـ سراسري 

1 (a b

b


 

2 2
  2 (a b

a


 

2 2
  3 (a

a b
 

2 2  4 (b

a b
 

2 2  

 :3«گزينه   پاسخ«    
V(t)  روش اول: ( a sin t , a cos t , b ) , a(t) ( a cos t , a sin t , )             2 2    

i j k

V(t) a(t) a sin t a cos t b (ab sin t , ab cos t , a )

a cos t a sin t

              

     

3 3 2 3

2 2

  
 



  

| V a | a a b , | V | a b       3 2 2 2 2   
| V a | a a b a

k
| V | a b( a b )

  
  

 

3 2 2

3 2 22 2 3
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

bبا فرضروش دوم:    آيد:در مي روبرو، خم به صورت              r(t) (a cos t , a sin t , )  
   

اء آنباشد كه انحنمي aيعني در اين حالت خم يك دايره به شعاع
a

b) بـه ازاي 3هـا، تنهـا گزينـه (   خواهد بود و در بين گزينـه  1    برابـر
a

  باشـد.  مـي  1
  تواند صحيح باشد.) مي3پس فقط گزينه (

  

 انحناي منحني :29مثالy x 31
xدر نقطه 6      )86ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 1

1( 5
8  2( 8  3( 8

5 5
  4( 5 5

8  

 :انحناي منحني  »3«گزينه   پاسخy f (x)  آيد:به دست مي مقابلاز فرمول  | y |

( y )


 


3

2 21
  

x| x |
y x y x y x

( x ) ( )

          



13 2
3 3

4 2 2

1 1 1 8
6 2 5 51 51 4 4

  

  

 براي تابع برداري با ضابطه :30مثالF(t) (cost,sint,t)
 مقدار(F F ).F

| F F |
  
  2

  
  87(رياضي ـ سراسري   كدام است؟(  

1)2  صفر )1
2  3(3

5  4( 1  

 :مقدار مورد نظر همان تاب منحني  »2«گزينه   پاسخF
 باشد.مي  

  F (t) ( sin t,cos t, ) , F (t) ( cos t, sin t, ) , F (t) (sin t , cos t , )        1
  

   
i j k

F F sin t cos t (sin t , cos t , )

cos t sin t

     
 

1 1

  
 


  

(F F ).F
| F F | sin t cos t , (F F ).F sin t cos t

| F F | ( )

                  
 

2 2 2 2
2 2

1 11 2 1 22

      
   

  

 اندازه انحناء مارپيچ :31مثالz t 31
xو 3 t,y t  21

)Aدر نقطه 2 , , )1 11 2   )87(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 3

1(2
9  2(2

3  3(1
3  4(2  

 :ابتدا توجه كنيد كه:  »2«گزينه   پاسخ  t t
R(t) (t, , ) V(t) ( , t, t ) a(t) ( , , t)    

2 3
21 1 22 3

     

tبنابراين در 1 :خواهيم داشت  | V a |
V ( , , ) , a ( , , ) V a ( , , )

| V |


          3

6 21 1 1 1 2 1 2 1 33 3

      
  

 انحناء (يا خميدگي) خم :32مثالr(t) (t cost) i (t cost) j sintk     2
   87دن ـ سراسري (مع  كدام است؟(  

1 (1
2

  2 (1
2  3  (1

2 2
  4 (1

4 2
  

 :3«گزينه   پاسخ«    
  V(t) ( sin t) i ( sin t) j cos tk    1 1 2

    
a(t) cos t i cos tj sin tk    2

    
i j k

V a sin t sin t cos t ( sin t ) i ( sin t) j cos tk

cos t cos t sin t

          

 

1 1 2 2 2 2 2 2
2

  

     

| V a | (sin t ) (sin t ) cos t      2 2 22 1 2 1 4 8
   

| V a |
| V | ( sin t) ( sin t) cos t

| V |


          2 2 2

3 3
8 11 1 2 2

2 22
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ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم :  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :33مثالxy  )در نقطه Cباشد، شعاع انحناء Cمعادله منحني 1 , )1   )88راسري (مواد ـ س  كدام است؟ 1

1( 1  2(1
2  3(2

2  4(2  

 :عكس انحناء يعني  »4«گزينه   پاسخ

  گويند. حال توجه كنيد كه:را شعاع انحناء مي 1

  y y , y y ( ) , y ( )
x x x

          2 3
1 1 2 1 1 1 2  

| y |
r

( y ) ( )


      


 

3 32 2 2

2 1 1 2
21 1 1

  

  

 خميدگي منحني :34مثالx Ln(secy) 88(معدن ـ سراسري   كدام است؟(  
1( sin y  2( cos y  3( sec y  4( tgy  

 :دانيم كه اگر منحني به صورتمي  »2«ينه گز  پاسخx f (y) باشد، خميدگي (انحناء) از فرمول| f (y) |

( f (y))


 


3

2 21
  آيد.به دست مي 

tg y
x Ln(sec y) x tgy x tg y | cos y |

tg y
( tg y)

cos y

            




22
3 2

2 2 2

1 1 11
111

  

  

 مقدار انحناء منحني به معادله :35مثالy x در نقطهx    )88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1( 2
27  2( 3

16  3( 2
9  4( 3

8  

 :انحناء منحني  »1«گزينه   پاسخy f (x) از فرمول| y |

( y )


 


3

2 21
  آيد.به دست مي 

y x y y ( ) , y y ( )
x x x

           
1 1 1 12 2

2 2 2 4 8 2
  

( )

   


3
2

1 1
28 2 8 2

27 2711 16 28

  

  

 انحناي خم :36مثالR(t) (t cost,t cost, sint)   2 در يك نقطه به پارامترt 89برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟(  

1( 
2

4  2(t 
2

4  3( 
2

8  4( 
2

8  

 :انحناي منحني از رابطه  »1«گزينه   پاسخ| V a |

| V |


  3

 
 داريم آيد، بنابراينبه دست مي:  

  V(t) R (t) ( sin t, sin t, cos t)   1 1 2
   

  a(t) R (t) ( cos t,cos t, sin t)    2
  

  
i j k

V a sin t sin t cos t ( sin t ) i ( sin t ) j ( cos t)k

cos t cos t sin t

         

 

1 1 2 2 2 2 2 2
2

  

     

  | V a | ( sin t ) ( sin t ) ( cos t)       2 2 22 2 2 2 2 2 2
   

  | V | ( sin t) ( sin t) ( cos t)     2 2 21 1 2 2
  

  | V a |

| V |


    3

2 2 2
8 4
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 فرض كنيد :37مثالt tR(t) (e sint) i (e cost) j tk ,t   
   

 فوق در نقطه در اينصورت خميدگي منحنيt   89(مواد ـ سراسري   كدام است؟(  

1(2
3 3

  2(( )
2
33

2  3(2 2
3  4(( )

3
22

3  

 :خميدگي منحني  »4«گزينه   پاسخR(t)


tه در نقط     برابر است با| V( ) a( ) |

| V( ) |


  3

  



dR(t)كـه در آن   
V( )

tdt









dv(t)و  

a( )
tdt





 


 

    آوريم:مي دستبهباشد. با توجه به منحني داده شده مي
t t t tV(t) (e sin t e cos t) i (e cos t e sin t) j k v( ) i j k        

     
 

t t t ta(t) (e (sin t cos t) e (cos t sin t)) i (e (cos t sin t) e ( sin t cos t)) j a( ) i           2
      

i j k

V( ) a( ) j k | V( ) a( ) |       1 1 1 2 2 2 2
2

  
      

 
 

| V( ) | | V( ) | t    33 3 3
 
   خميدگي منحني در  ( )   

3
22 2 2

33 3
 

  

 بيشترين مقدار انحناء منحني به معادله  :38مثالy Ln(secx) 89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (2  2 (1
2  3 (1  4 (2  

 :انحناء منحني  »3«گزينه   پاسخy f (x)از رابطه ،| y |

( (y ) )


 


3

2 21
cosآيد. با توجه به اينكهمي دستبه  x       اسـت پـس بيشـترين مقـدار

  خواهد بود. 1ي برابر انحناء منحن
  

 مقدار انحناء منحني تابع :39مثالxf (x) xe در مبداء مختصات كدام است؟  )MBA  90ـ سراسري(  

1 (1  2 (1
2  3 (2

2  4 (2  

 براي تابع  »3«گزينه   اسخ:پy f (x)شود:، انحناء از رابطه مقابل محاسبه مي  | y |
(x)

( y )


 


3

2 21
  

xfانحناء تابع (x) xe داريم كنيم. بنابراينرا محاسبه مي:  
xx x

xx x x x x

y e xe y ( ) e

y e e xe e xe y ( ) e

 

    

      

             

1
2 2 2

 

 




  

|  كنيم.ذاري ميمقادير فوق را در رابطه انحناء جايگ y ( ) |
(x)

x
( y ( )) ( )


    


 

3 3
2 2 2

2 2 2
22 2

1 1 1






  

  

 خميدگي (انحناء) خم با معادلة :40مثالR(t) ( cos t)i ( sin t) j tk  3 3 3 3 2
  90(معماري كشتي ـ سراسري   چقدر است؟(  

1 (9
85  2 (27

85  3 (9
4  4 (9

2  

 :خميدگي منحني  »2«گزينه   پاسخR(t)
  شود. مي سبهمحا مقابلاز رابطه  | R (t) R (t) |

| R (t) |

 
 

 3

 
  

R (t) ( sin t , cos t , ) , R (t) ( cos t , sin t , )     9 3 9 3 2 27 3 27 3
 

  
i j k

R (t) R (t) sin t cos t ( sin t , cos t , )

cos t sin t

     
 

9 3 9 3 2 54 3 54 3 243
27 3 27 3

  
 


  

|  :داريم اينكنيم، بنابراندازه بردار فوق را محاسبه مي R (t) R (t) | ( sin t) ( cos t) ( )      2 2 254 3 54 3 243 61965
   

Rاندازه بردار (t)
 :برابر است با  | R (t) | ( sin t) ( cos t)     2 29 3 9 3 4 85

  

)  كنيم:ميحال مقادير فوق را در رابطه خميدگي منحني جايگذاري  )( )

( )
   

61965 729 85 27
8585 85 85 85

  
  



  

44  

متغيره توابع چند:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 
  سومفصل 

  »چند متغيرهتوابع « 

  

  توابع چند متغيرهدامنه، برد، حد و پيوستگي  :1درسنامه 
  
 

 اگر تابع :1مثالf : 3 2 با ضابطه ،f (x,y,z) (xy,yz) و تابعg : 2 3  با ضابطهx y x y yg(x,y) (e ,e ,e )  ر ايـن  تعريف شده باشد، د
  آوريد. دستبهرا  fogصورت
1 (x x(e ,e )2  2 (x y x y(e ,e ,e )  3 (x y x y(e ,e )   4 (x x y(e ,e )  
 :مشابه توابع يك متغيره منظور از»  1«گزينه  پاسخfog اين است كهf (g(x, y))  داريم آوريم، يعني دستبهرا:  

  x y x y y x y x y x y y x xfog f (g(x, y)) f (e ,e ,e ) (e .e ,e .e ) (e ,e )        2  
 

 دامنه تعريف تابع :2مثالf (x,y) xy sin x      كدام است؟ 1
1 (y}وx اند وهم علامتD {(x, y) | x   1 1  2 (y}وx اند وهم علامتD {(x, y) | x    

3 (y}وx اند وهم علامتD {(x, y) | x 
   2 2  4 (y}وx اند وهم علامتD {(x, y) | x   1 1  

 :يعني ،راديكال عبارت زير  »1«گزينه  پاسخxy بايد نامنفي باشد، بنابراينx وy .عبارت مقابل بايد هم علامت باشندsin1  و  -1بايـد بـين   همواره
xباشد يعني 1  1 1.  

 

 برد تابع دو متغيره :3مثالz x y  2   كدام است؟ 29
1 (  2 (  3 ([ , ]3  4 ({ }   
  : از آنجائيكه»  3«گزينه پاسخx y 2    .خواهـد بـود   9باشـد، پـس مقـدار زيـر راديكـال كـوچكتر يـا مسـاوي         همواره كوچكتر يا مساوي صفر مي 2

  تواند منفي باشد.ي زوج نميجهراديكال با فر چون منفي نيست؛ z، و همچنين واضح است كهتواند بيشتر باشدمين 3از عدد  zلذا مقدار
 

 برد تابع دو متغيره  :4مثالz x y x y    2 212 4 12     كدام بازه است؟ 4
1 ([ , ]5   2 ( ,4   3 ( ,1 5   4 (, 

 1 2 3   

 :كنيم.  ميكامل عبارت زير راديكال را مربع »  1«گزينه   پاسخ  

x y x y (x ) (y ) (x ) (y )               2 2 2 2 2 23 312 4 12 4 12 4 2 13 25 4 2 252 2
   

زهاز طرفي عبارت زير راديكال بايد نامنفي باشد و لذا اين عبارت در با ,25  و بنابراينz در بازه ,5 گيرد. قرار مي  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 با چه شرطي حد  :5مثال
m n

p(x,y) ( , )

x ylim
(x y ) 2 2 

  اعدادي طبيعي هستند.) nو  p ،m( ؟وجود دارد  

1 (m n p  2  2 (m n p  2  3 (m n p  2 1  4 (m n p  2 1  
 :2«گزينه   پاسخ  «  

مبهم صورتبهحد موردنظر روش اول: 


mتر باشـد. درجـه صـورت برابـر    درجه صورت از درجه مخرج بزرگكه است و براي وجود حد لازم است   n  و

mدبنابراين باي ؛باشدمي p2درجه مخرج برابر n p    باشد. 2
xبا توجه به وجودروش دوم:  y2 xكنيم. با جايگذاريدر مخرج، از مختصات قطبي استفاده مي 2 r cos  وy r sin  :داريم  

m n m n
m n p m n

pr r

r cos sinlim lim r cos sin
r


 

 

 
  2

2 
   

mبا اين شرط كه n p    بستگي نخواهد داشت. شود و بهمقدار حد صفر مي ،باشد 2
 

 مقدار حد :6مثال
(x,y) ( , )

x ylim
y x





3 3
2 

  در است؟چق 

1 (  2 (1  3 (2  4.حد وجود ندارد (  
 :بلكه روي مسير ،ي مخرج، مبدأ نيستدر اين مثال تنها ريشه  »4«گزينه  پاسخy x     .بنـابراين حـد وجـود نـدارد     ؛شـود مخرج كسر صـفر مـي   2

yحل كنيم روي مسيرهاي معمولياما اگر بخواهيم با انتخاب مسير، مسأله را  mx،y   ياx   شود. بهتر است مسيري را انتخاب مقدار حد صفر مي
yپس مسير ؛از مخرج حذف كنيم را x2براي رسيدن به اين هدف بايددرجه كند. كنيم كه جملات صورت و مخرج را هم x mx  2   ناسب است. م 3

x x x

x ( x mx ) x x ( mx) xlim lim lim
m( x mx ) x mx mx  

     
  

  

3 2 3 3 3 6 3 3

2 3 2 3 3
1 1

  
¾]nj ¸ÄoTμ¨  

  بنابراين حد وجود ندارد.
 

 اگر  :7مثال
(x,y) ( , )

(x )A lim
(x ) y 




 

2
2 21

1
1 1

و
(x,y) ( , )

xB lim
x y  






2
2 2

1
1

  گاه كدام گزينه درست است؟، آن

1( A B 1  2 (A B    3 (A B 1  4 (B A 1  

 :يبراي محاسبه»  2«گزينه  پاسخA با جايگذاريx 1 وy  شود:نتيجه مي  
(x,y) ( , )

(x )A lim
(x ) y 


  

 

2

2 21
1

11 1
 


  

yروي مسير Bيبراي محاسبه x، كنيم:حد را حساب مي  
x x

x xB lim lim
x x x 


  



2 2

2 2 4
1
1

  

Aبنابراين B   .است  
 

 در مورد حد  :8مثال
(x,y) ( , )

xlim
y 




2

3 1
9
  كدام گزينه صحيح است؟   1

  ) حد وجود ندارد. 4  است.  1) حد موجود و برابر 3  است.  6) حد موجود و برابر 2  است. 3) حد موجود و برابر 1
 :ينقطه  »4«گزينه  پاسخ( , )3 yبلكه روي خط ،ي مخرج نيستتنها ريشه 1  1 پس حد وجود ندارد. با اين حـال مسـأله را از طريـق     ؛شودمخرج صفر مي

xاگر روي مسير كنيم.هم بررسي ميمسيرها   )به نقطه 3 , )3   آيد:درمي مقابل صورتبهميل كنيم، در اين صورت حد  1
y y
lim lim

y y 


 

 1 1
9 9

1 1
   

xولي اگر روي مسير y 3 به نقطه( , )3   آيد:ميزير در صورتبهنزديك شويم، در اين صورت حد  1

y y y

( y) ylim lim lim (y )
y y  

  
    

 

2 2

1 1 1
3 9 9 9 9 1 181 1  

  پس حد وجود ندارد. ،دست آمدمتفاوتي بههاي چون روي دو مسير مختلف جواب
xاز خود بپرسد مسير ممكن است دانشجو توضيح: y 3 بر چه اساسي انتخاب شد؟ در واقعx y 3  خطي است كه از نقطـه( , )3  كنـد. عبـور مـي  1
xمثلاً ،انتخاب كنيد ،گذردتوانيد هر خط يا منحني ديگري را كه از اين نقطه ميشما مي y yيا 23 x  4.  
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متغيره توابع چند:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار حد :9مثال
(x,y) ( , )

x ylim
x y 

2 3
3 3 

  چقدر است؟ 

1 (1
2  2 (  3 (  4.وجود ندارد (  

 :چون درجه صورت از مخرج بيشتر است. ولـي توجـه كنيـد كـه تنهـا       ) را انتخاب كند؛2لافاصله گزينه (دانشجوي عجول ممكن است ب  »4«گزينه  پاسخ
yدر واقع روي خط .ريشه مخرج مبدأ مختصات نيست x  مسـير، مسـأله را   بنابراين حد وجود ندارد. اما اگر بخواهيم با انتخـاب   ؛اين تابع تعريف نشده است

البتـه منظـور   (درجـه شـوند   كنيم كه باعـث شـود صـورت و مخـرج هـم     شود. مسيري را انتخاب ميمقدار حد صفر ميمسيرهاي معمول  يحل كنيم، روي همه
yپس انتخاب مسير ؛است 5صورت از درجه  .ترين درجه از صورت و مخرج است)كوچك x mx  3 3 از مخـرج   x3،اين مسير جايگذاريمناسب است. با  5

  :  ماندباقي مي mx5شود وحذف مي
(x,y) ( , ) x x x

x y x ( x mx ) x mx xlim lim lim ( ) lim
mx y x x mx mx mx   

    
    

  

2 3 2 3 5 5 7 5

3 3 3 3 5 5 5
1

    
¾]nj ¸ÄoTμ¨  

حاصل حد برابربنابراين 
m
1 آيد و چون مقدار حد وابسته بهدست ميبهm حد وجود ندارد.   ،است  

  

 تابع وضعيت  :10مثال
x y ; (x,y) ( , )

f (x,y) x y
; (x ,y) ( , )




  
 

2 2
2 2  

  

)در نقطه  , )  است؟ چگونه  

  تابع در اين نقطه تعريف نشده است.) 4  حد وجود ندارد.) 3  پيوسته نيست.حد دارد اما ) 2  ) پيوسته است. 1
 : 1«گزينه  پاسخ  «  

)در fبا توجه به صورت سؤالروش اول:  , )  تعريف شده است وf ( , )    توجه كنيد كه حدباشد. ميf در نقطه( , )   زيـرا درجـه صـورت     ؛برابر صفر اسـت
)تر از درجه مخرج است و تنها ريشه مخرجبيش , )  پس مقدار حد با مقدار ؛درجه هستنداست و جملات مخرج همf ( , )  و برابر استf در مبدأ پيوسته است.  

  با استفاده از مختصات قطبي داريم:روش دوم: 
r r

r cos r sinlim lim r cos sin
r 

 
   

2 2 2 2 2 2 2
2 

  
 

 كدام تابع را در نقطه :11مثال( , )  توان طوري تعريف كرد كه تابع در اين نقطه پيوسته شود؟مي  

1 (xyf (x, y)
x y


2 2  2 (x yf (x, y)

x y




2 2
2 2  3 (xyf (x, y)

x y



  4 (xf (x, y)

x y




2
  

 :در2تنهـا گزينـه (  »2«گزينه  پاسخ (( , )  ها درحـدي بـرابر صفر دارد و ساير گزينه( , )  توانند درحد ندارند و در نتيجه نمي( , )  پيوسته باشند.  
yروي خط) 3در گزينه ( پس حد وجود ندارد. ؛رت و مخرج برابرند) درجه صو1در گزينه ( x روي خط4ي (در گزينه و (y x  ؛شـود مخرج صفر مي 

   پس حد وجود ندارد.
 

 مقدار :12مثالf ( , )  ابعچقدر باشد تا تsin xsin yf (x,y)
cos(x y )


 

3
2 21

)در نقطه  , )  پيوسته شود؟  

1 (1  2 (2  3(   4 (.ممكن نيست  

  : در روي مسير  »4«گزينه پاسخy  حد ،f برابر صفر است ولي در روي مسيرy x   هـاي ارزيبا اسـتفاده از هـمsin u ~ u وucos u ~
2

1 2 

x  داريم: x

sin x.sin x xlim lim
cos( x ) x 




3 4

2 4
1
21 2 2 

  

)تواند در نقطهنمي fپس حد وجود ندارد و بنابراين , )  .پيوسته شود  
 

 تابع :13مثالx y
f (x,y)

y



2 2

  ؟نيستدر كجا پيوسته  

yروي خط) 4  مبدأ مختصات )3  هاyمحور) 2  هاxمحور) 1 x  
  : منه پيوسته است، بنابراين فقط در ريشه مخرج يعنيتابع در كليه نقاط دا  »1«گزينه پاسخy   محور)x.ها) تابع پيوسته نيست  

 

 ارزيهم
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 تابع :14مثال
x y ; y x

x yf (x,y)

; y x

   
 

3
3

31
)در نقطه  , )1   چگونه است؟ 1

1داراي حد) 4  ناپيوسته است.) 3  پيوسته است.) 2  حد دارد.) 1
  است. 3

  : حد  »3«گزينه پاسخfرا روي دو مسيرy x وy x )كه هر دو از نقطه 2 , )1   آوريم:مي دستبهگذرند مي 1

(x,y) ( , ) x

x y x x: lim lim
x y x x 

 
 

 3 311 1
روي مسيرy x  

(x,y) ( , ) x x x

x y x x x( x): lim lim lim lim
xx y x x x (x )   

   
    

  

2

3 3 2 211 1 1 1
1 1 1

1
yروي مسير x 2  

  آمده برابر نيست، پس حد وجود ندارد و بنابراين تابع پيوسته نيست. دستبهچون روي دو مسير مختلف حد 
  

 مقدار :15مثال
xy

(x,y) ( , )

xyelim
x y 2 2 

  )78ـ سراسري صنايع ـ سيستم (   

1 (  2 (1
  ) وجود ندارد.4  1) 3  2

  : اگر روي خط  »4«گزينه پاسخy mx :به مبدأ نزديك شويم       
xy mx mx

(x,y) ( , ) x x

xye mx e me mlim lim lim
x y x m x m m  

  
   

2 22
2 2 2 2 2 2 21 1   

  

  بستگي دارد، پس حد وجود ندارد. mچون حاصل حد به
 

 اگر :16مثال
xy ; (x,y) ( , )

| x | | y |f (x,y)
a ; (x,y) ( , )

   
 

 

 
  )78اي ـ سراسري (هسته          كدام است؟       aپيوسته باشد،  2بر 

1 )2  ) صفر1
2  3 (1  4 (2  

  : 1«گزينه پاسخ«  

(  روش اول:    و -1محدود بين
(x,y) ( , ) (x,y) ( , )(x,y) ( , )

xy xlimf (x, y) lim lim ( ) y (
| x | | y | | x | | y | 

   
 

1
    

  

aبنابراين براي پيوستگي لازم است   .باشد  
)ريشه مخرج مبدأ مختصات يعني ، و تنها1و درجه مخرج برابر  2درجه صورت برابر روش دوم:  , )   است بنابراين حـدf      در مبـدأ موجـود و برابـر صـفر

aاست و در نتيجه براي پيوستگي لازم است  .  
 

 اگر :17مثالf : 2 3  با ضابطهf (x,y) (x y,x,y)  وg : 3 2  با ضابطهg(x,y,z) (x y ,y z)    ،مفروض باشند(gof   كدام است؟ (
  )78(آمار ـ سراسري              

1 (gof (x, y) (x y, x y)  2  2 (gof (x, y) ( x y,x y)  2  
3 (gof (x, y) (x y,x y)  2  4 (gof (x, y) (x y,x y)   2  
  : در تابع  »2«گزينه پاسخg(x, y, z) بايد به جايx،y وz به ترتيبx y،x وy :را قرار بدهيم  

               gof (x, y) g(x y, x, y) (x y x , x y) ( x y , x y)        2  
 

 حد تابع :18مثال
(x,y) ( , )

x y
lim

y

 2 21
 

  )79(آمار ـ سراسري              چقدر است؟      
  ) حد وجود ندارد.4  است. 1) حد برابر 3  ت.) حد برابر صفر اس2  است. -1) حد برابر 1

  : در امتداد مسير  »4«گزينه پاسخx   آوريم:مي دستبه، حد را   
(x,y) ( , ) y

x y y
lim lim

y y 

  
  

2 2 21 1
  

  

xچون در امتداد مسير   حد وجود ندارد، پس تابع ،f در( , )  .حد ندارد  
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متغيره توابع چند:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 در مورد :19مثال
(x,y) ( , )

Arctg( xy y)lim
Arcsin( xy x)


1 3

3 3
2   )80ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    كدام گزينه صحيح است؟ 6

1) حد موجود و برابر1
3) حد موجود و برابر3  ) حد موجود نيست.2  است. 2

  است. 1) حد موجود و برابر 4  است. 2

 : هاي مقابل چون كمان  »2«گزينه  پاسخArctg  وArcsin ارزي استفاده كنيم:توانيم از همكنند، ميبه سمت صفر ميل مي  

(x,y) ( , ) (x,y) ( , )

Arctg( xy y) xy ylim lim
Arcsin( xy x) xy x 

 


 1 3 1 3
3 3 3 3
2 6 2 6  

xحال توجه كنيد كه روي مسير 1 حد برابر اما روي مسيرشود، ميy x داريم 3
x x

x x x(x )lim lim
x(x )x x 

 
 



2

21 1
9 9 9 1 9

6 1 66 6
  بنابراين حد وجود ندارد..  

  
 در مورد :20مثال

(x,y) ( , )

ylim x sin( )
x 

2
4

  )80اي ـ سراسري (هسته         كدام گزينه صحيح است؟       

8) حد موجود و برابر2  است. 8جود و برابر) حد مو1   ) حد موجود نيست.4  است. 24) حد موجود و برابر3  .است 2

 : آيد:دست ميبا جايگذاري مقدار حد به  »2«گزينه  پاسخ                
(x,y) ( , )

ylim x sin( ) sin
x 


 2

4
16 8 24  

  
 حاصل :21مثال

(x,y) ( , )

x ylim
x y 

2
4 2
2

 
  )81(مكانيك ـ سراسري        كدام است؟  

  2) 4  ) وجود ندارد.3  1) 2  ) صفر1

 : بر روي مسير  »3«گزينه  پاسخx  شود و در روي مسير، مقدار حد برابر صفر ميy x                داريم: 2
x

xI lim
x x

 


4
4 4
2 1


  

  آمد، بنابراين حد وجود ندارد. دستبهچون بر روي دو مسير مختلف، دو مقدار مختلف برابر حد 
 

 كداميك از توابع زير در نقطه :22مثال( , )  85(معماري كشتي ـ سراسري            باشند؟يداراي حد م(  

xالف)           y
x y



xyب)                                  
| xy |

xyج)                                      
x y2 xد)                                 2 y

x y

2 2
2 2  

  ) د و الف4  ) فقط ب3  ) ج و د2  ) فقط د1
  : 1«گزينه پاسخ  «  

y(ج)، روي خط رد (الف)،مواروش اول:  mxداراي حد وابسته به ،m ،مثلاً براي (ج) روي مسير خواهند بودy mx م:داري  

x x

x(mx) mx mlim lim
x m x ( m )x m 

 
  

2

2 2 2 2 2 21 1 
  

)دهيم مورد (د)، درحال نشان ميآيد پس حد وجود ندارد. دست ميبه 1مقادير yوxبراي (ب) با توجه به علامتبنابراين حد ندارند.  , )  اراي حد استد.               

(x,y) ( , ) (x,y) ( , ) (x,y) ( , )

x y xlim lim ( )y lim y
x y x y  

  
 

2 2 2 2 2
2 2 2 2     

  

)چون درجه صورت بيشتر از مخرج و تنها ريشه مخرج مبدأ يعنيروش دوم:  , )   و جملات مخرج هم درجه هستند، بنابراين حـد 
(x,y) ( , )

x ylim
x y 

2 2
2 2 

 

  موجود و برابر صفر است.
 

 تابع :23مثالx y
x y





2 2
2 (x,y)وقتي كه 2 ( , )   :86(عمران ـ سراسري   داراي حدي(  

  نيست. )4  است. برابر )3  است. 1برابر  )2  است. -1برابر  )1
  : 4«گزينه پاسخ«    

)ابر است، پس حد دري جملات صورت و مخرج بردرجهروش اول:  , )  .وجود ندارد  

yحد تابع داده شده را روي مسيرروش دوم:  mxدهيم.مورد بررسي قرار مي  
(x,y) ( , ) x

x y x m x mlim lim
x y x m x m 

  
 

  

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

1
1  

  

)ربستگي دارد، پس تابع د mبا توجه به اينكه حاصل حد به مقدار , )  .داراي حد نيست  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 در نقطهكدام تابع  :24مثال( , )   88(مديريت در سوانح طبيعي سراسري   پيوسته است؟(   

1 (x y 2 2  وxysin xf (x, y)
x y


2 fو  2 ( , )      2 (x y 2 2  وxg(x, y)

x y




2
2 )gو  2 , )     

3 ((x, y) ( , )   وxyh(x, y)
x y




2
2 )hو  4 , )     4 ((x, y) ( , )   وx yk(x, y)

x y





2 2
2 )kو  2 , )    

  : ارزيبه كمك هم  »1«گزينه پاسخsin x xتوان نوشت:، مي  

(چون درجه صورت از مخرج بيشتر است.) 
(x,y) ( , ) (x,y) ( , )

x ylim f (x, y) lim  
x y 

 


2
2 2   

   

fو چون  ( , )    .پس اين تابع پيوسته است  
 در مبـدأ حـد نـدارد، زيـرا روي مسـير      )3اند. گزينـه ( فاقد حد در مبدأ بوده و لذا ناپيوسته مخرج برابرند پس اين توابع ) درجه صورت و4) و (2در گزينه (

x y 1حد برابرمقدار  2
xو روي مسير 2  شود، بنابراين، حد آن برابر صفر ميh در( , )  .پيوسته نيست  

 

 مقدار :25مثال
(x,y) ( , )

x ylim
x y



2 2
2

 
  )88(رياضي ـ آزاد   كدام است؟  

1) 4  ) موجود نيست.3  2) 2  ) صفر1
2   

  : ت مخرج بيشتر از جملات صورت است؛ پس حد دري جملادرجه  »3«گزينه پاسخ( , )   .وجود ندارد  

  
 اگر :26مثالxyf (x,y)

x y




2
2 4
مقدار گاهآن 3

(x,y) ( , )
lim f (x,y)
  

  )90(آمار ـ سراسري   كدام است؟  

1 (  2 (1  3 (3  4موجود نيست (  
  : ي جملات مخرج را يكسان كند. پـس روي مسـير  كنيم كه درجهمسيري را انتخاب مي   »4«گزينه پاسخx my )بـه سـمت نقطـه     2 , )    ميـل

  خواهيم داشت:كنيم، مي
(x,y) ( , ) y y

xy my y my mlim lim lim
x y (my ) y m y y m  


  

   

2 2 2 4

2 4 2 2 4 2 4 4 2
3 3 3 3

1   
  

  باشد بنابراين حد تابع موجود نيست.مي mابسته به مقداراز آنجايي كه پاسخ حد و

  
 حد تابع :27مثالxyf (x,y)

x y


2 )در نقطه 2 , )  در امتداد خطy x   )09(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (/2  2 (/ 4  3 (/ 6  4 (/ 8  
  : براي يافتن حد در مسير داده شده كافي است كه رابطه  »2«گزينه پاسخy x   را در تابع داده شده قرار دهيم: 2

  y x

(x,y) ( , ) (x,y) ( , ) x x

xy xy x x xlim lim lim lim /
x y x y x x x



   


   

  

22
2 2 2 2 2 2 2

2 2 4
4 5     
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  مشتق جزئي توابع چند متغيره :2درسنامه 
  

 تابع  :1مثالf صورتبه
xy(x y ) ; (x,y) ( , )

f (x,y) x y
; (x,y) ( , )

 


  
 

2 2
2 2  

  

fتعريف شده است. در اين صورت حاصل  ( , )
x y

 

2
  وf ( , )

y x

 

2
    بـه ترتيـب

  كدام است؟
1 ( و  2 (1  1و  1) 4  1و  -1) 3   - 1و  
 :ابتدا»  2«گزينه   پاسخf

x



fو 
y



آوريم، توجه كنيد كه براي محاسبه اين مقادير در مبدأ بايد از تعريف اسـتفاده كنـيم   مي دستبهرا در همه نقاط  

fكند. ولي براي محاسبهدر مبدأ تغيير مي fعچون ضابطه تاب
x



fو 
y



  در ساير نقاط فقط كافي است از ضابطه بالايي مشتق بگيريد. 

x
h h

f (h, ) f ( , )f ( , ) lim lim
h h 

 
  

 

        
yfبه همين ترتيب ( , )    آيد.مي دستبه  

x y

y(x x y y ) x(x x y y )(x, y) ( , ) (x, y) ( , )
f f(x y ) (x y )

(x, y) ( , ) (x, y) ( , )

    
  

   
   

4 2 2 4 4 2 2 4
2 2 2 2 2 2
4 4   

     

  

  محاسبه كنيم.در مبدأ  yآن را نسبت به جزئيتوانيم مشتق در نظر بگيريم، مي yو xآمده در بالا را به عنوان يك تابع بر حسب دستبه xfحال اگر
x x

xy
h h

f ( ,h) f ( , ) hf ( , ) lim lim
h h 

  
   1

 

      

fشود كهاز محاسبه بالا نتيجه مي ( , )
y x


 
 

2
1  شود كهباشد، با انجام محاسبات مشابه نتيجه ميميf ( , )

x y



 

2
1  باشد.مي  

fپس چرا در اين سؤالسؤال دانشجو:  f,
y x x y
 
   

2 2
  مگر نگفتيد اين دو همواره برابرند؟ برابر نيستند، 

fها اين دو يعنيدانيم در اغلب سؤالمي: پاسخ
x y

 

2
fو 

y x

 

2
 حالت كلـي برقـرار نيسـت و بـراي برابـري لازم      در (مشتقات مخلوط) با هم برابرند ولي اين 

  چون بارها سؤال آمده و در كل سؤال جالب و مهمي است.  دمثال را به خاطر بسپاري پيوسته باشند. بهتر است اين هااست اين مشتق

 

 كدام گزينه در مورد تابع  :2مثال
xy ; (x,y) ( , )

f (x,y) x y
; (x,y) ( , )

  
 

2 2  

  
  در مبدأ صحيح است؟ 

1 (f 2  پذير است.مشتق (f .3  پيوسته است (f 4  هاي نسبي است.فاقد مشتق(f .حد ندارد  
 :چون درجه صورت و مخرج با هم برابر است، پس  »4«گزينه   پاسخf د كـه پذير نيسـت. توجـه كني ـ  در مبدأ حد ندارد و لذا پيوسته و مشتقf  در

x  :داريم هاي نسبي است، زيرامبدأ داراي مشتق
h h

f (h, ) f ( , )f ( , ) lim lim
h h 

 
  

 

        
yfبه طور مشابه ( , )    .است    

  

 از رابطه :3مثالyf (x,y) Arctg
x

   ) كدام است؟ 1و1، ديفرانسيل كامل تابع در نقطه ( 2
1 (dx dy   2 (dx dy    3 (dx dy    4 (dx dy   

   :ابتدا»  3«گزينه پاسخf f,
y x
 
 

  آوريم: مي دستبه) 1و 1را در نقطه ( 

(x , y) ( , )

y
f f f fx x, ,
x y x yy y

x x




   

     
   

 

2 1 1
2 2
2 2

2 2
1 1

1 1
   

f  بنابراين ديفرانسيل كامل تابع برابر است با:  fdf dx dy dx dy
x y
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 اگر :4مثالyu x  ديفرانسيل كامل گاهآنباشدu است؟ كدام    

1(y ydu x Ln xdx yx dy  1  2(y ydu y x dx yx dy  1 1  3(y ydu x Lnxdx x Lnydy  1  4(y ydu yx dx x Lnx dy 1  

 : 4«گزينه  پاسخ  «                y yu udu dx dy yx dx x Lnxdy
x y

 
   
 

1  
 

 ديفرانسيل تابع دو متغيري  :5مثالx yz
x y





    باشد، كدام است؟ xنصف تغييرات  yمسيري كه تغييرات ) در امتداد 2، 1در نقطه ( 

1 (dx   2 (dx   34  ) صفر (dx2   

 :چون»  3«گزينه   پاسخx
yz

(x y)


  
 2
2 yو 2

xz
(x y)

 
 2
2 dyو 4 dx

1
  داريم:  2

x ydz z dx z dy dx dy dx dx        2 4 2 2    
  

 هرگاه  :6مثال z av وy usin v وx ucos v ،باشدd z2  :برابر است با    

1 (ax axy ayd z dx dxdy dy
(x y ) (x y ) (x y )

  
  

2 22 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2   2 (axy axyd z dx dy
(x y ) (x y )


 

 
2 2 2

2 2 2 2 2
2 2   

3 (axy a(y x ) axyd z dx dxdy dy
(x y ) (x y ) (x y )


  

  

2 22 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2  4 (ax ayd z dx dy

(x y ) (x y )


 
 

2 22 2 2
2 2 2 2 2
2 2  

 :دانيممي»  3«گزينه   پاسخd z2  يعني ديفرانسيل دوم تابعz،  :برابر است با  

  z z zd z dx dxdy dy
x yx y

  
  

  

2 2 22 2 2
2 22   

z va
y y
 


 

z و  va
x x
 


 

   

z va        
y y
 


 

2 2
2 2

zو   va
x y x y
 


   

2 z و 2 v v(a ) a
x xx x

   
  

  

2 2
2 2

   

  آوريم:مي دستبه yوxرا بر حسبvيم، به همين جهتمحاسبه كن yوxرا نسبت بهvاي مرتبه دوممشتقات پارهبايد  بنابراين
v x
y x y



 2 yو  2 y v ytgv   v tg    

x x x x y
 

     
 

1
2 2   

v x y x y x
x y (x y ) (x y )
   

 
   

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

vو 2 xy
y (x y )


 
 

2
2 2 2 2

vو 2 xy
x (x y )



 

2
2 2 2 2

2   

  شود:با توجه به محاسبات بالا نتيجه مي
v v v axy a(y x ) axyd z a dx a dxdy a dy dx dxdy dy

x yx y (x y ) (x y ) (x y )
   

     
     

2 2 2 2 22 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 22  

  

 مقدار تقريبي :7مثالxf (x,y) e y  2 2 )Aدر نقطه 1 / , / )3 2 94   چقدر است؟  
1 (95/2  2 (96/2  3 (/3 2  4 (/3 3   
   :در اين مثال»  1«گزينه پاسخx / 3  وy / 2 xهااست. در نزديكي آن 94   وy  3 كنيم. پـس را انتخاب ميx x x /    3   

yو y y /     6   .حالا مقادير استf
x



fو 
y



)را در نقطه  , )3 آوريم:مي دستبه    

( , ) ( , )

x

x x

f e f y,
x ye y e y

 
   

    3 3

2

2 2 2 2
2 1 2 132 1 2 1 

   

/f ( / , / ) f ( , ) df / / / /          
33 2 94 3 1 9 1 6 3 1 6 2 953
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد :8مثالf (x,y) x y 2 f، در اين صورت مقدار تقريبي2 ( / , / )5 2 2 96 چقدر است؟  
1 (/3 997  2 (/4 15  3 (/4 55  4 (/3 995  
  : هيمدبا توجه به نكته فوق قرار مي  »3«گزينه پاسخx  5،y  3،x /  2 وy /   4 :در اين صورت ،  

f x f f y f( , ) , ( , )
x x y yx y x y

     
     

    2 2 2 2
2 5 2 35 3 5 34 42 2

  

f ( / , / ) ~ f ( , ) / ( / ) / / /         
5 35 2 2 96 5 3 2 4 4 25 3 4 554 4           

 

 فرض كنيد :9مثالxy zf (x,y,z) e 
f، در اين صورت مقدار تقريبي 2 ( / , / , / )4 3 1 2 1 95   چقدر است؟  

1 (29/1  2 (31/1  3 (34/1  4 (36/1  
   :چون تابع»  2«گزينه پاسخfداريم كنيم، يعنيباشد از همان فرمول تقريب خطي بالا در حالت سه متغيره استفاده مي، سه متغيره مي :  

f f ff (x , y , z) f (x , y , z ) x y z
x y z
  

      
       

x)در اين مثال , y , z) ( / , / , / ) 4 3 1 2 1 95    داده شده است پـس داريـمz , y , x  2 1 4    در نتيجـهz / , y / , x /      5 2 3       و
fحالا f f, ,

z y x
  
  

)را در نقطه  , , )4 1   آوريم. مي دستبه 2

( , , )

xy zf ze
z


   



2

4 1 2
2 و       4

( , , ) ( , , )

xy z xy zf fye , xe
x y

  
   

 

2 2

4 1 2 4 1 2
1 4  

f ( / , / , / ) f ( , , ) / / ( )( / ) e / / / /              
24 1 24 3 1 2 1 95 4 1 2 1 3 4 2 4 5 3 8 2 1 31               

 

 فرض كنيد :10مثالx yw
z


2 3

 zو 2%به ميـزان  y،1%به ميزان xكند اگر مقدارچند درصد كاهش يا افزايش پيدا مي w، در اين صورت مقدار4
  زياد شود؟ 3%به ميزان
1( w2   كند.تغيير نمي(w 2%به ميزان 3  يابد.افزايش مي(w 4  يابد.كاهش مي 4%به ميزان (w شود.زياد مي 2%به ميزان  

  : كه:ابتدا توجه كنيد   »3«گزينه پاسخ  x y w xy w w x y w w x y ww , ,
x x y y z zz z z z

  
         

  

2 3 3 2 2 2 3

4 4 4 5
2 2 3 3 4 4    

w  توان نوشت:بنابراين مي w w w w w dw dx dy dzdw dx dy dz dw dx dy dz
x y z x y z w x y z

  
          
  

2 3 4 2 3 4  

dxشود، بنابراينزياد مي 1%به ميزان xاز آنجا كه
x


1
1  و به همين ترتيبdy

y


2
1  وdz

z


3
1 داريم . در نتيجه:  

w dw
w w
 

       
1 2 3 42 3 41 1 1 1       

  
  يابد.كاهش مي 4%به ميزان wيعني

   
 بسط مك لورن تابع :11مثالx yf (x,y) e    رت زير است؟ تا درجه دوم به كدام صو 2

1(x y x xy y    2 211 2 2 22  2(x y x xy y    2 21 2 2 4  3(xx y xy y    
2 21 2 2   4(x y x xy y    2 21 2 2 4   

   :1«گزينه پاسخ  «  
uولـي بـا تغييـر متغيـر     ،لورن توابـع دو متغيـره حـل كنـيم    مكتوانيم اين مثال را نيز مانند مثال قبل به كمك فرمول بسط ميروش اول:  x y 2  تـابعf 

uuصورتبه ueبسط مك لورندانيم ميآيد و در مي ueصورتبه
!

  
2

1 2    بـا جايگـذاري  است، بنـابراين(x y)2   بـه جـايu  در بسـطue   نتيجـه

-x  :شودمي ye x y (x y) (x y) x xy y
!

          2 2 2 21 11 2 2 1 2 2 22 2   

x صورتبهرا  fابتدا تابع  روش دوم: yf (x, y) e .e   كنيم:را نوشته و درهم ضرب ميye2و xeنويسيم، حال بسط مك لورنمي 2
x y x y xe .e ( x )( y ) x y xy y xy x y x y

! !
                

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2

41 1 2 1 2 2 2 22 2 2   ›me
¾]nj IU ·n¼²¦¶ ‰vM
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 ي اول از بسط تيلور تابعكدام گزينه چندجمله  :12مثالxf (x,y) x y siny e  2 يحول نقطه( , )1 دهد؟را به درستي نشان مي  

1 (( e) ( e)(x ) [( e)(x ) (x )(y )]            212 1 2 1 4 12   

2 (( e) ( e)(x ) [( e)(x ) (x )(y )]           212 1 2 1 4 12   

3 (( e) ( e)(x ) [( e)(x ) (x )(y )]           212 1 2 1 4 12   

4 (( e) ( e)(x ) [( e)(x ) (x )(y )]            212 1 2 1 4 12   

 :بسط تيلور»  4«گزينه   پاسخf (x, y) يرا حول نقطه(x , y ) ( , ) 1  خواهيم، بنابراين مقدارميf ي ي اول و مرتبـه هاي جزئي مرتبـه مشتق و
  آوريم.دوم آن را در اين نقطه به دست مي

x x
xx

x
x yy

xyy

f (x, y) x y sin y e sin e e f y e e
f xy e e f sin y sin

f xf x cos y cos

                            
            

2

2

2 2
2 2

2 21 1 1




  

)يبسط تيلور حول نقطه با جايگذاري اين مقادير در فرمول , )1 :داريم  

x y xx xy yyf (x, y) f ( , ) (x )f ( , ) (y )f ( , ) [(x ) f ( , ) (x )(y )f ( , ) (y ) f ( , )]
!

                     2 211 1 1 1 1 1 2 1 1 12   

xx y sin y e ( e) ( e)(x ) [( e)(x ) (x )(y )]                2 212 1 2 1 4 12   
  

 تابع :13مثالf با ضابطهx yf (x,y)
y



2 2

  )78(مكانيك ـ سراسري        پذير است؟  در كدام نقاط مشتق 
  اش) در هر نقطه از دامنهR  2) بر 1
,x)}) بر مجموعه3 y) : (x, y) ( , )}    4بر مجموعه (y }  يا{(x, y) : x    

 :تابع   »2«گزينه   پاسخf پذير است.اش مشتق، يعني در تمام نقاط دامنهباشدپذير ميكنند مشتقدر كليه نقاط، به جز نقاطي كه مخرج را صفر مي  
  

 اگر :14مثالxf (x,y) e y ycoshxy  حاصلxyf ( , )1  78ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    كدام است؟(  
1 (1-  2 (  3 (e  4 (1  
 :ابتدا بر حسب  »3«گزينه   پاسخxو سپس بر حسبyگيريم.مشتق مي       x x

xf (x, y) e y ycosh xy f e y y sinh xy     2  
x

xyf e ysinh xy y x cosh xy e
( , )

   22 1   
  

 اگر :15مثالxf (x,y) xcos y ye  fباشد مقدار 22
x y

 

2
  )80(عمران ـ آزاد                 آوريد:           دستبهرا  

1 (xsin y e  22 2 2  2 (xxsin y e 22 2 2  3 (xxsin y e 22 2  4 (xxsin y e 22 2 2  

 :1«گزينه   پاسخ«         x x xf ff (x, y) x cos y ye cos y ye sin y e
x x y
 

        
  

22 2 22 2 2 2 2 2  
  

 تابع  :16مثالf با ضابطهf (x,y) x y 5   )81سري (رياضي ـ سرا        داده شده است، در اين صورت:     55
1 (f 2در همه نقاط 2  پذير است.مشتق (f 2در هيچ نقطه از پذير نيست.مشتق  
3 (f در نقطه( , )  4  پذير نيست.مشتق (f در نقطه( , )  پذير است.مشتق  
 :دانيم اگرمي  »3«ه گزين  پاسخf  پذيري در مبدأ آن اسـت كـه  باشد، شرط لازم و كافي براي مشتق 1تابعي همگن از مرتبهf     خطـي باشـد يعنـي

f (x, y) ax by  و چونf پذير هم نيستخطي نيست پس مشتق.  
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 اگر :17مثالxy(x,y) e 
باشد 2

x y
 
 

2
  )82اي ـ سراسري (هسته          كدام است؟     

1 (xy xyye xy e
2 232 2  2 (xy xyxy e e

2 232  3 (xy xyy e ye
2 232 2  4 (xy xyy e ye

2 222 2  

 :ابتدا از تابع بر حسب  »1«گزينه   پاسخxسپس بر حسب ،y گيريم:مشتق مي                     xy xy xyy e ye xy e
x x y
  

   
  

2 2 222 32 2  

  
 اگر :18مثالx ; ( y x x ),(y )f (x,y)

;

     


2  


IÄ
 بقيه نقاط

xfاين صورت در  ( , )1،yf ( , )1 ؟به ترتيب (از راست به چپ) چگونه است  

  )83كامپيوتر ـ سراسري علوم (  
1 (   2 وجود ندارد ـ (  3 وجود ندارد ـ وجود ندارد.4  1) وجود ندارد ـ (  
 چون ضابطه  »2«گزينه   سخ:پاf در همسايگي نقطه( , )1 آوريم:مي دستبهشود، بنابراين حد چپ و راست را مجزا عوض مي  

xfچون حد چپ و راست با هم برابر نيست، پس حد ( , )1 .وجود ندارد                   

      y
y y

f ( , y) f ( , )f ( , ) lim lim
y y 

 
  

 1 1
11 1 1

        و
x

x x

x
x x

f (x, ) f ( , )f ( , ) lim lim
x x

f (x, ) f ( , ) xf ( , ) lim lim
x x

 

 

 

 

     
    
 

1 11

1 11 1
 

 

   





  

  

 اگر :19مثال
xy x y

x yf (x,y)
x y

    
   




،xfكدام مقدار ي، به ازا ( , )1   )83ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    ؟نيستموجود  1

  ) هر مقدار4  1) 3  ) صفر2  -1 )1

 :4«گزينه   پاسخ«                   x
x x x

x
f (x, ) f ( , ) x (x )xf ( , ) lim lim lim

x x (x )  


        

   21 1 1
1 1 1 111 1 1 1 1

  

  حد فوق وجود ندارد. به ازاي تمام مقادير
  

 هرگاه :20مثالx yz Arctg
xy





6
3 zباشد، 2

x y

 

2
   )83(آمار ـ آزاد   برابر است با:  

1 (y x
( x y x y )



  

2
2 2 2 2 2
8 72

9 4 36
   2 (1  3 (  4 (x xy

( x y x y )


  

2
2 2 2 2 2
36 8

9 4 36
  

 :توجه كنيد كه  »3«گزينه   پاسخ
yx

z Arctg
xy






2 3
21 3

xy2چون 
  عبارات موجود در صورت است. ضربحاصلبرابر  3

a+bArctga + Arctgبا استفاده از b = Arctg
ab1 :داريم  y z zz Arctg x Arctg       

y x yy y
 

      
  



2

2 2

1
332 3 91 9

   

  

 كدام تابع در معادله لاپلاس :21مثالf f
x y
 

 
 

2 2
2 2  84ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كند؟صدق مي(  

1 (x y2 2  2 (x y2 2  3 (ytg
x


21
2  4 (ytg

x
1  

 :4«گزينه   پاسخ«    
y

y f y f xyxf (x, y) Arctg
x x y x y x (x y )

f fx
x y

y f x f xyxf (x, y) Arctg
x y y x y y (x y )

x

 
  

      
          

 
             



22
2 2 2 2 2 2 2

2 22
2 2

2
2 2 2 2 2 2 2
2

2

1

1
2

1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 تابع  :22مثالf  يهبا ضابطxye ; xf (x,y)
; x


  
 

2
1


 

  )84كامپيوتر ـ سراسري علوم (      كند؟هاي زير صدق ميكداميك از گزاره در 

1 (f 2  پذير است.نهايت بار مشتقبي (f در نقطه( , )  اول است. يهپذير مرتبفقط مشتق  
3 (f در نقطه( , )  .4  داراي بردار گراديان نيست (f  مرتبه دوم پيوسته نيست.داراي مشتق  
 :پذيرنهايت بار مشتقدو تابع بي ضربحاصل صورتبهتوان تابع داده شده را ميايم، طور كه در زير نشان دادههمان  »1«گزينه   پاسخg(x) وh(y) 

     ) صحيح است.1پذير است، بنابراين گزينه (پذير، تابعي مشتقدو تابع مشتق ضربحاصلنوشت و چون 

xe ; xg(x) , h(y) y f (x, y) g(x)h(y)
; x


    
 

2
1


 

  

h(y)كه تابعاين y پذير است، امري واضح است. اما در مورد تابعنهايت بار مشتقبيg(x)   يبـا محاسـبهg (x) درx    داريـمxg (x) e
x


  2

1

3
و  2

xدر   :از راه تعريف مشتق داريم  
x

x x

g(x) g( ) eg ( ) lim lim
x x



 

  
2

1

 

  

tبا تغيير متغير
x


tداريم 1   :و در نتيجه داريم  

tx

t tx t t t

e e tg ( ) lim lim lim lim
x e te

t




   
     

22

2 2

1
1

1 2
 −ITÃQ¼À  

xeپس داريم: ; xg (x) x
; x


   




2
1

3
2 

 

fي بالاتر آن هم وجود دارند. به اين ترتيبهاي مرتبه. به همين ترتيب مشتق (x) پـذير  نهايت مرتبـه مشـتق  بي

  شوند.ها هم رد مي)، ساير گزينه1ي (است. در نتيجه ضمن اثبات گزينه

xeعتابتوجه:  ; xg(x)
; x


  
 

2
1


 

xهاي آن از هر مرتبه، دري مشتقپذير است كه همهيك مثال خاص از توابع مشتق    موجود و برابر با صفر هستند.  

  

 ديفرانسيل تابع  :23مثالz x xy y  2 22   )84اي ـ سراسري (هسته          كدام است؟     3
1 (x y4 3  2 (x y 3 2  3 (dy( x y) ( x y)

dx
  4 3 3 2  4(( x y)dx ( x y)dy  4 3 3 2  

 :4«گزينه  پاسخ«        z zdz dx dy ( x y)dx ( x y)dy
x y
 

      
 

4 3 3 2  
  

 اگر :24مثال
x xy ; (x ,y) ( , )f (x,y) x y

; (x ,y) ( , )

 
 

 

2
 

  
fباشد، مقدار  f

x y
 


 

)در نقطه  , ) كدام است؟ ،  )MBA  85ـ سراسري(    

1 (1-  2 (  3 (1  4تعريف نشده (  
 :براي محاسبه  »3«گزينه   پاسخf

x



fو 
y



  بايد از تعريف مشتق جزئي استفاده كنيم. 

h h

f f ( ,h) f ( , )lim lim
y h h 

  
  

  

          و       
h h

f f (h, ) f ( , ) hlim lim
x h h 

  
  


1

 

     

  
 اگر :25مثال

xy ; (x,y) ( , )
| x | | y |f (x,y)

; (x,y) ( , )

   
  1

 

 
،xf ( , )  86(رياضي ـ سراسري   كدام است؟(  

1(   2( 1  3(   4( y | y |
(| x | | y |) 2  

 :بنابراين  ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ  پاسخxf ( , )  موجود نيستx
h h

f (h , ) f ( , )f ( , ) lim lim
h h 

 
    

1
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد :26مثال
x y , (x,y) ( , )

f (x,y) x y
, (x,y) ( , )




  
 

3 3
12 4  

  

    )86(معدن ـ سراسري   ، در اين صورت كدام گزاره درست است؟

1( f در( , )  .2  پيوسته است( f در( , )  پذير است.مشتق  
3( xf ( , )  وyf ( , )  .4  وجود ندارند( xf ( , )  وyf ( , )  وجود دارند وليf در( , )  پذير نيست.مشتق 

 :4«گزينه   پاسخ« f در( , )   دو مسيرنيست. پيوستهx   وy x )در fرا در نظر بگيريد و بنابراين 3 , )  پذير نيست.مشتق  

y y

ylim lim
y y 

  


3
4 4 

  


xمسيرروي  حد     

x x

x (x ) xlim lim
x (x ) x 

  


3 3 3 12
12 3 4 12

1
22 

yمسيرروي  حد  x 3  

xf ( , )  وyf ( , )  به ترتيب برابرند با: به كمك تعريف  

y
h h

f ( ,h) f ( , )f ( , ) lim lim
h h 

 
  

 

                    وx
h h

f (h, ) f ( , )f ( , ) lim lim
h h 

 
  

 

        
  

 27مثال: f (x,y)1 وf (x,y)2 به وسيله دستگاهf yf
f f x
 

  

1 2
1 2

 .تعريف شده استd f2
  )87(رياضي محض ـ آزاد   برابر است با:  2

1 (fyd f dx dy
( y) ( y)

 
 

2 2 22
2 2 21 1

   2 (fd f dxdy dy
( y) ( y)

  
 

2 22
2 2 2

22
1 1

  

3 (fd f dxdy dy
( y) ( y)

 
 

2 22
2 2 2

22
1 1

   4 (f fd f dx dxdy
( y) ( y)

 
 

2 21 2
2 2 21 1

   

 :كنيم، در اين صورتمعادله اول را در منفي ضرب و به معادله دوم اضافه مي  »2«گزينه   پاسخ( y)f x 21 و ياxf (x, y)
y


2   بنابراين داريم: 1

f f f f f fx x,      ,       ,    
x y y x y( y) x y ( y) ( y)  ( y)

    
        

         

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 3 2 2
21 2 1

1 1 1 1 1
   

f f f f  d f dx dxdy dy dxdy dy
x yx y ( y) ( y)

  
      

    

2 2 2
2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2
222

1 1
   

  

 تابع :28مثال
y(x y ) ; (x,y) ( , )

f (x,y) y (x y )
; (x,y) ( , )

 


   
 

2 2
2 2 2 2  

  

  )88ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  در كدام گزاره صدق مي كند؟ 

)در نقطه) 1 , )  .2  حد ندارد (f f( , ) ( , )
y x
 

 
 

2     

)در مسيرهاي مستقيم منتهي به fحد) 3 , ) ،1
)اي شكل كه بهدر مسيري دايره fحد) 4  است.  2 , )  شودمنتهي مي، .است 

 :آوريم.مي دستبهحد داده شده را روي دو مسير مختلف   »1«گزينه   پاسخ  
x

(x )lim
(x )


 

 

2
2 2

  
 

yمسير    

x x

x (x x ) x xlim lim
x (x x ) x x x 

 
  

   

2 2 4 4 6
4 2 4 2 4 6 8

1
22 2 

yمسير x 2  

  پس حد وجود ندارد. آمده دستبهچون حد در روي دو مسير متفاوت 
  

 فرض كنيد :29مثال
x y ; (x,y) ( , )

f (x,y) x y
; (x,y) ( , )

 


  
 

3 3
2 2  

  

  )88(رياضي ـ سراسري   ، كدام گزاره درست است؟

1(f در( , ) 2  باشد.پيوسته نمي(f در( , ) باشد.پذير نميمشتق  
)در f) ماكزيمم افزايش3 , ) در جهت بردار( , )در f)4  است. 11( , ) ت.در سوي هر بردار يكاني داراي مشتق سوئي يك اس  
 :تابع  »2«گزينه   پاسخf اين است  أپذيري توابع همگن از درجه يك در مبددانيم شرط لازم و كافي براي مشتقباشد و مييك تابع همگن از درجه يك مي

fصورتبهكه خطي باشند يعني  (x, y) x y  باشد كه چونf خطي نيست پس در مبدا مختصات يعني( , ) باشدپذير نميمشتق.  
  

 حد وجود ندارد
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 براي تابع :30مثال
sin (x y)      ; (x,y) ( , )f (x,y) | x | | y |

                      ; (x,y)=( , )

 
 




2
 

  

fمقدار  ( , )
x



   88(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   چقدر است؟(  

  ) موجود نيست.   3 (1  4) 2  ـ1) 1
 :اي بودنبا توجه به دو ضابطه  »4«گزينه   پاسخf در مبدأ براي محاسبهf

x



  كنيم:استفاده مي xنسبت به جزئيدر مبدأ از تعريف مشتق  

h h h h h

sin h
f f (h, ) f ( , ) sin h h h| h |( , ) lim lim lim lim lim
x h h h | h | h | h | | h |    

   
    

 
   



2
2 2ÁpnH´À  

fاست، پس -1و حد چپ آن برابر  1حد اخير وجود ندارد، زيرا حد راست برابر 
x



  در مبدأ موجود نيست. 
  

 تابع :31مثال
xy        ; (x,y) ( , )

f (x,y) x y
                  ; (x,y)=( , )

  



2 2
2  

  
)در نقطه fهاي جزئي و پيوستگي مفروض است. وضعيت مشتق  , )   كدام است؟  

  ) 88ـ آزاد  ـ سيستم (صنايع

1 (f
x



fو  
y



  در مبدأ مختصات موجود است و ليكن تابع در اين نقطه ناپيوسته است. 

2 (f
x



fو 
y



  موجود نيست و تابع در اين نقطه ناپيوسته است. در مبدأ مختصات  

3 (f
x



fو 
y



  در مبدأ مختصات موجود نيست و تابع دراين نقطه پيوسته است.  

4 (f
x



fو 
y



  اين نقطه پيوسته است.  در مبدأ مختصات موجود است و تابع در 

 :واضح است كه  »1«گزينه   پاسخf در نقطه( , )  حد ندارد (زيرا درجه صورت و مخرج با هم برابر است)، بنابراينf در( , )   پيوسته نيست. براي
f بهمحاس

x



fو 
y



  كنيم.از تعريف استفاده مي 

h h h h

f f (h, ) f ( , ) f f ( , h) f ( , )( , ) lim lim , ( , ) lim lim
x h h y h h   

     
     

    

                

  در مبدأ وجود دارند. جزئيهاي بنابراين مشتق
  

 ديفرانسيل كامل  :32مثالx yz e Ln( y x)  2 )در نقطه  3 , , )2 1   )89غذايي ـ سراسري (صنايع  كدام است؟ 1
1(dx  2(dx dy  3(dx dy  4(dy  

 :4«گزينه   پاسخ«  x y x ydz (e )dx ( e )dy dy
( , , )y x y x

 
     

 
2 21 32 2 1 13 3 

  

 كدام گزاره در مورد تابع :33مثال
xy ; (x,y) ( , )

f (x,y) x y
; (x,y) ( , )

  
 

2 2  

  
  )89(علوم كامپيوتر ـ سراسري   درست است؟ 

)در f) مشتقات جزئي 1 , )  اند.موجود و پيوسته  
)كراندارند و در f) مشتقات جزئي 2 , )  باشند.موجود مي  
)رانند و دركبي f) مشتقات جزئي 3 , ) باشند.موجود مي  
)در f) مشتقات جزئي 4 , )  موجودند و لذا تابعf در( , )  است.پيوسته  

 :براي محاسبه  »3«گزينه   پاسخf
x



fو 
y



)در  , )  كنيم.از تعريف مشتق جزئي استفاده مي  
h h

f f (h, ) f ( , )( , ) lim lim
x h h 

  
  

  

        

h h

f f ( , h) f ( , )( , ) lim lim
y h h 

  
  

  

        

xدر ضمن در نقاط به جز مبدأهاي جزئي در مبدأ وجود دارند. بنابراين مشتق
y x yf

(x y )





3 2
2 2   .دار نيستاست كه تابعي كران 2
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :34مثالz xcosy ycosx  گاهآنz
x y

 

2
  )89(علوم دريايي و اقيانوسي ـ سراسري    برابر است با: 

1 (z z
x yx y
 


 

3 3
3 3

1 1   2 (z z
y xx y
 


 

3 3
3 3

1 1   3 (z z
x yx y

  
     

3 3

3 3
1 1   4 (z z

y xx y

  
     

3 3

3 3
1 1   

 :4«گزينه   پاسخ«    z zxsin y cos x sin y sin x
y x y
 

      
  

2   

z z z z zx cos y  ,   x sin y  ,   cos y ysin x  ,   ycos x ,   ysin x
xy y x x

    
       

   

2 3 2 3
2 3 2 3

   

z z z z z  sin y sin x
x y x y y xy x x y

     
                 

2 3 3 3 3

3 3 3 3
1 1 1 1   

  

 اگر  :35مثالA x yi y zj xy z k  2 2 2 22
    اندازه بردارA A

x y
 


 

2 2
2 )در نقطه  2 , , )2 1   )90ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ 2

1 (8  2 (16  3 (8 5  4 (16 5  

 :كنيم:ابتدا هر يك از مشتقات جزئي را محاسبه مي  »4«گزينه   پاسخ  ( , , )
A A( xy, , y z ) ( y, , ) ( , , )
x x


 

   
 

22 2
2 1 222 2 2      

( , , )
A A(x , yz, yxz ) ( , z, xz ) ( , , )
y y


 

      
 

22 2 2
2 1 224 2 4 2 8 16   

  كنيم:حال با جايگذاري مقادير فوق، ضرب خارجي موردنظر را محاسبه مي

  
i j k

A A A Aj k
x y x y

   
        

   

2 2 2 2
2 2 2 22 32 16 16 5

8 16

  
 

 


  

  

 در تابع  :36مثالyz Ln x y Arctg
x

  2 zمقدار  2
x



yدر نقطه    xو  2  1 90(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (/ 8  2 (/4  3 (/2   4 (/ 6  

 :4«گزينه   پاسخ«    
y

x y
x yz x y x y xx /

x y x y x y x yx y
x




             

    

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 22 2
2

1 2 31 61 4 51
  

  

 در تابع  :37مثالz sin(x y )  مقدارz zx y
x y
 


 

xبه ازاي   
 yو  3    )90(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 4

1 (
2  2 (5

6  3( 
3  4 ( 2

3  

 :عبارت   »1«گزينه   پاسخz zx y
x y
 


 

شود. در حال حاضر اين ي بعدي مطالعه ميتوان محاسبه كرد كه در درسنامهتري هم ميرا به روش ساده 

  آوريم:دست ميي مستقيم بهعبارت را با محاسبه

(x,y) ( , ) (x,y) ( , )z z xy cos(x y) ( ) ; cos(x y) ( )
x y y

 
 


  

        
  

4 44 41 132 12 2 2 2 242
  

z  سپس با جايگذاري مقادير فوق در رابطه موردنظر داريم: zx y ( )( ) ( )
x y
          

             
 

2 31 43 24 3 6 6 6 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 در تابع :38مثالxz xy
y

  )در نقطه dzمقدار 2 , )2 dy)به ازاي 1 / ,dx / ) 2 1    90(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (/ 3   2 (/ 1   3 (/ 2   4 (/ 3   
 :ديفرانسيل كامل برابر است با:  »3«گزينه   پاسخ  z zdz dx dy

x y
 

 
 

  

( , ) ( , )
z z xy | , xy |
x y y y

 
  

            
 

2
2 1 2 12

1 1 1 2 2 2 4 2  

)در نقطهdzبا قراردادن مشتقات نسبي مقدار , )2 dx  شود:محاسبه مي 1 /
dy /

dz dx dy dz / / /


       1
22 2 2 4 2 

 
       
  

 هرگاه :39مثالf (x,y) | x | | y |   ،گاهآن f در( , )   :   90(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري(  
)) پيوسته نيست و مشتقات جزئي در1 , )  .پيوسته و داراي مشتقات جزئي پيوسته در2  موجود نيست (( , )  باشد.مي  
)) پيوسته هست ولي مشتقات جزئي آن در3 , )  .پيوسته نيست ولي مشتقات جزئي در4  موجود نيست (( , )  .موجودند  
 :واضح است كه حد  »3«گزينه   پاسخf در( , )  برابر صفر است و چونf ( , )   بنابراين ،f در( , )   بـراي محاسـبه  پيوسته اسـت .xf ( , )  ،
fچون (x, ) | x | درx   پذير نيست پسمشتقxf ( , )  وجود ندارد و به طور مشابهyf ( , )   هاي ساده نيست. (توابع قدر مطلقي در ريشههم موجود

  درون قدر مطلق مشتق ندارند.)
  

 فرض كنيد :40مثال3  صورتبه
xyz   ; (x,y,z) ( , , )

f (x,y,z) x y z
                     ; (x,y,z)=( , , )

   



2 2 2   

   
در مبـدأ پيوسـته.... و    fتعريف شده است. در آن صورت  

  )90(نساجي ـ سراسري   ........  مشتقات جزئي آن در مبدأ موجود..
  ) نيست، نيست.4  ) نيست، است.3  ) است، نيست.2  ) است، است.1
 :درجه صورت از مخرج بيشتر و بنابراين حد  »1«گزينه   پاسخf در مبدأ موجود و برابرf ( , , )     است وf مبدأ پيوسته است از طرفي براي  در

xfمحاسبه ( , , )   با استفاده از تعريف بايد ازf (x, , )     نسبت بهx درx   مشتق بگيريم و لذاxf ( , , )     و با اسـتدلال مشـابهyf وxf   در مبـدأ
  باشند. موجود و برابر صفر مي

  

 مقدار تقريبي  :41مثال( / ) ( / ) 2 22 1 1 96 1  90هواشناسي ـ سراسري ژئوفيزيك و (  با كمك ديفرانسيل كامل كدام است؟(  
1 (96/2  2 (97/2  3 (98/2  4 (99/2  
 :دهيمقرار مي  »3«گزينه   پاسخf (x, y) x y  2 2 fبراي محاسبه 1 ( / , / )2 11 96 دهيم:قرار مي    

(x , y ) ( , ) 2 2 وx /  ,  y /    1 4    :در اين صورت داريم  
f x f y( , )   ,   ( , )
x yx y x y

 
   

    2 2 2 2
2 22 2 2 23 31 1

  

f ff ( / , / ) f ( , ) ( , ) x ( , ) y ( / ) ( / ) /
x y
 

        
 

2 22 11 96 2 2 2 2 2 2 3 1 4 2 983 3        

fيادآوري:  ff (x x, y , y) ~ f (x , y ) (x , y ). x (x , y ). y
x y
 

      
          

  
 هرگاه :42مثالxy sintF(x,y) dt

t
  گاهآنF ( , )

x
 


2   )90(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟  4

1 (1
2  2 (


2  3 (


4  4 (

4  

 :كنيم.از قاعده مشتق گرفتن از انتگرال در حالت كلي استفاده مي  »1«گزينه   پاسخ    
g(x,y)

f (x,y)

F(x, y) g(x, y) f (x, y)F(x, y) R(t)dt R(g(x, y)) R(f (x, y))
x x x

  
   

    

  حال با جايگذاري در رابطه بالا داريم:
sin( )F(x, y) sin(xy) sin(xy) sin(xy) f(xy) y ( , )

x x xy xy x x


   

       
  

2 142 4 2 2  
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  اي و ضمنيمشتق زنجيره :3درسنامه 
 

 اگر :1مثالz u v uv  2 uو 2 x y 2 vو 2 xy باشد، در اين صورت مقدارz
x



xبه ازاي   yو 3    ؟چقدر است 2

1 (11  2 (12  3 (13   4 (14  
 : ابتدا توجه كنيد كه به ازاي  »3«گزينه  پاسخx  yو 3  u، مقدار2  vو 5    :گيري زنجيري داريمآيد. حال با استفاده از قاعده مشتقمي دستبه 6

z z u z v
( u v)( x) ( v u)(y) ( )( ) ( )( )

x u x v x

    
             

    
2 2 2 2 5 6 2 3 2 6 5 2 13     

 

 اگر: 2مثالz u v 2 xو 2 yxv , u e
y

 
2 xzصورت باشد، در اين 2 ( , ) 1     كدام است؟ 1

1 (e e4 24 2  2 (e e44 2  3 (e 44 2  4 (e44  

 : يدر نقطه  »3«گزينه  پاسخ(x, y) ( , ) uداريم 11 e vو 2 1اي داريم:ي مشتق زنجيره. حالا از قاعده  

             x yz z u z v z
. . ( u)( xe ) ( v)( ) e

x u x v x y x
     

      
     

2 2 412 2 2 4 2  

 

 اگر  :3مثالx u v ،y uv وz u v 2 zگاهآنهستند.  yو xتوابعي از vو u، كه2
y



  ، برابر كدام گزينه است؟

1 (
v u

1   2 (
u v

1  3 (2-  4 (4  

 :اي استفاده كنيم، ابتدا بايد از معادلاتي زنجيرهيم از قاعدهاگر بخواه» 3«گزينه   پاسخx u v  وy uv استفاده كرده وu وv  را برحسـبx 
    :  داريم آوريم، در اين صورتمي دستبه yو xرا بر حسب zابتدا اي،زنجيره گيريمشتقبه جاي  ،مسألهتر شدن كنيم. بنابراين براي ساده پيدا yو

z
z u v (u v) uv x y

y


         


2 2 2 22 2 2  

 

 فرض كنيد :4مثالz f (x,y) مقادير، وz
x



zو 
y



)Aدر نقطه  , )1 ,r)اگرباشند.  -2و  5به ترتيب برابر  1 ) مقدارهاي دستگاه قطبي باشند، مؤلفه 

z


  چقدر است؟ 

1 (3 2  2 (3 2  3 (4 2  4 (7-  

  :نقطه  »4«گزينه پاسخA( , rصورتبهدر مختصات قطبي 11(  و 2
  xآيد. در مختصات قطبـي در مي 4 r cos  وy rsin   باشـد،  مـي

xبنابراين
rsin


  


yو 

r cos


 


zگيري زنجيري. پس طبق قاعده مشتق


  برابر است با: 

z z x z y z z. . r sin . r cos . ( )( )( ) ( )( )( )
x y x y

      
            

      
2 22 5 2 2 72 2  

 

 اگر :5مثالxz f ( )
y

 گاهآنz
x



x)در نقطه  ,y) ( , ) 2   كدام است؟  2

1 (f ( )
1 12  2 (f ( )1 12  3 (f ( ) 1  4 (1

2  

 : فرض كنيم  »2«گزينه  پاسخx
u

y
  .دانيم كه مشتقميباشدf (u) برابرu f (u)  اين مثال منظور ما ازباشد كه در ميu  همـانxu   زيـرا  اسـت

x  خواهيم.را مي xمشتق نسبت به z x z f ( )
z f ( ) f ( ) ( , ) f ( )

y x y y x

       
 

1 1 2 12 2 2 2 2    
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 اگر  :6مثالz yf (x y ) 2   يك از معادلات زير صحيح است؟كدام گاهآن، 2

1 (z z z

x x y y y

 
 

  2
1 1  2 (z z z

x x y y y

 
 

 
1 1  3 (z z y

x x y y z

 
 

 
1 1  4 (z z y

x x y y z

 
 

 

21 1  

 :ابتدا  »1«گزينه   پاسخz

x




zو 

y




z  آوريم.مي دستبهرا   z
y xf (x y ) , f (x y ) y ( y)f (x y )

x y

          
 

2 2 2 2 2 22 2  

zدر اين صورت z

x x y y

 


 
1 z  برابر است با: 1 z z

yf (x y ) f (x y ) yf (x y ) f (x y )
x x y y y y y

            
 

2 2 2 2 2 2 2 2
2

1 1 1 12 2    

f) به خاطر داريد كه مشتق1از درس رياضي ( توضيح: (u) نسبت بهx برابرu f (u)  است كه در آن تابعيu بر حسبx .است  
 

 معادله  :7مثالf f
x y
 

 
 

2 3  با تغيير متغيرهايr y x 2 Dو 3 y x 2   شود؟به كدام صورت بيان مي 3

1 (f

r





  2 (f

D





   3 (f f

r D

 
 

 
   4 (f f

r D

 
 

 
   

 :كنيم:اي عمل ميي زنجيرهطبق قاعده»  1«گزينه   پاسخ  
f f r f D f f

. .
f f f fx r x D x r D

f f r f D f f x y r r. .
y r y D y r D

                                           
       

3 3
2 3 12

2 2
   

  

 تابع  :8مثالu f ( x y ) 2 34     مفروض است. كدام رابطه صحيح است؟  5

1 (u u
y x

x y

 
 

 
215 8    2 (u u

y y
x y

 
 

 
2 34 5   3 (u u

y y
x y

 
 

 
2 35 4   4 (u u

y y
x y

 
 

 
2 33 5   

 :1«گزينه   پاسخ« xu وyu دهيم.  را تشكيل مي  
x y x yu xf ( x y ) ، u y f ( x y ) y u xu        2 3 2 2 3 28 4 5 15 4 5 15 8    

  

 فرض كنيد :9مثالz f (x y) 2 z، در اين صورت حاصل عبارت2 z zx
x y yx

  
 

  

2 2
  كدام است؟ 2

1 (xyf 4  2 (f f   3 (f f   4 (  

 :كنيمفرض مي  »4«گزينه  پاسخu x y 2 zباشد. بنابراين 2 f (u) است وu تابعي دو متغيره برحسبx وy باشـد. پـس  ميx
z

u f (u)
x

  


 

yو
z

u f (u)
y

  


  كنيم:اي محاسبه ميي زنجيرهاعدهضرب و قي دوم را با رعايت مشتق حاصلهاي مرتبهرتيب مشتق. به همين ت

z z
xf (x y) f (x y) x f (x y)

x x

         
 

22 2 2 2
22 2 2 2 4 2  

z z
f (x y) xf (x y)

y x y

        
  

22 22 2 4 2  

z  شود:حال با جايگذاري عبارات فوق نتيجه مي z z
x f x f x f f

x y yx

            
  

2 2 2 2
2 2 4 4 2    

 

 فرضبا   :10مثالw f(u, v) وu x y  وv x y  مقدارw w.
x y

 
 

    كدام است؟  

1 (f

u v


 

2
   2 (f f

.
u v

 
 

   3 (f f

u v

           

2 2
   4 (f f

u v

           

2 2
   

 :توجه كنيد كه»  4«گزينه   پاسخw همانf است. پس فرقي بينw

u




fبا 

u




  : داريم ايبا توجه به قاعده مشتق زنجيرهوجود ندارد.  
w w u w v f f

. .
w w f fx u x v x u v

 .
w w u w v f f x y u v. .
y u y v y u v

                                               
       

2 2
Z»jq¶ jIdUH  
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 عبارت :11مثالw f(y z , z x , x y)    جواب كدام معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي است؟  

1 (w w w

x y z

  
  

  
1  2 (w w w

z x y

  
 

  
  3 (w w w

x y z

  
  

  
   4 (w w w

x z y

  
 

  
  

  : اي داريم:گيري زنجيرهبا استفاده از قاعده مشتق»  3« گزينهپاسخ        u y z , v z x , t x y       
w w u w v w t w w w w u w v w t w w

. . . , . . .
x u x v x t x v t y u y v y t y u t

                 
           

                 
 

w w u w v w t w w
. . .

z u z v z t z u v

        
      

        
  

w         هاي فوق داريم:لذا با جمع طرفين تساوي w w w w w w w w

x y z v t u t u v

        
         

        
  

 

 گاه داشته باشيمهر  :12مثالz r Lnr rو 2 x y 2 zاگر 2 zu
x y
 

 
 

2 2
2 uحاصل 2 u

x y
 


 

2 2
2     برابر كدام است؟  2

) 3  1) 2  ) صفر1
r

1   4 (
r

2   

 :چون»  1«گزينه   پاسخr x x

x rx y


 

 2 2
2

2
  : خواهيم داشت پس 

     z dz r x z r x
. rLnr r xLnr x Lnr x. Lnr

x dr x r r xx r

   
           

  

2 2

2 2
1 22 2 2 2 1 1 2  

zداريم yو xنسبت به zيضابطه به خاطر تقارنو  y
Lnr

y r


  



2 2

2 2
21 x)   ، بنابراين خواهيم داشت:2 y )

u Lnr Lnr
r


    

2 2

2
22 4 4 4   

u du r r x x u (x y ) x (y x )
. .     

x dr x r x r x y x (x y ) (x y )

      
      

      

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 4 4 4 8 4    

uو بنا به تقارن (x y )

y (x y )

 


 

2 2 2

2 2 2 2
  صفر است. ها آن و لذا مجموع 4

 

 معادله :13مثالu u u
r r tr

  
 

 

2
2

wuبا تغيير متغير 2
r

 شود؟ير تبديل مييك از معادلات زبه كدام  

1 (w w
r

tr

 



2
2  2 (w w

tr

 



2
2  3  (w w

r tr

 



2
2

1  4 (w w w

r r tr

  
 

 

2
2

1  

  :از معادله داده شده مشخص است كه»  2«گزينه پاسخu تابعي ازr وt باشد، يعنيميr وt باشند.متغيرهاي مستقل مي  

r rr r r rr r
u u

w w w w w w w w w
r r r rr r r r r r r

 
         

 

2

2 2 2 2 3 2 3
1 1 1 1 1 2 1 2 2  

t
u

w
t r





1  

  شود:آمده در بالا، در معادله داده شده نتيجه مي دستبهبا جايگذاري مقادير 

rr r r t rr t rr t
w w

w w w w w w w w w w
r r r r tr r r r r

 
          



2 2

2 3 2 3 2
1 2 2 2 2 1 1 1  

 

 در رابطه :41مثالx y zx z y e    2 22  متغيرهايx وy مستقل از يكديگرند، مقدارz
x



)در نقطه  , , )1 1   است؟كدام  1

1 (3-  2 (2-  3 (2   4 (3  

  : 4«گزينه پاسخ«     
x y z

x
x y z

z

Fz xz e z e
( , , )

x F xx e e

   

   
     

        
  

2 1 1 2
2 2 1 1 2

2 2 1 11 1 1 3
2 1 2
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 هرگاه :51مثالy zx y z   )Aدر نقطه yzباشد، حاصل 3 , , )1 1   كدام است؟ 1
  ابع مشتق ندارد.) ت4  -1) 3  ) صفر2  1) 1

  :كنيم:ي جملات داده شده را به يك طرف منتقل ميهمه  »3«گزينه پاسخ           y zF(x, y,z) x y z    3   

  گيري ضمني داريم: حالا با مشتق
y z

y
z

z

Fz x Lnx zy z
( , , )

y F yy Lny

  
      

 

1
1 1 1 1

1
  

 

 فرض كنيد  :16مثالfپذير بوده وابعي مشتقتz بر حسبي به عنوان تابعx وy توسط معادله ضمنيf (x y,z y)      داده شده باشد. در ايـن
    كند؟در كداميك از معادلات زير صدق مي zصورت

1 (z z

x y

 
 

 
1   2 (z z

x y

 
  

 
1   3 (z z

x y

 
 

 
   4 (z z

y x

 
 

 
   

 :بايد»  2«گزينه   پاسخxz وyzرا محاسبه كنيم. فرمول داده شده راFكنـيم. اگـر  گيريم و از مشتق ضمني استفاده ميميf1  مشـتقf    نسـبت بـه
   فه دوم باشد، داريم:ؤلنسبت به م fتقمش f2لفه اول وؤم

yx
x y x y

z z

Ff f f f fFz z
z      z       z z

x F f f y F f f

   
                  

    
1 1 1 2 1

2 2 2 2
1 1

 
   

  

 اگر  :17مثالu xLn(xy) باشد و داشته باشيمx y xy  3 3 3 duمقدار 1
dx

    كدام است؟  

1 (x(x y)

y(y x)






2
21   2 (x(x y)

Lnxy
y(y x)


 



2

21  3 (y(y x)
Lnxy

x(x y)


 



2

21  4 (y(y x)

x(x y)






2
21  

 :با فرض آنكه»  2«گزينه   پاسخy  تابعي ازx باشد ازF : x y xy   3 3 3 1   :داريم  x

y

Fdy x y x y
y

dx F y x y x

         
  

2 2

2 2
3 3
3 3

   

uحال از xLn(xy)  نسبت بهx گيريم:مشتق مي  du y xy xy x(x y)
Lnxy x Lnxy Lnxy

dx xy y y(y x)

  
       



2

21 1   

 

 هرگاه :18مثالx y
f (x,y) (x y )tg( )

x y


 


2 fحاصل عبارت گاهآنباشد،  2 fx y
x y
 


 

  كدام است؟ 

1 (f  2 (f2  3 (f3  4صفر (  

 : كنيم كه آيا تابعبا توجه به خواسته مسأله ابتدا بررسي مي  »2«گزينه  پاسخf :همگن است  

   x y ( x y)
f ( x , y) ( x y )tg( ) (x y )tg( ) f (x, y)

x y x y

    
          

    
2 2 2 2 2 2 2 2  

f          باشد، لذا طبق قضيه اويلر داريم:مي 2تابعي همگن از درجه  fتابع f
x y f (x, y)

x y

 
 

 
2  

 

 كدام تابع در معادله :19مثالf fx y f
x y
 

 
 

    كند؟صدق مي 2

1 (f (x, y) x y   2 (x
f (x, y) sin

y
 1  3 (x y

f (x, y)
xy




2 2
  4 (x

f (x, y) x Ln xy
y

 2  

 :1ه (اشـد (گزين ـ بمـي  دوهمگـن از درجـه    ،4باشد، تنها گزينـه   2لر، بايد تابعي را انتخاب كنيم كه همگن از درجه يطبق قضيه او  »4«گزينه  پاسخ(   

1از درجه
  باشند.)مي  ) همگن از درجه3) و (2هاي (است و گزينه 2
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 در تابع :20مثالlog x log yz
x y




2 zاگر 2 zx y az
x y
 

  
 

 ،باشدa كدام است؟    

1( log e  2( Ln1  3( 2-  4( 2  

 :يابتدا توجه كنيد با استفاده از رابطه  »4«گزينه  پاسخx
log x log y log

y
 كنيم:، عبارت را بازنويسي مي  

   
x x x x

log log log log
log x log y y y y y

z z ( )
x y x y ( x) ( y) (x y ) x y




 

      
       

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2  

z  :                 داريم باشد، و در نتيجه طبق قضيه اويلرمي -2همگن از درجه  تابعي zپس z z z
x y z x y z a

x y x y

   
        

   
2 2 2  

 

 هرگاه :12مثالx y
f (x,y) sin

x y





2 2
حاصل گاهآنباشد،  

f
x
f
y






   كدام است؟ 

1 (x

y
  2 (y

x
  3 (x

y
  4 (y

x
  

  : توجه كنيد كه تابع  »4«گزينه پاسخf داريم همگن از درجه صفر است، زيرا:  

           (x y ) x y x y
f ( x , y) sin sin sin f (x, y)

(x y) (x y) x y

    
     

    

2 2 2 2 2 2 2
  

             بنابراين طبق قضيه اويلر داريم:
f

f f f f yxx y x y
fx y x y x
y


           

   


  

 

 در تابع :22مثالx xz
y x y

 


2
zحاصل  zA x y

x y
 

 
 

  كدام است؟ 

1 (x

y

2
  2 (x

y
  3 (z  4صفر (  

  : توجه شود تابع»  1«گزينه پاسخz از جمع جبري دو تابعx
z

y


2
xو 1

z
x y

 
2 گردد كه تابعل ميحاصz1    همگن از درجـه يـك و تـابعz2 

x            برابر خواهد بود با: Aباشد، لذا طبق قضيه اويلر مقدارهمگن از درجه صفر مي
A z z

y
    

2
1 21   

 

 اگر  :32مثالx yu Arctg
x y





3 3
u، حاصل ux y

x y
 


 

  كدام است؟ 

1 (cos u2  2 (sin u2  3 (u2   4 (tgu2   

 :سـوال همگـن نيسـت، ولـي    تابع داده شـده در صـورت    » 2«گزينه  پاسخx y
tgu

x y






3 3
  اسـت،   2باشـد كـه يـك عبـارت همگـن از درجـه       مـي  

F(u)دهيمقرار مي بنابراين tgu داريم در اين صورت طبق نكته فوق:  u u tgu
x y sin u

x y tg u

 
   

   22 2
1

  

 

 اگر :42مثالx yu Arcsin( )
x y





uحاصل گاهآن  ux y
x y
 


 

  ست؟ا كدام 

1 (cosu  2 (sin u  3 (tgu
1
2  4 (tgu  

  : 3«گزينه پاسخ«      x y x y
u Arcsin( ) F(u) sin u

x y x y

 
   

 
  

xتابع y

x y




nهمگن از درجه  
1
u       باشد، لذا داريم:مي 2 u F(u) sin u tgu

x. y .
x y F (u) cosu

 
    

 
1 1
2 2 2  
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 تابع :52مثالx y xz yf ( ) F( )
y x y

  ؟كنددر كداميك از معادلات زير صدق مي  

1(xx xy yyx z xyz y z  2 22   2 (xx yyx z y z 2 2   3 (xx xy yyz z z  2   4 (xx xy yyz z z  2   

  : تابع»  1«گزينه پاسخz از جمع جبري دو تابعx
z yf ( )

y
1 وy x

z F( )
x y

2 گردد كه تابعحاصل ميz1 مگن از درجه يك و تابعهz2   همگـن از

xx             داريم: درجه صفر است، لذا xy yyx z xyz y z ( ) z ( ) z        2 2
1 22 1 1 1 1    

  
  اگر  :62مثال(r, ) مختصات قطبي باشد و داشته باشيمu Ar B  كهAوBشود؟ثابت هستند كدام حكم زير نتيجه مي    

1 (u

x y




 

2
   2 (u u

x y

 
 

 

2 2
2 2   

3 (u u

x y

 
 

 

2 2
2 2   4 (u u u

cos sin cos sin
x yx y

  
      

  

2 2 22 2
2 22   

 :چون»  4«گزينه   پاسخr x y 2 uسپ 2 A x y B  2 x. توجه كنيد كه2 y2 nهمگن از درجه 2 1 وB  همگـن از درجـهn   

  شود:نتيجه مي گفته شده در اين مورد، ي. بنابراين طبق نكتهاست
xx xy yyx u xyu y u n(n )u    2 22 1    

xبا جايگذاري r cos  وy rsin   بر طرفينو تقسيمr2 :خواهيم داشت    u u u
cos sin cos sin

x yx y

  
      

  

2 2 22 2
2 22  

 

 اگر :72مثالv xy 2،u x y 2 2،x rcos  وy rsin  باشد، حاصل(u, v)
(r, )


 

    ؟كدام است 

1 (r22  2 (r24  3 (r32  4 (r34  

 ابتدا  »4«گزينه  خ:پاسu وv را برحسبr و آوريم.مي دستبه  

v xy r sin cos r sin r cos r sin(u,v)
r

(r, )u x y r cos r sin r cos r sin r cos

                      

2 2 2
3

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2
  

 

 اگر :28مثالu x y z  2 2 2،v x y z  ،w xy yz zx   حاصل(u, v,w)
(x,y,z)




  كدام است؟ 

xyz  4 (x) 3  1) 2  ) صفر1 y z2 2 2  

  :1«گزينه پاسخ«  

     
x y z

(u, v, w)
x(x y) y(y z) z(x z) z(y z) y(x y) x(x z)

(x, y, z)
y z x z x y


             


  

2 2 2
1 1 1 2 2 2 2 2 2 t»nIw x»n  

xدر حالتي كهتوضيح:  y z  كـه  هـا  آن ها هر كدام ازحال در گزينهپس دترمينان صفر است.  ؛شوندسطرهاي اول و سوم ماتريس با هم برابر مي ،باشد

xبه ازاي y z  تواند صحيح باشد.) مي1جواب است، لذا فقط گزينه ( ،برابر صفر شد  
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 گرا :29مثالu xyz،v xy yz zx  ،w x y z   ،حاصل گاهآن(u, v,w)
(x,y,z)




  كدام است؟ 

1 (1  2 (   3((x y)(y z)(z x)    4((y x)(y z)(z x)    

 :دهيم: دا دترمينان مربوطه را تشكيل ميابت  »3«گزينه  پاسخ  
u u u

x y z
yz xz xy yz xy xz xy xy

(u, v, w) v v v
y z x z y x z x z y x y

(x, y, z) x y z

w w w

x y z

  
  

 
   

        
   

  
  

1 1 1 1 
  

  هاي اول و دوم كم كرديم:در تساوي فوق ستون سوم را از ستون
y(z x) x(z y) xy y x xy

z x z y x y (z x)(z y) x y (z x)(z y)[( ) (y x )]
 
             3 31 1 1 1 1

1 1   
  

yبابا توجه به وجود دو صفر در سطر سوم، بسط مناسب دترمينان را با توجه به اين سطر نوشته و حاصل دترمينان برابر  x شود و لذا حاصل ژاكـوبين  مي
z)  است: مقابلبرابر با مقدار  x)(z y)(y x) (z x)( )(y z)( )(x y) (z x)(y z)(x y)            1 1  

 

 اگر :30مثالu v x y  2 وu v x y  2   ،گاهآنباشدy
u( )
x



  ت؟كدام اس 

1 (v

uv




2 1
4 1  2 (v

uv




2 1
4 1  3 (u

uv




2 1
4 1  4 (u

uv




2 1
4 1  

  :نماد  »2«گزينه پاسخy
u

( )
x




  .هستند yو xابعي ازوت vو uفرض شده است، يعني yريم در حالي كه متغير ديگرمشتق بگي xبر حسب uيعني از 

x v

x v

u v

u v

F F(F,G)
G GF(x, y,u, v) u v x y vu v(x, v)

(F,G) uF Fx uvG(x, y,u, v) u v x y
(u, v) vG G


                     



2

2

1 1
1 2 2 1

2 1 4 1
1 2




  

 

 اگر :31مثالx y u v   2 2 vxو 1 y u e  3 xگاهآنباشد،  2
u( )
y



  كدام است؟ 

1 (
vu ve

u u v





3
4 2

2
2 6

  2 (
vu ve

u u v





3
4 2

2
2 6

  3 (
vu ve

u u v





3
4 2

2
2 6

  4 (
vu ve

u u v





3
4 2

2
2 6

  

  :نماد  »2«نه گزيپاسخx
u

( )
y




 vو uهـا و متغير yو xبنابراين در اين مثـال  نيز متغير است. xمشتق بگيريم در حالي كه yبر حسب uيعني از 

  هستند. yو xدو تابع برحسب

  
v

F(x, y, u, v) x y u v

G(x, y,u, v) x y u e

      


    

2 2

3
1

2



  

v v v

v v

v v

v(F,G)
u eu u e v u ve(y, v)

(F,G) u vy u e u ve u u v
(u, v) u e u e




  

     
  


3 3 3

4 2 4 2
2 3

1 2
1 2 2

2 2 2 6 2 6
3
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 ـ    :32مثال   ـفـرض كنيـد در يـك همسـايگـ (x,y)يهي از نقط ( , ) 1 zتوابـع  1 z(x,y) وw w(x,y)  هـاي در معادلـه x y z zw   2 2 22  
xو y z zw    2 2 22 8  صدق كنند، مقاديرz

x



wو 
x




    اند؟ور كدامدر نقطه مذك 
1(1 و6  2 (1- و2  3 (1  و4  4 (4 و2  
 :داده شده را به ترتيب معادلات  »1«گزينه  پاسخF1 وF2 كنيم، در اين صورت:فرض مي  

  z w z(F ,F )
z

z w z(z,w)

 
 


21 2 2 64  

x z z w x(F ,F ) (F ,F )
xz , xz wx

x z z w x(x,w) (z,x)

  
     

 
1 2 1 24 2 46 12 62 4 2  

)در همسايگي نقطه , )1 w، مقادير1  4،z 1 ياw  4،z  1 داريم آيند، بنابراينمي دستبه:  
(F ,F )

w xz wx x( z w)(z,x)
(F ,F )x z z
(z,w)


         




1 2

2 21 2
12 6 2 6

6
و              

(F ,F )
z xz x(x,w)

(F ,F )x zz
(z,w)


        




1 2

21 2
6 1
6

  

 

 روابط  :33مثال
z xxy e

x y x z z

  


  
2 3 2 2




(x,y,z)دانيم كه در نزديكي نقطه مياند، داده شده zو  yو   x بين سه متغير  ( , , ) 1 1 را به عنوان  y,zتوانمي 1

)در نظر گرفت. در اين صورت كدام حكم در نقطه xپذير از تابعي مشتق , , )1 1   ؟ درست است 1
1 (dz dy

 ,  
dx dx

 2 3   2 (dz dy
 ,  

dx dx
   2 3   3 (dz dy

 ,  
dx dx

   3 5  4 (dz dy
 ,  

dx dx
 3 5   

 :روابط داده شده را با»  3«گزينه   پاسخz xF : xy e    وG : x y x z z  2 3 2 2  دهيم. داريم:نشان مي  
z x

z x z x

z x

x e(F,G)

(y, z) x x z
(F,G) (F,G)

y e e(F,G) dy dz(x, z) (x, y)
,

(F,G) (F,G)(x, z) dx dxxy x z x z
(y, z) (z

y e x(F,G)

(x, y) xy x z x



 



     
 

 
                     

 


     

2 3

2 2 3

2 2 2

1 1 112 2
2 1 55 55 12 3 2 2

2 1 35 12 3




, y)


   


3 31

   

(F,G)توجه كنيد كه (F,G)

(z , y) (y , z)

 
   

 
  است. 1

  
 ــال ــر  :34مث ,F(x,y,z,uاگ v) xy zv v   2 2 3،G(x,y,z,u, v) x z y uv   3 2 ,H(x,y,z,uو 2 v) xu yv xyz    ــاهآن1 ــدار  گ مق

(F,G,H)
(y,x,z)




xيدر نقطه،  y z u v       كدام است؟ 1
1 (2-  2 (4  3 (2  4 (4-  
 :ين موردنظر برابر است با:ژاكوب»  4«گزينه   پاسخ  

  x y z u v

xy y v
(F,G,H)

x z x
(y, x, z)

v xz u yz xy

    
   


   

2

12 3
2 2 1 1

2 3 2 3 1 4
1 

  

 

 توان از روابطبا كدام شرط زير مي :35مثالu x y
v xy

  




2 2
     در نظر گرفت؟ v,uرا به عنوان تابعي از y,x، متغيرهاي 

1 (x y2 2  2 (x y2 2   3 (xy 1   4 (xy 1   

 :طبق نكته فوق بايستي  » 2«گزينه  پاسخ(u,v)

(x, y)





 داريم باشد، يعني:  x y(u,v)

x y x y
y x(x, y)


     


2 2 2 22 2 2 2   
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 در كدام نقاط  :63مثال(u, v) توان دستگاه معادلاتنميy uv v  xو 2 u v 2   ) حل نمود؟ yو  x(به عنوان توابعي از  vو uرا بر حسب  2
1 (u v 2   2 (uv v 2   3 (u uv v  2 2    4 (u uv v  2 22    
 :اگر»  4«گزينه   پاسخF u v x   2 2

1  وF uv v y  2
  : اشند آن است كهب yو  xتوابعي از  vو  uبا توجه به قضيه تابع ضمني شرط آنكه  2

u v(F ,F )
   u uv v     u uv v

v u v(u,v)


         


2 2 2 21 2 2 2 2 4 2 22     

 

 در كداميك از نواحي زير تابع :73مثالf (x,y) (x y xy, xy)   2 2   معكوس دارد؟ 1

  هاyو ها xبه جز محور  2) كل ناحيه2  به جزء مبدأ 2) كل ناحيه1
 2) كل ناحيه4  به جز نيمساز ربع اول و سوم و نيمساز ربع دوم و چهارم 2) كل ناحيه3

 :دهيمقرار مي   »3«گزينه  پاسخu x y xy

v xy

   


 

2 2

1
,u)پذيري تابع فوق لازم است ژاكوبين يا به عبارتي، براي معكوس  v)

(x, y)




مخالف صـفر باشـد،    

x   :داريم يعني y y x(u, v)
x xy y xy (x y )

y x(x, y)


 
       


2 2 2 22 2 2 2 2  

xدر نتيجه y2 xيا به عبارتي 2 y   .باشد  
 

 اگر :38مثالz x xy y  2 xو 22 tcost وy tsintمقدار ،dz
dt

tدر  
   )78(مكانيك ـ سراسري       كدام است؟   2

1 (( )


 1 2  2 (( )


 2 2  3 (( )


 1 2  4 (( )


 2 2  

 : باشد.تر ميگيري زنجيري استفاده كنيم، ولي جايگذاري و محاسبه مستقيم سادهتوانيم از قاعده مشتقمي  »1«گزينه  پاسخ  
tdz dz

z t cos t t cos t t sin t t sin t t t sin t t t sin t t cos t ( )
dt dt


  

               
2

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 12 2  

  
 اگر: 39مثالz f (u, v) وu x y  وv x y zباشد،  2

x



  )78ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  :برابر است با 

1 (z z
y

u v

 


 
   2 (z z

u v

 


 
2  3 (z z

y xy
u v

 
 

 
2  4 (z z

xy
v u

 


 
2  

 : كنيم.گيري زنجيري استفاده ميشتقاز قاعده م  »4«گزينه  پاسخ 
z z u z v z z z z

. . . xy xy
x u x v x u v v u

        
     

        
1 2 2  

  
 اگر: 40مثالu x y z  2 2 2،v x y z  ،w xy yz zx  حاصل ،(u, v,w)

(x,y,z)



  )78اي ـ سراسري (هسته         كدام است؟ 

xyz  4 (x) 3  1) 2  ) صفر1 y z2 2 2  
 : 1«گزينه  پاسخ«  

u u u

x y z
x y z

(u,v,w) v v v

(x, y,z) x y z
y z x z x y

w w w

x y z

  
  

   
 

   
  

  
  

2 2 2
1 1 1  

xدترمينان ماتريس فوق به ازاي y z  1 تواند صحيح باشد.) مي1ها، فقط گزينه (شود و با توجه به گزينهبرابر صفر مي  
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 اگر: 41مثالyz x f ( )
x

 5
zحاصل عبارت 2 zx y z

x y
 

 
 

2   )79ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 5

1 (z  2 (  3 (y y
f ( )

x x

 3 2   4 (y y
.f ( )

x x
 2  

 : ابتدا توجه كنيد كه: » 2«گزينه  پاسخ                y z y y z y
z x f ( ) x f ( ) yx f ( ), x f ( )

x yx x x x

      
 

5 4 2 3
2 2 2 25 2  

z        :داريم بنابراين z y y y
x y z x f ( ) yx f ( ) yx f ( ) z

x y x x x

         
 

5 3 3
2 2 22 5 5 2 2 5   

  
 اگر: 42مثالf (x,y) x y 2 xو 2 r s  وy r s مقدار ،f

s



sدر نقطه    1
  )79ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    كدام است؟ 2

1 (4-  2 (2  3 (2-  4 (4  

 : با جايگزيني   »3«گزينه  پاسخx  وy  برحسبr  وs  در تابعf :خواهيم داشت        f
f (r,s) r s s

s s


      

2 22 2 4 21
2

  

  
 اگر : 43مثالf  وF  متغيره و داراي مشتقات نسبي مرتبه اول باشند، بعلاوهچند دو تابعF(x,y) f (u, v) كه در آنu x y  وv x y   گاهآن 

Fمقدار F
x y ( , )

 


  2   )79(آمار ـ سراسري            كدام است؟ 2

u) 2  ) صفر1 v ( , )(f f )    3 (u v ( , )(f f )2    4 (u v ( , )(f f )2    
 : كنيم:گيري زنجيري استفاده مياز روش مشتق  »1«گزينه  پاسخ  

u v v u
F f u f v

. . f ( ) f f f
y u y v y

    
        

    
1 uو           1 v u v

F f u f v
. . f f ( ) f f

x u x v x

    
        

    
1 1  

Fبنابراين F

x y

 
 

 
.  

  
 اگر: 44مثالxz sin

y
   )80(مكانيك ـ سراسري        باشد، كدام رابطه برقرار است؟  1

1 (z z
y x

x y

 
 

 
  2 (z z

x y
x y

 
 

 
  3 (z z

y x
x y

 
 

 
  4 (z z

x y
x y

 
 

 
  

 : تابع  » 2«گزينه  پاسخz همگن از درجه  صحيح است.2طبق قضيه اويلر گزينه (پس  باشد،مي (  
x x x

f (x, y) sin f ( x, y) sin sin f (x, y)
y y y

  
      


1 1 1  

  
 اگر: 45مثالx yu

x y




2 2
uمقدار ،باشد  ux y

x y
 


 

  )80ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  برابر است با: 

1(u

3  2 (u3  3 (u23  4 (u6  

 : تابع  »2«گزينه  پاسخuباشد، بنابراين طبق قضيه اويلر داريم:  مي 3از مرتبه  ، تابع همگن     u u
x y u

x y

 
 

 
3  

  
 اگر: 46مثالz x y 2 xو 22 s r 3 yو 2 s r 3 zگاهآن 2

r



rبه ازاي   sو 2    )80ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 1
1 (8  2 (12  3 (14  4 (2  
 : به ازاي  »4«گزينه  پاسخr  sو 2 1مقادير ،x  yو 7  1 آيددست ميبه.  z z x z y

. . x. ( y) ( )
r x r y r

    
       

    
2 2 4 2 2  
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 اگر: 47مثالz x y 2 2،x sint وty eمقدار ،dz
dt

tدر          80اي ـ سراسري (هسته         كدام است؟(  
1 (1   2  (2  3 (3  4 (4  
 : ابتدا توجه كنيد كه به ازاي  »2«گزينه  پاسخt  مقادير ،x   وy 1 آيندمي دستبه.    

tdz z dx z dy
. . ( x cos t y e )

tdt x dt y dt

 
      

 
2 2 2


  

  
 هرگاه: 48مثالx y

f (x,y) (x y )tg
x y


 


2 f، عبارت2 fx y
x y
 


 

  )80(معدن ـ سراسري           برابر است با:      

1 (f2  23  ) صفر (x y2 2  4 (f f
y x

x y

 


 
  

 : تابع   »1«گزينه  پاسخf  لر،ياست و بنابراين طبق قضيه او 2همگن از درجهf f
x y f

x y

 
 

 
  باشد.مي 2

x y x y
f ( x, y) ( x y )tg (x y )tg f (x, y)

x y x y

   
          

   
2 2 2 2 2 2 2 2  

  
 اگر: 49مثالxyz c,f (x,y,z)   )cثابت) وf گاهآنتابع مشتق پذير باشدdy

dx
  )80(رياضي ـ سراسري         برابر است با:    

1(x z

y z

y(xf zf )

x(yf zf )

 


  2 (x z

y z

y(xf zf )

x(yf zf )




  3 (y x

x z

x(yf zf )

y(xf zf )

 


  4(y z

x z

x(yf zf )

y(xf zf )




  

 : ابتدا رابطه  »1«گزينه   پاسخxyz c  صورتبهراg(x, y,z) xyz c    داريم نويسيم. در اين صورتمي:  
x z

x z

y z y z

f f(f ,g)
yz xy xyf yzfdy (x, z)

(f ,g) f fdx xyf xzf
(y, z) xz xy




     
 


  

  
 50مثال :dw

dt
wآوريد اگر دستبه  tرا بر حسب تابعي از   xy z ،x cost،y sint وz t  .81(عمران ـ آزاد                 باشد(  

1 (cos t1 2  2 (cos t2  3 (sin t2  4 (sin t1 2  
 : 1«گزينه   پاسخ«                dw

w xy z sin t cos t t sin t t cos t
dt

        
1 2 2 12  

  
 اگر: 51مثالu x y 2 xو 2 s t 4 yو 3 st uمقدار 2

t




2
sدر نقطه 2   وt   81ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟(  

1 (  2 (1  3 (12  4 (18  
 : تر است:اي استفاده كرد ولي جايگزيني و محاسبه مستقيم سادهتوان از قاعده مشتق زنجيرهمي  »4«گزينه    پاسخ  

u u u
u ( s t) s t ( s t) s t s t

s tt t t

  
            

   

2 22 2 4 2 3 2 2
2 24 3 6 4 3 4 18 12 18


  

  
 چنانچه: 52مثالu f (x y ,y x)    ،81ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(             :  گاهآنباشد(  

1 (u u

x y

 
 

 
  2 (u u

x y

 
 

 
2   3 (u u

x y

 
 

 
2   4 (u u

x y

 
 

 
  

 : دهيمابتدا قرار مي  »4«گزينه    پاسخv x y  وw y x داريم ، در اين صورت:    u u v u w u u
. .

x v x w x v w

      
   

      
  

u u v u w u u u u
. .

y v y w y v w x y
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 چنانچه: 53مثالu f ( bx ay ) 2 31 1
2   )81ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(            :    گاهآنباشد،  3

1 (u u
ay bx

x y

 
 

 
2   2 (u u

ay bx
x y

 
 

 
  3 (u u

ax by
x y

 
 

 
  4 (u u

ay bx
x y

 
 

 
2 2   

 : كنيمفرض مي  »1«گزينه    پاسخv bx ay 2 31 1
2 uصورتدر اين. باشد 3 f (v) :است بنابراين داريمx

u
v f (v)

x

 


yو 
u

v f (v)
y

 


پـس   

  داريم:

          u u u u
bxf (v) , ay f (v) ay bx

x y x y

         
   

2 2   

  
 اگر:  54مثالu x y 2 xو 2 s t 4 yو 3 st u، مقدار2

t




2
sدر نقطه 2   وt   81ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    كدام است؟(  

1 (  2 (1  3 (12  4 (18  

 4«گزينه    اسخ :پ«          u u x u y u
. . x ( ) y st s t s t s t

( , )t x t y t t

     
              

     

22 3 2 2
22 3 2 2 24 18 4 18 12 18

 
  

  
 رابطه: 55مثالn yz x f ( )

x
 81(رياضي ـ سراسري         كند؟    در كدام گزينه صدق مي(  

1 (z z
y x nz

y x

 
  

 
  2 (z z

y x nz
y x

 
  

 
  3 (z z

n
x y

 
 

 
  4 (z z

x nz
y x

 
  

 
  

 : تابع داده شده يك تابع همگن از درجه  »2«گزينه   پاسخn صحيح است.2لر گزينه (يطبق قضيه اوباشد، بنابراين مي (  
  

 جزئيهاي مشتق: 56مثالz z,
v u
 
 

zبراي  cos(x y ) 2 xكه 2 ucos v
y usin v


 
  )82ـ سراسري  MBA(  به ترتيب عبارتند از: 

1 (usin u   2 (usinو 22 v uو 22 cos v22  3 ( وu cos v22  4 (usin u uو 22 cosu22  
 : گيري زنجيري استفاده كرد ولي اگر به جاي توان از مشتقمي » 1«گزينه    پاسخx  وy  برحسبu  وv  تـر بـه جـواب    جايگزين كنيم سريعتر و سـاده
    رسيم.مي

            z cos(x y ) cos(u cos v u sin v) cos u    2 2 2 2 2 2 2  
z z

usin u ,
u v

 
  

 
22   

  
 معادله: 57مثالf f

x y
 

 
 

2 3  با تغيير متغيرهايr y x 2 yو 3 x  2   )83(مكانيك ـ سراسري           شود؟به كدام صورت بيان مي 3

1 (f

r





  2 (f




  3 (f f

r

 
 

 
  4 (f f

r

 
 

 
  

 : 1«گزينه    پاسخ«   f f r f f f

y r y y r

      
     

      
2 f      و       2 f r f f f

.
x r x x r

      
     

      
3 3  

fشودمي روابط فوق در معادله داده شده، نتيجه يبا جايگزين

r





.  

  
 اگر: 58مثالx yu

x y




2 2
uباشد، مقدار عبارت  ux y

x y
 


 

  )83(مكانيك ـ آزاد             برابر است با:        

1 (u

3  2 (u23  3 (u3  4 (u6  

 : تابع   »3«گزينه    پاسخu صحيح است.3باشد، بنابراين طبق قضيه اويلر گزينه (مي 3، يك تابع همگن مرتبه (  
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توابع چند متغيرهفصل سوم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 هدر تابع دو متغير:  59مثالyz x Arctg
x

 zحاصل 2 zx y
x y
 


 

xبه ازاي   yو 3    )83ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 1

1(  2(
2  3(

3  4(2
3  

 : داريم: باشد، بنابراين طبق قضيه اويلرمي 2تابع داده شده، يك تابع همگن از درجه   »1«گزينه    پاسخ  
z z z z y

x y z x y x Arctg ( ) Arctg
x y x y x ( , )

   
       

   
2 2 12 2 2 3

33 1
  

  
 اگر : 60مثالf  وg پذير باشند از رابطهدو تابع مشتقg(z x) f (y z)     حاصلz z

x y
 


 

  )83ـ سراسري  MBA(      كدام است؟ 
g) 4  1) 3  ) صفر2  -1) 1 f   
 : كنيمگيري ضمني استفاده مياز روش مشتق  »3«گزينه   پاسخ:  

  z g (z x) z f (y z) z z
,

x g (z x) f (y z) y g (z x) f (y z) x y

       
      

            
1  

  

 اگر:  61مثالxz e cosy و
xx e t t

yt y t t y

    


   

3 2

2 2
1


dz، مقدار
dt

tدر    83ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    كدام است؟(  

1 (1-  2 (  3 (1  4 (  
 : زايابتدا توجه كنيد كه به ا  »3«گزينه    پاسخt  ،x   وy   داريم آيد. از طرفيمي دستبه:  

x xdz z dx z dy dx dy dx
e cos y e sin y

t tdt x dt y dt dt dt dt

 
      

    
  

dxبنابراين كافي است

dt
tرا در    آوريم: دستبه        x xdx dx

x e t t x e t
dt dt

        3 2 21 3 2 1   

tبه ازاي   وx  شود، از رابطه فوق نتيجه ميdx

dt
1.  

  
 جواب معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي: 62مثالz zy x

x y
 

 
 

 84(مكانيك ـ سراسري        است؟   كداميك از توابع زير(  

1 (x
z f ( )

y
  2 (z f (x, y)  3 (z f (x y)   4 (z f (x y ) 2 2  

  4«گزينه    :پاسخ«  z z z z
z f (x y ) xf (x y ) , yf (x y ) y x

x y x y

              
   

2 2 2 2 2 22 2   

  
 تابع: 63مثالw f (y z ,z x ,x y)           84(مكانيك ـ آزاد             جواب كدام معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي است؟(  

1 (w w w

x y z

  
  

  
1  2 (w w w

z x y

  
 

  
  3 (w w w

z y x

  
  

  
  4.قابل محاسبه به فرم فوق نيست (  

 : 3«گزينه     پاسخ«  

  

w (z x) (x y)
f f f f

x x x
w (y z) (x y) w w w

f f f f f f f f f f
y y y x y z

w (y z) (z x)
f f f f

z z z

                
                                     

             
   

2 3 2 3

1 3 1 3 2 3 1 3 1 2

1 2 1 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 تابع: 64مثالx xz yf ( ) F( )
y y

  84(مكانيك ـ آزاد             كند؟        در كداميك از معادلات ديفرانسيل زير صدق مي(  
1 (xx xy yyz z z  2   2 (xx xy yyz z z  2   
3 (xx xy yyx z xyz y z  2 22   4 (xx xy yyx z xyz y z  2 22   
 : تابع  »3«گزينه    پاسخz از جمع جبري دو تابعx

z yf ( )
y

1 وx
z F( )

y
2 شود كه تابعحاصل ميz1    همگن از درجـه يـك و تـابعz2   همگـن از

xx  درجه صفر است، بنابراين طبق قضيه اويلر داريم: xy yyx z xyz y z ( )z ( )z        2 2
1 22 1 1 1 1  
  

 معادله: 65مثالtt xxu u   با تغيير متغيرr x t  وs x t   ايگردد؟ (فرض كنيد مشتقات پـاره هاي زير تبديل مياز صورتبه كدام يك u 
   )84(مكانيك ـ آزاد   باشند.) پيوسته مي

1 (rru     2 (rs ru u     3 (rsu     4 (ssu     
 : كنيم:اي استفاده ميشتق زنجيرهاز روش م » 3«گزينه    پاسخt tt

u r u s u u u u u u
u . . u ( ) ( ) ( )

r t s t r s t r s t r t s

            
        
            

  

rr sr ss
u r u s u r u s u u u u

( . . ) ( . . ) . . u u u
t s r t r s t t s r r sr s r s

           
        

              

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2  

uاند پسپيوسته جزئيهاي توجه كنيد كه چون مشتق u

s r r s

 


   

2 2
ssتوان نشان داد كـه . به طور مشابه مي rr sr ssu u u u  2    كـه بـا جايگـذاري در ،

ttمعادله xxu u   شودنتيجه ميsru4 و ياsru  .  
صورتبهمعادله مشخصه معادله داده شده روش دوم:   2 1  است كه از آن  1 شود، بنـابراين بـه كمـك تغييـر متغيرهـاي     حاصل ميr x t  

sو x t   صورتبهمعادلهsru   آيد.در مي  
  

 دو معادله: 66مثالx v u
y uv

  




2 22،u وv را به عنوان تابعي ازx وy كنند.تعريف ميu
x



  )85برداري ـ سراسري نقشه (عمران ـ   برابر با چيست؟ 

1 (u

u v2 2  2 (v

u v2 2  3 (u

u v


2 2  4 (v

u v


2 2  

  صورتبهروابط داده شده را   »3«گزينه    :پاسخF v u x   2 2
1 2  وF uv y  2  داريم نويسيم. در اين صورتمي:  

v(F ,F )
u

u(x, v)


  


1 2 2 2 2


uو             v(F , F )

(u v )
v u(u, v)


   


2 21 2 2 2 2  

              :داريم بنابراين
(F ,F )

u u u(x,v)
(F ,F )x (u v ) u v
(u,v)


      

   


1 2

2 2 2 21 2
2

2
  

  
 اگر: 67مثالyu tg ( )

x


uباشد، مقدار 21 ux y
x y
 


 

)در نقطه  , )3   )85ـ سراسري  MBA(  كدام است؟  2

1 (3
5  2 (8

15  3 (16
25  4 (12

25  
 : 4«گزينه    پاسخ«    

  روش اول:  
y y

y u y u xyx xu tg ( ) ,
x x yy x y y x y

( ) ( )
x x




  

     
  

 

2
2 221

2 2 4 2 2 42 2

2
2

1 1
  

u u xy
x y

x y x y

 
  

  

2
2 4

12
25  

F(u)دانيم كه اگرميروش دوم:  f (x, y)وf تابع همگن از درجهn  ،گاهآنباشدu u F(u)
x y n

x y F (u)

 
 

 
.  

yحال توجه كنيد كه
F(u) tgu

x
 

2
yآيد كه عبارتمي دستبه

x

2
  :داريم همگن از درجه يك است، پس طبق نكته فوق 

x , y

y
u u tgu xx
x y tg u y

( )
x

  
   

  


2

3 2
2 2 2

12
251 1
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توابع چند متغيرهفصل سوم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 جواب معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي: 68مثالz zy x
x y
 

 
 

 85اي ـ سراسري (هسته  ؟كداميك از توابع زير است(  

1 (x
z f ( )

y
 )f 2  پذير)تابع دلخواه ولي مشتق (z f (x y ) 2 2 )f پذير)تابع دلخواه ولي مشتق  

3 (z f (xy) )f4  پذير)تابع دلخواه ولي مشتق (z f (x y)  )f پذير)تابع دلخواه ولي مشتق  
 : 2«گزينه    پاسخ«                   z z z z

z f (x y ) xf (x y ) , yf (x y ) y x
x y x y

              
   

2 2 2 2 2 22 2   
  

 اگر: 69مثال
x u v w
y u v w
z u v w

  
   
   

2

3 3
,u)گاهآن  v,w)

(x,y,z)



  )85(معماري كشتي ـ سراسري   برابر است با: 

1 (8  2 (12  3 (1
8  4 (1

12  

 : 4«گزينه    پاسخ  «                      (x, y, z) (u, v, w)

(u, v, w) (x, y, z)


 

    
 

2 1 1
11 1 1 12 123 3 1

  

  
 اگر: 70مثالyz x Arctg

x
 2 وx rcos  وy rsin  مقدارz

r



به ازاي 
  rو 4    )85(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (  2 (2  3 (1  4 (2  

 : مقدار  »3«گزينه     پاسخz

r




  باشد.تر ميدهگيري ساگيري زنجيري محاسبه كرد، ولي جايگزيني و سپس مشتقتوان به روش مشتقرا مي 
r sin

z r cos Arctg r cos
r cos


    


2 2 2 2  

z z
r cos r cos ( , ) cos

r r

   
        

 
2 2 22 2 1 2 1 14 4  

  

 با تغيير متغير: 71مثالv y وz x y  معادلهxx xy yyu u u  2  85سراسري  ـ توماسيون(ابزار دقيق و ا  شود؟ به كدام شكل تبديل مي(   
1 (vvu    2 (vzu     3 (zzu     4 (zz vvu u     

  
  
 : شود:گيري زنجيري نتيجه ميه مشتقاز قاعد  »1«گزينه     پاسخ             x v x z x z zu u v u z u u      

xx  گيري زنجيري خواهيم داشت:به همين ترتيب، به طور مشابه با مشتق zz xy zv zzu u , u u u     
y v y z y v z yy vv vz zv zz vv zv zzu u v u z u u u u u u u u u u           2  

zz  آيد:مي دستبهبا جايگزيني در معادله داده شده  vz zz vv zv zz vv(u ) (u u ) u u u u      2 2   
  

 فرض كنيد : 72مثالx  وy  وu وv  به وسيله روابطu x xy

x y c

  


 

2

2 2
xگاهآنبا هم مرتبط باشند  3

u



 يـك عـدد ثابـت باشـد در نقطـه      cهنگامي كه 

(x,y) ( , ) 2    )85(كنكور دكتري دانشگاه اميركبير ـ سال   برابر است با:   1
1 (

1
11  2 (1

13  3 (12  4 (
1

12   

 : با فرض » 1«گزينه    پاسخF : u x xy  2 3  وG : x y c 2     داريم: 2
u y

u y

x y

x y

F F x(F,G)
G G yx y(u , y)

(F,G) F F x y xu y( x y) x
(x , y) x yG G


 

      
     
 

2

1 3
2 2

2 3 3 2 2 3 6
2 2

  

x)پس به ازاي , y) ( , ) 2 x  داريم: 1

u

 
  

  
2 1

2 24 11   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 اگر: 73مثالu f (x,y) وx rcos  وy rsin  86(پزشكي ـ بيومكانيك ـ آزاد   ؟باشدهاي زير صحيح ميباشد. كدام يك از گزينه(   

1 (x y ru u u u  2 2 2 2   2 (x y ru u u u
r

  2 2 2 2
2
1  3 (x y ru u u r u  2 2 2 2 2  4 (x y ru u u u

r
  2 2 2 2

2
1  

 : دانيم در مختصات قطبيمي » 4«گزينه    پاسخu u
f r

r r

 
   

 
1  و چون بردارهاي يكه ،r

 و  متعامد هستند بنابراين طول برابر گراديان برابر است
  :است با

r
u u

| f | ( ) ( ) u u
r r r


 

    
 

2 2 2 2
2

1 1  

uاگريادآوري:  f (x, y) ،گاهآنx yf (u i , u j) 
  و بنابراينx y| f | u u  2 2.  

nاگريادآوري:  nv v v v    1 1 2 2
   كه ،v1

،v2
... وnv

 گاهآندو بر هم عمودند بهيكه و دو همگي بردارn| v |    2 2 2
1 2

 .  

  
 اگر: 74مثالu f (x t) f (x t)   2 uگاهآن 2 u

t x
 


 

2 2
2    )86(معدن ـ آزاد   برابر است با:  24

x) 2  ) صفر1 t2 24   3 (x t2 24   4 (x t2 22   

 : اي: با استفاده از قانون مشتق زنجيره  »1«گزينه    پاسخ  u u
f (x t) f (x t)    f (x t) f (x t)

t t

            
 

2
22 2 2 2 4 2 4 2   

u u u u
f (x t) f (x t)    f (x t) f (x t)

x x t x

                 
   

2 2 2

2 2 22 2 2 2 4    

  

 اگر: 75مثالu x y z   وuv y z  وuvw z  ،حاصل گاهآنباشد(x ,y ,z)
(u , v ,w)



  )87ـ سراسري  MBA(   ، كدام است؟

1(u

v
  2 (uv2  3(uv2  4(u v2  

 : 4«گزينه    پاسخ«      
z u v w v u

(x, y,z)
y uv uvw v vw u uw uv u v

(u,v,w)
x u uv vw uw uv

  
           

2
1 

  

  

 اگر: 76مثالf , z yf (x y ) 2 zگاهآنپذير باشد، تابعي مشتق 2 zy xy
x y
 


 

  )87ي (عمران ـ سراسر  برابر است با: 2

1(yz  2(xy  3(xz  4(xyz  
 : 3«گزينه    پاسخ«    z

z yf (x y ) xyf (x y )
x

     


2 2 2 22  
z z z

f (x y ) y f (x y ) y xy yxf (x y ) xz
y x y

          
  

2 2 2 2 2 2 2 22  

  
 اگر: 77مثال w r cos 2 xو 2 rcos  وy rsin گاهآنw

y



  )87(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (y2  2 (
y


2  3 (

y

2  4 (y2 

 : 1«گزينه    پاسخ«   w
w r cos r cos r sin x y y

y


         


2 2 2 2 2 2 22 2  
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توابع چند متغيرهفصل سوم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد: 78مثالf پذير ومشتقf (x,y,z)   باشد وz y x c   2 3 dyاينصورتعدد ثابت است. در  cكه 4
dx

    كدام است؟ 
  )87فلسفه علم ـ سراسري تاريخ و (

1 (x z

y z

f f

f f





2 4
2 3  2 (x z

x z

f f

f f





4 2

2  3 (x z

y z

f f

f f





4 3
4 2  4 (x z

y z

f f

f f





3 2

2 

 : دهيمقرار مي  »1«گزينه   پاسخg(x, y,z) x y z c    4 3 2 :در اين صورت طبق فرمول مشتق ضمني با استفاده از ژاكوبين داريم ،  

  
x z

x z

y z y z

f f(f ,g)
f fdy (x,z)

(f ,g) f fdx f f
(y,z)


      

 
 

4 2 2 4
2 3

3 2

  

  
 اگر: 79مثال u Ln x y 2 sxو 2 re وsy re ،باشندu

r



   )87 (مكانيك ـ آزاد  كدام گزينه است؟  

1 (
s sxe ye

x y



2 2   2 (
s sr(xe ye )

x y



2 2   3 (
s sr(e e )

x y



2 2   4 (
s sxe ye

x y



2 2   

 : توجه كنيد كه  »1«گزينه   پاسخu Ln(x y ) 2 21
    :اي، از قانون مشتق زنجيره2

s s
s sy u x u y x y xe ye

. . e e
r x r y r x y x y x y


     

    
       2 2 2 2 2 2

   

  

 اگر: 80مثالz z , z f (x y)
x y
 

  
 

  )88ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟  
1 (  2 (f (x y)   3 ((x y)f ( ) 1  4 (f (y x) f (x y)     
 : ابتدا توجه كنيد كه:  »1«گزينه    پاسخ  z

f (x y)
y

   


zو      
z f (x y) f (x y)

x

     


  

zبنابراين z

x y

 
 

 
 .است  

  
 اگر: 81مثالz ,y u tv ,x t uv,z y tgx

t


   


2 2 uبه ازاي  2 , v 1 وt    )88ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 2

1 (  2 (1  3 (2  4 (1
2  

 : ابتدا توجه كنيد كه به ازاي  »1«گزينه    پاسخu ,v 1  وt  xتخواهيم داش 2   وy 1براي محاسبه .z

t




گيري زنجيري استفاده از قاعده مشتق 
  .كنيممي

  vz z x z y z
(y ( tg x))( tuv) ( ytgx)(v )

t x t y t t
     

        
     

2 2 21 2 2    

  
 با فرض اينكه توابع :  82مثالf  وg و باشندپذير دوبار مشتقz f (x y) g(x y)   2   ) 88(آمار ـ سراسري هاي زير درست است؟ ، كدام يك از رابطه 2

1 (z z z
x

x xx y

  
 

 

2 22
2 2

24   2 (z z z
x

x xx y

  
 

 

2 22
2 2

24  3 (z z z
x

x xx y

  
 

 

2 22
2 2

14  4 (z z z
x

x xx y

  
 

 

2 22
2 2

14  

 : هابا توجه به گزينه  »4«گزينه   پاسخxz وxxz وyyz كنيم.را محاسبه مي    

x yz xf (x y) xg (x y)  ,  z f (x y) g (x y)           2 2 2 22 2   

xx yy xx yy xz f x f g x g  ,  z f g     z x z (f g ) z
x

                 2 2 2 12 4 2 4 4 2   

  



      

77  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 اگر:   83مثالxD f (x,y)  تابع جزئيبيانگر مشتقf (x,y) نسبت بهxباشد و داشته باشيم
x y  (x,y) ( , )

f (x,y) x y
              (x,y)= ( , )




  



2 2
4 4  

  

f، پيوستگي (x,y) 

xD و f (x,y) در( , )   88(آمار ـ سراسري   چگونه است؟(  
1 (f (x, y) پيوسته وxD f (x, y) 2  ناپيوسته (f (x, y) ناپيوسته وxD f (x, y) پيوسته  
  ) هر دو پيوسته4  ) هر دو ناپيوسته3

 : درجه صورت و مخرج برابر است و بنابراين تابع   »3«گزينه   پاسخf در( , )    ناپيوسته اسـت. از طرفـيf xy (x y ) x y

x (x y )

  


 

2 4 4 5 2
4 4 2

2 و درجـه   4

fصورت از مخرج كمتر است و بنابراين

x




)نيز در  , )  باشد. ناپيوسته مي  

  
 جاكوبي: 84مثال(x,y,z)

(u, v, )

 

xبا تبديل  ucos v وy usin v وz    :88(فرآوري و انتقال گاز ـ سراسري   عبارت است از(  
1 (v   2 (u 3 (u v   4 (u v    

 : از تعريف ژاكوبين داريم:  » 2«گزينه    پاسخ  
cos v u sin v

sin v u cos v u


 

1




 

  ژاكوبين 

  
 فرض كنيد:  85مثالz z(x,y) صورتبه(x y z)x y z e      :88(آمار ـ آزاد   بيان شده در اين صورت(   

1 (x yz z 1  2 (x yz z     3 (x yz z     4 (x yz z 1   
 : اگر  »3«گزينه    پاسخ(x y z)F x y z e         :از قاعده مشتق ضمني داريم  

(x,y z) (x y z)
yx

x y x y x y(x y z) (x y z)
z z

FF e e
z   ,   z     z z     z z

F Fe e

    

     

  
            

    

1 1
1 1

   

  
  اگر: 86مثالx yu

xy



1 وv tg x tg y  1 xyو 1  ,u)گاهآن 1 v)

(x,y)



   )88(رياضي محض ـ آزاد   برابر است با:  
  2) 4  ) صفر3  ـ1) 2  1) 1
 : 3«گزينه   پاسخ«  

    روش اول:

xy xy y xy xy x y x

(u,v) ( xy) ( xy) ( xy) ( xy)
(x, y)

x y x y

       
      


   

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

  

xچونروش دوم:  y
v tg x tg y tg tg u

xy
   

   


1 1 1 1
(u,v)وجود دارد، بنابراينyوxمستقل از vو uاي بين، پس رابطه1

(x, y)





.  

  
 هرگاه :  87مثالx y z  2 2 2 zگاهآن 1 zx y

x y
 


 

  )89(عمران ـ سراسري   برابر است با : 

1 (z
z


1  2 (

z

1  3 (z
z

2 1  4 (z
z


1  

 : براي يافتن   »1«گزينه    پاسخz z
,

y x

 
 

  كنيم.گيري ضمني استفاده مياز روش مشتق 

yx

z z

ffz x x z y y
f (x, y,z) x y z ,

x f z z y f z z

 
                 

 
2 2 2 2 21 2 2  

z z x y x y x y z
x y x( ) y( ) ( ) ( ) z

x y z z z z z z z

      
             

 

2 2 2 2 21 1  
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توابع چند متغيرهفصل سوم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 در تابع با ضابطه:  88مثالz xy x xy  حاصلz zx y
x y
 


 

)در نقطه  , )1   )89غذايي ـ سراسري  (صنايع  آن كدام است؟ واقع بر 4
1(8  2 (6  3 (12  4 (14  
 : قضيه اويلر: اگر تابع دو متغيره  »3«گزينه   پاسخf (x, y) همگن از درجه ،n  گاهآنباشد:  f f

x y n f (x, y)
x y

 
 

 
  

zهمچنين تابع f (x, y) را همگن از درجهn :گويند هرگاه  nf ( x, y) f (x, y)    

)z  باشد زيرا:مي 2يك تابع همگن از درجه  zتابع  x, y) ( x)( y) x ( x)( y) xy x xy (xy x xy) z(x, y)                 2 2 2 2 

xz z
x y z ( ) ( )

yx y

 
       

 
12 2 1 4 1 4 2 6 124  

  
 از رابطه:  89مثالx yz e z y   2 2 zمقدار 3

x



)در نقطه  , , )1 2   )89غذايي ـ سراسري  (صنايع  كدام است؟ 2
1(

4
9  2(

9
4  3(4

9  4(9
4  

 : گيري ضمني داريم:با استفاده از روش مشتق  »1«گزينه    پاسخ  x yf (x, y,z) z e z y     2 2 3  
x y

x

z

fz e

( , , )x f z
z

 
     

  


22 4
1 1 2 2 92

2 3

 

  

 اگر:  90مثالu x y 2 vو 2 x xy  مقدارx
u



xبه ازاي   yو 2  1 در حالي كهv 89غذايي ـ سراسري  (صنايع  ثابت باشد كدام است؟(  
1(

1
2  2(

1
4  3(1

4  4(1
2  

 : اگر   »3«ينه گز  پاسخf (x, y,u,v)    وg(x, y,u,v)    وu u(x, y)  وv v(x, y) گاهآن :  

  u v

u v

(f ,g)
f fdu (f ,g)(x,v)

;
(f ,g) g gdx (u,v)
(u,v)


  

 


 

fكه بنابراين با فرض اين (x, y,u,v) u x y   2 2  وg(x, y,u,v) v x xy        خواهيم داشت:باشد 

x

ydu dx
x

xdx du







 

     


2
1 1 12 41 2 4

1

 

  

 ــال ــه zو yو xمتغيرهــاي: 91مث xدر معادل y z xyz   3 2 3 3  كننــد. فــرض كنيــدصــدق مــيxــابعي از zباشــد، zوyت
y



xو 
z



در  
(y,z)نقطه ( , ) 1    )89(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   كدام است؟  1

1 (x x
  ,   

z y

 
   

 
31 4   2 (x x

  ,   
z y

 
 

 
31 4  3 (x x

 ,   
z y

 
 

 
3 14  4 (x x

  ,   
z y

 
  

 
31 4  

 : با قرار دادن   »1«گزينه    پاسخz 1 وy 1 داريمx x  3 2  و لذاx 1اگر .F x y z xyz    3 2 3 3  گاه: آن  
yz

x x

FFx z xy x x y xz
  ,   

z F y Fx y yz x y yz

   
           

   

2 3
2 2 2 2

3 2 31 43 3
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  اگر : 92مثالx y u
xsin y y v

  


 

2 2
xحاصل گاهآن 

v



  )90(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (x cos y x ysin y

y

 


2
  2(x

x cos y x ysin y 2  3(x cos y 1  4(y

x cos y x ysin y



 2  

 : گيريمدر نظر مي  »4«گزينه   پاسخx وy به عنوان متغيرهاي وابسته وuوvبراي  نباشند. بنابراين از تعريف ژاكوبيمي به عنوان متغيرهاي مستقل

,F(u,v,xدستگاه معادلات  y) x y u

G(u,v,x, y) x sin y y v

    


   

2 2 


  كنيم.استفاده مي 

v y

v y

x y

x y

F F y(F,G)
G G x cos yx x y y(v, y)

(F,G) F F x yv v x cos y x ysin y x cos y x ysin y
(x, y) sin y x cos yG G


    

        
     
 

2 2

2
1 1 2

2 2 2 2 2
1

  

  
 اگر:   93مثالz x xy y  2 xو  2 t s 2 وy t s 2 zمقدار 2

t



tبه ازاي   sو 2    )90(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 3

1 (75-  2 (4-  3 (45-  4 (7-  

 : داريم ريگيطبق قاعده مشتق  »4«گزينه   پاسخ:  z z x z y
( x y)( ) (x y)( t) ( )

t x t y t

    
     

    
2 2 2 2 1  

sبه ازاي , t 3 2:  x t s ; y t s         2 22 4 3 1 4 9 13  

z  كنيم.) جايگذاري مي1مقادير فوق را در رابطه (
( ) ( ) ( )( )

t


          


2 1 13 2 1 2 13 2 2 3 1 7     

  
 در تابع دو متغيره: 94مثالx xz

y x y
 



2
zحاصل  z yx y

x y x
  

 
  

  )90(معدن ـ سراسري   برابر كدام است؟ 

1 (  2 (x

y
  3 (z2  4 (x

y

2
  

 : چون  »4«گزينه    پاسخxوy متغير مستقل هستند. پسy

x





.    

)z1  و 1تابع همگن درجهz2 تابع همگن درجه (  x x x x
z , z , z

y x y y x y
   

 

2 2
1 2  

z z x
x y ( )z ( )z z

x y y

 
    

 

2
1 2 11   

  
 هرگاه: 95مثالx yz arcsin

x y




2 2
2 zعبارت گاهآن2 zx y

x y
 


 

  )90(علوم كامپيوتر ـ سراسري   برابر است با:

1 (sin z2 2 (cosz 3 (tgz2 4 (cot g z 

 : دانيم كه اگرمي  »3«گزينه    پاسخu F(z) باشد كهu عبارتي همگن بر حسبx وy  گاهآناستz z F(z)
x y n

x y F (z)

 
 

 
.  

xدهيمدر اين سؤال قرار مي y
u

x y




2 2
2 u، در اين صورت2 sin z داريم و در نتيجه:  z z sin z

x y tan z
x y cos z

 
   

 
2 2  
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توابع چند متغيرهفصل سوم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد تابع:  96مثالf برR پذير است كدام گزينه براي تابعمشتقu f (x y ) 2   )90(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   صحيح است؟ 2

1 (u u
x y

x y

 
 

 
  2 (u u

x y
x y

 
 

 
  3 (u u

y x
x y

 
 

 
  4 (u u

y x
x y

 
 

 
  

 : ابتدا مشتقات جزئي  »4«گزينه   پاسخuسبت بهنx وy يابيم.را مي  v v
u f v

x y v u f (v) . f . x xf
x v x

  
       

  
2 2 2 2  

v v
u f v

. f . y yf
y v y

  
  

  
2 2  

v  صحيح است، زيرا: 4ها، گزينه كه با بررسي گزينه v
u u

y x xyf xyf
x y

 
   

 
2 2   

  
 اگر:  97مثالx y

u
x y





uدر اين صورت  ux y
x y
 


 

  )90(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (x y

(x y)


2  2 (( x y)

x y




2  3 (( x y)

x y





2  4 (x y

(x y)




2  

 : ه به قضيه اويلر، اگر تابعبا توج  »4«گزينه    پاسخu f (x, y) همگن و از مرتبهn داريم باشد، بنابراين:  u u
x y nu ( )

x y

 
 

 
1  

xلذا ابتدا همگني تابع y
u

x y





  دهيم:را مورد بررسي قرار مي 

x y ( x y) x y
f ( x, y) ( ) f (x, y)

x y (x y) x y

      
       

     

1 1
2 2  

nهمگن از مرتبه uين تابعبنابرا  
1
x  ) داريم:1باشد، لذا با جايگذاري در رابطه (مي 2 yu u

x y u ( )
x y x y

 
    

  
1 1
2 2  

  
 اگر: 98مثالxyz

x y


2 zمقدار 2 zx y
x y
 


 

  )90(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ برابر 

z  3 (z  4 ((x)2  ) صفر1 y)z  
 : توان نوشت:طبق قضيه اويلر ميداده شده همگن از مرتبه صفر است، بنابراين  تابع  »1«گزينه   پاسخ  z z

x y z
x y

 
   

 
   

  
 از رابطه: 99مثالxz ( x y)z  2 2 zمقدار 7

x



)در نقطه  , , )2 1   )90(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (
1
2  2 (

1
3  3 (2

3  4 (3
4  

 : ضمني بين يهچون رابط »2«گزينه   پاسخz وx يهبرقرار است، از تعريف مشتق ضمني براي محاسبz

x




  كنيم:استفاده مي 

  x
( , , )

z

fz z z
|

x f xz ( x y) ( )
 

       
    

2
2 11

2 3 1
2 2 4 1 4 3  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

   سوئي گراديان و مشتق جهتي :4درسنامه 
  

 گراديان تابع :1مثال(x,y,z) xy yz   )Mاي با مختصاتدر نقطه 2 , , ) 2 1   كدام است؟  1
1 (i j k    3 2

    2 (i j k    3 2
    3 (i j k    2 2

    4 (i k j    2 2 3
    

 : اگر»  2«گزينه  پاسخ(x , y,z)   گراديان گاهآن بفرم( , , )
x y z
  

 
  

 باشد لذا داريم:مي  

(y , x z , yz) ( , , ) ( , , ) ( , , ) i j k              2 2 2 1 1 1 3 2 2 1 1 3 2
      

 

 تابعدر كدام نقطه يا نقاط، گراديان   :2مثالz Ln(x )
y

 
iبرابر با 1 j

16
9

  است؟  

1( ( , )
1 3
3 )و 4 , )7 3

3 4  2 (( , )
1 3
3 )و 4 , )

7 3
3 )) فقط3  4 , )7 3

3 )) فقط4  4 , )
1 3
3 4  

 :ابتدا توجه كنيد كه » 2«گزينه  پاسخyz ( , )
x x

y y



 
 

2
1

1
1 1

بنابراين براي اين كه گراديان برابر ،i j
16
9

 
  باشد، لازم است: 

x
y

y
yy

x
y

 



         

 

22

1 11

1 16 31 9 416
1 9

  

yبه ازاي 
3
، از معادله4

x
y




1 xشوده مي، نتيج11 


1
y، به ازاي3 


3

xشود، نتيجه مي4 
7
). بنابراين نقاط3 , )1 3

3 )و 4 , )7 3
3   .نقاط موردنظر هستند 4

 

 عمشتق سوئي تاب  : 3مثال(x,y,z) x y z   2 2 )در نقطه 2 , , )3 4 Aدر امتداد بردار 1 i j k  3 2 6
    كدام است؟  

1 (3-  2 (2-  3 (2  4 (3-  
 : ابتدا بردار يكه را براي»  3«گزينه  پاسخA

 كنيم:  محاسبه مي  

                 A i j ku i j k
| A |

 
    

3 2 6 3 2 6
7 7 7 7

               و| A | ( ) ( ) ( )     2 2 23 2 6 49 7
  

)در نقطه گراديان , , )3 4 xi  برابر است با: 1 yj zk ( , , ) i j k        2 2 2 3 4 1 6 8 2
        

u. ( , , ) ( i j k).( i j k)            
3 2 6 18 16 12 143 4 1 6 8 2 27 7 7 7 7 7 7
     سوئي در جهت بردار مشتقA

  
 

 مشتق سوئي تابع :4مثالxyf (x,y) e در نقطه( , )1 و در راستاي 1
 

2
  كدام است؟ 3

1 (e ( )1 32   2 (e ( )
1 32  3 (e ( )1 32  4 (e ( )3 12  

 :منظور از راستاي  »2«گزينه  پاسخ
 

2
u، همان بردار يكه3 (cos ,sin ) ( , )


   

1 3
2 2

 داريم باشد. از طرفيمي:  

xy xyf ( ye , xe ) f (e, e)
( , )

       
1 1

   

u   مقابل خواهد بود: صورتبهبنابراين مشتق سوئي 
eD f f .u (e, e).( , ) ( )

 


      
1 3 1 32 2 2
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد  :5مثالf (x,y,z) xyz y z 2 )Aوقتي از نقطه f، در اين صورت آهنگ تغييرات تابع3 , , )2 1 )Bبه سمت نقطه 1 , , )1 1 حركت  3
  كنيم چقدر است؟مي

1 (17
5  2 (23

5  3 (5-  4 (14
5  

 :منظور از آهنگ تغييرات همان مشتق جهتي تابع  »2«گزينه   پاسخf در نقطهAدر جهت بردار ،AB


ABبردارباشد. ابتدا مي 


آورده و  دسـت بهرا  

ABu  كنيم:آن را يكه مي ( , , )
| AB |


 

3 4
5 5


  بردار يكهAB ( , , ) | AB |      3 4 9 16 5

 
    

f  آوريم:مي دستبه Aرا در نقطه fگراديان تابع (yz , xz y z , xyz y ) f (A) ( , , )      2 2 2 33 2 1 5 5
   

uD  برابر است با: u، در جهت بردار يكهAدر نقطه fبنابراين مشتق جهتي f (A) ( , , ).( , , )   
     

3 4 3 2 231 5 55 5 5 5 5
    

 

 تابع  :6مثال
x y ; (x,y) ( , )f (x,y) | x | | y |

; (x,y) ( , )

 
 

 

2 3
 

  
uدر مبدأ مختصات در جهت بـردار يكـه   fتابع سوئيد. مشتق را در نظر بگيري  i j 

3 4
5 5
  

  چقدر است؟

1 (9
35  2 (9

5   3 (9
  ) وجود ندارد.4    25

 :چون ضابطه»  1«گزينه   پاسخf داريم كنيم، يعنيكند، براي محاسبه مشتق جهتي از تعريف استفاده ميدر مبدأ مختصات تغيير مي:  

u
h h h h

h h

f ( h , h) f ( , ) | h | | h | h h h h
D f ( , ) lim lim lim lim

h h | h | | h | h h
      




   
    

 

2 3

2 2

9 64
25 125

3 4 3 4 9 64 9 64
95 5 5 5 25 125 25 125

3 4 3 4 35
5 5 5 5


   


 

   

 

 بزرگترين مشتق سوئي تابع :7مثالf (x,y,z) x y z 2 3 )در نقطه 4 , , )1 1   كدام است؟ 1
1 (9  2 (29  3 (29  4 (9 29  
  : داريم گراديان است، يعني مقدار بزرگترين مشتق جهتي برابر اندازه بردار » 3«گزينه پاسخ:  

      f f ff i j k xy z i x y z j x y z k
x y z
  

      
  

3 4 2 2 4 2 3 32 3 4
       

f ( , , ) i j k | f | ( ) ( ) ( )         2 2 21 1 1 2 3 4 2 3 4 29
     

 

 مشتق تابع  :8مثالxf (x,y,z)
x y z


 2 2 2

zيبـه معادلـه   C، در امتداد خـط ممـاس بـر منحنـي     t yو 42 t 22،C : x t ي، در نقطـه 

A( , , )1 2   ؟ م استكدا 2

1( 16
243  2 (32

81  3 (32
81  4 (16

243  

 :واضح است كه نقطه  »1«گزينه  پاسخA( , , )1 2 t، به ازاي2 1 روي منحنيC آمده است. ابتدا بردار يكه مماس بر منحني دستبهC  آوريممي دستبهرا:  
r (t) ( , , )r(t) (t , t , t ) r (t) ( , t , t ) ( , , ) u ( , , )

t | r (t) |


       
  

2 4 3 1 4 8 1 4 82 2 1 4 8 1 4 81 9 9 91 16 64

  
  

  آوريم:مي دستبهرا  Aدر نقطه fگراديان تابع
xx y z

x y z xy xzf ( , , ) ( , , )
Ax y z (x y z ) (x y z )

  
     

  
     

22 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2 3 2 2 2 3

2
2 2 2 8 2 2

27 27 272 2

  

uD  برابر است با: uدر امتداد fبنابراين مشتق تابع f f .u ( )( ) ( )( ) ( )( )  
     

8 1 2 4 8 2 16
27 9 27 9 9 27 243
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 فرض كنيم تابع :9مثالf (x,y) در نقطه{a,b} اگر مشتق جهتي ايـن تـابع در نقطـه مـذكور در امتـداد      پذير باشد.مشتقi j
   3برابـر و در  2

iامتداد j3 4
   بردار گاهآنباشد،  5برابرf (a,b)

 كدام است؟    

1 (i j7
 

  2 (i j7
 

  3 (i j  7
 

  4 (i j 


12 2 5 9 2 5
7 7

 
  

 :كنيمفرض مي  »1«گزينه  پاسخf (f , f )  1 2
داريم ، در اين صورت:         AA i j u (i j)

| A |
     

1
2

       

BB i j V ( i j)
| B |

     
13 4 3 45

    
  

f . ( i j) f f
f , f f ( , )

f f
f . ( i j)

                 

1 2
1 2

1 2

1 3 2 62 7 1 7 13 4 251 3 4 55

 


   

 

 تابع :01مثالf (x,y,z) x y yz z  2 )در نقطه fمرتبه دوم سوئيرا در نظر بگيريد. مشتق  2 , , )1 1 iدر جهت بردار 1 j k  2
   چقدر است؟  

1 (1
6
  2 (14

3  3 (14
6  4 (2

3
  

  : مرتبـه اول  سـوئي ابتـدا مشـتق     »3«گزينه پاسخf   را در نقطـه دلخـواهp(x, y, z)  صـورت بـه آوريـم. يكـه شـده بـردار داده شـده      مـي  دسـت بـه 
( , , )u ( , , ) 
 

1 1 2 1 1 2
1 1 4 6 6 6

 :است، بنابراين داريمuD f (p) f .u ( xy, x z , y z).( , , ) ( xy x z y z)         2 21 1 2 12 2 2 2 4
6 6 6 6


   

gدهيمقرار مي ( xy x z y)   21 2 5 2
6

uDكافي است fمرتبه دوم سوئيآوردن مشتق  دستبه، در اين صورت براي  g(p)  آوريم: دستبهرا  

uD g(p) g.u ( y x , x , ). ( , , ) ( y x x ) ( x y )            
1 1 1 12 2 2 2 5 1 1 2 2 2 2 2 1 4 2 126 66 6


    

)كه در نقطه , , )1 1 )برابر سوئيمقدار مشتق  1 )  
1 144 2 126   است. 6

 

 در مورد تابع  :11مثال
x y ; (x,y) ( , )

f (x,y) x y
; (x,y) ( , )




  
 

3 2
6 4  

  

uها(در گزينه ، كدام گزينه درست است؟ 2  (.است  

uدر مبدأ در امتداد بردار يكه fدر مبدأ پيوسته است و مشتق جهتي fبعتا )1 (u ,u ) 1 2
 برابر باu

u

3
1
2
2

  باشد.مي 

uدر مبدأ در امتداد بردار يكه fدر مبدأ پيوسته نيست و مشتق جهتي f) تابع2 (u , u ) 1 2
 برابر باu

u

3
1
2
2

  است. 

)در f) مشتقات جزئي مرتبه اول تابع3 , )  جهتي پيوسته نيستند و مشتقf در مبدأ در امتداد بردار يكهu (u , u ) 1 2
برابر با ،u

u

3
1
2
22

  باشد.مي 

)در f) مشتقات جزئي مرتبه اول تابع4 , )  جهتي پيوسته هستند و مشتقf  در امتداد بردار يكهدر مبدأu (u ,u ) 1 2
برابر با ،u

u

3
1
2
22

  باشد.مي 

  : حد»  2«گزينه پاسخf روي مسيرy mx2   آوريم، در اين صورت داريم:مي دستبه 3

(x,y) ( , ) x x

x y x .mx mx mlim lim lim
x y x m x x ( m ) m  

  
   

3 2 3 3 6

6 4 6 2 6 6 2 21 1   
  

  در مبدأ پيوسته نيست. fوجود ندارد و در نتيجهبنابراين حد 
uرا در مبدأ جهت بردار يكه fمشتق جهتي (u , u ) 1 2

 آوريم:مي دستبه  

u
h h h

h u h u
f (hu ,hu ) f ( , ) h u h u u u

D f ( , ) lim lim lim
h h h u u    

 
  



3 3 2 2
1 2

6 6 4 4 3 2
1 2 1 2 1 2

2 6 4
1 2


  

 
   

uحال اگر 2  ،رابرحد اخير ب گاهآنu
u

3
1
2
2

  خواهد بود.  
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را در مبـدأ   fمرتبـه اول  جزئـي هاي كنيم، بدين منظور مشتقها را نيز بررسي ميجا به اتمام رسيده است ولي براي اطمينان بيشتر ساير گزينهحل در اين
  آوريم.مي دستبه

  
h h

f f (h , ) f ( , )( , ) lim lim
x h h 

  
  

  

        

h h

f f ( , h) f ( , )( , ) lim lim
y h h 

  
  

  

        

f x y (x y ) x .x y x y x y
x (x y ) (x y )
   

 
  

2 2 6 4 5 3 2 2 8 8 2

6 4 2 6 4 2
3 6 3 3  

f x y(x y ) y x y x y x y
y (x y ) (x y )
   

 
  

3 6 4 3 3 2 9 3 5

6 4 2 6 4 2
2 4 2 2  

fباشد پستر يا مساوي ميچون درجه صورت از درجه مخرج كوچك
x



fو
y



  در مبدأ حد ندارند و بنابراين پيوسته نيستند. 
 

 در تابع  :21مثالf (x,y,z) axy byz cz x  2 2 آن در  سـوئي اي انتخاب كـرده باشـيم كـه مـاكزيمم مشـتق      را به گونه cو  bو  aهاي اگر ثابت 3
)نقطه , , )1 2 aحاصل گاهآنباشد  64ها و مقدار آن  zدر جهت محور  1 b c   كدام است؟    

  ـ24) 4  ـ22) 3  24) 2  22) 1
 :دانيم حداكثر مقدار مشتق جهتي در جهت بردار گراديان و مقدار آنمي»  1«گزينه   پاسخ| f |

   است چون حداكثر مشتق در جهت محـورz   هـا و
fاست پس 64اندازه آن  ( , , )  64


  .  

  f (ay cz x , axy bz,by czx ) ( a c, a b, b c) ( , , )         2 2 2 33 2 2 4 3 4 2 2 64


    
a c
a b     c   ,   b   ,  a    a b c
b c

 
           
  

4 3
4 8 24 6 22
2 2 64


   

 

 تابع سوئيهاي مكان هندسي نقاطي كه مجموع مشتق :13مثالf (x,y) x y 2 )هايدر جهت 2 , )1 )و 1 , )1 xبرابر مقـدار تـابع يعنـي    1 y2 2 
  شد، كدام است؟با

1 (x y 2 2 2  2 (y (x )  2 22 2  3 ((x ) y  2 22 2  4 (x (y )  2 22 2  

  : كنيم در اين صورتابتدا بردارهاي داده شده را يكه مي  »2«گزينه پاسخ( , )u ( , ) 


1 1 1 1
1 1 2 2

 و( , )v ( , ) 
 


1 1 1 1
1 1 2 2

  بنابراين مشـتق .

,p(xدر نقطه دلخواه fتابع سوئي y) در جهتu وv :برابر است با  u
x yD f (p) f .u ( x, y).( , ) (x y)      

1 1 2 22 2 2
2 2 2 2


   

v
x yD f (p) f .v ( x, y).( , ) (x y)

      
1 1 2 22 2 2
2 2 2 2


   

x)برابر سوئيهاي بنابراين مجموع مشتق y) (x y) x   2 2 2 xخواهيم برابركه طبق خواسته سؤال مي است2 y2   :داريم باشد، يعني 2
x y x (x ) y     2 2 2 22 2 2 2  

  
 دار تابعمشتق جهت :14مثالf (x,y) x xy y  2 22 3 )در نقطه 5 , )1 Uدر جهت بردار واحد 2

 كه با محورx ؟ درجه بسازد چقدر است 45ها زاويه 
  )78ـ سراسري صنايع ـ سيستم( 

1(2
2  2 (15 2

2  3 (15  4 (19 2
2  

 : 2«گزينه   پاسخ«           f ( x y , x y) f ( , ) ( , )       4 3 3 1 1 2 2 17
 

  

uسـازد، پـس  مي 45ها زاويهx، با محورuچون بردار واحد (cos , sin ) ( , ) 
2 245 45 2 2

    سـوئي . بنـابراين مشـتقf  در نقطـه( , )1 در جهـت   2

uD              برابر است با: uبردار f ( , ) ( , ).( , )  
2 2 15 21 2 2 17 2 2 2
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 مشتق تابع :15مثالz x y xy y  2 2 3   )79(مكانيك ـ سراسري   كند برابر است با:صل مي) و در جهتي كه اين نقطه را به مبدأ و2و  1در نقطه ( 3

1 (5  2 (1
5

  3 (1
5

  4 ( 5  

 : كند) را به مبدأ وصل مي2و  1بردار واحدي كه نقطه (  »4«گزينه   پاسخu ( , ) 


2 1
5 5

 باشد.مي  

f (x, y, z) x y xy y z f ( xy y , x y xy , ) f ( , , )
( , )

              2 2 3 2 3 2 23 2 2 3 3 1 3 1 12 1
 

  

uD f f .u ( , , ).( , , )  
       

2 1 53 1 1 5
5 5 5


    

  
 تابع سوئيمشتق  :16مثالf (x,y,z) xz sinxy 2 در نقطه( , , )

1 iدر جهت بردار 12 j k 2 2
   79ـ سراسري صنايع ـ سيستم(  كدام است؟(  

1 (2-  2 (1-  3 (  4 (1  

 : 2«گزينه   پاسخ«          f (x, y, z) xz sin xy f (z ycos xy, x cos xy, xz) f ( , , )
( , , )

        


2 2 2 1 2
1 12

 
  

uاگر قرار دهيم i j k  2 2
   ،داريم: گاهآن        u (i j k) ( , , )

| u |


   
1 1 2 22 23 3 3 3

   
  

)نقطهدر  fسوئيبنابراين مشتق  , , )
1 uD         برابر است با: uدر جهت بردار 12 f ( , , ).( , , )

   
1 2 21 2 13 3 3

   

  
 اگر :17مثالu دار تابعيكه در جهت ماكزيمم مقدار مشتق جهت بردارyf (x,y) x e )يهدر نقط 2 , )2   باشد، در اين صورت مقـدارu    بـا كـدام

  )80(مكانيك ـ سراسري        عبارت برابر است؟

1 (u i j 
2 3
13 13
   2 (u i j  

1 1
2 2
   3 (u i j 

3 4
5 5
   4 (u i j  

1 3
1 1
 
 

  

 : باشد.جهت موردنظر، جهت بردار گراديان مي  »2«گزينه   پاسخ          y y ff ( xe , x e ) ( , ) u ( , )
( , ) | f |

 
      

 
2 1 12 4 42 2 2

  


  

  

 يهتابع با ضابط :18مثالyf (x,y) t g ( )
x

 )Pيهاز نقط .مفروض است 1 , )1 دادي حركت كنيم تا حـداكثر سـرعت افـزايش بـراي     در سوي چه امت 1
  )80(رياضي ـ سراسري          آيد؟ دستبه fتابع

1(( , )
1 1
2 2

   2 (( , )1 1  3 (( , )
1 1
2 2  4(( , )

1 1
2 2

   

 : جهت  »4و  3و  2«گزينه  پاسخf
داريم باشد، بنابراين، راستاي بيشترين افزايش تابع مي:  

y y xf (x, y) Arctg f ( , ) ( , )
( , )x x y x y

 
   

 2 2 2 2
1 1

1 1 2 2
  

)با توجه به اينكه سه بردار , )1 1،( , )
1 1
2 )و 2 , )1 1

2 2
fهر سه با بردار 

 درست نيست1باشند و فقط گزينه (راستا هستند، بنابراين هر سه صحيح ميهم (!  

  
 صورتبهمعادله ارتفاع يك كوه  :19مثالh(x,y) x xy y  2 32 ها در امتدد شمال است. يك كوهنورد yها در امتداد شرق و محور xاست. محور  2

  )81ـ سراسري  MBA(       ) براي بالا رفتن از كوه به كدام سمت بايد برود؟   1و  2نقطه (در 
  ) شمال4  ) جنوب 3  ) غرب2  ) شرق1

 : 4«گزينه   پاسخ«        h ( x y , x y ) ( , ) ( , )
( , )

      24 2 2 3 1 1 11 2


     

وجه به مفروضات مسـأله در امتـداد شـمال اسـت، پـس بايـد       و چون بردار گراديان با ت كردبراي حداكثر افزايش ارتفاع، بايد در جهت بردار گراديان حركت 
  كوهنورد به سمت شمال حركت كند.
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 گراديان تابع:  20مثالf (x,y) x y 3 )يهدر نقط 2 , )1   )81(معدن ـ سراسري          كدام است؟       2
1 (i j4 3

 
  2 (i j3 12

 
  3 (i j4 12

 
  4 (i j12 4

 
  

 : 4«گزينه   پاسخ«              f (x, y) x y f ( x y , x y) f ( , )
( , )

     


3 2 2 2 33 2 12 41 2
   

  

 تابع  سوئيمشتق  :21مثالf يهبا ضابطf (x,y) y xy x y  4 3 2 )در نقطه 22 , )1 و در جهتi j
  81(آمار ـ سراسري            كدام است؟(  

1 (2  2 (3  3 (3 2  4 (2 3  

 : آوريم.يكه در مي صورتبهابتدا بردار داده شده را   »3«گزينه  پاسخ     u (i j) ( , )  
1 1 1
2 2 2
   

f         :داريم از طرفي ( y xy )i ( y xy x y) j f i j
( , )

        3 2 3 2 22 2 4 6 2 2 41
    


  

uD             توان نوشت:مي بنابراين f ( , ).( , ) 
1 12 4 3 2
2 2

  

  
 اگر :22مثالf (x,y) x y x  2 23 Uدر جهت بردار يكه fدار مشتق جهت گاهآن 4

 كه با جهت مثبت محورxها زاويه
    ؟سازد كدام استمي 6

  )82كامپيوتر ـ سراسري علوم (    
1 (x y3 2 3  2 (x y 3 3 2 3  3 (x y 3 3 4  4 (x y 3 3 2 3  

 : بردار يكه كه با جهت مثبت محور  »4«گزينه  پاسخxها زاويه
u صورت مقابل است:سازد بهمي 6 (cos ,sin ) ( , ) 

 
3 1

6 6 2 2
  

f (x, y) x y x f ( x , y)      2 23 4 6 4 2
  

uD f f .u ( x , y).( , ) x y       
3 16 4 2 3 3 2 32 2


   

  

 دارمشتق جهت :23مثالxf (x,y) e tgy x y  )در نقطه 22 , )4 در جهتi j
  :عبارت است از      )MBA  82ـ سراسري(  

1 ( 2  2 (2  3 (
2

2  4 (2
2  

 : 3«گزينه   پاسخ  «                  x xf (e tgy xy , e ( tg y) x ) ( , )
( , )

     2 24 1 2 1 2
4




  

uD f f .u ( , ).( , ) 
   

1 1 11 2
2 2 2


   

  
 اگر :24مثالx yf (x,y,z) z xe  2 )ر نقطهد grad fاندازه تصوير بردار  3 , , )1 3 Aبر روي بردار 1 i j  

  83(مكانيك ـ سراسري     كدام است؟(  

1 (5
2

  2 (2 2  3 (2
2  4 (3  

 : 1«گزينه  پاسخ«     x y x y x yf ( e xe , xe , z) ( , , )
( , , )

        


3 3 33 2 4 1 21 3 1
  

| f .A |
| A |
 

  


4 1 5
1 1 2


 اندازه تصوير  

  
 تابع سوئيبيشترين مقدار مشتق   :25مثالf (x,y,z) x y z  2 2 )در نقطه 3 , , )3 3   )83ـ سراسري  MBA(      چقدر است؟ 2

1 (4  2 (6  3 (9  4 (12  

 : ار سوئي برابر اندازه بردار گراديان است.بيشترين مقد  »3«گزينه   پاسخ  f ( x, y, ) ( , , ) | f |
( , , )

      


2 2 3 6 6 3 93 3 2
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 گراديان تـابع عكـس فاصـله از مبـدأ در فضـاي سـه بعـدي يعنـي         :26مثال
r

  
 

1   يـك از بردارهـاي زيـر اسـت؟ (توجـه شـود       برابـر كـدام

rكه xi yj zk  
  (    

   )83(علوم دريايي ـ آزاد 
1 (r

r3


   2 (r

r2


   3 (r

r
 2


   4 (r

r
 3


  

 : دانيم كه اگرمي » 4«گزينه  پاسخw f (r)كه ،r (x, y,z)
 وr | r | x y z   2 2 2 گاهآنrf (r) f (r).

r
 

  . 

r  بنابراين داريم: r( ) .
r rr r


   2 3

1 1    

  

 تابع  :27مثالf يهبا ضابط
sin xy ; (x,y) ( , )

f (x,y) x y
; (x,y) ( , )

  
 

2 2  

  
  )84اسري كامپيوتر ـ سرعلوم (            كند؟هاي زير صدق ميدر كداميك از گزاره 

1 (f در( , )  .2  پيوسته است (f در( , )  پذير است.مشتق  
3 (f در( , )   4  باشد.در هر جهت مي سوئيداراي مشتق (f در( , )   باشد.نميمرتبه اول بوده ولي پيوسته  جزئيداراي مشتقات 

 : دهيمابتدا نشان مي » 4«گزينه  پاسخ f در( , )  .حد ندارد  
y mx

(x,y) ( , ) x x

sin(xy) sin(mx ) mx mlim lim lim
x y x m x x m x m   


  

 
   

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 21
ÁpnH´À

  

)وابسته است، پس حد وجود ندارد. حال به بررسي وجود مشتقات جزئي در mچون مقدار حد به , )  يم.زپردامي  
    y

y y

f ( , y) f ( , )f ( , ) lim lim
y y 

 
  

 

      


xو            
x x

f (x, ) f ( , )f ( , ) lim lim
x x 

 
  

 

      


  

  
 دار تابعمشتق جهت :28مثالf (x,y) x xy y  2 22 3   ؟بسازد چقدر است 45ها زاويهxكه با محور  u) در جهت بردار واحد1و  2در نقطه ( 5

  )84(عمران ـ آزاد           

1 (15 2
2  2 (2

2  3 (15  4 (19 2
2  

 : 1«گزينه  پاسخ«    f ( x y , x y) ( , )
( , )

      4 3 3 1 2 171 2


  

uموردنظر يكه بردار (cos ,sin ) 
 4 4
 داريم باشد، بنابراينمي:  uD f f .u ( , ).( , )    

2 2 15 22 17 2 2 2


   

  
 تابع :29مثالf با ضابطهf (x,y) x x y y   3 2 2   )85(مكانيك ـ سراسري     ) در امتداد كدام بردار نزولي است؟- 1و  1در نقطه ( 1

1 (i j 
   2 (i j

   3 (i j 2
   4 (i j4

   

 : 2«گزينه   پاسخ«               f (x, y) x x y y f ( x xy , x y) ( , )
( , )

        


3 2 2 2 21 3 2 2 1 31 1
  

u  ) اين خاصيت را دارد.2، گزينه (هادر جهت بردار موردنظر بايد منفي باشد و با توجه به گزينه fمشتق سوئي تابع
( , )D f ( , ). 

   
1 11 3 2

2
   

  
 يهدر نقط :30مثال(e, yfتابع سوئيدر چه  1( (x,y) x 85(آمار ـ سراسري   بيشترين افزايش را دارد؟(  

1(( e, ) 1  2 (( ,e)1  3 ((e, )1  4 ((e, )1  

  : باشد.جهت بيشترين افزايش، جهت بردار گراديان مي » 2«گزينه   پاسخ                y y yf (x, y) x f (yx , x Lnx) ( ,e)
(e , )

   1 11
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مشتق سوئي تابع:  31مثال
x ; (x,y) ( , )

x yf (x,y)
; (x,y) ( , )

   
 

 

  
)در نقطه  , )  85(رياضي ـ سراسري   در كدام جهت موجود است؟(  

i) در جهت بردار1 j
 

i) در جهت بردار2   j
 

i) در جهت بردار3  


j) در جهت بردار4  


  
 : به طور كلي مشتق سوئي تابع » 4«گزينه  پاسخf در نقطه دلخواهP( , )  در راستاي بردار دلخواه يكهv (v , v ) 1 2

  آيدمي دستبهاز فرمول زير:  

v
t t t

tv
f ( tv , tv ) f ( , ) tv tv v

D f lim lim lim
t t (v v )t    

   
  



1
1 2 1 2 1

1 2


  

     

vفوق موجود باشد، لازم است براي اينكه حد 1  بنابراين بردار يكهباشد ،v صورتبهv ( , ) 1 .خواهد بود  
  

 اگر مشتق سوئي تابع :32مثالf (x,y,z) x yz 2 )pدر 2 , , )1 1   )85(معدن ـ سراسري كدام است؟ uاين بردار گاهآنصفر باشد،  uدر جهت يك بردار 1
1 (i k

 
   2 (i j

 
  3 (i j k 

  
  4 (i j k 

  
  

 : 2«گزينه   پاسخ«         f ( x , z , y) ( , , )
( , , )

      2 2 2 2 2 21 1 1
  

fرا بايد طوري انتخاب كنيم كه uبردار .u 
   صحيح است.2ها، گزينه (باشد، كه با توجه به گزينه (  

  

 اگر :33مثال
xy ; (x,y) ( , )

f (x,y) x y
; (x,y) ( , )

 
 
 

4 4  

  

  )86(رياضي ـ سراسري   در مبدأ در كدام جهت موجود است؟ fسوئيمشتق  

1( i
  2( i j

2 2
2 2
 

  3( i j
2 2

2 2
 

  4( i j
3 1

2 2
 

  

 : جهتي) را در راستاي يكهمشتق سوئي (  »1«گزينه   پاسخu (u ,u ) 1 2
 آوريم.مي دستبه    

u
h h

f (hu , hu ) f ( , ) u u
D f ( , ) lim lim

h h u u  


 



1 2 1 2
4 4
1 2


 

 
   

uحد فوق فقط وقتي موجود است كه 1  ياu 2  فقط در راستاي ،باشد يعنيi وj .حد فوق وجود دارد  
  

 رات تابعيميزان تغي :34مثالyf (x,y) e sinx ,در نقطه 4 
 
 6   86(نفت ـ سراسري   در چه جهتي ماكزيمم است؟(   

1 (i j
1 3
2 2
 

   2 (i j
3 1

2 2
 

   3 (i j
1 3
2 2
 

   4(i j
3 22
 

   

 : دانيم جهت حداكثر افزايش تابعمي  »4«گزينه   پاسخf .هم جهت با گراديان است  y yf (e cos x, e sin x) ( , )    4 4 34 22


   

  
 مشتق جهتي (سوئي) تابع :35مثالyf (x,y,z) xtg

z
 ,در نقطه 1 )1 در جهت بردار1و ،(u i j k  2   )87(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (1  2 (3
2  3 (2

3  4 (1
3  

 : ي به محاسبهنياز  »4«گزينه  پاسخf f,
z x
 
 

  . ثيري ندارندت و در محاسبه مقدار مشتق سوئي تأبرابر صفر اسها آن نقطه داده شده مقادير نيست، زيرا در 

( , , )

f fzx yy y( )
z

 
   

  2 1 1

1
1

1 
  

uu ( , , ) D f f .u
    

2 1 2 1
3 3 3 3


   يكه شدهu i j k   2 2
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 تابع سوئيمشتق : 36مثالw f(x,y) در نقطهP ( , )1 2 به طرفP ( , )1 2 2برابر 3 Pبه طرف Pو در سوي 2 ( , )2 1   باشد مقدارمي -3برابرdw
ds

 
   )87سراسري  ـ هاي كشاورزي(مكانيك ماشين  به طرف مبدأ كدام است؟  Pدر سوي
1 (

7
5

   2 (
2
5

   3 (
3
5

   4 (
4
5

  

 : جهت  »1«زينه گ  پاسخP P1


Pو جهتuرا  P2
 راv ناميم، در اين صورت داريم:مي  

P P
P P ( , )    v ( , )

| P P |
     2

2
2

2 1





     وP P

P P ( , )   u ( , )
| P P |

   1
1

1

11 1 1 1
2







    

uDبنابراين f  2 2 وvD f  3  .  

P  صورت مقابل است:كند بهرا به مبدأ وصل مي Pتوجه كنيد كه جهتي كه O ( , )s ( , )
| P O |

   
  


1 2 1 2
1 4 5 5






   

fحال به محاسبه (P ) 
 كنيمپردازيم. فرض ميميf (P ) ( , )   

ريم:، در اين صورت دا  

u

v

BD f (P ) f .u
, f (P ) ( , )

D f (P ) f .v

            
      

2 2
2 2 3 1 1 3

3

 


 

  
 

  

dwبنابراين
ds

dw  برابر است با:  f (P ).s ( , ).( , )
ds

  
   

1 2 71 3
5 5 5

   

  
 اندازه بردار گراديان براي تابع :37مثالyf (x,y) x e )در نقطه 2 , )2   )88ـ سراسري  AMB(  ، كدام است؟1

1(
e
2  2(

e
4  3(

e
2 2  4(

e
4 2  

 : 4«گزينه   پاسخ«  y y y
( , )f (x, y) x e f ( xe , x e ) ( , ) | f |

e e ee e
   

          2 2
2 1 2 2

4 4 16 16 4 22
 

  

  
 نرخ تغيير تابع :38مثالyf (x,y) xe در نقطهP( , )2  و در سوي ازP بهQ( , )5   )88ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟  4

1 (2
5  2 (11

5  3 (5
11  4  (7

8  

 : تابع سوئيمنظور از نرخ تغيير همان مشتق   »2«گزينه   پاسخf در راستاي بردارPQ


  است. 

f u       
3 4 111 25 5 5

  سوئيمشتق
y y yf (x, y) xe f (e ,xe ) f ( , )

P( , )

PQPQ ( , ) u ( , )
| PQ |


     

 
    

1 22
3 43 4 5 5

 


  ¾§Ä nHjoM
  

  
 تابع سوئيمشتق :  39مثالyz x y

x
  2 در نقطه( , )1 iدر امتداد بردار 3 j3   )88(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 4

1(2  2(1  3( 1  4( 2  
 : 2«گزينه   پاسخ«    

u

y yf (x, y) x y f ( x , ) ( , )
( , )x xx D f f .u ( , ).( , )

v i jv i j u i j
| v |


                 

         

2
2

12 1 1 21 3 3 4 3 81 2 15 5 5 53 4 3 43 4 5 59 16
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع سوئيمشتق : 40مثالyxz
y x

 
2

)در نقطه   , )1 iدر امتداد بردار 1 j 3 4
  88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

1( 
4
5  2( 2

5  3( 3
5  4( 6

5  

 : براي محاسبه مشتق سوئي لازم است گراديان تابع را در بردار يكه ضرب داخلي كنيم.  »3«گزينه  پاسخ  
y yx x xf (x, y) f ( , ) ( , )

( , )y x y x yx y
 

       


2 2

2 2
2 1 331 1 22

  

u  حال لازم است بردار داده شده را يكه كنيم:
i ju ( , ) D f ( , ).( , )    

     


3 4 3 4 3 3 4 335 5 2 5 5 59 16


 
  يكه 

  
 پذيري با فرض مشتق:  41مثالf در نقطه(x ,y )  بردارf (x ,y )  

  88(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   بر كدام عمود است؟(  
f) منحني1 (x, y) f (x , y )   در صفحهz     2سطح (z f (x, y) در نقطه(x , y ,z )    
z) سطح3 f (x , y )   در نقطه(x , y ,z )     4 منحني (f (x, y) f (x , y )   در صفحهz f (x , y )    
 : منحني تراز » 1«گزينه  پاسخf در صفحهz   كه از نقطهp(x , y )  كند يعنيعبور ميf (x, y) f (x , y )    گيـريم. بـا تعريـف    را در نظر مـي

g(x, y) f (x, y) f (x , y )    بردارx yg(p) (f (p), f (p)) f (p)   
   در نقطهp ر آن عمود است. ب  

  
 در چه جهتي تابع :42مثالx yf (x,y)  

2 2

2 )در نقطه 2 , )1   )89برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  بيشترين كاهش را دارد؟ 1

1(( , )
1 11
2

  2(( , )
1 1 1
2

  3(( , )1 11
2

  4(( , ) 
1 1 1
2

  

  
 : داريم بنابراين دانيم تابع در جهت بردار گراديان بيشترين افزايش و در جهت عكس گراديان بيشترين كاهش را دارد،مي  »4«گزينه   پاسخ:  

  x yf (x, y) f (x, y) f ( , ) ( , )       
2 2

1 1 1 12 2
   

)در جهت fپس تابع , )1 )بيشترين افـزايش و در جهـت   1 , ) 1 )بيشـترين كـاهش را دارد كـه اگـر جهـت      1 , ) 1 صـورت  بـه را يكـه (واحـد) كنـيم     1
( , ) 

1 1 1
2

    آيد.در مي 
  

 عتاب سوئيمشتق :  43مثالz x y x y  2 2 )در نقطه 23 , )2 iدر امتداد بردار 2 j3 4
  89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (/4 7  2 (/5 2  3 (/6 8  4 (5/6-  
 : اگريادآوري:   »4«گزينه  پاسخu گاهآنباشد  يك بردار يكهuD f f (p).u 

  داريم: در اينجا  

  x yz ( xy , x )
x y x y

   
 

2
2 2 2 2

32
3 3

  

i ju i j
| i j |


  


3 4 3 4

5 53 4

      وz ( , ) ( , ) ( , )        
2 6 15 52 2 8 4 2 216 16

  

uf ( , ) ( , ).( , ) /        
15 5 3 4 132 2 6 52 2 5 5 2

  

  
 مشتق تابع :44مثالyu x z

z
 

)در نقطه  22 , , )3 2 )در امتداد بردار  1 , , )2 1   )90ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ 2
1 (6  2 (5  3 (4  4 (3  

 : 1«گزينه   پاسخ«    yp ( , , ) ,u(x, y,z) x z , v ( , , )
z

    
223 2 1 2 1 2  

v   آوريم.مي دستبهvرا در امتداد بردار pدر نقطه uمشتق تابع
vD u(p) u(p).

| v |
 


  

y  كنيم، بنابراين:  را محاسبه مي vو بردار يكه uگراديان تابع y vu xzi j (x )k u(p) i j k , ( , , )
z | v |z

          
22
2

2 12 6 4 5 2 1 23

      
  

vD   كنيم.آمده را در رابطه فوق جايگذاري مي دستبهمقادير  u(p) ( i j k) ( i j k) ( )          
1 1 186 4 5 2 2 12 4 1 63 3 3
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 اگر:  45مثالr xi yj zk  
  وp | r |

باشد، با فرض موجود بودنdff (p)
dp

 گراديان ،f (p) 90(عمران ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (f (p) r
p
   2 (f (p) r

p


2
  3 (f (p)r   4( pf (p)r   

 : دانيم اگرمي  »1«گزينه   پاسخw f (r) كهr (x, y,z)
 وr x y z  2 2 fگاهآن 2 (r) .w r

r


 
 .  

  
 مشتق جهتي  :46مثالf (x,y,z) x y sin(y )cos(y ) z  2 5 5 5 )در نقطه  32 , , )1 2  در جهت بردار( , , ) 1 1 1

3 3   كدام است؟ 3
  )90ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(

1 (
311 3  2 (

31 3  3 (38 3  4 (313 3  

 : بردار  »2«گزينه   پاسخu ( , , ) 


1 1 1
3 3 3

 يكه است، بردارf
 را در نقطهP( , , )1 2 آوريم.دست ميبه  

f f ff ( , , ) ( x , y sin y cos y y cos y y sin y , z ) f ( , , ) ( , , )
x y z
  

        
  

4 5 5 9 2 5 9 2 5 22 1 1 1 3 1 2 2 12
 

      

uD  در جهت داده شده برابر است با: fبنابراين مشتق جهتي f ( , , ).( , , ) 
     

1 1 1 1 1 32 12 33 3 3 3
    

fتوجه كنيد كه نيازي به محاسبهتوضيح: 
y



)Pالا نبود، زيرا در نقطهو انجام محاسبات طولاني در ب  , , )1 1مقدار ،y      برابر صفر اسـت و بـه علـت وجـود

y5،f
y



  برابر صفر است. 
  

 مشتق تابع :47مثالz x y xy  2 2 )در نقطه 2 , )1 iدر امتداد بردار 2 j
  90(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (4 2  2 (2 2  3 (2 2  4 (4 2  
  

 : ابتدا بردار  »1«گزينه   پاسخi j
 

uكنيمرا يكه مي  (i j) 
1
2
 

)را در نقطه f، حال بردار گراديان , )1   آوريم:مي دستبه 2

f ( x y , y x) f ( , )
( , )

       


2 2 2 2 2 61 2
   

uD  بنابراين مشتق جهتي برابر است با: f f .u ( , ).( , )  
        

1 1 2 6 82 6 4 2
2 2 2 2 2
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متغيره توابع چند:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  كاربردهاي ديگر گراديان :5درسنامه 
 

 يهمعادله صفحه مماس بر كر :1مثالx y z  2 2 2 )Aيهدر نقط 14 , , )1 2   واقع بر كره كدام است؟ 3
1 (x y z  2 3 14  2 (x y z   6  3 (x y z  3 2 1   4 (x y z   9  
 :دانيم گراديان رويه همان بردار نرمال صفحه ممـاس  براي نوشتن معادله يك صفحه لازم است بردار نرمال صفحه مشخص باشد، مي»  1«گزينه  پاسخ

fدهيمآوريم. قرار مي دستبهيان را داست. پس لازم است بردار گرا (x, y,z) x y z    2 2 2 14  داريم تدر اين صور:  
f ( , , ) ( , , )  1 2 3 2 4 6
  بردار نرمال صفحه مماس در نقطهx , y , zf ( x, y, z) A    1 2 32 2 2

  
x)  است: مقابل صورتبهپس معادله صفحه موردنظر  ) (y ) (z ) x y z         2 1 4 2 6 3 2 3 14  

 

 بردار يكه عمود بر سطح :2مثالxy z 2 3 )Aطهدر نق 8 , , )2 2   كدام است؟ 1

1(( , , )1 2 3 1
14

   2(( , , )
1 4 2 1
21

   3(( , , )
1 1 2 6
41

  4(( , , )
1 4 1 4
33

   

 :را  آورده و سـپس آن  دستبهن سطح داده شده را دانيم بردار گراديان يك رويه، بر رويه عمود است. پس كافي است بردار گراديامي» 3«گزينه  پاسخ
fدهيميكه (واحد) كنيم. بدين منظور قرار مي (x, y,z) xy z  2 3 8  داريم در اين صورت:  

f (y z , xyz , xy z ) f ( , , ) ( , , ) ( , , )        2 3 3 2 22 3 2 2 1 4 8 24 4 1 2 6
    

)توجه كنيد كه بردار , , )1 2   را يكه كنيم: كافي است آن هم جهت با گراديان است و بنابراين بر رويه عمود است، 6
f ( , , )u ( , , )

| f | ( )

 
   

   2 2 2
1 2 6 1 1 2 6

411 2 6


   

 

 معادله خط قائم بر رويه :3مثالzx Arctgy e  2 )Pدر نقطه 1 , ,Ln )2 3 كدام است؟  
1(x y , y z Ln   2 3  2(x y , y z  2 4 4  3(x y , y z Ln   4 2 3 3 4(x y , y z Ln   2 2 3  
 :دانيم كه بردار گراديان بر رويه عمود است و در نتيجه همان بردار هادي خط قائم بر رويه است. مي» 3«گزينه  پاسخ  

zfدهيمقرار مي (x, y,z) x Arc tan y e    2 1  داريم در اين صورت:  zf ( x, , e ) f ( , ,Ln ) ( , , )
y

      
 2
12 2 3 4 1 3

1
 

  

x  مقابل است: صورتبهه خط قائم پس معادل y z Ln x y , y z Ln 
      


2 3 4 2 3 34 1 3  

 

 معادله صفحه مماس بر سطح به معادله :4مثالx y xz  2 2 2 )در نقطه 2 , , )1 1 كدام است؟  
1 (x y z  2 3  2 (x y z   3  3 (x z 3 2 5  4 (x z 2 3 5  
 :دهيمقرار مي  »3«گزينه  پاسخf (x, y,z) x y xz    2 2 2 2  باشدمقابل مي صورتبهموردنظر) ي هدر اين صورت بردار گراديان (بردار نرمال صفح:  

  f ( x z , y, xz) f ( , , ) ( , , )    22 2 2 1 1 3 2
 

   
x)  مقابل خواهد بود: صورتبهمماس ي هفحصي هو در نتيجه معادل ) (z ) x z      3 1 2 1 3 2 5  

 

 اگر :5مثالf (x,y,z) Ln x y z  2 2 nو 2
 كرهبردار قائم بر نيمz x y  2 nدر امتداد بردار fتابع سوئيباشد، مشتق  216

 چقدر است؟    

1( 1
2  2( 1

4  3( 2  4( 4  

 :معادله رويه  »2«گزينه  پاسخz x y G(x, y,z) x y z        2 2 2 2 216 16   
G ( x , y , z) x y zn ( , , )

| G | x y z


  

  2 2 2
2 2 2

4 4 44 4 4


   

x y zf (x, y,z) Ln(x y z ) f ( , , )
x y z x y z x y z

    
     

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
2  

x  :بنابراين داريم y zf .n
(x y z ) (x y z ) (x y z )

     
     

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1
44 4 4

   مشتق سوئي  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 صفحه مماس بر رويه  :6مثالxyz a دهند، حجـم ايـن   ، در هر نقطه دلخواه از آن، همراه با صفحات مختصات تشكيل يك چهار وجهي (هرم) مي3
a)چهار وجهي چقدر است؟ )   

1 (a316
3  2 (a38

3  3 (a39
2  4 (a34  

 :چون در صورت سؤال گفته شده در هر نقطه دلخواه رويه اين موضوع برقرار است، نقطه دلخواه را  »3«گزينه   پاسخP(a,a,a) گيريم كه در نظر مي

f  آوريم:دست ميكند و معادله صفحه مماس را در اين نقطه بهدر معادله رويه صدق مي xyz a f (yz , xz , xy) (a ,a ,a )
P

      3 2 2 2
  

a)بــرـدار نرمــاـل صــفـحه ممــاـس ,a ,a )2 2 )يــاـ بــهـ طــوـر معــاـدل 2 , , )1 1 x)صــوـرتاســـت، بنــاـبراين معادلــهـ صــفـحه بــهـ  1 a) (y a) (z a)     1 1 1   
xيعني y z a   اـت را بـه ترتيـب در   ، 3 )Aاين صفحه محورهاي مختص a , , )3  ،B( , a , )3  وC( , , a)3    اـبراين حجـم مـوردنظر برابـر     قطـع مـي  كنـد و بن
aa a a   

31 93 3 36 xحجم محدود مابين صفحه كنيم كهيادآوري مي. است 2 y z
a b c
  1 و صفحات مختصات برابر| abc |1

  است. 6
  

 صفحه قائم بر منحني فضايي :7مثالx y y z  2 23 xzو 2 x y 22 )Aنقطهدر  3 , , )1 1   كدام است؟ 1
1 (x y z  6 4 3 5  2 (x y z  6 8 2   3 (x y z   3 8 2 3  4 (x y z   3 16 2 11  
 :دهيم:قرار مي»  4«گزينه  پاسخ  g(x, y,z) xz x y , f (x, y,z) x y y z       2 2 22 3 3 2   

fدر اين صورت بردار نرمال صفحه قائم برابر g 
  .است  f ( xy , x yz , y ) f ( , , ) ( , , )      2 26 3 2 1 1 1 6 1 1

   
g ( z xy , x , x) g( , , ) ( , , )       22 2 2 1 1 1 4 1 2
   

i j k
N f g i j k        


6 1 1 3 16 2

4 1 2

  
     بردار نرمال صفحه قائم  

x)  روبرو است: صورتبهبنابراين معادله صفحه قائم  ) (y ) (z ) x y z          3 1 16 1 2 1 3 16 2 11  
 

 رويهبر فصل مشترك دو  بردار مماس  :8مثالx yz e  xLnzو 2 y Lnx  2 )Pدر نقطه 4 , , )1 2   كدام است؟ 1
1 (i j k 3 7

  
  2 (i j k 3 7

  
  3 (i j k 5 9

  
  4 (i j k 5 9

  
  

 :دهيمقرار مي»  1«گزينه   پاسخx yf e z  2  وg xLnz y Lnx     2  ، در اين صورت بـردار ممـاس بـر فصـل مشـترك دو رويـه      4

f g 
  .خواهد بود  

x y x y i j kf ( e , e , ) f ( , , ) ( , , )
f g i j kxg (Lnz , y , ) g( , , ) ( , , )

x z

                
      

2 22 1 1 2 1 2 1 1
2 1 1 3 71 2 1 2 1 1 4 1 1 4 1

   
   

   

  
 خط  :9مثالD يمماس بر فصل مشترك دو رويهx y z  2 2 23 xو 3 y z  2 2 )pيدر نقطه 1 , , ) 1 1  Sيي صفحهاست. معادلهمماس  1

)Aيكه از نقطه , , )2 3   است، كدام است؟  عمود Dكند و برعبور مي 4
1( x y z   2 4 17   2 (x y z   4 17   3 (x y z   9   4 (x y z    4 15   
 :دهيمقرار مي  »2«گزينه  پاسخf x y z     2 2 23 gو 3 x y z     2 2 2 fبردار Dدار هادي خط. در اين صورت بر1 g 

  باشدمي.  

f ( x , y , z) ( , , ) i j k
p

f g ( , , )
g ( x , y , ) ( , , )

p


    
        
    

6 2 2 6 2 2
6 2 2 2 2 8
2 2 12 2 1 2 2 1

   
 


    

)عمود است، پس بردار Dچون صفحه موردنظر به خط , , ) 2 2   زير است: صورتبه Sد بود و معادلهخواه S، بردار نرمال صفحه8
(x ) (y ) (z ) x y z          2 2 2 3 8 4 4 17  
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متغيره توابع چند:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 هايزاويه بين رويه :10مثالxyz  xو 2 z y  2 2 2 )Aدر نقطه 4 , , )1 1   چقدر است؟ 2

1(   2(Arccos 6
9   3(Arccos 3

4  4(Arccos 2
6   

 :دهيمابتدا قرار مي»  2«گزينه  پاسخf (x, y,z) xyz  2  وg(x, y,z) x z y    2 2 2 4  داريم در اين صورت:  
f (yz, xz, xy) f ( , , ) ( , , )    1 1 2 2 2 1
   

g ( x , y, z) g( , , ) ( , , )      2 2 2 1 1 2 2 2 4
   

  :داريم زاويه بين دو رويه برابر زاويه بين بردارهاي گراديان است، بنابراين
f . g ( )cos Arccos

| f || g |
       

       
      

2 2 2 2 1 4 4 6 6
9 94 4 1 4 4 16 3 24

 
   

 

 ري ازبه ازاي چه مقادي :11مثالa ادلاتدو رويه به معx y z  2 2 2 axو 6 y z  2 2 2  هدر نقطP( , , )1 2   متعامد هستند؟ 1
1 (3-  2 (4  3 (3  4 (4-  
 : اگر  »1«گزينه  پاسخf (x, y,z) x y z    2 2 2 6  وg(x, y,z) ax y z  2 2 f  :گاهآن 2 ( x, y, z) f ( , , ) ( , , )   2 2 2 1 2 1 2 4 2

   
g ( ax, y, z) g( , , ) ( a, , )     2 2 2 1 2 1 2 4 2
   

آمـده بـرهم عمـود باشـند يعنـي       دستبهاست، پس لازم است بردارهاي گراديان ها آن ه بين دو رويه برابر زاويه بين بردارهاي گراديانيوبه اينكه زاتوجه با 
f . g  
 

داريم ، در نتيجه:  a ( ) a         2 2 4 4 2 2 3  
   

 مماس بر سطح معادله صفحه :12مثالx y2 )در نقطه 12 , , )6 3   )78(مكانيك ـ سراسري        كدام است؟  1
1 (y z  2  2 (x z  5  3 (x y  3  4 (x y z   4  
 :باشد، بنابراين داريم:بردار گراديان، بردار نرمال صفحه مماس مي  »3«گزينه  پاسخ  

  f (x, y, z) x y f ( x , , ) ( , , )
( , , )

       2 12 2 12 12 126 3 1


    

(x ) (y ) (z ) x y          12 6 12 3 1 3    
   

 معادله صفحه مماس بر سطح به معادله :13مثالx xy y z  2 23 2 )در نقطه 2 , , )1 1   )78ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    ام است؟كد 1
1 (x y z   3 4 2 1   2 (x y z   3 4 5 2   3 (x y z   4 3 5 2   4 (x y z   4 3 2 1   
 :صورتبهابتدا معادله رويه را   باشد.ها صحيح نميكدام از گزينههيچ  پاسخf x xy y z    2 23 2 2  داريم نويسيم، در اين صورتمي:  

f ( x y , x y , ) f ( , , )
( , , )

        6 4 2 7 3 21 1 1
   

x)      است: روبروصورت دله صفحه موردنظر بهبنابراين معا ) (y ) (z ) x y z         7 1 3 1 2 1 7 3 2 2  

  
 خط مماس بر منحنيي همعادل :14مثالy x

z y

 


 

2

2 16
)در نقطه  , , )4 16  78اي ـ سراسري (هسته          كدام است؟(  

1 (x y
z


 

4


  2 (x
y


 

4
16  3 (y x

z
 

 

12


  4 (x y
z
 

 

2


  

 :باشد.مال دو رويه ميضرب خارجي بردار نربردار هادي خط مماس برابر حاصل  »2«گزينه   پاسخ  

f (x, y, z) y x f ( x , , ) ( , , ) i j k
( , , )

u f f ( , , )
f (x, y, z) z y f ( , , z) ( , , )

( , , )


       

        
       

2
1 1

1 2
2

2 2

2 1 8 14 16
8 1 8

116 1 2 14 16

   
  

     


    


  

xبنابراين معادله خط مماس y z  
 


4 16

8


 
xطور معادليا به 

y


 

4
   خواهد بود. 16
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 يهمماس بر رويي هبردار عمود بر صفح :15مثالy zx   
2 22 34 )يهدر نقط 9 , , )1 2   )80(كامپيوتر ـ سراسري       . ……………برابر است با  3

1 (( , , )2 42 3 3  2 (( , , )2 1 2  3 (( , , )22 1 3  4 (! !5 5  

 :3«گزينه   پاسخ«                  y z y zf (x, y, z) x f ( x, , ) N f ( , , )
( , , )

          
2 22 2 23 2 2 11 2 34 9 2 9 3

    

   
 معادله صفحه مماس بر سطح به معادله :16مثالx y z

  
2 2 2

14 4 )در نقطه 9 , , )3  80ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    گذرد؟ديگر ميي هاز كدام نقط(  

1 (( , , )3 1 2  2 (( , , )3 1  3 (( , , )3 3   4 (( , , )1 3 3  

 :4«گزينه  پاسخ «   x y z x y zf (x, y, z) f ( , , ) ( , , )
( , , )

        
2 2 2 2 21 34 4 9 2 2 9 3


  

 
  

)ت كه از نقطهاس روبرو صورتبهبنابراين معادله صفحه موردنظر  , , )1 3 z)  كند.عبور مي 3 ) z   
2 3 33     

  
 يهخط قائم بر سطح به معادلي همعادل :17مثالyx Arctg( z) e  23 2 )در نقطه 1 ,Ln , )1 2  80(رياضي ـ سراسري         كدام است؟(  

1(z (x ) , z y Ln   3 1 2   2 (z (x ) , z y   1 2  3 (z x , z y Ln   3 3 2 2  4 (ex y Ln , z x   12   

 :1«گزينه   پاسخ«                 y yf (x, y, z) x Arctg( z) e f ( x, e , ) ( , , )
( , Ln , )z

         


2
2

23 2 1 6 6 2 21 21 4





  

z  بنابراين معادله خط قائم عبارتست از: xx y Ln z
z y Ln

  
      

3 11 2
26 2 2  

   

 يهصفحه مماس بر مخروط به معادلي همعادل :18مثالx y z 
2 2 2

4 )يهدر نقط 9 , , )3 52 2   )80(رياضي ـ سراسري         برابر است با: 2

1(x y z 3 3 5   2 (x y z  3 5 4  3 (x y z  3 5 5  4(x y z  3 3 5 3   

 :1«گزينه  پاسخ  «                 x y x yf (x, y, z) z f ( , , z) ( , , )
( , , )

       
2 2

2 2 12 1 53 54 9 2 9 32 2 2

  

x)        است: روبرو صورتبهبنابراين معادله صفحه موردنظر  ) (y ) (z ) x y z         
1 3 5 12 5 53 2 2 3   

  
 اي را كه در نقطهصفحه :19مثالP ( , , )1 2 5 بر سطحz x y 2   )81(مكانيك ـ آزاد               د.       آوري دستبهمماس است  2

1 (x y z  2 4 5  2 (x y z  2 4 5  3 (x y z /  2 2 2 4 5  4 (x y z  2 2  

 :1«گزينه  پاسخ«       f (x, y, z) x y z f ( x, y, ) ( , , )
( , , )

         


2 2 2 2 1 2 4 11 2 5


  

(x ) (y ) (z ) x y z          2 1 4 2 1 5 2 4 5  
   

 معادله صفحه مماس بر سطح :20مثالx y z  2 2 24 2 )در نقطه 26 , , )1 2   )81(عمران ـ سراسري         كدام است؟ 3
1 (x y z  2 3 13  2 (x y z  2 3 13  3 (x y z  3 13  4 (x y z  2 3 13  

 :2«گزينه   پاسخ«     f (x, y, z) x y z f ( x, y, z) ( , , )
( , , )

        


2 2 24 2 26 8 2 4 8 4 121 2 3


  

x)   باشد:مي روبرو صورتبهبنابراين معادله صفحه مماس  ) (y ) (z ) x y z         8 1 4 2 12 3 2 3 13  
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متغيره توابع چند:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مماس بر سطحي هصفحي همعادل :21مثالx y z   2 2 24 4 4  يهدر نقط( , , )2 1   )81(كامپيوتر ـ سراسري       . .…………برابر است با  1
1 (x y z  2 2 2  2 (x y z  2 2 6  3 (x y z   2 2 2  4 (x y z  2 2 2  

 :1«گزينه  پاسخ«  f (x, y, z) x y z f ( x , y , z) ( , , ) ( , , )
( , , )

           2 2 24 4 4 2 8 8 4 8 8 4 1 2 22 1 1


  

x)         خواهد بود:روبرو  صورتبهه صفحه مماس بنابراين معادل ) (y ) (z ) x y z         1 2 2 1 2 1 2 2 2  
  

 اگر :22مثال اشتراك سطوحي هزاويx y  2 2 2  وx y z  2 2 2  يهدر نقط( , , )1 1   .. ………برابر است با  cosشد در اين صورتبا 1
  )81(كامپيوتر ـ سراسري     

1 (2
2  2 (3

3  3 (2
4  4 (6

3  

 :باشد.زاويه بين بردارهاي عمود به دو رويه (بردارهاي گراديان) مي زاويه بين دو رويه برابر » 4«گزينه   پاسخ  

f (x, y, z) x y f ( x, y, ) ( , , )
( , , )

      2 2
1 12 2 2 2 21 1 1


    

f (x, y, z) x y z f ( x, y, ) ( , , )
( , , )

         2 2
2 22 2 2 2 2 2 21 1 1


  

f . f
cos

| f || f |
   

    
  

1 2
1 2

4 4 2 6
38 12 6

 
   

  
 در چه نقاطي از سطح :23مثالx y z  3 22 xحه،با صفها آن صفحه مماس در 5 y z  24 6   )82(عمران ـ سراسري          موازي است؟ 3

1 (( , , ) ,( , , )1 24 3 2 2 3  2 (( , , ) , ( , , )1 8 1 1 4 1  3 (( , , ) ,( , , ) 2 25 2 2 7 2  4 (( , , ) ,( , , ) 2 3 3 2 2 3  
 :باشد.ل صفحه موازي ميدر نقاط مورد نظر گراديان تابع با بردار نرما  »4«گزينه   پاسخ  

x zf ( x , , z) , N ( , , ) x , z
           



2
2 6 1 26 1 2 24 1 6 2 324 1 6

   
  آيد.مي دستبهنقاط مربوطه نيز  yبا جايگزيني در معادله رويه 

x , z y y A( , , )          2 3 16 9 5 2 2 2 3  
x , z y y B( , , )           2 3 16 9 5 3 2 3 3   

   

 مماس بر بيضوي صفحه معادله :24مثالx y z  2 24 16  در نقطه( , , )2 4   )82(كامپيوتر ـ سراسري       كدام است؟ 2
1 (x y z   2 2 4  2 (x y z  2 2 2   3 (x y z  2 2 4  4 (x y z  2 2 12  

 :3«گزينه   پاسخ«            f (x, y, z) x y z f ( x, y, ) ( , , )
( , , )

        2 24 16 8 2 16 16 8 162 4 2


  

x)  بنابراين معادله صفحه موردنظر عبارت است از: ) (y ) (z ) x y z         16 2 8 4 16 2 2 2 4  
   

 يهمماس بر رويه به معادلي هصفح :25مثالz x y   1 )در نقطه 1 , , )3 3  Cهـا را در zو محـور   Bا را درهyو محور  Aها را درxمحور  4
Aكند.قطع مي B Cx y z  82ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    چقدر است؟(  
1 (17  2 (1  3 (1  4 (5/17-   

 :4«ه گزين  پاسخ«     f (x, y, z) x y z f ( , , ) ( , , )
( , , )x y

          
 

1 1 1 11 1 1 13 3 4 4 42 1 2 1


  

x)   است: روبرو صورتبهبنابراين معادله صفحه موردنظر  ) (y ) (z ) x y z          
1 13 3 4 4 14 4    

)Aبنابراين نقاط تلاقي با محورها به ترتيب عبارتند از: , , )1  ،B( , , )1   ،C( , , / )2 5 .  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 خط مماس بر منحني فضايي :26مثالC فصل مشترك دو رويهz x y 2 xyو 2 z 3 2  در نقطه( , , )2 1     موازي كدام بردار است؟ 3
      )MBA  83ـ سراسري(  

1 (i j k 2 6
  

  2 (i j k 2 6
  

  3 (i j k 2 3
  

  4 (i j k 5 2 4
  

  

 :1«گزينه   پاسخ«      f (x, y, z) x y z f ( x , y , ) ( , , )
( , , )

         2 2
1 1 2 2 1 4 2 12 1 3

  

f (x, y, z) xy z f ( y , x , ) ( , , )
( , , )

      2 23 2 3 3 2 3 6 22 1 3
  

i j k
u f f ( , , ) ( , , )       


1 2 4 2 1 1 5 3 5 2 1 6

3 6 2

  
     

   

  يهبردار مماس بر منحني به معادل  :27مثالx z

x y

 



3

2
8

)يهدر نقط  , , )4 8   )83ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك    كدام است؟ 2

1 (i j k 6
  

  2 (i j k 6
  

  3 (i j k 6
  

  4 (i j k 6
  

  
 :3«گزينه  پاسخ«          f (x, y, z) x z f ( , , )     1 12 1 1


   

f (x, y, z) x y f ( x , , ) ( , , )
( , , )

       


3 2
2 28 3 8 48 84 8 2


    

  باشد:خارجي بردارهاي گراديان دو رويه مي ضربحاصلبردار مماس موردنظر برابر 
i j k

f f i j k ( i j k)        


1 2 1 1 8 48 8 8 6
48 8

  
      




  

  
 بردار يكه عمود بر سطح  : 28مثالf يهبه معادلf (x,y,z) x xyz y z    3 3 33 2 )در نقطه 5 , , )1 1   )84كامپيوتر ـ سراسري علوم (  واقع بر آن كدام است؟ 1

1 (i j2 3
13

 
  2 (i j k 2 3

14

  
  3 (i j6 9

117

 
  4 (i j k 6 9 2

261

  
  

 :3و  1«گزينه   پاسخ«  f (x, y, z) x xyz y z f ( x yz, xz y , xy z ) ( , , )
( , , )

          3 3 3 2 2 23 2 5 3 3 3 6 3 3 6 91 1 1


  

f ( , , )N ( , , )
| f |


   
  2 2

6 9 2 3
13 136 9

  


  

3با ضرب صورت و مخرج كسرها در   ) با هم برابرند.1) و (3هاي (شويم كه گزينهمتوجه مي 9

  
 هايمعادله خط مماس بر مقطع دو سطح فضايي به معادله :29مثالz x y  2 22 3 zو 1 x y 2 )در نقطه 22 , , )2 1   گذرد؟مي از كدام نقطه 6

  )84(رياضي ـ سراسري         
1 (( , , ) 8 3 5  2 (( , , )  8 3 5  3 (( , , ) 8 3 5  4 (( , , ) 8 3 5  

  

 2«گزينه   سخ:پا«             f (x, y, z) x y z f ( x , y , ) ( , , )
( , , )

          2 2
1 12 3 1 4 6 1 8 6 12 1 6

  

f (x, y, z) x y z f ( x , y , ) ( , , )
( , , )

       2 2
2 22 2 4 1 4 4 12 1 6

  

بردار هادي خط مماس برابر
i j k

u f f ( , , )      


1 2 8 6 1 1 4 56
4 4 1

  
   باشد.مي  

x             است: روبرو صورتبهبنابراين معادله خط مماس  y z  
 

2 1 6
1 4 56

  
)ها تنها نقطهدر بين گزينه , , )  8 3 5 كند.در معادله فوق صدق مي  
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متغيره توابع چند:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 معادله صفحه مماس بر سطح (رويه): :30مثالx y z  2 24 16  در نقطه( , , )2 4   )85برداري ـ سراسري نقشه (عمران ـهاي زير است؟كداميك از گزينه 2
1 (x y z  2 2  2 (x y z  2 2  3 (x y z  2 2 4  4 (x y z  2 2 4  
 :بردار نرمال صفحه موردنظر، بردار گراديان رويه  »4«گزينه  پاسخF x y z   2 24 16  داريم باشد، بنابراينمي:  

N F ( x , y , ) ( , , )
( , , )

     8 2 16 16 8 162 4 2
   

x)   است: روبروصورت معادله صفحه موردنظر به نابراينب ) (y ) (z ) x y z         16 2 8 4 16 2 2 2 4  
   

 خط مماس بر منحني لهمعاد :31مثالx y z

x y z

   


  

2 2 2

2 2
9

8 
)يهدر نقط  , , )2 2   )85ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدامند؟ 1

1 (x y z
 2 2 1  2 (x y , z  4 1  

3 (x y z  
 

2 2 1
2 2 1  4 (x t 2 yو 2 t 2 zو 2  2،t پارامتر  

   

 :دهيمقــرار مي » 2«گزينه  پاسخF(x, y,z) x y z    2 2 2 9  وG(x, y,z) x y z   2 2 8  ي خـط مـوردنظر  دها در اين صورت بردار 
F برابر G 

  .خواهد بود  
i j k

F ( x , y , z) ( , , ) , G ( x , y , ) ( , , ) F G ( , , )
( , , ) ( , , )

            


2 2 2 4 4 2 2 2 8 4 4 8 4 4 2 4 42 2 1 2 2 1 4 4 8

  
   

    

x    خواهد بود: روبرو صورتبهبنابراين معادله خط موردنظر  yx y z
z
   

     

42 2 1
14 4  

  

  
 صفحه قائم بر منحني : 32مثال(C) فصل مشترك استوانهx y 2 2 zو رويه 5 xy در نقطه( , , ) 2 1 هـا را بـا كـدام طـول قطـع      xمحور 2
    كند؟مي

)MBA  86ـ سراسري(  
1( 5  2( 3  3( 4-  4( 6-  
 :4«گزينه  پاسخ«    f (x, y, z) x y f ( x , y , )     2 2 5 2 2


   

g(x, y, z) xy z g (y , x , )      1


  

  برابر است با: بردار نرمال صفحه موردنظر
i j k

N f g x y ( y , x , x y ) ( , , )
y x

        


2 22 2 2 2 2 2 2 4 6
1

  
  

   

(x ) (y ) (z ) x y z           2 2 4 1 6 2 2 3 6   
yدهيمها قرار ميxآوردن نقطه تلاقي صفحه با محور دستبهبراي  z  داريم ، در اين صورت       :           x x    6 6  

  
 بردار مماس بر منحني فصل مشترك دو رويه زير در نقطه: 33مثال( , , )3 2   )86مكانيك ـ سراسري (  كدام است؟ 5

z x y ,xyz   2 2 3   
1( i j k 9 46 13

  
  2( i j k 9 46 13

  
  3( i j k 9 46 13

  
  4( i j k 9 46 13

  
  

 :1«گزينه  پاسخ«     f (x, y, z) xyz f (yz, xz, xy) ( , , )       3 1 15 6


    
g(x, y, z) x y z g ( x , y , ) ( , , )           2 2 2 2 1 6 4 1


  

i j k
N f g i j k         

  
1 15 6 9 46 13

6 4 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 گونصفحه مماس بر سهميي همعادل :34مثالz x y 2 )در نقطه 22 , , )1 1   )86ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 3
1( x y z   4 2 3   2( x y z   4 2 3   3( x y z   4 2 3   4( x y z   4 2 3   
 :صورتبهگون را معادله سهمي  »3«گزينه  پاسخf (x, y,z) x y z   2 22  نويسيم، در اين صورت داريم:مي  

f ( x , y , ) ( , , ) (x ) (y ) (z ) x y z
( , , )

                4 2 1 4 2 1 4 1 2 1 3 4 2 31 1 3


   
   

 معادله صفحه قائم بر منحني  :35مثالC فصل مشترك دو رويهz x y 2 xو 2 z y 3 2 )در نقطه 1 , , )1 2   )87ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ 5
1(z y 4 22  2(x y z  2 4 2  3(x y z  4 2 16  4(x y 3 5  
 :دهيمقرار مي  »1«گزينه  پاسخF(x, y,z) x y z   2 2  وG(x, y,z) x z y   3 2 1 :در اين صورت ،    

i j k
F G ( , , )      2 4 1 17 68

15 4 1

  
 

  بردار مماس بر منحنيC  

: (y ) (z ) z y       17 2 68 5 4 22 معادله صفحه قائم  
  

 معادله صفحه مماس بر رويه :36مثالx yz e  
23 )در نقطه 2 , , )6 3   )87(رياضي ـ سراسري   يك از موارد زير است؟كدام 1

1(x y z   2 6 5  2(x y z  2 6 5  3(x y z   2  4(x y z   4  

 :دهيمقرار مي  »2«گزينه  پاسخx yF(x, y, z) e z  
23 x  :داريم در اين صورت 2 y x yF ( e , ye , ) ( , , )

( , , )
       



2 23 2 3 22 2 1 2 6 16 3 1
  

: (x ) (y ) ( )(z ) x y z          2 6 6 3 1 1 2 6 5 معادله صفحه مورد نظر  

  
 معادله خط مماس بر منحني فصل مشترك دو رويه :37مثالx y z  2 2 22 3 xyzو 6  )طهدر نق 1 , , )1 1   )87(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟  1

1 (y z
y x


  2 3  2 (x z
y x


   2 3  3 (x z
y x


  2 3  4 (y z
y x


   2 3  

 :دهيمقرار مي»  2«گزينه  پاسخf (x,y,z) x y z    2 2 2
1 2 3 6  وf (x,y,z) xyz  2 1  داريم در اين صورت:  

f ( x, y, z) f ( , , )
( , , )

   1 12 4 6 2 4 61 1 1
   

f (yx, xz, xy) f ( , , )
( , , )

   2 2 1111 1 1
   

z xx y z
x y
  

       

1 1 1
2 32 4 معادله خط موردنظر2

i j k
f f i j k       1 2 2 4 6 2 4 2

1 1 1

  
     

   
 گوندر چه نقاطي از هذلولي :38مثالx y z

  
2 2 2

14 2 xصفحه مماس با صفحه 4 y z  2   87برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  باشد؟ ميموازي(  

1 (, , , , ,
   
        
   

2 1 2 2 2 1 2 22 25 2 5 5 5 2 5 5   2 (, , , , ,
   
        
   

2 2 2 2 2 24 2 4 23 3 3 3 3 3   

3 (, , , , ,
   
        
   

2 1 2 2 2 1 2 22 23 2 3 3 3 2 3 3   4(, , , , ,
   
        
   

2 2 2 2 2 24 2 4 25 5 5 5 5 5   

 :عمود بر صفحه مماس يعني گراديان با نرمال صفحه داده شده موازي باشد. اگربايد بردار   »4«گزينه  پاسخx y zg     
2 2 2

14 2 4  گاه:آن  

x zyg || n       x y ,  z y


       

1 1
2 2 4 22 1 1

 و n ( , , ) 2 xو  11 zg ( , y, )   2 2
   

: y y y     y     y       2 2 2 21 2 24 12 5 5
  در معادله سطح 

x  4گزينه     ,   z       
2 24 25 5   
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متغيره توابع چند:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 يهمماس بر رويي همعادله صفح :39مثالx y z xyz   3 3 3 6 )در نقطه 1 , , )1 88سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  كدام است؟(  
1 (z 1  2 (x y z  1  3 (z x y  1  4 (z x y  2 2   
 :دانيم بردار گراديان بر رويه داده شده عمود است، و اين بردار همان بردار نرمال صفحه مورد نظر خواهد بود.مي  »1«گزينه  پاسخ  

f (x, y, z) x y z xyz f ( x yz, y xz, z xy)          3 3 3 2 2 26 1 3 6 3 6 3 6


  
( , , ) (z ) zf

( , , )
       3 3 1 1

1
   

 

¾dŸ‚ ¾²jI • ¶
  بردار نرمال صفحه مورد نظر

  
 صفحه مماس بر نمودار : 40مثالxyz x y e  2 )در نقطه 4 , , )1 2 88(مواد ـ سراسري   برابر كدام است؟(  

1(z x y 2  2(z x y  2  3(z x y 2  4(z x y 2  
 :صورتهابتدا رابطه داده شده را ب » 4«گزينه  پاسخxyf (x, y,z) x y e z    2 4  نويسيم، در اين صورتميf

در نقطه( , , )1 2  همان بردار

xyنرمال صفحه مورد نظر خواهد بود. xyN f ( x ye , y xe , ) ( , , ) (x ) (y ) ( )(z ) z x y
( , , )

                  32 4 1 2 1 1 2 1 1 1 2 21 2
 

 


  

   
 يك، مقدار بردار مماس بر منحني فصل مشترك صفحهكدام :41مثالx y z   xو كره  6 y z  2 2 2   )88(معدن ـ سراسري   دهد؟را نشان مي 14

1( ( , , )  1 2 1  2( ( , , )1 2 1  3( ( , , )2 1 2  4( ( , , )1 2 1  
 :دهيمقرار مي  »4«گزينه   پاسخf (x, y,z) x y z    6  وg(x, y,z) x y z    2 2 2 14 داريم ، در اين صورت :  

f ( , , ) , g ( x, y, z)   1 1 1 2 2 2
  رويه برابر بردار مماس بر منحني فصل مشترك دوf g 

  داريم باشد، بنابراينمي:  
i j k

f g ( z y)i ( x z) j ( y x)k
x y z

        1 1 1 2 2 2 2 2 2
2 2 2

  
     

  .اين ويژگي را دارد» 4«هاي بردار مماس همواره برابر صفر است كه تنها گزينه آمده در بالا واضح است كه جمع مؤلفه دستبهبا توجه به بردار مماس 
   

 خط مماس بر منحني : 42مثالC فصل مشترك صفحهz x y 2 و استوانهx y 2 2 )در نقطه  2 , , )1 1   ؟كندرا با كدام ارتفاع قطع مي xozصفحه 1
  )88(كشاورزي ـ سراسري 

1( 3  2( 2  3( 3  4( 4  
 :باشد.مي ضرب خارجي بردارهاي گراديانحاصلبردار هادي خط مماس برابر   »4«گزينه  پاسخ  x y z N ( , , )     12 2 1 1


  

f x y f ( x, y, ) ( , , ) N ( , , )
( , , )

          


2 2
22 2 2 2 2 2 21 1 1


     

i j k
V N N i j k       


1 2 2 1 1 2 2 6

2 2

  
    


  بردار هادي خط  

x y z:   
 

  
1 1 1

2 2   معادله خط 6
yدهيم، قرار ميxozآوردن نقطه تلاقي خط با صفحه دستبهبراي    كه در اين صورتz    آيد.مي دستبه 4

  
 صفحه مماس بر رويه :43مثالx y xyz   3 1  در نقطه( , , )1 2   )90ـ سراسري  MBA(  كند؟ها را با كدام ارتفاع قطع ميzمحور 1

1 (
3
2  2 (3

2  3 (
5
2  4 (5

2  

 :ــخ ــه   پاس ــي   »3«گزين ــرار م ــيمق fده x y xyz    3 1  ــورت ــن ص f، در اي ( yz , xz , xy)    3 1
  ــه ــه در نقط )Pك , , )1 2 1 

)صورتبه , , )1 2 x)  صورت مقابل است:آيد، بنابراين معادله صفحه مماس بر رويه بهدر مي 2 ) (y ) (z ) x y z          1 1 2 2 2 1 2 2 5  
zدهيم در اين صورترا مساوي صفر قرار مي yو z،xبراي يافتن نقطه تلاقي صفحه با محور 


5

  آيد.دست ميبه 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 هايخط مماس بر منحني مشترك رويه :44مثالx y 2 2 zو 1  )در نقطه1 , , )1 1 90(رياضي ـ سراسري   كدام است؟(  
1(y

z


 

1


  2(y z  2  3(x y 1  4(y
z


 

1
1  

 :4«گزينه   پاسخ«     
)) معادله صفحه هستند نه خط!، و نقطه داده شده يعني3) و (2هاي (توجه كنيد كه گزينهروش اول:  , , )1 1 ) كنـد، پـس   نمـي  ) صـدق 1در معادله گزينه

  تواند جواب صحيح باشد.) مي4فقط گزينه (

)Pهاي داده شده را در نقطهگراديان رويهروش دوم:  , , )1 1 آوريم:دست ميبه  f (x, y, z) x y f ( x, y, ) ( , , )
P

g(x, y, z) z g ( , , )


      


     

2 2 1 2 2 2

1 1


   


  
  

fدر اين صورت بردارهاي خط مماس همان g 
  :است  

i j k
f g ( , , )   2 2

1

  
 

   
 

.  

xصورتبنابراين معادله خط مماس به y z  
 

1 1
2


 
yيا 

z


 

1
  است. 1

  
 سطحمماس بر ي هصفح :45مثالz x y xy 2 2 32 )يهدر نقط3 , , )1 1   )90ي (معماري كشتي ـ سراسر  برابر است با:1

1 (x y z   5 3  2 (x y z  2 3   3 (x y z   5 5  4 (x y z  3 5  
 :1«گزينه   پاسخ«    f x y xy z f ( xy y , x y xy , ) f ( , , )             2 2 3 2 3 2 22 3 4 3 4 9 1 1 5 1

 
  

)داده شده در نقطه يرويهبنابراين بردار نرمال صفحه مماس بر  , , )11 )برابر است با: 1 , , ) 1 5 خواهـد   به ايـن صـورت   رويهلذا معادله صفحه مماس بر . 1
x)  بود: ) (y ) (z ) x y z          1 1 5 1 1 1 5 3  

   

  صفحه مماس بر رويه :46مثالz x y  2 2 )در نقطه 4 , , )1 2   )90(صنايع غذايي ـ سراسري   كند؟ها را با كدام ارتفاع قطع مي zمحور  1
1 (4  2 (7  3 (6  4 (5  
  :2«گزينه  پاسخ«    f (x, y,z) x y z    2 2 4   

f ( , , )
( , , )

    


2 4 11 2 1
  بردار نرمال صفحه مماس

( , , )
f ( x, y, ) ( , , )


        1 2 12 2 1 2 4 1
  

)لذا صفحه مماس بر رويه داده شده در نقطه , , )1 2 P  برابر است با: 1 : (x ) (y ) (z )      2 1 4 2 1   
xها كافيست كه در معادله صفحه مماسzآوردن نقطه تلاقي صفحه مماس با محور دستبهبراي  y   داريم قرار دهيم، بنابراين:  

( ) ( ) (z ) z z z                  2 1 4 2 1 2 8 1 7 7     
  

 يهبه معادل يهخط نرمال بر روي :47مثالx y z  2 23  در نقطه( , , )3 3 90(آمار ـ سراسري   كند؟  مذكور را در كدام نقطه ديگر قطع مي يرويه(  
1 (( , , )    2 (( , , )3 3  3 (( , , )

27 9
4 2  4 (( , , )

27 9
4 2   

 :دهـيم قرار مي  »3«گزينه    پاسخf x y z   2 23   در ايـن صـورت ،f ( , y , z)  3 2 2
   كـه در نقطـهP( , , )3 3  صـورت بـه( , , )3 6  در

  زير است: صورتبهادله خط قائم (نرمال) بر رويه بنابراين مع آيد،مي
x t

x y z y
z t

 
          

3 3
3 3

3 6 6 3

 


ÁoT¶HnIQ  

  دهيم: آوريم لذا معادله پارامتري خط را در معادله رويه قرار ميمي دستبهحال نقطه تقاطع ديگر اين خط را با رويه 
( t) ( ) ( t) t t t ( t) t , t             2 2 2 53 3 3 3 6 45 36 9 5 4 4      

tنقطه تقاطع خط نرمال بر رويه با رويه (x, y,z) ( , , )   
5 27 9
4 4 2  

tبه ازاي   نقطه( , , )3 3 آيد كه همان نقطه داده شده در سؤال است كه روي رويه نيز قرار داشتمي دستبه.  
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توابع چند متغيرهفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

  ، ديورژانس و لاپلاسينكرل :6درسنامه 
  

 اگر  :(سخت) 1مثالa
  ،عبارت گاهآنبرداري ثابت باشد(a logr) 

  برابر با كدام گزينه است؟  

1 ((a. r)r
r42

  
  2 ((a.r)r

r32

  
  3 ((a. r)r

r3
2     4 ((a.r)r

r4
2     

 :4«گزينه   پاسخ «log r ،ابتدا حاصل عبارتيك تابع حقيقي استlog r
 كنيم:را حساب مي  

r r r x y z rlog r ( i j k ) log r ( i j k) ( i j k)
x y z r x r y r z r r r r r
     

          
      2

1 1 1 1           

r  داريم:بنابراين  a r(a log r ) (a ) ( ) (r A)
r r


         2

2 2

          

aايمردهدر آخرين تساوي فرض ك r A 
  باشد،A

 يك ميدان برداري وr2  ،توان از اتحاد زير استفاده كرد:مييك ميدان اسكالر است  
  ( F) ( F) ( ) F       

       
  داريم: طبق اين اتحاد

(r A) r ( A) ( r ) A r (a r) ( r ) (a r)

r (r . )a r( .a) (a . )r a( . r) ( i j k )r (a r)
x y z

    

 

              
                      

2 2 2 2 2

2 2

         

                

a.داريم:بنابراين برداري ثابت است،  aچون , (r. )a   
    ،      همچنين بـه سـادگي معلـوم اسـت كـهx y z.r

x y z
  

    
  

3
    يو بـراي محاسـبه 

(a. )r
  فرض كنيمa a i a j a k  1 2 3

   داريم: گاهآن  r r r(a. )r (a a a ) a i a j a k a
x y z
  

       
  1 2 3 1 2 3
         

  :ها خواهيم داشتبا اين جايگذاري  r r r(a log r) r a a ( r ) i j k ) (a r)
x y z

     
               

2 33 2
          

rبا توجه به تساوي x y z  2 2 2 rدانيم كهمي 2 x r y r z, ,
x r y r z r
  

  
  

  در نتيجه داريم: 

x y z(a log r) r a ( r )( i j k) (a r)
r r r

         2 32 2
        

xاز طرفي y zi j k (xi yj zk) r
r r r r r

     
1 1       در نتيجه(a log r) r a ( r )r (a r)       2 42 2

        هـاي  در نهايت با اسـتفاده از ويژگـي

  ضرب خارجي خواهيم داشت:  a a (a . r)r (a . r)r(a log r) r a r (r . r)a (r.a)r
r r r r

         2 4
2 2 4 4

2 2 2 22 2
                 

  

 فرض كنيـم : 2مثالu  وv تـوابـع يـا مقاديـر حقيقـي و از كلاسC2  باشند وF يك ميدان برداري از كلاسC2 و  2   ،اپراتور لاپلاس باشـد
  )78(عمران ـ سراسري          است؟ نادرستكدام گزينه 

1 (grad(uv) u grad v v grad u   2 (div(uF) u div F grad u.F 
    

3 ((uv) u v v u      4 (curl(uF) u curl F gradu F  
    

 :باشند. اتحادهاي مطرح شده در متن درس را مرور كنيد.خواص عملگرهاي گراديان، ديورژانس و كرل مي 4و  2، 1هاي گزينه  »3«گزينه   پاسخ  
 

 ميدان برداري: 3مثالF(x,y,z) (xsinxz,y,xz)
 در اين صورت .را در نظر بگيريدdivF

 ديورژانس)F
 در نقطة (( , , )1   .. .…برابر است با  1

  )80(كامپيوتر ـ سراسري       
1 (1  2 ( 2  3 ( 1  4صفر (  

 :2«گزينه   پاسخ«                              F (x sin xz, y, xz) divF sin xz xz cos xz x
( , , )

       


1 21 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه      )2رياضي عمومي (

 با كدام مقادير : 4مثالa وb تابعu(x,y) x ay by  2   )81(مكانيك ـ سراسري        همساز است؟ 2
1 (a b  1  2 (a  1  وb 3  دلخواه (a  1 و فقطb    4 هيچ مقدار (a  وb  

 :2«گزينه    پاسخ«   u u uu a a
x y z
  

        
  

2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2  

uهمساز باشد، لازم است uبراي اينكه  2 در نتيجه ،a 2 2 پسa  1.  
 

 اگر: 5مثالi j k
x y z
  

   
  

   وk
 وj

 وi
  و » معمول«بردارهاي يكهu يك تابع اسكالر از متغيرهاي مستقل(x,y,z) وv  يك بردار و تابعي

(uv).به معني ضرب داخلي بين آن دو باشند، عبارت ،و نقطه بين دو بردار (x,y,z)از
  81(مكانيك ـ آزاد           شود؟به كدام عبارت زير ساده مي(  

1 (( .v) v  2     2 ((v. )u uv 
   

3 (u.v u .v  
    4 (u v u v  

    ×)(به معني ضرب خارجي بين دو بردار  
 :در متن درسنامه اثبات شده است.اين اتحاد   »3«گزينه   پاسخ  

  

 اگر:  6مثالB xy i x yzj yz k  2 2 22 3
  ، در اين صورت مقدارcurlB

 در نقطة( , , )1 1  81(كامپيوتر ـ سراسري           . ………برابر است با(   
1 (( , , )3    2 (( , , )3 1  3 (( , , )3 1   4 (( , , ) 3 1  
 :1«گزينه   پاسخ«  

i j k

curlB ( z x y, , xyz xy) ( , , )
( , , )x y z

xy x yz yz

  
      

  



2 2

2 2 2

3 2 4 2 31 1
2 3

  


  


  

 

  اگر: 7مثالF(x,y,z) ( x y )i xyj z k   2 2 23 2 3
  ، مقدار گاهآنcurlF

 81اي ـ سراسري (هسته          كدام است؟(  
i) 2  ) بردار صفر1 j k 

  
  3 (xi yj zk 6 2 4

  
  4 (( y z) i j k  2 6

  
  

 :توان ديدبه راحتي مي  »1«گزينه   پاسخcurlF 

 آيد.دست ميبه  

  

 اگر: 8مثالF(x,y) y i x j 2 2 ، گاهآنdivF
 وcurlF

 81(معدن ـ سراسري         اند؟به ترتيب كدام(  
x)) صفر و1 y)k2


x)) صفر و2   y)k2


x)) غير صفر و3   y)k2


x)) غير صفر و4   y)k2


  

 :2«گزينه   پاسخ «                         (y ) (x )F y i x j divF
x y

 
       

 

2 2
2 2  

    

i j k

curlF ( x y)k
x y z

y x

  
  
  

2 2

2 2

  





  

  
 82(كامپيوتر ـ سراسري       گراديان يك تابع است؟   هاي زيرميدانكداميك از : 9مثال(  

1 (cos xyi sin xyj
   2 (xye cos xy(yi xi )

 
  

3 (xy xyye cos xyi xe sin xyj
 

  4 (xy xyye (cos xy sin xy)i xe (cos xy sin xy) j  
 

  
 :ــراي اينكــه ميــدا  »4«گزينــه   پاســخ Fنب

 ــابع باشــد، لازم اســت كــه ميــدان F، گراديــان يــك ت
پايســتار باشــد يعنــيcurlF 


  ــراي پــس ب

Fميدان F i F j 1 2
   :بايد داشته باشيمF F

x y
 


 

2 1.  

xy xy xy xyF
e (cos xy sin xy) xye (cos xy sin xy) xe ( ysin xy y cos xy) e (cos xy sin xy xycos xy)

x


         


2 2  

xy xy xy xyF
e (cos xy sin xy) xye (cos xy sin xy) ye ( x sin xy x cos xy) e (cos xy sin xy xycos xy)

y


         


1 2  
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توابع چند متغيرهفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 اگر: 10مثالA A i A j A k  1 2 3
    مقدارdiv(curlA)

      82اي ـ سراسري (هسته         كدام است؟(  
1 (  2 (A A A 1 2 3  3 (A A A 2 2 2

1 2 3  4 (A i A j A k 1 2 3
    

 :1«گزينه   پاسخ«    
div(curlA)دانيم كهطبق متن درس ميروش اول:  


  .است  

curlAرا ثابت در نظر نگيريد. ابتدا A3و A1،A2ي مستقيم) توجه داشته باشيد كه(محاسبهروش دوم: 
نويسيم:را مي  

i j k
A A A A A A

curlA ( , )
x y z y z x z x y

A A A

       
     
        

3 2 3 1 2 1

1 2 3

  

  

  گيريم:حالا از اين ميدان برداري، ديورژانس مي

  A A A A A A A A A A A A
div(curlF) ( ) ( ) ( )

x y z y x z z x y x y x z x y y z z x z y
             

             
                    

2 2 2 2 2 2
3 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 1

  

  
 اگر: 11مثالx y xz  2 اهگآنباشد  32 2      :82اي ـ سراسري (هسته          برابر است با(  

1 (y xz4 6  2 (x xz4 6  3 (y xz4 3  4 (xz4 6  

  :1«گزينه   پاسخ«        x y xz y xz y xz
x y z
     

            
  

2 2 2
2 3 2

2 2 22 4 6 4 6  

  
 كرل بردار: 12مثالI x yi xzj zyk  23 7 4

  ، در نقطه( , , )1 2   )83(عمران ـ آزاد                برابر است با: 3
1 (i k5 19

 
  2 (i k5 18

 
i) 4  ) صفر 3   k6 18

 
  

 :2«گزينه   پاسخ     «                           
i j k

curlI ( z x , , z x ) ( , , )
( , , )x y z

x y xz yz

  
    

  
2

2

4 7 7 3 5 181 2 3
3 7 4

  


   

 

 83(عمران ـ آزاد                 كداميك از جملات زير نادرست است؟: 13لامث(  
  .) كرل گراديان صفر است2  ) گراديان يك ميدان اسكالر داراي خاصيت خطي است.1
 كند.) ديورژانس يك ميدان برداري با تغيير محورهاي مختصات تغيير مي4  ) ديورژانس كرل صفر است.3

 :جمله1گزينه (  »4«گزينه    پاسخ (ي درستي است. مفهوم خطي بودن گراديان آن است كه اگرf وg تو) ابع حقيقي) و دو ميدان اسكالرc  عددي
grad(cf  حقيقي باشد، داريم: g) cgrad(f ) grad(g)    

  اند.) هم جزء اتحادهاي معروفي هستند كه در متن درس آمده3) و (2هاي (گزينه
  كنند.ي ديگر تغييري نميقال مبدأ مختصات به يك نقطه) به ياد داشته باشيد كه كرل و ديورژانس با تغيير محورهاي مختصات يا با انت4ي (در مورد گزينه

  
 براي اينكه ميدان برداري: 14مثالF(x,y,z) (a x a y a z)i (b x b y b z) j (c x c y c z)k        1 2 3 1 2 3 1 2 3

     لازم و كـافي   ،غير چرخشـي باشـد  
  )83اي ـ سراسري هسته(  :است كه
1(b c3 aو2 c3 aو 1 b2 2  2(b c3 aو 2 c1 aو 1 b2 1  3(b c3 aو 2 c2 aو 1 b2 1  4(b c3 aو 2 c3 aو 1 b2 1  
 :براي اينكه ميدان»  4«گزينه    پاسخF

 غيرچرخشي باشد، لازم استcurlF 

داريم ، بنابراين:  

i j k

(c b , a c , b a )
x y z

a x a y a z b x b y b z c x c y c z

  
   

  
     

2 3 3 1 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

  

  

curlFبراي اينكه 

ستباشد، لازم اb a , a c , c b  1 2 3 1 2   باشد. 3
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 اگر: 15مثالF(x,y,z) x yi xzj yzk  2 2 3
   84كامپيوتر ـ سراسري علوم (      : گاهآن(  

1 (curl(curlF) 
   2 (div(curlF) y

  3(curl(curlF) ( x ) j 2 3
  4 (div(curlF) xy

  
 :3«گزينه    پاسخ  «  

i j k i j k

curlF ( z x)i ( z x )k curlF ( x ) j
x y z x y z

x y xz yz z x z x

     
         

     

   

2

2 2

3 2 2 2 3

2 3 3 2 2

     

   



  

 

 اگر: 16مثالmF(x,y,z) (xi yj zk)
r

  3
  كه در آن ،m   ثابت وr x y z  2 2 2 divFگاهآن، 2 .F 

   در نقاطr   كدام است؟    
  )84معدن ـ سراسري (

m) 2  ) صفر1
r

 2  3 (m
r2
6  4 (m

r
 3

4  

 :1«گزينه   پاسخ«    

Fmx m(x y z ) mx (x y z ) m(x y z ) mx mr mxF
x (x y z ) r

(x y z ) (x y z )

         
    

  
   

3 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 21

1 3 2 2 2 3 5 5
2 2 2 2 2 22 2

3 3 3  

Fبه طور مشابه
y




Fو 2
z




  :داريم آيند. در اين صورتبه دست مي 3

mr mx mr my mr mz mr m(x y z )divF
r r r r
     

    
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 5 5 5
3 3 3 3 3

  

  
 حاصل: 17مثال( u) 

  84(رياضي ـ سراسري          كدام است؟(  
|) 3  1) 2  ) صفر1 u |  4 (| u |2  
 اين اتحاد در متن درسنامه ثابت شده است.  »1«گزينه    اسخ:پ  ( u) curl(grad(u))   

 
  

 

 اگر: 18مثالxzf (x,y,z) xyz e  ،حاصل  گاهآنdiv(gradf)  :86(معدن ـ سراسري   برابر است با(  
1( xy(x y )e2 2  2( zy(z y )e2 2  3( xz(x z)e  4( xz(x z )e2 2  
 :4«گزينه    پاسخ«      xz xz xzf (x, y, z) xyz e gradf (yz ze , xz, xy xe )       

xz xz xzdiv(gradf ) z e x e (x z )e   2 2 2 2  
 

 دانيم تابع برداريمي: 19مثالX به صورتX ( x xz , x y y yz , zx zy )    3 2 2 3 2 2 22 2 3 4 2
،تعريف شدهcurlX

 ي كداميك از عبارات داده مساو
  )86(معدن ـ سراسري   شده است؟

1( zyi xzj xyk 6 12 6
  

  2( zyi xzj xyk 6 12 6
  

  3( zyi xzj xyk 6 12 6
  

  4( zyi xzj xyk 6 12 6
  

  
 

 :1«زينه گ   پاسخ«  
i j k

curlX ( yz , xz , xy)
x y z

x xz x y y yz zx zy

  
  

  

   3 2 2 3 2 2 2

6 12 6

2 2 3 4 2
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 87ـ سراسري  صنايع سيستم(  كدام ميدان يك ميدان گراديان است؟: 20مثال(  
1 (F(x, y) (xy, y)

  2(F(x, y) ( x y, x y)  4 2
  3 (F(x, y) (xy, x y) 2

  4(F(x, y) (xy , x y)  2 2
  

 :دانيم ميدانمي  »2«گزينه   پاسخF (F ,F ) 1 2
 ابقايي است اگرF F

y x
 


 

1    اين ويژگي را دارد. 2باشد كه فقط گزينه  2
F F

F x y , F x y
y x

 
       

 
1 2

1 24 1 2 1  
 

 اگر : 21مثالF ri j zk   
   ،مقدار گاهآنF curl(F) 

   88(معماري كشتي ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (O

  2 (sin k


  3 (i j k 
  

  4  (( sin sin )k
r


 
1   

 :با توجه به اينكه  »4«گزينه   پاسخytg
x

  rو 1 x y 2   ، پس خواهيم داشت:2

i j k
z z r rF i j k

x y z y z x z x y
r z

                                   


  

   


oŸ‚oŸ‚

  

rFبنابراين k
x y

  
     

 داريم ، از طرفي:  
y

y y r sinxtg sin
x x ry x y r

x




    
       

 


21
2 2 2 2
2

1

1
  

r y yr x y sin
y rx y


      

 

2 2
2 2
2

2
  

 

 ميدان برداري: 22مثالF [ (x) (y) (x) (y)]i [ (y) (x) (y) (x)]j             
 2در در كدام حالت لزوماً يك ميدان گراديان است؟  

  )89(رياضي ـ سراسري 
1( تابعي خطي و .2  تابعي مشتق پذير باشد( تابعي خطي و بعي مشتق پذير باشد. تا  
3( تابعي ثابت و  .4  تابعي پيوسته باشد( تابعي خطي و  .تابعي ثابت باشد  
 :اگر  »4«گزينه   پاسخ  صـورت توانيم بـه  را مي خطي باشد آنتابع(x) ax b   و    را بـه صـورت   تـابع ثابـت باشـد آن(x) c    در نظـر
Fگيريم در اين صورتمي

 آيد:در مي يرزصورت به    
F F

F (c (ay b) c(ay b)) i (c (ax b) c(ax b)) j a ac , a ac
x y

 
                

 
2 1   

Fچون F
x x

 


 
1 Fاست، پس ميدان  2

 گراديان است. حتماً يك ميدان  
 

 اگر: 23مثالz x sin y y sinx 2   )89(علوم كامپيوتر ـ سراسري   برابر است با: z2گاهآن، 2
1(( x )sin y ( y )sin x  2 22 2  2(( x )sin y ( y )sin x  2 22 2  
3(( x )cos y ( y )cos x  2 22 2  4(( x )cos y ( y )cos x  2 22 2  

 :داريم  »2«گزينه    پاسخz zz
x y
 

  
 

2 2
2

2 zبنابراين از 2 x sin y y sin x 2   شود:نتيجه مي 2

z zx sin y y cos x sin y y sin x
x z zx ( x )sin y ( y )sin x
z z x yx cos y ysin x x sin y sin x
y y

 
    

        
          

22 2
2 22 2 2

2 2 2
2 2

2

2 2
2 2

2 2
  

 

 اگر:  24مثالF F i F j 1 2
  2يك ميدان برداري روي  ،گاهآنباشدdiv( F)

  :89ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك  برابر است با(  

F)2  ) صفر1 F
x y
 


 

2
1 2
2 2  3(F F

x y
 


 

2 2
1 2
2 2  4(F F

x y
 


 

2 2
2 1
2 2  

 :كلي اگر طوربه  »1«گزينه   پاسخF  ،گاهآنيك ميدان برداري با مشتقات جزئي مرتبه دوم پيوسته باشد:  div(curlF) 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2عمومي (رياضي 

  نقاط بحراني توابع چند متغيره :7درسنامه 
 

 نقطه  :1مثالP( , )  براي تابعz x xy y   2   اي است؟، چگونه نقطه2

  ) عادي4  ) زيني3  ) ماكزيمم2  مينيمم) 1

 :با توجه به اين كه  »2«گزينه   پاسخ( x y) (x y)z ( , )
x xy y x xy y

   
 

   2 2 2 2
2 2

2 2
نقطـه بحرانـي    Pوجـود نـدارد، يعنـي    P،z، پس در نقطه

)Pهمواره منفي است و در نقطه zاست. از طرفي مقدار تابع , ) مقدار تابع ،z ابر صفر است، پس نقطهبرP .نقطه ماكزيمم تابع است    
 

 بحراني تابعي هنقط :2مثالz x y x y    2 22 2   و نوع نقطه چيست؟ كدام است 3

1 (( , )3 1
2 )) 2  مينيمم 2 , )1 3

2 )) 3  مميزماك 2 , )3 1
2 )) 4  يممزماك 2 , )1 3

2   مينيمم2

  : بحراني تابع را از حل معادلاتي هابتدا نقط  »2«گزينه پاسخz
x





 وz
y





 ي هآوريم و سپس طبـق آزمـون مشـتق دوم نـوع نقط ـ    مي دستبه

  كنيم.را مشخص مي بحراني

xx yy xy

z z zx x , ,
x x yx
z zy y , , z .z z ( )( )
y y

  
         

  

                 

2
2

2 2
2

14 2 42
32 3 2 4 2 82

  


  

zمثبت و چون
x




2
)نقطهباشد پس منفي مي 2 , )1 3

2    ماكزيمم است. 2

 

 تابع :3مثالz x xy y x   2 2   باشد؟اي ميقطهداراي چه نوع ن 3

  ي نقاط آن، عادي هستند.همه) 4  ) ماكزيمم3  ) مينيمم 2  ) زيني1

  : با حل دستگاه  »2«گزينه پاسخx

y

z x y
z x y

   
    

2 3
2




)يشويم كه نقطهمتوجه مي  , )2  يي بحرانـي اسـت. بـراي تعيـين نـوع نقطـه      يك نقطه 1

xx  آوريم. دستبهم لازم است مبين را بحراني طبق آزمون مشتق دو yy xyz .z z ( )        2 22 2 1 3   

  باشد.مينيمم ميي هنقط ،بحراني تابع ينيز مثبت است پس نقطه xxzمثبت و چون
 

 اگر  :4مثالf (x,y) x y y x xy   2 2   ؟دام گزينه صحيح است، ك3
1 (( , )  2  نقطه بحراني نيست (( , )   3  يك نقطه زيني است (( , )   4  مينيمم نسبي است (( , )   ماكزيمم نسبي است  

 : ابتدا نقاط بحراني»  2«گزينه  پاسخf  آوريم:مي دستبهرا  

نقطه زيني 
xx

yy

xy

f y x
f ( , ) ( )

f x

  
          
  

2
2 6

2 1 1
2 1

      باشدنقطه بحراني مي x

y

f xy x y
A( , )

f x y x

      
   

2

2
2 3

2
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد  :5مثالm n m nf (x,y) x y x x cx y    2 عدد حقيقـي ثابـت اسـت.     يك cهستند و  2اعداد صحيح بزرگتر از  nو  mكه در آن  2
    كدام يك از احكام زير درست است؟

)) نقطه1 , )  يك نقطه مينيمم موضعي برايf  .است  
)فرد باشد، nو  m) اگر دست كم يكي از 2 , )  يك نقطه زيني برايf .است  
)صفر نباشد، نقطه c) اگر 3 , )  يك نقطه زيني برايf.است  
)هر دو فرد باشند، nو m) اگر4 , )  يك نقطه ماكسيمم موضعي برايf .است  
 :براي تعيين نوع نقطه»  1«گزينه   پاسخ( , )  دهيممبين را تشكيل مي:  

m n m n
y xyf y cnx y   f cmnx y      1 1 mو  12 n m n

xf x mx nx cmx y     1 1 12   
m n

yyf cn(n )x y    22 mو  1 n m n
xxf m(m )x n(n )x cm(m )x y        2 2 22 1 1 1  

m,nچون  )س در نقطهپ 2 , )   :داريم  ( , )  .مينيمم نسبي استxxf     2  وxx yy xyf .f f       2 2 2 4    
  

 مقدار ماكزيمم تابع  :6مثالw x y z  2 xبا شرط 2 y z  2 2 2   چقدر است؟ 36
1 (12  2 (18  3 (24  4 (36  

 :كنيم:براي حل اين مثال از روش لاگرانژ ساده شده استفاده مي»  2«گزينه   پاسخ  
x y z ( )

( )
x y z

    



 


2 2 2 36 1
2 1 2 22 2 2


  

xشود)، (با طرفين وسطين) نتيجه مي2از معادله ( z y   صورتبه) 1در اين صورت معادله ( .y2دهيمقرار مي zو x)، به جاي1. بنابراين در معادله (2
)  آيد:در مي مقابل y) y ( y) y y        2 2 2 22 2 36 9 36 2   

yبه ازاي  2،x z  )Aنقطـه  آيـد يعنـي بـه   مـي  دسـت به 4 , , )4 2 yرسـيم. بـه ازاي  مـي  4  2 ،x z  4  آيـد يعنـي بـه نقطـه     مـي  دسـت بـه
B( , , )  4 2   آيد.مي دستبه -18برابر  wمقدار Bو در نقطه 18برابر  wمقدار Aرسيم، در نقطهمي 4

 
 متر مكعب بسازيم، ابعاد اين استخر براي اينكه كمترين مصالح  32خواهيم يك استخر روباز به شكل مكعب با حجم ميمطابق شكل  :7مثال

  مصرف شود، كدام مقادير بايد باشد؟ ساختماني در ساخت آن
1 (x , y , z  4 2 4  2 (x , y , z  2 16 1   

y x 

z 

  
3 (x , y , z  4 4 2  4 (z , x , y  4 2 4  

  : از طرفي مساحت اين استخر با توجه بـه اينكـه روبـاز     .حت آن مينيمم شودبراي اينكه كمترين مقدار مصالح مصرف شود بايد مسا»  3«گزينه پاسخ
Sصورتاست به xy yz zx  2 Vلذا با شرط قابل بيان است. 2 xyz                   مينيمم گردد: Sبايد 32

y z (yz) ( )
x z (xz) ( )
y x (xy) ( )

  
   
   

2 1
2 2

2 2 3
  

zx          ، داريم:ضرب كرده و از هم كم كنيم y) را در2و رابطه ( xرا در )1اگر رابطه ( zy z(x y) x y      2 2 2   
x) خواهيم داشت3) و (1كيب روابط (به همين ترتيب از تر z Vلذا داريم:، 2 xyz z z z z z z x , y            3 32 2 32 4 8 2 4 4  

 
 فاصله نزديكترين و دورترين نقاط روي كره :8مثالx y z  2 2 2 )Pاز نقطه 9 , , )4 3   چقدر است؟ 12

  16و  6) 4  8و  9) 3  16و  1) 2  15و  9) 1
  : 2«گزينه پاسخ«    

اي دلخواه درون يا بيرون كـره  نقطه Pمركز كره و Oشعاع كره و Rا توجه به شكل مقابل اگربروش اول: 
OPمــانيــا ه BPاز كــره برابــر Pباشــد، بيشــترين فاصــله نقطــه R  و كمتــرين فاصــله نقطــه از كــره

AP | OP R |      و 3است. در اين سؤال شـعاع كـره برابـرOP    2 2 24 3 12 اسـت، بنـابراين    13
كمترين فاصله 13 3 1 و بيشترين فاصله 13 3     است. 16

,x)فاصله نقطه دلخواه ماننددوم:  روش y,z) روي سطح كره از نقطه( , , )4 3 x)برابر 12 ) (y ) (z )    2 24 3 خـواهيم عبـارت   باشد، يعنـي مـي  مي 12
(x ) (y ) (z )    2 2 24 3 xرا تحت قيد 12 y z  2 2 2   .توانيم از روش لاگرانژ استفاده كنيم كه طولاني خواهد بودرت ميبهينه كنيم كه در اين صو 9

 

RR

A

B

  P(x ,y , z )

O
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2عمومي (رياضي 

 حداقل فاصله تلاقي دو سطح  :9مثالx y z   zو 1 xy      از مبدأ مختصات برابر است با:  5
1 (3  2 (4  3 (1  4 (  
 :كند، تابعتابعي كه فاصله از مبدأ مختصات را حساب مي»  1«گزينه   پاسخf (x , y , z) x y z  2 2 البتـه بـراي راحتـي بيشـتر ابتـدا       است. 2
F(xتابع , y , z) x y z  2 2 را بـا   Fن مقـدار تـابع  خواهيم كمتـري گيريم. پس ما ميدست آمده راديكال ميگيريم و در پايان از جواب بهرا در نظر مي 2

gوجود دو قيد : x y z  1 gو 1 : z xy 2 zداريم g1از معادله دست آوريم. ابتدابه 5 x y  1 كه با جايگذاري در فرمولF دو متغيـره   ه تابعب
F(x, y) x y ( x y)    2 2 ,h(xو بـه شـرط   كنيممياين رابطه را در قيد دوم جايگذاري  همچنينرسيم. مي 21 y) xy x y    4    خـواهيم

F(xاكنون تابعرسيد.  , y) x y xy x y     2 22 2 2 2 2 h(xقيدو  1 , y) xy x y    4   .ي يـك قيـد   از روش ضـرايب لاگرانـژ بـرا    را داريـم
h  كنيم. استفاده مي (y , x )   1 1

  وF ( x y , y x )     4 2 2 4 2 2
   

x y (y )            ( )
F h y x (x )            ( )

h(x , y) xy x y                  ( )

    
         

     

4 2 2 1 1
4 2 2 1 2

4 3

 

 
   

  2  يا(x y) (y x)    (y x)( )       y x           2 2  ) از يكديگر 2) و (1كم كردن رابطه (  
yاگر x ) يم) دار3از رابطهx x  2 2 4  كه چون     4 16 12     پس فاقد جـواب اسـت. اگـر  2    ) داريـم 1بـا جايگـذاري در رابطـه ( 

x y  ) داريم3و لذا از رابطه (x  2 4  پسx  2  بنابراينوy  2 كه با جايگذاري درF(x, y)  كمترين مقداربراي  9عددF آيد مي دستبه
  است.  3برابر  fيعني كمترين مقدار و لذا حداقل فاصله

 

 كمترين و بيشترين فاصله مبدأ مختصات از منحني :10لمثاx xy y  2 2      چقدر است؟ 9

2و بيشترين3) كمترين 1 3و بيشترين 6) كمترين2  3 3) كمترين 3   2 6و بيشترين2 2) كمترين4   2 3
3و بيشترين3 2  

 :آيد:زير در مي صورتبهمعادله داده شده در مختصات قطبي » 2«گزينه  پاسخ  

r r sin cos r
sin cos sinsin

       
     

2 2 2 9 9 189 11 2 21 22

  

rو ماكزيمم تابع مينيممباشد، پس لازم است مقادير ميrمبدأ در مختصات قطبي برابر با توجه به اينكه فاصله از
sin


 

2 18
2 آوريـم. بـراي    دسـت بهرا  2

sinشود يعني مينيمملازم است كه مخرج كسر rآوردن ماكزيمم دستبه   2 max(rصـورت كـه در ايـن   1 )  


2 18 182 max(r)و يـا  1  18 3 2 

sinشود كه مخرج كسر ماكزيمم شود يعنـي مي مينيمموقتي  r2آيد. به همين ترتيبمي دستبه  2 min(rكـه در ايـن صـورت    1 )  


2 18 62 يـا  و  1

min(r)    آيد.مي دستبه 6
 

 تابع مينيممو  ماكزيمم :11مثالz x y  1 xتحت قيد 2 y 2 2   كدامند؟ 5
1 (1 3 5) 2  2و  5 5 2) 4   -4و   6) 3  - 4و  1 2   6و  5
 :3«گزينه  پاسخ «  

xپارامتري صورتبهتوان قيد داده شده را ميروش اول:  cos t

y sin t

 




5
5

zدر اين صورت تابع به شكل .نوشت  cos t sin t  1 5 2 آيـد. حـال بـا    در مي 5

aتوجه به رابطه b a cos t bsin t a b     2 2 2 cos  :شودمي نتيجه 2 t sin t z


         
5 5

5 2 5 2 5 5 2 4 6    

fدر اين مثال تابع روش دوم: (x , y) x y  1 g(xو شرط (قيد) 2 , y) x y  2 2   كنيم:را داريم. از روش لاگرانژ به اين صورت استفاده مي 5
yx

x y

ff
y x

g g x y
    

1 2 22 2  

x  دهيم:ي قيد قرار مياين نتيجه را در معادله y x x x x y            2 2 2 2 25 4 5 5 5 1 2  
)نقاط , )1 )و 2 , ) 1 min  خواهيم داشت: دهيم،قرار مي fرا در 2 f f ( , ) , max f     1 2 4 6  
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 كمترين فاصله مبدأ مختصات تا خم  :12مثالx y
x y z

  


  

2 2 1
1

     چقدر است؟ 

1 (1  2 (2   3 (2
2   4 (2 1   

 :1«گزينه  پاسخ «  
xبا توجه به رابطه  روش اول: y 2 2 xصورتبهتوانيم اين شرط را ، مي1 cos t, y sin t   بنويسيم و در اين صـورتz    نيـز بـر حسـبt  دسـت بـه 

z  آيد:مي x y cos t sin t     1 1  
fمربع فاصله خم تا مبدأ يعني مينيممتر شدن باشد. براي سادهفاصله مبدأ تا خم مي مينيممهدف يافتن  (x, y,z) x y z  2 2 آوريم. با مي دستبهرا  2
,zجايگذاري y,x  بر حسب پارامتريtدر تابعf شود:نتيجه مي  f (t) cos t sin t ( sin t cos t) ( sin t cos t)        2 2 2 21 1 1  

)افتد كهوقتي اتفاق مي fواضح است كه كمترين مقدار sin t cos t)  tبرابر صفر باشد (به ازاي 21  عبارت ،( sin t cos t)  )، شودبرابر صفر مي 21
  يد.آمي دستبهبرابر يك  fمينيممپس 

fهدف يافتن كمترين مقدار تابع روش دوم: (x, y,z) x y z  2 2 xباشد، طبق قيد اوليم 2 y 2 2  صـورت بـه  fباشد كه در اين صورت تـابع مي 1
f (x, y, z) z  zدهد كهآن وقتي رخ مي مينيممآيد كه در مي 21    مينيممباشد و در اين صورتf  است. 1با توجه به قيود برابر 

 

 ماكزيمم تابع  :13مثالf (x,y) xy y  x، روي قرص2 y 2 2   ، كدام است؟1

1 (2 1
2  2 (3 1

2  3 (2
4  4 (2

4  

 :با توجه به شرط»  1«گزينه   پاسخx y 2 2 xدهيم، قرار مي1 cos t وy sin t. در اين صورت تابعf آيد:زير در مي صورتبه  
f (t) cos t sin t sin t f (t) cos t sin t     2 2 2   

tز معادله اخيرا 
 cos  :داريم آيد و در اين صورتمي دستبه 8 tf (t) sin t cos t sin t sin t f ( )  

     2 1 1 2 2 122 2 8 2  

  
 78(مكانيك ـ سراسري        گيرد كدام است؟قرار مي 2بيشترين حجم مكعب مستطيلي كه داخل يك كره به شعاع   :14مثال(  

1 (4 3
9  2 (4 2

9  3 (8 3
9  4 (8 2

9  

 :1(طراح سؤال فقط  ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ  پاسخ
  اول از مكعب را حساب كرده است.) 8

xيكره y z  2 2 2 A(xيرا در نظر بگيريد. فرض كنيم نقطه 4 , y , z)        در يك هشتم اول از فضـاي سـه بعـدي رأس آن مكعـب مسـتطيل باشـد. در
Vيپس حجم كامل مكعب با رابطـه  xyzصورت حجم واقع در يك هشتم اول اين مكعب برابر است بااين xyz خـواهيم  آيـد. حـالا مـي   دسـت مـي  بـه  8

gرا با قيد Vبيشترين مقدار : x y z  2 2 2   كنيم:دست آوريم. از دستگاه لاگرانژ به اين صورت استفاده ميبه 4
yx z

x y z

VV V yz xz xy yz xz xy y z x z , z x y x y x , z y y x , z y
g g g x y z x y z

                  2 2 2 2 2 2 2 28 8 8
2 2 2  

A(xيالبته نقطه , y , z) 1در
yمثبت هستند در نتيجه zو x،yاول قرار دارد پس 8 x z  ي كره داريم:است. با جايگذاري در معادله    

x x x x x      2 2 2 2 4 24 3 3
  

xپس y z  
2
3

V  و حجم مكعب حداكثر برابر است با:  xyz ( )   32 64 64 38 8 93 3 3
  

Vدر فرمول zو yو xي كره و يكسان بودن توانبه علت تقارن موجود در معادلهتوجه:  xyz zل مشخص بود كه در حالـت از همان او 8 y x    بـه
  بيشترين مقدار حجم خواهيم رسيد.
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2عمومي (رياضي 

 فاصله مينيمم مبدأ تا سطح  :15مثالz x 2   )78(عمران ـ سراسري          برابر است با: 1

1 (1
2  2 (1  3 (3

2  4 (2  

 :خواهيم عبارتدر واقع مي  »2«گزينه   پاسخd f (x, y,z) x y z   2 2 zرا تحت شرط 2 x 2 مينيمم كنيم. با توجـه بـه شـرط لازم     1
xاست 1بنابراين مينيمم ،f در نقطه( , , )1   داريم دهد، در نتيجهرخ مي:       min(d) f ( , , )    1 1 1     

  توانستيم از روش ضرايب لاگرانژ نيز استفاده كنيم.توجه كنيد كه براي حل اين مسأله مي

  
 صورتبهي به فرض اينكه تابع هزينه توليد براي يك واحد صنعت  :16مثالc x xy y   2 25 2 3 8  است كه در آنxوy وc   به ترتيب ميـزان

x)و yوxواحد از كالاي 39براي توليد جمعاً و ميزان كل هزينه است.  y، ميزان توليد كالايxتوليد كالاي y )         حداقل هزينه چقدر خواهد بود؟ 39
  )78ـ سراسري  (صنايع ـ سيستم

1 (y , x 17 11  2 (y , x 23 9  3 (y , x 24 11  4 (y , x 26 13  
 :4«گزينه    پاسخ  «  

Cخواهيم تابعميروش اول :  x xy y   2 25 2 3 8  را تحت شرطg x y   39  كنيمه ميدمينيمم كنيم. از روش ضرايب لاگرانژ استفا.        
      C ( x y, x y) , g ( , )     1 2 2 6 1 1

 
  

  :داريم بنابراين
x y

C g
x y

x y
x y

  
             

1 2
2 639 39






  

xاز حل دستگاه فوق 13وy    آيد.دست ميبه 26
xاي كه در شرطها، تنها گزينهدر بين گزينهروش دوم :  y    ) است.4كند، گزينه (صدق مي 39

  
 كدام گزاره درمورد تابع دو متغيره  :17مثالf با ضابطهf (x,y) xsin y        78(آمار ـ سراسري              درست است؟(  

  ) نقطه زيني نداشته اما مينيمم مطلق دارد.2  ) داراي نقطه زيني است اما مينيمم مطلق ندارد.1
  ) مينيمم نسبي ندارد ولي داراي ماكسيمم نسبي است.4  زيني است و ماكسيمم نسبي دارد. ) داراي نقطه3
 :1«گزينه   پاسخ«  

)نقاط ,k ) باشندنقاط بحراني تابع مي     
x

y

f sin y y k

f x cos y x y k

    
  

      2



  IÄ
  

xx yy xyf f f cos y cos y      2 2 2  
چون  ط، پس نقا( ,k ) باشند.نقاط زيني مي  

 

 مقدار  :18مثالq در تابع/ /q K L 4 5  با رعايت قيدK L 3 4 1 8 گردد، مقداربهينه ميL 79ـ سراسري  نايع ـ سيستم(ص  كدام است؟(  
1 (12  2 (15  3 (16  4 (2  
 :دهيمابتدا قرار مي  »2«گزينه   پاسخf k L   3 4 1 8 :بنابراين به روش ضرايب لاگرانژ خواهيم داشت ،  

/ /

/ /

/ k L
q f / k L
k L k L





  
      

    

6 5

4 5
4 3
5 4

3 4 1 8 3 4 1 8

 

 

 


 
  

Lآيددست ميگاه فوق، بهي اول بر معادله دوم در دستبا تقسيم معادله
k


15
k. با استفاده از اين رابطه و معادله سوم16 16 وL 15 آيددست ميبه.  
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 در ورقه نازك فلزي با ناحيه  :19مثالx y 2 2 Tصورتبه M(x,y)ازه درجه حرارت در هر نقطه، اند9 x y x  2 22  Tاست كمترين مقـدار  4
  )79اي ـ سراسري (هسته          كدام است؟

  ) صفر4  -1) 3  -2) 2  -4) 1
 :1«گزينه   پاسخ«  

  x

y

T x
x , y

T y
       

2 4
24





  

)نقطهبنابراين  , )2  داريم كند. از طرفيباشد كه در شرط موردنظر نيز صدق ميتنها نقطه بحراني مي:         xx yy xyT T T      2 2 4 8  
xxTچون   و  بنابراين ،( , )2   عبارتي داراي كمترين درجه حرارت است.نقطه مينيمم يا به          T( , )     2 4 8 4   

 

 نقطه مينيمم تابع  :20مثالf (x,y,z) x y z  2 2 xبا شرط 24 y z  2 3   )80(مكانيك ـ سراسري        كدام است؟ 12

1 (( , , )36 6 12
11 11 11  2 (( , , )6 36 12

11 11 11  3 (( , , )36 12 6
11 11 11  4 (( , , )12 6 36

11 11 11  

 :كنيم:از روش ضرايب لاگرانژ استفاده مي  »2«گزينه   پاسخ  
x y z
x

x , y , z
y
z

  
           
  

2 3 12
8 2 24 6 36 12
2 3 11 11 11 11
2

  

  
 در مورد تابع  :21مثالF(x,y) xy Lnxy  80(مكانيك ـ آزاد                     ؟كدام گزينه صحيح است(  

1 (( , ) 
1 1
2 )) 2  يك مينيمم نسبي تابع است. 2 , ) 

1 1
2   يك ماكزيمم نسبي تابع است. 2

3 (( , ) 
1 1
2 )) 4  يك نقطه زيني است. 2 , ) 

1 1
2   ريف نشده است.تع 2

 :ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ  پاسخ  

)نقطه , ) 1 1
2 باشد. كند، بنابراين نقطه بحراني نميدر معادلات روبرو صدق نمي 2

x

y

F y
x

F x
y

    
   


1

1




  

 

 نقطه بحراني تابع  :22مثالz x y  با شرطx   ،y   وx y 2 2   )80ـ سراسري  (صنايع ـ سيستم  كدام است؟ 1
  ) با شرط مفروض فاقد نقطه بحراني4  ) زيني3  ) مينيمم2  ) ماكزيمم1
 :نوشت: روبروي صورت پارامترتوان بهشرط داده شده را مي » 1«گزينه   پاسخ         x cos t , y sin t , t 

    2  

zصورتبنابراين تابع به cos t sin t  آيد، كه در نقطهدر ميt 
   خواهد بود.2داراي ماكسيمم 4

  
 در تابع: 23مثالz xy x y xy   2 2   )80ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(     مبدأ مختصات: 3

  عادي است.) نقطه 4  ) مينيمم نسبي است.3  زيني است.ي ه) نقط2  ) ماكزيمم نسبي است.1

 :2«گزينه   پاسخ«  x

y

z y x y

z xy y x

    


   

2

2
2

2 3



  

)واضح است كه نقطه , )  باشد، بنابراينيكي از جوابهاي دستگاه فوق مي( , )  باشد.يك نقطه بحراني تابع مي  
xx yy xyz z z ( x y) ( y )        2 22 2 6 2 1  

)در نقطه , ) مقدار ،  بنابراين ،( , )  باشد.يك نقطه زيني مي  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2عمومي (رياضي 

 براي سطح به معادلة1و  1نقطه (  :24مثال (z x y xy  3 3   )80(آمار ـ سراسري            اي است؟        چگونه نقطه 3
  ) عادي4  ) زيني3  ) مينيمم موضعي2  ) ماكسيمم موضعي1

 :2«گزينه   پاسخ«  ( , ) , ( , )1 1     نقاط بحراني x

y

f x y

f y x

    
  

2

2
3 3
3 3




  

xx yy xyf f f xy    2 36 9  
)در نقطه , )1 1،   وxxf   ) مينيمم موضعي است.1و  1بنابراين نقطه (  

 

 كداميك از نقاط زير يك مينيمم نسبي تابع  :25مثالf (x,y) x xy y y   2 34   )81(عمران ـ سراسري          باشد؟    مي 4
1 (( , ) 2 4  2 (( , )4 2  3 (( , )4 2

3 3  4 (( , ) 
2 4
3 3  

 :2«گزينه   پاسخ«                  x

y

f x y x y

f x y y x

     
        

2 2
2 4 2

4 3 4 3 4 4


 
  

)Aاه فوق نقاط بحرانياز حل دستگ , )4 )Bو 2 , )4 2
3 xx    آيند.دست ميبه 3 yy xyf f f y ( ) y        2 22 6 4 12 16  

A،چون در نقطه   وxxf   بنابراينA باشد.ه مينيمم مينقط  
  

 مقدار ماكزيمم و مينيمم تابع  :26مثالf (x,y) x y y   2 23 2 4 xروي قرص 1 y 2 2   )82(عمران ـ سراسري        ، كداميك از مقادير زيراند؟16
  17و  53) 4  -1و  49) 3  17و  49) 2  -1و  53) 1

 :آيند.دست ميمقادير ماكزيمم و مينيمم در نقاط بحراني يا روي مرز به » 1«ه گزين  پاسخ  x

y

f x x
f y y

   
     

6
4 4 1

 


  

)Aبنابراين , )1 باشد.تنها نقطه بحراني تابع مي         xx yy xyf f f      2 6 4 24  
xxfچون   و   بنابراين ،A باشد ونقطه مينيمم تابع ميf ( , )  1 1در روي مرز ناحيه يعني .x y 2 2     آيد:صورت زير در ميبه f، تابع 16

 f (x, y) ( y ) y y y y f y             2 2 23 16 2 4 1 4 49 2 4   
y , x Max(f ) f ( , )         2 2 3 2 3 2 53  

  

 صفحه  :27مثالx y z   xاستوانه 1 y 2 2 چنان بيابيد كه به ترتيب ارتفاع ماكسيمم  Cرا روي  Qو  Pكند. نقاط قطع مي Cرا در يك خم  2
  )82ـ سراسري  MBA(       داشته باشند. xyي هو مينيمم را از صفح

1 (Q ( , , ) , P ( , , )   2 1 2 2 1 2   2 (Q ( , , ) , P ( , , )    1 1 1 1 1 3  

3 (Q ( , , ) , P ( , , )     2 1 2 2 1 2   4 (Q ( , , ) , P ( , , ) 
   

3 2 2 3 2 3 2 31 12 2 2 2 2 2 

 :خواهيم مقادير ماكسيمم و مينيممدر واقع مي » 2«گزينه   پاسخz x y  1 را تحت قيدx y 2 2 دست آوريم. بنـابراين از روش ضـرايب   به 2

x  كنيم.مي لاگرانژ استفاده y x y
( , ) ( x , y)f y

      
       

2 2 2 22 2
1 1 2 2   

f    شوند.) به عنوان نقاط بحراني حاصل مي- 1و  -1) و (1و  1از حل دستگاه فوق نقاط ( ( , ) , f ( , )    1 1 1 1 1 3  
 

 كه در صورتي: 28مثالx  وy  وz مخالف صفر وx y z   xyمباشد، ماكزيم 1 z2   )82(معدن ـ سراسري           كدام عدد است؟     3

1 (1
32  2 (1

36  3 (1
628  4 (1

432  
   
 :دانيم وقتيمي  »4«گزينه  پاسخx y z  برابر مقدار ثابتي باشد، عبارتa b cx y z وقتي ماكسيمم است كهx y z

a b c
  داريم باشد. بنابراين:  

x y z
x , y , z xy zx y z

  
      

 

2 3
1 1 1 1 1

6 3 2 432
1 2 3
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 در مورد تابع دو متغيره  :29مثالz f (x,y) 82(رياضي ـ سراسري          اره صحيح است؟كدام گز(  
x)در نقطه f) اگر1 , y ,z )    گاهآنداراي اكسترمم نسبي باشدx yf (x , y ) f (x , y )         
x) اگر2 yf (x , y ) f (x , y )      ،مماس بر سطح  گاهآنf در نقطه(x , y ,z )   .افقي است  
x)در نقطه f) اگر3 , y )  و پذيرمشتقx yf (x , y ) f (x , y )      سوئي مشتق گاهآنf در نقطه(x , y ) .در هر جهتي صفر است  
  حداقل داراي يك ماكزيمم نسبي است. fگاهآن ،جا پيوسته و داراي دو مينيمم نسبي باشدمهه f) اگر4
 :اگر مشتقات جزئي برابر صفر باشند، بردار گراديان برابر صفر است و بنابراين واضح است كه مشتق سوئي نيز برابر صفر است.  »3«گزينه   پاسخ  

  كنيم:ها را بررسي ميينهاكنون ساير گز
f) نادرست است براي مثال تابع1ي (گزينه): 1بررسي گزينه ( (x , y , z) | x | | y | | z |   يدر نقطه( , , )   هاي داراي مينيمم نسبي است اما مشتق

  شوند بلكه وجود ندارند.جزئي آن در اين نقطه صفر نمي
f) نادرست است براي مثال تابع2ي (گزينه): 2بررسي گزينه ( (x, y) | x | | y | 3 )يرا در نقطه 3 , )        در نظر بگيريـد، طبـق تعريـف مشـتق جزئـي

x  داريم:
x x

f ( x , ) f ( , ) | x |f ( , ) lim lim
x x   

  
  

 

3

 

      
yfبه همين ترتيب ( , )    اما تابعf ي مماس بر رويهپذير نيست پس اصلاً صفحهدر مبدأ مشتقf  .وجود ندارد  

f) نادرسـت اسـت بـراي مثـال تـابع     4ي (گزينـه ):  4( بررسي گزينـه  (x , y) x xy y  3 )Cي بحرانـي در نقطـه  3فقـط داراي   33 , ) ،B( , )1 1 
)Aو , )1    ي زيني است.نقطه Cنقاط مينيمم نسبي و Bو Aكه 1

  
 تابع  :30مثالf (x,y) xy( x y)  4 82ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(     مفروض است. كداميك از عبارات زير در رابطه با نقاط بحراني اين تابع صحيح است؟(  

  ) اين تابع داراي سه نقطه زين اسبي و يك نقطه ماكزيمم است. 1
  ) اين تابع داراي يك نقطه زين اسبي و يك نقطه ماكزيمم است.2
  طه زين اسبي و يك نقطه مينيمم است.) اين تابع داراي سه نق3
  ) اين تابع داراي دو نقطه زين اسبي و يك نقطه ماكزيمم و يك نقطه مينيمم است.4

 :1«گزينه    پاسخ«  x

y

f y xy y y( x y)
x( x y)f x x xy

                

2

2
4 2 4 2

4 24 2
 


  

)Aكه از معادله فوق نقاط بحراني , ) ،B( , )4،C( , )4  وD( , )4 4
3   پردازيم.آيند. حال به بررسي نوع نقاط بحراني ميدست ميبه 3

xx yy xyf f f ( y) ( x) ( x y) xy ( x y)             2 2 22 2 4 2 2 4 4 2 2  

مقـدار A ،B ،Cدر نقـاط    بنـابراين نقــاط ،A،B،C     زينــي هستنــد ولـي در نقطـه( , )4 4
3 ، مقـدار 3   وxxf   بنـابراين ،D    يـك نقطـه

   باشد.ماكسيمم مي

  
 ترين مقدار تابعكوچكترين و بزرگ   :31مثالf (x,y) x y 2 x)بر قرص بسته، 2 ) (y )   2 22 2          كداميك از مقادير زيراند: 9

  )83(عمران ـ سراسري 
1 (  2  25و (  3  16و (  4  14و (  36و  

  :ي بحرانيتنها نقطه  »1«گزينه    پاسخf   ي، درون اين قـرص بسـته، نقطـه( , )      اسـت. در واقـع از حـل دسـتگاهx

y

f x
f y

 
  

2
2




)ينقطـه   , )  

fطهآيد و در اين نقدست ميبه ( , )    كمترين مقداراست. واضح است كه در اين نقطه ،f (x , y) x y 2 ن بـراي تعيـين بزرگتـري   آيـد.  دست مـي به 2
fخواهيم تابعكنيم. مياز روش ضرايب لاگرانژ استفاده مي fمقدار  (x, y) x y 2 ,g(xرا تحت قيد 2 y) (x ) (y )    2 22 2   .ماكسيمم كنيم 9

(x ) (y )
(x ) (y ) x (x ) x y

f g
y (y )

    
                    

2 2
2 2

2 2 9
22 2 9 2 2 2 1

2 2 2
  

شود،نتيجه مي gدر شرط  yوxبا جايگزيني 
5
xو بنابراين 3 y 

5 2
2.                f ( , )   

5 2 5 2 25 25 252 2 2 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2عمومي (رياضي 

 ماكزيمم عبارت   :32مثالx y2 در صورتي كهx y  xو 4 y   2 83ـ سراسري  (صنايع ـ سيستم  باشد چيست؟(  
1 (5  2 (6  3 (7  4 (9  

 :نوشت: مقابلصورت توان بهرا مي آن با ضرب كردن شرط دوم در يك علامت منفي،  »3«گزينه    پاسخ          x y
x x

x y
 

     

4 2 6 32  
xاست و با توجه به شرط 3، كه در هر دو شرط صدق كند برابر xپس ماكسيمم مقدار براي  y   1برابر  yتوان نتيجه گرفت ماكسيمم مقدار براي، مي4

xماكسيمم است. پس y2  خواهد بود. 7برابر  
  

 اگر  :33مثالz x y  22 xباشد، كمترين مقدار 1 y z    )83ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 2
1 (1

4  2 (1
8  3 (

1
16  4(

1
32   

 :با جايگزيني  »3«گزينه   پاسخz آيد:دست مياز رابطه داده شده به  f (x, y) x y ( x y )    2 22 1  
x

y

f ( x y )
x , y

f y( x y )

          
     

2

2
1 4 2 1 9 181 4 2 1




  

)Aبنابراين نقطه , )


9 xx   باشد.يك نقطه بحراني تابع مي 18 yy xyf f f ( x y ) y       2 2 28 8 12 4 64  

، مقدارAچون در نقطه   وxxf  بنابراين ،A نقطه مينيممf قدارباشد و مميfدر آن برابر1
  باشد.مي 16

 

 نقطه اكسترمم  :34مثالf (x,y) x y xy  3 3   )83(معدن ـ سراسري          است؟       چگونه 3
  ) ماكسيمم نسبي1و  -1) (4  ) مينيمم نسبي-1و  1) (3  ) مينيمم نسبي1و  -1) (2  ) ماكسيمم نسبي-1و  1) (1

 :2«گزينه   پاسخ«               x

y

f x y
x x x , x

f y x

        
   

2
4

2
3 3

1
3 3





  

xبه ازاي  مقدار ،y   و به ازايx 1،y  1 ين نقاط بحرانيخواهد بود. بنابراf عبارتند از( , )  ) 1 , -1و.(  
xx yy xyf f f x ( y) xy         2 6 6 9 36 9  

)در نقطه , )1 1،   وxxf   بنابراين نقطه( , )1   يمم نسبي است.مين 1
  

 اگر  :35مثالf (x,y) ax bxy cy  2 f، شرط لازم و كافي براي آنكه22 ( , )  83(رياضي ـ سراسري        ماكسيمم موضعي باشد كدام است؟(  
1 (ac b , a  2    2 (ac b , a  2    3 (ac b , a  2    4 (ac b , a  2    
 :ابتدا توجه كنيد كه:    »1«گزينه    پاسخ                      x y xx yy xyf ax by , f bx cy , f a , f c , f b      2 2 2 2 2 2 2  

xx  :داريم بنابراين yy xyf f f a c b (ac b )       2 2 22 2 4 4  
xxfبراي ماكسيمم بودن نقطه بحراني لازم است   و   باشد يعنيa   وac b 2 .  

 

 تابعهاي اكسترمم  :36مثالw f(x,y,z) با شرطH(x,y,z)
G(x,y,z)


 




  )83ـ سراسري (رياضي         ؟نيستند جواب كدام معادله 

1 (H.( f G)
  

     2 (f .( H G)   
  

  3 (G.( f H)   
  

  4 (f ( H G)    
  

  
 :طبق روش ضرايب لاگرانژ، اكسترمم تابع  »4«گزينه   پاسخ f  تحت دو شرطG  وH افتـد كـه  وقتي اتفاق ميf G H   

     و ايـن رابطـه .
fيعني

    
  .) صحيح هستند3) و (2)، (1هاي (اند) و در نتيجه هر سه رابطه ذكر شده در گزينهقرار دارد (سه بردار گراديان هم صفحه Hو Gدر صفحه دو بردار

  
 مقدار ماكزيمم مطلق و مينيمم مطلق تابع  :37مثالf (x,y) xy xبر روي قرص بسته 2 y 2 2   )83اي ـ سراسري (هسته  برابر است با: 4

  -8+ و 8) 4  -4+ و 4) 3  -2+ و   2 (2و  8) 1
 :دير ماكسيمم و مينيمم مقا  »3«گزينه   پاسخf صورت پارامتري زير نوشت: توان بهدهد. مرز ناحيه داده شده را ميروي مرز و يا نقاط بحراني رخ مي  
                   x cos t , y sin t t    2 2 2  

fصورتبه fبنابراين در روي مرز،  (t) sin t 4 fاسـت. از طرفـي نقطـه بحرانـي     -4ينـيمم آن  و م 4آيـد كـه ماكسـيمم آن برابـر     در مي 2 (x, y) xy 2 ،
)نقطه , )  باشد و در اين نقطهميf ( , )     به ترتيب مينيمم و ماكسيمم 4و  -4بنابراين همان مقاديرf باشد.مي  
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 اگر  :38مثال(x y ) yf (x,y) xe ye    
2 2   )83ـ آزاد صنايع ـ سيستم (  آيد؟مي دستبه yبه ازاي چه مقدار fباشد، حداكثر مقدار 1

1 ( 1 3
4  2 ( 1 3

2  3 ( 1 5
4  4 ( 1 5

2  

 :2«گزينه    پاسخ«  

  
(x y ) (x y ) (x y )

x

(x y ) y y
y

f e xe e ( x) x

f xye e y e

     

     

       

     

2 2 2

2 2 21 2 1

1 1

2 2




  

xبا جايگزيني 1 شود:در معادله دوم نتيجه مي  ( y ) ( y ) ( y )ye e y e y y y       
          

2 2 21 1 2 1 2 1 32 2 2 1 2 2   

   
 ماكسيمم تابع  :39مثالf (x,y) x y  3 2 xبا توجه به شرط 1 y 2 29 4   )84ـ سراسري  (صنايع ـ سيستم  دهد و چقدر است؟در چه نقاطي رخ مي 18

1 (, , 
 
 

31 1 2  2 (, ,    
 

35 1 2  3 (, ,  
 

37 12  4 (, ,  
 

37 1 2  

 :براي تابع » 4«گزينه   پاسخf (x , y) x y  3 2 g(xبا قيد 1 , y) x y  2 29 4   كنيم:از روش ضرايب لاگرانژ استفاده مي. 18
x y

x y x y x x , y ,
( , ) ( x , y)f g y

  
                

         

2 2
2 2 2 2 9 4 18

9 4 18 3 19 4 18 6 1 1 2 63 2 18 8 4 1
   

)پس نقطه ماكسيمم نقطه , )31   باشد.مي 7برابر  fباشد و در اين نقطه مقدار تابعمي 2

  
 مطلق تابع مينيممماكسيمم و   :40مثالf (x,y) x y 2 روي ناحيه 2 D (x,y) | x y  2 2   دهد؟چه نقاطي رخ مي كدامند و در 4

  )84ـ سراسري  (صنايع ـ سيستم            
1 (,4 و( , )2  و( , )   2 (,4  و( , )  و( , )2   3(,4 )و4 , )2  و( , ) 2  4 (,4 )و 4 , )2  و( , )2   
 :3«گزينه    پاسخ«     

توانـد صـحيح   ) مـي 3(ها فقط گزينه تواند مثبت يا منفي باشد، پس با توجه به مقادير داده شده در گزينهمي fتابع Dواضح است كه در ناحيهروش اول: 
   باشد.

fx  را بررسي كنيم. Dبايد نقاط مرزي و بحراني درون ناحيهروش دوم:  x
x y , f ( , )

fy y
 

     

2
2


   


  

xبا توجه به اينكه معادله مرز y 2 2 yباشد در نتيجه داريم:مي 4 x 2   داريم: fدر تابع y2ي، با جايگذار24
x f

f x ( x ) x , x
x f
   

              
2 2 2 44 2 4 2 2 2 4

  

  
 عبارت مينيمم  :41مثالx y xy x y   2 22 2 2 xبا قيد 3 y 2   )84سري كامپيوتر ـ سراعلوم (      در كدام نقطه است؟   1

1 (( , )1  2 (( , )1   3 (( , ) 3 7
4 16  4(( , )

3 7
4 16   

 :توان از روش ضرايب لاگرانژ مسأله را حل كرد. ولي جايگزينيمي»  3«گزينه   پاسخy برحسبx رسد.در عبارت داده شده سريعتر به جواب مي  
f (x) x (x ) x(x ) x (x ) (x ) x x            2 2 2 2 2 2 2 3 22 1 2 1 2 3 1 2 1 2 4 3  
f (x) x(x ) x x x x x ( x )        2 2 3 2 28 1 6 8 8 6 8 6  

x 


3
fريشه مضاعف        ،  4 (x) x ( x ) x      2 8 6    

)بنابراين نقطه , ) 3 7
4 fو چونباشد نقطه اكسترمم تابع مي 16 ( ) 

3
4 پس ،( , ) 3 7

4   باشد.نقطه مينيمم تابع مي 16
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 كمترين فاصله نقاط رويه  :42مثالxyz    )84(معدن ـ سراسري           از مبدأ مختصات، كدام است؟ 1

1 (1  2 (2  3 (3  4 (3
2  

 :خــواهيم فاصــله يعنــيمــي»  3«گزينــه    پاســخd x y z  2 2 xyzرا تحــت شــرط 2 1  ــا بــه طــور معــادل مــي  خــواهيممينــيمم كنــيم. ي
d x y z  2 2 2 xرطرا تحت ش 2 y z 2 2 2 هـا وقتـي مينـيمم    ضرب چند متغير ثابت باشد، مجمـوع آن دانيم هرگاه حاصلمينيمم كنيم. از طرفي مي 1

xاست كه تمام متغيرها با هم برابر باشند يعني y z 2 2 2 .  
x  :داريم در نتيجه .x .x x , y , z min(d)            2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 3  

  
 مقدار ماكزيمم موضعي (نسبي) تابع  :43مثالf (x,y) xy x y x y     2 2 2 2   )84(معدن ـ سراسري             را در صورت وجود بيابيد.  4

  ) وجود ندارد.4  8) 3  5) 2  4) 1
 :3«گزينه    پاسخ«    

x   باشد.) تنها نقطه بحراني تابع مي- 2و  - 2( بنابراين نقطه

y

f y x
x , y

f x y
             

2 2
2 22 2




  

xx yy xyf f f ( )( )       2 22 2 1 3  
چون   وxxf  ) باشد.) نقطه ماكزيمم مي-2و  -2، بنابراين نقطه    f ( , )        2 2 4 4 4 4 4 4 8  

 

 نزديكترين نقطه منحني  :44مثالx y 2 2 1،x xy y z   2 2 2   )85(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   به مبدأ كدام است؟ 1

1(( , , )1 1
2 2

  2 (( , , )1 1
2 2

  3 (( , , ) 
1 1
2 2

  4 (( , , ) , ( , , ) 1 1     

 :4«گزينه    پاسخ«    
   تواند پاسخ صحيح باشد.) مي4) روي منحني داده شده قرار ندارند. پس فقط گزينه (3) و (2)، (1اي (هكدام از گزينههيچ روش اول:
xمينيمميا بايد  روش دوم: y z f (x, y,z)  2 2 xرا تحت دو قيد 2 y 2 2 xو 1 xy y z   2 2 2   آوريم.دست ميبه 1

xبا توجه به قيد y 2 2 fصورتبه f، تابع1 (x, y,z) z  zشـود كـه  وقتي حاصل مي fآيد كه واضح است مينيمم تابعدر مي 21 2   يعنـيz   
xباشد. حال توجه كنيد كه اگر قيد y 2 2 xyشـود كـه  را در قيـد دوم جـايگزين كنـيم نتيجـه مـي      1 z 2  و چـون ،z    دسـت آمـده پـس    بـه

xy  شود و در اين صورتحاصل ميx   ياy   صورتآيد، پس نقاط موردنظر بهدست ميبه( , , )1   و( , , )1  .هستند  

  
 كدام حكم در مورد نقاط  :45مثالM ( , , )1 4  وM ( , , )  2 1 2 zمتعلق به سطح 4 xy xy x y  2 3 2   )86(رياضي ـ سراسري   درست است؟ 24

1( M2 مينيمم است وي هنقطM1 .2  نه ماكزيمم است و نه مينيمم( M1 وM2 هاي مينيمم هستند.نقطه  
3( M1 وM2 از نقاط كدامهيچ )4  هاي ماكزيمم هستند.نقطهM1 وM2 .اكسترمم نيست  
 :1«گزينه   پاسخ«  

x

y

f y y xy

f xy xy x y

   


  

2 3 2

2 2
4 2
8 3 2

  

  باشند.مي fبرابر صفرند، پس اين نقاط، نقاط بحراني تابع yfو xf، مقاديرM2و M1در هر دو نقطه

xx yy xyf f f y ( x xy x ) ( y y xy)         2 2 2 2 22 8 6 2 8 3 4  
، مقدارM1در نقطه   است، پسM1 نقطه زيني است. در نقطهM2،   وxxf   پسM2 .نقطه مينيمم است  
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 كنيم تا مساحت كل حداقل شـود.  بسازيم. ابعاد جعبه را طوري تعيين مي 16ا حجم ثابت بازي ب خواهيم جعبه مكعب مستطيل شكل درمي  :46مثال
  )86(رياضي ـ سراسري   مساحت جعبه كدام است؟

1( 38 2  2( 316 2  3( 324 2  4( 364 2  
 :طول، عرض و ارتفاع مستطيل را  »3«نه گزي  پاسخx،y وz كنيم. در اين صورت حجم مكعب مستطيلفرض ميf (x, y,z) xyz 16  و

,g(xمساحت جانبي مكعب مستطيل در باز y,z) xy xz yz  2 xyz    است.     2 x y z xy( xz)( yz)    2 2 2 8 116 2 2 2 2   
  ها وقتي مينيمم است كه متغيرها با هم برابر باشند، يعني داريم:جمع آن ضرب چند متغير مقداري ثابت باشد، حاصلدانيم اگر حاصلمي

xy xz yz y z , x z , x y     2 2 2 2  
xyzاز روابط فوق و 16 شود:نتيجه مي  

S xy xz yz      3 3 3 32 2 4 16 4 16 4 16 24 zجانبي 2 z , y , x     3 3 3 34 16 4 2 4 2 4  

  
 اي از نقطهصفحه  :47مثالA( , , )2 3   )86(رياضي ـ سراسري شده است، اين حجم كدام است؟ مينيممگذشته و حجم محصور بين آن و صفحات مختصات  4

1( 1 4  2( 1 8  3( 11  4( 112  
 :صورتصفحه را به  »2«گزينه   پاسخax by cz d   كنيم، چون نقطهفرض ميA( , , )2 3 aروي صفحه قرار دارد پس 4 b c d  2 3 ، حجم 4

dدهد. نقاط تقاطع اين صفحه با محورهاي مختصات به ترتيبت مختصات يك هرم تشكيل ميمحصور بين اين صفحه و صفحا d d, ,
c b a

باشد پس حجـم  مي 

dموردنظر برابر d d. . .
a b c

1
dيعني 6

abc

3

dVباشد. بنابراين هدف مينيمم كردنمي 6
abc


3

aقيد تحت 6 b c d  2 3 خواهـد بـود. كـه بـا روش ضـرايب       4
  تر آن است كه ابتدا مسأله را به شكل زير بنويسيم:توان به نتيجه رسيد. ولي راه حل سادهلاگرانژ مي

a b c
d d d

dV
abc

   

 

3

2 3 4 1

6

  

cحال با توجه به اينكه مجموع سه متغير b a, ,
d d d
4 3 abcها يعنيضرب آنصلثابت است حا 2

d3
شود كه متغيرها با هم برابر باشند و لذا وقتي ماكسيمم مي 24

dعكس آن يعني
abc

3

min  شود.مينيمم مي 24
a b c d d da , b , c V
d d d

        
2 3 4 1 86 9 12   

 

 نقطه: 48مثال( , )2 fبراي تابع -13دار و مق 3 (x,y) x x y y   2 24   )86(آمار ـ سراسري   چه نوع نقطه و مقداري هستند؟ 6
  نسبي مينيممنسبي و مقدار  ي مينيممهنقط )2  ماكسيمم و مقدار ماكسيمم نسبيي هنقط )1
  نقطه غير بحراني و مقدار معمولي )4  نقطه زيني و مقدار معمولي )3
 :2«گزينه   پاسخ«   f (x, y) x x y y   2 24 6  

xنقطه بحراني  

y

f x x
P( , )

f y y
            

2 4 2
2 32 6 3




  

xx yy xyf f f      2 22 2 4  
چون   وxxf  باشد.، پس نقطه بحراني، نقطه مينيمم مي  

  
 تابع مينيممماكسيمم و   :49مثالf (x,y) x y 2 xنسبت به قيد 2 y 2 2   )86(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   اند؟كدام 1

1( ,1   2( ,1 1  3( ,1  4( ,
2 2

2 2  

 :ست كه ماكسيمم به ازايواضح ا  »2«گزينه   پاسخx 1 وy   آيد و مقدار آندست ميبهf ( , ) 1 1    است و همچنـين مينـيمم بـه ازايx   
yو 1 شود و مقدار مينيمم برابرحاصل ميf ( , )  1 1 .است  
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 مطلق تابع مينيممماكسيمم و   :50مثالf (x,y) x xy y  2 24 2 xبر روي مربع 3  1،y  1 87(آمار ـ سراسري    به ترتيب كدامند؟(  
1(,  2(,4 3(,

133 3  4(,3 3  

 :نقاط مرزي مربع نقاط  »3«گزينه   پاسخA( , ) ،B( , )1 وC( , )1وD( , f،fزين ايـن نقـاط در  باشند كـه بـا جـايگ   مي 11( (A)   وf (B)  4 
fو (C)  3 وf (D)    را روي اضلاع مربع نيز پيدا كنيم:   fآيد. حال لازم است مقداردست ميبه 3

c cC x y f (y) y f y y f ( , )            1 1
2

1 1 3 6        

c cC x y f (y) y y f y y f ( , )             2 2
2

2
1 1 131 1 4 2 3 2 6 13 3 3   

c cC y x f (y) x f x x f ( , )         3 3
2

3 1 4 8       
cققغ cC y x f (y) x x f x x           4 4

2
4

11 1 4 2 3 8 2 4  

13برابر fبنابراين ماكسيمم مطلق
  باشد.مي 3برابر fو مينيمم مطلق 3

  
  تابع مينيمممقدار : 51مثالf (x,y) x x y y xy    2   )87(نفت ـ سراسري   برابر است با: 24

1( 7-  2( 2  3( 7  4( 2-  

 :1«گزينه   پاسخ«  
f x y
x x , y f ( , )
f y x
y

              


2 4
3 2 3 2 7

2 1




  

 

 قدار تابعبيشترين م: 52مثالz x xy 2 xبا شرط 2 y 2   )88(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 6
1( 8  2( 9  3( 12  4( 14  

 :كنيم.از روش ضرايب لاگرانژ استفاده مي  »3«گزينه   پاسخ  
x y x y

x y zx y x y x

   
      

2 6 2 6 2 122 2 2
2 1

  

  
 ابع ت  :53مثالz xy y x  2 212 xمفروض است. اگر داشته باشيم  3 y    )88(معدن ـ سراسري   ، ماكزيمم اين تابع چقدر است؟16

1( 1 8  2( 4 5  3( 528  4( 652  
 :خواهيم تابعدر واقع مي  »3«گزينه   پاسخz xy y x  2 212 xرا تحت قيـد 3 y 16       مـاكزيمم كنـيم. بـدين منظـور از روش ضـرايب لاگرانـژ

x  .كنيماستفاده مي y x y
x , y

y x x y y x
   

   
   

16 16 9 712 2 12 6 9 7  

  آيد.دست ميبه 528، مقدار تابع برابر zدست آمده در بالا در تابع با جايگزيني مقادير به
 

 كدام گزينه براي تابع  :54مثالf (x,y) xy x y  4   )89(رياضي ـ سراسري   درست است؟  44
1(( , )  يك نقطه زيني و( , ))2  ماكسيمم موضعي است.  11( , )يك نقطه زيني و 11( , )  موضعي است. مينيمم  
3(( , )  موضعي و مينيمم( , ))4  ماكسيمم موضعي است.  11( , )ضعي ومو مينيمم 11( , )  .يك نقطه زيني است  
 :ابتدا نقاط بحراني   »1«گزينه  پاسخf آوريم.دست ميرا به  

)نقاط , )  و( , )1 )و 1 , ) 1 xبحراني هستند. 1

y

f y x y x

f x y x y

       
    

3 3

3 3
4 4
4 4




  

xx yy xyf f f ( x )( y ) x y        2 2 2 2 2 212 12 4 144 16  
)Aدر نقطه بحراني , ) مقدار ، باشد، پسمنفي ميA.نقطه زيني است ،  

)Bو در نقطه ,   نقطه ماكزيمم موضعي است. Bفي است، پسمن xxfمثبت و مقدار 11(
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 مقدار تابع  :55مثالf (x,y) x xy y  3 22 6   )89غذايي ـ سراسري (صنايع  نسبي آن كدام است؟ مينيممدر نقطه  3
1(

3
  ) صفر4  -1) 3  -2) 2  2

 :از معادله دوم  »3«گزينه   پاسخy x آيد كه با جايگذاري در معادله اول بهدست ميبهx x2 رسيم كه از آنميx   وx 1 شـود  حاصل مي
)Aبنابراين نقاط , )  وB( , )1   نقاط بحراني هستند. 1

 x

y

(x, y) ( , )f x y x y
(x, y) ( , )f x y x y x y

                 

2 26 6 6 6
1 16 6 6 6
 


 

xx yy xyf x , f , f   12 6 6  

( , )   نقطه زيني است(x, y) ( , ) ( )       26    

xx(x, y) ( , ) ( )( ) ( ) ,f ( , )        11 12 6 36 11 12  ) ، مينيمم نسبي است. , )11 f نقطه ( , )     11 2 6 3 1 
 

 نقاط بحراني تابع با ضابطه: 56مثالz x x y y   2 3 23 3   )90ـ سراسري  MBA(  اند؟چگونه 4
  ) ماكسيمم ـ زيني4  ـ ماكسيمم مينيمم) 3  ـ زيني مينيمم) 2  ) زيني ـ زيني1
 :با در نظر گرفتن  »2«گزينه   پاسخz(x, y) f (x, y) x x y y    2 3 23 3   كنيم:، ابتدا نقاط بحراني را محاسبه مي4

  x y
z zx x f , y f
x y
 

     
 

26 3 6 4  

Fحال براي نقاط بحراني معادله 


 آوريم:دست ميكنيم كه از حل آن بهرا حل مي  

   
x , y

x , y

   

   


2
3
22 3


  

)پس , ) , ( , ) 
2 22 3 3 كنيم.اند. طبق تعريف نوع نقاط بحراني را مشخص مينقاط بحراني  

  xy xx yyf , f x , f ( x) ( x)           6 6 6 6 6 6 6 36 1   

xxاگر yy xyf f f   ,را در نظر بگيريم، براي 2 x    وxxf   لذا( , )
2
3 نقطه مينيمم نسبي و برايx  2،   نقطه( , )

22 يك نقطه  3
  زيني است. 

 

 ماكزيمم و مينيمم مقيد تابع  : 57مثالf (x,y) x y 2 xنسبت به شرط 2 x y y   2 22 4 90(رياضي ـ سراسري   ، كدام است؟(  
1(Max f ,Min f 2   2( Max f ,Min f  1   3( Max f , Min f 1   4( Max f ,Min f  2   
 :براي يافتن اكسترمم مطلق تابع  »1«گزينه   پاسخf (x, y) نسبت به شرطg(x, y)   رانژ داريم:طبق روش ضرايب لاگ  

f (x, y) g(x, y)
, f (x, y) x y , g(x, y) x x y y

g(x, y)
        


2 2 2 22 4

 


  

x ( x ) x x x( ) x ( )

y ( y ) y y y( ) y ( )

g(x, y) x x y y ( )

                
                 

      


2 2

2 2 2 1 11
22 2 4 2 2 1 21

2 4 3 

  

  كنيم.) جايگذاري مي3) را در رابطه (2) و (1روابط (

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )
( ) ( )

    
                             

2 2
2 2

4 22 4 2 1 4 8 1 1 5 21 11 1


    

fبنابراين نقاط بحراني تابع (x, y) تحت قيدg(x, y) :عبارتند از  x , y ( , )
x , y ( , )

     
      2 2 4 2 4

      

)حال نقاط , )  و( , )2 fرا در تابع 4 (x, y) كنيم.جايگذاري مي  f ( , )
min f , max f

f ( , )
  

     
22 4 4 16 2
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 هاي تابعاكسترمم  :58مثالf (x,y) x y 2 xyبا شرط 2    )90(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟1
1 ( و 1 2 (1 و 3 (1و1 4.اكسترمم وجود ندارد ( 

 :شرط داده شده متغير ابتدا با استفاده از  »4«گزينه   پاسخy را بر حسب متغيرx يابيم.مي  y
x


1  

xf  كنيم.آن را به يك تابع يك متغيره تبديل مي fبا جايگذاري رابطه فوق در ضابطه تابع (x, ) x k(x)
x x x


   

42
2 2

1 1 1  

  كنيم.همانند توابع يك متغيره عمل مي k(x)حال براي يافتن نقاط اكسترمم تابع
x x x(x ) x x xk '(x)

x x x
     

   
3 2 4 4 4 4

4 3 3
4 2 1 4 2 2 2 2   

fو در نتيجه تابع دو متغيره k(x)شود، بنابراين تابعرابطه فوق هيچگاه صفر نمي (x, y) د نقطه بحراني است، بنابراين براي اين تابع اكسترمم وجود نداردفاق.  

  
 كمترين مقدار تابع  :59مثالz xy

x y
  

8   )90(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 8

1 (8  2 (12  3 (16  4 (8 2  
 :قطه بحراني تابعابتدا ن  »2«گزينه   پاسخz آوريم.دست ميرا به  

x

y

f y
x y y y ,x

f x x
yy y

           
    


2 3

42 2

8
8 8 2 2648 8





  

xx  براي تشخيص نوع نقطه بحراني فوق داريم: yy xy xx yy xy ( , )f , f , f f f f |
x y

           2
2 23 3

16 16 1 2 2 1 3   

)در نتيجه نقطه , )2 xxيك نقطه اكسترمم نسبي است، از آنجايي كه2 ( , )f |  2 2 )باشـد در نتيجـه نقطـه   مي 2 , )2   يـك نقطـه مينـيمم نسـبي اسـت.       2
)در نقطه zو مقدار تابع , )2   است. 12برابر  2

  
 نقطه بحراني تابع  :60مثالz x y y x  2 2   )90(كشاورزي ـ سراسري   ونه است؟چگ 8

  مطلق مينيمم) 4  نسبي مينيمم) 3  ) ماكزيمم  2  ) زيني1
 :آوريم:دست ميابتدا نقاط بحراني را به  »1«گزينه   پاسخ  z x y y x  2 2 8  

x

y

z xy y
x x x , y

xz x y

             
   

2
2

42 8 8 2 2
2





  

xx  دهيم:يل ميرا تشك براي تعيين نوع نقاط بحراني yy xyz y,z ,z x   2 2 2  

xx yy xyz z z y ( x)
( , )

           


24 2 8 16 242 2   
چون   ي بحرانيدست آمده در نتيجه نقطهبه( , )2   باشد. يك نقطه زيني مي 2
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هاي چندگانهانتگرال: چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 
 چهارمفصل 

 »هاي چندگانه انتگرال« 
  

  هاي دوگانهانتگرالي محاسبه :1درسنامه 
  

 يِحاصل انتگرالِ دوگانه  :1مثال[sin(x y) sin(x y)]dydx



    4 2 2

 
  كدام است؟ 

1 (2  2 (2  3 (
2  4 (1

2  

 :دانيم كهمي»  2«گزينه  پاسخsin cos [sin( ) sin( )]       
1
fاست. در نتيجه عبارت جلوي انتگرال برابر است با 2 (x , y) sin x cos y 2 2 

  ها را جدا كنيم:توانيم به اين صورت انتگرالدر ضمن حدود انتگرال هم اعداد ثابت هستند. پس مي ضرب دو تابع يك متغيره است.حاصل يعني

     I ( sin xdx)( cos ydy) cos x sin y





       

4
4 2 2 2 2 1 2

  
  

  شد.حجم محاسبات كمي بيشتر مي ،كرديمطبيعي است اگر اين كار را نمي
  

 مقدار انتگرال  :2مثالcos y
I sin xdxdy



  
11 1

 
  كدام است؟ 

1 (

1

1  2 (1
11  3 (2

11  4 (1
5  

 :تابع زير انتگرال » 2«گزينه  پاسخf (x) sin x است. بنـابراين بـا    xيك متغيره و بر حسب 1
را تشـخيص   Dين كار ابتدا بايـد ناحيـه  براي اي آوريم.را به انتگرال مياني مي dyجابجا كردن متغيرها

xيعنـي خـط   ؛هسـتند  xهـاي ها كـران كنيم. آنميهاي انتگرال مياني را رسم كراندهيم. پس     و
xمنحني cos y xيكنيم. معادلهرا رسم مي 1 cos y yهمان 1 cos x   است. بـه محـدوديت 
y 1 كنيم.نيز كه در انتگرال بيروني داده شده توجه مي  

yرا توضيح دهيم. اول آن كه رسم منحنـي  مطلبيدر اينجا لازم است  cos x      بـه طـور كامـل برخـي از
xدانشجويان را ممكن است سردرگم كند. اگر ما بدون دقت، خط   محور)y (و منحنـي هاy cos x 

و ممكـن اسـت در تشـخيص    يند آ. حالا نواحي مختلفي به وجود ميرسيممي مقابلبه شكل  ،را رسم كنيم
yمحدوديتحتي ديگر  ،دچار اشتباه شويم Dمحلِ 1 يتوانـد در يـافتن ناحيـه   نيز نميD    بـه مـا

  كمك كند.
از چـپ بـه راسـت،     ،هسـتند. پـس   xهاي انتگرال مياني مربوط بـه متغيـر  شويد بايد كمي ظرافت به خرج دهيد. كراننكه دچار چنين اشكالاتي  اينبراي 
xي مابين خطناحيه   و منحني) x cos y y)يعني1 cos x  .اي را كه ازفقط ناحيه بنابرايناستx     نظـر   تا منحني كسـينوس ادامـه دارد در

yبگيريد. لازم نيست منحني cos x .را كامل رسم كنيد  
  
  
  
  

x

y

2


1 y cos x

x 
D

y 1
x

y

2


1 y cos x

x 

y 

D
x

y

y cos x

x

y

y cos x
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ارشد كارشناسي يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

yحالا محدوديت 1 ي دقيق مرزهايمحدودهكند تا نيز كمك ميD  يرا تعيين كنيم. به هر حال، پس از رسم ناحيـهD،     حـدود انتگـرال دوگانـه را

براي ترتيب
D

sin x dydx 1 هايابتدا كران كنيم.مشخص ميx  صورتبهرا x 
  2 تشخيص حدودبراي  سپس نويسيم وميy     از پـايين بـه بـالا

yكنيم.حركت مي   مرز ورودي وy cos x .پس مرز خروجي استy cos x   ماند:فقط حل انتگرال باقي ميبنابراين است و  

cos xcos x sin xI sin xdydx ysin x dx cos x sin xdx  
   




    

          
   

11 21 1 12 2 2 1
11 11  

 

 مقدار :3مثال
D

sin xI dA
x

  كه در آنD مثلثي واقع در صفحهxoy و محدود به محورxها، خطy x و خطx    ؟باشد، كدام استمي 1

1 (cos1 1  2  (cos1 1  3 (cos 1   ) صفر4  1

  : تابع»  1«گزينه پاسخsin xf (x)
x

 يك متغيره و برحسبx دهيماست، در نتيجه ترجيح ميdy به انتگرال مياني برود وdx نتگـرال  مربوط به ا

بيروني باشد. پس ترتيب
D

sin xI dydx
x

  كنيم. در واقع انتگرالِرا انتخاب ميsin x dx
x گيـري قابـل حـل نيسـت. امـا      هاي مرسوم انتگـرال با روش

sinانتگرال x dy
x شود چونبه سادگي حل ميsin x

x
  شود. دد ثابت تبديل ميبه ع 

كنــيم. بــا توجــه بــه پيــدا مــي xرا برحســب yرا بــه صــورت دو عــدد ثابــت و حــدود xدر ادامــه، ابتــدا حــدود
xشكل 1 است و اگر از پايين به بالا حركت كنيمy   مرز ورودي وy x .مرز خروجي است  

xx sin x sin x.I dydx [y ] dx sin xdx [ cos x] cos
x x

         
11 1 1 1 1

    
  

  

 اگر  :4مثالsinxcosy
D

e dAجا، كه در اينD تر از سايرين، حدود كدام گزينه زير، دقيق گاهآن ،است 2اع اي به مركز مبدأ مختصات و به شعدايره
  دهد؟را نشان مي Iتغييرات

1 (e eI
e e
 

 
2 2 24 4  2 (I e

e

  

4 4  3 (I e
e

  

4 4  4 (e eI
e e
 

 
2 2 24 4  

 :جواب به سؤال راحت است. اولاً توجه كنيد كه) 4(توجه به نكته با   »3«گزينه   پاسخsin x وcos y  تغييرات دارند، در واقع داريم: - 1و  1هر يك بين  
sin x cos ysin x

sin x cos y e e e
cos y

   
         

1 11 1 1 11 1  

mبنابراين مينيمم تابع زير انتگرال e Mيمم آنو ماكز 1 e rبرابر بـا  Dاست. از طرفي مساحت ناحيه 1 ( )    2 22 بـه   Iاسـت و لـذا حـدود    4

e  صورت مقابل است: I e I e
e

 
         1 44 4 4  

 

 دفرض كني  :5مثالf روي مستطيلQ [ , ] [ , ] 1 2 1 x)رو تعريف شده است:به صورت روبه 4 y) ; x y xf (x,y)
;

    


2 2
 Rn¼‚ ¸ÄH oÃš nj

، حاصل
Q

f (x,y)dxdy  كدام

 است؟ 

1 (Ln2
6  2 (Ln2

3  3 (Ln2
4  4 (Ln2

2  

 :مسـتطيل »  1«گزينه  پاسخQ [ , ] [ , ] 1 2 1 xيدر ناحيـه  4 1 yو 2 1 yقـرار دارد. خطـوط   4 x 
yو x   گيريم:را نيز در نظر مي 2

fها مطابق شكل مقدارشود كه در دو تا از آنبه سه ناحيه شكسته مي Qمستطيل (x , y)       برابـر بـا صـفر اسـت در نتيجـه
yكه بين خطوط Dيشود. در نتيجه كافيست حاصل انتگرال را روي ناحيهحاصل انتگرال روي اين دو ناحيه صفر مي x 

yو x xقرار دارد و در آن 2 1 است محاسبه كنيم:            2
Q D

f (x, y)dydx f (x, y)dydx      
x

x

x dx Ln(x y) dydx dx Lnx
xx y x

 
     

   
2 2 2 22

1 1 1
2 21 1 1 2

16 6 6  

 

1 

1 
y x

y

x
D

x

y

21

y x

y 2x

1

4 2f (x,y) (x y) 

f 

f 

D
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 اگر  :6مثالx   ش صحيح عددبخر نمايانگx باشد، حاصلI x y dA   در صورتي كه ،R ناحيهx 1 yو 3 2   شود؟باشد، چقدر مي 5
1 (1  2 (2  3 (15  4 (3   
 :كه حاصلاين»  4«گزينه  پاسخx y         دارد كـه  ايـن چـه عـددي باشـد بسـتگي بـه 

x y اي كـه بين كدام دو عدد صحيح متوالي قرار بگيرد. براي مثال در ناحيهx y  2 3 
xاست داريم y    x. بـه همـين دليـل بايـد خطـوط     2 y m      را بـراي اعـداد صـحيح

mمختلف , , , 1 2      رسـم كنـيم و ببينـيم مسـتطيلx 1 3،y 2 توسـط ايـن    5
 D1يآيـد. در ناحيـه  دست مـي ناحيه به 5 ،شود. مطابق شكليخطوط به چند ناحيه تقسيم م

xداريم y  3 x، پس4 y    است. به همين ترتيب در هر ناحيه مقدار تـابع جـزء    3
  كنيم:صحيح را محاسبه مي

D D D D D
x y dA dA dA dA dA dA            1 2 3 4 5

3 4 5 6 7  

               
1 3 4 3 1 3 12 2 18 73 4 5 6 7 32 2 2 2 2 2 2 2 2 2

   

مساحت(داريم:                            D3يبه عنوان مثال روي ناحيه
D

dA (D  3 35 5  
  بهتر است آن را به تعدادي مثلث تقسيم كنيد.   D3براي تعيين مساحت

1مثلث كوچك تشكيل شده است كه مساحت هـر كـدام   4از  D3يناحيه
واحـد اسـت. پـس     2

4برابر است با D3مساحت
  ها استفاده كنيد.. براي ساير نواحي هم از شمارش تعداد مثلث2

  
 حاصل  :7مثال

D
I ( x y )dA  3 xدرون بيضي Dدر صورتي كه 22 y 

2 2   كدام است؟ باشد، 14
1 (  2 (2  3 (3  4 (4  
 :بــا تبــديل»  4«گزينــه  پاســخx بــهx ي(ناحيــه ي بيضــيمعادلــهD( همچنــين تــابع ،كنــدتغييــر نمــيx y3 فــرد اســت پــس  xنســبت بــه 2
لحاص

D
x y dA 3 برابر Iمقداربرابر صفر است، بنابراين  روي اين ناحيه 2

D
dA2 يعني است يا دو برابر مساحت درون بيضيI ( )   2 2   است. 4

 
 اگر  :8مثالD يناحيهD {(x,y) | x y }  2 2 حاصل گاهآنباشد،  2

D
I (x tgx y )dA   1396 1395   است؟ چند برابر 697

1 (1394  2 (1395  3 (1396  4 (2788  
 :يدر معادله  »1«گزينه  پاسخx y 2 2 كه بدون ايـن   استكند. البته اين دايره آنقدر شناخته شده تغييري ايجاد نميyبهyياxبهxتبديل 2

  تقارن دارد.yو xدانيم نسبت به محورهايها هم ميرسيبر
xتابع tgx1396 نسبت بهx فرد است، همچنينy1395 نسبت بهy بنابراين داريم ،فرد است

D
(x tgx y )dA  1396 1395  :به اين ترتيب خواهيم داشت  

D
I dA (D )        697 697 697 2 1394SeIv¶  

  

 حاصل  :9مثال
|x| |y|

I (| x | | y |)dxdy
 

    ، برابر كدام گزينه است؟1

1 (5
3  2 (4

3  3 (8
3  4 (2  

   :گيـري نسـبت بـه هـر دو محـور     ي انتگـرال ناحيـه »  2«گزينه پاسخx وy    تقـارن دارد. زيـرا در
|يمعادله x | | y | 1 تبديلx بهx وy بهy كند. از طرفي تابع زير انتگرال هم تغييري ايجاد نمي

را  نتگـرال ا توانيم فقط ربع اول از اين ناحيه را در نظر گرفته و جـواب پس مي ،زوج است yو xنسبت به
  چهار برابر كنيم.

x x(x y) x xI (x y)dydx I [ ] dx ( )dx [x ]
 

           
2 2 31 1 1 11 11 44 4 4 22 2 2 3 3    

  
  

  

x y 7 
x y 6 

x y 5 
x y 4 

x y 3 

3

5
5D

4D
3D

2D
1D

1

y

2

x

3D

1

1

1

1
x y 1 y x 1 

11
x y 1   x y 1 

y

x
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 اگر ناحيه  :10مثالD درون دايرهx y 2 2 yو ناحيه بين 4 x xو 3 y حاصل گاهآناشد، در ربع اول و سوم ب 3
D

sinxI dA
sin x sin y




2
2   ؟كدام است 2

1 (4
3  2 (2

3  3 (
6  4 (

3  

 :ي ناحيهمعادله  »4«گزينه   پاسخDدرون دايره ،x y 2 2 yو محدود به مرزهاي 4 x xو 3 y است. هرگـاه در تمـام ايـن معـادلات      3

  با انتگرال مقابل برابر است: Iرسيم، پس انتگرالرا با هم عوض كنيم، باز هم به همين سه معادله مي yو xجاي
D

sin yI dA
sin y sin x




2

2 2  

مساحت ناحيه(  ي فوق داريم:با جمع طرفين دو رابطه
D

sin x sin yI dA I dA (D
sin x sin y


   

 
2 2

2 2
1 12 2 2  

كار، مساحت يكي از دو قطاع را حساب كرده و آن  را حساب كنيم و براي اين Dحالا كافيست مساحت ناحيه
  آوردن مساحت يك قطاع توجه كنيد كه داريم: دستبهكنيم. اما براي ضرب مي 2را در عدد 

                        
yy x tg ( ) tg ( )
x
yy x tg ( ) tg ( )
x

 

 


                  

       

1 1
1

2 1
1 1

2

3 3
3 3 6

3 6 63 3 3

  

ن مساحت يك قطاع برابر بابرابر مساحت ناحيه يك قطاع است. چو D ،2پس مساحت ناحيه
2است، بنابراين مساحت دو قطاع 3

  شود.مي 3

  پس خواهيم داشت: 
3) ( ) 

1 2
2 Iمساحت3 (D

1
2  

  ، برابر با مقدار زير است:rشعاع اي بهمساحت يك قطاع از دايرهيادآوري: 

S r  21
2“I‰¤  

در اين سؤال
  rو 6  S  مقابل حساب شد: صورتبه، بنابراين مساحت يك قطاع 2  

   21 22 6 3  
 

 مقدار  :11مثال
x

y dydx 
1 1 21


  )78ـ سراسري صنايع ـ سيستم (   برابر است با:    

1 (1
3  2 (2

3  3 (1  4 (3
2  

 :يري داريم:گبا تعويض ترتيب انتگرالبا توجه به شكل مقابل  » 1«گزينه   پاسخ  
 

y
x

y dydx y dxdy y y dy ( y )
           

3
1 1 1 12 2 2 2 2 11 11 1 1 13 3    

  

  
  

 مقدار انتگرال دوگانه  :12مثال
x

cos(y )dydx 
4 2 3


  )79(عمران ـ سراسري           چقدر است؟    

1 (sin 8
6  2 (sin 8

3  3 (sin 8
2  4 (3333/1  

 :كنيم:گيري را عوض ميبا توجه به شكل مقابل ترتيب انتگرال»  2«گزينه   پاسخ  

          y
x

cos(y )dydx cos(y )dxdy y cos(y )dy sin(y ) sin       
24 2 2 23 3 2 3 3 21 1 83 3    

  
  

 

  

x

y

3y x
3



y 3x

1
2

22

1

y

x

1

4  
y x

y

x
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 مقدار  :13مثال
y

x dxdy 
4 2 3 1


  )79(صنايع ـ سيستم ـ سراسري    كدام است؟  

1 (17
3  2 (26

3  3 (26
9  4 (52

9  
 

 :گيري خواهيم داشت:با تعويض ترتيب انتگرالبا توجه به شكل مقابل »  4«گزينه   پاسخ  

x
y

x dxdy x dydx x x dx (x )           
2 3

4 2 2 23 3 2 3 3 2 22 521 1 1 19 9    
  

  
 حاصل:  14مثال

D

y xe dxdy   )79اي ـ سراسري (هسته        ) و مبدأ مختصات باشد، كدام است؟2و  ) و (2و  1مثلثي با سه رأس ( Dكه در آن ميدان 2

1 (e 21
2  2 (e 21  3 (( e ) 21 12  4 (( e ) 21 12  

 :3«گزينه   پاسخ«  

  
D

x
y x y x y x x x

x xe dydx e dydx e dx ( e )dx ( e ) ( e )                
2 2 22 2 2 22

21 1 1 1 12 12 2 2 2 2 2    
  

  
 اگر  :15مثالD مساحت مربع واحد به رئوس( , ) ،( , )1،( , )1 ،( , )1 fو 1 (x,y) yx




1

باشد، مقدار انتگرال 2
D

f (x,y)dxdyچقدر است؟  

  )80(مكانيك ـ سراسري       

1 (1
2  2 (1  3 (2  4 (2  

 2«گزينه   سخ:پا«                
D

f (x, y)dxdy yx dxdy x y


     
1

1 1 22 1 112 12   
  

  
 تابع  :16مثالf (x,y) با دامنه تعريفx,y  2 به صورت تابعx( y) x y

f (x,y)
y( x ) y x

   
  

2
2
1 2

   مقـدار  ،تعريـف شـده
D

f (x,y)dxdy ـ  در چق

  )80(عمران ـ آزاد           باشد؟مي
1 (2/9  2 (/1 2  3 (2/11  4 (2/12  

 :1«گزينه    پاسخ«    

D

y
y

y yf (x, y)dxdy x( y)dxdy y( x )dxdy ( y )dy ( y )dy /                  
2 23 42 2 2 2 2 2 14 14 682 1 9 22 3 3 3 15   

  
 

 حاصل  :17مثالx

x
dx (x,y)dy 

1


  )80ـ سراسري  ناسيو هواش (ژئوفيزيك    با كدام گزينه برابر است؟ 

1 (y
y

dy (x, y)dx 
1


  2 (y
dy (x, y)dx 

1
 

  3 (y
y

dy (x, y)dx  2
1


  4 (y
dy (x, y)dx 

1
 

  

 :شود.) حاصل مي3گيري گزينه (گيري و تعويض ترتيب انتگرالتوجه به ناحيه انتگرال اب  »3«گزينه    پاسخ  
x y

x y
(x, y)dydx (x, y)dxdy       2

1 1
 

  

  

4 

2

x y 2y xيا 

y

x

y x 2x yيا 
y x

y

x
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 مقدار انتگرال  :18مثال
x

sin y dydx
y

 

 2 2


  )80(معدن ـ سراسري          برابر است با:      

1 (1-  2 (1  3 (2-  4 (2  

 :گيري داريم:با توجه به شكل مقابل، با تعويض ترتيب انتگرال  »2«گزينه   پاسخ  
y

x
sin y sin ydydx dxdy sin ydy

y y

   
      2 2 2 2 1

   
  

  
 

 مقدار انتگرال دوگانه  : 19مثالy
x /

e dydx 
24 2

2
  )80(رياضي ـ سراسري          برابر است با:    

1(e 3 1   2 (e 3 1  3 (e 4 1  4 (e 4 1  

 :كنيم:گيري را عوض ميترتيب انتگرال  »4«گزينه   پاسخ               yy y y y
x e dydx e dxdy ye dy e e        

2 2 2 24 2 2 2 2 4

2

22 1
    

  

  
 گانهمقدار انتگرال دو  :20مثال

R

x(xsin y ye )dxdyكه در آن ،y }  2 ،R {(x,y) | x   1   )82آزاد ـ سيستم ـ  (صنايع  برابر است با: 1

1 (( e )
e




2
21

8    2 (( e )
e

 


2
21

8  3 (( e )
e




2
21

8   4 (( e)
e




21
8  

  

 :چون تابع  »4«گزينه   پاسخx sin y محور گيري نسبت بهفرد و ناحيه انتگرالy شود.متقارن است، بنابراين انتگرال آن برابر صفر مي  

x x x
R

(xsin y ye )dxdy ye dxdy ydy e dx (e ) ( e)
e e

 



 
             

1

1

2 212 2
1

1 1
8 8 

  

  
 مقدار  :21مثال

x
cosy dydx

y

 

 2 2


  )82(معدن ـ سراسري           كدام است؟      

1 (1  2 (2  3 (
2  4 (  

   
 :گيري داريم:با تعويض ترتيب انتگرال  »1«گزينه   پاسخ   

y
x

cos y cos ydydx dxdy cos ydy
y y

   
      2 2 2 2 1

   
  

  
 حاصل انتگرال   :22مثالx yxe dxdy  روي ناحيه(x,y) [ , ] ( , ]   1 2   )83ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  كدام است؟ 2

1 (e  2 (1-  3 (1  4 (e 1  

 :3«گزينه   پاسخ «                             x y x y x x yxe dydx xe dx e dy (xe e ) e e e
  
 


       

   
2 2 2 2 2 2

1 1
2 2 11  

  

 انتگرال دوگانه  :23مثال
|x|

f (x,y)dydx
 
1 1

  )83ـ سراسري فلسفه علم تاريخ و (       توان به كدام صورت زير نوشت؟را مي 1

1 (y
y

f (x, y)dxdy
  
1
1  2 (y

y
f (x, y)dxdy

 
1


  3 (|y|
f (x, y)dxdy 

1
 

  4 (|y|
f (x, y)dxdy

 
1
1 

  

 :2«گزينه   پاسخ«    
با توجه بـه شـكل خطـوط     .باشدبه صورت روبرو مي گيريشكل ناحيه انتگرال

xهــا ازxمــوازي محــور y  وارد و ازx y شــوند، بنــابراينخــارج مــي 
y x y   حدودy صورتهنيز بy 1 .است  

  

  
2  

y = x  

y

x

2


2


y

x

y = |x| 

1 -1 

y

x
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 اگر  :24مثالf (x,y) Max{x,y} به ازاي هر(x,y) در مربعDكه در آن ،x  1 ،y  1 ،انـه مقـدار انتگـرال دوگ   گاهآن
D

f (x,y)dxdy 
  )83اي ـ سراسري (هسته         برابر است با:

1 (1  2 (2  3 (1
2  4 (2

3  
    

 :ي بالايي داريمدر ناحيهبا توجه به شكل  » 4«گزينه    پاسخf (x, y) y ي پاييني داريمو در ناحيهf (x, y) x :پس  
  

              x y
D

f (x, y)dxdy xdydx ydxdy x dx y dy            
1 1 1 12 2 1 1 2

3 3 3     
  

  
 مقدار انتگرال  :25مثال

y
dy sin x dx 

1 1 2


  )84ـ سراسري صنايع ـ سيستم (          كدام است؟ 

1 (  2 (1
2  3 (


1  4 (2

3  

 :كنيم.گيري را عوض ميانتگرال ترتيب پذير نيست، بنابراينمحاسبه مستقيم انتگرال امكان » 3«گزينه   پاسخ  

             x
y

dy sin( x )dx sin( x )dydx x sin( x )dx cos( x )
       

     
1 1 1 12 2 2 2 11 1

2    
  

  
 

 مقدار انتگرال  :26مثالx
dydx

x y


  
21 1

2 2
1

1 
  )84ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك   كدام است؟ 

1 (Ln( )
1 23  2 (Ln( )

1 24  3 (Ln( )
1 34  4 (Ln( )

1 33  
  

 :2«گزينه   پاسخ«    
x xdydx y dx[ Arctg ] dx Ln(x x ) Ln( )

( x ) y x x x

    
      

    
   

2 21 1 1 11 2
2 2 2 2 2 2

11 1 1 24 4 41 1 1 1    
  

  
 حاصل  :27مثالsinx xdydx

y
 

1
21 

  )84(رياضي ـ سراسري         كدام است؟ 

1 (1
6  2 (1

5  3 (1
4  4 (1

3  

 :4«گزينه  پاسخ «   sin x sin xxdydx [xArcsin y] dx x dx
y

  


   
1 1 1 2

2
1
31    

  

  
 مقدار انتگرال  :28مثالy

x
I dx e dy  

31 1


  )85برداري ـ سراسري (عمران، نقشه  برابر با چيست؟ 

1 (e 1  2 (e 1
3  3 (e 1

2  4 (e 1
2  

 
 :كنيم:گيري را عوض ميبا توجه به شكل مقابل ترتيب انتگرال » 2«گزينه   پاسخ  

yy y y y
x

I e dydx e dxdy y e dy e (e )         
23 3 3 31 1 1 1 2 11 1 13 3    

  

  

y = x 

y > x 

y < x 
1 

1 

y

x

1

1

y

x

1  

1  

y x

y

x
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1

1           2

2

y

x
y = 2 - x

y = x

 براي تابع  :29مثالf روي[a,b] 85(رياضي ـ سراسري   كداميك از موارد زير درست است؟(  

1 (b b b
a a a

( f (x)f (y)dy)dx f (x)dx   21
2  2 (b x b

a a a
( f (x)f (y)dy)dx ( f (x)dx)   2 21

2  

3 (b b b
a a a

( f (x)f (y)dy)dx ( f (x)dx)   22  4 (b b b
a x a

( f (x)f (y)dy)dx ( f (x)dx)   22  

 :4«گزينه  پاسخ «   
fابع ثابترا ت fتابع دلخواهروش اول:  (x) 1 4باشند و فقط در گزينـه ( ) برقرار نمي3) و (2)، (1هاي (گيريم. در اين صورت به وضوح گزينهدر نظر مي (

b  شود.تساوي برقرار مي b
a a

f (x) ( f (x)dx) ( dx) (b a)     2 2 21  
b b b b b
a x a x a

b
f (x) f (x)f (y)dydx dydx (b x)dx ( bx x ) b ab a (b a)

a
                2 2 2 21 2 2 2 2 2  

fتابع اوليهروش دوم:  (x) راF(x) گيريم، در اين صورتدر نظر ميF (x) f (x)  :و در نتيجه داريم  


b b b b b
a x a a a

F (x)

b
f (x)f (y)dydx f (x)F(y) dx F(b) f (x)dx f (x) F(x)dx

x


      2 2 2 2  

b

a

b b b
F(b)F(x) F (x) F (b) F(b)F(a) F (a) (F(b) F(a)) ( f (x)dx) (F(x) ) (F(b) F(a))

a a a
          2 2 2 2 2 2 22 2  

  
 مقدار انتگرال دوگانه  :30لمثا

y
dy sin x dx 

1 1 2


  )85ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  ست؟كدام ا  

1 (

1  2 (


2  3 (1  4 (2  

 :كنيم:گيري را عوض ميترتيب انتگرال  »1«گزينه   پاسخ  

x
y

sin x dxdy sin x dydx x sin x dx cos x
       

     
1 1 1 12 2 2 2 11 1

2    
  

  

  

 اصلح  :31مثالx

x
x dydx
y


 

1 2


  )86ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ Aاست، LnAبرابر 

1( 
e
4  2( 

e
2  3( e

2  4( e
4  

 كنيم. حاصل گيري را مشخص ميابتدا ناحيه انتگرال  »1«گزينه   :پاسخ
گيري كنيم كه براي اين كار بايد ناحيه انتگرالمنظم حل مي xانتگرال را به روش

گيري مرزهاي خروجي را به دو ناحيه تقسيم كنيم چراكه با توجه به ناحيه انتگرال
  باشد. پس داريم:كنيم متفاوت ميها رسم ميxورخط فرضي كه موازي مح

  
 
  

y y yyx x x x y ( y)I dxdy dxdy ( ) dy ( ) dy dy dy
y y y y y y

  
            

2 2 21 2 2 1 2 1 22
1 1 1

1 1 2
2 2 2    

  

y y y y y( ) ( )dy ( )dy ( Lny y) (( Ln ) ( Ln ))
y y

 
                 

2 2 22 21 2
11 1

1 4 4 1 2 1 1 12 2 2 1 2 2 4 2 1 22 2 2 4 2 4 4 4 4  

( Ln ) Ln Ln Lne Ln ( )
e

        
1 7 42 2 3 2 2 1 44 4  

داد ولي در ا وجود اينكه مرزهاي ورود و خروج فقط يك مسير را نشان ميمنظم حل كنيم ب yخواستيم حاصل انتگرال را به روشتوجه داشته باشيد كه اگر مي
xLnهايرسيديم كه با قرار دادن حدود انتگرال به انتگرالمي Lnyبه yانتگرال اول برحسب ( x)2وxLnx كرد. تر ميديم كه حل ما را طولانيرسيمي  

  

y=x 

1 
x 

y 
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 مقدار  :32مثال
A

x ye dxdy  2 Aكه در آن 3 {(x,y) : x ,y }    86(آمار ـ سراسري   كدام است؟(  

1( 1
6  2( 1  3( 6  4(   

 :1«زينه گ  پاسخ«    x y x y x y
A

e dA e dx e dy e e
        

     2 3 2 3 2 31 1 1
2 3 6   

  

  

 مقدار انتگرال  :33مثال
R

(x y xy )dxdy 3 3 xمستطيل Rكه در آن 2  1 yو 1  1 87(رياضي ـ سراسري   باشد كدام است؟مي(  
1(  2( 1  3( 2  4( 3  
 :چون تابع مقابل انتگرال نسبت به متغير  »1«گزينه   پاسخx گيري نسبت به محورفرد و ناحيه انتگرالyها متقارن است پس انتگرال مورد نظر برابر صفر است.  

  

 حاصل  :34مثال
x x

y
e dxdy
x



 
2 29 3

1   )87(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1((e )
e

21 1
2  2((e )

e
31 1

2  3((e )
e

 2
1 1
2  4((e )

e
 2

1 1
2  

 :گيـري را  ترتيب داده شده ممكن نيست. پـس بايـد ترتيـب انتگـرال    محاسبه انتگرال موردنظر به   »2«گزينه   پاسخ
  :گاه داريمآنمحدب توصيف كنيم،  yباشد كه اگر آن را به شكلگيري مطابق شكل روبرو ميعوض كنيم. ناحيه انتگرال

u

x x x xx

du
x x

x x x x

e e xI dydx y dx
x x

e (x )dx e (x )dx e e e (e )
x e

 


  

  
 

        


  

 

2 22

2
2 2

2 2 23 3
1 1 1

1
223 32 2 2 3 1 3

1 1

1 1 1

31 1 1 1 11 1 11 2 2 2 2

 
  

  

  قدار انتگرالم  :35مثال
yx xe dydx
y



 
2 22 4

4 
  )87(عمران ـ سراسري   برابر است با: 

1((e )41 12  2 (( e ) 81 14  3 (( e ) 81 12  4 ((e )81 14  

 :شود:گيري نتيجه ميبا تعويض ترتيب انتگرال  »4«گزينه   پاسخ  

y yx y y yxe xedydx dxdy e dy e (e )
y y

 
    

     
2 2 22 4 4 4 4 2 2 841 1 1 14 4 2 4 4     

  

  
 مقدار انتگرال  :36مثالx y

|x| |y| a
e dxdy

  88برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  برابر با چيست؟(  

1 (a sinh a  2 (a sinh a2  3 (a sinh a4  4 (a sinh a1
2  

 :توان به شـكل دو ناحيـه  باشد. ناحيه روبرو را ميگيري به شكل روبرو ميناحيه انتگرال  »2«گزينه  پاسخy 
  محدب مطابق زير توصيف كرد:

x a a x
D : , D :

x a y a x a x y a x
     

          
1 2
   

  بنابراين انتگرال موردنظر برابر است با:

a a x a x ax y x y x y x y x y
D x a a a x a

a x a x
I e dydx e dydx e dydx e dx e dx

x a a x
     
    

 
    

        
 

 
  

a a x a a x a a x a a x a
a

a
(e e )dx (e e )dx (xe e ) ( e e x)

a
     


       

 2 2 2 21 1
2 2







  

a a a a a a a a a a(ae e e ) ( e e ae ) ae ae a(e e ) a sinh a              
1 1 1 1 22 2 2 2  

 

3 1 

1 

9 

x y

2y x
  يا

y

x

y

x

4

2

2y 4 x 

x 4 y 
 يا

a 

a 

-a  

-a 

y-x=a x+y=a  

x-y=a x+y=-a 

y

x
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 مقدار انتگرال  :37مثال
y

sin( x )dxdy 
9 3 3


  )88(مكانيك ـ سراسري             ست؟ا كدام 

1(

1  2(


2

3  3(

3

2  4(2
3  

 :گيـري  محاسبه مستقيم انتگرال مورد نظر غير ممكن است. با توجه به شكل مقابل ناحيه انتگرال  »2«گزينه  پاسخ

صورتبهتوان را مي
x

y x

 

  2
3


  شود:گيري نتيجه ميرالتوصيف نمود كه در اين صورت با تعويض ترتيب انتگ 

x
y

sin( x )dxdy sin( x )dydx x sin( x )dx cos( x )
       

     
29 3 3 33 3 2 3 3 31 2

3 3    
  

  
 مقدار انتگرال  : 38مثال

D
xsinydA 88سيستم ـ سراسري  ـ (صنايع  نشان داده شده در شكل كدام است؟ي هروي ناحي(  

1 (cos sin1 1                           

2 (sin cos 
3 1 12  

3 (cos sin 
1 1 12                      

4 (cos sin 
3 1 12  

 :2«گزينه  پاسخ«    

xصورتهتوان بناحيه داده شده را مي روش اول:
y x

 
 

1


  :داريم توصيف كرد، در اين صورت 

x
D

x xx sin ydA x sin ydydx ( x cos y) dx ( x cos x x)dx ( x sin x cos x ) sin cos                
21 1 1 1 3 1 12 2    

  

yصورتبهتوان ناحيه را مي روش دوم:
y x
 
 

1
1

  داريم ، در اين صورتكردتوصيف:  

D y
x yx sin ydA x sin ydxdy ( sin y) dy ( sin y sin y)dy sin cos

y
          

2 21 1 1 11 1 3 1 12 2 2 2  
  

  باشد.تر از روش اول ميكنيد كه در روش دوم محاسبه انتگرال كمي سختملاحظه مي
  

 مقدار انتگرال  :39مثالy
x e dydx 

24 2

2
  )88(مواد ـ سراسري   برابر كدام است؟ 

1(e 3 1  2(e 4 1  3(e 3 1  4(e 4 1  
 :شود:گيري نتيجه ميبا تعويض ترتيب انتگرال  »4«گزينه   پاسخ  

                yy y y y
x e dydx e dxdy ye dy e e        

2 2 2 24 2 2 2 2 4

2

22 1
    

  

  
  اگر  :40مثالx dyf (x)

(x y)


 2
eباشد حاصل 

f (x)dx   )88(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1(1
2  2(e  3(e  1

2  4(e 1  

 :1«گزينه   پاسخ«  e e x e ex edydxf (x)dx dx dx Lnx
x y x(x y)


    
    21 1 1 1
1 1 1 1

12 2 2 
  

  

D
x

1

(1,1)

0

y

3

9 2y x ياx y 

y

x

4

2

y

x
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هاي چندگانهانتگرال: چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل انتگرال دوگانه   :41مثالx
y

dy e dx 
21 1


  )88(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 

1( e
e
1  2( e

e
1

2  3( e
e
2  4( e

e
2 1

2  

 :گيري را عوض كنيم.محاسبه انتگرال به ترتيب داده شده ممكن نيست، لازم است ترتيب انتگرال  »2«گزينه  پاسخ  

xx x x x
y

eI e dxdy e dydx xe dx e ( )
e e

    
          

2 2 2 21 1 1 1 11 1 1 112 2 2    
  

  
 تابع  :42مثالF :   موجود به طوري كهxF (x) e 

)Fو 2 ) 1 F(x)dxمقدار 1
1


  )89(رياضي ـ سراسري   كدام است؟  

1((e ) 11 12  2( ( e ) 11 12  3( ( e ) 11  4( ( e ) 11  

 :ــخ ــه   پاس ــم از »  1«گزين xFصــورت ســؤال داري (x) e 
ــي 2 ــتپــس م ــوان گف yFت (y) e 

yFي. از رابطــه2 (y) e 
ــي 2 ــه متوجــه م شــويم ك

x x y
a a

F (y)dy e dy  
2.  

  استفاده كرديم.) yباشند، به همين دليل از متغير xداريم حدود انتگرال هم برحسب dxتي(از نظر نگارشي درست نيست كه وق

با حل انتگرال در سمت چپ داريم:                            x xx y y
a a a

F(y) e dy F(x) F(a) e dy     
2 2  

)Fلچون در صورت سؤا ) 1 aرا داده است، ما 1 1 دهيم تاي فوق قرار ميرا در رابطهF(x) :به دست آيد  
x xy yF(x) e dy F(x) e dy      

2 2

1 11 1  

F(x)dxبا قرار دادن اين نتيجه در انتگرال
1


  خواهيم داشت: 

  x x xy y yF(x)dx ( e dy )dx F(x)dx e dydx dx F(x)dx e dydx                  
2 2 21 1 1 1 1 1 1

1 1 11 1
      

  

xيحالا به محاسبه ye dydx


 
21

  پردازيم.مي 1

yگيري خطي انتگرالدر ناحيه x زير خطy 1 جا شوند:هاي بالا و پايين انتگرال وسطي بايد جابهقرار دارد، پس كران  
x y y

x
e dydx e dydx     

2 21 1 1
1 

  

  كنيم:حالا ترتيب متغيرها را عوض مي
y

y y y y
x

e dydx e dxdy ye dy e e (e )                 
1 12 2 2 2 11 1 1 11 1 1 1 12 2 2 2  

  

F(x)dxبا جايگذاري جواب انتگرال دوگانه در

F(x)dx  داريم: 1 (e ) (e )


     

1 1 11 11 1 12 2  
 

 حاصل  :43مثالy
R

x e dxdy
yكه در آنR به ناحيه محدودx y x 2 وx  1 89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟باشد، مي(  

1 (e 1  2 (e 2  3 ((e )
1 12  4 ((e )

1 22  

 گيريانتگرالي هابتدا ناحي  »4«گزينه   سخ:پا(R) گيري مشخص شود.كنيم تا حدود انتگرالرا رسم مي  
yyy y

R y

y
y y y y y

yx x e xe dxdy e dxdy dy
y y y y

e y y( )dy e ye dy (e ye e ) (e )
y

  

       

   

 

21 1

21 1

2
11 1 1 22 2 2 2 2

 

  
Ep]¾M Eq]

  

  

1 

1

y

x

y=1 

y 

x 

y=x 

1

y

y x

1

12y x

x
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y

x

2yx 1
2

  yx 1
2

 

y

x

y 2

y 2x 2  

y 2x 2 

2

21

R1

 مقدار انتگرال:  44مثال
R

xydA  كه در آنR ناحيه محدود به محورهاي مختصات و منحنيx y    )90(مواد ـ سراسري   باشد چقدر است؟مي 1

1 (1
28   2 (1

14  3 (3
28   4 (3

14  

 :1«گزينه   پاسخ«  ( x ) y ( x )xydydx x dx x( x ) dx
      

2 2 21 1 1 1 411 12 2   
  

xبراي حل انتگرال فوق از تغيير متغير u 1 كنيم.استفاده مي  x u
x u x ( u) dx ( u)du ,

x u
  

            
2 11 1 2 1 1




  

x( x ) dx ( u) u ( u)du u ( u u u )du (u u u u )du
  


                   

1 4 2 4 4 3 2 7 6 5 4
1 1 1

1 11 1 2 1 3 3 1 3 32 2  

u u u u[ ] [ ]   
            

1

8 7 6 5 1 3 3 1 35 12 14 56 13 38 7 6 5 8 7 6 5 28 28
  

 
  

  

 حاصل  :45مثال
D

y dxdy
x كه در آن ميدانD به صورتx ,x y x   3 5   )90(كشاورزي ـ سراسري   باشد، كدام است؟ 2

1 (12  2 (9  3 (8  4 (6  
 :هايچون كران  »1«گزينه   پاسخy به صورت تابعي ازx دهـيم و پـيش از تعريـف انتگـرال     گيري را تغييـر مـي  ي انتگرالابتدا نحوه كنندتغيير مي

  كنيم:دوگانه براي محاسبه انتگرال استفاده مي
x x

xxD
y y y x x xI dxdy dydx | dx I dx xdx ( )
x x x x


                

2 22 2 2 25 5 5 5
3 3 3 3

54 3 3 3 325 9 16 1232 2 2 4 4 4
  

  

 فرض كنيد  :46مثالR مثلثي به رئوس( , ),( , ),( , )1 2 2 2  اشد. كدام گزينه برايب
R

I f (x,y)dA  90(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   است؟ نادرست(  

1 (
y

yI f (x, y)dxdy



  

12 2
1 2


  2 (

x x
I f (x, y)dydx f (x, y)dydx

  
    

1 2 2 2
2 2 1 2 2

  

3 (x x
I f (x, y)dydx f (x, y)dydx

  
    

1 2 2 2 2 2
1  

  4(
y

x
I f (x, y)dydx f (x, y)dxdy



 
    

1 2 2 1 2
2 2 1 

  

 :3«گزينه  پاسخ«   
  كنيم:داده شده را رسم مي Rابتدا ناحيه

  
  

  
  
  
  

  پذير است.گيري حالات مختلف زير امكانحال بر حسب ترتيب انتگرال
  

  :1حالت 
y

yR
f (x, y)dA f (x, y)dxdy




   

12 2
1 2


  

  صحيح است. 1لذا گزينه 
  

  :2حالت 
           

R R R
I f (x, y)dA f (x, y)dA f (x, y)dA     1 2

  

x x
I f (x, y)dydx f (x, y)dydx

  
     

1 2 2 2
2 2 1 2 2

  
  صحيح است. 2راين گزينه بناب

  :3حالت 
  

  
  صحيح است. 4بنابراين گزينه 

y

R R x
I f (x, y)dA f (x, y)dA f (x, y)dydx f (x, y)dxdy



 
        1 2

1 2 2 1 2
2 2 1 

  

y

x2

2R1R

y 2x 2 

1

y 2 2x 



1R

1

2

y 2x 2  



y

R

x

2

21

R

y

x

2R

1 2

2 yx 1
2

 

y

x
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هاي چندگانهانتگرال: چهارم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  دوگانه انتگرالدر تغيير متغير  :2درسنامه
  

  

 حاصل  :1مثال
|x| |y|

I x dxdy
 

  2
  ، برابر كدام گزينه است؟1

1 (5
3  2 (1

3  3 (1  4 (2  

   :رز ناحيـه يعنـي   گيري به صورت زير است، با توجه بـه اينكـه م ـ  ناحيه انتگرال»  2«گزينه پاسخ
|نمودار  x | | y | 1  از چهار خـطx y  1 وx y  1    ،طـور كـه   همـان  تشـكيل شـده اسـت

از ي مرزهـا  با توجه به معادله نامنظم هستند پس yو xدانيد اين نوع نواحي نسبت به هر دو محورمي
vتغيير متغير  x y وu x y  كنيم. در اين صورت داريم:استفاده مي    

                                                 u , v     1 1 1 1  
  شود:به صورت مقابل محاسبه مي ژاكوبين

                    xy uv
xy

(u, v)J | J |
(x, y) | J |


      


1 1 1 121 1 2  

uبنويسيم.  vو uرا برحسب x2در تابع زير انتگرال بايد x y u vu v x x
v x y
  

      
2 2  

u)بنابراين v)x 


2
2

  است. 4
(u v) (u v)I dvdu (u v) dvdu I [ ] du [(u ) (u ) ]du

     

 
              1

2 31 1 1 1 1 112 3 3
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 14 2 8 8 3 24  

(u ) (u )[ ] [ ]


 
      

1

4 4 1 4 41 1 1 1 12 224 4 4 96 3   
  

 حاصل :2مثال
R

x y dxdy 2 xناحيه Rدر صورتي كه 2 y a 2 2 yو 2   باشد چقدر است؟  

1 (a 3

2  2 (a 3

3  3 (a 32
3  4 (a 34

3  

  : دايره به شعاعگيري يك نيمي انتگرالناحيه  »2«گزينه پاسخa  است. عبـارتx y2 هـم در تـابع زيـر     2
ي بالايي داريمدايرهكنيم. براي نيماين از دستگاه قطبي استفاده ميانتگرال وجود دارد. بنابر     و حـدودr 

rهم عبارتند از a .  
a a

R
ax y dxdy r.rdrd d r dr

  
         

3
2 2 2

3   
  

  

 مقدار انتگرال :3مثال(x y )I e dxdy
     

2 2
 

  كدام است؟ 

1 (
4  2 (

2  3 (
2  4 (  

  : به علت وجود عبارت»  1«گزينه پاسخx y2 (در واقـع حـل ايـن     .ستفاده از دستگاه قطبـي بهتـر اسـت   زنيم كه ادر تابع زير انتگرال، حدس مي 2
گيـري، ربـع اول صـفحه اسـت. در ايـن ناحيـه       ي انتگـرال نياز به تغيير متغير و استفاده از تابع گامـا دارد) ناحيـه   و انتگرال در دستگاه دكارتي، مشكل است

داريم
   2 وr  :  

r
r eI re drd [ ] d d

     
         

2
2

2 2 2 1
2 2 4   

  
  

 انتگرال دوگانه :4مثالz cos(x y ) 2 xدر ناحيه محصور به دايره 2 y 
 2 2

  كدام است؟ 6

1 (
2  2 (  3 (

6  4 (2  

  : ي داده شده درون يك دايره به مركز مبدأ و شعاعناحيه»  1«گزينه پاسخ
xاست. عبارت 6 y2 شود. پـس از  در تابع زير انتگرال ديده مي نيز 2

شعاعاي به كنيم. درون دايرهمختصات قطبي استفاده مي
داريم 6   2 وr 

  6.  

I cos r rdrd d r cos r dr [ sin r ] sin

 
   

           
62 22 2 26 6 12 2 6 2   

  
  

1

1
x y 1 y x 1 

11
x y 1   x y 1 

y

x

2= a 2+ y 2x 

a -a 
x

y
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 مقدار: 5مثال
D

I (x y )dxdy  2 xهايرهاي بين دايهناحي Dورتي كهدر ص 2 y y 2 2 xو 2 y y 2 2   باشد، كدام است؟  4

1 (/ 22 5   2 (25  3 (45  4 (5  
  : وجود  »1«گزينه پاسخx y2  هـاي هـاي اسـتفاده از دسـتگاه قطبـي هسـتند. اگـر بتوانيـد دايـره        نشـانه  Dيتگرال و دايروي بودن ناحيـه در ان 2

x y y 2 2 xو 2 y y 2 2 هـا را در دسـتگاه   ي دايـره را تشخيص داد. معادلـه  و rتوان حدودميرا رسم كنيد بهتر است. اما بدون رسم شكل هم  4
  نويسيم:قطبي مي

x y y r r sin r sin       2 2 22 2 2  
x y y r r sin r sin       2 2 24 4 4  

rعبارتند از rبنابراين حدود sin 2 وr sin 4  توانيم حدوداز همين جا ميو   را هم تشخيص دهـيم. متغيـرr 
rتواند منفي باشد و بايد هميشهبه لحاظ مفهومي نمي   باشد پسsin   است يعني   .  

sin

sin

sin
D sin

rI (x y )dxdy r drd [ ] d sin d




   


            

4

2

442 2 3 4
2 64  

  
cos cos( ) d ( cos cos )d ( cos )d

    
             2 21 2 1 46 15 1 2 2 2 15 1 2 22 2 2  
  

I [ sin sin ] [ ] /
 

           
1 4515 2 4 15 22 52 8 2 2

  
  

 حاصل  :6مثالx x x

x
I xydydx xydydx xydydx




       

2
2

1 2 2 4
2 1 1 2

2
 

 كدام است؟ 

1 (5 2
4  2 (5

4  3 (15 2
16  4 (15

16  

 :دهيم.گيري را تشخيص ميي انتگرالابتدا ناحيه»  4«گزينه   پاسخ  
شويم كه نواحي مـوردنظر بـين   ها متوجه ميهاي استفاده شده در اين انتگرالابتدا با يك نگاه به كران

yخــط xــيم ــره، ن yيداي x  ــيم 21 ــرهو ن yيداي x  ــد. محــل برخــورد  24 قــرار دارن

yخط x ها به ترتيب دردايرهبا اين نيمx 
2

xو 2    است. 2
  كنيم.ي داده شده توجه ميانتگرال دوگانه 3اكنون به 

xيمدر اولين انتگرال دوگانه دار 
2 xو 12 y x  21اين ناحيه را ،D1 نـاميم. در دومـين انتگـرال دوگانـه داريـم     مـيx 1 yو2 x  ،  

xانتگرال دوگانـه داريـم  دهيم. در سومين نشان مي D2اين ناحيه را با 2 yو2 x   24  ايـن ناحيـه را ،D3  ي نـاميم. اكنـون بـه ناحيـه    مـي
D D D D 1 2 3        توجه كنيد. اين ناحيه در مختصات قطبي بـه راحتـي قابـل بيـان اسـت. روي خـطy x  داريـم

  . بنـابراين در ايـن ناحيـه    4


   4 هاي يك و دو داريماست و واضح است كه بين دو دايره به شعاعr 1     توان نوشت:. در نتيجه مي2

D
sin rI xydydx (r cos )(r sin )rdrd ( sin cos d )( r dr) [ ] [ ]

  
               

2 42 2 3 244 4 11 1
15

2 4 16 
  

  

 حاصل : 7مثالcos
I sin d d




     2
 

  كدام است؟  

1 (6  2 (
6  3 (1

6  4 (  

  : اند. كافيست آن را حل كنيم:حدود انتگرال داده شده  »3«گزينه پاسخ  


coscos

u du

cos cosI sin d d sin [ ] d [sin ]d cos sin d [ ]


   




  
                    

2

2

2 2 3
22 2 2 21 1 1

2 2 2 2 3 6        
 

1  

2  D  

x

y





2y 1 x 

2
x

y

212
2

2y 4 x 

y x

3D2D
1D
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هاي چندگانهانتگرال: چهارم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل :8مثال
R

xydA وقتيR ناحيه محدود به دايرهx y 2 2   )78(مكانيك ـ سراسري   و محورهاي مختصات در ربع اول باشد، كدام است؟ 1

1 (1
2  2 (1

4  3 (1
6  4 (1

8  

 :كنيم:از مختصات قطبي استفاده مي » 4«گزينه   پاسخ  

R
xydA r cos r sin rdrd sin d r dr cos r

  


              
1 1 3 42 2

11 1 1 12 2 22 4 4 8    
  

 

 مقدار انتگرال : 9مثال
D

x y dxdy
a b

 
2 2
2 xناحيه محدود به بيضي Dكه در آن 21 y

a b
 

2 2
2 2   )78(عمران ـ سراسري        است، برابر است با: 1

1 (ab
1
3  2 (ab

2
3  3 (ab  4 (ab

4
3  

 كنيم:وي استفاده مياز مختصات بيض » 2«گزينه   :پاسخ   

         x ar cos
, J abr

y br sin
 

  
  

D
x y dxdy r abrdrd ab ( r ) ab
a b

 
             

32 2 2 1 2 2 2
2 2

11 21 1 2 13 3  
  

  
 حاصل :10مثالx

dydx


 
25 25

 
  )79ـ سراسري و هواشناسي  (ژئوفيزيك    ، كدام است؟

1 (15
2  2 (25

2  3 (15
4  4 (25

4  

 :داريم كنيم. در اين صورتاز مختصات قطبي استفاده ميگيري با توجه به ناحيه انتگرال » 4«گزينه   پاسخ:               

                                 x
dydx rdrd


 

     
25 25 52 25

4   
  

  

  
 حاصل :11مثالx

dydx
x y



  
22 4

2 2
1

1 
  )79(آمار ـ سراسري              برابر كدام است؟       

1 (Ln 1
2 5  2 (Ln 52  3 (Ln 1

4 5  4 (Ln 54  

  :كنيم:از مختصات قطبي استفاده مي   »4«گزينه  پاسخ  

x rdydx rdrd ( d )( dr) Ln( r ) Ln
x y r r

 





         
        

2 22 4 2 22 22 2 2 2
21 1 1 1 52 2 41 1 1     

  

  

 اگر :12مثال D (x,y) | x | | y |   2 1 و
D

f (x y)dxdy , I f (u)du


  
1

  )80(رياضي ـ سراسري         كدام است؟ 1

1(I   2 (I1
2  3 (I  4(I2   

 :كنيم:استفاده مي مقابلبراي محاسبه انتگرال داده شده از تغيير متغير   »3«گزينه   پاسخ  

  
x x

u x y u vJ(u, v)
v x y y y

u v

   
              
    

1 1
12 2

1 1 2
2 2

  

R      آيد:در مي روبروبه صورت  uovدر صفحه Dبا تغيير متغير فوق ناحيه : u , v     1 1 1 1  

           :داريم بنابراين
D R

f (x y)dxdy f (u) | J(u, v) | dudv f (u)dudv ( f (u)du)dv Idv I
    

           
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1
2 2 2  

  

5

2y 25 x 

y

x
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 مقدار : 13مثالx y dxdy
x y




 2 2

xبه معادله ياهروي ربع اول داير  y a 2 2   )80(رياضي ـ سراسري         ارتست از:عب 2

1(a   2 (a2  3 (a 2  4 (a2

2  

 :كنيم:از مختصات قطبي استفاده مي » 2«گزينه   پاسخ    

a a
R

x y r cos r sindxdy rdrd (cos sin )d rdr a
rx y

   
       


     22 2

2 2    
  

 

 اگر :14ثالمD ناحيهx y
y

   




2 21 4


در صفحه باشد، حاصل 
D

Ln(x y )dA 2   )81ـ سراسري  MBA(      برابر است با: 2

1 ((Ln ) 
32 4 4  2 ((Ln ) 

34 4  3 ((Ln ) 
34 4 4  4 ((Ln ) 

342 4 4  

 :كنيم:از مختصات قطبي استفاده مي»  1«گزينه   پاسخ    

D
Ln(x y )dA Ln(r ) rdrd d rLnrdr (Ln )

 
            

2 22 2 2
1 1

32 2 4 4 
  

 

 مقدار انتگرال :15مثال
D

x y( ) dxdy
x y

 32

xناحيه محصور به خطوط، Dآن كه در 2 y 2 1،x y 2 2،x y 2 xو 1 y 2 باشد، كدام مي 3

  )82(عمران ـ سراسري         است؟

1 (5
12  2 (4

9  3 (5
3  4 (4

3  

 :از تغيير متغير » 1«گزينه   پاسخu x y 2 وv x y 2 داريم كنيم، در اين صورتاستفاده مي:       (u, v) J
J (x, y)


    


1 21 141 2 4  

      :داريم بنابراين
D

x y u u dv( ) dxdy ( ) dudv dudv
x y v v v


    
     

33 2 3 2 33 3
3 31 1 1 1 1

2 1 1 15 5
2 4 4 16 12  

  
 حاصل :16مثال

D
y x dxdy

x



2 2

3
  )82(عمران ـ آزاد                به صورت زير است، چقدر است؟ Dكه در آن 2

1 (1
4  

2 (1
2  

3 (3
4  

4 (1  

 :گيري از تغيير متغيربا توجه به مرزهاي ناحيه انتگرال » 3«ه گزين  پاسخyu
x

 vو 2 x y 2   :داريم كنيم. در اين صورتاستفاده مي 2

xy uv

y
(u, v) y x y x xJ | J |x x(x, y) x x x x yx y


   

      
 

2 2 2 3
3 2

3 2 3 2 2

2 1 4 2 4 2
2 42 2

  

uگيري به صورتهاي ناحيه انتگرالكران 
1 vو 12 1   :داريم آيد. در نتيجهدر مي 4

D
y x y x xdA dudv dudv

x x x y
 

   
    

2 2 2 2 34 1 4 1
1 13 3 2 21 1
2 2

2 2 1 3
2 42 4

  

  

y = x2 

 x2 

2 
y = 

y 

x 

r = 2 
r = 1 

D
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هاي چندگانهانتگرال: چهارم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار :17مثال
E

x ysin( )dxdy
x y

 وقتيE ناحيه محدود بهx  ،y   وx y    )83(رياضي ـ سراسري         باشد كدام است؟ 1

1) 2  ) صفر1
2  3 (1  4 (

2  

 :1«گزينه    پاسخ «                                  xy uv
xy

u x y
J J

v x y J
  

       

1 1 1 121 1 2  

xازعبارتنــد  Eمرزهــاي  ،y   وx y 1در دســتگاه .uov  شــوند بــه ايــن مرزهــا بــه ترتيــب تبــديل مــي
ــوط vخط u  وv u وv 1ــاب ــتگاه. بن ــم  uovراين در دس ــكل) داري ــابق ش v(مط 1 وv u v   .  

v  بنابراين داريم:    
E v

x y usin( )dxdy sin dudv
x y v


 

  
1 1

2
  

usinتابع
v

  متقارن است، بنابراين حاصل انتگرال برابر صفر است. uگيري نسبت بهد و ناحيه انتگرالباشتابعي فرد مي u، نسبت به متغير

  
 مقدار انتگرال دوگانه :81مثال

R

sin x y
dA

x y






2 2

2 2
Rروي ناحيه  : x y 

  
2 22 2

16   )84سراسري  (صنايع ـ سيستم ـ  كدام است؟ 9

1 (
2

2  2 (( ) 2 1  3 (( ) 2 1  4 (( )


2 1
2  

 :وجود گيري و همچنينناحيه انتگرالدايروي بودن با توجه به   »2«گزينه   پاسخx y2 كنـيم.  مياز مختصات قطبي استفاده  رال،در تابع زير انتگ 2

x              : داريم در اين صورت y r r ,     
            

2 2 2 2
2 2 2 216 9 16 9 4 3   

R
sin x y sin rdA rdrd sin rdrd d sin rdr

rx y

  
  

  


      


      
2 2 2 2 23 3 3

2 2
4 4 4

  
  

( cos r) ( ) ( )
 

         


2 1 23 2 2 12 24
  

  
 اگر :19مثالD {(x,y) : y x , x }    2 1  ،همقدار انتگرال دوگانه ناسر گاهآن

D
dA

(x y)   )84اي ـ سراسري هسته(  ، كدام است؟2

  ) صفر1
2 (1  
3 (Ln2  
4 (  

 :4«گزينه   پاسخ«     x
D

dA dxxdydx dx ( )dx [Ln | x |]
x y x x(x y) (x y) x x

         
        

2 21 1 1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 11     
  

 

 لمقدار انتگرا :20مثالx

x
(x y ) dy dx

 
 
 
 

 
1

2

1
2 2 2


  )85(عمران ـ سراسري   برابر با چيست؟ 

1 (2 1  2 (2 2 1  3 (2 1  4 (2 2 2  
  :ولـي شـايد اسـتفاده از مختصـات قطبـي بهتـر باشـد        توان انتگرال را به طـور مسـتقيم محاسـبه كـرد    مي  »3«گزينه   پاسخ. 

yمعادله x sinyنويسيم،را در مختصات قطبي مي 2 x r sin r cos r
cos


      


2 2 2

y. از طرفي روي خـط 2 x 

داريم
  sinr. بنابراين با توجه به شكل،4

cos


 
2 و

   4  .است  

 
sinx

cosx
dydx sin ddrd

coscosx y

  




 

     


    22
1 4 4 22 2

1 2 14   


  

  

0  

(1 , 1)  

D  
x

y

v 1

v

u
u vu v 

1  

1  

y

x
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 اگر :21مثالA يهناحيه درون دايره به معادلx y x 2 باشد، مقدار 2
A

dxdy

x y 
 2 21

  )85راسري (آمار ـ س  كدام است؟    

1 (1  2 (2  3 (2 1  4 (2 2  

 :كنـيـم. معـادلـه دايـره داده شـده بـه صـورت    بـراي محـاسبـه انتگـرال از مختـصـات قـطبـي استـفـاده مـي » 2«گزينه   پاسخr r cos 2   و يـا

r cos   آيددر مي( ) 
   2   :داريم . بنابراين2

cos

A

cosdxdy rdrd r d ( | sin |) d ( sin )d ( cos )
x y r

   

  
  


                  

  
     22 2 2 2

2 2 2
2 2 2

1 1 2 1 2 22
1 1  

  

  

 حاصل :22مثال
x y
x y

D
e dxdy


 داخل مثلثي به معادلات اضلاعx y  1،x   وy  كدام است؟ ،  )MBA  85ـ سراسري(    

1 ((e )
e


1 1
2  2 ((e )

e


1 1
2  3 ((e )

e


1 1
4  4 ((e )

e


1 1
4  

 :از تغيير متغير»  4«گزينه   پاسخu x y  وv x y  گيـري بـه صـورت   كنيم. در اين صورت ناحيه انتگـرال استفاده ميu 1 وu v u     

    .آيددر مي

     (u, v) | J |
J (x, y)


    


1 11 121 1 2  

D

x y v v
ux y u u
u

u
e dxdy e dvdu ue du (e ) udu (e )

u e e





     

    
11 11 1 1 1 1 1

2 2 2 4 
  

  
 اگر : 23مثالS يك چهار ضلعي با رئوس( , )،( , ) ،( , ) 3

2 2،( , ) 3
2 مقدار انتگرال دوگانه گاهآنباشد، 2

S
(x y)sin(x y)dxdy    برابـر

  )85(نفت ـ سراسري   با: است

1 (  2 (  3 (  4 (2  

  :كنيم:با توجه به تابع مقابل انتگرال از تغيير متغيرهاي زير استفاده مي»  2«گزينه  پاسخ  

u x y (u, v) | J |
v x y J (x, y)
   

        

1 11 121 1 2  

xبـه صـورت   Sبا توجه به اينكـه معـادلات مرزهـاي ناحيـه     y  ،x y  2 وx y     ،هسـتند
vدر دستگاه جديد به صورت Sبنابراين مرزهاي   2 وu    آيند.در مي  

S
(x y)sin(x y)dxdy u sin vdvdu udu sin vdv

   

   
         

2 21 1
2 2   

  

  

  
2  

3  
2  

    
2  3  

2  

y

x
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هاي چندگانهانتگرال: چهارم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار انتگرال  :24مثال
D

(y x)I dA
y


 
6

4
  )86(رياضي ـ سراسري   شكل مقابل است، كدام است؟ يهناحي Dكه در آن 2

1( 4
3                                         2( 8

21  

3( 3
2                                         4( 8

3  

 :ده داراي ايراداتي است كه حل اين سؤال را غيرممكن كرده است. براي حـل كـردن   متأسفانه شكل رسم شها صحيح نيست. هيچكدام از گزينه پاسخ

yي مرزها را داشته باشيم. مرزهاي پاييني و بالايي به وضوحسؤال لازم است معادله 
1
yو 2  هسـتند قابـل    Dهستند، اما خطوط مايلي كه مرزهـاي  2

)يكه نقطهاش را داريم. ضمن آنتشخيص نيستند. زيرا از هر خط فقط يك نقطه , )1 xيو نقطه 2 1 اند كه اين امر غيرمنطقـي  در يك راستا قرار نگرفته
  شود:صورت حل ميحال اگر شكل را اصلاح كنيم، انتگرال به اين با اينهاي يكساني هستند. ها داراي طولهر دوي آناست. زيرا 

)يخطي كه از مبدأ و نقطه , )1 yگذرد خطمي 2 x )ياسـت و از نقطـه   2است. ضلع موازي با اين خط، داراي شيب  2 , )2 2 

yي آنكند پس معادلهعبور مي x 2 yاست. مرزهاي افقي هم 2 1 وy 
1
ي مرزهـا را بـه ايـن صـورت     هستند. معادله 2

ــي ــيم:م yنويس x 2 ،y x  2 2،y 1،y  1
ــاب2 ــا انتخ u. ب y x 2 وv y ــه ــورت  معادل ــه ص ــا ب ي مرزه

u  ،u  2،v 1 وv 
1
  كنيم.آيد. ژاكوبين دستگاه جديد را حساب ميدر مي 2

x y
xy uv

x y

u u
J J

v v


     


2 1 121 2
  

1البته قدرمطلق آن يعني
u  شود. پس داريم:در انتگرال ضرب مي 2 dv ududv ( )( u du) [ ] [ ]

v v v  
          2

6 72 2 26
1 1 14 4 32 2
2 2 2

1 1 1 1 242 2 2 73
  جواب  

  

 مقدار انتگرال : 25مثالx

x
dydx

x y
  2

1
2 2

  )68(عمران ـ سراسري   برابر با چيست؟ 

1( 1  2( 2  3( 2 1  4( 2 1  
  :توان انتگـرال را بـه طـور مسـتقيم محاسـبه كـرد ولـي شـايد اسـتفاده از مختصـات قطبـي بهتـر باشـد.              مي  »3«گزينه  پاسخ

yمعادله x sinyنويسـيم، قطبي مي را در مختصات 2 x r sin r cos r
cos


      


2 2 2

yروي خـط  . از طرفـي 2 x 

داريم
  sinr،. بنابراين با توجه به شكل4

cos


 
2 و

   4 .است    

sinx
cosx

dydx sin ddrd
coscosx y

  




 

     


    22
1 4 4 22 2

1 2 14   


  

  

 حاصل :26مثالtgh(x y ) dxdy
cosh(x y )




2 2
2   )86ـ سراسري  فلسفه علمتاريخ و (  كدام است؟xoyروي صفحه 2

1(   2( 
e
2  3( (e e )

 1
  انتگرال واگراست. )4  2

 :كنيم، صفحهبا توجه به تابع مقابل انتگرال از تغيير مختصات قطبي استفاده مي  »1«گزينه  پاسخxoy  در مختصات قطبي به صـورتr  
     2



 

tgh(x  شود. بنابراين داريم:توصيف مي y ) tghr r sinh rdxdy .rdrd d dr ( )( )
cosh(x y ) cosh r cosh r

   
       

    
2 2 2 22 2
2 2 2 2 2

12 2   
  

uغيير متغيربراي محاسبه انتگرال دوم در بالا از تتوضيح:  cosh r duو 2 r sinh r   ايم كه در اين صورت داريم:استفاده كرده 22
r sinh r dudr c c

ucosh r u cosh r
 

     
2

2 2 2 2
1 1 1
2 2 2

  

 

x  

y  

D  

(1 , 2) (2 , 2) 

1  

1
2

1  

1  

y

x

y

x

(2 , 2)
(1, 2)

1
2

D
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 

 مقدار انتگرال :27مثالx x ycos( )dydx
x y

 
 

1 1
 

  )87(عمران ـ سراسري   برابر است با: 

1(sin1  2(sin3 12  3(sin1 12  4(sin2 1  

 :با استفاده از تغيير متغير  »3«گزينه   پاسخu x y
| J | ,

v x y
 

   

1
  شود:نتيجه مي 2

x v

v

vx y u ucos( )dydx cos dudv vsin( ) dv sin v dv sin
vx y v v    






    

     
1 1 1 1 11 1 11 12 2 2  

  

 82مثال: 
D

x dA
y

2
xyهايناحيه محدود به هذلولي Dكه در آن 4  2،xy  yهايو سهمي 4 x2 وy x2     است، كدام است؟ 3

  )87راسري ـ س صنايع ـ سيستم(

1 (2
3  2 (4

9  3 (8
27  4 (1

3   

 :با توجه به معادله مرزهاي ناحيه از تغيير متغير»  3«گزينه  پاسخ
u xy

yv
x








uكنيم، در اين صورتاستفاده مي 2 2 vو 4 1 آيد بدست مي 3

  و ژاكوبين برابر است با:
u u y x
x y(u, v) y x| J |y y (u, v)v v(x, y) x vy

xx (x, y)x y

 
 

        
 

2
2

2
2

3 1 1
2 33

  

xعبارت مقابل انتگرال در صورت مسأله يعني
y

2

برحسب متغيرهاي جديد به صورت 4
v2
  اريم:آيد، پس ددر مي 1

D
x dvdA dvdu du
y v v

      
2 4 3 4 3
4 3 32 1 2 1

1 1 8
3 273

  

  
 انتگرال دوگانه :29مثالx yI exp( )dydx

x y



 

1 1
 

  )89رياضي ـ سراسري و  84عمران ـ سراسري (  برابر است با: 

1(e 1 12  2((e )
1 12  3(e 1 12  4((e )

1 12  

 :ــناحيــه انتگــرال  »2«گزينــه  پاســخ بــراي محاســبه انتگــرال از تغييــر  .باشــدصــورت مقابــل مــيهگيــري ب

uمتغير y
v x y


  
vدر اين صورت ،كنيماستفاده مي  1 وu v  شود.حاصل مي  

y u u
x vx y v v

xy uv
v(u, v) eJ | J | e dydx e dudv ve dv (e ) vdv

(x, y)
  

           
      

1 1 1 1 11 11 1 11 1 2     



  

  

 اگر :30مثالD {(x,y) : x,y ,x y }    1مقدار ،
x y
x y

D
e dxdy


 89(معدن ـ سراسري   چقدر است؟(  

1((e e ) 11
4  2((e e) 11

4  3((e e ) 11
2  4((e e) 11

2  

 :با توجه به تابع تحت انتگرال از تغيير متغير  »1«گزينه   پاسخu x y
v x y
 

  
  :داريم كنيم، در اين صورتاستفاده مي 

  xy uv
(u, v)J | J |
(x, y)


    


1 1 121 1 2  

vگيريبا توجه به ناحيه انتگرال u v , v    1 داريم نشود، بنابرايحاصل مي:  

  
v v

vv

x y u u
x y v v

D
e dxdy e dudv ve dv (e e )vdv (e e )v (e e )




              

1 11 1 1 1 2 11 1 1 1 1
2 2 2 4 4  

  

  

x y 1 

x

y

1
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 مقدار : 31مثال
A

y( xy )dxdy
x

كه در آن ،A هايناحيه محصور بين هذلوليxy  1،xy  yو خطوط 2 x وy x باشد در ربع اول مي 4
  )89(علوم كامپيوتر ـ سراسري   برابر است با:

1(2 8 1  2(2 8 1  3( 2 8 1  4( 2 8 1  

 :با استفاده از روش تغيير متغير به صورت  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه پاسخyv
x

 وu xy كنيم. با توجـه  انتگرال موردنظر را محاسبه مي
uبه محدوده داده شده در سؤال داريم 1 vو 2 1   چنين داريم:هم .4

uv Axy

yJ ( xy )dxdy ( u v)dudv
y yu u y xJ v x v
x xx y y

v v xx
x y

        
  
 


 
 

  
4 2

1 1

2

1 1 1 1 1 1
2 2

1

  

در انتگرال وسطي
v
1

)  توان آن را از انتگرال خارج كرد:ضريب ثابت است و مي 2 u v)du u vu ( ) v
 
      
 
 


23

2 2
1

1

2 2 8 13 3  

  با قرار دادن جواب در انتگرال دوم داريم:
( ) v

dv ( )Lnv v ( )Ln
v

 
         

44
1 1

2 8 1 1 23 8 1 8 1 2 12 3 3  

  
 لمقدار انتگرا :32مثال

D
Ln(x y )dxdy 2 xناحيه بين دو دايره Dكه در آن 2 y a 2 2 )و 2 a b)x y b   2 2 2  صـفحه بـالايي    در نـيم

  )89ـ سراسري  و هواشناسي (ژئوفيزيك  باشد برابر است با:مي

1((b Lnb a Lna b a )   2 2 2 21 1
2 2  2((bLnb aLna b a )   2 21 1

2 2  

3((b Lnb a Lna b a )   2 2 2 21 1
2 2  4((bLnb aLna b a )   2 21 1

2 2 

 :ــه   پاســخ ــر مختصــات قطبــي اســتفاده مــي    »3«گزين ــراي محاســبه انتگــرال از تغيي ــه ب ــن صــورت ناحي ــيم. در اي aكن x y b  2 2 2 ــه  2 ب
aصورت r b 2 2 aيا 2 r b  آيد و در نتيجه انتگرال داده شده به صورت زير خواهد بود:در مي  

b b
D a a

br b aLn(x y )dxdy Ln(r )rdrd d rLnrdr (r Lnr ) (b Lnb a Lna )
a

  
                 

2 2 2
2 2 2 2 2 22 2 2 2  

  

  
 حاصل :33مثال

D
x y dxdy 2 واحد باشد، برابـر كـدام    3و  2هاي و شعاعمختصات  أناحيه محدود به دو دايره به مركزهاي مبد Dكه در آن 2

  )90ـ سراسري  MBA(  است؟

1 (22
3  2 (32

3  3 (38
3  4 (28

3  
 

 :گيري عبارت است ازلناحيه انتگرا  »3«گزينه   پاسخ:  

D (x, y) , x y   2 24 9  

r  كنيم:  ي اين انتگرال از مختصات قطبي استفاده ميبراي محاسبه x y 2 2 2  
  dxdy rdrd   

  
,  باشد:با توجه به شكل رسم شده در بالا، حدود انتگرال دوگانه در دستگاه مختصات قطبي به صورت مقابل مي r     2 2 3  

  D (r, ) : r ,       2 3 2  

  :داريمنمايش دهيم،  Iاگر مقدار انتگرال را با
D

I x y dxdy r drd [ r ] d d ( )
   

              
3

2
2 3 2 22 2 2 3

2
1 19 19 3823 3 3 3  

  
 

2

3
x

y
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

  كاربردهاي انتگرال دوگانه :3درسنامه
  

 هرگاه ناحيه :1مثالDدرون بيضيx y
 

2 2
19 fبرابر Dباشد و چگالي هر نقطه از ناحيه 4 (x,y) x y 2      باشد. جرم جسم چقدر است؟ 2

1 (6  2 (9  3 (4  4 (12  

 :هايگيري يك بيضي با شعاعي انتگرالناحيه»  2«گزينه   پاسخa  bو 3  xضـوي بـه صـورت   است. بهتر است از تغيير مختصات بي 2 r cos 3 و y r sin 2 
شود و خواهيم داشت:ي واحد مياستفاده كنيم. با اين كار اين بيضي تبديل به دايره   2 وr 1دستگاه بيضوي برابر است با: ن. ژاكوبيJ abr r  6.  

D
x y dA ( r cos )( r sin )( )rdrd ( sin cos d )( r dr)

  
                  

2 1 2 12 2 2 2 2 2 2 2 5 19 4 2 3 216 216 94 6   
  جرم

sinبراي محاسبه  توضيح: cos d



  

2 2   :)) و يا به شكل زير عمل كنيم1توانيم از تابع گاما استفاده كنيم (رجوع كنيد به كتاب رياضي عمومي (مي 2

cossin cos d sin d d ( sin )
     

             
2 2 22 2 2 21 1 1 4 1 12 44 4 2 8 4 4   

  
  

 يك صفحه مربعي با رئوسجرم  :2مثال(a, ),( ,a),( , )    و(a,a)كه چگالي آن در نقطه ،(x,y)    سه برابر مربع فاصله آن نقطه از مبـدأ مختصـات
  باشد، كدام است؟مي

1 (a4  2 (a42  3 (a42
3  4 (a43

2  

  : يي نقطهفاصله  »2«گزينه پاسخ(x , y) از مبدأ برابر است باx y2 x)يبنابراين تابع چگالي از ضابطه .2 , y) (x y )  2 آيد. در به دست مي 23
xگيري مربعي است كه در آنرالي انتگناحيه a  وy a  .است  

a aa a a ay a ax aM (x y )dydx [x y ] dx [x a ]dx [ x] a           
3 3 3 32 2 2 2 43 3 3 3 23 3 3 3    

  

 
 فاصله مركز ناحيه محدود به منحني  :3مثالy x yو خط 3 x   ها چقدر است؟yحيه اول از محورواقع در نا 4

1(16
15  2(15

16  3(32
21  4(64

21  

 :ي هر نقطه از محورابتدا دقت كنيد كه فاصله»  1«گزينه  پاسخy      ها برابـر اسـت بـا قـدرمطلقِ طـول آن
x)نقطه. اگر , y) مختصات مركز اين ناحيه باشد، كافي استx      ي ايـن نقطـه بـا    را بـه دسـت آوريـم تـا فاصـله

  كنيم.هاي داده شده را تعيين ميابتدا محل برخورد منحني yو xها معلوم شود. براي تشخيص حدودyمحور
x x x x x( x ) x ,         3 3 24 4 4 2    

  
xالبته در ربع اول هستيم پس  2 است. حدودy ،نيز واضح هستندy x yو 3 x   ايم.نشان داده Rاند. اين ناحيه را بادر مسأله داده شده 4

x
R x

x
R x

x x( )xdydx xdydx ( x x )dx
x

dydx x xdydx ( x x )dx ( )


     

 

   
   

3

3

3 5 2
2 4 2 2 4

2 4 2 2 4 23

6444 3 5 1615
4 154 4 2 4

  

 


  

yكـه متوجـه شـويد   اگر شكل را رسم نكرده باشيد براي آنتوضيح:  x yو 3 x يـك كـران پـايين اسـت، كافيسـت از      يـك كـران بـالا و كـدام    كـدام  4

xيمحدوده  2 ها قرار دهيد. مثلاً دردر آن ،عدد انتخاب كردهx 1 داريمx x yپس 34 x yكران بالا و 4 x   كران پايين است. 3
  

2

8

R
x

y
3y x
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هاي چندگانهانتگرال: چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 وارمساحت مقطع بيضي :4مثالx y z
  

2 2 2
14 9 zبا صفحه 25    )78(مكانيك ـ سراسري        كدام است؟ 4

1 (36
25  2 (42

25  3 (48
25  4 (

54
25  

 :وار با صفحهمقطع بيضي  »4«گزينه    پاسخz  x، بيضي4 y
 

2 2 9
4 9 توانيم مساحت ايـن ناحيـه را بـا اسـتفاده از انتگـرال      هر چند ميباشد. مي 25

ي دوگانه
D

S dydx  تر وجـود دارد، بـه جـاي    جا كه براي مساحت بيضي يك فرمول سادهدست آوريم اما از آناستفاده از تغيير دستگاه بيضوي به و با
ــه    ــت معادل ــر اس ــه، بهت ــرال دوگان ــتفاده از انتگ ــعاع   اس ــته و ش ــتاندارد نوش ــورت اس ــه ص ــي را ب ــي را   ي بيض ــه بيض ــيم. معادل ــاي آن را مشــخص كن ه

xصورتبه y

( ) ( )
 

2 2

2 2
16 9

5 5

aهاي اين بيضينويسيم. شعاعمي   6
bو5  9

S  هستند، پس داريم: 5 ab 
     

6 9 54
5 5 25 

Sبا برابر bوaهايبا شعاع مساحت بيضي يادآوري: ab   .است  
 

 يهبه معادل ياهجرم جسمي كه درون استوان :5مثالx y 2 2 zيهو خارج مخروط به معادل 1 x y 2 2  (x,y,z)يهقرار داشته با چگالي در نقط 2
xبرابر y2   )80(رياضي ـ سراسري          باشد، كدام است؟ 2

1(  2(
2  3(3

2  4(2  

 :يهناحيه درون داير  »1«گزينه    پاسخx y 2 2   ناميم، در اين صورت جرم جسم موردنظر برابر است با:مي Dرا 1
x y

D Dx y
M ( x y dz)dxdy (x y )dxdy



 
     

2 2

2 2
2 2 2 22  

M              كنيم:براي محاسبه انتگرال فوق از مختصات قطبي استفاده مي r rdrd d r dr
 

           
2 1 2 12 3 12 2 2 2   

  
 

 معادلهبه  ياهمحدود به استوان يهحجم ناحي  :6مثالy x yبه معادله ياهو صفح 2 z   ـ  yozو xoyو صـفحات  4  8اول از  يهو واقـع در ناحي
  )81اي ـ سراسري (هسته        فضا كدام است؟ يهناحي

1 (64
15  2( 64

3   3 (128
15  4 (128

3   

 :زير صفحه حجم محصور  »3«گزينه   پاسخz y 4 داريم باشد، بنابراينمدنظر مي:    
y

V ( y)dxdy ( y y y)dy [ y y ]         
3 5

4 4 42 22 2 1284 4 4 3 5 15  
  

 

 محدود به نمودارهاي يهكدام روش براي محاسبه مساحت ناحي :  7مثالy x وy x   )81(معدن ـ سراسري   است؟ نادرست 2

1 (x
x

dxdy  2
1


  2 (y
y

dxdy 
1


  3 (x
x

(x x)dxdy  2
1 2


  4 ((x x )dx
1 2


  

 :با رسم نمودار  »3«گزينه    پاسخy x وy x كنيم. ايـن دو  ي موردنظر را مشخص ميناحيه 2
)منحني در , ) و( , )1   كنند.با هم برخورد مي 1

ــا دو ترتيــب مختلــف مــي ــوانيمب ــا   ت مســاحت ايــن ناحيــه را بــه كمــك انتگــرال دوگانــه بنويســيم. ب
ترتيــب

D
S dydx  كــه در آنx 1 اســت و بــراي حــدودy  از پــايين بــه بــالا كــه حركــت

yكنيم x yمرز ورودي و 2 x :مرز خروجي است. پس داريم  x
x

S dydx   2
1


   

S) صحيح است. اگر انتگرال وسطي را حل كنيم داريم:               1ي (پس گزينه (x x )dx 
1 2


  
S) هم صحيح است. حالا ترتيب4ي (پس گزينه dxdy  كنيم.را انتخاب ميy 1   ،است و از چپ به راست كه حركـت كنـيمx y   مـرز ورودي

xو y يعني)y x y) مرز خروجي است پس2
y

S dxdy  
1


    وسطي داريم: ) هم صحيح است. در همين انتگرال، با حل انتگرال2؛ يعني گزينه (

S ( y y)dy 
1


  
توانستيم بگوييم گزينـه  ) مطابقت ندارند. در واقع از همان ابتدا نيز با يك نگاه مي3ي (دست آمده براي مساحت اين ناحيه، با گزينهاما هيچكدام از روابط به

  نويسيم، تابع زير انتگرال، تابع ثابت يك است.ال دوگانه مي) غلط است. زيرا در دستگاه دكارتي، وقتي مساحت يك ناحيه را با انتگر3(
 

2y x y x

y

x
1

1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 حجم ناحيه  :8مثالT يهمحدود به سهموي به معادلz x y  2   )81(رياضي ـ سراسري          كدام است؟ xoyو صفحه 24
1 (5  2 (6  3 (7  4 (8  
 :محل تلاقي سهموي و صفحه  »4«گزينه    پاسخxoyدايره ،D : x y 2 2   :داريم باشد. بنابراينمي 4

D
V ( x y )dA ( r ) rdrd d ( r r )dr

 
             

2 2 2 22 2 2 34 4 4 8
   

ÂL‰¤ RI~Th¶  
  

 انتگرال معين :9مثال
x

dydx
    22 9
    :       )MBA  82ـ سراسري(  

xيه) مساحت ربع داير1 y 2 2   است. 9
xيه) مساحت نيم داير2 y 2 2   است 9
xيهاير) مساحت نواري از د3 y 2 2 xها و خطyمحدود به محور 9  2 .است  
xيهنواري از داير) مساحت نيم4 y 2 2 xها و خطyها وxمحدود به محور 9  2 .است  
 :4«گزينه    پاسخ«    

انتگرال موردنظر ناحيه
x

x y

  

   

2
2

9




  است، بنابراين ناحيه موردنظر به شكل روبرو خواهد بود. 

  
  

 
 حجم محدود به رويه :10مثالz x y  2 zصفحه ،29   استوانه داخل وx y 2 2   )83ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  كدام است؟ 4

1 (14  2 (16  3 (18  4 (28  
 :در اين صورت معادله رويه به صورتكنيماستفاده مي قطبيتصات موردنظر از مخبراي محاسبه، حجم   »4«گزينه    پاسخ ،z r    آيد.در مي 29

V ( r )rdrd d ( r r )dr
 

          
2 2 2 22 39 9 28
   

  
 

 اگر جسم :11مثالS هايتوسط سطوح به معادلهz xy وy x yو 2 x2 و صفحهz   محدود شده باشد، حجم آن كدام است؟    
  )84كامپيوتر ـ سراسري علوم (    

1 (1
6  2 (1

12  3 (1
3  4 (1

9  

 :از تلاقي  »2«گزينه    پاسخy x 2،y x2مقادير ،  براي 1وx آيد، بنابراين:به دست مي  x
x

V xydydx (x x )dx     2
1 1 2 51 1

2 12 
  

 
 اگر :12مثالD هايمحصور بين منحني يهناحيy x 2،y x 28،xy  xyو 1      است؟ برابر كدام Dمساحت ناحيه گاهآن ،باشد 2

  )85ـ سراسري  رياضي(
1 (7  2 (7

3  3 (Ln2 23  4 (Ln2  

 :گيري از تغيير متغيرهاي داده شده و ناحيه انتگرالبا توجه به منحني  »4«گزينه   پاسخyu
x

 vو 2 xy بـا ايـن تغييـر متغيـر      .كنـيم استفاده مي

vگيري به صورتناحيه انتگرال , u   1 2 1   آيد.در مي 8

  
y

(u, v) y u | J |x xJ (x, y) uxy x


 

      


3 2
2

2 11 3 13 3  

duS dudv dv Ln Ln
u u

      
2 8 2 8

1 1 1 1
1 1 1 8 23 3 3  

  

-3 -2 3 
x

y
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 هايمساحت ناحيه در صفحه محصور به سهمي :13مثالy x 2،y x 22،x y xو 2 y   )88(عمران ـ سراسري   باشد؟برابر با كدام مورد مي 23

1( 1
9  2( 1

6  3( 1
4  4( 1

3  

 :صورتي مرزها بهمعادله  »1«گزينه    پاسخx x,
y y
 

2 21 yو 12
x


2
yو 1

x


2 1
xuاز تغييـر متغيـر  شـوند.  نوشته مـي  3

y


2
yvو 

x


2
اسـتفاده   

uي مرزها به ترتيبمعادله ين صورتكنيم، در امي 1،u 
1
2،v 1 وv 

1
  است و داريم: 3

  xy uv

x x
y(u, v) yJ J

(x, y) y y
xx




      
 

2

2

2

2

2
14 1 3 32

  

Jdudv dudv       
1 1
1 1
3 2

1 1 2 1 1
3 3 3 2   مساحت 9

  
 حجم ناحيه واقع در بالاي صفحه :14مثالxoy گونو زير سهميx yz

a b
  

2 2
2   )89(عمران ـ سراسري   كدام است؟ 21

1 (ab3
2  2 (ab  3 (ab

2  4 (ab2  

 :برابر حجم مورد نظر  »3«گزينه   پاسخx yV ( )dA
a b

  
2 2

2 xگيري درون بيضيناحيه انتگرال ،باشد كه در آنمي21 y
a b

 
2 2

2 2 باشد. براي مي 1

xيعني كنيم،محاسبه انتگرال از تغيير مختصات بيضوي استفاده مي ar cos ،y br sin ،dA abrdrd  :در اينصورت .  

r r abV ( r )abrdrd ab d (r r )dr (ab)( )( )
  

            
2 42 1 2 12 3 11 2 2 4 2    
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

  گانههاي سهانتگرال :4درسنامه 
  

  

 حاصل :1مثالz y
sin(x y z)dxdydz



   2
  

  كدام است؟ 

1 (1
3  2 (2

3  3 (3
2  4 (2  

  : 1«گزينه پاسخ«              yz y z
I sin(x y z)dxdydz [ cos(x y z)] dydz

 
          2 2

    
   

zz
[ cos( y z) cos(y z)]dydz [ sin( y z) sin(y z)] dz

 
           2 2 12 22   

  

 ( sin z sin z sin z sin z)dz cos z cos z cos z cos z




         
2

2 1 1 1 1 1 13 2 3 22 2 6 2 2 3
  

 
 حاصل  :2مثالx y zI e dv   

2 2 2
3

2 3


  ، كدام است؟

1 (
 2  2 (

 6  3 (
 3  4 (  

 3بعديسهدر فضاي »  2«گزينه   :پاسخ داريمx , y , z    ها نيز همـه ثابـت   تابع انتگرالده قابل تفكيك به توابع يك متغيره است. كران
x  ها را تفكيك كرد:توان انتگرالهستند. پس مي y z x y zI e e e dzdydx ( e dx)( e dy)( e dz)

          
     

      
2 2 2 2 2 22 3 2 3  

)tFاكنون فرض كنيم: ) e dt
 


  
teباشد. بـه علـت زوج بـودن    2

)tFداريـم  2 ) e dt
   

2
2


u. بـا اسـتفاده از تغييـر متغيـر     t   داريـم  2

ut 


udtلذا و  du





1
2

2
)uF  بنابراين داريم: . ) u e du ( )

  
     

 
1
21 1 12 22 

  

I  توان نوشت:پس مي F( )F( )F( )    
   1 2 3 1 2 3 6  

uu يادآوري: e du ( )
       1


  
 

 يناحيه  :(سخت) 3مثالD 1در
xيعادلـه قـرار دارد و بـا نام   3اول فضاي 8 y z    يگانـه مشـخص شـده اسـت. حاصـل انتگـرال سـه       1

D
x y zI dxdydz
xyz

  
 

  كدام است؟ 1

1 (22
2  2 (2

4  3 (22 2  4 (2

2  

 :1رد»  2«گزينه   پاسخ
zاول فضا، شرط 8 , y , x   يرا داريم. بنابراين در ناحيهD :خواهيم داشتx y z   1  بنابراين از فرمول ديريكلـه .

hدر حالت 1  وh 2   كنيم. با مرتب كردن تابع زير انتگرال خواهيم داشت:استفاده مي 1
D

I x y z ( x y z) dxdydz
  

   
1 1 1 1
2 2 2 21  

mپس n k   
1
fو 2 (x y z) ( x y z)     

1
fيعني 21 (t) ( t) 

1
  است. با استفاده از فرمول داريم: 21

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
I ( t) t dt t ( t) dt

( ) ( )

              
   

     
 

1 1 1 1 1 121 12 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 11 1 12 2 2 2 2 21 11 1 1 332 2 2 2

 
  

ــي ــادآوري م ــيم ي ــهكن aك b (a ) (b )t ( t) dt
(a b )

   
 

  
1 1 11 2

ــم: اســت.  ــابراين داري بن
( ) ( )

t ( t) dt
( )

 
 

 


1 1
1 2 2

3 3
2 21 3 3
2 2


ــي ــهو م ــيم ك )دان )  

1
2 

)و ) ( )    
3 1 1 1
2 2 2   ها داريم:است. با اين جايگذاري 2

( ) ( )( ) ( )I
( ) !

     
  

 

3 3 2
3 3 1 1
2 2 2 2

1 13 2 4
2 2
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 يگانهنتگرال سهحاصل ا  :(سخت) 4مثال
D

I Ln(x y z)dxdydz   يروي ناحيهD  يكه به صفحات مختصات و صـفحهx y z    محـدود  1
  شده كدام است؟

1 (1
9  2 (

1
9  3 (1

18  4 (
1

18  

 :با توجه به نامنفي بودن»  4«گزينه   پاسخx،y وz يدر ناحيهD داريمx y z   1 كنيم. با توجـه بـه   ي ديريكله استفاده ميپس از قضيه

nعبارت زير انتگرال m k    وf (t) Lnt .است  
D

( ) ( ) ( )I Ln(x y z)dxdydz t Lntdt
( )

  
   

 
1 21 1 1

3 
  

  جزء داريم:با استفاده از روش جزءبه

   
u Lnt du dt

t t Lntdt t Lnt t dt t
dv t dt v t

                       


 
1 11 12 3 2 3

2 3

1
1 1 1 1

1 3 3 9 9
3

  
  

!  خواهيم داشت: Iبا جايگذاري اين مقدار در ! !I ( )
!

    
1 1

2 9 18
    

tدر مورد عبارت Lnt 
  

1
31

3 
tتوجه كنيد كه به ازاي  1 به وضوحLn 1  است و وقتيt    كند داريم:ميميل  

t t t t

HopLnt ttlim t Lnt lim lim lim

t t
   

  


3
3

3 4

1

1 3 3   
  

استفاده از  هاآننوشتن حدود انتگرال و سپس حل آن به زمان بيشتري نياز دارد. در اغلب  ،ي ديريكله استفاده نكنيماگر از قضيه هاي فوقدر مثالتوضيح: 
ها با اسـتفاده از  تكرار كنيم. برخي از اين مثال zو x،yجزء را براي هر كدام از متغيرهايشويم جزءبهشود و ما مجبور ميجزء لازم ميگيري جزءبهانتگرال

  روش مشخصي ندارد و تجربي است.wو u،vي انتخابهم نحوه هاآناما در  ؛شوندتغيير دستگاه حل مي
  

 گانهحاصل انتگرال سه  :5مثالI dzdydz
xyz


  

1 1 1 1
1  

  هاي زير است؟يك از سريبرابر با كدام 

1 (
n n




 2

1

1  2 (
n

n

( )
n






1

3
1

1  3 (
n n




 3

1

1  4 (
n

n

( )
n






1

3
1

1  

 :دانيد كه اگرمي » 3«ينه گز  پاسخ| u |1 :باشد، داريم  n

n
u

u






 1
1 

  

  توان نوشت:ر از يك است. بنابراين ميها عددي كوچكتضرب آنهمگي بين صفر و يك قرار دارند، پس حاصل zو x،yدر اين مثال متغيرهاي
n n n n

n n
(xyz) x y z

xyz xyz

 

 
  

  1 1
1 1 

  

به جاي تابعگانه با استفاده از اين معادله در انتگرال سه
xyz
1

  نويسيم:معادل آن به صورت سري را مي 1

  n n n

n
I dzdydx x y z dzdydx

xyz




 

      
1 1 1 1 1 11

1     


  

  ضرب چند انتگرال يگانه نوشت:گانه را به صورت حاصلانتگرال سهتوانيم حدود انتگرال اعداد ثابتي هستند؛ پس مي
n n n

n n n

n n n n

x y zI ( x dx)( y dy)( z dz) ( )( )( )
n n n n n n (n )

     

   

     
        

                
     

1 1 11 1 11 1 1
3

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1  

     

  

  ها يك واحد اضافه كنيم بايد از متغير سري يك واحد كم كنيم:كنيم. اگر به كرانها استفاده ميدر نهايت از يك ويژگي سري
n

I
n




  3

1

1  
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  گانههاي سهانتگرالتغيير متغير در  :5درسنامه 
  

 

 فرض كنيد  :(سخت) 1مثالg(x,y,z) ( y z , x z , x y)   3 4 2 3 Sو 3 {(x,y,z); x , y , z }      1 1 1    در اين صورت از تسـاوي ،
  كدام است؟ زير، مقدار

g(S) S
( x y z)dxdydz zdxdydz    2 2  

1( 85   2 (8   3 (75  4 (3   
 :دقت كنيد كه  »3«گزينه  پاسخS ي مكعب داده شده وناحيهg(S) تصوير اين ناحيه توسط نگاشتg  است. در واقع بهتر است مختصات نقاط را در
,x)با Sيناحيه y, z) يو در ناحيهg(S) با(X , Y, Z) ينشان دهيم. به عبارتي در ناحيهg(S) :داريم  (X ,Y , Z) ( y z , x z , x y)   3 4 2 3 3  

,F(X  داريم: g(S)بنابراين در انتگرال روي Y, Z) X Y Z ( y z) ( x z) (x y) z         2 2 2 3 4 2 3 2 3 5  
X)(يعنـي دسـتگاه   g(S)گيري را ازي انتگرالاگر بخواهيم ناحيه , Y, Z) بـه (S   يعنـي دسـتگاه)(x , y , z)    بين دسـتگاه  ) تبـديل كنـيم لازم اسـت ژاكـو

(x , y , z) :را در انتگرالده ضرب كنيم  
x y z

xyz x y z

x y z

X X X

J Y Y Y

Z Z Z

   
3 4

2 3 15
1 3





   

پس داريم
g(S) S S

F(X, Y , Z)dZdYdX z( )dzdydx zdzdydx   5 15 بنابراين .75    است. 75

 
 اگر  :2مثالE هايي بين كرهناحيهx y z  2 2 2 xو 1 y z  2 2 2 حاصل گاهآندر يك هشتم اول باشد،  4

E
I zdv  چند برابر ؟است  

1 (5
4  2 (15

16  3 (5
2  4 (15

4  

 :1در»  2«گزينه   پاسخ
اول از كره داريم 8

   2 و
   2. قرار داريـم بنـابراين    2و  1هاي ي بين دو كره به شعاعالبته در ناحيه  1 2 

zبود. در ضمن در مختصات كروي داريم خواهد  cos   و ژاكوبين اين دستگاهsin 2 .است  I ( cos )( sin )d d d
 

         
2 22 2

1 
  

  توانيم آنها را از هم جدا كنيم.ها اعداد ثابت هستند ميبا توجه به آن كه حدود انتگرال

sinI ( d )( cos sin d )( d ) [ ] [ ] [ ]
  

      
                

2 42 3 22 22 2 11
1 15 15

2 4 2 2 4 16  
  

 دانــيم كــهمــي  :(ســخت) 3مثــالa bt ( t) dt (a ,b )    
1 1 1 1


D،1ياســت. اگــر ناحيــه 
 ي واحــد باشــد حاصــل انتگــرالاول از كــره 8

D
x y zI dxdydz
x y z

  


  
2 2 2
2 2 2

1
1

  با كدام گزينه برابر است؟ 

1 (( , ) ( , )     

3 1 5 1
8 4 2 4 2  2 (( , ) ( , )     

3 3 1 1
8 4 4 2 2  3 (( , ) ( , )     

3 1 5 1
8 4 2 4 2  4 (( , ) ( , )     

3 3 1 1
8 4 4 2 2  

 :ابتدا تغيير متغيرهاي»  1«گزينه   پاسخu x 2،v y wو2 z xي واحد يعنـي ي كرهين صورت معادلهدهيم. در ارا انجام مي2 y z  2 2 2 1 
uيي صفحهبه معادله v w  1 شود و به وضوحتبديل ميu , v , w   كنيم.هستند. ژاكوبين دستگاه جديد را حساب مي  

x y z

xyz x y z uvw
xyz

x y z

u u u x
J v v v y xyz J

J xyz
zw w w

     
2

1 12 8 82

 
 
 

  

اند پس قدرمطلق لازم نيست. با ضرب كردن ژاكـوبين در عبـارت زيـر انتگـرال و نوشـتن آن در دسـتگاه جديـد        نامنفي zوx،yمتغيرهاي Dيدر ناحيه

  خواهيم داشت:
D D

u v w (u v w)I dudvdw u v w dudvdw
u v w (u v w)u v w

       
 

      
1 1 1
2 2 21 1 1 1 1

8 1 8 1  

nبنابراين m k   
1
tfو 2 (t)

t





1
  است. با استفاده از فرمول ديريكله خواهيم داشت: 1

( ) ( ) ( ) tI t dt
t( )

   





1
1 2

1 1 1
12 2 2

3 18 2
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)با قرار دادن )  
1
)و 2 )  

3 1
2 )  خواهيم داشت: t1انتگرال در مقابلو ضرب كردن صورت و مخرج عبارت  2 t)I t dt

( t )

 






13 1 2

1
2 2

1
4

1


  

pاكنون تغيير متغير t tدهيم.را انجام مي 2 p وdpdt
p


2

tخواهد بود.  1 پسp 1 .است  

p dpI p p ( p) dp p ( p) dp ( , ) ( , )
p

( p)

                    
  

1 1 1 1 1
1 1 14 4 2 4 2

1
2

1 3 1 5 11 14 8 8 4 2 4 22
1

  
  

  

 حاصل :4مثالdxdydz

(x y z ) 
 3

2 2 2 2
  )80(آمار ـ سراسري              برابر است با:        4و  1در ناحيه بين دو كره به شعاع  

1 (Ln4 4  2 (Ln8 4  3 (Ln4 2  4 (Ln8 2  

 :كنيم:از مختصات كروي استفاده مي » 4و  1«گزينه   پاسخ  

I sin d d d sin d d d d sin d d Ln Ln Ln
     

                      
         

2 4 2 4 2 4

1 1 1
2

3
1 1 1 2 2 4 4 4 8 2

     
  

  

 مقدار انتگرال :5مثال(x y z )
V

e dv 
3

2 2 2 xبر روي كره 2 y z  2 2 2   )81(رياضي ـ سراسري          كدام است؟  1

1 (e3
4  2 (e4

3  3 ((e ) 
3 14  4 ((e ) 

4 13  

 :كنيم:از مختصات كروي استفاده مي»  4«گزينه  پاسخ    

             
D

(x y z )e dv e sin d d d d sin d e d ( e ) (e )
       

                       
3

2 2 2 3 32 2 1 2 12 2 1 1 42 2 13 3 3     
  

  
 گانهمقدار انتگرال سه :6مثالdzdydx

x y z 
 2 2 2

xگويروي نيم  y z  2 2 2 zو 1   84فلسفه علم ـ سراسري تاريخ و (  چقدر است؟(  

1 (  2 ( 3
2  3 ( 2  4 (2  

 :كنـيم. در ايـن صـورت معادلـه گـوي بـه صـورت       از دستگاه مختصات كروي استفاده مي  »1«گزينه  پاسخ 1  آيـد و چـون  در مـيz     ،اسـت

پس
   2 نتيجه داريم: خواهد بود و در    

dzdydx sin d d d d sin d d ( )( )( )
x y z

 
 

               
 

      
12 1 222 2

2 2 2
1 12 1 2    

    

 

 حاصـل:  7مثال
R

dxdydz

(x y z ) 
 3

2 2 2 2
xناحيـه محدود به دو كره Rوقتـي  y z  2 2 2 xو 2 y z  2 2 2     باشد، كدام است؟ 1

  )84اسري (رياضي ـ سر
1 (Ln2 2  2 (Ln4 2  3 (Ln2 3  4 (Ln4 3  
 :ها به ترتيبكنيم، در اين صورت معادله كرهاز مختصات كروي استفاده مي»  1«گزينه  پاسخ  و 2 1 داريم خواهد بود. بنابراين:  

R
dxdydz dsin d d d d sin Ln Ln

(x y z )

    
             


 

      
2 2 2 22

3 31 1
2 2 2 2

1 12 2 2 2 22   
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 مقدار انتگرال :8مثال
B

(x y )dxdydz 2 xگوي Bكه در آن  2 y z a  2 2 2     باشد، كدام است؟مي 2

  )88ـ سراسري برداري عمران ـ نقشهو  84عمران ـ سراسري (

1(a 52
5  2 (a 54

3  3 (a 58
5  4 (a 58

15  

 :كنيم.دستگاه مختصات كروي استفاده مي باشد، ازگيري به شكل كره ميبا توجه به اينكه ناحيه انتگرال  »4«گزينه   پاسخ  
a a

B
a a(x y )dxdydz ( sin ) sin d d d d sin d d

    
                        

5 52 22 2 2 2 2 3 4 4 82 3 5 15     
  

 

 مقدار انتگرال :9مثال
D

x y z dv  2 2 zي بالاي مخروطناحيه D، كه در آن2 x y 2 xيمحدود شده توسط كره 2 y z  2 2 2 است،  1

  )88مكانيك ـ سراسري (  برابر كدام است؟

1(2

2  2(( )


212 2  3(( ) 2 1  4(2 2  
 

 :كنـيم. مخـروط   ستفاده ميگيري، براي محاسبه انتگرال از مختصات كروي ابا توجه به تابع مقابل انتگرال و همچنين ناحيه انتگرال  »2«گزينه  پاسخ

z x y 2 صورتبهدر مختصات كروي  2
  xو كره 4 y z  2 2 2 صورتبهدر مختصات كروي 1 1 داريم آيد. بنابرايندر مي:  

D
x y z dv sin d d d d sin d d ( ) ( )

 
  

                         
2 1 2 12 2 2 2 34 4 2 1 22 1 12 4 2 2     
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y=0

x=1

z

y

z=-y z=y

  گانهسهل انتگراكاربردهاي  :6درسنامه 
 
 حجم جسمي قائم كه قاعده آن در صفحه :1مثالxoyمحدود به محور ،x  ها و نيمساز ناحيـه اول و خـطx  z و از بـالا بـه صـفحه    1 x y  1 

  است، كدام است؟محدود 

1 (1  2 (2   3 (1
2  4 (3

2  

  : ابتدا حدود  »1«گزينه پاسخz دهيم. يكي از حدود آن بـه وضـوح  را تشخيص ميz x y  1  اگـر دقـت    و اسـت
zيعني xoyيكنيد؛ صفحه   هم در صورت سؤال داده شده است. حالا ببينيم چه معادلاتي برحسبx وy     داريـم تـا بـا

yها يعنيxم. محوررا پيدا كني yو xها حدودكمك آن  ي اول يعني، نيمساز ناحيهy x و خطx 1   هم داده شـده
xاينبنابر .(شكل مقابل) شودبه سادگي مشخص مي xoyياست. تصوير جسم بر صفحه 1 وy x  .است  

  
x x y x xy xV dzdydx (x y )dydx [xy y] dx ( x)dx

      

 
               

1 1 1 1 12 231 12 2  

  

 حجم محدود به رويه :2مثالx y z  2 2 xو استوانه 4 y 2 2 zيو صفحه 2   ت؟كدام اس  

1 (2  2  (4  3 (6  4 (8  

  : ياستوانه»  3«گزينه پاسخx y 2 2 گيـريم از مختصـات   ايره است پس تصميم مـي يك د xoyيدهد كه تصوير اين جسم بر صفحهنشان مي 2

اي استفاده كنيم. به وضوحاستوانه   2 وr  2هاي، كرانz اند،نيز در صورت سؤال داده شدهz   وz x y  2 zيعنـي  24 r  24 ،
zاگر ترديد داريد كه r  rيست يا كران پايين يك مقدار دلخواه از بازهكران بالا 24  2 مثلاً ،در آن قرار دهيدr    يـاr 1    را انتخـاب كنيـد

rكهبينيد مي 24  پس ،استz   كران پايين وz r    كران بالاست. 24
r rV rdzdrd [ r r ]drd d [ r r ]dr [ r ] ( )

   
                     

2 242 2 4 2 2 2 23 3 24 4 2 2 2 4 1 64       
  

  

 اي به معادلهحجم محدود به كره :3مثالx y z  2 2 2 zرو داخل مخروط دوا 1 x y 2   كدام است؟ 2

1 (( ) 2 2
3  2 (( ) 2 1

3  3 (( ) 2 1
3  4 (( ) 2 2

3  

  : كنيم. از آنجا كه برخورد يك كره و يك مخروط را در مختصات كروي حل مي»  1«گزينه پاسخ

نداريم yوxروي علامتشرطي    2 است. روي مخروطz x y 2 داريم 2
  اگر در  4

xي كره و مخروطمعادله   يصفحه قرار دهيم و تصوير شكل را درyoz   (مطابق شـكل) رسم كنيد

كه استواضح 
   4.    

اي به شعاع يك به صورتهم در داخل كره حدود  1 .ا را در هم ضرب كنيم:هنتگرالتوانيم اچون حدود انتگرال، اعداد ثابت هستند، مي هستند  

( )V sin d d d d sin d d [ cos ] [ ] ( )
 

     
                        

132 1 2 12 2 44 4 2 2 2 22 13 3 2 3      
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z

y

 مخروط  :4مثالz x y 2 x، كره2 y z az  2 2 2 كند. حجم قسمت بزرگتر، چند برابر حجـم قسـمت كـوچكتر    را به دو قسمت تقسيم مي 2
  ه علم و صنعت و دانشگاه آزاد تهران مركز)(از سؤالات پايان ترم دانشگا  است؟

1 (2  2 (3  3 (4  4 (6  
 :اگـر ايـن كـره،    كنـيم.  شود را حساب مـي محدود مي و از بالا به كره ابتدا حجمي كه از پايين به مخروط»  2«گزينه  پاسخ
كز كـره در مبـدأ نباشـد بهتـر اسـت از      كرديم. اما وقتي مراي به مركز مبدأ بود از مختصات كروي براي اين ناحيه استفاده ميكره

zآيد: دست مياز مخروط به zحد پايين اي استفاده كنيم.دستگاه استوانه r r 2 از معادلـه كـره   به ايـن صـورت   و حد بالا 
  آيد.دست ميبه

a r a (a r )
x y z az r z az z az r z a a r    

              
2 2 2 24 42 2 2 2 2 2 2 2 22 42 2 2 2  

zمقدار كوچكتر يعني، a a r  2 zي پاييني است وكرهمربوط به نيم 2 a a r  2 دانـيم كـه كـران    آيـد. مـي  دست مـي ي بالايي بهكرهاز نيم 2
zآيد، پس داريم:ي بالايي به دست ميكرهاز نيم zبالاي a a r  2 2.  

 xحسـب ي دو متغيـره بر ها معادلـه ز رويهكدام ارا بنويسيم. هيچ و rرا مشخص كنيم تا به كمك آن حدود xoyياين ناحيه بر صفحهحالا بايد تصوير 
  برسيم. yو xحسباي بربه رابطه zها را برخورد بدهيم و با حذفبايد آن ندارند پس yو

z x y
x y x y a x y (x y ) a x y x y a x y a

x y z az

                  
   

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

2
  

xدر نتيجه دايره y a 2 2 است. پس xoyتصوير اين ناحيه روي صفحه 2   2 وr a  . 

a a a r a
r

aar rV rdzdrd r(a a r r)drd ( (a r ) ) d
    

                
2 2 32 32 2 22 2 2 2 21

2 3 3     
 

a a aV [( ) ( a )] ( ) a          
3 3 3

3 312 22 3 3 2    

aحجم كل كره 34
Vاست. پس حجم قسمت زيرين مخروط برابر است با 3 a a a      3 3 34 1

3 V  :داريم . بنابراين3 a
V a


 

 

3

3
31

3

  

) را به شـكل زيـر   بالاي مخروط و زير كره(حجم  Vانتگرال ممكن است. در اين صورت كافيست حجم اين استفاده از مختصات كروي نيز براي حلتوضيح: 

a  حساب كنيم: cos
V sin d d d a


 

         
2 2 2 34
  

  

توجه كنيد كه در مبدأ در مورد حدود   ياست و روي سطح كرهx y z az  2 2 2 aداريم 2 cos   2 aپس 2 cos  2 .است  
  

 هاياي كه توسط رويهناحيهحجم  : 5مثالz x y 2 zو 2 (x y )  2 21   است؟ محدود شده، چند برابر 12

1 (1
8  2 (1

4  3 (1
2  4 (1  

 :يبر صفحهها، تصوير اين ناحيه ابتدا از برخورد دادن رويه  »2«گزينه  پاسخxoy كنيم:را مشخص مي  

(x y ) x y x y      2 2 2 2 2 21 1 12  
صورتآيد كه در مختصات قطبي بهدست ميي واحد بهبنابراين دايره   2 وr 1 شود. از طرفي حدودمشخص ميz  شـود.  ها معلوم مـي ي رويهمعادلهاز

zدر مختصات قطبي داريم (r ) 21 zو 12 r r. اگر مقادير2 1 شود كهها قرار دهيد، معلوم ميرا در اين رويهz r zكران پايين و  2 (r ) 21 كـران   12

  بالا است.
(r )

r

(r )

r
V rdzdrd r[z] drd r[ (r ) r ]drd (r r )drd

   
                  

1 22 12
2 2

1 12 1 2 1 2 1 2 12 2 32 1 112 2       
  

r rV [ ( )] 
      

12 41 12 22 2 4 8 4
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x

y

1

2

 ي واقع در داخل استوانهحجم ناحيه  :6مثالx y y 2 2 zي سهمويو داخل استوانه 2 y2  كدام است؟  

1 (8 2
15  2 (32 2

15  3 (16 2
15  4 (64 2

15  

 :دانيم كه حجم يك ناحيه از فرمولمي»  4«گزينه  پاسخ
D

V dzdydx  ي آن نشـان  هـا اسـتوانه اسـت و معادلـه    آيد. يكي از رويـه دست ميبه

  : داريم در نتيجه .اي استفاده كنيميك دايره است. پس بهتر است از دستگاه استوانه xoyيصوير اين شكل بر صفحهدهد كه تمي
D

V rdzdrd    

xيمعادله y y 2 2 rاي به صورتدر دستگاه استوانه 2 r sin 2 rشـود يعنـي  مـي نوشـته   2 sin 2    اسـت. اگـر
هـا قـرار دارد، بـا رسـم شـكل متوجـه       yاسـت كـه مركـزش روي محـور     2يادمان باشـد كـه ايـن يـك دايـره بـا قطـر        

شويممي    است. اما اگر نتوانيم منحنيr sin 2  كـه هميشـه  رسم كنيم بـا اسـتفاده از ايـن    راr     اسـت
r  را تعيين كنيم: توانيم حدودمي sin            

به هر حال در اين ناحيه داريم:    وr sin  2.  
zاز استوانه سهموي y2 داريمz y  كه در مختصات قطبي به صورتz r sin   ايآيد. پس حدود تغييرات متغيرها در مختصات اسـتوانه مي در 

,  است: مقابلبه صورت  r sin , r sin z r sin           2   

sin  حجم برابر است با:بنابراين  r sin sin
r sin

V rdzdrd r r sin drd
    

 
        

2 22
   

  

  sin sinsin .r drd sin [r ] d sin d
                 

3 5
2 2 32 24 16 2 16 2 4 64 22 5 5 5 3 15   

  

sinانتگرال 3 آيد:دست ميبه صورت مقابلبه  sin d sin .sin d ( cos ).sin d [ cos cos ]
                    3 2 2 31 41 3 3  

  

zتوانستيم حجم را برايالبته مي r sin    يحساب كرده و در پايان جواب را دو برابر كنيم زيرا معادلهz xy2 با تبديلz بهz كند.تغيير نمي  
  

 گشتاور جسم محدود به صفحات مختصات و صفحات  :7مثالx  yو 1  yو 2 z  (x,y,z)با تابع چگالي 4 xy  نسبت به صفحهxoy ؟ كدام است  

1 (11
3  2 (7

3  3 (1
3
  4( 5

3  

  :گانه و با توجه به اين كه گشتاور خواسته شده نسبت به صفحهه از انتگرال سهبا استفاد  »1«گزينه پاسخxoy  است، مقدارz   يعنـي  در تابع چگـالي
xyدر  رزهاي اين ناحيـه هسـتند يعنـي    هاي داده شده توجه كنيد. صفحات مختصات جزء مي رويهشود. براي تعيين حدود انتگرال به معادلهضرب مي

xصفحات  ،y   وz  ها صفحات. علاوه بر آنx 1،y  yو 2 z  zدو كران به صورت zرا نيز داريم. پس براي 4   وz y 4   وجـود
xنيز واضح هستند: yو xدارد. حدود 1 وy  2.  

y y
xy D

zM z (x , y , z)dzdydx xyzdzdydx xy[ ] dydx
          

21 2 4 1 2 4
2     

  xoyيگشتاور نسبت به صفحه 

xy
y xM xy( y) dydx x( y y y )dydx x[ y y ] dx [ ]                   

2 14 21 2 1 2 12 2 3 2 31 1 1 8 1 44 1 1 44 114 16 8 82 2 2 3 4 2 3 2 2 2 3 3     
  

  

 جسمي همگن كه داراي دانسيته (چگالي) حجميگشتاور ماند   :8مثال  zداخل مخروط است و 1 x y 2 2 zسهموي و زير 2 (x y )  2  ،قرار دارد 22
ها چند برابرzنسبت به محور

  است؟  15
1 (2  2 (4  3 (3  4 (6  
 :گشتاور ماند جسم همگن نسبت به محور»  2«گزينه  پاسخzيها از رابطهz D

I (x y )dzdydx  2 آيد. ابتدا حـدود انتگـرال را   دست ميبه 2

zآوريم:ميبرخورد مخروط و سهموي را به دست كنيم. مشخص مي x y 2 2 zو 2 (x y )  2 xپس 22 y (x y )   2 2 2 كه به سـادگي   22
x y 2 2 r)ن دايره بهتر است ازي دروبراي ناحيه آيد.به دست مي 1 , ) به جاي(x , y) .پس استفاده كنيم   2 وr 1 حـدود .z   نيـز از
zمعادله مخروط x y r  2 zو معادله سهموي 2 (x y ) r    2 2 22   مشخص هستند. 2

r
z D r

I (x y )dzdydx r rdzdrd r ( r r)drd ( r r r ) d ( )
    

                      
2 12 1 2 2 1 22 2 2 3 2 4 6 52 1 1 1 1 1 42 24 6 5 2 6 5 15     

  

برابر 4 انتگرال،پس حاصل 
  است.  15
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5

4
6

10 y x 4

2x y 10

y

x

  حجم محدود به صفحه  :9مثالz   از پائين، مخروطz x y 2 xستوانهاز بالا و ا 2 y ax  2 2 2  ؟از اطراف، با كدام رابطه برابر است    
  )79(عمران ـ سراسري        

1 (a 33
2  2 (a38

3  3 (a332
9  4 (a 316

3  

 :كنيم. در اين صورت معادلـه مخـروط بـه صـورت    اي استفاده مياستوانه از دستگاه مختصات»  3«گزينه  پاسخz r      و معادلـه اسـتوانه بـه صـورت

r a cos 2 و 
   2   :داريم آيد. بنابرايندر مي 2

a cos r a cos aV rdzdrd r drd cos d
   

  
  

           
2 2 32 32 2 2

2 2 2

8
3  

  

a a sin a( sin )cos d (sin )
 

  


        

3 3 3 3222

2 2

8 8 3213 3 3 9
  

  

 گونحجم محصور به سهمي  :10مثالaz x y 2 z، صفحه2   و استوانهx y ax 2 2 2(a ) 80(عمران ـ سراسري         ، كدام است؟(  

1 (a 31
2  2 (a 32  3 (a 33

2  4 (a 32
3  

 :گون به صورتكنيم. در اين صورت معادله سهمياي استفاده مياز دستگاه مختصات استوانه » 3«گزينه   پاسخaz r  و معادله استوانه بـه صـورت   2

r a cos 2 ، 
   2   :داريم آيد. بنابرايندر مي 2

a cos a cosr
a aV rdzdrd r drd a cos d

a

   

  
  


            

22 21 33 3 42 2 2

2 2 2

1 34 2  
  

  
 اگر چگالي يك جسم مكعب شكل به ابعاد واحد در هر نقطه  :11مثال(x,y,z) كند به صورتاي كه اشغال مياز ناحيه(x,y,z) x yz   1   ،باشـد

  )81(معدن ـ سراسري         جرم اين جسم برابر است با:

1 (5
7  2 (4

7  3 (7
5  4 (7

4  

 :4«گزينه  پاسخ  «                   
V

(x, y, z)dv ( x yz)dxdydz ( yz)dydz ( z)dz              
1 1 1 1 1 13 3 1 71 2 2 2 4     

  
 

 به فرض آنكه  :12مثالV ناحيه محصور بين نمودارهايz x y  2 2 zو 1 y    )82(عمران ـ سراسري كدام است؟ Vدر يك هشتم اول باشد، حجم 2

1( 4
15  2 (3

5  3 (2
15  4 (2

5  

 :آوريم:ابتدا محل تلاقي دو رويه را به دست مي » 1«گزينه  پاسخ    z x y x y y y x
z y

           
 

2 2 22 1 2 1 2 1
2

  

x y x
x y

V dzdydx ( x y)dydx ( x ) dx
  

 
           

2 2
2

1 1 2 1 1 12 2 2
2 1

1 41 12 15    
  

  
 آن در صفحهي هاي كه قاعدحجم هرم مثلث القاعده  :13مثالz  6    قرار دارد و وجـوه آن صـفحات قـائمy   وy x   مـورب ي هو صـفح  4

x y z  2   )82ـ سراسري  BAM(       است برابر است با: 4

1 (
y x y

y
dzdxdy


 

   
16 4 24

4 6




  2 (

y x y
y

dzdxdy


 

   
66 4 24

4 6
  3 (

y x y
y

dzdxdy


 

   
14 4 24

4 6




  4 (

y x y
y

dzdxdy


 

   
44 4 22

4 6
  

 
 :ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ  پاسخ    

zواضح است كه x y    6 4 تصـوير كنـيم، بـدين     xoyفحهباشد. حال بايد ناحيـه را بـر ص ـ  مي 2
xكنيم يعنيرا از روابط حذف مي zمنظور y   4 2 xو بنابراين 6 y 2 1  پس مرزهاي ناحيـه .

xموردنظر خط y 2 1 و خطy x  yو 4   باشد در نتيجه داريم:مي  
y x y

y
V dzdxdy


 

 
   

16 4 22
4 6
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 يهحجم هرم محدود به صفح:   14مثالy zx    12   )82(آمار ـ سراسري              و صفحات مختصات كدام است؟         3
1 (1  2 (2  3 (3  4 (6  

 :به طور كلي حجم هرم محدود به صفحه » 1«گزينه  پاسخx y z
a b c
  1 و صفحات مختصات برابرabcV    باشد.مي 6

 

 حجم محدود به دو رويه  :15مثالz x y 2 zو 22 x y 2   )83(مكانيك ـ سراسري        كدام است؟ 2

1 (2
3  2 (4

3  3 (5
3  4 (8

3  

 :ها به صورتكنيم. در اين صورت معادلات رويهاي استفاده مياز مختصات استوانه»  2«گزينه   پاسخrz 
2

zو 2 r آيد. دو رويه همـديگر را  در مي

r در r
2

rو يا 2  r  :داريم كنند، بنابراينقطع مي 2

r

r r rV rdzdrd (r )drd ( ) d d
    

                2

3 3 42 2 2 2 2 22

2

2 2 4
2 3 8 3 3     

  

  
 يهده توسط مخروط به معادلحجم محدود ش  :16مثالz x y 2 2 xيهو كره به معادل 2 y z z  2 2 2     و در بالاي مخروط كدام است؟ 4

  )84كامپيوتر ـ سراسري علوم (    
1 (9  2 (8  3 (7  4 (6  

 :كنيم. در مختصـات كـروي معـادلات مخـروط و كـره داده شـده بـه ترتيـب        از مختصات كروي استفاده مي»  2«گزينه   پاسخ
  cosو4  4 

    :داريم باشد. بنابراينمي

cos
V sin d d d cos sin d d cos ( ( ))

 
  

    
                       

2 4 22 3 44 4
264 64 1 128 1 1 1 843 3 4 3 4 4      

  

 

 مقدار حجم ناحيه محدود به مخروط  :17مثالz x y 2 xگونو سهمي 2 y z  2 2 3   )84(رياضي ـ سراسري         كدام است؟ 4

1 (
4  2 (

3  3 (
2  4 (  

 :كنـيم. در ايـن صـورت معادلـه مخـروط بـه صـورت       اي استفاده مياز مختصات استوانه  »3«گزينه    پاسخz r   گـون بـه صـورت   و معادلـه سـهمي 
rz 


24

rگون يعني از معادلههمچنين از تلاقي مخروط و سهميآيد. در مي 3 r


24
rمقدار 3 1 داريم بنابراينآيد. دست ميبه:              

r

r
rV rdzdrd r( r)drd


   

         
24 22 1 2 13 4

3 2   
  

  
 يهمحدود به كري هحجم ناحي  :18مثالa  هايو مخروط

  و 3
 

2
  )85ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  كدام است؟ 3

1 (a 3  2 (a 32  3 (a 32
3  4 (a 33

4  

 :3«گزينه   پاسخ       «              
a a a aV sin d d d d . sin d d

 
 

 


                    
2 2 3 32 22 23 3

3 3

22 1 3 3  
  

  
 جرم پوسته كروي  :19مثال  1 (x,y,z)كه چگالي جرمي نقاط مختلف آن از رابطه 2

x y z
 

 2 2 2
  شود كدام است؟محاسبه مي 1

  )85(معدن ـ سراسري 
1 (4  2 (6  3 (8   4 (12  

 :2«گزينه   پاسخ«  
V

M dv . sin d d d d . sin d . d
   

               
      

2 2 2 22
1 1

1 6
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 ي سه بعديحجم ناحيه  :20مثالD كه از پايين به كرهx y z  2 2 2 zبه مخروط و از بالا 2 x y  2   محصور است، كدام است؟ 22
  )86(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري 

1 (
8  2 (

12  3 (( ) 2 3  4 (( ) 
2 22 1 3  

 :حدود»  4«گزينه    پاسخz يدر اين مثال مشخص هستند. با توجه به آن كه ناحيهD       از پايين به كره و از بالا بـه مخـروط محـدود اسـت، متوجـه
x شويممي y z x y     2 2 2 22   دهيم:ي كره و مخروط را برخورد مي، معادلهyو x. براي نوشتن حدود2

(z x y x y (z ) (z ) z z z z z

z x y

                  

    

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 4 2 2 1

1 1
 ´ÃÀjÂ¶ nHo¤ ½o¨ Á¾²jI • ¶ nj)

  

اي استفاده كنـيم. بـه وضـوح   گيريم از مختصات استوانهي واحد است. به همين دليل تصميم ميدايره xoyيپس تصوير اين ناحيه بر صفحه   2  و
r 1 است و حدودz هم به صورتr z r   22   شوند.نوشته مي 2

r
D r

V dzdydx rdzdrdx ( r r r r ) drd
  


           2

2 1 2 2 1 2 2
2

2 2
   

  

r[r ( r ) ] d ( )d ( )
 

           
1

332 22 2 21 2 2 2 22 1 2 13 3 3 3 
  

  
 حجم جسم محدود به رويه  :21مثالz x y  2 zو 3در 29   :87(رياضي ـ سراسري   عبارت است از(  

1(27
2  2(18  3(81

2  4(81  

 :كنيم:اي محاسبه ميحجم مورد نظر را در مختصات استوانه  »3«گزينه    پاسخ  
r rV rdzdrd d ( r r )dr ( r )

    
             

2 42 3 9 2 3 3 22 39 819 2 4 2      
  

  
 حجم محصور به دو رويه   :22مثالz x y  2 22 zو 1 x y 2   )87(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (3
4  2 (1  3 (2

7  4 (
4  

 :4«گزينه    پاسخ «  x yx y x y 
    

2 2
2 2 2 21 12  

  كنيم.  اي استفاده ميبراي محاسبه حجم موردنظر از مختصات استوانه
r

r

r r r rV rdzdrd drd d ( )


   
               

2

2

11 3 2 42 1 2 1 22 122 4 8 8 4    


  

 

 هايضا قرار گرفته و به رويهحجم جسمي كه در ناحيه اول از هشت ناحيه ف  :23مثالx y 2 2 zو  4 x y 2 2   محدود است، كدام است؟ 2
  )87(آمار ـ سراسري 

1 (
2 2 (2

3 3 (3
2  4 (4

3 

 كنيم.اي استفاده مياز مختصات استوانه  »4«گزينه   :پاسخ                     r
V rdzdrd r drd

  
        

2 2 22 2 4
3    

           

  
 حجم بين استوانه  :24مثالz x  xو صفحات 24   وy   وy  zو 6  :87(معماري كشتي ـ سراسري   برابر است با(  

1( 18  2( 24  3( 32  4( 4  
 :گيري بر صفحهبراي يافتن تصوير ناحيه انتگرال  »3«گزينه    پاسخxoyمتغير ،zرا بين دو معادلهz   وz x  كنيم كـه در ايـن   حذف مي 24

xصورت   2 آيد. پس يادست ميبهx  2 است، ياx  2 متغير كه اين ناحيه نسبت به. به علت آنx ها متقارن است، مقدار جواب در اين دو
xرا مثبت فرض كرده و محدوده تغييرات آن راxكند، لذاناحيه فرقي نمي  2 گيريم.در نظر مي  

x xV dzdxdy dy ( x )dx y ( x )


          
2 36 2 4 6 2 2 6 24 4 323      
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هاي چندگانهانتگرال: چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حجم بريده شده از كره  :25مثالa  دوار توسط مخروط
    )87(كشاورزي ـ سراسري   برابر كدام است؟  3

1 (a 3

6  2 (a 3

2  3 (a 3

3  4 (a 3 3
2 

 :3«گزينه    پاسخ«   a a a aV sin d d d d sin d d
 

  
                    

3 32 22 23 3 12 2 3 3     
  

  
 حجم محدود به رويه  :26مثالz

x y


 2 2
1

1
xكه در داخل استوانه  y 2 2   )88ـ سراسري  MBA(  گيرد، كدام است؟قرار مي 1

1(  2(Ln 22  3(Ln 2  4(Ln
 22  

 :در اين صورت رويه .كنيماي استفاده ميبراي محاسبه حجم مورد نظر از مختصات استوانه  »3«گزينه  پاسخz
x y


 2 2

1
1

به صورت  

z
r


2

1
1

r  آيد و بنابراين حجم موردنظر برابر است با:در مي 
rdrV rdzdrd d Ln(r ) Ln

r

 
          

    2
1 2 12 1 2 1 21 2

1 1 221    
 

  

 

 گونفرض كنيد مخزني به شكل سهمي  :27مثالz x y 2 شود. سرعت افزايش سـطح نفـت در مخـزن     نفت پر متر مكعب در ثانيه از 1با سرعت 2
  )89(رياضي ـ سراسري   ارتفاع نفت به يك متر رسيده باشد عبارتست از: وقتي كه 

1(

1  2(


2  3(

2  4(  

 :عت افـزايش ارتفـاع نفـت در    دقتي وجود دارد. طـراح سـؤال، سـر   در صورت سؤال يك بي(  »1«گزينه   پاسخ
ابتدا  )ي به كار رفته، افزايش سطح نفت در مخزن است كه ممكن است باعث ابهام شود.خواهد. اما جملهمخزن را مي

 داخلحجم  ،مطابق شكل رسيده است، حساب كنيم. hبه نجمع شده در مخزن را وقتي كه ارتفاع آ نفتبايد حجم 
zيرويه x y 2 zيو زير صفحه 2 h يها بـا هـم دايـره   خواهيم. برخورد آنرا ميx y h 2 2 دهـد  را مـي  2
پس   2 وr h  است. حدودz هم عبارتند ازz x y r  2 2 zو 2 h:  

h h h h
r

hr r hV rdzdrd (hr r )drd [ ] V (h )
 

               2
2 4 42 2 3 32 2 4 2   

  

dv  گيري از طرفين نسبت به زمان داريم:با مشتق dh( h h )
dt dt

  2 33 2  

dvدانيم كهحالا از صورت سؤال مي
dt

1 وh 1 پس داريم: .است  dh dh( )
dt dt

    

11 3 2   

  
 حجم محدود به رويه    :28مثالz x y 2 zو صفحه  2    )89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 4

1 (
16
3  2 (

32
3  3 (4  4 (8  

 :كنيم. در اين صورت معادلـه اي استفاده ميبراي محاسبه حجم موردنظر از مختصات استوانه  »4«گزينه   پاسخz x y 2 zبـه صـورت   2 r در  2

zآيد. از تلاقي رويهمي r zو صفحه 2  4،r 2 rو در نتيجه 4    آيد. پس حجم موردنظر برابر است با:مي دستبه 2

r
rV rdzdrd rz drd ( r r )drd d ( r r )dr ( r )

r
    

                       2
42 2 4 2 2 2 2 2 23 3 2

2
4 2 24 4 2 84         

  

  

2 2z x y h

z

x

y

z h
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

 حجم  ناحيه توپر  :29مثالT محدود به استوانه سهمويz y 21
xو صفحه 2  و صفحهx z    )90(علوم كامپيوتر ـ سراسري   برابر است با: 2

1 (8
15 2 (64

15 3 (8
5 4 (64

5 

 :آوريم:گيري مربوط به تعيين حجم را به دست ميهاي انتگرالابتدا كران  »2«گزينه   پاسخ  
x x z , z

x z x z z y y z y z

     



          
2 2

2 2
12 2 2 22

  
  

z  كنيم:را محاسبه مي Vحجم z z
D z z

V dxdydz dxdydz ( z)dydz ( z) zdz


 
           

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

   
  

V [ z z z z] [ ] V
        

224 2 8 8 32 32 16 96 642 2 2 2 2 23 5 3 5 3 5 15 15

  

  
 يحجم قسمتي از كره   :30مثال(a )x y z az   2 2 2 2 كه خارج از مخروطx y z  2 2 2  باشد كدام است؟مي    

  )90(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري 

1 (a 31
4  2 (a 31

3  3 (a 32
3  4 (a 31

2  
 

 :2«گزينه    پاسخ«    
  كنيم:رسم مي مقابلبهتر مسئله، شكل حجم خواسته شده را به صورت  دركابتدا براي  روش اول:

x y z az x y z az a a x y (z a) a             2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2  
  

)اي به مركزرويه فوق كره , , a)  و شعاعa باشد و رويهميx y z 2 2   هاست. zمخروطي در راستاي محور 2
  آوريم:مي دستبهحال نقطه تلاقي مخروط و كره را 

zx y z az
z az z az

z a x y ax y z




          
     

2 2 2
2 2

2 2 22 2 2
2 2 2 ‡»oh¶ ¾ˆMHn nj ÁnHm«ÄI]  

)سطح مقطع حاصل از تلاقي دو رويه، يك دايره به مركز , )  و شعاعr a در صفحهxoy باشد. مي  
Rكافيست كه حجم نصف كره بـه شـعاع   Rآوردن حجم دستبهلذا براي  a       را محاسـبه كـرده و حجـم مخـروط بـه ارتفـاعh a     و بـه شـعاع سـطح

rمقطع a .را از آن كم كنيم  r a( r ) r V a      3 3 31 4 2 2
2 3 3   حجم نصف كره 3

r a,h ar h V a a a        2 2 3
2

1 1 1
3 3   حجم مخروط 3

: V V V a a a       3 3 3
1 2

2 1 1
3 3    Rحجم ناحيه 3

  گانه داريم:با استفاده از انتگرال سه Rمخروط و كره براي محاسبه حجم آوردن محل تلاقي دستبهبعد از  روش دوم:
z

R
D

V dv dzdA
z

  
2

1
  

z2 :  xو z1هايبراي محاسبه كران y (z a) a z a a (x y )        2 2 2 2 2 2   z1: محاسبه 2
zكه a a (x y )   2 2 zنيمه بالايي كره است و 2 a a (x y )   2 2 zباشد، در نتيجهنيمه پاييني كره مي 2 a a (x y )   2 2 2

باشد مي 1

zهم معادله مخروط است، بنابراين z2و x y 2 2
x  است. 2 y

D Da a (x y )
V dzdA ( x y a a (x y ))dA



  
        

2 2

2 2 2
2 2 2 2 2  

xدايره xoyبر روي صفحه Rتصوير حجم ناحيه y a 2 2   كنيم:باشد، لذا براي محاسبه انتگرال فوق از مختصات قطبي استفاده ميمي 2
x r cos r a
y r sin
    

        2



  طبي: تبديل مختصات دكارتي به ق

aa r ar a a a a aV (r a a r )rdrd ( (a r ) ) d ( )d
   

                     
33 2 3 3 3 3 32 2 22 2 2 2 21 23 2 3 3 2 3 6 3   


  

  

R

2 2 2x y z 

2 2 2 2x y (z a) a   

y

z

x
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هاي چندگانهانتگرال: چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حجم ناحيه  :31مثالT  كه در يك هشتم اول قرار دارد و محدود به استوانه بيضويx z 2 24 yو صفحات  1 ,y x   وz باشد برابر است بايم  :  
  )90(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري 

1 (1
2  2 (1

3  3 (1
6  4 (1

12  

 :با توجه به ناحيه  »4«گزينه   پاسخT گيري برابر است با:هاي انتگرالداده شده كران    
z

z x , x
x z z x

      
    

2
2 2 2

11 4 24 1 1 4


   

y
y x

y x


   


  

xx  گيري فوق داريم:هاي انتگراللذا با توجه به كران x x x
V dzdydx z | dydx x dydx


         

22 1 41 1 11 4 22 2 2 1 4
      

  

x
V y x | dx x x dx ( x ) |
       

1
2

31 1
2 2 2 22 2 1 11 4 1 4 1 412 12  

  

  
 روية واقع در زيري هحجم ناحي  :32مثالz

x y



xي هو ناحي zكه بالاي صفحة 1 1 yو 2 x  برابر كدام است؟  .قرار دارد  

  )90(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري 

1 (Ln1 23  2 (Ln1 22  3 (Ln2  4 (Ln2 2  

 :هاي داده شده براي ناحيه موردنظر داريم:با توجه به كران  »3«گزينه    پاسخ  

    y xx x x
x yV dzdydx z | dydx dydx

x y


  
      

112 2 2
1 1 1

1
   

  
x

V Ln(x y) | dx (Ln x Lnx)dx Ln dx (Ln )x Ln        
2 2 2

1 1 1
22 2 2 21

  

  
 ي ههرم حاصل از برخورد صفحهرگاه حجم   :33مثالax by cz d   1و صفحات مختصات برابر با

حجـم هـرم حاصـل از برخـورد      گـاه آن ،باشد 2
axي هصفح by cz d  2 3 4   )90(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   با صفحات مختصات كدام است؟  24

1 (288  2 (432  3 (576  4 (864  
 

 :حجم هرم حاصل از برخورد  »1«گزينه   پاسخax by cz d   :برابر است با  
d d
abc abc

   
3 31 1 36   حجم هرم 2

axبنابراين حجم حاصل از by cz d  2 3 4   برابر است با: 24
( d) d d

( a)( b)( c) abc abc


        
3 3 3 2 31 24 1 24 1 24 1 24 2424 24 3 2886 2 3 4 6 24 6 6   حجم هرم 2

  
 

  

d
c

d
b

d
a

y

z

x
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2عمومي (رياضي 

 
 پنجمفصل 

  » انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني« 

  

  انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني :1درسنامه 
    
 اگر  :1مثالC داراي معادلات پارامتريx Ln( t )  yو 21 arctgt t  2 x، باشد، حاصل انتگرال3

C
I ye ds براي ،t  1 كدام است؟  

1 (Ln
 

 
2 3216 4  2 (Ln

 
 

2 3216 4  3 (Ln
 

 
2

24 4  4 (Ln
 

 
2

24 4  

 :در اين سؤال»  2«گزينه   پاسخx(t)،y(t) ي تغييراتو بازهtداده شده و بنابراين كافيستx (t) وy (t) را حساب كنيم و در فرمول قرار دهيم:  

t
t t

x(t) Ln( t ) x (t) (x ) ، y(t) arctgt t y (t)
t ( t ) t

             
  

2
2 2

2 2 2 2
2 4 21 2 3 1

1 1 1
  

t t t
t t ( t ) t t t ( t )

(y ) ( ) (x ) (y )
t ( t ) ( t ) ( t ) ( t )

               
    

2 2 2 2 4 2 2 2 22 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 4 1 1 2 4 1 1
1 1 1 1 1

  

  بنابراين داريم:
Lnue uLn( t ) arctgt t dt

I ( arctgt t )e dt I ( arctgt t ) dt dt dt
t t t t

           
       

21 1 1 1 11
2 2 2 2

12 3 2 3 2 3
1 1 1 1    

  

Ln 
 

2 3216 4I [(arctgt) ] [Ln( t )] [arctgt] (arctg ) Ln arctg ( ) Ln
 

            
1

2 1 2 1 1 2 2 21 11 3 1 2 3 1 2 32 2 4 4    

  

 هرگاه  :2مثالC يخطي از نقطهپارهA( , )  تاB( , )1 حاصل گاهآنباشد،  1
C

(x y )ds   است؟ 2، چند برابر2

1 (2
3  2 (5

8  3 (5
6  4 (1

3  

 :يتر از حالت قبل شد، چون سؤال ضابطهخبُ ماجرا كمي سخت  »3«گزينه   پاسخC(t)   آوردن دسـت بـه را به وضوح اعلام نكرده اسـت. امـاC(t) 
yصورتبه Cي خطبراي اين سؤال چندان سخت نيست. واضح است؛ معادله x ي پارامتريتوان معادلهاست و اين يعني ميC   را بـا فـرضx t  و در

yنتيجه t :به شكل زير نوشت  
C(t) x(t) i y(t) j t i tj   

     
ds  بنابراين داريم: x (t) y (t) dt dt dt     2 2 2 21 1 2    

tصورتبه tبازه و تغييراتاز طرفي  1 ،ما فرض كرديم:چرا؟ چون كه  استx tبنابراين تغييرات ،t  مانند تغييـراتx   اسـت و چـونx از   1تـا 

5  بنابراين داريم:است،  1تا  ي تغييراتش ازهم بازه tتغيير كرده، 26C

t t
(x y )ds (t t ) dt [ ] [ ]        

12 312 2 1 12 2 22 3 2 3
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انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 انتگرال خط تابع برداري  :3مثالF xyi xyj 6 1
 

در طول سهمي ،y x )ياز نقطه 2 , )1 )تا 1 , )2   چقدر است؟ 4

1 (3 7
2
  2 (299

2  3 (3 1
2
  4 (293

2  

 :چون تعيين منحني  »4«گزينه   پاسخCو پارامتري كردن منحني را در قسمت قبل كامل آموزش دادم، بنابراين همه بلديد! اگر فرض كنيمx t اـه آن yگ t و  2

xچون 1 t، بنابراين2 1 C(t)  را به راحتي به شكل مقابل بنويسيم: Cحنيتونيم من، پس مي2 t i t j C (t) i ( t) j    2 1 2
      

Fيدر ضابطه حالا
 به جاي تمامx،متغير هاtو به جاي تمامyارتها، عبt2 كنيم:را جايگزين مي    

C
I F.dr [ (t)(t ) i ( t)(t ) j].[ i ( t) j]dt    

2 2 2
1 6 1 2

       

  ي مقابل انتگرال درهم داريم:با ضرب دو كروشه

293
2

t t
I ( t t )dt [ ] [ ]

 
                

2

1

4 5 4 52 3 4
1

6 2 6 2 2 2 6 2 3 36 2 24 4 32 4 1484 5 4 5 4 5 2 2
    

  

 حاصل انتگرال خط  :4مثال
C

xydx xdyكه ،C قسمتي از منحنيy x )Aياز نقطه 2 , )1 )Bيتا نقطه 1 , )2   باشد، كدام است؟مي 4

1 (1 4
12
  2 (1 9

12
  3 (1 1

12
  4 (118

12  

 :با فرض»  3«گزينه   پاسخx t ،گاهآنy t t  و لذا داريم: 2 tx , y t , t    1 2 1 2  

1 1
12
t t

[(t)(t )( ) t( t)]dt (t t )dt [ ]
    

             
2

1

4 3 4 32 22 3 2
1 1

2 2 1 2 3 16 4 16 3 81 2 2 2 24 3 4 3 4 3   حاصل انتگرال 12
  

 در صورتي كه : 5مثالC يخط واصل از نقطهپارهA( , , )1 1 يبه نقطهB( , , )2 3 )Bيو سپس از نقطه 1 , , )2 3 )Dيبه نقطه 1 , , )2 5 باشـد، حاصـل    2

انتگرال خط
C

(x y)dx xdy xydz     كدام است؟ 2

1( 14  2 (16  3 (26  4 (28  

 :فرض كنيم»  4«گزينه  پاسخC1 وC2 هايخطي پارهدهندهنشانABوBD باشند. روي مسيرC1 :داريم  

x t dx dt

C (t) A (B A)t ( , , ) ( , , )t ( t , t , ) C : y t dy dt ; t

z dz

   
               
   

1 1

1
1 1 2 1 3 1 1 1 3 1 3 3 1

1


  


  

  :داريم C2روي مسير

  
x dx

C (t) B (D B)t ( , , ) ( , , )t ( , t , t) C : y t dy dt ; t

z t dz dt

  
                 
    

2 2

2
2 3 1 2 2 5 3 2 1 2 3 2 1 3 2 2 1

1


  

  را داريم: مقابل يسادهبنابراين انتگرال 
C C C

(x y)dx xdy xydz (x y)dx xdy xydz (x y)dx xdy xydz            1 2
2 2 2  

[(t t)dt (t )( dt) ] [ ( dt) ( t )dt]          
1 11 3 2 1 3 4 2 2 2 3
 

   

28t t
( t )dt ( t )dt [ t] [ t]             

2 21 1 1 11 41 7 4 14 7 14 5 7 2 142 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2عمومي (رياضي 

 خط ميدان انتگرال  :6مثالF (x y )i (x y) j   2 2 2 روي منحني ،y | x |ي، از نقطه( , )1 )يتا نقطه 1 , )2   مساوي است با: 2

1 (2
3  2 (31

6  3 (2-  4 (41
6  

  :مسير موردنظر در شكل زير نمايش داده شده است:»  4«گزينه   پاسخ  
yيخط به معادله C1يعني دو مسير داريم كه x   تا -1از  واستC2 يخط به معادلهy x از  ي پارامتري برايباشد، پس معادلهمي 2تاC1 با ،

xفرض t،y t  و برايC2 با فرضx t،y t :خواهد بود، لذا داريم  

C C C
F.dr F.dr F.dr I I I (t t ) dt (t t) ( dt)


            1 2

2 2 2
1 2 1 1

      

t t
(t t)dt [ ] 

       
3 2

2
11

1 1 5
3 2 3 2 6

   
t

I (t t ) dt (t t) dt ( t t) dt [t ]         
22 22 2 2 2 3 2

2 3 62  
  

41بنابراين حاصل انتگرال
6I   

5   ت.اس 66
 

 حاصل :7مثال
C

F.dr
  را كه در آنF(x,y,z) xi zj yk  

   وr(t) ti tj t k   22 3
   از نقطه نظيرt  1  تاt    كدام است؟ 1

  )79ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(                     
1 (1  2 (  3 (1-  4 (2-  

  :ــخ ــه  پاس ــه » 4«گزين ــارامتري شــدهمعادل ــه Cي پ r(t)صــورتب ( t) i ( t) j t k   22 3
    ــابراين ــداناســت، بن Fمي

ــه داده روي خــم  صــورتشــده ب
F t i t j tk  22 3

               آيد و همچنين داريم:در مي  C(t) t i tj t k C (t) i j tk      22 3 2 3 2
       

C
F.dr F[C(t)]C (t)dt [( t i ( t ) j ( t)k][ i j tk]dt [( t) t t ]dt ( t t )dt

   
               

1 1 1 12 2 2 2
1 1 1 12 3 2 3 2 4 3 6 4 3

        
[ t t ] ( ) ( )         2 3 1

12 2 1 2 1 1 3 2  
 

 اگر منحني  :8مثالC خطy x يهاز نقط( , )  يهتا نقط ( , )1 در اين صورت مقدار انتگرال  ،باشد 1
C

(x y)dx (x y)dy   برابر است با…   
  )80(كامپيوتر ـ سراسري         

  2) 4  -1) 3  1) 2  ) صفر1
 :منحني »  2«گزينه    پاسخC  كنيم:پارامتري مي مقابل صورتبهرا               x t , y t ,dx dt ,dy dt , t     1  

           :داريم بنابراين
C

I (x y)dx (x y)dy [(t t) (t t)]dt tdt           
1 12 1
 

  
 

 مقدار :9مثال
C

xy ds xصورتبه Cپارامتري  يهوقتي معادل 2 cost،y sint وt 
  2  81(كامپيوتر ـ سراسري     .. .……با برابر است(  

1 (2
3  2 (3  3 (1

3  4 (3
2  

 :داريم ابتدا توجه كنيد كه  »3«گزينه   پاسخ:     dx dy
ds ( ) ( ) dt ( sin t) cos tdt dt

dt dt
     2 2 2 2  

   :خواهيم داشت بنابراين
C

xy ds cos t sin tdt [ sin t]


   2 2 3 22 1 1

3 3
  

  
 اگر :10مثالF xi yj zk  

   ،حاصل گاهآن
C

F.dR
  بر روي مسيرz t yو 3 t xو  2 t tاز نقطه نظير 2   تاt    كدام است؟1

  )83ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(             
1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  
 :روي مسير داده شده، ميدان»  2«گزينه   پاسخF

 صورتبهF t i t j t k  2 32
   داريم آيد. از طرفيدر مي:  

C(t) ( t , t , t ) dR C (t)dt ( , t , t ) dt F.dR ( t i t j t k)( i tj t k)dt ( t t t )dt            2 3 2 2 3 2 3 52 2 2 3 2 2 2 3 4 2 3
          

  :داريمبنابراين 
C

F.dR ( t t t ) dt ( t t t )       
1 3 5 2 4 6 11 14 2 3 2 32 2

 


  

  

2

1

1 212

y

x
0
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انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :11مثالF Mi Nj Pk  
    يك ميدان برداري وC يك منحني با معادلات پارامتريr (x ,y ,z )1 1 1 1

 وr (x ,y ,z )2 2 2 2
  باشد. در اين صورت

كدام حكم در مورد
C

F.dr 1
  وC

F.dr 2
    83(رياضي ـ سراسري         صحيح است؟(  

F) فقط در صورتي برابرند كه1
 .فقط در صورتي برابرند كه منحني 2  ميدان گراديان باشد (C .بسته باشد  

F) فقط در صورتي برابرند كه3
  ميدان گراديان و منحنيC .با هم برابرند.4  بسته باشد (  

 :كار انجام شده توسط ميدان»  4«گزينه   پاسخF
 روي خمC لذا حاصل هر دو انتگرال برابر است. باشدمستقل از نحوه پارامتري كردن خم مي ،   

 

 حاصل :21مثالydx xdy در امتداد يك قوس از بيضيx cost وy sint   )84(مكانيك ـ آزاد              كدام است؟ 2
1 ( 2  2 ( 4  3 ( 3  4 (  
 :2«گزينه    پاسخ«                       

C
ydx xdy ( sin t cos t)dt dt

 
          

2 22 22 2 2 4
 

  
 

 مقدار انتگرال :13مثال
C

( xy x )dx (x y )dy   2 22،  كه در آنC هايمرز ناحيه محصور به وسيله منحنيy x yو 2 x2   است و يك بـار در
  )84(عمران ـ سراسري          هاي ساعت پيموده شده است، كدام است؟جهت خلاف عقربه

1 (1
3   2 (1

25  3 (1
2  4 (1

15  

 :هاي داده شده همديگر را در نقاطمنحني  »1«گزينه   پاسخ( , )  و( , )1 Cاز دو خـم  Cكنند. خـم  قطع مي 1 : y x 2
Cو 1 : x y 2

تشـكيل شـده    2
           :است، بنابراين

x x x x y y
I ( x x )dx (x x ) xdx ( y y ) ydy (y y )dy ( ) ( y )                  

1

1

4 3 3 6 6 3
3 2 4 3 4 2 2 512 4 2 12 2 2 2 12 3 3 3 5 3 3 3






 

  

  
 حاصل :14مثال

C
xy dy yيهسهمي به معادل Cوقتي  2 x )يهاز نقط 2 , )  يهتا نقط( , )2   )84(آمار ـ سراسري            است، كدام است؟ 4

1 (257
7  2 (256

7  3 (255
7  4 (254

7  

 :در روي منحني»  2«گزينه    پاسخy x dyداريم: ،2 xdx x، پس2 t وy t dyو 2 tdt               : خواهيم داشت بنابراين ،2

C
xy dy t(t ) ( tdt) t dt     

2 22 2 2 6 2562 2 7 
  

  
 اگر :15مثالF(x,y) (x xy)i (y xy) j   2 2  و از( , )1 )تا 1 , )1 yيعادلهبه م Cروي خم سهمي 1 x  حاصـل انتگـرال خطـي    گاهآناثر كند،  2

C C
(F.T)ds Mdx Ndy  
  روي خمC  85(معدن ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (
1

15  2 (
2

15  3 (1
15  4 (2

15  

 :در روي خم»  2«گزينه   پاسخy x dy)  آيد:در مي مقابل صورتبهالخط داده شده ، انتگرال، منحني2 tdt ,dx dt , y t , x t)   22  

C
Mdx Ndy ((t t )dt (t t ) tdt) ( t t t t )dt

 


           

1 12 3 4 3 5 4 3 2
1 1

22 2 2 15  

  
 هرگاه  :16مثالC خطي از نقطهپاره( , , )1 1 تا( , , )1 2 حاصل گاهآنبوده،  1

C
(ydx zdy xdz)  :88(عمران ـ سراسري   برابر است با(  

1( 1
4  2( 1

2  3( 2
3  4( 3  

 :خطابتداي پاره   »2«گزينه    پاسخA( , , )1 1 و انتهاي آنB( , , )1 2   نويسيم:ي پارامتري آن را مياست. معادله 1
C(t) A (B A)t ( , , ) ( , , )t (t , t , t)            1 1 1 2 1 1 1 1 1 2


   
tو در اين روش هميشه 1 :است. پس داريم  x t , y t , z t dx dt ,dy dt ,dz dt         1 1 2 2    

C

t
(ydx zdy xdz) ((t )dt ( t )dt t dt) tdt            

21 1 1 11 2 1 2 2 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2عمومي (رياضي 

 مقدار انتگرال خط :17مثال
C

ydx xdy xدايرهنيم Cكه در آن  ،3 cost, y sint  ،t   است، كدام است؟    
  )88 و 87 سيستم ـ سراسري ـ (صنايع

1 (
2  2 (  3 (  4 (3 2  

 :ابتدا توجه كنيد كه:  »3«گزينه   پاسخ  x cos t dx sin tdt

y sin t dy cos tdt

   
  

  

  :داريمبا جايگزيني روابط بالا در انتگرال داده شده 

C

cos t cos t
ydx xdy ( sin t cos t)dt ( ( ) ( ))dt ( cos t)dt

   
              2 2 1 2 1 23 3 3 1 2 22 2  

  
 

 مقدار :18مثال
C

(x y z)dt tپارامتري يبا معادله Cكه در آن خم  2  ،C(t) (cost) i (sint) j tk  
     :داده شده برابر است با  

  )89(رياضي ـ سراسري 

1(
2  2(2

2  3(


2
3 2  4(


22

3 2  

 :با جايگذاري مقادير برحسب  »4«گزينه   پاسخt با توجه به معادله خم)Cم:كني) مقدار انتگرال را محاسبه مي  

C

cos t t
(x y z)dt (cos t sin t t)dt ( )

  
        

3 2 22 2 2
3 2 3 2 

  

  
 اگر :19مثالF yzi xzj xk  

   حاصل
C

F.dR
  در امتداد منحنيy x

z x

 




2

xاز نقطه  3   تاx    )90ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ 1

1 (3
2  2 (3

4  3 (5
4  4 (5

2  

 :چون منحني از   »3«گزينه   پاسخx   تاx 1   داده شده است، پس بهتـر اسـتt x      در نظـر گرفتـه شـود در ايـن صـورتy t zو 2 t و بـا   3
  :جايگزيني داريم

F(C(t)) (t t ) i (t t ) j tk , C(t) t i t j t k , C (t) i tj t k          2 3 3 2 3 22 3
           

C

t t
F.dR (t i t j tk)( i tj t k)dt (t t t )dt ( t t )dt [ ]                 

6 41 1 1 15 4 2 5 5 3 5 3 3 3 1 3 52 3 2 3 3 3 6 4 2 4 4  

        

  
 مقدار انتگرال : 20مثال

C
xdx (x y)dy (x y z)dz     كه در آنC پاره خط از( , , )1 1 تا( , , )2 3     باشد برابر است با:  مي 4

  )90(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري 

1 (23
2  2 (43

2  3 (24  4 (34  

 :ي پارامتريابتدا معادله  »3«گزينه   پاسخC ي ابتدانويسيم. نقطهرا ميA( , , )1 1 ي انتهاو نقطهB( , , )2 3   است. 4
C(t) A (B A)t ( t , t , t)      1 3 1 5
  

  x t , y t , z t dx dt ,dy dt ,dz dt          1 3 1 5 3 5  
tدر اين روش همواره 1  .الخط داده شده داريم:ي روابط فوق در انتگرال منحنيبا جايگذاراست  

C
xdx (x y)dy (x y z)dz (t )dt (t t)( dt) (t t t )( dt)

(t t t)dt ( t )dt ( t t)

              

          

 

 
1

1

1 1 2

1 1 3 3 1 3 5 1 5

6 4 45 4 4 2 4 2 4 24
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انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  تعاريف ديگر و كاربردهاي انتگرال خط :2درسنامه 
  
 

 جرم سيمي را كه از تقاطع دو رويه  :1مثالz x zو 2 x y  2 22 )بين نقاط 2 , , )1  و( , , )1 1    مختصـات  دسـتگاه  واقـع در يـك هشـتم اول 
(x,y,z)برابر (x,y,z)چگالي سيم در نقطه در صورتي كهر دارد قرا دكارتي xy  كدام است؟باشد ،  
1 ( 2  2 ( 2

2  3 ( 2
8  4 ( 2

4  

  : ابتـدا لازم است خـم موردنظر  »3«گزينه پاسخ(C) را به نحوي مناسب به شكل پارامتري در آوريم. از آنجا كه خـم رويz x   از xقـرار دارد و  2
  توانيم قرار دهيمكند، لذا ميتغيير مي 1تاx t وz t y           :داريم و بنابراين 2 x z t y t y t           2 2 2 2 2 22 2 2 2 1 1  

yخم داده شده در يك هشتم اول قرار دارد، پس   است و داريمy t        :است صورتاين  بهCمنحني معادله پارامتري پس. 21
 x t , y t , z t   2 21   

        t t t
t t t tx , y , z t ds t dt dt

tt t

           
 

2 2 42
22 2

1 4 41 2 1 4
11 1

  

  بنابراين جرم سيم برابر است با:
C C

t tM ds xyds (t t ) dt t t t dt
t

 
        


   

1 12 42 2 4
2

1 4 41 1 4 4
1 

  جرم سيم

)صورتعبارت زير راديكال به t ) 2 22 2 tشود پس از تغيير متغيرنوشته مي 1 sin  22 1 tكنـيم. از استفاده مـي  2 1  داريـم 
   4   و  4

tdtگيري از طرفين داريمبا مشتق cos d  4 tdtدر نتيجه 2 cos d  
2

4:  

M cos sin d cos cos d cos d ( cos )d
   

 
 

 
                   2 24 4 4 4

4 4

2 2 2 2 2 1 22 2 2 1 24 4 4 2 8 
−Ho«TºH oÄp ·j¼M Z»p  

 

 3خواهد دو طرف يك حصار قديمي نشان داده شده در شكل زير را نقاشي كند. اگر او به ازاي هرنقاشي مي  :2ثالم  2مترمربع نقاشي، مبلـغ  
  هزار تومان دريافت كند، درآمد او از نقاشي اين حصار چند ميليون تومان است؟

1 (3  
2 (6  
3 (5/4  
4 (9  

  
 :برابر با انتگرال» نصف يك طرف حصار«با توجه به فرمول بالا، مساحت »  2«گزينه  پاسخ

C
f (x, y)ds  است. در ايـن سـؤالyf (x, y)  1 داده  3

  را حساب كنيم. dsشده است و بنابراين كافيست
C (t) ( cos t sin t) i ( sin t cos t) j | C (t) | sin t cos t ds ( sin t cos t)dt       2 29 9 9 9

 
     

y، واضح استC(t)يبا توجه به معادله sin t 33 از طرفي براي تعيين حدود ،t توجه كنيد كه چون تابعyf (x, y)  1 بسـتگي نـدارد، لـذا     xبـه  3
    داريم: tضرب كرد. براي تعيين حدود 2اول صفحه تعيين كرد و حاصل انتگرال را در عدد  چهارمرا براي يك  tتوان حدودمي

A : y sin t t
t

B : x cos t cos t t

        
       



3

3

3
23 2

   


   

¾ˆ£º

¾ˆ£º
   

  و لذا داريم:
C

y sin t sin tS ( )ds ( )( sin t cos t)dt (sin t sin t) cos tdt [ sin t]
 

          
3 2

4 5 22 231 2 1 9 2 9 1 18 23 3 2  
      

S ( )     
1 518 2 18 452 2    

9طرف حصار بايد رنگ شود، بنابراين مساحت قابل رنگچون دو   3نقاشي مترمربع است و چون براي    2مبلـغ  ،متـر مربـع      هـزار تومـان پرداخـت
,  شود، لذا داريم:مي ,    

9 2 3 2 63
                


  درآمد نقاش 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 بخشي از استوانه مساحت :3مثالx y 2 2 x، كه بين صفحات1 y z   1  وx y z   3  قرار دارد، چقدر است؟    

1 (4  2 (8  3 (12  4 (6  

 :هاي داده شدهاز معادله  »2«گزينه  پاسخz x y   1 zو 1 x y  2 اي كه روي محـيط  آيد، در واقع مساحت بخشي از استوانهمي دستبه 3

Cدايره : x y 2 2 zبه ارتفاع 1 z2 مساحت موردنظر برابر .د حساب شودشود، بايتشكيل مي 1
C

(z z )ds 2 Cاست. خم 1 : x y 2 2  صورتبهرا  1

C(t)پارامتري (cos t,sin t)
 در اين صورت داريم: ،گيريمدر نظر مي  ds x y dt ( sin t) (cos t) dt dt      2 2 2 2  

8  مساحت موردنظر برابر است با:بنابراين 
C

[( x y) ( x y)]ds ( cos t sin t)dt


          
23 1 4 2 2


  

 

 يدايره شكل مقابل از نقطهاي روي نيمذره  :4مثالa تاb تحت تأثير نيرويF zi xk  
  ؟نيرو چقدر استكند. كار انجام شده توسط اين حركت مي  

1 (
2  

2 (  

3 (3
2  

4 (2  

C

a

b

y

z

x

O

1

1
1

 

  
 :منحني  »2«گزينه   پاسخC حهاست و در صف  1اي به شعاع دايرهنيمxoz قرار دارد و اين يعنيy  ي كامـل ي دايره، و لذا معادلهz x 2 2 1 

xي پارامتري دايرهدانيم معادلهاست كه مي cos t وz sin t باشد و به راحتيميx (t) sin t   وz (t) cos t  ،آيد:مي دستبه  


C C C

F.dr ( z)dx xdz ( sin t)( sin t)dt (cos t)(cos t)dt (sin t cos t)dt dt
   

                2 2
   

   

  

 ميدان نيروي دو بعدي :5مثالF
 يبا معادلهF(x,y) cxyi x y j  6 2  همفروض است، كc كنـد و  اي اثر ميمقدار ثابت مثبتي است. اين نيرو بر ذره

)يآن را از نقطه , )  تا خطx  byيدر طول خمي به معادله 1 ax )a   وb  دهد. اگر كار انجام شده توسط اين نيـرو از ) حركت ميb   مسـتقل
  كدام است؟ cبر حسب aمقدار گاهآنباشد، 

1( a c 3 3
2  2 (ca  3

2  3 (ca  6  4 (ca  3
6  

 :صورتبهي پارامتري خم داده شده معادله»  2«گزينه  پاسخbr(t) (t , at ) :است، در اين صورت داريم  
b b b b bF.dr (ct.at , t .a t ).( , abt )dt (act a bt )dt    6 2 2 1 1 3 3 51

   
    بنابراين كار انجام شده برابر است با:

b b b b
c

ac a b ac a b ac a aF.dr (act a bt )dt ( t t )
b b b (b ) b (b )

           
      

3 3 3 31 1 3 3 5 2 3 6 1 2
2 3 6 2 3 2 2 3 3 2

 


  

acمستقل باشد، بايستي مقدار عبارت bاي اين كه مقدار انتگرال ازبر a
b (b )


 

32
2 3   برابر صفر باشد، كه در اين صورت داريم: 2

ac a ac a cc a a
b (b ) (b )


       

  

3 3
22 3 2 33 22 3 2 3 2 2   

a3يچرا پس از حل انتگرال، جمله سؤال دانشجو:

  ديد؟را جدا كر 3

  ها بايد صفر باشد.بستگي دارند و مجموع آن bساير جملات به كنار بگذاريم.را وابسته نيستند  bخواهيم جملاتي كه بهزيرا مي پاسخ:
  

 



  

168  
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 جريان ميدان برداري  :6مثالF (x y)i (x y ) j   2 2 روي مسير ،C خط ازكه متشكل از دو پاره( , )1  تا( , ) 1 و از( , ) 1 تا( , )1   ،است
  باشد؟چقدر مي

1( 1  2 (2  3 (3  4 (4  
 :مسير»  1«گزينه   پاسخC  خطپاره ،تشكيل شده است قسمتاز دوC1 كه ازA( , )1  بهB( , )1 خطرسد و پارهميC2 كه ازB( , )1 بهD( , )1  رسدمي:  

x t dx dt
C (t) A (B A)t ( t , t) , t

y t dy dt
     

             
1

11 1


  
x t dx dt

C (t) B (D B)t ( t , t) , t
y t dy dt
    

             
2 1 11


  

  
C C C

F.dr F.dr F.dr    1 2

     جريان  

C
I F.dr ( t t)( dt) [( t ) ( t) ]( dt) [( t ) (t t t )]dt

 

 
                   1

1 12 2 2 2
1 1 1 2 1 2 1  

t( t t t )dt t dt [ ]
 

        
31 1 12 2 2 22 1 2 2 1 2 3 3

  

tI [( t t )( dt)] [( t) (t ) ]dt ( t t )dt [ t ]
 

                   
31 1 12 2 2 2

2
2 21 1 1 2 2 1 13 3

  

1I  است، لذا داريم: I2و I1چون حاصل انتگرال برابر با مجموع دو مقدار I I     1 2
2 2 13 3  

  

 مقدار كار انجام شده توسط ميدان نيروي :7مثالF(x,y) y i x j 2 2  روي مسيرy x )از نقطه 2 , )  تا نقطه( , )1     چقدر است؟ 1
  )78(آمار ـ سراسري 

1 (12
2  2 (13

2  3 (14
2  4 (15

2  

 :با فرض » 3«گزينه  پاسخx t، گاهآنy t dxو لذا 2 dt وdy tdt   و بنابراين داريم: 2

                             
C C

F.dR y dx x dy (t ) dt t ( tdt)       
12 2 2 2 2 142 2

 


  كار 

  
 نيروي :8مثالF xi yj (yz x)k   

  ، سيردر امتداد مt  1 وR(t) ti t j t k  2 32 4
  ، 82(معدن ـ سراسري   دهد؟چند واحد كار انجام مي(  

1 (
5
2  2 (2  3 (2-  4 (5

2  

 :ي پارامتريبا معادله در امتداد مسير  »4«گزينه   پاسخR(t)ميدان ،F
 آيدصورت زير در ميبه:  

F xi yj (yz x)k F(R(t)) t i t j ( t t)k        2 52 4 2
         

F.dR ( t t t)dt     
1 1 7 3 548 22 4 2 

  مقدار كار انجام شدهR(t) t i t j t k dR ( i tj t k)dt

F.dR t t t ( t t) t t t

        
       

2 3 2

3 2 5 7 3
2 4 2 2 12
4 2 12 4 2 48 22 4

      

   

 

 كار انجام شده توسط نيروي :9مثالF x i xyj 23
 اي را در امتداد سهميكه ذرهy x )از نقطه24 , )  به( , )1     :آورد برابر است باميدر به حركت 4

  )83(معدن ـ سراسري           

1 (7  2 (37  3 (37
5  4 (35  

 :پارامتري صورتبهتوان ده شده را ميسهمي دا » 3«گزينه   پاسخR(t) (t , t ) 24
 داريم در نظر گرفت. در اين صورت:  

dR ( , t)dt ,F(R(t)) ( t , t ) F.dR ( t t )dt    2 3 2 41 8 3 4 3 32
      

F.dR          :داريم بنابراين ( t t )dt    
1 1 2 4 373 32 5 

  كار انجام شده  
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 كار انجام شده توسط نيروي :10مثالF (xy,yz,xz)
 در طول منحنيC(t) (t,t ,t ) 2 3 با فرضt  1 :84(عمران ـ سراسري   برابر است با(  

1 (7  2 (32
11  3 (11  4 (27

28  

 :4«گزينه   پاسخ«  C(t) (t , t , t ) C (t) ( , t , t ) , F(C(t)) (t , t , t )   2 3 2 3 5 41 2 3
    

C
F.dR (t t t ) dt    

1 3 6 6 272 3 28

   

  
 كار انجام شده توسط ميدان نيروي :11مثالF(x,y,z) (x,y,z)

  روي مارپيچR(t) (cost) i (sint) j tk, t 
     2

  
 برابر چيست؟    

  )86(عمران ـ سراسري 

1( 
12  2( 2 1  3( 

1
2  4( 


1

2 2  

 :ها صحيح نيست.  كدام از گزينههيچ  پاسخ         F(C(t)) (cos t ,sin t , t)


  
C(t) (cos t ,sin t , t) C (t) ( sin t ,cos t , )    1
 

  

tF(C(t)).C (t)dt tdt
  

    
2 2

2 2 22 8 

 


F(C(t)).C كار  (t) sin t cos t sin t cos t t t        

  
 حاصل :12مثال

C
ds

x y خطي از نقطهبر روي پاره( , )3 تا( , )6  وds 88(كشاورزي ـ سراسري   عنصر قوس است، كدام است؟(  

1( Ln5 2  2( Ln5 25  3( Ln5 3  4( Ln3 3  

 

 :صورتبهمعادله پارامتري خط داده شده   »1«گزينه  پاسخ x t
y t
 

  

6 tو 2  3 باشد. مي  

ds x y dt ( ) ( ) dt dt        2 2 2 22 1 5  

C
ds dt dt Ln( t) Ln Ln Ln

x y t t t
        

     
33 35 5 5 6 5 3 5 6 5 26 2 6 
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خط يا انتگرال روي منحني روي نتگرالا:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  هاي پايستارميدان :3درسنامه 
  

 تابع اگر  :1مثال فقط بر حسبz باشد و ميدان برداريF
 صورتبه

y
yx eF (xy sinz)i [ e (z)]j ( Lnz xcosz)k

z
      

2

2
      .تعريـف شـود

F.drه باشد، تا حاصلكدام گزين (z)يضابطه
  يبين هر دو نقطهA وB مستقل از مسير باشد؟(z )   

1 (Ln z C2  2 (Ln z C21
2  3 (Lnz C1

2  4 (Lnz C  

 :براي اين كه حاصل انتگرال مستقل از مسير باشد، بايد كرل  »2«گزينه   پاسخF
 .صفر باشد  

y
y

i j k
R Q R P Q P e LnzcurlF ( )i ( ) j ( )k ( e (z))i ( cos z cos z) j (x x)k

x y z y z x z x y z
P Q R

                          
        

  

     
      

  

Ln z C
2

2
yy y

ey ye Lnz e Lnz Lnz Lnz[ e (z)]i e (z) (z) (z) dz
z z z z

                

  oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

  

 اگر  :2مثالC خم مشتركz Ln( x) 1 وy x ياز نقطه( , , )   تا( , ,Ln )1 1 zحاصل  گاهآنباشد،  2 z
C

( xsin y e )dx ( x cos y)dy xe dz      22 
  كدام است؟

1 (Ln2  2 (Ln 2  3 (2-  4 (2  
 :ابتدا توجه كنيد، داريم:  »3«گزينه   پاسخ  z zP x sin y e , Q x cos y , R xe       22  

z zcurlF i ( e e ) j ( x cos y x cos y )k          
  
 2 2    

    كنيم:صفر شد و اين يعني ميدان پايستار است، لذا تابع پتانسيل را حساب مي Fكرل
z zf ( x sin y e )dx dy dz x sin( y) xe           22  

2 - 
( , ,Ln )

( , , )
z Ln) x sin y xe e      

11 22 21
  

(ابتدا f (انتهاF.dr f (
   

  

 ؟نيستهاي زير، درست از عبارت عدادت هچ  :3مثال  
مقدار) الف

C
I ( xy yz)dx (x xz z )dy ( xy yz)dz       2 22 4 4 2 4 )ي، از نقطه4 , , )1 1 )يتا نقطه 2 , , )3 2   است. -23برابر با  1

الخطاگر حاصل انتگرال منحني) ب
C

I z dx ydy axzdz   2 xيبه معادله C، بر روي منحني بسته2 y 2 2 xو 1 y z   صفر باشـد،   2
  است. -2برابر با  aمقدار اهگآن

مقدار انتگـرال خـط  ) ج
C

I ( xy y cos x)dx ( ysin x x y )dy     3 2 2 22 1 2 xسـهمي  C، كـه در آن 3 y  )ياز مبـدأ تـا نقطـه    22 , ) 12 

2باشد، برابر بامي

  است. 4
1 (  2 (1  3 (2  4 (3  
 :ايـم! توانند يك تست مستقل باشند و ما براي تمرين بيشتر در قالـب يـك تسـت مطـرح كـرده     هاي اين سؤال ميهركدام از گزينه»  2«گزينه  پاسخ  
  كنيم:مورد را بررسي مي 3هر 

  كنيم:ميابتدا شرط پايستار بودن را كنترل  بررسي الف)

  P Q P Qx z , x z
y x y x
   

     
   

2 4 2 4  

P R P Ry , y
z x z x
   

   
   

4 4  
Q R Q Rx z , x y
z y z y

   
     

   
4 4 4 4  
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    ي تابع پتانسيل داريم:گيري به مسير بستگي ندارد، با محاسبهپس ميدان پايستار است و لذا انتگرال
( xy yz)dx x y xyz

( z )dy z y (x, y, z) x y xyz z y

( )dz

  



       


 





2

2 2 2 2

2 4 4

2 2 4 2

 

  

  بنابراين داريم:
  I ( , , ) ( , , ) [( ( ) ( )( )( ) ( ) ( )] [( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )] [ ] [ ]                         2 2 2 23 2 1 1 1 2 3 2 4 3 2 1 2 1 2 1 1 4 1 1 2 2 2 1 18 24 4 1 8 8 23  

  بنابراين عبارت الف درست است.
  كنيم:بندي بايد ميدان پايستار باشد، با اين حال شرط ابتدايي پايستار بودن را بررسي ميبا توجه به نوع جمله بررسي ب)

  P Q P Q,
y x y x
   

    
   

    

P R P Rz , az , z az a
z x z x
   

      
   

2 2 2  

  بنابراين عبارت (ب) غلط است.
    كنيم:يي بودن را بررسي ميابتدا شرط ابقا بررسي ج)

P xy ycos x
P Qy
y xQ ycos x xy

x

       
      

2

2

6 2

2 6
  

)  توانيم مقدار انتگرال را حساب كنيم:ي تابع پتانسيل ميپس ميدان پايستار است و لذا با محاسبه xy y cos x)dx x y y sin x   3 2 2 3 22  
( )dy y 1  

(x, y) x y y sin x y I ( , ) ( , ) [( ) ( ) sin ]   
              

2
2 3 2 2 3 21 1 1 12 2 2 4    

  است. بنابراين عبارت (ج) نيز صحيح

  
 ميدان برداري :4مثالz zF (axsin( y))i (x cos( y) bye ) j y e k      2 2     پايستار اسـت. اگـرC     گـون  منحنـي حاصـل از برخـورد سـهمي

zبيضوي x y 2 zيو صفحه 24 x y 3 )Aي از مبدأ تا نقطه 2 , , )11 حاصل گاهآنباشد،  22
C

F.dr
 كدام است؟ ،  

1( e


21 1
4  2 (e


21 1

2  3 (e


21 1
4  4 (e


21 1

2  

 :كنيم:قابل تعريف ميهاي ميدان برداري را به شكل مابتدا مؤلفه»  3«گزينه  پاسخ  z zP ax sin( y) , Q x cos( y) bye , R y e      2 2  
    كنيم:كنيم و شرايط پايستار بودن را نيز اعمال ميحالا مقادير مشتق موردنظر را حساب مي

P Q P Qax cos y , x cos( y) a
y x y x
   

        
    

22  

z z z zQ R Q Rbye , ye bye ye b
z y z y

      
          

   
2 2 2  

z  مقابل قابل نمايش است: صورتبه Fپس z

Q R
P

F x sin( y)i (x cos y ye ) j (y e ) k      


2 22 2
  
 

  

z  ي تابع پتانسيل داريم:براي محاسبه zxf x sin( y)dx ( ye )dy dz sin y y e        
   

2
22 2   

  پايستار است، بنابراين داريم: چون ميدان
e


 2
1 1

4C
F.dr f ( , , ) f ( , , ) sin ( ) e

      
 2 21 1 11 22 2 2
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خط يا انتگرال روي منحني روي نتگرالا:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  : 5مثالf (x,y) Ln(x y ) 2 xدايره Cو 2 y a 2 2 حاصل گاهآنباشد،  2
C

I f .nds 
  برابر با كدام گزينه است؟  

1 (  2 (2  3 (4  4 ( 2  
 :ابتدا  »3«گزينه   پاسخf

 كنيم (توجه كنيد كهرا حساب ميf
 همانF

 باشد.)مي    
x yF f Ln(x y ) i j

x y x y
      

 
2 2

2 2 2 2
2 2       

  
C

y xF.nds Pdy Qdx dx dy
x y x y


   
    2 2 2 22

    

  است. 4شود، جواب سؤالدر پشت انتگرال ضرب مي 2است و چون عدد  2با توجه به مطالب گفته شده حاصل انتگرال فوق برابر با
  

 صورتبهكار انجام شده توسط ميدان نيرويي  :6مثالF(x,y) y i ( xy) j 2 2
  از مبدأ تا نقطه( , )1   )78(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟ Cبر مسير دلخواه  1

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 :چون  »1«گزينه   پاسخ( xy) (y ) y
x y
 

 
 

22 F، بنابراين ميدان2
 پايستار است و تابع پتانسيل آنf (x, y) xy   باشد. در نتيجه:مي 2

C
F.dr f ( , ) f ( , )   1 1 1
     

 

 حاصل :7مثال
C

(y z)dx (z x)dy (x y)dz      كه در آن منحنيC اي به  معادلات دايرهx y z a  2 2 2 xو 2 y z      باشد، كـدام

  )79ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  است؟

1 (  2 (1
2  3 (1  4 (3

2  

 :دهيمقرار مي  »1«گزينه   پاسخF (y z , z x , x y)   
ميدان ،F

 يك ميدان پايستار است(curlF )

  مسيرو با توجه به اينكهC  نيز يك

  مسير بسته است پس حاصل انتگرال موردنظر برابر صفر است.

  
 مقدار :8مثال

C

y yI e dx xe dy ، دايرهبر روي نيمy x    )79 اي ـ سراسري(هسته         در جهت مثلثاتي كدام است؟ 21

1 (2-  2 (1-  3 (1  4 (2  

 :داريم ابتدا توجه كنيد كه  »1«گزينه   پاسخ:            y y y y(xe ) e , (e ) e
x y
 

 
 

  

yfبنابراين ميدان پايستار است و تابع پتانسيل آن (x, y) xe دايـره باشد. از طرفي نيمميy x  )از نقطـه  21 , )1     آغـاز و بـه نقطـه( , )1    خـتم
                  :داريم شود، بنابراينمي

C

y yI e dx xe dy f ( , ) f ( , )          1 1 1 1 2   

  
 به ازاي كدام مقادير  :9مثالa  وb، انتگرالB

A
( axz y )dx y(bx az)dy (ax y )dz     2 2     مستقل از مسير است؟ 22

  )80عمران ـ سراسري و  89برداري ـ سراسري نقشه(
1 (a b 1  2 (a b  2  3 (a , b 1 2  4 (a , b 2 1  
 :براي اينكه انتگرال مستقل از مسير باشد، لازم است  »2«گزينه   پاسخcurlF 


، داريم بنابراين:  

i j k

curlF ( y ay , ax ax , by y) ( , , )
x y z

axz y bxy azy ax y

  
     

  

  2 2 2

2 2 2 2

2

  


    

aشوداز معادله فوق نتيجه مي b  2.  
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 اگر :10مثالf (x,y) x xy y  2 در اين صورت مقدار انتگرال 22
C

f (X).dX
،(X (x,y)) ه در آن كC يهمنحني زير از نقط A ـ   B يهتا نقط

  )80(كامپيوتر ـ سراسري       :باشد، برابر است بامي

1 (14  
  ) صفر2
3 (18  
4 (1  
  

 :انتگرال داده شده برابر كار ميدان پايستار  »1«گزينه   پاسخf
  روي مسيرC اين انتگرال مستقل از مسـير  بنابر ،باشد. چون ميدان پايستار استمي

             :داريم است. بنابراين fباشد و تابع پتانسيل آن برابر مي
C

I f (X).dX f ( , ) f ( , )       3 1 1 18 4 14


  
 

 اگــر  :11مثــالC يهدايــرنــيمx y 2 2 1،y   گــذاري شــده اســت در ايــن صــورت مقــدار انتگــرال جهــتهــاي ســاعت كــه در جهــت عقربــه 

C
(x y )dx xydy  2 2   )80(كامپيوتر ـ سراسري       :برابر است با 2

1 (2
3  2 (2

3  3 (2  4 (2-  

 :داريمابتدا توجه كنيد كه   »1«گزينه   پاسخ  :                  ( xy) y , (x y ) y
x y
 

  
 

2 22 2 2  

xfصـورت بـه توان نشـان داده تـابع پتانسـيل آن    مسير است و به سادگي مي ازابراين انتگرال داده شده مستقل بن (x, y) xy 
3

2
باشـد. از طرفـي   مـي  3

)نقطه , )1   نقطه آغاز خمC و نقطه( , )1   انتهاي خمC داريم باشد. بنابراينمي:  
C

I (x y )dx xydy f ( , ) f ( , )       2 2 22 1 1 3   

  
 اگر منحني  :12مثالC مربع( , ) ،( , )1  ،( , )1 )و 1 , )1  ه اسـت در ايـن صـورت مقـدار انتگـرال     گـذاري شـد  باشد كه در جهت مثلثاتي جهـت 

C

x xe sinydx e cosydy 80(كامپيوتر ـ سراسري       :برابر است با(  

1 (
2  2 (  3 (2  4صفر (  

 :4«گزينه   پاسخ«          x x x x(e cos y) e cos y , (e sin y) e cos y
x y
 

 
 

  

  باشد و چون مسير داده شده يك مسير بسته است، پس مقدار انتگرال برابر صفر است.بنابراين ميدان پايستار مي
 

 مقدار :13مثال
C

(x y)dx (x y)dy    كه در آنC يك خم به معادلات پارامتريtx
t


1 وy

t



1

1،t  2 ؟باشد، برابر كدام است  

  )81(مكانيك ـ سراسري       

1 (
8
9  2 (8

9  3 (5
18  4 (2

3  

 :ــدا توجــه كنيــد كــه   »2«گزينــه   پاســخ x)ابت y) (x y)
y x
 

   
 

ــابراين انتگــرال مســتقل از مســير مــي 1 ــابع پتانســيل ميــدان  . بن باشــد. ت

xمزبور yf xy  
2 2

2 )C،Aباشد. از طرفي دو سر خم مي 2 , )1 وB( , )2 1
3 I  :داريم باشد. بنابراينمي 3 f (B) f (A) f ( , ) f ( , )    

2 1 813 3 9  

 

A  
(1 , 1)  

B  
(3 , 0)  

x  

y  
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خط يا انتگرال روي منحني روي نتگرالا:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار انتگرال خط :14مثال
C

( xy y cosx)dx ( ysin x x y )dy    3 2 2 22 1 2 xسـهمي  Cكه در آن  3 y  )از نقطـه  22 , )    تـا نقطـه( , ) 12 

  )81(عمران ـ سراسري        باشد، كدام است؟مي

1 (2

12  2 (2

8  3 (2

4  4 (2

2  

 :داريم ابتدا توجه كنيد كه  »3«گزينه   پاسخ:    ( ysin x x y ) y cos x xy
x


    


2 2 21 2 3 2 6  

( xy y cos x) xy ycos x
y


  


3 2 22 6 2  

fصورتبه انسيل آنباشد و تابع پتبنابراين انتگرال مستقل از مسير مي y y sin x x y  2 2   باشد. مي 3

C
I ( xy y cos x)dx ( ysin x x y )dy f ( , ) f ( , ) 
       

2
3 2 2 22 1 2 3 12 4   

  
 اگر :15مثالx xF (e cosy yz)i (xz e sin y) j (xy z)k     

    .باشدf  را پيدا كنيد به طوريكهF f 
  .81(عمران ـ آزاد             باشد(  

1 (xf (x, y, z) e cos y z c    2 (x zf (x, y, z) e cos y xyz c   
2

2  

3 (xf (x, y, z) e sin y xyz c    4 (x zf (x, y, z) e sin y c  
2

2  

 :اگر  »2«گزينه   پاسخF
  صورتبهراF F i F j F k  1 2 3

   تابع پتانسيل گاهآن ،در نظر بگيريمf  آيد.مي دستبهاز فرمول زير  

x  :داريم بنابراين x zf (x, y, z) (e cos y yz)dx ( )dy zdz e cos y xyz c         
2

2  
 

 اگر  :16مثالC از منحني يقسمتy ( x)  )باشد كه نقطه 21 , )1  را به نقطه( , )1 مقدار انتگـرال  كند، وصل مي
C

( xy)dx x dy  21   برابـر   2
  )81ـ سراسري  MBA(  است با:

1 (1
  -1) 4  1) 3  ) صفر2  2

 :داريم ابتدا توجه كنيد كه  »3«گزينه   پاسخ:        ( xy) x , (x ) x
y x
 

  
 

21 2 2 2  

fتابع پتانسيل ،باشدميبنابراين ميدان پايستار است و انتگرال مستقل از مسير  (x, y) x x y     باشد.مي 2
f(چون داريم: (x, y) ( xy)dx x x y    21   :داريم بنابراين )2

C
( xy)dx x dy f ( , ) f ( , ) ( )         21 2 1 1 1 1    

  
 به ازاي كدام مقدار  :17مثالaحاصل انتگرال ،( , )

( , )
( xy y )dx (ax y xy )dy  

3 4 2 3 2 2
1 2 6   )81(معدن ـ سراسري         ندارد؟ بستگي به مسير 3

  a) هيچ مقدار a  3 (6  4) هر مقدار 2  3) 1

 :براي اينكه انتگرال مستقل از مسير باشد، لازم است  »3«گزينه   پاسخcurlF 

و چون ميدان .F

 دو متغيره است، كافي استF F
x y

 


 
2   :داريم يعني 1

axy y xy y a a      2 22 3 12 3 2 12 6  
 

 اگر  :18مثالC بالائي يهدايرنيمx y 2 2  شود، مقدار انتگرال خطـي هاي ساعت پيموده ميباشد، كه در خلاف جهت عقربه 1
C

xydx x dy 22 
  )81(رياضي ـ سراسري   چيست؟

1) 2  ) صفر1
2  3 (1  4 (2  

 :چون  »1«گزينه   پاسخ( xy) (x ) x
y x
 

 
 

22 f، بنابراين ميدان داده شده پايستار است و تابع پتانسيل آن2 (x, y) x y باشد. از طرفـي  مي 2

)Aنقاط ابتدايي و انتهاي مسير , )1  وB( , )1  داريم باشند، بنابراينمي :      
C

xydx x dy f (B) f (A)      22      
 



  

175  
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 مقدار :19مثال( , )

( , )
( x y)dx ( x y)dy   

3
2 2 3 3 2


xروي مسيري به معادله  y

 
2 2

14       واقع در ربع اول صفحه مختصات كدام است؟ 9
  )82(مكانيك ـ سراسري 

1 (13  2 (5  3 (13-  4 (5-  

 :ــخ ــه   پاس ــون  »1«گزين )چ x y) ( x y)
y x
 

    
 

2 3 3 2 ــير  3 ــتقل از مس ــرال مس ــس انتگ ــي ، پ ــه آن  م ــوط ب ــيل مرب ــابع پتانس ــد و ت  باش

f x xy y   2 )       :داريم باشد. در نتيجهمي 23 , )
( , )

( x y)dx ( x y)dy f ( , ) f ( , ) ( )         
3

2 2 3 3 2 3 2 9 4 13


   
 

 اگر تابع اسكالر   :20مثالf در شرطyf ( x )i j
xx

   2
12

   صدق كند وf ( , ) 1 1 fباشد، حاصل 4 ( , )2   )83ـ آزاد  صنايع ـ سيستم(         كدام است؟ 2
1 (3  2 (5  3 (7  4 (9  

 :آوريم:مي دستبهرا  ابتدا تابع پتانسيل   »3«گزينه   پاسخ  y yf ( x )dx x c
xx

     2
22  

yfبنابراين (x, y) x c
x

  2از رابطه ،f ( , ) 1 1 c، مقدار4  yf  :داريم آيد. در نتيجهمي دستبه 2 (x, y) x f ( , )
x

       2 2 2 2 4 1 2 7  

  
 ه اثر نيروينقط :21مثالF z i yj xzk  2 2 2

    در طول منحنيC از نقطهA( , , )1 1 به نقطهB( , , )1 2 كند، كار انجام شده در كـدام  نقل مكان مي 3
  )83ـ سراسري  MBA(      كمتر است؟» دايره ـ خط شكسته ـ خط راستنيم:«مسير 
  دايره) نيم1
  سته) خط شك2
  ) خط راست3
  ) در هر سه مسير برابر است.4
 :ميدان  »4«گزينه   پاسخF

 باشدپايستار مي(curlF )

باشد.. بنابراين كار انجام شده مستقل از مسير مي  

 

 مقدار :22مثال
C

xydx (x y )dy  2 22  وقتيC بيضي به معادلهx y 2 24 9   )83(رياضي ـ سراسري         باشد، كدام است؟ 36
  ) صفر4  2) 3  4) 2  6) 1
 :باشد و منحنيميدان داده شده پايستار مي » 4«گزينه   پاسخC ابر صفر است.باشد، بنابراين مقدار انتگرال موردنظر بريك مسير بسته مي  

  
 انتگرال خطي  :23مثال( , )

( , )
I xy dx ( x y )dy  

3 1 3 2 2
1 4 2 1   )84(مكانيك ـ سراسري        برابر است با: 3

1 (I  45  2 (I  58  3 (I  28  4 (I  32  

 :چون»  2«گزينه   پاسخ( xy ) ( x y ) xy
y x
 

  
 

3 2 2 22 1 3 fباشـد و تـابع پتانسـيل آن   ، بنابراين انتگرال مسـتقل از مسـير مـي   6 y x y  2 3 

I        : داريم است. در نتيجه f ( , ) f ( , )     3 1 1 4 1 68 58  
 

 به ازاي كدام مقدار  :24مثالa الخطرال منحنيانتگـ
C

z dx ydy axzdz  2 x)بـه معادلـه   Cبر روي منحني بسته  2 y z , x y )    2 22 1 
  )84(عمران ـ آزاد              برابر صفر است؟

1 (2-  2 (2  3 (1-  4 (1  
 :كافي است ،براي اينكه انتگرال روي مسير بسته برابر صفر باشد » 2«گزينه   پاسخcurlF 


:باشد ،  

i j k

curlF ( , z az , ) ( , , ) a
x y z

z y axz

  
     

  
2

2 2

2

  


      

  

A  B  
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خط يا انتگرال روي منحني روي نتگرالا:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 كار انجام شده توسط نيروي :25مثالF yi (x z) j yk   
   در تمام محيط بيضي فصل مشترك استوانهx y 2 2 z با صفحه 4 x 2 كدام  3

  )84ـ سراسري  MBA(     است؟
  12) 4  6) 3  4) 2  ) صفر1
 :ميدان»  1«گزينه   پاسخF

 باشد و چون مسير يك منحني بسته است، پس كار انجام شده برابر صفر است.پايستار مي   
i j k

curlF ( ) i ( ) j ( )k
x y z
y x z y

  
       
  



1 1 1 1

  

  
    

 

 26مثال:  بايد كداميك از مقادير زير باشد تا انتگرالB

A
(z dx ydy xzdz)   2   )85و  83(عمران ـ سراسري گيري مستقل باشد؟از مسير انتگرال 2

1 (    2 (  1  3 ( 1  4 (  2  
 :دهيمقرار مي  »4«گزينه   پاسخ:F (z , y , xz) 2 2

براي مستقل بودن انتگرال داده شده از مسير، لازم است .curlF 

داريم . بنابراين:  

curlF

i j k

curlF ( , z z , ) z z
x y z

z y xz

  
        
  

2

2 2 2

2




  


   

  
 هاي حقيقيرابطه ميان ثابت :27مثالa وb وc چگونه باشد تا ميدان برداريF(x,y,z) (ay czx)i y(bx cz) j (ay cx )k     2 2 22

    پايستار
  )85(مكانيك ـ سراسري   باشد؟

1 (a b c   2 (a b c    3 (a b c 2  4 (a b c  2  
 :براي پايستار بودن ميدان  »3«گزينه   پاسخF

لازم است ،curlF 

داريم . بنابراين:  

i j k

curlF ( ay cy , cx cx , by ay)
x y z

ay czx bxy cyz ay cx

  
    

  

  2 2 2

2 2 2 2

2

  

  

curlFاز نتيجه 

 شودنتيجه ميa b c 2.  

 

 حاصل :28مثال(x ycosx xysin x)dx x sinxdy  2 xدر امتداد منحني به معادله 22 y 
2 2
3 3   )85(رياضي ـ سراسري   ؟كدام است 1

  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1

 :داريم ابتدا توجه كنيد كه  »1«گزينه   پاسخ:       PP(x, y) x ycos x xysin x x cos x x sin x
y


    


2 22 2  

QQ(x, y) x sin x x sin x x cos x
x


   


2 22  

Pچون Q
y x
 


 

  باشد و مسير موردنظر نيز بسته است، پس مقدار انتگرال موردنظر برابر صفر است.بنابراين ميدان داده شده پايستار (ابقايي) مي 
 

 الخطانتگرال منحني :29مثال(x xy)dx (x y)dy   22 بر روي منحنيx y 2 22 3   )85ـ سراسري  MBA(   ، كدام است؟6
1 (  2 (3  3 (4  4 (6  

 :داريم ابتدا توجه كنيد كه  »1«گزينه   پاسخ:  QQ(x, y) x y x
x


   


2 2             ،PP(x, y) x xy x

y


   


2 2  

  اين ميدان پايستار است و چون مسير داده شده بسته است، پس مقدار انتگرال برابر صفر است.بنابر
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 اگر :30مثالCخم ساده بسته بيضيx y
a b

 
2 2
2 2 انتگرال روي خم گاهآن ،در جـهـت مثلثاتي باشد 1

C
( x y)dx ( y x)dy   2 33 4 :برابر است با    

  )85اي ـ سراسري (هسته
1 (  2 (ab  3 (ab7  4 ((a b )3 4  

 :دهيمقرار مي  »1«گزينه   پاسخ:P x y 23 وQ y x 34چون .P Q
y x
 

  
 

بسـته اسـت،    Cباشد و چون مسير، پس ميدان پايستار مي1

  پس حاصل انتگرال برابر صفر است.

  
 حاصل :31مثال

C
I xyz dx x z dy x yz dz   3 2 3 2 22 3كه در آن ،C ل مشترك استوانهفصy x 2 2 xيبا صفحه به معادله 4 z 2    ،باشـد

  )86ـ سراسري  MBA(  كدام است؟

1 (  2 (4  3 (8  4 (5
2  

 :يجه مستقل از مسير است و چونواضح است ميدان پايستار و در نت به راحتي  »1«گزينه   پاسخC       يك منحني بسـته اسـت، حاصـل انتگـرال صـفر

P  است. Q P R Q Rxz , xyz , x z
y x z x z y
     

     
     

3 2 2 22 6 3  

 

 اگر :32مثالC : x y r 2 2 حاصل گاهآندر جهت مثبت،  2
C

ydx xdy
x y x y



  2 2 2 2 86(معدن ـ سراسري   ا:برابر است ب(  

    3( 2  4( r2 )2  صفر )1

 :3«گزينه   پاسخ«    
(t)پارامتري صورتبهتوان را مي Cمنحنيروش اول:  (r cos t, r sin t) ر اين صورت:، در نظر گرفت، د  

C

r sin t r cos t ydx xdy(t) ( r sin t, r cos t) F( (t)) ( , ) F( (t)). (t) dt
r r x y x y

                
  

2
2 2 2 2 2 21 1 2



   

   است. 2اي كه شامل مبدأ باشد، برابرطبقه متن كتاب انتگرال موردنظر روي هر مسير بسته روش دوم:

  
 86ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام ميدان پايستار است؟ :33مثال(  

1( F(x, y) yi xj 
   2( F(x, y) xyi xy j  32

   
3( F(x, y) ( xy)i (x y ) j   2 23 2 3

   4( F(x, y) (x y )i (x y ) j   2 2 3 2   

 :3«گزينه   پاسخ«                   P QP(x, y) xy , Q(x, y) x y x , x
y x
 

      
 

2 23 2 3 2 2  
 

 اگر بدانيم كه مقدار انتگرال :34مثال
C

(x y az)dx (bx y z)dy ( x cy z)dz        2 3 4 aمستقل از مسير است، مقـدار  2 b c    كـدام

  )87(رياضي ـ سراسري   است؟
1( 5-  2( 4  3( 5  4( 6  

 :3«گزينه   پاسخ  «  
i j k

curlF c , a , b a b c
x y z

x y az bx y z x cy z

  
            

  
     

1 4 2 5

2 3 4 2
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 به ازاي كدام مقدار :35مثالm ،ميدان برداريF(x,y,z) ( x y )i mxyj z k   2 2 23 3
   87(رياضي ـ سراسري   يك ميدان پايستار است؟(  

1( 2-  2( 1-  3( 1  4( 2  

 :براي اينكه ميدان پايستار باشد، لازم است  »4«گزينه   پاسخcurlF 

 :باشد، بنابراين داريم  

i j k

curlF ( ) i ( ) j (my y)k m
x y z

x y mxy z

  
         

  

 2 2 2

2 2

3 3

  

  
       

 

 فرض كنيد :36مثالx xF(x,y,z) (e cosy ayz)i (axz be sin y) j (cxy az)k     
   بازاء چه مقـاديري از .a،b و c   مقـدار انتگـرالF.dR

 

  )87(مكانيك ـ سراسري     مستقل از مسير است؟

1 (a b c   1  2( a b c  1  3 (a b ,c   1 1  4 (a c ,b   1 1  

 :براي اينكه انتگرال موردنظر مستقل از مسير باشد، لازم است  »1«گزينه   پاسخcurlF 

، بنابراين داريم: ،باشد  

x

x x

i j k

curlF (cx ax)i (ay cy) j (b )e sin yk
x y z

e cos y ayz axz be sin y cxy az

  
      

  

  

1

  

    

aزم استبنابراين لا c وb  1 ) تواند صحيح باشد. ) مي1باشد. كه تنها گزينه  
 

 مقدار :37مثال
C

x dx y dy 2 )از نقطه2 , )1 تا( , )1 روي منحنيC به معادله(y ) x y  
2 2
5 5 1 :88(رياضي ـ سراسري   برابر است با(  

1(3
2  2(2

3  3(  4(1
5  

 :دهــيمقــرار مــي  »2«گزينــه   پاســخF (x , y ) 2 2واضــح اســت كــه ميــدان ،F
 ابقــايي اســت. (زيــرا( y ) (x )

x y
  

 
 

2 2
 و تــابع پتانســيل آن (

x yf (x, y)  
3 3

3   :داريم باشد. پسمي 3
C

( , )x yx dx y dy ( )
( , )

   


3 3
2 2 1 2

13 3 3



  

 

 حني اگر من :38مثالC يي قسمت بالايي دايرهدهندهاننشx y 2 2 مقدار گاهآنباشد، 1
C

cosxcosh ydx sin xsinh ydy كدام است؟ (جهت

  )88(رياضي ـ سراسري   ثاتي است.)جهت مثل Cحركت بر روي 

1(sin2 1  2(sin2 1  3(cos2 1  4(cosh2 1  

 :دهيمقرار مي  »1«گزينه   پاسخF (cos x cosh y,sin x sinh y)

در اين صورت ميدان ،F

داريم باشد، زيرايك ميدان پايستار (ابقايي) مي:  
F F

cos x sinh y , cos xsinh y
x y

 
 

 
2 1  

fو تابع پتانسيل آن برابر (x, y) sin x cosh yدايره بالاييباشد. با توجه به اينكه نقاط ابتدايي و انتهايي نيمميA( , )1 وB( , )1 داريم است، لذا:  

C

( , )
cos x cosh ydx sin x sinh ydy sin x cosh y sin

( , )


   
1 2 11
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 فرض كنيد :39مثالF (z xy)i x j xz k   3 2 22 3
  اگر ،C هايمرز مستطيل با رأس( , , ) 1 1  و( , , ) 1 1    پيموده شده در جهـت مثلثـاتي از

مقدار انتگرال روي منحني گاهآنديدگاه چشم ناظر واقع مبدأ باشد، 
C

F.dR
 

 89(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (2
3  2 (2-  3 (2  4 (  

  

:كـه با توجه به اين  »4«گزينه   پاسخcurl F 

 باشـد،  مـي

Fپس ميدان برداري


يك ميدان ابقـايي (پايسـتار) اسـت و چـون      
  بر صفر است.مسير بسته است پس مقدار انتگرال برا

i j k

curl F ( )i ( z z ) j ( x x)k
x y z

z xy x xz

  
       

  



2 2

3 2 2

3 3 2 2

2 3

  

   
  

 

 مقدار انتگرال :40مثال
C

( xcosy )dx (x sin y z )dy ( yz )dz     2 22 3 2 )Aاز نقطه 2 , , )1 3تا نقطهB( , , )1  ) چقدر است؟C خط به معادله 
x y z t 

  
 

1 3
2   )89عدن ـ سراسري (م  باشد.)مي 3

1 (14-  2 (7-  3 (7  4 (14  
 :دهيمقرار مي  »1«گزينه   پاسخF ( x cos y , (x sin y z ) , ( yz ))     2 22 3 2 2

 :در اين صورت  

  
i j k

curlF ( z z)i ( , ) j ( x sin y x sin y)k
x y z

x cos y (x sin y z ) ( yz )

  
        

  

    2 2

2 2 2 2

2 3 2 2

  

     

curlFچون 

       است، پس انتگرال مستقل از مسـير اسـت، تـابع پتانسـيل ميـدان بـرداريF

  برابـرf (x, y, z) x cos y x yz z   2 23    باشـد، مـي  2

B  :داريم بنابراين

AC
F.dR f (B) f (A) (x cos y x yz z)        2 23 2 14
   

 

 مقدار انتگرال :41مثال
C

xyzdx x zdy x ydz  2 Aاز نقطه Cدر امتداد منحني 22 ( , , ) 1 1 Bقطهتا ن 1 ( , , ) 1 2   برابر است با: 4
  )89(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري 

1 (7  2 (5  3 (5-  4 (7-  
 :دهيم قرار مي  »1«گزينه   پاسخF xyzi x zj x yk  2 22

   صورت داريم:، در اين  

  
i j k

curlF (x x )i ( xy xy) j ( xz xz)k
x y z

xyz x z x y

  
       

  
2 2

2 2

2 2 2 2

2

  

     

Fچون كرل ميدان برداري
 برابر صفر است، پس ميدان پايستار است. تابع پتانسيل ميدانF

  برابرf (x , y , z) x yz   باشد. بنابراين داريم:مي 2

  ( , , )

C ( , , )
xyzdx x zdy x ydz f (B) f (A) x yz         

1 2 42 2 2
1 1 1

2 8 1 7  

  
 هرگاه منحني :42مثالCاي به مركز مبدا مختصات و به شعاعه، داير   پيموده شده در جهت مثبت باشد، حاصل

C
xdy ydx

x y


 2 2 كدام است؟  

  )90(مواد ـ سراسري 
1 ( 2  2 (  3 (2  4(4  
 :در متن كتاب اشاره شد كه حاصل اين انتگرال همواره برابر با  »3«گزينه   پاسخ2 .است  
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  قضيه گرين :4درسنامه 

 فرض كنيد: 1مثالC مرز مستطيلz  3،y  1 وx    است كه در جهت مثلثاتي در نظر گرفته شده است. مقدار انتگرال

C
sinzdx cosxdy sinydz م است؟، كدا    

1 (1  2 (4  3 (2  4 (3
2  

 :يچون خم داده شده در صفحه»  3«گزينه  پاسخz  dzقرار دارد، 3   صورتبهتوان است و درنتيجه انتگرال را مي
C

(sin )dx cos xdy 3 ،

  كنيم:ين استفاده ميگر يهنوشت. حال از قضي

  2
C D

(sin )dx cos xdy (sin x )dA sin x dx dy dy sin x dx
 

          
1 13
   

  

  

 حاصل  :2مثال
C

I xdy ydx  كه در آنC بيضيy x x 2 24   (در جهت مثبت) است، كدام است؟ 4

1 (  2 (
2  3 (  4 (2  

 :ابتدا توجه كنيد كه»  3«گزينه  پاسخC ي استاندارد زير است:يك بيضي با معادله    

(x )
y x x y (x x) y (x ) y


             

2
2 2 2 2 2 2 2

1
1 24 4 4 4 1 112

4

   

)D(مساحت ناحيه  از قضيه گرين داريم:اده با استف
D D

Q Pxdy ydx ( )dA ( ( ))dx dy dx dy
x y

 
        

    1 1 2 2  

و يا به عبارت ديگر مساحت بيضي فوق Dاما مساحت ناحيه
  

11 2 است و لذا حاصل انتگرال  2


 2   شود.مي 2

  

 فرض كنيد  :3مثالC يمنحني طي شده از مبدأ به نقطه( , )1 yدر امتدا منحني 1 x )يو سپس از نقطه 2 , )1 )يبه نقطه 1 , )1  در امتداد خطy  و در  1

)ينهايت از نقطه , )1 به مبدأ در امتداد خطx   باشد، در صورتي كهF (x xy )i (x y y siny) j   2 2 22
  ،حاصل گاهآن

C
I F.dr 

  ؟كدام است  

1(   2 (1
2  3 (1

3  4 (1
6  

 :با ترسيم ناحيه مرز  »3«گزينه  پاسخC گيريم:ي گرين كمك ميبه شكل مقابل است؛ چون مسير بسته است، لذا از قضيه  

y
D D y x x

Q PI ( )dA ( xy xy)dA xydydx [xy ] dx
x y





 
     

     
1

2 2
1 1 1 24 2 2 2
 

    

1
3

x x(x x )dx [ ]      
2 61 15 1 1

2 6 2 6
  

 

y

x
1

D

0

1
1

1
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 اگر  :4مثالC خم شكل زير باشد، حاصل انتگرال
C

y x y dx xdy  2 2 كدام است؟  

1 (
3 2
2 3  2( 

21 3  
y

x
0

1 B(0,1)

A(1, 0)

 

  
3 (

3 2
2 3  4 (

1 2
2 3  

 :براي حل اين سؤال ابتدا با تعريف ي شما كمك بگيريم!خبُ اگر بخواهيم از قضيه»  3«گزينه   پاسخP y x y 2 Qو 2 x:خواهيم داشت ،  
Q P y y Q P x y, x y y x y
x y x yx y x y x y

    
           

     

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 21 1

2
  

  گيري دوگانه كمي سخت باشد!  كنم انتگرالآمده فكر مي دستبهي داده شده و تابع خبُ با توجه به ناحيه
  كنيم، در اين صورت داريم:طبي استفاده ميآوريم، با توجه به تابع تحت انتگرال از تغيير مختصات ق دستبهخواهيم انتگرال مقابل را روي مثلث فوق مي

)صورتبهدقت كنيد ناحيه مثلثي  , r sec )
     4   

sec
D

secx y r r sin r r r( )dxdy ( )rdrd (r r r sin )drd ( sin ) d
rx y

 
   

             


    
2 2 2 2 2 2 3 3

2 2 2 24 4
2 2

21 1 2 3 3   
  

( sec sec sec sin )d [ sec sec sec ( cos )]d
 

              2 3 3 2 2 3 3 24 41 1 1 1 1 1 12 3 3 2 3 3 
  

( sec sec sec )d [ tg ( sec tg Ln | sec tg |) Ln | sec tg |] [ tg sec tg )]
 

                  2 3 4 44 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1
2 3 3 2 3 2 2 3 2 3 

  

tg tg( )
cos( )

 
         

 
1 1 1 1 2 1 2
2 4 3 4 2 2 33 2

4

  

  :سازيبا انتگرال روي منحني و پارامتري سؤال حل
OA  راحتي داريم: به : C (t) t i , AB : C (t) i tj , OB : C (t) t i tj    1 2 3

      
  

C (t) : dx dt , dy , C (t) : dx ,dy dt , C (t) : dx dt ,dy dt
  

      1 2 3  

  بنابراين داريم:
1 2
2 3C

t tF.dr ( dx ) dt t t dt tdt [t] [ ] [ ]                 
3 21 1 2 1

1 11 1
2 12 2 13 2 3 2

   
 

     

  

 ميدان برداري  :5مثالF (y, x tg(tgy)) 2 يرا در صفحهxy در نظر بگيريد و خمC ي محدود را مرز ناحيه  
(x ) (y ) }   2 22 2 Dو 1 { x , y    2 2 گذاري شده است، در نظر بگيريد. حاصل،كه در جهت مثلثاتي جهت

C
F.dr
  كدام است؟  

  )Harvardدانشگاه  2سؤالات رياضي عمومي از (

1( 
2 2  2 (

4 2  3 (
4 4  4 (

2 2  

 :با توجه به ناحيه  »3«گزينه  پاسخD  با توجه به اين كـه مسـير بسـته   مقابل است،  صورتبهداده شده شكل 
  گيريم:ي گرين كمك مياست، لذا از قضيه

مساحت ناحيه  
D D D

Q PI ( )dA ( )dA dA D
x y

 
     

   2 1  

  برابر با مقدار زير است: Dاما مساحت ناحيه


4 4    
12 2 ) 1اي به شعاع (مساحت دايره14 

1
  Dمساحت ناحيه ) 2مساحت مربعي به ضلع ( 4

وانـد ارزش قضـيه گـرين را    تهايي اسـت كـه مـي   از آن مثال هم سازي به محاسبات طولاني منجر خواهد شد و اين مثالياستفاده از روش پارامترتوضيح: 
  مشخص كند!

 

y

x
1 2

1

2

D

1
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 بردار چرخش  :6مثالx yV i j
x y x y

 
   2 2 2 21 1

  در طول منحنيC يبه معادلهx y x  2 2 2   كدام است؟ 1

1 (  2 (  3 (2  4 (4  
 :با تعريف » 1«گزينه  پاسخV Pi Qj

 
  داريم:  x P yx y Q xyP , Q

y xx y ( x y ) x y ( x y )
   

     
        2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1

  

دانيم چرخش برابر بامي
C

V.dr
  است كه چون منحنيC يدايره(x ) y  2 21   م:است، لذا از قضيه گرين داري 2

C D
Q PV.dr ( )dx dy
x y

 
  

  
    

Vدقت كنيد
  ي گرين استفاده كنيم.توانيم از قضيهميبنابراين در تمام نقاط پيوسته است و  

  

 حاصل انتگرال خط  :7مثال
C

y[(arctg )dy dx]
x

كه در آن ،C منحني بسته حاصل از تقاطعy x yو 2 x ؟كدام است باشد،مي  

1 (
14  2 (

4  3 (
14  4 (

2  

 :ي درونناحيه كنيم.ر بسته است از قضيه گرين استفاده ميچون مسي»  3«گزينه   پاسخCرا باD دهيم:نشان مي  
y

y Q yxQ Arctg
x x y x y Q P y

x yx x y
PP
y


  

   
    

      
 

    

2
2 2 2
2 2 21

1 

  

x
D D x

Q P y y( )dA dA ( )dydx
x y x y x y

   
   

       2
1

2 2 2 2
  حاصل انتگرال

x

x
[ Ln(x y )] dx [Ln( x ) Ln(x x )]dx 

     2
1 12 2 2 2 41 1 22 2 

   

)xLnشود:تر ميهتابع زير انتگرال به اين صورت ساد x ) Ln(x x ) Ln( ) Ln( ) Ln Ln( x )
x x x

      
 

22 2 4 2
2 4 2
2 22 2 1

1
  پس داريم: 


 14[Ln Ln( x )]dx [xLn xLn( x ) x Arctgx] 

        
1 2 2 11 12 1 2 1 2 22 2 

  حاصل انتگرال

)Lnبراي حل انتگرالتوضيح:  x )dx uكـرديم، بـه ايـن شـكل كـه     از روش جزء به جزء اسـتفاده   21 Ln( x )  dvو 21 dx  پـسxdu
x


 2
2

1
 

vو x .است  x xLn( x )dx xLn( x ) dx xLn( x ) dx
x x

 
      

   
2 22 2 2
2 2

2 1 11 1 1 2
1 1

  

xLn( x ) ( )dx xLn( x ) x Arctgx
x

       
2 2

2
11 2 1 1 2 2

1
  

  

 اگر  :8مثالC هايي محدود به سهميبسته مرز منحنيy x yو 2 x( x) 2     ،حاصـل   گـاه آنباشد كه در جهت مثلثاتي پيمـوده شـده اسـت

C
I x y dx ( x y)dy    2 2 1 كدام است؟  

1( 
7

6   2 (
7

13  3 (
7

15  4 (
7

3   

 كنيم:ابتدا نقاط تلاقي دو سهمي را حساب مي  »3«گزينه  سخ:پا  
y x x x( x) x x x x x x , x
y x( x)

             
 

2 2 2 2 22 2 2 2 1
2

     

  كنيم:ي گرين حساب ميخط را با استفاده از قضيه در واقع نمودار زير را داريم و چون منحني بسته است، حاصل انتگرال
x x

x

y x x
D y x

I [( ) ( x y)]dA ( x y )dydx [x y y] dx
 


           

22 2
2 2

1 2 12 2 2 21 2 2 1
 

  

[(x ( x x ) x x ) (x x x )]dx       
1 2 2 2 2 2 4 22 2


  

[x ( x x x ) x x x x ]dx ( x x x x )dx             
1 12 2 4 3 2 6 2 4 5 24 4 2 4 4 2 2
 

  


7
15

x x x[ x ] [ ] ( )  
            

15 6 3
24 4 2 4 2 2 12 1 15 115 6 3 5 3 3 15

   
 

y

x
2

2y x

2y 2x x D

0 1

1

2y x
y x

D
x

y
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 حاصل انتگرال  :9مثالy y
C

( y xe )dx ( x ye )dy 
2 22 23 2 2در صورتي كه ،C الاضلاعي به رئوسمرز متوازي( , ) ،( , )2 ،( , )3 )و 1 , )1 باشـد   1

  هاي ساعت پيموده شده است، كدام است؟كه در خلاف جهت حركت عقربه
1( 6-  2 (6  3 (12  4 (12-  
 :مرز  »1«گزينه  پاسخCست:الاضلاع شكل مقابل ا، مرز متوازي  

ي گرين استفاده كنيم. اگر دقت كنيد ناحيه نسـبت  توانيم از قضيهبا توجه به اين كه مسير بسته است، بنابراين مي
  تعيين شوند: ABو OHي خطوطها نامنظم است و براي رفع اين مشكل ابتدا لازم است معادلهyبه محور

y (x ) y x x y
       


1
1
 


  OHي خطمعادله 

y (x ) y x x y 
         


1 2 2 23   ABي خطمعادله 2

  بنابراين داريم:نند، كتغيير مي 1تا  هم از yهايو با توجه به اين كه كران

   6y x y y
yD y x y

Q PI ( )dxdy ( y)dxdy [ xy] dy ydy [ y ]
x y

   
 

 
          

     
1 2 1 12 2 16 6 12 6   

  
  

 الخطانتگرال منحني  :10مثال
C

xy dx x ydy  2 2 را كه در آنC مرز ناحيه قطاعيD  باشد، چقدر است؟هاشورخورده) مي(مرز ناحيه  
1 (  

2 (1
2  

3 (1
8  

4 (1
4  

A

x

y

O

B

2 2x y 1 
 

6


6


D

  
 :با توجه به بسته بودن منحني  »4«گزينه   پاسخCواضح است بهترين روش حل استفاده از قضيه گرين است: لذا با فرض ،P xy  Qو 2 x y  گاهآن 2

P xy
y


 


Qو 2 xy
x





  و بنابراين داريم: 2

C D D
Q P[( xy dx x ydy)] ( )dxdy [ xy ( xy)]dxdy ( xy)dxdy
x y

 
       

    2 2 2 2 4  

ي منحني ي انتگرال دوگانه بهتر است از مختصات قطبي استفاده كنيم. توجه كنيد مطابق شكل داده شده معادلهبراي محاسبهبا توجه به منحني داده شده، 

xصورتبهاصلي  y 2 2 x  توان به شكل مقابل نوشت:است، ناحيه فوق را مي 1 y r r ,  
         2 2 21 1 1 6 3  

  شود:سي ميزير بازنوي صورتبهو لذا انتگرال 

D
rxydxdy (r cos )(r sin )rdrd (r sin cos )drd (sin cos )d [ ] ( sin )d ( )

   

                       
41 1 133 3 3 3

6 6 6 6

1 14 4 4 4 4 24 2 4 
    

1
4( sin )d sin d [ cos ] cos( ) cos( ) ( ) ( )

  

  
 

                     3 3 3

6 6 6

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 22 2 2 2 4 3 4 6 4 2 4 2 8 8  

  

  

y

x
1 2 3

1
D

A

BH

O
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 فرض كنيد  :(سخت) 11مثالC اجتماع نمودار تابعr  ،( )   2 خط ازارهو پ( , )  تا( , )2  يدر صفحهxoy     اسـت. انتگـرال ميـدان
Fبرداري y i x j  3 3 در صورتي كه ،C در جهت مثلثاتي طي شده باشد، كدام است؟  

1 (412
5  2 (524

5  3 (412  4 (524  

 :كنيم:يابي ترسيم ميابتدا منحني قطبي را با روش نقطه  »2«گزينه  پاسخ  
  

r

 
  

 
 

3 22 2
3 22 2




    

r(دقت كنيد     (است  
  

rصورتبه Dراين ناحيهبناب   وD :    2 خط ازباشد. (توجه داشته باشيد كه پارهمي( , )  تا( , )2  جزء منحني قطبيr     نيسـت و
rخط با نمودار منحني قطبي از اجتماع اين پارهشكل بالا        ي انتگـرال خـط   حاصل شده است.) از طرفي چون منحني بسـته اسـت، لـذا بـراي محاسـبه

  توانيم از قضيه گرين كمك بگيريم:مي
C C D D

(x ) ( y )I F.dr y dx x dy ( )dxdy (x y )dxdy
x y

  
       

    
3 3

3 3 2 23
    

524
5

r ( )I r .rdrd [ ] d d [ ]
      

          
   

4 5 52 2 2 22 43 3 3 23 3 4 4 4 5 4 5    
  

  

 اگر  :(سخت) 12مثالC  ،منحني شكل زير در جهت مثبت باشد  
F ي نيرويكار انجام شده به وسيله گاهآن (y cosy y sin x)i ( x cosx xsiny) j     2

  ؟كدام است  

1 (


17
4 3  

2 (


17
4 6  

3 (


17
2 6  

4 (


17
2 3  

1

O 11

2

(1,1)2 2x y 1 

2y x 3x 2   

x

y  


  
   

 :شكل مقابل  احيه داده شده را به چهار قسمت بهابتدا ن»  2«گزينه  پاسخ
 دسـت بـه كنيم كه هر چهار منحني بسـته هسـتند و بنـابراين بـراي     تقسيم مي

  يه گرين كمك بگيريم:توانيم از قضآوردن انتگرال خط مي

C C C C C
I F.dr F.dr F.dr F.dr F.dr        1 2 3 4

          

Qاما قبل از استفاده از قضيه گرين بهتر است P
x y

 


 
  را محاسبه كنيم: 

Q P ( sin x sin y) ( sin y sin x)
x y

 
       

 
2 1 1  

11

2

(1,1)2 2x y 1 

2y x 3x 2   

x

y  
1

O



1D2D

3D
4D

  
  شود:مقابل بازنويسي مي صورتبهبنابراين حاصل انتگرال 

C D D D D
I F.dr dxdy dxdy dxdy dxdy            1 2 3 4

1 1 1 1
   

دانيم حاصل انتگرالمي
D

dxdyبرابر با مساحت ناحيه ،D معلوم اسـت، بنـابراين لازم   ها آن هايي هستند كه مساحتاست، و چون سه انتگرال اول شكل
كنيم، اما در مورد انتگرال چهـارم بايـد حاصـل انتگـرال بـه      ها وارد مياي اين انتگرالهاي مربوطه را به جگيري نيست و همان عدد مساحت شكلبه انتگرال

  گيري حساب شود:روش انتگرال

x x
) dydx ( ) ( ) (x x )dx

  
           2

1 12 2
3 2

1 11 1 1 1 2 3 24 2


 
(مساحت ناحيه (D (مساحت ناحيه3 (D D1Iمساحت ناحيه2 (  




17
4 6

x xI [ ( ) x] 
            

3 2 1 1 31 1 3 2 2 24 3 2 4 3 2
  

  

2


2

3
2




x

y

D
0
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 اگر  :13مثالC هايمرز ناحيه محدود به منحنيy x  1،y  xyو 1  حاصـل   گـاه آندار شـده اسـت،   باشد كـه در جهـت مثلثـاتي جهـت     2
xI (x ydx dy)
y

  2
2 كدام است؟  

1( Ln
1 24  2 (Ln

2 23  3 (Ln
1 23  4 (Ln

1 24  

 :ي گرين كمك بگيريم:ني بسته است، بهتر است از قضيهبا توجه به اين كه منح»  3«گزينه  پاسخ  
PP x y x
y Q P x

x Q x y yQ
xy y

              
 

2 2

2
2

2 2

1
1  

  بنابراين حاصل انتگرال برابر با مقدار زير است:

y y y
yD y x y

( )
Q P x x y (y )y yI ( )dxdy ( x )dxdy [ ] dy [( ) ( )]dy
x y y y y y


  

   
         

     
32 23 32 2 22

12 2 2 21 1 1 1

2 2
1 1 1

3 3 3    

y (y ) (y )[ ]dy [ ( ) (y ) ]dy [ Lny ( )]
y yy y y y y y

  
              

3 42 2 23
13 3 2 3 2 21 1

2 8 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 113 3 3 3 43 3
  

Ln
1 23

( ) ( )( Ln ) ( Ln ) ( ) Ln Ln Ln     
                  



4 4

2
1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 6 1 4 12 42 1 1 2 2 22 12 3 1 12 12 2 12 3 12 123 2

  

 

 اگر  :14مثالC   هـاي خم محل برخـورد خـمxy  1،xy  4،x y 2 2 xو 9 y 2 2 xبـراي  16   وy     ،حاصـل انتگـرال    گـاه آنباشـد
y y

C
I (e y )dx (x xe )dy    3 3 كدام است؟  

1( /3 5  2 (31  3 (5/31  4 (32  

 :باشد و هـدف از طراحـي آن در ايـن بخـش     اين سؤال بيشتر يك سؤال انتگرال دوگانه و استفاده از تغيير متغير در حل انتگرال مي»  3«گزينه  پاسخ
  كنيم:ي گرين استفاده ميباشد. با توجه به اين كه منحني بسته است، لذا از قضيهختلف انتگرال روي خط ميهاي مآشنايي با فرم

y y
C D

Q P(e y )dx (x xe )dy ( )dxdy
x y

 
    

  3 3  

yPدر اين سؤال e y  yQو 3 x xe 3 :و بنابراين خواهيم داشت  Q P x ( y ) (x y )
x y

 
     

 
2 2 2 23 3 3    

ن حاصل انتگرال خواسته شده در سؤال برابر بابنابراي
D

I (x y )dxdy  2 است، اما قسمت اصلي حل اين سؤال از اين جا به بعد است، چون ناحيـه   23

D .نامنظم است، بايد با استفاده از تغيير متغير آن را منظم كنيم  

xy x y
u xy , u , v x y , v

xy x y

              

2 2
2 2

2 2
1 91 4 9 164 16

  

  
u u

y xx y(u, v) y x (x y ) | J |
v v x yJ (x, y) (x y )
x y

 
 

          
   
 

2 2 2 2
2 2

1 12 2 22 2 2
  

  بنابراين خواهيم داشت:

/31 5
D

I (x y )dxdy (x y ) dudv dudv [u] dv dv [v]
(x y )

         
      

16 4 16 4 16 164 162 2 2 2
1 92 29 1 9 1 9 9

1 3 3 3 9 633 3 32 2 2 2 22
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انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحنيفصل پنجم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :15مثالC يدايرهx y a 2 2 حاصل انتگرال خط گاهآنباشد،  2
C

I x y dx y(xy Ln(x x y ))dy        2 2 2 21 1چند برابر ، ؟است  

1( a4

2  2 (a4

4  3 (a3

4  4 (a3

2  

 :پارامتري كردن منحنـي و   ه كنيم (حتي يك درصد هم فكرِي گرين استفادبا توجه به اين كه ناحيه بسته است، بهتر است از قضيه»  2«گزينه  پاسخ
xنظر كردن از اين روش بهتر است نگاهي به تابع زير انتگرال كنيد تا ببينيـد پـس از جـايگزيني    حل اين تست با آن روش را نكنيد! براي صرف a cos t 

yو a sin t  شود اين انتگرال به سادگي حل شود، اما خيلي بهتـر از  ي گرين هم باعث نميرسيد!! هر چند استفاده از قضيهميبه چه انتگرال و حشتناكي
  داريم: Qو Pپارامتري كردن است!) خبُ بهتر است سراغ حل سؤال برويم، با توجه به روش

P y yP x y
y x y x y


     

    

2 2
2 2 2 2

21
2 1 1

  

x x y

x yQ QQ y[xy Ln(x x y )] (y )y (y )y
x xx x y x y

  

  
          

     

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1
1 11

1 1
    

Q P y y(y ) ( ) y
x y x y x y

 
     

     

2 2
2 2 2 21 1

  

  بنابراين حاصل انتگرال برابر با مقدار مقابل است:
D D

Q PI ( )dxdy y dxdy
x y

 
  

   2  

xيگيري دايرهاما در تعيين حدود انتگرال دقت كنيد كه ناحيه انتگرال y a 2 2   از مختصات قطبي استفاده كنيم:است و بنابراين بهتر است  2
x y r , r a ,       2 2 2 2   

a ( )
4

4
a a a

D
r a ay dxdy (r sin ) (rdrd ) sin d r dr sin [ ] sin d [ ]

   
                    

4 4 42 2 2 22 2 2 3 2 2 1 24 4 4 2     
  

kحاصل انتگرال«دقت كنيد در محاسبات پاياني از اين نكته كه 
sin d


  2


حد بـالا  استفاده كرديم. در اين سؤال  »، همواره نصف حد بالاي انتگرال است

2 بود و نصف آن   
1   شد. 22

 

 اگر  :16مثالC نيمه بالايي بيضيx y 2 24 حاصل گاهآنباشد كه در جهت مثلثاتي طي شده است،  1
C

I ( xy)dx (y )dy    2   ؟كدام است 16

1 (1
6  2 (1

12  3 (1
3  4 (  

 :بينيد، منحني بسته نيست (شكل سمت چپ) اما با اضافه كردن مسيرطور كه در شكل ميهمان  »4«گزينه   پاسخC1  خطيعنيAB  به مسـيرC، 
  را به يك منحني بسته تبديل كرد. Cتوانمي
  
  
  
  
  

  

  ي گرين استفاده كنيم و داريم:توانيم از قضيهحالا ميخبُ، 
C D C

Q PI Pdx Qdy ( )dxdy Pdx Qdy I I
x y

 
       

    1 2    

    كنيم:را جداگانه حساب مي I2و I1م ازهر كدا
x x

D D
Q PI ( )dxdy [ ( x)dxdy] xdxdy xdydx xdydx x x dx
x y

 

  

 
          

        
2 21 1 1

1 4 1 4 22 2 21 1 1 1
2 2 2

2 1 4
 

   

 ي پـارامتري خـط  يم. معادلـه رومي I2سراغحالا همواره برابر با صفر است.  مدانياي متقارن حساب شود كه ميدر قسمت آخر انتگرال تابعي فرد بايد در بازه
AB صورتبهy  ،x tو همچنين ،dy   وdx dt :است، پس داريم  

C C
I xydx (y )dy ( t)( )dt ( )          1 1

2
2 16 16     

  است.صفر برابر با  Iپس مقدار
  

1
2

1
2



A B

y

x

C

1
2

1
2



A B

y

x

C

D

1C
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 اگر  :17مثالC دايرهx y a 2 2 باشد، مقدار انتگرال خط 2
C

I x y dx y[xy Ln(x x y )]dy        2 2 2 21 1كدام است؟ ،  

1 (  2 (a 4

4  3 (a


2

4  4 (a 2

4  

 :بينيـد عبـارت   طـور كـه مـي   تـر كنـيم. همـان   ي فوق استفاده كرده و محاسبات را سـاده توانيم از خاصيت نكتهاما در اين مثال مي»  2«گزينه  پاسخ

x y2 PP  را جايگزين آن كنيم: a2توانيم مقداراست، بنابراين مي a2زير انتگرال وجود دارد كه برابر با 2 a
y


   


21   
QQ y(xy Ln(x a ) y(y )
x x a


      

  

2
2

11
1

  

Q P yy
x y x a

 
  

   

2
21

  

a  كنيم:ي گرين استفاده ميقضيه حال از
D D

( )y *I (y )dx dy y dx dy r sin (rdrd )
x a


    

 
   

22 2 2 2
21  

  

a 4

4
a ar aI sin d r dr ( cos )d [ ] [ sin ]

                
4 42 22 3 21 1 11 2 22 4 2 2 4   

  

)در قسمتتوضيح:  yزوج است و تابع yچون ناحيه نسبت به *(

x a  21
فرد است. لذا حاصل yنسبت به 

D
y dxdy

x a 
 21

  .شودابر با صفر ميبر 

  

 مقدار انتگرال  :18مثال
C

y dx xy dy
(x y )




3 2

2 2 2 ، كه در آنC  بيضيx y 2 23   باشد، كدام است؟مي 1

1 (  2 (  3 (2  4 ( 2  

 :ابتدا توجه كنيد كه  »2«گزينه  پاسخP Q x y y
y x (x y )
  

 
  

2 2 4

2 2 3
xيبـا معادلـه  Cتوان به جاي خـم و بنابراين مي 3 y 2 23 ، بـراي راحتـي در   1

xرا دايره Cمحاسبات y 2 2 xصورت پارامتريدر نظر گرفت (با توجه به عبارت جلوي انتگرال) كه به 1 cos t
y sin t


 
  آيد. بنابراين داريم:درمي 

C
y dx xy dy sin t.( sin t) cos t sin t.( cos t)

(x y ) (cos t sin t)

   


  
3 2 3 22

2 2 2 2 2 2  

(sin t sin t cos t)dt sin t dt
 

      
2 24 2 2 2
 

  
  شود.كنيم؟ اگر از آن استفاده كنيم حاصل انتگرال صفر ميي گرين استفاده نميچرا در اين مثال از قضيهشجو: سؤال دان

تـوانيم از قضـيه گـرين    شود و چون اين نقطه درون مرز قرار دارد، پـس نمـي  در اين مثال، مخرج كسر در مبدأ صفر ميپاسخ: 
  استفاده كنيم.

  

 شار برون سوي ميدان  :19ثالمxxF ( xy )i (e tg y) j
y

   


1
23

1
  از دلوارr a( cos )  1 ،(a )   چقدر است؟  

1 (  2 (  3 (  4 (2  
 :گيريم:كنيم و سپس از مختصات قطبي كمك ميابتدا از قضيه ديورژانس در صفحه استفاده مي   »1«گزينه  پاسخ  

 a( cos )
R

P Q a( )dxdy ydxdy r sin drd ( cos ) sin d
x y

    
           

     
32 1 22 33 3 3 13  

شار  

uدر انتگرال فوق با فرض cos  1 ،گاهآنdu sin d   براي ،  و  2،u  و لذا داريم: است 2برابر با  a u du   
23 3
  شار 23

  
 حاصل  :20مثال

C
ydx xdy 2 4 وقتي ،c قوسي از سهميy x )Aاز مبدأ تا نقطه 2 , )2   ؟تا مبدأ باشد، كدام است Aي خط واصل از نقطهو پاره 4

  )78اي ـ سراسري (هسته        
1 (3

8  2 (3
4  3 (4

3  4 (8
3  

 :چون منحني  »4«گزينه  پاسخC توانيم از قضيه گرين استفاده كنيم:بسته است، مي  
x

C R x
ydx xdy ( ( x) ( y))dA dydx ( x x )dx

x y
 

      
     2

2 2 2 2 82 4 4 2 2 4 2 3 
  

  

2 2x y 1 

2 2C : x 3y 1 

x

y
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انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحنيفصل پنجم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ي با استفاده از قضيه  :21مثالGreen مقدار انتگرال خطيx
C

[(e y )dx (Lny x )dy]   
2 2 2  را كه در آنC   مربع نشان داده شده است كـدام

  )80(مكانيك ـ سراسري   است؟
1 (2-  
2 (4  
3 (11-  
4 (Ln3 2  
 :كنيم: از قضيه گرين استفاده مي  »1«گزينه  پاسخ    

x
D

I ( (Lny x ) (e y )) dA (x y)dxdy ( y)dy
x y

 
           

    
12 1 12 2 12 2 22 

  

  
 مقدار انتگرال  :22مثال

C
( y x)dx (y x)dy   6 2  كه در آنCدايره ،(x ) (y )   2 22 3 هـاي  پيموده شده (يكبار) در جهت خلاف عقربه 4

 )80(عمران ـ سراسري         باشد، كدام است؟ ساعت مي

1 ( 16  2 ( 4  34  ) صفر (32  
 :اين صورت داريم:كنيم، در از قضيه گرين استفاده مي  »1«گزينه  پاسخ  

  16 مساحت دايره
C D D D

( y x)dx (y x)dy ( (y x) ( y x))dA ( )dA dA
x y
 

             
    6 2 2 6 2 6 4 4  

  
 حاصل  :23مثال

C
I [(x xy)dx (y x )dy]    2 2 2  كه در آنC مربعي به معادلات اضلاع| x | |و 1 y |       باشد، كدام است؟ 1

 )81(مكانيك ـ سراسري 

  4) 4  +1) 3  -1) 2  ) صفر1

 :كنيم:از قضيه گرين استفاده مي  »1«گزينه  پاسخ           
D D

I ( (y x ) (x xy))dA xdA
x y
 

     
  2 2 2   

  برابر صفر است.باشد، پس حاصل انتگرال موردنظر متقارن مي xنسبت به Dتابعي فرد و ناحيه xچون 
  

 حاصل  :24مثالx
C

(e y)dx (x Arctg y )dy  
2 2  وقتيC مستطيل با رئوس به مختصات( , )1 2،( , )5 2،( , )5 )و 4 , )1  باشد كدام است؟ 4

  )81ـ سراسري اي (هسته        
1 (1  2 (2  3 (3   4 (4  
 :چون  »4«گزينه  پاسخC توانيم از قضيه گرين استفاده كنيم.يك مسير بسته است، بنابراين مي  

x
C D

(e y)dx (x Arctg y)dy ( x )dA ( x )dydx ( x )dx             
2 5 4 52

1 2 12 1 2 1 4 2 4  

  
 مقدار انتگرال  :25مثال

C
xydx ( x xy)dy  21

]از بازه Cكه در آن  2 , ]1 xو نيمه بالايي بيضي xروي محور  1 y 2 24 تشكيل شده اسـت و   1

  )82(عمران ـ سراسري        ه است، كدام است؟هاي ساعت پيموده شديك بار در جهت خلاف عقربه

1) 2  ) صفر1
6  3 (1

4  4 (1
3  

 :كنيم.از قضيه گرين استفاده مي  »2«گزينه  پاسخ    
x

D D
I ( ( x xy) (xy)) dA ydA ydydx ( x )dx

x y


 

 
       

     
211 1 12 22

1 1
1 1 112 8 6

  

  

(1 , 1) (0 , 1) 

(1 , 0) (0 , 0) 
x 

y 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 رض كنيد ف  :26مثالf در معادلهf f
x y
 

 
 

2 2
2 2   ،صدق كندC   يك منحني هموار و بسته باشـد وf  هـاي نسـبي آن روي   و مشـتقC   و داخـل آن

پيوسته باشند. در اين صورت مقدار
C

f fdx dy
y x
 


  :و 80رياضي ـ سراسري (       برابر است باMBA  82ـ سراسري( 

  2) 4  -1) 3  1) 2  ) صفر1

 :كنيم:  از قضيه گرين استفاده مي  »1«گزينه  پاسخ  
C D D

f f f f f fdx dy [( ( ) ( )]dA ( ) dA
y x x x y y x y
       

      
         

2 2

2 2   

  
 فرض كنيد  :27مثالF i (z y) j(x z) k(y x)     

    و منحنيC فصل مشتركz x y  2 باشد، xoyبا صفحه  24
C

F.dR
 

 ؟كدام است 

  )83(مكانيك ـ آزاد     
1 (6  2 (8  3 (4  4صفر (  
 :خم   »2«گزينه  پاسخCدايره ،x y 2 2 zدر صفحه 4   ريم:باشد. بنابراين دامي  

C C C
I F.dR ( y)dx (x )dy ydx xdy          

 
  ¸Äo¬ ¾Ã… ¤  

 8 مساحت دايره
D D

I ( (x) ( y))dA dA
x y
 

     
  2 2  

  
 مقدار انتگرال خط  :28مثال

C
x ydx xy dy  2 2 كه در آنC  84ـ سراسري (صنايع ـ سيستمم است؟است، كدا 2دايره به مركز مبدأ مختصات و شعاع( 

1 (  2 (4
5  3 (2  4 (16 3  

 :كنيم.براي محاسبه انتگرال داده شده از قضيه گرين استفاده مي  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه پاسخ  

C D D
I x ydx xy dy ( (xy ) ( x y))dxdy (y x )dxdy

x y
 

       
   2 2 2 2 2 2  

  كنيم:براي محاسبه انتگرال فوق، از مختصات قطبي استفاده مي
D

I (x y )dxdy r rdrd d r dr
 

            
2 2 2 22 2 2 3 8
   

  

  
 حاصل  :29مثال

C
(xy dy x ydx) 2 2  وقتي مسيرC در جهت مثلثاتي روي نمودار تابع قطبيr cos  1 84(رياضي ـ سراسري       ، كدام است؟باشد( 

1 (
25
8  2 (

25
16  3 (

35
8  4 (

35
16  

 :كنيم:از قضيه گرين استفاده مي  »4«گزينه  پاسخ  
cos cos

C D
( x ydx xy dy) (y x )dA r rdrd r drd ( cos ) d

       
                   

2 1 2 1 22 2 2 2 2 3 41 3514 16    
  

  
 مقدار انتگرال  :30مثال

C
( xydx x ydy) 22 كه در آنC مثلثي است به رئوس( , ) ،( , )1  و( , )1 كه يك بار در جهت مثلثاتي پيمـوده شـده    1

 )85برداري ـ سراسري ه(عمران، نقش  است، برابر با چيست؟

1 (1-  2 (
5

12  3 (
11
12  4 (4-  

 :توانيم از قضيه گرين استفاده كنيم.چون مسير داده شده بسته است، پس مي  »3«گزينه  پاسخ    
Q PP xy , Q x y xy x
x y

 
       

 
22 2 2  

x
C

x xI ( xydx x ydy) ( xy x)dydx ( xy xy) dx ( x x )dx ( x ) 
                

41 1 12 2 3 2 3 12 112 2 2 2 2 4 3 12    
¸Äo¬ ¾Ã…¤  
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 انتگرال خط  :31مثال
C

(x y )dx (x y) dy   2 2 )هايبا رأس Cروي مثلث 22 , ) ،( , )1 )و 1 , )2 در جهت مثلثاتي كدام است؟   

  )85(صنايع ـ سيستم ـ سراسري 

1 (
3
8  2 (

8
3  3 (3

8  4 (8
3  

 :دهيمقرار مي  »4«گزينه  پاسخP x y 2 Qو 2 (x y)    ، در اين صورت طبق قضيه گرين داريم:22
x

C D D x
Q PPdx Qdy ( )dxdy (x y) ydxdy ( x y)dydx
x y

 
        

     
1 2 82 2 2 2 2 3

  

  

 مقدار انتگرال  :32مثال
C

I y dx xdy  2 كه در آنC  هاي ساعت پيمـود  باشد كه يك بار در جهت خلاف عقربهمي 2دايره به مركز مبدأ و شعاع
 )86(عمران ـ سراسري   شده است، برابر با چيست؟

1 (4  2 (3  3 (2  4 (  

 :كنيم. از قضيه گرين استفاده مي  »1«گزينه  پاسخ             Q PF (y , x) y
x y

 
    

 
2 1 2

  

  كنيم:براي حل اين انتگرال از مختصات قطبي استفاده مي

D
r rI ( y)dA ( r sin )r.drd (r r sin )drd [ sin ] d

  
                    

2 32 2 2 2 2 22 21 2 2 1 2 2 2 3     
  

( sin )d [ cos ]
             

2 216 162 2 2 2 43 3 
  

  

 مقدار انتگرال  :33مثال
C

ydx xdy 3 روي خم بيضيC : x y 2 24  )86(مكانيك ـ سراسري   در جهت مثلثاتي كدام است؟ 1

1 (
2  2 (  3 (2  4 (4  

 :كنيم.از قضيه گرين استفاده مي  »2«گزينه  پاسخ      مساحت بيضي
C

( x) (y)ydx xdy ( )dA dA
x y

 
     

   
33 2 2  

  

 مقدار انتگرال خط  :34مثال
C

x dx xydy )مثلثي به رئوس Cكه در آن 4 , ) ،( , )1  و( , )1 هـاي سـاعت طـي    است و در جهت عكس عقربه
 )86(آمار ـ سراسري   شود، كدام است؟مي

1 (1
6  2 (1

3  3 (1
2  4 (1  

 :كنيم:از صورت ديگر قضيه گرين استفاده مي  »1«گزينه  پاسخ  

C D

x

(xy) (x )x dx xydy ( )dA
x y

( x) ( x)ydydx dx


 
  

 

  
   

 

  
1 1 1

4
4

2 3 11 1 1
2 6 6   

  

  

 فرض كنيد  :35مثالC مسيري مثلثي به رئوس( , ) ،( , )1 )و 1 , )1 شود. است كه در جهت مثلثاتي طي مي
C

x dx xydy  كدام است؟ 2

  )86(مكاترونيك ـ سراسري 

1 (1  2 (1
2  3 (1

3  4 (1
6  

  
 :كنيم:از قضيه گرين استفاده مي  »3«گزينه  پاسخ  

y
C D

(xy) (x )x dx xydy ( )dA ydxdy y dy
x y

 
     

     
2 1 12 2 1

3  
  

  

y 

x 
1 

1 
x+y=1 

1 

1 

y 

x 
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 سوي ميدانشار برون  :36مثالF(x,y) (x y)i xj  
  يگذرنده از دايرهC    بـه معـادلات پـارامتريt  2 وx cost y sin t    در جهـت

  )86(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   مثلثاتي كدام است؟
1 (  2 (  3 (2  4 (2  
 :كنيم:از قضيه گرين استفاده مي  »2«گزينه  پاسخ  

   21  (مساحت دايره)
C D D

F(x, y) (x y) i xj divF F.nds divFdA dA            1 1
       

  
 گردش تابع برداري  :37مثالF(x,y) (x y)i xj  

  86ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  روي دايره واحد كدام است؟(  

1 (1
2  2 (  3 (2  4 (1  

 :گردش تابع برداري برابر با  »3«ه گزين پاسخ
C

F.dr
  كنيم:باشد، چون مسير بسته است از قضيه گرين استفاده ميمي  

C
Q PF.dr Pdx Qdy ( )dxdy
x y

 
   

   
    

 2مساحت دايره
C

(x y) dx xdy ( ( )dxdy dxdy         1 1 2 2  

  

 المقدار انتگر  :38مثالx y
C

(e yx )dx (xy e )dy   2 2  كه در آنC دايرهx y y  2 2 2  باشد كه يك بار در جهت مثلثاتي پيموده شده مي

 )87(عمران ـ سراسري   است، برابر با چيست؟

1(3
4  2(

2  3(
4  4(3

2  

 :شود:از قضيه گرين نتيجه مي  »4«گزينه  پاسخ  
sinx y

C D
(e yx ) dx (xy e ) dy (y x )dxdy r rdrd sin d

   
               

22 2 2 2 2 44 3 2  
ÂL‰¤ RI~Th¶  

  

 اگر  :39مثالC دايره(x ) (y )   2 22 3 در جهت مثلثاتي باشد، مقدار انتگرال 4
C

( y x )dx (y x)dy   2 26     را حساب كنيد. 2

 )87(معدن ـ سراسري 

1 ( 16  2 (48-  3  (16  4 (48  
 :كنيم:  گرين استفاده مي براي محاسبه انتگرال موردنظر از قضيه  »1«گزينه  پاسخ  

  162اي به شعاع (مساحت دايره(
C

( y x )dx (y x)dy ( (y x) ( y x ))dxdy ( )dxdy
x y
 

           
   2 2 2 26 2 2 6 2 6 4  

  

 مقدار انتگرال  :40مثالy
C

(sinx y )dx ( x e )dy  
223 yمرز نيم قرص Cكه در آن  2 ,x y a  2 2 2  هـاي سـاعت   در جهت خلاف عقربـه

  )88برداري ـ سراسري و عمران، نقشه 84(عمران ـ سراسري   باشد برابر است با:مي
1(a 22  2(( )a  26  3(a a 2 34  4(a a 2 36  
 :با توجه به اينكه مرز  »3«گزينه  پاسخC توانيم از قضيه گرين استفاده كنيم:باشد، ميمي بسته  

y

C
Q P ( x e ) (sin x y )Qdx Pdy ( )dxdy ( )dxdy ( y)dxdy
x y x y

     
       

      
2 22 3 2 6 ÂL‰¤RI~Th¶  

a a
( r sin )rdrd (r r sin ) d (a a sin )d (a a cos ) a a

   
                    2 3 2 3 2 3 2 32 6 2 2 2 4
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 فرض كنيد   :41مثالC خط مطابق شكل زير باشـد. مقـدار  و دو پاره 2و  1هاي دايره به شعاعمنحني بسته متشكل از دو نيم
C

I y dx x dy  3 كـدام   3

  )88(مكانيك ـ سراسري   ؟است

1( 
35
3  

2( 12  

3( 
45
4  

4( 11  
 :هتوجه به اينك با  »3«گزينه  پاسخC توانيم از قضيه گرين استفاده كنيم.يك منحني بسته است مي  

C
Q PI Pdx Qdy ( )dA (x y )dA
x y

 
      

    2 23  

  ت مقابل انتگرال، مختصات قطبي مناسب است، بنابراين داريم:گيري و همچنين عباربراي محاسبه انتگرال فوق با توجه به ناحيه انتگرال

I r rdrd d r dr
    

            
2 22 3

1 1
45 453 3 4 4 

  

  
 مقدار انتگرال  :42مثال

C
(xsin y y )dx (x y cos y x)dy   2 2 2 2 3 كه در آنCذوزنقه به رئوس( , )2،( , )1 1،( , )1 1،( , )2 باشد كـه يـك   مي

  )89و  84،85(عمران ـ سراسري   هاي ساعت پيموده شده است، كدام است؟بار در جهت خلاف عقربه
1 (9  2 (6  3 (3  4 (12  
 :كنيم. ابتدا توجه كنيد كه :س از قضيه گرين استفاده ميباشد پبا توجه به اينكه مسير مورد نظر يك مسير بسته مي  »1«گزينه  پاسخ  

          F
F x sin y y xy cos y y

y


    


2 2 21
1 2 2  

               F
F x y cos y x xy cos y

x


    


2 2 22
2 3 2 3   

                حال طبق قضيه گرين:  
C

F F
I Fdx F dy ( )dxdy ( y)dxdy

x y
 

     
   2 1

1 2 3 2  

 است). yتابع فرد نسبت به متغير  y2باشد ( روي اين ناحيه برابر صفر ميy2ها متقارن است پس انتگرالxچون ناحيه انتگرال گيري نسبت به محور 

)  در نتيجه:  )( ) 
  

1 4 23 I)مساحت ذوزنقه( 92 dxdy   3 3  

  
 فرض كنيد   :43مثالC  بيضيx y 2 29 4 در جهت مثلثاتي باشد در اين صورت مقدار انتگرال 4

C
( xy cos x)dx ( x y x)dy   3 2 22 3 كدام  5

 )89(مواد ـ سراسري    است؟

1( 1
3
  2(3  3(5  4(1

3
  

 :فرض كنيم  »4«گزينه  پاسخR ناحيه محدود به درون و رويC     باشد و فـرض كنـيم كـهP(x, y) xy cos x , Q(x, y) x y x   3 2 22 3 5 
  پيوسته است لذا طبق قضيه گرين: Rها درو مشتقات جزئي مرتبه اول آن Qو  Pچون

  
C R

Q PPdx Qdy ( )dxdy
x y

 
  

    

R R
Q P( )dxdy ( xy xy )dxdy dxdy
x y

 
      

   2 26 5 6 5 5   (مساحت بيضي) 
  

2 15 3 3
  

xطور كلي مساحت بيضيبه توضيح: y
a b

 
2 2

2 2 xصـورت باشد، پس بيضي موردنظر را بـه مي abبرابر 1 y
( )

 
2

2
2

12
3

Sنويسـيم در ايـن صـورت   مـي   


2
3   

 .خواهد بود

  

y 

x 
1 2 

2

2

x

y



  

193  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 فرض كنيد   :44مثالC يخط مستقيم از نقطه( , , )1  يتا نقطه( , , )1 1 باشد. مقدار انتگرال
C

( x yz)dx ( y xz)dy ( xyz )dz     2 23 6 2 3 1 4 

 )89(آمار ـ سراسري   كدام است؟

1 (1-  2(
1
2  3 (1  4 (2  

 :صورت روبرو در نظر بگيريم:توانيم بهمعادله پارامتري خط موردنظر را مي  »3«گزينه  پاسخ  r(t) (x(t), y(t), z(t)) ( , t , ) t   1 1   

dxدر اين صورت dz   وdy dt آيد، پس مقدار انتگرال برابر است با:دست ميبه  ( t)dt t  
1 122 1


  انتگرال

  
 حاصل   :45مثال

C
y dx x dy 2 xثلثي محصور به خطوط بر روي اضلاع م 2   ،y    وx y    )90ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ 1

1) 2  ) صفر 1
2  3 (1

3  4 (2
3  

 :2ياي همبند و ساده در صفحهدرون اين شكل، ناحيه ناحيه   »1«گزينه  پاسخ  است پس با توجه به اينكه توابـعP(x, y) y ,Q(xو 2 y) x 2  

  ي گرين استفاده نمود: توان از قضيهاند ميداراي مشتقات جزئي پيوسته از هر مرتبه

C D
Q PP(x, y)dx Q(x, y)dy ( )dA
x y

 
  

     

  صورت مقابل است:داخل آن به Dو ناحيه بسته Cمنحني بسته 
    گيري عبارتند از:حدود انتگرال

x y
y

  
  

1
1




  

  كنيم:  در نتيجه در قضيه گرين جايگذاري مي

  
C

y
D

y dx x dy (x y)dxdy (x y)dxdy


       
1 12 2 2 2
 

  

  
y

(( x xy) )dy ( ( y) y( y))dy ( ( y) y y )
                  

1 11 12 2 3 2 31 1 1 1 12 2 1 1 2 12 2 6 2 2  
  

  

 مقدار انتگرال  :46مثال
C

xydx x dy 2كه در آنCهايمنحني بسته محدود به سهميy x yو2 x2هاي بار در جهت خلاف عقربهاست كه يك

 )90سراسري  (عمران ـ  ساعت پيموده شده است برابر است با:

1 (3
2  2 (1

5  3 (3
5  4 (27

2  

 :بر طبق قضيه گرين داريم:  »1«گزينه  پاسخ  
C D

Q PPdx Qdy ( )dxdy
x y

 
  

    

  ست، بنابراين داريم:ا Cسطح داخل منحني بسته  Dكه

 
x

C D D xQP

xy dx x dy ( x x)dA xdydx xdydx         2
12 2
  

xx( x x )dx (x x )dx [ x ]         
1

3 5 41 12 32 22 2 1 3
5 4 5 4 2  

  

  

1

1 y 1 x 


D x

y

x

y

P



  

194  
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 فرض كنيد  :47مثالC ي دايره با معادله(x ) y  2 21 قـدار  هاي ساعت در نظر گرفتـه شـده اسـت، م   باشد كه در خلاف جهت حركت عقربه 25

xانتگرال  cosx y x
C

( xye e )dx (e e x)dy   
2 2 22 90(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟( 

1 (  2 (  3 (12  4 (25  
 :خم  »4«گزينه  پاسخC باشد و همچنين ميدان برداري داده شده بر روي ايـن خـم پيوسـته اسـت و     ه بسته و قطعه به قطعه هموار مييك خم ساد

  باشد، لذا طبق قضيه گرين داريم:داراي مشتقات جزئي مرتبه اول پيوسته مي
x

x cos x

C R y x x

P xe
P xye eQ P yPdx Qdy ( ) dxdy ,

x y QQ e e x xe
x

          
         

 

2
2

2 2 2

22

2 1
  

x cos x y x x x
C R

I ( xye e )dx (e e x)dy ( xe xe )dxdy         
2 2 2 2 2

2 1 2 2  

( )   25 )Cنحني(مساحت داخل م25
R

I dxdy    

  

 فرض كنيد  :48مثالC مرز بيضي به معادلهyx  
22 باشد. در اين صورت حاصل انتگرال 14

C
xdy 90ي (معدن ـ سراسر  كدام است؟( 

1 (
2  2 (  3 (2  4 (4  

 :ار ي داده شده پيوسته هستند، لـذا شـرط اسـتفاده از قضـيه گـرين برقـر      ي اول ميدان در ناحيهاز آنجايي كه مشتقات نسبي مرتبه  »3«گزينه  پاسخ
    است، لذا طبق قضيه گرين داريم:

C
xdy      2 1 2(مساحت بيضي)

C D C D
Q PPdx Qdy ( )dA xdy dA A
x y

 
     

       

  
 هرگاه  :49مثالF (y z) i (z x) j (x y)k     

   وC  منحني فصل مشترك كرةx y z  2 2 2 xه معادلـه گون بو سهمي 3 y z 2 2 باشـد،   2
مقدار انتگرال

C
F dR
 

  90(آمار ـ سراسري   كدام است؟(  

1 ( 2  2 (2  3 (  4 ( 4  

 :4«گزينه  پاسخ«  F (y z)i (z x) j (x y) k     
   

  
  آوريم:دست ميگون را بهابتدا فصل مشترك كره و سهمي

( )x y z z
z z , z z x y

zx y z ( )

                   

2 2 2
12 2 2

2 2
3 32 3 1 212 1

   فصل مشترك :  

  باشد.ميxoyو به مركز مبدأ در صفحه 2اي به شعاعگون) دايره(فصل مشترك كره و سهمي Cبنابراين منحني
F.dRكهاز طرفي با توجه به اين F.(idx jdy k dz)  

     
F.dR       بنابراين داريم:   (y z)dx (z x)dy (x y)dz     

  
  

zاست وxoyچون فصل مشترك يك دايره در صفحه 1 باشد، بنابراينميdz   كنيم:است. اين مقدار را در انتگرال جايگذاري مي  

C
F.dR (y )dx ( x)dy     1 1
 

   

  بنابراين طبق قضيه گرين داريم:
C D D

F.dR ( )dA dA dxdy         1 1 2 2
 

  

dxdy همان مساحت دايره است يعنيr rكه 2   بنابراين داريم:  2
C

F.dR       2 2 4
 

   

  شود.البته يك روش ديگر حل اين سؤال، استفاده از قضيه استوكس است كه در فصل انتگرال روي سطح به آن اشاره ميتذكر: 
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 ششمفصل 

 » انتگرال روي سطح« 

  

  و كاربردهاي آن  حقيقيبراي توابع  انتگرال روي سطح :1درسنامه 
  
 انتگرال  :1مثال

S
xzd را كه در آنS بخشي از سطحz x zگـون سهمي است و در يك هشتم اول فضاي سه بعدي و داخل 2 x y  2 21 3 

  قرار دارد، چقدر است؟

1 (1
192  2 (1

48  3 (1
96  4 (1

92  

 :ي سـطح معادلـه  ابتدا توجه كنيـد كـه    »3«گزينه  پاسخS  صـورت بـهg : x z  2  بنـابراين  اسـتg ( x)i k  2
   و لـذا| g | x  24 1

   

|  ، در اين صورت داريم:بگيريمدر نظر xoyصفحه تصوير را صفحه اگر g |d dA x dA
| g.k |


   


24 1

     

zگون و سطحاز تلاقي سهميxoyروي صفحه Sتصوير ناحيه x x  شود:حاصل مي 2 yx x y x y        
2 2

2 2 2 2 21 3 4 1 11 1
4

  

1يك بيضي با شعاع افقي
xداريم. البته فقط ربع اول از اين بيضي موردنظر است. پس 1و شعاع عمودي  2  

1
yو 2 x    21   است. 4

    بنابراين انتگرال موردنظر برابر است با:
x

S D
xzd x.x x dA x x dydx x x dx [( x ) ]

 
             

2 131 11 42 2 3 2 3 4 4 222 2 1 14 1 1 4 1 16 1 1696 96  
  

  
 حاصل انتگرال  :2مثال

S
yd، كه در آنS بخشي از صفحهz y 1 است كه داخل مخروطz (x y ) 2   قرار دارد، چقدر است؟ 22

1 (3
2  2 (4  3 (

2  4 (2  

 :يرآوردن تصو دستبهبراي   »4«گزينه  پاسخS روي صفحهxoy،z كنيم:ها حذف ميرا از بين معادله  
(y )y (x y ) (x y ) (y ) x y y x 

             
2

2 2 2 2 2 2 2 2 11 2 2 1 2 2 1 12  

y)، درون بيضيxoyروي صفحه Sتصوير Dناحيه )x 
 

2
2 1     شده داريم: هداد yبه طور صريح بر حسب zكنيم، چونرا حساب ميdحالا است، 12

x yz y d z z dA dA dA         2 2 21 1 1 1 2  
 2(مساحت بيضي)

D D
yd ydA ((y ) )dA dA          2 2 1 1 2 2  

y)توجه كنيد كه انتگرال عبارت )1 .روي بيضي موردنظر به دليل تقارن صفر است  
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y

xa 2a

2 2x +y =2ax

 حاصل  :3مثالI (x y z)d


     در صورتي كه سطح مكعبx  1،y  1 وz  1 باشد، كدام است؟  

1 (3  2 (6  3 (9  4 (12  
 :يسقف آن صفحه ؛باشدوجه مي 6داراي  اين مكعب  »3«گزينه  پاسخz 1 يو كف آن صفحهz    رال را روي ايـن دو  است، ابتـدا حاصـل انتگ ـ

zيي تحتاني يعني صفحهكنيم. انتگرال سطح بر روي قاعدهوجه حساب مي   :برابر با مقدار زير است  
x y(x y )dxdy [ xy] dy ( y)dy [ y ]             

2 21 1 1 11 11 1 1 1 12 2 2 2 2 2    
  

zيي فوقاني يعني صفحهاما انتگرال سطح بر روي قاعده 1 است: برابر با مقدار زير  
x y(x y )dxdy [ yx x] dy ( y)dy [ y ]              

2 21 1 1 11 13 3 3 11 22 2 2 2 2 2    
  

جمع دو انتگرال فوق برابر باحاصل 2 1  zو zبه yتبديل مثلاً ؛تقارن دارد zو x،yي متغيرهاياست، حالا دقت كنيد كه تابع زير انتگرال نسبت به همه 3
xيمعادله yبه y z  هايدهد. بنابراين حاصل انتگرال روي وجهرا تغيير نميy  وy 1 هايمانند حاصل انتگرال روي وجهz   وz 1  است. به اين

z)حاصل انتگرال روي هر جفت از وجوه ترتيب , z ) 1،(y , y ) 1 و(x , x ) 1  ه داريم:است در نتيج 3برابر با  I    3 3 3 9   
 

 

 اگر  :(سخت) 4مثالS قسمتي از رويهz x y 2 xيباشد كه داخل استوانه بـه معادلـه   2 y ax 2 2 حاصـل   گـاه آنقـرار گرفتـه اسـت،     2

S
I (xy yz zx)d   چند برابر ،a4 است؟  

1( 64 2
15  2 (64

15  3 (32 2
5  4 (16

15  

 :ابتدا توجه كنيد كه ناحيه»  1«گزينه  پاسخD ون استوانهدرx y ax 2 2 بـه   zي رويه كـه با توجه به معادلهاست، از طرفي  xoyيدر صفحه 2
    كنيم:زير حساب مي صورتبهرا  dداده شده به راحتي yو xطور صريح بر حسب

x y
x y x y x y (x y )d z z dydx dydx dydx dydx dydx

x y x y x y x y
   

         
   

2 2 2 2 2 2 2 22 2
2 2 2 2 2 2 2 2

21 1 2  

z، معادل آن يعنيzاز طرفي در تابع زير انتگرال بايد به جاي x y 2 xيدرون دايره Rيرا قرار دهيم. فرض كنيم ناحيه 2 y ax 2 2   باشد. 2

S R
I (xy yz zx)d (xy y x y x x y ) dydx          2 2 2 2 2  

xياز معادله اما اگر كمي دقت كنيد؛ y ax 2 2 دلـه آن را عـوض   معا yبـه  yتقـارن دارد يعنـي تغييـر    xكه اين ناحيه نسبت به محور معلوم است 2
همواره مثبت اسـت   xتوانيد با رسم اين ناحيه، از اين نكته اطمينان پيدا كنيد. علامتيك مقدار منفي هم داريم. مي yكند. پس براي هر مقدار مثبتنمي
yو yxهايبنابراين عبارتدهد. تغيير علامت مي yاما x y2     صفر خواهد بود.ها آن فرد هستند و حاصل انتگرال براي yنسبت به 2

D
(yx y x y )dydx   2 2   

xبنابراين فقط كافيست از عبارت x y2 xگيريم و چون درون انتگرالانتگرال ب 2 y2 در اي هـم دايـره   Dداريم و ناحيه 2

اـت قطبـي داريـم      باشد،مي xoyيصفحه بهتر است از مختصات قطبي كمـك بگيـريم. در مختص 
   2 r و 2 a cos  2 

xي(دقت كنيد كه معادله y ax 2 2 rدر دستگاه قطبي به  2 ar cos 2 r شود، يعنيتبديل مي 2 a cos 2(.  
a cos a cos a cos

R
rI x x y dydx r cos r (rdrd ) r cos drd cos d [( )]

  
  

  
  

               
42 2 22 2 2 32 2 2

2 2 2
2 2 2 2 4  

  

cosI a cos d I a cos d
 





        

54 5 4 52 2

2
4 2 8 2


SwH Z»p  

  I a cos cos d a ( sin ) cos d
 

          4 4 4 2 22 28 2 8 2 1
 

  

 sinI a ( sin sin )cos d a sin sin a ( ) a
 

             
5

4 2 4 4 3 4 422 2 2 1 64 28 2 1 2 8 2 8 2 13 5 3 5 15
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 ي مخروطيمساحت قسمتي از رويه  :5مثالx y z 2 2 zيرا كه بين دو صفحه 2   وx z 2    قرار دارد، كدام است؟ 3

1 (2 3  2 (2 6  3 ( 3  4 ( 6  

 :دانيم بـراي مخـروط  مي  »2«گزينه  پاسخz x y 2 2 d، داريـم 2 dA  گيـريم، از تلاقـي   در نظـر مـي  xoy، كـه صـفحه تصـوير را صـفحه    2
xصفحه z 2   آيد:مي دستبه زيري معادله و مخروط 3

  xx y ( ) x y x x
      2 2 2 2 2 23 4 4 9 62  

(x ) yx x y (x ) y
( )


          

2 2
2 2 2 2

2 2
13 6 4 9 3 1 4 12 1

2 3
  

2آمده كه همان تصوير است برابر دستبهمساحت بيضي    باشد و بنابراين مساحت مورد نظر برابر است با:مي 3
 2 )مساحت بيضي( 6

D
S dA   2 2  

 

 مساحت قسمتي از سطح   :6مثالz x y 2 xي، كه داخل استوانه2 y 2 2 A)برابر ،، قرار دارد4 A )
    كدام است؟ Aباشد. مقدارمي 16

1 (13  2 (17  3 (15  4 (11  

 :خواهيممي»  2«گزينه   پاسخ
S

d را روي ناحيه درونx y 2 2   شود:زير حساب مي صورتبه dآوريم.  دستبه 4

x yd z z dA ( x) ( y) dA x y dA          2 2 2 2 2 21 1 2 2 1 4 4  

xيهمان استوانه Dدقت كنيد ناحيه .كنيماز مختصات قطبي استفاده مي ،انتگرالبراي محاسبه  y 2 2   است. xoyيدر صفحه 4

S D
d (x y ) dA r .rdrd d r r dr ( ( r ) ) ( )

  
                   

3
2 2 2 22 2 2 2 2 2 214 1 4 1 4 1 2 4 1 17 17 112 6    

  

  

 فرض كنيد  :7مثالS بخشي از مخروطz x y 2 zباشد كه بين صفحات 2  zو 1  مساوي  Sاز سطح pيواقع است و نيز چگالي در هر نقطه 4
zيتا صفحه pيفاصله   لباشد. در اين صورت جرم كSمختصات طول مركز جرم ،S و همچنين گشتاور ماندS حول محورzها را حساب كنيد  .  

 :لاً توجه كنيد كه چگالي برابر بااو پاسخz ياست (فاصلهp يتا صفحهz  پس (z  گفته شده داريم:، طبق فرمول  
S S

M d zd       

zچون سطح مخروط x y 2 dاست، لذا 2 dA    و بنابراين داريم: 2
S

M x y ( dA)  2 2 2  

zدقت كنيد با توجه به اين كه 1 x، لذا4 y  2 21 xو يا 4 y  2 21 rايدر مختصات استوانه بنابراينو  16 1 و 4   2  است و

  خواهيم داشت:
S

rM x y dA r (rdrd ) [ ] d ( )
 

              1

32 4 2 42 2 2
1

632 2 2 2 2 42 23 3 
    

  كنيم:را حساب مي Sيحالا طول مركز جرم صفحه

S
S S S

x d
x ( xzd ) x x y ( dA) x x y dA r cos drd

M M M M M


 
         


    
2 42 2 2 2 3

1
1 1 2 22


  

rx [sin ] [ ]
M

   
1

42 42
4

  

  شود:زير حساب مي يها از رابطهzختي حول محورل و بالاخره گشتاور

z S S S
I (x y ) d (x y )z( dA) (x y ) x y dA r .r(rdrd )


              

2 42 2 2 2 2 2 2 2 2
12 2 2


  

z
r ( )I r drd [ ]

   
         1

5 52 4 44
1

2 4 1 2 2 46 22 2 2 5 5 5
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z

y

x

D

S

z=2R2

2 22z=x +y

 يگون به معادلهسهمي جسمي از  :8مثالx y z 2 2 zياي به معادلهي صفحه، به وسيله2 R فرض اين كه  باشود. جرم جسم حاصل مي داج 22
(x,y) چگالي k  باشد، كدام است؟  

1 (( R )k [ ]


3
2 24 12 3  2 (( R )k [ ] 



3
2 24 1 12 3  3 (( R )k [ ]



3
2 24 14 3  4 (( R )k [ ] 



3
2 24 1 14 3  

 :گونسطح سهمي جسم موردنظر ما قسمتي از»  2«گزينه  پاسخz x y 2 قبل از هـر كـاري بايـد     است. 22
در نظـر   xoyي تصـوير را صفحه بيان شده است، yو xطور صريح برحسببه zچونبياوريم،  دستبهرا  آنتصوير 

  كنيم:را بين دو معادله حذف مي zگيريم ومي

  
z R

x yR x y R ( R)x yz

 
       




2
2 2

2 2 2 2 22 2
2

2 4 22
2

  

بيـاوريم،   دسـت بـه ا ر d. حالا بايـد  استR2اي به شعاعداخل دايره ،xoyيپس تصوير سطح داده شده بر صفحه
z zd ( ) ( ) dA x y dA
x y
 

      
 

2 2 2 21   شود:زير محاسبه مي صورتبهحال جرم  1

( R )k [ ] 


3
2 24 1 12 3

R R
S S D

(r )M d k d k x y dA k r rdrd k d [ ]
  

                  

3
2 22 2 2 22 2 2 1 11 1 32

2
  

  

  

 مقدار  :9مثال(x y z)ds


 كه در آن ، يقسمتي از صفحهx y  yبا شرط 1  ،xوz  1 81(معدن ـ سراسري   برابر كدام است؟(  

1 (3 2
2  2 (3 3

2  3 (2 2
3  4 (2 3

3  

 :باشد. صفحه تصوير را صفحهاي ميانتگرال داده شده، يك انتگرال رويه  »1«گزينه  پاسخxoz  گيـريم تصـوير ناحيـه   در نظر مـي در صـفحهxoz ،

xمربع 1 وz 1 باشد. اگرمي را به صورتg(x, y, z) x y   1  گاه داريم:در نظر بگيريم، آن  | g |ds dxdz dxdz
| g. j |


 


2

  

zI           بنابراين داريم: (x y z)ds (x ( x) z) dxdz ( z)dxdz x (z )


                
21 1 1 1 1 1 3 21 2 2 1 2 2 2     

  

  
 كرهمساحت آن قسمت از نيم  :10مثالz  ،x y z  2 2 2 zكه به وسيله مخروط 2 x y 2 2   )82(كامپيوتر ـ سراسري   شود، چقدر است؟قطع مي 2

1 (2  2 (( ) 2 2  3 (( ) 2 2 2  4 (( ) 2 2  

 :صفحه تصوير را صفحه  »3«گزينه  پاسخxoy گيريم. براي به دست آوردن ناحيه تصوير در صفحهدر نظر ميxoy كنيم:به ترتيب زير عمل مي  

x y z
x y x y x y

z x y

           
 

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 1  

xن دايرهبنابراين ناحيه تصوير درو y 2 2 x  باشد. از طرفي توجه كنيد كه داريم:مي 1 y z| g |ds dA dA
z| g.k | x y

 
  

  

2 2 2

2 2
4 4 4 2

2 2


  

S D
rds dxdy rdrd d dr ( r )

x y r r

  
           

   
     

2 1 2 1 2
2 2 2 2

2 12 2 2 2 2
2 2 2     

  مساحت 

( )  2 2   مساحت 2
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 يمساحت قسمتي از رويه  :11مثالz x y 2 zكه بين صفحات 2   وz    )82(معدن ـ سراسري         قرار دارد كدام است؟ 4

1 (( ) 
1 17 17 16  2 (( ) 31 17 16  3 (( ) 17 17 1  4 (( ) 

1 17 17 16  

 :معادله رويه داده شده را به صورت  »4«گزينه  پاسخg(x, y, z) x y z   2 2  نويسيم، و صفحه تصوير را صفحهميxoyگيـريم. در  در نظر مي
xاين صورت تصوير ناحيه موردنظر داخل دايره y 2 2 ,g(x  خواهد بود. از طرفي داريم: 4 y, z) x y z g ( x, y, )      2 2 2 2 1


  

x y| g |ds dA dA x y dA
| g.k |

 
    



2 2
2 24 4 1 4 4 11


  

           بنابراين مساحت ناحيه موردنظر برابر است با:
D D

| g | dA x y dA
| g.k |


  
  2 24 4 1

  

  گيري و عبارت مقابل انتگرال بهتر است از مختصات قطبي براي محاسبه استفاده كنيم:با توجه به ناحيه انتگرال

D
x y dA r rdrd d r r dr ( r ) ( )

  
                   

3
2 2 2 22 2 2 2 2 22 21 14 4 1 4 1 4 1 4 1 17 17 112 6     

  

  
 مساحت قسمتي از رويه  :12مثالx y z 2 2 xدر ناحيه 2   وy   وz   محدود به صفحهy z a 83(معدن ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 (a22  2 (a21
2  3 (a22  4 (a22

2  

 :صفحه تصوير را، صفحه  »4«گزينه  پاسخyoz كنيم بنابراين بردار يكه عمود بر صفحه تصوير بردارانتخاب ميi


باشد. در اين صـورت ناحيـه تصـوير    مي 
yمثلث محدود به خطوط  ،z   وy z a  خواهد بود. رويه داده شده را به صورتg(x, y, z) x y z    2 2 2  نويسيم. در اين صورتمي:  

              x y z x y z| g | | ( x, y, z) | x xds dA
x x x x| g.i |

     
     



2 2 2 2 2 2 2 24 4 42 2 2 22 2


  

a            بنابراين داريم: a  
2

222 2 مساحت 2
D D

| g |S dA dA
| g.i |


   
 2 2

  

  

 مساحت قسمتي از سطح،  :13مثالz (x y )  2  )84ي (عمران ـ سراسر            قرار دارد چقدر است؟ xoyصفحهكه در بالاي  22

1 (11
3  2 (13

3  3 (11
5  4 (13

5  

 :2«گزينه  پاسخ«  | g |g(x, y, z) x y z g ( x, y, ) ds (x y ) dA
| g.k |


           


2 2 2 22 2 2 1 1 4

  

D
(x y ) dA r rdrd

 
         

2 22 2 2 131 4 1 4 3 
  مساحت 

  

 ت رويهقسمتي از مساح  :14مثالz x y 2 xداخل استوانه 2 y x 2 2   )84ـ سراسري  MBA(            كدام است؟ 2

1 (3
2  2 ( 2  3 (2  4 (2 2  

 :وير را صفحهصفحه تص  »2«گزينه  پاسخxoyگيريم، در اين صورت ناحيه تصوير درون دايرهدر نظر ميx y x 2 2 باشد. معادلـه مخـروط را   مي 2
,g(xبه صورت  y, z) x y z   2 2 2  نويسيم. در اين صورت داريم:مي    

x y z| g | z zds dA dA dA dA
z z| g.k |

  
   



2 2 2 2 24 4 4 4 4 22 2


  

        بنابراين داريم: 2 (مساحت دايره)
D

dA   2   مساحت 2

xتوجه كنيد كه معادله دايره y x 2 2 x)توان به صورترا مي 2 ) y  2 21   باشد.مي 1اي به شعاع نوشت كه دايره 1
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر سطح  :15مثال بخشي از رويهz x y 2 zمحدود به 2   وz  x)ايرويه گاه انتگرالباشد، آن 1 y )d


  2     كدام است؟  2
  )84(معدن ـ سراسري       

1 (
9

1  2 (( ) 2 2 1
15  3 (( ) 4 2 1

15  4 (( ) 2 2 2 1
3  

 :صفحه تصوير را صفحه  ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ پاسخxoy كنيم در اين صورت ناحيه تصوير درون دايره انتخاب ميx y 2 2 خواهد  1
,g(xويه داده شده را به صورتبود. ر y, z) x y z   2 2 2  نويسيم، در اين صورت داريم:مي  

x y z| g | zd dA dA dA
z z| g.k |

 
    



2 2 2 24 4 4 8 22 2


  

              :داريم بنابراين
x y

(x y )d (x y ) dA r rdrd


  


          2 2

2 12 2 2 2 2
1

22 2 2 
  

  

 فرض كنيم  :16مثالf Ln x y z  2 2 ، مطلوب است2
S

f d
n



 كه در آنn

 بردار واحد قائم بر رويهS باشد، وميd  جزء سطح اسـت وS 

aقسمت واقع شده از كره 2 1در 2
   )85(نفت ـ سراسري   ل فضا است.او 8

1 (a
4  2 (a 2

6  3 (a2

36  4 (a2 2

36  

 :منظور از  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه پاسخf
n



باشد. بنابراين داريم:مي nدر جهت بردار واحد f، مشتق سوئي
S S

f d f .nd
n

 
   

   

1گيريم. تصويردر نظر مي xoyصفحه تصوير را صفحه
xداخل دايـره  xoyاول از كره بر صفحه 8 y a 2 2 در ربـع اول خواهـد بـود. از طرفـي داريـم:                  2

  x y zf Ln x y z Ln(x y z ) f ( , , )
x y z x y z x y z


        

     
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1
2  

,g(xاگر معادله كره داده شده را به صورت y, z) x y z a    2 2 2 2  گاه خواهيم داشت:در نظر بگيريم، آن  
g ( x, y, z) (x, y, z) x y zn f .n ( )

a a a| g | x y z x y z x y zx y z


       

       

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2
2 2 2 1 1

2

    

مساحت(
S S

f d d (S
n a a


     
 

1 1  

aبرابر است با aاي به شعاعمساحت كره 1، در نتيجه مساحت24
aaبرابر است با Sاول آن يعني 8 

 
2

21 48   ، بنابراين داريم:2

S
f a ad
n a
  

  


21
2 2  

  
 مطلوب است مساحت قسمتي از كره  :17مثالa 2 rكه به وسيله استوانه 24 arsin 2 xoy (aشود (قسمت بالاي صفحهبريده مي 2  1. 

  )85(نفت ـ سراسري 
1 (4  2 (a 2  3 (a24  4 (a ( )24 2  
 :معادله كره داده شده در مختصات دكارتي  »4«گزينه  پاسخg(x, y, z) x y z a    2 2 2 24  و معادله استوانهx (y a) a  2 2   .باشدمي 2

xي درون دايـره  xoyگيريم. واضح است كه تصوير سطح كره بر صـفحه در نظر مي xoyصفحه تصوير را صفحه  (y a) a  2 2 قـرار دارد. از طرفـي    2

x  داريم:        y z| g | a ads dA dA dA dA
z z| g.k | a x y

 
   

  

2 2 2

2 2 2
4 4 4 2 2

2 4


  

             بنابراين داريم:
a sin a sin| g | adA rdrd a a r d

| g.k | a r

   
      

 
   

2 2 2
2 2

22 2 4
4  





ÂL̂ ¤ RI~Th¶ مساحت  

a ( a a | cos |)d a ( ( cos )d ( cos )d ) a ( )


 
              2 22

2
2 2 2 4 1 1 4 2
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 مساحت قسمتي از رويه  :18مثالz x y 2 xكه در داخل استوانه 2 y 2 2    )86(رياضي ـ سراسري   قرار دارد، كدام است؟ 4

1 (( )


3 17 12  2 (( )


7 17 16  3 (( )


17 17 16  4 (( )
17 17 16  

 :لازم است از انتگرال روي سطح استفاده كنيم، بنابراين مساحت موردنظر برابر  »4«گزينه  پاسخ
S

ds دهـيم است. قرار ميf x y z   2 2  ،  

|  ر اين صورت داريم:د g |ds dxdy x y dxdy
g.k


   


2 21 4 4

  

براي محاسبه
D

ds كنيم:از مختصات قطبي استفاده مي  r rdrd ( )
 

      
2 2 21 4 17 17 16 

  مساحت 
  

 مساحت قسمتي از رويه بـه معادلـه    :19مثالz x y  2 ناحيـه محـدود بـه     xoyايـن قسـمت از رويـه بـر صـفحه     وقتـي كـه تصـوير     21
xيدايره y 2 24 4  )86(رياضي ـ سراسري   باشد كدام است؟ 1

1 (( ) 3 1  2 (( ) 2 3  3 (( ) 3 1  4 (( ) 2 3  
 :خواهيمدر واقع مي  »2«گزينه  پاسخ

D
ds گيري درون دايرهرا محاسبه كنيم كه ناحيه انتگرالx y 2 2 1

باشـد كـه در مختصـات قطبـي بـه      مي 4

rصورت   1
zآيد. رويهدر مي 2 x y  2 dxdydsباشد. بنابراينمي 1يي كره به شعاع در واقع قسمت بالا 21

x y


 2 21
  داريم: . و در نتيجه

D
dxdy rdrd rdrds d ( )
x y r r

 
      

   
     

1 12 22 2
2 2 2 2

2 3
1 1 1   

ÂL̂ ¤ RI~Th¶
  مساحت 

  

 يمساحت بخشي از رويه  :20مثالz x y 2 zكه زير صفحه 2   )86(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   ؟قرار دارد، كدام است 2

1 (3
13  2 (13

3  3 (13
3  4 (3

13  

 :اگر سطح  »2«گزينه  پاسخS به صورتz h(x, y) گاه داريمباشد، آن                       :  z zds ( ) ( )
x y
 

  
 

2 21  

ds  است. بنابراين داريم:dsو مساحت رويه برابر ( x) ( y) (x y ) ds r        2 2 2 2 21 2 2 1 4 1 4ÂL̂ ¤  

r r drd d r r dr ( r ) ( )
   

                
3

2 2 2 22 2 2 22 1 27 1 1321 4 1 4 1 4 212 12 12 3     
  مساحت 

  

 ييهمساحت بخشي از رو  :21مثالx y z  2 2 2 xيكه توسط استوانه 4 y 2 2  )89(علوم كامپيوتر ـ سراسري   شود چقدر است؟جدا مي 1
1(2  2(6  3(8  4(1  
 :ي سطحمعادله  ها صحيح نيست.از گزينه هيچكدام پاسخS صورتبهg : x y z  2 2 2 xياست. استوانه 1 y 2 2  Sدهد كه تصويرنشان مي 1

zداريم Sي سطحي واحد است. اما دقت كنيد كه از معادلهدرون دايره Dييعني ناحيه xoyيبر صفحه x y   2 ي داراي دو نيمـه  Sدر واقع 21
zمتقارن در  وz  يي را با معادلهاست. ما مساحت قسمت بالايz x y  2 ي كنـيم. چـون تصـوير روي صـفحه    حساب كرده و دو برابر مـي  21

xoy افتاده است پسp k


 .خواهد بود  ( x y z ) x y z| g | dAd dA dA dA
| z || g.k | x y x y




   
    

    

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
4 4 4 2

2 2 1 1
  

S D
dAd
x y

  
 

  2 2
2 2

1
  Sمساحت 

dxdyبا استفاده از مختصات قطبي داريم rdrd و   2 وr 1 :در نتيجه خواهيم داشت  

x y
dxdy rdrd rdr( d )( ) ( r ) ( )
x y r r    

 

 


          

   
    2 2

2 1 2 1 2
1 2 2 2 2

12 2 22 2 2 4 2 4 8 2 3
4 4 4

  Sمساحت 
  

 معادلهمساحت قسمتي از كره به   :22مثالx y z  2 2 2 xبريده شده با استوانه،4 y y 2 2  )89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 2
1 (( )2 2  2 (( )4 2  3 (( )8 2  4 (( ) 4 1  

  

 :طور كلي مساحت قسمتي از كرهبه  »3«گزينه  پاسخx y z a  2 2 2 x، كه درون استوانه2 y ax 2 xيا 2 y ay 2 aگيرد برابرقرار مي 2 ( )22   . باشدمي 2
 ششود نتيجه آن حفظ شود.يشنهاد ميهاي چند سال اخير مورد سئوال قرار گرفته است. پمثال فوق بارها در تستتوضيح:  



  

202 

وي سطحانتگرال رفصل ششم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  قضيه ديورژانس سطح براي توابع برداري و انتگرال :2درسنامه 
  
 فرض كنيد  :(سخت) 1مثالS ي پارامتري زير باشد كه در آنرويهD ناحيهu v 2 2 uبراي 1   وv   باشد.مي  

S:r(u , v) (u v )i (u v ) j u v k    2 2 2 2 2 2    
Fو  (x y)i (y z) j zk    21 142 2

  در اين صورت حاصل ،
S

I F .nd 
  كدام است؟  

1 (1
9  2 (1

6  3 (1
12  4 (1

24  

 :ابتدا توجه كنيد كه داريم:»  3«گزينه   پاسخ  r r( u, u, uv ) , ( v , v , vu )
u v

 
 

  
 

2 22 2 2 2 2 2  
r rnd ( )dudv uv[(u v ) , (u v ) , ]dudv
u v

   
       

 
2 2 2 24 2  

u vF(r(u, v)) (u , (u v ) , )  
2 2

2 2 2 2
2

  ميدان روي سطح  

u v
S D D

I F.nd uv(u (u v ) (u v )(u v ) u v )dudv I uv(u u v u v )dudv               
2 2 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4

   
u v

D D D
I uv(v u v )du uv ( u )dudv I uv dudv         

2 212 2 2 3 2 54 4 1 4  

uبا استفاده از تغيير متغير r cos  وv r sin  وdudv rdrd   .داريم, r
    12  شود:زير حساب مي صورتبه، پس حاصل انتگرال  

1
12D

r sinuv dudv ( r cos )(r sin )rd dr r cos sin d dr [ ] [ ]
  

              
8 61 1 15 5 5 7 5 22 2 44 4 4 8 6    

  
 

 اگر (سخت): 2مثالS سطح بيضويx y z
a b c

  
2 2 2
2 2 2 حاصل گاهآنباشد،  1

S
dydz dxdz dxdyI ( )

x y z
  چند برابر ،abc است؟(a ,b ,c )  

1( ( )
a b c

  2 2 2
1 1 1  2 (( )

a b c
  2 2 2

1 1 12  3 (( )
a b c

  2 2 2
1 1 13  4 (( )

a b c
  2 2 2

1 1 14  

 :براي ميدان برداري  »4«گزينه   پاسخF (P,Q,R)
 :داريم  

S S
(P dydz Qdxdz Rdxdy) F.nd    

   

Fبراي ميدان برداري مثالدر اين  ( , , )
x y z


1 1 1 :داريم  

S S
dydz dxdz dxdyI ( ) F.nd

x y z
     

   

F.ndحالا لازم است
  آوريم كهدست را بهn گونِي قائم بر سطح بيضيبردار يكهS يمعادله ابx y zg :

a b c
  

2 2 2
2 2 2  zگون بـراي بيضي معادلهاست.  1

zي متقارن درداراي دو نيمه Sبنابراين ،كندتغييري نمي   وz   ي بـالايي آن (كـه   كنيم و مقدار انتگرال را روي نيمهاستفاده مي است. از اين تقارن
zگون،ي بيضياگر در معادلهكنيم. برابر مي 2ناميم) حساب كرده و نتيجه را مي S1آن را   كه تصـوير  بينيممي ،قرار دهيمS1  روي صـفحهxoy  ِبيضـي 

x y
a b

 
2 2
2 2 pداريم xoyيدهيم. براي صفحهنشان مي Dاست كه آن را با 1 k

 :در نتيجه داريم  
x y z x y z( , , ) ( , , )

g a b c a b c a b cnd dA dydx dydx F.ndz| g.k | | | z z
c c c

 


      


2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 1 1 1

2 1 1

    

x؛داريم S1البته روي سطح yz c
a b

  
2 2
2    بنابراين خواهيم داشت: 21

S D

dydxI F.nd ( )
a b c x y

c a b

    

 
   

1 2 2 2 2 2
2 2

1 1 12 2
1 1

   

xبيضوي اكنون تغيير دستگاه y(u,v) ( , )
a b

 دستگاه جديد برابر با نژاكوبيدهيم. را انجام ميa(x, y) ab
b(u,v)


 





   است. 

D

abcI ( ) dudv
a b c u v

  
 

 2 2 2 2 2
1 1 12

1
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xياز معادله y
a b

 
2 2
2 2 uداريم 1 v 2 2 از  بنـابراين  .اسـت  ي واحـد درون دايـره شود كـه  مي Dيتبديل به ناحيهدر دستگاه جديد  Dيناحيهپس  1

    كنيم:مختصات قطبي استفاده مي
abcI ( ) rdrd abc( ) [ ( r ) ] d abc( )

a b c a b c a b cr

 
              


  

1
2 1 2 12 2

2 2 2 2 2 2 2 2 22
1 1 1 1 1 1 1 1 12 2 1 4

1   
   

  

 سوي ميدانشار گذرنده برون  :3مثالF (x,y,z)
 از كرهx y z  2 2 2   كدام است؟، 9

1 (36   2 (36  3 (1 8  4 (324  
 :سوي از ميدانشار گذرنده برون»  3«گزينه   پاسخF

 برابرF.nd
 احيه بسته است پس طبق قضيه ديورژانس شار برابر است با:است، كه چون ن  

F (x, y, z) divF     1 1 1 3
   

[ ( ) ]   343 3 1 83  3به شعاع  اي(حجم كره(
S V V

F.nd (divF)dv dv        3 3
 شار  

 

 اگر :4مثالF y i x j z k   2 2 3   حاصل
S

F.nd
 كه در آنSسطح كرهx y z  2 2 2     ؟باشد، كدام استميبر كره به طرف بيرون  يكه بردار قائم nو1

1 (2
5  2 (4

5  3 (3
2  4( 3

4  

 :كنيم.       براي محاسبه انتگرال مورد نظر از قضيه ديورژانس استفاده مي»  2«گزينه  پاسخ  
S V V

I F.nd divFdv z dv      23
   

  كنيم:براي محاسبه انتگرال فوق از تغيير مختصات كروي استفاده مي

I cos sin d d d d cos sin d d
    

                      
2 1 2 12 2 2 2 4 1 43 3 2 2 5 5     

  
  

 اگر  :5مثالS يسطح كره به معادلهx y z  2 2 2 Fهمچنين بردار با قائم رو به خارج باشد، 1
 صورتبه  

F [ x Ln(y z )]i [ y Ln(z x )]j [ z Ln(x y )]k        3 3 3 3 3 3 3 3 32 2 2
   ،شار ميدان نيروي گاهآن تعريف شودF

 دام است؟ك  

1 (8
5  2 (4

5  3 (12
5  4 (24

5  

 :توان از قضيه ديورژانس كمك گرفت، ابتداچون ناحيه بسته است پس مي  »4«گزينه   پاسخdivF
 نيم:كرا حساب مي  

  
V

(x y z )dzdydx   2 2 divFشار26 x y z (x y z )

      2 2 2 2 2 26 6 6 6  

  با توجه به ناحيه و عبارت زير انتگرال بهتر است از مختصات كروي استفاده كنيم:

( d )( sin d )( d ) [ cos ] [ ]
   

    
                

52 1 14 6 6 246 2 2 25 5 )شار5 sin )d d d
 

         
2 1 2 26
  

 شار
  

 خارج به شار رو  :6مثالF x i y j z k  2 2 2   در سراسر مرز ناحيه توپر چهار وجهيz  ،y  ،x   وx y z     ، كدام است؟3

1 (9
2  2 (9

4  3 (81
4  4 (81

2  

 :چون  »3«گزينه  پاسخF x i y j z k  2 2 2  بنابراين ،divF x y z  2 2 2
طبق قضيه ديورژانس داريم: ، پس. چون ناحيه موردنظر بسته است  

S
F.nd (divF)dv (x y z)dv       2
  شار  

zشودهاي داده شده نتيجه مي از شرط x y   3و با حذف ،z  بين روابط داده شده در سؤال به رابطـهx y  yرسـيم كـه  مـي  3 x
x

  
  

3
3




 

x   آيد.دست ميهب x y x ( x y)(x y z)dzdydx ((x y)( x y) )dydx
     

           
23 3 3 3 3 32 2 3 2    

  شار 

x x(x y) x x( (x y) )dydx ( y ) dx ( ( x) )dx ( x )dx
 

               
3 3 33 3 3 3 32 39 9 9 3 9 18 93 3 3    

  شار 

 x( x x )   
42 39 8118 2 12 4

  شار 
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2 2x +y =1

z

y

x

z=1

 اگر  :7مثالS  ناحيه محدود به صـفحاتx y z    وx y z  2 2 Fبـا فـرض   گـاه آنباشـد،   6 ( xy z)i y j (x y)k    22 3
    حاصـل ،

S
I F.nd 

  كدام است؟  

1 (135
2  2 (27  3 (27

2  4 (18  

 :باشد، اما اسـتفاده از قضـيه   حل مستقيم سؤال با توجه به ناحيه داده شده، بسيار پر زحمت و مستلزم حل چهار انتگرال سطح مي  »2«گزينه   پاسخ

P  تر است:را نسبتاً راحتديورژانس كار  Q R ( xy z) (y ) ( x y)divF y y y
x y z x y z
        

         
     

22 3 2 2 4


  

zعبارتند از zحدودگانه، در انتگرال سه   وz x y  6 2 zيبايد صفحه yو x. براي تعيين حدود2 x y  6 2 zيرا با صـفحه  2     برخـورد
xخط كه دهيم y 2 2 xيعني، 6 y  x، خطـوط xoyيآيد. بنابراين در صفحهدست ميبه 3  ،y   وx y  وجـود  را داريـم. مثلثـي بـه    3

xآيد كه در آنمي  3 وy x  3 .است  x x y x
I ydz dydx dx y[ x y]dydx

   
         

3 3 6 1 2 3 34 4 6 2 2
    

  

x x( x y)I ( x)( x y) ( x y) dydx [( x)( ) ( x y) ] dx
  

               
22 3 3 32 33 18 3 3 3 8 3 32 3   

  

27I [ ( x) ( x) ]dx ( x) dx [( x) ]            
3 3 33 3 3 41 1 8 18 3 3 3 32 3 6 3  

  

  

 فرض كنيد  :8مثالS سطحي باشد كه ناحيهV ي صفحاترا به وسيلهz  ،y   وy e و سهميz x  قـائم   nور كرده است. اگرمحص 21
xFبا فرض گاهآنو رو به خارج باشد،  Sسطح (x cosy ,y sin z ,z e )   

حاصل ،
S

I F.nd 
  كدام است؟  

1 (  2 (e8
3  3 (e4

3  4 (e4  

 :با توجه به اين كه ناحيه  »4«گزينه  پاسخS توان از قضيه ديورژانس استفاده كرد. ابتداسطحي بسته است بنابراين ميdivF
 كنيم:را حساب مي  

x(x cos y) (y sin z) (z e )divF
x y z

      
      

  
1 1 1 3    

e  پس داريم: x e e ex
V

I dv dzdydx [z] dydx ( x )dydx ( x )dx dy
    

 
   

                
2 21 1 1 1 11 2 2

1 1 1 13 3 3 3 1 3 1  

e4e xI ( x )dx [y] [x ] e        
31 123 2 1 6 3 

  

  

 ــال ــه  :9مث ــر روي ــه مخــروط Sاگ zمحــدود ب x y 2 zيو صــفحه 2  ــ 1 ــا ب ــه خــارجب ــائم رو ب nردار ق
 باشــد وF

  ــرداري ــدان ب مي
F (x y )i (y z) j (z x )k     3 2 3 3 22 2 2

    ،حاصل گاهآنباشد
S

I F.nd 
  كدام است؟  

1 (2
5  2 (4

5  3 (3
1  4 (9

1  

 :حل مستقيم انتگرال روي سطح پر زحمت است، اما استفاده از قضيه ديورژانس كمك زيادي به مـا    »4«گزينه   پاسخ
              كند.مي

V V
I (divF)dv (x y z )dxdydz     2 2 23

  

zاز پايين به مخروط Vيناحيه x y 2 zيو از بالا به صفحه 2 1  محدود شده است. براي اين ناحيه از مختصات
zيصفحه بابرخورد مخروط از كنيم. اي استفاده مياستوانه 1ي، دايرهx y 2 2 . پـس آيددست ميبه 1   2 

rو 1 است. كران پايينz آيد:دست ميي مخروط بهاز معادلهz x y r  2 zو كران بالاي آن 2 1 .است  

rr
z r rI (r z )rdzdrd [r z r ] drd (r )drd

  
               

13 42 1 1 2 1 2 12 2 3 3 43 3 33 3 3     
  

r rI [ r ] d ( )( ) I
 

          
14 22 54 1 1 4 93 3 24 6 15 4 6 15 1 
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O 3

2

3

x

z

y

 اگر  :(سخت) 10مثالS  محدود به استوانهي ناحيهسطحy z 2 2 xيو صفحه 9  در يك هشتم اول با بردار قـائم رو بـه   و صفحات مختصات  2
Fباشد وnخارج  ( x y)i y j xzk  2 22 4

   ،حاصل گاهآن
S

I F.nd 
  كدام است؟  

1 (72  2 ( 72 18  3 ( 36 18  4 (18  
 :سطح ناحيه موردنظر در شكل مقابل نشان داده شده است،  »3«گزينه   پاسخS  يقسمت تشكيل شده است، قسمتي از اسـتوانه  5ازy z 2 2 9 ،

xيقسمتي از صفحه  x، همچنين صفحات مختصات يعني2 ،y  وz انتگـرال سـطح را مسـتقيماً حـل كنـيم، بايـد پـنج        اگر بخواهيم  ، پس
انتگرال روي سطح، فقـط يـك انتگـرال     5زيرا با استفاده از اين قضيه، به جاي  تر است.اما استفاده از قضيه ديورژانس به مراتب راحت !؟انتگرال را حل كنيم

                              گيريم:گانه روي حجم موردنظر ميسه

  ( x y) ( y ) ( xz)divF xy y x
x y z

   
     

  

2 22 4 4 2 4
    

  بنابراين داريم:   

              z
V

I (divF)dv ( xy y x)dxdydz
 

 
      

23 9 2 4 2 4  

zz z z
I dz dy ( xy y x)dx dz dy[ x y xy x ] ( y )dy dz y y


                     

292 2 223 9 2 3 9 3 9 32 2 24 2 4 2 2 2 4 8 2 8


       
  

zI [ z z ]dz [ z ]dz z dz [ z ] z dz z dz
                     

33 33 3 3 3 32 2 2 2 2 22 2 318 2 8 9 18 2 8 9 18 8 9 18 3 8 93 3    
  

I z dz  
3 236 8 9


  

zبراي حل انتگرال باقيمانده از تغيير متغير cos 3كنيم كهاستفاده ميdz sin  3 دهد و طبيعي است حدودرا نتيجه ميهم از
  . شودتا صفر مي 2

cosz dz cos ( sin )d ( sin )( sin )d sin d ( )d
  


 

                      
3 2 2 22 2 2

2

1 29 9 9 3 3 3 9 9 2


   
  

9
4[ sin ]




     
29 1 922 2 2 2

  

پس داريم: 36 18I 
   

936 8 4.  
  

 حاصل  :(سخت) 11مثال
S

I (x y z)dydz (y z x)dzdx (z x y)dxdy         كه در آنS طرف بيروني سطح  
 | x y z | | y z x | | z x y |           است، كدام است؟  1

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 :ــخ ــه  پاس ــيم »  1«گزين ــرض كن ــته     Dف ــطح بس ــط س ــده توس ــدود ش ــه مح ــان  Sناحي ــد، هم ــي  باش ــه م ــور ك ــرداري  ط ــدان ب ــد مي  بيني

F (P ,Q,R) (x y z , y z x , z x y)       
 را داريم كهdivF

 :برابر است باP Q RdivF
x y z
  

      
  

1 1 1 3
 دانـيم بنـابر قضـيه    ، مـي

اده شــده برابــر اســت بــا   ديــورژانس انتگــرال د 
V

divFdv
 . :بنــابراين داريــم

V
I dv  ي داراي معادلــه Vكــه مــرز . بــا توجــه بــه آن  3

| x y z | | y z x | | z x y |        1 است، نوشتن حدود انتگرال برحسبx،y وz    ،ساده نيست. بهتر است با استفاده از تغيير متغيـر مناسـب
uبـا اسـتفاده از تغييـر دسـتگاه بـه صـورت      تر كنـيم.  اين معادله را ساده x y z   وv y z x   وw z x y    :داريـم| u | | v | | w |  1 .  

xyz  كنيم:دستگاه جديد را حساب مي نژاكوبي uvw
xyz

J J
J


     



1 1 1
1 11 1 1 4 41 1 1

  

|يدرونِ رويهVيبنابراين در دستگاه جديد، ناحيه u | | v | | w |  1 :قرار دارد و داريم  

حجم(
V V

I dzdydx ( )dwdvdu (V    
1 33 3 4 4  
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O

x

y

z

|يساده است. در معادلهVي حجممحاسبه u | | v | | w |  1 تبديلu بهu،v بهv،w بهw كند پس اين ناحيه نسـبت بـه   تغييري ايجاد نمي

1ي محورها متقارن است. حجم واقع درهمه
1كنـيم. در برابـر مـي   8اول را حسـاب كـرده و    8

uاول داريـم  8 v w  1      و طبـق فرمـولي كـه در بخـش

1گانه داشتيم، حجم محدود به اين صفحه درهاي سهرالانتگ
1اول برابر است با 8

برابر است باV. در نتيجه حجم6 
1 88 6   داريم: Iو با جايگذاري در 6

)   
3 8 14 Iحجم6 (V 

3
4  

axيحجم محدود به صفحهيادآوري:  by cz d   1در
dاول برابر با 8

abc

3

  است. 6

  
 حاصل انتگرال  :12مثال

S
( xz i xj yk).nds  23

   در صورتي كه ،S بخشي از استوانهy z 2 2 باشد كه در يك هشـتم اول و بـين صـفحات     1
x   وx    قرار دارد، كدام است؟ 1

1 (  2 (
1
2  3 (3

16  4 (1-  

 :دقت كنيد كه سطح»  4«گزينه  پاسخS صفحاتبين چون سؤال گفته بخشي از استوانه كه  ،بسته نيستx   وx 1 تـوانيم  قرار دارد و لذا نمي
xيصفحات مختصات و صفحه ورژانس استفاده كنيم؛ اما اگراز قضيه دي 1 تـوانيم از قضـيه ديـورژانس    و مـي  شـود ، سطح بسـته مـي  را به آن اضافه كنيم

  استفاده كنيم، در اين صورت داريم:
S V V

I F.n ds div Fdv z dv     23
   

ي اي! معمولاً وقتـي ناحيـه  كنيم. البته با كمي تفاوت نسبت به حالت معمولي دستگاه استوانهاده مياي استفي اين انتگرال از مختصات استوانهبراي محاسبه
xيگيري بخشي از استوانهانتگرال y a 2 2 xرا بـه صـورت   yو xكنـيم. بـه ايـن ترتيـب كـه     اي اسـتفاده مـي  باشد، از مختصات اسـتوانه  2 r cos  

yو r sin  كنيم و با متغيرقطبي ميz كاري نداريم. در واقع به جاي(x , y , z) از(r , , z) يكنيم. اما در اين مثال، استوانهاستفاده ميy z 2 2 1 
yرا به صورت zو y. بنابراينxoyييك ربع دايره داريم نه در صفحهyozيقرار دارد. يعني در صفحه yozي آن در صفحهرا داريم كه قاعده r sin  

zو r cos  كنيم و با متغيرقطبي ميx يكاري نداريم. در صفحهyoz داريم
   2 وr 1 و حدودx هم به وضوحx   وx 1 .هستند    

I (r cos ) rdxdrd


    
1 1 22 3

  
  

  ها را به صورت زير نوشت و در هم ضرب كرد:توان آنجا كه حدود انتگرال اعداد ثابت هستند، مياز آن
sinI ( cos d )( r dr)( dx) ( ( cos )d ) [ r ] [x] [ ( )]

   
                

1 1 1 12 3 4 22 2 1 3 1 2 3 33 1 2 12 4 2 2 4 16     
  

xذرنده از صفحات مختصات و صفحهحالا بايد شار گ 1 .را محاسبه و از مقدار به دست آمده در بالا كم كنيم  
zدر روي صفحه  سوبرون ، بردار قائم( k)


F.nاست و  y

  ياز طرفـي در صـفحه  آيد، به دست ميz   
xرا تشــخيص دهــيم. طبــق صــورت ســؤال داريــم  yو xبايــد حــدود xoyييعنــي صــفحه 1  و اگــر

yياستوانه z 2 2 zرا با 1    ،برخورد دهـيمy  1  1آيـد. البتـه مـا   دسـت مـي  بـه
خـواهيم  اول را مـي  8

yپس 1  ،بنابراين داريم:خواهد بود  
S

F.n ds ydy dx   
1 1 1

2 

   

yدر روي صفحه  سوبرون ائم، بردار ق( j)
 باشد وميF.n x

  ي، از طرفي در صفحهآيدمي دستبهy   ييعني صفحهxoz  بايد حـدودx وz  را

xبه وضوحتشخيص دهيم.  1 ياست. از برخورد استوانهy z 2 2 yيو صفحه 1   داريمz  1 1البته ما
zخواهيم پـس اول را مي 8 1 .  

  بنابراين داريم:
S

F.nds xdxdz   
1 1 1

2 

   

xدر روي صفحه  بردار قائم ،( i )


F.nباشد ومي  
   آيد و در نتيجه شار صفر است. به دست مي  

xبالاخره در روي صفحه 1سوبرون ، بردار قائمi


F.nباشد ومي  z 23
  از طرفي براي تعيين حـدود آيدبه دست مي ،y وz  ياز معادلـهy z 2 2 و  1

1كه دراين
كنيم. پس در مختصات قطبي داريمياول قرار داريم، استفاده م 8

   2 وr 1. :بنابراين داريم    

S D
F.n ds z dA r cos .r dr d ( cos d )( r dr) ( ( cos )d )( r dr) ( )( )

    
                   

1 1 12 2 2 2 3 32 2 2 1 3 33 3 3 1 2 32 4 4 16     

   

برابر Sشود شار گذرنده از سطحاز محاسبات بالا نتيجه مي 
    

3 1 1 3 116 2 2   است. 16
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 اگر  :13مثالS سطح خارجي مخروطx y z 2 2 z(براي 2 h ،حاصل زير كدام است؟  گاهآن) باشد  

S
I (y z)dydz (z x)dzdx (x y)dxdy       

1(   2 (h
2  3 (h

3  4 (h2

2  

 :دانيم براي ميدان برداريطور كه ميهمان » 1«گزينه  پاسخF (P ,Q,R)
 :داريم  

     
S S

I (Pdydz Qdxdz Rdxdy) F.nd P y z , Q z x , R x y           
   

x

y

x

z

y

x

z

y

2 2 2S:z =x +y ,0 z h 

S´:z=h
S´:z=h

z

2 2 2S:z =x +y

  
zيبخشي از صفحه . اگر مابسته نيستي مخروط است، بنابراين دنهفقط شامل بخشي از ب Sتوجه كنيد كه سطح h بـا  با مخروط تلاقي دارد را كهS 

Sاضافه كنيم، Sبه سطح داده ونشان  S م رويتوانيمي و شوديك سطح بسته ميS S ي ديورژانس استفاده كنيم. سپس انتگـرال روي از قضيهS  را
Sي درونآيد. ناحيهمي دستبهكنيم و از تفاضل اين دو مقدار جواب تري است محاسبه مينيز كه انتگرال ساده S را باV دهـيم. دقـت كنيـد    نشان مي

divFكه 

 .است  

S S V V
F.nd divFdv ( )dv


     

     

  بنابراين داريم:
S S S S

F.nd F.nd I F.nd F.nd
 

            
        

zصورتبه Sي. معادلهكنيمرا حساب مي Sحاصل انتگرال روي h  مقابل است: صورتبهاست، بنابراين بردار قائم يكه رو به خارج براي آن    
( , , )n ( , , ) 

1 11
      

F.nيبه اين ترتيب با محاسبه
  :داريمF.n x y 

  يو از معادلهS :z h  :داريم  x yd z z dydx dydx    2 21  
zياز برخورد صفحه h با مخروطx y z 2 2 xيدايره 2 y h 2 2 xيدايره xoyيبر صفحه Sتصويرآيد. پس دست ميبه 2 y h 2 2 اسـت.   2

  دهيم:نشان مي Dناحيه درون اين دايره را با
D

I (x y)dydx   
متقارن است  yو xنسبت به محورهاي Dيآمده صفر است. علت صفر بودن اين انتگرال آن است كه ناحيه دستبهتوانيم سريع بگوييم حاصل انتگرال مي
Iفرد است و در نتيجه yنسبت به (y)و xنسبت به (x)و   .خواهد بود  

  
 حاصل انتگرال  :14مثال

S
x zI ( )d

x y z


 

 


2 2

2 2 24
xگونسطح بيضي Sدر صورتي كه  y z  2 2 22   باشد، كدام است؟ 1

1( 2
3  2 (

4 2
3  3 (

4
3  4 (

2
3  

 :بر است! اگر بتوانيم تـابع  ي آن سخت و زمانرو هستيم و قطعاً محاسبهبينيد با انتگرال سطح يك تابع عددي روبهطور كه ميهمان»  2«گزينه  پاسخ
F.nصورتبهتحت انتگرال را 

  توانيم از قضيه ديورژانس استفاده كنيم. براي اين منظور ابتدا بـردار ، ميبنويسيم، چون اتفاقاً سطح هم بسته استn   را بـراي
  كنيم:حساب مي Sرويه

  ( x) i ( y) j ( z)k (x i yj zk) (x) i ( y) j (z)kn
x y z x y z x y z

     
  

     2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 4 2 2 2 2

4 16 4 2 4 4

        
  

Fاز طرفي فرض كنيد بردار
  صورتبهموردنظرF Pi Qj Rk  

   در نظر گرفته شود، براي اين كهF.n
    برابر با تابع زير انتگرال باشد، بايد تساوي زيـر را

    داشته باشيم:
(x)P ( y)Q (R)z x z xP ( y)Q Rz x z

x y z x y z

  
     

   

2 2
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

4 4
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Pترين انتخاب،واضح است راحت x،Q   وR z ها هستند!)ترينها، راحتتوانيم داشته باشيم ولي اين انتخابهاي ديگر را هم ميباشد (انتخابمي  
Fپس xi zk 

  باشد و چون گفتيم انتگرال داده شده برابر بامي
S

I F.nd 
  حاصـل ايـن انتگـرال بـا      باشد و از طرفي سطح هم بسته است، لـذا مي

    شود:استفاده از قضيه ديورژانس به راحتي حساب مي
حجم ناحيه(

V V V
I (divF)dv ( )dv dv (V        1 1 2 2


  

xگوندانيم حجم بيضياز طرفي مي y z
a b c

  
2 2 2

2 2 2 abcبرابر با 1
4
xصورتبهاين سؤال  گون داده شده دراست و چون بيضي 3 y z

  
2 2

111 1
2

اسـت   

a(يعني 1،b 
1
2

cو  1 است)، پس حجم موردنظر برابر با    
4 2 2 21 13 2 I، لذادو برابر اين حجم بود Iشود و چونمي 3  

4 2
3.  

 

 ميدان برداري  :15مثالF ( x x z)i y(x z ) j ( x z y z)dz     3 2 2 2 2 24 2 3 4
  3از كدام سطح بسته در فضاي بيشترين شار عبوري را دارد؟  

1 (x y z  2 2 24 16  2 (x y z  2 2 22 16  3( x y z  2 2 24 4  4 (x y z  2 2 22 4  
 :فرض كنيد   »3«گزينه   پاسخS  سطحي باشد كه ناحيهV :را محصور كرده است، در اين صورت داريم  

V V
(divF)dv ( x y z )dv      2 2 24 4

شار  

divFزيمم شود، توجه كنيد كه تابعبراي اينكه انتگرال ماك x y z

   2 2 24 xدرون ناحيه بيضويِ 4 y z  2 2 24 ؛ روي آن مقـدار  بـت مقـدار مث  4

divFاي كهصفر و در خارج از آن مقدار منفي دارد. بنابراين بزرگترين ناحيه
 ي است. انتگرال روي ايـن ناحيـه بـه    در آن مقدار نامنفي دارد درون اين بيضو

 رسد.بيشترين مقدار ممكن مي

  
 

 مقدار :16مثال
S

F.nds
  كه در آنF(x,y,z) (xy ,yz ,zx ) 2 2 2 وSكرهx y z a  2 2 2     با: بردار قائم يكه خارجي است برابر است 2

  )78(عمران ـ سراسري 

1 (a 54
5  2 (a 54

3  3 (a 54  4 (a 52
3  

 :كنيم:       از قضيه ديورژانس استفاده مي  »1«گزينه   پاسخ  
S V V

F.nds (divF).dv ( (xy ) (yz ) (zx ))dv
x y z
  

   
     2 2 2   

V

a a
(y z x )dv sin d d d d sin d d a

   
                      

2 22 2 2 2 2 4 54
5     

Á»o¨RI~Th¶  
  

 مقدار انتگرال :17مثال
S

F.nds
  كدام است در صورتي كه در آنF(x,y,z) (x,y,z)

 وS گـون سطح بيضيx y z
a b c

  
2 2 2
2 2 2 nو 1

    بـردار قـائم
 )79(عمران ـ سراسري          است؟ يكه خارجي

1 (abc
2
3  2 (abc

4
3  3 (abc2  4 (abc4  

 :كنيم:از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه   پاسخ    
(حجم بيضي داده شده(   ( حجم ناحيه4

S V V V
I F.nds (divF)dv ( (x) (y) (z))dv dv (V

x y z
  

      
      3 4

   

I ( abc) abc   
44 43  

  

 اگر :18مثالF ix j( y) k( z )    1 2 1
   وd عنصر برداري مساحت كره به معادلهx y z  2 2 2 F.dباشد حاصل 9




 ؟كدام است 

  )79اي ـ سراسري (هسته       
1 (24  2 (36  3 (48  4 (72  
 :كنيم:از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه   پاسخ  

( )    342 3 حجم كره 723
V V V

F.nd (divF)dv ( (x) ( y) ( z ))dv dv
x y z

  
         

     1 2 1 2 2
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 اگر ميدان اسكالر :19مثال   داراي خواصdiv( )  1 و|| ||  2 آنگاه مقدار 4
S

ds
n

 به طوري كهS اي بـه مركـز   ي يكـه كره

nمبداء مختصات و
 80(رياضي ـ سراسري          بردار يكه قائم خارجي آن باشد، كدام است؟( 

1 (14  2(8    3(6   4(4   

 :دانيم منظور ازمي  »2«گزينه   پاسخ
n



n.يعني nدر راستاي بردار ، مشتق جهتي
  باشد. بنابراين براي محاسبه انتگرال موردنظر از قضيه مي

      كنيم.ستفاده ميديورژانس ا
S S V V

dI ds .nds div( )dv dv
n


       
    2   

)div      از طرفي توجه كنيد كه داريم: ) . div( ) | |            2 2 24
      

    بنابراين خواهيم داشت:             2 2 24 1 6 6  

              در نتيجه داريم:
   

46 حجم كره واحد  83
V

I dv   6 6  

  
 ــال ــطح  :20مثـ ــرال سـ ــدار انتگـ مقـ

S
F.nds
  ــه در آن F(x,y,z)كـ x i y cos xj zk (x ,y cos x, z)   6 3 6 32 2

   وS ــتوانه ــطح اسـ  سـ

y z 2 24 4،x    وn
 بردار يكه خارجيS81(عمران ـ سراسري         باشد؟است، با كدام گزينه برابر مي( 

1 (22  2 (24  3 (26  4 (28  
 :كنيم:از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه   پاسخ  

S V V V
F.nds (divF)dv ( (x ) (ycos x) ( z))dv ( x cos x )dv

x y z
  

      
     6 3 5 32 6 2

   

xيفرد است و در بازه x56تابع    شود. همچنين انتگرالانتگرالش صفر ميcos x3 ي ساده داريم:در اين بازه صفر است. در واقع با يك محاسبه  
sin xcos xdx ( sin x)cos xdx [sin x ]





 

 
     

3
3 21 3   

sinهاي فردتوانستيم از اين نكته استفاده كنيم كه انتگرال تواني انتگرال هم ميمحاسبهاما بدون  x وcos x هـا صـفر اسـت.    ي تنـاوب آن روي يـك دوره  
cosو x56در هر صورت با صفر شدن انتگرال براي x3 :حجم  خواهيم داشت)

S V
F.nds dv (V    2 2
   

yيدرون استوانه Vناحيه z 2 24 xو بين صفحات 4   وx   يقرار دارد. معادلهy z 2 24 ايـن اسـتوانه يـك    ي دهد كه قاعـده نشان مي 4

yي بيضـي را بنويسـيم:  اسـت. (كافيسـت فـرم اسـتاندارد معادلـه      1و  2هـاي  بيضي با شعاع z 
2

2 ي اسـتوانه برابـر اسـت    ) بنـابراين مسـاحت قاعـده   14

با   1 2 xو امتداد اين استوانه از 2   تاx   ادامه دارد يعني ارتفاع آن2 :است. به اين ترتيب حجم آن برابر است با  
    22 2 (مساحت قاعدهارتفاع4 حجم(V  

Iو در نتيجه داريم:  28.  
  

 فرض كنيد :21مثالV كرهناحيه محصور به نيمx y z  2 2 2 zاز بالا و صفحه 4   از پايين وS مرزV باشد. اگـرn
      بـردار قـائم يكـه رو بـه

F(x,y,z)باشد و Sخارج (x ,y ,z ) 3 3 3 مقدار انتگرال
S

F.nds
  82(عمران ـ سراسري        كدام است؟( 

1 (
192

3  2 (
96
3  3 (

96
5  4 (

192
5  

 :كنيم:از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه   پاسخ  

  
S V V

F.nds (divF)dv ( x y z )dv      2 2 23 3 3
  Á»o¨RI~Th¶  

sin d d d d sin d d
 

  
                  

2 2 2 22 2 42 2 1923 3 5     
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z

y-a a

2 2z= a -y

 اگر حجم :22مثالV به وسيله سطحS محصور شده باشد وn
 بردار يكه عمود بر سطحS  ،و به سمت خارج از جسـم باشـد و    توابـع عـددي

باشد، Vتعريف شده در حجم
V

dv   )82(عمران ـ آزاد                برابر است با: 2

1(
S

ds
n



  2(

S
( ).nds
   3(

S
. ds

   4(
S V

ds . dv
n


  
 

   

 :گانه، انتگرال روي سطح را بـه صـورت انتگـرال    هاي دوگانه، سهي انتگرالچند توضيح مقدماتي لازم است. در برخي از منابع، همه  »4«گزينه   پاسخ
نويسندكنند. مثلاً وقتي ميگيري را زير علامت انتگرال مشخص ميي انتگرالنويسند اما ناحيهيگانه مي

S
fd شـويم كـه انتگـرال روي سـطح     متوجه مي

موردنظر بوده است و در واقع منظور همان
S

fd نويسنداست. يا وقتي مي
V

fdv شويم كه انتگرال روي يك حجم گرفتـه شـده و در واقـع    متوجه مي

منظور،
V

fdv است. توضيح ديگري كه لازم است، در موردf
n



fيك بردار باشد، منظور از nيك تابع حقيقي و fاست. اگر 
n



 fهمان مشتق سـويي  

fاست. به عبارتي nدر جهت بردار f .n
n | n |

 
 
 




|ار يكه باشد داريميك برد n. حالا اگر n | 1 پسf f .n
n

 



 


 .  

اسـت. طبـق    Sطحي عمـود بـر س ـ  بـردار يكـه   nتوابع حقيقـي (عـددي) هسـتند و    و پردازيم. طبق صورت سؤالاكنون به توضيح حل اين مثال مي

n.توضيحات فوق داريم
n

 



 


  . بنابراين داريم:

S S
ds .nds (I)

n


  
 

 
  


 .يك بردار است يك تابع عددي (حقيقي) است پس

 رداري (ميدان برداري) است، اگر آن را بايك تابع بF
 :نشان دهيم خواهيم داشت  

S S
.nds F.nds (II)  

    

  ي ديورژانس داريم:حالا طبق قضيه
S V

F.nds (divF)dv (III) 
   

Fديورژانس
 كنيم:را محاسبه مي  divF .F .( ) .

      
         2  

  داريم: IIIو I،IIي روابطو استفاده از همه IIIا جايگذاري اين نتيجه درب
S V V

ds . dv dv
n


     
   2 
  

  حالا اگر از نمادهاي استفاده شده در صورت سؤال استفاده كنيم داريم:
SV V

dv ds . dv
n


     

  2  
  

  
 مقدار انتگرال :23مثال

S
F.nds
  كه در آنS كرهسطح بسته محدود به نيمz a x y  2 2 zاز بالا و صفحه 2    از پايين اسـت وn

   بـردار

F(x,y,z)است و Sقائم يكه خارجي (xz ,x y z , xy y z)  2 2 3 22
 83(عمران ـ سراسري        كدام است؟( 

1 (a 52
3  2 (a 54

3  3 (a 54
5  4 (a 52

5  

 سطح  »4«گزينه   خ:پاسS كنيم:بسته است بنابراين از قضيه ديورژانس استفاده مي      
         F (xz , x y z , xy y z) divF z x y      2 2 3 2 2 2 22

   
  باشد، خواهيم داشت: Sي درونناحيه Vفرض كنيم

S V V
I F.nds (divF)dv (x y z )dv       2 2 2   

zيكرهدرون نيم Vيناحيه a x y  2 2 zو 2       اسـت. در مختصـات كـروي داريـم   2 وa   

و
   2اگر حدود .  ي بالايي به خاطر نداريد. كافيست در معادلات رويـه هـا  كرهنيمرا برايx      قـرار دهـيم و

zيدايرهي درون نيمپيدا كنيم. ناحيه yozيتصوير اين ناحيه را در صفحه a y 2   آيد.دست ميبه 2

ها داريمzروي محور   و با حركت به سمت راست روي محورyها داريم
  . بنابراين2

   2 .است  

a a
V

I (x y z )dv sin d d d ( d )( sin d )( d )
 

 
                     

2 22 2 2 2 2 42 2
     

  

a a a[ ] [ cos ] [ ] ( )( )( )


  
        

5 5 52 2 22 15 5 5  
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 اگر :24مثالF(x,y,z) (a x,y,c z) 2 2  وS كرهx y z  2 2 2 nو 1
 قائم يكه رو به خارج كره باشد، آنگاه مقدار

S
F.nds
  :برابر است با    

 )83(عمران ـ آزاد 

1 (
4
3  2 ((a c )   24 1  3 ((a c ) 2 21  4 ((a c )

 2 24 13  

 :كنيم:از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه   پاسخ  

(a c )
  2 24 (حجم كره) 13

S V V
F.nds (divF)dv (a c )dv (a c )          2 2 2 21 1
   

  

 اگر :25مثالG يكـره باشـد كـه از بـالا بـا نـيم     جسميz x y  2 zيو از پـايين بـا صـفحه    21         محصـور شـده باشـد، مقـدار انتگـرال
Iدوگانه F.nd


 

 كه در آن ،F(x,y,z) x i y j z k  3 3 3   و سطحGوn
 باشد، برابر است با:بردار يكه عمود بر اين سطح به سمت خارج مي      

 )84(مكانيك ـ سراسري 

1 (I 


2
3  2 (I 


4
5  3 (I 


3
8  4 (I 


6
5  

 :كهبا توجه به آن  »4«گزينه   پاسخG يكره و از پايين به صفحهاز بالا به نيمz   شود، بنابراين سطح آن يعنـي محدود مي     يـك سـطح بسـته
Fي ديورژانسي ديورژانس استفاده كنيم. پس از محاسبهتوانيم از قضيهاست. مي

ي بالايي بهتر اسـت از مختصـات   كرهگانه، روي نيم، براي حل انتگرال سه

ي بالاييكرهدانيم كه در نيمكروي استفاده كنيم. مي   2 و
   2 كره يك است داريم:است و چون شعاع نيم  1.  

V V
I F.nd (divF)dv ( x y z )dv sin d d d







                  

2 12 2 2 2 22 63 3 3 3 5  

   

  

 بردار :26مثالF (x y)i (y z) j (z x)k     
    وS سطح ناحيهD محدود به| x | |و 1 y | 1،| z | است. حاصل 1

S
F.nd
  كدام است؟   

     )MBA  84ـ سراسري(  
1 (6  2 (12  3 (18  4 (24  
 :4«گزينه   پاسخ«        )     3 2 2 2 )مكعب مربعي به ضلع24 3 (حجم ناحيه2

S V V
F.nd (divF)dv dv (D       3 3
   

  
 27مثال: Q هايالسـطوح محـدود بـه صفحـات مختصـات و صفحـات بـه معـادلـهمتـوازيx  1،y  zو 2    است.  3
F(x,y,z)اگر  x i xy j z k   2 2 3  شار ،F

 بر سطحS السطوحز متوازياQ 84(رياضي ـ سراسري         كدام است؟(  
1 (9  2 (27  3 (35  4 (54  
 :كنيم:از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه   پاسخ  

S Q Q
F.nds (divF)dv ( x xy z )dv ( x xy z )dxdydz             

3 2 12 22 2 3 2 2 3
  

   

( y z )dydz z dz       
3 2 32 21 3 6 54
  

  

  

 اگر :28مثالF(x,y,z) xi yj zk (x, y, z)    2 4 2 4
   وS كرهx y z a  2 2 2 2،a   باشد، مقدار انتگرال

S
F.nds
   كـه در آنn

   بـردار

 )85مران ـ سراسري (ع  است، برابر با چيست؟ Sقائم يكه خارجي

1 (a 34
3  2 (a 32  3 (a 33  4 (a 34  

 :كنيم:از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه   پاسخ        F xi yj zk divF       2 4 1 2 4 3
     

a  م كره) (حج 34
S V V

F.nds (divF)dv dv      3 3
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 اگر :29مثالF(x,y,z) (x y ,y z ,z)  2 2 2 xكره Sو 2 y z a  2 2 2 2،a   باشد، مقدار انتگرال
S

F.nds
   كـه در آنn

     بـردار يكـه قـائم
 )85برداري ـ سراسري (عمران، نقشه  است، برابر با چيست؟ Sخارجي

1 (a 3  2 (a 32
3  3 (a 34

3  4 (a 38
3  

 :كنيم.قضيه ديورژانس استفاده مياز   »3«گزينه   پاسخ          
S V V

F.nds (divF)dv ( x y )dv      2 2 1
   

متقارن است، لذا yو xگيري نسبت بهتوابعي فرد هستند و ناحيه انتگرال y2وx2چون توابع
V

xdv  2  و
V

ydv  2 :بنابراين داريم .  

a  34
اي به شعاعحجم كره 3

S V
F.nds dv a  
   

  

 اگر :30مثالS پوسته جسم توپرW  ودر فضاي سه بعديn
 بردار نرمال يكه خارجي برS وVنيز حجمW :85(رياضي ـ سراسري    باشد، آنگاه( 

1(
S

V (x y z)ds  
1
3  2(

S
V (x, y, z).ds 

2
3  3(

S
V (x, y, z).nds 

1
3  4(

S
V (x, y, z).nds 

2
3  

 :با توجه به قضيه ديورژانس داريم:  »3«گزينه   پاسخ  

  Vحجم ناحيه
S W W

(x, y, z).nds div(x, y, z)dv ( ) dv w      
1 1 1 1 1 13 3 3

  
  

 اگر  :31مثالF (x y)i (y z) j (z x)k     
   و  كه ناحيهسطحي باشدD با مشخصاتx y  2 2 9 وz  5   ،را محصور كرده اسـت

F.dحاصل



 كدام است؟  )MBA  85ـ سراسري(   

1 (45  2 (75  3 (9  4 (135  
 :ابتدا يك توضيح در مورد نمادهاي به كار رفته در اين مسأله ضروري اسـت. در برخـي از منـابع     »4«گزينه   پاسخnds   را بـه صـورتd  نويسـي  خلاصـه
كنند يعني منظور از انتگرالمي

S
F.d
 همان انتگرال

S
F.nds
  اي بـا است. هر چند اين علامت، مرسوم نيست اما اگر در مسألهF.d

     روبـرو شـديد منظـور

F.ndsهمان 
  است. در اين مثال سطح  كنيمقضيه ديورژانس استفاده ميبسته است پس از:    

حجم(
D D

F.d (divF)dv ( )dv (D


        1 1 1 3
   

xبا مشخصات Dيتوجه كنيد كه ناحيه Dي حجمبراي محاسبه y  2 2 9 وz  5 معلوم شده است.x y 2 2 است.  3يك دايره به شعاع  9
zاست. نامساوي 9مساحت آن  5 دهد كه ارتفاعنشان ميD  است. پس حجم 5برابر باD دسـت  ست چنين بـه ي دايروي اكه يك استوانه با قاعده

  آيد:مي   9 5 (مساحت قاعدهارتفاع45 حجم(D  
I  در نتيجه داريم:     3 45 135  

  

 اگر :32مثالx y zF(x,y,z) ( , , )
3 3 32

3 3 3
 وS واررويه بيضيx y z  2 2 22 اي)باشد مقدار انتگرال سطح (رويـه  1

S
F.nd
      برابـر اسـت بـا  

)n
 سو بر رويهقائم يكه برونS وd 85(معدن ـ سراسري   احت رويه است.)جزء مس( 

1 (4
5  2 (4

3  3 (4
3 2

  4 (4
5 2

  

 :كنيم:  از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه   پاسخ     
S V V

F.nd (divF)dv (x y z )dv       2 2 22
   

yxگونگيري، بيضيلچون ناحيه انتگرا z
( / )

  2 2
2 1

1 2
  كنيم:باشد. از تغيير متغير زير استفاده ميمي 

x sin cos , y sin sin , z cos J sin
             21

2 2
  

   در اين صورت داريم:
S

F.nd sin d d d d . sin . d
    

                    
12 1 22 2 41 1 4

2 2 5 2    
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 حاصل :33مثال
S

xz dydz (x y z)dxdz (xy y z)dxdy    2 2 zكـره بـه معادلـه   سطح نـيم  Sآنكه در 2 a x y  2 2 zو صـفحه  2   

  )86ـ سراسري  MBA(  است؟ a5باشد، چند برابرمي

1 (2
5  2 (2

3  3 (3
2  4 (

2  

 :كنيم:از قضيه ديورژانس استفاده مي  »1«گزينه   پاسخ  F (xz , x y z, xy y z) divF z x y      2 2 2 2 2 2   
a a

V
(x y z )dv sin d d d d sin d d a

 
  

                     
2 22 2 2 2 2 4 52 2 2

5     

Á»o¨ RI~Th¶
  شار   

  

 اگر :34مثال يكرهx y z  2 2 2 F(x,y,z)و 2 xi yj zk  2 2 2
  مقدار ،A F.nds


 

  86(رياضي ـ سراسري   كدام است؟( 

1 (4 2  2 (8 2  3 (16 2  4 (32 2  
 :كنيم.استفاده مياز قضيه ديورژانس   »3«گزينه   پاسخ  

) ( )    346 2 16 Aحجم كره 23 F.nds (divF)dv ( )dv (


          2 2 2 6
   

  

 مقدار انتگرال روي سطح :35مثال
S

(x y )ds 2 xكره Sكه در آن 2 y z a  2 2 2 نمايي: از قضيه ديـورژانس  باشد، برابر با چيست؟ (راهمي 2
 )86(عمران ـ سراسري   استفاده كنيد.)

1 (a 48
3  2 (a 44

3  3 (a 38
3  4 (a 34

3  

 :كنيم. بردار قائم بر كره داده شدهستفاده ميبا توجه به راهنمايي گفته شده در مسأله از قضيه ديورژانس ا  »1«گزينه   پاسخx y zn ( , , )
a a a


   اسـت

Fحال تابع
 كنيم كه حاصلرا طوري انتخاب ميF.n

  برابرx y2 Fشود بدين منظور 2
 را برابرF(x, y, z) (ax,ay, )


 گيريم. در اينصـورت  در نظر مي

a  طبق قضيه ديورژانس داريم: 48
حجم كره به شعاع 3

S S V V
(x y )ds F.n ds (divF)dv (a a)dv a a        2 2 2

  uºHrn¼Äj¾Ã…¤  

  
 فرض كنيد :36مثالF axi byj czk  

   وS گونرويه بيضيx y z
a b c

  
2 2 2
2 2 2 n، و1

 گونبردار يكه قائم بر بيضيS   و رو به خارج باشد. مقـدار

ايانتگرال رويه
S

(F.n)d , (a ,b ,c )   
 

   86(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (a b c 2 2 2  2 (a b c 2 2 24
3  3 (abc(a b c)    4 (abc(a b c)  

4
3  

 :كنيم.     از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه   پاسخ      

abc(a b c)   
4
گونحجم بيضي 3

S V
F F FdivF a b c (F.n)d (divF)dv (a b c)
x y z

  
            
    1 2 3    

  

 مقـــدار انتگـــرال :37مثـــال
S

F.nds
  كـــه در آنS , F(x,y,z) (xz ,yx ,zy ) xz i yx j zy k   2 2 2 2 2 2    ســـطح بســـته محـــدود بـــه

zكرهنيم a x y  2 2 zو صفحه 2   سوياست (شار برونF
 رويS:87(عمران ـ سراسري   ) برابر است با( 

1(a 52
3  2(a 52

5  3(a 32
3  4(a 32

5  

 :گيريم:از قضيه ديورژانس كمك مي  »2«گزينه   پاسخ  
a

S V
F.nds (divF)dv (x y z ) dv sin d d d a


 

               
22 2 2 2 2 52 2

5  

  Á»o¨RI~Th¶  

Fبينيد اين سؤال با تغيير در تابعطور كه ميهمان
 براي رشته  86براي رشته عمران و در سال  83هاي در سالMBA !!سؤال بوده است  
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وي سطحانتگرال رفصل ششم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد :38مثالS رويه بسته متشكل از كرهx y z  2 2 2 nدر يك هشتم اول فضا و صفحات مختصات باشد. اگر 4
   بردار يكه قائم بر رويـه

Fرو به خارج و x i xyj zk  2 2 3
   باشد، مقدار انتگرال

S
F.nd
  87(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟( 

1 (2  2 (6  3 (4  4 (8  
 :با توجه به قضيه ديورژانس داريم:  »3«گزينه   پاسخ  

   )     343 2 حجم كره به شعاع323
S V V

F.n (divF)dv dv (       3 3 2
   

1با توجه به اينكه انتگرال مورد نظر فقط در يك هشتم اول فضا موردنظر است پس جواب انتگرال موردنظر
  است. 4قدار بدست آمده يعنيم 8

  

 سوي ميدان برداريشار برون :39مثالF zi yj xk  3
   ياز كرهx y z  2 2 2  )87(آمار ـ سراسري   كدام است؟  1

1 (  2 (2 3 (3  4 (4  
 :كنيم.   از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه   پاسخ    43) × 1اي به شعاع(حجم كره

S V V
F.nds (divF)dv dv      3
 شار 

  

 حاصل :40مثال
S

(x y z)dxdy (xz y)dydz (x y )dxdz      2 2 2 zكره بـه معادلـه  سطح نيم Sكه در آن  1 x y  2 zو صـفحه   24   
 )88ـ سراسري  MBA(  باشد، كدام است؟مي

1(32
3  2(64

3  3(32
5  4(64

5  

 :چون  »4«گزينه   پاسخS توانيم از قضيه ديورژانس براي محاسبه انتگرال استفاده كنيم.يك سطح بسته است پس مي  
F (xz y , x y , x y z) divF z x y       2 2 2 2 2 21
   

S V
I (xz y)dydx (x y )dxdz (x y z)dxdy (x y z )dv          2 2 2 2 2 21  

دانـيم كـه  ي بالايي ميكرهبالايي است، بهتر است از مختصات كروي استفاده كنيم. در نيم يكرهدرون نيمVيجا كه ناحيهناز آ   2 و
   2 

است در نتيجه داريم 2كره برابر با است. شعاع اين نيم   2دانيدطور كه مي. همانx y z   2 2 2 sinو ژاكوبي دستگاه كروي هـم  2 2   .اسـت
  هاي يگانه بنويسيم:ضرب انتگرالتوانيم آن را به صورت حاصلدر ضمن چون حدود انتگرال، اعداد ثابتي هستند مي

  I sin d d d d sin d d
 

  
                 

2 2 2 24 42 2 64
5     

  
  

 كنيد فرض :41مثالD ناحيهx y z
a b c

  
2 2 2
2 2 2 Fو1 x i y j z k     3 3 3   باشند، به طوري كهa b c     2 2 2 . در ايـن صـورت اگـر شـار     1

Fسوي ميدانبرون
 از مرز ناحيهD برابر88(رياضي ـ سراسري   گاه:باشد، آن( 

,كه مستقل از K) به ازاي يك مقدار مناسب1 , , c, b,a  است، داريمabcK 


  

,كه مستقل از K) به ازاي يك مقدار مناسب2 , , c, b,a  است، داريمk    
,كه مستقل از K) به ازاي يك مقدار مناسب3 ,  است، داريمK    
Kabcاست، داريمc,b,aكه مستقل از K) به ازاي يك مقدار مناسب4   
 :دانسوي ميشار برون  »4«گزينه   پاسخF

 از مرز ناحيهD برابر
D

F.nds
 تـوانيم بـراي محاسـبه آن از    باشد، كه با توجه به شرايط مسـأله مـي  مي

x  قضيه ديورژانس استفاده كنيم. y zdivF x y z ( )
a b c

        
2 2 2

2 2 2
2 2 23 3 3 3

  

D V
x y zI F.nds ( )dv
a b c

    
2 2 2

2 2 23
   

yبا استفاده از تغيير مختصات انتگرال فوق b sin sin , z c cos      وx a sin cos   وJ abc sin  2 شود:به صورت زير تبديل مي  

I abc sin d d d abc d sin d d abc
    

                   
2 1 2 12 2 4 123 3 5     
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 انتگرالمقدار  :42مثال
S

F.nd
  كه در آنS هموار و بسته با بردار قائم يكاني خارجياي رويهn

 واحـد   3اي بـه حجـم   ي ناحيـه كنندهو محدود

yمكعب، و z yF(x,y,z) ( x e ) i (e y) j ( z e )k     3 4 53 4 5
  :88(رياضي ـ سراسري     باشد، برابر است با( 

1 (6  2 (9  3 (12  4 (15  

 :چون سطح  »3«گزينه   پاسخS توانيم براي محاسبه انتگرال موردنظر از قضيه ديورژانس استفاده كنيم.سته و هموار است ميب  

)   4 3 yحجم ناحيه12 z y
S V V

F ( x e ,e y, z e ) F.nds (divF)dv dv (          3 4 53 4 5 4 4
    

  

 ايبا استفاده از قضيه ديورژانس، مقدار انتگرال رويه :43مثال
S

(x y z )ds  2 2 xكره Sكه در آن 2 y z a  2 2 2  باشد، كدام است؟مي 2

  )88برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه

1(a 42  2(a 44  3(a 44
3  4(a 48

3  

 :كنيم. با توجه به صـورت مسـأله بايـد   طبق راهنمايي صورت مسأله از قضيه ديورژانس استفاده مي  »2«گزينه   پاسخF.n x y z  2 2 2    باشـد، از

xكره Sطرفي چون  y z a  2 2 2 xباشد، پسمي 2 y zn ( , , )
a a a


 خواهد بود و در نتيجهF (ax,ay,az)

 د. حال طبق قضيه ديورژانس داريم:باشمي    

) a  اي به ارتفاع حجم كره44
S

x y z a

F.nds (divF)dv adv a (a
  

     
2 2 2 2

3 3
 

½o¨·»nj
  

  

 فرض كنيد :44مثالD 2كره فوقـاني بـه شـعاع   ناحيه داخل نيم،(x y z , z )   2 2 2 4  وS    كننـده ناحيـه  سـطح بسـته محصـورD   .باشـد
Fاگر x i y j z k  3 3 3  در اين صورت مقدار انتگرال ،

S
F.nd
   88(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟( 

1(
192

5  2(16  3(38  4(68
3  

 :توان از قضيه ديورژانس استفاده كرد.با توجه به شرايط مسأله، مي  »1«گزينه   پاسخ
S D

I F.nd (divF)dv (x y z )dv        2 2 23
   

ي بالايي داريمكرهباشد، در نيمبراي محاسبه انتگرال بالا مختصات كروي مناسب مي   2 و
   2 است داريم  2كره و چون شعاع نيم   2.  

I sin d d d d sin d d ( ) ( ) ( )
 

  
                      

2 2 2 22 2 42 2 96 1923 3 2 1 5 5     
  

  
 فرض كنيد :45مثالD ناحيه توپر محصور به استوانهx z 2 2 yو صفحات  1  yو  1  1 باشد و رويهS  مرز ناحيـهD      باشـد، همچنـين فـرض كنيـد
yF (x cosyz)i ( y sinxz)j (x )e k     

222 1
اگر .n

 بردار يكه قائم برS  به خارج ناحيهو روD باشد، مقدار انتگرال
S

F.nd
  ؟كدام است  

  )89(مواد ـ سراسري 
1(6 2(4  3(3  4(2  

 :توانيم از قضيه ديورژانس استفاده كنيم.سطح موردنظر بسته است، پس ميچون   »1«گزينه   پاسخ  
y

S V V
F.nd (divF)dv ( (x cos yz) ( y sin xz) ((x )e ))dv

x y z
  

       
    

222 1
   

    3 2 (حجم استوانه) 6
V V

( )dv dv      2 2 3 3  

 1اي بـه شـعاع   عـده اسـتوانه داده شـده دايـره    در قسمت نهايي حجم استوانه را حساب كرديم. حجم استوانه برابر مساحت قاعده در ارتفاع استوانه اسـت. قا 
  خواهد بود. 2باشد پس حجم استوانهمي 2و ارتفاع آن  پس مساحت قاعده باشد،مي
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وي سطحانتگرال رفصل ششم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيم :46مثال حيهرويه محصور كننده نا باشد كه توسط صفحاتy , z   وy e و استوانهz x   محصور شده، اگر ميدان برداري 21
xF (x cosy)i (y coshz) j (z e )k     

2   آنگاه مقدار(F.n)d


 
 ) كدام است؟n

 سو برقائم يكه برون وd  (جزء مساحت رويه است 

  )90(مكانيك ـ سراسري 
1 (e

3  2 (e
2  3 ((e )

2 13  4 (e4  

 كنيم و داريم:از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه   :پاسخ  
V

I F.nd (divF)dv


   
   

,F(xابتدا ديورژانس تابع y, z) كنيم. بنابراين داريم:را محاسبه مي  
x e x

V
(x cos y) (y cosh z) (z e )divF I dv dzdxdy

x y z

 



     
         

      
2 21 1

11 1 1 3 3 3
 

  

ee x e e exdzdxdy ( x )dxdy (x )| dy dy y | e


              
2 131 1 1 2 2 26 6 1 6 6 6 43 3 3       

  
  

 ــال ــرا :47مث گ
S

I F.nd 
  ــه در آن ــانبي اســتوانه Sك ــه ســطح ج ــه روي ــائم محصــور ب ــايي ق zه ,x y   2 22 zو 9  اســت و  2

F(x,y,z) (y z x) i (x z y) j (x y z)k        2 2 2 2 2 2   در اين صورت مقدارI 90سيستم ـ سراسري  (صنايع ـ  كدام است؟( 
1 (36  2 (54  3 (72  4 (1 8  
 :طبق قضيه ديورژانس داريم:  »4«گزينه   پاسخ  

S V
F.nd (divF)dv  
   

Fابتدا ديورژانس تابع برداري
 كنيم:را محاسبه مي  

S V V
div F F.nd dv dv        1 1 1 3 3 3

   
  كنيم، بنابراين داريم:اي استفاده ميبا توجه به ناحيه محصور از مختصات استوانه

  I rdzdrd ( d )( rdr)
 


            

2 3 2 2 3
2

93 12 12 2 1 82   
  

  

 48مثال: D ناحيه بين دو كره  و 1  xiاست و 4 yj zkF(x,y,z)
x y z

 


 2 2 2

  
سوي، شار برونF

 گذرنده از مرز ناحيهD است؟ با كدام مقدار زير برابر 

  )90(مواد ـ سراسري 
1 (  2 (4  3 (8  4 (12  
 :طبق صورت سؤال فرض كنيم  »4«گزينه   پاسخD ي بين دو كره باشـد. سـطح ايـن ناحيـه را بـا     ناحيهS   دهـيم. بـراي محاسـبه شـار     نشـان مـي
Fسويبرون

 گذرنده از سطحS از رابطه
S

F.nds
  كنيم. سطحاستفاده ميS كنيم:ي ديورژانس استفاده ميبسته است بنابراين از قضيه  

  كنيم:براي حل انتگرال فوق طبق قضيه ديورژانس عمل مي
S V

F.nds (divF)dv 
   

divFابتدا
كنيم.را محاسبه مي  x y z x y z x y z x y zdivF

(x y z ) (x y z ) (x y z ) (x y z ) x y z
        

     
          

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1  

divFبا جايگذاري
 ي بين دو كره داريمكنيم. در ناحيهدر رابطه بالا و استفاده از مختصات كروي، انتگرال را حل مي  1 4،    و   2:  

sin d d d ( d )( sin d )( d ) ( )( )( )
   

              
     

2 4 2 42
21 1

1 2 2 3 12
   

  شار
  

 فرض كنيد :49مثالsin zF(x,y,z) ( xz tg (yz)) i ( y e ) j k
x y

    
 

1
2 2

12 2
1

   وR هـاي ي محـدود بـه صـفحه   ناحيهz   وz   يو اسـتوانه  2

x y 2 2 Fدار شده است. شاربا نرمال رو به خارج جهت Sكنيم و در ضمن فرض كنيم سطحتعريف مي Rرا مرز Sاست. سطح 4
  در امتدادS ؟  كدام است    

 )90(آمار ـ سراسري 

1 (


1
32  2 (


1  3 (  4 (32  

 :سطح  »4«گزينه   پاسخS ي درون آن يعنيبسته است و ناحيهR   بـه صـفحاتz  ،z  xيو اسـتوانه  2 y 2 2 محـدود شـده اسـت. از     4
  كنيم:ي ديورژانس استفاده ميقضيه

S R
I F.nds (divF)dv   

  شارF
 در امتدادS  

Fيبا توجه به معادله
 :داريم  divF z (z )    2 2 2 1


  

zاي استفاده كنيم، به وضوحبهتر است از مختصات استوانه Rيدر ناحيه  2 ياست و با توجه به معادلهx y 2 2 rداريم 4  2 و   2.  

R
zI (z )dv (z )rdzdrd r[ z] drd rdrd [ r ] d

   
                        

22 2 2 2 2 2 2 22 222 1 2 1 2 2 4 2 2 16 2 322         
  

  



  

   217  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

1-1

-1

1

D

y

x

  قضيه استوكس :3درسنامه 
  

 ــال ــر   :1مث ــه  Cاگ ــا معادل ــم ب ــارامتريخ r(t)ي پ (sint)i (cost) j (sin t)k   2
    ــراي tب  2  .ــد ــاهآنباش ــرال  گ ــل انتگ  حاص

C
I (y sin x)dx (z cosy)dy z dz    2   كدام است؟ 3

1 (2  2 ( 2  3 (  4 (  
 :اگر به معادلات پارامتري خم»  3«گزينه   پاسخC دقت شود. با توجه به اتحادsin t sin t cos t2   داريم: 2

r(t) (x(t) , y(t) , z(t)) (sin t ,cos t , sin t cos t) , x sin t , y cos t , z sin t cos t    2 2  

zداريم Cروي خم و اين يعني xy sinهمچنين چون ،2 t cos t 2 2 xيپس رابطه 1 y 2 2  مـرز بخشـي از سـطح    Cدر واقع خم را نيز داريم. 1
S:z xy xيوانهاست كه درون است 2 y 2 2 Fي استوكس براي ميدان برداريِقرار دارد. با استفاده از قضيه 1 (y sin x , z cos y , z )  2 3 تـوان  مي

curlFتبديل كرد. ابتدا Sانتگرال روي مرز را به انتگرال روي سطح
  آوريم:مي دستبهرا  

i j k

curlF ( z cos y)i k
x y z

y sin x z cos y z

  

    
   

  

 2 3

2  

gي پارامتريرا براي رويه ndحالا : z xy 2 كنيم، دقت كنيد، تعيين ميp k
 و لذا| g.p | 1

 :پس داريم ،  
g yi xj knd dA ( )dA

| g.p |
   

    


2 2
1

  
    

ين سؤال، اينجاست! كدام علامت؟ مثبت يا منفي؟ اگر فكر كنيم چون طراح چيزي نگفته پس حتماً در جهت مثلثاتي روي مـرز  ي حساس پاسخ به الحظه
xدايره y 2 2 C(t)صورتبهي اين دايره ايم!! چرا كه معادلهايم، خيلي اشتباه كردهحركت كرده 1 sinti costj 

   شده، يعني جايcost وsint  عوض
kشده و اين يعني دايره در جهت خلاف مثلثاتي طي شده است، پس قائم رو به خارج به سمت پايين است و اين يعني بايد ضريب
    منفي شـود و بنـابراين

nd  ، پس داريم:كنيمعلامت منفي را انتخاب مي ( yi xj k)dA   2 2
    

curlF.ndكه به راحتي
 

 برابر با( y cos y )dA 4   آيد.مي دستبه 1

S D D
I curl F.nd ( yz cos y )dydx ( xy cos y )dydx          24 1 8 1

   

xيو توسط استوانهاست  xoyيبر صفحه Sتصوير Dيناحيه y 2 2  دايـره  Dشود، در واقعمشخص مي 1
  است. xoyدر صفحه واحد
xyنسبت به محورهاي مختصـات متقـارن اسـت و از طرفـي عبـارت      Dيبينيد ناحيهطور كه ميهمان cos y2 

  توان نوشت:شود، پس مي، صفر ميDيفرد است. بنابراين حاصل انتگرال اين عبارت بر ناحيه xنسبت به
 مساحت)D(

D
I dydx   

  

 فرض كنيد  :2مثالS يبخشي از صفحهz  xيباشد كه درون استوانه 2 y 2 2 nقرار دارد. اگر 1
 بردار قائم يكهS الا) باشد، در صورتي (رو به ب

Fكه yi xcos( x y ) j (yz)k     2 21
   ،حاصل گاهآن

S
I curlF .nd 

  كدام است؟  
1 (  2 (2  3 (3  4 (4  
 :فرض كنيد » 2«گزينه   پاسخS سطح دلخواهي با بردار يكه رو به بالا با مرزهايx y 2 2 zو 1  هستيم كـه   Iي انتگرالباشد. دنبال محاسبه 2

curlF.nبا توجه به وجود
 تـوانيم بـه جـاي آن انتگـرال خـط     ست قضيه استوكس از ما خواسته شده است، مـي شويم سمت را، متوجه مي

C
I F.dr 

   را
  توان به شكل زير نوشت:را مي Cدقت كنيد كه فرم پارامتري منحني تر است.كه راحت حساب كنيم

x cos t , y sin t , z C(t) (cos t) i (sin t) j k , t
  

         2 2 2  

Cو لذا (t) ( sin t) i cos tj
 

    دانيم انتگرالو مي
C

F.dr
  برابر باI F[C(t)]C (t)dt


 

2


 :است. پس با جايگذاري داريم  

I [( sin t) i (cos t) j ( sin t)k][( sin t) i (cos t) j]dt (sin t cos t)dt ( )dt
  

      
            

2 2 22 22 1 2 
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

D x
2b

y

2 2x +y =2bx

 اگر  :(سخت) 3مثالC مرز فصل مشترك نيم كره(z )x y z ax   2 2 2 2 با استوانهx y bx 2 2 )باشد، 2 b a b )  2  حاصـل   گـاه آن

C
I (y z )dx (x z )dy (x y )dz      2 2 2 2 2   )هاي روسيه) در دانشگاه2از سؤالات رياضي عمومي ((   كدام است؟ 2

1 (ab 24  2 (a b 2  3 (a b 22  4 (ab 22  
 :منحني»  4«گزينه   پاسخC ايم. فرض كنيم سطحرا در شكل زير نشان دادهS  يكرهنيمبخشي ازx y z ax  2 2 2 2 )z  باشد كه (C   مـرز

   بگيريم. كمك ي استوكسقضيه توان از هر دو روش محاسبه كرد ولي بهتر است. ازانتگرال خط را مي آن است.
  

  

                                                   
  

Fميدان برداري (y z ,x z ,x y )   2 2 2 2 2 2 بنابراينرا داريم ،curlF
كنيم:را محاسبه مي  

i j k

curlF (y z) i (x z) j (x y)k
x y z

y z x z x y

  

     
      

  

  2 2 2 2 2 2

2 2 2  

g(xبا توجه به معادله , y , z) x y z ax    2 2 2 2  و نظر به اين كهp k
لذا ،| g.p | z  2

  :خواهيم داشت  
( x a , y , z) (x a , y , z)nd dA dydx

z z
  
   

2 2 2 2
2  

xيباشد كه توسط استوانه xoyيصفحه بر Sتصوير Dبنابراين اگر y bx 2 2   داريم: ،شودمشخص مي 2

S D D
(y z)(x a) y(x z) z(x y) yx ya zx za yx yz zx zyI curlF.nd dydx dydx

z z
            

     
2 2 2 2

   

D D
a(z y) yI dydx a ( )dydx

z z


   2 2 1  

zداريم Sياز معادله ax x y  2   :توان نوشتمي . پس22
D

yI a ( )dydx
ax x y

 
 

 2 2
2 1

2
  

xيمعادله y bx 2 2 نسـبت بـه    Dيكنـد. بنـابراين ناحيـه   تغييـر نمـي   yبـه  yبا تبـديل  2

yها تقارن دارد. همچنين تابعxمحور

ax x y 2 22
بنابراين انتگـرال آن   ،فرد است yنسبت به 

  :داريم بنابراينشود و فر ميص Dروي
ab 22) a( b )  22مساحت

D
I a ( )dydx a (D  2 1 2  

  

a 2b
2a

  Cمنحني

 است  xoyبر صفحه SتصويرDناحيه

 قرار داردCكره است كه درونبخشي از نيمSسطح

كره استمحل برخورد استوانه و نيم Cمنحني
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 تگرال روي منحنيمقدار ان  :4مثال
C

I ydx zdy xdz   كهC محل برخورد كرهx y z a  2 2 2 xي، با صفحه2 y z     در خلاف جهت
    مثلثاتي است، كدام است؟

1 (a 3  2 (a 3 3  3 (a 3  4 (a 2 3  
 :خم » 4«گزينه  پاسخC  توانيم از قضيه اسـتوكس اسـتفاده كنـيم. در ايـن     س يك خمِ بسته است و ميآيد، پمي دستبهاز تلاقي كره با يك صفحه

Fصورت با فرض (y, z, x)
:خواهيم داشت  

C S
F.dr curlF.nds
  

   
,g(xقسمتي از صفحه Sكه در آن y, z) : x y z    .است كه درون كره قرار دارد  

  
i j k

curlF ( , , )
x y z
y z x

  

   
    
  

1 1 1  

g  مقابل است: صورتبه(بردار يكه عمود بر صفحه)  Sيكه عمود بر سطحبردار  ( , , )n
| g |


   


1 1 1
3


   

)در جهت عكس مثلثاتي طي شده، بنابراين Cچون خم , , )n   


1 1 1
3

  در نتيجهقابل قبول است وcurlF.n  
 

1 1 1 3
3

  .است  

مساحت سطح(
C S S

F.dr curlF.nds ds (S    3 3
    

ايره حاصل با شـعاع كـره برابـر و بنـابراين     گذرد، ايجاد شده است، بنابراين شعاع داي كه از مركز كره ميبا صفحه aاي به شعاعاز تلاقي كره Sچون سطح
aبرابر Sمساحت سطح aو مقدار انتگرال 2 2   است. 3

  

 فرض كنيد  :5مثالC دار شـده و بخشـي از   هاي ساعت جهتكنيم، خلاف جهت عقربهكه وقتي از بالا به آن نگاه مي اي باشدي سادهمنحني بسته
xيصفحه y z   طوري است كه انتگرال Cرا محصور كرده است. همچنين 1

C
F.dr
  روي آن ماكزيمم و برابر باM شود. مي  

Fاگر (xy )i ( z xy ) j ( y x y)k    2 2 23 4
   ،مقدار گاهآنM كدام است؟  

1 (
2  2 (

4  3 (
2 3

  4 (
4 3

  

 :يدفرض كن » 1«گزينه   پاسخC ي ناحيهS :را محصور كرده باشد، در اين صورت داريم  g:x y z g i j k       1
     

curlFحالا بايد
 :را حساب كنيم  

  
i j k

curlF ( x )i xyj (y xy)k
x y z

xy z xy y x y

  
     

  

 

2 2

2 2 2

1 2 2

3 4

  

    

curl  بنابراين داريم: F.nd [( x )i ( xy) j (y xy)k].[ i j k]dA [ x xy y xy]dA ( x y )dA               2 2 2 2 2 21 2 2 1 2 2 1
        

xقرص xoyيروي صفحه Sاگر تصويراز طرفي  y 2 2   شود، بنابراين داريم:، اين انتگرال ماكزيمم ميباشد 1

2x y x y

I ( x y )dA ( x y )dxdy ( r ) rdrd ( d ) ( ( r ) rdr ( )
 

   
                     2 2 2 2

2 1 2 12 2 2 2 2 2
1 1

1 11 1 1 1 2 2 4   
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

2γ
3γ

z

y

x
1γ

B(0,2,0)

A(1,0,0)

C(0,0,3)

D

S

z

y

x

B(0,2,0)

A(1,0,0)

C(0,0,3)

 اگر: 6مثال مرز مثلثABC با رئوسC( , , )3 ،B( , , )2  وA( , , )1           ،حاصـل   گـاه آنباشـد كـه در جهـت مثلثـاتي پيمـوده شـده اسـت
I xydx xzdy (x y )dz


    2 22 3 الات پايان ترم دانشگاه علم و صنعت)(از سؤ  كدام است؟  

1 (7
9  2 (7

3  3 (7
6  4 (  

 :براي تمرين و اين كه دانشجو برابري دو طرف قضيه استوكس را لمـس كنـد،     »2«گزينه   پاسخ
  دهيم.دو روش پاسخ مي سؤال را به

  ي استوكس)(بدون استفاده از قضيه روش پارامتري كردنروش اول: 
توانيم بدون بـه كـار   ي يك است، ميي پارامتري خط راست، ساده و از درجهبا توجه به اين كه معادله

 تقسيم كنيم كه به ترتيب اضـلاع  3و2و1هايرا به بخش يي استوكس، مرز بستهبردن قضيه
ABوBCوCA  ــي ــادآوري م ــتند. ي ــاره هس ــه پ ــيم ك ــطكن ــيABخ ــوان را م ــهت ــرب ــورت زي   ص

x)  پارامتري كرد: , y, z) A (B A)t , t    1  
  

I  كنيم:ي انتگرال را آغاز مياكنون محاسبه xydx xzdy (x y )dz F.dr F.dr F.dr F.dr
    

           1 2 3
2 22 3

        
x)  است. روي آن داريم: ABخطپاره 1مسير , y, z) A (B A)t ( t , t , ) , t      1 2 1   

dx)بنابراين ,dy,dz) ( , , ) 1 2  :و به اين ترتيب داريم  
t tI xydx xzdy (x y )dz t( t)dt ( )


              1

2 312 2
1

1 4 22 3 4 1 4 4 22 3 3 3 
  

x)  خط داريم:است. روي اين پاره BCخطپاره 2مسير , y, z) B (C B)t ( , t , t) , t      2 2 3 1   

dx)بنابراين: ,dy,dz) ( , , ) 2 3 :و خواهيم داشت  ( t)I xydx xzdy (x y )dz ( t) dt



         2

312 2 2
2

13 2 22 3 3 2 2 42 3 
  

x)  شود:صورت زير پارامتري مياست و به CAخطنيز پاره3مسير , y, z) C (A C)t (t , , t) , t      3 3 1   

dx)بنابراين: ,dy,dz) ( , , ) 1 3 :و به اين ترتيب داريم  I xydx xzdy (x y )dz t dt t


          3

12 2 2 3
3

12 3 3 1
 

  

I  ريم:ها دابا جمع كردن جواب F.dr I I I         1 2 3
2 74 13 3

   
  ي استوكسش دوم: استفاده از قضيهرو

yصورتگذرد بهنقطه مي 3اي كه از اين ي صفحهگذرد. معادلهمي Cو A،Bاست كه از نقاط Sيدر واقع مرز بخشي از صفحه يمرز بسته zS:x   12 3 

a)را به ترتيب در نقاط zو x،yاي كه محورهايي صفحهاست. (معادله , , )  و( , b , )  و( , , c)    كنـد بـه شـكل   قطـع مـيx y z
a b c
  1   نوشـته

curlFيبه محاسبهشود.) حالا مي
 وnd


  پردازيم.مي 

i j k

curlF ( y x)i xj ( z x)k
x y z

xy xz x y

  
     

  

2 2

2 3 2 3 2

2 3

  

    

curlFپس ( y x , x , z x)   2 3 2 3 2
 ي است و با توجه به معادلهy zS:x   12 ndداريم: 3 ( , , )dydx 

1 13 1 2 3
  

  بنابراين داريم:
S D

I curlF.nd ( y x x z x)dydx       
23 2 3 3

   
  است. xoyيروي صفحه Sيسايه Dيدر اين انتگرال ناحيه

yيي صفحهاگر در معادله zx   12 z، مقدار3   را قرار دهيم خطyx  12 آيـد كـه   دست مـي به
xداريم Dياست. همچنين در ناحيه Dيمرز ناحيه   وy  شـود كـه  . اكنون به سادگي ديده مي 

x 1 وy ( x)  2 1 است. با جايگذاريyz ( x )  3 1   ها داريم:در انتگرالده و نوشتن كران 2
( x)

R R
I ( y x x z x)dydx ( y x )dydx ( y x )dydx


             

1 2 12 1 23 1 233 2 3 3 3 3 33 2 3 2 3 
  

( x)yI ( xy y) dx ( x x )dx ( x x x )


           
21 1 2 2 32 1 11 23 7 49 7 49 73 3 3 7 3 72 2 3 3 3 6 9 3 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 اگر  :7مثالC محل برخورد كرهx y z  2 2 2 zيو صفحه 4  زيـر كـدام    حاصـل انتگـرال   گاهآنباشد كه در جهت مثلثاتي طي شده است،  1
xy  است؟ xy xy

C
I (ye sin z y)dx (xe sinz x)dy (e cosz x)dz       

1(   2 (1  3 (1  4 (2  
 :با توجه بـه ايـن كـه   بهتر است از قضيه استوكس كمك بگيريم، »  1«گزينه  پاسخC    يكـره محـل برخـوردx y z  2 2 2 zبـا صـفحه   ،4 1  اسـت ،  

zيندارد، روي كدام سطح انتگرال را حساب كنيم، خبُ بهتر است روي صفحه پس فرقي 1 :اين كار را انجام دهيم و بنابراين داريمg : z g k   1
  

nبنابراين k


curlFي سومفقط لازم است مؤلفه، پس مشخص شد n، حالا كه
داريم: را حساب كنيم، با توجه به اين كه  

  xy xy xyP ye sin z y , Q xe sin z x , R e cos z x       
  پس خواهيم داشت:

xy xy xy xy

i j k

curlF ( )i ( ) j (e sin z yxe sin z e sin z xye sin z )k ( ) i ( ) j k
x y z

P Q R

  

     
  

           
  

1 1ÂaoÀ ÂaoÀ ÂaoÀ ÂaoÀ    

curlF.nو لذا [( )k].[k]
     :پس داريم    

S C
curlF.nd F.dr

         
  

 ــال ــرال   :8مث ــل انتگ حاص
S

curlF.nd
  ــه ــورتي ك ــره  S، در ص ــيم ك zين  ،x y z a  2 2 2 ــد     2 ــارج باش ــه خ ــائم رو ب ــا ق ب

Fو yi xzj (x y )k   2 23 2
  چقدر است؟ ،  

1 (a  26  2 (a 26  3 (a 23  4 (a  23  
 :فرض كنيد  »4«گزينه  پاسخC مرز سطحSيعني دايره ،x y a 2 2 2،z  د وباشD ناحيه محصور توسط اين دايره در صفحهxoy با قائمk

 
  باشد، در اين صورت داريم:

i j k

curlF ( x y)i xj ( z )k
x y z

y xz x y

  

     
     
  

 2 2

2 2 2 2 3

3 2

    

توانيم به جاي محاسبهقضيه استوكس، مي ينتيجه طبق
S

curlF.nd
 

         انتگرال زيـر را محاسـبه كنـيم. توجـه داشـته باشـيد كـه مـرز سـطح ،S  و سـطحS   
  .يكسان است

  a   (مساحت دايره)23
S S D

x y a
z

curlF.nd curlF.kd ( z )dA dA



 


 


             
2 2

2 3 3 3  

  
 مقدار انتگرال :9مثال

C
x y dx dy zdz  2 3 كه در آنC دايرهz  ،x y R 2 2  )80(عمران ـ سراسري        باشد، با كدام گزينه برابر است؟مي 2

1 (R


33
2  2 (R


53

8  3 (R


6

4  4 (R


6

8  

 :انتگرال داده شده، انتگرال ميدان  »4«گزينه  پاسخF (x y , , z)

 2 3 كنـيم، چـون   باشد. بنابراين از قضيه استوكس استفاده ميمي Cروي خم بسته 1

zدر صفحه Cخم   قرار دارد، بنابراينn k
 و همچنينds dAاز طرفي داريم .:  

  
i j k

curlF ( , , x y ) curlF.k x y
x y z

x y z

  

 
   

     
  

2 2 2 2

2 3

3 3

1

  

  در نتيجه داريم: 

          R
C S S

F.dr curlF.nds x y dA r cos r sin rdrd
 

   
          

22 2 2 2 2 23 3
ÂLˆ¤ RI~Th¶

  
R Rsin cos d r dr R

  
          

62 2 2 5 613 3 4 6 8 
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار انتگرال :10مثال
S

curlF.nds
  كه در آنS سطحz  ،x y z  2 2 23 nو 1

بردار قائم يكه خارجي ،S  است
F(x,y,z)و y i xj zx y k   3 2   ،80(عمران ـ سراسري          برابر است؟    نهبا كدام گزي(  

1 (2  2 (2
3  3 (2

3 3
  4 (2 3

3  

 :مرز سطح  »1«گزينه  پاسخS دايرهx y 2 2 zحهدر صف 1   باشد. در اين صورت طبق قضيه استوكس داريم:مي  
  بايد در جهت خلاف مثلثاتي پيموده شود.) Cرو به پايين است، بنابراين مرز S(چون قائم

S C
curlF.nds F.dr

  
   

r(t)  نويسيم:    را به صورت پارامتري روبرو ميCخم (cos t,sin t, ) F(r(t)) (sin t, cos t, ) dr ( sin t,cos t, )dt      
     

     در نتيجه خواهيم داشت:
C

F.dr ( sin t cos t )dt
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 حاصل :11مثال
C

xyz dx x z dy x yz dz  3 2 3 2 22 3 كه در آن منحنيC فصل مشترك استوانهy x 2 2 xبا صفحه به معادله 4 z 2    ،باشـد
 )86ـ سراسري  MBA(  برابر كدام است؟

5) 2  ) صفر1
2  3 (4  4 (8  

 :كنيم.از قضيه استوكس استفاده مي  »1«گزينه  پاسخ  

C A

i j k

F ( xyz , x z , x yz ) curlF ( , , ) F.dr curlF.nds
x y z

xyz x z x yz
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 87(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام قضيه رابط انتگرال رويه و انتگرال خط است؟  :12مثال( 
  ) قضيه مقدار ميانگين4  ) قضيه ديورژانس3  ) قضيه استوكس2  ) قضيه گرين1
 :دانيم طبق قضيه استوكسمي  »2«گزينه  پاسخ

C S
F.dr curlF.nds 
  كند.به انتگرال خط تبديل مياي را ، كه اين رابطه انتگرال رويه  

  

 اگر :13مثالF yzj xzj xyk  
   وC منحني بسته حاصل از محل تلاقي صفحهx y z    با استوانهx y 2 2 گاهباشد، آن 1

C
F.dR
   برابر

 )88(مواد ـ سراسري   كدام مقدار است؟
1 (1  2(  3 (1-  4(2  
 :براي محاسبه  »2«گزينه  پاسخ

C
F.dR
   با توجه اينكه منحنيC كنيم. ابتدا توجه كنيد كه داريمبسته است. قضيه استوكس استفاده مي:  

i j k

curlF (x x)i (y y) j (z z)k ( , , )
x y z

yz xz xy

  

  
    

       
  

  

C  بنابراين طبق قضيه استوكس داريم:
( , , )

F.dR curlF.nds  
  

      
  

 فرض كنيد :14مثالF(x,y,z) (z y)i (x y) j (x y)k      2
   مقدار

C
F.dr
   كدام است هرگاهC يدايرهx y

z
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باشد كه تصوير آن بر  
  )90(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   در جهت مثلثاتي در نظر گرفته شده است.xoyيصفحه

1 (4  2 (6  3 (8  4 (12  
 كنيم:براي محاسبه انتگرال كار از قضيه استوكس استفاده مي  »3«گزينه  :پاسخ  

C S
F.dr F.nds ; ( )   1
    

xسطح داخل دايره Sكه در اين مسئله y
z
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nاست، xoyيدر صفحه Cباشد، از طرفي وقتيمي  k
 باشد. مي  

i j k

curlF i k curlF.nd ( i k).k d d
x y z

z y x y x y
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)در رابطه C  كنيم.جايگذاري مي 1( S S
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