
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  تحقيق در عمليات

  
  اولفصل 

  » سازي و حل هندسيريزي خطي، مدلمعرفي برنامه«

ريزي خطيمفاهيم اوليه برنامه :)1( درسنامه    
 

هـا امـر   هـا و شـركت  در جهان رقابتي امروز، بقاي يك سازمان به تصميمات مديرانش وابسته است. اما بـا افـزايش تخصـص و گسـترش پيچيـدگي سـازمان      
هاي مختلف آن بـه منظـور دسـتيابي بـه حـداكثر كـارايي، مشـكل شـده و نيـاز بـه           هاي بخشمنابع موجود بين فعاليت چنين تخصيصگيري و همتصميم

عمليـات (پـژوهش   گيري مديران در ارتباط است، تحقيق در بسياري از مسائل محوري تصميمهايي كه با سيستماتيك نمودن تصميمات است. يكي از دانش
ريزي توليد، تخصيص منابع، شود ولي به خوبي توانايي خود را در حل مسائلي مثل برنامهي علم نو محسوب ميهنوز در زمره علم چه اينعملياتي) است. اگر

 كنترل موجودي، تبليغات و ... نشان داده است.

  ريزي خطي معرفي برنامه       

در واقـع   .گوينـد مي »ريزي خطيبرنامه«بهترين راه حل  افزايش بازدهي و انتخاب هاي تعريف شده جهتبه تخصيص منابع محدود به فعاليت
هاي محدود شـده  انتخاب بهترين گزينه از بين گزينه ،ريزي خطيشود و هدف از برنامهگيري ميهاي تصميموجود منابع محدود موجب محدود شدن گزينه

  است.  رهاي مستقلداراي تعدادي محدوديت خطي تشكيل يافته از متغيريزي خطي است. هر مدل برنامه
  شوند. گيرنده تعيين ميها توسط تصميممتغيرهاي مستقل متغيرهايي هستند كه مقدار آن

  شود.اي كه به صورت خطي با متغيرهاي مستقل در ارتباط است، تعريف ميچنين هر مدل با بهينه كردن متغير وابستههم
  گردند.ارائه مي ،فاهيم اقتصادي مانند سود، هزينه، درآمد، توليد، فروش، مسافت، زمان و ... استمتغيرهاي وابسته معمولاً در تابع هدف كه اغلب بيانگر م

گيرنـده بعـد از حـل مـدل بـه دسـت       شوند كه مقدارشان توسط تصميمشناخته مي متغيرهاي تصميمريزي خطي به عنوان در برنامه متغيرهاي مستقل
n(xآيد. معمولاً اين متغيرها در مدل بامي ,x , , x )1 2 شوند.مي به نمايش گذاشته  

  گردد:تعريف مي زيربه صورت  (LP)ريزي خطيبرنامه مسئلهمدل كلي يك 
  n nMax(Min) : Z C x C x C x   1 1 2 2   

Subject to (s.t) :  
)b nيايا1 na x a x a x (   11 1 12 2 1  

)b nيايا2 na x a x a x (   21 1 22 2 2  
  

m)bياياm m mn na x a x a x (   1 1 2 2   
يا) قيدآزاد (نام  ياmx ,x , , x 1 2    
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ها ibو يا سودآوري ب هزينهضرايها را jCنام دارند.  ها)گيري (فعاليتمتغيرهاي تصميمها jxهستند و مقادير ثابتي ijaوibو jC،گفته شده در مدل
  آلات و ... باشند. توانند مواد اوليه، زمان، ظرفيت ماشينها ميibباشد. مي كننده مقدار منابع يا امكانات موجود مابيانناميم كه مي اعداد سمت راسترا 
  گيرد.ام مورد استفاده قرار ميjام است كه براي انجام يك واحد از فعاليت iها بيانگر مقداري از منبع ijaچنين هم

  شود:از سه قسمت تشكيل مي هريزي خطي ارائه شدبرنامهمدل 
اسـت. تـابع هـدف     گيرنده به منظور حداكثر كردن سود يا حداقل كردن هزينـه دهنده خواسته تصميماننشاست كه تابعي رياضي ) تابع هدف: 1

  است: مقابل ريزي خطي عمدتاً به يكي از دو صورتبرنامه
n
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ريزي خطي به دست آوردن مقاديري هدف از مدل برنامهشـود و  تعيين مي jxمتغيرهاي مستقل ياست كه به وسيله ايمتغير وابسته Zدر اينجا 
  شود.حداكثر يا حداقل مي Zهاست كه مقدار jxاز 

يا ياb(iها كه در مدل بالا به صورت محدوديت ) محدوديت:2
n

ij j
j

a x (

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ها را آنام است و  iها از منبع دهنده كل مصرف فعاليتباشند، نشانمي 

  ناميم.  مي هاي كاركرديمحدوديت
jxيري گها در مدل موجب محدود شدن مقادير قابل انتخاب براي متغيرهاي تصميموجود محدوديت   شود.مي )ها(

  شود:هاي زير تعريف ميمتغير تصميم با توجه به مصداق تعريف شده براي آن به يكي از صورت ) وضعيت متغيرهاي تصميم:3
j(xمتغير تصميم غيرمنفيالف)  ) (متغير تصميم غيرمثبت  بj(x ) .  

  تواند مقادير مثبت، منفي يا صفر را انتخاب كند.مي jx): در اين حالت jxمتغير تصميم آزاد در علامت (نامقيد: ج) 
  شود:ريزي خطي به صورت زير بيان ميراي مدل برنامهشود كه باستفاده مي شكل ماتريسي متغيرهاريزي خطي از ي برنامهمسئلهبراي حل 
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 (Linear Programming) ريزي خطيبرنامه مسئلهفرم كلي يك 

  گردد: به صورت زير تعريف مي (LP)ريزي خطي برنامه مسئلهمدل كلي يك 
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nتابع هدف:     nMax (Min) : Z C x C x ... C x   1 1 2 2  
Subject to :  

  
)b nيا   يا 1 na x a x a x (   11 1 12 2 1  
)b n يا  يا 2 na x a x a x (   21 1 22 2 2  
                                                                

m)b يا  يا m m mn na x a x a x (   1 1 2 2   
آزاد يا    ياnx ,..., x 1   

و  يـا سـودآوري   هزينه ضرايبها را jC.نام دارندها) (فعاليتگيري ها متغيرهاي تصميمjxهستند و  مقادير ثابتي ijaو  ibو  jC،لدر اين مد
ib ناميممي اعداد سمت راستها را.ijaاگر ناميم و مي ها را ضرايب تكنولوژيib  منبع بيانگرi باشد ام،ija مقداري از منبع بيانگرi ام است كه

nتابعگيرد. مورد استفاده قرار مي امjاحد از فعاليت براي انجام يك و nz c x c x  1 1  را تابع هدف(objective Function)  كـه   نـاميم مـي
ibiمحـدوديت  .حـداكثر كـردن سـود يـا حـداقل كـردن هزينـه اسـت         به منظورگيرنده دهنده خواسته تصميمنشان in na x a x 1 1 
  .ناميمهاي كاركردي ميو آنها را محدوديت ام استiها از منبعدهنده كل مصرف فعاليتنشان
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  ريزي خطيمفروضات برنامه
  زير صدق نمايد: چهار فرضدر  بايد (LP)خطي  ريزيبرنامه مسئلهيك 

متناسـب  ها و محدوديتآهنگ تغيير تابع هدف  وهسـتند   مستقل از همديگرن فرض بيانگر اين است كه متغيرهاي تصميم  ايالف) فرض تناسب: 
  باشد:نتايج حاصل از فرض تناسب به صورت زير مي .است با تغييرات متغير

  باشند.ها خطي ميـ تابع هدف و محدوديت1
  هستند.ـ همه متغيرها توان اول 2
j(Cابع هدف نسبت به هر يك از متغيرها همواره مقدار ثابتي بوده و برابر ضريب هزينه ـ مقدار مشتق ت3   آن متغير خواهد بود. (
  اثر است.بدين معنا كه كالاها مكمل يا جانشين يكديگر نبوده و تغيير قيمت يك فعاليت بر فعاليت ديگر بي هاي ديگر مستقل است؛يت از فعاليتـ هر فعال4

 ،طبق اين فرض .گرددبيان مي جمع جبريا به صورت ها رابطه رياضي بين متغيرهدر تابع هدف و محدوديت كه است بدين معنيپذيري: ب) فرض جمع
  بين متغيرها وجود ندارد.ضربي ي حاصلرابطهيعني  ندارد ها وجودقابل بين فعاليتمترابطه 

   ند.  نكرا اختيار مي متغيرهاي تصميم فقط مقادير پيوستهكند كه اين فرض بيان ميپذيري: ج) فرض بخش
iو  jC  ،ibمقادير پارامترهاي د) فرض معين بودن:  ja ته باشند.  داش احتمالي يا تصادفيهاي حالت توانندنميباشند و مي اعدادي ثابت و مشخص  

 هاي موجود در يك مدل به صورت يكي از محدوديت :1مثالx x x x  2
1 2 2 3 ريـزي خطـي در ايـن    يك از مفروضات برنامـه باشد، كداممي 1

   محدوديت نقض شده است؟
  3و  2گزينه ) 4  پذيريجمع) 3  تناسب) 2  معين بودن) 1
 :دوديت از آنجايي كه در اين مح»  4«گزينه  پاسخx2

است، مـثلاً   x1) متناسب با توان دوم 1پس ميزان مصرف منبع اين قيد (يعني  ،وجود دارد 1
xاگر 1 xدر اين صورت 2 2

1 باشـد.   1 ،كند كه توان متغيرها در تمام قسمتهاي مـدل گردد. فرض تناسب ايجاب ميصرف ميواحد از منبع م 4يعني  4
xهمچنين به دليل وجود x2   پذيري نقض شده است. فرض جمع 3

  

  در تابع هدف  :2مثالZ x x  1 22 3   ريزي خطي نقض شده است؟يك از مفروضات برنامهكدام 1
  ها رعايت شده است.) همه فرض4  پذيري) بخش3  ) تناسب2  پذيري) جمع1
 :2«گزينه  پاسخ «  

x
Z
1 1 2

1 12 14

  

  باشد. نمي x1متناسب با تغييرات  Zشود كه تغييرات ملاحظه مي
  

نقض شـده اسـت، زيـرا     پذيريفرض بخشريزي خطي است كه در آن يك مدل برنامه (I.L.P)عداد صحيحاخطي ريزي مدل برنامه :1 نكته 
  را اختيار كنند.   مجازند فقط مقادير صحيحمتغيرها 

 يزي غيرخطي ربرنامه مسئله ،گوييم، يعني اگر هر كدام نقض شوندهاي خطي ميرا فرض پذيريهاي تناسب و جمعفرض  :1 تذكر(N.L.P)  .خواهد بود 

   سازيمدل 

  ريزي خطي شامل مراحل زير است: مسائل برنامهسازي مدل .باشدميسازي صحيح آن مدل ،ريزيبرنامه يمسئلهترين موضوع در برخورد با يك مهم
  كنيم.گيري تصميمخواهيم در موردشان و مياست  مجهول هاهستند كه مقادير آن ي، متغيرهايمتغيرهاي تصميم) تعريف متغيرهاي تصميم: 1
، )سـازي (Maxحداكثر كـردن سـود   تواند مي مسئلهبيان شده  هدفكند. دنبال مي مسئلهتابع هدف بيانگر هدفي است كه ) تعريف تابع هدف: 2

  و ... باشد. سازي)(Minها حداقل كردن هزينه
، روابـط ميـان   »متغيرهاي تصميم«روابط ميان ريزي خطي در حالت كلي دربرگيرنده ي برنامهمسئلهبراي  هامحدوديت ها:) استخراج محدوديت3
  است. »مسئلهمتغيرهاي تصميم با هدف «ميان  روابطو  »يابمتغيرهاي تصميم و منابع كم«

  است.  مدل توليدريزي خطي، امههاي برنترين مدليكي از معروف

Z

10
12
14

1 2 1x
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  پردازيم:ي توليد ميدر اين قسمت به بيان يك مثال در زمينه
 دقيقه و هـر جعبـه ليـوان تجملـي     4خوري شود. زمان توليد هر جعبه ليوان شربتخوري و تجملي) توليد ميدر يك كارگاه دو نوع ليوان (شربت :3مثال               

دانيم كـه ليـوان   چنين ميكند. هممكعب فضاي انبار را اشغال مي تفو 2فوت مكعب و هر جعبه ليوان تجملي  1خوري ليوان شربتدقيقه است. هر جعبه  3
9خوري بيشتر از شربت  واحد باشد و ميزان زمان موجـود   5/4و  5خوري و هر جعبه ليوان تجملي به ترتيب تجعبه تقاضا ندارد. اگر سود هر جعبه ليوان شرب

فضاي موجود در انبارساعت و كل  8براي توليد ليوان   15 ؟كننده حداكثر سود را به دست آوردتوليد تاتوليد شود چه تعداد ليوان  ،فوت مكعب باشد  
 :شود:در جدول زير خلاصه مي مسئلههاي داده پاسخ  

زمان توليد هر جعبه   توليدات
  (دقيقه)

فضاي لازم براي هر جعبه 
  (فوت مكعب)

  حداكثر تقاضا  سود هر جعبه

1  5  9  4  خوريليوان شربت   
  ـ  2  5/4  3  ليوان تجملي

48  15  ظرفيت    ـ  ـ  

  به صورت زير است: مسئلههاي مدل كردن امگ
 ،هدف تعيين ميزان توليد از هر نوع ليوان است تا حداكثر سود حاصل شـود. پـس بـراي متغيرهـاي تصـميم      ،مسئلهدر اين  ) تعريف متغيرهاي تصميم:1

xتعداد جعبه ليوان تجملي  دهيم:ر عددي توليد هر محصول را مدنظر قرار ميمقدا 2              خوريتعداد جعبه ليوان شربتx 1  
  :سود كارگاه عبارت است از مسئلهباشد. در اين حداكثر كردن سود مي مسئلههدف اين ) تعريف تابع هدف: 2

  خوري : سود كلليوان شربت جعبه سود هر× خوري توليد شده ليوان شربت جعبه ليوان تجملي + تعداد جعبهسود هر × ليوان تجملي توليد شده  جعبه تعداد
  سود كل5× خوري ليوان شربت جعبه + تعداد 5/4× ليوان تجملي  جعبه تعداد

 مسـئله كه تعداد توليد هر نوع ليوان مشخص نيست و در واقع به دنبال تعيين ميزان توليد هر كدام هسـتيم، متغيرهـاي تصـميم     فوق از آنجاييي در رابطه
Z  دهيم:نمايش مي Zود كل را باكنيم و ميزان ستوليد ليوان مي هر جعبه را جايگزين تعداد x2وx1يعني  x / x 1 25 4 5  

  ـ تقاضا3ـ فضاي انبار 2ـ زمان در دسترس براي توليد1سه نوع محدوديت داريم: مسئلهدر اين  ها:) تعريف محدوديت3
8در دسترس براي توليد ليوان توجه كنيد كه كل زمان   اگر لازم است. زمان دقيقه 3و 4 به ترتيب خوري و تجمليساعت است و براي توليد هر جعبه ليوان شربتx1 

  عبارت است از: ليوانهاي تعداد جعبهليد ليوان تجملي باشد، مجموع زمان تو هايتعداد جعبه ميزان توليد x2خوري وليوان شربتهاي تعداد جعبهميزان توليد 
x x1 24   ليوان هايتعداد جعبه : زمان توليد3

8اما حداكثر ميزان زمان موجود   وان لي ـ هـر جعبـه   كـه زمـان توليـد    باشد. دقت كنيم كه واحدهاي مورد استفاده بايد يكسان باشند. از آنجاييساعت مي
x  برحسب دقيقه است، زمان موجود نيز بايد به دقيقه تبديل شود. پس: x 1 24 3 48   

)توجه شود كه در اين محدوديت از علامت كوچكتر مساوي ) توان از تمام زمان موجود براي توليد استفاده نكرد.براي نامعادله استفاده شده است، يعني مي  
  براي محدوديت مربوط به فضاي انبار و تقاضا داريم: ،به طور مشابه

xمحدوديت تقاضا:  1 9                : محدوديت فضاي موجودx x 1 21 2 15     
  شود:ضافه ميزير به مدل ا هايمحدوديت باشد، و غيرصحيح تواند منفيكه مقادير توليد ليوان نمي از آنجايي

              i ,1 ixعدد صحيح     2 :                 x , x 1 2   
  شود:فرموله مي زيرمدل به صورت  ،به اين ترتيب

  
s.t

Max Z x / x 1 25 4 5  

x x 1 24 3 48          
x x 1 21 2 15     

x 1 9   
x , x 1 2   

i ,1 ixعدد صحيح       2 :                   
 

  

ريزي خطي و از نظر بيـان مشـابه باشـند و مـدل اول داراي     دو مدل حاصل برنامهاي را به دو صورت فرموله كنيم كه هر مسئلهاگر بتوانيم  :2 نكته 
1  1متغير و   1محدوديت و مدل دوم داراي   1متغير و در  . مـدل دوم بهتـر اسـت   از نظر حجم محاسـبات معمـولاً   ،محدوديت باشد

  سرعت حل و يا به عبارتي حجم محاسبات كمتر خواهد بود. ،ها كمتر باشدريزي خطي هرچه مقدار محدوديتحالت كلي جهت حل يك مدل برنامه
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  ومسفصل 

  » روش سيمپلكس«

روزآوري سيمپلكستشكيل جدول ابتدايي و به :)1( درسنامه    
 

متغيـر   nريـزي خطـي بـا    در اين روش كه به منظور حل مسائل برنامهتوسط پروفسور دانتزيك ابداع گرديد.  1947در سال  )lex)pimsروش سيمپلكس 
با انجام يك سري محدود از مراحـل كـه    و(معمولاً مبدأ مختصات) شود در نظر گرفته مي مسألهاي بر اي شدني اوليهي گوشهيك نقطه، ابتدا شدابداع 

شود. لازم به ذكر است كـه  مسأله پيدا مي ي بهينهشود، نقطهيابد يا حداقل بدتر نميمقدار تابع هدف نسبت به مرحله قبل بهبود ميدر هر مرحله 
هـاي مـرز جـواب محـدود اسـت، لـذا روش       جايي كه تعداد لبهگيرد. از آنفضاي شدني جواب مورد توجه قرار مي اي ازي گوشهدر هر مرحله فقط يك نقطه

  كند.جواب بهينه را پيدا مي تعداد محدودي از تكرارهاي متواليسيمپلكس با 
 

  الگوريتم سيمپلكس 
  

باشند. بـراي حـل يـك مسـأله      و اعداد سمت راست آن نامنفي به صورت هايشمحدوديتلي است كه ئالگوريتم سيمپلكس معمولي براي حل مسا
LP به روش سيمپلكس(SP) كنيم: هاي الگوريتم را به صورت زير اجرا ميكنيم، سپس گامرا به فرم استاندارد تبديل مي ابتدا آن  
  (تشكيل اولين جدول) 1گام 

/maxكنيم مسأله به فرمفرض مي  min Cx
Ax b
x 




/max بوده و آن را به فرم استاندارد  min Cx S
Ax Is b
x,s






 


اولـين جـدول   حـال   .كنـيم تبـديل مـي   

  دهيم.  سيمپلكس را تشكيل مي

  R.H.S  n mx x x S S1 2 1    

  سطر هدف   nC C C  1 2               Z 
  

  ها محدوديت
m

b

b

1
  

n

m m mn

a a a

a a a

11 12 1

1 2

1

1

  
    

  
 

m

S

S

1


ي 
رها

تغي
م

ايه
پ

 اي

قابل دسترس اسـت و   R.H.Sاي هر جدول در ستونهاي پايهاي هستند و مقادير متغيرمتغير پايه mSتا S1متغيرهاي كمكي سيمپلكس در اولين جدول
متنـاظر بـا گوشـه مبـدأ      سـيمپلكس  پـس اولـين جـدول    ،اي هسـتند و همـواره متغيرهـاي غيـر پايـه مقـدار صـفر دارنـد        غيـر پايـه   nxتا x1متغيرهاي
no(xمختصات , ,x ) 1    باشد. مي  

  (تست بهينگي جدول) 2گام 
  جدول بهينه است.  سطر هدف نامنفي باشند ضرايباگر تمام  : Max شرط بهينگي در مسأله

  جدول بهينه است.  سطر هدف نامثبت باشند ضرايباگر تمام  :Minشرط بهينگي در مسأله 
x)*بهينهتوان مختصات نقطه شويم و ميبهينه باشد متوقف مي سيمپلكساگر يك جدول  z)*و مقدار بهينه تابع هدف (  ،را از اين جدول به دست آورد (

  رويم. مي 3به گام  در غير اين صورت
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  وجي از پايه)(تعيين متغير ورودي به پايه و خر 3گام
ورود يك متغير  بنابراين با .باشدبهينه نمي استسيمپلكس  متناظر با اين جدول اي از فضاي موجه كهگوشه ،بهينه نباشد يعني سيمپلكساگر يك جدول 

  كنيم.حركت مي از پايه در عدم تباهيدگي به گوشه موجه مجاوراي پايهاي به پايه و خروج يك متغير پايهغير
 (Z)مقدار تابع هـدف وارد پايه گردد و  تواندباشد مي كه عدد سطر هدفش منفياي هر متغير غير پايه Maxدر مسأله تعيين متغير ورودي به پايه: 

البته ممكن است  ؛ترين باشدكند كه عدد سطر هدف آن منفيمتغيري را براي ورود به پايه انتخاب مي سيمپلكس اما الگوريتم ،را بهبود بخشد
  را بيشتر بهبود دهد.  Zمقدار  ،انتخاب متغير ديگري براي ورود به پايه

  دهد. را نشان مي متغير ورودي به پايه ،ترين عدد در سطر هدفمنفي :Maxورودي در مسأله انتخاب متغير 
  دهد. را نشان مي به پايه متغير ورودي ،ترين عدد در سطر هدفمثبت :Minانتخاب متغير ورودي در مسأله 

  م.ناميمي ستون لولاپس از انتخاب متغير ورودي به پايه، ستون اين متغير در جدول را 
   تعيين متغير خروجي از پايه:
اي متناظر بـا ايـن كمتـرين نسـبت     پايه متغير يابيم،و كوچكترين نسبت را مي كنيماد مثبت ستون لولا تقسيم ميرا بر اعد (R.H.S) اعداد ستون سمت راست جدول

عنصـري كـه    .ناميممي »ستون لولا«و ستون متغير ورودي به پايه را   ناميممي »سطر لولا«را  نشان دهنده متغير خروجي از پايه است و سطر متناظر با متغير خروجي
كـه  دهنـد  نمايش مي نسبت گويند كه با  minل يافتن كوچكترين نسبت، تست عمبه گوييم. مي »عنصر لولا«در محل برخورد سطر لولا و ستون لولا واقع است را 

  شود:تعريف مي زير به صورت نمايش داده شود،  kنمايش داده شود و انديس متغير ورودي به پايه با  rفرض كنيم انديس متغير خروجي از پايه با  اگر

i r
ik

ik rk

b b
min{ | y }

y y
     

  باشد. ول مي، مقدار سمت راست متناظر با هر سطر در جدibكه 
 سازي، يك متغير از پايه خارج شود و مقدار تابع هدف در جدول جديد كـاهش  اگر در روش سيمپلكس روي يك مسأله با تابع هدف مينيمم :1مثال

  )95(رياضي ـ سراسري   يابد، آن متغير در جدول جديد ............. .
    كند.تواند وارد پايه شود ولي مقدار تابع هدف تغيير نمي) مي2    ) اگر وارد پايه شود، جدول بعدي تباهيده خواهد بود.1
  ) ممكن است وارد پايه بشود يا نشود.4  تواند نامزد ورود به پايه باشد.) نمي3

 :متغير خارج شده از پايه در مرحله بعد، شرط ورود به پايه را ندارد.   »3«گزينه  پاسخ  
 

 در نظر بگيريد:  را رريزي خطي زيبرنامه :2مثال  

     
z x x x S S

z / /

x / /

x / /

 


1 2 3 1 2

3
2

1 3 1 5 5 8
1 1 1 1 5 5 1
2 2 1 5 5 2

   
  
   

  

Sاسـت.   فـوق ايم. آخـرين جـدول آن مربـوط (بـه جـواب بهينـه) بـه نـرخ جـدول          مپلكس حل كردهيله را با روش سأاين مس ,S2                   سـطرهاي  1
eiable) rva (Slack  هستند. اگرx1 حيح است؟صيك از مطالب زير كدام ،به عنوان متغير اساسي ورودي انتخاب شود    

  )85ـ سراسري اجتماعي  هاي اقتصادي وسيستم گرايش(مهندسي صنايع 
x) اگر1 ,x2   ست.ادست آمده موجه ه جواب اساسي ب ،سطرهاي اساسي تكرار بعدي باشند 1
x) اگر2 ,x3   .نيستست ولي بهينه ادست آمده موجه ه جواب اساسي ب ،سطرهاي اساسي تكرار بعدي باشند 1
x) اگر3 ,x2   ست.ادست آمده بهينه ه جواب اساسي ب، سطرهاي اساسي تكرار بعدي باشند 1
x) اگر4 ,x2   ولي بهينه نيست. است دست آمده موجهه جواب اساسي ب ،دسطرهاي اساسي تكرار بعدي باشن 1
 :با ورود  »2«گزينه  پاسخx1  به پايه متغير اگرx2  شوداز پايه خارج، x1  وx3 شـدني   ،واهند بود و جواب حاصـل در تكرار بعدي متغير اساسي خ

  .  پايه خواهند بود و جواب حاصل نشدني و غيربهينه است x2و  x1در جدول بعدي  ،را خارج كنيم x3را وارد پايه و  x1است ولي بهينه نيست و اگر
 

  )سيمپلكس آوري جدول(به روز 4گام 
دول نيـز اجـرا   با استفاده از اعمال سطري مقدماتي ستون لولا را در محل عنصر لولا به يك ستون يكه تبديل كرده و همزمان تغييرات را روي بقيه اجزاء ج ـ

  رويم. مي 2كنيم و به گام مي

  متغير اساسي  شماره معادله  سمت راست
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 حل كنيد سيمپلكسمسأله برنامه ريزي مقابل را به روش  :3مثال.  
Max Z x x

S.t

 1 24  





( ) x x

( ) x x

( ) x

( , ) x ,x

 
 





1 2
1 2

2
1 2

1 1
2 8
3 4
4 5

¾]¼¶ÁI…   

 :كنيم.ابتدا مسأله را به فرم استاندارد تبديل مي پاسخ    
  

a a a a a

A
 

 
  

 
 
  
 
 
 

1 2 3 4 5
1 1 1
1 1 1

1 1

  

S.t
Max Z x x 1 24  

x x S  1 2 1 1  
x x S  1 2 2 8     
x S
x ,x ,S ,S ,S 

 


2 3
1 2 1 2 3

4  
    

Zتابع هدف را به شكل سيمپلكس براي تشكيل اولين جدول x x  1 24  نويسيم. مي  
  

  R.H.S  S3  S2  S1x2  x1  

  تابع  هدف     1-  4-  Z 
  

  ها محدوديت
1
8
4


  

1


  1




 

1



 
1
1

1
 

1
1


 
S
S
S

1
2
3

Bxايمتغيرهاي پايه سيمپلكس در اولين جدول (S ,S ,S ) 1 2 Nxو متغيرهاي غير پايه 3 (x ,x ) 1 Bباشند و پايهمي 2 [a ,a ,a ] 3 4 متناظر اين  5
Sاي موجــه ايــن جــدول جــواب پايــه و جــدول اســت )3 4X(x ,x ,S ,S ,   1 2 1 21 8   دهــد كــه متنــاظر بــا گوشــه شــدني را نشــان مــي

O(x ,x ) 1 2 و مقدار سود نيز موجه است از فضايZ   باشد. مي  
  توان سود را افزايش داد.  مي 2يا  1شرط ورود به پايه را دارند يعني با توليد محصول  x2و x1زيرا در سطر هدف عدد منفي وجود دارد. متغيرهاي ،ول بهينه نيستاين جد

كند، پس از نظـر  به پايه مقدار آن شروع به زياد شدن مي x1كند. با ورودرود به پايه (بالا آمدن از سطح صفر) انتخاب ميرا جهت و x1الگوريتم سيمپلكس، متغير
اي كه به گوشه شدني مجاور، يعني گوشـه  ه گونهچقدر زياد شود ب x1كنيم. اما سؤال اين است كه مقدارحركت مي Aخارج و به سمت گوشه  Oهندسي از گوشه 

A دهد. برسيم. پاسخ اين سؤال تست مينيمم نسبت را به ما مي  S2متغير خروجيMin{ , }     
1 81 8 81 1
 مينيمم نسبت   : تست  

را به مقدار x1بنابراين اگر متغير  S:برسيم خواهيم داشت Aرسيم. وقتي به گوشهمي Aافزايش دهيم به گوشه شدني مجاور يعني 8 2   يعنـيS2 
افزايش دهيم  1را تا مقدار x1شويم. به ويژه اگري موجه خارج ميافزايش دهيم از فضا 8را به مقدار بيشتر از  x1شود. دقت كنيد كه اگراز پايه خارج مي

  رويم. مي Aي به گوشه شدني مجاور يعني گوشهجايهخروجي از پايه است و با اين جاب S2ورودي به پايه و متغير x1رسيم. متغيرمي Cبه گوشه غير موجه 
  به صورت زير است:  سيمپلكس جدول بعدي

R.H.S  S3
 S2

 S1x

2  

 
x1 

 

32  4  5-    Z  
2
8
4

  
1


  

1
1


 
1



 
2
1

1
 1




 

S
x
S

1
1
3



  

Bxايدر جدول بالا متغيرهاي پايه (S ,x ,S ) 1 1 Nxايو متغيرهاي غيرپايه 3 (x ,s ) 2 Bباشند و پايهمي 2 [a ,a ,a ] 3 1 متناظر با اين جدول است و اين  5
x)اي موجهجدول جواب پايه ,x ,S ,S ,S )    1 2 1 2 38 2 4  گوشه شدنيدهد كه متناظر با را نشان ميA(x , x ) 1 28      از فضـاي موجـه اسـت

Zشود و ميزان سودواحد و محصول دوم توليد نمي 8يعني، از محصول اول   است. با توجه به سطر هدف هنوز جدول بهينـه نيسـت زيـرا در سـطر هـدف عـدد        32
شـود. بـا   براي ورود به پايـه انتخـاب مـي    x2واحد افزايش داد. بنابراين متغير 5توان سود را به ميزان مي x2عني با توليد هر واحد از محصولاست، ي - 5مقدار  x2زير

كند. بـراي تعيـين متغيـر خروجـي و ميـزان افـزايش       حركت مي Bخارج و به سمت گوشه  Aكند يعني، از گوشه به مثبت شدن ميشروع  x2به پايه مقدار x2ورود

:متغير خروجي S1  دهيم. تست مينيمم نسبت را انجام مي x2مجاز Min{ , }     
2 41 4 12   نيمم نسبت  تست مي1

 بيماتريس ضرا

3S 

1S 

(1) 2S 

(2)

A2x 

1x 

(4)

2x

O

B

C
1x

(3)

(5)
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را از صفر به مقدار x2بنابراين اگر 1 يعنـي  ورافزايش دهيم به گوشه شدني مجـا ،
B رسيم و در گوشهميB داريم:S 1  شود. جدول بعد به صـورت  يو از پايه خارج م

  است: مقابل
سطر هدف مثبت هستند، پس جدول اخير بهينه است. اين جـدول  جايي كه تمامي ضرايب از آن

X*اي موجه جواب پايه (x ,x ,S ,S ,S )    1 2 1 2 39 1 3  دهـد  نشان مـي  را
ــه    ــه بهين ــا گوش ــاظر ب ــه متن B(xك ,x ) 1 29 ــابع    1 ــه ت ــدار بهين ــت و مق اس

Z*هدف    باشد.  مي 37
 

هـا كمتـر   هاي آن بستگي دارد و بنابراين هرچه تعـداد محـدوديت  ريزي خطي در درجه اول به تعداد محدوديتزمان حل يك مسأله برنامه :1 نكته 
 شود.باشد زمان حل كمتر مي

 اگرسازي در نظر بگيريد، له ماكزيممرا براي يك مسأ مقابلجدول  :4مثالx4 1پايه گردد و باعثوارد       واحد افـزايش در تـابع هـدف شـود چـه
,اي بين رابطه 83مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري (    برقرار است؟(  

  

    
1 (   1  2 (   1    

3 (    4 (  1  
  
  

  

 :اگــر متغيــر  »2«گزينه  پاسخjx وارد پـايـه شــود و   مقـدار حاصل از تست مينيمم نسبت باشد، مقدار تغيير تابع هدف برابـرj jZ (Z C )     

jوجه شود در سطر هدف مقاديرخواهد بود. ت jC Z  داده شده، پس اگرx4 :وارد پايه شود خواهيم داشت  Z C  4 و 4 


1   

Z)  :توان نوشتميبنابراين  C )        
4 4

11 1 1      

  

 81صنايع گرايش صنايع ـ سراسري مهندسي (  ر:از مراحل روش سيمپلكس، متغيري از پايه خارج شود، در مرحله بعد اين متغياگر در يكي  :5مثال(  
  ) حتماً وارد پايه نخواهد شد.1
  ) ممكن است وارد پايه شود.2
  ) حتماً وارد پايه خواهد شد.3
  ه نخواهد شد. نباشد، حتماً وارد پاي (Degenerate)) اگر جواب آن مرحله منحط 4
 :اگــــر   »2«گزينـــه  پاســـخkx اـيــــه شـــود و اـرج گـــردد rxوارد پ اـيــــه خــــ ــــن صـــورت  ،از پ rدر ايـ rZ C   ــــدي بـــه صـــورت عــ در جـــــدول ب

r r K K
rk

Z C (Z C )
a

   
k :داريم لهأمسبودن  Maxبا فرض  .باشدمي 1 kZ C    چون)kxورودي به پايه است) و همچنين درrka  

rدر نتيجه  .باشدزيرا عنصر لولا مي rZ C اگـر  ت بهينه چندگانهدر مرحله بعد مثبت است و شرط ورود به پايه را ندارد.  البته در حالkx   متغيـر ورودي
ــه باشــد ــه پاي kب k(Z C )  ــر ــه باشــد  rxو متغي ــر خروجــي از پاي ــن ،متغي ــدار  در اي ــه بعــدي مق rصــورت در مرحل rZ C  :ــارت اســت از عب

r r k k
rk

Z C (Z C )
a 

    
  شرط ورود به پايه را داراست. rxيعني ،1

 

  لكسپمنكات الگوريتم سي
ده اسـت و اگـر گوشـه تباهي ـ    L.Pمسـأله   موجه و يا گوشه شدني فضاي (BFS)اي موجهمتناظر با يك جواب پايه سيمپلكس هر جدول :2 نكته 

  متناظر با آن گوشه وجود داشته باشد.  سيمپلكس باشد ممكن است بيش از يك جدول
در جـدول بعـدي بـدتر نشـود.      (Z)كند كه مقدار تـابع هـدف  انتخاب متغير ورودي به پايه با معيار ذكر شده در الگوريتم سيمپلكس تضمين مي :3نكته  
  از ناحيه شدني (موجه) مسـأله خـارج نشـويم و    كند كه ضمين ميتمم نسبت) ايه با معيار ذكر شده (تست مينيانتخاب متغير خروجي از پ :4 نكته 

  از فضاي حل را نشان دهد و همچنين استقلال خطي بردارهاي پايه در جدول بعد حفظ شود.  (BFS)جدول بعدي يك گوشه موجه            

x x S S S R.H.S
Z

x

x

S

  

 

 

 





1 2 1 2 3

2

1

3

5 3 37
2 2
1 11 12 2
1 11 92 2
1 1 1 32 2

j j

x x x x RHS

x

x

x

c z





 
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1 2 2
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  
  
 
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تعيـين   موجه است و با يجهت حركت وجود دارد كه اولين آنها گوشه يروبرو ي موجه و غيرموجههاي مثبت ستون لولا، گوشهبه تعداد مؤلفه :5نكته  
غيرموجـه پشـت جهـت     يگوشـه  ،هاي منفي سـتون لـولا  موجه رسيد. به تعداد مؤلفه يتوان به اين گوشهتست مينيمم نسبت ميمتغير خروجي طبق 

  هاي صفر در ستون لولا محدوديت موازي جهت حركت وجود دارد.حركت وجود دارد و به تعداد مؤلفه
 Aبـه دو گوشـه    Oشود كه از گوشه با توجه به شكل فضاي موجه ملاحظه مي .ستون لولا دو عدد مثبت وجود دارد در 3سيمپلكس مثال به طور مثال در اولين جدول 

  ). 3يعني يك محدوديت موازي جهت حركت وجود دارد (محدوديت  ،جهت روبرو براي حركت وجود دارد و همچنين ستون لولا داراي يك مؤلفه صفر است Cو
كنـد و  شـروع بـه مثبـت شـدن مـي      rxپس متغير ،متغير ورودي به پايه شد rxاگر متغير :6نكته  

  يعني، عدد حاصل از تست مينيمم نسبت (در صورت وجود) است.  برابر rxحداكثر مقدار افزايش
rxايم و اگرشه مجاور نرسيدهبگيرد هنوز به گو مقداري كمتر از rxاگر       در ايـن صـورت بـه

  شويم. بگيرد از فضاي موجه خارج مي مقداري بيشتر از rxرسيم و اگرگوشه موجه مجاور مي
  

)به پايه در جدول بعد همان مقدار تست مينيمم نسبت مقدار متغير ورودي :7نكته   ) باشد. مي  

  ست از: ا به جدول بعد عبارت سيمپلكس تابع هدف از يك جدول ميزان تغيير :8 نكته 

Z (عدد زيرمتغير ورودي در سطر هدف)× مم نسبت) (مقدار تست ميني    
  

   بنابراين خواهيم داشت: 
Z جدولZ  =جدول بعد Z  

  

 له أكنيد يك مسفرض  :6مثالLP در حـال حـل بـا روش     ،اسـت  مقابـل صـورت  ه كه شكل آن ب
)سيمپلكس است. اگر از نقطه  , )4  ير بخواهيم به تكرار بعد برويم و متغx2  ،وارد شونده به پايه باشـد 

              باشد؟نمييك از مقادير زير جزء مقادير حاصل از انجام تست نسبت براي تعيين متغير خارج شونده كدام
  )91(مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري                                                                                               

  

1 (1  2 (2      
3 (3  4 (4      
 :دانيم متغير از فرض مسأله مي  »1«گزينه  پاسخx2 اي وارد شونده به پايه است، يعني بايد از سطح صفر افزايش يابـد. افـزايش هرچـه بيشـتر    متغير غيرپايهx2 

اي به سـطح صـفر   توانيم افزايش دهيم كه حداقل يكي از متغيرهاي پايهرا تا جايي مي x2گردد. البته بايد توجه داشت كه متغير باعث بهبود هرچه بيشتر تابع هدف مي
هـاي  بـه پايـه محـدوديت    x2داده شـده در ايـن مسـأله، بـا ورود متغيـر     كاهش پيدا كند (حداقل يك محدوديت مسدودكننده وجود داشته باشد). با توجـه بـه شـكل    

(x )2 3 x)، محدوديت 2 x )1 2 xو بردار 3 1هاي مسدودكننده هسـتند. امـا محـدوديت    ، محدوديت( x x )  1 27 4 8 حـدوديت مسـدودكننده   م 4
  جواب مسأله است. )1(واحد (با توجه به شكل) كاهش خواهد يافت. بنابراين گزينه  1ي به اندازه x2، مقدار 4به سمت محدوديت x2نيست؛ زيرا با حركت

 

 ابع هدف ريزي خطي با تله برنامهأموجه يك مس همنطق :7مثالMax z x x 1 اسـت.   مقابـل به صـورت   25
   له به روش سيمپلكس چه تعداد است؟ أهاي لازم براي حل اين مستعداد جدول

  )89ري هاي اقتصادي و اجتماعي ـ سراسمهندسي صنايع گرايش سيستم(                                                                              
1 (3  2 (5      
3 (4  4 (6      
 :متغير   »4«گزينه  پاسخx1   در اولين جدول ورودي به پايه است و مسير حركـت

  سيمپلكس به سمت گوشه بهينه به صورت شكل مقابل است.
  اي در مسير متناظر با يك جدول است.هر نقطه گوشه

  
     گردد.حداقل يكي از متغيرهاي پايه صفر مي اي از روش سيمپلكس، سطر لولا يگانه نباشد، در مرحله بعداگر در مرحله :9نكته 
آن هـم ايـن اسـت كـه     علـت   ت.شرا نخواهد دا )Maxبا انتخاب متغير ورودي به پايه مقدار تابع هدف لزوماً بيشترين افزايش (در مسأله  :01 نكته 

  دهد نه ميزان بهبود را.شيب بهبود را مبنا قرار ميكس براي تعيين متغير ورودي سيمپلروش 

(2)
(1)

(3)

1x 

2x

1x   1x  

2S 

1x

1

4
2

3

4 7

2x

1x

1x

2x

1x
 ورودي به پايه

*x
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  كند. لزوماً مسير كوتاهتر براي رسيدن به نقطه بهينه را طي نمي سيمپلكس روش :11 نكته
  (چرا؟) .اگر متغيري از پايه خارج شود، بلافاصله در تكرار بعد وارد پايه نخواهد شد مپلكسسيدر روش  :21 نكته

  هاست. به تعداد محدوديتبسته  سسيمپلك اي در هر جدولتعداد متغيرهاي پايه: 31 نكته 

 دف جدول بعداگر مقدار تابع ه است. جدول مقابل يكي از مراحل سيمپلكس :8مثال2 باشد، مقدار  كدام است؟  
  

1 (3  2 (4  
  

3 (3-  4 (4-  
  

 :با توجه به افزايش مقدار تابع هدف از جدول فعلي به جدول بعدي » 4«گزينه  پاسخ( )12 2 شويم كه مسأله متوجه ميmax باشد و سازي مي
شـرط ورود بـه پايـه را ندارنـد و      S1و x2زيـرا  ،ورودي بـه پايـه اسـت    x3متغيرپس  .باشدشرط ورود به پايه منفي بودن سطر هدف در جدول فعلي مي

Zهمچنين   2 12 8 :بنابراين  Z ( )( )           
12 8 2 46  

  

iBدر روش سيمپلكس اوليه آزمون نسبت :41نكته 

ij

x

y





iمعادل 

ij

b
a





      كند.غيرمنفي ماندن متغيرهاي پايه را تضمين مي 

 جدول زير يكي از مراحل حل يك  :9مثالLP بيشترين كاهش ممكن براي ست، مم سازي امينيZ در جدول مرحله بعد كدام است؟  
  

1 (6  2 (8    3 (3  4 (4  
  

 :بيشـترين بهبـود   ترين ضريب سطر هدف) لزوماً (انتخاب مثبت طبق روش سيمپلكس ،بايد توجه داشت كه انتخاب متغير ورودي به پايه» 2«گزينه  پاسخ
  براي تمامي متغيرهايي كه شرط ورود به پايه را دارا هستند بررسي كنيم. سأله بايد ميزان كاهش تابع هدفين مكند. پس در ابراي تابع هدف ايجاد نميرا 

Z ( )( )    
42 Z           ورودي باشد x3اگر:  81 ( )( )    

123            ورودي باشد x2اگر : 66

  كند. را براي ورود به پايه انتخاب مي x2متغير سيمپلكس هر چند كه الگوريتم ،در مرحله بعد بيشتر است Zبه پايه ميزان كاهش x3ورود پس با
  

 يكي از مراحل حل يك مسأله جدول زير :01مثال xMa  ورود با، است سيمپلكسبا روشx4 و خروجx5 ......... گوشه مجاور    
  

  ) نا موجه و نابهينه است.4  ) موجه ولي نابهينه است. 3    ) موجه و بهينه است.2  ) ناموجه ولي بهينه است. 1
  
 :متغير» 4«گزينه پاسخx4 شود. همچنين اگرپس جدول بعدي از بهينگي خارج مي ،را ندارد به پايه شرط ورودx4 مم مينـي طبـق تسـت    ،وارد شود

  دهد. ا نشان ميرا از پايه خارج كنيم جدول بعد يك گوشه ناموجه ر x5رگاز پايه خارج گردد اما ا x1دباي ،نسبت
  

 ريزي دو تكرار متوالي از الگوريتم سيمپلكس براي حل يك مسأله برنامه مقابلجدول  :11مثال
    برابر است با ......... . aدهد. مقدار را نشان مي )Max(سازي خطي بيشينه

  )96(علوم كامپيوتر ـ سراسري                                                                                                              

1 (2                                      2 (4    
3 (6                                      4 (8  

  

 :با توجه به تكرار جدول متغير  »2«گزينه  پاسخx2 ورودي به پايه و متغيرS1 باشد. خروجي از پايه مي  

           b a
a a

    2
8 8 2   نسبت Minتست  4
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8
1 8

2
2






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 حداكثر مقدار را در نظر بگيريد،  زيرريزي خطي هله برنامأمس :12مثالZ  :عبارت است از  

1 (52  2 (57  s.t
MaxZ x x x x x x x x

x x x x x x x x

       

       

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

2 6 3 8 4 5 7
1 

  

jxتا  8                           j  5 2 1     3 (64  4كدام) هيچ  

 :با تغيير متغير   »2«گزينه  پاسخj jx x     شود:به صورت زير تبديل مي مسأله 5

s.t.

j

Max Z x x x x x x x x

x x x x x x x x
x for j ,...,






               

              
  

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

2 6 3 8 4 5 7 18

6
15 1 8

  

x :يعني ،تا از متغيرهايي كه ضريب تابع هدف آنها بيشتر است 4 ،به منظور ماكزيمم شدن تابع هدف ,x ,x ,x   7 2 8 كننـد و بقيـه   را اختيار مـي  15مقدار 5
Z*   گيرند.متغيرها مقدار صفر را مي ( ) ( ) ( ) ( )     6 15 8 15 5 15 7 15 18 57   

 
 سازياست با يكي از تكرارهاي الگوريتم سيمپلكس براي حل يك مسأله مينيمم جدول زير متناظر :31مثال(P) .is  .ها متغيرهاي كمكي هسـتند  

sداريم (P)هاي شدني براي مسألهفرض كنيد در يكي از جواب 1 sو 1 3   )95(رياضي ـ سراسري   .... .واب شدني برابر است با .......در اين ج x1. مقدار4

1 (2                            2 (4   
3 (5                            4 (6   

Z x x s s s RHS

Z

x

x

s

 




1 2 1 2 3

2
1
2

1 1
1 1 8

1 1 1 2
1 1 1 6

   
   
  
  

  

 :مطابق سطر دوم جدول سيمپلكس داريم:  »3«گزينه  پاسخ  s ,sx s s x     1 31 4
1 1 3 12 5  

  
 94(رياضي ـ سراسري   است؟  نادرستكدام گزينه  :41مثال(  

  ي سيمپلكس ممكن است از پايه خارج شود. ) اگر متغيري وارد پايه شود، در تكرار بعد1
  تواند وارد پايه شود.) اگر متغيري از پايه خارج شود، در تكرار بعدي سيمپلكس نمي2
j) اگر در جدول بهينه، 3 jz cاي منفي باشند، آنگاه جواب بهينه يكتاست. ها براي همه متغيرهاي غيرپايه  
  ها موازي است. گاه بردار گراديان تابع هدف با بردار گراديان يكي از محدوديتب بهينه چندگانه داشته باشد، آناي جوا) اگر مسأله4
 :سازي است و بردار فرم مينيمم هب مسألهفرض كنيد  »4«گزينه  پاسخC  بردار هدف است

است. در اين صـورت كـل خـط     Bو  Aحه و ناحيه شدني، ناحيه محدود شده در پايين دو صف
ها موازي نيست.صفحهكدام از ابرا بردار گراديان هيچ، جواب بهينه است ولي تابع هدف ب  

  
 

    گردد.حداقل يكي از متغيرهاي پايه صفر مي ر لولا يگانه نباشد، در مرحله بعددر روش سيمپلكس، اگر سط  :51نكته 

 85مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري (  ست از :ا له زير عبارتمقدار بهينه تابع هدف در مسأ :15مثال(  

1 (143  2 (176  s.t
Max z x x x x x    1 2 3 4 52 4 8 6 1  

   
j

x x x x x

x j , ...,

    

  

1 2 3 4 5
1 1 2 2 8 312 2

1 1 5 
      3 (18  4 (19  

 :جواب بهينه   »1« گزينه پاسخx x x  1 2 3 1 وx 4
1
xو 2 5  است و در نتيجهz* 143 .  

 

A



B

C
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 96(مهندسي صنايع ـ سراسري   است؟ مقدار بهينه مسئله زير، كدام :16مثال(  

1 (7  2 (9  






min x x x x x

st : x x x x x

x x x x x

x x x x x

x , ... , x { , }

   

    

    

    



1 2 3 4 5
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

1 5

1 5 7 2 2
3 5 3 2 6
5 4 1 2 2 6
3 3 4 5 5 6

1

  
3 (12  4 (15  

 :باشند.تر ميساز بودن تابع هدف اولويت تخصيص متغيرهاي با ضريب هدف كوچكبا توجه به حداقل »2« گزينه پاسخ  

min Z  7  
x)شوندها برقرار نميمحدوديت ,x ) ( , ) x ,x x  4 2 2 5 41 1 1 7IÄ( ) = (1, ) IÄ   

min Z  9   
x)دنشوها برقرار نميمحدوديت ,x ,x ) ( , , ) x , x 2 4 5 3 51 1 1 IÄ( )  

x)*باشندمحدوديت برقرار مي ,x ) ( , ) 4 3 1 1  
x)پس جواب بهينه  ,x ,x ,x ,x ) ( , , , , )1 2 3 4 5 11   باشد.مي  

 

 91ري (دكت                                     مقدار بهينه تابع زير عبارت است از:   :17مثال(  

1 (2  2 (15  
Min Z x x x x x    1 2 3 4 52 2 4 5  
s.t. x x x  1 2 32 15  

x x x  3 4 52 2 2  
ix , i , , ...,  1 2 5  

  25) 4  ) صفر3

 :چون مسأله  »4« گزينه پاسخmin هاي مسأله و ضرايب ر بگيرند. با توجه به محدوديتهايي كه ضريب كمتري دارند مقدااست، پس بهتر است متغير
   گيريم:بهره مي آنها در تابع هدف از يك روش جستجو براي حل مسأله

)ها در تابع هدف همگي مثبت هستند، برابر صفر خواهد بود، امـا ايـن جـواب    بديهي است مقدار حداقل تابع هدف از آنجا كه ضرايب متغير , , , , )      در
  شود. كند، پس رد ميها صدق نميمحدوديت

و محـدوديت را ارضـا كنـد برابـر      xمشترك در دو محدوديت است و حداقل مقداري از آن كه هـر  x3يابيم كه ميها، دربا دقت بيشتر به محدوديت حال
x 3 )پس جواب  است. 15 , , , , )15     جواب موجهي باz  3  شود؟ است. حال بايد ديد جواب بهتري از آن يافت مي  

xتوان از محدوديت دوم مي 3 1  فرض كرد (جوابهايx 4 2  ياx 5 1 ا توجه به ضـرايب بـزرگ آنهـا در تـابع هـدف كـاري اشـتباه اسـت) و         ب
x 1 )باشد. پس جواب از محدوديت اول براي ارضاي آن لازم مي 5 , , , , )5 1     باz       ً                 فعلا  جواب بهتري است.  25

x(چون اشتراك در دو محدوديت دارد) مقـدار بگيـرد، پـس     x3اما بديهي است كه بهتر است  3 1        حتمـا  بايـد باشـد و بـا توجـه بـه                                    ً    
xمحدوديت اول  1 xيا   5 /2 2 )هاي آيد. پس جواببه دست مي 5 , / , , , )2 5 1     و يا( , , , , )5 1    هاي بهينه مسأله (بهينـه  جواب

z*گانه) با مقدار چند    خواهد بود.   25
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ايها و نقاط پايهگوشه :)2( درسنامه    
  

  

  اي مجاورهاي پايهيافتن جواب 
  

  

  نقاط رأسي مجاور 
 اي بـا هـم تفـاوت دارنـد.    مجاور فقط در يك متغير پايـه ك يال ناحيه موجه باشند. دو نقطه رأسي هر دو روي ي گوييم كهميدو نقطه رأسي را مجاور زماني 

  د. نتفاوت داشته باش ايدو فقط در يك متغير پايه هر كهاي مجاورند جواب پايهدو زماني چنين هم
اي بـه پايـه و   ورود يك متغيـر غيـر پايـه    اباست و  LPسأله از فضاي حل م (B.F.S)اي موجه متناظر با يك جواب پايهسيمپلكس  دانيم كه هر جدولمي

اي (موجه يا غير موجه) مجاور رسيد. اگر انتخاب متغير ورودي از بين متغيرهايي باشد كـه شـرط   توان به يك جواب پايهاز پايه مي ايپايه خروج يك متغير
مم نسبت صورت گيرد جدول بعدي ر انتخاب متغير خروجي طبق تست مينيمچنين اگه شود.در جدول بعدي بدتر نمي Zمقدار ،ورود به پايه را دارا هستند

  دهد. اي موجه مجاور را نمايش مييك جواب پايه

 يكي از مراحل حل يك مقابلجدول  :18مثالLP الات زير پاسخ دهيد: ؤبه س .است  
  ) جواب اساسي متناظر با اين جدول را بيابيد. الف
  توان رسيد؟اي موجه و غير موجه مجاور ميبه پايه به چند جواب پايه x6ورود ) باب
  توان رسيد؟ اي موجه و غير موجه مجاور مياز پايه به چند جواب پايه x2) با خروجج
  جه مجاور دارد؟ مويا غير اي موجه وه چند جواب پايهاي متناظر با جدول داده شد) جواب پايهد

Z
z x x x x x x RHS




  
  
   

1 2 3 4 5 61
1 1 1 4 6

1 2 2 1 4
1 1 1 3

  

 :اي جدولمتغيرهاي پايه ،هاي يكه جدولبا توجه به ستونالف)  پاسخ(x ,x , x )2 1   باشد.ا در ستون سمت راست جدول ميهستند و مقادير آنه 3
x) بنابراين:  ,x ,x ,x ,x ,x )     1 2 3 4 5 64 6 3    اي موجهجواب پايه(B.F.S)  .متناظر با اين جدول است  

 ايبه يك جواب پايه x2و خروج x6ورود شود پس با، از پايه خارج ميx2اي، يعنياولين متغير پايه ،مم نسبتوارد پايه شود طبق تست ميني x6ب) اگر
به يـك جـواب    ،مم اشتباه انجام گرفتهرا از پايه خارج كنيم چون تست ميني، x1اي، يعنيوارد پايه شود و دومين متغير پايه x6رسيم. اگرمجاور مي موجه

جايي امكان پذير نيست و ما را به ه، را از پايه خارج كنيم اين جابx3اي، يعنيوارد پايه گردد و سومين متغير پايه x6رسيم. اگرموجه مجاور مياي غيرايهپ
a)است و در مرحله بعد بردارهاي زيرا عنصر لولا در اين حالت عدد صفر ،رساند(موجه و يا غير موجه) نمي ايجواب پايه ,a ,a )2 1   دهند. تشكيل پايه نمي 6

  

 اگر   :1تذكرja  بردار ستوني متناظر باjx  در صورت مسألهLP  باشد وjY  بردار ستوني متناظر باjx  در جدول سيمپلكس باشدj j(Y B a ) 1.. 

ja ،اي بردار ستوني متناظر با متغير غيرپايهjx اي به صورت تركيب خطي از بردارهاي ستوني متناظر با متغيرهاي پايه توانرا مي
iBx  نوشت كه

ij. باشددر جدول سيمپلكس مي jxمتناظر با  ijYضريب اين تركيب خطي همان  ij B
i

a y a  ب داريم: قسمت 18مثال در مثال . براي  

ii BY x [x , x ,x ]
 
    
  

6 2 1 3

4
1


                          a a a a  6 2 1 34   

 :امكان تعويض بردار   يادآوريa6 باa3ي حاصـل از  باشد و پايهوجود ندارد چون ضريبش در تركيب خطي صفر مي[a ,a ,a ]2 1 مسـتقل خطـي    6
  .د)باشباشد (دترمينان حاصل از اين سه بردار صفر مينمي

  رسيم. موجه مجاور مياي غيرموجه و يك جواب پايه ايپايه به پايه به يك جواب x6ورود بنابراين با
يعني روي عنصر منفـي تسـت   اشتباه انجام شده است.  ،نسبتمم رسيم زيرا تست مينيبه پايه به يك جواب پايه غيرموجه مجاور مي x4و ورود x2جوج) با خر

مينـيمم در   يعنياشتباه انجام شده است  ،زيرا تست مينيمم نسبت رسيمموجه مجاور ميبه پايه به يك جواب پايه غير x5و ورود x2با خروجانجام شده است. 
رسـيم  موجه مجاور مـي  ايبه پايه به يك جواب پايه x6و ورود x2با خروج از پايه خارج شود. x1به پايه بايد متغيرx5در صورت ورود ت ونظر گرفته نشده اس

  اي موجه مجاور رسيد.  موجه و يك جواب پايهاي غيرجواب پايه 2توان به مي x2ده است. پس با خروجدرست انجام ش ،نيمم نسبتزيرا تست مي
جـواب   يـك  اي غير موجه وجواب پايه 2توان به مي x5ورود اي موجه مجاور رسيد. باجواب پايه و يك موجهاي غيرجواب پايه 2توان به مي x4ورود د) با
متنـاظر بـا جـدول داده شـده      جاور رسيد. بنابرايناي موجه مموجه و يك جواب پايهاي غيرتوان به يك جواب پايهمي x6ورود اي موجه مجاور رسيد. باپايه

  اي مجاور است. جواب پايه 8داراي 
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 كدام عبارت صحيح است؟زير توجه به جدول  با :19مثال    
   

    Nx  Bx  مجاورند. AوC) نقاط2  مجاورند. AوD) نقاط1
 (s ,s ,s )1 2 3  (x ,x , x )1 2 3  A  

(x ,x , x )1 2 3  (s ,s ,s )1 2 3  B  
(x ,x ,s )2 3 3  (x ,s ,s )1 1 2  C  
(x ,s ,s )2 1 2  (x ,s ,x )1 3 3  D   

  مجاورند. BوDنقاط )4  مجاورند. AوB) نقاط3

 :نقاط   »1«گزينه  پاسخA  وD توانند مجاور باشند، البته در صورت عدم تباهيدگي.در يك متغير تفاوت دارند پس مي  
  (چرا؟)  .گوشه شدني مجاور دارد ،پايه (بعد فضاي جواب)ني حداكثر به تعداد متغيرهاي غيرشد در عدم تباهيدگي هر گوشه :61 نكته     

mدر سيستم :71 نكته  nA X b
x

 
  

R(A)كه  m اي موجه مجاور به يك جـواب پايـه  اي موجه و غيرهاي پايهداد جوابر تعحداكث

m(nموجه m) (چرا؟) .است  
 فرض كنيد  :20مثالx در اين صورت تعداد نقاط گوشه مجاور نقطه  ،يك جواب غيرتبهگن (غيرتباهيده) باشدx : برابر است با  

  )84 مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري(
1 (n 12 (m 1  3 (n m  4 (n m  2  
 :اگر   »3«گزينه  پاسخm ها وتعداد محدوديتn تعداد متغيرهاي كمكي و اصلي باشد در اين صورت، m-n را  بـول قابل قتواند تعداد گوشه مجاور مي

   نشان دهد ولي اين رابطه هميشه هم برقرار نيست. 
  

  جبر روش سيمپلكس   
  

مسأله
S.t

Min Z Cx مفروض است كه در آنm nR(A) m,A  با اين فرض ،m ستون از ماتريسn m nA [a ,a ]  1 1( ،هستند مستقل خطي(AX b
X



  
maهاي مسـتقل خطـي  كنيم ستوندهند. بدون اينكه از كليت مسأله كاسته شود فرض ميمي تشكيل يك پايهكه  ,...,a1      باشـند كـه مـاتريس آنهـا را
mبا m mB [a ,...,a ]  nناميم ورا پايه مي نمايش داده و آن 1 m يعني ،ستون ديگر:n ma ,...,a 1 ناميم و ماتريس آنها اي ميپايههاي غيررا ستون

mرا با n m (n m)N [a ,...,a ]   دهيم. همچنين درنمايش مي 1
n n

x
x

x


 
   
  

1

1

 ،اي پايـه اي را متغيرهـاي  هاي پايـه متغيرهاي متناظر با ستون

Bو آنها را با ناميممي

m m

x
x

x


 
   
  

1

1

 و آنهـا را بـا   اي ناميدهبقيه متغيرها را غير پايهدهيم و نمايش مي
m

N

n (n m)

x
x

x



 

 
   
  

1

1

   دهـيم،  نمـايش مـي  

  

Bاي را بـا ب هزينه متغيرهـاي پايـه  يناميم. همچنين ضرامي Rاي راپايهتغيرهاي غيرمجموعه انديس م m mC [C ,...,C ]  1   ب هزينـه متغيرهـاي   يضـرا  و1
  

Nاي را با پايهغير m n (n m)C [C ,...,C ]   1   كنيم:ها بازنويسي ميرا با اين تجزيه )1( دهيم. اكنون دستگاه معادلات و تابع هدف مسألهنمايش مي1

B
B N

Ns.t

B

N

B

N

X
Min Z (C ,C )

X

X
(B, N) b

X

X
X




 
  

 

 
 

 
   

   
  

  

  شود:به صورت زير بازنويسي مي دستگاه معادلات

)2(  B
B N B N

N

x
Ax b [B, N] b Bx Nx b x B b B Nx

x
  

         
 

1 1  

)3(  B j j B j j j j B
j R j R j R

x B b B a x x b a x a x x b 

  
          1 1  
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  له دوگانأله اوليه و مسأارتباط بين فضاي شدني مس         
  

دارد و بيش از تباهيده  گوشه لئبه جز در حالتي كه يكي از مسا ،له يكسان استأاي (شدني و نشدني) فضاي شدني هر دو مس) تعداد نقاط گوشه1
             له دوگـان اسـت كـه هـر     أله اوليه متنـاظر بـا يـك نقطـه گوشـه مس ـ     أهر نقطه گوشه مس )2 متناظر با گوشه بهينه تباهيده است.ديگر  لهأيك گوشه از مس

يك گوشه  xاگر )3 باشند. گوشه بهينهنظيرشان،  لئمساها در حالتي كه اين گوشهمگر در  ،ل نظيرشان گوشه شدني باشندئدر مسا تواننددو نمي
 yله دوگان درأدار تابع هدف مسمق برابر xله اوليه درأدر اين صورت مقدار تابع هدف مس ،له دوگان باشدأگوشه متناظر آن در مس yله اوليه وأدر مس

   نيستند.هم لزوماً شدني  yو xهاياست و گوشه
  برابرند. هاي پايه اعم از شدني و نشدني در مدل اوليه و همزاد با يكديگر جواب تعداد :8نكته 

 ل اوليه و دوگان زير مفروضند:ئمسا: 49مثال  

s.t.
D : Min W y y 1 25 6  

                       


( ) y y

( ) y y

y ,y

 

 



1 2
1 2
1 2

1 2
2 3 3  

s.t.
P : Max Z x x 1 22 3  

                                


( )x x

( )x x

x , x

 

 



1 2
1 2
1 2

1 5
2 3 6  

  .ها بررسي كنيدله را در گوشهأهدف دو مس هايها و مقادير تابعگوشهله را رسم و تناظر أناحيه شدني دو مس
 پاسخ:  

  
 
  
  
  
  

  
  ج
  

  له اوليهأناحيه شدني مس  له دوگانأناحيه شدني مس

  هاي هدف با هم مقايسه شده است:در جدول زير هر گوشه با گوشه متناظرش در يك سطر نوشته شده و مقادير تابع

 Pله أمس Dله أمس

  گوشه  مقدار تابع هدف  دار تابع هدفمق  گوشه

Oگوشه نشدني  ( , )   W   Z   O( , )  گوشه شدني  

Aگوشه نشدني  ( , ) 1  W  6  Z  6  A( , )   گوشه شدني 2

Bگوشه شدني  ( , ) 3  W 15  Z 15  B( , )   گوشه نشدني 5

Cگوشه شدني  ( , ) 3 1
2 2  W* 21

2  Z*  21
2  C( , )9 1

2   گوشه شدني 2

Dگوشه نشدني  ( , ) 2  W 1  Z 1  D( , )5 گوشه شدني  

Eگوشه شدني  ( , ) 2  W 12  Z 12  E( , )6 گوشه نشدني  

  دست آورد.له دوگان را بهأمسكار برد و گوشه متناظر در را بهد توان قضيه مكمل زائول سيمپلكس ميدر هر جد :9 نكته   

  

B  

A 

D 

E 

C 
1y 

2y 

O

(1)

(2)

B  

A  

O  D  E  

C  

1x 

2x  

(2)

(1)
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 97(مهندسي صنايع ـ سراسري   كدام است؟ ، گزينه درستزيردر مورد دوگان مسئله   :50مثال(  
  ) بيكران است.1
  ) مقدار بهينه متناهي دارد.2
  ) داراي جواب بهينه چندگانه است.3
  ) فاقد جواب شدني است.4

min z x x x x   1 2 3 42 4 7  
s.t. x x x x    1 2 3 42 5  

x x x x   1 2 3 43 3 5 2 9  
x , x , x , x 1 2 3 4  

 :شده، چنانچه مقدار متغيردر مدل داده  »4«گزينه   پاسخx2 نهايت ميل دهيم، مقدار تابع هدف بيكران خواهد شد. بنابراين با توجه به سمت بيرا به
  ي نامحدود است، مسئله دوگان فاقد جواب موجه خواهد بود.اينكه مسئله اوليه داراي جواب بهينه

  

 91(مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ آزاد   مسأله زير را در نظر بگيريد:  :51ثالم(  
  ) دوگان مسأله جواب بهينه دارد.1
  كران دارد.) دوگان مسأله جواب بي2
  است. 45) جواب بهينه دوگان برابر 3
  ) دوگان مسأله نشدني است.4

s.t

i

Max Z x x x

x x x

x i , ,

   

  

 

1 2 3

1 2 3

2 3 5
15

1 2 3
  

 :ضريب متغير »4«گزينه  پاسخx2  در محدوديت منفي است و در تابع هدف مثبت است. بنابراين با هر مقدار افزايشx2     محـدوديت برقـرار و تـابع
x)كران يابد. پس جواب مسأله اوليه بيهدف نيز بهبود مي z ) دني است. . در نتيجه دوگان مسأله نشاست  

 

 حداكثر مقداررا در نظر بگيريد،  روبروريزي خطي مسأله برنامه : 52مثالz پس از حل مسأله چقدر است؟    
  )91هاي اقتصادي و اجتماعي ـ سراسري(مهندسي صنايع گرايش سيستم  

1(  2( 9  
Min z x x x   1 2 33 2 6  
s.t.

x x x

x x x

x , x , x

   
   
 




1 2 3
1 2 3

1 2 3

3 2 3
2 4 3 1

  

3(/16 8   4( .مسأله نامحدود است  

 :نويسيم:  مي مقابلي دوگان را به صورت مسأله ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ پاسخ  Max y y1 23 1  
  y y 1 22 3  

  y y 1 23 4 2  
y y 1 22 3 6  

yنامقيد    , y :1 2  
نهايـت ميـل   شود كه مقدار تابع هدف به سمت بـي با استفاده از روش ترسيمي مشاهده مي

  باشد.  ي اوليه نشدني ميمسألهكند، پس مي
را از محدوديت اول بـه   x1اوليه، اگر  مسألههاي دوگان در هم چنين بدون نوشتن محدوديت

  خواهيم داشت:   ،دهيمت آوريم و در محدوديت دوم قرار دس
( x x ) x x x x        2 3 2 3 2 32 3 3 2 4 3 1 1 4   

xچون  2   وx3  نشدني است.   مسألهپس  
  

  
  

  

 91  ي      (دكتر                                     مقدار بهينه تابع زير عبارت است از:  : 53مثال  (   
1 (2  
2 (15  
  ) صفر3
4 (25  

Min Z x x x x x    1 2 3 4 52 2 4 5  
s.t. x x x  1 2 32 15  

x x x  3 4 52 2 2  
ix , i , , ...,  1 2 5  

 :چون مسأله    » 4 «گزينه  پاسخ          min هاي مسأله و ضرايب گيرند. با توجه به محدوديتهايي كه ضريب كمتري دارند مقدار باست، پس بهتر است متغير
هـا در تـابع هـدف همگـي     بديهي است مقدار حداقل تابع هدف از آنجا كه ضرايب متغير. گيريمبهره مي حل مسألهآنها در تابع هدف از يك روش جستجو براي 

)مثبت هستند، برابر صفر خواهد بود، اما اين جواب  , , , , )     يـابيم  ها، در مـي شود. حال با دقت بيشتر به محدوديتكند پس رد ميها صدق نميمحدوديت در

2y

Z

1y
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xو محدوديت را ارضا كنـد برابـر    xمشترك در دو محدوديت است و حداقل مقداري از آن كه هر x3كه  3 )واب اسـت. پـس ج ـ   15 , , , , )15      جـواب
zموجهي با   3  شود؟ است. حال بايد ديد جواب بهتري از آن يافت مي  

zتوان از محدوديت دوم مي 3 1  فرض كرد (جوابهايx 4 2  ياx 5 1 بـه ضـرايب بـزرگ آنهـا در تـابع هـدف كـاري اشـتباه اسـت) و           باتوجه
x 1 )باشد. پس جواب از محدوديت اول براي ارضاي آن لازم مي 5 , , , , )5 1     باz   x3اما بديهي است كه بهتر اسـت     ً                 فعلا  جواب بهتري است.  25

x(چون اشتراك در دو محدوديت دارد) مقدار بگيرد، پس  3 1  حتما  بايد باشد و با توجه به محدوديت اول                                    ً    x 1 xيا   5 /2 2 آيـد. پـس   به دست مـي  5
)هاي جواب , / , , , )2 5 1     و يا( , , , , )5 1    گانه) با مقدار هاي بهينه مسأله (بهينه چندجواب*z    د بود. نخواه 25

 

 اگر  فرض كنيد مدل خطي زير داراي فضاي حل باشد. : 45مثال 
a a a

a a a
11 21 31
12 22 32

  )93(دكتري   توان داشت؟، آنگاه در مورد دوگان اين مسأله چه قضاوتي مي

  ) داراي جواب بيكران است.1
  ) الزاماً تباهيده است.2
  ) جواب بهينه چندگانه دارد.3
  ) ممكن است جواب نداشته باشد.4

Max.Z c x c x

s.t. a x a x b

a x a x b

a x a x b

x ,x ,b ,b ,b

 

 

 

 



1 1 2 2
11 1 12 2 1
21 1 22 2 2
31 1 32 2 3
1 2 1 2 3 

  

 :اسـت (چـرا؟) و    2ون رتبه ) چ2 نادرست است. 1كران داشته باشد. گزينه تواند جواب بي) مسأله اوليه موجه است بنابراين دوگان نمي1  »3«گزينه  پاسخ
توانـد نشـدني باشـد    كران داشته باشد بنـابراين دوگـان نمـي   تواند جواب بيمسأله موجه است بنابراين كل فضاي شدني مسأله اوليه يك نقطه است. بنابراين نمي

  بنابراين دوگان مسأله حتماً جواب چندگانه دارد.) چون مسأله اوليه جواب تباهيده دارد (چرا؟) و همچنين جواب چندگانه ندارد 3نادرست است.  4گزينه 
  

 ريزي خطيي برنامهلهأمساگر  : 55مثالkMax{x : Ax b , x }    كـه در آنkx   ـ   ـ أيكـي از متغيرهـاي مس  ـ p1لهأله اسـت را مس له أو مس
Max{cxريزي خطيبرنامه : Ax b , x }  يلهأرا مسp2 92گرايش صنايع ـ سراسري  (مهندسي صنايع  كه اگر: .............. توان گفتبناميم، آنگاه مي(  

1(p1 كران باشد آنگاهبيp2 2  كران است.بي(p1 ان باشد آنگاهكربيp2 .فاقد جواب موجه است  
3(p2 كران باشد آنگاهبيp1 .4  فاقد جواب موجه است(p2 كران باشد آنگاهبيp1 .بيكران است 

 :با توجه به اينكه فضاي حل هر دو مسأله ها صحيح نيست. كدام از گزينهيچه پاسخP1 وP2   يكسان است، پس اگر يكي موجه باشد قطعاً ديگري هـم
  :1ي مثال نقض براي گزينه غلط هستند. 3و  2هاي موجه است. پس گزينه

s.t
P : max x x

x x
x , x

 

 



2 1 2

1 2
1 2

1


  
s.t

P :max x

x x
x , x
 



1 2

1 2
1 2

1


  

1

1

1

1

2x

1x

 

  
  

  
  

يجواب بهينه منحصر به فرد دارد، نقطه ( ,   .كران داردجواب بهينه بي .(
  :4ي مثال نقض براي گزينه

s.t
P max x x

x
x , x

 





2 1 2

2
1 2

1


  
s.t

P max x

x
x ,x







1 2

2
1 2

1


  

    
 .كران نيست)جواب بهينه چندگانه دارد (بي جواب بهينه بيكران دارد.

  تواند صحيح باشد.ها نمييك از گزينهدر نتيجه هيچ

2X

1X
1

1

2X

1X
1

1
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 ريزي خطي دو مسأله برنامه :65مثالP  وP  ،كه در آنها را به صورت زير در نظر بگيريدA  يك ماتريس(m n) ،b  يك بردار ستوني(m )1 ،x 
(nيك بردار ستوني  )يك بردار سطري  uو  1( m)1 توان گفت كه اگر است. در اين صورت ميP :93(دكتري   جواب موجه نداشته باشد(  

1 (P .2  بيكران است (P .جواب موجه دارد    
   
      

Maxz cx Maxz cx

P Ax b P uAx ub

x x ,u

  
3 (P .4  يا جواب موجه ندارد يا بيكران است (P .نيز جواب موجه ندارد  

 :چون ناحيه شدني مسأله اوليه   »4«گزينه  پاسخP  هاي مسأله اوليه است و همچنين محدوديتتركيبي ازu    و مسألهp  ناموجه است بنابراين
  ها شرط موجه بودن را ندارد.براي مسأله اوليه حداقل يكي از محدوديت

  

 شده رنظريزي خطي با روش سيمپلكس تجديدهمسائل برنامدر مقايسه با روش سيمپلكس معمولي كدام گزينه در مورد روش حل  :75مثال
)Revised Simplexدرست است؟ (    

  تر است.شده مشكلله در روش سيمپلكس تجديدنظرأ) محاسبه پاسخ دوگان مس1
  آيد.) به دست ميIterations( له در تعداد كمتري از مراحل تكرارأ) جواب بهينه مس2
  بزرگ يا دو فازي ندارد. Mهايراي پيدا كردن پايه شدني اوليه، نيازي به روش) ب3
  شده، احتمال خطاي محاسباتي كمتري وجود دارد.له با روش سيمپلكس تجديدنظرأ) در صورت حل مس4
 :روش   »4«گزينه  پاسخRevised Simplex باشد.فظه كمتر و انجام تعداد عمليات محاسباتي كمتر، داراي خطاي محاسباتي كمتري ميبه علت استفاده از حا  

  تفسير اقتصادي مقادير بهينه متغيرهاي دوگان
  

  
xاگر yله اوليه وأجواب بهينه مس *  ـدر ايـن صـورت مـي    ،له دوگـان باشـد  أجواب بهينـه مس ـ  * *Zيمدان Cx* y * b W *   .  تـوان  بنـابراين مـي

*نوشت: * *
m mZ* y * b y b y b ... y b    1 1 2 )ها ibكه 2 i m) 1تا  1هاي منابع محدوديتm اوليه است. فرض كنيم موجودي منبـع   لهأمسi ام

iبه ibاز ib b  در اين صورت ،تغيير نمايد*
i iZ* y b  حال اگر فرض كنيم .ib 1، در اين صورت*

iZ* y  اگر منبع قيد  :يعنيi  لهأمسام 
*ع هدف به اندازه) را يك واحد افزايش دهيم مقدار بهينه تابibاوليه (يعني

iy  متغير بهينه دوگان متناظر با قيد)i كند، به همين جهتام) تغيير مي*
iy  را

  ناميم.مي اوليه لهأمسقيمت سايه منابع قيدهاي 
i(bام iدر منبع قيد  زايشيك واحد اف ازايتابع هدف به  ميزان تغيير مقدار بهينه شبه قيمت (قيمت سايه): *كه برابر است با (

iy    را شبه قيمت يـا قيمـت
    توان گفت:ناميم و ميسايه مي

*
i

i

dz *
: y

db
 قيمت سايه  

  

i(bام iبا افزايش يك واحد در منبع قيد  :10 نكته  *به اندازه (
iy ي كه براي خريداري يك واحـد از منبـع   ، پس بهايشودسود عايدمان مي

*حداكثر به اندازهتوانيم بپردازيم ام مي iقيد 
iy   اگر بابت تهيه هر واحد از منبع قيد اسـت وi ي بيشـتراز يام بها*

iy  توجيـه   ،بپـردازيم
*ام iحداكثر ارزش هر واحد منبع قيد طور خلاصه پس به ي نخواهد داشت.اقتصاد

iy .  
 توان با افزودن يك واحد به منبع قيد زيرا مي نامندنيز مي »هزينه فرصت از دست رفته«را  ايقيمت سايه  :2 تذكرi  انـدازه ام به*

iy  ـ  ه سـود ب
*به اندازه ،ام را تغيير ندهيم iدست آورد و اگر منبع قيد 

iy ايم.سود را از دست داده  
 يتدشبه قيمت محدو :85مثالiلهأام در مس

Ax b ,x
Max z cx

 
  ست از:ا عبارت  

  امiافزايش يك واحد در سمت راست محدوديت يازاه افزايش مقدار بهينه تابع هدف ب )1
  امiتغيير يك واحد در سمت راست محدوديت يازاه هدف بتابع ) تغيير مقدار بهينه 2
  ibام در مقدار فعليiيتتغييرات سمت راست محدود يازاه ) شيب تغييرات تابع هدف ب3
  امiافزايش يك واحد در سمت راست محدوديت يازاه ) تغيير مقدار بهينه تابع هدف ب4
 :شبه قيمت محدوديت  »4«گزينه  پاسخiهينه ام كه همان مقدار بiامين متغير دوگان است*

i(y  ـ   ، ( ه بيانگر ميزان تغيير مقدار بهينـه تـابع هـدف ب
*زيرا اگر  ام است،iيك واحد افزايش در سمت راست محدوديت يازا * *

my (y , , y ) 1   اي) هـاي سـايه  رهـاي دوگـان (قيمـت   متغيعوض مقادير بهينه
*دانيم د مينباش * * * *

m mZ W y b y b y b    1 1 . عدد سمت راست محدوديت  به حال اگرi خواهيم داشت: ام يك واحد اضافه گردد  
* * * * * * * * *
new i i m m new old i iZ y b y (b ) y b Z Z y y Z           1 1 1     
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ون محـدوديت بـه حـد خـود رسـيده مقـدار متغيـر كمكـي آن صـفر          چ ـ، كـه بـه حـد خـود رسـيده اسـت       اسـت  ه قيمت محدوديتيشب :11نكته 
i(Sشودمي )   و چونi iy S    پسiy .ممكن است صفر باشد يا نباشد  
 كدام عبارت درباره شبه قيمت يك محدوديت صحيح است؟ :59مثال    

  ه فرم بزرگتر يا مساوي هميشه مثبت يا صفر است.) شبه قيمت محدوديت ب1
  ) شبه قيمت محدوديت به فرم كوچكتر يا مساوي هميشه مثبت يا صفر است.2
  ) شبه قيمت يك محدوديت به فرم تساوي ممكن است برابر صفر باشد.3
  مت راست آن محدوديت.) شبه قيمت يك محدوديت عبارت است از مقدار تغيير تابع هدف به ازاي افزايش يك واحد به س4
 :بايستي  2و  1در مورد گزينه   »4و  3«گزينه  پاسخmax / min  .سازي بودن مسأله مشخص باشد تا بتوان نتيجه گرفت  

  

 صورته له بيشينه به ترتيب از چپ به راست بنه براي متغيرهاي دوگان از يك مسأهاي بهياگر ارزش :60مثال( , , , )9 3 1   باشد و مجبور باشيم فقـط
    ترين تصميم كدام است؟تر تهيه نماييم، مناسبيك واحد از يكي از چهار منبع را نسبت به قبل اضافه

  ) تهيه از منبع چهارم4  ) تهيه از منبع سوم3  ) تهيه از منبع دوم 2  ) تهيه از منبع يكم1
 :1«گزينه  پاسخ«  * * * *y , y , y , y   4 3 2 11 3 *ib  سايه هستند. همچنين داريم:هاي قيمت 9 *

i i iz y b z y     1  
*در بين 

iy ها بيشترين مقدار را*y 1    يابد.واحد افزايش مي 9مقدار تابع هدف  ،داراست. پس با يك واحد افزايش در منبع اول 9
  

 را در نظر بگيريد. در صورتي كه هزينه اضافه نمودن يك واحد به منبع محدوديت اول برابـر   ي آنيجواب نها ريزي خطي زير وله برنامهأمس :61مثال
            ...................... .اي ؛ صرف چنين هزينهسه واحد پولي باشد

  ) قابل توجيه است.1
  ) قابل توجيه نيست.2
  .) تأثيري بر سود حاصله ندارد3
  بهينه دوگان دارد. ) بستگي به مقدار4

  
 



x x s s

z

x

s 

1 2 1 2

2
2

4 8 16
1 1 1 2
1 1 1 12

  
s.t

Max Z x x 1 24 8  





x x

x x

x , x

 

 



1 2
1 2
1 2

2 32  

 :با توجه به جدول   »1«گزينه  پاسخ*y 1 واحـد پـول    8منبع محدوديت اول پرداخـت حـداكثر    به اين مفهوم است كه براي تهيه هر واحد ازكه  8

   واحد پول است. 8چون سود حاصل از اضافه شدن يك واحد به منبع محدوديت اول  ،رون به صرفه استمق
*

*z y
b


  
 1

1
8 3  

   مقرون به صرفه است. منبع محدوديت اول  واحد پولي براي تهيه هر واحد از 3پس پرداخت 
 

 جواب بهينه اين مسئله، ناتباهيده و مقدار بهينه برابر  د، فرض كنيديسازي زير را درنظر بگيرمسئله بهينه :62مثالk  است و قيمت سايه  
(shadow price)  متناظر با محدوديت اول برابرm باشد. در صورتي كه عدد سمت راست محدوديت اول افزايش يابد، مقدار تابع هدف مسئله به مي

)مقدار  t)k1 96(مهندسي صنايع ـ سراسري   صورت عدد سمت راست محدوديت اول چقدر تغيير داده شده است؟ يابد. در اينافزايش مي(  

1 (t
m

  2 (t k
m
                3 حداقل (t k

m
                    4 حداكثر (t k

m
  

Tmax x c x

st : Ax b

x









  

 :كنيم:ريزي خطي و محدوده تغييرات منبع اول را بررسي ميبا استفاده از روش ماتريسي برنامه  »3«گزينه   پاسخ   
Z ( t)k Z k Z tk     2 11 tkZ b w tk m b b

m
        1 1 1 1 1  

  

85(مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري    ؟نيستريزي خطي درست هاي زير در مورد برنامهكدام يك از گزاره: 63مثال(  
  داراي جواب موجه باشد، فاز يك جواب موجهي پيدا خواهد كرد. لهأمس) اگر 1
  رسد.هاي بهينه اوليه و ثانويه به صفر مي) شكاف دوگانگي پس از يافتن جواب2
  حتماً متوقف خواهد شد.دچار نشود،  (Cycling)) اگر الگوريتم سيمپلكس به تسلسل 3
  ماند. ) اگر يك جواب پايه تبهگن باشد، الگوريتم سيمپلكس از يافتن جواب بهينه عاجز مي4
 :هـاي  ـ جـواب 2 رسيم و مقدار بهينه هدف صفر خواهد بود.ـ اگر مسأله داراي جواب موجه باشد، در انتهاي فاز يك به جواب موجه مي1»  4«گزينه  پاسخ

اي هـاي پايـه  تعـداد جـواب   - 3باشـد.  ي اوليه و ثانويه با يكديگر برابرند، پس در حالت بهينه اختلاف جواب اوليه و ثانويه (شكاف دوگانگي) صفر مـي بهينه مسأله
  غلط است. 4ريزي خطي محدودند، بنابراين اگر حل به تسلسل دچار نشود، الگوريتم متوقف خواهد شد. بنابراين فقط گزينه مسائل برنامه
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سيمپلكس دوگان ):2درسنامه (    
 

  روش سيمپلكس دوگان
  

كنـد.  حركت مي گوشه بهينهبه سمت  حفظ شرط موجه بودنآغاز و در هر تكرار با  بهينهاي موجه ولي غيرنقطه گوشهاز يك  الگوريتم سيمپلكس
حركـت   فضاي موجـه به سمت  حفظ شرط بهينگيكرار با آغاز و در هر ت موجه ولي بهينهاي غيرنقطه گوشهاز يك  كس دوگانالگوريتم سيمپلاما 
  اساس برنامه ريزي خطي يافتن گوشه موجه و بهينه است.برسد. در هر صورت  و بهينه گوشه موجهكند تا به مي

 له دوگان نوشته شود.أبدون اين كه مس ،كندحل ميله دوگان را مستقيماً از روي روش سيمپلكس معمولي أروش سيمپلكس دوگان در حقيقت مس :12نكته 
  

 صورتريزي خطي بهجدول نهايي سيمپلكس را براي يك مسأله برنامه :46مثالmin 
  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري                                                               در نظر بگيريد:



    
  
   
  

x x x x S S S R.H.S

x

x

x

x




  


1 2 3 1 2 3

1
2
3

1 1 3 2
1 4 5 7 8

1 2 4 2 2
1 1 3 2 2

 

در صورتي كه  باشد و از روشDual Simplex استفاده شود، مقدار تابع هدف در جدول بعدي سيمپلكس چه خواهد بود؟  

1 (x  1  2 (x 
 2  3 (x    4 (x    

 :متغير  »3«گزينه  پاسخx2      داراي ضريب سمت راست منفي و ورودي به پايه است. با توجه به تسـت مينـيمم نسـبت دوگـان، متغيـرS1 
x                                                                                                 ورودي به پايه است. x 2 3¾ÄIQ¾M Áj»n» oÃ™T¶       

Min :{ , } S 
 

  1
1 2 1
2 2 2SLvº SvU ¾ÄIQ¾M Áj»n» oÃ™T¶  

s sZ (Z C ) ( )
             

 1 1
2 1 12
   

گيرد، جواب بهينه مرحله بعد بهتر نخواهد باشد كه كاملاً اشتباه است. با توجه به اينكه روش سيمپلكس دوگان مورد استفاده قرار مي) مي4پاسخ سنجش گزينه ( توجه:
x)سازي است، در مرحله بعد مقدار تابع هدف بايد بزرگتر از صفر باشد. پس مطمئناً جواب سنجش Minشد. با توجه به اينكه مسأله )    باشد.صحيح نمي  

 
        تـوان بـا روش سـيمپلكس ثانويـه يـا دوگـان      اسـت را در صـورتي مـي    Maxريزي خطي كه تـابع هـدف آن بـه شـكل    برنامه يك مسأله: 13نكته 

(DualSimplex Method) تمام ضرايب سطر صفر (مربوط به تابع هدف) غيرمنفي باشند. حل كرد كه در جدول اوليه آن    
  يتم سيمپلكس دوگانالگور .1
  ولي شرط بهينگي برقرار باشد.ها منفي باشند)  ib(بعضي لزوماً شدني نباشديابيم كه ه ميألاي براي مس) يك جواب پايه1
ib) اگر همه اعداد سمت راست نامنفي باشند2 )  براي هر( i m 1 رويم.مي 3صورت به گام  ايم در غير ايندر اين صورت به جواب بهينه رسيده  
اي متناظر بـا سـطر آن را جهـت خـروج از پايـه      كنيم و متغير پايهترين عدد در بين اعداد ستون سمت راست را پيدا ميمنفيانتخاب متغير خروجي از پايه: ) 3

rخروجي است.  rxايمتغير پايه      ناميم.و سطر موردنظر را سطر محوري ميكنيم انتخاب مي ib Min{b | i m}    1  
  كنيم.دلخواه انتخاب مي اگر متغير خروجي منحصر به فرد نباشد در اين صورت يكي را به

jورودي است.  kxايمتغير غيرپايه              انتخاب متغير ورودي به پايه:  ) 4 jk k
rj

rk rj

Z CZ C Min a
a a


      
  

  

با محـورگيري   ،متغير ورودي باشد kxمتغير خروجي و ،rxضروري است. اگر متغير ،سازي باشدها ماكزيممي كه تابع هدف آنلئمساالبته قدر مطلق براي 
  رويم.مي 2جدول را به روز كرده و به گام  rkaدر محل عنصر لولاي منفي

  در جدول بعدي است. حفظ شرط بهينگيدر سيمپلكس ثانويه هدف از آزمون نسبت، 
باشـد و نتيجـه   پـذير نمـي  نامكـا  انتخاب متغيـر ورودي باشند، در اين صورت اگر تمام اعداد سطر محوري نامنفي (مثبت يا صفر)  :41نكته 

  دارد. له دوگان جواب بهينه نامتناهيأله اوليه نشدني و مسأمسگيريم كه مي
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حل مسأله حمل و نقل سيمپلكس ):2درسنامه (    
 

 

  صورت زير است:ه روش سيمپلكس استوار است و مراحل كلي آن ب يشود بر پايهحمل و نقل ارائه مي لهأمسروشي كه براي حل يك 
jبه ـ محاس2حمل و نقل  لهأمساي شدني آغازين براي ـ يافتن يك جواب پايه1 j jC C Z  گيـري جهـت   اي و تصميمهاي غيرپايهمربوط به خانه هاي

  )2ي شدني جديد و رفتن به مرحله (اـ يافتن جواب پايه4از پايه  خروجيورودي به پايه و غير ـ يافتن مت3اي به پايه رود يك متغير غيرپايهتوقف يا و
  پردازيم:اكنون در ادامه فصل به توضيح مراحل اين الگوريتم مي

  
  

  اي شدني آغازينيافتن يك جواب پايه
  

  :شودهاي زير استفاده ميروش يكي از از آغازين BFSيك يافتن است. براي  لهأمسبراي شروع حل  BFSفتن يك اي ،) الگوريتم بالا1مرحله (
  ) روش راسلو گلوروش  هـ)  روش حداقل هزينه د)  روش حداقل ستون ج)  روش حداقل سطر ب)  روش گوشه شمال غربي الف)
 هاي فوق جهت يافتن يك كارگيري روشهقبل از ب  :2تذكرBFS  كرد. م توازن، متوازنعدحمل و نقل را در صورت  لهأمسآغازين بايد  
  روش گوشه شمال غربي الف)

  صورت زير است:ه مراحل اين روش ب
عدد كوچكتر را  ،آن طر اين خانه و مقدار تقاضاي ستونيابيم و با در نظر گرفتن مقدار عرضه ساي كه در گوشه شمال غربي جدول وجود دارد را ميـ خانه1

(يـا هـر دو)    كنيم و اگر عرضه يـا تقاضـا  داده شده را از عرضه سطر و تقاضاي ستون خانه موردنظر كم ميـ مقدار تخصيص 2دهيم.به اين خانه تخصيص مي
mاين كار را تا پر شدن  رويم.) مي1كنيم و به گام ((يا هر دو) را از جدول حذف مي آن سطر يا ستون ،صفر شدند n 1  خانه از جدول به عنوان متغير

  دهيم.  ها و تقاضاها ادامه مياي و صفر شدن تمام عرضهپايه
mكمتر از  هاي پردر اين صورت تعداد خانه ،زمان صفر شونداگر عرضه يك سطر و تقاضاي يك ستون هم :31نكته  n 1يعني يك  ؛خواهد بود

  دست آمده است.ه اي تباهيده بباشد و جواب پايهمي اي داراي مقدار صفرمتغير پايه
 دل برنامه  :11مثالها و مقادير عرضه و تقاضاي زير را در نظر بگيريد:نقل با هزينهوريزي حملم  

) چقدر بايد افزايش 1ي آن يعني (اشد، ضريب هزينه، اولين كانديد ورود به پايه بx13غربي به دست آمده است، ي شمالاگر در حل اوليه كه با روش گوشه
  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري   يابد تا متغير بعدي هم كانديد ورود به پايه شود؟

1 (5  2 (3    
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 :پايه اوليه با استفاده از روش گوشه شمال غربي:   »3«گزينه   پاسخ  
  ).تعريف شده است 4ر نبودن عرضه با تقاضا، مقصد مجازي (با توجه به براب
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x13 :ورودي به پايه    
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 87(مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري  حمل و نقل زير را در نظر بگيريد. جواب اوليه به روش گوشه شمال غربي آن عبارت است از:جدول مسأله  :12مثال(  
  

11  1   
  

1   5   

16   16   
  

3   2   

15   3   
  

2   1   

  8                2              14  
  

1 (68     2 (683    3 (83     4 ( 836 

 :ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ  پاسخ  

Z ( ) ( ) ( ) ( ) ( )     11 5 3 2 13 3 7 2 8 3 885                 

 
11

5  1  1 

2   3   16 

1  2   3  
3  13 

7 
42

42

15  8 

16  13  

11 

8 214
73

 

8 

  
 

  روش حداقل سطرب) 
 ـ اي منحصر به فرد نباشد يكي را به دلخواه بـر مـي  كنيم (اگر چنين خانهاي كه كمترين ضريب هزينه را دارد انتخاب ميـ در سطر اول خانه1 ا در نظـر  گـزينيم) و ب

تخصيص داده شده را از عرضه سطر و تقاضاي ستون  ـ مقدار2ِدهيم.عدد كوچكتر را به آن خانه تخصيص مي خانه، گرفتن مقادير عرضه و تقاضاي سطر و ستون آن
دوباره خانه بعدي در سطر اول كه  ،باشد ـ اگر سطر اول حذف نشده3كنيم.دو) را حذف مي سطر يا ستون (يا هر ،كنيم و هر كدام كه صفر شدخانه مورد نظر كم مي

به سـراغ سـطر دوم   سپس  ،سطر اول حذف گردد دهيم تايم. اين روند را ادامه ميدهيابيم و مطابق روش گفته شده به آن تخصيص ميكمترين هزينه را دارد را مي
mهمانند روش گوشه شمال غربي به پر شدن  لي آخر.رويم و إمي n 1 دهيم.ميها و تقاضاها ادامه فر شدن عرضهخانه به عنوان پايه و ص  
 له زير بيابيد:أاي شدني براي مسيك جواب پايه ،با استفاده از روش حداقل سطر :13مثال  

  
  

  

  
  
 :پاسخ      

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

mهاي پر برابرتعداد خانه n  1   دهد.اي شدني غيرتباهيده را نشان ميپايهاست و جدول بالا يك جواب 6
  شود.ها اجرا ميمانند روش حداقل سطر است ولي در مورد ستونن: روش حداقل ستو ج)

اـدير عرضـه برابـر مج   حمل و نقل آن است كه مجموع زير مجموعه مسألهشرط لازم براي رخ دادن تبهگني در يك  :41نكته  اـدير  مـوع زيرمجموعـه  اي از مق اي از مق
dتبهگني رخ داده است و  بعدتقاضا گردد. به عنوان مثال در مثال  , s , s    2 3 16 11 dو  5  3 sو همچنـين   1 s d d  1 2 2 . البتـه  3

  ندهد زيرا اين شرط، شرط لازم است و نه شرط كافي براي رخ دادن تبهگني. صادق باشد ولي تبهگني رخشده شرط گفته  ،حمل و نقل مسألهممكن است در يك 
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 بيابيد. مقابلاي شدني براي مسأله حمل و نقل با استفاده از روش حداقل ستون يك جواب پايه :14مثال  
  
  
  
  

  

 :كنيم.  را متوازن مي لهأمسمجازي  با افزودن يك مبدأ پاسخ  
  

  
  

  
  
  

mكه كمتر از باشدميا ت 6هاي پر تعداد خانه n  1   اي تباهيده با يك درجه تباهيدگي داريم.باشد پس جواب پايهمي 7
 

  روش حداقل هزينهد) 
بـه فـرد    اي منحصراي كه كمترين ضريب هزينه را دارد براي تخصيص دادن انتخاب كرده و اگر چنين خانههاي جدول، خانهدر بين تمام خانه روش در اين
  هاي قبل است.كنيم. بقيه مراحل كار مانند روشيكي را به دلخواه انتخاب مي ،نباشد
 له حمل و نقل زير بيابيد.أاي شدني به روش حداقل هزينه براي مسيك جواب پايه :15مثال  

  
  
  
  
  

  

  
  

  

  
 :اي تباهيـده بـا   پس جواب پايـه  ،بار سطر و ستون با هم حذف شدنديك پاسخ

 ــ ــك درج ــه  ي ــداد خان ــم. تع ــدگي داري ــر ه تباهي ــاي پ ــا6ه ــر از  ا ت ــه كمت ــت ك س
m n  1        است. 7

  
  

  

  
  حل اين روش به صورت زير است:هرا: گلروش و )ه
  گيريم.در نظر ميريمه جبه عنوان كنيم و عدد حاصله را همان سطر يا ستون كم ميبعدي ـ كمترين ضريب هزينه هر سطر و ستون را از كمترين ضريب هزينه 1
كنـيم  فرد نباشد يكي را به دلخواه انتخاب ميه كنيم و در صورتي كه بيشترين جريمه منحصر بهاي حاصله بزرگترين جريمه را انتخاب ميـ از بين جريمه2

كنيم) انتخاب كـرده و بـه   دلخواه انتخاب مي اي كه كمترين ضريب هزينه را دارد(در صورت تعدد يكي را بهو سطر يا ستون مربوط به بيشترين جريمه خانه
  دهيم.خانه موردنظر مينيمم عرضه و تقاضاي سطر و ستون آن خانه را تخصيص مي

دو) را  ـ مقدار تخصيص داده شده به خانه موردنظر را از عرضه و تقاضاي سطر و ستون آن خانه كم كرده و هر كدام كه صفر شد، سطر يـا سـتون (يـا هـر    3
  رويم.) مي1و به گام ( مكنيحذف مي

  كنيم.در روش وگل هنگامي كه فقط يك سطر يا ستون باقي مانده باشد محاسبه جريمه را كنار گذاشته و از روش حداقل سطر يا حداقل ستون عمل مي
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 خواهيم بـا روش تقريـب   جدول حمل و نقل زير را در نظر بگيريد. مي  :61مثالvogell    يـك جـواب
دهي گيـرد (يعنـي مقـدار   به آن صورت مـي  صاي شدني آغازين بدست آوريم. اولين متغيري كه تخصيپايه
  )94(رياضي ـ سراسري                                                                                                      شود) كدام است؟ مي

  
  

1 (x12 2 (x11  3 (x21 4 (x33 

 :روش تقريـب  در  »4«گزينه  پاسخVogellمرحلـه اول، بـراي هـر سـطر و سـتون       ، در
تـرين  ترين هزينه سطر (ستون) را از كوچكگيريم كه براي اين كار كوچكاي در نظر ميجريمه

كنـيم. در مرحلـه بعـد، سـطر يـا سـتوني را كـه داراي        هزينه بعدي همان سطر (ستون) كم مي
بـه دلخـواه يكـي را     كنيم. اگر بزرگترين جريمه يكتا نباشـد، بزرگترين جريمه است مشخص مي

كنيم. در سطر يا ستون انتخاب شده، به متغيري كه داراي كمترين هزينـه اسـت بـه    انتخاب مي
اندازه  ij i jx min s ,d دهيم.تخصيص مي  

  است. 4يعني گزينه  x33 ،گيردي كه تخصيص به آن صورت ميباشد، پس اولين متغيرداراي كمترين هزينه مي  x33سطر سوم داراي بزرگترين جريمه است و 
 

 را در نظر بگيريد. اعداد داده شده در جدول ضـرايب هزينـه را نشـان     مقابلسازي جدول حمل و نقل مينيمم  :17مثال
دهند. فرض كنيد مي     1 2 3    اي شـدني آغـازين بـا اسـتفاده از روش تقريـب      . براي يافتن يـك جـواب پايـه
  )95(رياضي ـ سراسري                                                  گيرد؟، اولين اختصاص به كدام متغير صورت مي(VAM)وگل

  

1 (x13 2 (x33  3 (x x12 11IÄ  4 (x x31 32IÄ 

 :كنـيم و آن را  ، كمترين ضريب هزينه هر سطر و ستون را از كمترين هزينه بعدي همان سـطر يـا سـتون كـم مـي     وگلطبق روش   »3«گزينه  پاسخ
  ها نيز عبارت است از:باشد. جريمه ستونها برابر ميناميم. جريمه تمامي سطرجريمه مي

  : 3ستون   ,     :    1 :    ,    2ستون2    1   1ستون2
  باشد.ها) ورودي به پايه ميتون(كمترين ضريب هزينه س x12يا x11باشد. پس يكي از متغيرهايمي 2و  1بيشترين جريمه مربوط به ستون 

  
  مراحل اين روش به صورت زير است:  : راسلروش  )و
اـم داده و آن را بـه عنـوان     كنيم. همين عمل را براي ستونمقابل سطر مربوط به آن يادداشت مي iuترين هزينه هر سطر را به عنوان ـ ابتدا بزرگ1 اـ انج زيـر سـتون    jvه

ijهاي جدول مقادير ـ براي تمامي خانه2كنيم. مربوطه يادداشت مي i jC u v  اـب مـي  ه ترين مقدار بها منفيكنيم و از بين آنرا محاسبه مي كنـيم.  دست آمده را انتخ
دهـيم،  را تخصـيص مـي   مينيمم عرضه و تقاضاي سطر و ستون آن خانه ،ي قبلنتخاب شده در مرحلهي اخانه به ـ حال3چنانچه منحصر به فرد نباشد انتخاب اختياري است. 

  كنيم.  را تكرار مي 3تا  1هاي هاي باقي مانده در جدول گامسطر يا ستون يا هر دو را در صورت اشباع شدن حذف كرده و سپس در خانه ،پس از تخصيص

 گيـرد كـدام   اولين متغيري كه مقدار مي .كنيمه ابتدايي جدول حمل و نقل زير از روش راسل استفاده ميبراي به دست آوردن جواب موج  :18مثال
  )87(مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري   يك و  به چه ميزان است؟

    C B A  عرضه
  1   25   2   

1  4       
  3   2   16   

2  7       
     M      

3  3       
14 9 3 2  تقاضا  

  

1( cX3 3به ميزان  2( AX3  2به ميزان  3( BX3 3به ميزان  4 ( صحيح است.   3و  2هر دو مورد 

  3  2  1    
8       4       2        1  1  
3       5       3        1  2  
9       2       5  7  3  

  55  45   1    

    1  2  3  جريمه سطر
1  4  2  1  1  
2  5  3  1  2  
3  2  5  7  3  

  2  1    جريمه ستون  





 
 
 

1 1
2 2
3 3

1 2 3
1
2
3
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 :يابيم. اي شدني، بزرگترين هزينه هر سطر و ستون را ميدر روش راسل براي يافتن يك جواب پايه »1«گزينه  پاسخ  
jkام jبزرگترين هزينه ستون         ;           ترين هزينه سطر بزرگi  امiL   

,i) سپس براي خانه j) داريم:ij ij i jc L k   ترين. اكنون منفيij دهيم. در جدول ارائـه شـده   را يافته و به متغير متناظر با آن مقدار نسبت مي
L  در متن سؤال داريم: , L , L M ; k , k M , k     1 2 3 1 2 325 3 2 3    

; ; M M                  11 21 312 25 2 25 16 3 2 34 2 2        
M M ; M M ; M M M M                  12 22 3225 25 2 3 1    

; ; M M                  13 23 331 25 3 45 3 3 3 3 3 3          
M:ست ازا عبارت ijترينمنفي   33 3  پسcx3 3مقدار  گيرد. را مي  

  
  

  اي در جدول حمل و نقلارهاي پايهاي برحسب بردنمايش بردارهاي غيرپايه
ستون ijaاگر  .را بيابيم ijaخواهيم فرم كلي باشد. ميijxايحمل و نقل ستون متناظر با متغير غيرپايه لهأمسدر جدول سيمپلكس ijaفرض كنيم
ij  در اين صورت داريم: ،باشد A ب تكنولوژيضراي در ماتريسijxاي تغير غيرپايهمتناظر با م ij ij ija B a a Ba  1  

mتاx1را مجهولاتijaهاي ستونلفهمؤ nx پس ،كنيمفرض ميij ija Baمجهولات آن را يافت دستور كرامرتوان با يك دستگاه معادلات است كه مي:  

)kB  ماتريس حاصل از جايگزيني ستونKامB  با ستونijaاست.(   k
k

det(B )x
det(B)

  

kdet(Bيـا   1يـا   - 1اسـت و   Aتريس مربعـي از مـاتريس   يـك زيرمـا  kBپس  )  ،
det(B)يا - 1دانيم كه همچنين مي 1 ، يـا   1يـا    - 1 :تـوان گفـت  پس مـيkx  ؛

ijاز آنجا كه پس .هستند -1 ياija،1ستون هايؤلفهمام مت يعني ija Ba است 
را بـا جمـع و تفريـق كـردن برخـي از       Aاز مـاتريس  ijaاي توان ستون غيرپايهمي

  توجه كنيد: مقابل دست آورد. به جدوله ب Aماتريس  ايهاي پايهستون
  

  
  

  

هاي خالي مربوط بـه متغيرهـاي   باشند و خانهمياي در يك جواب پايه شدني هاي مربوط به متغيرهاي پايهاند خانهمشخص شده×  هايي كه با علامتخانهاز برخي 
ي در يـك  ااين متغير غيـر پايـه   اي تشكيل داد كهتوان حلقهاي ميبراي خانه غيرپايه ،اياي بر حسب بردارهاي پايهبراي نمايش هر بردار غيرپايهد. هستناي غيرپايه

) توجـه كنيـد. ايـن حلقـه در حقيقـت نمـايش سـتون        2و2( ايغيرپايهباشند. به حلقه خانه  ديگر اين حلقه هاياي در گوشههاي پايهخانه گوشه اين حلقه باشد و
aاي است:هاي پايهبرحسب ستونa22اي غيرپايه a a a  22 24 44 خير با توجه بهدرستي رابطه ا  42 

t
ija ( ,..., ,.., ,..., ) 1 1   .واضح است  

    وابسته خطي هستند.، دهندهايي كه با هم تشكيل حلقه ميخانههاي متناظر با ستون :51نكته 
  است. 1هستند پس عنصر لولا همواره  - 1يا  ، 1حمل و نقل لهأمسپلكس اي در جدول سيمثابت كرديم كه همه عناصر يك ستون غيرپايه :61نكته 
 اي را دهند؟توانند تشكيل يك جواب پايههاي جدول ميدر جدول حمل و نقل زير متغيرهاي وابسته به كدام خانه :19مثال  

  )93ـ سراسري  گرايش صنايع (مهندسي صنايع  
1( X ,X ,X ,X11 13 23 21   2  (X ,X ,X ,X11 12 22 21   X X X

X X X

411 12 13
521 22 23

3 2 4
  

3( X ,X ,X ,X12 13 23 22   4( X ,X ,X ,X11 12 22 23  

 :اي تشكيل دهند.  توانند يك حلقه با متغيرهاي پايهاي ميتمام متغيرهاي غيرپايه 4فقط در گزينه  »4«گزينه  پاسخ   
  

  

 ايدر جدول سيمپلكس متناظر با جواب پايـه  :20مثال(x ,x ,x ,x ,x ,x ,x )11 14 24 32 42 43 سـتون متنـاظر بـا متغيـر      بـالا  ارائـه شـده در جـدول     44
  كدام است؟ x22ايغيرپايه
1(ta ( , , , , , , , )22 1 1       2(ta ( , , , , , , ) 22 1 1 1     3(ta ( , , , , , , , ) 22 1 1 1      4(ta ( , , , , , , )  22 1 1 1     
 :اي بــا توجــه بــه حلقــه مربــوط بــه متغيــر غيــر پايــه »  3«گزينــه  پاســخx22 شــود كــه ملاحظــه مــيa a a a  22 24 44 پــس اســت،  42

a a a a a a a             22 11 14 24 32 42 43 يعنـي سـتون    ؛اي اسـت هـاي پايـه  بر حسب ستون a22اي پايهنمايش ستون غير .444
ta :در جدول سيمپلكس عبارت اسـت از  x22اي پايهمتناظر با متغير غير ( , , , , , , , ) 22 1 1 1     .    آخـرين درايـه)(   در بـردارta22    ضـريب متغيـر

  .شوداست كه در جدول سيمپلكس وجود دارد ولي در جدول حمل و نقل ذكر نمي Rمصنوعي 
  

  

  امiمكان  امjمكان

1  2  3  

3  

2  

1  

4  

4  

1d 

1S  

2S  

3S  

4S  

2d 3d 4d 

 
11a  

 
14a  
 
24a  

 
44a  

 
43a  

 
42a  

 
32a  

+1  

-1  +1  

22a  

 
 
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 


 

 



 1 2 3عرضه

1 

2 

 تقاضا

5

15

 1

2

a

4 b

2

5

مقصد

 مبدأ
3

ijيافتن               ijC Zايمتغيرهاي غيرپايه  
  

) الگـوريتم  2د. اكنون نوبت بـه اجـراي گـام (   هاي يافتن آن ذكر شاي شدني آغازين بود كه روشيافتن يك جواب پايه ،) الگوريتم سيمپلكس حمل و نقل1گام (
ijرسد كه بايد به منظور پي بردن به بهينه بودن يـا نبـودن جـواب حاصـل شـده     مي ij ijc c z   اي) را محاسـبه كنـيم. بـراي    هـاي خـالي (غيـر پايـه    خانـه

ijمحاسبه ijc z ب) روش  الف) روش حلقه  :دو روش وجود دارد ايپايههاي غيرخانهMODI.  
  سنگ)الف ـ روش حلقه (روش پله

ij:داريم ،اي باشدپايهيك متغير غير ijxاي پيدا شده اگردر جواب پايه ij ij B ijc z c c B a    -1يـا   1يـا   صورته ب ijaو ثابت كرديم كه عناصر 1
Bهستند، پس ijC a آيد.دست ميه اي بپايه يرهايمتغ با جمع و تفريق كردن ضريب هزينه برخي  

ijبراي محاسبه  ijC Zكنيم:صورت زير عمل ميه اي به روش حلقه بيك خانه غيرپايه  
سـازيم كـه ايـن خانـه     اي مـي اي موردنظر حلقـه غيرپايهبا استفاده از خطوط عمودي و افقي براي خانه 

اي باشـند. پـس از   هاي پايـه خانه ،هاي حلقههاي آن واقع باشد و ساير گوشهاي در يكي از گوشهغيرپايه
 هزينـه  علامت ضـريب  ،اي حلقه را با علامت مثبت و به ترتيبضريب هزينه خانه غيرپايه ،تشكيل حلقه
 ـ  .گيـريم يكـي در ميـان مثبـت و منفـي در نظـر مـي       ها را به صـورت ساير گوشه دسـت آمـده   ه عـدد ب

ijهمان ijC Zكه حلقه مربوط بـه هـر خانـه     لازم است يادآوري كنيماي موردنظر است. خانه غيرپايه
ij  باشد.منحصر به فرد مي ،ايغيرپايه ij ij ik tk ts ms mjC Z C C C C C C        

 هايزير خانهدر جدول حمل و نقل   :21مثال مربوط به متغيرهاي پايه فعلي و خانه  مربوط به متغير وارد شونده است. در اين صورت چند درصد
  .  ؟شوندنميهاي جدول در تشكيل حلقه مربوط به متغير ورودي استفاده از خانه

  )93وري ـ سراسري ي اقتصادي اجتماعي و مديريت سيستم و بهرهها(مهندسي صنايع گرايش سيستم  

1 (6   2 (8   

  
3 (4   4 (2  

 :باشد:مي مقابل به صورت دهنده متغير وارد شونده به پايهحلقه تشكيل  »1« گزينه پاسخ  
           هاي استفاده شدهتعداد خانه 8
12 هاي استفاده نشدهتعداد خانه  

% 
12 62 


  درصد استفاده نشده 

 

 ست. اگر يك جواب شدني براي مسأله حمل و نقل در جدول زير نشان داده شده ا  :22مثالx11    تنها متغير ورودي به پايه باشد، گزينـه درسـت را
    )93(علوم كامپيوتر ـ سراسري      انتخاب كنيد.

  
  

1 (a  bو  6 1  
2 (a  bو  6 1  
3 (a  bو  6 1  
4 (a  bو  6 1  

  

 :با استفاده از روش پله سنگ داريم:   »2«گزينه  پاسخ  
C Z a a a C Z b b b                    11 11 22 227 5 4 6 6 1 7 5 1 1   

  هاي فوق قرار دارد. در بازه 2گزينه فقط 
  

tsC 
  

 
msC 

- 
  
  
+ 

+ 

  
  
  
  

- 

- 
  
+ 

ikC 
  

 
tkC 

ijC 
  

  
  
  
 

mjC 

 ايخانه غيرپايه



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  231  تحقيق در عمليات

D1 D2 D3 D4

 از يك جدول حمل و نقل داده شده است. اين جدول به ازاي بخشي  :32مثال  بهينه است. به ازاي چه مقاديري از جدول بهينه باقي خواهد ماند؟  
  )94(علوم كامپيوتر ـ سراسري   

  

1 (  2 7  2 (  3  
1    18    4    

         52  
 16 2   24     16    
  3    22    15  

  
3 (   4  4 (  1 5  

 :اي نـامنفي باشـد. بـا اسـتفاده از روش پلـه سـنگ مقـادير        براي اينكه جدول بهينه باشد، بايـد ضـرايب هزينـه متغيرهـاي غيرپايـه      »2«گزينه  پاسخ
ij ijC Z كنيم.را بررسي مي  C Z       12 12 18 24 16 4   

    6 2 3  
C Z         13 13 1 16 2 16 4   
    6 2 3  

 

 ي جواب ي حمل و نقل داده شده است. پس از انجام تنها يك تكرار سيمپلكس حمل و نقل هزينهيك مسأله پايهدر جدول زير يك جواب   :24مثال
  )92گرايش صنايع ـ سراسري  (مهندسي صنايع  يابد؟جديد چه مقدار بهبود مي پايه

  

1(5    
2(1    
3(3     
4(8     

9  
6    7    5    4    

S1   15  4  3   5  
 1 

3 4  1  7    
S2        1     

55  
 

5 3  5  2  
S3  

    55  
15 4 4  6  

 :ابتدا بايد متغير واردشونده را پيدا كنيم. پس  »4«گزينه   پاسخij ijZ C كنيم.اي را محاسبه ميمتغيرهاي غيرپايه  

Z C       23 23 4 1 5 7 1  Z C       21 21 7 4 5 1 7  
Z C       32 32 5 2 4 5 2  Z C       24 24 3 1 5 6 1  
Z C       34 34 5 2 4 6 1  Z C       33 33 3 2 4 7 2   

  كنيم.سنگي پيدا ميشونده را از روش پلهو متغير خارج كنيمرا وارد پايه مي x33را دارد. شرط ورود به پايه x33فقط متغير

Min{ , }
Z ( )( )

  
     

55 4 4 4
2 4 8

         
    

            

   

 


5 3 4 15

1

55

         

  

 

     

 

  

  )شدهيا روش توزيع تعديل بيروش ضرايا  MODIروش ب ـ روش متغيرهاي دوگان (
ــراي iuفـــرض كنـــيم  iبـ ,...,m1  ــان ــودمتغيرهـــاي دوگـ ــا قيـ ــاظر بـ ــراي jvعرضـــه و  متنـ بـ

j ,...,n1 باشد:صورت زير ميه بحمل و نقل  لهأمسدوگان  دوگان متناظر با قيود تقاضا باشند.متغيرهاي  
m n

i i j j
s.t. i j

Max W S u d v
 

  
1 1

  

i j iju v c   
i ju ,vنامقيد  

i , ,m
j , ,n







1
1  

1nC  11C  

mnC  m1C  

n  1  
1  

m 

1v  nv  

1u  

mu  
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m:ست ازا دوگان عبارت لهأمسبردار متغيرهاي  ny (u ,...,u ,v ,..., v ) 1         يـك محـدوديت  اوليه  لهأمس) در tsx(مانند دانيم كه متناظر با هر متغيرو مي1
tصورت ه (ب s tsu v C  دوگان وجود دارد. لهأمس) در  

اي اسـت،  در ايـن جـواب يـك متغيـر پايـه     tsxايـم و متغيـر  دست آوردهه بحمل و نقل)  لهأمساوليه ( لهأمساي شدني براي كه يك جواب پايهفرض كنيم : 1لم 
tصورت تساوي ه بtsxاي دوگان متناظر با متغير پايهمحدوديت  s tsu v C   .است  

  :داريم tsxايبراي متغير پايهاثبات: 
)1(  ts ts ts B tsC Z C C B a     1  

BCدانيم كه مي B1 يعني ،دوگان است لهأمسهمان مقادير متغيرهاي: By C B 1.  

B ts ts t m s n t sC B a ya (u ,...,u ,...,u ,v ,..., v ,..., v ) u v

 
 
    
 
 
 

1
1 1

1
1





  

Bبا قرار دادن  ts t sC B a u v  1) داريم: ) 1در رابطهt s tsu v c .   
mاي شدنيدر هر جواب پايهبا توجه به اينكه  n 1توانپس مي ،اي داريممتغير پايهm n 1  معادله باm n     مجهول تشـكيل داد. از آنجـا كـه يكـي از

mيكي اززائد است پس  ،حمل و نقل مسألههاي محدوديت nتوان هر مقدار دلخواهي را به آن نسبت داد و بقيهمجهول دوگان نيز زائد است و ميm n 1 
nاوليـه مقـادير متغيرهـاي دوگـان يعنـي      مسـأله اي شدني جواب پايه يبه ازا ،به اين ترتيب .موردنظر محاسبه كردت متغير را از معادلا mv ,..., v ,u ,...,u1  را 1

ijاكنون براي يافتن  .يابيممي ijC Zاي داريم:متغيرهاي غيرپايه  ij ij ij B ij ij i jC Z C C B a C (u v )     1  
ijبراي يافتن  ،پس به طور خلاصه ijC Zكنيم:عمل مي صورت زيره ب بيبا روش ضرااي متغيرهاي غيرپايه  

mابتدا براي n 1اي (مثلاًمتغير پايه tsx (تعدادm n 1 صورت ه (ب معادلهt s tsu v c دهيم كه اين معادلات داراي ) تشكيل ميm n  متغيـر
همـه   ،و به ايـن ترتيـب  كنيم و ساير متغيرهاي دوگان را از معادلات محاسبه ميدهيم را به دلخواه انتخاب كرده و مقداري دلخواه به آن مي يكي از متغيرهاهستند. 
nدوگان يعني يمتغيرها mv ,..., v ,u ,...,u1 ij    :داريم ،اي باشديك متغير غيرپايهijxاگر  ايم.را يافته1 ij ij i jC Z C (u v )     

 له حمل و نقل زير داده شده است: أاي شدني براي مسيك جواب پايه :25مثال  
  

  
  
  

  

  
  

C Z ,C Z 24 24 31   را محاسبه كنيد.31
 :صورت زير هستند:ه اي بت مربوط به متغيرهاي پايهمعادلا پاسخ        i j iju v C   متغير پايهijx  

                     

u
u
u
v
v
v
v

 
 
 



 
 




1
2
3
1
2
3
4

1
1
2

1
2




v

u v
u v
u v
u v
u v
u v







   
  
  


  
  
  

2

1 1
1 3
2 2
2 3
3 3
3 4

1

1
2
3
4

          

  به اين ترتيب داريم:
C Z C (u v ) ( )       24 24 24 2 4 4 1 2 1  ;  C Z C (u v ) ( )       31 31 31 3 1 5 2 3 

v:در مثال قبل براي حل معادلات قرار داديم :71نكته   2 .     اگر هر كدام از متغيرهاي ديگر را انتخاب كنيم و هر مقـداري بـه آن نسـبت دهـيم
ij مقادير ijC Z د كردنتغيير نخواه.  

  ام tمكان 

  ام sمكان 

2 0 3

1 2 4

1 3 4

1  2 3 

3  

2  

1  

30 
 

2 v 

70 
 

 3v 

30 
 

 4v 

40 

60 

4 
-1  

20 
 

 1v  

4  

5 50 

20  

30  

40 

10 

20 30 

 1u

 2u

 3u

 x11 متغير پايه 
 x13  متغير پايه
 x22 متغير پايه 
 x23 متغير پايه 
 x33متغير پايه 
 x34 متغير پايه 

    با فرض
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 داده شده است. مقدار أله حمل و نقل در جدول زير نشان يك جواب شدني از يك مس :62مثالc23 كدام است؟    
    )88آزاد  ـصنايع گرايش صنايع مهندسي (  

  
1 (8  
2 (7  
3 (9  
4 (5  

  

 :اي به ازاي هر جواب پايه  »3«گزينه   پاسخi j ijU V C   
U V C C C      2 3 23 23 235 4 9U V C U U ;      2 2 22 2 29 14 5  

  

 متغيرهاي دوگان  :72مثال(DUAL) له أمسT  را باm nW (u , ...,u , v , ..., v ) 1  ـنشان مي1 ijxلهأدهيم. اگر در يك جواب بهينه مس ,T   مثبـت
    خواهيم داشت: Tلهأدر هر جواب بهينه دوگان مس ،باشد

1 (i j iju v c   2 (i j iju v c   3 (i ju v  4  (i ju v  
 :محدوديت متناظر با متغير   »2«گزينه  پاسخijx صورت ه دوگان ب لهأمسدرi j iju v c ت بهينه در حال .باشدميijx پس در جـواب   ،است

iشود، پس بهينه دوگان محدوديت موردنظر به تساوي تبديل مي j iju v c .  
  

 له أسم :28مثالT : جواب بهينه دارد اگر   

1 (m n .2  باشد (m n .3  باشد (
m n

i j
i j

a b
 

 
1 1

) 4  باشد. 
m n

i j
i j

a b
 

 
1 1

  باشد. 

 :هايمحدوديت  »4«گزينه  پاسخij ix a وij jx b برسيم: 2) و (1كنيم تا به روابط (را با هم جمع مي (  
n m n m

ij i ij i n mj i j i ( ),( )
j im n m n

j i
ij j ij j

i j i j

x a for i ,...,m x a ( )

b a

x b for j ,...,n x b ( )

   

 

   


   

  
    


  
 

  

1 1 1 1 1 2

1 1

1 1 1 1

1 1

1 2
  

  

 اگر، ل و نقل زير را در نظر بگيريدحم مسأله :92مثالBروابط خطـي   اي اين جواب سيستم،براي متغيرهاي پايه يك پايه قابل قبول اين مسأله باشد و
iمتغير پايه ، ijx روبرو را داشته باشيم: j iju v c   

mو nW (u , ....,u , v , .... ,n ) 1   ؟كدام گزينه صحيح است ،يك جواب قابل قبول براي مسأله دوگان شود 1

  ) مسأله نامحدود است.1

  ) دوگان مسأله نامحدود است.2

3(B .پايه بهينه مسأله است  

  لزوماً پايه بهينه نيست.B) مسأله جواب بهينه دارد ولي4

m n

ij i j
i j

min z c x
 

 
1 1

  

n

ij i
j

m

ij j
i

x a , i , ..... ,m

x b , j , ......,n





 

 





1

1

1

1
  

ijxها،      jوiتمامبه ازاي    

 :3«گزينه  پاسخ«  B  ـا لهأمساي براي توان يك جواب قابل قبول پايهاوليه است و مي لهأمسيك پايه قابل قبول  دسـت آورد. بـراي متغيرهـاي    ه وليه ب
ij   دهيم:روابط خطي زير را تشكيل مي ،اي اين جواب سيستمپايه i j ijx u v c   متغير پايه  

mبا حل اين سيستم جواب  nw (u ,...,u ,v ,..., v ) 1 شود كه طبق صورت سوال يك جـواب قابـل قبـول بـراي دوگـان      دوگان حاصل مي لهأمسبراي  1
  اوليه است.  لهأمسپايه بهينه  Bاوليه در حالت بهينه قرار دارد و لهأمسدوگان به شدني بودن رسيده است پس  لهأمسچون  است.

2 

2 4

5  



v v v

u

c
u

u

  





1 2 3

1

23
2

3

6 9 4
6 9 13

11 14

118 7 7
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 در روش سيمپلكس حمل و نقل اگر انتخاب متغير همزاد از بين :30مثالiuها وivكند، آنگاه: دهيم تغييره آن ميها و همچنين مقداري كه ب  
  ) هيچ تأثيري در بهبود ميزان تابع هدف در آن مرحله ندارد.2  كند.) متغير ورودي به پايه تغيير مي1
  رويم.) به جواب پايه بدتري مي4  رويم.) به جواب پايه بهتري مي3
 :است پس متغيرهاي مسأله دوگان داراي يك درجه آزادي هستند كه اين  زائد ،هاي يك مدل حمل و نقلهمواره يكي از محدوديت  »2«گزينه  پاسخ

ijتواند هر كدام از متغيرها باشد و هر مقداري كه به متغير آزاد نسبت دهيم، مقاديرمتغير آزاد مي ijC Z كنند.  تغيير نمي  
  

 

 شده تعديلحمل و نقل از روش توزيع له أمسدست آوردن جواب موجه ابتدايي در ه براي ب  :31مثال(MODI) شده است. مبناي اين روش  استفاده
  )87(مهندسي صنايع گرايش صنايع ـ سراسري   كدام است؟

  له ثانويه در روش سيمپلكس بنيان نهاده شده است.أ) بر مبناي مفهوم مس1
  ) براساس مفهوم هزينه فرصتي (جريمه) بنيان نهاده شده است.2
  له اوليه در روش سيمپلكس بنيان نهاده شده است. أمفهوم مس) بر مبناي 3
  نمايد. له بزرگ باشد اقدام به حل ميأدر مواقعي كه مس و مستقلاً ) الگوريتمي كه مستقيما4ً
 :در روش   »1«گزينه  پاسخMODI متغيرهايiu وjv گان هستند.  أله دوهمان متغيرهاي مس  

  

  تعيين متغير ورودي به پايه و خروجي از پايه        
 

  الف ـ تعيين متغير ورودي به پايه:
ijو محاسـبه  اي شـدني  يك جواب پايهپس از يافتن  ijC Z     اي داشـته باشـيم  اي، اگـر بـراي تمـام متغيرهـاي غيرپايـه     مربـوط بـه متغيرهـاي غيرپايـه: 
ij ijC Z   ، داشته باشـيم  اياگر براي برخي متغيرهاي غيرپايهاي شدني موجود جواب بهينه است. جواب پايهدر اين صورت:ij ijC Z   ، در ايـن 

ksاگر صورت  ks ij ijC Z Min{C Z }    ، متغير غيرپايهksx  .وارد پايه خواهد شد 

 در يك مدل حمل و نقل يك جواب اوليه به صورت زير داده شده است: :32مثال    
      عرضه

    
35  

9  1  6  8  
35  

  
5 

7  13  
2 

12  
2 

9  
1  

  
4 

5  
3 

16  
1 

9  14  

125  3 3 2 45  تقاضا  

  )84صنايع گرايش صنايع ـ آزاد مهندسي (  شونده كدام متغير خواهد بود؟ وارددر اين صورت در تكرار بعدي روش سيمپلكس حمل و نقل، متغير 
1 (x32  2(x24  3(x31  4(x13  
 :1«گزينه   پاسخ«  Loopبيشترين مقدار كنيم،مياي را محاسبه پايههاي غيرهاي خانهij ijZ C باشد.آنها، متغير ورود به پايه مي  

 Z C ( ) ( )      13 13 1 9 8 13 2Z C ( ) ( ) ;       31 31 13 14 16 9 2  
           Z C ( ) ( )       24 24 7 16 13 5 5 Z C ( ) ( ) ;      32 32 9 13 12 16 6  

Z C ( ) ( )         14 14 9 16 9 5 13 8 8 Z C ( ) ( ) ;      12 12 6 9 12 8 5  
Z C ( ) ( )       24 24 7 16 5 13 5  

  

  تعيين متغير خروجي از پايه:ب ـ
و از بـين متغيرهـاي   دهـيم  را تشكيل ميksxمربوط به متغير حلقه  ،براي تعيين متغير خروجي از پايه ،كانديداي ورود به پايه باشدksxاگر متغير غيرپايه

كانديداي خروج از پايه است. اگـر  ، اين متغير (تست مينيمم نسبت) كنيمهاي منفي قرار دارند، متغيري كه كمترين مقدار را دارد پيدا مياي كه در كنجپايه
 خواهد بود. تباهيده  ،اي بعديكنيم و جواب پايهاز پايه خارج مييكي را به دلخواه  ،باشندبيش از يك متغير كانديد خروج از پايه 
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 ست است. براي بهبود اين جواب با روش سيمپلكس؛د له حمل و نقل جواب پاية زير درأبراي يك مس :33مثال  
  )82هاي اقتصادي و اجتماعي ـ سراسري (مهندسي صنايع گرايش سيستم

  شود.خروجي از پايه تعيين مي x12ورودي به پايه x22) متغير1
  شود.خروجي از پايه تعيين مي x12ورودي به پايه و x13) متغير2
  شود.خروجي از پايه تعيين مي x11ورودي به پايه و x13) متغير3
  شود.خروجي از پايه تعيين مي x11ورودي به پايه و x22) متغير4

 

2

4
1 1

3 

1 1
5

  
 :3«گزينه  پاسخ«  ij ijC Z يابيم: مي اي راپايهمتغيرهاي غير  

        C Z       22 22 5 2 4 3 4     C Z       13 13 4 2 2    
Min{xچون گردد ووارد پايه مي x13متغير  ,x }    11 231 1 گردد از پايه خارج ميx23يا  x11پس متغير خروجي منحصر به فرد نيست لذا 1

  دهد.و در مرحله بعد تباهيدگي رخ مي
  

  اي شدني مرحله بعديافتن جواب پايه       
   

را در حلقه اين متغيـر   مقدار تست مينيمم نسبت يعني ،ورودي به پايه باشد ksxاگر متغير
را در جدول بعـد   كار مقدار متغير خروجي صفر خواهد شد كه خانه آن با اين .دهيمگردش مي
  شود. وارد پايه مي با مقدار ksxكنيم و متغيرخالي مي
kt                                       مم نسبت: نيتست مي mL hs mLMin{x ,x ,x } x    

  
  

ksx وارد پايه وmLxاي بعدي داريم:شود و در جواب پايهاز پايه خارج مي  
بـه دلخـواه    يكي را ،اي به صفر برسدمتغير پايهبيش از يك در حلقه مقدار اگر با گردش 

بقيه را با مقـدار صـفر   كنيم و خانه آن را خالي مي م و گيريبه عنوان متغير خروجي در نظر مي
  داريم. تباهيدهاي جواب پايه ،در چنين حالتي. گيريماي در نظر ميبه عنوان متغير پايه

 

  

 له حمل و نقل زير داده شده است:أاي شدني براي مسيك جواب پايه :34المث  
  

  

  
  
  

  

  له بالا را بيابيد.أجواب بهينه مس
 :شد مقادير متغيرهاي دوگان عبارتند از:  ملاحظه 25در مثال نانچه چ پاسخu ,u ,u   3 2 12 1 vو 1 ,v ,v ,v    4 3 2 12 اكنون . 1

ij ijC Zكنيم:اي را محاسبه ميمتغيرهاي غيرپايه  
  C Z C (u v ) ( )          14 14 14 1 4 3 1 2 2                C Z C (u v ) ( )          12 12 12 1 2 2 1 3  

C Z C (u v ) ( )         24 24 24 2 4 4 1 2 1                  C Z C (u v ) ( )         21 21 21 2 1 4 1 3  
C Z C (u v ) ( )          32 32 32 3 2 1 2 1                 C Z C (u v ) ( )         31 31 31 3 1 5 2 3  

  گردد. جهت تعيين متغير خروجي از پايه داريم:جهت ورود به پايه انتخاب ميx32متغير 
  

Min{x , x }      22 333 2 2  
  

  

ها مقدار شود. با توجه به علامت گوشهاز پايه خارج ميx33پس متغير     دهيم:را در حلقه گردش مي2
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C Z      11 11 8 71 9      

C Z      22 22 75 72 3     

 





54 1

53 2

8   72 

3 75  

3 4 3

  صورت زير است:ه اي شدني بعدي بجواب پايه
  
  
  
  
  
  

  

  

ijاي هاي غيرپايهاي شدني جديد براي خانهبراي جواب پايهمتغيرهاي دوگان  بعد از يافتن مقادير ijC Zكنيم:را محاسبه مي  
  C Z C (u v ) ( )         14 14 14 1 4 3 2 1               C Z C (u v ) ( )         12 12 12 1 2 2 1 3  

C Z C (u v ) ( )          24 24 24 2 4 4 2 2               C Z C (u v ) ( )         21 21 21 2 1 4 2 1 3  
C Z C (u v ) ( )         33 33 33 3 3 3 2 1               C Z C (u v ) ( )         31 31 31 3 1 5 2 1 4  

Cاي شدني اخير بهينه است و چون جواب پايه Z  24   ست از:ا جواب بهينه چندگانه داريم. مقدار بهينه تابع هدف عبارت ،24
*Z ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )              2 1 4 1 1 3 2 2 1 3 4 19  

  
 هاي زير بخشي از جواب بهينه مسأله است؟ز جوابيك ادر مسأله حمل و نقل زير كدام :35مثال  

  )93ـ سراسري  وريهاي اقتصادي اجتماعي و مديريت سيستم و بهرهصنايع گرايش سيستم(مهندسي   
  

1 (*X 12 4  2 (*X 21 2  5  72   8  
5  75  71  

  4  3    
3 (*X 11 3  4 (*X 22 4  

 :قاضـا  كنيم تـا عرضـه و ت  از آنجايي كه مقادير عرضه بيشتر از تقاضاست يك متغير مجازي با ضريب هزينه صفر به جدول اضافه مي  »1«گزينه  پاسخ
  باشد:به صورت زير مي وگلمتوازن شود. يك پايه اوليه به روش 

  
  
  

  
*در نتيجه  باشد،جواب فوق بهينه مي *x , x 12 114 3.  

 
 جدول مياني حل مسأله حمل و نقل زير را در نظر بگيريد. با ورود متغير غيراساسي   :63مثال                                                                           X12 هزينه حمل و نقل چقدر خواهد شـد؟             ، ميزان كل                               

   )  91       (دكتري                       هاي حمل و نقل است.)         ها هزينه                                        ، متغير  غيراساسي بوده و اعداد داخل مربعX31  و   X12           (راهنمايي: 
  

1 (2875  2 (2375  
 j  1  2  مقدار عرضه

i 

75  15 1   2 75
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  2  

 1  5 1  


2 2  3  

 3  15  15  مقدار تقاضا    

3 (1875  4 (3375  

 :يابيم:                                     ابتدا مقدار تابع هدف فعلي مسأله را مي       » 2 «  گزينه پاسخ                                    z ( ) ( ) ( ) ( )    2 75 5 75 1 5 5 1 2875            
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X)                  اي موجود در مسأله     پايه                              مياني) با توجه به دو متغير غير                                   از آنجا كه جدول بهينه نيست (مرحله , X )31                    متغير ورود به پايه   X12        شويم كه         متوجه مي12
z                  خواهد بود، چرا كه  c 12 12 1  دانيم در مسأله حمل و نقل (    و مي                          min مقادير مثبت (ij ijZ Cيابيم.ند. حال متغير خروجي را ميشووارد پايه مي 

اي حلقـه  از سـاير متغيرهـاي پايـه    به آن و كم و اضافه كـردن   كه در شكل رسم شده است و با انتساب  X12مربوط به متغير  با استفاده از حلقه 
  مربوطه خواهيم داشت: 

  

x
x
x
x

 
   
   
  

12
11
21
22

75
75
5 

  

خروجي است و  x22يابيم كه ها درميبا صفر كردن اين متغير  5  5باشد، يعني  مقدار تست نسبت برابر مي  بوده و متغير وروديx12  جديد برابر
5  نويسيم و مقدار شود. حال تابع هدف را دوباره ميميz  جديـد يا مقدار تغيير كهij ij(Z C )   يابيم، يعني: است را مي( )     1 5 5    

پس مقدار تابع هدف  2875 5 2375  ت.)       ً                   (ضمنا  جدول بعدي بهينه اس  
  

 نقل زير داده شده است: له حمل وأاي شدني براي مسيك جواب پايه :37مثال  
  
  
  
  

  
  
  
  

  له بالا را بيابيد.أجواب بهينه مس
 :اي در اين مسأله برابرهاي پايهكه تعداد خانه در حالي ،تا است 6هاي پر تعداد خانه پاسخm n  1   است.  7

  
  

اي مقدار صفر دارد كه در جـدول مشـخص نشـده    تغيرهاي پايهپس يكي از م
اي بـا  اي شدني تباهيده داريم. براي تعيين خانـه پايـه  است لذا يك جواب پايه

كنيم كه امكـان تشـكيل حلقـه بـراي     اي انتخاب ميرا به گونه آن ،مقدار صفر
حلقـه  هاي پر تشـكيل  و نيز خانه اي وجود داشته باشدهمه متغيرهاي غيرپايه

x:دهيم. مثلاً قرار ميندهند 14.  
  
  
  
  

  
  
  

  

اي هسـتند و اعـداد   مقادير متغيرهاي پايه ،در جدول بالا اعدادي كه دور آنها دايره كشيده است
ijبـدون دايــره مقـادير    ijC Z   اي خانــه مـوردنظر اســت. متغيــر  مربــوط بـه متغيــر غيرپايـه

x12 ورودي است و متغيرx14 خروجي است و بايد مقدار  .را در حلقه گردش دهيم  
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شـود و جـواب   مي از پايه خارجx14شود و با مقدار صفر وارد پايه ميx12 ،در حقيقت
  باشد:است كه تباهيده مي مقابلصورت ه اي شدني بعدي بپايه

له جـواب بهينـه چندگانـه    أباشد. اين مس ـبهينه و تباهيده مي ،اي شدني اخيرجواب پايه
Cدارد زيرا Z  44   باشد.مي 44

  
  

  

  

 راي تعيين متغير خارج شونده از پايه، اين حلقه از چه تعداد خانه موجـود در هـر   در حل يك مسأله حمل و نقل در هنگام تشكيل حلقه ب :38مثال
  )91هاي اقتصادي و اجتماعي ـ سراسري(مهندسي صنايع گرايش سيستم  كند؟سطر يا ستون جدول حمل و نقل استفاده مي

  ) صفر يا دو2  ) دو 1
  ها بستگي به تعداد مقصدها دارد. ) تعداد خانه4  ها بستگي به تعداد منابع دارد. ) تعداد خانه3

 :ي اين حلقه از صفر يا دو خانه ،ي حمل و نقل در هنگام تشكيل حلقه براي تعيين متغير خارج شونده از پايهدر حل يك مسأله  »2« گزينه پاسخ
  كند.موجود در هر سطر يا ستون استفاده مي

  

mnxيعنـي اگـر    ،كنـد حمل و نقل صدق مي مسألهدني اوليه در قيود ش يجواب اساس :18نكته  (x ,x , x )   11 جـواب اساسـي    12

  اوليه باشد: شدني
n m

ij i ij j
j i

x s , i , ,m. ; x d , j , ,n.
 

    
1 1

1 1    

)ها ijxچون  j , ,n ; i , m)  1 ها يعني مقادير عرضه و تقاضا نيز همگي عدد صـحيح خواهنـد   jdها و isهمگي عدد صحيح هستند پس  1
  نيز عدد صحيح خواهد بود.  بهينه جواب 4نكته طبق و بود 

  

اسـت، امـا بـه دليـل تباهيـدگي و       بـزرگ قابـل حـل    Mفازي يا سيمپلكس و با استفاده از روش دو حمل و نقل با استفاده از روش همسأل :19نكته 
  شود. تر استفاده ميزيادبودن محاسبات كم

 هـا را  متغيرهاي دوگان مرتبط با دسـته اول محـدوديت  ، را در نظر بگيريد مقابل لهمسأ :93مثالjV       و متغيرهـاي دوگـان مـرتبط بـا دسـته دوم
  برابر است با:ijIپايه باشد، آنگاه متغير دوگان كمبود مرتبط با آندر جواب نهايي يك متغير غير ijxناميم. چنانچهميiUها را محدوديت

1(ij ij i jI c U V    2 (ij i jI U V   
ij ij

i jS.t.

Min c x  

ijبراي تمام j
i

x b j   

,jبراي تمام  iijx       براي تمام  ؛ij i
j

x a i   3 (ij ij i jI c U V    4 (ij ij i jI c U V    

 :ظر بـا متغيـر   له دوگـان متنـا  أمحدوديت مس ـ  »4«گزينه  پاسخijx    بـه صـورتi j iju v c     اسـت. اگـرijI      ،متغيـر كمبـود ايـن محـدوديت باشـد

i j ij iju v I c   پس:ij ij i jI c u v   . 
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