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 فصل اول

 «هابررسي معیني و نامعیني در سازه» 

 سازه مقابل چند درجه نامعین است؟ :1مثال  
 

1 )18  

2) 16 

3 )19  

4) 17 

 
 

 :از  گااهی گاهی است. بنابراين با حذف اين دو فنر انتقالی تکیهشود که اين قاب دارای دو فنر انتقالی تکیهاهده میبا توجه به شکل مش  «4»گزينه  پاسخ

 شود:سازه اصلی، سازه معادل زير حاصل می

    

 

 

 
 

 

 

 
 
     

 )سازه اصلی(                                                                              )سازه معادل(                                                             

، بارای ساازه   (k)و تعداد فضاهای بسته در قاب بادو  در نررگیاری زماین    (c)، تعداد معادلات شرط(r)گاهیهای تکیهالعملسپس مقادير تعداد عکس
 آيد:دست میبه زيرصورت معادل به

 r , c , k               3 2 1 1 2 2 11 3 1 1 2 2 1 1 11 6 
کنیم. پس درجه ناامعینی ساازه   عدد اضافه می 2گاهی از سازه اصلی، به مقدار درجه نامعینی از سازه معادل، در نتیجه با توجه به حذف دو فنر انتقالی تکیه

 اصلی برابر است با:
 DI [(r k) (c )] DI [( ) ( )] DI [( ) ( )]                3 3 2 11 3 6 11 3 2 29 14 2 17 

 
 درجه نامعینی قاب فضایی مقابل کدام است؟ :2مثال 

1 )17 

2) 18 

3) 19 

4) 2 

 


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 :با توجاه باه اينکاه قااب فضاايی اسات، پاس مقاادير تعاداد            «1»گزينه  پاسخ

صاورت زيار   را به (n)هاو تعداد گره (m)تعداد اعضا ،(r)گاهیهای تکیهالعملسعک

  کنیم:تعیین می

r , m , n      6 6 3 1 16 11 8 

 آيد:دست میصورت زير بهسپس تعداد معادلات شرط به

 ic ( c ) (JI¤ nj ®~ÿ¶ ow »j IñøH jHk÷U) 3 

 c (c c c c ) ( ) ( ) ( ) ( )           1 2 3 43 1 3 1 1 3 1 1 3 6 1 

 c   18 1 17 
 بنابراين درجه نامعینی قاب فضايی برابر است با:

DI ( m r) ( n c) DI ( ) ( ) DI              6 6 6 11 16 6 8 17 82 65 17  

 

 خرپای مقابل کدام است؟درجه نامعینی  :3مثال 

1 )6  

2) 7 

3) 11 

4) 1  

 

 
 

 :گاهی وجود دارد. پس ابتدا فنرها را حذف کارده تاا ساازه    شود که در اين خرپا چهار فنر انتقالی تکیهبا توجه به شکل مشاهده می  «3»گزينه  پاسخ

 معادل زير ايجاد شود:

         
 )سازه اصلی(                                               )سازه معادل(                                                                                                                                 

 آيد:دست میصورت زير بهبرای سازه معادل به (n)های خرپاو تعداد مفصل (m)، تعداد اعضا خرپا(r)گاهیهای تکیهالعملسپس مقادير تعداد عکس

r , m , n     2 1 1 4 23 1  

 شود. پس درجه نامعینی سازه اصلی برابر است با:عدد اضافه می 4ازه معادل، با توجه به اينکه چهار فنر از سازه اصلی حذف شده است، بنابراين به درجه نامعینی س

DI [(m r) n] DI [( ) ] DI [ ] DI                 2 4 23 4 2 1 4 27 2 4 7 4 11 

 

 

 

 

 

1
c 2 1 1  

4c 2 1 1  

r 1

r 6

2c 2 1 1  

r 6

3c 4 1 3  

r 3


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 فصل دوم

 «هابررسي پايداری و ناپايداری سازه» 

 

 :(68سراسری  )مهندسی عمرا  ا ها متقارن هستند.(های زیر پایدار است؟)کلیه سازهیک از سازهکدام مثال 

    
(1) (2) (3) (4) 

 :صورت جداگانه بررسی نمود:ها را بهبايد تمام گزينه  «1»گزينه  پاسخ 

اند، بنابراين اين دو گاهی مناسب به زمین متصل شدهالعمل تکیههای سمت چپ و راست سازه صلب بوده و توسط سه عکسدر اين سازه قسمت :(1)گزینه 

 توا  پايدار و در نهايت معادل زمین در نرر گرفت، پس داريم:می قسمت را

 

صاورت ییرماوازی و ییرهمار     هاا باه  گاهی به زمین متصل شده که سه تاا از آ  العمل تکیهشود که قسمت صلب توسط پنج عکسدر نهايت مشاهده می

 ت. باشند، در نتیجه سازه پايدار اسمی

اند، پاس پايادار و معاادل    گاهی مناسب به زمین متصل شدهالعمل تکیههای صلب و پیوسته سمت چپ و راست با سه عکسدر اين سازه قسمت: (2)گزینه 

 زمین هستند، بنابراين داريم:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

   

 به زمین متصل شده و در نتیجه سازه ناپايدار است. O  در نقطهرگاهی همالعمل تکیهشود که قسمت صلب توسط سه عکسبنابراين مشاهده می




 

 




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ها را با يک میله در راستای دو مفصل توا  آ صورت دو مفصل هستند و میهای صلب در وسط، سمت چپ و راست سازه بهدر اين سازه قسمت: (3)گزینه 

 کی در هما  راستا استفاده کرد. پس داريم:          های یلتگاهجايگزين نمود و سپس از تکیه
 

 

 

 

 

 

 

 

 به زمین متصل شده و در نتیجه اين سازه ناپايدار است. Oدر نقطه گاهی همر العمل تکیهشود قسمت صلب توسط سه عکسطور که مشاهده میهما 
 

گااه  ها را با يک تکیهتوا  آ های صلب دو سر مفصل بوده و میصورت قسمتت و همچنین قسمت وسط، بههای چپ و راساين سازه در قسمت :(4)گزینه 

 یلتکی در راستای دو مفصل جايگزين نمود. بنابراين داريم:

 

 

 

 

 

 
 

 ازه ناپايدار است.به زمین متصل شده و در نتیجه اين س گاهی موازیالعمل تکیهشود قسمت صلب توسط سه عکسطور که مشاهده میهما 

 

 

 




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 فصل سوم

 «های معینبررسي استاتیك سازه» 

 در تیر شکل زیر مقدار لنگر در فنر دورانی :1مثالA و نیروی فنرC  کدام است؟به ترتیب 

1 )
qL

PL
23

2
2

 (P2 2و 
qL

PL  
23

2
 Pو 

3) 
qL

PL  
23

2
  (P 4و 

qL
PL

23
2

2
 P2و 

 :اين ساازه تتات ا ار    شود طور که مشاهده میهما   «3»گزينه  پاسخ

شود. بنابراين در ايان  افقی و مايل قرار نگرفته، پس تیر متسوب می بارگذاری

گاهی افقی و همچنین نیروهای متوری داخلی های تکیهالعملحالت از عکس

 . از طرفی سازه معین است زيرا:گرددمینرر در اعضا و مفاصل صرف

 شود. آ  اضافه می ینامعینفنر انتقالی و فنر دورانی از تیر حذف شده و در انتها دو عدد به درجه 

DI [r (c )] DI [ ( )] DI          2 2 1 1 2 2   

 داريم: و کرده جدا Bحال تیر را از مفصل برشی

کنیم زيرا دارای دو شروع می BCاز قسمت ی ايجادشدههابا توجه به شکل

Bمجهول است C(M , R ).  

 

 

 

 

 صورت زير داريم:پس معادلات تعادل را برای آ  نوشته و به

y C C CF R P R P R R P           o¹ 
  

 

C B C B C BM M (R L) M R L M PL


          

شوددو میبرابر  AB، تعداد مجهولات قسمتBCاز قسمت BMحال با مشخص شد  مقدار
yA A(M , R ، پس باا نوشاتن معاادلات تعاادل بارای      (

 داريم: ABقسمت

 

 

 

 

 

y yy A AF R qL R qL         

A A B
L

M M M qL (qL )


      
2

2
BM PL

A
qL

M PL


     
23

2 AM M
o¹ 

qL
PL 

23
2

 

 


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 در شکل مقابل گشتاور خمشی در نقطه :2مثالm واقع در وسطAD  (68سراسری ا عمرا  مهندسی ) کدام است؟ 

1 )
PL2

8
   

2) 
PL22
8

   

3)
PL23
8

    

4) 
PL24
8

 
 

 :آوريم:ابتدا درجه نامعینی قاب را بدست می  «3»گزينه  پاسخ 

r

c DI (r k) (c )

k

DI ( ) ( ) DI

  


        
 

       

2 1 3

1 1 1 3 3 3

1

3 3 1 3 3

 

 

 AB ،BCبنابراين قاب معین است. حال با توجه به اينکه تمام اعضای دو سر مفصل و پیوسته

 دارای بارگذاری به صورت مستقیم هستند، پس در اين قاب هیچ عضو دو نیرويی نداريم.  ADCو

  :خواهیم داشترا از قاب جدا کرده و به صورت زير  ABبنابراين ابتدا قسمت

                               

y برابر هستند و داريم: AVو BVبا توجه به تقار  در بارگذاری قائم، نیروهای A B A B
PL

F PL V V V V


         2
  

x :توا  نوشتمیهمچنین  A B A BF N N N N        

 را جدا کرده و داريم:BCپس عضو

 برابر هستند و داريم: CNو BNبا توجه به تقار  در بارگذاری افقی، نیروهای

 

 

 

 همچنین خواهیم داشت:

                
  

C : توا  نوشتمیبنابراين  A
PL PL

V N 
2 2

» 

 

 گاهالعمل افقی تکیه، بايد مقدار عکسmسپس برای متاسبه مقدار لنگر خمشی در نقطه

D را بدست آوريم. بنابراين با لنگرگیری حول نقطهA :در کل سازه به صورت زير داريم 

 

x

x x

A D

D D

L L L
M (PL ) (PL ) (PL ) (R L)

PL PL
R L R

          

    



2
2 2 2

2 2

 

 

 



x B C B C
PL

F N N PL N N         2

y C B C BF V V V V


      


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 داريم: ADCبرای عضو جدا شده mدر نهايت با زد  مقطعی در

                 

m m m m

L
PL L PL PL L L PL PL PL

M ( ) ( L) ( ) (P ) M M M                 
2 2 232

2 2 2 2 2 2 2 2 8 8
 

 

 مقدار لنگر :3مثالCBM (62سراسری ا عمرا  مهندسی )  چقدر است؟ 

 ( صفر1

2) 
PL

2
 های ساعتدر جهت عقربه 

3 )/ PL1  های ساعتدر جهت عقربه 5

4)PL های ساعتدر جهت عکس عقربه 
 

 :آوريم:ابتدا درجه نامعینی قاب را بدست می  «2»گزينه  پاسخ 

 

r

c DI (r k) (c )

k

DI ( ) ( ) DI

  


        
 

       

2 1 3

1 1 1 3 3 3

1

3 3 1 3 3

 

 
به صاورت پیوساته،   ADوABشود که اعضایبنابراين قاب معین است. حال مشاهده می

و نیروی باشند میستند، بنابراين اعضا دو نیرويی دو سر مفصل و فاقد بارگذاری مستقیم ه

 داريم: مقابلداخلی آنها در راستای دو مفصل قرار دارد. پس به صورت 

 
 
 

از  Cزير متاسبه نمود. برای اين منرور ابتدا سمت چپ نقطاه را به صورت  CBM، مقدار لنگر خمشیABFو ADFتوا  بدو  متاسبه نیروهایمی پس

    آوريم:را بدست می CMمقطع زده و لنگررا  BCDEقسمت

 

 

 

 

 

1.5P



´ÃºpïÂ¶ Íõ£¶



ADF



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  هاسازه تحلیل 6

 داريم: Cبا در نررگیری قسمت سمت راست در ادامه

 C C C
PL

M ( / P L) (P L) M M          1 5
2

 

 آيد: ولی خلاف جهت آ  بدست میCMهم مقدار باCBM، مقدار لنگرCبه قسمت چپCMحال با انتقال لنگر

CBساعت( هایجهت عقربهدر )
PL

M 
2

  

 

 لنگر مقابل در قاب :4مثالBCM :(64آزاد  ـعمرا  مهندسی )  برابر است با 

1 )PL3   

2)PL2    

3)PL5    

4) PL4 

 
 :آوريم:ابتدا به صورت زير درجه نامعینی قاب را بدست می  «4»ينه گز پاسخ  

r

c DI (r k) (c ) DI ( ) ( ) DI

k

  


            
 

2 1 3

3 3 3 3 

 

شود که اين قاب پیوسته )فاقد ناپیوستگی داخلای( دارای ساه   همچنین مشاهده میقاب معین است، 

ل العما ، ابتادا باياد مقادار عکاس    BCMاست، بنابراين بارای متاسابه لنگار   گاهی تکیهالعمل عکس

 را بدست آوريم: CRیگاهتکیه

A C

C C

L
M ( P L) (P ) (R L)

PL P
PL (R L) R


       

      

 2 2
2

9
4

2 2

 

 

 را تعیین نمود: BCMتوا  مقدار لنگر می Bحال با زد  مقطعی از نقطه

B BC C

BC BC

L
M M (P ) (R L)

PL P
M ( L) M PL


      

      

 2
9

4
2 2

 

 

 ی محوری در عضودر قاب مقابل نیرو :5مثالAC   (66سراسری ا عمرا  مهندسی ) چقدر است؟ 

 صفر  (1

2)P
5
2

    

3)P
2
2

 

4)P
3
2

 
 

 

r 1

r 2
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 :آوريم:را به صورت زير بدست می ابتدا درجه نامعینی قاب«  1»گزينه  پاسخ 

 

r

c DI (r k) (c )

k

DI ( ) ( ) DI

  


        
 

       

2 1 3

1 1 1 3 3 3

1

3 3 1 3 3

 

 

به صورت پیوسته، دو سر مفصل و فاقد بارگاذاری مساتقیم هساتند، ايان اعضاا دو       ABو ACشود که اعضایبنابراين قاب معین است. حال مشاهده می

 داريم: زيرپس به صورت گیرد یروی داخلی آنها در راستای دو مفصل قرار میباشند و ننیرويی می

 

                          

 

 

 

 

 
 

 

 آوريم:را بدست می ACبه صورت زير مقدار نیروی متوری در عضو BCDEحال با در نررگیری قسمت

  x AC ACF F cos F       

 را به صورت زير متاسبه نمود:ABتوا  مقدار نیروی عضوهمچنین می

E)خلاف جهت فرضی اولیه(  AB AB AB
L PL P

M (F L) (P ) F L F              2 2 2
 

 

 به خرپای متقارن شکل زیر دو نیروی :6مثالP وP2 ده است، نیروی داخلی عضواعمال شb چند برابر عضوa (66)مهندسی عمرا  ا سراسری  باشد؟می 

1 )
7
3

  

2) 
5
3

  

3) 
4
3

  

4) 
2
3

  

 

 

ACF cos
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 :شود شکل اين خرپا پیچیاده  طور که مشاهده میهما   «2»گزينه  پاسخ

است، بنابراين بهترين روش برای متاسبه نیروی اعضای اين خرپا، روش مقطاع 

 زد  است. 

شده بايد به نتوی باشد که باا اساتفاده از ياک    دقت داشته باشید که مقطع زده

دسات آورد.  ادل لنگر برای آ  مقطع بتوا  نیروی عضو موردنرر را باه معادله تع

را باا مقااطع    bو aطورکلی مطابق شکل مقابل نیروی هر يک از اعضاا پس به

 آوريم:دست مینشا  داده شده به

 

 

آوريام.  دسات مای  ( به1را با استفاده از مقطع ) aابتدا نیروی عضو

 Hبرای اين منرور مطابق شکل مقابل با لنگرگیری حاول مفصال  

را تعیاین   aصورت زير با يک معادله مقدار نیروی عضاو توا  بهمی

  نمود، پس داريم:

H a
L L

M [F ( )] [P ( )]       4 2
2 2

  

a a
P

F L PL F


     2
2

  

 

(، مطابق شکل مقابل 2، با استفاده از مقطع )bحال برای متاسبه نیروی عضو

  صورت زير نوشت:توا  بهمی Dبا لنگرگیری حول مفصل

D b
L L

M [F ( )] [P ( )] [ P L]         6 3 2 2
2 2

  

b b
PL

F L PL F L PL       
3 5

3 4 3
2 2

  

bF P 
5
6

  

 برابر است با: aFبه bFدر نهايت نسبت نیروهای

b

a

P
F

PF
  



5
56
3

2

  

 

 (91زاد آعمرا  ا مهندسی ) در خرپای مقابل تحت بارگذاری نشان داده شده تعداد اعضای صفر نیرویی کدام است؟ :7مثال 

1 )4 

2) 8 

3) 6 

4) 1   

 
 :با توجه به اينکه خرپا متقار  است، بنابراين مفصل«  3»گزينه  پاسخA   روی متور تقار  خرپا قرار دارد و از طرفی ديگر دارای چهار عضو اسات کاه

توا  گفات کاه   (، بنابراين میADو AEاند )و دو عضو ديگر آ  با متور تقار  خرپا زاويه يکسا  ساخته (ABوACدو عضو آ  عمود بر متور تقار  )

 (:ADو AEدارای دو عضو صفر نیرويی است )Aمفصل
 

aF

bF
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که هر دو شرايط يکسانی دارناد،   Gو Fهایحال با در نررگیری مفصل

اند که دو عضاو  ها از سه عضو تشکیل شدهين مفصلاشود که مشاهده می

ا و عضو سوم در راستای ديگر است، از طرفی با توجه باه اينکاه   يک راستآنها در 

صافر   GDو FEهیچ نیروی خارجی به آنها اعمال نشده است، بنابراين اعضاا 

 باشند.نیرويی می

 
 

چنااین و هاام Eباارای مفصاال AEو EFسااپس بااا حااذف عضااوهای

، اين دو مفصل سه عضوی شده که  Dبرای مفصل ADو GDعضوهای

دو عضو آنها در يک راستا قرار دارند و عضو سوم آنهاا در راساتای ديگار،    

صافر نیرويای    JDو EIتوا  گفت عضو سوم آنها يعنی اعضاين میبنابرا

 هستند، و داريم:

 
 

 

 

گاه مفصالی قارار   بین دو تکیه HJو HIدر نهايت با توجه به اينکه اعضا

ر مکا  آنها صفر است، پس ايان اعضاا نیاز صافر نیرويای      اند و تغییگرفته

 هستند: 
 

 

 
 

 

 عضو صفر نیرويی وجود دارد. 6بنابراين در اين خرپا 
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 فصل چهارم

 «های معین به روش كار مجازی محاسبه خیز و شیب در سازه» 

 گاهگاهی در تکیههای تکیهدر اثر نشست :1مثالAزه شکل زیر دوراناز ساB(65سراسری  مهندسی عمرا  ا) کدام است؟ 

1) 
u

a

11
6

 2) 
u

a

7
6

  

3u

u 

3) 
u

a3
 4) 

u

a

11
3

 

 :ب معین است و تتت ا ر بارگذاری مستقیم قرار ندارد و از طرفی تتت ا ر عامل ییرمستقیم نریر شود قاطور که مشاهده میهما  «2»گزينه  پاسخ

 دهیم.گاهی قرار گرفته است پس با استفاده از روش کار مجازی مراحل زير را انجام مینشست تکیه

يان نقطاه اعماال    بايد لنگر واحاد در ا  Bبرای متاسبه دورا  نقطه مرحله اول:

گااهی در نقااطی کاه نشسات     هاای تکیاه  العمال گردد و سپس مقاادير عکاس  

در  Aگاهی ايجاد شده است مشخص گردد، پس با توجه به اينکه در نقطهتکیه

هاای  العمال گاهی ايجاد شده اسات بناابراين باياد عکاس    دو جهت نشست تکیه

 را در دو جهت تتت ا ر بارگذاری واحد بدست آوريم:Aگاهیتکیه

 
y yE A AM R ( a ) R

a


      

1
3 1

3
 

 کنیم:را بررسی میABCجدا کرده و قسمتCقاب را در نقطه حال

 
x yC A A

a
M ( R a) (R (a ))         1

2
 

x x xA A A
a

R a ( ) R a R
a a

          
1 3 1 1

1
3 2 2 2

 

 

گاهی داريم، پس با توجه به مقادير بدست به علت اينکه فقط نشست تکیه حله دوم:مر

 توا  نوشت:را به صورت زير می RWآمده در مرحله اول مقدار

y y x xR A A A A R
u u u

W (R ) (R ) W ( u) ( u)
a a a a a

             
1 1 3 7

3
3 2 3 2 6

 

B گردد:پس رابطه کار مجازی به صورت مقابل ارائه می R B B
u u

W
a a

        
7 7
6 6

 

 باشد.خلاف جهت دورا  اين نقطه میBعلامت منفی نشا  دهنده اين است که جهت لنگر واحد در نقطه

 
 خرپای شکل زیر عضودر  :2مثالCF  تر اجرا شده است. تغییر مکان افقی نقطهمتر کوتاهسانتی 2در حین اجراC    .را پس از مونتاژ حسااب کنیاد

2/برابر CFاز چپ به راست قرار گیرد، نیروی داخلی میله ton7دانیم در صورتی که این خرپا تحت اثر بار افقی)می  باشد.()فشاری( می625
 (65ری سراس مهندسی عمرا  ا) 

1)/ cm75به سمت چپ 
2)/ cm75به سمت راست 
3) / cm5  به سمت راست25
 برای متاسبه ابعاد هندسی سازه بايد حذف شود. (4
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 :عین است و تتت ا ر بارگذاری مستقیم قرار نداشته و فقط در عضوشود خرپا مطور که مشاهده میهما  «2»گزينه  پاسخCF  خطای ساخت ايجاد
 شده است، بنابراين با انجام مراحل زير داريم:

کنیم. دقت اعمال می C، نیروی واحد افقی در نقطهCبا توجه به متاسبه تغییرمکا  افقی نقطه مرحله اول:
قرار گیرد، آنگاه  ton7داشته باشید در صورت سؤال اشاره شده که اگر اين خرپا از چپ به راست تتت ا ر بار

/برابر  CFنیروی ايجاد شده در عضو ton2 با توجه به اينکه بار واحد از چپ به راست در است. بنابراين  625
 تتت بارگذاری واحد برابر است با: CFاعمال شده پس مقدار نیروی عضو Cنقطه

CF

CF

C CF
/

( ) ton / F

( ) ton F

 
  

2 625 1
7 2 625

7
1

¾‰£º oMjnH»Á»oÃº ¼…–oM jnH» Á»oÃº

Â±‚HÁnHm¬nIM

keH»ÁnHm¬nIM

 

 :کار مجازی داريم حال با قرار داد  مقدار بدست آمده از مرحله اول در رابطه مرحله دوم:
xC CF

/
F (F ) ( ) / cm


        

2 625
2 75

7
 

)CFتر از مقدار واقعی ساخته شده، بنابراين مقدار آ  در رابطه کار مجازی منفی استکوچک CFدقت داشته باشید که عضو cm)  2 پس تغییر .

 جهت با نیروی واحد افقی است. قدار مثبت بدست آمده و اين يعنی تغییر مکا  آ  همم Cمکا  افقی نقطه

 

 (66مهندسی عمرا  ا آزاد ) در سازه مقابل تغییر مکان افقی میله صلب کدام است؟ :3مثال 

1)
Pa

AE

2
 2)

PL

AE2
  

3)
PL

AEa

22
 صفر (4 

 :شود سازه معین است و تتت ا ر بارگذاری مستقیم قرار دارد. بنابراين با انجام مراحل زير داريم:طورکه مشاهده میهما  «3»گزينه  پاسخ 

 توا  نوشت:برای متاسبه نیروی عضوهای سازه تتت ا ر بارگذاری اصلی می مرحله اول:

xFآوريم:       زنیم و نیروهای سه عضو را بدست میابتدا مقطعی می F cos F

       2 2 

CM (F a) (P a) F P         1 1 
F

y F P
F F F F sin P P F P F P





              2

1
1 3 2 3 3 2 

      کنیم:                                                                                                                        ا را براسا  بارگذاری واحد تعیین مینیروی اعضBبرای تعیین تغییر مکا  افقی میله با اعمال بار واحد افقی در نقطه مرحله دوم:

xF F cos F
cos


       


 2 2

1
1 

CM F a F      1 1 

F
y

F
cos

F F F F sin F ( sin ) F tan F tan
cos






                    


 1

2
1 3 2 3 3 31

1
 

 بنابراين با قرار داد  مقادير بدست آمده در رابطه کار مجازی خواهیم داشت: سوم: مرحله

x xB B

( ) ( ) ( a L )
FFL FFL FFL FFL ( P)( ) L ( P)( tan ) Lcos( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
AE AE AE AE AE AE AE

  
            

2 2

1 2 3

1
2

2 2
 

L
tan

a
                                         و

x xB B
PLtan PLtan

AE AE

  
     

2 2
 

 برابر است با:Bبنابراين تغییرمکا  افقی نقطه
xB

PL L PL

AE a AEa

 
   

22 2
 

 خلاف جهت تغییرمکا  افقی اين نقطه اعمال شده است. Bدهنده اين است که نیروی واحد افقی در نقطهتوجه داشته باشید علامت منفی نشا 
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 در قاب زیر اختلاف دوران در محل مفصل خمشی :4مثالC( ) C  کدام است؟ 

 (69آزاد  )مهندسی عمرا  ا باشند(.میEIصلب و سایر اعضا دارای صلبیت خمشی CDو BC)اعضای

1 )
PL

EI

22
3

 2) 
( ) PL

EI

 22 1
9

 

 

3 )
( ) PL

EI

 22 1
9

 4 )
PL

EI

2

3
 

 

 :به منرور متاسبه اختلاف دورا  در متال مفصال خمشای     «3»گزينه  پاسخC 

 کنیم:را طی میبا استفاده از روش کار مجازی مراحل زير  ABCDEبرای قاب معین

 کنیم:نمودار لنگر خمشی در قاب را با توجه به بارگذاری اصلی آ  رسم می مرحله اول:
 

 

 در کل قاب داريم: Eابتدا با لنگرگیری حول نقطه

y y yE A A A
P

M (R L) (P L) R L PL R              3 3
3

  

y y y yy A E E E
P P

F R R R R          3 3
  

 داريم: Cاز مفصل ABCسپس با جداسازی قسمت

y xA A(R L) (R L)    CM   

x y x y xA A A A A
P

R L R L R R R        
3

  

y yy A C C A C
P

F R V V R V          3
  

x xx A C C A C C
P P

F R P N N R P N P N              
2

3 3
  

 

 ريم:دا CDEهمچنین با بررسی قسمت

 

x xx E E
P P

F R R

      

2 2
3 3

  

 
 

 

 

 

، باياد  Cحال به منرور متاسبه اختلاف دورا  در متل مفصل خمشیمرحله دوم: 

اعماال نماايیم و    Cدو لنگر واحد در خلاف جهت هام در طارفین مفصال خمشای    

 ا تتت ا ر اين بارگذاری واحد رسم کنیم:سپس نمودارهای لنگر خمشی در قاب ر

 
 

 

 در کل قاب داريم: Eابتدا با لنگرگیری حول نقطه

y yE A AM (R L) R         3 1 1 

y y yy A E EF R R R        
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 از قاب داريم:  ABCحال با جداسازی قسمت

xx
C AA

M (R L) R
L

 
      

1
1  

xC A CN R N
L


   

1
xx A CF R N


      

yy A C CF R V V       
 

 صورت زير داريم:به CDEسپس برای قسمت

xC EN R xF

    

 

xE CR N
L

   
1

 

 

توا  با استفاده از روش ترسیمی مور ا رسم نمودارهای لنگر خمشی تتت ا ر بارگذاری اصلی )مرحله اول( و بارگذاری واحد )مرحله دوم( میب مرحله سوم:

 دست آورد:را به MMdxمقادير

 :ABقسمت 
B B

A A

PL
L

PL
MMdx MMdx

 

   
21

3
3 9

 

 

 

  :DEقسمت

E E

D D

PL
L

PL
MMdx MMdx


 


   

21 2 23
3 9

 

را با استفاده از رابطه کار مجازی  Cتوا  مقدار اختلاف دورا  در مفصل خمشیدست آمده در مرحله سوم، میبنابراين با قرارداد  مقادير به مرحله چهارم:

  تعیین نمود:

E B C D E

C A A B C D

MMdx MMdx MMdx MMdx MMdx
( )

EI EI EI EI EI
           

C
PL PL

( )
EI EI

   
2 2

9 6
PL

EI


2

6 C
PL PL

( ) ( )
EI EI


   

2 22 1 2
9 9

  

)ها ضريبشود در گزينهطورکه مشاهده میهما  )
2 1
9

ها درنرر گرفتاه شاده و درواقاع از لتاا      توا  گفت که مقدار مثبت در گزينهوجود دارد و می 

)اندازه فرقی با )
1 2
9

 ندارد.  

صلب هستند، بنابراين مقدار BCو CDاينکه اعضایتوجه داشته باشید به علت 
C

B

MMdx

EI و
D

C

MMdx

EI  باشاد و در مرحلاه ساوم    برابر صفر مای

 ها مقاديری متاسبه نشده است.برای اين قسمت
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 عضو :5مثالBCدر اثر بارگذاریP به اندازه دهد. چنانچه این عضو در اثر خطای ساختافزایش طول می2   کوتاه ساخته شده باشد، پاس از

 (91آزاد  مهندسی عمرا  ا) ثابت( (EAکدام است؟ Bقی گرهنصب و در غیاب هرگونه بارگذاری خارجی روی خرپا، تغییر مکان اف

1)
EA

PL

22
 2) 

EA

PL

24
  

 
3) 

EA

PL

23
 4) 

EA

PL

25
 

 :خرپا معین و تتت ا ر بارگذاری مستقیم «1»گزينه  پاسخP چنین عضوقرار گرفته است. همBC :دارای خطای ساخت است، پس با انجام مراحل زير داريم 

دهد. پس با استفاده از رابطه افزايش طول می به اندازه BCرار دارد که در ا ر اين بارگذاری عضوق Pخرپا تتت ا ر بارگذاری مستقیم مرحله اول:

 م: آوريرا تتت بارگذاری اصلی بدست میBCتغییر مکا  متوری در عضو از در  مقاومت مصالح، نیروی عضو

BC BC BC
BC BC

BC

F L F L EA
F

(EA) EA L

 
      

در Pاعمال نمايیم. به دلیل اينکه نیروی واحد افقی در جهت نیروی Bبايد بار واحد افقی را در نقطه Bجهت متاسبه تغییرمکا  افقی نقطه مرحله دوم:

تتت بارگذاری  BCتقسیم کرده و نیروی عضو Pتتت بارگذاری اصلی را بر  BCتوا  مقدار نیروی عضوشود، میاعمال میBی به نقطهبارگذاری اصل

BC واحد را بدست آوريم:
BC BC

F EA EA
F F

P L P PL

 
    

1
 

 ن با قرار داد  در رابطه کار مجازی داريم:بنابراي مرحله سوم:

را در شرايط بدو  بارگذاری خارجی تعیین نمايید. بنابراين از ا ر  Bدقت داشته باشید در صورت سؤال بیا  شده است که مقدار تغییرمکا  افقی نقطه

بارگذاری مستقیم بر سازه و ترم
FFL

AE
 کنیم. يعنی داريم:نرر میدر رابطه کار مجازی صرف 

x x xB BC B B
EA EA

F (F ) ( ) ( )
PL PL

 
            

22
2 

علامت منفی در 2 به علت اين است که عضوBC تر از مقدار واقعی ساخته شده است و علامت منفی درکوتاه
xB  نده اين است که تغییر دهنشا

 باشد. خلاف جهت نیروی واحد افقی در اين نقطه میBمکا  افقی نقطه

 

 در خرپای مطابق شکل زیر عضو :6مثالDE را به چه اندازه گرم کنیم تا تغییر مکان افقی مفصلB راست برابر به سمتL
41  شود؟ 

)ضریب انبساط حرارتی را
C

  5 1
 (93مهندسی در سوانح طبیعی ا سراسری ) فرض کنید.( 1

1) C1 

2) C2  

3) C4 

4) C5 

 :خرپا معین و تتت ا ر بارگذاری مستقیم قرار نگرفته و از طرفی عضو «2»گزينه  پاسخDE  تغییر دما داشته است. بنابراين با استفاده از روش کار

 مجازی و انجام مراحل زير داريم:

اعمال  Bبايد نیروی واحد افقی را در نقطه Bبه منرور متاسبه تغییرمکا  افقی مفصل مرحله اول:
 را تتت بارگذاری واحد به صورت زير تعیین کنیم. پس داريم:DEنمايیم و سپس نیروی عضو

به سمت راست مطرح شده است بنابراين نیروی افقی  Bدقت داشته باشید چو  تغییر مکا  افقی نقطه
 اعمال گردد. Bواحد نیز بايد در سمت راست به نقطه

 A E EM (R L) ( L) R       
1

2 1
2
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 :Eمفصل

y E CE CE CEF R F sin (F ) F
           

1 1 2
45

2 22
 

x DE CE DE DEF F F cos F ( ) F

           

2 1 1
45

2 22
 

 نابراين با قرار داد  مقدار بدست آمده از مرحله اول در رابطه کار مجازی داريم:ب مرحله دوم:

 است، پس خواهیم داشت: L41برابر Bدقت شود که تغییر مکا  افقی نقطه

xB DEF L T (F L T) L L T T C              
4 51

1 1 2
2

 

 

 ها یکسان و برابرهمه میلهدر خرپای مقابل که سطح مقطع  :7مثالAاست فقط چهار ضلع را به اندازهTدهیم. تنش حاصال در میلاه   حرارت می

 (93آزاد  مهندسی عمرا  ا) قطری چقدر است؟

1)E T
2
2

 

2) E T
2
3

  

3) E T 

 صفر (4

 :خرپا معین است و تتت ا ر بارگذاری مستقیم قرار ندارد. از طرفی چهار عضو آ  دچار تغییر دما به اندازه «4»گزينه  پاسخTدانایم در  اند. میشده

ر دما و خطای سااخت قارار گرفتاه باشاد، نیاروی در اعضاای خرپاا ايجااد         گاهی، تغییخرپای معین که تنها تتت ا ر عوامل ییرمستقیم نریر نشست تکیه

  گردد و در نتیجه تنش در اعضا آ  برابر صفر است.نمی

 

 در میله یکنواحت زیر با بارگذاری نشان داده شده مطلوب است تعیین تغییرمکان افقی و عمودی نقطه :8مثالB: (93آزاد  مهندسی عمرا  ا) 

1) 
PR PR

,
EI EI

3 3

2 2
 2) 

PR PR
,

EI EI

3 3

2
  

 

3) 
PR PR

,
EI EI

3 3

2 2
 4) 

PR PR
,

EI EI

3 3

4 2
 

 :دهیم:می برای متاسبه تغییرمکا  افقی و قائم قاب قوسی شکل معین با استفاده از روش کار مجازی مراحل زير را انجام «4»گزينه  پاسخ 

ابتدا توجه داشته باشید که فقط مقدار صلبیت خمشی قاب ارائه شده  مرحله اول:

 است، بنابراين تنها بايد معادله لنگر خمشی را تتت ا ر بارگذاری اصلی برحسب

 بدست آوريم. پس با زد  مقطعی مطابق شکل زير داريم:
 

 CM M P(Rsin ) M PRsin         

 B، ابتدا بار واحد قائم را در نقطهBبرای متاسبه تغییرمکا  قائم نقطه مرحله دوم:

تتت ا ر  کنیم و سپس با زد  مقطعی معادله لنگر خمشی را برحسباعمال می

 يم:آوربارگذاری واحد بدست می

C ( ) ( )M M ( Rsin ) M Rsin          1 11 
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، کافی است بار واحد افقی را در Bچنین برای متاسبه تغییرمکا  افقی نقطههم

 اعمال نمايیم و سپس با زد  مقطعی معادله لنگر خمشی را برحسب Bنقطه

 بارگذاری واحد تعیین کنیم: تتت ا ر

C ( )

( )

M M ( (R R cos ))

M R( cos )

      

    

 2

2

1

1
 

 بنابراين با قرار داد  مقادير بدست آمده از مراحل اول و دوم در رابطه کار مجازی داريم: مرحله سوم:

 :B( تعیین تغییر مکا  قائم نقطه1

y y y

( )
B B B

MM ( PRsin )( Rsin ) PR PR cos
Rd Rd sin d d

EI EI EI EI

   
     

             
3 3

1 22 2 2 2
1 2

2
 

y y y yB B B B
PR PR PR PR

d cos d | sin | ( )
EI EI EI EI

                       
     

 
3 3 3 3

2 22 2
1

2 2
2 2 2 2 2 4

 

 :B( تعیین تغییر مکا  افقی نقطه2

x x

x x

( )
B Bx B

B B

MM ( PR sin )( R( cos )) PR (sin )( cos )
Rd Rd d

EI EI EI

PR PR ( cos ) PR PR
sin ( cos )d | ( )

EI EI EI EI

  



        
          

 
                 

 
 

  



3
2

2 2 2

3 3 2 3 3
22

1 1

1 1
1

2 2 2

 

 باشد. می Bدهنده اين است که جهت انتخاب اعمال نیروی افقی واحد خلاف جهت تغییر مکا  افقی نقطهعلامت منفی نشا 

 

 مکان افقی نقطهدر قاب زیر تغییر :9مثالDمتر است؟چند سانتی(EI kg.cm )  11 22  (94مهندسی معماری کشتی ا سراسری ) 1

1)/16 

2) / 32 

3) / 48 

4) / 64 

 
 :برای متاسبه تغییرمکا  افقی نقطه ها صتیح نیست.کدام از گزينههیچ پاسخD توا  از روش کار مجازی به صورت زير استفاده در قاب معین می

 يم:کرد. توجه داشته باشید که اعضا فقط دارای صلبیت خمشی هستند پس با انجام مراحل زير دار

 شوند:نمودارهای لنگر خمشی تتت ا ر بارگذاری اصلی برای اعضا قاب به صورت مقابل رسم می مرحله اول:

A C CM ( ) (R ) R kg        1 2 4 5 

xx AF R

    

y y

y

y A C A

A

F R R R

R kg


         

 

 1 5 1

5
 

بايد بار واحد افقی را در  Dحال برای متاسبه مقدار تغییرمکا  افقی نقطه مرحله دوم:

وارد کرده و نمودارهای لنگر خمشی اعضای قاب تتت ا ر بارگذاری واحد را  Dنقطه

 رسم نمايیم:

 A C CM R R      4 

y yy A C AF R R R

       

x xx A AF R R

       1 1 

C 


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 ه نمودار لنگر خمشی در اعضای قاب تتت ا ر بارگذاری واحد صفر است. شود کبنابراين مشاهده می

 داريم:MMdxدر اين مرحله با استفاده از روش ترسیمی مور برای متاسبه مقادير مرحله سوم:
D B C

A D B
MMdx MMdx MMdx     

 ه سوم در رابطه کار مجازی داريم:بنابراين با قرار داد  مقادير بدست آمده از مرحل مرحله چهارم:

D B C

D(x) D(x)A D B

MMdx MMdx MMdx MMdx

EI EI EI EI
             

 ای اين مقدار ارائه نشده است. برابر صفر است و در هیچ گزينه Dشود که مقدار تغییرمکا  افقی نقطهملاحره می پس

 

 در تیر خمشی زیر خیز قائم در نقطه :01مثالD (94مهندسی در سوانح طبیعی ا سراسری ) کدام است؟ 

1)
PL

EI

3

12
 2) 

PL

EI

3

6
  

 

 3) 
PL

EI

3

3
 4) 

PL

EI

3

2
 

 :برای متاسبه خیز قائم نقطه «2»گزينه  پاسخD که فقط مقدار صلبیت توا  از روش کار مجازی استفاده نمود. با توجه به ايندر تیر معین می

 خمشی اعضای تیر داده شده است، پس با انجام مراحل زير داريم:

 برای رسم نمودار لنگر خمشی اعضا تیر تتت بارگذاری اصلی به صورت زير داريم: :مرحله اول

B C CM (R L) (P L) R P          

y y yy B C B BF R R P R P P R P

            2

xx BF R

    

 :ABقسمت 
 

B B BM M (P L) M PL         

 

 

 
 

 

 :BCقسمت 

C C

C C

M M (P L) ( P L)

M PL PL M

       

     

 2 2

2 2

 

 

 

 
 

 :CDقسمت 

D D

D D

M M (P L) ( P L) (( P) L)

M PL PL PL M

          

      

 3 2 2

3 4
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را اعمال کرده و نمودار لنگر خمشی اعضای تیر را تتت ا ر بارگذاری  Dبايد بار قائم واحد در نقطه Dبرای متاسبه مقدار خیز قائم نقطه مرحله دوم:

 واحد رسم نمايیم:

B C CM (R L) ( L) R         1 2 2 

y y yy C B B BF R R R R

             1 2 1 1                              

xx BF R

                               

 
 

 :BCقسمت :                                                                              CDقسمت 

 

 
 

 
 

 

     C C CM M ( L) M L         1 

 
 

 
 

 :ABقسمت 

A A

A A

M M ( L) ( L) (( ) L)

M L L L M

          

      

 1 3 2 2 1

3 4
   

 
 

را برای اعضا قاب به کمک نمودارهای لنگر خمشی تتت بارگاذاری   MMdxتوا  مقاديررحله با استفاده از روش ترسیمی مور میدر اين م مرحله سوم:

 اصلی و واحد به صورت زير بدست آورد:

 :CDو  ABهای سمتق
 

B

A
MMdx  

 
  

 :BCقسمت 

 

C C

B B

( PL)( L) L PL
MMdx MMdx

  
   

3

6 6
 

 

 

 بنابراين با قرار داد  مقادير بدست آمده از مرحله سوم در رابطه کار مجازی داريم: مرحله چهارم:
 

y y y

B C D

D D DA B C

MMdx MMdx MMdx MMdx PL PL
( )

EI EI EI EI EI EI
              

3 31
6 6

 

 

 در تیر زیر قطعه :11مثالAB صلب است، تغییر مکان نقطهB (95سراسری  )مهندسی عمرا  ا ست؟کدام ا 

1 )
PL

EI

3

16
 2) 

PL

EI

3

24
 

 
3) 

PL

EI

3

48
 4) 

PL

EI

3

96
 

CR

D

C
MMdx 

D

D

B B

B B

M M ( L) ( L)

M L L M

       

     

 1 2 2

2 2
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 :برای متاسبه تغییرمکا  نقطه  «4»گزينه  پاسخB توا  از روش کار مجازی استفاده نماود. البتاه توجاه داشاته     برای تیر معین نشا  داده شده می

EI)صلب است ABباشید که قسمت ) و از طرفی برای قسمتBC راين کاافی اسات تنهاا نماودار     فقط مقدار  صلبیت خمشی ارائه شده است. بناب

 را رسم کرده و با انجام مراحل زير داريم: BCلنگر خمشی برای قسمت

 آيد:دست میصورت زير بهبه BCنمودار لنگر خمشی تتت بارگذاری اصلی برای قسمت مرحله اول:

yA C C
L P

M (R L) (P ) R         2 2
  

y yy A C A
P

F R R P R        2
  

yB B C B
L PL

M M (R ) M        2 4
  

اعماال   B، بايد بار واحد قائم در نقطاه Bبرای متاسبه مقدار تغییرمکا  نقطه مرحله دوم:

 سم شود:ر مقابلگردد و سپس نمودار لنگر خمشی تتت ا ر بارگذاری واحد به صورت 
 

 A C C
L

M (R L) ( ) R        
1

1
2 2

 

y yy A C AF R R R       
1

1
2

  

B C B
L L

M (R ) M     
2 4

  BM  

  MMdxتوا  مقداردر اين مرحله با استفاده از روش ترسیمی مور می مرحله سوم:

صورت زير با کمک نمودارهای لنگر خمشی تتت ا ر بارگذاری به BCرا برای قسمت

 دست آورد:اصلی و واحد به

C C

B B

PL L L
( )( )

PL
MMdx MMdx



   
3

4 4 2
3 96

 

 در رابطه کار مجازی به صورت زير خواهیم داشت: MMdxبنابراين با قرارداد  مقدار مرحله چهارم:

B C

B B BA B

MMdx MMdx MMdx PL PL
( )

EI EI EI EI EI
           

3 31
96 96

  

 

 جایی نقطهجابه :12مثالC (95مهندسی معماری کشتی ا سراسری ) چه مقدار است؟ 

1)
ML

EI

2
 2) 

ML

EI

2

3
  

 

3) 
ML

EI

22
3

 صفر است. (4 

 :جايی نقطهبرای متاسبه مقدار جابه «2»گزينه  پاسخCکه برای اعضای قاب توا  از روش کار مجازی استفاده نمود. با توجه به ايندر قاب معین می

 فقط مقدار صلبیت خمشی اعضا ارائه شده است، پس با انجام مراحل زير داريم:

 قاب تتت ا ر بارگذاری اصلی داريم:برای رسم نمودار لنگر خمشی اعضا  مرحله اول:

a c c
M

M (R L) M R
L

       

y yy c a a
M

F R R R
L

 
       

xx aF R

    

4

4
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اعمال  cبايد بار واحد افقی را در نقطه Cجايی نقطهبرای متاسبه جابه مرحله دوم:

 و نمودارهای لنگر خمشی برای قاب تتت بارگذاری واحد را رسم کنیم:نمايیم 

a c cM (R L) ( L) R         1 1 

y yy a c aF R R R

       1 

x xx a aF R R

       1 1 

قاب به کمک نمودارهاای لنگار خمشای تتات ا ار      را برای اعضای  xMMdتوا  مقاديردر اين مرحله با استفاده از روش ترسیمی مور می مرحله سوم:

 بارگذاری اصلی و واحد به صورت زير بدست آورد:

  : bcو  abهای قسمت

 

 

 

 

 

 
 

 بنابراين با قرار داد  مقادير بدست آمده از مرحله سوم در رابطه کار مجازی داريم: مرحله چهارم:

b c

C C Ca b

MMdx MMdx MMdx ML ML
( ) ( )

EI EI EI EI EI EI

 
            

2 21 1
3 3

 

 باشد. می Cاست که جهت اعمال نیروی واحد خلاف جهت تغییر مکا  نقطه علامت منفی به معنای اين

 

 
 

 

 

oÿÅ
b

a
MMdx 

c

b

c

b

M ( L) L
MMdx

ML
MMdx

  



 




2

3

3
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 فصل پنجم

 «های هندسي در محاسبه خیز و شیب تیرها بررسي روش تیر مزدوج و روش» 

 (32مهندسی عمران ـ سراسری ) تیر مزدوج تیر شکل زیر مطابق کدام گزینه است؟ :1مثال 

 
 

1)      3)    

2)     4    ) 

 :ها از تیر اصلی به تیر مزدوج را به صورت زير تغییر دهیم:گاهتمام نقاط اتصال تیر به تکیهبه منظور رسم تیر مزدوج تیر نشان داده شده بايد  «2»گزينه  پاسخ 

 :Aنقطه
 

A A

A A

y M

V

   
 
    

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 
 

  :Bنقطه
L(B) R(B) L(B) R(B)

L(B) R(B) L(B) R(B)

y y M M

V V

    
 
      

Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{

Âwk¹À Â§ÃUITwH

 
 

  :Cنقطه

C C

L(C) R(C) L(C) R(C)

y M

V V

    
 
      

Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{

Âwk¹À Â§ÃUITwH

 
 

  :Dنقطه

D D

L(D) R(D) L(D) R(D)

y M

V V

    
 
      

Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{

Âwk¹À Â§ÃUITwH

 
 

  :Eنقطه

E E

E E

y M

V

  

   

 
 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 
 

 شود:بنابراين تیر مزدوج حاصل به صورت زير رسم می

 
 

 (38عمران ـ آزاد  مهندسی) تیر مزدوج شکل مقابل کدام است؟ :2مثال   

 
 

 
 

 

1 )           3)
     

2) 
   

4)
   

 :ها را از تیر اصلی به تیر مزدوج تغییر دهیم. پس داريم:گاهبرای رسم تیر مزدوج تیر نشان داده شده بايد تمام نقاط اتصال تیر و تکیه «4»گزينه  پاسخ 

 :Aنقطه

 

A A

A A

y M

M M
V

k k

  

   

 
 
 
 
 2 2

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 
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 كارشناسي ارشد يكن شريف رتبه مدرسا

 

 :Bنقطه
 

 

B B

L(B) R(B) L(B) R(B)

y M

V V

  

    

 
 
 

Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{

Âwk¹À Â§ÃUITwH

 
 

 :Cنقطه

 

C C
C C

C C

R R
y M

k k

V

  

   

 
 
 
 
 

1 1Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{

 

 

 شود:بنابراين تیر مزدوج برای تیر نشان داده شده به صورت زير رسم می
 

 
 

 مقدار چرخش نقطه :3مثالA(38مهندسی عمران ـ آزاد ) در تیر زیر کدام است؟ 

1)
PL

EI

2

72
 3) 

PL

EI

2

36
  

2) 
PL

EI

2

1 8
 4) 

PL

EI

2

18
 

 :ن( نقطهبرای محاسبه چرخش )دورا «2»گزينه  پاسخA توان از روش تیر مزدوج با انجام مراحل زير استفاده نمود:می 

 کنیم:نمودار لنگر خمشی تیر را به صورت زير رسم می :مرحله اول

y

y y

D A

A A

M (R L) PL PL

P
R L PL R

     

      

 3

2
3 2

3

 

 :ABقسمت

yB B A

B B

M M PL (R L)

P PL
M PL ( L) M

     


     



2
3 3

 

 

 :BCقسمت

yC C A

C C

M M PL (R L)

P PL
M PL ( L) M

     

 
     

 2

2
2

3 3

 

 

 

 :CDقسمت 

 
 

 

نمودار :مرحله دوم
M

EI
 نمايیم:را برای هر قسمت از تیر به صورت زير رسم می

 

 
 

 نهايت است بنابراين داريم:ها برابر بیب بوده و صلبیت محوری آن در اين قسمتتیر صلCDو ABتوجه داشته باشید در قسمت
M

EI
 
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 ها و تیر را از تیر اصلی به تیر مزدوج تغییر دهیم، پس داريم:گاهبرای رسم تیر مزدوج تیر نشان داده شده بايد نقاط اتصال تکیه :مرحله سوم

 :Aنقطه

 

A A

A A

y M

V

  

   

 
 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 
 

 :Dنقطه

 

D D

D D

y M

V

  

   

 
 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 
 

 

 گردد:بنابراين تیر مزدوج تیر نشان داده شده به صورت مقابل رسم می
 

 

 
 

 

حال با قرار دادن نمودار :مرحله چهارم
M

EI
های مختلف تیـر  برای قسمت

اصلی )بدست آمده از مرحله دوم( بر روی تیـر مـزدوج )بدسـت آمـده از     

 مرحله سوم( به صورت مقابل داريم:
 

از تیـر اصـلی، بايـد    Aبرای محاسبه چرخش )دوران( نقطه :مرحله پنجم

از روی تیر مزدوج را بدست Aگاهی( نقطهالعمل تکیهمقدار برش )عکس

 توان نوشت:آوريم، پس می
 

 

                           
yD A

PL L L L PL L L
M (R L) ( ) ( ( ) L) ( ) ( ( ) L)

EI EI

   
                 

   


1 2 1 1
3

6 2 2 3 2 2 6 2 2 3 2
 

y y yA A A
PL L PL L PL PL

(R L) R L R
EI EI EI EI

     
             

      

2 2 3 211 7
3 3

24 6 24 6 36 1 8
 

 داريم: بنابراين
yA( ) A ( )

PL
R

EI


  

2

1 8Â±‚H oÃU Z»jq¶ oÃU
 

 

 گاهتیر شکل زیر تکیهدر  :4مثالB ،3 (33مهندسی عمران ـ سراسری ) نشست کرده است، تیر مزدوج این تیر کدام است؟متر سانتی 

 
1 )                                                               3) 

    
 

 

 

 

 

 

2 )                                                               4) 
 

 

 

 :مزدوج تیر نشان داده شده بايد دو نقطه برای رسم تیر «4»گزينه  پاسخA  وB :را از تیر اصلی به تیر مزدوج تغییر دهیم 

 :Aنقطه
 

A A

A A

y M

V

  

   

 
 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 
 

 :Bنقطه
 

B B

B B

y cm M

V

  

   

 
 
 

3 3
Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 

 

 

 باشد:بنابراين تیر مزدوج تیر نشان داده شده به صورت مقابل می
 

 شود.، تیر مزدوج آن به صورت زير رسم میEIالبته با اعمال نمودار لنگر خمشی از تیر اصلی و تقسیم آن بر
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 كارشناسي ارشد يكن شريف رتبه مدرسا

 مودار تغییر شکل سازه بین نقطههای رسم شده به ندر سازه مقابل زاویه بین مماس :5مثالB وC ( چقدر است؟EI)(09مهندسی عمران ـ آزاد ) ثابت 

1)
PL

EI

2

3
 

3) 
PL

EI

22
 

2) 
PL

EI

23
 

4) 
PL

EI

2
 

 

 :های رسم شده بین دو نقطهبه منظور محاسبه زاويه بین مماس «4»گزينه  پاسخB وC توان از روش لنگر سطح و قضیه اول آن به صـورت زيـر   می

 استفاده نمود. پس داريم:

 BCخمشی برای قسمت رسم نمودار لنگر : مرحله اول

  را جدا کرده و داريم: CDEابتدا قسمت

C C CM M (P L) M PL       

رسم نمودار :مرحله دوم
M

EI
 BCبرای قسمت 

 

 

محاسبه مساحت زير نمودار :مرحله سوم
M

EI
BC BCبرای قسمت 

PL
L

PLEIS
EI



 
22

2
 

 

 

 

 

 برابر است با: Cو Bدر نتیجه اختلاف شیب )دوران( دو نقطه
C

C/B C B BC C/BB

Mdx PL
S

EI EI
       

2
 

 
 

 

 (01معماری کشتی ـ سراسری  مهندسی) تیر مزدوج سازه زیر کدام است؟ :6مثال 

 

1 )                                                         3) 
 

 

 

2                                                          )4)
 

 
 

 :برای رسم تیر مزدوج تیر نشان داده شده بايد دو نقطه «4»گزينه  پاسخB A» :را از تیر اصلی به تیر مزدوج تغییر دهیم، پس داريم 

 :Aنقطه

 

 

C C
A A

A A

R R
y M

k k

V

  

   

 
 
 
 
 

1 1Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 

 
 

   شان داده شده برابر است با:است، پس تیر مزدوج تیر نAمشابه نقطهBبا توجه به  اينکه نقطه

 

 

E
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 (01مهندسی عمران ـ آزاد ) تیر مزدوج سازه نشان داده شده کدام است؟ :7مثال 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

1)                                                                                        3) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

2                                  )                                                       4 ) 

 

 
 

 :ها را از تیـر اصـلی بـه تیـر مـزدوج      ها و مفصلگاهجهت رسم تیر مزدوج برای تیر نشان داده شده بايد تمام نقاط اتصال تیر به تکیه «2»گزينه  پاسخ

 تغییر دهیم. پس داريم:

 :Aنقطه

 
A A

A A

F F
y M

k k

V

  

   

 
 
 
  

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 

 

 :Bنقطه

 

 
B B

L(B) R(B) L(B) R(B)

F F
y M

k cos k cos

V V

  

    

 
 
 
 
 

1 1

1 145 45Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{

Âwk¹À Â§ÃUITwH

 

 

 

 

 

 :Cنقطه

 

 
F F

y MC C
k cos k cos

V VL(C) R(C) L(C) R(C)

  

    

 
 
 
 
 

2 2

45 452 2Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{

Âwk¹À Â§ÃUITwH

 

 

 

 

 

 :Dنقطه
 

D D

D D

y M

V

  

   

 
 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 
 

 گردد:بنابراين تیر مزدوج تیر نشان داده شده به صورت زير رسم می
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 كارشناسي ارشد يكن شريف رتبه مدرسا

 (03مهندسی عمران ـ آزاد ) تیر مزدوج تیر نشان داده شده کدام است؟ :8مثال 

 

 

1 )   3)    

2)     

 

4    ) 

 :ها را از تیر اصلی به تیـر مـزدوج   ها و مفصلگاهبه منظور رسم تیر مزدوج برای تیر نشان داده شده بايد تمام نقاط اتصال تیر با تکیه «2»گزينه  پاسخ

 تغییر دهیم. پس داريم:

 :Aقطهن
 

A A

A A

y M

V

  

   

 
 
 

Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 
 

 :Bنقطه
 L(B) R(B) L(B) R(B)

L(B) R(B) L(B) R(B)

L(B) R(B) L(B) R(B)

y y M M

| y y | | M M |

V V

 

     

      

 
 
 
 
 

Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{

Âwk¹À Â§ÃUITwH

 
 

  :Cنقطه
C C

L(C) R(C) L(C) R(C)

y M

V V

  

    

 
 
 

Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{

Âwk¹À Â§ÃUITwH

 

 

 :Dنقطه

 

D D
D D

L(D) R(D) L(D) R(D)

R R
y M

k k

V V

  

    

 
 
 
 
 

2 2Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{

Âwk¹À Â§ÃUITwH

 

 

E:  L(E)نقطه R(E) L(E) R(E)

L(E) R(E) L(E) R(E)

y y M M

V V

    

      

  
 
  

Ápo¶ˆÄHo{ Ápo¶ˆÄHo{

Âwk¹À Â§ÃUITwH

 

 

 :Fنقطه

 

F F
F F

F F

R R
y M

k k

V

  

   

 
 
 
 
 

1 1Âwk¹ÀÁpo¶ˆÄHo{ Â§ÃUITwHÁpo¶ˆÄHo{ 

 

 شود:بنابراين تیر مزدوج تیر نشان داده شده به صورت زير رسم می
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 ششم فصل

 «های معین با استفاده از روابط حفظي محاسبه خیز و شیب سازه» 

 خیز نقطه :1مثالB در تیر مقابل کدام است؟EI)  )(31)مهندسی عمران ـ آزاد    ثابت   

1 )
wL

EI

45
12
   3 )

wL

EI

47
12
   

 2 )
wL

EI

4

3
   4 )

wL

EI

4

4
   

 :برای محاسبه خیز نقطه «3»گزينه  پاسخB بايد تیر را از نقطهB د بر نقطهمقطع زده و به صورت زير نیرو و لنگر وارB  :را تعیین کنیم. پس داريم  

B B B
L wL

M M (wL ) M


      
2

2 2
  

y B BF V wL V wL          

 خواهیم داشت:  ABحال برای تیر کنسول
 

     بارگذاری اول  بارگذاری دوم
 

 بارگذاری اول:

B
B B B

V L wL L wL

EI EI EI


        

1 1 1

3 3 4

3 3 3
  

                                   بارگذاری دوم:                                                                                                                

B
B B B

wL
( )L

M L wL

EI EI EI
        

2 2

2
2

2 4

2
2

2 2 4
  

 

B برابر است با:  Bبراين خیز نقطهبنا B B B
wL wL wL

EI EI EI
        

1 2

4 4 47
3 4 12

    

 

 گاهدر سازه شکل مقابل تکیه :2لمثاC به اندازهcm1 در جهت قائم نشست کرده و بار افقی در نقطهD کند. با در نظرر گررفتن اثرر    بر آن اثر می

 (33)مهندسی عمران ـ سراسری  چقدر است؟  Bجایی افقی نقطهخمش، جابه

1 )
L

EI

35
                              3 )

L

EI

35
3
  

2 )
L

EI

31
                            4 )

L

EI


35
1

3
 

 
 :گـاهی در  های تکیهبا توجه به اينکه سازه معین است، بنابراين نشست «3»گزينه  پاسخ

تـثییر نـدارد.    Bهدر تغییر مکـان نقط ـ  Cسازه نیرو ايجاد نکرده و در نتیجه نشست در نقطه

گردد. از طرفی با توجـه  در سازه ايجاد می ton5تنها در ایر نیروی Bپس تغییر مکان نقطه

تیرهای کنسولی تغییـر   باشد، با استفاده از روابط حفظیتیر کنسول می ABبه اينکه قسمت

 آيد.  دست میبه Bمکان نقطه

 

w

w



EI
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 را جدا کرده و داريم: BDبرای اين منظور ابتدا قسمت

x B BF N ton

       5 5 

 

 داريم:  ABحال برای تیر کنسول

 B
B B

N L L

EI EI
    

3 35
3 3

    

 

 (33)مهندسی عمران ـ آزاد   در تیر شکل مقابل تغییر مکان قائم جسم صلب کدام است؟ :3مثال 

1 )
qL

EI

4

162
   3 )

qL

EI

4

648
 

 
2 )

qL

EI

4

216
 4 )

qL

EI

4

64
 

 :شـود کـه ايـن تیـر متقـارن و      تیر مشاهده می با دقت در  «2»گزينه  پاسخ

تحــت ایــر بارگــذاری متقــارن نیــز قــرار گرفتــه اســت. بنــابراين بــه علــت اينکــه  

و  ACهـای صلب است، تغییر شکل آن به صورت خطـی و قسـمت   CDقسمت

DB يکسان هر دو قسمت به صورت منحنی تغییر شکل  به علت صلبیت خمشی

 دهند. پس به صورت مقابل داريم:  می
 

 

دوران نـدارد   CDمتبرابـر اسـت يعنـی قس ـ    Dو Cدر نظر داشته باشید کـه تغییـر مکـان نقـاط     CDحال برای محاسبه تغییر مکان قائم جسم صلب

C D( )   های. از طرفی تغییر شکل قسمتAC وDB هایتوان فرض زير را برای قسمتبه نحوی است که میAC وCD  :در نظر گرفت 

را بـه آن نیـز    DBو ACهـای های وارد بـر قسـمت  فرض نموده و تمام بارگذاری DBو ACگاه گیردار برای تیر کنسولرا به صورت تکیه DوCنقاط

 اعمال نمايیم. يعنی خواهیم داشت: 

 را بررسی نمايیم.  ACمشابه هستند و کافی است يکی از آنها مثلاً  DBو ACهای قسمت

 
 

    بارگذاری اول  بارگذاری دوم 
 

 

 ه صورت زير داريم: قرار گرفته است، ب qو  ARکه تحت ایر دو بارگذاری ACدر تیر کنسول  Aحال برای محاسبه تغییر مکان نقطه

 بارگذاری اول: 

A A

L
q( )

qL qL

EI ( )EIEI
      


1 1

4
4 4

4
3
8 81 83 8

   

 بارگذاری دوم: 

A

A A A

L qL L
R ( ) ( ) ( )

qL

EI EI ( )EI



        
2 2 2

3 3
4

3 2 3
3 3 81 2

  
تحت  Aییر مکان نقطهبايد رو به بالا باشد، پس جهت بالا را به عنوان جهت مثبت در نظر گرفته و تغ Aبنابراين با توجه به اينکه تغییر مکان نهايی نقطه

   ایر هر دو بارگذاری برابر است با: 

 A A A
qL qL qL qL

( ) ( )
( )EI ( )EI ( )EI EI


         

  

4 4 4 43
81 8 81 2 8 81 216A A A       

1 2
  

C است و داريم:  Aبرابر با تغییر مکان نقطه Cدر نتیجه تغییر مکان نقطه
qL

EI
 

4

216
 

 

A C 

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 در تیر شکل زیر تغییر مکان در سمت چپ مفصل برشی :4مثالB برحسبmm  کدام است؟(EI ton.m ) 21   

  (34)مهندسی عمران ـ سراسری 

 ( صفر 1

3 )6  

2 )5  

4 )3  
 

 :برای محاسبه مقدار تغییر مکان در سمت چپ مفصل برشی  «3»گزينه  پاسخB  در نظر داشته باشید که عضـوAB      .از سـازه، تیـر کنسـول اسـت

را تعیین نمود. بـرای ايـن منظـور ابتـدا      Bتوان مقدار تغییر مکان در سمت چپ مفصل برشیاز روابط حفظی برای تیرهای کنسول میبنابراين با استفاده 

 را جدا کرده و داريم:  BCقسمت

C B BM M ( ) M ton.m


        3 1 3      

 خواهیم داشت:  ABحال با بررسی تیر کنسول

 B / m mm


    


23 2
6 6

2 1
B

B
M L

EI
   

2

2
  

 

 

 جایی قائم مفصلدر سازه نشان داده شده، جابه :5مثالB ( چقدر است؟EI   )(38ـ سراسری )مهندسی عمران  برای کلیه اعضا یکسان است     

 ( صفر 1

3 )
PL

EI

3
  

2 )
PL

EI

3

3
  

4 )
PL

EI

32
3

  
 

 :شود عضـو طور که مشاهده میهمان  «1»گزينه  پاسخAB      از قـا  بـه صـورت تیـر

توان از روابـط حفظـی   می Bاشد، بنابراين برای محاسبه تغییر مکان قائم مفصلبکنسول می

   را جدا کرده و داريم: BCDEتیرهای کنسول استفاده نمود. برای اين منظور ابتدا قسمت

 y BF V       

 

 

 خواهیم داشت:  ABسپس با بررسی تیر کنسول
 

B
B B

V L L

EI EI


    

3 3

3 3
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 در شکل مقابل، :6مثالC .را تعیین کنیدEI) )(38)مهندسی عمران ـ سراسری   ثابت فرض شود 

1 )
EI

1
   3 )

/

EI

1 5
   

 
2 )

/

EI

1 625
   4 )

/

EI

625
   

 :توان قسمتشود که میبا کمی دقت در تیر مشاهده می «2»گزينه  پاسخBCD   را به صورت تیر دو سر مفصل در نظر گرفت، البته نقـاطB  وD 

توان فرض کـرد  ها برابر هستند. پس با اين موارد میدارای تغییر مکان به سمت پايین هستند که با توجه به متقارن بودن سازه و بارگذاری، اين تغییر مکان

علاوه بر بارگذاری بار گسترده BCDکه تیر دو سر مفصل
kN

m
( قـرار  Dو B)تغییر مکان قائم نقاط  Dو Bگاهی مفاصلهای تکیهتحت ایر نشست 3

را از  BCDدست آوريم، برای اين منظور قسمتبه صورت زير به DEو ABرا برای تیرهای کنسول  Dو  Bدارد. بنابراين ابتدا بايد تغییر مکان نقاط 

  تیر جدا کرده و داريم: 

C B BM (V ) ( ) V kN          
2

2 3 2 3
2

     

 

 y B C D DF V V ( ) V V kN              3 2 3 6 3  

 خواهیم داشت:  ABحال برای تیر کنسول

B
B B

V L

EI EI EI


      

3 33 1 1
3 3

  

B به علت تقارن داريم:  D
EI

   
1

   

 توان نوشت: می BCDبنابراين برای تیر دو سر مفصل

 

 

 
 

 

زمان بارگذاری با بار گستردهتحت ایر هم BCDشود تیر دو سر مفصلمشاهده می طور کههمان
kN

m
 قرار دارد. پس داريم:  Dو  Bگاهیهای تکیهو نشست 3

تحت ایر بارگذاری با بار گسترده C( تغییر مکان نقطه1
kN

m
3 : 

 

C C
qL

EI EI EI

 
      

1 1

4 45 5 3 2 5
384 384 8

  

 

 :Dو Bگاهیهای تکیهتحت ایر نشست C( تغییر مکان نقطه3

B D C B D C
EI

           
2 2

1
  

 

 برابر است با:  Cدر نهايت تغییر مکان نقطه

 C C C C
/

EI EI EI EI
          

1 2

5 1 13 1 625
8 8
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 تغییر مکان سمت چپ مفصل برشی :7مثالD ( کدام است؟EI )(09)مهندسی عمران ـ آزاد   ثابت   

1 )
qL

EI

4

6
   3 )

qL

EI

4

3
 

 
2 )

qL

EI

4

12
 4 )

qL

EI

4

8
 

 :دقت داشته باشید در اين سازه قسمت «2»گزينه  پاسخAB   لببه صورت تیر کنسول بوده که توسط يک مفصل خمشی بـه عضـو ص ـBC   متصـل

 دست آورد. را به Dتوان تغییر مکان قائم نقطهمی Bشده است. بنابراين با محاسبه تغییر مکان قائم نقطه

 را جدا کرده و داريم:  BCاتصال پیوسته دارد. پس ابتدا عضو صلب BCبا عضو صلب CDتوجه داشته باشید که عضو

    
C B

B B

q L L
M (V L) ( )

qL qL
V L V


     

    



2
2 2

4 4

       

 

 آوريم: دست میرا به Bسپس تغییر مکان قائم نقطه

 B

qL
L

qL

EI EI



   

3
4

4
3 12

B
B

V L

EI
   

3

3
  

   

 
 

 آيد: دست میدر سمت چپ مفصل برشی به Dدر ادامه مطابق شکل زير تغییر مکان قائم نقطه

 

 B D B D
D B

BC CD

qL

L L L L EI

   
      

4

12
     

 

 
 

 گاهتغییر مکان تکیه :8مثالC میله( کدام است؟BC )(01)مهندسی عمران ـ آزاد   صلب است  

1 )
PL

EI

3

3
                       3 )

PL

EI

3

12
  

2 )
PL

EI

3

24
                      4 )

PL

EI

3

48
  

 

 :شود که نقطهبا کمی دقت در شکل مشاهده می «1»زينه گ پاسخC تواند تغییر مکـان  می

توانـد داشـته   صلب است و در واقع امکان دوران هـم نمـی   BCقائم داشته باشد، از طرفی قسمت

Bباشد )يعنی وان گفت که نقطهت(. بنابراين میB   گـاه لغزنـده گیـردار    همانند يـک تکیـه

فـرض   ABباشد. پس سازه را به صورت يک تیر يک سر مفصـل و يـک سـر لغزنـده گیـردار     می

  شد و داريم:  بامی Cر مکان نقطهبرابر با تغیی Bنمايیم. بنابراين تغییر مکان قائم نقطهمی

 B C
PL

EI
   

3

3
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 رو حاوی مفصل در نقاطتیر متقارن روبه :9مثالB وC است. تغییر مکان قائم نقطهB ل بار متمرکرز بعد از اعماP   در وسر  بشرشBC   چقردر

      (03هوافضا ـ آزاد مهندسی ) ثابت( (EIاست؟

1 )
PL

EI

39
   3 )

PL

EI

39
2

 

 
2 )

PL

EI

316
3

 4 )
PL

EI

38
3

 

 :با توجه به اينکه قسمت «3»گزينه  پاسخAB از سازه به صورت تیر کنسول است، بنابراين برای محاسبه تغییر مکان قائم نقطهB توان از روابط می

 را جدا کرده و به صورت زير داريم:   BCر ابتدا قسمتحفظی تیرهای کنسول استفاده نمود. برای اين منظو

 C BM (V L) (P L)


      2  

B B
P

V L PL V    2
2

  

y B C C
P

F V V P V

        2

    

 خواهیم داشت:  ABبنابراين برای تیر کنسول

 B

P
( ) L

PL

EI EI



   

3 3
33 92

3 2
B

B
V ( L)

EI
   

33
3
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 هفتم فصل

 «هابررسي انرژی كرنشي و قضايای كاستلیانو و بتي ـ ماكسول در سازه» 

 تیر :1مثالABC ،)تحت بارگذاری )الف( و )ب( قرار گرفته است. اگر تحت اثر بارگذاری )الفB /  تحرت اثرر    Dتغییر مکان نقطره باشد،  1

   (31)مهندسی عمران ـ سراسری  بارگذاری )ب( چقدر است؟ 

1 )/ L1 3) / L2 

         
 )الف(                  )ب(                                                                            

2) cm1 4) cm2 

 :ها صحبتی نشـده بنـابراين   ها رسم نشده است. از طرفی در مورد صلبیت خمشی سازهشود که هندسه تغییر شکل سازهمشاهده می «4»گزينه  پاسخ

ها را رسم کرده و سپس بارگذاری و تغییر مشی يکسانی هستند. پس ابتدا به صورت زير هندسه تغییر شکل سازهها دارای صلبیت خکنیم که سازهفرض می

   کنیم: های آنها را مشخص میشکل

                     
 )الف(                                                                                 )ب(                                                                        

)D گردد: بنابراين قضیه بتی ـ ماکسول به صورت مقابل ارائه می ) D( ) B( ) B( )P M  
œ²H J J œ²H

 

)Bدر سازه )الف( Bشود که دوران نقطهمشاهده می )( )
œ²H

)Bدر سازه ) ( Bخلاف جهت لنگر نقطه  )(M )
J

باشد، پـس حاصـل بـر  آنهـا در     می 

)Dدر سازه ) ( Dچنین تغییر مکان نقطهرابطه منفی است. هم )( )
J

)Dدر سازه )الف( Dخلاف جهت نیروی نقطه  )(P )
œ²H

است پس حاصل بـر   

 در سازه ) ( برابر است با:  Dآنها در رابطه منفی خواهد بود. بنابراين مقدار تغییر مکان نقطه

D( ) D( ) ( / ) / m cm       1 2 1 2 2
J

 

 

 ل مقدار نیرویبا توجه به دو سازه مقاب :2مثالP برابر چندton  (  33)مهندسی عمران ـ سراسری    است؟ 

1 )
5
3

 3) 
2
3

 

         
                                  (2(                                                                  )1) 

2) 5 4) 1 

 :( است1( دو برابر سازه )3با توجه به اينکه صلبیت خمشی سازه ) «1»گزينه  پاسخ((EI) (EI) )2 هـا و  بنابراين مطـابق شـکل زيـر بارگـذاری     12

 ها را مشخص کرده و داريم: تغییر شکل سازه

                      
                                                                      (2                   )                                                               (1) 

 گردد: ( صلبیت خمشی يکسانی ندارند به صورت زير ارائه می3( و )1های )پس قضیه بتی ـ ماکسول در شرايطی که سازه

A( ) A( ) D( ) D( )M ((EI) ) P ((EI) )    1 2 2 2 1 1 

6cm

D ( 2 ) P P = 

D P 1ton
(þ²H)



D(1) 6cm 
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)D(1از سازه ) Dشود تغییر مکان نقطههای بالا مشاهده میبا توجه به شکل )( ) )D(3در سازه ) Dدر خلاف جهت نیروی وارد بر نقطه 1 )(P است و  2(

)A(3در سازه ) Aدر نتیجه علامت حاصل بر  آنها در رابطه بالا منفی است. از طرفی دوران نقطه )( ) در سازه  Aدر خلاف جهت لنگر وارد بر نقطه 2

(1)A( )(M  توان نوشت: است پس حاصل بر  آنها در رابطه بالا منفی خواهد بود. بنابراين به صورت زير می 1(

P / P ton ton
/

    
1 5

1 6
6 3

[ ( (EI) / )] [P ((EI) / m)]       1 11 2 5 6 

 

 های زیر به ترتیب برابر( در شکل3( و )2(، )1انرژی کرنشی تیرهای ) :3مثالU1،U2 وU3 های زیر صحیح است؟ یک از گزینهباشد. کداممیEI) 

 (32)مهندسی عمران ـ آزاد  در تیرها یکسان است( 

                                           
(3(                                                                )2(                                                               )1) 

1 )U U U 3 1 2   3) U U U 3 1 2 2) U U U 3 1  هیچکدام  (4 2

 :برای محاسبه انرژی کرنشی هر يک از تیرهای نشان داده شده توجه داشته باشید که فقط لنگر متمرکز بر آنهـا وارد شـده و انـرژی     «2»گزينه  پاسخ

Mتوان با استفاده از روش ترسیمی مور و محاسـبه مقـدار  . انرژی کرنشی تیرها را میکرنشی اين سه تیر ناشی از خمش است dx
دسـت آورد. پـس   بـه  2

 توان برای هر تیر به صورت زير داشته باشیم: می

 (: 1تیر )

A BM M , M   1  

 

B B

A A

M M L M L
M dx M dx

 

 

 
   

2
2 21 1 1

3 3
  

M( ) M( )
M L M LM dx

U U ( )
EI EI EI

    
2 22
1 1

1 1
1

2 3 2 6
 

 

A      (: 3تیر ) BM , M    2  
 

 

B B

A A

M M L M L
M dx M dx

 

 

 
   

2
2 22 2 2

3 3
   

M( ) M( )
M L M LM dx

U U ( )
EI EI EI

    
2 22
2 2

2 2
1

2 3 2 6
   

 (: 2تیر )

A BM M , M M   1 2 

 است(  M1بزرگتر از M2کنیم)فرض می 

B

A

B

A

M M M M L
M dx [M M ( ) ( ) M M ]

[M (M M ) M ]L
M dx





 
       

  
 





2 1 2 1 2
1 1 2 2

2 2 2
2 1 1 2 2

4
2 2 6

6

  

 
M( ) M( )

M( )

(M (M M ) M )LM dx
U U ( )

EI EI

(M (M M ) M )L (M M )L M M L
U

EI EI EI

  
   

   
   


2 2 22
1 1 2 2

3 3

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

3

1
2 6 2

2 2
12 12 12

  

M( )
L

U [(M M ) M M ]
EI

   2 2
3 1 2 1 26

  

1 M 

1 M 

M: 

2 M 
+ 

+ 

M: 
B 

2 M 

B 

M: 

M: 

1 M 

1 M 

L 
2 

L 
2 

2 M 

2 M 

1 2 M M 
2 
+ 

1 2 M M 
2 
+ 

L 
2 

L 
2 

A B
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 ( را با هم جمع کرده و داريم: 3( و )1دست آمده در تیرهای )ها مقادير انرژی کرنشی بهحال با توجه به گزينه

 M( ) M( )
M L M L L

U U (M M )
EI EI EI

    
2 2

2 21 2
1 2 1 26 6 6

  

)Mدر نهايت با مقايسه مقدار  ) M( )U U1 )Mو  2 )U )Mمشخص است که مقدار 3 )U )Mبزرگتر از  3 ) M( )U U1  است و خواهیم داشت:  2

M( ) M( ) M( )U U U 3 1 2   

 

 انرژی کرنشی خرپای زیر به صورت :4مثال
AE

U ( )
L

      2 2
1 2 1 23 3 2

4
به ترتیب تغییر مکران افقری و    2و 1باشد که در این رابطهمی 

باشد. قدر مطلق نسبتمی Oقائم مفصل




1

2
 (38)مهندسی عمران ـ آزاد  برای بارگذاری داده شده چقدر است؟  

1 )/3 5 

3) 2 

2) 3 

4) /2 5 

 
 :های افقی و قائم نقطهشود در صورت سؤال انرژی کرنشی خرپا تابعی از تغییر مکانطور که مشاهده میهمان «2»گزينه  پاسخO ابراين باشد. بن ـمی

به منظور تعیین مقدار




1

2
 توان از رابطه زير استفاده نمود: می 

 توان نوشت: گردد بنابراين با توجه به قضیه اول کاستلیانو میوارد نمی Oبا توجه به شکل سؤال مشخص است که نیروی خارجی در جهت قائم به مفصل

U U AE
O [ ( )]

L

  
                 

  

2 2
1 2 1 2

2 2 2
3 3 2

4
¾̂ £º oM jnH» Â]nIi ´GI¤ Á»oÃº 

AE AE
( ) ( )

L L


              



2 2
1 2 1 2 2 1

2
3 3 2 6 2

4 4
 

 
             

 

1 1
2 1 1 2

2 2
6 2 3 3 3 

 

 مقدار لنگر مجهول :5مثالx   (38)مهندسی عمران ـ آزاد  چقدر باشد تا انرژی ذخیره شده در تیر حداقل گردد؟ 

1 )PL 3) PL2 

 2) 
PL

4
 4) 

PL

2
 

 :با توجه به اينکه در صورت سؤال اشاره شده مقدار لنگر «4»گزينه  پاسخx  چقدر باشد تا انرژی ذخیره شده در تیر حداقل گردد، يعنی بايد از انرژی

 توان نوشت: می xيعنی محل اعمال لنگر Aدهیم. پس به صورت زير برای نقطهگیری جزئی انجام میمشتق xبه لنگر کرنشی نسبت

A

A

U

x

U

x


    

  
   

 

(Âzºo¨ÁroºH ·k{®¤Hke)

(¼ºIÃ±TwI ³̈»j ¾Ã…¤)

 

 برابر صفر باشد. پس با استفاده از روابط حفظی برای تیرهای کنسول داريم:  Aشده در نقطهبنابراين کافی است مقدار دوران در تیر نشان داده 

 

 بارگذاری اول  بارگذاری دوم 

 

Aبارگذاری اول:              )دوران در جهت پاد ساعتگرد(  
PL

EI


 

1

2

2
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A)دوران در جهت ساعتگرد(                       بارگذاری دوم:
xL

EI
 

2
 

 

A آيد: دست میصورت زير بهبه Aبنابراين دوران نقطه A A A
PL xL

EI EI


     

1 2

2

2
 

A برای اينکه انرژی کرنشی حداقل شود برابر است با:  xدر نتیجه مقدار لنگر
PL xL xL PL PL

x
EI EI EI EI


        

2 2

2 2 2
 

 

 یک سازه الاستیک خطی مطابق شکل زیر مفروض است. اگر انرژی تغییر شرکل ایرن سرازه را برحسرب نیروهرای وارد شرده بره صرورت          :6مثال

U U(P)  (  30)مهندسی عمران ـ سراسری  صحیح است؟ بیان کنیم، کدام رابطه زیر 

1 )
U

/ m
P


 


8 3) 

U
/ m

P


 


5 

 

2) 
U

/ m
P


 


6 4) 

U
/ m

P


 


4 

 :انرژی کرنشی سازه تـابعی از نیروهـای وارد بـر آن اسـت     با توجه به اينکه در صورت سؤال اشاره شده «1»گزينه  پاسخ(U U(P))   بنـابراين بـا ،

استفاده از قضیه دوم کاستلیانو مقدار 
U

P




U کنیم:  را تعیین می  f (P ,P ) 1 2 

U
( (P)) ( ( P))

P P P

  
      

  
1 2 2

P PU U U
( ) ( )

P P P P P

   
    

    

1 2

1 2
 

U U
( / ) ( / ) / / / m

P P

 
         

 
4 1 2 2 4 4 8 

 

 

 الف(، نیروی ایجاد شده در فنر افقی برابر :7مثال( اگر تحت بارگذاری نشان داده شده در سازهF  چه نیرویی )باشد، آنگاه تحت بارگذاری سازه )ب

   (01عمران ـ آزاد مهندسی )   شود؟  در فنر قائم آن ایجاد می

1 )F2 

3 )F4 

2 )F6 

4 )F8 

        
 )الف(            )ب(                                                                                                  

   :طــور کــه مشــاهده همــان« 2»گزينــه پاسررخ

ها فنرهای انتقالی وجـود دارد کـه در   شود در سازهمی

واقع تغییر مکان در راستای نیروی وارد بر آن نقطه را 

توان نشان داد و محاسبه نمـود.  با تغییر شکل فنر می

هــای مقابــل نیروهــا و تغییــر بنــابراين مطــابق شــکل

 شود: های آن در هر دو سازه نشان داده میمکان

 

                                               

 )الف(                                                                )ب(                                                               

k 

2 k 

P

P

1 P 2 P 

1P P= 2P 2P=

2k

k

2k

k
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)B شود: ر ارائه میپس قضیه بتی ـ ماکسول به صورت زي ) B( ) A( ) A( )P P  
œ²H J J œ²H

 

هستند و در نتیجه حاصل بر  آنها در رابطـه  هم جهت خلاف  Bو Aهایها و بارهای وارد بر نقطهشود تغییر مکانها مشاهده میطور که در شکلهمان

است، پس تغییر مکان فنر افقـی در سـازه    Fتوجه به اينکه در صورت سؤال اشاره شده که نیروی فنر افقی در سازه )الف( برابراست. با  منفیبالا با علامت 

)A)الف( يعنی )
œ²H

)A برابر است با:  )
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انررژی ذخیرره شرده در صرورت      
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 گردد: حالت تعیین می
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