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  اولفصل 

  »هاي شبکه مدل«
 مقدمـه   
   
ریزي ریاضـی در دنیـاي واقعـی      مسائل برنامه7%دهد که مطالعات جدید پژوهشگران نشان می    . هاي پرکاربرد تحقیق در عملیات است        یکی از حوزه    شبکه

توانند با روش سیمپلکس حـل   ریزي خطی هستند و می ي مسائل شبکه به صورت برنامه اگرچه عمده. ده شوندهاي مرتبط با شبکه نشان دا      توانند با مدل    می
  . ها وجود دارد براي حل آنتري  هاي ساده ند، ساختار خاص این گونه مسائل به قسمی است که روششو

  :هاي زیر است این فصل شامل بخش
   جریانماکسیمم ـ3      ترین مسیر ـ کوتاه2      )، پوشادر برگیرنده، گسترنده(نیمم درخت فراگیر ـ می1

 تعاریف شبکه   
   
بـه  ) هـا  شاخه(ها  ي کمان   ها است که به وسیله      اي از گره     یک شبکه، شامل مجموعه    :شبکه

  واه ـ ي گره    مجموعه Nدهند که در آن       نمایش می  (N,A)شبکه را با  . اند  هم متصل شده  
A اند گـره   هایی که با اعداد نشان داده شده  دایرهرو روبهدر شکل . ها است  ي کمان    مجموعه

Nي  هستند که به صورت مجموعه     { , , , , , } 1 2 3 4 5 هـا    شـوند و کمـان       نمایش داده می   6
ــره   ــن گ ــه ای ــستند ک ــوطی ه ــی   خط ــصل م ــم مت ــه ه ــا را ب ــه  ه ــا مجموع ــد و ب  ي کنن

A {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),( , ), ( , ),( , ),( , )} 1 2 1 3 1 5 2 3 2 4 2 5 3 4 4 6 5   .شوند  توصیف می6

  .هاي آن محدود است که ممکن است متناهی و یا نامتناهی باشد  نوعی جریان وجود دارد و این جریان به ظرفیت کمان،متناظر با هر شبکه: جریان

 یعنی جریان مثبت در باشد،  تنها در یک جهت مجاز        اگر جریان در کمان    :دار   جهت  کمان
دار  الف وجود داشته باشد، به آن کمان، کمـان جهـت  یک جهت و جریان صفر در جهت مخ    

  .ها جهت دارند ي کمان  همهدار شبکه جهتدر . شود گفته می

) کمانرو روبهدر شکل  , )1   .دار است  جهت2
  . کند صل می به هم و،نظر از جهت جریان در هر کمان  صرف،هاي مجزا است که دو گره را اي از کمان مسیر دنباله: مسیر

  .هاي آن در یک جهت باشند ي کمان ، مسیري است که همهدار مسیر جهت
  . کند  مسیري است که یک گره را به خودش متصل می):دور ( حلقه
  .هاي آن در یک جهت باشند ي کمان اي است که همه ، حلقه)مدار (دار ي جهت حلقه

  . به هم متصل باشندحداقل یک مسیر باآن  ي متمایز هر دو گرهاي است که  شبکه: شبکه همبند
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 توجه کنید  زیربراي درك بهتر این تعاریف به شکل :1مثال.  
 

21

3 4

6

   
  :در این شکل داریم

  مسیر 1 2 4  
 21

4  
  دار مسیر جهت 1 2 5   21

5  
  حلقه  2 3 4 2   

3

2

4  
  دار حلقه جهت  1 2 3 1   1

3

2

  
  

  .هاي شبکه را بدون وجود حلقه شامل شود  از همه گرهاي زیر مجموعهي همبندي است که  شبکه: درخت
  . نداشته باشد اي هاي شبکه باشد و هیچ حلقه ي گره  همهدي است که شاملشبکه همبن: درخت فراگیر

  .درخت یکی از مفاهیم اساسی در شبکه است که خواص بسیار جالبی دارد
   .ي حاصل همبند نخواهد بود ههاي درخت را حذف کنیم شبک یعنی اگر یکی از کمان. ها است نیمم تعداد کماندرخت، شبکه همبند با می :1نکته 

nاي بدون حلقه و داراي درخت فراگیر، شبکه :2نکته  1کمان است .(N { , , ,n}) 1 2  

  .شود  ایجاد می فردي منحصر به  یک حلقهدقیقاًبا اضافه کردن یک کمان به درخت  :3نکته 

  . به هم متصل هستندمنحصر به فردهر دو گره در درخت با یک مسیر  :4نکته 

  ) کمان به آن متصل باشد1اي است که فقط  ي پایانی گره گره(ي پایانی دارد   گره2درخت حداقل  :5نکته 
  :در این شبکه داریم، گیریم  می را در نظر1شکل مثال 

  

  
  
  

با حذف یک کمان از درخت فراگیر، شبکه حاصل همبند   درخت فراگیر  درخت
  .نخواهد بود

دقیقاً یک  با اضافه کردن یک کمان به درخت فراگیر
  .شود حلقه ایجاد می

 اي شامل  شبکه:2مثال1ترتیب از راست به چپ شامل چند گره و چند کمان است؟درخت فراگیر آن به.  گره است   
1(11 و   2(1 1 و9) 3  9 و   4 (9 9 و   
 درخت فراگیر شامل »  2«گزینه  :پاسخnگره و n 1کمان باشد .  

 
 به تعریف درخت فراگیرهبا توج :3مثال :  

  . هر دو گره در درخت با یک مسیر منحصر به فرد به هم متصل هستند) 2  .شود با اضافه کردن یک کمان به درخت دقیقاً یک حلقه ایجاد می) 1
nاي بدون حلقه و داراي درخت، شبکه) 3 1همه موارد) 4  . کمان است 

 4«گزینه  :پاسخ«  
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 در یک شبکه بدون جهت با :4مثالnها برابر است با  گره حداکثر تعداد کمان:  

1(n 1  2((n ) 21   3(n(n )1
2   4(n(n )1   

 آید که بین هر دو گره یک کمان وجود داشته باشد یعنی    ها زمانی به وجود می   حداکثر تعداد کمان»3«گزینه   :پاسخ :  n n(n )C 
2

1
2  

 

 در یک شبکه همبند با :5مثالnها برابر است با گره حداقل تعداد کمان:  

1(n   2(n 1   3(n
2   4(n(n )1   

 است کهفراگیر ها در یک شبکه همبند، درخت  حداقل تعداد کمان»  2«گزینه  :پاسخn 1کمان دارد .  
 

 اگر یک شبکه بدون جهت با:6مثال n گره وmبه ترتیب از راست به چپ(ها  ها و کمان دار تبدیل گردد، آن گاه تعداد گره کمان، به یک شبکه جهت( 
  :برابر است با

1(n2وm2  2(n2وm   3(nوm2   4(nوm   

 دار جـایگزین   تماند و تنها بـه ازاي هـر کمـان بـدون جهـت، دو کمـان جه ـ        ثابت باقی میها  گرهدار، تعداد     در تبدیل شبکه جهت   »  3«گزینه   :پاسخ
  .شود ها دو برابر می پس تعداد کمان. کنیم می

 الگوریتم مینیمم درخت فراگیر   
   

هاي آن   کمان)وزن (درخت فراگیري که مجموع طول. تواند شامل چند درخت فراگیر باشد شبکه همبند میهمان طور که قبلاً اشاره شد در حالت کلی یک 
بـر   هـا را در   گـره ي همـه اي است متصل شده، که  عبارت دیگر شبکه مینیمم درخت فراگیر، شبکه    به. شود   می  نامیده مینیمم درخت فراگیر  مینیمم باشد،   
  .است...) هزینه، زمان، مسافت و ( مقدار کمترینگرفته و داراي 

Nفرض کنید { , ,...,n} 1   . هاي شبکه مورد نظر باشد ي گره  مجموعه2
  :تعاریف

kS =هایی است که در تکرار ي گره مجموعهkاند ام به هم مرتبط شده.  
kS =اند هایی که هنوز به هم مرتبط نشده ي گره مجموعهk k(S N S )  .  

ijd =طول کمان(i, j).  
  :هاي زیر است  به دست آوردن مینیمم درخت فراگیر شامل گامالگوریتم

Sقرار دهید: گام  و S N .  
Sقرار دهید: 1 گام { }1 1،S N { }  1 k و1  2.  

  : فرض کنید:kگام کلی
  pq ij k kd min{d : i S , j S }   1 1  

  :قرار دهید                 

k kS S {q} 1  
k kS S {q}  1  

kSاگر N 1، در غیر این صورت قرار دهید.  توقف کنید:k k 1و این گام را تکرار کنید .  
  . وجود آمدن جواب چندگانه وجود دارد بهاحتمال در این حالت  .)اگر این مینیمم در بیش از یک اندیس رخ دهد یکی را به دلخواه انتخاب کنید(
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  :براي روشن شدن این مطلب مثال زیر را در نظر بگیرید

 دست آورید   را بهزیره   مینیمم درخت فراگیر شبک:7 مثال.  
  
  

  
  

 تکرار خواهیم داشت2در این مسأله بعد از  :پاسخ :  
  

  
S:و در تکرار سوم داریم     { , },S { , , }  1 14 5 1 2 dکه   و با توجه به این  3 d 35  یکـی را  است،342
  :مو داری) d34مثلاً (کنیم  به دلخواه انتخاب می

  
  

S: در تکرار بعدي هم داریم     { },S { , , , }  1 15 1 2 3  در این مسأله مـشاهده     شود؛   انتخاب می  d35 و 4
  .که مینیمم در بیش از یک اندیس رخ داد ولی جواب چندگانه نشد شود با وجود این می

  
  

 بعـد از رسـم   .م فراگیـر آن را رسـم کنـیم   خواهیم درخت مینیم  می .دحالا شبکه مقابل را در نظر بگیری      
S :، داریمd12کمان  { , , },S { , }  2 23 4 5 1   .است d24وd14هاي خروجی  کمانمینیمم  .2

  
  

  
  :صورت مقابل خواهد شد هینیمم فراگیر ب را انتخاب کنیم، در نهایت درخت مd14اگر 

  
  
  
  

  :شود صورت زیر می درخت مینیمم فراگیر به   را انتخاب کنیم،d24و اگر 
  
  
  

  .له داراي جواب بهینه چندگانه استأدر نتیجه این مس. در این حالت دو درخت فراگیر بهینه داریم

n گره، در n یک درخت با الگوریتم مینیمم درخت فراگیر دقیقاً در :6نکته  1شود   زیرا در هر تکرار یک کمان رسم می.رسد  تکرار به جواب می  
n گره، nو درخت با            1 کمان دارد.  
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  دومفصل 

  »صحیح ریزي خطی با اعداد برنامه«
 مقدمـه   
   

د شامل تعداد نیروي انـسانی، تعـداد   نتوان این متغیرها می. ی با اعداد صحیح استیها داراي متغیرها  مسائل بسیاري در دنیاي واقعی وجود دارند که مدل آن         
ها همه  هایی خطی هستند که در آن  برنامهریزي خطی با اعداد صحیح برنامه. دنباش، کتاب و غیره پذیر مثل خودرو، تلفن همراه      تولید محصولات شمارش  

 پـذیري  بخـش  فـرض  نصـحیح بـا کنـار گذاشـت     ریزي خطی با اعـداد  برنامهبه عبارت دیگر، . هستند) گسسته(یا برخی از متغیرها منحصر به مقادیر صحیح    
تر، فـضاي شـدنی ایـن مـسأله      به عبارت دقیق. شودنامحدب ي  له، مجموعهأي شدنی مساشود که فض   باعث می  این مسأله . شود  ریزي خطی حاصل می     برنامه

 گونـه مـسائل قابـل    ند به طور مستقیم بـراي ایـن  نتوا ریزي خطی نمی هاي حل مسأله برنامه بنابراین روش. نقاط با اعداد صحیح درون یک چند وجهی است 
  . دناستفاده باش

 برنامه ریزي خطی با اعداد صحیحمدل هاي   
  

ریزي خطی با اعداد صـحیح بـه    هاي برنامه  مدل.ریزي ریاضی است که متغیرهاي آن عدد صحیح هستند    ریزي خطی با اعداد صحیح، مدل برنامه        مدل برنامه 
  ریزي خطی با اعداد صحیح مختلط ـ برنامه2 ،صحیح محض ریزي خطی با اعداد ـ برنامه1: شوند  تقسیم میرو روبهدسته  دو
ي متغیرها اعداد صحیح هستند و مدلی که در آن تنها تعدادي از متغیرهـا اعـداد    ، مدلی است که در آن همه    محض خطی با اعداد صحیح      ریزي  دل برنامه م

  .شود  نامیده میمختلطریزي خطی با اعداد صحیح  صحیح باشند مدل برنامه
  : گردد  دو مثال ارائه می درها هاي مطرح شده و کاربرد آن  انواع مدل،درك بهتربراي در اینجا 

 ریزي خطی با اعداد صحیح محض برنامه( :1مثال (  
. هفتـه کـار کنـد    در کار، هر نجات غریقی باید پنج روز قانون ، ایستگاهی جهت نجات غریقان براي هفت روز هفته وجود دارد و طبق  دریااحلدر یک س 

ي متوسط   بیمه ضرورت داشتن حداقل یک نجات غریق به ازا        شرکت   8  متوسط شناکنندگان در زیر، جدول در . کننده تعیین نموده است     نفر شرکت
ن شهر ساحلی به دنبال استخدام حداقل نجات غریـق     مسئولا ،با توجه به محدود بودن بودجه     . هر روز به همراه حداقل نجات غریق مورد نیاز آمده است          

  . خطی با اعداد صحیح براي این مسأله را بنویسیدریزي  مدل برنامه. هستند
  روزهاي هفته  متوسط شناکنندگان  نجات غریق مورد نیاز

6    42  شنبه  
5    35  یکشنبه  
4    25  دوشنبه  
6    44  شنبه سه  
7    51  چهارشنبه  
9    68  شنبه پنج  
8    58  جمعه  
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 فرض کنید    :پاسخx ، x1  ، ... و ،x6     تند کـه در  هـایی هـس    تعداد نجـات غریـق
در هر روز شناگرانی مرخصی   . کنند  کار می  ، و جمعه شروع به    ... شنبه،    روزهاي شنبه، یک  

کنند، به طور مثال در روز شنبه شناگرانی که  کار می  هستند که فردا یا پس فردا شروع به       
له را أتوان این مس می. کنند، مرخصی هستند   کار می  شنبه یا دوشنبه شروع به      روزهاي یک 

  :صورت ترسیمی نمایش داد به

 
به 

شن نبه
ک ش

ی

نبه
وش

د

نبه
ه ش

س

نبه
رش

چها

نبه
ج ش

پن

معه
ج

x

1x

2x

3x

4x

5x

6x  
  صورت  تواند به له میأهاي استخدامی است، بنابراین تابع هدف مس  مینیمم کردن تعداد کل نجات غریق،هدف

min z x x x x x x x      1 2 3 4 5 6   
بـه عنـوان مثـال،    . کـار هـستند   خصوص هفته مشغول بـه  هاي بهدهد که در روز له، تعداد نجات غریقانی را نشان می     أهم چنین هر محدودیت مس    . بیان شود 

  کنند به صورت  محدودیت متناظر با تعداد نجات غریقانی که در روز شنبه کار می
x x x x x    3 4 5 6 6  

  .کنند در روز شنبه مرخصی هستند یکار م شنبه و دوشنبه شروع به دانیم، نجات غریقانی که در روزهاي یک در نتیجه با توجه به این محدودیت می. است
  :تواند به شکل زیر بیان شود له میأریزي خطی با اعداد صحیح محض متناظر مس مدل برنامه با تعمیم این مطلب براي سایر روزهاي هفته

  min z x x x x x x x      1 2 3 4 5 6  
.s.t  شنبه x x x x x     3 4 5 6 6  
x  شنبه یک x x x x     1 4 5 6 5  
x  شنبه دو x x x x     1 2 5 6 4  
x  شنبه  سه x x x x     1 2 3 6 6  

x  شنبه  چهار x x x x     1 2 3 4 7  
x  شنبه پنج x x x x    1 2 3 4 5 9  

x  جمعه x x x x    2 3 4 5 6 8  
x    عدد صحیح  ,x ,x ,x ,x ,x ,x 1 2 3 4 5 6   

  لهأماتریس ضرایب این مس
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
   
 
 
 
  

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

A  

  . هاي آن متناظر نجات غریقان است  سطرهاي این ماتریس متناظر روزهاي هفته و ستون. است
موجود در هر سطر خاطر نشان ضرایب صفر تعداد .  است2 برابر این ماتریس موجود در هر سطر و ستونضرایب صفر کنید، تعداد  همان طور که مشاهده می  

 حضور ندارند، این بدان معنا است که در روز x2 وx1 عنوان مثال در محدودیت اول  به.  در آن روز مرخصی هستند     انوه از نجات غریق    گر کدامسازد که     می
، روزهـاي  سـتون موجـود در هـر   ضـرایب صـفر   تعداد چنین   هم. کنند مرخصی هستند کار می شنبه و دوشنبه شروع به  هاي یک   شنبه نجات غریقانی که روز    

  .شنبه و جمعه تعطیل هستند کنند پنج به عنوان مثال کسانی که شنبه شروع به کار می. دهد مرخصی هر گروه از نجات غریق را نمایش می
  :زي آن عبارتند ا له و مقدار بهینهأي مس ، جواب بهینهWinQSBافزار  له با استفاده از نرمأپس از حل مس

* * * * * * * *z , x , x , x , x , x , x , x       1 2 3 4 5 61 2 3 2 2 1    
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 نفـر روز  2شـنبه،    نفـر روز سـه  3شنبه،  نجات غریقان روز یک  نفر از2 نفر است، که 1با توجه به جواب بهینه مسأله، حداقل تعداد نجات غریق استخدامی         
  .کند کار نمی هاي شنبه و دوشنبه هیچ نجات غریقی شروع به دقت کنید که در روز. دنکن کار می  نفر روز جمعه شروع به1شنبه، و   نفر روز پنج2شنبه،  چهار

 9شـنبه دقیقـاً     نجات غریق بیشتر است و در روز پـنج 6 نجات غریق حضور دارند که از حداقل نیاز  8عنوان نمونه در روز شنبه        ي استخدامی به    با این برنامه  
  .کار هستند نجات غریق مشغول به

 
اما طبق اطلاعات داده شـده در مـسأله حـداکثر تعـداد     .  نفر است1غریقان استخدامی    ي قبل مشاهده گردید، حداقل تعداد نجات        طور که در مسأله     نهما

 نجات غریق استخدام کند در حالی که حداکثر 1ممکن است این سؤال براي مدیر مطرح شود که چرا باید    .  نفر است  9غریقان مورد نیاز در یک روز         نجات
غریقـان را از   گیرد که روزهاي مرخصی نجات جات غریق استخدام کند، تصمیم مینبنابراین مدیر براي این که بتواند تعداد کمتري       .  نفر است  9نیاز روزانه او    

حال با تغییر سیاست مدیر مـسأله  . غریقی در دو روز متوالی مرخصی نباشد ه طوري که هیچ نجاتتغییر دهد، ب) دلخواه(دو روز متوالی به دو روز غیرمتوالی        
  . کنیم سازي و حل می را یک بار دیگر مدل

 مرخصی داشته باشند) دلخواه(توانند در دو روز غیرمتوالی  غریقان می در مثال قبل فرض کنید نجات :2مثال .  

 اي دیگر تعریف کنیم، فرض کنید   را به گونه   بهتر است که متغیرهاي تصمیم     سازي این مسأله    مدلبراي   :پاسخijxکـه در   اسـت غریقانی  تعداد نجات 
ijبدیهی است با این تعریف .  هستندمرخصی j و iروزهاي  jix x براي جلوگیري از تکرار متغیرها فرض کنید ،i j.   

  غریقان استخدامی است، بنابراین تابع هدف به صورت  نیمم کردن تعداد کل نجاتر این مسأله نیز هدف مید

ij
i j i

min x
  
 
5 6

1
  

 عنـوان مثـال   بـه .  هفتـه مرخـصی هـستند   ی ازدهد که در روزهاي بـه خـصوص   غریقانی را نشان می     مسأله، تعداد نجات  محدودیت  چنین هر     هم. خواهد بود 
i)غریقانی که روز شنبه مشغول به کارند  محدودیت متناظر با نجات , j )   به صورت   

x x x x x x x x x x x            12 13 16 23 26 34 35 36 45 46 56 6  
  : است صورت اینشنبه مشغول به کارند، به به طور مشابه محدودیت متناظر با کسانی که روز سه. است

x x x x x x x x x x x x x x x                  1 2 4 5 6 12 14 15 16 24 25 26 45 46 56 6  
  . شود ریزي خطی با اعداد صحیح این مسأله به صورت زیر بیان می تعمیم این مطلب براي روزهاي دیگر هفته، مدل برنامهبا 

ij
i j i

min x
  
 
5 6

1
  

.s.t  شنبه   x x x x x x x x x x x           12 13 16 23 26 34 35 36 45 46 56 6   
x  شنبه  یک   x x x x x x x x x             2 6 23 26 34 35 36 45 46 56 5  

x   دوشنبه   x x x x x x x x x x               1 3 6 13 16 34 35 36 45 46 56 4  
x  شنبه  سه   x x x x x x x x x x x x                 1 2 4 6 12 14 16 24 25 26 45 46 56 6  

x  شنبه  چهار   x x x x x x x x x x x x x x                  1 2 3 5 6 12 13 15 16 23 25 26 35 36 56 7  
x  شنبه  پنج   x x x x x x x x x x x x               1 4 6 12 13 14 16 23 24 26 34 36 46 9  

x  جمعه    x x x x x x x x              1 5 12 15 23 25 34 35 45 8  
ijxعدد صحیح و    

  : ست از اي آن عبارت نهي مسأله و مقدار بهی  بهینه جوابWinQSBافزار  از نرمپس از حل مسأله با استفاده 
* * * * * *z , x , x , x , x , x      4 6 12 13 239 2 1 3 1 2  

  .  نفر است9غریقان استخدامی  کنید، تعداد نجات طور که مشاهده می همان
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 ریزي خطی با اعداد صحیح مختلط برنامه( :3مثال (  
 تصمیم گرفت موجودي خود را به یکی یا ترکیبی ،که درآمدش را افزایش دهد ها موجودي خود را در بانک سپرده بود براي این که سال پس از اینشخصی 

 راهکار اول این است که .گذاري است بعد سرمایهگیري او در  این مرحله براي او بسیار حساس است زیرا اولین تصمیم. گذاري کند  سرمایهزیراز چند طریق 
 انتظـار  ) واحد پولی است55که در حال حاضر (سهم هر  نماید، قیمت xهاي او چنانچه اقدام به خرید سهام شرکت  وارد بازار سهام گردد، براساس شنیده   

. گذاري نماید  درصد است، سپرده9آن در سال سود که بانک راهکار دوم این است که موجودي خود را در یک .  واحد پولی گردد68رود در پایان سال،      می
بانـک  گـذاري در   گذاري در سهام بیشتر از سپرده توجه به اینکه میزان ریسک سرمایه    با.  واحد پولی در سال است     25گذاري بازده     انتظار او از سرمایه   

گـذاري در سـهام    حداکثر سـرمایه خواهد  به علاوه نمی و  کندگذاري  سرمایهx درصد موجودي خود را در سهام شرکت       4است، او در نظر دارد حداکثر       
   .دهیدارائه گذاري   براي حداقل نمودن میزان سرمایهیمدل.  واحد پولی گردد75بیشتر از xشرکت 
 تعریف کنید :پاسخ:  
x1 :  تعداد سهامی که از شرکتxشود  خریداري می .                   x2 :شود گذاري می  سرمایهبانکولی که در  میزان پ .    

  : کنیم را معرفی میهاي مسأله  و سپس محدودیتابتدا تابع هدف 
واحـد   x155 ایـن  بنـابر . گـردد  واحد پولی باید پرداخت 55 تعداد سهامی است که باید خریداري شود و به ازاي هر سهم خریداري شده            x1له  أدر این مس  

له بـه صـورت   أبنـابراین تـابع هـدف مـس    . کند گذاري می  که در بانک سرمایه میزان پولی استx2چنین هم.  سهم پرداخت شودx1 باید به ازاي خرید     یپول
z x x 1   .شود  نوشته می255
) برابر xگذاري در شرکت      سرمایهسود  : محدودیت اول  ) 68 55 / و در صندوق اعتباري برابر     13 9    25 برابـر  اسـت و حـداقل بـازده    واحـد پـولی 

x/  :مطلوب است، بنابراین این محدودیت برابر است با   x 1 213 9 25     
4:دوممحدودیت   درصد موجودي در سهام شرکت xشود؛ در نتیجه گذاري می  سرمایه:  

/ /x ( x x ) x x     1 1 2 1 255 4 55 33 4    
75 برابر xگذاري در سهام شرکت   حداکثر سرمایه:محدودیت سوم  واحد پولی است  :  x 155 75    

  :متناظر آن به صورت زیر استبا اعداد صحیح مختلط  یریزي خط  برنامهمدلبنابراین 
min z x x 1 255  

/s.t. x x 1 213 9 25    
/x x 1 233 4   

x 155 75   
x ,x 1 2   

  x1عدد صحیح 
*، WinQSBافزار  با استفاده از نرمله أپس از حل مس *

/(x ,x ) ( , )1 2 12 1 44 * جواب بهینه و 44
/z 17 4 44این . له استأي مس  مقدار بهینه

1/گذاري   و سرمایهx سهم از شرکت 12دهد که با خرید   نشان می 44 17/ي گذار  در بانک، حداقل میزان سرمایهیپول واحد 44 4   .استواحد پولی  44
 

  ریـزي خطـی بـا     ي متغیرهـاي برنامـه   ریزي خطی حاصل از کنار گذاشتن فرض عدد صحیح بودن همه برنامه از  ست ا عبارت ریزي خطی ساده شده     برنامه
* وRLPXنیز باي این مسأله را  و همچنین فضاي شدنی و مقدار بهینه RLPاین مسأله را با .  صحیحداعدا

RLPzدهیم  نمایش می .  

 فضاي شدنی مسأله برنامه ریزي خطی با اعداد صحیح  
  

 بنـابراین، فـضاي   .شـود  ریزي خطی حاصل مـی  پذیري برنامه ریزي خطی با اعداد صحیح با کنار گذاشتن فرض بخش ي برنامه لهأهمان طور که اشاره شد، مس   
 سـبب  وضـوع ایـن م .  با اعداد صحیح درون یک چنـد وجهـی اسـت    نقاطلهأتر فضاي شدنی این مس به عبارت دقیق. اي نامحدب است   هله مجموع أشدنی مس 

RLP(Xه ساده شدریزي خطی ي برنامه   لهأشود که فضاي شدنی مس      می IP(Xا اعداد صحیحبریزي خطی  له برنامهأتر از فضاي شدنی مس  بزرگ(  باشد، به (
IPزبان ریاضی    RLPX X .ریزي خطـی  ي برنامه لهأي مس علاوه باید در نظر داشت که مقدار بهینه ب*

RLP(z ي   بـه هـیچ عنـوان بـدتر از مقـدار بهینـه      (
*ریزي خطی با اعداد صحیح   ي برنامه   لهأمس

IP(z ریزي خطی بـا   ي برنامه لهأهاي مختلف فضاي شدنی مس  حالت،ي چند مثال عددي در ادامه با ارائه.  نیست(
  .دهیم اعداد صحیح محض و مختلط را نشان می



  
ریزي صفر ـ یک  برنامه :فصل سوم  82   کارشناسی ارشدیکمدرسان شریف رتبه 

  
  سومفصل 

  »ریزي صفر ـ یک برنامه«
 مقدمـه   
   

در این فصل کاربرد . ریزي خطی با اعداد صحیح محض و مختلط و کاربردهاي فراوان آن در صنعت، تولیدات و غیره صحبت شد در فصل قبل راجع به برنامه     
ریزي خطی   که همان برنامهریزي صفر و یک برنامه.  مورد بررسی قرار خواهد گرفتریزي خطی با اعداد صحیح که بسیار حائز اهمیت است خاصی از برنامه

گذاري مورد نظر   به عنوان مثال، آیا سرمایه.رو هستند ه روب"خیر" و "بله" با تصمیماتی سروکار دارد که تنها با دو انتخاب   و با اعداد صحیح صفر و یک است      
   نظر را باید انتخاب نمود یا خیر؟را باید انجام داد یا خیر؟ آیا محل مورد

به این متغیرهـا،  .  هستند1و توان با متغیرهاي تصمیمی نشان داد که محدود به دو مقدار  بنابراین هر تصمیمی را که فقط حق دو انتخاب داشته باشد می  
  .گویند  میمتغیرهاي دودویی

برنامه ریزي صفر و یک و کاربرد آن   
   
در این . خواهیم در مورد اینکه آیا عملی انجام شود یا خیر تصمیم بگیریم فرض کنید که می. اي دارد  کاربردهاي گسترده،ریزي صفر و یک برنامهطور که اشاره شد  همان

گوینـد،   مـی  نیز متغیرهاي دودویی کمکیکه به آن توان از متغیرهاي دودویی،  گیري می در این نوع تصمیم   . ـ عدم انجام عمل   2ـ انجام عمل    1: حالت دو گزینه پیش رو داریم     
  .و در صورت عدم انجام آن عمل مقدار دیگر را بگیرد) 1مثلاً ( باید به قسمی تعریف شود که در صورت انجام عمل یک مقدار ،متغیر دودویی کمکینوع این . بهره گرفت

x   : به زبان ریاضی


 


1


  

  .یا عدم اتخاذ تصمیم مورد نظر باشدي تعریف این متغیرها به قسمی است که به درستی بیانگر اتخاذ   نحوه،اهمیت استاي که حائز  مسأله
هاي گوناگون انتخاب شـود تـا    سعی شده است که این کاربردها از حوزه. گیرد ریزي صفر و یک مورد بررسی قرار می در این قسمت کاربردهاي مختلف برنامه   

  .ی آن باشدبیانگر گستردگ

 بندي سرمایه بودجه( :1مثال(  
ي  ها و مخارج سالیانه ورد انتظار هر یک از طرحدر جدول زیر بازدهی م. اند ریزي سه ساله، پنج طرح مورد ارزیابی قرار گرفته        اندازي از یک برنامه     در چشم 

  :اند ها داده شده مربوط به آن
    )میلیون تومان(مخارج سالیانه   
  )میلیون تومان(زدهی با  3  2  1  طرح

1  5  1  8  2  
2  4  7  1  4  
3  3  9  2  2  
4  7  4  1  15  
5  8  6  1  1  

    25  25  25  )انمیلیون توم(بودجه موجود 
  ي سه ساله انتخاب شوند؟ ها باید براي یک دوره کدام طرح. به بیان دیگر اجراي بخشی از طرح، غیرممکن است. این مسأله هر طرح باید قبول یا رد شود

  در صورت انجام عمل
 در غیر این صورت
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 کمکیمتغیر دودویی :پاسخ  jxکنیم  را به صورت زیر تعریف می:  

  jx


 


1


  

  :دشو ریزي صفر و یک آن به صورت زیر ساخته می مدل برنامه
max  :له هدف انتخاب چندین طرح با بیشترین مقدار بازدهی استأدر این مس: تابع هدف z x x x x x    1 2 3 4 52 4 2 15 1     
  )ي تخصیصی هر سال نباید بیشتر شود دجهمخارج هر سال از بو (:در این مسأله محدودیت مربوط به مخارج سالیانه به صورت زیر است: ها محدودیت

x  )1(سال    x x x x    1 2 3 4 55 4 3 7 8 25  
x  ) 2(سال    x x x x    1 2 3 4 57 9 4 6 25  
x  ) 3(سال    x x x x    1 2 3 4 58 1 2 1 25   

  .بنابراین مدل کلی مسأله چنین است
  max z x x x x x    1 2 3 4 52 4 2 15 1     

s.t. x x x x x    1 2 3 4 55 4 3 7 8 25   
x x x x x    1 2 3 4 57 9 4 6 25  
x x x x x     1 2 3 4 58 1 2 1 25  

x یا 1 ,x ,x ,x ,x 1 2 3 4 5  

xي مسأله ، جواب بهینهWinQSBافزار  پس از حل مسأله با استفاده از نرم x x x   1 2 3 4 x و1 5 ي   مقدار بهینه باz    . است95
  .شود  رد می5 انتخاب شده و طرح 4، و 3، 2، 1هاي  براي رسیدن به بیشترین مقدار بازدهی، طرحاین  بنابر

 

 ها داده شده است هاي مربوط به آن در جدول زیر فهرست غذاها و دسرهاي یک رستوران به همراه پروتئین و ویتامین   )مسأله رژیم غذایی  ( :2مثال .
 گـرم  5: خواهیم این انتخاب طوري صورت گیرد که احتیاجات مقرر شده کـه عبارتنـد از       می. راه دسر است  هدف اصلی انتخاب یک غذاي اصلی به هم       

  .برآورده سازدبا مینیمم هزینه ن را ی میلی گرم ویتام15پروتئین و 
  دسرها  غذاهاي اصلی  

  ژله  بستنی  کیک    گوشت اردك  گوشت مرغ    گوشت گوساله  
  x1    x2  x3    x4  x5  x6  
  2  25    15  21  25    16  )گرم(پروتئین 

  2    15  12    1  8  5  )گرم میلی(ویتامین 
  4  2  3    18  11    23  )تومانهزار(قیمت 

 ي رژیم غذایی، متناظر با غـذاهاي اصـلی و دسـرها، متغیرهـاي دودویـی کمکـی        لهأدر مس  :پاسخx1 ،x2 ،... و x6  مـدل  . گیـریم   را در نظـر مـی
  : شود له به صورت زیر ساخته میأریزي صفر و یک این مس برنامه

5(له هدف مینیمم کردن هزینه به طوري است که احتیاجات مقرر شده أدر این مس: تابع هدف برآورده شوند) گرم ویتامین  میلی15تئین و  گرم پرو .  
min Z x x x x x x     1 2 3 4 5 123 11 18 3 2 4  

  : مین حداقل پروتئین و ویتامین هستندأهاي مربوط به ت دسته اول محدودیت. شوند له به دو دسته تقسیم میأهاي این مس محدودیت: ها محدودیت
xمحدودیت پروتئین          x x x x x     1 2 3 4 5 616 2 25 15 21 25 5   

xیت ویتامین             محدود x x x x x     1 2 3 4 5 62 15 12 1 8 5 15   

  . انتخاب شودjاگر طرح 
  . انتخاب نشودjاگر طرح 
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  :  انتخاب دقیقاً یکی از غذاهاي اصلی و دقیقاً یکی از دسرها استهاي مربوط به دسته دوم محدودیت
xمحدودیت غذاي اصلی       x x  1 2 3 1   
xمحدودیت دسر               x x  4 5 6 1  

  : زیر نوشتتوان به صورت ریزي صفر و یک این مسأله را می مدل برنامه بنابراین
  min z x x x x x x     1 2 3 4 5 623 11 18 3 2 4  

  s.t. x x x x x x      1 2 3 4 5 616 2 25 15 21 25 5  
  x x x x x x     1 2 3 4 5 62 15 12 1 8 5 15   

  x x x  1 2 3 1  
  x x x  4 5 6 1  

x یا 1   ,x ,x ,x ,x ,x 1 2 3 4 5 6   
xله أ مسي جواب بهینه x 3 6 1 ،x x x x   1 2 4 5 است22ي آن   و مقدار بهینه  .  

 

 ترین مسیر براي دیدار از  گرد در پی یافتن کوتاه ي دوره ي فروشنده در مسأله )گرد ي دوره ي فروشنده مسأله (:3مثالn،که به  به طوري شهر هستیم 
  . یک بار سر زده شودهر شهر در این مسیر تنها 

 شهر باشد، داریم5فرض کنید هدف در این مسأله دیدار از  :پاسخ :  

  ijx



 


1     

  :فرض کنید

  ijd
j


 


  

  ریزي صفر و یک این مسأله به صورت مدل برنامه

  ij ij
i j

min z d x
 


5 5

1 1
  

  ij
j

s.t. x i , ,...,


 
5

1
1 1 2 5   

  ij
i

x j , ,...,


 
5

1
1 1 2 5  

ijx یا 1      
  .است

 

 اش تـصمیم    کوله پشتیدرترین کالاها     مل با ارزش  حپشتی با وضعیتی سروکار دارد که یک سرباز باید براي            مسأله کوله  )پشتی مسأله کوله  (:4مثال
  .ها داده شده است قیمت هر کدام از آنو ) برحسب کیلوگرم(در جدول زیر وزن هر کالا . بگیرد

  6  5  4  3  2  1  کالا

  4  3  5  8  7  2  )کیلوگرم(وزن 
  1  15  9  12  12  9  )هزار تومان(قیمت 

  .رزش را داشته باشنداي انتخاب کنید که حداکثر ا  کیلوگرم باشد، کالاها را به گونه2پشتی  اگر حداکثر ظرفیت کوله  

  . سر زده شودi از طریق شهر jاگر به شهر 
  رتدر غیر این صو

   تاiفاصله بین شهر 
iاگر  j یا از شهر i به شهر jمسیر مستقیم وجود نداشته باشد   .  

   در غیر این صورت
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 2ها بـیش از  هدف در این مسأله انتخاب کالاهایی است که بیشترین ارزش را داشته باشند، به طوري که ظرفیت آن       :پاسخ    فـرض  .کیلـوگرم نباشـد 
)ام jي کالاي  نشان دهندهjx دودویی  متغیرکنید j , , , )1 2 6شود  است و به صورت زیر تعریف می:  

jx


 


1


  

  :بنابراین فرم کلی مسأله چنین است
max z x x x x x x     1 2 3 4 5 69 12 1 15 9 12  
s.t. x x x x x x      1 2 3 4 5 62 7 8 5 3 4 2  

j , , ,1 2 6     1 یا jx    

x  : ازعبارتند، جواب بهینه و مقدار بهینه  WinQSBافزار   از حل مسأله با استفاده از نرمپس ,x ,x ,x x x ,z      1 2 3 4 5 61 1 48   
  .دن باید انتخاب شو6 و 5، 4، 1هاي   کالا،کنید براي رسیدن به بیشترین ارزش همان طور که مشاهده می

مدل سازي مسائل برنامه ریزي صفر و یک  
  

اي تعریـف   متغیرهاي دودویی در این نوع مسائل باید به گونـه . ریزي صفر و یک بسیار حائز اهمیت است   سازي مسائل برنامه    د مدل همانطور که قبلاً اشاره ش    
بهینه و یا حتـی نـشدنی    تواند به جواب شدنی غیر ها می در غیر این صورت، حل این مدل. اند شند که به خاطر آن تعریف شدهشوند که دقیقاً بیانگر هدفی با     

  .گردد د که در ادامه بیان مینمتغیرهاي دودویی کاربردهاي جالب دیگري نیز دار. ي اصلی منجر شود سألهم
  هاي این یا آن محدودیت

ار ها حتماً باید برقـر  به طوري که یکی از محدودیت. تواند بین دو محدودیت اتفاق بیفتد  انتخابی است که می،ریزي صفر و یک    یکی از کاربردهاي مهم برنامه    
y از متغیر دودویی کمکی 2 محدودیت و یا 1 محدودیتبراي لحاظ کردن یا ) تواند برقرار نباشد البته محدودیت دیگر می(باشد  { , } 1کنیم  استفاده می .

yدر واقع  { , } 1 یعنی یا y   و یا y 1 .ها به مثال زیر توجه کنید ي اعمال این نوع محدودیت براي نشان دادن نحوه:  
  .برقرار باشد) نه لزوماً هر دو(خواهیم حداقل یکی از دو محدودیت  فرض کنید می

x)     1(محدودیت  x 1 23 2 18  
x)       2(محدودیت  x 1 24 16  

x ,x 1 2   
  :توان به یکی از دو شکل زیر بازنویسی کرد ها را می  محدودیت،M یک عدد بسیار بزرگ باشد، با استفاده از این Mفرض کنید 

  x x M
x x

  
  

1 2
1 2

3 2 18
4 x                   یا                        16 x

x x M
 

   

1 2
1 2

3 2 18
4 16   

ها صدق  چون هر جوابی که در سایر محدودیت. گردد ها، آن محدودیت تبدیل به محدودیت زائد می   راست هر یک از محدودیت      به سمت  Mبا اضافه کردن     
برقـرار باشـد، یعنـی    ) 1(فرض کنید محـدودیت  . شوند ها زائد می چرا یکی از محدودیتکه هیم د  حال نشان می.کند در آن محدودیت نیز برقرار خواهد بود    

x x 1 23 2 x یعنی   ،ستابرقرار  ) 2(دهد یا محدودیت       آنگاه دو حالت رخ می     18 x 1 24 و یـا  ) زائـد اسـت  ) 2(که در این صورت محـدودیت   (16
xبرقرار نیست، یعنی    ) 2(محدودیت   x 1 24 xدر این حالت اگر   . 16 x 1 24 xگ باشد بنابراین   عددي بزر  M و   16 x M  1 24  خواهـد  16

  . زائد خواهد شد)2(بود و مجدداً محدودیت 
    :هاي بازنویسی شده با روابط زیر معادل هستند محدودیت

  x x My  1 2 13 2 18  
  x x My  1 2 24 16  

  y y 1 2 1  
y یا 1   , y 1 2   

  x ,x 1 2   

 محدودیت زائد

 محدودیت زائد

   انتخاب شودjاگر کالاي
  شودن انتخاب jاگر کالاي
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  چهارمفصل 

  »پویاریزي  برنامه«
 مقدمـه   
   
متغیـره بـا    nي  ي یـک مـسأله   ریزي پویا جـواب بهینـه   در برنامه. هم استمرتبط به  یک فن ریاضی براي گرفتن یک دنباله از تصمیمات    ریزي پویا   برنامه
له بـا یـک متغیـر    أ مـس nاز نظر محاسـباتی حـل   . شود له جزئی با یک متغیر تشکیل میأکه هر مرحله از یک مسشود  مرحله تعیین می nي آن به    تجزیه

ریـزي پویـا وجـود      مسائل برنامهریزي خطی یک روش استاندارد براي حل کلی متأسفانه برخلاف برنامه. متغیر باشد nله با أتر از حل یک مس        تواند ساده   می
له جزئی أي جزئی به عنوان ورودي براي مس لهأي یک مس دهد جواب بهینه  می ریزي پویا، که اجازه ماهیت بازگشتی محاسبات در برنامهخوشبختانه ندارد، اما   

له در دسـترس  أي کل مس  گردد جواب بهینه ي جزئی حل می لهأدر این محاسبات وقتی آخرین مس. کند تر می   ریزي پویا را ساده     بعدي باشد، محاسبات برنامه   
  . هم هستند ي جزئی مستقل از هم نبوده و داراي تابع هدف و محدودیت وابسته به لهأمس nي حائز اهمیت این است که این  نکته. خواهد بود

  :ریزي پویا عبارتند از اي یک مدل برنامه سه عنصر پایه
  ، در هر مرحلهها حالتـ تعریف 3   ، در هر مرحلهها گزینهـ تعریف 2   مراحل تعریفـ1

به همین دلیـل در ایـن فـصل    . اي است که به هم مرتبط باشند ها به گونه اي نیست، اما مشکل اساسی در تعریف حالت     ها کار پیچیده     گزینه وتعریف مراحل   
  .گردد روي درك مفهوم حالت بیشتر تأکید می

  . ها نباید مستقل از هم باشند به عبارت دیگر حالت.  به حالات در مراحل قبلی باشدمرتبطاي تعریف شود که   حالت در هر مرحله باید به گونه:1نکته 

nي   حالت در مرحله:2نکته  1 و مشخص باشد باید مقداري معلوم.  

 ؟ریزي پویا صحت دارد له برنامهأیک از موارد زیر درباره یک مس  کدام:1مثال   
nي  حالت در مرحله) 1 1 باید مقداري معلوم و مشخص باشد.  
  .حالت در هر مرحله مرتبط به حالات مراحل قبلی است) 2
  .ن مرحله و هر مرحله شامل چندین حالت استریزي پویا شامل چندی ي برنامه لهأهر مس) 3
  ي موارد همه) 4
 ي مسائلی است که شامل چندین مرحله است  و هر یک از مراحل نیـز شـامل    ریزي پویا در برگیرنده   طور که اشاره شد برنامه      همان»  4«گزینه   :پاسخ

د که در مرحله اول تنها یک نها باید طوري تعریف شو حالت. تقل از هم باشندتوانند مس هم هستند و نمی   هاي هر مرحله مرتبط به      حالت. چندین حالت است  
  .ریزي پویا صادق است ي برنامه لهأي مس یعنی همه موارد درباره) 4(بنابراین گزینه . حالت داشته باشیم که مقدار آن معلوم و مشخص باشد

 

 نامند می...............  یک شود که هر کدام را ي جزئی تقسیم می لهأله به تعدادي مسأریزي پویا، مس له برنامهأدر یک مس :2مثال  .  
  کدام هیچ) 4  (state)حالت ) 3  (stage)مرحله ) 2  متغیر تصمیم) 1
 گیري  ریزي پویا در حالت کلی شامل یک تصمیم ي برنامه  لهأهر مس »  2«گزینه   :پاسخnبه ازاي هـر یـک از ایـن متغیرهـا یـک مرحلـه       .  است متغیره

  .درست است) 2(بنابراین گزینه . دهند را تشکیل میجزئی شود که مسائل  تعریف می
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 ي دلیجـان یکـی از        لهمـسأ ) ي دلیجان   لهأمس(ترین مسیر     ي کوتاه   لهأمس  :3مثال
له هدف أین مسدرا. ریزي پویا است مهمترین مسائل در درك مفاهیم و ویژگی هاي برنامه

  .ترین مسیر بین دو شهر است یافتن کوتاه
 را  J بـراي رسـیدن بـه شـهر          Aترین مسیر از شهر       خواهید کوتاه   فرض کنید که می   

  .مسیرهاي ممکن بین این دو شهر نشان داده شده استرو  روبه در شکل .انتخاب کنید
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  ترین مسیر شبکه  کوتاه

  .دهیم به صورت زیر است  نمایش میijd که با j تا شهر i شهر پیدا است، طول مسافت بین بالاطور که از شکل  همان
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  . را بیابیدJ و Aترین مسیر بین شهرهاي  کوتاه

 ترین مسیر را رسم کنیم، که در این صورت مـسیر  هزینه  هر مرحله کم  در یک تصور اشتباه این است که      :پاسخ   1 2 6 9 را بـا هزینـه   1
ي  در مـسأله کـه  دهـد    ایـن مثـال سـاده نـشان مـی     . نیـست ترین مـسیر  هزینه له خواهیم دید که مسیر مذکور کم      أ خواهیم داشت، اما در ادامه حل مس       13

 روش آزمایش و ،له براي حل این مسأممکنهاي  یکی از روش .دهد ي کل مسأله را به ما نمی  مراحل لزوماً جواب بهینهي ي همه ریزي پویا جواب بهینه برنامه
اسـت و بررسـی   ) 18(هاي احتمـالی خیلـی زیـاد     با توجه به این که، تعداد راه، اما بررسی شوند J و Aهاي بین گره    ي راه   صورت که همه   به این    .خطا است 

 بـا   ریـزي پویـا،   برنامه. کنیم له استفاده میأریزي پویا براي حل این مس تک این مسیرها کاري دشوار است و احتیاج به زمان زیادي دارد بنابراین از برنامه               تک
ي این  هاي بهینه  سپس با کنار هم قراردادن جواب وکند له جزئی را محاسبه میأي این مس   جواب بهینه ي اصلی شروع شده و        لهأحل یک جزء کوچک از مس     

  . کند ي اصلی را محاسبه می لهأي مس مسائل جزئی جواب بهینه
  :بندي فرمول

n(n میمصتفرض کنید متغیر  . مرحله وجود دارد4له أدر این مس , , , ) x1 2 3   .  فروشنده از آن خواهد گذشتn مرحله شهري باشد که در 4
Aبنابراین مسیر انتخاب به صورت  x x x x   1 2 3 x است که در آن 4 J4 است .  

nفرض کنید   به علاوه،    n nf (s ,x n,n)مانـده   ي هدف مورد نظـر بـراي مراحـل بـاقی        مقدار بهینه  ( ,..., )1  در sاسـت، وقتـی فروشـنده در حالـت      4
  .کند را اتخاذ میnx که در آن تصمیم ،است nي مرحله

s   و n      داده شده است، فرض کنید *
nx از مقداريدهنده هر  نشان nx باشد که تابع n n nf (s ,x *چنـین فـرض کنیـد     کنـد، هـم    را مینیمم می(

nf (s) ،
nمینیمم مقدار متناظر  n nf (s ,x   :بنابراین. باشد (

n

* *
n n n n n

x
f (s) min f (s,x ) f (s,x )   

  :به طوري که
  n n

*
n n s x n nf (s,x ) d f (x )  1  

nقدارم ns xd      طول مسیر بین گره i s  تا گره nj xحالت (از آن جایی که مقصد نهایی . دهد  را نشان میJ(آید،   به دست می4ي  ، در انتهاي مرحله

f*  : داریم (J) 5   
f*له پیدا کردن    أهدف این مس   (A)1      ریزي پویا با حل مسائل جزئی برنامه.  و مسیر متناظر آن  است*f (s )4 4،*f (s )3 f*، و3 (s )2  براي هر حالت احتمالی 2

s کند  بهینه را محاسبه میرمقدا، این.  
  :فرآیند حل

n)وقتی تنها یک مرحله براي رسیدن به مقصد مانده باشد         ) xاگر . است I و یا در حالتHیا در حالت فروشنده  یعنی 4 J4 عبارت  باشد مسیر او
sاست از  J ، بنابراین داریم:  *

s,Jf (s) f (s,J) d 4 4  
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nي جزئی براي  لهأجواب مس    :به صورت زیر است4
    

 n  4
H

I
J

3

4

sxx * *
S

f (s, x ) d
f (s) x

J
H J
I J

 44 4 4
4 4

3 3
4 4  

nنده باقی مانده باشد،اگر دو مرحله از سفر فروش       . باشـد  Fاب با اندکی محاسبه به دست خواهد آمد، به طور مثال، فرض کنید فروشنده در حالت، جو3
FHdهاي با هزینه Iیا Hهاي  گاه مسیر بعدي فروشنده، به ترتیب حالت آن  FIdیا  6    .  است3

اي کـه بایـد بـراي سـفرش متحمـل شـود، برابـر بـا            تـرین فاصـله      انتخاب شـود، کوتـاه     Hاگر حالت   
*f (H) 4 ترین مسیر ناشی از این تصمیم برابر   است، در نتیجه طول کوتاه 3 6 3  اگـر  . اسـت 9

 انتخاب شود، این مسافت برابر I، حالتHبه جاي حالت     3 4 بنـابراین انتخـاب   . خواهـد بـود  7

x*بهینه  I3ترین فاصله   است، زیرا کوتاه*f (F) 3   . است7
4

3

3 

F 

I 

H 6
 

  

sبا دنبال کردن همین روش براي هر حالت ممکن دیگر  Eو s Gداریم :  
n  3  

*
sxf (s, x ) d f (x ) 33 3 4 3    

*x3  
  

*f (s)3  
I  H  

x3  
s  

H  4   4 4 8   1 3 4  E  
I  7   3 4 7   6 3 9  F  
H  6   3 4 7   3 3 6  G  

  

n)ي دوم     ي جزئی مرحله    لهأجواب مس  )  براي زمانی که سه مرحله براي رفتن دارد نیز به همـین   2

*در این مرحله، . شود ترتیب محاسبه می 
sxf (s,x ) d f (x ) 22 2 3 بـه طـور مثـال فـرض     .  است2

  . باشدEکنید، فروشنده در شهر
4

3

2

 

C 

G 

E 

F 

4

7

6

  
C,Edهاي طول به ترتیب با G و E ،Fهاي  مسیرهاي بعدي او حالت  3 ،C,Fd  C,Gdیا  2    :داریم. است 4

*
CEx E: f (C,E) d f (E)     2 2 3 3 4 7  

*
CFx F: f (C,F) d f (F)     2 2 3 2 7 9  

*
CGx G: f (C,G) d f (G)      2 2 3 4 6 1  

f* تا انتهاي مـسیر  C است، بنابراین کوتاه ترین مسیر از حالت 7ترین مسیر در میان این سه حالت،          کوتاه (c) 2 بـراي  . اسـت E بـا گذشـتن از شـهر    7
n  : نیز داریمD و Bهاي  حالت  2  

*
sxf (s,x ) d f (x ) 22 2 3 2    

*x2  
  

*f (s)2  
G  F  E  

x2  
s  

F یاE  11   6 6 12   4 7 11   7 4 11  B 

E  7   4 6 1   2 7 9   3 4 7  C  
F یاE  8   5 6 11   1 7 8   4 4 8  D  
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nبراي مرحله  1مرحله محاسبه شود4ترین مسیر براي گذشتن از  ، باید کوتاه .    

3

2

4
7

8

 

A 

D 

B 

C 

11

  
  :داریم

*
ABx B: f (A,B) d f (B)     1 1 2 2 11 13  

*
ACx C : f (A,C) d f (C)     1 1 2 4 7 11  

*
ADx D : f (A,D) d f (D)     1 1 2 3 8 11  

f*ترین مسیر  جایی که کوتاه از آن (A) 1 x* و  11 C,D1است، پس داریم :  n 1  
*

sxf (s, x ) d f (x ) 11 1 2 1    

*x1  
  

*f (s)1  
D  C  B  

x1  

s 

D یاC  11   3 8 11   4 7 11   2 11 13  A  

nبراي  . له را مشخص کرد   ي کل مسأ     بهینه وابتوان ج   اکنون می  1،   فروشنده ابتدا باید به یکی از شهرهاي C یا D فرض کنید . برود*x C1 باشـد  .
nبه ازاي     sو 2 C       جواب بهینه عبارت است از ،*x E2 . ي    در مرحلهn  3  ،*x H3  براي s E است و با استفاده از n  4 ،*x J4 به 

Aترین مسیر  بنابراین کوتاه. آید دست می C E H J   اگر .  است*x D1انتخاب شود، مسیر بهینه عبارت خواهد بود از :  

A D E H J    و A D F I J    .ي  ي این مسیرها منجر به جواب بهینه که همه*f (A) 1   .شوند می11

 

4
43

7
7 3411

68

3
4

1

1
4

3
3

CA

E

H

JF

I
D G

 :  حالت

  
 

 1 به مقصد 1با توجه به شکل اگر فردي بخواهد از مبدأ  :4مثالچند مرحله باید طی کند؟ برود ،  
1 (4  
2 (5  
3 (3  
4 (6  

 1«گزینه  :پاسخ  «  
  4 یا 3، 2هاي   به گره1از گره :  1ي  مرحله

  7 یا 6 ،5هاي   به گره4یا  3، 2از گره هاي : 2ي  رحلهم
  9 یا 8هاي   به گره7یا  6 ،5هاي  از گره: 3ي  مرحله
  1 به گره 9 یا 8هاي  از گره: 4ي  مرحله

6

7

31

2 5

8

9

4

10
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  پنجمفصل 

  »غیرخطیریزي  برنامه«
 مقدمه   
   

 و تـابع هـدف   هـا   محدودیتي ریزي خطی این است که همه ریزي خطی حل کرد، چون فرض اصلی مسائل برنامه   توان با استفاده از برنامه      بیشتر مسائل واقعی را  نمی     
 غیرخطـی  ،هـاي اقتـصادي   ریـزي  طور مثـال، در برنامـه    به. ها صادق نیست رار است اما در بسیاري از آنخطی هستند، اگر چه این فرض در برخی از مسائل واقعی برق    

  .پردازیم ریزي غیرخطی در حل مسائل به بررسی آن می بنابراین در این فصل به علت کاربردهاي فراوان برنامه. ي کلی است یک قاعدهروابط بین متغیرها بودن 
بـه عبـارت دیگـر، فـرض مناسـب بـودن و       .  فرض خطی بودن تابع هدف و یا چند وجهی بودن ناحیه شدنی برقرار نیست      رخطیریزي غی   برنامهدر مسائل   

ریـزي   دهیم که برقرار نبودن این مفروضات چه تأثیر عمیقی روي مفاهیم اصلی مسائل برنامـه  در ادامه نشان می. پذیري در این نوع مسائل وجود ندارد       جمع
   .اشدریزي خطی برقرار نب کدام از قوانین مسائل برنامه  هیچاین امکان وجود دارد کهریزي غیرخطی  ي برنامه لهأدر یک مس .گذارد غیرخطی می

  .گردد تعریف تابع محدب و مقعر ارائه می) جهت درك بیشتر این مطالب (قبل از ارائه چند مثال
x)گوییم اگر ی را مقعر مf.  در نظر بگیریدS را روي یک مجموعه محدب fتابع  x ) x ,x  1 2 1 2 Sو[ , ] 1رابطه زیر را داشته باشیم:  

  

  

 

 وتر کمان
f (x ) ( )f (x ) f ( x ( )x )      1 2 1 21 1 

  
      

  
  : محدب است اگر،این تابع

    
f (x ) ( )f (x ) f ( x ( )x )       1 2 1 21 1  

    
  
 تابع  :1تذکر fمحدب است اگر و تنها اگر fباشدعر  مق.  

 زیر را بررسی کنیدریزي غیر خطی  ي برنامه لهأمس :1 مثال.  

s.t.
max z x x 1 23 5  

x 1 4  
x x 2 2

1 29 5 216  
x , x 1 2  

2f (x )
1f(x )

1x 2x

2f (x )
1f (x )

1x 2x
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 ي شدنی آن نیز اگـر چـه یـک چنـد وجهـی           له خطی است و ناحیه    أتابع هدف این مس    :پاسخ
ایـن  . له غیرخطی اسـت هاي مسأ  تنها یکی از محدودیت در واقع،اي محدب است نیست اما مجموعه  

ي مرزي جـواب بهینـه    اي بهینه نباشد و تنها یک نقطه       ي رأسی  شود که هیچ نقطه     شرایط باعث می  
)ي غیررأسی     دهد که نقطه     نشان می  مقابلشکل  . له باشد أمس , )2 ي منحصر به فـرد   نه جواب بهی  6

  .له استأاین مس
  
  

 

  . تواند یک نقطه درونی باشد ریزي غیرخطی می ي برنامه لهأي منحصر به فرد یک مس جواب بهینهکه شود   زیر نشان داده میمثالدر 

 زیر را بررسی کنیدریزي غیر خطی ي برنامه مسأله  :2 مثال .  
  

s.t.
max z x x x x   2 2

1 1 2 254 9 78 13  

x 1 4  
x 22 12  

x x 1 23 2 18  
x , x1 2   

  
 است ولی تابع هدف آن ) محدب(له یک چند وجهی     أي شدنی این مس     ناحیه :پاسخ

 ـ     . یک تابع غیرخطی است    رو نـشان داده شـده اسـت، جـواب          ههمانطور که در شـکل روب
)له أي این مس بهینه , )3   .است که یک نقطه درونی است3

  
  
  
  
  

 

ریـزي   دهیم این شرایط براي مـسائل برنامـه   ي کلی است اما در مثال زیر نشان می  همواره بهینه ) موضعی(ي نسبی     ریزي خطی بهینه    ي برنامه   لهأدر یک مس  
  . تواند برقرار نباشد غیرخطی می

 زیر را بررسی کنیدریزي غیرخطی مهي برنا لهأمس   :3 مثال .  
s.t.

max z x x1 23 5   
x
x

x x x x

1
2

2 2
1 1 2 2

4
2 14
8 14 49





   

  

     x , x1 2   
 ي   ي شدنی آن یک مجموعه      له، خطی است اما ناحیه    أتابع هدف این مس    :پاسخ

)ي  دهد کـه نقطـه     نشان می  رو  روبهشکل  . نامحدب است  , )4  ماکـسیمم نـسبی و   3
( , )7له استأ ماکسیمم کلی این مس:  

  
  
  
  

6
3 117

(3,3)

3 162

3 189

3 198

2 40

 جواب بهینه


2 4

2

4

6

2x

(0,7)  ماکسیم کلی

(4,3)  ماکسیمم نسبی

ي شدنی  ناحیه
 )نامحدب(

2x

6
(2,6)

3 36

1x
2 4
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  :کنـیم  ریـزي غیرخطـی را بـه دو دسـته تقـسیم مـی       مـسائل برنامـه  . ریـزي غیرخطـی هـستیم      در ادامه به دنبال یافتن جواب بهینـه انـواع مـسائل برنامـه             
ي  مسائل مقید نیـز بـه دو دسـته    م یک تابع چند متغیره هستیم وم نقاط اکسترد تنها به دنبال یافتنسائل نامقی در م.ـ مسائل مقید  2 ـ مسائل نامقید  1

  . شوند  محدودیت نامساوي تقسیم میباساوي و مسائل مقید م محدودیت امسائل مقید ب
  :دهد بندي را نشان می نمودار زیر این تقسیم

  
  
  

  
  
  

  
  

  

مسائل نامقید   
   
jي     نقطه :سیممي ماک   نقطه n(x , ,x , , x )x   

   jي ماکسیمم است، اگر بـراي هـر         ، نقطه 1 n(h , ,h , , h ) 1  h   و بـه ازاي هـر j،  مقـدار 

j| h   .ي کافی کوچک داشته باشیم  به اندازه|
f ( ) f ( )x h x    

ــر،   ــارت دیگ ــه عب ــدار    نقطــهxب ــر مق ــسیمم اســت، اگ ــر نقطــه از همــسایگی  fي ماک f از x در ه ( )xــد ــسایگی  .  تجــاوز نکن ــن هم ــر در ای اگ
f ( ) f ( ) x h x گاه  ، آنxي ماکسیمم اکید است  نقطه .  

jي     نقطه :ي مینیمم   نقطه n(x ,..., x ,..., x ) 1
  x    مینیمم است، اگر براي هر j n(h ,...,h ,...,h ) 1h   و بـه ازاي هـر j  مقـدار ،j| h  بـه انـدازه   |

  :کافی کوچک داشته باشیم
f ( ) f ( )x h x   

  
f از x در هر نقطه از همسایگی  fي مینیمم است، اگر مقدار        نقطهxبه عبارت دیگر،     ( )xاگر .  بزرگتر باشدf ( ) f ( ) x h x گـاه بـه    ، آنx 

  . ي مینیمم اکید گویند نقطه
fي اکسترمم تابع    نقطه:ي اکسترمم  نقطه (x)ي ماکسیمم یـا    معرف نقطه

  .مینیمم آن تابع است
fي     نقاط ماکسیمم و مینیمم تابع تک متغیره       رو هروبشکل   (x)   ي   را بر بـازه

[a,b]دهد  نشان می .  
 
 
 

f نقاط اکسترمم تابع x4و ، x1 ،x2در این شکل نقاط  (x)،در واقع  هستند x1و  x4 نقاط ماکسیمم و  x2و چون. هستنداین تابع ي مینیمم   نقطه:  

f (x ) max{f (x ),f (x )}4 1 4  
fبنابراین  (x f و مطلق یا ماکسیمم کلی 4( (x fو  نسبی یا موضعی ماکسیمم 1( (x   . کلی استمینیمم  2(

fاگر  :1نکته  (x)ي  دار و بسته ي کران  روي بازه[a,b]روي این بازه هم ماکسیمم و هم مینیمم دارد، پیوسته باشد .  

 خطی غیرریزي مسائل برنامه

  
  

  مسائل نامقید  مسائل مقید
1 nmaxf (x , ,x ) 

  مسائل مقید با محدودیت نامساوي
1 n

s.t.
maxf(x , ,x )  

 


1 1 ng (x , , x )   
 m 1 ng (x , , x )  

  ساويممسائل مقید با محدودیت 
1 n

s.t.
maxf(x , ,x )  

 


1 1 ng (x , , x )   
 m 1 ng (x , , x )  

f (x)

xa 1x 2x 3x 4x b
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f(x)

x

 

fاگر   :2نکته  (x)  ي    دار و بسته    ي کران    روي بازه[a,b]   و ) مقعر( محدبx [a,b] گـاه   آن. موضـعی باشـد  ) ماکـسیمم ( مینیممx  مینـیمم 
  .کلی نیز است) ماکسیمم(

fاگر  :3نکته  (x)محدب اکید باشد وxگاه  مینیمم موضعی، آنxفرد نیز است   مینیمم کلی منحصربه.  

fاگر  :4نکته  (x) محدب و xگاه اشد، آن مینیمم موضعی اکید بxمینیمم کلی منحصر به فرد نیز است .  

  .سازي نیز برقرار است ي ماکسیمم لهأشرایط مشابه براي مس

  شرط لازم و کافی براي وجود نقاط اکسترمم

f باشد، آن است که f(x)ي   تک متغیرهپذیر شتقي اکسترمم تابع م  نقطهxدهیم شرط لازم براي آن که        نشان می  (x )   و شرط کافی با استفاده از 
fعلامت   (x )  سپس با تعمیم این شرایط براي توابع    . گردد  تعیین میn ،کنیم بیان می متغیره .nf ( )x    شرط لازم است براي آن کـه x ۀ نقط ـ

fپذیر  سترمم تابع مشتقاک (x)ماتریس هسی تابع  استفاده از معین بودنشرط کافی با .  باشدf (x)ي   در نقطهxآید  به دست می.  
  .است» هسی«ي معادل آن در زبان فارسی   واژهشود، پس بهترین  گفته میHessianبه اهالی این شهر به لاتین .  در آلمان است نام شهري (Hess)هس    توضیح:  

شرط لازم براي آن که  :قضیهxپذیر  ي اکسترمم تابع مشتق  نقطهf (x) باشد، آن است که f (x )  .  
fي اکسترمم تابع است، بسط تیلور تابع   نقطهx براي این که نشان دهیم :اثبات (x) را حول نقطۀxنویسیم  می:  

hf (x h) f (x ) hf (x ) f (x ) ...
!

     2     

f  : ي کافی کوچک داریم  هاي به اندازهhبراي  (x h) f (x ) hf (x )      

fکنیم    با استفاده از برهان خلف فرض می       (x )   .دهیم  ابتدا نشان میxتواند مینیمم موضعی باشد  نمی .h  به اندازة کافی کوچک را طوري انتخـاب 
sign(h)کنید که  sign(f (x ))   . بنابراینhf (x )   و در نتیجه   

f (x h) f (x )     
  . تناقض داردxنیمم بودن که با می

sign(h)به طور مشابه با اختیار   sign(f (x ))   خواهیم داشت f (x h) f (x )    دهـد   ، که نـشان مـیx  بنـابراین  .  ماکـسیمم نیـستx 
f و استپس فرض خلف باطل. له تناقض داردأ که با فرض مس باشدسترممکتواند ا نمی (x )  ■  

fپذیر بودن تابع  دهیم که مشتق در مثال زیر نشان می (x)فرض حائز اهمیتی است :  

 تابع    :4مثالf (x) | x |را در نظر بگیرید .  
  
  
  
 پاسخ:x   مینیمم مطلق تابع f (x) | x |اگرچه .  استf ( )شود  تعریف نمی.  

 
fدهیم  در مثال زیر نشان می (x )  تواند شرط کافی براي اکسترمم بودن   نمیxباشد .  

 3تابع     :5مثال f(x)=xرا در نظر بگیرید.  
  
  
  
  
 مشتق این تابع در نقطۀ  :پاسخx برابر صفر است(f ( ) )  اما این نقطه اکسترمم تابع نیست .  

f(x)

x
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