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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  
  فصل اول

  اعداد و توابع مختلط
  

  اعداد مختلط و خواص آن :)1( درسنامه  
  

 حاصل  :1مثالA ( i)(i )  1 2    برابر است با: 2
1 (i5  2 (i5  3 (i4 5  4 (i4 5  
 داريم: عدد مختلطبا استفاده از ضرب   »1«گزينه سخ: پا          A ( i)( i) i i i i i          21 2 2 2 4 2 2 5 2 5  

 

 حاصل :2مثالiA
i





1 3

  كدام است؟ 3
1 (i  2 (i  3 (4  4 (4-  

  :كنيم:عبارت را در مزدوج مخرج ضرب مي  »1«گزينه پاسخ                                   i i i i i i i
i

i i i ( ) i

     
    

   

2

2 2
1 3 1 3 3 3 3 3 4

43 3 3 3
  

 

 حاصل :3مثالA
( i)( i)( i)


  

1
1 2   كدام است؟ 3

1 (i

1  2 (i


1  3 (


1

1  4 (



1

1  

  :با استفاده از سپس ابتدا بايد پرانتزها را در هم ضرب كرده و»  2«گزينه پاسخi  2   ، مخرج را ساده كنيم:1
i i i

A A
( i)( i)( i) ( i)( i) i i i( i i i )( i) i i i i  

          
          2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 3 3 1 1 12 2 3 3 9 3 1

  

 

 مقدار :4مثالi i
i i i



 

36 27
124 12   برابر كدام است؟ 5

1 (i1   2 (i1  3 (i 1  4 (i 1  
  :دانيم مي»  1«گزينه پاسخi  2   :داريم ، بنابرايناست 1

i i (i ) (i ) i ( ) ( ) i i i i i
i

i i ii i i (i ) (i ) (i ) i ( ) ( ) ( ) i

       
       

        

36 27 2 18 2 13 18 13

124 12 5 2 62 2 6 2 2 62 6 2
1 1 1 1 1 111 1 1

  

 

 حاصل  :5مثالi i i iS
(i i i i )
   


   

139 1391 1392 1393
2 11 2 12 2 13 2 14

1
1



   كدام است؟ ،  

1(   2( 1  3( 1-  4( i  
 :ي فوق مجموع هر چهار توان متوالي ازطبق نكته  »2«گزينه   پاسخi ا صفر است. پـس مجمـوع چهـار تـوان    برابر بi    در صـورت و مخـرج صـفرند ،

Sپس .ماننددر صورت و مخرج باقي مي 1فقط اعداد  بنابراين  
1     شود.مي 11
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد :6مثالz Cو| z ai | | z bi |   )a وb اعداد حقيقي وa b(، در اين صورت مقدارz z برابر كدام گزينه است؟    
1 ((a b)i   2 ((a b)i   3 ((a b)i  4 ((a b)i  
  :با فرض  »1«گزينه پاسخz x iy  :داريم  

a b
| x iy ai | | x iy bi | x (y a) x (y b) y a (y b) y ( ) ( )


                  2 2 2 2 12  

( ) a b
z z (x iy) (x iy) yi z z [ ( )]i (a b)i


            12 2 2    

  
 در معادله مختلط :7مثالx iy ix y i    3 2 5 7   كدام است؟yو xير اعداد حقيقي، مقاد5

1 (x , y  1 2  2 (x , y  1 2  3 (x , y  2  4 (x , y  1  
  :يم:كنابتدا طرف چپ تساوي را مرتب مي » 1«گزينه پاسخ              ( x y) ( y x)i i    3 5 2 7 5   

  :داريم برابر باشند، يعني با يكديگر تساوي فوق برقرار باشد، لازم است مقادير حقيقي و موهومي در طرفين تساوي اين كهبراي 
x y x y

y y , x
y x y x

    
           

3 5 7 3 5 7 11 22 2 12 5 6 3 15  
  

 ي خطمعادله  :8مثالx y 2 3   اي است؟ي مختلط داراي چه معادلهدر صفحه 5
1( ( i )z ( i)z i   3 2 3 2 5  2( ( i )z ( i)z i   2 3 3 2 5  3 (( i)z ( i )z i   3 2 3 2 1  4( ( i)z ( i )z i   3 2 2 3 1  

 :با توجه به اين كه  »4«گزينه   پاسخz z
x


 zو 2 z

y
i


   ، لذا داريم:2

iz z z z
( ) ( ) z z (z z) ( i)z ( i)z z z i ( i )z ( i )z i

i i

 
                232 3 5 5 2 2 3 3 1 2 3 2 3 12 2 2  nj Jo† ¸Ã o‡    

  

 حاصل عبارت :9مثالz izk
z i z

 


 

2

2
1

1
  كدام است؟ 

1( 1  2( i  3(  1-  4(  i  
  :دهيم:خ ميسؤال را به دو روش پاس  »4«گزينه پاسخ  
  ن مزدوج عبارت مخرج، در صورت و مخرج كسر داريم:با ضرب كردش اول: رو

( z iz)(z i z ) z z i( z ) iz i z z i( z )
k i

z i ( z ) z(z i z )(z i z )

          
   

     

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2
1 1 1 1 1 2 1

1 2 11 1
   

iكسر را در عبـارت  هاي صورت و مخرج،تر اين است كه با توجه به عبارتراه حل ساده :دومش رو

i
  ، پشـت پرانتـز،   كسـر  را در صـورت  iضـرب كنـيم و   

)  كنيم:در مخرج كسر را، در پرانتز ضرب  iنگه داشته و z iz) i i( z iz)
i

i(z i z ) (iz z )

   
  

   

2 2

2 2
1 1

1 1
  

  

 اگر  :10مثال| z | az، آنگاه حاصل1 b| |
bz a




  اعدادي مختلط هستند، كه حداقل يكي از آنها مخالف صفر است) bو  a(است؟ نه برابر كدام گزي 

1( 1  2( 2  3( 1
2  4( 2  

 :ي با استفاده از رابطه  »1«گزينه   پاسخ| z | zz2 :داريم  az b az b az b az b a z b
( )( ) ( )( )

bz abz a bz a bz a bz a

    
 

   

2
  

|چون z |1 باشد، لذاميzz | z | 2 z، پس1
z


  باشد و داريم:مي 1

  
a bz

a baz b az b az b az b a bzz z| | ( )( ) ( )( ) ( )( )
b az b azbz a bz a bz a bz ab( ) a

z z


    

   
    

2
1

11  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 فرض كنيد  :11مثالaz bw
cz d





wتوان گفت: در تسـاوي . مياعداد حقيقي هستند dو  a ،b  ،c، كه در آن  w k

z z | cz d |



  برابـر بـا    kمقـدار   2

kباشد و با شرط........... مي   .................. مقادير ،z  وw .(با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه تهران)    هم علامت هستند  

1 (ad bc2  وهومي ، م (ad bc3  ، حقيقي (a
b

c
4  ، موهومي (a

b
c
حقيقي ،  

   :ابتدا   »1«گزينه پاسخw w دهيم:را تشكيل مي  

  az b az b az b az b
w w ( ) ( )

cz d cz d cz d cz d

   
    

   
   

  وجه به اينكه مزدوج هر عدد حقيقي خودش است، داريم:با توجه به خواص اعداد مختلط و ت
az b az b (az b)(cz d) (az b)(cz d) aczz azd bcz bd azcz azd bcz bd

w w
cz d cz d (cz d)(cz d) (cz d)(cz d)

             
    

     
  

w  پس از ساده كردن صورت كسر داريم: w ad bc
z z | cz d |
 


  2

ad(z z) bc(z z) (ad bc)(z z)
w w

(cz d)(cz d) | cz d |

    
   

   2  

kتوان نتيجه گرفتبنابراين با توجه به صورت سؤال مي ad bc  ر شد!هباشد. خبُ نقطمير كردن نقطه چين اول پرويم!چين بعدي ميسراغ پ  
w«دانيم است، چون مي حل قسمت دوم راحت w « دو برابر قسمت موهومي «برابر باw  « و»z z « دو برابر قسمت موهومي «برابر باz «:است، يعني داريم  

w k

z | cz d |


 2
Â¶¼À¼¶Sμv¤
Â¶¼À¼¶Sμv¤  

|و kبا توجه به اينكه  cz d |  مثبت هستند، پس هر علامتي كه قسمت موهوميz  داشته باشد، قسمت موهوميw  .نيز همان علامت را خواهد داشت  

  
 اگر :21مثالz i , z i   2 13 4 3 zآنگاه حاصل 4 .z

A
z z



1 2

1 2
  كدام است؟ 

1 (7
24  2 (

7
24  3 (

24
7  4 (24

7  

  :4«گزينه پاسخ             «            z .z ( )( ) ( )( ) z .z
A

z z ( )( ) ( )( ) z z

     
          

1 2 1 2
1 2 1 2

3 4 4 3 24 24
3 3 4 4 7 7 

  
 اگر :13مثالz i( i )( i)  1 3   كدام است؟ zگاه فرم قطبي، آن3

1( ( , )
2 6  2( ( , )

2 3  3( ( , )
4 6  4(  ( , )

4 3  

  :كنيم تا عبارت ساده شود:ابتدا پرانتزها را در هم ضرب مي  »4«گزينه پاسخ  
z (i i )( i) (i )( i) ( i) ( ) i i i i               2 2 2 23 3 3 3 3 3 2 3 3 1 2 3 2 2 3  

r  كنيم:را حساب مي zيابتدا اندازه | z | ( )       2 22 2 3 4 4 3 16 4  

y  را حساب كنيم و لذا داريم: zحالا بايد آرگومان
Arctg( ) Arctg( ) Arctg

x


  

2 3 32 3  

در ربع اول قرار دارد، بنابراين همان چون
  zپس .مورد قبول است 3 ( , )


 4  ، فرم قطبي مطلوب است.3

  
 اگر :41مثالz cos isin 

 1 5 zو  5 cos isin 
 2 5 z، مقدار5

z

4
1
2

  ؟كدام است 

1 (i   2 (1-  3 (1  4 (i  

  :يعني؛ نويسيم.ابتدا اعداد داده شده را به فرم نمايي مي » 2«گزينه پاسخ
i

z e


 و 51
i

z e



   داريم: ، و52

i
i i i

i

z (e )
e .e e cos i sin

z
e


 





       

44 451 5 5
2 5

1  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل  :51مثالii برابر چيست؟  

1 (e


 2  2 (e

2  3 (1  4 (1-  

  :دانيممي  »2«گزينه  پاسخ
i

i e


 ii       ، لذا داريم:2 ii (e ) e
 

  2 2  
 

 حاصل :61مثال( i) 52 2   ؟كدام است 3

1 (1 24 6    2(1 24 3     3 (256 2 3    4 (256 2 6    

  :دانيممي»  2«گزينه پاسخ
i

i e


  32 2 3 i    :    داريم ، بنابراين4
( i) ( e ) (cos i sin )   


 

     5 5 53 5 52 2 3 4 4 1 24 33 3  
 

 حاصل عبارت  :71مثال( i )
( i )


 

8
7
1 3

2 1 3
  كدام است؟ 

1 (1  2 (1-  3 (1
2  4 (1

2  

  :براي صورت كسر بهتر است در مختصات نمايي سؤال را حل كنيم: 8ه به تقسيم دو عبارت بر هم و توان با توج  »1«گزينه پاسخ  

                   
i i

i i i

i i

( i ) ( e ) e
i e , i e e

( i )
e e

 
  

 


         
 



8
2 68 83 3

3 3 3
7 2 2

7 3 3

1 3 21 3 2 1 3 2 1
2 1 3

2 2
  

  

 حاصل  :18مثالz i i i    2 13921 برابر كدام گزينه است؟ ،  

i) 3  1) 2  صفر) 1

i




1
1  4 (i

i





1
1  

  :با شرط  »2«گزينه پاسخk    ي مقابل را داريم:همواره رابطه k، به ازاي هر1
n

n k
k k k

k
  

    


2 1 11 1  

i  با توجه به صورت سؤال خواهيم داشت: i (i) i(i ) i( ) i
z

i i i i i

     
     

    

1393 1392 2 696 6961 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1    

 

 حاصل: 19مثالnA ( cos isin )    1 كدام است؟  

1( n n n n
cos [cos isin ]   

12 2 2 2  2( n n n n
cos [cos isin ]

  
2 2 2 2  

3(  n n n n
cos [cos isin ]   

12 2 2 2  4(  n n n n
cos [cos isin ]

  
2 2 2 2  

  :دانيممي  »4«گزينه پاسخcos cos


   21 2 sin، و همچنين2 sin cos
 

  2 2     ، با جايگذاري اين مقادير در رابطه داريم:2

n nA ( cos i sin ) ( cos i sin cos )
  

      21 2 22 2 2  

cosاز عبارت با فاكتورگيري
2 n  داريم: 2 n n n n

A [ cos (cos i sin )] cos [cos i sin ]
     

   2 22 2 2 2 2 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر تابع  :02مثالnf (x) (cos xsin ) bcosn axsinn        برx 2 aپذير باشد، حاصلبخش 1 b چقدر بايد باشد؟  
1 (1  2 (2-  3 (1-  4 (2  
   :براي اينكه تابع  »4«گزينه پاسخf (x) برx 2 xهاي معادله ريشهپذير باشد، بايد بخش 1  2 1  يها را در ضابطهرا بدست آوريم و آنf (x)  به جاي

xها قرار دهيم. هر دو ريشه بايدf (x) كنيم:ها را حساب ميرا صفر كنند. پس اول ريشه  x (x i)(x i) x i        2 1    
nf (i) (cos i sin ) b cos n aisin n cos n isin n b cos n aisin n ( b)(cos n ) i( a)sin n                       1 1  

  

bشوند، بنابراينبراي صفر شدن سمت چپ بايد مقادير حقيقي و موهومي صفر   1 وa 1شود. اگر قرار دهيمميx i  :داريم  
nf ( i) (cos i sin ) bcos n a( i)sin n cos n isin n b cos n aisin n                      

( b)cos n i(a )sin n b , a         1 1 1 1  
2aاينبنابر b ( )    1   شود.مي 1

  

 حاصل  :12مثال
n

cosnx
n!







  ، برابر كدام گزينه است؟

1 (sin xe cos(sin x)  2 (cos xe cos(sin x)  3 (cos xe cos(sin x)  4 (sin xe cos(sin x)  

 :دانيممي  »2«گزينه  پاسخ
n

u

n

u
e

n!







ixuاگر فرض كنيم در اين سري ، e گاه داريم:آن  ixix n

e

n

(e )
e

n!







  

  بنابراين خواهيم داشت:
ixinx

e cos x isin x cos x isin x cos x

n

e
e e e .e e [cos(sin x) isin(sin x)]

n!





    


  

قسمت حقيقي سري لاما سري داده شده در صورت سؤا
inx

n

e

n!







cosxeسؤال، به صورتپس جواب  ،است (cos(sin x)) .است  

واضح است اگر مقدار
n

sin nx

n!







cosخواسته شده بود، حاصل برابر با  xe sin(sin x) شد.مي  

 

 حاصل :22مثالz i 1   تواند باشد؟يك از مقادير زير ميكدام 3
1 (i1 3  2 (i

6 2
2 2  3 (i

3
2  4 (i3  

  :دانيممي » 2«گزينه پاسخ
i

i e


  31 3    :داريم بنابراينهاي دوم اين عدد را حساب كنيم، هبايد ريش پس ،2

     
k

i i( ) k k i i
z e e [cos( ) i sin( )] k z (cos i sin ) ( )


  

    
            

2 3
3 2

2 2 3 6 23 32 2 2 2 22 2 6 6 2 2 2 2  
 

 هاي عدداز كعب ييك :32مثالiz
i ( i)



   2

1
1 1

  به كدام صورت است؟ 

1 (cos i sin
 
3 3  2 (cos i sin

 
6 6  3 (cos i sin

 
4 4  4 (cos i sin

 


2 2
3 3  

  :كنيم و در نهايت پس از نوشتن فرم نماييابتدا عبارت را تا حد ممكن ساده مي  »2«گزينه پاسخzهاي سوم، ريشهz كنيم:را حساب مي  
ii i i i i ( i) i i

z z i z e
i i ii ( i) i i i i


       

          
          

2 2
2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2

1 1 1 21 1 1 1 2 1
  

k
k k

z [cos( ) i sin( )] z cos i sin
 

    
    3 33

2 22 21 3 3 6 6  
 

  ضرب صورت و مخرج 
)در عبارت i)1 
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :42مثالz  1آنگاه مقدار آرگومان ،z
2
  برابر با كدام گزينه است؟ 3

1 (4
3  2 (5

3  3 (2
4يا 3

3  4 (2
4يا 3

  2يا 3

  :ابتدا توجه كنيد كه  »4«گزينه پاسخz  1 توان به صورترا ميiz e  نوشت و بنابراينr 1 و   باشد، بنابراين داريم:مي  
k k

i( ) i( ) i[ ( k )]
z e z e e , k , , arg(z ) ( k ) , k , , 

   
  

         
1 2 2 2 2 22 2233 3 3 3 3 3 21 1 2 2 1 23

·H¼U ¾M ¸Ã o‡  

zآرگومان
2
  آيد:به دست مي kتواند هر كدام از سه مقدار زير باشد كه به ازاي سه مقدارمي 3

k arg(z ) , k arg(z ) ( ) , k arg(z ) ( )
 

             
2 2 2
3 3 32 2 2 11 3 2 2 53 3 3 3

  

دانيم كهالبته مي 
 

1 423 3
 يهمان زاويه4

  است. 3
 

 

 1اگر   :25مثال ،،2،3،4 هاي پنجم واحد باشند، آنگاه حاصلريشهA ( )( )( )( )        2 3 43 3 3   كدام است؟ 3
1 (12  2 (121  3 (243  4 (242  

   :به ازاي ،طبق تساوي سمت راست»  2«گزينه پاسخz  kو 3  A  داريم: 5


      


5
2 4 3 11 3 3 3 1213 1  

 

 1اگر   :26مثال،،2،3...و1394 ام است؟واحد باشند، آنگاه حاصل عبارت زير كد» ام1395«هاي ريشه  
A ( )( )( ) ( )        2 3 13951394 1394 1394 1394  

1 (  2 (( ) 13941395 1  3 (( ) 13951394 1  4 (( )13951394  
   :مت چپ استفاده كنيم؛ با توجه به نكتـه گفتـه   تا هستند، يعني بايد از تساوي س 1395دقت كنيد در اين سؤال پرانتزها به اندازه »  3«گزينه پاسخ

nشده، در اين سؤال 1395 وz 1394 باشد و با توجه به تساوي سمت چپ داريم:مي  A ( ) 13951394 1  
 

  

 را اند. اگر مساحت اين شش ضلعيتشكيل دادهمنتظم را  س يك شش ضلعيرئو 2هاي ششم عدد ريشه :27مثال S ،مقدار بناميمS    برابر بـا كـدام
  گزينه است؟ 

1 (( )3 23 3 2  2 ( 63 3 2  3 (( )
3 23 3 2  4 (39 3 2  

 :6اي به شعاع ها بر روي دايرهاين ريشه ،طبق مطالب گفته شده  »3«نه گزي پاسخ گيرند كـه  قرار مي 2

ها بر روي دايرهفاصله آن 


2
6 zباشد. مثلاً طول كمانمي 3 z1 برابر با 2

روي اين كمان رو به است، چون 3

است، لذا  ي مركزيزاويه
  ozباشد. در مثلثمي 3 z1 ي رأس برابر بازاويه 2

ي است و چـون انـدازه   3

6دو ساق برابر با ي ديگر مثلث با هم برابر و اجباراً مساوياشد، بنابراين دو زاويهبمي2
هستند و ايـن يعنـي   3

oمثلث z z

1 OHzرا رسم كنيم در مثلث OHالاضلاع است. اگر ارتفاع متساوي 2



  داريم: 1
OH OH

sin OH
Oz


     6

61

3 323 2 22
  

oابراين مساحت مثلثبن z z

1 o  به صورت مقابل است: 2 z z

   
  

6 6 3
1 2

32 2 2 32
2 2 4

“IŸUnH ½k– I¤  

oبرابر مساحت مثلث 6ضلعي  6مثلث به اين شكل داريم، بنابراين مساحت  6چون  z z

1 )  است: 2 )

3 23 3 2S ( )


     
3 32 3 36 2 34 2  

 

5z 6z

1z4z

2z

O 6 2

H

3z



6 2
6 2

6 2

6 2 6 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 ياگر نقطه  :28مثالz i  1يهاي معادله، يكي از ريشهz az b  7 3 2  گاهباشد، آنa b كدام است؟  
1( 4  2( 4-  3 (2  4( 12-  
 :كنند، با قرار دادنخود معادله صدق مي هاي هر معادله دربا توجه به اين كه ريشه  »1«گزينه   پاسخz i  1 :در معادله داده شده، داريم  

( i) a( i) b      7 31 1 2 z az b   7 3 2   
( i i) ( i) a( i i)( i) b           2 3 21 2 1 1 2 1 2 (( i) ) ( i) a( i) ( i) b           2 3 21 1 1 1 2   

(i )i( i) a( i i ) b i i ai a b             2 2 28 1 2 2 2 8 8 2 2 2   

a b  4a b
a b i( a ) b b

a a

   
                  

8 2 28 2 2 2 8 8 8 22 8 4


  


  

توجه كنيد كه چون  بهتر است از مختصات قطبي استفاده كنيم ،باشد اتواند توأم با خطحل فوق ميباشد و راهمي 3و  z ،7البته با توجه به اينكه توان روش ديگر: 

نقطه در ربع دوم قرار دارد لذا
i

z e




3
    ، بنابراين داريم: 42

i i
z ( e ) e [cos( ) isin( )] [cos( ) i sin( )]

 
   

          
3 21

7 7 34 4 21 212 2 2 8 2 8 2 5 54 4 4 4  

z cos i sin i i
 

         7 8 2 8 2 8 8 8 84 4  

i i
z ( e ) e [cos( ) i sin( )] [cos( ) i sin( )]

 
   

         
3 9

3 34 4 9 92 2 2 2 2 2 2 2 24 4 4 4  

z cos i sin i i
 

       3 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 2 2  

  كنيم:حالا مقادير فوق را در معادله جايگذاري مي
z az b i a ( a)i b ( a b ) ( a )i a , b                  7 3 2 8 8 2 2 2 2 2 8 2 8 4     

 

 هاي معادلهيكي از ريشه :29مثالz ( i )z i    2 2 3 5  كدام است؟   
1( i1  2( i2 3  3(  i2 3  4(  i 1  
  :ابتدا بايد دلتاي معادله را تشكيل دهيم:  »3«گزينه پاسخ  

b ac ( i ) ( )( i) i i i i ( i) i                  2 2 2 24 2 3 4 1 5 4 9 12 2 4 15 8 1 4 1 4  

,

i i i
z i

b b ac ( i ) ( i)
z

i i ia
z i

                            


2 1
1 2

2

2 3 1 4 4 6 2 34 2 3 1 4 2 2
2 3 1 4 2 22 2 1 12 2

    

  
 اگر   :30مثالz1  وz2 يهاي معادلهريشهz z  2 2 4  باشند، حاصلA z z z z  6 6 3 3

1 2 1   كدام است؟ 23
1 (64  2 (128-  3 (64 -  4 (128  

   :ها برابر باضرب ريشهي داده شده، حاصلبا توجه به معادله  »3«گزينه پاسخ
4 zاست، بنابراين 41 z 1 2 zشود. پس فقـط كافيسـت  مي 4 z6 6

1 2 

  هاي معادله حساب شود:حساب شود. براي اين منظور لازم است ريشه

  
i i

,z z z i z e , z e
 


           2 3 31 2 1 22 4 1 3 1 3 2 2  

i i
z z e e cos( ) i sin cos( ) i sin

 
  

                   
6 66 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 73 31 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 2 128  

z-64  بنابراين داريم: z z z ( )      6 6 3 3 3
1 2 1 23 128 3 4 128 192  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

(z z )

z z

( z z)

z

( z )

 

  

  


 

3 2

2

2

3
4 25 39

4 12
13 39
13 39


 يهاي معادلهاز ريشه هاي زيريك از گزينهكدام  :31مثالz z  8 4 1  ؟نيست  

1( cos isin
 


5 5
6 6  2( cos isin

 
3 3  3( cos( ) i sin

 


4 4
3 3  4( cos( ) i sin( )

 


3 3
4 4  

 :آوريم و بنابراين داريم:هاي اين معادله را بدست ميكنيم و سپس ريشهتبديل مي 2ابتدا معادله داده شده را به يك معادله درجه   »4«گزينه   پاسخ  
z x

,
i

(z ) z x x x     
               

44 2 4 2
1 2

1 3 1 31 1 1 4 3 2 2   
  

r , tg


       
1 3 41 34 4 3

³¼w ”Mni i
z ,

 
   4 41 3 1 3

2 2 2  

k z cos i sin ( )

k k
z (cos i sin ) k z cos( ) i sin( ) ( )

k z cos( ) i sin( ) ( )

                    


 
    

4

23 34 42 2 5 53 31 1 14 4 6 6
4 42 33 3

RwH ¾²jI•¶ Á¾zÄn ¾¹Äp¬ uQ

RwH ¾²jI•¶ Á¾zÄn ¾¹Äp¬ uQ

RwH ¾²jI•¶ Á¾zÄn ¾¹Äp¬ uQ

  

  

 اگر :23مثالz cos
z

  
1 nآنگاه حاصل 2

nz
z


  است؟برابر كدام گزينه  1

1( sin n2  2( cos n2  3(  n( cos )2  4( n( sin )2  
  :ابتدا با توجه به فرض، مقدار  »2«گزينه پاسخzكنيم:را حساب مي    

,
cos cos

z cos z z cos z cos sin
z

 
            

2
2 2

1 2
1 12 2 1 1    

iz cos i sin cos i sin e       2  
izاگر e آنگاه ،ie

z
 

n  ، لذا داريم:1 in in
n

z e e (cos n isin n ) (cos n isin n ) cos n
z

            
1 2  

izاگر e  آنگاهie
z


n  ، لذا داريم:1 in in

n
z e e (cos n isin n ) (cos n isin n ) cos n

z

            
1 2  

cosطور كه ملاحظه كرديد در هر دو حالت مقدار عبارت برابرهمان n2 دست آمد. به  
 

 يهاي معادلهيكي از ريشه  :33مثالz z z   3 27 25 39   ي ديگر كدامند؟دو ريشه .است 3برابر با  
i2 )3  5و  -1 )2  13و  -1 )1 i2و 3 3  4( i3 i3و 2 2  
 :با توجه به اين كه يك ريشه  »3«گزينه   پاسخz  z)است لذا معادله را بر 3 )   تقسيم را از دبيرستان بلديم! .كنيمتقسيم مي 3

z
z z z

z z


  

 
3 2

2
3

7 25 39 4 13  

  
  ل زير است:با توجه به تقسيم مقابل، معادله به شك

(z )(z z )   23 4 13   
  ايم، لذا داريم:ي دوم راحت برخورد كردهي درجهبينيد با يك معادلهطور كه ميهمان

,z i    1 2 2 4 13 2 3  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 يكي از جوابهاي معادله :43مثالz z z z    2 3 41  كدام است؟  

1( cos isin
 


4 4
7 7  2( cos isin

 


4 4
7 7 3(  cos isin

 


3 3
5 5  4(  cos isin

 


2 2
5 5  

  :ي اوليك تصاعد هندسي با جمله ،عبارت داده شده در سمت چپ»  4«گزينه پاسخt 1 q، قدرنسبت1 z  تعداد جملاتوn    :است، لذا داريم 5

( z )
z z

z


     



5 5 51 1 1 11    

  هاي پنجم عدد يك را به دست بياوريم:بايد ريشه
k i

nn k k
z e z cos i sin


  

   
2

5 2 2
5 5     

kبه ازاي 1 ها به صورت زير است:يكي از جواب  

z cos i sin
 

 
2 2
5 5  

 

 هاي معادلهريشه : 35مثالz z  4 2 1  به صورتa ib  ،هستندb a2   كدام است؟ 2

1( 1-  2( 1
2  3( 1   4( 

1
2  

  :ي اولاحتـي واضـح اسـت يـك تصـاعد هندسـي بـا جملـه        به ر  »2«گزينه پاسخt 1 q، قـدر نسـبت  1 z n، و تعـداد جمـلات  2    ، را داريـم:  3

):توان نوشتپس مي (z ) )
A

z






2 3
2

1 1
1

zو بنابراين سمت چپ برابر با 

z





6
2

1
1

  است. 
k k

z z z e e (k , , , )
 

       
2

6 6 6 31 1 1 1 5


    

kكه به ازاي  وk  zگاه، آن3  1 چون(شود و لذا غير قابل قبول هستند.مي( z 21  :و لذا داريم  

i
z e cos( ) isin( ) i


 

     
2
32

2 2 1 3
3 3 2 2                                    

i
z e cos( ) isin( ) i


 

    31
1 3

3 3 2 2  

i
z e cos( ) isin( ) i


 

    
5
34

5 5 1 3
3 3 2 2                            

i
z e cos( ) isin( ) i


 

     
4
33

4 4 1 3
3 3 2 2  

aبنابراين  
1
bو 2  

3
b  و لذا داريم: 2 a ( ) ( )        2 2 2 23 1 3 1 2 1

2 2 4 4 4 2  

 

 يهاي معادلهريشه  :36مثالiz z iz z iz     2 3 4 51  به صورتcos isin   هستند، بيشترين مقدار در بازه[ , ]2 كدام است؟  

1( 17
1  2( 5

3  3( 11
6  4( 9

5  

 :ي اولي فوق يك تصاعد هندسي با جملهسمت چپ معادله  »3«گزينه   پاسخt 1 qنسبت و قدر 1 iz  و تعداد جملاتn    :باشد، لذا داريممي 6

[ ( iz) ] i z z
z z

( iz) iz iz

   
          

   

6 6 6 6 6 61 1 1 1 1 11 1 1     

ieرا حساب كنيم، چون -1هاي ششم عدد بنابراين بايد ريشه  1:لذا داريم ،  
k k

i i( )
z e e k , , ,

  


   
2

6 3 61 1 5   

kبه ازاي  k  ، داريم:5      
    

5 1 11
3 6 3 6 6 6

  

11برابر با بيشترين مقداربنابراين 
  است.   6

z cos( ) i sin( )
 

 
11 11

6 6  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

 يهاي معادلهيكي از ريشه: 37مثالz z z z z    4 2 5   )(از سؤالات پايان ترم دانشگاه صنعتي اميركبير  كدام است؟ 31

1( 
i

e

2  2( 

i
e

5
3  3( 

i
e


 6  4( 

i
e

6  

 :كنيم:ابتدا تمام عبارات سمت راست را به سمت چپ منتقل مي  »2«گزينه   پاسخ  z z z z z     2 3 4 51   
tاول ندسي با جملهواضح است سمت چپ يك تصاعد ه 1 q، قدر نسبت1 z  و تعداد جملاتn    است، لذا داريم: 6

( z ) z
z z ، (z )

( z) z

 
         

  

6 6 6 61 1 1 1 1 11 1    

  را حساب كنيم: 1هاي ششم عدد بنابراين بايد ريشه
k k

i i ikz e e z e

  
   

2 5
56 6 3 31  

  

 ي هاي معادلهتمام ريشه  :38مثالn n nz z z z      1 23 3 3 2  شريف)از سؤالات پايان ترم دانشگاه صنعتيبا كمي تغيير (  ، كدام است؟  

1( k k
z cos( ) i sin( ) , k , ,..., n

n n

 
   

2 2 1 1  2( k k
z cos( ) i sin( ) , k ,..., n

n n

 
   

2 2 1 1  

3 (k k
z , z cos( ) i sin( ) , k ,..., n

n n

 
     

2 22 1  4 (k k
z , z cos( ) i sin( ) , k ,..., n

n n

 
     

2 22 1 1 

 :كنيم:ابتدا معادله را به صورت زير مرتب مي  »4«گزينه   پاسخ  
n n n n n n n nz z z (z z ) z(z z ) (z z )                       1 1 2 1 2 1 22 1 1 2 1       
n n(z z )(z )     1 2 1 2   

zها برابر بايكي از جواب  2  است و»n 1 «يد:آي ديگر، از حل معادله زير بدست ميريشه  
n

zn n n nz
z z z z

z
  

          


11 2 11 1 11   SwH Âwk¹À k–I~U  

k  بنابراين داريم: k
z cos( ) i sin( ) , (z ) , k ,..., n

n n

 
    

2 2 1 1 1  
k باشد، چون مساوي صفر تواندنميz 1 ها نيست. جزو ريشه   

  

 ر اگ :39مثالz هفتم عدد يك باشد و يريشهz  A، آنگاه مقدار1 z z z    2 61 2 3 7 كدام است؟  

1( 
z 

8
1  2( 

z 
7

1  3 (
z 

1
1  4 (

z 
56

1  

 :به فرمول سري هندسي داريم: توجه كنيد، تساوي مقابل را با توجه اابتد  »2«گزينه   پاسخ  z( z ) z z
z z z z ... z

z z

 
      

 

7 8
2 3 4 7 1

1 1  
  گيريم:مشتق مي zاز طرفين تساوي فوق نسبت به 

  ( z )(z ) (z z)
z z ... z

(z )

   
    



7 8
2 6

2
8 1 1 11 2 3 7

1
  

zچون 7 z  ، لذا داريم:1 ( )(z ) ( z z)
z ... z z ... z

z(z )

      
         



7 1 6 6
2

8 1 1 1 1 71 2 7 1 2 7 11
  

  

 اگر :40مثال
p

p pz [sin icos ]


 
  

6

1

2 21 7   )MIT(با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه   كدام است؟  z، آنگاه مقدار7

1 (i 1  2 (i 1  3 (i 1  4 (i  
 :داريم: بتدا توجه كنيد با توجه به فرمول اويلرا  »3«گزينه   پاسخie cos i sin     و بنابراين ازi گيريم، تا فرم استاندارد حاصـل  فاكتور مي

  شود:
p

i i i i

p p p

p p p p
S [sin i cos ] i [cos( ) i sin( )] i e i[e e e ]

   

  

   
             

2 2 4 126 6 6
7 7 7 7

1 1 1

2 2 2 2
7 7 7 7   

ي اول و قدر نسبتداخل كروشه يك تصاعد هندسي با جمله عبارت
i

e
2
ي آخرو جمله 7

i
e

12
  باشد، بنابراين طبق فرمول داريم:مي 7

i i i ii

i i i

e [ e ] [e e ] ( e )
S i i i[ ] ( i) ( ) i

e e e

   


  
   

          

  

2 12 2 2
27 7 7 7

2 2 2
7 7 7

1 1 1
1 1 1

  

zبنابراين i 1 و لذاz i 1 باشد.مي  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر :14مثالn n nx cos( ) isin( ) 
 

4 4
nو 

n
x z






1

1
  كدام است؟  z، آنگاه مقدار4

1 (i
1 3
2 2  2 (i2 2 3  3 (i4 4 3  4 (i1 3  

 :لبه راحتي با توجه به فرمو  »2«گزينه   پاسخicos i sin e     :داريم  n
i i i i[ ]i

n
n n

x e e e e e

         

 
       2 3 2 344 4 4 4 4 4

1 1


  

aي اولعبارت داخل كروشه يك تصاعد هندسي نامحدود با جمله ديبينطور كه ميهمان


 qو قدرنسبت 4 
1
دانـيم حـد مجمـوع آن    باشد كه مـي مي 4

برابر با




4
11 4

و يا به عبارت ديگر برابر با 
  است. بنابراين داريم: 3

i

n
n

z
x e cos( ) i sin( ) i z i





 
         3

1

1 3 2 2 34 3 3 2 2  

  

 اگر :24مثالz هاي موهومييكي از ريشهnاه حاصل عبارتام عدد يك باشد، آنگnz z z    2 11  كدام است؟  
n(n  )4  2  )3  1 )2  صفر )1 )1  
  :چون  »1«گزينه پاسخz هاييكي از ريشهnام موهومي عدد يك است، لذاnz 1 وz  هـاي موهـومي   يكـي از ريشـه   zاست، چون گفته شده 1

nzعدد يك است. پس  1 باشد، لذا داريم:مي  
  n nz (z )( z z z )          2 11 1 1  

nz  با توجه به معادله به دست آمده بايد يكي از پرانتزها برابر عدد صفر شود. z z     2 zيا        11 z   1 1  
zاز طرفي گفتيم 1 قابل قبول نيست، پس حتماً تساويnz z z     2   باشد.برقرار مي 11

  

  يهاي معادلهيكي از ريشه  :34مثال(z ) (z )   6 61 1  كدام است؟  

1( i

i

 
 

3 2
3 2

  2( i

i

 
 

3 2
3 2

  3( i

i




3 3
3 3

  4( i

i

 
 

3 2
3 2

  

 :اگر فرض كنيم  »4«گزينه   پاسخz 1توانيم طرفين را برگاه مي، آن(z ) z)  تقسيم كنيم. 61 ) z
( )
z(z )

 
    



6 6
6

1 11 111
  

zبا فرض
w

z





1
wگاه، آن1  6 ieجايي كهاز آنرا حساب كنيم و  -1هاي ششم بايد ريشه ، پس1   1   ، لذا داريم:1

k
k k

w e cos( ) i sin( )


     
   

2
6 2 21 6 6  

zماما چون فرض كرده بودي
w

z





1
w  ، لذا داريم:1

w(z ) z wz w z z(w ) w z
w


            


11 1 1 1 1 1  

k  داريم: بنابراينو 

k k
cos( ) isin( ) cos( ) isin( ) i i

z z
k k icos( ) isin( ) cos( ) isin( ) i



      
       

    
            

2 2 3 11 1 1 3 26 6 6 6 2 2
2 2 3 1 3 21 1 16 6 6 6 2 2

    

  

 هاي معادلهريشه :44مثالnz z   برابر كدام گزينه است؟  

1 (
k

i
ne

1  2 (

k
i
ne



2
1  3 (

k
i

ne
2

  4 (
k

i
ne


  
 :با فرض»  2«گزينه  پاسخiz e گاه، آنiz e  وn inz e  ،:لذا داريم  

  
i in

en in i in i
i

e
z z e e e e

e

  
    

 
       1 1oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ  

i( k )ei(n ) i(n ) i( k ) k
e e e i(n ) i( k ) (n ) k

n

      
               



2 11 1 2 21 1 2 1 2 1  

پس
ki

nz e



2
 هاي معادله هستند.ريشه 1
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

 در معادله  :45مثالz z z z z     5 4 3 2   باشد.ها برابر ................. ميضرب ريشهها برابر ............... و حاصلمجموع ريشه 1
  1و  1 )4  -1و  1 )3  1و  -1 )2  -1و  -1 )1

   :هـا برابـر بـا   طور كه گفتيم؛ مجمـوع ريشـه  همان  »1«گزينه پاسخa

a
 1


nهـا برابـر  ضـرب ريشـه  و حاصـل   na
( )

a
1


هـا  اسـت، پـس مجمـوع ريشـه     

برابر  
1 )ها برابر باضرب ريشهو حاصل 11 ) 

 
51 1   است. 11

 
 به صورتي مختلط ي آن در صفحهمساحت شكلي كه معادله  :46مثالz i

z i





  ، چقدر است؟ باشدمي 2

1 (2  2 (6  3 (8  4 (4  
   :با تعريف   »3«گزينه پاسخz x i y   :داريم  

x i y i
x i (y ) x i (y ) x (y ) . x (y )

x iy i

 
            

 
2 2 2 22 1 2 1 1 2 1  

x y y (x y y ) x y y x (y ) x (y )                     2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 1 2 2 1 6 1 3 8 3 8 2·H¼U ¾M ¸Ã oŠ  
8Sاست و لذا مساحت آن 8اي به شعاع ي دايرهمنحني فوق معادله R ( )    2   است.  28

  
 مكان هندسي نقاط :47مثالz x iy  واقع در صفحه مختلط كه در تساويz| |

z





1   صدق كنند، كدام است؟ 41

1 ((x ) y ( )  2 2 217 8
15 15  2 ((x ) y ( )  2 2 21 8

15 15  3( (x ) y ( )  2 2 21 8
15 15  4 ((x ) y ( )  2 2 217 8

15 15  

  :1« هگزينپاسخ «         z | (x ) iy |
| | | (x ) iy | | (x ) iy |
z | (x ) iy |

  
         

  
1 14 4 1 4 11 1  

(x ) y [(x ) y ] x y x x y x (x ) y ( )                   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 234 17 81 16 1 15 15 34 15 115 15 15   

  

 مكان هندسي معادله   :84مثال| z i | | z i |   4 4 1  كه در آنz يك متغير مختلط است، كدام است؟    
  1 و شعاعi4) يك كره به مركز2  1و شعاع i4) يك دايره به مركز1
 1و قطر بزرگ  i4هاي) يك بيضي به كانون4  3) يك مربع با ضلع 3

 :با توجه به اينكه   »4«گزينه  پاسخ| i ( i) | | i |    4 4 8 8 1صحيح است» 4«گزينه  از اين روباشد و ي يك بيضي ميي فوق، معادله، لذا معادله.  
  

  نمودار معادله :49مثالx y x  2 2         كدام است؟                         
  لولي  ذ) ه4  ) سهمي  3  ) دايره 2  ) بيضي  1
  :مطالب فوق ضريب4( توجه به بند با  »3«گزينه پاسخ (y2 باشد. مي سهميذكر شده مربوط به  يصفر است، لذا معادله  

  

 يمكان هندسي همه نقاطي از صفحه كه در رابطه :05مثال| z | | Rez |   1 1  كنند، كدام است؟صدق مي    
  ) دايره 4  ) هذلولي3  بيضي )2  ) سهمي1
 :با فرض اينكه »  1«گزينه  پاسخz x iy در اين صورت ،Re z x :و لذا داريم  

| x iy | | x | (x ) y ( x) x x y x x y x                    2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 2 1 2 4    
  است.  ي يك سهميمعادلهكه 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 يمكان هندسي نقطه :15مثالM(x,y)  متناظر با عدد مختلط و غيرحقيقيz يكه در رابطهz z z z z z    3 2 3 22     صدق كند، كدام است؟ 2
  يا خط ) بيضي4  ) سهمي3  يا خط ) هذلولي2  دايره )  نيم1
 :ا بايد توجه كنيد سمت راست تساوي مزدوج سمت چپ تساوي است، چرا كه همواره داريم:ابتد»  2«گزينه  پاسخ  z z z z z z    1 2 3 1 2 3   

  و بنابراين داريم:    
z z z z z z    3 2 3 22 2  

wاست، پس تساوي wباشد، سمت راست wدر واقع اگر سمت چپ  w را داريم و اين يعنيIm(w)        است. پس كافيست قسـمت موهـومي سـمت چـپ را
  حساب كرده و آن را مساوي صفر قرار دهيم:

  (x iy) (x iy) (x iy) x (iy) x (iy) x(iy) x (iy) i xy x iy             3 2 3 3 2 2 2 22 3 3 2 2 2  
x iy i x y xy x y i xy x ( y)i Im(w) y x y xy y              3 3 2 2 2 2 3 23 3 2 2 2 3 2 2  

y  ياIm(w) y( y x x ) x x y           2 2 2 23 2 2 3 2 2   
yخط افقي يدهندهشاني فوق، نمعادله   توانيـد فـرض كنيـد   خواهيد از نكـات فـوق اسـتفاده كنيـد، مـي     است. البته اگر نهذلولي  يا يكz x iy  

zو x iy  ي فوق برسيد. و محاسبات را در طرفين انجام دهيد و در نهايت به نتيجه  
 

 اگر :25مثالz x iy آنگاه كليه نقاطي از صفحه ،z كه به ازاي آنهاz iRe( )
z i





zو 1 iIm( ) a
z i





a(ثابت    ( عبارتست از…    
  )79ـ سراسري  برقمهندسي (         

x)) نيمه پائيني درون دايره1 ) (y )
a a

   2 2
2

1 x)) نيمه بالائي درون دايرة2  11 ) (y )
a a

   2 2
2

1 11  

x)) نيمه بالائي بيرون دايرة3 ) (y )
a a

   2 2
2

1 x)) نيمه پائيني بيرون دايرة4  11 ) (y )
a a

   2 2
2

1 11  

 :3«گزينه  پاسخ«       z i x iy i [x i(y )][x i(y )] x y x
i

z i x iy i x (y ) x (y ) x (y )

        
   

        

2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2

1 1 1
  

z i x y
Re( ) x y x y y y ( )

z i x (y )

  
           

  

2 2
2 2 2 2

2 2
1 1 1 2 1 1 1

1
  

z i x x x
Im( ) a x (y ) x (y ) (x ) (y )

z i a a ax (y ) a

 
                

  
2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 1 11 1 1

1
  

 

 35مثال: ii 80كامپيوتر ـ آزاد مهندسي (            برابر چيست؟(  

1 (e


 2  2 (e

2  3 (1  4 (1-  

 :دانيممي  »2«گزينه  پاسخ
i

i e


 ii       ، لذا داريم:2 ii (e ) e
 

  2 2  
 

 اگر داشته باشيم :45مثالz 6   )80راسري (مهندسي معدن ـ س                       كدام است؟ zاعداد ، يكي از 1

1 (cos isin
 
12 12  2 (cos isin

 
2 2  3 (cos isin

 
9 9  4 (cos isin

 


2 2
3 3  

 :دانيممي  »4«گزينه   پاسخie 1  باشد، لذا داريم:مي  kk k
z [cos( ) i sin( )] z cos i sin   
    26 6 2 2 2 21 6 6 3 3  

 

 اگر :55مثالz ،يك عدد مختلط باشدi
| ze z |



3    81مكانيك ـ سراسري مهندسي (       برابر كدام است؟(  

1(| z |  2(| z |
1
2  3(|z |

1 12  4(| z i |  

 :1«گزينه   پاسخ«    
i i i

| ze z | | z(e ) | | z | . | e | | z || cos i sin | | z || i | | z | ( ) ( ) | z | | z |
  

 
               2 23 3 3 1 3 1 3 41 1 13 3 2 2 2 2 4  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر :65مثالz1 وz2 دو عدد مختلط و و رطاعداد حقيقي غيرمنفي با ش    zباشند، مكان هندسي نقاط نظير1 z z   1   چگونه است؟ 2
  )81مكانيك ـ سراسري مهندسي (      

  z2و z1اي گذرنده بر دو نقطه نظير) دايرهz2  2و z1) خط گذرنده بر دو نقطه متناظر1
  z2و z1) پاره خط واصل به دو نقطه متناظرz2  4و z1هاي نقاط نظير) بيضي به كانون3
 :خط واصل بين دو نقطهيم معادله پارهدانمي  »4«گزينه    پاسخz1 وz2 باشد: بصورت مقابل مي  z ( k)z kz  1 21  

zبنابراين مكان هندسي z z  1 را با توجه به شرط2  1 نويسيم:  بصورت مقابل مي  z ( )z z  1 21  
  باشد.مي z2و z1خط واصل بين دو نقطهدر نتيجه مكان هندسي فوق، پاره

 

 اگر :75مثالm m mZ cos isin 
 

2 2
mآنگاه مقدار 

m
Z






1
  )81مكانيك ـ سراسري مهندسي (      كدام است؟ برابر 

1 (1-  2 (1  3(i  4(
2  

 :1«گزينه   پاسخ«           m
i iii i ( ...)

m m
m

z e z e .e .e e

      


    2 3 2 3

1 1 1
22 2 2 2 2 2

1
   

aبا همگراسري موجود در توان يك سري هندسي  1
1
qو 2 

1
i  است و داريم: 2

m
m

a
S z e

q





       

 
1

1

1 1
2 2 1 11 11 1 2 2

  

 

 هاي معادلهقسمت حقيقي يكي از ريشه :85مثالz i 3  كه در آنi  2   )81ـ آزاد » هاگرايشكليه «مكانيك مهندسي (        است برابر است با: 1

1 (3
3  2 (3

2  3 (3  4 ( 3  

 :هاي سومدر واقع يكي از ريشه  »2«گزينه   پاسخi :را بايد محاسبه كنيم  

i k k
i e r , i cos( ) i sin( ) , k , ,




 
 

           32
2 22 21 1 22 3 3   

قي برابرقسمت حقي
k

cos( )


2 2
kباشد كه به ازايمي 3   برابرcos( )


 3يا همان 6

  خواهد بود. 2
 

 فرض كنيم كه عدد مختلط :59مثالz دلهريشه معاz z z   1 65 11 7 1  :81ـ سراسري هوا فضا (مهندسي           باشد در اين صورت(   
1 (z 2  باشد.نيز ريشه معادله مي (z باشد.ريشه معادله نمي  
3 (z z 4  باشد.نيز ريشه معادله مي (z z باشد.نيز ريشه معادله مي  
 :اگر  »1«گزينه    پاسخz اي درجهريشه چند جملهn و غير ثابتp(z) با ضرايب حقيقي باشد، آنگاهz ريشه  نيز هموارهp(z) .خواهد بود  

 

 هرگاه :06مثالz x iy  وz  مزدوجz باشد، معادلهzz    )82(مهندسي مكانيك ـ سراسري        معرف چه شكلي است؟ 36
  ) سهمي4  ) بيضي3  هذلولي) 2  دايره )1
 :1«گزينه    پاسخ«                    z.z (x iy)(x iy) x y       2 236 36 36  

)اي به مركزمعادله دايره , )   باشد.مي 6و شعاع  
 

 معادله دايره به مركز :16مثال( , )2   )82(مهندسي مكانيك ـ سراسري        است؟        كدام  4و شعاع 1
1(| z i |  2 4  2 (| z i |  2 4  3 (| z i |  2 4  4 (| z i |  2 4  

 

 :اي به مركزدر متن درس اشاره شد كه معادله دايره  »1«گزينه    پاسخz x iy   و شعاعa به صورت| z z | a   باشد. مي  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 معادله :26مثالz i| |
z i





3   )82اسري (مهندسي مواد ـ سر              ها معرف كدام شكل است؟          zدر صفحه 1
y) خط2  ) بيضي1    3هاي) خطy x , y x    4خط (y 1  
 :4«گزينه    پاسخ«        

z i
| | | x iy i | | x iy i | x (y ) x (y ) x y y x y y y y

z i


                        


2 2 2 2 2 2 2 23 1 3 3 1 9 6 1 2 8 8 1  

 

 معادله: 36مثال| z | | z |  2   )82اي ـ سراسري (مهندسي هسته         عددي مختلط است نمايشگر چه نقاطي از صفحه مختلط است؟ zكه در آن  4
  ) خط راست4  ) سهمي3  ) بيضي2  ) دايره1
 :4«گزينه    پاسخ«| z | | z | | x iy | | x iy | (x ) y (x ) y x x x x x                       2 2 2 2 2 22 4 2 4 2 4 4 4 16 8 1  

 

 مكان اعداد مختلط :46مثالz x iy  ه در تساويكz i| |
z i





    صدق كند، كدام است؟ 2
  )83ـ آزاد » ساخت و توليد«و مهندسي مكانيك  80(مهندسي معدن ـ سراسري

x) خط1 y  2اي به مركز) دايره( , )3  2و شعاع 2  
)كزاي به مر) دايره3 , )3 2و شعاع )اي به مركز) دايره4  2 , )1 2و شعاع 1 2  

 :3«گزينه   پاسخ«          z i x iy i
| | | | | x i(y ) | | x i(y ) |
z i x iy i

  
        

  
2 2 1 2 1  

x (y ) (x (y ) ) x y y x y y x y y x (y )                     2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2 1 2 2 4 2 6 1 3 8  
 

 مجموعه نقاطي از صفحه مختلط كه در تساوي :56مثال| z i | | z i |    1 1   )84(مهندسي مكانيك ـ سراسري       كدام است؟ ،صدق كند 3
1 (z x i   2 (z iy 1  3 (z z i   4 (z iy 1  
 1«گزينه    اسخ:پ«  | z i | | z i | (x ) (y ) (x ) (y )            2 2 2 21 1 3 1 1 1 3  

(y ) (y ) y y y y y y z xi                2 2 2 21 3 2 1 6 9 8 8 1 1  
 

 معادله :66مثال| z | | z |   1 1 2   )84ـ آزاد » ساخت و توليد«(مهندسي مكانيك     باشد؟   دهنده چه شكلي در صفحه مختلط مينمايش 2
  ) سهمي4  ) خط3  ) دايره2  ) بيضي1
  :يبا توجه به متن كتاب، معادله  »1«گزينه   پاسخ| z z | | z z | a   1 aوقتي كه 2 | z z | 1   باشد. باشد، معادله يك بيضي مي 2

 

 فرض كنيد  :76مثالz اي بر دايره واحدنقطه| z | zArg.باشد 1
z

 
  

1
  )84رياضي ـ سراسري مجموعه (        كدام است؟     1

      1((z )


 14                    2( , Re z

, Re z


 

 


o¬H
o¬H

        3(
, Im z

, Im z

 
  


2

2





o¬H

o¬H
    4(  

, Im z

, Im z

 
 


2

2





o¬H

o¬H
  

 :4«گزينه   پاسخ «  z x iy ( x iy)( x iy) x iy x x ixy iy ixy y x iy y

z x iy ( x) y (x ) y (x ) y

                 
   

        

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1

  

xروي دايره zچون y 2 2   واقع است لذا داريم: 1
y

y

y y
Arg( i)

(x ) y (x ) yz y
i

y yz (x ) y Arg( i)
(x ) y (x ) y





                        
    

2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2
21 11 2

2 21 1
21 1








  

yتوجه شود مخرج كسرتذكر: 

(x ) y



 2 2
2

1
|در واقع همان  z |   باشد كه همواره مثبت است.مي 21
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر : 68مثالa  وb  دو عدد مختلط ثابت باشند، مكان نقطهM   نظير عدد مختلطz از رابطهz.z a.z a.z a.a b.b    كدام است؟    
  )84ـ سراسري  MBA، 83(مهندسي مكانيك ـ سراسري       

  ) هذلولي4  ) بيضي  3  دايره) نيم2  ) دايره1
 :1«نه گزي   پاسخ«    

z.z a.z a.z a.a b.b z(z a) a(z a) | b | (z a)(z a) | b | (z a)(z a) | b | | z a | b                   2 2 2 2 2  
  

 فرض كنيم :69مثالz1 وz2 دو عدد مختلط غير صفر باشند به قسمي كهz z
| |
z z





1 2
1 2

  هاي زير صحيح است؟. در اين صورت كداميك از گزينه1

  )84(مهندسي مواد و معدن ـ سراسري                 
1 (Re(z z ) 1 2  قسمت حقيقي)z z1 2(  2 (Re(z z ) 1 2   
3 (Re(z z ) 1 2   4 (Im(z z ) 1 2  قسمت موهومي)z z1 2(  
 3«گزينه    :پاسخ«       

    z z x iy x iy
| | | | (x x ) (y y ) (x x ) (y y ) x x y y Re(z .z )
z z x iy x iy

   
               

   
2 2 2 21 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 1 2 2

1 1    
 

 مقدار :70مثالiew [( )( i )]    31   )85(مهندسي هوا فضا ـ سراسري       كدام است؟ 32

1 (w exp( )  22  2 (w exp( ) 22  3 (w exp( )  2  4 (w exp(i ) 2  

 :1«گزينه   پاسخ«                i ii i i i iw [ e( i)] ( ) e (e ) (e ) ( ) e e



                  

3 2 23 3 3 3 231 3 1 12 2  
 

 فرض كنيم :17مثالz i 1 3 zو 5 z1 |عددي باشد كه در معادلات 2 z | | z |1 |و نيز 2 z | | z |  1 21   كند در اين صورت:صدق مي 1
   )85(مهندسي نفت ـ سراسري             

1 (z i 2 3 5    2 (z z2 1    
3 (z z1 2  4(z1وz2 نسبت به محورy اند.متقارن  
 :1«گزينه    پاسخ«       | z | | z | | ( i ) | | (x iy) | | i | | ( x) iy |               1 21 1 1 3 5 1 2 5 1  

( x) y x y x , ( )       2 2 2 24 5 1 2 8 1  
| z | | z | | i | | x iy | x y x y , ( )           2 2 2 2

1 2 3 5 9 5 14 2   
( )( ) , ( ) x x y       22 1 2 8 14 3 5´ÃÀjÂ¶ nHo¤ ¾ˆMHn nj   

zكه با توجه به شرط  z1 2،y     ل است.قابل قبو 5
 

 اگر :27مثالiz r e  
  وiz re آنگاه مقدار ،| z z | 2

 بر حسب مختصات قطبيz وz 86اسري (مهندسي مواد ـ سر            كدام است؟(  
1( r rr cos( ) r   2 22    2( r rr cos( ) r   2 22    3( r rr cos( ) r   2 22    4( r rr cos( ) r   2 2

    
 :1«گزينه    پاسخ«  | z z | | r cos ir sin r cos ir sin | | (r cos r cos ) i(r sin r sin ) |                       

| z z | (r cos r cos ) (r sin r sin )       2 2 2
      

r cos r cos rr cos cos r sin r sin rr sin sin           2 2 2 2 2 2 2 22 2         
r r rr (cos cos sin sin ) r r rr cos( )            2 2 2 22 2        
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر :37مثال, ,  اعداد مختلط با قدرمطلق واحد باشند به قسمي كه| | | |      مقدار ،| |     كدام است؟  
  )86(مجموعه رياضي ـ سراسري                

1( 1
2  2( 2

3  3( 1  4( 2  

 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه   پاسخ
  .شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. 

|  كنيم:تقسيم مي را برابتدا طرفين تساوي داده شده  | | | | |
   

      
      

1 1 1 1  

هـا اسـت. چـون    هـا، عكسشـان برابـر بـا مـزدوج آن     باشند؛ پس براي هـر كـدام از آن  دانيم اين سه عدد، اعدادي مختلط با قدر مطلق واحد مياز طرفي مي

izاگر e گاه، آنie z
z

  
|  ، با اين توضيح داريم:1 | | | | |               1 1 1  

  
 نقاط: 47مثالz 1  وz 2  با فرضz z1 zي مبدأ يعنيي مختلط مفروض هستند. شرط اينكه نقطهدر صفحه 2   خط اي واقع بر پارهنقطه

  )86ي برق ـ دانشگاه آزاد سال (دكتر  باشد اين است كه:  z2و z1واصل بين
1 (| z z | | z | | z |  1 2 1 2  2 (| z z | | z | | z |  1 2 1 2  3 (| z | | z | | z z |  1 2 1 2  4 (| z | | z | | z z |  1 2 1 2  

) .يك عدد مثبت است ي اعداد حقيقي است).  مجموعه  

 :اسـخ داده  به روش تستي و بـدون حـل پ  » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه    پاسخ
  :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. 

z  :داشته باشيم ي صفر بگذرد بايداز نقطه z2وz1براي اينكه خط واصل x iy 1 1 1  
z ,z y y

z x iy m ( )
x x

    2 1 2 1
2 2 2

2 1
1jnm¬Â¶ oŸ‚ ¾‰£º pH ¸ÃM ˆi jHkT¶H ·¼a  

| z z | | x iy x iy | (x x ) (y y )        2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2  

| z z | x x x x y y y y x x y y (x x y y )             2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 2  

( )y y y y y y y
| z z | x ( ( ) ) x ( ( ) ) x x ( ) | z z | x ( ( ) ) x ( ( ) ) x x ( ( )

x x x x x x x
              12 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 1 1

1 1 2 1 1 1 2 1  

y y
| z z | ( ) x x x x ( ) . | x x | ( )

x x
         2 2 2 21 1

1 2 1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2  

zيبايد از نقطه z2و z1از آن جايي كه خط واصل بين   عبور كند لذا هموارهx1وx2 توان نوشت:العلامت هستند، لذا ميمختلف  
| x x | | x | | x | ( )  1 2 1 2 3  

( ) , ( ) y
| z z | ( ) (| x | | x |)

x
     3 2 21

1 2 1 2
1

1  

y y

x xy y y y
| z z | x ( ( ) ) x ( ( ) ) | z z | x ( ( ) ) x ( ( ) )

x x x x


            

1 2
1 22 2 2 2 2 2 2 21 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 1 2

1 1 1 1  

| z z | x y x y | z | | z |       2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2  

  
 براي اعداد مختلط :57مثالz وwعبارت ،| z w | | z w |  2   )87كامپيوتر ـ سراسري  مهندسي(  برابر كدام است؟ 2

  است.) wمكمل مختلط wو zمكمل مختلط z(توجه:
1( (| z | | w | )2 22  2( (| z | | w | )2 22  3( (| z | zw wz | w | )  2 22  4( (| z | zw wz | w | )  2 22  
 1«گزينه   :پاسخ«  z w z w z w Re(zw) | z | | w | Re(zw) (| z | | w | )          2 2 2 2 2 2 2 22 2 2  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

 هاي معادلهجواب :67مثالz ( i)z i    2 7 24 7  87ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري  مهندسي(  بارتند از:ع(  
1 (i3 i3و 4 4  2 (i4 i3و 3 4  3 (i4 i3و 3 4  4 (i4 i4و 3 3  

 :در تابع درجه دوم  »3«گزينه    پاسخaz bz c  2 اگر ،z1 وz2 هاي معادله باشند داريم:           ريشه  b c
z z , z .z

a a


  1 2 1 2  

zر مسالهبراي معادله داده شده د z i  1 2   كند.اين شرط را ارضاء مي 3كه فقط گزينه  7
 

 اگر :77مثالz a| |
z a





1
zو 2 a:87(مجموعه رياضي ـ سراسري   ، آنگاه(  

1(| z | | a |
1
3  2(| z | | a | 2  3(| z | | a | 2  4(| z | | a | 3  

 :4«گزينه   پاسخ«   
  | z | | a | | z a | | z | | a | , | a | | a |       

z a
| z a | | z a |

z a

| z a | | z | | a | | z | | a | | z a | | z a | | z | | a | | z | | a | | z | | a | | z | | a |

| z a | | z | | a |

 
                      


  


1 22
2 2 2 2 2 2 2 2 3  

 

 دستگاهي متشكل از دو معادله با يك مجهول مشترك: 87مثالz :مفروض است | z | | z |
| z |
  

  

16 2
8 7

 توان گفت كه دستگاه مزبـور در ميـدان   مي

  )87(دكتري برق ـ دانشگاه آزاد سال   اعداد مختلط:
  ) داراي يك جواب است.4  ) داراي دو جواب متمايز است.3  ) داراي سه جواب متمايز است.2  ) داراي چهار جواب متمايز است.1

 با تغيير متغير  »1«گزينه    :پاسخw z    خواهيم رسيد: زيرتر به دستگاه ساده 8

  | w | | w |

| w |

   
 

8 8 2
7

  

  داريم. zيك جواب براي wبه ازاي هر جواب

wفرض كنيم x iy  ها داريم:ر مطلقي قدباشد. با محاسبه  (x ) y (x ) y

x y

      

  

2 2 2 2

2 2

8 8 2

7

  

xي دومكنيم. از معادلهدر اولين معادله، اتحادها را باز مي y 2 2   است. به اين ترتيب خواهيم داشت: 49

x y x x y x x x             2 2 2 216 64 16 64 2 16 113 16 113 2   

x  رسانيم:مي 2طرفين را به توان  x x x        2 2 2 216 113 16 113 2 113 256 4 113 256 87   

x  واهيم داشت:بنابراين خ


 
2 2

2 113 87
256   

xيو با توجه به معادله y 2 2 y  داريم: 49


  
2 2

2 113 8749 256   

واب مختلف است. براي اطمينـان بيشـتر توجـه كنيـد كـه:      خواهيم داشت. دستگاه داراي چهار ج yو دو جواب هم براي xبنابراين دو جواب مختلف براي



2 2113 87 52 2256 256

    توان دستگاه را حل كرد كه تلاقي يك دايره با يك بيضي را داريم كـه در چهـار نقطـه    است. (البته با رسم شكل ناحيه هم مي

  ست!)تر اكنند و اگر بر ترسيم شكل مسلط باشيد اين روش سادههمديگر را قطع مي
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 حاصل سري :79مثالk
k

sink( ) S





   

1 3
 :88(مجموعه رياضي ـ سراسري   برابر است با(  

1(sin

cos


 1 6

  2(cos

cos

 
 

1
1 6

  3(cos

cos

 
 

3 3
1 6

  4(sin

cos


 
3

1 6
  

 به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«ه گزين   :پاسخ
  :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. 

  

i

ik i i
k

k k i i
k k k

e
sin k e e e cos i sin

S Im( ) Im( ( ) ) Im( ) Im( ) Im( )
cos i sine e


    

 
  

   
     

  


  
1 1 1

3
3 33 3 31 3

  

(cos i sin )[( cos ) i sin ] sin
Im( )

cos( cos ) sin

      
 

    2 2
3 3

1 63 
  

  
 اگر :08مثال ريشهnام اصلي واحد باشد،يعني

i
ne


 
2

)nگاه حاصل عبارت، آن )( ) ( )     2 11 1 1:88(مجموعه رياضي ـ سراسري برابر است با(  
1(n 1  2( n   3(n 1  4(n2  

 دانيم كهمي  »2«گزينه   :پاسخn , , ,  1 2هاي معادلهريشهn nz z z     1 2 1  ضرب عوامل آن، باشند. با تجزيه معادله فوق به حاصلمي
  :داريم

  n n nz z z (z )(z )(z ) (z )              1 2 2 3 11   
zبا جايگذاري 1 ه فوق خواهيم داشت:در طرفين رابط  nn ( )( ) ( )      2 11 1 1  

 

 18مثال: n n
n nP(z) a a z a z a z a z
     2 4 2 2 2

2 4 2 2 2  اي از متغير مختلط يك چندجملهz   هـاي  و با ضرايب مختلط است كه فقـط تـوان
P(z)يهاي معادلهتوان گفت كه ريشهرا دارد. مي zزوج    در صفحهz:   88(دكتري برق ـ دانشگاه آزاد سال(  

  ) نسبت به مبدأ متقارن هستند.2  و نظم خاصي ندارند. ) پراكنده1
 ) نسبت به محور موهومي متقارن هستند. 4  ) نسبت به محور حقيقي متقارن هستند.3

 اگر فرض كنيم  »2«گزينه    :پاسخz ريشه معادلهP(z)   :باشد در آن صورت خواهيم داشتn
na a (z ) a (z ) a (z )    2 4 2

2 4 2      
zبه zبا تغيير  خواهيم ديد كهz  كند.نيز در معادله صدق مي  

n n
n na a ( z ) a ( z ) a ( z ) a a z a z a z            2 4 2 2 4 2

2 4 2 2 4 2           
zبنابراين اگر x iy    ،در معادله صدق كندz x iy      هـاي معادلـه   توان گفت كه ريشهنيز در معادله صدق خواهد كرد. و لذا ميP(z)   

  نسبت به مبدأ متقارن هستند.
 

 معادل :28مثالz
i



1

4   )89معماري كشتي ـ سراسري مهندسي (  در مختصات قطبي كدام است؟ 3

1 (
iArc tan

e


4
31

5  2 (
iArc tan

e
3
41

5  

3 ([sin( Arc tan ) i cos( Arc tan )]  
1 3 3
5 4 4  4 ([cos( Arc tan ) i sin( Arc tan )]  

1 3 3
5 4 4  

 4«گزينه    :پاسخ«    iArctg

iArctg( )
z e [cos( Arctg ) i sin( Arctg )]

i
e


      




3
4

3
2 2 4

1 1 1 1 3 3
4 3 5 5 4 4

4 3
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر مدول :38مثالz a bi   باشد آنگاه 1برابرz 89معماري كشتي ـ سراسري مهندسي (  كدام است؟(  

1 (ix

ix




2
3  2 (ix

ix




1 2
1  3 (ix

ix




1
1  4 (ix

ix




3
1  

  
 با توجه به اينكه مدول و يا همان اندازه  »3«گزينه    :پاسخz a ib   هـاي ديگـر برابـر يـك     يـك از گزينـه  برابر يك است، بايد ببينيم مدول كـدام
آنها در صورت و مخرج را جداگانه حساب كرده و بر هم تقسيم كنيم، هـر كـدام يـك شـد،      شود. دقت كنيد، چون توابع كسري هستند، بهتر است اندازهمي

)   ) برابر يك است:3جواب است. به راحتي واضح است مدول عبارت گزينه ( ) 
   



2

2
1 1 2 1

21 1
ixاندازه 

( )
ix




1
1  

  

 اعداد مختلط :84مثالz x iy 1 1 zو 1 x iy 2 2 الاضلاعي در صفحة نمايش دهيم. مساحت متوازي zرا با zگيريم. مزدوج مختلطرا در نظر مي 2
  )90(دكتري برق ـ دانشگاه آزاد سال   برابر است با: ،باشند z2و z1مختلط كه دو پهلوي مجاورش بردارهاي

1(| Re(z z ) |1 2  2(| Re(z z ) |1 2  3(| Im(z z ) |1 2  4(| Im(z z ) |1 2  
 اگر دو بردار   »3«گزينه   :پاسخa  وb با: است ي باشند، مساحت حاصل برابرالاضلاعاضلاع متوازي  A | a b |   

zحال كه دو بردار x iy 1 1 zو 1 x iy 2 2   ها عبارت است از:باشند، مساحت محصور به آناضلاع متوازي الاضلاع مي 2
A | z z | | (x iy ) (x iy ) |

i j k

z z x y z z (x y x y ) A | x y x y |

x y

     

        

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1
2 2




  

z)  گزينة سوم معادل عبارت فوق است:  ها را محاسبه كنيم،اگر گزينه z ) (x iy )(x iy ) (x x y y ) (x y x y )i      1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2  
Im z z x y x y | Im z z | | x y x y |    1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2  

  شود كه همان عبارت بالا به دست آمد.ملاحظه مي
  

 فرض كنيم  :58مثالa  z هاي دومدر اين صورت ريشه يك عدد حقيقي محض باشد. 1 a i  كدام است؟  
  )91(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري 

1 (a exp(i )  4 2 Arg(aكه در آن  1 i)   2  باشدمي (a exp (i )  4 2 Arg(aكه در آن  1 i)   باشد مي  

3 (a exp(i )


 4 2 1 Arg(aكه در آن  2 i)   4  باشد مي (a exp(i )


 4 2 1 Arg(aكه در آن  2 i)  باشدمي 

 ابتدا   »4«گزينه    :پاسخz  را به صورتire  نويسيم: مي  z a i | z | a

Argz Arg(a i)

     

   

2 1  

  : بنابراين داريم
k

i( )ia i ( a )e a e k ,
 

     
2

42 2 21 1 1  

kبا جايگذاري  , 1 :در رابطه فوق داريم  
i

i ii

a e
a i

a e .e a e



 



   


   

4 2 2

4 42 22 2

1

1 1
  

  بنابراين داريم:        

a i a exp(i )


   4 2 1 2  
  

 چند عدد مختلط (غيرحقيقي) در رابطه :68مثالz z
z z




  )91(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   كند؟صدق مي
  ) سه عدد 4  ) دو عدد 3  ) يك عدد 2  ) هيچ عددي  1

 داريم:  ،رابطه با طرفين ـ وسطين كردن  »1«گزينه    :پاسخ  z
z z zz z

z z
   


2  

zبا فرض x iy   :ندارد  غيرحقيقي جواب معادله  خواهيم داشتx x
x iy x y x y i xy

y xy

        
 

22 2 2 2 22
2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 معادله  :78مثال| z | | z i |  2   )91(مهندسي معماري كشتي ـ سراسري   دهد؟ چه نقاطي را در صفحه مختلط نشان مي 2
  ) نقاط روي نيمساز ربع دوم 2  ) نقاط روي نيمساز ربع اول و سوم 1
)خط واصل بين نقاط ) نقاط روي عمود منصف پاره4  ) نقاط روي نيمساز ربع چهارم 3 , )2  و( , )2  

 در حالت كلي معادله  »4«گزينه  :پاسخ| z z | | z z |   1 عمود منصف پاره خط واصل بين كننده مجموعه نقاط رويبيانz وz1 است .  
z

| z | | z i |
z i


       1

22 2 2
  

 

 اگر :88مثالz1وz2 هاي معادلهجوابz z i  2 |باشند، 1 z z |1   )92(مهندسي معماري كشتي ـ سراسري   كدام است؟ 2
1 (1  2 (5  3 (3  4 (2  
 كنيم:هاي معادله درجه دوم داده شده را حساب ميابتدا ريشه  »2«گزينه  :پاسخ  

,
i i

z z i b ac ( )( i) i i z
   

                    2 2
1 2

1 4 3 1 4 31 4 1 4 1 1 1 4 4 4 3 2 2 2  

5i i i
| z z | | ( ) ( ) | | | | i |

  
             2 2

1 2
1 4 3 1 4 3 2 4 3 4 3 4 3 252 2 2 2 2  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  توابع مختلط :2درسنامه 
 اگر :1مثالiz| e |    ، آنگاه كدام گزينه درست است؟1

1 (y   2 (y   3 (x   4 (x   
  :اندازه عدد مختلط با توجه به اينكه  »1«گزينه پاسخize :بايد كوچكتر يا مساوي يك باشد، داريم  iz i(x iy) y ix y ixe e e | e |       1  
yاندازه ixe  دانيم اندازه اين عدد مختلط برابربايد كوچكتر يا مساوي يك باشد و ميye شـود كـه  ت زماني كوچكتر يا مساوي يك مـي باشد و اين عبارمي 

y  .باشد    
  

 معادله :2مثالcos z    عددي مختلط باشد:  zوقتي كه  2
cosچ جوابي نيست چوني) داراي ه2  است. حقيقي نهايت جواب) داراي بي1 z  1   است. 1
  ) داراي تعداد محدودي جواب مختلط است.4  است. مختلطنهايت جواب ) داراي بي3
  :3«گزينه پاسخ«  cos z cos x.cosh y i sin x.sinh y sin x.sinh y , ( )    2 1k{IM oŸ‚ kÄIM Â¶¼À¼¶ Sμv¤ nHk£¶  

sinدر اين قسمت دو حالت را بايد در نظر بگيريم، يا x  و ياsinh y  :است  
sinاگر x  باشد، آنگاهx k  دانيم وقتيخواهد بود و ميx k  توان نوشت:مي باشد، آنگاهkcos x ( ) 1:لذا داريم ،  

  cosh yk( ) cosh y cosh y cosh y      1 2 2 2  
x)هاي مختلف،xبه ازاي yآيد كه چون اين دو مقداربدست مي yبراي دو مقداري فوق، از معادله k ) 2شوند،حاصل ميz .داراي بيشمار جواب مختلط است  

sinhاگـر  .كنـيم را نيـز بررسـي مـي    )1هر چند نيازي به بررسي نيست، امـا حالـت ديگـر معادلـه (     y      آنگـاه بـر طبـق اتحـادcosh y sinh y 2 2 1 
coshمقدار y 1 امكان ندارد  شود و آنگاه داريم:ميcos x cos x    1 2 2  

 

 معادله :3مثالtgz i  .............  
  ) فقط ريشه موهومي دارد.2  ) فقط ريشه حقيقي دارد.1
  ) ريشه ندارد.4  ) هم ريشه موهومي و هم ريشه حقيقي دارد.3
  :با توجه به مقادير»  4«گزينه پاسخsin z وcos z به راحتي مقدارtgz :براي ما مشخص است  

.معادله ريشه ندارد
iz iz iz

iz iz iz
iz iz iz

e e etgz i i e (e ) e
i(e e ) e





 

            
 

2
2 2 2 2

2
1 1 1 1 2
1

    

  
 حاصل عبارت :4مثالA Ln( i) 4 4   تواند باشد؟يك از مقادير زير ميكدام 3

1 (Ln i 2  2 (Ln i3 2 6  3 (Ln i2 4  4 (Ln i3 2 3  

  :دانيممي»  4«گزينه پاسخ
i

i e


  34 4 3                             :داريم ، بنابراين8
i

A Ln( e ) Ln i Ln i


 
    38 8 3 23 3  

 

 تابع :5مثالLnz هاي زير برابر است؟ميك از گزينهبا كدا  

1(yLn(x y ) iArctg
x

 2 21
2  2(yLn(x y ) iArctg

x
 2 21

2  3 (yLn(x y ) iArctg
x

 2 2  4 (yLn(x y ) iArctg
x

 2 2  

  :1«گزينه پاسخ «                           y yLnz Ln | z | i Ln x y iArctg Ln(x y ) iArctg
x x

        2 2 2 21
2  

 

 اگر :6مثالz  صفر، غيريك عدد مختلطLnz Lnr i    و 
   

5 7
6 )iLnباشد، آنگاه 6 ) 1 3

  برابر است با: 2

1 (i
3  2 (i 


2
3  3 (i

 3  4 (iLn 
3 3  

  :ابتدا اندازه و آرگومان عبارت جلوي تابع  »2«گزينه  پاسخLn كنيم:را حساب مي     

z i | z | , Argz Lnz Ln | z | iArgz Ln i( ) i  
              

1 3 2 2 21 12 2 3 3 3  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 ؟است نادرستهاي زير يك از تساويكدام  :7مثال  

1(Ln( ) Ln i   4 2 2 3  2( Ln( i) Ln i 
33 3 2  3(Ln( i) Ln i  3 2 3  4 (Ln( i) i 

  
1 3 4
2 2 3  

  :يدر اين مثال محدوده  »3«گزينه پاسخ مشخص نشده است، بنابراين از فرم كليLnz نيم و به جايكاستفاده ميk   عدد صحيح مناسب را قـرار
:k  كنيم:ها را بررسي ميتمام گزينهدهيم. حالا مي Ln( ) Ln | | i( k ) Ln( ) Ln i          14 4 2 4 2 2   )1بررسي گزينه ( 3

k: Ln( i) Ln i( k ) Ln( i) Ln i 
     1 33 3 2 3 32   )2بررسي گزينه ( 2

: Ln( i) Ln i( k )   3 2 2   )3بررسي گزينه ( 6

iتوان بهنمي kبه ازاي هيچ مقدار صحيح)، 3ي داده شده در گزينه (با توجه به تساو    نادرست است:رسيد، پس اين گزينه  3

i( k ) i k k k ( )   
            

1 12 2 26 3 3 6 6 12 ¡¡—  

k: Ln( ) Ln i( k ) Ln( ) i( ) 
        

1 3 4 1 3 41 22 2 3 2 2 3
  4گزينه (بررسي(  

  

 گرا  :8مثالa ibi a ib  مقدار ،a b2   برابر كدام گزينه است؟ 2

1(
b( k )

e


 4 1 2  2(b( k )e  4 1  3(
b( k )

e


4 1 2  4 (
b( k )

e


4 1 2  
  :با توجه به فرض داده شده با  »2«گزينه پاسخLn :گرفتن از طرفين داريم  

a ib bi a ib (a ib)Lni Ln(a ib) (a ib)[Ln i( k )] Ln a b i( k tg )
a

 
             2 2 11 2 22  

Lnدر سمت راست تساوي a b2 Ln(aتوان به صورترا مي 2 b )2 21
هاي حقيقي و موهومي را در طرفين تساوي تفكيـك كنـيم،   نوشت. اگر قسمت 2

b[aLn  داريم: b( k )] i[bLn a( k )] Ln(a b ) i( k tg )
a

 
        2 2 111 2 1 2 22 2 2  

)b  هاي حقيقي، داريم:با مساوي قرار دادن قسمت k )a b e   2 2 4 1kb( ) Ln(a b ) b( k ) Ln(a b ) 
         2 2 2 24 1 4 12 2  

 

 حاصل  :9مثال
i

i

iesin[iLn( )]

ie









8

8

1

1
  )باشد.موردنظر ميLnمقدار اصلي(  برابر كدام گزينه است؟ 

1 (cos  8  2 (cos 8  3 (sin 
 8  4 (sin 

8  

  :ابتدا عبارت جلوي  »1«گزينه پاسخLn را با توجه به فرمولie cos i sin   نيم:ك، به شكل زير تبديل مي            
i

i

i(cos i sin ) sin i cosieA
i(cos i sin ) sin i cosie






   
   

  
   

   

8

8

1 11 8 8 8 8
1 11 8 8 8 8

  

  با ضرب عبارت در مزدوج مخرج داريم:
( sin i cos )( sin i cos ) ( sin ) i cos ( sin ) cos

A
( sin ) cos ( sin ) cos

       
       

 
   

   

2 2

2 2 2 2

1 1 1 2 18 8 8 8 8 8 8 8
1 18 8 8 8

  

sinدانيم:با استفاده از فرمول مي cos 
 2 21 8 cosو يا 8 ( sin )( sin )  

  2 1 18 8 sin، با فاكتورگيري از8 
1   م:در صورت و مخرج داري 8

( sin )[( sin ) i cos ( sin )]
A

( sin )( sin sin )

   
    


  

   

1 1 2 18 8 8 8
1 1 18 8 8

  

sinبا ساده كردن 1   از صورت و مخرج داريم: 8
i(sin i cos )

A sin i cos i(cos i sin ) ie



 
    

      8
2 8 8

2 8 8 8 8  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

iبرابر است با: LnAبنابراين
Lnie


   تر برابر است با:و به عبارت ساده 8

i i
LnA Lni.e Lni Lne i i i( )

 
     

      8 8
2 8 2 8  

sinو چون در سؤال مقدار عبارت i[LnA] :خواسته شده، لذا داريم    

cos  8sin i[i( )] sin( ) sin( )     
       2 8 2 8 2 8  

  

 قسمت موهومي تابع مختلط :10مثالLn( i)w i    ه اصلي در نظر بگيريد.)را شاخ  Ln(برابر كدام گزينه است؟  1

1 (sin( Ln ) 24  2 (e .cos( Ln )


 
2

8 24  3 (cos( Ln ) 24  4 (e sin( Ln )


 
2

8 24  

 :ابتدا مقدار اصلي»  4«گزينه  پاسخLn( i)1 كنيم:را حساب مي  
( Ln i )Ln( i)Ln( i) Ln itg Ln i Ln i w i i


  

          
1 21 1 2 411 1 1 1 2 24 2 4  

Lniiدانيممي eپس به جاي ،i توانيمميLnie :قرار دهيم  
iLni Ln iLni( Ln i ) i ( Ln i ) Ln

w e w e e
        

   

21 112 2 222 4 2 2 4 8 4  

i Ln
w e .e e [cos( Ln ) i sin( Ln )] e .cos( Ln ) ie .sin( Ln )

    
      

     

2 2 2 2
28 4 8 8 82 2 2 24 4 4 4  

  
 قسمت حقيقي عدد مختلط :11مثال( i )z ( i )   1 31   است؟ (مقدار اصلي موردنظر است)، برابر كدام گزينه 3

1 (
Ln

e cos( Ln )


 


2 3 3 2
3

    2 (
Ln

e cos( Ln )


 


2
3 3 2 3    

3((Ln )
e cos( Ln )


 


2 3 3 2

3
  4 (

(Ln )
e cos( Ln )


 


2

3 3 2 3  

  :با توجه به تساوي  »4«گزينه پاسخb bLnaa e دهيم:سخ ميبه تست پا  ( i )Ln( i )z e   1 3 1 3  

)Lnمقدار اصلي i )1 Lnبا است برابر 3 ( ) itg 2 1 31 3 Lnو به عبارت ديگر برابر 1 i 2   برابر است با: zباشد، لذامي 3

( i )(Ln i ) [Ln i i Ln ] [Ln i( Ln )]
z e e e

   
        

  
3 31 3 2 2 3 2 2 3 23 3 3 3 3  

xبه رابطه با توجه iy x iy x xe e .e e cos y ie sin y   :قسمت حقيقي به شكل زير است ،  
Ln

e cos( Ln )
  

 
32 3 3 2   zقسمت حقيقي 3

دقت كنيد
3

برابر 3
3

  ) است.4است و مقدار فوق برابر گزينه ( 

  
 فرض كنيد  :12مثالf (z) z(z )(z )  1 f، اگر2 ( ) i  1 fآنگاه مقدار ،6 (i) برابر با كدام گزينه است؟  

1( 
i tg ( )

i e
 1 1

4 2 31  2( 
i tg ( )

e



1 1

4 2 31  3( 
i tg ( )

e
1 1

4 2 31  4( 
i tg ( )

e
 1 1

4 2 31  

 :فرض كنيم»  2«گزينه   پاسخw z(z )(z )  1 iwباشد. هرگاه 2 re  نمايش قطبيw تابع گاهآن ،باشدf w
1
  داراي دو مقدار است: 2

ki ( )
w (z(z )(z )) re k ,

 

    
1 1 2
2 2 21 2 1  

fتي تابعبه عبار w
1
  دهد:يكي از دو مقدار زير را نشان مي 2

i( ) i iik f (z) w r e e .e r e
  
       

1
2 2 2 اگر   21

i
k f (z) w r e ,



   
1
2 2  اگر  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

fاز شرط ( ) i  1 fكنيم كه با كدام مقدار ازمشخص مي 6 (z) وكار داريم. درسرz  1 :داريم  iw ( )( )( ) e       1 2 3 6 6  

kبه ازاي   :داريم  
i

f ( ) e i


  21 6 6  

kو به ازاي 1 :داريم  
i

f ( ) e i


    21 6 6  
kبنابراين در اين سؤال حالت 1 توانيم مقداربوده است. به اين ترتيب مي موردنظرf (i) :را حساب كنيم  

z i w i(i )(i ) (i )(i ) i          1 2 1 2 3  

wبراي i 3 داريمr  1 وtg ( )  1 1
  ، پس خواهيم داشت:3

ii tg ( )
f ( ) r e e



    
1 1

42 2 31 1  
  

 از معادله  : 13مثالcosh z  1، مقدارz كدام است؟  
1 (z n   2 (z ( n )  2 1  3 (z i( n )  2 1  4 (z in   

 :دانيممي  »3«گزينه  پاسخ
z ze ecosh z


   ، بنابراين داريم:2

z z z
z

z z
e e (e )e

e e

 
        

21 11 2 22  

  Lnz z z z(e ) e (e ) e z Ln( )            2 22 1 1 1 1  ´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  
ieدانيممي  1 :لذا داريم  Ln( ) Ln i( n ) i( n ) z Ln( ) i( n )             1 1 2 2 1 1 2 1  

  
 اگر: 41مثالsin(a ib) x iy   وx iy cosh(u iv)   ؟نيستگاه كدام گزينه زير صحيح آن  

1 (x y
cosh b sinh b

 
2 2

2 2 1  2 (x y
sin a cos a

 
2 2

2 2 1  3 (x y
cosh u sinh u

 
2 2

2 2 1  4 (x sec v y cos ec v 2 2 2 2 1  

 :دانيم:ها ميتساوي زير را طبق فرمول»  3«گزينه  پاسخ  sin(a ib) sin a cosh b icosa sinh b    
  cosh(u iv) cosh u cos v isinh u sin v    

sin(aاز تســاوي ib) x iy   :خــواهيم داشــتx sin a cosh b وy cosa sinh b ــر ــارت ديگ ــه عب x. ب sin a
cosh b

 وy cos a
sinh b

  ــا و ي

x cosh b
sin a

 وy sinh b
cosa

اكنون از روابط بين توابع مثلثاتي .sin a وcosa و همچنين روابط بين توابع هيپربوليكsinh a وcosh a   اسـتفاده

  شود:كنيم كه معادلات زير حاصل ميمي
x y( ) ( ) sin a cos a

cosh b sinh b
x y( ) ( ) cosh b sinh b

sin a cos a

   

   

2 2 2 2

2 2 2 2

1

1
  

x) برقرار هستند. اكنون به تساوي2) و (1هاي (پس گزينه iy cosh(u iv)   هاي حقيقي و موهومي داريم:كنيم. با متحد قرار دادن بخشتوجه مي    
x cosh u cos v  وy sinh usin v  

x  يم:با استفاده از همان روابط قبلي دار y( ) ( ) cos v sin v
cosh u sinh u

   2 2 2 2 1  

    ي درستي است:) معادله4)، شكل نادرست اين معادله است. در ضمن گزينه (3شود گزينه (كه نتيجه مي
x sec v y cosec v cosh u sinh u   2 2 2 2 2 2 1  

 
 مقدار :51مثالarctgh( i)1 k)كدام است؟ 2 z)    

1 (Ln i (k )  
1 322 8  2 (Ln i (k )  

1 324 8  3( Ln i (k )  
1 32 24 8  4( Ln i (k )  

1 32 22 8  

  :با توجه به تساوي»  2«گزينه پاسخzarctghz Ln( )
z





1 1
2   داريم: 1

i i iarctgh( i) Ln( ) Ln( ) Ln( ) Ln(i ) [Ln i( k )] Ln i(k ) Ln i(k )
i i i

      
               

   

1
21 1 1 2 1 2 2 1 1 1 1 3 1 3 1 31 2 1 2 2 2 22 1 1 2 2 2 2 2 2 4 2 8 4 8
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 هاي معادلهجواب: 61مثالsin z    كدام است؟ 2

1(z ( n ) Ln( )
   

12 2 32 2  2(z ( n ) Ln( )   
12 2 32  

3(z n iLn( )   2 2 3    4(z ( n ) iLn( )   
12 2 32  

  :4«گزينه پاسخ  «   
sin                 به راحتي داريم: تدر اين صور ،كنيم فرمول را حفظ هستيد فرضروش اول:  z z Arcsin  2 2  

z iLn[i( ) ( ) ] iLn( i ) iLn( i i) iLni( ) i[Lni Ln( )] n                   22 1 2 2 3 2 3 2 3 2 3 2  

z i i iLn( ) n ( n ) iLn( )
           

12 3 2 2 2 32 2  

sin  كنيم:هاي حقيقي و موهومي طرفين معادله را حل ميبا توجه به تساوي بخش روش دوم: z sin x cosh y i cos x sinh y   2  

sin  شكيل داد:را ت مقابلتوان دستگاه بنابراين مي x cosh y
cos x sinh y


 

2


  

cosي دوم داريماز معادله x   ياsinh y  اگر .sinh y   ،باشدy       ياسـت. زيـرا تنهـا ريشـهsinh y     در مبـدأ اسـت. بـا جايگـذاريy    در

sinداريم ي اولمعادله x  cosكه غير ممكن است. بنابراين داريم 2 x   يعنيx ( k )  2 1     هيم داشت:ي اول خوابا جايگذاري در معادله ،2

k[sin( k ) ]cosh y ( ) cosh y
    2 1 2 1 22  

coshقيقيتابع ح دانيم كهمي y همواره مثبت است. پس اگرk ي ناممكنفرد باشد به معادلهcosh y  k)زوج اسـت kرسيم. در نتيجهمي 2 n) و  2

  خواهيم داشت:
y y

n y y y ye e( ) cosh y cosh y e e e e


            2 2 21 2 2 2 1 4 4 12   

ye  :است yeكه مجهول آن داريمي دو ي درجهيك معادله y Ln( )
          

4 2 316 4 12 2 3 2 32  

zجواب به صورت ،بندي موارد فوقبا جمع x iy  است كهx ( k ) ( n ) 
   2 1 4 12 yو 2 Ln( ) 2   باشد. 3

z  هاي معادله عبارتند از نقاط مقابل:به عبارتي جواب ( n ) iLn( ) , (n )    
12 2 32   

2در مورد اعداد :اين مطلب دقت كنيداكنون به  )توجه كنيد كه اين دو عدد معكوس يكديگر هستند يعني: 3 )( )
( )

 
  

 
2 3 2 3 12 3

2 3 2 3
  

)Ln  بنابراين:  ) Ln Ln( ) , Ln( ) Ln Ln( )         
 
1 12 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 3
  

)Lnهايپس عبارت )2 )Lnو 3 ) 2   دهند.مقادير يكساني به ما مي 3

zاگر جواب اين مسأله را به صورت بنابراين ( n ) iLn( )    
12 2   كند.بنويسيم نيز فرقي نمي 32

  

 مقدار : 71مثالcosh z1 برابر كدام گزينه است؟  

1 (Ln[z ( z ) ] 
1

2 21  2 (Ln[ z (z ) ] 
1

2 22 1  3 (Ln[z ( z ) ] 
1

2 21  4 (Ln[z (z ) ] 
1

2 21  

 :4«گزينه  پاسخ«  
w w

w w w
w

e ew cosh z cosh w z z e e z e z
e


 

          1 12 22  
w w w we ze (e ) ze        2 22 1 2 1  

wAبا فرض e رو هستيم و به راحتي داريم:با يك معادله درجه دوم رو به  
w LnA e wz zA zA A e z z w Ln(z z ) 

            
2

2 2 212 1 1 11 ´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  

wپاسخ هاي مثبت يا منفي را به دلخواه در نظر بگيريم. بنابراين كافيست يكي از علامت Ln(z z )  2   باشد.مي 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 ليمقدار اص: 18مثالi( i)   )79مكانيك ـ سراسري مهندسي (         ؟هاي زير است، كداميك از گزينه41
1(exp ( i Log ).exp( )2 3  2 (exp ( i Log ).exp( )4 3  3(exp ( i Log ).exp( )2 2  4(exp ( i Log ).exp( )3 2  
  :براي هر عدد مختلط  »3«گزينه  پاسخz   هموارهc cLnzz e باشد، لذا داريم:مي  

ii(Ln )i iLn( i) i(Ln| i| iArg( i)) iLn iLn( i) e e e e e .e


          
4 24 4 1 4 1 1 2 2 2 241  

  

 مقدار اصلي : 19مثالi( i)    )79(مهندسي مواد ـ سراسري                كدام است؟          11

1 (e (cos i sin )


 
4

4 4  2 (e cos (Ln ) i sin (Ln )


  
42 2 2  

3 (e cos (Ln ) i sin (Ln )


       
42 2 24 4  4 (e cos (Ln ) i sin (Ln )


      

42 2 24 4  

  :4«گزينه  پاسخ«  ( i)(Ln i ) Ln iLn i Ln i[Ln ]i ( i)Ln( i)A ( i) e e e e .e
    

             
1 2 2 2 2 21 1 1 4 4 4 4 41  

Ln Lne e .e e A e [cos (Ln ) i sin (Ln )]
   

  
      

2 24 4 4 42 2 2 24 4  

  

 هرگاه: 20مثالlog zf (z) z (لگاريتم شاخه اصلي) باشد ، در اين صورتf ( )1 79(مهندسي مواد ـ سراسري                    برابر كدام است؟(  

1 (1  2 (e
2  3 (e

  ) وجود ندارد.4  2

  :3«گزينه  پاسخ«                    Lnz Lnz.Lnz Ln( ).Ln( ) [Ln( )] [Ln i ]z e e e e e         
2 2 21 1 1 1  

  

 اگر: 21مثالz x iy  توان گفت معادلةباشد، ميze  2 ……… .       ) 80مكانيك ـ سراسري مهندسي(  
  بينهايت ريشه است.) داراي 4  موهومي دارد. ) فقط ريشة3  ) فقط ريشة حقيقي دارد.2  ) داراي ريشه نيست.1

  :را به صورت - 2فرم قطبي عدد   »4«گزينه  پاسخi( k )e  2 z  نويسيم.  مي 12 z i( k )e e e      2 12 2   
)i  گيريم:حالا از طرفين لگاريتم مي k )z Ln( e ) Ln i( k ) ; (k )       2 12 2 2 1    

  

 اگر: 22مثالw f(z) iz z  2 zدر نقطه fو تابع  vو  uباشد مطلوب است  6 i 
1   )80ـ آزاد » ساخت و توليد«مكانيك مهندسي (       .42

1(f ( i) i   
1 4 5 ,v(xو 232 y) x y 6 ,u(xو 2 y) x y 2 6  2(f ( i) i   

1 4 5 ,v(xو 232 y) x y 2 ,u(xو 6 y) x y 6 2  

3(f ( i) i   
1 4 5 ,v(xو 232 y) x y 3 وu(x, y) x y 2 6  4(f ( i) i  

1 4 5 ,v(xو 232 y) x y 2 ,u(xو 6 y) x y 6 2 

 2«گزينه   :پاسخ«  z i z i    
1 14 42 2  

f (z) iz z i( i) ( i) i        
1 12 6 2 4 6 4 5 232 2  

f (z) iz z i(x iy) (x iy) x y i( x y)         2 6 2 6 6 2 2 6  
  

 مقدار اصلي عدد مختلط: 23مثالi( )1          : 80(مهندسي مواد ـ سراسري                برابر است با(  
1 (1-  2 (e  3 (1  4 (e  

  :دانيممي  »2«گزينه پاسخie  1:لذا داريم ،                 i i i( ) (e ) e   1  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 باشيماگر داشته : 24مثالz x iy وw u iv  وw
z


  )80(مهندسي معدن ـ سراسري               كدام است؟ uو  vبرحسب  x، مقدار 2

1 (v
u v


2 2  2 (uv
u v2 2  3 (u

u v2 2
2  4 (u v

u v


2 2
2  

 :3«گزينه  پاسخ«  

  (x iy) x yw i
x iy x y x y x y


   

   2 2 2 2 2 2
2 2 2 2  

x xu u
x y (x y ) (x y )u v

(x y ) x yy yv v
x y (x y )


   

   
   

       

22
2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 222

2 2 2 2 2

2 4
4 4

2 4
  

xu
x y u x ux

u v u vu v
x y

     
  

 

2 2

2 2 2 22 2
2 2

2
2

4 2  

  گذاري فكر كنيد!به روش تستي حل سؤال با استفاده از نقطهتوضيح: 

  

 هرگاه : 25مثالiA ( i)   آنگاه مقدار اصليA 81مواد ـ سراسري  (مهندسي                         كدام است؟(  

1 (e  2 (e1  3 (e

2  3 (e


2  

  :دانيممي  »3«گزينه  پاسخ
i

i e



                لذا داريم: 2

ii i( i) [e ] e
 


  2 2  

  

 مقدار اصلي: 26ثالمLn( )4   82(مهندسي مكانيك ـ سراسري        كدام است؟(  
1(Ln2 2  2(Ln i 2 2  3(Ln i 2 2  4(Ln i 2 2 2  

  :3«گزينه پاسخ  «                ie Ln( ) Ln i Ln i         4 4 4 4 2 2  

  

 هاي معادلةمجموعه جواب: 27مثالz x iy)sin z i      مجموعه اعداد صحيح است)  zاند؟( مختلط) كدام 2
  )84اي ـ سراسري (مهندسي مكانيك و مهندسي هسته

kz) 2  ) تهي است.1 k iLn( ) , k Z    5 2  
3 (k

kz k iLn( ( ) ) , k Z    5 2 1  4 (kz k iLn( ) , k Z    5 2  

  :3«گزينه پاسخ«  

  sin x cosh y sin x x k
sin z sin x cosh y i cos x sinh y i

cos x sinh y
     

     
2 2

   

k k

y y
k y y k

cos x.sinh y cos k .sinh y ( ) .sinh y sinh y ( )

e e ( ) e e ( )




         


      

2 2 1 2 2 1

2 1 4 12
  

yey k y y k ke ( ) e e ( ) y Ln[( ( ) )]            2 4 1 1 2 1 5 5 2 1  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر: 28مثالw يك تابع مختلط باشد، آنگاهw u(x,y) iv(x,y) در تابع .w
z



1

    كدام است؟ v(x,y)و u(x,y)مقادير 1

  )85اي ـ سراسري (مهندسي هسته       
1 (xu(x, y)

y





1
,yv(xو 1 y)

x





1
1  2 (yu(x, y)

x


1 وxv(x, y)
y


1  

3 (yu(x, y)
( x) y


 2 21

,xv(xو  y)
( x) y




 2 2
1

1
  4 (xu(x, y)

( x) y



 2 2

1
1

,yv(xو  y)
( x) y


 2 21

  

  :ون حـل پاسـخ داده   به روش تسـتي و بـد  » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه پاسخ
     :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي شده است.

    ( x) iy x yw i u iv
z (x iy) ( x) iy ( x) y ( x) y ( x) y

  
       

          2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
  

 

 قدرمطلق و آرگومان عدد مختلط: 29مثالz iw e  89و  86(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري    كدامند؟(  

1( 
x| w | e

arg w y

 


 

1
   2( x| w | e  1   3( 

x| w | e
arg w (y )

 


   1
  4( 

x| w | e
arg w y

 


  1
   

  :3«گزينه  پاسخ«        z i x iy i x i(y ) xe e e .e | w | e arg w (y )           1 1  
  

 حاصل: 30مثالz sin    )86معماري كشتي ـ سراسري  مهندسي(  كدام است؟  12

1( ( n ) i cosh ( )
  12 1 22  2( z ( n ) i cosh ( )

   12 22  

3( z n i cosh ( )
    12 sinچون )4  22 z  1   ، لذا مسأله جواب ندارد.1

  :3«گزينه  پاسخ«    sin z iLn(iz z ) sin iLn(i ) iLn(i i )          1 2 11 2 2 1 4 2 3  

iLni( ) i Lni Ln( ) i i( n ) Ln( ) n iLn( ) n i cosh                          
12 3 2 3 2 2 3 2 2 3 2 22 2 2  

)Ln تذكر: ) Ln( ) Ln( )   

12 3 2 3

2 3
  

  
 مقدار اصلي: 31مثالi( )    )87ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري  مهندسي(  عبارت است از: 33

1 (e [cos( Ln ) i sin( Ln )]    27 3 3 3 3  2 (e [cos( Ln ) i sin( Ln )]    27 3 3 3 3  
3 (e [cos( Ln ) i sin( Ln )]     27 3 3 3 3  4 (e [cos( Ln ) i sin( Ln )]    27 3 3 3 3  
  :4«گزينه پاسخ «   z zLnaa e , Lnz Lnr i     

i ( i)Ln( )
i ( i)(Ln i ) Ln i Ln i( ) e ( ) e e

Ln( ) Ln i

  
            

    

3 3 3 3 3 3 3 3 3 33 3
3 3

  

Ln ( Ln )ie .e .e .e [cos( Ln ) i sin( Ln )]       3 3 3 3 27 3 3 3 3  

  
 مقدار اصلي: 32مثالii 87و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي داروسازي ـ سراسري  83مواد ـ سراسري مهندسي (  كدام است؟(  

1 (exp( ) 2  2 (exp( ) 3  3 (exp( )  4 (exp( )2  

  :1«گزينه  پاسخ«    
i ii ii e i (e ) e

  


   2 2 2  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ي مقاديرمجموعه:  33مثالlog(i logي مقاديردهيم. مجموعهنمايش مي Aرا با 2( i2را باB ي زير درست دهيم. كدام يك از چهارگزارهنمايش مي
  )87ي برق ـ دانشگاه آزاد سال (دكتر  ي تهي است.)مجموعه است؟ (
1 (A B  2(A B    3(B A  4(A B  

  :ابتدا طبق تعريف داريم:  »3«گزينه پاسخ  ylog z Ln | z | iArgz , Argz k , tan
x

        12  

  طلب فوق داريم:حال طبق م
  A log i log Ln i( k ) i( k ) , k , , ,...           2 1 1 2 2 1 2  

B log i (Ln i( k )) i( k ) , k , , ,...
        2 2 1 2 4 1 22   

logشود كه ملاحظه مي i2 اي اززير مجموعهlog i2 باشد.مي  
 

 مقدار: 34مثالi( i)    )89ندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري (مه  كدام است؟   21

1 (e cos ie sin2 22 2  2 (sin( ) i cos( ) 
  1 12 2  

3 (e [sin(Ln ) i cos(Ln )]


42 2 2  4 (e [cos(Ln cos ) i sin(Ln cos )]
2 2 24  

  :با  »3«گزينه  پاسخLn باشد، داريم:ن و با فرض اينكه مقدار اصلي مدنظر طراح ميگرفتن از طرفي  

iz ( i) Lnz ( i)Ln( i) ( Ln ) i(Ln )  
         21 2 1 2 2 24 2  

( Ln ) i(Ln )
z e .e

 
  


2 2 24 2    

Lnتساويبا توجه به  Ln( ) Ln 22 2 2 Lnaeو همچنين رابطه 2 a:داريم  

iLn iLnz (e .e )(e .e ) e {[cos(Ln ) i sin(Ln )].i} e [i cos(Ln ) sin(Ln )]
   

    2 24 2 4 42 2 2 2 2 2  
 

 مقدار: 35مثالitgx :89معماري كشتي ـ سراسري مهندسي (  برابر است با(  
1 (tg(ix)  2 (cot g(ix)  3 (cot gh(ix)  4 (tgh(ix)  

  :4«گزينه  پاسخ«   

ix ix
ix ix

ix ix ix ix

e e
sin x e eitgx
cos x e e i(e e )




 




  
 
2

2

  

برابر itgxپس
ix ix

ix ix
e e
e e







دانيمشود. از طرفي ميمي 

x x

x x
e etghx
e e









  قرار دهيم، داريم: ixدر طرفين تساوي فوق xو اگر به جاي 

ix ix

ix ix
e etgh(ix) itgx
e e






 


  

sinهايالبته با دانستن فرمول x isinh ix  وcos x cosh ix به راحتي مقدارtgx آيد:بر حسب توابع هيپربوليك مختلط به دست مي  
sin x isinh ix sinh(ix)tgx tgx itgx tgh(ix)
cos x cosh ix cosh(ix)
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 زواياي: 36مثال( i)
1
  )89(دكتري برق ـ دانشگاه آزاد سال   برابر هستند با: 3

1(15  و3  9و   2(6  18و   3(9  3و  15و   4( و12   

  :با نوشتن  »1«گزينه  پاسخi( k )z e     توان زواياي خواسته شده را به دست آورد:مي 2
ki( )

i e
 

  
2

3 31  
ki( )

tan i e , k , , ,
 

  
      

3 4
1 3 61 3 1 22  


  

  رسيم:ي مثلثاتي رسم كنيم به جواب ميحال اگر زواياي حاصل را روي دايره

k , k , k       
              

3 3 4 7 3 8 111 26 2 6 6 6 6
  

  ) صحيح است.1در نتيجه فقط گزينه (
 

 براي كدام شاخه از تابع لگاريتم مختلط يعني:  37مثالlog z Ln | z | iarg z نيم خط ،Rez   وIm z    اي بريدگي شـاخه(branch cut) 
  است؟ 

  )90ي برق ـ دانشگاه آزاد سال (دكتر  

1(arg z 
  

3
2 2  2(arg z  2  3(arg z 

  
3
2 2  4(arg z     

  :بـه ازاي   »3«گزينـه  پاسخArgz    اي متفـاوتي بـراي تـابع لگـاريتم مخـتلط     هـاي مختلـف خطـوط شـاخهlog z   شـود. بـه طـور كلـي بـراي      ايجـاد مـي

Argz    2، محور   شـده در صـورت سـؤال در واقـع محـور      خط مطـرح شود، براي نيماي تابع محسوب ميخط شاخه


3
يـا  2

  2 

  اي تابع لگاريتم مختلط باشد، طبق نكته فوق برابر است با: اين محور بريدگي شاخه كهبراي اين Argzاباشد، لذمي

Argz 
   

3 322 Argzيا          2 
  22 2  

Argz 
  

3
2 Argzيا           2 

  
5

2 2  

  
 معادل: 38مثال( i) 12   )92(مهندسي معماري كشتي ـ سراسري   كدام گزينه است؟ 2

1 ([cos( ) i sin( )] 


1
4 42 2

  2 ([cos( ) i sin( )] 


2
2 4 4  3 ([cos( ) i sin( )] 


2

2 4 4  4 ([cos( ) i sin( )] 


2
4 4 4  

  :هاي كارشناسي ارشد درس رياضي مهندسي! به راحتي داريم:ترين سؤال ممكن براي طرح در آزمونساده  »4«گزينه   پاسخ  

ii i i( i) i ( i) ( e ) (cos( ) i sin( ))
i i i ( i)


     

            
   

1 4
2 2

1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 22 2 1 22 2 2 2 2 2 4 4 8 8 4 4 4 4 42 2
  

    

 
  
   

2


6




11
6


7
6


5
6

 

x

y
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  پذيري، روابط كوشي ريمان و توابع تحليليحد و پيوستگي، مشتق :3درسنامه 
  
 هرگاه: 1مثالxyf (z) i( xy)

x y
 

2 2 آنگاه  ،2
z
Limf (z)


  كدام است؟ 

1 (  2 (1  3  (i  4.حد موجود نيست (  

 :مقدار»  4«گزينه  پاسخ
(x,y) ( , )

xyLim
x y  2 yموجود نيست، چون اگر روي خط2 mx به نقطه( , )  :نزديك شويم، داريم  

(x,y) ( , ) x x

y mxxy x(mx) mx mLim Lim Lim
x y x (mx) x ( m ) m     


 

   

2

2 2 2 2 2 2 21 1
  

كند و اين با تعريف منحصر به فرد بـودن حـد تـابع در    ، حاصل حد مقادير مختلفي پيدا ميmبستگي دارد (يعني به ازاي مقادير مختلف mچون جواب به
تناقض است) پس حد موجود نيست. دقت كنيد ديگر لازم نيست مقدار

(x,y) ( , )
Lim xy

 
را بررسي كنيم، چون براي وجود حد بايد حد هر دو قسمت وجود  2

  اشد.داشته ب
 

 مقدار: 2مثال
z

coszLim
sin z


2

1


  برابر كدام است؟ 

1 (
1
2  2 (1

2  3 (1
4  4 (

1
4  

  :داريم: ارزيبا استفاده از هم » 2«گزينه پاسخ                
z

z

Lim
z

 

2

2
12
 حاصل حد 2

z

cos zLim
sin z


2

1


ÁpnH´À  
 

 حاصل :3مثال
z i

| z | izLim
z

 

 2
5 2 3

1
Arg(zروي مسير zوقتي ، i) 

    كند، كدام است؟ميل مي iبه سمت 2

1( 1
6  2( 

5
6  3(5

6  4( 
1
6  

  :انـدازه تغييـر كـرده     ،سـير با توجه به توضيحات صورت سؤال لازم است روي مسير داده شده حد را حساب كنيم، در واقع در اين م  »3«گزينه پاسخ

ولي آرگومان ثابت و برابر
izبا فرض است. 2 i re   :داريم  

ii e iz i re z i r(i) z (r )i


       

22 1  

r)  بنويسيم: rحالا بايد تابع داده شده را بر حسب ) (r )| z | iz | (r )i | i(r )( i)
z [(r )i] (r )

         
 

    

2

2 2 2
5 4 1 3 15 2 3 5 2 1 3 1

1 1 1 1 1
  

rحد اين تابع را وقتي حالا بايد  :5  حساب كنيم
6r r

(r )

(r ) (r ) (r )
Lim Lim

(r )(r ) 




      
    

    

2 2

2

8 1 3 8 535 4 1 3 1 2 5 4 1 6 3
2 1 2 21 1 




  

  

 4مثال:zf (z) e 
1

yروي خط zرا در نظر بگيريد. وقتي 1 x  1 يدر ربع دوم به سمت نقطهz  1 كند، مقداري كهميل مي| f (z) در حالـت   |
  گيرد، چقدر است؟حدي به خود مي

1 (  2 (  3 (  4( 1  
 :دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي»  1«ه گزين پاسخ  

y  روش اول:   xx iy x i( x)z x if (z) e e f (z) e e
             

1 11 1 1
11 1 11 1 1 ´Ã¹¨Â¶ Jo† Zoh¶ Z»jq¶ nj Hn Zoh¶ » Rn¼‚  

i i( )
(x ) (x )xf (z) e e .e


   

1 11 1
2 1 2 11 2  

fيسؤال از ما اندازه (z) ي قسمت دوم يعنيرا در حالت حدي خواسته است. اولاً دقت كنيد اندازه
i

(x )e 
1

2 x)يبنـابراين انـدازه   اسـت،  1برابـر   1 )e 
1

2 در  1
yروي خط zحالت حدي بايد حساب شود. سؤال گفته x  1 يبه سمت نقطهz  1 رود، اولاً براي اين كهميz x iy  م استشود، لاز -1، برابر 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

x  1 شود (تاy هم صفر شود و در نتيجهz  1 باشد.) ثانياً چون گفته شده در ربع دوم، يعنيx  از مقادير كمتر از1  به سـمتz  1  رود و مـي

xاين يعني ( ) 1:بنابراين داريم ،  (x ) ( )
z x ( )
Lim | f (z) | Lim e e e e


    

  
    

1 1 1
2 1 2 1 1 2

1 1
  

yروي خط zوقتيروش دوم:  x  1 در ربع دوم به سمتz  1 توان چنين نوشت:كند، ميميل مي  
i

z re


 
3
41  

i
i (cos i sin )e

z re rre e e e


  


   

3
3 4
4

1
1 1 3 31

1 4 4  

  
cos

r rz r z
z r

| e | e e Lim | e | Lim e e
  

 
 

     
1 11 1 3 1
2 21 4 1

1 
  

  
  

 كداميك از توابع زير در مبدأ مختصات حد دارند؟ :5مثال     

1 (x y
x y



   2 (x y
x y





2 2
2 2   3 (x y

x y

2 2

2 2   4 (x y
| x | | y |

2 2
   

 :در مبدأ مختصات حد دارد و حد آن برابر صفر است.4فقط گزينه ( ،با توجه به توضيحات فوق  »4«گزينه  پاسخ (  
  پس حد وجود ندارد. ،است ) نيز درجه صورت و مخرج با هم برابر2پس حد وجود ندارد. در گزينه ( .) درجه صورت و مخرج با هم برابر است1در گزينه (
  شود.زيرا مخرج كسر در نقاطي به جزء مبدأ نيز صفر مي .ولي بازهم حد وجود ندارد ،) با وجود اينكه درجه صورت از مخرج بيشتر است3در گزينه (

  

 مشتق تابع  :6مثال
x y (x iy) , z

f (x iy) x y
, z

 


   
 

2 6
4 12 

 

  ، در نقطه صفر كدام است؟

1(    2(1
2  3(

1
zدر) 4  2  .مشتق وجود ندارد  

  :با استفاده از تعريف مشتق داريم:  »4«گزينه پاسخ  

(x,y) ( , ) (x,y) ( , )

f ( )

z z

x y (x iy)
f (z) f ( ) f (z) x yx yf ( ) Lim f ( ) Lim f ( ) Lim Lim

z z (x iy) x y 



 



        
  

2 6
2 64 12

4 12   

 
 

  


  

yاگر روي مسير mx6   به مبدأ نزديك شويم آنگاه داريم: 2
x

mx mLim
x m x m

 
 

4

4 2 4 21
  حد 

fتوانيم با استفاده از نمايش قطبيدر اين مثال نمي وابسته است، پس حد موجود نيست. mچون حد به ( )   شـرط اسـتفاده از ايـن     را بررسي كنيم. زيـرا
xيعنيدرجه باشند. در اين مثال جملات مخرج همجملات مخرج هر يك از  ست كهروش آن ا y4     درجه نيستند.هم 12

 
 تابع  :7مثالf (z) | z | iz  2   پذير است؟در كدام نقطه مشتق 1

1 (i  2 (1  3 (i  4( اي مشتق ندارد.هيچ نقطه در  
 :هاي حقيقي و موهوميابتدا بخش»  1«گزينه  پاسخf را با فرضz x iy  كنيم:مشخص مي  


vu

f (z) | z | iz x y i(x iy) (x y y ) i x            2 2 2 2 21 1 1  

x  نويسيم:حالا شرايط كوشي ريمان را مي y

y x

u v x
(x , y) ( , )

u v y

          

2 12 1 1


  

zيفقط در نقطه fبنابراين تابع i i    هاي جزئيتوجه كنيد كه مشتق پذير است.مشتقu وv اند.به وضوح پيوسته  
 

i

1

y 1 x  

x

y
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 عتاب :8مثالf با ضابطه
z ; zf (z) z

; z


  
 

2


 
  مفروض است، كدام گزينه صحيح است؟ 

1(f درz  .در2  پيوسته نيست (z  ولي تابع مشتق دارد. ،روابط كوشي ريمان برقرار نيستند  
z) در3  تابعf .در4  پيوسته است و روابط كوشي ريمان نيز برقرار است (z  تابعf .مشتق ندارد و روابط كوشي ريمان نيز برقرار نيستند 

  :كنيم:پذيري را در مختصات قطبي بررسي ميقتشپيوستگي و م»  3«گزينه پاسخ       

zدرfتابع  .پيوسته است     
i i

i iz z r r

z r e reLim f (z) Lim Lim Lim f ( )
z re e

   

    
     

2 2 2 2

   
   

fبستگي دارد، پس جواب به ( )       .وجود ندارد
i

i
iz z z

f (z) f ( ) z r ef ( ) Lim Lim Lim e
z z r e

 
 

  

     
2 2 2 4
2 2 2  

  

zرا مشخص كنيم. براي هر vو uبراي بررسي شرايط كوشي ريمان ابتدا بايد   :داريم  
z z z z (x iy) (x xy ) i(y x y) x xy y x yf (z) i
z z z | z | x y x y x y x y

     
       

   

2 2 3 3 3 2 3 2 3 2 3 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3  

zدر در ضمن   ؛داريمf ( )  ، پسu( , )    وv( , )   .  

ار استكوشي ريمان برقر
x y

x x y y x y

y x
x y

x x y y

u(x, ) u( , ) x u( , y) u( , )u ( , ) Lim Lim ,u ( , ) Lim Lim
u vx yx y
u vv(x, ) v( , ) v( , y) v( , ) yv ( , ) Lim Lim , v ( , ) Lim Lim

x yx y

   

   

  
     

            


3

3 3

3

3 3

1

1

   

   

          

          

  

 

 اگر  :9مثالIm zf (z)
| z |


1 وg(z) | xy |درگاه كدام گزينه در مورد اين توابع ، آنz     صحيح است؟  

  پذير هم نيستند.، روابط كوشي ريمان برقرار نيستند و لذا مشتقgوfپيوسته هستند و در توابع gو fتوابع) 1
  پذير نيست.روابط كوشي ريمان برقرار هستند و تابع مشتق gپيوسته است و در تابع gناپيوسته و تابع fتابع) 2
  باشد.پذير هم ميمشتق gبرقرار هستند و gو روابط كوشي ريمان براي تابع پيوسته است gناپيوسته و تابع fتابع) 3
  پذير نيست.مشتق gقرار هستند، وليروابط كوشي ريمان بر gپيوسته هستند و براي تابع gوfتوابع) 4

 :پيوسته بودن » 4«گزينه  پاسخf وg درz   :واضح است. بدون آن كه حالت مبهمي رخ دهد داريم  
z z

Im( )Lim g(z) , Lim f (z)
| | 

   
1 

  


.  

zروي مسيرن اكنو x   با توجه به آن كهIm( x)f ( x)
| x |


  
 1  :است، داريم  

x x

f ( x) f ( )f ( ) Lim Lim
x x   

     
  

     

zاما روي مسير i y   با توجه به آن كهIm(i y) yf (i y)
| i y | | y |
 

  
   1   داريم: 1

y y

f (i y) f ( ) yf ( ) Lim Lim
y y( | y |)   

     
   

11 

  

zدهد شرايط كوشي ـ ريمان درها نشان ميبيكسان نبودن جوا   برقرار نيستند. در نتيجهf ( )  .هم وجود ندارد  
uبه وضوح بخش حقيقي g(z)در تابع | xy | و بخش موهوميv  .است  

h h

u u( ,h) u( , )Lim( ) Lim( )
y h h 

  
  

  

     
h h

u u(h, ) u( , )Lim( ) Lim( ) ,
x h h 

  
  

  

       

h h

v v( , h) v( , )Lim( ) Lim( )
y h h 

  
  

  

     
h h

v v(h, ) v( , )Lim( ) Lim( ) ,
x h h 

  
  

  

       

yاما اگر تعريف مشتق را روي مسيرپس روابط كوشي ريمان در مبدأ برقرار هستند.  mx:بنويسيم، داريم  

z x x x
y y mx

m ; x| xy | | mx |g(z) g( ) m | x | mig ( ) Lim Lim Lim Lim
z x iy x( im) im x m ; x

im
   

 


         

      

2 1
1 1

1
   



 



  

gبستگي دارد، پس mحد به چون ( )  .بينيم كهبندي نتايج به دست آمده ميبا جمع موجود نيستf وg    انـد، شـرايط كوشـي    هـر دو در مبـدأ پيوسـته
  است.) صحيح 4ي (. به اين ترتيب گزينهپذير نيستندهيچكدام مشتق برقرار است و gبراي فقط ريمان
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر :10مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)   تابعي تحليلي باشد كه در تسـاويRe[f (z)] x xy x   3 23 xگـاه ضـريب  كنـد، آن صـدق مـي   2 y2 در  2
  كدام است؟ u(x,y)يضابطه

1( 3
4  2 (

3
4  3 (

3
2  4 (3

2  

 :ي دانيم مشتق تابع تحليلطور كه ميهمان»  3«گزينه  پاسخf(z) برابر باu vf (z) i
x x
   
 

  است. 
fبا توجه به ضابطه قسمت حقيقي (z) :كه در صورت سؤال داده شده است، داريم  Re[f (z)] x xy x   3 23 2  

u  توان تساوي مقابل را نتيجه گرفت:پس مي x xy x
x


  


3 23 2  

  از دو طرف معادله فوق خواهيم داشت: xگيري نسبت بهبا انتگرال 
3
xضريب2 xu(x, y) y x h(y) x y    

4 2
2 2 2 234 2  

 

 اگر تابع تحليلي  :11مثالf (z) u iv  داراي قسمت حقيقيu(x,y) sin xcosh y cosxsinh y x y xy    2 22 fگـاه مقـدار  باشد، آن 4 ( )  
  شود؟برابر با كدام گزينه مي

1( i1 2  2 (i1 2  3 (i1  4 (i1  
 :اگر »  2«گزينه  پاسخf (z) u iv   آنگاهu uf (z) i

x y
   
 

  ابراين داريم:. بن

( , ) ( , )
( , ) ( , )

u u(cos x cosh y sin x sinh y x y) , (sin x sinh y cos x cosh y y x)
x y
 

             
 

2 2 4 1 2 2 4 2   
   

  

fبنابراين ( ) i  1 2 .خواهد بود  
 

 كدام عبارت در مورد مشتق تابع  :21مثالf (z) [(Rez) i(Im z) ] 2 2   صحيح است؟ 2
1 (f 2    پذير نيست.مشتق (f فقط در( , )  .داراي مشتق است  
3( f رويy x )يدر نقطه fمقدار مشتق) 4   پذير است.مشتق 2 , )1 i4برابر 1   است. 4
 :هاي حقيقي و موهوميابتدا قسمت»  4«گزينه  پاسخf  كنيم:ميرا مشخص  f (z) f (x iy) (x iy ) (x y ) i x y      2 2 2 4 4 2 22  
u(xپس , y) x y 4 v(xو 4 , y) x y 2   شي ريمان را بنويسيم داريم:هستند. اگر شرايط كو fهاي حقيقي و موهوميبخش 22

x y

y x

u v x x y
u v y xy

        

3 2

3 2
4 4

4 4
  

xهرگاه    باشد،y   ياست. پس در نقطه( , )     اين شرايط برقـرار هسـتند. هرگـاهx     ي اول داريـم باشـد از معادلـهx y  ي دوم و از معادلـه
xهم y آيد. به اين ترتيب تابعدست ميبهf روي خطy x پذير است و در اين نقاط مشتقمشتقf :برابر است باx xf (z) u iv x i xy    3 24 4  

xپس به ازاي  y 1 :داريمf ( i) i   1 4 4. 

  
  

 اگر تابع  :31مثالw f(z) u(x,y) iv(x,y)   ،گاهآن تحليلي باشدf (z) كدام است؟    

1( f(cos i sin )
r


 


  2 (f(cos i sin )
r d


 


1  3 (f(sin i cos )

r


  


1  4 (f(cos i sin )
r


 


  

 :در  كوشي ريماندانيم شرايط قضيه مي .كنددر آن صدق مي كوشي ريمانبا توجه به اين كه تابع تحليلي است، پس شرايط قضيه »  1«گزينه   پاسخ
u  باشد:مي ابلمقبه صورت  (به جز در مبدأ) مختصات قطبي v v uf (z) u(r, ) iv(r, ) ,

r r r r
   

       
   

1 1SwH Â±Ã±dU ”MIU  

i  و مشتق تابع به صورت مقابل قابل محاسبه است: iu v v uf (z) ( i )e ( i )e ( )*r r r
          

   
1  

ie  دانيم:ي اويلر مياز رابطه cos( ) i sin( ) cos i sin          
iي (*)، عبارت سمت راست را دردر رابطه   كنيم:مي ، ضرباست» يك«كه برابر با  2

f(sin icos ) , (I)
r
 

  


1i i( i )v u i v u u v( i )e ( i ) ie ( i ) i(cos i sin )
r r r

           
        

     

21 1  

iu  توان به صورت مقابل نوشت:ي (*) را مياز طرفي عبارت سمت چپ در رابطه v f( i )e (cos i sin ) , (II)
r r r

   
   

  
  

f، (II)و  (I)پس با توجه به  (z) :برابر با هر كدام از مقادير مقابل است  f ff (z) (cos i sin ) (sin i cos )
r r
        
 

1  
  تواند صحيح باشد.) مي1پس فقط گزينه (
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 دانيم تابعمي :41مثالf (z) u(r, ) iv(r, )    در نقطـهz i 1 تحليلي است وf (z ) i   1در اين صورت مقدار .r ru v u v   در نقطه
  مذكور كدام است؟

1( i2 2  2( i4  3( 2  4( 2 2  

 :ي مذكور داريم:ابتدا توجه كنيد كه در نقطه»  4«گزينه  پاسخ  
i

z i e r ,


 
       41 2 2 4   

iبه صورت zتعريف مشتق از طرفي طبق
r rf (z) (u iv )e    و لذا مشتقz i 1 برابر باi1  درصورت سؤال داده شده است. نظر به اين كه فرم

به صورت i1قطبي
i

e

  است، داريم: 22

i i
r r r re e (u iv ) u , v

 


    4 42 2    

rvچون ru  لذاv  rو چون 2
u.v

r


 


uلذا 1   :خواهد بود. پس داريم  r ru v u v    2 2 2 2   
  

  

 تابع :51مثالf (z) | z | 2:  
x) در3  پذير است.) در همه جا مشتق2  جا تحليلي نيست.) در هيچ1  در4  پذير است.مشتق (y  پذير است.مشتق  
  :1«گزينه پاسخ «    f (z) | z | x y u x y , v       2 2 2 2 2  

x y y xu x , v , u y , v     2 2  
yشرايط كوشي ريمان فقط در 2 وx 2  نقطهيا همانx  وy  جا تحليلي نيست.برقرار است، پس تابع در هيچ  

  
 فرض كنيد :16مثالf (z) تابعي تحليلي با قسمت حقيقيx ye cos xy2 2 fباشد، مقدار 2 ( )   كدام است؟ 1

1 (e  2 (e  3 (e2  4 (e2  

  :باشد لذا روابط كوشي ريمان برقرارند وتوجه شود چون تابع تحليلي مي » 4«ينه گزپاسخv u ( )
x y
 

 
 

  باشد، پس خواهيم داشت:مي 1

( ) x y x y x y x yu v u uf (z) i f (z) i xe cos xy y.sin xy e i( ye .cos xy x sin xy e )
x x x y

                  
   

2 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 2 2 2 2

z x , y , f ( ) e     1 1 1 2  
 

 اگر تابع :17مثالw x y xy i( x y xy)       2 2 2 22 حاصل ،تحليلي باشد، 2    برابر كدام گزينه است؟  
  1) 4  -2) 3  2) 2  صفر) 1
  :چون  »2«گزينه پاسخf تحليلي است بايد در شرايط قضيه كوشي ريمان صدق كند، با توجه به ضابطهf :داريم  

uu x y xy y x
u vy y x ( x y) ( )
y xvv x y xy x y

x

                                                   

2 2

2 2

2 2 2 2 2 12 2 2 2 1 1 22 2 12 2 2
  

 

 هرگاه  :18مثالf (z) u(x,y) iv(x)  ،تابعي تحليلي باشدf (z) ) كدام است؟C عددي مختلط وk (عددي حقيقي است  
1 (kiz C  2 (kz C  3 (kiz C   4 (kz C  

 :چون تابع تحليلي است، پس  »3«گزينه  پاسخu v
x y
 


 

vاسـت، لـذا    xتابعي فقط بر حسـب   vكه ، اما دقت كنيد با توجه به اين
y





و نتيجتـاً   

u
x





uاز طرفي چون .است yفقط بر حسب  uشود و اين يعني تابع مي  v

y x
 

 
 

u(y)  پس داريم:  v(x)
y x

 
 

 
  

  باشد: kابتي مثلافتد كه اين دو عبارت مساوي عدد ثها بر حسب دو متغير برابر با هم شده و اين فقط در يك حالت اتفاق ميكه مشتق آن داريم دو تابع

  
z C

u k u ky C
y f (z) (ky C ) i( kx C ) f (z) ki(x iy) C iC f (z) kiz C
v k v kx C
x

                      
        

1
1 2 1 2

2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 تابع  :19مثالf (z) x isiny   در كدام نقاط تحليلي است؟  

1( y k 2  2( 3  جا تحليلي نيست.تابع هيچ( y k 
    جا تحليلي است.تابع همه) 4  2

  :با توجه به شرط كوشي ريمان داريم:  »2«گزينه پاسخ  
u u u vu x ,
x y y x

,
v v u vv sin y cos y , cos y y k
y x x y

 



               
              
     

1

1 2
  

fتابع (z) به ازايy k 2 تواند تحليلي باشد.باشد و در نتيجه نمييك تابع حقيقي مي  
 

 اگر  :20مثالx iyf (z) e  وy ixg(z) e گاه كدام گزينه در مورد تابع، آنf وg  با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه     درست است؟)Berkeley(    
  در تمام صفحه تحليلي است. gجا تحليلي نيست و تابعدر هيچ fتابع )1
  جا تحليلي نيست.در هيچ gجا تحليلي است ولي تابعدر همه f) تابع2
  در تمام صفحه تحليلي هستند. gو f) هر دو تابع3
y، فقط روي خطوطgو f) هر دو تابع4 x  .تحليلي هستند  

 :ابتدا»  1«گزينه  پاسخf (z) را به صورتf (z) u iv  نويسيم:مي  
x

x iy x x
x

u e cosy
f (x) e e cos y ie sin y

v e siny


     
 

  

  كنيم:حالا برقراري شرايط كوشي ريمان را بررسي مي
x

x x
x yx

y

u e cos y
) u v e cos y y k

v e cos y

         
 

1 2 2  

x
y x

x yx
x

u e sin y
) v u e sin y y k

v e sin y

          
  

2 2   

  چ جا تحليلي نيست.پس تابع در هي ند،ي مشتركي نداري قضيه كوشي ريمان هيچ نقطههاي بدست آمده در دو معادلهشود كه جوابمشاهده مي
y

y ix y y
y

u e cos x
g(x) e e cos x ie sin x

v e sin x


   



     


  

y y
x y

x y y xy y
y x

u e sin x u e cos x
) u v , ) u v

v e sin x v e cos x

 

 

          
     

1 2  

  پيوسـته هسـتند،   vو uي مخـتلط برقـرار اسـت و مشـتقات جزئـي مرتبـه اول دو تـابع        در تمام صـفحه  g(z)با توجه به اينكه شرايط كوشي ريمان براي 
  ذير و تحليلي است.پجا مشتقدر همه g(z)پس تابع 

 

 تابع  :12مثالzf (z) Ln
z





1
  مورد نظر است.) Ln؟ (شاخه اصلينيستاي پيوسته در چه ناحيه 1

1 (Im z , Re z   1 1  2 (Im z , Re z  1 1  3 (Im z , Re z  1 1  4 (Im z , Re z  1  
  :هاي حقيقي و موهومي عبارت جلوي ابتدا بايد قسمت  »4«گزينه پاسخLn :را مشخص كنيم    

z x iy ( x) iy ( x) iy x y yf (z) Ln( ) Ln( ) Ln[ ] Ln[ i ]
z x iy ( x) iy ( x) iy ( x) y ( x) y

         
     

          

2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1

    

    ا داريم:، شرايط زير رLnهاي حقيقي و موهومي عبارت جلويهاي قسمتبا توجه به مثبت بودن مخرج

y x xx y x x
yy y y

                         

2 2 2 2 1 11 1 1 
  

IÄ  

Imبنابراين تابع در ناحيه z  وRe z  1 وRe z 1) صحيح است.4، پيوسته نيست. يعني گزينه (  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع  :22مثالizLn(e )   )عددي صحيح است (nاست؟  غير تحليليدر كدام نقاط  2

1 (x ( n )
y Ln
  

  

2 1
2  2 (x n

y Ln
 

  

2
2  3 (x ( n )

y Ln
  

   

2 1
2 1  4 (x n

y Ln
 

   

2
2 1  

 :تابع»  1«گزينه  پاسخw Ln(f (z)) در نقاطي غير تحليلي است كهRe(f (z))   وIm(f (z))   باشد. بنابراين برايizw Ln(e )  بايد  2
izRe(eاي را پيدا كنيم كهناحيه ) 2  وizIm(e ) 2  :باشد  

iz i(x iy) y y ye e e (cos x isin x) ( e cos x) ie sin x            2 2 2 2  
iz y

x kiz y y y y k

Im(e ) e sin x sin x x k

Re(e ) e cos x e cos x e cos(k ) e ( )



    

         
              

2
2 2 2 2 1 2

 


  

 يبـه عبـارت   .بايـد فـرد باشـد    kبنـابراين  كمتـر باشـد!   - 2تواند از و نمي همواره مثبت است yeاست، زيرا غير ممكن، kبراي مقادير زوجنامساوي اخير برقراري 
x ( n )  2 yeو 1  2 پسye  yدر نتيجه 2 Ln  yپس 2 Ln  2.  

  

 مجموعه نقاطي كه تابع  :23مثالzf (z) ( iz )   2   ي اصلي مدنظر است.)باشد، كدام است؟ (شاخهمي تحليليغير جا در آن 11

1( {z x iy | x y , | x | }    
1
2

  2 ({z x iy | x y , | x | }    
1
2

  

3 ({z x iy | x y , | x | }     
1
2  4 ({z x iy | x y , | x | }     

1
2  

 :توانيم تابعمي» 2«گزينه  پاسخf (z) سيم:را به صورت زير بنوي    
z ( z)Ln( iz ) z Ln( iz ) z Ln( iz )f (z) ( iz ) e e .e e.e .e         

2 2 22 1 1 1 1 1 11  
باشد كه در همه نقاط صـفحه مخـتلط تحليلـي اسـت. بنـابراين كـافي اسـت فقـط نقـاط غيرتحليلـي عبـارت            ميi2تابعي متناوب با دوره تناوب  zeتابع

Ln( iz ) ]Im  اي اين منظور بايد داشته باشيم:را به دست آوريم. بر 21 iz ] , Re[ iz ]   2 21 1    
z  بنابراين داريم: x iy iz i(x iy) i(x y ixy) ( xy) i(x y )              2 2 2 2 2 21 1 1 2 1 2  

  پس دستگاه زير را داريم:

( ) : x y x x | x |

: x y x x

        
        

2 2
2

2 2

11 2 2 1
2

1 2 2 1





o¬H

o¬H jnHkº ·I§¶H

    
x y

x y | x | | y |
x y

xy , ( )

 
        

  

2 2

1 2 2





  

fنقاط غيرتحليلي تابعبنابراين  (z) ي است كه در آنهابرابر با نقاطx yو| x | 1
2

  باشد.مي 

 

 مجموعه نقاطي كه تابع  :24مثال| z |f (z) | x | iy
z


  


21
    تحليلي است، كدام است؟ 1

1( {x , y , z }   1   2 ({x , y , z }   1   3 ({x , y , z }   1   4 ({x , y , z }   1   
 :ابتدا تابع»  4«گزينه  پاسخf (z) كنيم:تر ميرا ساده  

z u x | x || z | (z )(z )f (z) | x | iy | x | iy f (z) z | x | iy
v yz (z )

     
               

2 1 11 1 1 1 21 1  

  كنيم:براي بدست آوردن ناحيه تحليلي تابع، از شرايط قضيه كوشي ريمان استفاده مي

  x
x y

y

u
u v

v
    2
اگرx y

x y y x
y x

u u
u v , u v , x

v v

              

2
2





xاگر     

xپس فقط براي   .شرايط كوشي ريمان برقرار است 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 تابع :25مثالzf (z)
| z |

 2 :   

  جا تحليلي نيست.) هيچ4  اي است.) داراي خط شاخه3  دأ مختصات تحليلي نيست.) تنها در مب2  پذير است. ) همه جا مشتق1
  :ممكن است در نگاه اول با توجه به وجود»  2«گزينه پاسخz گردد با توجه بـه  اما با كمي دقت ملاحظه مي !؟) انتخاب شود4گزينه ( ،ضابطه تابع در

|رابطه z | z.z2 عاملz .از ضابطه تابع حذف خواهد شد            z zf (z)
z.z z| z |

  2
1  

zتابع در تمام نقاط غير از نقطهبنابراين   .تحليلي است  
  

 اگر :26مثال تمام صفحةz x iy  وf (z) y x i(y x )   2 2 2   )80مكانيك ـ سراسري مهندسي (       صورت:باشد، در اين 2
1(f (z) در .2  تحليلي نيست(f (z) در است. موجود  
3(f (z) در امتداد خطوطy x  .4  موجود است(f (z) در موجود وf (z) در .تحليلي است  

  :1«گزينه  پاسخ«  x y x y
u y x

u x , u y , v x , v y
v x y

        
  

2 2

2 2 2 2 2 2  

x  با توجه به معادلات كوشي ريمان داريم: y

x y

u v x y
y x

v u x y

            

2 2
2 2  

yتابع فقط روي خط x  زيرا هـر همسـايگي روي خـط   نيستجا تحليلي پذير است و لذا در هيچمشتق ،y x      شـامل نقـاطي اسـت كـهf   در آنهـا
  پذير نيست.مشتق

 

 اگر :27مثالz x iy  وz x iy  وf (z) zz  80مكانيك ـ سراسري مهندسي (        ، كدام عبارت صحيح است؟(  
1(f (z) در صفحهz .2  تحليلي نيست(f (z) فقط درz   پذير نيست.مشتق  
3(f (z) در همة نقاط صفحةz .4  تحليلي است(f (z) در همة نقاط صفحةz داراي مشتق نسبت بهz .است  
  :به علت وجود  »1«گزينه پاسخz در تركيب تابعf (z)، كه قابل حذف هم از ضابطه)f (!تابع نيستf تواند تحليلي باشد.نمي  

 

 كدام تابع در ناحيه محصور توسط دايره  :28مثال:| z |    )81و  80(مهندسي مواد ـ سراسري        تحليلي است؟    1
1( f (z) (x y) ixy    2 (f (z) x y i xy  2 2 2  3 (f (z) xy i (x y)    4 (f (z) xy i (x y )  2 22  
  :دانيممي            »  2«گزينه  پاسخz2 تابعي تحليلي است f (z) x y i xy z    2 2 22  

  معادلات كوشي ريمان استفاده كرد.توان از ها ميبقيه گزينه بررسيبراي 

  
 اگر :29مثالf (z) u iv  وf (z) 82ـ سراسري هوا فضا (مهندسي         هر دو تحليلي باشند، كدام مورد صحيح است؟(  

1 (u فقط تابعي ازy .2  است (u فقط تابعي ازx .3  است (u 4  ست ثابت.ا مقداري (u تابعي ازx وy.است  

  :چون   »3«گزينه پاسخf  باشد: ريمان برقرار ميتابعي تحليلي است لذا روابط كوشي  u v u v( ) , ( )
x y y x
   

  
   

1 2  

f  نيز تحليلي است، لذا داريم:  fچون u iv u i( v)      
u v u v( ) , ( )
x y y x
   

  
   

3 4  

u تابعي ثابت استu u(( ) ( ) , ( ) ( ) )
x y
 

      
 

1 3 2 4   
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع :30مثالzf (z) e



2
1

yروي خط zگيريم. وقتيرا در نظر مي 1 x  zهاي كاهشي به سمت نقطهxدر ربع اول و با 1 i   ميل كند، مقـداري
f كه (z) 85(مهندسي برق ـ سراسري              گيرد برابر است با:به خود مي(  

  نهايت) بي  4) 3  +1) 2  ) صفر1

  :4«گزينه  پاسخ«  x y i xy x (x ) i x(x )z x x x i x i x x i x i xe e e e e
   

                   
2 2 2 22 2 2 2 2

1 11 1 1
2 1 1 2 1 11 2 1 2 2 1 2 2 2 

yوقتي روي خط x 1  به نقطهi اينكهشويم يعني نزديك مي x به سمت گردد.نزديك مي  

x( ix i) x( i)z x i x i x
z i x x x
Lim e Lim e Lim e Lim e

  

   
       

   
   

2 2
1 1 1 1

2 1 2 11 2 2 2
  

 

i i
x( ) x x

x x
.Lim e Lim (e e ) e .

 

 




 
   

1 1
2 2 4 4 1

 
 

  
 تابع : 31مثالg(z) z | z |   )85رياضي ـ سراسري مجموعه (       :  2

}) در مجموعه تك عضوي1 }  .در مجموعه تك عضوي2  تحليلي است ({ } پذير است. مشتق  
  اي مشتق ندارد. ) در هيچ نقطه4  تحليلي است.  C) در تمام 3
  :با توجه بـه ايـن كـه فـرم مخـتلط معادلـه        .برقرار باشد ريمانكوشي پذير باشد بايد معادلات اي مشتقي اينكه يك تابع در نقطهبرا  »2«گزينه پاسخ  

gبه صورت كوشي ريمان
z





  :است، لذا داريم     gg(z) z | z | z .z z

z


   


2 2 2   

gعبارت
z



zفقط در    پـذير نيسـت، لـذا در   ، اما چـون در هـيچ همسـايگي آن مشـتق    پذير استشتقمفر خواهد بود و فقط در اين نقطه برابر صz   
  تحليلي  نيست.  

 

 در مورد تابع مختلط هاي زير،كداميك از گزاره :32مثال
(z) , zf (z) z

, z


 

 

3
2 

 
  )87برق ـ سراسري  مهندسي(  صحيح است؟ 

  پيوسته نيست. oمبدأدر  )1
  كند.ريمان نيز در اين نقطه صدق مي شيوپذير نيست، اما در روابط كمشتق oدر مبدأ )2
  كند.ريمان نيز در اين نقطه صدق نمي شيوپذير نيست و در روابط كمشتق oدر مبدأ )3
  كند.ريمان نيز در اين نقطه صدق مي شيوپيوسته است  و در روابط ك oدر مبدأ )4
  :3«گزينه پاسخ«     

zبراي هر   :داريم  (z) | z || f (z) | | | | z |
z | z |

  
3 3

2 2    

zبنابراين وقتي   :ميل كند خواهيم داشت  
z z
Lim | f (z) | Lim | z |
 

 
 

  
  در مبدأ پيوسته است. fپس

fهاي حقيقي و موهومياكنون با معين كردن بخش (z)كنيم.، شرايط كوشي ريمان را بررسي مي  (z) (z) (z) (x iy)f (z)
z (z) | z | (x y )


   



3 2 5 5

2 2 4 2 2 2
  

x)  يم:اي در صورت كسر داربا استفاده از بسط دو جمله iy) x i x y x y i x y xy iy       
             

       
5 5 4 3 2 2 3 4 55 5 5 5

1 2 3 4
  

fهاي حقيقي و موهوميپس قسمت u iv  :چنين هستند  
x x y xy x y x y y; (x, y) ( , ) ; (x, y) ( , )

u(x, y) , v(x, y)(x y ) (x y )
; ( , ) ; ( , )

     
  

   
 
 

5 3 2 4 4 2 3 5

2 2 2 2 2 2
1 5 5 1    
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  آوريم:را در مبدأ بدست ميyvو xuبا استفاده از تعريف مشتق مقادير

x y
h h h h

h h
u(h, ) u( , ) v( , h) v( , )h hu ( , ) Lim Lim , v ( , ) Lim Lim

h h h h   

  
 

      

5 5
4 4

1 1
   

 
          

xپس yu v صحيح است.3ي (است و شرايط كوشي ريمان در مبدأ برقرار نيست. بنابراين گزينه (  
طور كه در متن كتاب گفتيم اگر روي دو مسير افقـي و عمـودي ثابـت كنـيم     پذيري و كوشي ريمان، همانزمان شرايط مشتقدر بررسي همتر: روش ساده

yروي مسيرتوان گفت شرايط كوشي ريمان هم در آن نقطه برقرار نيست. ندارد، مي اي مشتققطهتابع در ن  :داريم ،z x  حالا اگر مقدار ،f ( )  
  را بررسي كنيم، خواهيم داشت:

x(دقت كنيد كه همواره x   (.است
x x x

f ( x) f ( ) ( x) ( x)L Lim Lim Lim ,
x ( x) ( x)     

   
   

  

3 3
1 3 3 1

  

  

xاما روي مسير  :داريم ،z i y  حالا اگر مقدار .f ( )  :را بررسي كنيم، خواهيم داشت    

y y y

(i y)
f (i y) f ( ) ( i y)(i y)L Lim Lim Lim

i y (i y) (i y)     



   
    

  

3
32

2 3 1
  

  

  پذير نيست و شرايط كوشي ريمان نيز در مبدأ برقرار نيستند. ر مبدأ مشتقشود كه تابع دپس به طور همزمان نتيجه مي

  
 اگر :33مثالf يك تابع تام(entire) و يك به يك باشد آنگاهf :   87(مجموعه رياضي ـ سراسري(  

  اي غيرثابت است.يك چند جمله )4  پوشا است.  )3  يك به يك است. )2  ثابت است.  )1
   :ي ليوويل هيچ تابع تام و يك به يكي به دار، يك تابع ثابت است. همچنين طبق نتيجهگويد هر تابع تام و كراني ليوويل ميقضيه  »1«گزينه پاسخ

fپس تنها تابع تام و يك به يك تابع ي يك وجود ندارد.هاي از درجهايجز چند جمله (z) az b   براي)a  است. لذا (f (z) a   .عددي ثابت است  
  ضي حذف شده است.ي رياآيد كه اين درس نيز از بين دروس آزمون كارشناسي ارشد رشتهرياضي مي البته اين جور سؤالات بيشتر براي رشته

  
 اگر :34مثالu iv كه در آنv,u هر دو توابعي ازx وyآنگاه در صورتي ،ريمان صدق كند در شرايطي كوشي ،هستندv iu تحليلي است كه:  

  )87معماري كشتي ـ سراسري  مهندسي(
1 (u f (x) , v g(y)   2 (u const., v const.   
3 (u f (y) , v g(x)   4.بدون شرط خاصي همواره تحليلي است (  

 

  :چون  »2«گزينه  پاسخf (z) u iv   كند، لذا داريم:كه در معادلات كوشي ريمان صدق ميتابعي است  x y y xu v , u v ( )   1   
g(z)اگر قرار باشد تابع v iu  :تحليلي باشد، بايد در شرايط كوشي ريمان صدق كند، بايد داشته باشيم  

u ثابت است
( )

y x y y y
( )

x y x x x

u v u u u

u v u u u

        
      

1

1



ثابت است vو              

( )
x y x x x

( )
y x y y y

v u v v v

v u v v v

       
      

1

1
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكيف رتبه مدرسان شر

  توابع همساز و بدست آوردن مزدوج همساز :4درسنامه 
 
 تابع :1مثالf (r, ) r cos r sin    2 2 2   كدام شرايط را دارد؟ 2

r) فقط در ناحيه2  ) هارمونيك (همساز) نيست.1  1 .هارمونيك است  
) فقط در ناحيه3     .ارمونيك است.) ه4  هارمونيك است  
  :معادله را در مختصات دكارتي  تر است كه اما راحت ؛توانيم با استفاده از معادله لاپلاس در مختصات قطبي جواب دهيمسؤال را مي»  4«گزينه پاسخ

x  از معادله لاپلاس در مختصات دكارتي كمك بگيريم:نوشته و  xx y yyf (x, y) x y f x , f , f y , f        2 2 2 2 2 2  
f  .هارمونيك (همساز) استxx yyf f     

 

 هرگاه :2مثالf (z) يك تابع تحليلي باشد، آنگاه مقدارA از تساوي( ) | Ref (z) | A | f (z) |
x y
   
 

2 2 2 2
2   كدام است؟ 2

1 (1  2 (2  3 (4  4 (8  
 اگر فرض كنيم» 2«گزينه  اسخ:پf (z) u iv آنگاه ،Ref (z) u بنابراين| Re f (z) | u2 ، پس عبارت سمت چپ تساوي به صورت زير نوشته 2

u  شود.مي u( )u
x y x y
   

  
   

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2  

u  گيري نسبي داريم:طبق قاعده مشتق u u u u u u* .u( ) ( ) ( u. ) ( ) u
x x x x x x xx x

        
    

       

2 2 2 2 22
2 22 2 2 2  

u.uخواهيم مشتق عبارت) وقتي مي*گيري نهايي (قسمتدقت كنيد در مشتق
x



 ،رو هسـتيم ضرب دو عبارت روبـه  با حساب كنيم، چون xرا نسبت به 2
باشـد، لـذا مشـتق آن    مـي  xتابعي از uمشتق بگيريم، چون خود xنسبت به u2خواهيم ازمي ضرب استفاده كرديم. يعني وقتيلذا از قاعده مشتق حاصل

)uبرابر )
x



uشود كه با ضرب آن درمي 2
x



)uبرابر  )
x



u(يعنيهمچنين مشتق عبارت دوم  .شده است 22
x



uبر) برا
x




2

 u2شود كـه بـا ضـرب آن در   مي 2

uuحاصل برابر
x




2

  شده است. 22

u  مشتق بگيريم، خواهيم داشت: yسبت بهبه همين ترتيب اگر ن u u.( ) u
yy y

  
 

 

2 2 2
2

2 22 2  

u  پس مقدار سمت چپ تساوي برابر است با: u u u u u u u( ) u( ) ( ) u( ) [( ) ( ) ] u[ ]
x y x yx y x y
       

       
      

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2 2   مقدار سمت چپ 2

uنيباشد و اين يعتابعي تحليلي مي fگفته شده تابع سؤالاز طرفي در صورت  u
x y

 
 

 

2 2

2 u، پس عبارت فـوق برابـر   2 u[( ) ( ) ]
x y
 


 

2 شـود. از  مـي  22

fطرفي چون (z) باشد، پستابعي تحليلي ميu uf (z) i
x y
   
 

uلذا  u| f (z) | ( ) ( )
x y
   
 

2 2     خواهد بود. پس داريم: 2

u u u u[( ) ( ) ] A[( ) ( ) ] A
x y y y
   

    
   

2 2 2 22 2      
fتوانستيم مثلاًتر سؤال ميالبته براي حل راحت روش تستي: (z) z .فرض كرده و سريع به جواب برسيم 

  
 اگر :3مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)  تابعي تحليلي باشد وu(x,y) y x y 3   كدام گزينه است؟  u، آنگاه مزدوج همساز23

1 (v(x, y) x y x c  3 22  2 (v(x, y) x y x c  3 22  3 (v(x, y) x y x c  3 23  4 (v(x, y) x y x c  3 23  
 :3«گزينه  پاسخ «  

uطور كه گفتيم، اولهمان مرحله اول:
x



,uu(x  كنيم:را حساب مي  y) y x y xy
x


    


3 23 6  

vچون مرحله دوم: u
y x
 


 

v  باشد، لذا داريم:مي  xy v ( xy)dy h(x) xy h(x) ( )*y


        
  26 6 3´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pH  

uمشتق بگيريم و آن را مساوي xحالا بايد از طرفين تساوي فوق نسبت به مرحله سوم:
y





v  دهيم. قرار  y h (x)
x
   


23  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

uرا از اول داشتيم پس به راحتي  uدقت كنيد مرحله چهارم: y x
y


   


2 23 y، لذا خواهيم داشت:3 h (x) y x h (x) x       2 2 2 23 3 3 3  

h(x)  شود:تعيين مي h(x)ريم، ضابطهانتگرال بگي xاگر از طرفين تساوي فوق نسبت به x dx c h(x) x c     2 33  
)در تساوي h(x)با قرار دادن عبارت به دست آمده به جاي ,v(x، ضابطه*( y) شود:به راحتي تعيين مي  

v(x,y) xy x c   2 33  
  طبيعي است سرعت حل در روز امتحان بسيار بالا است!گونه مسائل مسلط شويد. اي حل كرديم كه به طور كامل بر حل ايناين تست را مرحلهتوضيح: 

 

 اگر  :4مثالf (z) u iv تابعي تحليلي با قسمت حقيقي ،xu(x,y) e (xsin y y cosy)  گاه بـا شـرط  باشد، آنf ( )   مقـدار ،f ( i)   كـدام
    است؟

1 (ie  2 (ie  3 (ie  4( ie  

 :اگر تابع »  2«گزينه  پاسخz)f( ،تحليلي باشدvتوان از شرايط كوشي ريمان بدست آورد:را مي  

  xu e (xsin y ycos y)   
x x

x y xu v u e (xsin y ycos y) e (sin y)        
x x x x

ye ( xsin y ycos y sin y) v e ycos y e sin y e x sin y            
x xv e (ysin y cos y cos y xcos y) g(x) e (ysin y xcos y) g(x)          

x x x
x yv u e (ysin y xcos y) e (cos y) g (x) e (xcos y cos y ysin y)              

g (x) g(x) c     
iu( , ) u( , ) cos

f ( ) c f ( i) f ( i) cos isin e
v( , ) c v( , ) sin

   
                

1 1 1 11 1
   

  
  

  

  
 اگر تابع :5مثالv(x,y) يك مزدوج همساز تابعu(x,y) (x y ) x y   2 2 2 2 21 )vآنگاه با شرط  ،باشد 4 , )    مقدار v( , )1   ؟كدام است 1

1 (4  2 (1  3 (2-  4 (  

  :دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي »1«گزينه پاسخ  

yv  روش اول: u x(x y ) xy v [ x(x y ) xy ]dy h(x)
y x
 

          
  2 2 2 2 2 24 1 8 4 1 8´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¾M SLvº ¸Ã oŠ pH  

v ux y xy xy h(x) x y y y h (x)
x y
           
 

3 3 2 34 4 4 12 4 4  

v( , )

x y y y h (x) x y y y

h (x) h(x) k v(x, y) x y xy xy k k v( , )   

      

            

2 3 2 3

3 3
12 4 4 12 4 4

4 4 4 1 1 4
  

  هستيم، رابطه به شكل زير است: vاند و دنبالرا داده uچونروش دوم: 

)dx [ ( x)(x y ) xy ]dy ( )dy     2 2 22 2 1 8 عبارتي كه از حذفy ياز ضابطهu
y



uvشودحاصل مي  dy (
x


 
   

uرا از yدقت كنيد اگر جملات شامل
y



  ماند!حذف كنيم، هيچ چيزي باقي نمي 

v( , )xy xyv x y xy c v x y xy xy c c c v( , )                  
3 3

3 3 34 84 4 4 4 4 1 1 43 3
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكيف رتبه مدرسان شر

 اگر قسمت حقيقي يك تابع تحليلي در صفحه مختلط :6مثالz به صورتu(x,y) y Ay Bx y  3   شند آنگاه:مقادير ثابت با B,Aو 2
1 (A دلخواه وB  3  2 (A B  3  3 (B دلخواه وA  3  4 (B,A  هر دو دلخواه  
  :كنيم: وش حل ميسؤال را به دو ر»  1«گزينه پاسخ  

fهرگاهروش اول:  (z) u vi  تابعي تحليلي باشد آنگاهv,u .توابع همساز يكديگرند  u u By y B
x y

  
       

 

2 2

2 2 2 6 3  

u vu y Ay x y xy v xydy xy h(x)
x y
 

             
  3 2 23 6 6 3  

v uy h (x) ( y A x )
x y
         
 

2 2 23 3 3  

y h (x) y A x h (x) A x h(x) Ax x c v xy Ax x c                      2 2 2 2 3 2 33 3 3 3 3  

vباشد.وابسته نمي Aبهاست و  همواره برقرار v x x
x y
 

      
 

2 2

2 2 6 6   

v(x،تمرين به عنوان روش دوم: , y) آوريم:را با استفاده از روش دوم نيز به دست مي  

  y Bxv ( Bxy)dy (A Bx )dx Bx[ ] Ax c         
2 3

22 2 2 3  
 

 تابع در صورتي كه :7مثالf (z) u iv  تحليلي باشد وv sin x.sinh y  داريم آنگاه:  
1 (u cos x.cosh y c    2 (u cos x.cos y c   3 (u cos x.cosh y c   4مقدار تابع (u .مشخص نيست  
  :چون  »3«گزينه پاسخv :داده شده است، لذا داريم  

)dy ( sin x)cosh ydx ( )dy cos x cos hy c      تابعي كه از حذفx ياز ضابطهv
x



vuشودحاصل مي  ( )dx (
y


 
   

  

 اگر تابع :8مثالf (z) u(r, ) iv(r, )    تابعي تحليلي باشد وv r cos rsin   2 ,u(r، آنگاه2 ) كدام است؟  
1 (u(r, ) r sin r cos c     2 2  2 (u(r, ) r cos r sin c   2 2  
3( u(r, ) r sin r cos c   2 2    4 (u(r, ) r sin r cos c    2 2  
  :كنيم:ن سؤال را نيز به دو روش حل مياي  »4«گزينه پاسخ  

vابتداروش اول: 


v  كنيم:را حساب مي  r sin r cos
   


22 2   

uچون تابع تحليلي است بايد v
r r

 


 
u  برقرار باشد. 1 u( r sin r cos ) r sin cos

r r r
 

        
 

21 2 2 2 2  

u  گيريم:انتگرال مي rحال از طرفين تساوي فوق نسبت به r sin rcos f ( )      2 2u ( r sin cos )dr f ( )       2 2  

)vrگيريم و آن را مساويمشتق مي مجدداً از طرفين اين رابطه نسبت به )
r





u  دهيم:قرار مي  r cos r sin f ( )     


22 2  

v vr cos sin r r cos r sin
r r

v ur r cos r sin r cos r sin f ( )
r

f ( ) f ( ) c u(r, ) r sin r cos c

 
        

 
            
 
           

2

2 2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

  

vrاز تابع  r(عبارتي كه از حذف عبارات شاملd  داده شده است، لذا داريم: vي چون ضابطهروش دوم: 
r




vuشود)حاصل مي  ( )dr
r


 
 

1  

u ( r sin r cos )dr ( )d ( r sin cos ) dr r sin r cos c
r

                2 21 2 2 2 2 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر تابع :9مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)  تحليلي باشد وx yu(x,y) e cos xy
2 2 f، ضابطه2 (z) كدام است؟  

1 (ze c
2

2   2 (ze c
2  3 (ze ic 

2  4 (ze sin(z)
2  

 :ابتدا»  2«گزينه  پاسخu
x



uو 
y



  كنيم:را حساب مي 

x y x y x y x yu uxe cos xy ( ysin xy)e , ye cos xy ( x sin xy)e
x y

    
      

 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2  

zu  دهيم:ها، صفر قرار ميyو به جاي تمام zها،xحالا به جاي تمام u(z, ) ze , (z, )
x y

   
 

 

2
2  

fچون تابع (z) تابعي تحليلي است، پسu uf (z) i
x y
   
 

z  ، لذا داريم: zf (z) ze i f (z) ze     
2 2

2 2  

fانتگرال بگيريم، به راحتي zاگر از طرفين اين رابطه نسبت به (z)آيد:به دست مي  z zf (z) ze dz e c  
2 2

2  
fهاي قبلي ضابطهخواستيم از روششايد لازم باشد، نظر شما عزيزان را به اين موضوع جلب كنم كه اگر ميتوضيح:  (z) ايدرا تعيين كنيم، بv   را حسـاب

uكرديم و اين يعني پس از محاسبهمي
x



  دوست داريد، امتحان كنيد!! .گرفتيمانتگرال مي y، از آن نسبت به
 

 اگر تابع :10مثالf (z) u(r, ) iv(r, )   يك تابع تحليلي باشد و ،u(r, ) r cos  4 f، ضابطه4 (z) برابر كدام گزينه است؟  
1 (z k2  2 (z k 2  3  (z k 4  4 (z k4  
 :3«گزينه  پاسخ  «  

  u uu r cos r cos , r sin
r

   
        

 
4 5 44 4 4 4 4  

u  دهيم:، صفر قرار ميو به جاي r،zحالا به جاي u(z, ) z cos( ) z , z sin( )
r

      
      

 
5 5 44 4 4  

i i( )u uf (z) [ i( )]e [ z i ]e z
r r

              
 

5 51 4 4  

fاگر از طرفين رابطه فوق انتگرال بگيريم به راحتي (z) آيد:به دست مي  zf (z) ( z )dz ( ) k z k
 

       
 

5 1
5 44 4 5 1  

fهاكنيد در بيشتر اوقات وقتي در گزينهطور كه ملاحظه ميهمان (z) بر حسبz تر است.داده شده استفاده از روش دوم مناسب  
 

 اگر تابع :11مثالf (z) همساز باشد وRe[f (z)] x y y   2 23 4 fبا شرط 3 ( i) 1 ،f ( )   مقدارf (i) كدام است؟  
1 (i6  2 (i6  3 (i6 5  4 (i6 2  
  :براي تابع  »3«گزينه پاسخf (z) u iv دانيم، ميu uf (z) i

x y
   
 

f، يعني قسمت حقيقي (z) كه در صورت سؤال داده شده برابرu
x



  :است 

       uRe[f (z)] x y y
x
    


2 23 4 3  

uدهيم:، عدد صفر را قرار ميyو به جاي x،zحالا به جاي (z, ) z
x





23  

u ( x y y )dx x xy xy f (y)       2 2 3 23 4 3 4 3  
    داريم: yنسبت به uگيري از تابعاز طرفي با مشتق

u x xy f (y)
y
    


4 6  

u،عدد صفر را قرار دهيم yو به جاي x،zدوباره اگر به جاي
y



uبر است با:برا  z f ( ) z
y
     


4 4  

fبنابراين (z) :برابر است با  zu uf (z) i z i[( z)] z i z f (z) z iz C
x y
            
 

2 2 3 23 4 3 4 2¾M SLvº ÁoÃ¬−Ho«TºH IM  

f)با استفاده از شرط داده شده براي مسئله ( i) ) 1 مقدارC كنيم:را حساب مي  f ( i) ( i) i( i) C       3 21 1 2 1  
i i i i( i i) C i i i C C i


                   3 2 2 21 3 3 2 1 2 1 3 3 4 6 2  

f (z) z iz i    3 22 6 2  
fحالا به راحتي (i) آيد:به دست مي  f (i) i i(i) i i i i i          3 22 6 2 2 6 2 6 5  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكيف رتبه مدرسان شر

 اگر قسمت حقيقي تابع تحليلي :12مثالf (z) به صورتxu(x,y) e (xcosy ysin y)  تعريف شده باشد، مقدارf (i)  كدام است؟  

1( iie   2 (ie ( i) 1  3 (ie (i ) 1  4 (iie  

  :با توجه به مقدار  »2«گزينه پاسخu،u
x



uو 
y



    كنيم:را حساب مي 

x zx x x z z z z
y

u ue (x cos y) e cos y e ysin y (z, ) ze cos( ) e cos( ) ze e
x x

         


 
           

 
  

uياز طرفي با محاسبه
y



x  داريم: yو قرار دادن  صفر به جاي  x xu xe sin y e sin y e ycos y
y

  
    


          

fجه به فرمولبا تو (z) مشتقات جزئي بر حسبu، :داريم  z zu uf (z) i ze e
x y

       
 

  

fبنابراين مقدار (i) :برابر است با  i i if (i) ie e e ( i)       1  

  
 اگر تابع  :13مثالf (z) u iv  ،تحليلي باشد و قسمت حقيقي آنy y

sin xu
e e cos x

 2 2
2 2

2 2
fي، آنگاه ضابطهباشد  (z) ؟برابر كدام گزينه است  

1 (f (z) cot gz C     2 (f (z) cot gz i( tgz) C  2  
3 (f (z) tgz i cot gz C      4 (f (z) tgz i cot gz C  2    

  :ابتدا مقدار  »1«گزينه پاسخu
x



  كنيم:را حساب مي 

y y

y y y y
sin x u [ cos x(e e cos x)] [( sin x)( sin x)]u

xe e cos x (e e cos x)



 
   

  
   

2 2

2 2 2 2 2
2 2 4 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2
  

uبا توجه به عبارت به دست آمده براي
x



از روش ديگـري كـه گفتـيم     ، واضح است كه استفاده از روش اصلي، اوضاع را خيلـي وخـيم! خواهـد كـرد و بايـد     

  عدد صفر را قرار دهيم: yو به جاي x،zاستفاده شود؛ پس لازم است به جاي

         u [ cos z(e e cos z)] [( sin z)( sin z)] cos z cos z sin z(z, )
x (e e cos z) ( cos z)

 

      
 

   

2 2

2 2
4 2 2 2 4 2 2 2 8 2 8 2 8 2

2 2 2 2 2
  

cos z (cos z sin z) cos z (cos z )
cos z( cos z) ( cos z) ( cos z)

   
    

  

2 2

2 2 2
8 2 8 2 2 8 2 8 8 2 1 2

1 22 2 2 4 1 2 4 1 2
  

uاز طرفي با محاسبه
y



  داريم: 
y y

y y
u ( e e ) sin x
y (e e cos x)




  


  

2 2

2 2 2
2 2 2 2

2 2
  

yبا قرار دادن  مقدارu
y



uدانيمشود، اما ميبرابر صفر مي  uf (z) i
x y
   
 

uو چون 
y





ufپس  (z)

x
 


وجـه بـه مقـدار بـه دسـت آمـده       و بـا ت  

uبراي
x



sin  داريم:  z cos zf (z) f (z)
cos z sin z sin z

        


22 1 2
2 2

2 2 1
1 2 2

  

fيي فوق به راحتي ضابطهگيري از طرفين رابطهبا انتگرال (z) آيد:به دست مي    
dzf (z) ( ) cot gz C

sin z
    2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر تابع  :14مثالf (z) u iv  تحليلي باشد وsinh x sin yu v
cosh x cos y


 


2 2
2 fي تابع، ضابطه2 (z) كدام گزينه است؟  

1 (tgh z C2  2 (( i)tghz1  3 (tghz C  4 (( i)tgh z C 1 2  
  :حل ابتكاري دارد. دقت كنيد با توجه به ايـن كـه سـؤال بـه مـا     باشد و راهاين تست بسيار جالب و البته كمي هم سخت مي  »3«گزينه پاسخu v   

u«را داده، لازم است  v «يف كنيم:را به عنوان قسمت حقيقي يا موهومي يك تابع جديد تعر  
f (z) u iv

if (z) f (z) u v i(u v) ( i)f (z) u v i(u v)
if (z) iu v

 
             

1¾ˆMHn »j ”μ]         

F(z)با فرض ( i)f (z) 1 وu v U  وu v V تابع تحليلي ،F(z) U iV  را داريم كه قسمت موهومي آن (يعنيV u v  .داده شده است (

V  دهيم.هاي حل شده به اين تست نيز پاسخ ميمانند بقيه مثالحالا  cosh x(cosh x cos y) sinh x(sinh x sin y)]
x (cosh x cos y)

   


  2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
  

    داريم: yو عدد صفر به جاي xبه جاي zبا قرار دادن
V cosh z(cosh z ) sinh z (cosh z sinh z cosh z)(z, )
x cosh z(cosh z ) (cosh z )

    
  

  

2 2 2

2 2
2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2

1 22 1 2 1
  

Vاز طرفي با محاسبه
y




    داريم: 

V [ cos y(cosh x cos y)] [ sin y(sinh x sin y)]
y (cosh x cos y)

    


  2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
  

    داريم: yو صفر به جاي xبه جاي zمجدداً با قرار دادن
V
y cosh z




 
2
2 1  

Vبا توجه به اين كه VF (z) i
y x

   
 

)  ، لذا داريم: i)F (z) i( )
cosh z cosh z cosh z

   
  

2 2 2 1
2 1 2 1 2 1  

dz  گيري از طرفين تساوي فوق داريم:با انتگرال dzF(z) ( i) ( i) ( i)tghz C
cosh z cos h z

      
  122 1 2 1 11 2 2

  

F(z)اما در ابتدا ( i)f (z) 1 يو لذا ضابطهباشد ميf (z) :برابر است با  tghz C
F(z)f (z)

i
 

1  

 
 در تابع تحليلي :15مثالf (z) u iv اگر قسمت حقيقي برابر ،u(x,y) x x y y  4 2 2 fيباشد، ضابطه 46 (z)  كدام است؟  

1 (f (z) / z C 41 6  2 (f (z) z C 4  3 (f (z) / z C 45  4 (f (z) z C 44  

  :پس ،شرط اوليه نداريم  »2«گزينه پاسخz   كنيم و داريم:را انتخاب ميz izf (z) u( , ) C
 2 2 zبا قرار دادنيعني ، 2

izو xبه جاي 2
 بـه   2

z  داريم: uدر ضابطه yجاي C4z z iz iz z z zf (z) [( ) ( ) ( ) ( ) C] [ ] C 
        

4 4 4
4 2 2 4 62 6 22 2 2 2 16 16 16          

  

 اگر :16مثالf (z) u iv  ي تحليلي باشد، وتابعxu(x,y) e cosy fگاه ضابطه، آن2 (z) با فرضf ( )  2 كدام است؟    

1 (zf (z) e 2  2 (zf (z) e
2

2  3 (zf (z) e 22  4 (
z

f (z) e 22  

  :اگر  »1«گزينه پاسخz  وc  2 در نظر گرفته شود، آنگاهz  :و داريم  
z

z z zf (z) u( , ) e cos( )
i i

    22 2 2 2 22 2 2  

coshدانيماز طرفي مي iz cos z، :لذا داريم  z iz zcos( ) cos( ) cosh( )
i


 2 2 2  

و چون
z ze ecosh z


   ، لذا خواهيم داشت:2

z z
z

z ze ef (z) e [ ] e e




     

2 224 2 2 2 2 22  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكيف رتبه مدرسان شر

 فرض كنيد :17مثالw f (z) u(x,y) iv(x,y)  در ناحيه ،R  .كه شامل قسمتي از محور حقيقي است، تحليلي باشد  

y(xاگر y ) ix(x y )w
(x y ) x y
    


  

2 2 2 2
2 2 2 2 2

1 1
1 4

fيگاه ضابطه، آن (z) بر حسبz كدام است؟  

1 (iz
z



2

1   2 (iz
z 2

2
1

  3 (iz
z 21

  4 (iz
z



 21
  

   :كه داريم:ابتدا توجه كنيد »  3«گزينه پاسخ  y(x y ) x(x y )w i u(x, y) iv(x, y)
(x y ) x y (x y ) x y

   
   

     

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

1 4 1 4
  

z(z  ي فوق خواهيم داشت:حالا با توجه به نكته ) izw f (z) u(z , ) iv(z, ) i
(z ) z


     

 

2

2 2 2
1

1 1
    

yخطتوان از اين روش استفاده كرد كه مطمئن باشيم فقط وقتي با اطمينان مي توجه مهم:   محور)xيها) در دامنهf .قرار دارد  

  
 اگر تابع دو متغيري :18مثالu(x,y) x y x   2 2 2 xخطـوط  هكننـد مشخص 4 y x k   2 2

12 kو 4 R1 ـ   ـ در ي د، آنگـاه  ك ميـدان باش
  مسيرهاي قائم كدامند؟

1 (v(x , y) xy y k   22 2  2 (v(x , y) xy y k   22 2  3 (v(x , y) x y y k  2 2
22  4 (v(x , y) xy y k    22 2  

   :طبق توضيحات داده شده داريم:» 2«گزينه پاسخ  uv ( )dy ( )dx ( x )dy xy y k
x


      
   22 2 2 2  

  
 هارمونيك مزدوج :19مثال(conjugate Harmonic Function) تابعu(x,y) x( y) 2   )78كامپيوترـ سراسري مهندسي (       برابر است با:  3

1(x( y)2 3  2(x y2 2  3(x( y) 2 3  4(x ( y) 2 23  

  :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهتستحل «به اين سؤال در قسمت  » 4«گزينه  پاسخ
  :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. 

  y
x yu x( y) u ( y) v v ( y)dy y y h(x) ( )            22 3 2 3 2 3 6 1´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¾M SLvº ¸Ã oŠ pH  

xدانيم بايداز طرفي مي yv u  :باشد، لذا داريم  
( )

xv h (x) x h(x) x c v y y x c x ( y) c             12 2 2 2 2
12 6 3´ÃÀjÂ¶ nHo¤ ¾ˆMHn nj  

cاگر   ) تواند جواب باشد.) مي4فرض شود، گزينه  
 

 اگر :20مثالu(x,y) y x y 3   )79مكانيك ـ سراسري مهندسي (       ؟هاي زير است، كداميك از گزينهu، آنگاه مزدوج هارمونيك 23
1(xy x c  2 33  2(x y x c  2 33  3(x y x c  2 2 32  4(xy y c  24  
  :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه  پاسخ

  :شودئه ميبا وجود اين، حل تشريحي نيز اراشده است. 
  كنيم:از معادلات كوشي ريمان براي به دست آوردن مزدوج همساز استفاده مي

x yu(x, y) y x y u xy v v xydy xy h(x)           3 2 23 6 6 3  

x yv u y h (x) y x h (x) x h(x) x c v xy x c                  2 2 2 2 3 2 33 3 3 3 3  
 

 با كدام مقادير :21مثالa وb  تابعu(x,y) x ay bxy  2   )81مكانيك ـ سراسري مهندسي (       همساز است؟   2
1(a b  1  2(b,a  1 3  دلخواه(a  1 و فقطb    4 هيچ مقدار (a  وb   
  :2«گزينه  پاسخ  «   

              xx yyu ux xx

y yy

u x by u
u x ay bxy a a

u ay bx u a
                 

2 2 2 2
2 2 12 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر :22مثالu x y x  2 2 wو تابع متناظر آن مزدوج همساز 2 f (z) 82(مهندسي مكانيك ـ سراسري        اند؟      كدام(  
1(v xy fو 2 (z) z(z ) 2 1  2(v xy y  fو 2 (z) z(z ) 2 1  
3(v xy y 2 fو 2 (z) z(z )  2  4(v y( x ) 2 fو 2 (z) z z 2 2  

  :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)(روش رد گزينه ها بدون دخالت دست و خودكارحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه پاسخ
  :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. 

  از شرايط كوشي ريمان داريم:
x y y xv u y , v u x     2 2 2  

  داريم: yvاز xگيري و حذف عبارات شاملبا انتگرال
  v ydx ( x 2 2 )dy xy y   2 2 2  

f  و از اينجا خواهيم داشت: (z) u iv x y ixy x i y z z        2 2 22 2 2 2  
c(البته ثابت انتگرال را   .(گرفتيم  

 

 فرض كنيد :23مثالu x y x,z x iy   3 fو 23 (z) u iv  .تحليلي باشدf 82(مهندسي مواد ـ سراسري                    كدام است؟(  
1 (iz  2 (z3  3 (zze  4 (z z 3 23 1  

  :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهها بدحل تست«به اين سؤال در قسمت  » 2«گزينه  پاسخ
  :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. 

  دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي
f  روش اول: (z) z (x iy) x iy i x y xy x xy i( x y y )          3 3 3 3 2 2 3 2 2 33 3 3 3  

u قسمت حقيقي تابعz3 وv قسمت موهومي تابعz3باشد.مي  
    طبق نكته گفته شده در متن كتاب داريم:روش دوم: 

x zx
x y y

y

u x y
, f (z) u iu x y i xy f (z) z f (z) z c

u xy



             
 

2 2
2 2 2 33 3 3 3 6 3

6 
  

 

 اگر :24مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)  به ازايu(x,y) x xy 3 i) هاي زير صحيح است؟يك تابع تحليلي باشد، كداميك از گزينه 23 ) 2 1   
  )83مهندسي كامپيوتر ـ سراسري ـ 84مهندسي هوافضا ـ سراسري (      

1 (v(x, y) x y 23  2 (v(x, y) x y y 2 33  3 (v(x, y) y x 23  4 (v(x, y) y x x 2 33  
 :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه   پاسخ

z      :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است.  (x iy) x xy i( x y y )     3 3 3 2 2 33 3  
u x xy , v x y y   3 2 2 33 3    

 

 براي اينكه تابع :25مثالu(x,y) x x y xy y     3 2 2   )83(مهندسي مكانيك ـ سراسري       همساز باشد بايد: 3
1(    3  2(    2  3(,    3 3  4(,    3 3  

  :1«گزينه پاسخ«  

  x xx

y yy

u x xy y u x y
u x x y xy y

u x xy y u x y

             
        

2 2
3 2 2 3

2 2
3 2 6 2

2 3 2 6
  

xx yyu u x y y x ( )x ( )y ,                      6 2 6 2 2 6 2 6 3 3  ·j¼M pIvμÀ Šo{  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكيف رتبه مدرسان شر

 اگر داشـته باشـيم   :26مثالjF(z) F(re ) u(r, ) iv(r, )       چنانچـه تـابع ،F     :تحليلـي بـوده و داشـته باشـيمu(r, ) r cos  2 ، كـدام  2
,F(rگزينه ) 84(مهندسي كامپيوتر ـ آزاد             كند؟را معرفي مي(  

1 (F(z) z ic 2  2 (F(z) ic
z

 2
1  3 (F(z) (z z) ic    4 (F(z) zz ic   

  :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)و خودكار (روش رد گزينهها بدون دخالت دست حل تست«به اين سؤال در قسمت    »1«گزينه پاسخ
  :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. 

u v
v ur r r. r[ r cos ] r cos v r sin f (r) ( )

v u r.
r r

                    
  

2 2
1

2 2 2 2 2 11  

( ),( ) r sin f (r) r sin f (r) f (r) c        1 2 2 2 2 2  
F(z) u iv r cos i[r sin c] r [cos i sin ] ic z ic          2 2 2 22 2 2 2  

  
 اگر :27مثالf (z) يك تابع تحليلي با قسمت حقيقيxu(x,y) x e cosy  ،باشدf ( )   )85(مهندسي برق ـ سراسري             برابر است با:   1

1 (e1  2 (e1  3 (e i 2  4 (( e) i 1  

  :1«گزينه  پاسخ «     x xu uf (z) i e cos y i( e sin y) f ( ) e
x y
          
 

1 1 1  
iتوجه شود 1 1  و لذاx 1 وy   .در محاسبات فوق منظور شده است  

  
 اگر :28مثالu  درحوزهD همساز باشد ، آنگاه تابعu uf (z) i

x y
 

 
 

  )85رياضي ـ سراسري مجموعه (       :  Dدر حوزه  
  ) فقط در يك نقطه تحليلي است.4  ) يك تابع ثابت است.3  باشد. ) تحليلي نمي2  ) تحليلي است. 1
  :هر تابع همساز مانند  »1«گزينه پاسخu قسمت حقيقي يك تابع تحليلي است. لذا تابعf  .تحليلي خواهد بود  

  
 فرض كنيد:  29مثالv(x,y) y x y 3 fو تابع 23 (z) f (x iy) u(x,y) iv(x,y)    تحليلي باشد وf ( )   .تابعu(x,y) كدام است؟     

  )86(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي ـ مهندسي داروسازي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري 
1( xy x2 33  2( x x y3 23  3( x xy3 23  4( y xy3 23  

 

  :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه  پاسخ

f  :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است.  (z) u i(y x y)  3 u      و     23 v
x y
 


 

  

u v u (y x y) y x u(x, y) x xy f (y)
x y x y
   

           
   

3 2 2 2 3 23 3 3 3  

  
 87ـ سراسري هوا فضا  مهندسي(  كدام تابع همساز است؟ :30مثال(  

1( x yu e 
2 2  2(u x y x cosh ycosx  3 23  3( u (x y ) x y  2 2 2 2  4( u x y x  2 2  

  :تابع  »2«گزينه پاسخx y x3 coshهمساز بوده، تابع 23 y.cos x نيز كه قسمت حقيقي تابعf (z) cos z باشد بـه علـت اينكـه تـابع    ميf (z) 
  همساز خواهد بود. باشد، لذا جمع اين دو تابع نيزتحليلي است، همساز مي

  

v u ( r .sin ) r sin ( )
r r r

 
        

 
21 1 2 2 2 2 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 آيا تابع :31مثالv sin xsinhy  تواند قسمت موهومي يك تابع تحليليميf 87(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي داروسازي ـ سراسري   باشد؟(  
uهارمونيك اگر پاسخ مثبت است، تابع Ref (z) .را نيز به دست آوريد  

w) بله، چون تابع1 sin z .تحليلي استu cos xcoshy g(y)   
w) بله، چون تابع2 cosh z ع تحليلي است،يك تابu cosh x sin y  
u،اي مشتقات جزئي اول و دوم پيوسته استكند و دار) بله، چون در معادله لاپلاس صدق مي3 cos x cosh y c    
w) بله، چون تابع4 sin z ،تحليلي استu cos x cosh y g(y)   
  :3«گزينه پاسخ«    w cosz cos(x yi) cos xcosh y isin x sin hy u cosx cosh y&v sin xsinh y          

w u vi   
wچون تابع cos z جا تحليلي است لذادر همهv,u كند و نيز داراي مشتقات جزئي مرتبه اول و دوم پيوسته است.در معادله لاپلاس صدق مي  

  اند كه خوشبختانه گزينه صحيح نيستند.) در آزمون شبيه به هم داده شده4) و (1هاي (متأسفانه گزينه تذكر:
  

 فرض كنيد :32مثالf (z)تابعي تحليلي با قسمت حقيقيxyu(x,y) e sin(x y ) 2 2 fاست. 2 ( )   )87(مهندسي مواد ـ سراسري   برابر است با: 1
1(cos i sin2 1 2 1  2(cos i sin1 2 1  3(cos i sin2 1 1  4(cos i sin1 1  
  :1«گزينه پاسخ«    

                                                                                                                                     
u vf (z) u vi f (z) i

u ux x f (z) i
u v x y
y x

                   
  

  

xy xy

xy
xy xy

u ye .sin(x y ) x.e .cos(x y )
xu(x, y) e .sin(x y )
u xe .sin(x y ) y.e .cos(x y )
y

 



 

             


2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
  

uتوان مقدارال ميح
x



uو 
y



x)را در نقطه  , y )z  1 1 تر شدن با تبديلبدست آورد و به جواب مسأله رسيد، اما براي سادهy , x z  داريم:    

                  u uf (z) i zcos(z ) ( zsin(z ))i f ( ) cos( ) i sin( )
x y
         
 

2 22 2 1 2 1 2 1  
 

 اگر :33مثالx yu e cos( xy)
2 2 fقسمت حقيقي تابع تحليلي 2 (z) باشد، تابعf (z) :عبارت است از  

  )89ـ سراسري  )بيوتكنولوژي و داروسازي((مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ 

1 (z2  2 (
z2
1  3 (ze2  4 (ze

2  

  :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه  پاسخ
  :شودن، حل تشريحي نيز ارائه ميبا وجود ايشده است. 

uابتدا
x



uو 
y



x  كنيم:را حساب مي  y x y x y x yu uxe cos xy ( ysin xy)e , ye cos xy ( x sin xy)e
x y

    
      

 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2  

fچون تابع (z) تابعي تحليلي است، پسu uf (z) i
x y
   
 

zروي محور افقي باشد داريم z، حال اگر فرض كنيم x وy  .  

zu  دهيم:ها، صفر قرار ميyو به جاي تمام zها،xحالا به جاي تمام u(z, ) ze , (z, )
x y
 

 
 

2
2    

z  لذا داريم: zf (z) ze i f (z) ze     
2 2

2 2  
fانتگرال بگيريم، به راحتي zاگر از طرفين اين رابطه نسبت به (z)آيد:به دست مي  z zf (z) ze dz e c  

2 2
2  

  

fچون (z)تحليلي است 
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكيف رتبه مدرسان شر

 اگر :34مثالv(x,y) مزدوج همسازu(x,y) x x x y  3 22 )vباشد و 3 , )  1 ، آنگاهv( , )1   )90(مهندسي هوافضا ـ سراسري   كدام است؟2
1 (6  2 (1  3 (3  4 (7  
  :داريم: كوشي ريمانبا استفاده از معادلات   نيست.ها صحيح هيچكدام از گزينهپاسخ  

  u v u v,
x y y x
   

  
   

  

u vx xy v ( x xy)dy v y x y xy h(x)
x y

 
            

  2 2 2 22 3 6 2 3 6 2 3 3  

v uxy y h (x) x
x y
       
 

2 26 3 3  
v( , )

h( , )
h (x) xy x y h(x) x y x xy c c


           12 2 2 3 2

1
6 3 3 3 3 1 

 
  

( , )v y x v( , )        1 232 1 1 2 4 1 1 4  
  بـر حسـب   h(x)به دست آيد، در صورتي كـه  xبايد تابعي بر حسب h(x)يمدانكه طراح ناراحت نشود! حل كرديم، (مي* دقت كنيد ما تست را براي اين

x وy  به دست آمده است و لذا تست غلط است.) در واقعu(x, y)كند.ي لاپلاس صدق نمي، اصلاً همساز ندارد، چون در معادله  

  
 تابع  :35مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)  كه در آنxu(x,y) cos(yLn ) 2   )90(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   است كدام است؟ 2

1 (zf (z) ic 2  2  (zf (z) z(Ln ) ic 2  3 (zf (z) (Ln ) ic 2  4 (zf (z) z ic 2  
 

  :چون  »1«گزينه  پاسخf (z)  خواسته شده، مطابق متن كتاب از تابعu(x, y)  مشتق گرفته و به جايx ،z  و به جايy ،دهيم:قرار مي صفر  
x z

x

u uLn cos(yLn ) (z, ) Ln
x x
u u( Ln sin(yLn )) (z, )
y y

     
     
 

2 2 2 2 2

2 2 2



 
  

K icz z z zu uf '(z) i Ln f (z) Ln dz K f (z) ic
x y

 
         
  2 2 2 2 2 2  

zf  طبق نكته داريم: (z) u(z, ) iv(z, ) iv(z, )   2    
  ميشه) z2نداره برابر با iاي كه ضريب) چنين شرايطي داره (يعني جمله1فقط گزينه (
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع :1مثال(x,y) x xy  3 ReGاي تعيين نماييد كهرا به گونه Zاز متغير  Gباشد. تابع مختلط تحليلي در همه نقاط هارمونيك (همساز) مي 23  .  
  )90(مهندسي برق ـ سراسري 

1 ((x xy ) i( xy y c)   3 2 2 33 3  2( (x xy ) i( xy y c)   3 2 23 4  
3( (x xy ) i( xy y c)   3 2 2 23 4  4 ((x xy ) i( x y y c)   3 2 2 33 3  

  :چون»  4«گزينه پاسخxu x y 2 23 ) چنـين  4( بشِه، فقط گزينه xvبرابر با ،مشتق گرفتيم yاون نسبت به vاز اگه اي جوابه كه، پس گزينه3
   شرايطي داره

 

 اگر :2مثالu(x,y) y x y 3   )88(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري   ، كدام است؟uآنگاه مزدوج هارمونيك (همساز)23

1( x y y c  2 33  2( xy x c  2 33  3( x y x c  2 33  4( xy y c  2 33  

  :چون  »2«گزينه  پاسخxu xy 6 اي جوابه كه اگه از اون نسبت بهپس گزينهy مشتق گرفتيم برابر باxv ) چنين شـرايطي  2بشه، فقط گزينه (
   داره

 

 فرض كنيد :3مثالv(x,y) y x y 3 fو تابع 23 (z) f (x iy) u(x,y) iv(x,y)    تحليلي باشد وf ( )   .تابعu(x,y) كدام است؟   
  )86ـ بيوتكنولوژي ـ مهندسي داروسازي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري  (مهندسي شيمي

1( xy x2 33  2( x x y3 23  3( x xy3 23  4( y xy3 23  

  :چون»  3«گزينه پاسخyv ( y x )  2 23 ) چنـين  3بشـه، فقـط گزينـه (    yvبرابر بـا  ،مشتق گرفتيم xبه كه اگه از اون نسبت بهاي جوا، پس گزينه3
   شرايطي داره

 

 اگر :4مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)  به ازايu(x,y) x xy 3 i) هاي زير صحيح است؟باشد، كداميك از گزينه يك تابع تحليلي 23 ) 2 1   
  )83مهندسي كامپيوتر ـ سراسري ـ 84مهندسي هوافضا ـ سراسري (      

1 (v(x, y) x y 23  2 (v(x, y) x y y 2 33  3 (v(x, y) y x 23  4 (v(x, y) y x x 2 33  

  :چون  »2«گزينه پاسخxu x y 2 23 ) چنـين  2بشـه، فقـط گزينـه (    xuبرابر با ،مشتق گرفتيم yاي جوابه كه اگه از اون نسبت به، پس گزينه3
   شرايطي داره

 

 اگر :5مثالu x y x  2 2 wو تابع متناظر آن مزدوج همساز ، آنگاه2 f(z) 82(مهندسي مكانيك ـ سراسري        اند؟      كدام(  
1(v xy fو 2 (z) z(z ) 2 1  2(v xy y  fو 2 (z) z(z ) 2 1  
3(v xy y 2 fو 2 (z) z(z )  2  4(v y( x ) 2 fو 2 (z) z z 2 2  

  :چون»  4«گزينه پاسخxu x 2 xبرابر با ،مشتق گرفتيم yاون نسبت به vياي جوابه كه اگه از ضابطه، پس گزينه2 2 باشـه، فقـط گزينـه     2
   ) اين شرايط رو داره4(

 

 اگر :6مثالu(x,y) y x y 3 fو23 (z) u(x ,y) iv(x , y)  آنگاه مزدوج هارمونيك ،u؟هاي زير است، كداميك از گزينه      
  )79مكانيك ـ سراسري هندسي م(   

1(xy x c  2 33  2(x y x c  2 33  3(x y x c  2 2 32  4(xy y c  24  

  :چون»  1«گزينه پاسخxu xy 6اي جوابه كه اگه از اون نسبت به، پس گزينهy مشتق بگيريم، برابر باxu ايـن شـرايط رو   1( بشه، فقط گزينه (
   داره
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 اگر :7مثالf (z) f (x jy) u(x,y) jv(x,y)    :يك تابع تحليلي باشد كه در آن  

      xu(x,y) e (xsiny ycosy)  و(j ) 1 آنگاهv(x,y) :79كامپيوترـ سراسري مهندسي (       برابر است با(  

1(xe (ysin y x cos y)   2(ye (x sin x y cos y)   3(xe (x sin x ycos x)   4(ye (ysin y x cos y)   

  :لومهگيري ساده به راحتي معبا يه مشتق»  1«گزينه پاسخx x x
xu e x sin y e ycos y e sin y       هـا ببينـيم كـدوم    ، حالا بايد تـو گزينـه

) 4) و (2هـاي ( گزينـه ن يعنـي  داشته باشه و اي ـ xeاي جوابه كهميشه، طبيعيه گزينه xuمشتق بگيريم، برابر با yگزينه هستش كه اگه از اون نسبت به
   ) جوابه1گيري معلوم ميشه گزينه () جوابه، از بين اونا با مشتق3) يا (1و يكي از گزينه هاي ( غلطن

 

 هارمونيك مزدوج :8مثال(conjugate Harmonic Function) تابعu(x,y) x( y) 2   )78امپيوترـ سراسري كمهندسي (       برابر است با:  3

1(x( y)2 3  2(x y2 2  3(x( y) 2 3  4(x ( y) 2 23  

  :به راحتي معلومه»  4«گزينه پاسخxu ( y) 2   مشـتق بگيـريم،    yاز اون نسـبت بـه  ها بايد ببينيم كدوم گزينه هستش كه اگـه  ، حالا تو گزينه3
)برابر با y)2    ) چنين شرايطي داره4ميشه، فقط گزينه ( 3

 

 تابع پتانسيل :9مثالu(r, ) lnr rcos     در مختصات قطبي داده شده است. تابع مزدوج همسـاز(conjugate Harmonic)  آن، يعنـيv(r, ) 
  )90(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟

1 (r sin A   2 (r sin A   3 (r r sin A   4 (r sin A   

  :چون»  2«گزينه پاسخru cos
r

  
بشـه،   ruكرديم، برابـر بـا   rمشتق گرفتيم و بعد تقسيم بر اي جوابه كه اگه از اون نسبت به، پس گزينه1

   ) چنين شرايطي داره2فقط گزينه (

  
 فرض كنيد :10لمثاu x y x,z x iy   3 fو 23 (z) u iv  .تحليلي باشدf 82(مهندسي مواد ـ سراسري                    كدام است؟(  

1 (iz  2 (z3  3 (zze  4 (z z 3 23 1  

  :ياي جوابه كه اگه تو ضابطهگزينه  »2«گزينه پاسخu به جايx،هاz و به جايy      ها، صـفر قـرار داديـم، اون قسـمت كـه ضـريبi    نيسـت، برابـر
u(zبا , ) ) جوابه2بشه، پس گزينه (   

 

 تابع  :11مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)   كه در آنxu(x, y) cos(y ln ) 2   )90(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   است كدام است؟ 2

1 (zf (z) ic 2  2  (zf (z) z(ln ) ic 2  3 (zf (z) (ln ) ic 2  4 (zf (z) z ic 2  

  :طور كه گفتيمهمون  »1«گزينه پاسخf (z) u(z, ) iv(z, )   :ميشه، پس داريم  z zf (z) cos( ) iv(z, ) iv(z, )   2 2    
,iv(zخبُ ما كاري با ) قسمت حقيقي برابر با1) جوابه چون فقط تو گزينه (1طوري معلومه گزينه (نداريم، همين (z2 داده شده  

 

 اگـر داشـته باشـيم    :12مثالjF(z) F(re ) u(r, ) iv(r, )       چنانچـه تـابع ،F     :تحليلـي بـوده و داشـته باشـيمu(r, ) r cos  2 ، كـدام  2
,F(rگزينه ) 84(مهندسي كامپيوتر ـ آزاد             كند؟را معرفي مي(  

1 (F(z) z ic 2  2 (F(z) ic
z

 2
1  3 (F(z) (z z) ic    4 (F(z) zz ic   

  :قسمت حقيقي»  1«زينه گپاسخF(z) يعني اون قسمت كه با ضريب)i همراه نيست) بايد برابر باu(z , ) باشه، يعني بايد برابر باz cos( ) z2 2 
   ) جوابه1و اين يعني گزينه ( ،باشه
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 اگر :13مثالx yu e cos( xy)
2 2 fقسمت حقيقي تابع تحليلي 2 (z) باشد، تابعf (z) :عبارت است از  

  )89ـ سراسري  )بيوتكنولوژي و داروسازي((مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ 

1 (z2  2 (
z2
1  3 (ze2  4 (ze

2  

  :4«گزينه پاسخ  «  

zu(zتوجه كنيد كهروش اول:  , ) e
2

پس ،zf (z) e
   ) جوابه4و لذا گزينه ( 2

zبه ازاي .يه جور ديگه هم ميشه اين سؤال رو جواب دادروش دوم:  1يعني) ،x 1 وy  ( مقدار حقيقي تابعf (z) برابر باe e1     ميشـه، حـالا بـه
zگزينه اگهمن بگو ببينم تو كدوم  1 قرار بدِيم، قسمت حقيقي اون برابر باe ميشه!؟ جون من داري فكر ميكني!؟  

 

 اگر :14مثالf (z) u(r, ) iv(r, )    تابعي تحليلي باشد وu r sin  3 f، تابع3 (z) بر حسبz 93(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (z ik 3  2 (iz ik 3  3 (iz ik3  4 (z ik3  

  :هاي گزينهكه تو همهبا توجه به اين»  3«گزينه پاسخz3 تونيم داريم، ميz r(cos i sin )  قرار بديم و ،z3:رو حساب كنيم  

z r (cos isin ) z r (cos isin )      3 3 3 3 3 3 3n»A¼¶j −¼¶o   

fبينين، قسمت حقيقي تابعطور كه تو صورت سؤال هم مياما همون (z)  به صـورتr sin 3   ) 3ضـرب بشِـه، يعنـي گزينـه (     iبايـد در  z3شـده، بنـابراين  داده  3

  جوابه 
  

 اگر :15مثالw يك تابع مختلط باشد، آنگاهw u(x,y) iv(x,y) در تابع .w
z



1

   كدام است؟ v(x,y)و u(x,y)مقادير 1

  )85اي ـ سراسري (مهندسي هسته       

1 (xu(x, y)
y





1
,yv(xو 1 y)

x





1
1  2 (yu(x, y)

x


1 وxv(x, y)
y


1  

3 (yu(x, y)
( x) y


 2 21

,xv(xو  y)
( x) y




 2 2
1

1
  4 (xu(x, y)

( x) y



 2 2

1
1

,yv(xو  y)
( x) y


 2 21

  

  :به ازاي»  4«گزينه پاسخz   تابعw  به ازاي ميشه، يعني 1برابر باx y   بايدu 1 وv   اي كـه ايـن شـرايط رو    تنها گزينه .توليد بشِه

u) كه3) و (2هاي ((تو گزينه ) هستش 4داره گزينه (   1( ميشه و تو گزينه ،(v 1 (ميشه كه غلطه  
 

 اگر :16مثالu(x,y) وv(x,y) هاي حقيقي و موهومي تابع مختلطبه ترتيب قسمتw tanz باشند وz x iy  :85 (مهندسي مواد ـ سراسري   آنگاه(  

1  (sin x cosh yu
(cosh y) sin x


2 cosو2 x sinh yv

(cosh y) sin x


2 2  2 (sin x cos xu
(cosh y) sin x


2 coshو 2 ysinh yv

(cosh y) sin x


2 2  

3 (cos x sinh yu
cos x (sinh y)


2 sinو 2 x cosh yv

cos x (sinh y)


2 2  4 (cosh ysinh yu
cos x (sinh y)


2 sinو 2 x cos xv

cos x (sinh y)


2 2  

  :خبُ به ازاي»  2«زينه گپاسخz x (i)  يعني به ازاي ،y  مقدار ،tgz برابر باtgx دونـيم ميشه و ميsin xtgx
cos x

     هسـتش و در واقـع بـه

yازاي    يدباsin xu
cos x

 وv   هستش 2اي كه اين شرايط رو داره گزينه (بشِه، تنها گزينه (  
sin x cos x sin x cos x sin xu

cos xsin x cos x
  

 2 21
  

  



  

57  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر :71مثالz x iy  ،يك عدد مختلطRez قسمت حقيقي آن وImz ،آنگاه مقدار قسمت موهومي آن باشدn nxRe(z ) (x y )Re(z )  1 2 ، كـدام  22
  )92مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ مهندسي نانومواد، مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري (  ؟است

nRe(z) 2  ) صفر1 )2  3( nIm(z )2  4 (n nRe(z ) Im(z ) 1 1  
  :فرض كنيم اگه»  2«گزينه پاسخz  nو 2 1 :اونوقت داريم  

y ,xn n
n

A x Re(z ) (x y ) Re(z ) A ( )  


           21 2 2 1 1 2 1
12 2 2 2 2 2 16 8 8   

كه نياز به بررسي ندارن (چون هر  )3(و  )1(هاي گزينه جوابه!شد،  8 با م برابررو قرار ميديم هر كدو 1عدد  nيو به جا 2، عدد zها به جايگزينه توحالا 
) هم كه برابر4دو صفرن)، مقدار گزينه (  1 12 4 ) ابه، چون) جو2ميشه، پس ميره كنار! بنابراين به راحتي معلوم ميشه گزينه  1 2 32 2     ميشه  8

 

 اگر :81مثال, ,   اعداد مختلط با قدرمطلق واحد باشند به قسمي كه| | | |      مقدار ،| |     كدام است؟  
  )86ي ـ سراسري (مجموعه رياض               

1( 1
2  2( 2

3  3( 1  4( 2  

  :چون براي»  3«گزينه پاسخ، و رو اعـداد تـونيم  اشند، نداريم، پـس مـي  ي واحد بهيچ شرطي جز اين كه اعداد بايد مختلط و با اندازه 1 
و  1 و 1، نن، پس داريم:كصدق مي هم تو صورت سؤال رابطه داده شده انتخاب كنيم كه تو  

| | | | | |
 
            
 

1
1 1

1

¸¹¨Â¶ ¡k‚ −H»w Rn¼‚ ‡o{ ¼U  

  ) جوابه 3پس گزينه ( 
 

 نقاط :19مثالz 1  وz 2  با فرضz z1 zي مبدأ يعنيي مختلط مفروض هستند. شرط اينكه نقطهدر صفحه 2   خط اي واقع بر پارهنقطه
  )86(دكتراي برق ـ دانشگاه آزاد سال   باشد اين است كه:  z2و z1واصل بين

1 (| z z | | z | | z |  1 2 1 2  2 (| z z | | z | | z |  1 2 1 2  3 (| z | | z | | z z |  1 2 1 2  4 (| z | | z | | z z |  1 2 1 2  

  :هاينقطه كافيه  »2«گزينه  پاسخz1وz2  ياز نقطه هاخط واصل اونپاره به شرطي كهروz   تـا   بِديمها قرار انتخاب كنيم و در گزينه ،عبور كنه
z  :معلوم بشِهي صحيح گزينه , z  1 21 2  

|غ. ق. ق.      | | | | |     1 2 1 2 1   1: گزينه  3
|لذا اين گزينه صحيح است.      ( ) | | | | |      1 2 1 2 3   2: گزينه  3
|غ. ق. ق.      | | | | ( ) |      1 2 1 2 1   3: گزينه  3
|غ. ق. ق.      | | | | ( ) |       1 2 1 2 1   4: گزينه  3

 

 مقدار سري :02مثالn
n

sinnx


 2

  )85رياضي ـ سراسري مجموعه (         يك عدد حقيقي است، برابر است با :  xكه در آن  

1 (sin x
sin x

2
5 4  2 (cos x

sin x
2

5 4  3 (sin x
cos x

2
5 4  4 (cos x

cos x
2

5 4  
  

  :ازاي به »  3«گزينه پاسخx     ميشـه، بنـابراين  صـفر   بـا  مقدار سـري برابـر 
xن، چــون بــه ازاي ) غلطــ4) و (2هــاي (گزينــه     !برابــر بــا صــفر نميشــن ،   

xاز طرفي به ازاي 
 n  داريم:  2

n

nsin sin sin sin
...







   

   

1 1 1
2 8 32

3 5

3 5
2 2 2 2

22 2 2
  

xار سري به ازايمقد خيلي معلومه كه 
 1عددي كمتر از 2

  ) 1مقـدار گزينـه (   رو با هم مقايسه كنيم معلوم ميشـه ) 3) و (1هاي (گزينهميشه، حالا اگه  2

xبه ازاي 
 xبه ازاي اون ) كه مقدار3و گزينه ( ميشه، پس اين گزينه غلطه 2 با برابر 2 

 2برابر 2
  يشه، جوابه م 5
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 حاصل سري :12مثالk
k

sink( ) S





   

1 3
 :88(مجموعه رياضي ـ سراسري    برابر است با(  

1(sin
cos


 1 6
  2(cos

cos
 
 

1
1 6

  3(cos
cos

 
 

3 3
1 6

  4(sin
cos


 
3

1 6
  

  :به ازاي»  4«گزينه پاسخ  هـايي كـه بـه ازاي   ، مقدار سري برابر با صفر ميشه، بنابراين گزينه         مقدارشـون صـفر نميشـه، غلطـن، يعنـي

تونيم مثلاً به ازاي) مي4) و (1هاي (پرن! بين گزينه) همين اولِ كاري مي3( ) و2هاي (گزينه
    تر به سري ميشه!؟ببينيم كدوم مقدارش نزديك 2

k
k

sin sin( )sin k sinS S( )




 
  

          2 3
1

3
1 12 2

2 3 3 273 3 3
   

1اي جوابه كه به عددهست!) در واقع گزينهگيريم، (چون تقريب خوبي هم ي اول رو در نظر ميهمون جمله ،فعلاً براي دوري از محاسبات
تر باشـه  نزديك 3

  ي اول رو برداشتيم!)(همون جمله

sin( )

cos( )



 




3 3 12
1 31 6 2




) به ازاي4مقدار گزينه ( 
  2         ،

sin( )

cos( )



 




12
11 6 2


ي) به ازا1مقدار گزينه ( 
  2  

  ) جوابه 4پس گزينه (
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 
  دومفصل 

   »نگاشت « 
  

 صفحهنيم :1مثالy   تحت نگاشتw ( i)z 1  بر روي كدام ناحيه نگاشته خواهد شد؟  
1 (u v 1      2 (u v            3 (u v  1      4 (u v  
  : با فرض  »2«گزينه پاسخz x iy  وw u iv  :داريم  

  yu x y v uu iv ( i)(x iy) x y i(x y) y v u u v
v x y

  
                 

1 2
 SwH ·¼a  

 

 نگاشت :2مثالw iz i  صفحهنيمx   نگارد؟دام ناحيه ميرا بر روي ك  

1 (u 1  2 (v 1  3 (v 
1
2  4 (u 

1
vو 2 1  

  : 2«گزينه پاسخ «  w iz i i(x iy) i y i(x ) u iv          1  
xv x x v v v          1 1 1 1  

 

  تصوير ميدان :3مثال{z C;Rez , Im z , (Rez)(Im z) }    1  تحت نگاشتw z   كدام است؟ 2
1 ({w C ; Imw } 1    2 ({w C ; Im w }  2    
3( {w C ; Re w } 1    4 ({w C ; (Re w)(Im w) } 1  
 : اگر فرض كنيم  »2«گزينه  پاسخz x iy  وw u iv ، تحت نگاشتw z   داريم: 2

w z u iv (x iy) u iv x y i xy         2 2 2 2 2  
uپس x y 2 vو2 xy xy}ال به صورتداده شده در سؤ ياز طرفي ناحيه. 2 , x , y }   1 زيـر مرزهاي آن به صـورت   يكه ناحيه باشدمي 

xy  است: xy v    1 2 2 2  
 

 تابع :4مثالw z yناحيه مثلثي بين خطوط 2 x  وy    كند؟احيه تبديل ميرا به كدام ن 1
  
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  
  : 4«گزينه پاسخ«    

wبا توجه به نگاشت z     داريم: 2
u x yw (x iy) x y ixy
v xy

        


2 22 2 2 2
2

  
  

y xy x 

y 1

y

x

v

i

2 2 u

2i

1

v

u

2i

2i

1

v

u

i
2 2

v

u

2i
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكان شريف رتبه مدرس

yتصوير خط 1 تحت نگاشتw    با توجه به روابط به دسـت آمـده بـرايu وv   بـه صـورتu x 2 vو 1 x تـوان بـه صـورت    اسـت كـه آن را مـي    2
v (u ) 2 4 )نوشت كه يك سهمي افقي با رأس 1 , )1 ) جا پاسخ به تست تمام است ولي براي تمرين بيشتر است. همين ) صحيح4است. بنابراين گزينه

yخط تصوير .دهيمرا نيز انجام مي تردقيقهاي بررسي x، به صورتu   وv x yو براي خط 22 x ،u   وv x  و در نتيجه تصوير خط  22
y x  خطبه صورت پارهu   وv  2 xاست. (دقت كنيد 2 v x  2 22 xو چون 2  1 v، لذا1  2   به دست آمد.) 2

  

 

 صفحه بالايي بنگارد، كدام است؟نگاشتي كه ناحيه داده شده در شكل زير را به كل نيم :5مثال   

1 (w [z ( i)]   31  
2 (w [z ( i)]   61  
3( w [z ( i)]    31    
4 (w [z ( i)]    61  

 

o
x

6


3


1 i

y

  
 : با توجه به اينكه توسط نگاشت  »4«گزينه  پاسخnw z، ناحيهArgz

n
 
  ابتدا بايـد ناحيـه را بـه     ،شودصفحه بالايي نگاشته ميبر روي نيم  

  
wا نگاشتتبديل كنيم و سپس ب                        صورت z   بـا   شـكل داده شـده را   بنگاريم. بـراي ايـن كـار ابتـدا    صفحه فوقاني اين ناحيه را به كل نيم 6

wنگاشت z ( i)  1 دهيم و سپس با نگاشتانتقال مي 1
i

w e w



 62 به اندازه 1

   .يمدهدوران مي 6
  

  
  
  
  

  

  

   د:وشميبه صورت مقابل محاسبه  wدقت كنيد در نهايت
i

iw (w ) (e ) [z ( i)] e [z ( i)] [z ( i)]


            6 6 6 6 662 1 1 1   
 

 ي نشان داده شده در شكل زير تحت نگاشتناحيه  :6مثالw z   چقدر است؟ Dمساحت .شودتبديل مي Dيبه ناحيه 2

1 (11
6      2 (8

3  

3 (11
12      4(  4

3  

  : ابتدا نگاشت»  2«گزينه پاسخw z   نويسيم:ه شكل مقابل ميرا ب 2

  u x y
v xy

  




2 2

2
w z x y ixy    2 2 2 2  

  هائي تبديل خواهند شد. حالا بايد بررسي كنيم هر چهار خط به چه ناحيه
yتساوي كنيم كهرا بررسي مي OAابتدا  نامساوي وx  1خطتبديل پاره .توان براي آن نوشت، را ميOA :به صورت زير است  

u , v  1   

xتحت اين نگاشت، با توجه به ABتبديل 1 ، است: مقابلبه صورت  vu  
2

1 4
u y
v y

   


21
2

  

yتحت اين نگاشت، با توجه به BCتبديل 1 :برابر است با  vu  
2

14
u x
v x

   


2 1
2

  

x، با توجه بهCOتبديل  :برابر است با  u  1 yu y y
v

 


         


2 1 21  

x

y

6


A

C
B

y

xO

1

1

o
x

6


3


y

1w z (1 i)  

o 1u

6


6


1v
i

62 1w e w





o 2u

2v

6


o u

v

1 i

6
2w (w )
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

u؛گيريمي فوق نتيجه مياز چهار رابطه  1   ) به شكل زير داريم:vي يكديگر (نسبت به محورو دو منحني قرينه 1
v vu , u   

2 2
1 14 4  

  ها شكل مقابل را داريم:سم خطوط و منحنيو با ر
  كنيم.با توجه به شكل مساحت را با استفاده از انتگرال حساب مي

v vS ( )dv [v ] ( )


        
2 22 3 8 16 82 1 2 2 2 24 12 12 12 3  

vuي برخورد منحنيدقت كنيد نقطه  
2

vuيا 14  
2

1 uبه ازاي vبا محور 4 برابر ،v    .گيري لحاظ شدي انتگرالآيد كه در بازهبه دست مي 2

  شود.گونه سؤالات ارائه ميبراي اين ،تر مساحتي راحتي فصل فرمولي براي محاسبهدر ادامهتوجه: 
 

 ناحيه  :7مثالArgz 
 4 Argwي، تحت كدام نگاشت به ناحيه2 

  
7
  شود؟تبديل مي 4

1 (
i

w e z


 44  2 (
i

w e z


 34  3 (
i

w e z


  44  4 (
i

w e z



 34  

  : ص است ناحيه چند برابر شده و يك دوران به اندازهها مشخبا كمي دقت در گزينه  »2«گزينه پاسخ
 پيدا كرده است. ابتدا ناحيه توسـط نگاشـت   4

w z 3
Argwتبديل به 1 

 1
3 3
4 يبه اندازه دورانشده و سپس با يك  2

Argwبه ناحيه 4   
   

3 3
4 4 4  يو يا به عبارت ديگر به ناحيه 4

Argw 
  

7
  تبديل شده است.   4

 

 نگاشت  :8مثالzw
a

 
2
2 rيك نقطه از لمنيسكات 1 a cos 2 22   نگارد؟را روي كدام ناحيه مي 2

    ) خارج دايره واحد2    ) روي دايره واحد1
  ي پايينيصفحه) روي دايره واحد در نيم4  ي بالاييصفحه) روي دايره واحد در نيم3

 :هاي حقيقي و موهوميبخش ابتدا  »1«گزينه   پاسخwكنيم:را مشخص مي  (x iy) x y xyw ( ) i
a a a
 

    
2 2 2

2 2 2
21 1  

xدر دستگاه قطبي داريم r cos  وy r sin :بنابراين .  r r r rw [ (cos sin ) ] i cos sin [ cos ] i sin
a a a a

          
2 2 2 22 2
2 2 2 2

21 2 1 2  

rاي روي منحنينقطه zحالا اگر a cos 2 22   باشد، خواهيم داشت: 2
r ru Re(w) cos cos cos , v Im(w) sin cos sin sin
a a

              
2 22
2 22 1 2 2 1 4 2 2 2 2 4  

uبنابراين v cos sin    2 2 2 24 4   شود.نگاشته مي wيدر صفحهي واحد روي دايرهروي لمنيسكات،  هر نقطه پس ،1
  

 ديسك  :9مثال| z | 1 w، تحت نگاشت1 z   شود؟به كدام ناحيه تبديل مي 2
r) درونِ كارديوييد1 ( cos )  2 r) درون كارديوييد2  1 cos  1  
r) خارج از دلوار3 ( cos )  2 r) درون دلوار4  1 cos  1  
 :در اين پاسخابتدا توجه كنيد كه  » 1«گزينه   پاسخ،r1 و1 مربوط به مختصاتz وr2 و2  بـه  مختصات مربـوطw  .ديسـك  هسـتند| z | 1 1 

)اي به مركز درون دايره , )1 اين ناحيه چنين است:ي مرز و شعاع واحد است. معادله  (x ) y x y x     2 2 2 21 1 2  
xدر مختصات قطبي r cos 1 xو 1 y r 2 2 2

rي مرز،است. بنابراين معادله 1 cos 1 izاست. با جايگـذاري  2 r e  wدر نگاشـت  11 z اهيم خـو  2
iw  داشت: r e  122

1  

r  داريم: wيبنابراين در صفحه r ( cos ) cos ( cos ) ( cos )           

  

2 2 2
2 1 1 1 1 1

2 1

12 4 4 1 2 2 1 22
2

  

u

v

A

B2

C
11

O

D
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكان شريف رتبه مدرس

rيبه معادله wيبنابراين در صفحه ( cos )  2 22   ايم كه يك كارديوييد است.رسيده 1
  
  
  

  

  
r ( cos )  2 22 1  

iw r e  22  
| z | r cos    1 11 1 2  

iz r e  11  
wدر ضمن توجه كنيد كه نگاشت z د ي درونِ ايـن كارديوييـد بدسـت خواه ـ   برد. بنابراين ناحيهدار ميدار را به نواحي كرانپيوسته است و نواحي كران 2

 آمد نه بيرون آن.

  
 ناحيه  :01مثالD {z :| z | , Rez }   1 1 wتوسط نگاشت ،1 i(z ) 3   شود؟به كدام ناحيه تصوير مي 1

v

u1
60

  
)1(  

v

u
1

 

30

  
)2(  

v

u

i
 

30

  
)3(  

v

u

i

 

60

  
)4(  

  : يناحيه  »1«گزينه پاسخD ي چپ ديسك به مركزنيمه( , )1  و شعاع يك است. انتقالz 1 پس ضـريب سآورد. مركز آن را به مبدأ ميi(z )1 
rكند. در اين ناحيه داريمدرجه ايجاد مي 9يه اندازهدوراني ب 1 و    از ،ي سـوم . اكنون نگاشت ريشهr گيـرد و ي سـوم مـي  ، ريشـه   

Argw  ند. بنابراين داريم: كرا بر سه تقسيم مي
  3     ،     | w | 1   

y

x z 1

y

x i(z 1)

y

x
3w i(z 1) 



v

u

گـذارد. بـراي آنكـه ترتيـب     مهم است و روي جـواب اثـر مـي    هانگاشتكنيم، ترتيب مي تبديلتر نگاشت ساده هرگاه يك نگاشت را به تركيب چندتوضيح: 
wييص دهيم، به ضابطهدرست را تشخ f (z) كنيم.دقت مي  
wمثلاً در نگاشت i(z ) 3  iي به دست آمده دركم كنيم. سپس نتيجه zدهيم، اولين كار آن است كه يك واحد ازعددي را قرار مي zوقتي به جاي 1

  شود.ي سوم گرفته ميشود و در پايان ريشهضرب مي
 

 وطخط: 11مثالx  yو 1  wتوسط نگاشت 1
z


  ؟شوندها نگاشته ميبه ترتيب بر روي كدام دايره 1

)اي به مركز) دايره1 , )1
1و شعاع 2

)اي به مركز، دايره2 , ) 1
1و شعاع 2

2  

)اي به مركز) دايره2 , )
1
1و شعاع 2

)مركزاي به ، دايره2 , )1
1و شعاع 2

2  

)اي به مركز) دايره3 , ) 1
1و شعاع 2

)اي به مركز، دايره2 , )  1
1و شعاع 2

2  

)اي به مركز) دايره4 , )1
1و شعاع 2

)اي به مركز، دايره2 , )  1
1و شعاع 2

2  

  : 4«گزينه پاسخ «   u ux u v u (u ) v
u v u v

          
 

2 2 2 2
2 2 2 2

1 11 2 4  

v vy u v v u (v )
u v u v

            
 

2 2 2 2
2 2 2 2

1 11 2 4  
 

2w z

y

x

  )zيصفحه(
v

u

  )wيصفحه(
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 تصوير خط: 21مثالy x 
1
wبه وسيله نگاشت 2

z


  كدام است؟ 1

  گذرد.اي كه از مبدأ نمي) دايره4  گذرد.اي كه از مبدأ مي) دايره3  گذرد.) خطي كه از مبدأ نمي2  گذرد.) خطي كه از مبدأ مي1

  : دانيم تحت نگاشتمي»  3«گزينه پاسخw
z


uxهايرابطه 1

u v


2 vyو 2
u v



2 yرا داريم و چون 2 x 

1
  لذا با جايگذاري داريم: ،2

                                     v u v u u v u v u v
u v u v u v (u v )

 
          

   

2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 22 2

  

  .كندشود كه از مبدأ عبور مياي تبديل ميبه دايره ،كندبا توجه به نكات فوق چون خط از مبدأ عبور نميالبته  كند.اي است كه از مبدأ عبور ميدايره معادله فوق
 

 تصوير ناحيه: 31مثالy 
1
4 به وسيله تبديلw

z


  كدام ناحيه است؟ 1

2 

-2 

u

v

  
)1(  

 

2

u

v

  
)2(  

 

-2 
u

v

  
)3(  

 

-2 
u

v

  
)4(  

  : 3«گزينه پاسخ «  vy u v v u (v )
u v

  
            


2 2 2 2

2 2
1 1 4 2 44 4  

yچون خط ،با توجه به نكات فوق  1
yو چون كندكه از مبدأ عبور ميشود اي ميدايره تصوير آن ،كنداز مبدأ عبور نمي 4  1

ناحيـه مزبـور خـارج     پـس  4

)اي به مركزدايره , ) 2  باشد. از طرفي چونمي 2و شعاعvy
u v

 
2 yو 2  پس ،باشدميv .  جواب است.3(لذا گزينه (  

 

 تصوير ناحيه :41مثالx C yو  1 C wبه صفحه zاز صفحه 2 u iv   (نگاشت) تحت تبديلw
z


  ؟نيست ت زير كرانداريك از حالا، در كدام1

1 (C 1  ،C 2   2 (C 1 ،C 2   3 (C 1 ،C 2   4 (C 1 ،C 2   

 :ناحيه مورد نظر به صورت زير خواهد بود:»  2«گزينه  پاسخ  

i                             كنيم:تبديل (نگاشت) مورد نظر را به صورت مقابل بازنويسي مي
iw e

z rre
 


  

1 1 1  

rاين نگاشت در ،همان طور كه مشخص است   رود. بنابراين مطابق شكل نهايت ميبي كراندار نيست و به سمت
r)گيرده مبدأ را در براگر منطقه هاشور زده نقط )   آنگاه تبديل كراندار نخواهد بود. براي اين منظور بايد

C1  وC2  .باشد  

 

1C

2C

y

x

  
 

 ناحيه: 51مثال    تحت تبديلiw
z

  كدام است؟  
  ) ربع چهارم4  ) ربع دوم و سوم3  ) ربع دوم2  ) ربع سوم1

  : توسط نگاشت»  1«گزينه پاسخw z1 ناحيه     به ناحيه 
   wدانيم توسط نگاشـت  تبديل خواهد شد و مي 2

w
2

1

 ربـع اول  ،1

wشود و در نهايت توسط نگاشتبر روي ربع چهارم نگاشته مي iw 3   دوران خواهد كرد. 9شكل به اندازه 2
  
  
  
  
  
iwدر نگاشت zبه جاي عددي را درست كارها، تصور كنيدترتيب  راي تشخيصب

z
   قرار داده باشيد. ابتـداz   سـپس شـود محاسـبه مـي ،

z
بـه   1

  شود.ضرب مي iآيد و در پايان جواب دردست مي
 

w iw3 2
w

w



2 1

1
w z1 3u

3v2v

2u1u

1vy

x
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكان شريف رتبه مدرس

 اينقش ناحيه زاويه: 16مثال
   4 با تبديلiw

z
    عبارتست از: 2

1 (
   2  2 (

   
3
2  3 ( 

   2  4 (
   

3 22  

  : ناحيه»  2«گزينه پاسخ 
   wتحت نگاشت 4 z 2

به ناحيه 1 
  1 wشود و نگاشتتبديل مي 2

z
2 2

 ماين ناحيه را به ربـع چهـار   1

wنگارد و در نهايتمي iw 3 دهد. پس ناحيهدوران مي 9ناحيه را 2
   

3
  جواب است. 2

 

 تبديل يافته ناحيه: 17مثالD {(x,y) | x , y } 
    1 2 4 zwتحت نگاشت 2 e كدام است؟  

  
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  

  : 1«گزينه پاسخ «    
xr e x e r e y
y

                 
  

1 21 2 4 2 4   و2

  
 نگاشت: 18مثالzf (z) eناحيه ،D {(x,y) : x , y }      نگارد؟را بر روي كداميك از نواحي زير مي  

1 ({(u, v) | u v , u }  2 2 1  2 ({(u, v) | u v , v }  2 2 1  
3 ({(u, v) | u v , u }  2 2 1  4 ({(u, v) | u v , v }  2 2 1  
  : خط»  2«گزينه پاسخx  اي به شعاعبر روي دايرهr e 1 شود، لذا ناحيهنگاشته ميx    داخل دايرهr 1 شودنگاشته مي.   

yاز طرفي چون     جواب است. بالاييدايره لذا نيم  

  
 اگر منحني  :19مثالC1 يداراي معادلهz t icosht  و منحنيC2 ياي معادلهدارz sinht i(t )   zwباشد و تحت نگاشـت  1 e  ايـن دو ،

w)يقطهدر ن C2و C1تبديل شوند، زاويه بين دو منحني C2و C1به دو منحني منحني )A 1كدام است؟ ،  

1 (
4  2 (

 4  3 (3
2  4(    

  : اولاً نگاشت»  1«گزينه پاسخzw e در نقطهz  1 ي بين دو منحنيهمديس است و بنابراين زاويهC1 وC2   ي بـين دو منحنـي   برابـر زاويـه
C1 وC2 .است  ze z i    1  

zبا قرار دادن i ي دو منحنيدر معادلهC1 وC2 ،t  هاياما ضريب زاويه منحني شود.حاصل ميC1 وC2 شود:به شكل زير حساب مي  
t

t

x cosh tx sinh t dyC :
y t y dx cosh t

  
       

2
1

1 tو         1

t

x t x ydy sinh tC : sinh t
y cosh t y sinh t dx x

   
         

1
1

1  

دانيماز طرفي مي
t te esinh t


 و 2

t te ecosh t


 tبا قرار دادن .2  هايدر روابط فوق شيب منحنيC1 وC2 ود:شبه راحتي حساب مي  

dy e em sinh( )
tdx

m m
tg | | | |

m m ( )dym
tdx cosh( ) e e

 

 

 





 

 
   

           
 

     

1
1 2

1 2
2

2 1 11 1 1 41 1 1

2

  

  

vv

u

v

u

v

u u
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 تصوير مجموعه نقاط: 02مثالy   وx  Ln(zتوسط شاخه اصلي تابع 1 )   خواهد بود؟ wكدام ناحيه از صفحه 1
  
  
  

  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  
  : 2«گزينه پاسخ  «  w Ln(z ) Ln[(x ) iy] Lnr i u iv Lnr i u Lnr , v                1 1  

yr (x ) y , Arctg
x

    


2 21 1  

xبا توجه به تغييرات 1 وy تغييرات ،r بين صفر تا خواهد بود( r )    از طرفي چونy    لذاyArctg
x 1   بين صـفر تـا

تغييـر   2

كند، يعنيمي 
     باشد.مي 2

ru Lnr Lnr u

v





           


      2
  

  
  

 گاههر: 12مثالz x iy  وw u iv آنگاه تحت نگاشت ،w sin z خطx 
   هاي زير تبديل خواهد شد؟ به كداميك از منحني 4

1 (u v 2 2 1
2  2  (u v 2 2 1

4  3 (u v 2 2 1
2  4 (u v 2 2 1

4  

  : داريم: مطلب گفته شدهبه راحتي با توجه به   »3«گزينه پاسخ  u v u v u v
sin ( ) cos ( )

       
 

2 2
2 2 2 2

2 2
11 2 2 1 2

4 4

  

uي سمت راست هذلوليِتر شاخهالبته جواب كامل v 2 2 1
  است. 2

  

 تنگاش  :22مثالzw sin( )
a


 axخط، نيم2  yو 2   كند؟را به كدام ناحيه تبديل مي  

1 (u v 2 2 1
u) 2  در ربع اول مختصات 2 v 2 2 1

  در ربع اول و چهارم مختصات 2

3 (u v 2 2 1
u) 4  در ربع اول مختصات 2 v 2 2 1

  در ربع اول و چهارم مختصات 2

   :فرض كنيم»  3«گزينه پاسخzw
a


1 axخطباشد. روي نيم 2  yو 2   :داريم  aw ( iy) i y u iv
a a
  

     1 1 12 2 4 2  

uروي خط w1پس 
1 vيدر ناحيه 4 y

a


 1 2  .قرار دارد  

wتحت نگاشت sin w2 u، خط عمودي1 
1   گردد:مي مقابلتبديل به هذلولي  4

u v

sin(u iv ) sin u cosh v i cos u sinh v  1 1 1 1 1 1   

  
u sin u cosh v cosh v

u v ( cosh v ) ( sinh v ) u v
v cos u sinh v sinh v


        

  

1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1

1 1 1

2
2 2 12

2 2 22
2

  

w Ln(z ) 1

v

1

y

ux

2


u

v v v v

u

uu
2


2


2


2
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a
2

x

y

4
 1u

1v

1
zw

2a



 2 1w sin w

2
2

2u

2v

  
uشويم كه از هذلوليِمتوجه مي vو uبا دقت كردن به علامتتوضيح تكميلي:  v 2 2 1

  بدست خواهد آمد. ،فقط آن بخش كه در ربع اول قرار دارد 2

yدر واقع چون شرط   را داريم وv y
a


1 v، لذا2 1 است. پسcosh v 1  وsinh v 1 به همين دليل .u وv  ِهر دو مثبت هستند و ربع اول

vآيد. دقت كنيد كه چونذلولي بدست ميه 1  است داريمv ve e1 به همين دليل 1
v ve e


1 1

2  شود.مي  
  

 نگاشت: 32مثالw cosz  نوارناحيه نيم{y , x }
   2 ياز صفحهz ياي از صفحهرا به چه ناحيهw كند؟تبديل مي  

  ربع اول) 1
  ربع دوم) 2
yنوارنيم) 3  yو 1    
xنوارنيم) 4   1 وy    

 

x

y


2


  
  : توانيممي  »1«گزينه پاسخw cos z  را به صورتw sin(z )    بنويسيم و لذا داريم: 2

x

y


2


1w z
2


 


2
انتقال به چپ 

1u

1v

2


1w sin w u

v

  
  

 تصوير نيم نوار  :42مثالy 
  2 وx   تحت نگاشتw cosh(z) كدام است؟  

Imي) نيم صفحه3  چهارم) ربع 2  ) ربع اول1 w    4ي) نيم صفحهRe w    
 :از آنجا كه رفتار»  2«گزينه   پاسخsin z ي اين نگاشت را بارابطه ،شناسيمرا روي اين نوع از نيم نوارها ميsin z كنيم:تعيين مي  

w cosh z cos iz sin(iz )    2  

سپس انتقال .را در جهت مثلثاتي خواهد داشت درجه 9؛ نيم نوار داده شده دورانيzدر iبا ضرب
 xاين نيم نوار را بـه نـيم نـوار    2 

  2،y  
  ارد.نگمي wياز صفحه ت سينوس؛ اين ناحيه را به ربع چهارمدر نهايت نگاش كند.تبديل مي

y

x iz

2




y

x
2



iz

2





y

x
2


w sin(iz )
2


 


v

u
1

 

  

]خطدر آخرين تصوير؛ پاره چين نشان داده شده است، جزء ناحيه نيستند.خطوطي كه با خطتوضيح:  , ] 
 خـط بـه پـاره   wها است توسـط xكه روي محور 2

[ , ]1 ناحيه است. وتبديل شده است. به همين علت اين قسمت جز 
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 تابع: 25مثالw cosh z Rezقلمرو 2   وIm z   را به روي چه قلمرويي در صفحهw نگارد؟مي  
1 (Re(w)    2 (Im(w)    3 (Re(w)    4 (Im(w)    

  : 2«گزينه پاسخ  «  
z z

z
z

e ew cosh z ( ) e
e


   

12 2 2  

zwبا فرض e1 دانيم اين نگاشت ناحيهميRe z  وIm z    نگارد.دايره نشان داده شده در شكل ميرا به بيرون نيم  
 v1 

u1 1-1
x 

i 

y 

zw e1
w w

w
 


2 11

1

2u

2v

  

wتوجه كنيد كه w
w

 1
1

Imيعني ناحيه بالاييناحيه ايجاد شده به نيم صفحه  ،با توجه به تعريف اين نگاشت .باشديك نگاشت ژوكوفسكي مي 1 w  شودنگاشته مي.  
 

 يناحيه  :26مثال| z | 1 w، تحت نگاشت2 z
z

 
  شود؟به كدام ناحيه تبديل مي 1

  هاغير از خط واصل آن 2يهافقط درون بيضي به كانون) 2  هاآنغير از خط واصل  2هايدرون و روي بيضي به كانون) 1
 هابا خط واصل آن 2هايفقط درون بيضي به كانون) 4  هابا خط واصل آن 2هايدرون و روي بيضي به كانون) 3
  : اگر ،متن درس درنكات گفته شده  به با توجه  »2«گزينه پاسخr 1، در اين صورتv  وu  2 rاگر . حال2    معادله زير را داريم: 2

u v u v

( ) ( )
    

 

2 2 2 2

2 2
1 11 1 25 92 22 2 4 4

  

uي كلي بيضي به فرممعادله v
a b

 
2 2

2 2 aدر اين مسئله .باشدمي 1 2 25
bو 4 2 9

    شود:هاي آن مطابق رابطه زير حساب ميو كانوناست  4

c a b           2 2 25 9 16 4 24 4 4  
|لذا تصوير z | |اما دقت كنيد علامت تساوي در ناحيه باشد.مي 2هايبه كانون ايبيضي 2 z | 1 r)وجـود نـدارد   2 , r ) 2 و پـس روي بيضـي    1

  جزء ناحيه نيست. خط واصل دو كانون
 

 دايره  :27مثالa b| z | 
 a، تحت نگاشت2 bw z

z


 
2 2

    شود؟، به كدام شكل تبديل مي4

aدايره با شعاع )1 b2 a)) دايره با شعاع3  ) بيضي2  2 b )2 21
  ) بخشي از هذلولي4  2

 :براي بدست آوردن»  2«گزينه  پاسخwبهتر است ،z  دهيم، يعنيدر مختصات قطبي نمايش راiz re .  

a bri
i

(a b ) u (r (a b ))cos u a cos u vrw re
v b sinre a bv (r (a b ))sin

r







                     


2 2 2 2
2 2

2
2 22 2

1
44 11
4

  

  است. bو  aهاي ي تبديل يافته، بيضي با شعاعپس ناحيه
  

  

 نگاشت  :28مثالz iw
z i






2
  نگارد؟، ربع اول را به كدام ناحيه مي2

  دايره پاييني دايره واحد درون نيم) 2  دايره بالايي دايره واحد  ن نيمدرو) 1
    بيرون دايره واحد) 4  درون دايره واحد) 3
  : هاي مقابل است:نگاشت فوق تركيبي از نگاشت  »3«گزينه پاسخ  w i

w z , w
w i


 


2 1

1
1

   

Argzابتدا ربع اول (يعني ناحيه 
  wتحت نگاشت) 2 z 2

Argwبه ناحيه 1   1 بايد تصوير ايـن ناحيـه تحـت نگاشـت     سپسشود، تبديل ميw 
zيشود. با توجه به اين كه نقطهحساب  i  وقاني (يعنيي فصفحهبالاي محور حقيقي قرار دارد، لذا نيمArgz   شود.) به درون دايره واحد نگاشته مي  

 



  

68 

نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكان شريف رتبه مدرس

 تبديل دو خطي كه نيمه بالايي صفحه :29مثالz را به درون دايره يكه در صفحهw  چنان بنگارد كـهz i  بـهw    و نقطـهz    بـهw  1 

  تبديل شود، كدام گزينه است؟

1 (i zw ( )
i z





2  2 (
i i zw e ( )

i z







22  3 (i zw
i z





  4 (i i zw e ( )
i z

 



  

 : دانيم نگاشت فوق به صورتمي  »3«گزينه  پاسخi z z
w e ( )

z z




 



  باشد، اما با توجه به شرط صورت سؤال داريم:مي 

i i z
z i w e ( ) i z

i z





   
      


  

i i iz
z w e ( ) e e

z




   
              

 
1 1 1 1 1  

zدقت كنيد چون نقطه داده شده   اخل پرانتز را برابر يك قرار داديم.باشد، لذا نسبت كسر دمي  

ieو zپس دو قسمت مجهول يعني  :مشخص شد و نگاشت فوق به صورت مقابل خواهد بود  z i i zw ( )( )
z i i z
 

  
 

1  
 

  نگارد، كدام است؟را به داخل دايره واحد مي نگاشتي كه ناحيه نشان داده شده  :30مثال  

1 (z iw
z i






4

4
2                     2 (z iw

z i





4

4  

3 (z iw
z i






4

4
2                     4 (z iw

z i





4

4  

  : توان با يك تبديل خطي به آن رسـيد. ابتـدا بـا تبـديل    يي درون دايره واحد است، لذا نميي نهاكه ناحيهبا توجه به اين  »4«گزينه پاسخw z 4
1 

wي بالايي نگاشته و سپس با تبديلناحيه فوق را به نيم صفحه i
w

w i





1
1

  شود:ي فوقاني به داخل دايره واحد نگاشته مي، نيم صفحه

  
  

  

  
  

 

 ناحيه دوم صفحه مختلط  :31مثالz شود؟با كدام تبديل به درون دايره واحد نگاشته مي  

1 (
i zw e

z







2
2

2
1
1

  2 (
i z iw e

z i







2
2

2  3 (
i z iw e

z i







2
2

2  4 (
i zw e

z







2
2

2
1
1

  

 هـا ابتـدا تحـت نگاشـت    با توجه به گزينـه   »2«گزينه اسخ : پw z 2
Argzيربـع دوم (يعنـي ناحيـه    1

  2  بـه ناحيـه (Argw   1 2   

Im(wيو يا به عبارت ديگر به ناحيه ) 1 كه گفتيم، براي اين كه ناحيهشود. با توجه به مطالبي تبديل ميIm(w ) 1       بـه درون دايـره واحـد نگاشـته
Im(zشود، بايد  )   ها بايدو با توجه به گزينهz i    .باشد  

 

x

y

4


o x

y

4


4
1w z 1u

1v

1

2

w i
w

w i





u

v
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 اي با زاويهي ناحيهتبديل يافته :32مثال در ربع اول از صفحهz كه در شكل زير نمايش داده شده است، تحت نگاشت
( )

( )

i zw

i z












  ؟كدام است 

  دايره يكه فوقانينيم و روي ) درون1
  دايره يكه تحتاني) درون نيم2
  ) بيرون دايره يكه3
  ) درون و روي دايره يكه4

O
x

y  



  
 :كنيمفرض »  4«گزينه   پاسخw z


1 وi w

w
i w





1
2

1
  را در فرم قطبي بنويسيم، خواهيم داشت: w1باشند. اگر نگاشت 

  
iiz re w r e

 
    1  

را به توان w1،rنگاشت بنابراين


را در رساند ومي 


rآن اي را داريـم كـه در  ، ناحيـه zيكند. در صـفحه ضرب مي     و       .اسـت

  خواهيم داشت: w1يِبنابراين در صفحه
     


 وr     

Imيصفحهاكنون نيم w 1 را در اختيار داريم. حالا نگاشتi w w i
w

i w w i
 

  
 

1 1
2

1 1
نگـارد.  را به مبـدأ مـي   iياشت موبيوس است كه نقطهيك نگ 

iتوان به شكلرا مي w2در واقع w i
w e

w i
 




1
2

1
Imيصفحهنوشت كه فرم استاندارد موبيوس است. اين نگاشت نيم  w 1  ي هرا به درون و روي دايـر

  نگارد. واحد مي

1w z



1
2

1

i w
w

i w



1u

2v1v

2u
O

x

y  



   

 ناحيه  :33مثالD در صفحهzهاي زير به ربع اول صفحه، تحت كدام يك از نگاشتw شود؟تبديل مي  

1 (
i (z ) ie

(z ) i


 

 

4
2

2
2
2

                         2 (
i (z )e

(z )


  

 

4
2

4
2 1
2 1

  

3 (
i (z ) ie

(z ) i


 

 

4
2

2
2
2

                        4 (
i (z )e

(z )


  

 

4
2

4
2 1
2 1

  

  : دانيم نگاشتي مانندطور كه ميهمان  »4«گزينه پاسخi z iw e ( )
z i

 



zو به عبارت ديگر  iw ( )

z i


 


ي بـالايي را بـه داخـل دايـره     صفحه ، نيم
  ي بالايي بنگارد.رسد در اين تست بايد روش معكوس را طي كنيم، يعني دنبال نگاشتي باشيم كه دايره واحد را به نيم صفحهنگارد، به نظر ميواحد مي

z i w zw ( ) wz iw z i z(w ) i(w ) z i( ) w i( )
z i w z
  

                 
  

1 11 1 1 1
t¼§ • ¶  

بـراي ايـن كـه ببينـيم ايـن       صحبت كرده است،» ربع اول«. اما صورت سؤال در مورد شودمي بالاييي بديل به نيم صفحهپس تحت اين نگاشت دايره يكه ت
zتوانيم يك نقطه ماننددايره پاييني را، مينگارد يا نيمدايره بالايي را به ربع اول صفحه مينگاشت نيم i كنيم:خاب دايره بالايي انترا از نيم  

i (i )(i ) i i iw i( ) i[ ] i( ) ( i) i
i i
    

             
 

2 2
2

1 1 1 1 2 1 1 2 11 2 21
  

براي اين كار ابتدا  تبديل كنيم: (بالايي) صورت مسئله را به يك نيم دايره اول بايد شود. لذادايره بالايي بر روي ربع اول نگاشته ميپس هر نقطه بر روي نيم
wبا نگاشت z 1 wكنيم و سپس بايواحد به سمت چپ منتقل م 2ناحيه را  2 w 4

2   كنيم.، ناحيه را به نيم دايره بالايي تبديل مي1

1w z 2 x

y

2 3 1u

1v

4
 4

2 1w w 2u

2v

u

v

11
w4



1  
z)پس نگاشت به شكل )w i[ ]

(z )
 

 
 

4

4
2 1
2 1

چونو  
i

e i



 2  به صورتلذا نگاشت

i (z )w e [ ]
(z )


  


 

4
2

4
2 1
2 1

  باشد.مي 
  

x

y

D

2 3
4
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكان شريف رتبه مدرس

 تبديل خطي كسري كه به ترتيب :34مثالi، وi را روي،  كدام است؟ ،نگاردمي -1و  

1 (z iw
z


 2  2 (z iw
z



2  3 (z iw

z


 2  4 (z iw
z



2  

  : دقت شود اگر»  4«گزينه پاسخz i ها قرار دهيم بايدرا در گزينهw  1 رد) اين شرايط را دا4ه فقط گزينه (حاصل شود ك.  

  
 نگاشتي كه نقاط  :35مثالz 1،z 2 zو 1  3 را به ترتيب به نقاطw  1 1،w i 2 وw 3 |هنگارد، دايـر مي 1 z | را بـه كـدام    1

    نگارد؟ناحيه مي
  ) قسمت مثبت محور موهومي4  ) تمام محور موهومي 3  ) قسمت منفي محور موهومي2  تمام محور حقيقي )1

 :ي بيان شده در بالا، تبديلابتدا با استفاده از رابطه»  3«گزينه  پاسخw f (z)آوريم:را بدست مي  
w w w w z z z z

( )( ) ( )( )
w w w w z z z z
   


   

1 2 3 1 2 3
3 2 1 3 2 1

  

w  با جايگذاري مقادير مورد نظر داريم: i z
w i z
    

  
    

1 1 1
1 1 1




  

در سمت راست دقت كنيد كه؛
z





1 است (در واقع منظور، 1
z

z
Lim

z z




3

3
3

1   است.)  1

i  در سمت چپ نيز داريم: i i i i
i i i
   

      
   

1 1 1 2
1 1 1 2  

wzنتيجه خواهيم داشت:در  i
w


 


1
|. حال اگر1 z |1 :باشد داريم    

w| i | | w | | w | (u ) v (u ) v u u u
w


                


2 2 2 21 1 1 1 1 1 2 21   

uخط wيدر صفحه   .همان محور موهومي است 
 

 تابـع :36مثالwH(u, v) Im[Ln( )]
w


 
 
2 11 u، در صـفحه1 vي بالاي محوردر ناحـيهu  همساز است. اگر ،w f(z)  نگاشتي خطي ـ كسري

wيكه سه نقطه باشد  1 1، w 2  وw 3 zيعني zرا به ترتيب به سه نقطه نظير آن در صفحه 1 3 1،z i 2 وz  1 ي گاه معادلهآن بنگارد، 1
H(u, v) يدر صفحهx y به كدام صورت است؟  

1 ([arg( z) arg( z)]  

2 1 1  2 ([arg( z) arg( z)]  


1 1 1  3 ([arg( z) arg( z)]  


2 1 1  4 ([arg( z) arg( z)]  


1 1 1  

  :نويسيم:ي نگاشت خطي ـ كسري گفته شده را ميابتدا ضابطه»  1«گزينه  پاسخ  

  (z z )(z z ) (w w )(w w ) z i w w z i( )( ) ( )( ) ( )( )
(z z )(z z ) (w w )(w w ) z i w w z i
           

    
           

1 2 3 1 2 3
3 2 1 3 2 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1




  

z)  با جايگذاري عبارت فوق در رابطه داده شده، خواهيم داشت: ) ( i) z i.H(u, v) Im[Ln ] Im[Ln( ) Ln( )]
(z ) ( i) z i
   

    
     
2 1 1 2 1 11 11 1 1 1  

توجه به رابطه با
ii i e

i




 


21
z  خواهيم داشت: 1 zH(u, v) Im[Ln( ) i ] Im[Ln ]

z z
  

    
   
2 1 2 11 21 2 1  

zIm[Lnبديهي است كه ]
z



1
zبرابر آرگومان عدد مختلط 1

z



1
,zH(u  باشد و لذا داريم:مي1 v) arg( ) [arg(z ) arg(z )]

z


      
  
2 1 22 2 1 11  

arg(zبا توجه به رابطه ) arg( z)   1 ,H(u  خواهيم داشت: 1 v) [arg(z ) arg( z)] [arg( z) arg( z)]         
 
2 22 1 1 1 1  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

u 

v  

2D  

1  

x  

y  

 
2  i  

1D  

 تصوير قرص بسته :37مثال| z | 2 wتحت نگاشت 1 ( i)z i  1   ام است؟كد 2

i2اي به مركزدايره) 1 i2اي به مركزدايره) 2  2و شعاع 4   2و شعاع 2
i2اي به مركزدايره) 3 i2اي به مركزدايره) 4  2و شعاع  4   2و شعاع  2
 : نگاشت ي كه در موردبه دست آوردن ناحيه موردنظر توسط نگاشت فوق به صورت هندسي با توجه به مطالب  »1«گزينه  پاسخw az b    ،گفتـيم

  تر است:ممكن است، اما به لحاظ جبري به دست آوردن ناحيه راحت

  w ( i)z i z (w i)
i

     

11 2 21  

| w i |  2 4 2| z | | (w i) | | w i i | | i |
i

            

12 1 2 2 1 2 2 2 11  

i2اي به مركزي دايرهكه معادله   باشد.مي 2و شعاع 4
 

 

 تصوير ناحيه : 38مثال{z :| z | , Im(z) }  1 1  تحت تبديلzw
z


   كداميك از نواحي زير است؟ 2

  ) ربع چهارم4  ) ربع سوم3  ) ربع دوم2  ) ربع اول 1
  : 3«گزينه پاسخ«  

  |z |z w w ww zw w z z(w ) w z z | | | w | | w |
z w w w

   
                  

   
1 12 1 12 1 2 1 1 1 12 1 1 1  

uگردد نقاطي مدنظر هستند كه فاصله آنها تا نقطهبا توجه به نامساوي فوق ملاحظه مي  1كوچكتر از فاصله اين نقاط تا نقطهu 1   و يـا   ومدباشد، پـس ربـع

w  از طرفي داريم: .تواند جواب باشدمي سوم w(w )Im(z) Im( ) Im[ ] Im[| w | w] Im(w)
w | w |

    
         

 
2

2
2 1

1 1
  

  جواب است. ،و لذا ناحيه سوم
 

 نقش ناحيه محصور بين دواير :39مثال| z | 1 |و 1 z i |  wتوسط نگاشت 1
z


  كدام است؟ 1

1 (u 
1
vو 2 

1
2   2 (u 

1
vو 2   1

2   3 (u 
1
vو 2   1

2  4 (u 
1
vو 2   1

2   

  : 2«گزينه پاسخ«  

               iw w w iz i | | | | | w | | w | | w i | | w |
w w w
  

         
1 1 1 1 1» ww و  « z z

z w w


     
1 1 11  

| w | | w | 1  نقاطي كه فاصله آنها تا نقطهيعنيu 1 ر از فاصله آنها تا نقطهكمتu  باشد، كه واضح است بايدu 
1
باشـد و بـه همـين ترتيـب از      2

| نامساوي w i | | w |  نامساويv   1
  شود.نتيجه مي 2

 

 كه حوزهتبديلي  :40مثالD1 را بر روي حوزهD2 نگارد، كدام است؟ مي  
1 (zw e  
2  (w z

z
 

1  

3 (iw
i z



  4  

4 (zw e 2  
  : ديلابتـدا تحت تب»  4«گزينه پاسخw z1 wwو سـپس با تبديـل Dبه ناحيه D1ناحيه 2 e   شود.تبديل مي D2به ناحيه Dناحيه 12

 

i

D2 
ww e

12
D

1v

1u

2v

2u
i

2


y

x1D 1w 2z
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكان شريف رتبه مدرس

 تبديلي كه قطاع :41مثال
   3 واحد در صفحه  ياز دايرهz  بالايي صفحه را به روي نيمهw نگارد كدام است؟مي  

1 (zw ( )
z


 



3 2
3

1
1

  2 (zw ( )
z






3 3
3

1
1

  3 (zw ( )
z






3 3
3

1
1

  4 (zw ( )
z


 



3 2
3

1
1

  

  : بـه وسيلـه تبديـلابتدا اين قطـاع »  4«گزينه پاسخw z 3
wتوسـط تبـديل  سـپس  شـود و  دايره نگاشته ميبـه روي نيـم 1

w i
w


 


1

2
1

1
ايـن   1

wناحيه به روي ربع اول و در نهايت توسط تبديل (w ) 2
3   شود.نگاشته مي wصفحه بالايي صفحهناحيه به نيم 2

  
 نگاشتي كه ناحيه  :42مثالy | x | نگارد، كدام است؟را به داخل دايره يكه مي  

1 (zw
i( z )



 

2

2
1

2 1
  2 (zw

i( z )





2

2
1
1

  3 (zw
i( z )





2

2
1
1

  4 (zw
i( z )





2

2
1

2 1
  

 :ها ابتدا اثر نگاشتبا توجه به گزينه»  2«گزينه  پاسخw z 2
  كنيم:را بررسي مي 1

 

x

y

2
1w z

1v

1u

  

توانيم ابتدا با دورانصفحه چپ به دايره واحد نگاشت شود. ميحالا طبق يك نگاشت خطي ـ كسري بايد نيم 
i

w e w iw


 22 1 يناحيه را به انـدازه  1
2 

Imيصفحهدوران دهيم تا نيم w 1 ي واحد تصوير كنـد.  به درون دايرهي پاييني را صفحهكنيم كه نيمبدست آيد. سپس از نگاشت موبيوس استفاده مي

iتواند به شكلاين نگاشت مي w z
w e

w z




 



2

3
2

Imباشد كه  z  است. با انتخابz i   :خواهيم داشت  

i i i iw i iw i w zw e e e e
w i iw i w z

      
   

   

2
2 1 1

3 22 1 1

1 1
1 1

  

ieتوان آن را طوري انتخاب كرد كه:مي با توجه به دلخواه بودنِ i
i

  

شود. به ازاي 1

  داريم: 2
i

e i


2 :بنابراينz zw i
z i( z )
 

 
 

2 2
3 2 2

1 1
1 1

  

  
 ي بستهنگاشتي كه ناحيه  :43مثال{z x iy : x , y }       را به روي نيم قرص واحد| w |

v Im w


  

1


  بنگارد، كدام است. 

1 (zw e  2 (zw e  3 (zw e 2  4 (zw e 2  
 :يي تعريف شده در صفحهناحيه»  1«گزينه  پاسخz.مطابق شكل مقابل است ،  
  ي واحد نگاشت:توان نوار نيمه متناهي را به دايرهمي zeدانيم كه تحت تبديلمي

x
z x iy x iy r ew e e e e

y
      

 
  

 يم:كنها را جداگانه بررسي ميخط تشكيل شده است، آنخط و دو نيمي داده شده از يك پارهمرز ناحيه

  r
: x , y

 
    


 


  ABخطنيم 1

  r
: x , y

 
      

1
 خطنيمDC  

  r
: x , y


         

1
 


  ADخطپاره

  

A

DC

B

 z

x

y

D ABC

v

u



  

73  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 نگاشتي كه ناحيه  :44مثال{w | Re(w) , Im(w) }     يدر صفحهw را به ناحيهIm(z)   يدر صفحهz نگارد، كدام است؟مي  
1 (z cosh w  2 (z sinh w  3 (z cos w  4 (z sin w  
 :1«گزينه  پاسخ  «  

 w
y

xu

v
z

  
  

coshبا توجه به ضابطه w بر حسبu وv و همچنين نوشتنz x iy                        :داريمx cosh u.cos v , y sinh u.sin v   
vدر ناحيه داده شده  است وu  بنابراين .sin v  cosو 1 v  1 sinhو 1 u   وcosh u  1ي . به اين ترتيب در صفحه

z :خواهيم داشتx    وy  در نتيجه نگاشت .z cosh w يصفحه نوار داده شده را به نيمIm(z)   كند.تصوير مي  
ها را به ها هستند و لازم است آنهاي معروف زير، موضوع برخي از تستتوسط نگاشت ولتصوير نوارهاي قائم و افقي به عرض يا طتر: توضيح كامل

  ايم.نشان داده wو برد را با zها دامنه را باخاطر داشته باشيد. در اين نگاشت
y

x

2



2


w sin z

v

u

y

x


w cos z sin(z )
2


  


v

u

y

x

i
2




i
2


w sinh z

v

u

y

x
0

i

w cosh z

v

u

0

 

  
wتوانيد فقططور كه قبلاً گفتيم، ميدر واقع همان sin z را به خاطر بسپاريد و سپسcos z را به صورتsin(z ) sinhبررسي كنيد. 2 z وcosh z 

  دهند.لثاتي را براي نوارهاي افقي ارائه ميهمان رفتار توابع مث

  

 از صفحه ايناحيه :45مثالz كه تصويرش تحت تبديلw z uو محـدود بـه خطـوط     wاي مستطيلي در صـفحه حوزه 2  1،u  2،v  vو 1  2 
  باشد، كدام است؟مي

1 (x y
xy

  


 

2 22
1

  2 (x y
xy

   



2 21 2
1

  3( 
x y

xy

   


 


2 21 2
1 12

  4 (x y
xy

   




2 2 1
2

  

  : 3«گزينه پاسخ«   

             u x yw z x y i xy u iv
v xy

         


2 22 2 2 2
2

  

uخواهيممي wياكنون در صفحه 1 vو 2 1   داريم: zيباشد. پس در صفحه 2
x yx y

xy xy

        
     

2 22 2 1 21 2
11 2 2 12
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكان شريف رتبه مدرس

 دهد. كدام است؟تبديلي كه نگاشت نشان داده شده در شكل زير را انجام مي :46مثال  

1( kw Arcsin z


2  

2 (kw Arctgz


4  

3( kw Arcsin z 


2  

4( kw Arctgz 


4  
  : شوارتز، براي اين سؤال داريم: با توجه به نگاشت كريستوفل ـ»  1«گزينه پاسخ  , x , x

      1 2 1 21 12  
  شود:نتيجه مي ي نگاشت،گذاري مقادير فوق در رابطهبا جاي

dzf (z) A (z ) (z ) dz B A (z ) (z ) dz B A (z ) dz B A B A(arcsin z) B
z

 

    
               


   

1 1 12 2
22 2 2

2
1 1 1 1 1

1
  

zاست كه واضحبا توجه به متقارن بودن شكل   بايد بهw  ،نتيجه داريم: در نگاشته شود  f ( ) A[arcsin( )] B B           
xواضح است نقطه همچنين  1 يبه نقطهk :تبديل شده، پسf ( ) k  1 :و داريم  f ( ) A[arcsin( )] A( )    1 1 2  

)Aبنابراين ) k
  2 و لذاkA 


kf  تبديل موردنظر عبارت است از:پس  .2 (z) arcsin z


2  

  
 نگاشت  :47مثالdzw

( z )




 3

2 41
Im، ناحيه z   نگارد؟را به كدام ناحيه مي  

  الساقينمتساويالزاويه ) مثلث قائم2  الاضلاع) مثلث متساوي1
 ) مستطيل4  ) مربع3

 :نگاشت داده شده را به اين صورت بنويسيم: توانيمي مخرج ميبا تجزيه  »2«گزينه   پاسخ  dzw ( z) ( z) dz

( z) ( z)

 
   

 
 

3 3
4 4

3 3
4 4

1 1
1 1

  

z)كه به فرم استاندارد نگاشت كريستوفل ـ شوارتز برسيم، لازم است عوامل زير انتگرال به صورتبراي آن x ) (z x )
 

 
  

1 2
1   در آيند. 2

w  گيريم.در پرانتز اول فاكتور مي 1بنابراين از ( ) (z ) (z ) dz
  

   
3 3 3
4 4 41 1 1  

cاين يك نگاشت كريستوفل ـ شوارتز است كه عدد ثابت  ( )


 
3
نخواهد كرد. هم در آن ضرب شده است. با ضرب يك عدد ثابت، نوعِ چند ضلعي تغيير  41

xبنابراين اين ضريب ثابت تأثيري بر جواب ما ندارد. اين نگاشت نقاط 1 xو 1  2 wرا بـه نقـاط   1 f ( )1 wو 1 f ( ) 2   نگـارد. بنـابراين يـك    مـي  1
باشد. اين بستگي به  wينهايت باشد يا يك نقطه از صفحهدو تا از رئوس آن هستند. رأس ديگر ممكن است در بي w2و w1كند كهچند ضلعي ايجاد مي
ز طرفي داريم:دارد. ا w2و w1زواياي داخلي در نقاط 

     
 
2 13 3

4 به عبارتي«4
   1 2

3
  است. 4

1 و2 زواياي خارجي مربوط به آن چند ضلعي در نقاطw1 وw2 اياي داخلي برابرند با:هستند. بنابراين زو         1 2
3
4 4  

  
  
  
  
  
  
  

كهآيد. با توجه به آنبدست مي 2و 1بنابراين تنها رأس باقي مانده از امتداد اضلاع زواياي    1 2 درجـه خواهـد بـود و     9ي سوماست، زاويه 4
ايم، سپس بـا امتـداد اضـلاع بـه رأس سـوم      و زواياي خارجي را نشان داده w2و w1شود. در شكل بالا ابتداالساقين ايجاد ميالزاويه متساوييك مثلث قائم

  ايم. رسيده
 مشخص شود. w2و w1نيازي نيست محل دقيق براي پاسخ دادن به سؤالتوجه: 

 

11

A DCB

Im z

Rez

w f(z)

kk

CB

Im w

Rew

A D

w

2x 1  1x 1

y

x

v

u2w1w
1 2 21

3w
v

u2w1w
21
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 نقاط ثابت نگاشت :48مثالizw
z i





2 1

  كدام است؟  2
1 (1  2  (i  3  1و (i  4 (i  1و-  

  : با توجه به توضيحات فوق داريم:  »3«گزينه پاسخ  iz z z iz iz z z i
z i


          


2 22 1 2 2 1 12  

 

 ي دايرهتبديل يافته: 49مثالz cost i sint  ،( t )  2 تحت نگاشتzw
z

 كدام است؟  

)و مركز 2دايره به شعاع ) 1 , ) 1  2 (1دايره به شعاع
  و مركز مبدأ 2

)به شعاع يك و مركز دايره ) 4  دايره به شعاع يك و مركز مبدأ) 3 , ) 1  
  : يِكنيم. براي دايرهلط استفاده مياز نمايش قطبي اعداد مخت  »3«گزينه پاسخz cos t i sin t  داريمitz eبا جايگذاري در .w :داريم  

it
i t

it
z ew e
z e

   2  

iدانيم منحنيمي tw e |)دهد. نشان مي wيي واحد را در صفحهدايره 2 w | )1.  

  
 نوار نيمه متناهي  :50مثال{y , | x | }  2تحت نگاشت ،w sinz   شود؟به كدام ناحيه نگاشته مي 4

  )Berkeley(با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه 
uقسمتي از ربع اول كه بالاي خط) 1 v .قسمتي از ربع اول كه زير خط) 2  قرار داردu v .قرار دارد  
vقسمتي از ربع اول كه بالاي خط) 3 u 1 .قسمتي از  ربع اول كه زير خط) 4  قرار داردv u 1 .قرار دارد  
 :ابتدا تأثير نگاشت»  2«گزينه  پاسخsin(z) و سپسsin z4 هايي در ربع اول و دوم است.ي داده شده داراي بخشكنيم. ناحيهرا بررسي مي  

xدر اين ناحيه 
 2 yو 2   .است  

2


2




1w sin(z)
42 1w w



 

4


2v

2u

1v

1ux

y

  
sinهاي حقيقي و موهوميبخش z :چنين هستند  u Re(sin z) sin x cosh y v Im(sin z) cos x sinh y     

sinي داده شده داريمدر ناحيه x  1 cosو 1 x  coshو 1 y  1 وsinh y  پس خواهيم داشت .u    وv  .  
wپس نگاشت sin z1 ي بالاييناحيه داده شده را به نيم صفحهv    كنـد. در ايـن ناحيـه   تصوير مـي    وr       اسـت. اكنـون نگاشـت

w w 42 ياين ناحيه را به ناحيه 1
   4 وr   درست است.2ي (تصوير خواهد كرد. بنابراين گزينه (  

 

 تصوير ناحيه  :51مثالIm z Ln2 izwتحت نگاشت 2 e sinz كدام است؟  

)اي به مركزدرون دايره) 1 , )1
1و شعاع 2

)اي به مركزدرون دايره) 2  2 , )1
1و شعاع 2

4  

)اي به مركزدرون دايره) 3 , ) 1
1و شعاع 2

)اي به مركزدرون دايره) 4  2 , ) 1
1و شعاع 2

4  

  : كنيم:ابتدا نگاشت داده شده را به شكل مقابل باز نويسي مي  »4«گزينه پاسخ  
iz iz iz

iz e e ew e ( ) w
i i i


   

2 1
2 2 2     

Imيوجه به نگاشت فوق كه در واقع تركيبي از چند نگاشت اسـت، ابتـدا ناحيـه   با ت z Ln
1 izw،  بـه صـورت زيـر تحـت نگاشـت     22 e 2

ي بـه ناحيـه   1

| w |1
1
iz  شود:تبديل مي 2 i(x iy) y ix yw e e e .e | w | e      2 2 2 2 2

1 1  
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكان شريف رتبه مدرس

Imچون ناحيه داده شده به صورت z Ln
1 yو يا 22 Ln

1   باشد، بنابراين داريم:مي 22
Ln Ln| w | e | w | e | w |

      
12 2 221 1 1

1
2  

|ياز طرفي تصوير ناحيه w |1
1
wتحت نگاشت 2 w

i
2 1

1
|  به صورت مقابل است: 2 w | | iw | | w |   1 2 2

1 12 2 4  
i |w |

i i iw w w w w w | w | | w | | w i |
i i

 
             

2
1 1
2 2 42 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2 2 4  

)اي به شعاعكه معادله دايره , ) 1
1و شعاع 2

  است. 4

ها مورد بررسـي قـرار   كنند را در نگاشتهايي كه تغيير ميباشند، فقط اندازهچون تمام تصويرهاي نهايي دايره مي» هاگزينه«در اين تست با توجه به تذكر: 
  نظر كرديم. (دايره را هر چقدر بچرخانيم باز هم دايره است!)كردند، صرفها ايجاد ميهايي كه نگاشتو از دوران و چرخشداديم 

 

 ديسك  :52مثال| z | zw، تحت نگاشت1 ( )
z





21

  )Stanfordتغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه  (با كمي  شود؟به كدام ناحيه تبديل مي 1
vصفحه بالايي به جز نيم خط) نيم1  ،u    2تمام صفحه به جز نيم خط (v  ،u    
v) نيم صفحه پاييني به جز نيم خط3  ،u    4تمام صفحه به جز نيم خط (v  ،u   

 :توانيم با معكوس كردن كسر، علامت منفي را از توان حذف كنيم:مي » 2«گزينه   پاسخ  zw ( )
z





21

1  

zwو موهوميهاي حقيقي ابتدا بخش
z




1
1
)  كنيم.را مشخص مي 1 x) iy ( x) iy ( x y ) iyw

( x) iy ( x) iy ( x) y
      

  
     

2 2
1 2 2

1 1 1 2
1 1 1

  

  
x y x y rRe(w ) Re w

( x) y x y x r r cos
y y r sinIm(w ) Im w

( x) y x y x r r cos

     
   

        
           

2 2 2 2 2
1 12 2 2 2 2

1 12 2 2 2 2

1 1 1
1 2 1 2 1

2 2 2
1 2 1 2 1

ÂL‰¤ RH ~ Th¶

ÂL‰¤ RH ~ Th¶
  

|حالا توجه كنيد كه در ديسك z |1 :داريمr 1 وsin   1 cosو 1   1 rدر مخرج كسرهاي فـوق عبـارت  . 1 r cos 2 2 را داريـم.   1
cosاست. rاي درجه دو بر حسباين عبارت يك چند جمله   24 4  دهـد. بـه ازاي  اي، تغيير علامـت نمـي  است. بنابراين، اين چند جملهr   

r  است، پس همواره نامنفي خواهد بود: 1مقدارش r cos  2 2 1  
rهمچنين در صورت كسرها  21 1 وr sin   2 2 Reاست. به اين ترتيب، 2 w  1 وIm w   1    اشـت  خواهـد بـود. پـس نگ

zw
z




1
1
|يناحيه 1 z |1 يصفحهرا به نيمRe w 1 يدر صفحهw1 نگارد.مي  

wبايــد ببينــيم نگاشــت w 2
argداريــم w1يكنــد. در صــفحهاي تبــديل مــيايــن نــيم صــفحه را بــه چــه ناحيــه 1 w 

  12 |و 2 w |  1 .

wنگاشت w 2
  داريم: wيرساند. بنابراين در صفحهمي 2ها را به توان كند و اندازهآرگومان را دو برابر مي 1

arg w arg w

| w | | w |

    


   

1
2

1

2


  

داريم wيبه عبارتي در صفحه    نيم .خط   خط داريمبخشي از تصوير نيست. روي اين نيمv   وu  .  
  

        
  
  

        
  

arg w     Re w  1  
Im w   1  

( | z | )1  

u) خطبه جز نيم wيي صفحهبينيم كه همهمي , v )   .بدست آمده است 

  

y

x
1 1

 zيصفحه

1v

1u

 w1يصفحه

v

u
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

تحت تبديل  :53مثالzw iArctg
z





1
  شود؟تصوير مي wبه كدام ناحيه در صفحه  zدرون و روي دايره واحد از صفحه 1

1 (k Im w k
    2  2 (k Im w k     2 2 2  

3 (2 (k Im w k    2 2  4 (k Im w k 
    2  

  كنيم تحت نگاشتابتدا بررسي مي  »4«گزينه : پاسخzw
z




1
1
|، ناحيه1 z |1 شود:به كدام ناحيه تبديل مي  

zw w w z z z(w ) w
z


        

1 1 1 1 1
1 1 1 11    

|z|w w
z | | | w | | w | ( u ) v ( u ) v

w w
 

             
 

1 2 2 2 21 1
1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1 11 1  

u 1 u u u u u         2 2
1 1 1 1 11 2 1 2 4  

iدانيممياز فصل اول كتاب  ست تبديل شد. از طرفينيم صفحه سمت را پس ناحيه به i zArctgz Ln
i z



2 و بنابراين نگاشتw iArctgw به صورت  1

i  شود:ساده مي مقابل w
w Ln( )

i w


  


1
1

1
2

i wiw i( )Ln( )
i w





1
12  

uدانيم تصويراما مي 1 تحت نگاشتi w
w

i w





1
2

1
v، نيم صفحه پاييني صفحه يعني 2 ي قسـمت موهـومي داريـم    باشد (در واقـع بـا محاسـبه   مي

u
v

u ( v )



 

1
2 2 2

1 1

2
1

w) و حالا بايد ببينيم اين ناحيه تحت نگاشت Lnw3     شود:ل ميبه كدام ناحيه تبدي 2
w iuw Lnw w e u iv e (cos v isin v )      3 33 2 2 2 2 3 3  

u

u

u v eu

u e cos v

v e sin v e sin v sin v k v k   

  
            

3

33 3 3

2 3

2 3 3 3 32 2 2
  

wبا توجه به نگاشت w4 3
1
k  ، ناحيه به صورت مقابل خواهد شد:2 v k k Im w k 

          4 42 2  
w) را انتخاب كنيد؛ چون1اما مواظب باشيد علامت منفي را فراموش نكنيد و به اشتباه گزينه ( w  همراه خواهـد   ي فوق با دوراني به اندازهو ناحيه 4

  باشد:بود، بنابراين تصوير نهايي به صورت زير مي
k Im w k 
     2  

 

 اگر :54مثالD {z : Rez } 
   2 zwنگاشت2 tan   نگارد؟ناحيه مي را به كدام Dنوار بيكران  2

1({w :| w | }1  2({w :| w | }1  3({w : Re w } 
  2 2  4 ({w : Re w }  1 1  

 : 1«گزينه  پاسخ«    
iz

iz
ew i( )
e


 



1
1

z zi i iz

z z izi i

z e e ew tg
i(e )

i(e e )





 
   




2 2

2 2

1
2 1

  

zwنگاشت tg w  هاي مقابل در نظر گرفت:توان تركيبي از نگاشترا مي2 iw  3        ،w
w

w





2
3

2

1
1    ،    ww e 12        ،w iz1  

wوسط نگاشتطور كه در شكل مشخص است، ابتدا تهمان iz1ي مزبور، ناحيه9 چرخد و بعد از آن با نگاشتميww e ناحيه به وجود آمده به  12
  شود:هاي اول و چهارم به شكل زير تبديل ميربع

x e r e r

y

           
    
       
 2 2 2 2

  

wسپس با نگاشت
w

w





2
3

2

1
(همانطور كه در متن درس اشاره شد، ربع اول و چهارم، يعني ناحيه 1 

   2 كند) ناحيـه  را به دايره واحد تبديل مي 2
wشود و در نهايت توسط نگاشتبه دايره واحد نگاشته مي iw    چرخد.دايره فقط مي 3

  
        

  
  
  

y

x
  
2

  
2

-

  
2

i

  
2

-i
1-1 1-1

v

u

i

-i

1w iz
1w

2w e

2

2
3

w 1
w

w 1



 3w iw
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكان شريف رتبه مدرس

 تحت نگاشت ،ساحت شكل حاصل از تبديل دايره يكهم  :55مثالzf (z) z 
2

  )ardwHar(از سؤالات پايان ترم دانشگاه چقدر است؟ wدر صفحه ،2

1 (  2 (3
2  3 (2  4 (3

4  

 :فرض كنيم»  2«گزينه  پاسخD يدايرهx y 2 2   . تصوير آن باشد Dو 1
D

| f (z) | dydx    Dيمساحت ناحيه 2

|يبا محاسبه f (z) | |  دهيم:ادامه مي 2 f (z) | | z | | x iy | (x ) y x y x            2 2 2 2 2 2 21 1 1 2 1  
داريم: Dياكنون در مختصات قطبي براي ناحيه   2 و r 1در نتيجه مقدار .S آيد:در دستگاه قطبي چنين بدست مي  

D
r r rS (x y x )dydx (r r cos )rdrd ( cos ) d

 
              

4 3 22 1 22 2 2 122 1 2 1 4 3 2   
  

S ( cos )d [ sin ] ( )
  

           
2 21 2 1 3 2 3 324 3 2 4 3 4 2  

  

 يمساحت تصوير ناحيه  :56مثالD {x iy x Ln ; y } 
      2 4 4تحت نگاشت ،zf (z) e   كدام است؟ 4

1 (( ) 82 1  2 (


82 1
2  3 (( ) 72 1  4 (( )


72 1
2  

 :نگاشت»  1«گزينه   پاسخazf (z) e يدر ناحيهD ي تغييريك است كه بازهبهبه شرطي يكay اي با طول كمتر ازبازه2.باشد  

zfبراي مثال نگاشت (z) e yي در ناحيه 2  زيرا در ايـن ناحيـه   ؛يك استبهيكy  2 2     ياسـت. امـا ايـن نگاشـت در ناحيـهy 
 

3
2 

yزيرا در اين صورت داريم ؛يك نيستبهيك  2 3 و طول اين بازه بيشتر از2است.  

yداريم Dيدر اين سؤال چون در ناحيه 
  4 yبنابراين 4   4ياست. بازه[ , )   به طـول2  تـوانيم از انتگـرال دوگانـه    مـي  ، لـذا اسـت

  استفاده كنيم.

fابتدا روش اول: (z) z  كنيم:را حساب مي 2 xJ f (z) e e  
22 4 84 16  

y واضح هستند: Dي در ناحيه yو  xهاي كران 
  4 4 ،x Ln  2مساحت  ، بنابراينD  تصوير)D:برابر است با (  

Ln Lnx x x Ln
D e dy dx e dx e ( )






         
2 28 8 8 84

4

216 16 2 12  
¾ÃeIº SeIv¶  

  كنيم.از روش عادي هم مساحت را حساب مي ،آيدبراي نشان دادن اينكه جواب يكسان بدست ميروش دوم: 
zfكنيم. در نگاشت ت مستقيم محاسبه ميآوريم و مساحت آن را به صوررا بدست مي Dييعني ناحيه (z) e   داريم: 4

x
x iy r ew f (z) e e

y

    
 

44 4
4

  

xداريم  Dيدر ناحيه Ln  2  وy 
  4 rمختصات قطبي و آن هم در wي، بنابراين در صفحه4 1 و 16     .است  

rي بين دو دايره Dيپس ناحيه 1  وr 16 .قرار دارد  

 y

x

4


4




4zw e

v

u161

DD

Ln2


  
  

)  برابر است با: Dپس مساحت  ) ( )     2 816 1 2   Dمساحت ناحيه 16اي با شعاعمساحت دايره اي با شعاع يكمساحت دايره1
  



  

79  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 نگاشت  :57مثالzw e يناحيه 3 D x iy | x , y         يرا به ناحيهD يدر صفحهw كند. مساحتتصوير ميD ؟كدام است  

1(3
2  2(  3(2  4(

5
2  

 :2«گزينه   پاسخ  «  
argدر اينجا :روش نادرست w y   3 3 است، پس طول اين بازه بيشتر از2  است و نبايد انتگرال دوگانه بگيريم. يعني اگر از راه انتگرال برويم به

  :رسيمپاسخ غلط زير مي
  

D
| f (z) | dxdy    Dمساحت ناحيه2

z x| f (z) | | e | e  2 3 2 63 9  
x x xD e dydx e dx e



 

        
  6 6 69 9 39 9 6 6 2

 



SeIv¶  

  با حل هندسي مسأله خواهيم ديد كه اين پاسخ غلط است.
D:  zراه حل هندسي و بدست آوردن ناحيهصحيح: روش  x i y xw e e e y r e     3 3 3 33 »  

D،xيدر ناحيه    وy   .يپس در ناحيه استD :داريم  
r     3 1 »  

y

x w f (z)

v

u
1

 

D


D

  
zيواحد است به جز نقطه سكدي Dبنابراين   و مساحت آن .خواهد بود  

  

 نگاشت  :58مثالf (x iy) x iy  2   اي با كدام مساحت تصوير خواهد كرد؟را به ناحيه Dيناحيه 2
1 (1  

2(1
3  

3(1
2  

4 (2  

y

x



 
z 1 i 

D

  
 :يتوجه كنيد كه چون در ناحيه»  3«گزينه   پاسخD،x   وy    ياست. اگر در ناحيهاست، اين نگاشت يك به يكD، x ياy  تغيير علامت

fتوابعي يك به يك نبودند؛ يعني y2و x2داد ديگرمي (z)  زيرايك به يك نبود)x2 با( x) )با y2و همچنين 2 y) كـه  بـا توجـه بـه آن   برابر اسـت).   2
fبه صورت fينوشتن ضابطه (z) ن تنها راه است:رمول ژاكوبياستفاده از ف ،مشكل است    

D

u x x
J xy D xy dydx

yv y

      



2

2
2 4 42




¾ÃeIº SeIv¶  

yبين خطوط Dيناحيه   وy x يدر محدودهx 1  ،بنابراين خواهيم داشت:قرار دارد  

  xx xD xydydx xy dx x dx        
41 1 12 3 1 14 2 2 2 2    

¾ÃeIº SeIv¶  
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكان شريف رتبه مدرس

 نگاشت  :59مثالw f (z) براي آن و يتحليلf (z)   يتوسط اين نگاشت بـه صـفحه   zيو مركز مبدأ در صفحه 2اي به شعاع اگر دايرهاست.  2
w يآنگاه مساحت شكل حاصل در صفحه ،دنگاشته شوw چند برابر ؟است  

1 (4  2 (8  3 (16  4 (12  
 :اگر»  3«گزينه   پاسخf (z)   عدد ثابت باشد، آنگاه داريم: 2

  
D D

D | f (z) | dy dx | f (z) | dy dx | f (z) | (D )       2 2 2¾ÃeIº SeIv¶ ¾ÃeIº SeIv¶  

fاز ضرب كردن Dدر واقع مساحت ناحيه (z) D)  آيد:بدست مي Dدر مساحت ناحيه 2 ) ( )      2 22 4 2 16¾ÃeIº SeIv¶مساحت ناحيهD  
  

 نگاشت  :60مثالw z z 2 yهايخطنيم 2  ،C : x 1 xو 1  1،C : y x 2 ي كنـد. زاويـه  تصوير مـي  2و 1هايرا به ترتيب به منحني 1
  ها كدام است؟در محل برخورد آن 2و 1بين

1 (
4  2 (

2  3 (3
4  4 (  

 :كنيم:سؤال را به دو روش حل مي  »2«گزينه   پاسخ  
fي فوق، توجه كنيد كه نگاشتاز نكتهبا استفاده روش اول:  (z) z z 2 در  C2و C1پذير است. محل برخـورد جا مشتقاست و همه اييك چند جمله 2
x y 1 يها در نقطهاست. پس آنz 1 كنند. در اين نقطه داريم:خورد ميبر  

  f (z) z f ( )
f (z) f ( )
    
   




2 2 1
2 1  

ي زاويـه  zيبرابر خواهد كرد. و چون در صـفحه  2را  C2و C1يي اول صفر است، بنابراين اين نگاشت زاويهغير صفر و مشتق مرتبه 2چون مشتق مرتبه 
C2،و C1بين دو خط

يزاويه 2و1است، پس 4
  با هم دارند. (به شكل دقت كنيد.) 2

  كنيم:را مشخص مي wهاي حقيقي و موهومياز طريق نگاشت: بخش 2و 1يافتنروش دوم: 
w (x iy) (x iy) (x y x) i( xy y)        2 2 22 2 2 2   

uبنابراين x y x  2 2 vو 2 xy y 2 xداريم C1خطاست. روي نيم 2 1 وy  :بنابراين داريم .  

  u y:
v y y

      
   

2
1

1 1
2 2

  

vخط افقيِنيم 1پس   است با شرطu  1روي .C2 :داريمy x 1 وx 1:بنابراين داريم .  

  u x (x ) x
:

v x(x ) (x ) (x )

       
       

2 2
2 2

1 2 1
2 1 2 1 2 1

  

uخطنيم 2پس  1 است با شرطv  .  
  
  
  
  
1 و2 ها با همي آنبر هم عمودند و زاويه

  است. 2
  

  
  

1
x

y

2C
1C

4


1
u

v

2

12w z 2z 
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 تبديل  : 61مثالif (z)
z

 دايرهz  1   )78مكانيك ـ سراسري مهندسي (      كند؟را به كدام شكل تبديل مي 1
f) خط موازي محور موهومي در صفحه1 (z)  2خط موازي محور حقيقي در صفحه (f (z)  
i) دايره به مركز3

1و شعاع 2
i) دايره به مركز4  2

1و شعاع 2
2  

 :روش تستي و بدون حـل پاسـخ داده    به» ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«در قسمت  اين سؤالبه   » 2«گزينه   پاسخ
|                           شود:شده است. اما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه مي z | (x ) y x y x         2 2 2 21 1 1 1 2   

wبا فرض u iv
z

  
uxبا استفاده از روابطو  1

u v


2 vyو 2
u v

 
2   به صورت زير خواهد شد:رابطه فوق  2

u v u u u
(u v ) (u v ) u v

       
  

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 11 2 2 

  
wو با تبديل iw2 ناحيه به اندازه 1

  دوران خواهد كرد: 2
  

                            
  
  

  

 

 نگاشت  : 62مثالzw e حيه ناD z | Re(z) , Im(z)      
 2  78مواد ـ سراسري مهندسي (           كند؟    را به كدام ناحيه تصوير مي(  

  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  
 :به روش تستي و بدون حـل پاسـخ داده   » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«سؤال در قسمت به اين  » 1«گزينه    پاسخ

  شود:ت. اما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه ميشده اس

                           
xRe(z) x

z Re(z) i Im(z)
| w | e e | w |

w e e
Arg(w) Im(z) Arg(w)

 


        
   



1

2




  

 

 نگاشت  : 63مثالz iw
iz






2
2 1

y، ربع اول صفحة  )z  و(x    ناحيه از صفحةرا به كدامw 79كامپيوترـ سراسريمهندسي (        كند؟تبديل مي(  
  ) خارج دايره يكه2  ) نيم دايره بالايي از دايرة يكه1
  ) داخل دايره يكه4  يكه هدايرو خارج از نيمu) بالاي محور3
 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«در قسمت ه اين سؤال ب  »2«گزينه   پاسخ

  شود:شده است. اما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه مي

  در مخرج كسر خواهيم داشت: iاز با فاكتورگيري
iz i z i z iw i( ) e

i z i z i z i


  

   
  

2 2 2
2

2 2 2
1  

wهاياشت موردنظر از تركيب نگاشتبنابراين نگ z 2
و 1

i w i
w e

w i


 




12
1

بـا دو برابـر كـردنِ آرگومـان، ربـع اول       z2ساخته شده است. ابتدا نگاشـت  
ي كه يك نگاشت موبيوس است نيم صفحه بالايي را به خارج از دايره wگاه نگاشتكند. آنتصوير مي w1يي بالايي در صفحهرا به نيم صفحه zيصفحه

  واحد مي نگارد.
  
  
  
  

دقت كنيد كه
i w ( i)

w e
w ( i)


  


 

12
1

)Imدانيماست و همه مي  i)   باشد!مي 

v  

u  
1  -1  

v  

u 
1  -1  

v 

u 1 

v  

u 1  

1 
2  

1
2  

1  2  x  

y  

2
iw
z




1
1w
z




1v

1u

2v

2u

y

x
2

1w z

1v

1u

i
12
1

w i
w e

w i


 




v

u
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 صوير ناحيهت  : 64مثالarg z 
  4 توسط تابعw iz   )79مواد ـ سراسري مهندسي (            :                     2

) ناحيه بين 4  ) ربع سوم مختصات3  ) ربع دوم مختصات2  ) ربع اول مختصات1
3و  4

4  

 :2«گزينه   پاسخ  «        w zarg(z) arg(w ) 
    

2
1 14 2   

wدر نهايت iw2 ناحيه را به اندازه 1
 arg(wدهد لذادوران مي 2 )

  22  

 

 نگاشت   : 65مثالT(z) sinz  خط ،x c كه ، به طوريc 
  2 نگارد؟هاي زير مي، را در صفحه به كداميك از منحني    

  )79(مهندسي مواد ـ سراسري 
  ) بيضي4  ) دايره3  ) هذلولي2  ) خط1

 :با معادلهبا توجه به توضيحات متن درس ناحيه مزبور يك هذلولي  » 2«گزينه   پاسخu v
sin c cos c

 
2 2

2 2 هـاي  البته تنها يكي از شاخه خواهد بود. 1

  آيد.هذلولي به دست مي
 

 خم   : 66مثالC1  با معادلهiz e   ،   2  در صفحهxy  به خمC2  در صفحهuv  توسط تبديلw z
z

 
كدام  C2شود. خم نگاشته مي 1

  )80مواد ـ سراسري مهندسي (  است؟
  ) بيضي2  ) دايره1
u) قطعه خط 3  1 u) قطعه خط u  4بر محور افقي  1  2   uبر محور افقي  2

 :4«گزينه   پاسخ«        i i i
iw e e e cos u iv

e
   


       

1 2    
cosv , u cos cos        1 12 2 2 2  

 

 نقاط ثابت در تبديل   : 67مثالzf (z)
z





1
4   )80سري مواد ـ سرامهندسي (            اند؟                    چگونه 1

  xy) يك نقطه در صفحه 2  ) دو نقطة متمايز روي محور موهومي 1
  ) فاقد نقطه ثابت4  ) يك نقطه روي محور حقيقي و يك نقطه روي محور موهومي3

 :1«گزينه    پاسخ«                             zz z z z z z z i
z


             


2 2 21 1 14 1 4 14 1 4 2  
  

 نگاشت  : 68مثالw Ln z ناحيةRe(z)   از صفحةz را به كدام ناحيه در صفحةw 81كامپيوترـ سراسري مهندسي (   كند؟تبديل مي(  

1(Im(w)    2(Im(w)    3(Im(w)    4(Im(w) 
  2 2  

 :4«گزينه   پاسخ«    i iz re Ln z Ln (re ) Lnr i u iv w           

Reچون  z    در نتيجه 
   2 Im  بنابراين داريم:  2 w , Im w   

         2 2 2 2  

 

 است تصوير خط مطلوب  : 69مثالRe(z)  fتحت نگاشت 1 (z) z   )81ـ آزاد » كليه گرايشها«مكانيك مهندسي (    . 2

1 (u y , v y   22 1  2 (u y , v y   22 1  3 (u y , v y  21 2  4 (u y , v y  21 2  

 :4«گزينه    پاسخ«       x Re(z)w z (x iy) x y i( xy) w y i y u iv u y , v y                12 2 2 2 2 22 1 2 1 2  
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v  

u 

v 

u 

v 

u 

v 

u  

v  

u  

 ناحيه هاشور زده شده در صفحة: 70مثالz ؛( Im(z) )  2 نگاشت با
z

w e


   شود؟تبديل مي wبه كدام ناحيه از صفحة مختلط 2
  )82كامپيوتر ـ سراسري  مهندسي(    

1( Im(w)    
2 (Im(w)    
3 (Re(w)    
4 (Re(w)    

  

 :تحت نگاشت » 2«گزينه   پاسخw z1 Im(wبه ناحيه هاشورزده 2 )  1دانيم اين ناحيه تحـت نگاشـت  شود و ميتبديل ميww e  بـه 12
Im(w)   شود.تبديل مي  

 

 نگاشت : 71مثالw z
1
ناحيه  3    82مكانيك ـ سراسري مهندسي (   نگارد؟         وي كدام ناحيه ميرا ر(  

  
  
  

  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  

 تحت نگاشت  »3«گزينه  :  پاسخz
1
ناحيه 3    به

   3 .تبديل خواهد شد  
 

 نگاشت  : 27مثالw ( i)z 1 82ـ سراسري هوا فضا مهندسي (     كدام ويژگي را دارد؟(  

كند و شكل رابرابر مي 2) ابعاد را 1
 كند و شكل رابرابر مي 2) ابعاد را2  دهد.دوران مي 4

   دهد.وران ميد 4

كند و شكل رابرابر مي 2) ابعاد را3
 كند و شكل رابرابر مي 2) ابعاد را 4  دهد.دوران مي 4

   دهد.دوران مي 4

 :چون » 3«گزينه    پاسخ
i

i .e


  41 و زاويه شدهبرابر 2پس اندازه 2
   كند.دوران مي 4

 

 نگاشت ناحيه زير تحت تابع: 73مثالf (z) z   )82اي ـ سراسري هستهمهندسي (      كدام است؟                  4
  
  
  

  

  
)1(  )2(  )3(  )4(    

 :ناحيه  »3«گزينه   پاسخ 
   2 به z4تحت نگاشت 2     2   تبديل خواهد شد. 2

 

 توان ناحيه با كدام تبديل مي  : 74مثالD {(x,y);y }   ي از صفحهz 83برق ـ سراسري مهندسي (          ن دايره يكه به مركز مبدأ تصوير كرد؟را به درو(  

1 (i z iw e
z i

 




2

2  2 (i z iw e
z i

 



  3 (i z iw e

z i
 




2

2  4 (i z iw e
z i

 



  

 :به روش تستي و بدون حـل پاسـخ داده   » ها)دست و خودكار (روش رد گزينه ها بدون دخالتحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه    پاسخ
  شود:شده است. اما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه مي

iنگاشت z z
f (z) e

z z




 



Imطور كه در متن درس آمده است، نگاشت موبيوس نام دارد. اگرهمان  z  يصفحهنيم ؛باشدIm z   ي صـفحه را به درون و نيم

Im z  كند. اما اگري واحد تصوير ميرا به بيرون دايرهIm z   يصفحهباشد، نيمIm z  را به درون وIm z  نگاردواحد ميي را به بيرون دايره.  
yيصفحهنيم Dدر اين تست، Im z   است. بنابراين بايدz   را طوري انتخاب كنـيم كـهIm z    باشـد. بـه ازايz i    بدسـت  4ي (گزينـه (

i  خواهد آمد: iz ( i) z if (z) e e
z iz ( i)

   
 

 
  

Im(z) 

2 

2 
x 

Re(z) 

v 

u 

 
3  

v  

u

v  

u  

v 

u 
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v

u45 
45 

u 

v

2 1    
u 

v y 

x 

2

1 1 
4  1 

2  

v

u 
1
4

1
2



v v u v u (v )
v u vy

vu v (u v ) v u (v )
u v

                        
 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

1 11 2 4
1 12 2 4 16





  نوار هاشورخورده نشان داده شده در صفحه : 75مثالz x iy  تحت نگاشتzw (tan ) 2
w به كداميك از نـواحي زيـر در صـفحه    2 u iv  

  )83كامپيوتر ـ آزاد مهندسي (            گردد؟تبديل مي
  
  
  
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(    
 :ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه   پاسخ    

  
iz iz

iz

iz iz iz
z e e ew (tg ) ( ) ( )

i(e )
i(e e )





 
  




2 22 2 2

2 2

1
2 1

  

w w
w iz w e w w iw w (w )

w w


           
 

1 22
1 2 3 4 3 4

2 2

1 211 1  

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
 تصوير ناحيه هاشور خوردة زير تحت تبديل  : 76مثالw

z


  )83مكانيك ـ سراسري مهندسي (       ل است؟مطابق با كدام شك 1
  

    
  

          
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(    
  
 

 2«گزينه   :پاسخ«  
  

  
  ) صحيح است.2ها واضح است كه گزينه (با توجه به معادله دايره

  

v  y  

u 
-1  

i

v 

u 
1 

i

i1 -1 

v 

u

i

u  1  -1  

v  

i

x  
 
2  

0  
(1) (3) 

(2) 

3w
 4w

i

1 1
w

1

i

i

3u

3v

4u

4v

u

v
2


i
2


1w

y

x

1v

1u

2v

2u2w
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v  

u 

v 

u 

v  

u 

v  

u  

 مبدل ناحيه  : 77مثالx   وy   با تبديلzw e       كدام است؟      )MBA  83ـ سراسري(  
  

  
  

  

)1(  )2(  )3(  )4(  
 :1«گزينه    پاسخ«    

  z x iy xw e e .e r e , y       
x xx e e e e r

y

           


       

1 1  
 

  

  باشد.) جواب تست مياي به شعاع يكدايرهدايره فوقاني (نيمبا توجه به دو معادله به دست آمده نيم

  
 دايرهمبدل نقاط داخل نيم  : 78مثالx

y

wبا تبديل  
z


  )83(مهندسي هوا فضا ـ سراسري          كدام ناحيه است؟ 1

  
  
  
  

  

)1(  )2(  )3(  )4(  
 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«ل در قسمت به اين سؤا  »3«گزينه    پاسخ

  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. اما با وجود اين
a)ي داده شده به مركزفرض كنيم نيم دايره , ) و شعاعa .دايره هم جـزء آن رسـم شـده    گر چه در شكل داده شده، مرز نيما باشد

ــيم       ــل ن ــاط داخ ــه نق ــده ك ــد ش ــؤال تأكي ــتن س ــا در م ــت، ام ــريم. اس ــر بگي ــره را در نظ ــس  داي ــهپ ــورت معادل ــه ص  ي آن ب
(x a) y a  2 2 2،y        اســت. بــا بــاز كــردن اتحــاد داريــمx y ax  2 2 2     كــه در دســتگاه قطبــي بــه شــكل 

r ar cos  2 2 يا معادل آن ،r a cos  2 شود. البتهبيان مي
   2.نگاشت استw

z


 در فرم قطبي به صـورت 1

i
iw e

rre
 


 

1 wخواهيم داشت: wيكند. بنابراين در صفحهرا قرينه ميرا وارونه و rشود، يعنينوشته مي 1 (cos i sin )
r

  
1   

uپس: cos , v sin
r r

    
1 1  

از محدوديتr a cos  2  :خواهيم داشت
a cos r

  


1 1
2   

sinvبنابراين داريم: , u
a cos a


      


1

2 2  

vبه عبارتي tan
a

  
1

ي. در بازه2 
   tanداريم 2   بنابراين ،v    .خواهد بود  

wلتبدييك راه اين است كه بگوييم: توجه: 
z


  ) صحيح است. 3پس فقط گزينه ( برد.مي چهارمنقاط ربع اول را به ربع  1

  

v  

u 

v 

u 

v  

u 

v  

u  

2aa

y

x

r 2acos
   
  



 wيصفحه

1
2a

v

u
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 نگاشت  : 79مثالw ( i)cos z  1نيم نوار ،( x ,y )  1  از صفحةz ي در صفحةارا به چه ناحيهw 84برق ـ سراسري مهندسي (       كند؟مي تبديل(  
1 (u v    2 (u v    3 (u v    4 (u v    
 :ــخ ــه    پاسـ ــت»  1«گزينـ wنگاشـ z 1   ــه ــه را بـ ناحيـ

xصورت   وy    كند و نگاشتتبديل ميw w 
 2 1 2 

yناحيه را به صورت    وx 
  2      كند.تبديل مي 2

  
  
  
  
  

sinدانيمميو  w2 نيم نوارx 
  2 yو 2  كند و در نهايترا به نيم صفحه فوقاني تبديل مي

i
w ( i)w e w




   
3 43 اين ناحيه را بـه انـدازه   31

3 4 

vده زير خطي بدست آمدرجه در جهت عكس مثلثاتي. ناحيه 135يعني  دهد.دوران مي u است يعنيv u به عبارتيu v  .  
  

 تصوير دايره  : 80مثال(x ) (y )   2 21 1 wتحت نگاشت 2 u iv
z

  
  )84مكانيك ـ سراسري دسي مهن(                 كدام است؟ 1

1 (v u 
1
2  2 (u v  

1
2   3 ((u ) (v )   2 2 11 1 2  4 ((u ) (v )   2 2 11 1 2  

 :بـدون حـل پاسـخ داده     به روش تستي و» ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه   پاسخ
  شود:شده است. اما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه مي

  u v u v(x ) (y ) x y x y
(u v ) (u v ) u v u v

             
   

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 21 1 2 2 2    

u v (v u) v u u v u v
(u v ) u v u v

   
            

  

2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 12 2 1 2     

  

 تبديل  : 81مثالz zw T(z) k
z z


 
 1



zو kمفروض است كه در آن    اند وثابت| z | , | k | 1 1داخل دايره به مركز  . اين تبديل  و به

                   )84مواد ـ سراسري مهندسي (                                                                                               كند) بر: نگارد (تصوير ميرا مي zشعاع واحد در صفحه

|و به شعاع 1) درون دايره به مركز w  2صفحه در صفحه مختلط) يك نيم1 z |  

و به شعاع ) درون دايره به مركز3
| z |

1


  wو به شعاع واحد در صفحه مختلط ) درون دايرة به مركزw  4در صفحه مختلط 

 :نگاشت  »4«گزينه   پاسخi z z
w e

zz
 


1



|يـك عـدد مخـتلط دلخـواه بـا شـرط      zيك عدد حقيقي دلخـواه و  كه در آن  z |1  باشـد،  مـي

|ناحيه z |1 را به ناحيه| w |1 نگارد. از آنجا كهميi| e | 1 باشد، لذا نگاشتميz z
T(z) k

zz



1



همان عملكرد گفته شده را دارد و از اين رو گزينه  

  صحيح است. 4
  

 تصوير دايرة  : 82مثال(R ) | z | R 1 تحت نگاشتw z
z

 
  )84د ـ سراسري موامهندسي (            عبارتست از:                     1

  ) خط مستقيم4  ) يك بيضي3  ) هذلولي2  ) دايره1
 :باشد و چوننگاشت موردنظر يك تبديل ژوكوفسكي مي  »3«گزينه   پاسخR    باشد.تصوير دايره موردنظر يك بيضي مي 1

  

1 

2 1w w
2


 


 y

x

2




1w z

2v1v

1u 2u

2




3 2w sinw u

v 3v

3u 3w (1 i)w 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 كدام نگاشت موبيوس نقاط  : 83مثال, , 1   و 1را به ترتيب به نقاطi1
  )84ـ سراسري هوا فضا مهندسي (     نگارد.مي و 2

1 (i
z i

  2 (i
z i



  3 (iz
iz





2 11  4 (iz
iz i





2 1  

 :3و  2«گزينه    پاسخ«     i i( i) if (z) f ( )
z i i
   

   
  2

1 11 21
  

) بـا  3) و (2هـاي ( توان تست را حل كرد. اما گزينهالبته از فرمول داده شده در متن درس نيز مي كه اين تبديل را انجام خواهد داد. درست است) 2گزينه (

iz)2گزينه (  هم برابرند. زيرا داريم: iz iz i i
iz iz iz iz i z i
     

       
     

2 2 1 1 111 1 1   )3گزينه ( 1
  

 نگاشت  : 84مثالizw e Aنوار 3 {z x iy ; | x | }      )84نفت ـ سراسري مهندسي (   كند؟              هاي زير تبديل ميرا به كدام يك از ناحيه 6
  w) نيمه سمت راست صفحهw  4) نيمه سمت چپ صفحهw  3) نيمه پائين صفحهw  2) نيمه بالاي صفحه1

 :ــخ ــه   پاس ـــل  »4«گزين wتبــدي z1 ــه  3 ـــه را ب |ناحي x | 
 ــي 2 ـــارد م ـــلنگ wو تبـدي iw2 ــه  1 ـــه را ب |ناحي y | 

 ــي 2 ـــارد و م نگـ

wwتبـديـل e   خواهد نگاشت. wناحيه مذكور را به نيمه راست صفحه 23
  

 ي كسرياگر با يك تبديل خط  : 85مثالi ،1- وi در صفحهz به ترتيب به ،1 و در صفحه توسعه يافتهw     برده شوند، آنگـاه نيمـه بـالايي
  )85(مهندسي مواد ـ سراسري              است؟ zاي از صفحه تصوير چه ناحيه wصفحه

  z) نيمه چپ صفحه z  2پائين صفحه ) نيمه1
  مركز مبدأ (به شعاع يك) ) بيرون دايره واحد به4  ) داخل دايره واحد به مركز مبدأ (و به شعاع يك)3

  :4«گزينه   پاسخ«  
z i w

w w w w z z z z
z w

w w w w z z z z
z i w

   
            
       

1 1
1 2 3 1 2 3

2 2
3 2 1 3 2 1

3 3

1 1


  

i

i

(w ) z i i z iw e
w z i i z i wz ie ( )

z i






     
       

      


2
12

1 1 1 1
1 1




  

نگاشت
i z iw e ( )

z i


 




Imنيم صفحه بالايي 21 z   ي بعد آن نگاشتكند و در مرحلهرا به داخل دايره يكه تصوير ميw
w


1

، ناحيه داخل دايـره را  1

  نمايد.به ناحيه خارج دايره يكه تصوير مي
 

 تصوير ناحيه واقع در داخل مسير بسته  : 86مثالABCD 
xAD

y

(-a,b) C B(a,b)
w)تحت نگاشت u iv)w sin z   عبارت است از:    

u

v

  )85(مهندسي مواد ـ سراسري              چيست؟ aيك قرص بيضوي) مقدار ثابت بالايي(ناحيه درون نيمه   

1 (
 2  2 (1  3 (

2  4 (  

 :نگاشت  »3« گزينه   پاسخw sin z نمايد كه با توجه به شكل حاصل در ناحيههاي عمودي را تبديل به هذلولي ميخطw  و عدم حضور شكل هـذلولي 

تواند برابرفقط مي aتوان نتيجه گرفت كهشكل مي در
wگردد. نگاشت 2 sin zخط قائمx 

   .نمايدرا روي محور حقيقي تصوير مي2
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 نگاشت  : 87مثالze ناحيه{z : Re{z} , Im z }   2  85كشتي ـ سراسري  معماريمهندسي (               كند؟را به كدام ناحيه زير تصوير مي(  

 

u

v

  
)1(  

 

u

v

  
)2(  

 

u

v

  
)3(  

 

u

v

  
)4(  

 :2«گزينه    پاسخ  «              z x iy z x ze e .e e e e , Arg(e ) y 
       1 2

   
 

 كنيد تبديلتعيين   : 88مثالia z zw e ( )
z z








Im(zيك عدد حقيقي ثابت و  aكه در آن  )   پـاييني نيم صفحه  ،استIm z      را بـه كـدام

  )85رياضي ـ سراسري مجموعه (         نگارد:هاي داده شده مييك از ناحيه
1 (Im w    2 (Im w    3 (| w |1  4 (| w |1  
 :به روش تستي و بدون حـل پاسـخ داده   » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه    پاسخ

  شود:ما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. ا
 ـتبديل خط  iaكسري ي  z z

a , Im z , w e
z z


  






  ناحيهIm z  را به روي قرص| w |1 صـفحه نگارد و تصـوير نـيم  ميIm z    تحـتw 

Imيربرابر تصو z   تحتw است كهia z z
w e

z z
 






Imنيز يك تبديل خطي ـ كسري است، تصويرwو چون  z  تحتwناحيه| w |1 شدبامي.  

  
 فرض كنيد  : 89مثالa z(z) , a , | a |

az


   


11   براي| z | |دايره  cفرض كنيد .1 z | 1
در اين  ،باشد تحت نگاشت دايره تصوير آن  cو 2

  )85رياضي ـ سراسري مجموعه (               صورت كدام گزينه صحيح است؟ 
  است.  c، قطري از دايرهc) تصوير هر قطر از دايره1
  شود. مي cارند كه تصوير آنها قطري از دايرهكه قطر نيستند وجود دc) وترهايي از دايره2
  شود. مي cوجود دارند كه تصوير آنها قطري از cداراي تعداد نامتناهي قطر است پس تعداد نامتناهي قطر و وتر از دايره c) چون3
  شود. نگاشته مي cوجود دارد كه بر قطري از دايرهc) فقط يك قطر از4

 :هر تبديل خطي كسري به صورت  »4«گزينه    پاسخi z z
w e

z z
 


1



a(از جمله   zw

az



1كه در آن (عددي حقيقي و| z |1،     بـه روش يـك

|اي به يك قرص دايره z |1  را بر روي قرص| w |1 نگارد. بنابراين فقط يك قطر از ميc وجود دارد كه بر قطري ازc   شود. نگاشته مي '
  

 ناحية قطاعي   : 90مثال, r 
     24 wرا با نگاشت zدر صفحه 4 z برابـر   wكنيم. مساحت شكل حاصل از تبديل در صـفحة تبديل مي 2

  )86كامپيوتر ـ سراسري (مهندسي   است با:

1( 4
3  2( 8

3  3( 16
3  4( 32

3  

 :ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه   پاسخ    
wهاي حقيقي و موهوميبخشروش اول:  z w  كنيم:مي را تعيين 2 (x iy) (x y ) i xy    2 2 2 2  

uبنابراين Re w x y  2 vو 2 Im w xy  xيدر صفحه Dي. فرض كنيم ناحيه2 yي قطاعي، ناحيهr  و 2 
   4  Dباشد. هرگـاه  4

wتحت نگاشت Dتصوير z برابر است بـا  Dباشد، مساحت 2
D

dvdu
  گيـري را بـه  ي انتگـرال ي ژاكـوبينِ دسـتگاه جديـد، ناحيـه    . بـا محاسـبهD   

x  كنيم.منتقل مي y

x y

u u x y(u , v)J (x y ) r
v v y x(x , y)


     


2 2 22 2 4 42 2  

D ،rيكه در ناحيهبنابراين با توجه به آن  2 و 
   4   است، خواهيم داشت: 4

D D
rdvdu | J |dydx r rdrd d d

  

  
  




               
4 4 4

4 4 4

42 2 24 4 16 16 84 2 
  Dمساحت
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

wنگاشتروش دوم:  z iدر مختصات قطبي بـه صـورت   2 if (re ) r e  2 2 
رسـاند. در  مـي  2هـا را بـه تـوان    كند و اندازهاست، يعني آرگومان را دو برابر مي

rداريـم  Dيناحيه  2 و 
   4  . بنـابراين در تصـوير ايـن ناحيـه    4

(D )                             :خواهيم داشت, r 
      42 2   

)است.            4اي به شعاع دايرهنيم Dپس )   21 4   Dمساحت82

  
 براي تبديل   : 91مثالw f(z) از صفحهz به صفحهw داريمdw zk( )

dz z





1
21

 xدر امتداد محور zغيرضريب ثابتي است. وقتي مت kكه در آن 1
  )86(مهندسي مواد ـ سراسري              شود؟در امتداد حركتش چه تغييري ايجاد مي w، نقطه تصوير -1كند، در حين عبور از نقطه به سمت راست حركت مي

دوران به اندازه )  2دوران به اندازه )1
دوران به اندازه )  4دوران به اندازه )3  2

 2  

 :كنيم. ابتدا با بررسي مفهومي آن داريم:را به دو روش تحليل ميتست   »4«گزينه   پاسخ  

dw  اول:روش  z zk( ) ; dw dz[k( ) ]
dz z z

 
 

 

1 1
2 21 1

1 1  

zArg(dw) Arg(dz) Arg(k( ) )
z


 


1
21

1  

Arg(dw) Arg(dz) Argk Arg(z ) Arg(z )     
1 11 12 2  

dzداريم:،  -1به سمت راست حركت كند، در حين عبور از نقطه  xدر امتداد محور zهر گاه متغير dx idy dx     .زيرا استy كنـد و  تغيير نمي
argمثبت است. پس xتغييرات dz   .استk عددي ثابت است وArgk كنـد. تغييري نميz x    1 zاسـت. امـا   1 x  1 تغييـر علامـت    1

xدهد. وقتيمي  1 باشدx   1 و آرگومان آن است. اما وقتيx  1 شودميx   1 شود.و آرگومان آن صفر مي  

Arg(zآرگومانلذا تغيير  )1 به اندازه مانند، لذا:باشد و بقيه عوامل ثابت باقي ميمي   Argdw ( ) Argdw 
      

1
2 2    

zfاگر تابعروش دوم:  (z) k( )
z
 


1
21

f  را به صورت مقابل بنويسيم: 1 (z) k(z ) (z )


   
1 1
2 21 1  

مبحث نگاشت كريستوفل شوارتز واضح است با توجه به
   2.  

 

 هاي زير نواركداميك از تبديل  : 92المث( x , y )      2 86(مهندسي مواد ـ سراسري               نگارد؟را به درون قرص واحد مي(  

1( 
z

z
e i
e i




  2( 

z

z
e i
e i





2
2

  3( 
z

z
e i
e i

 

 

2

2
2
2

  4( 
z

z
e i
e i

 

 

2

2
2
2

  

 :نگاشت  »3«گزينه    پاسخzw e 2
Im(wيصفحه، ناحيه داده شده را به نيم1 ) 1  صـفحه همچنين نگاشتي كه نيمنگارد. ميIm w 1    را بـه

iداخل دايره يكه تصوير كند عبارتست از: w w
w e

w w
 




1
1




Imبا اين شرط كه  w   .باشد  

  

  

  

wبا در نظر گرفتن i  2 :خواهيم داشت   
z

z
w i e iw
w i e i

   
 

   

2
1

21

2 2
2 2

  

  

4  u 

v

4i

4i

x

y

4


  

:يناحيه D يناحيه: D 4


 

2w z

z = - 1 

 = 

z = - 1 

2z
1w e  

2


x

y

1u

1v

w u

v

1
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تحت نگاشت  : 93ثالمw f(z)
z

 
yتصوير خط 1 x  2 3 1  86(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري    :عبارت است از(  

  گذرد.اي كه از مبدأ ميدايره )2  خارج از آن قرار دارد. اي كه مبدأدايره )1
  هيچكدام )4  اي كه مبدأ درون آن قرار دارد.دايره )3

  :2«گزينه    پاسخ«        x yw i
z x iy x y x y

   
  2 2 2 2

1 1  

x uu x
x y v uu vu v y x u v u v

y vx y u v u vv y
x y u v

                           
  

2 2 2 22 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 32 3 1 1 3 2   

  گذرد.كه از مبدأ مي است ايمعادله دايره
 

 تابع مختلط   : 94مثالw f (z)
z

 
Dيرا در نظر بگيريد. اين تابع، حوزه 1 {z : x ,y }  1  ي در صفحهz x iy     را به كدام يـك از چهـار

wي در صفحه D4تا  D1ي حوزه u iv  86(دكتري برق ـ دانشگاه آزاد سال   نگارد؟ مي(  
1 (D {w :| w | , u }  1 1   2 (D {w :| w | , u }  2 1   
3 (/ /D {w :| w | , v }   3 5 5    4 (/ /D {w :| w | , v }   4 5 5   

 :3«گزينه   پاسخ«    w f (z) z x iy
z w u iv

      


1 1 1  
(u iv) u iv u vx iy x , y

(u iv)(u iv) u v u v u v
  

      
    2 2 2 2 2 2

´Ã¹¨Â¶ Jo† Zoh¶ Z»jq¶ nj Hn Zoh¶ » Rn¼‚  

  ي داده شده در صورت سؤال داريم:طبق ناحيه

/ /
u u v u u u v (u u ) v (u ) v | w | | w |

u v
                       


2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 11 5 54 4 2 4 4 2     

x iy x yw u , v
z x iy x y x y x y

 
     

   2 2 2 2 2 2
1 1  

y
y yv v

x y x y
 

    
 2 2 2 2

 SwH SLX¶ ½nH¼μÀ ov¨ Zoh¶
½k{ ½jHj Á¾ÃeIº ¢LŠ  

  
 تبديل  : 95مثالi(z i)w

z i





  )87ي ـ سراسرهوا فضا  مهندسي(  نگارد؟ها ميwها را به كدام ناحيه در صفحهzصفحه بالايي در صفحهنيم 
  صفحه راستنيم )4  صفحه پايينينيم )3  صفحه بالايي نيم )2  درون دايره يكه )1

 :با توجه به مطالب گفته شده در متن كتاب، تبديل » 1«گزينه   پاسخi z z
w e

z z
 






Imبا فرض  z     نيم صـفحه فوقـانيIm z    داخـل  بـه  را

| دايره واحد w |1 نگاردمي .  
  

 ناحيه  : 96مثال| w | e 1 و/   5 1 در صفحهwاي از صفحهها تصوير چه ناحيهzيلها تحت تبدzw e باشد؟مي  
  )87ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري  مهندسي(

1 (y 1 و/ x 5 1  2 (/ y 5 1 وx e 1  3 (/ y 5 1 وx 1  4 (y e 1 و/ x 5 1  
 :3«گزينه   پاسخ«    

  
  
  
  

a

b

| w | e /
e a x / / y

e e b

    
            
    

1 5 1
1 1 5 5 1

11


     

  




ae be 

zw e
b a 

x 

y 

y
y
 
 

v

u
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 تبديل خطي كسري را بيابيد كه سه نقطه  : 97مثالz 1  وz i 2  وz  3 wرا بـه ترتيـب بـه سـه نقطـه      zدر صـفحه  1 i1 وw 2  و  1
w 3  در صفحهw .87ـ سراسري  (مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي داروسازي  منتقل نمايد(  

1 (zw i
z
    

1
1  2 (zw i

z
     

1
1  3 (zw i

z
     

1
1  4 (zw i

z
     

1
1  

 :اسـخ داده  به روش تستي و بـدون حـل پ  » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه   پاسخ

w   شود:شده است. اما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه مي w w w z z z z
. .

w w w w z z z z
   


   

1 2 3 1 2 3
3 2 1 3 2 1

  

w i z i w i z i w i z i i z z. . . . . ( i) .i( i)
w i z i w i z i w z i i z z
         

           
           

1 1 1 1 1 21 1 1 21 1 1 1 1 1 1
 

 
  

w i i z i z i z z zw i i( )
w w z w z w z z z
    

            
    
2 2 1 1 11 11 1 1 1 1  

  
 تابع مختلط  : 98مثالzw

z





1
|دايره،  2 z | 1   )87(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي داروسازي ـ سراسري   نگارد؟اي ميرا به چه ناحيه يا منحني 1

1 (Re(w)  1
2  2(Im(w) / 2  3(x iy2  4(i 5 3  

 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه   پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. اما با وجود اين

  كنيم:تر ميكنيم. البته در ابتدا با تقسيم صورت بر مخرج، كار را سادهرا مشخص مي wهاي حقيقي و موهوميبخش
z (z ) (x ) iy x yw i
z z z (x ) iy (x ) iy (x ) y (x ) y
     

         
          2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 21 1 12 2 2 2 2 2 2
  

x  بنابراين داريم: x y yu , v
(x ) y x y x (x ) y x y x

 
     

         2 2 2 2 2 2 2 2
2 21 1

2 4 4 2 4 4
  

|يحال روي دايره z | 1 x)داريـم:  1 ) y  2 21 x، يعنـي 1 y x   2 2 . بـا جايگـذاري ايـن    2
  خواهيم داشت: vو uمعادله در

  

xu
x

yv
x

      

 
 

2 1 11 12 4 2 2

2 4

  

بنابراين خطRew u 
1
  آيد.بدست مي 2

  
 نگاشت: 99مثالw (z )

z
 

1 1
|دايره 2 z |   )87(مجموعه رياضي ـ سراسري   گارد؟نهاي زير مييك از منحنيرا بر كدام 2

1اي به شعاعدايره )1
  يك بيضي كه قطر آن موازي محورها نيست. )2  2

 يك بيضي كه قطر بزرگ آن موازي محور حقيقي است. )4  يك بيضي كه قطر كوچك آن موازي محور حقيقي است.  )3

 :دانيم نگاشتمي  »4«گزينه    پاسخw z
z

 1
|نقاط روي دايره 1 z | R نگارد: را به يك بيضي به صورت زير مي  

R

u v

(R ) (R )
R R

u v

 
 

  

2 2

2 2

2 22

11 1

125 9
4 4

  

wو نگاشت w 1
1
  يك انقباض است. پس جواب يك بيضي است، كه قطر بزرگ آن موازي محور حقيقي است. 2

  

3
4

5
4

3
2

5
23

2


5
2



1
1w w
2




1
1w z
z

 


i

i

11

y

x

1v v

u1u
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 نگاشت  : 100مثالf (z) sin z خطوط موازي محورxها و خطوط موازي محورyكند؟ها را به ترتيب به كدام يك تبديل مي    
  )87(مجموعه رياضي ـ سراسري 

  دايره )2  هاي گذرنده از مبدأمستطيل )1
 يبيضي و هذلول )4  هاxها و خطوط موازي محور yخطوط موازي محور  )3

 :نگاشت  »4«گزينه   پاسخw sin z  خطوط موازي محورxها(y c)  را به بيضي و خطوط موازي محورyها(x c)  را به هذلولي تبديل
  كند. مي

  
 تبديل  : 101مثالw

z


  )87معماري كشتي ـ سراسري  مهندسي(   : 1
  نگارد.مي wرا بر تمام صفحه z) تمام صفحه1
  نگارد.مي wه بالاييرا روي نيم صفح z) ربع اول صفحه2
  نگارد.مي wرا روي سطح داخل دايره در صفحه z) سطح خارج دايره در صفحه3
  نگارد.مي wبه سطح خارج دايره در صفحه z) سطح داخل دايره را در صفحه4

 

 :تابع » 3«گزينه   پاسخw
z


zدر نقطه 1    ،امـا   غيرتحليلي اسـت

zدر    تحليلي است. بنابراين كليه نقاط خارج دايره در صفحهz  را به نقاط
  .گاردنمي wداخل دايره در صفحه 

  
 

 نگاشت  : 102مثالw cos z نوار، نيمx  1وy  ي از صفحهz ياي از صفحهرا به چه ناحيهw 88(مهندسي برق ـ سراسري   كند؟مي تبديل(  
1(y    2(x    3(y    4(x    

 :1«گزينه   پاسخ«    w cos z sin( z )      2  

w  هاي روبرو در نظر گرفت:توان تركيبي از نگاشترا مي wنگاشت  z , w w , w sin w , w w
      1 2 1 3 2 32  

  
  
  

 
                 

 
                                              

  

 يتصوير دايره  : 103مثالx y ax   
2 2 )a  ثابت) تحت تبديلw

z


z(از صفحه1 x iy  به صفحهw u iv كدام است؟ ،(  
  )88(مهندسي مكانيك ـ سراسري 

1( v a  2( u v av   
2 2  3( u v au   

2 2  4( u
a


1  

 :4«گزينه   پاسخ«    x iy x yw i u iv
z x iy x y x y x y


      

   2 2 2 2 2 2
1 1  

x yx u vu
x y vy

y u vv
ux y x

u v


           

  


2 2
2 2

2 2

2 2
2 2

2 2

1

  

xاري مقادير فوق در معادله دايرهبا جايگذ y ax  2 2 :داريم  ua( ) au u
au v u v

      
 2 2 2 2
1 11   

  

w
z




1

y

x

 

u

v

y 

x  
1 

1v 

1u 
 

2v 

2u 
 
2 

 
2 

- 
u 

v  

1-1
3u

3v

1w z
2 1w w

2


 
 3 2w sinw 3w w
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 خط  : 104مثالxy  z ،(zمختلط ي از صفحه2 x iy) تحت نگاشتw
z


w،(wيحني در صفحه، به كدام من1 u iv) ؟شودتبديل مي  

  )88كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (

1(v u 2  2(v u 
1
2  3(v u 2  4(v u 

1
2  

 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت    »4«گزينه   پاسخ
  شود:شده است. اما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه مي

  x iy x y x yw i u , v
z x iy x y x y x y x y x y

 
       

     2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1  

u v x v ux , y y v u
u v u v u v (u v )

 
         

   2 2 2 2 2 2 2 2
1

2 22
  

  
يكدام تابع ناحيه  : 105مثال| z | yو1  را به نيم نوارu  وv  88(مهندسي هوا فضا ـ سراسري   نگارد؟مي(  

1(zg(z) e  2(h(z) z 
1
2  3(f (z) log z(شاخه اصلي)  4(k(z) (z )  21  

 :در مورد  »3«گزينه    پاسخw log z داريمu Lnr وv  پس .u    وv   .است  
  
  
  

  

 تحت تبديل  : 106مثالz iw f (z)
z


 
2 2
  )88(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   مانند؟ چه نقاطي ثابت مي 3

1( ( i) , ( i)  
2 21 12 2  2( ( i) , ( i)  

2 21 12 2  3( ( i) , ( i)  
2 21 12 2  4( ( i) , ( i)  

2 21 12 2   

 :اي است كهي ثابت، نقطههنقط  »1«گزينه    پاسخf (z) z ،لذا داريم: باشد  
  w z  

z i z iw z z.z z i
z z
 

     
2 2

22 2 3 23 3  

z z i z i z i    2 2 2 23 2 2 2  

k z i ( i)k k
z cos i sin z cos( ) isin( ) cos( k ) isin( k )

k z i ( i)

                            
       

2
2 2 2 12 2 2 2 22 2

2 2 2 2 4 4 2 2 21 12 2 2


  

  

 شت خطوط موازيها بيانگر نگاكدام خانواده از دايره: 107مثالy x c  )در صفحه zها) تحت تابعw
z


  هستند؟ 1

  )88(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري 
1(c(u v ) u v c   2 2 2  2(u v c(u v) c   2 2 2  3(c(u v ) u v   2 2   4هيچكدام (  

 :با توجه به مطالب كتاب داريم:   »3«ينه گز  پاسخ  

  vy
u v



2 uxو       2

u v


2 2  

v u u (u v )cy x c c v u (u v )c u v (u v )c
u v u v u v
  

               
  

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2   

 

v 

u 
 

x 

y 

Log z
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 كنيدفرض   : 108مثال يك عدد مختلط باشد كه| | ,  1. اي كه ازاگر دايرهو

|يكه گذرد با دايرهمي 1 z |   اين صورت: بسازد، در يزاويه1

  )88(مجموعه رياضي ـ سراسري 
1(

  2  2(
  2  

3(
  2  4( تواند حاده يا منفرجه يا قائمه باشد.مي 

 :2«گزينه   پاسخ«  

وباشد. امتداد خط واصل بين دو نقطهنسبت به دايره واحد مي تصوير نقطه1


از مركز  1

و تصوير آن نسبت به دايره واحد عبور كند، بر دايره اي كه از نقطهدانيم هر دايرهكند. از دبيرستان ميدايره يكه عبور مي
واحد عمود خواهد بود. بنابراين

    باشد.مي 2
 

 خط  : 109مثالa , x a
  2 ثابت، و خطx 

 wتوسط تبديل xyصفحه در  2 sinz شوند بهنگاشته مي(w u iv) :    
  )88(مهندسي نانو مواد ـ سراسري 

1( u v( ) ( )
sina cosa

 2 2 vو خط  1  ي در صفحهw 

2( u v( ) ( )
cosha sinha

 2 2 uو نيم خط 1 , v 1  در صفحه w  

3( u v( ) ( )
sina cosa

 2 2 u، و نيم خط1 , v 1   در صفحهw 

uشاخه راست هذلولي )4 v( ) ( )
sina cosa

 2 2 uو نيم خط 1 , v 1  در صفحه w 

 :ثابتنقش هر خط   »4«گزينه   پاسخx c تحت نگاشتw sin z باشد:بصورت مقابل مي  u v
sin x cos x

 
2 2

2 2 1   

xتصوير خط پس 
 wنگاشتتحت  2 sinz بصورتu ,v 1  باشد. مي 

  

  
 ناحيه  : 110مثالIm(z)  w)تحت نگاشت وارون  zاز صفحه  1 )

z


  )89(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   شود؟بديل مياي تبه چه ناحيه wدر صفحه 1

1 (| w | 
1 1
2 2  2 (i| w | 

1
2 2  3 (| w | 

1 1
2 2  4 (i| w | 

1
2 2  

 :با جايگذاري  »4«گزينه    پاسخz
w


Im(z)در معادله 1 1 :خواهيم داشت    

u iv vIm( ) Im( ) Im( )
w u iv u v u v

 
      

  2 2 2 2
1 11 1 1 1  

u v v (u) (v )      2 2 2 21 1
2 4  

)iاي به مركزرابطه فوق نشان دهنده نقاط خارج دايره , )2 و شعاعR 
1
|i  توان آنرا به صورت روبرو نوشت:باشد كه ميمي 2 w | 

1
2 2  

  
 اگر   : 111مثالD :{z x iy : y x }   2 wو  1

z


  )89(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   كدام است؟ w تحت تابع Dآنگاه تصوير  1

1 ((u ) (v )   2 21 31 2 4  2((u ) (v )   2 21 51 2 4  3((u ) (v )   2 21 31 2 4  4((u ) (v )   2 21 51 2 4   

 :چون  »4«گزينه    پاسخw
z


zپس 1

w


w. فرض كنيم1 u iv  داريم صورت در اين:  
u iv u iv u vz ( ) ( )i x iy

w u iv u iv u v u v u v
  

       
    2 2 2 2 2 2

1 1  

yداريم  Dچون در  x 2 zپس اگر  1
w


  بايد داشته باشيم. ،باشد Dبخواهد در  1

v u v( ) ( )
u v u v u v

 
  

  
2 2 2 2 2 2

2 1 u u v

u v

 




2 2

2 2
2 u u v v (u ) (v )         2 2 2 21 52 1 2 4  

  

1 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 تصوير خط   : 112مثالx 
 w، تحت نگاشتzدر صفحه  4 u iv sinz   89(مهندسي مواد ـ سراسري   كدام است؟(  

u) قسمتي از هذلولي 1 v 2 2 1
u) شاخه سمت راست هذلولي 2  كه در ربع دوم قرار دارد. 2 v 2 2 1

2  

u) قسمتي از هذلولي 3 v 2 2 1
uي ) شاخه سمت چپ هذلول4  كه در ربع چهارم قرار دارد.2 v 2 2 1

2  

 :تصوير خط  »4«گزينه   پاسخx c تحت نگاشتw sin z باشد:به صورت هذلولي مقابل مي  u v
sin c cos c

 
2 2

2 2 1  

cچون 
  u  ، داريم:2 v u v u v

sin ( ) cos ( )
        

 
 

2 2
2 2 2 2

2 2
11 2 2 1 2

4 4

  

)يخط عمود k ) x k
   wتحت نگاشت 2 sin z به شاخه سمت راست هذلوليu v

sin k cos k
 

2 2

2 2 xگردد. همچنين خط عمـودي تبديل مي 1 k ،

( k )
  2  تحت نگاشتw sin z  گردد. بنابراين تصوير خطهذلولي فوق تبديل ميبه شاخه سمت چپx 

    .شود، شاخه سمت چپ هذلولي تبديل مي4

  
 كدام تبديل  : 113مثال| z | |را روي 3 w i |  1   )89سي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري (مهندسي نانو مواد و مهند  كند؟تصوير مي 6

1 (iw
z



1  2 (w ( i)

z
  

181  3 (w ( i) z  1 2  4 (w ( i)
z

  
11  

 :ده اين سؤال جالب به يك تست غلط تبديل شود. امـا  متأسفانه يك اشتباه تايپي در صورت سؤال باعث ش  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه  پاسخ
|رت سؤال به شكلاگر صو w i |  1    ) است و پاسخ آن چنين خواهد بود:2ي (اصلاح شود جواب گزينه 6

|يدر ناحيه z | rداريم 3  3  و    .  گاشتنiw e
z r

  1
1 1،r كند ورا وارونه مي  يكنـد. پـس در صـفحه   را قرينه مـيw1   :داريـم

r
r

 

 

1
rبنابراين در اين صفحه،   

1
و 3     1اي به مركز مبدأ و شعاعاست. اين ناحيه، بيرون دايره

ضرب كنيم  18است. اگر آن را در  3

(w w )2 wشود. حال كافيست توسط نگاشـت حاصل مي 6اي به شعاع ي بيرون از دايرهناحيه 118 ( i) w   انتقـال دهـيم.    i1ركـز آن را بـه  م 21

w  نتيجه آن است كه: ( i) w ( i) w ( i)
z

        2 1
181 1 18 1  

  
 تصوير نيم صفحه بالايي: 114مثال(Im z )   توسط تبديلzw Ln

z





1
  )90ري (مهندسي هوافضا ـ سراس  كدام است؟ 1

1 (Im w    2 (Im w   2  3 (Im w 
 

3
2 2  4 (Im w 

  2 2  

 :عبارت جلويابتدا   »1«گزينه    پاسخLn  كنيم:مي سادهرا  z zLn Ln Ln( )
z z z
   

  
  

1 1 2 211 1 1  

wانتقال z 1 داريم w1ينگارد. در صفحهي بالايي را به روي خودش ميصفحه، نيم1     وr   نگاشت .w
w

2
1

در فرم قطبي چنين  2

i  كند:عمل مي
iw e

rre
 


 2

2 2  

r  داريم: w2يشوند. در صفحهها هم قرينه ميشوند. آرگومانبرابر مي 2ها وارونه شده و البته ابراين اندازهبن ,          
wشـود. نگاشـت  ي پاييني حاصل ميصفحهيعني نيم w 3 كنـد. سـپس نگاشـت    ي بـالايي تبـديل مـي   صـفحه ايـن ناحيـه را قرينـه كـرده و بـه نـيم       2

w w 4 rبـالايي حاصـل خواهـد شـد. اكنـون داريـم       برد كه باز هـم نـيم صـفحه   اين ناحيه را يك واحد به سمت راست مي 31    و     
Lnrبنابراين    ه اين ترتيب در نگاشتو بw Lnw Lnr i   4خواهيم داشت ،u    وv   .  
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  
  
  
  
  
  
  

  
 نگاشت   : 115مثالzw

z


1  نيم صفحه بالايي صفحهz ها را به كدام ناحيه در صفحهw90(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   نگارد؟يها م(  

  ) فقط نيمه پاييني  4  ) فقط نيمه بالايي3  ) فقط ربع سوم2  ) فقط ربع اول1
 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه   پاسخ

  شود:. اما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه ميشده است
z  كردن ضابطه نگاشت داريم: ابتدا با ساده z

z z z z
 

      
   

1 1 1 11 11 1 1 1  

wفرض كنيم z 1 1،w
w z

 
2

1

1 1
1،w w

z
   

3 2
1

wو 1 w
z

    
3
11 1 wباشـد. انتقـال   1 z 1 ي صـفحه تـأثيري روي نـيم   1

rداريم w1يبالايي ندارد. در صفحه    و    نگاشت .w2 ها را وارونه واندازه يدر صـفحه كند، پس را قرينه ميw2  :داريـم    
rو   آيد.ي پاييني بدست ميصفحهيعني نيم  

w w 3 ieدرجه است، زيرا 18در واقع دوران 1  1 رسيم. در پايان انتقالِي بالايي ميصفحهاره به نيماست. دوبw w 3 تـأثيري روي ناحيـه    1
vيصفحهندارد و در نهايت نيم  .جواب است  

  
  
  

  
 نگاشت ناحيه   :  116مثالD {z x iy | Rez & Im z }    2 zwتحت تابع2 f (z) e ،  :عبارت است از    

  )91(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري 
1 (Argw , | w | e  22  2 (Argw , | w | e  22  3 (Argw , | w | e  22  4 (Argw , | w | e  22  
 :به روش تستي و بدون حـل پاسـخ داده   » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهستحل ت«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه    پاسخ

  شود:شده است. اما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه مي

  كنيم: را مشخص مي zeابتدا اندازه و آرگومان 
x

z x iy | w | ew e e
Argw y

     


  

xx | w | e eD {z | Re z , Im z }
y Argw y

          

222 2 2 2
  

  

 صفحه نگاشت ناحيه خارج از دايره واحد در نيمه بالايي   : 117مثالzتابع  ها تحتw z
z

 
    عبارت است از:  ،1

  )91(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري 
  نيمه بالايي دايره واحد  ) نقاط درون 2  ها و خارج از دايره واحد w) نيمه بالايي صفحه 1
 هاw) نيمه پاييني صفحه 4  ها w) نيمه بالايي صفحه 3

 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه   پاسخ
  شود:شده است. اما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه مي

wحت نگاشت ت u iv z
z

   
  توان چنين نوشت: مي 1

r

u (r ) cos ur
vv (r )sin

r




             


1

1

1



  

  رسيديد! ي فوق نيز در خاطر شما نبود، با انتخاب نقاط خارج دايره واحد به راحتي به جواب ميالبته اگر رابطهتوضيح: 
  

1w z 1 

 Im w  
3

2w
z 1





4
2w 1

z 1
 

 4w Lnw

2
2w

z 1




y 1v 2v

2u1ux

3v

3u

4v

4u

v

u

1w z 1 
2

1

1w
w


 3 2w w

y 1v 2v 3v v

u3ux 1u 2u 3w w 1 
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 طهاي به مركز نقدايره  : 118مثالz و به شعاع به قسمي كه| z |  در صفحه ،zمفروض است. در اثر تبديل ،w
z


، معادله اين دايـره بـه   1

  )92(مهندسي برق ـ سراسري   شود؟تبديل مي wيكدام رابطه در صفحه
1 (Re(z w) 1 2    2 (Re(z w) 1 2    3 (Re(z w) 1 2    4 (Re(z w) 1 2    
 :ي زير است:ي ذكر شده داراي معادلهدايره  »2«گزينه    پاسخ  

| z z | | z |    

wنگاشت داده شده به صورت 
z


|  است، پس داريم:1 z | | z | | wz | | wz | ( wz )( wz ) (wz )(wz )

w
        

1 1 1 1         

  wz wz (wz )(wz ) (wz )(wz ) (wz ) (wz ) Re(wz )           1 1 1 2           
 

 تبديل  : 119مثالzT(z)
z


   )92ي هوافضا ـ سراسري (مهندس  كند؟، محور اعداد حقيقي را به كدام مجموعه تبديل مي1

  دايره) يك نيم4  ) يك دايره3  محور راست اعداد حقيقي) نيم2  ) محور اعداد حقيقي1
 :به روش تستي و بدون حـل پاسـخ داده   » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه    پاسخ

  شود:شريحي نيز ارائه ميشده است. اما با وجود اين حل ت
zبا فرض x iy كنيم، سعي ميT(z) را به صورتT u iv  :بنويسيم  

x iy (x iy)[(x ) iy] x(x ) ixy iy(x ) i y x x iy y x x y i( y)T
x iy (x ) (iy) (x ) y (x ) y (x ) y (x ) y

              
     

           

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

1 1 1 1 1 1
    

x x y yu , v
(x ) y (x ) y

 
  

   

2 2

2 2 2 21 1
  

yيعني zحور حقيقي در صفحهم شود.اي تبديل مييقي به چه ناحيهسؤال پرسيده محور حق   و لذا با قرار دادنy   هاي فوق داريم:در تساوي  
x x xu , v

x(x )


  


2

2 11
  

vو هموارهمقدار دارد  uدهد كه فقطاي را نشان ميمعادلات فوق ناحيه    .محور اعداد حقيقي در صفحه يدهندهناحيه نشاناين استu v .است  

  
 نگاشت  : 120مثالz iw

iz





2
2 1

  )92(مهندسي مواد ـ سراسري   كند؟تبديل مي wيز صفحهرا به كدام ناحيه ا zي، ربع اول صفحه

  Oي يكه به مركز) خارج دايرهO  2ي يكه به مركزدايرهو خارج از نيم x) بالاي محور1
  Oي يكه به مركزي بالايي از دايرهدايره) نيمO  4مركز ي يكه به) داخل دايره3
 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه    پاسخ

  شود:ن حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. اما با وجود اي

z  باشد، داريم:مي يستواني و موبيو تركيب اصلي اين نگاشت دو نگاشت i z iw i
z ii(z )

i

 
  



2 2

22 1  

  
  
  
  

  
  است. 2شود و پاسخ گزينه بنابراين نگاشت به بيرون دايره يكه واحد نگاشته مي

zكتاب، نگاشت مطابق متن :w2توضيح در مورد نگاشت z
w

z z







Im، ناحيه z    نگارد (اگرمي بيرون دايره واحدرا بهIm(z )    منفي باشد) و عكـس ايـن

Imنگارد (اگرميدرون دايره واحد ناحيه را به  z (در اين سؤال .مثبت باشدz i بنابراين نگاشت ،w2ناحيه ،Im z   نگاردرا به بيرون دايره واحد مي.  

  

y

x

0
2


  

2
1w z

1v

1u

0    

1
2

1

w i
w

w i





2v

2u1
3 2w iw

v

u1
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

نگاشت خط  : 121مثالy c w، تحت تابع1
z


  )92(مهندسي نانومواد و ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   ، كدام است؟1

1 (vu v
c

  2 2
1
  2 (vu v

c
  2 2

1
  3 (vu v

c
  2 2

1
  4 (vu v

c
  2 2

1
  

 :4«گزينه   پاسخ«  

  x iy x iy x yw i
x iy x (iy) x y x y x y

  
    

    2 2 2 2 2 2 2 2
1  

xu
x y x yu v

y (x y ) x yv
x y

           
 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2
2 2

1  

  به شكل زير بنويسيم: vو uرا بر حسب yو xتوانيمبنابراين مي

y c

ux
v v vu v c u v u v

v c cu vy
u v



                
 

1
2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 1
2 2

  

  
 يناحيه  : 122مثال

   4 يدر صفحهz تحت نگاشتiw
z


   )92(مهندسي نفت ـ سراسري   شود؟تبديل مي wي، به كدام ناحيه در صفحه2

  ) ربع چهارم4  ) ربع سوم3  ) ربع دوم2  ) ربع اول1
 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«قسمت  به اين سؤال در  »3«گزينه   پاسخ

  شود:شده است. اما با وجود اين حل تشريحي نيز ارائه مي
  هاي زير است:نگاشت فوق تركيب نگاشت

w z , w , w iw , w w
w

    2
1 2 3 2 3

1

1  

        
  
  
  

        
  

  

 تبديل خطي ـ كسري  : 231مثالizw f (z)
z

 
 Imصفحه، نيم1 z   92رياضي ـ سراسري مجموعه (   كند؟اي تصوير ميرا به چه ناحيه(  

Im(w)يصفحه) نيم1    2يصفحه) نيمIm(w)    3يصفحه) نيمRe(w)    4يصفحه) نيمRe(w)    
 :4«گزينه    پاسخ«    

yu
(x ) yi(x iy) i(x iy)(x iy) i(x x y iy) i(x x y ) yf (x iy)

(x ) iy x x y(x ) y (x ) y (x ) y v
(x ) y

                               

2 22 2 2 2
2 22 2 2 2 2 2

2 2

11
1 1 1 1

1

  

Im(z)مرز ناحيه    محور ،y    است كه تحت نگاشت فوق بهu   كه تصوير در نيمه راست خطيص اينحال براي تشخ شود.تصوير ميu   

uاست يا نيمه چپ خط  اي در نيم صفحه ، نقطهIm(z)   آوريم:را بدست ميانتخاب و تصوير آن  
iz

zz i w ( ) i( )    1 1 32 2 2  

Re(w)پس تصوير ناحيه فوق، نيم صفحه    .است  
  

x

y

4


 

2
1w z

1v

1u

2
1

1w
w




2v

2u

3 2w iw


3v

3u

v

u

3w w
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100 

نگاشت:  دوم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 نگاشت  :1مثالz
w

z


1  نيم صفحه بالايي صفحهz ها را به كدام ناحيه در صفحهw90(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري    نگارد؟ها مي(  
  ) فقط نيمه پاييني  4  ) فقط نيمه بالايي3  ) فقط ربع سوم2  ) فقط ربع اول1
 :يي بالايي رو تو ضابطهصفحهنقطه تو نيم تونيم اول يهمي»  3«گزينه  پاسخw يامتحان كنيم. نقطهz i 1 :مناسبِ و به ازاي اون داريم  

z i iw i
z ( i) i i

 
       

   
1 1 1 1 11 1 1  

  ) همگي به اتفاق غلطن 4) و (2)، (1هاي (پس گزينه صفحه بالايي هم هست، قرار داره، ي به دست اومده تو ربع دوم كه اتفاقاً تو نيمنقطه خبُ
 

 دايره  :2مثال| z i |  wتحت نگاشت 1
z


wبه كدام منحني از صفحه 1 u iv  87(مهندسي مواد ـ سراسري   شود؟تبديل مي(  

1 (v 
1
2  2 (v  

1
2  3 (v 1  4 (u (v )  2 21 1  

 :يتونيم مثلاً نقطهمي»  1«گزينه  پاسخz i 1 رو كه تو ناحيه| z i | 1 .قرار داره رو امتحان كنيم  
i iw i v

z i i
 

       
  2

1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 21

  

vجايگذاريبا البته مشخصه كه ( ه ) جواب1( پس گزينه 
1
uو 2 

1
  )) صحيح نيست.4گزينه ( 2

 

 خط  :3مثالx
y  z ،(zي مختلط از صفحه2 x iy) تحت نگاشتw

z


w،(wي ، به كدام منحني در صفحه1 u iv) شود؟تبديل مي  
  )88كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (

1(v u 2  2(v u 
1
2  3(v u 2  4(v u 

1
2  

 :4«گزينه  پاسخ«  تونيم مثلاً!! ميسؤال ساده و اصطلاحاً خوراكx  yو 2 1 رو انتخاب كنيم، يعنيz i 2. قـرار  ي نگاشت حالا اونو تو ضابطه

i  :ميديم iw i
i i

 
    

  2
1 2 2 2 1

2 5 5 54
  

uي بالارابطه تو ،نبينير كه ميطوخبُ همون 
2
vو 5   1

vو اين يعني 5 u 
1
   ) جوابه4، پس گزينه (2

 

 نگاشت: 4مثالz
w

z





1
|نقاط واقع بر منحني 2 z | 1   )89(مهندسي مكانيك ـ سراسري   نگارد؟ را بر كدام منحني مي 3

  گذرد.) خطي كه از مبدأ مختصات مي2  اي كه مركز آن مبدأ مختصات است.) دايره1
 ) خطي موازي محور مختلط. 4  گذرد.  اي كه از مبدأ مختصات مي) دايره3

 :ينقطه .حني انتخاب كنيم كه به ما اطلاعات خوبي بِدهكه يه نقطه روي من اينهاولين كار   »4«گزينه  پاسخz  ي منحني صدق ميكنـه  تو ضابطه 2
wفهميم كهي نگاشت قرار ميديم، ميو وقتي تو ضابطه  يو اين يعني نقطهz  دود، مثلاً دايـره نيسـت! (حتمـاً    اي تبديل ميشه كه نامحبه ناحيه 2

) جوابـه،  4) و (2هـاي ( ) غلطن! چون دايره هستن! پـس يكـي از گزينـه   3) و (1هاي (تونه يه ناحيه نامحدود باشه!) اين يعني گزينهدونين كه دايره نميمي
w)اي كه توسط اين نگاشت به وجود مياد، شامل مبدأ) ميگه ناحيه2گزينه ( )      يعنـي هم هست، اما اگه قرار باشه توسط اين نگاشـت بـه مبـدأw   

zبرسيم، بايد 1 باشه (صورت كسر صفر بشِه) اماz 1 تونه باشه، چون روي منحنينمي| z | 1    ) جوابه4ينه (، پس گزقرار نداره 3
 

 در مورد نگاشت : 5مثالz
w

z





2 1

  )91(مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري     كدام گزاره زير صحيح است؟ 2
  نگارد.) اين نگاشت قرص واحد را به قرص واحد مي2  نگارد.مي wرا روي صفحه  z) اين نگاشت صفحه 1
 نگارد.صفحه چپ ميصفحه راست را به نيم) اين نگاشت نيم4  نگارد.صفحه فوقاني را به قرص واحد مي) اين نگاشت نيم3

 :ميشه! چون اگه مثلاًرو ) هم راحت 4نه () كه خيلي غلطه و نياز به توضيح نداره! گزي1گزينه (» 2«گزينه  پاسخz  قرار بِديم (يعني يه نقطـه تـو    3
wكنيم)، اونوقتي سمت راست انتخاب نيم صفحه  zي! اگه نقطـه غلطه )4ي سمت راست، پس گزينه (نيم صفحه توي او اين يعني نقطه 5 i 2  رو

)صفحه بالايي انتخاب كنيم، اين نقطه توسط نگاشت به صورتاز نيم i)w
i
 


2 2 iwتر به صـورت و يا به عبارت ساده 1 i

i


  
3 2 2 كـه   در ميـاد  3

  ) هم غلطه 3اصلاً درون دايره واحد قرار نداره، پس گزينه (
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 تابع تحليلي كه حوزة: 6لمثاD را به حوزةD تبديل كند به طوري كه نقاطA وB مطابق شكل به نقاطA وB صوير شـوند، كـدام   يكه ت دايره
  )81برق ـ سراسري مهندسي (  است؟ 

1 (z iw
iz



 1                  

2 (z iw
z i





4
4  

3 (z iw
iz


 



2

2 2
                 

4 (z iw
z i





4
4  

 :ينقطه»  4«گزينه  پاسخA يبه نقطهA اي جوابه كه اگه به جايگزينه يعني ،تبديل شدهz،هاي اونi4  بِديم، مقدارش برابر بـا صـفر بشـه.   قرار 

i  ) چنين شرايطي داره 4فقط گزينه ( iw f ( i)
i i


  


4 44 4 4   

 

 1تبديل خطي كسري كـه بـه ترتيب نقاط: 7مثال- ،i وi1در صفحه ،z را بر روي نقاط، وi2 فحهدر صw كدام است؟ كند،تصوير مي  
  )82مكانيك ـ سراسري مهندسي (          

1(zw
z i





1  2(zw
z i





12  3(z iw
z



1  4(zw

z i





1 1
2  

 :ياي كه نقطهتنها گزينه»  1«گزينه  پاسخi1 ينقطه به ورi2 هستش ) 1گزينه ( تو، نگاشت داده شده هكنتبديل مي  
 

 نگاشت: 8مثالz i
w

iz






2
2 1

y، ربع اول صفحة  )z  و(x   را به كدام ناحيه از صفحةw كند؟تبديل مي          

  )79 كامپيوترـ سراسريو مهندسي  92مهندسي مواد ـ سراسري (
  ) خارج دايره يكه2  ) نيم دايره بالايي از دايرة يكه1
  ه يكه) داخل داير4  يكه هدايرو خارج از نيمu) بالاي محور3

 :ينقطه»  2«گزينه  پاسخz i 1 ي نگاشت قرار بِديم، داريم) اگه اونو تو ضابطهتو ربع اولِذكر شده قرار داره (يعني ناحيه  تو:  

          ( i) i i i iw i
i ( i) i ( i i)
    

   
    

2 2

2 2
1 1 2 3
1 1 1 2 1

  

  ) جوابه 2هم قرار داره، پس گزينه ( uمحور ينايپ هستش و از طرفيفوق خارج از دايره يكه  ينقطه بينينطور كه ميهمون
 

 تبديل: 9مثالz
T(z)

z


   )92(مهندسي هوافضا ـ سراسري    كند؟، محور اعداد حقيقي را به كدام مجموعه تبديل مي1

  دايره) يك نيم4  ) يك دايره3  اعداد حقيقيمحور راست ) نيم2  ) محور اعداد حقيقي1

 :اگه»  1«گزينه  پاسخz  1
Tاونوقت، باشه 2  1  ،وقتي (چون ه!) غلط2بنابراين گزينه (ميشهT  1 محـور چـپ هـم    نـيم اومده يعني  به دست

دايـره  ديـد دايـره يـا نـيم    ناحيه ج ن كه اگه قرار باشهاي برايچرا؟  شن،ها حذف ميراحتي از بين جوابهم به  )4(و  )3(هاي گزينه.) هجواب باش ه توتونمي
 هممكن ـ ه جـوري ، چ ـتخـاب ميشـه  از بين اعـداد حقيقـي ان   z، اما با توجه به صورت سؤال وقتيبشِهعددي مختلط  Tها، مقدارz، بايد به ازاي برخيباشه
zT(z)

z


1  رو تو پاسخنامه وارد كنيم 1نه (نيم گزيتواي انجام بِديم، ميرو به ما تحويل بِده!؟ پس بدون اين كه لازم باشه محاسبهعددي مختلط (  

 

v  

u 

  wصفحه

A  
D  

B  

-4    x  

A  

y  

B  
D  

  z صفحه
4i  
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نگاشت:  دوم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 نوار :10مثالIm{z}

  2تحت نگاشت ،

z

z

e
w

e






1
1

  )93(مهندسي برق ـ سراسري    شود؟تبديل مي wاي در صفحهبه چه ناحيه 

Im{w}دايره واحد كه در آن) داخل نيم1    
)ا رئوسالساقين ب) داخل مثلث متساوي2 , )1 ،( , )1  و( , )1  
Im{w}دايره واحد كه در آن) تمام صفحه مختلط به غير از داخل نيم3    
)الساقين با رئوس ) تمام صفحه مختلط به غير از داخل مثلث متساوي4 , )1 ،( , )1  و( , )1  

 :مي رو هستيم، ولي ما به اينمسؤال نسبتاً سخت روبه يهخبُ با   »1«گزينه  پاسخ دارن ميگن اين 4) و (3هاي (كه گزينه زنيم! اولاً توجه كنينكلََك (
! اگه قرار باشه اينا راست بگِن، بايد مخرجتوليد ميشه، بي uvيناحيه كه تو صفحه در و پيكره! يعني از بالا و پايين و حتي از چپ و راست نامحدودw فر ص

Imبا شرط ze1م آيا امكان دارهبشه، خبُ حالا شما بگيد ببين z
  2 فر بشِه!؟ معلومه كه نه؟ چون مثلاًصz هاي تونه صفر بشِه، پس اين گزينهنمي

) بايد كمي بـه اطلاعـات نگاشـتي خودمـون هـم رجـوع       2و ( )1هاي (اما براي انتخاب بين گزينه كنيم گو بودن اخراج مي) رو كه خيلي دروغ4) و (3(
) 1دايره يا دايره و اين جور چيزا رو توليد ميكـنن! بنـابراين گزينـه (   هايي مثلاً مثلث توليد كنن!؟ يا بيشتر نيمدين چنين نگاشتكنيم، اين كه آيا تا حالا دي

   جوابه 

 

 يناحيه: 11مثال
   4 يدر صفحهz تحت نگاشتi

w
z


   )92مهندسي نفت ـ سراسري (   شود؟تبديل مي wي، به كدام ناحيه در صفحه2

  ) ربع چهارم4  ) ربع سوم3  ) ربع دوم2  ) ربع اول1

 :ياگه نقطه»  3«گزينه  پاسخz i 2 يكه تو ناحيه
   4  ي نگاشت قرار بِديم، داريم:ضابطه رو توقرار داره  

i i i i i( i) iw i
i iz ( i) ( i)

      
         

    2 2 2 2
3 4 3 4 4 3

4 1 4 3 4 9 16 25 252 3 4
  

  ) جوابه 3پس گزينه ( ،اي تو ربع سومِكه نقطه
    

  

 هاينگاشت :12مثالf وg 39ندسي هوافضا ـ سراسري (مه  اند؟ در شكل زير، كدام(  
  
  
  

 

1 (f (z) z ,g(z)
z i

 


2 1  2 (zf (z) z ,g(z)
z


 


3 1
1  3 (z if (z) z ,g(z)

z i


 


2  4 (f (z) z ,g(z)
z

 


3 1
1  

 :طـور كـه   خـُب همـون    دونـه مـي  اولاً توجه كنين كه طراح محترم، محور رو به صورت وارونه نامگذاري كرده! حالا چرا؟ خـدا »  3«گزينه  پاسخ
zيكه به ازاي نقطهيه جوريه  gبينين نگاشتمي i  1  اي ره (چون ناحيـه رو بـه داخـل يـه دايـره بـرده كـه ناحيـه        به سمت يه ناحيه نامحدود نمي

!) پس گزينه ون به ازاي) به اتفاق هم غلطن! (چ4) و (2هاي (محدودz  1 نگاشتg تفاوت تو صورت 3) و (1هاي (نهايت ميره!) بين گزينهبه سمت بي (
z) ميگه به ازاي3نگاشت داده شده تو گزينه ( .هستش gكسر نگاشت i به ما ميگه به ازاي هـيچ  1ي (اما نگاشت داده شده تو گزينه ،يمرسبه مبدأ مي (

)يتونه نقطهنمي gمقداري نگاشت , )  درست ميگه 3( كه گزينه به نظر شما كدوم راست ميگه، واضحِ د كنه.رو تولي (  
  

y

1

1

g
f

x

yy

xx
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 تبديل : 13مثالw sin z گيريم از نوار قائم را در نظر ميx
 

  2 z، اگرwبه صفحه  2 x iy  وw u iv   آن گاه متغيـر ،x   برحسـبu  وv   
  )91(مهندسي مكانيك ـ سراسري   باشد؟در كدام گزينه زير صحيح مي

1 ((u ) v (u ) v
| x | Arcsin

    


2 2 2 21 1
2  2 ((u ) v (u ) v

x Arcsin
    


2 2 2 21 1

2  

3 ((u ) v (u ) v
x Arcsin

    


2 2 2 21 1
2  4 (| (u ) v (u ) v |

x Arcsin
    


2 2 2 21 1

2 

 :فرض كنيم»  2«گزينه  پاسخz i
 2  يعني)x 

 yو 2  بنابراين ،(w sin i
  12   و اين يعنـيu 1 وv  .   بـا قـرار دادنu 1 

vو   كنيم، هر كدومرو چك مي ها شرايطگزينه توx 
 yو 2   !توليد كرد جوابه  

x Arcsin x 
  

2
2 |  )2: گزينه ( 2 x | Arcsin | x | x 

     
2
2 2   )1: گزينه ( 2

x Arcsin( ) x 
  

2
2 x  )4: گزينه ( 2 Arcsin( ) x 

    
2
2   )3: گزينه ( 2

yاكه تو اون )4و ( )2بنابراين گزينه (   وx 
 zبـه ازاي  .تونن جواب باشنمياومده،  به دست 2 

  xعـدد  )،4گزينـه (  ،2 
   كنـه،  توليـد مـي   رو 2

   تونه جواب باشه) مي2پس غلطه و فقط گزينه (
 

 تعيين كنيد تبديل :14مثالia z z
w e ( )

z z








Im(zيك عدد حقيقي ثابت و  aكه در آن  )   پايينينيم صفحه  ،استIm z     را به كدام يـك

  )85رياضي ـ سراسري مجموعه (         نگارد:هاي داده شده مياز ناحيه
1 (Im w    2 (Im w    3 (| w |1  4 (| w |1  
 :خبُ اول بهتره از   »4«گزينه  پاسخدستiae !چون خلاص شيمa     تـونيم مـثلاً  يه عدد حقيقـي هسـتش، بنـابراين مـيa      رو انتخـاب كنـيم و

iaلذا ie e 1 و چونIm z  مثلاً تونيم، پس ميz i  رو انتخاب كنيم، بنابراينz i  ميشه و به نگاشتz iw
z i





 سـؤال  حـالا  .ميرسيم 
z« ي پـاييني هسـتش، پـس   صفحهدوم ناحيه تبديل ميكنه!؟ معلومه چون ناحيه نيمكي پاييني رو به صفحهكه اين نگاشت نيم اينه i«  وقـت صـفر   هـيچ

 هايي نامحدودن، غلطن ) كه ناحيه3) و (2)، (1هاي (نامحدود نيست) پس گزينه wنهايت نميشه (وقت بيهيچ wنميشه و اين يعني
 

 صفحه نگاشت ناحيه خارج از دايره واحد در نيمه بالايي  :15مثالzتابع  ها تحتw z
z

 
  عبارت است از: ،1

  )91اسري (مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سر   
  ) نقاط درون نيمه بالايي دايره واحد  2  ها و خارج از دايره واحد w) نيمه بالايي صفحه 1
 هاw) نيمه پاييني صفحه 4  ها w) نيمه بالايي صفحه 3

 :ينقطه»  3«گزينه  پاسخz i
3
  قرار بِديم، داريم: wيقرار داره، اگه اونو تو ضابطه zخارج از دايره واحد تو نيمه بالايي صفحه 2

w i i i ( )i i
i

      
3 1 3 2 3 2 5

32 2 3 2 3 6
2

  

z) غلطن! معلومه كه اگه مثلا4ً) و (1هاي (نيم صفحه بالايي قرار داره، پس گزينه درون دايره واحد تو اين نقطه i wونوقتقرار بِديم، ا 2 i
3
ميشـه و   2

  ) جوابه 3) هم غلطه و گزينه (2اين يعني گزينه (
 

 نگاشت ناحيه  :16مثالD {z x iy | Rez & Im z }    2 zwتحت تابع 2 f (z) e ،  :عبارت است از  
  )91 (مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري

1 (Argw , | w | e  22  2 (Argw , | w | e  22  3 (Argw , | w | e  22  4 (Argw , | w | e  22  

 :دونيممي»  4«گزينه  پاسخz x Re z| w | | e | | e | | e |  و چون ،Re z  |، بنابراينهستش 2 w | e   ) جوابه 4گزينه ( ميشه پس 2
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نگاشت:  دوم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 معادله نگاشت خط  :17مثالx y  zwتحت تابع  1 e :90(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري     عبارت است از(  

1 (v(u v )
u

  
1

2 2 2 1  2 (v(u v )
u


  

1
2 2 2 1  

3 (uln(u v ) tan ( )
v

   
1

2 2 12 1  4 (vln(u v ) tan ( )
u

  
1

2 2 12 1  

 :يي مناسب روي منحني انتخاب كنيم، ببينيم نگاشت چه بلايي سر ايـن نقطـه ميـاره!؟ نقطـه    كه يه نقطه اينهاولين مرحله از كار »  4«گزينه  پاسخ 
y   وx 1 ييا به عبارت ديگه نقطهz i 1  ي خوبيه، كه با اين نگاشت به صورتنقطهw e uيدر مياد، يعني به نقطه1 e وv   رسيممي. 

  ) صدق ميكنن 4( گزينه دري داده شده فقط تو معادله معادله صدق ميكنن!؟ واضحِتو كدوم حالا بايد ببينيم اين دو نقطه 
vLn(u v ) tg ( ) Ln(e ) tg ( ) Lne
u e

         
1 1

2 2 1 2 12 21 1   
 

 تصوير ناحيه  :18مثالz  1 wتوسط نگاشت 1
z


  )88وتكنولوژي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري (مهندسي شيمي ـ بي        از: عبارت است1

1( w  1 1  2( v 
1
2  3( u v 2 2 1  4( u 

1
2  

 :براي  واي رنقطهاول »  4«گزينه  پاسخz شرط  توكه  كنيمانتخاب ميz  1 ي نگاشـت قـرار ميـديم    بعدش اين نقطه رو تـو ضـابطه   كنه،صدق 1
  ببينيم چي ميشه؟!

iتو ناحيه قرار داره iz z 
          

1 2 4 1 51 13 3 3 3 9 9 9  

  
i i

iw ( ) i u , v
i iz

 
            

  

1 1
1 1 9 1 3 3 3 33 3 3 3

1 1 1 1 2 3 3 2 2 2 2
3 3 3 3 9 9

  

  ) صدق ميكنن 4گزينه ( توي داده شده ي بالا، فقط تو رابطهدو نقطه
 

 ع مختلطتاب :19مثالz
w

z





1
|دايره،  2 z | 1   )87(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي داروسازي ـ سراسري   نگارد؟اي ميرا به چه ناحيه يا منحني 1

1 (Re(w)  1
2  2(Im(w) / 2  3(x iy2  4(i 5 3  

 :ياگه نقطه»  1«گزينه  پاسخz   ،كه اتفاقاً روي دايره قرار داره رو در نظر بگيريمw 
1
   تونه انجام بدهچنين كاري مي )1(فقط گزينه  .ميشه 2

 

 هتصوير داير :20مثال| z i |  iتحت نگاشت 1
w u iv

z
   87مكانيك ـ سراسري  مهندسي(      كدام است؟(  

1( v 
1
2  2( u 

1
2  3( u 


1

2  4( v 


1
2  

 :ينقطه»  2«گزينه  پاسخz i  2 روي دايره| z i | 1 ي نگاشت قرار بِديم، داريم:قرار داره كه اگه اونو تو ضابطه  i iw u
z i

    
1 1

2 2 2  

  ) جوابه 2پس گزينه (
 

 تصوير دايره :21مثال(x ) (y )   2 21 1 wشتتحت نگا 2 u iv
z

  
  )84مكانيك ـ سراسري مهندسي (       كدام است؟ 1

1 (v u 
1
2  2 (u v  

1
2   3 ((u ) (v )   2 2 11 1 2  4 ((u ) (v )   2 2 11 1 2  

 :ياگـه مـثلاً نقطـه    نيم نگاشت چه بلايي سر اون ميـاره. ببي بايد يه نقطه از دايره رو انتخاب كنيم تا  »2«گزينه  پاسخz i  2    ،رو انتخـاب كنـيم

iw  اونوقت داريم: u , v
z i

       
1 1 1

2 2 2  

uبينينطور كه ميخبُ همون   وv  
1
   كنن، پس اين گزينه جوابه ) صدق مي2فقط تو گزينه (كه  ،بدست اومده 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 نگاشت :22مثالw
z



1

z}ناحيه 1 x iy | x }     )93ري (مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراس  نگارد؟ها ميwرا به كدام ناحيه در صفحه 1
1 (u , v      2 (v , u      3 (v , u      4 (u , v       

 :يخبُ، نقطه»  3و  2«گزينه  پاسخz i  كنه كه به ازاي اوني داده شده صدق ميتو ناحيهi iw
i i


   

  2
1 1 1

1 2 21
v، و ايـن يعنـي     

uبرابر با صفر نميشه (يعني wوقت) غلطند! چون هيچ3) و (2هاي (تونه باشه، پس تا اينجا گزينههم مي   ) هـم غلطـه و گزينـه    1نميشه) پس گزينه (
    ) جوابه 4(

 

 تصوير سهمي :23مثالy x wتحت تبديل 2
z


wكدام است؟ (يادآوري: 1 u iv , z x iy   (         ) 85مكانيك ـ سراسري مهندسي(  

1 (v(u v ) u  2 2  2 (v(u v) u    3 (v(u v ) u 2 2 2  4 (v(u v ) u  2 2 2  

 :هنقطه روي سهمي مث يه»  4«گزينه  پاسخx 1 وy 1 اين نقطه تحت تبديل .كنيمانتخاب ميw
z


  به شكل زير ميشه: 1

iw i u , v
i i


       

  2
1 1 1 1 1 1

1 2 2 2 21
  

  الا رو قرار بِديم، تساوي برقرار ميشهاگه دو مقدار ب هستش كه )4گزينه ( فقط تو
 

 تبديل :24مثالi z z
T(z) e

z z
 







Imبا فرض  z   90ري سراسمهندسي هوافضا ـ (       نگارد؟ي فوقاني را به كدام ناحيه ميصفحهنيم(  

  قرص واحد) 4  صفحه پاييننيم) 3  صفحه راستنيم) 2  صفحه چپنيم) 1
 :چون سؤال براي  »4«گزينه  پاسخ مثلاً تونيمشرطي نذاشته، پس مي    قرار بِديم تا ازدستie  خلاص شيم! و چونz تونه هـر عـدد   مي

Imباشه (البته با شرط يمختلط z   ،(تونيممثلاً ميz i  در واقع نگاشت به شكلانتخاب كنيم وz iT(z)
z i





حالا بايد ببينيم اين نگاشـت   .ميشه 
 zوقـت مخـرجش صـفر نميشـه (چـون     كه اين نگاشـت هـيچ   نبفهمي نتونيم ناحيه تبديل ميكنه؟ اگه كمي تيزبين باشين ميبه كدو وصفحه فوقاني رنيم
، چون اين ) هر سه غلطن3) و (2)، (1هاي (هوقت نامحدود نميشه، و اين يعني گزينهيچ T(z)ي پاييني باشه) و بنابراينصفحهتونه عدد مختلط از نيمنمي

  هايي نامحدودن هر كدوم از جهت هاناحيه
 

 تبديل كسري خطي :25مثالiz
w f (z)

iz


 


1
Im(z)ناحيه 1   85(مهندسي نفت ـ سراسري          نگارد؟ را به كدام ناحيه مي(  

1 (Im(w)    2 (Im(w)    3 (| w |1  4 (| w |1  

 :ينقطه كردن با امتحان»  3«گزينه  پاسخz i  2، يناحيه تواي كه عنوان نقطهه بIm(z)   يمه، دارقرار دار:  i( i) iw
i( i) i

 
   

 

2

2
1 2 1 2 31 2 1 2

   

Im(w)بينينطور كه ميهمون   با توجه به اين كه از طرفي غلطن!) 2) و (1هاي (، پس گزينهميشهw  3 اومده، پس به دست| w | |چون و 3 w |1 
   )3مونه گزينه (، پس ميتونه جواب باشههم نمي) 4گزينه ( راينبناب، هستش

 

 تبديل خطي كسري را بيابيد كه سه نقطه :26مثالz 1  وz i 2  وz  3 wرا به ترتيب به سه نقطه zدر صفحه 1 i1 وw 2 w و  1 3  
  )87(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي داروسازي ـ سراسري     منتقل نمايد. wدر صفحه

1 (zw i
z
    

1
1  2 (zw i

z
     

1
1  3 (zw i

z
     

1
1  4 (zw i

z
     

1
1  

 :ينقطه»  2«گزينه  پاسخz  3 wيبه نقطه 1 3  ي) جوابن! از طرفـي نقطـه  2) و (1هاي (تبديل شده، پس يكي از گزينهz 1    يبـه نقطـه 
w i1 ) تونه جواب باشه ) مي2تبديل شده، پس فقط گزينه  

 

 نگاشت :27مثال
z

z

e i
w

e i





Aناحيه  {z x iy: y }      38(مهندسي معدن ـ سراسري   نگارد؟را به كدام يك از نواحي داده شده مي(   

1 (| w |1  2 (| w |1  3 (Im(w)    4 (| w i | 1  

 :ينقطه با قرار دادن»  1«گزينه  پاسخz i   2مقدار ،w   كه هستش) 1كه فقط گزينه ( ميشهw   دونه مي شجزء نواحي خود ور  
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نگاشت:  دوم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد :82مثالw f(z) f (x iy) u(x,y) iv(x,y)    . اگر تصوير هذلوليy
x


vخط 1    )84مواد ـ سراسري ي مهندس(  كدام است؟ f،باشد 2

1 (f (z) z 2  2 (f (z)
z


1  3 (f (z) log z  4 (zf (z)

z i





1  

 :ينقطه هاگ»  1«گزينه  پاسخz i 1 روي هذلولي در نظر بگيريم ور(y , x ) 1 vكه اين نقطه بر خـط  هستش) 1فقط با تبديل گزينه ( 1  2 
   بنددنقش مي

 

 تصوير ناحية  :29مثالy   ي از صفحه(z x iy)z   تحت نگاشتz
w ln

z





1
w)؟ كدام گزينه است 1 u iv)     ) 83برق ـ سراسري مهندسي(  

v) نوار 1    2 نوار (v 
  2  3ي ) ناحيهu , v    4ي ) ناحيهu , v    

 :بهتره يه نقطه تو ناحيه»  1«گزينه  پاسخy    نقطه مناسب ي نگاشت امتحان كنيم.ضابطه توروz i :هستش كه به ازاي اون داريم  

i
i

i

z i ew Ln Ln( ) Ln Ln( e ) i
z i

e





  

      
 

3
4

2

4

1 1 2 11 1 2
2

  

uاي داريم كه تو اونبينين نقطهطور كه ميهمون   ي اونا ميگنهر دو ) غلطن، چون4) و (3هاي (پس گزينه ،شدهu       تـو جـواب نيسـت! از طرفـي 

vبه اومده به دستنقطه  
   ) جوابه 1) هم غلطه و بنابراين گزينه (2هم رسيديم و اين يعني گزينه ( 2

 

 تبديل دو خطي  :30مثالaz b
w

cz d





zكه نقاط   1  وz i 2  وz  3 wرا به نقاط 1 i1 ،w 2 wو1 3  كند برابر است با:تصوير مي  

  )80(مهندسي نفت و شيمي ـ سراسري   

1 (zw i
z


 


1
1  2 (zw

z





1
1  3 (zw i

z





1
1  4 (zw

z


 


1
1  

 :ينقطه نبينيطور كه ميهمون  »1«گزينه  پاسخz 1  يبه نقطهw i1 ها به جايتبديل شده، تو گزينهzصفر قرار ميديم، هر كدوم برابر با ،i 
    ) چنين شرايطي داره 1شد، جوابه! فقط گزينه (

 

 ناحيه نشان داده در شكل از صفحة :31مثالz تحت نگاشتw ( i)sin z  1 به كدام ناحيه از صفحة مختلطw شود؟مي تبديل(w u iv)     
  )80برق ـ سراسري مهندسي (         

1 (v u    
2 (v u    
3 (v u    
4 (v u    

 :اولاً به ازاي  »1«گزينه  پاسخz  1
vتبديل ميشه و اين يعني i1ناحيه به 2 1 وu 1) ميگه4، پس اين كه گزينه (u v   طـه!  ، حرفـي غل

zبه همين ترتيب به ازاي   1
iناحيه به 2 1 تبديل ميشه و اين يعنيu v  1) ميگه2، پس اين كه گزينه (v u      هم غلطه! خبُ حـالا چـه

sinياست كه بايد از رابطهي غلط ديگه خلاص شيم!؟ اينججوري از دست گزينه iz i sinh z اگه استفاده كنيم، يعنيz i      كه اتفاقـاً تـو ناحيـه نشـون

e(عددي مثبته)  داده شده هم قرار داره رو امتحان كنيم، داريم: ew ( i)sin i ( i)(i sinh ) ( i)i[ ] (i )
 

         1 1 1 12  

vعددي مثبته، يعني iبينين ضريبطور كه ميخبُ همون    رو هم داريم، يعني -1و عدد حقيقيu  پس به ،v u    رسيديم، پس اين كـه گزينـه
v) بخواد بگه؛3( u م نه!؟زنيها كلك ميخدايي خوب به تست  حرف زوره  

 

 z صفحه

x  

D  A  

B  C  
1
2

 1
2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 توان ناحيه با كدام تبديل مي :32مثالD {(x,y);y }   ي از صفحهz 83برق ـ سراسري مهندسي (        را به درون دايره يكه به مركز مبدأ تصوير كرد؟(  

1 (i z iw e
z i

 




2

2  2 (i z iw e
z i

 



  3 (i z iw e

z i
 




2

2  4 (i z iw e
z i

 



  

 :صورت سؤال گفته؛ ناحيهتو پاسخ به اين سؤال يه كم با بقيه سؤالات تفاوت داره، اما كليت داستان فرقي نداره! »  4«گزينه  پاسخD    بـه درون دايـره
yي تو ناحيهارفتي نقطهاين يعني اگه يكه منتقل ميشه، خبُ    نبايـد  ،ي نگاشت گذاشتيپيدا كردي و تو ضابطهw   برابـر بـا      يـا بـه عبـارت بهتـر

بشه! اگهنامحدود  wنبايد
i

z e



5
اگـه  ، پس اين گزينه غلطـه! نهايت ميكنهبي رو ) قرار بديم اون نگاشت3مخرج نگاشت گزينه (رو تو  4

i

z e



 رو بـه   4

zياگـه نقطـه   !) هـم غلطـه  1نهايت ميكنه، پـس گزينـه (  ) قرار بديم، اون نگاشت رو بي1تو مخرج نگاشت گزينه ( zجاي i    ي نگاشـت  رو تـو ضـابطه  
   جوابه) 4) غلط و اجباراً گزينه (2نهايت ميشه، پس گزينه () قرار بديم، بازم اين نگاشت بي2گزينه (

 

 نگاشت  :33مثالzw e  ناحيهD z | Re(z) , Im(z)
     

 2   78مواد ـ سراسري مهندسي (  كند؟ تصوير ميرا به كدام ناحيه(  

  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  

 :اگه مثلاً  »1«گزينه  پاسخz  2  جزء ناحيهكهRe(z)    تحت نگاشت اونو تبديل  كنيمميشه رو انتخاب محسوبzw e   ،رو بررسي كنـيم

eبرابركه  بينيممي
e

 2
2
Im(z)البتـه بـا توجـه بـه شـرط     ( ي نگاشت قرار بِديم،در واقع هر عدد منفي تو ضابطه .يعني مقداري مثبته ميشه 1 

  2 (

  غلطن  همگي به اتفاق ،كه شامل نواحي منفي هستن )4(و  )3( ،)2( هاي، بنابراين گزينهتونه مقداري منفي توليد كنهنمي zeنگاشتوقت هيچ
 

 تبديل كسري خطي از نقاط  :43مثالz  1 zو 2 2  وz 3 wرا به ترتيب روي  2  1وw 2
1
wو 4 3

3
  نگارد، كدام است؟ مي 8

  )76(مهندسي مكانيك ـ سراسري   

1 (zw
z





2 1
2 4  2 (zw

z





1
2 4  3 (zw

z





1
2 4  4 (zw

z





2
2 4  

 :بينين نقطهيطور كه مهمون»  2«گزينه  پاسخz  1 wيبه نقطه 2  1      تونـه توسـط نگاشـت داده شـده تـو      تبديل شـده، كـه ايـن فقـط مـي

zيبيفته! از طرفي نقطهاتفاق ) 3) و (2هاي (گزينه 2  يبه نقطهw 2
1
  ) جوابه 2) غلطه و گزينه (3زينه (تبديل شده پس گ 4

 

 تبديلي كه ناحيه :53مثالDرا بر رويD و نقاطA وB را به ترتيب روي نقاطA وB نگارد، كدام است؟مطابق شكل زير مي    
  )75(مهندسي برق ـ سراسري 

1 (i z if (z) e
z i

  




2

2
2
2

       2 (i z if (z) e
z i

 




2

2
2
2

  

3 (z if (z)
z i





2

2
2
2

              4 (z if (z)
z i





2

2
2
2

  
  

  : سؤال گفته»  4«گزينه پاسخ ينقطه نگاشت ؛خودA يرو به نقطهz     تبديل كرده، پس بايد دنبال تبديلي باشيم كه اگه بـه جـايz هـاي اون 
i1  .از طرفي نقطه وجود داره! )4(و  )2(هاي هاي گزينهتبديل تواين وضعيت قرار داديم، مقدارش صفر بشهB i   ) 4فقـط توسـط نگاشـت گزينـه (     2

 ) جوابه 4ميشه. بنابراين گزينه (تبديل  iيا همون Bيبه نقطه
 

v  

u  
1  -1  

v  

u 
1  -1  

v 

u 1 

v  

u 
1  

x  

y  

B  A  

  
D=1  

i  

u 

v  

1  A 
D  

B  i  
i 2
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نگاشت:  دوم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

u  

v  

2D  

1  

x  

y  

1D  

AOBAOC C

B i
2




 دايرهمبدل نقاط داخل نيم :63مثال

 

x

y

wبا تبديل      
z


  )83(مهندسي هوا فضا ـ سراسري          كدام ناحيه است؟ 1

  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  

 :خيلي معلومه»  3«گزينه  پاسخarg تو ناحيه بين صفر و
اون بين argاي جوابه كهقرار داره، پس گزينه 2

 ) 3باشـه، يعنـي فقـط گزينـه (    و 2

i  تونه جواب باشه مي iz re , w e arg w
z z r

   
       

1 1 1
2    

 

  احيه محصور بين دوايرنقش ن :73مثال| z | 1 |و 1 z i |  wتوسط نگاشت 1
z


  )72(مهندسي برق ـ سراسري    كدام است؟ 1

1 (v , u 
1 1
2 2  2 (v , u  

1 1
2 2  3 (v , u  

1 1
2 2  4 (v , u  

1 1
2 2  

  : رو به جايناحيه محصور بين دو دايره قرار داشته باشه و بعد اون نقطه تواي باشيم كه بايد دنبال نقطه  »2«گزينه پاسخz ي نگاشت قرار ميـديم  تو ضابطه

izينقطهببينيم چي ميشه!؟   
1
3 i  پس داريم:، هور بين دو دايره قرار دارناحيه محص تو 3 (i )w i

iz i i
 

       
  

1 1 1 1 3 1 3 331 1 1 2 2 2
3 3

  

uياي تبديل كرده كه تو رابطهرو به نقطهبينيم نگاشت اين نقطهطور كه ميهمون 
1
vو 2   1

    ) جوابه2صدق ميكنه، پس گزينه ( 2
 

 تصوير ناحيه :83مثال{z :| z | , Im(z) }  1 1  تحت تبديلz
w

z


       كداميك از نواحي زير است؟ 2
  )71و مهندسي برق ـ سراسري  87(مهندسي مواد ـ سراسري 

  ) ربع چهارم4  ) ربع سوم3  ) ربع دوم2  ) ربع اول 1

  : ينقطه  »3«گزينه پاسخiz  1                 داريم: پس ه،ناحيه موردنظر قرار دار تو 2
i i i i

w i
i i i

     
      

     

11 1 1 1 3 42 2 2 4
1 5 51 2 1 1 12 2 2 4

  

  ) جوابه 3، پس گزينه (ربع سومِ تو دونيم اين نقطهميكه 
 

 تبديلي كه حوزه :93مثالD1 را بر روي حوزهD2 73(مهندسي برق ـ سراسري   نگارد، كدام است؟مي(  
1 (zw e                          

2  (w z
z

 
1  

3 (iw
i z



  4                   

4 (zw e 2  

  : يبينين نقطهمي طور كههمون»  4«گزينه پاسخB i Bيبه نقطه 2  1  كنن! مي و) اين كار ر4) و (3هاي (گزينهتبديل شده، تنها      

i i:z i w
i i ii ( )

  
     

    
12 24 2

  )3گزينه ( 
( i) i: z i w e e cos( ) i sin ,


 
         

2 2   )4گزينه ( 12

izتوجه كنين كه مثلاً غلط يهابراي خلاصي از دست يكي از گزينه 
    ،نهايـت نگاشـته ميشـه   ) به بي3قرار داره، اما توسط نگاشت گزينه ( D1تو ناحيه 4

zيتونين مثلاً نقطـه مي !؟ين ماجرا سختهالبته بازم اگه تصور ا  ) جوابه4كه نامحدود نيست! بنابراين گزينه ( D2پس غلطه! چون ناحيه i  
1
4 4 

  ) غلطه!3ي (كنه و بازم نتيجه بگيرين كه گزينهتبديل مي i) اونو به3ي (قرار داره رو انتخاب كنين بعد ببينين كه نگاشت گزينهD1رو كه تو ناحيه
 

v  

u  

v 

u 

v  

u 

v  

u  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 تبديل :40مثالi
f (z)

z
 دايرهz  1   )78مكانيك ـ سراسري مهندسي (        كند؟را به كدام شكل تبديل مي 1

f) خط موازي محور موهومي در صفحه1 (z)  2خط موازي محور حقيقي در صفحه (f (z)  

i) دايره به مركز3
1و شعاع 2

i) دايره به مركز4  2
1و شعاع 2

2  

 :ينقطه » 2«گزينه  پاسخz 1  نناحيـه قـرار داره (چـو    تو| | 1 1 (.      نگاشـت  حـالا ببينـيم اگـه تـو ضـابطهz        قـرار بـِديم، چـي ميشـه؟
wمعلومه 1پس تا اينجا فهميديم شكل تبديل شده شامل ،    پـس گزينـه  هم ميشه (به عبارت بهتر شكل تبـديل شـده نامحـدو ،(د ) 4) و (3هـاي (

zامتحان كنيم، مثلاً هم ) كدوم جوابه!؟ بهتره يه نقطه ديگه2) و (1هاي (غلطن! حالا بايد ببينيم از بين گزينه 2 |تو ناحيه قرار داره (چـون  2 | 2 1 1 (  

zي نگاشتحالا ببينيم اگه تو ضابطه  iwقرار بِديم، چي ميشه!؟ به راحتي معلومه 2 2 iwيميشه، پس قطعاً نقطه 2  شـكل تبـديل يافتـه     توبايد  2

  تونه درست باشه ) مي2فقط گزينه ( بنابراينباشه، 
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گيري از توابع مختلطانتگرال: سوم فصل  رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

 
 سومفصل 

  »گيري از توابع مختلطانتگرال«
  

  انتگرال توابع غير تحليلي :1درسنامه 
  

 حاصل :1مثال
C

zdz روي منحنيx tC :
y t

 




2
tدر فاصله   2 كدام است؟  

1 (i
168 3  2 (i

168 3  3 (i
81 3  4 (i

81 3  

 :4«گزينه  پاسخ  «  C : z(t) x(t) iy(t) t it d[z(t)] ( t i)dt      2 2  
z x iy z(t) x(t) iy(t) t it      2  

C
I zdz (t it)( t i)dt ( t it i t t)dt ( t it t)dt             

2 2 22 3 2 2 3 22 2 2 2
  

  

t t tI t dt i t dt tdt [ ] i[ ] [ ] i         
2 2 2 2 2 24 3 2

3 2 82 2 14 3 2 3    
  

 

 حاصل :2مثال
C

ze .dz كه در آنC قسمتي از خطy x  واصل بين نقاطz 1  وz i   2 باشد، كدام است؟مي  

1 (e
i

 1   2 (i(e ) 1  3 (i(e ) 1  4 (e
i

 1  

  : پارامتري ياگر بخواهيم معادله»  3«گزينه پاسخC را بنويسيم با فرضx t، آنگاهy t  داريم: لذا باشد و مي  
y x x tz x iy z x ix z x ix , dz ( i)dx z t it , dz ( i)dt               1 1  

C

z t it ( i)t ( i)tie dz e ( i)dt ( i) e .dt [ e ] i(e )
i

     
      

   1 111 1 11  
  

 

 اگر :3مثالf (z) Re(z) آنگاه حاصل انتگرال
C

I f (z)dz  كـهC سهمـيy x zاز 2   تاz i 1 ؟است باشد، كداممي  

1 (i 
1 2
2 3   2 (i 

1 2
2 3  3 (i

1 2
2 3  4 (i

1 2
2 3  

  : 3«گزينه پاسخ «f (z) Re(z) x  از طرفي داريم:     .باشدتابعي غير تحليلي مي  
y x x tz x iy z x ix z t it dz ( it)dt           

2 2 2 1 2  
xايمفرض كرده توجه شود چون t  از طرفيوx  از  پس ،كندتغيير مي 1تاt هم از  كندتغيير مي 1تا:  

  
C

t itI Re(z)dz t( it)dt [ ] i       
1 12 32 1 21 2 2 3 2 3
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 در صورتي كه :4مثالz باشد، مقدار مختلط يك متغير
C

f (z)dz، كهوقتيf (z) x iy   y، مسير انتخاب شـده روي خـط  Cمنحني و ،21 x 
)باشد كه از مبدأ مختصات تا نقطه , )1     يابد، كدام است؟امتداد مي 1

1 (i2  2 (i
8 12
3 7  3 (i2  4(i

7 11
6 6  

 :4«گزينه  پاسخ«  y x x tf (z) x iy f (z) x ix z t it z ( i)t dz ( i)dt                2 21 1 1 1  
xايمكرده كند و ما فرضتغيير مي 1از صفر تا  xچون tلذا بازه تغييرات ،t  است. 1هم از صفر تا  

C

t it i if (z)dz (t it )( i)dt ( i)[ t ] ( i)( ) ( i)( ) i                 
1 12 3

2 1 3 7 111 1 1 1 1 12 3 2 3 2 3 6 6
  

 

  حاصل :5مثال
C

I zdz كه در آن ،C اي به مركزدايرهi1  باشد، كدام است؟مي 1و شعاع  
1 (  2 (i 2  3 (( i) 1 2   4 (i2  
 :2«گزينه  پاسخ«  i i i iz z re z i e z i e dz ie d                  1 1  

i

C

i i i i iI zdz ( i e )( ie )d i ( i)e d i e .e d i( i) e d i d
                                 

2 2 2 2 2

1
1 1 1 1

    
  

iI ( i)[ e ] i[ ] i i
i

             
2 211 2 2
 

 
 

 حاصل انتگرال :6مثال
|z|

I zdz


  1 كدام است؟  

1 (i  2 (i2  3 (i
2  4 (i2

3  

  : انتگرال را در مختصات قطبي حل كنيم: ، لذا بهتر استگيري به صورت دايره واحد داده شدهچون مسير انتگرال  »2«گزينه پاسخ  

|z|

i iI zdz e i.e d i




       
2

1
2

   ، i i iz cos i sin e z e , dz ie d            
 

 حاصل :7مثال
|z|

I | z || dz |


  1            كدام است؟    
1 (  2 (2  3 (3  4 (4  
  : كنيم: بهتر است انتگرال را در مختصات قطبي حل»  2«گزينه پاسخ  i i iz e dz ie d | dz | | ie | d          

i i| ie | | i || e |  1  

|پس dz | d  از طرفيi| z | | e | 1 :و لذا داريم  
|z|

I | z || dz | d [ ]




        
2

1
21 2
  
 

 حاصل  :8مثال
C

I z dz 
2

 ي كه مسيردر صورتC مربع نشان داده شده در شكل مقابل باشد، كدام است؟  

1(i1  
2(i 1  
3(i1  
4(i 1  

 y

x



1

1

  
 :ابتدا عبارت»  2«گزينه   پاسخ| z |دانيم كهنويسيم. ميمي zو zرا بر حسب 2| z | zz2 :است. بنابراين داريم  

ff (z , z) | z | zz z x iy
z


     


2  
  كنيم.ي مختلط استفاده ميي گرين در صفحهيم و از قضيهناممي Dي درون اين مربع رااكنون ناحيه

C D
iI | z | dz i (x iy)dydx i (x iy)dydx i (xy y ) dx          

1 1 12 2 12 2 2 2   
  

i i ii (x )dx i( x x) ( i) i
       

1 2 11 12 2 2 12 2 2 2 
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گيري از توابع مختلطانتگرال: سوم فصل  رشدكارشناسي ا يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :9مثالC مثلثي به رئوسz  ،z  zو 4 i 4 zIگاه حاصـل هاي ساعت پيموده شده است، آنباشد كه در جهت عقربه 3 (e z)dz  
  كدام است؟

1(i3  2(i4  3(i13  4(i12  

 :ي درون مثلث راناحيه»  4«گزينه  پاسخD براي تابع .ناميمميzf (z, z) e z  داريمf
z


 


. از طرفي 1
  عكس مثلثاتي پيموده شده است، بنابراين لازم است جواب را قرينه كنيم:جهت مسير داده شده در 

C D D
fI f (z)dz i dydx i ( )dydx i (D ) i i
z
 

          
  

3 42 2 1 2 2 122 SeIv¶  
  

 اگر: 10مثالC باشد كه نقطه خطشامل سه پاره مسيريz i 2 zرا به 2 i zجا بهو از آن 2   سپس به وz  هـت  در ج و كننـد مـي متصل  2
، آنگاه حاصلودمثبت پيموده ش

C
I z dz ؟كدام است  

1(i8  2(i 8 2  3(i 4 2  4(i4  
 :منحني»  3«گزينه   پاسخC ي ست. براي حل اين انتگرال دو راه داريم. يك راه آن است كه معادلـه يك مرز بسته ني

آن  و ابتكـاري  بهتر ها را با هم جمع كنيم. اما راهرا جداگانه در انتگرال قرار دهيم و جواب خطرهپاسه رامتري هر كدام از پا
zكه C1خطاست كه با اضافه كردن پاره  zرا به 2 i 2 Cيكند، منحني بسـته متصل مي 2 C را تشـكيل دهـيم.    1

Cيحاصل انتگرال روي مسير بسته C را C1كنيم. سپس حاصـل انتگـرال روي  ي گرين حساب ميرا با استفاده از قضيه 1
  طبق فرمول گفته شده داريم:كنيم، از آن كم مي

C C
I zdz i (C C ) i i


       11 12 2 4 8 po¶  ·»nj ¾ÃeIº SeIv¶  

zداريم C1روي مسير it 2 كهt  2 :است  
C

itI zdz ( it)(idt) i[ t ] i( i) i         
2

1

22
2 2 2 4 2 4 22 

  

  در نتيجه داريم: 
C

I zdz I I i i i        1 2 8 4 2 4 2  
  

 اگر  :11مثالC بيضيz z   3 3 1 باشد كه در جهت مثبت پيموده شده است، آنگاه حاصل
C

I zdz چند برابر ،i است؟  
1(1  2(2  3(4  4(8   
 :مساحت بيضي(  طبق فرمول گفته شده داريم:»  3«گزينه   پاسخ) i ( 2مساحت محدود شده توسط

C
zdz i (C  2  

Cمنحني :| z | | z |   3 3 1 هاييك بيضي است با كانونw 1 wو 3  2   . اكنون به فرمول زير دقت كنيد:3

Cهرگاه :| z w | | z w | R   1 Rآن عبارتند ازهاي باشد، شعاع w2و w1هاييك بيضي با كانون 2 | w w |
a

 


2 2
2 1

Rbو 2  2  .  

aدر اين مثال 
 

1 36 42
  وb  abباشد، پس مساحت بيضي برابر است با:مي 5  2. :در نتيجه داريم  

C
zdz i i     2 2 4   

  
 حاصل انتگرال  :12مثال

C

z | z |I ( )dz
z z

  78كامپيوترـ سراسريمهندسي (        هاي ساعت برابر است با:روي دايرة يكه در خلاف جهت عقربه(  
1(j 2  2 (j2  3 (j4  4(  
 :2«گزينه   پاسخ«     

  كنيم:تر ميابتدا انتگرال را سادهروش اول: 
|z| |z| |z|

z z | z | z | z | .zI .dz dz (z z)dz
zz | z |  

 
     1 1 1

2 2
2

2    
j j jz e dz je d , z e         

  اگر انتگرال را در مختصات قطبي بنويسيم، داريم:
j j j j jI (e e )je d j (e )d j[ (e ) ] j[ ] j

j j j

                      
2 2 22 3 31 1 11 2 23 3 3 

  

رسيدن به انتگرال پس ازروش دوم: 
|z|

I (z z)dz


  2
1 توانيم بگوييمميf (z , z) z z 2 ي متن درس استفاده كنيم:و از نكته  

) j 2مساحت ناحيه
D D

fI j dydx j dydx j (D
z


   
 2 2 2  

 

C

D

4 3i

x
4

y

3

y

x



2

2 i

1C



2 2i
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 هرگاه   :13مثال
i

I (z) dz


 
3 2


:روي مسير   y x 
1
  )79(مهندسي مواد ـ سراسري    :نمايد محاسبه شود، آنگاهوصل مي i3را به  كه  3

1 (I    2 (I i 
11 3
  3 (I ( i) 

11 1 3  4 (I ( i) 
11 1 3  

 :3«گزينه   پاسخ«  z x iy x xi , z x xi , dz ( i)dx       
1 1 113 3 3  

x iI (x xi) ( i)dx ( i) ( i) x dx ( i)( i )[ ] ( i)( ) ( )( ) ( i)
              

3 3 33
2 2 2 21 1 1 1 1 1 27 1 1 3 1 11 1 1 1 1 1 9 1 13 3 3 3 3 9 3 3 3 9 3 9 3 

    
 

 مقدار انتگرال  :14مثال
C

zdzدر صورتي كه ،C يك خط مستقيم از نقطة صفر تا نقطةj4باشد،كدام است؟(j ) 1    
  )80كامپيوترـ سراسري مهندسي (

1(j  2(8  3(j4  4( صفر  
 كنيم:انتگرال تحليلي نيست، لذا از روش پارامتري استفاده مي زيرچون تابع  » 2«: گزينه پاسخ     z yj z yj , dz jdy       

C

yzdz yj( jdy) ydy [ ]      
4 4 42

82  
  

 

 مقدار انتگرال معين   :15مثالi dz
z :iروي مسير  1 z e             80(مهندسي مواد ـ سراسري                كدام است؟(  

1 (1-  2 (i   3 (3  4 (i  

 :1«گزينه   پاسخ«                    i i iz e | z | , , z e , dz ie d   
        1 2  

i
i i

i
ieI d ie d [ e ]
e

  


 
 

       
2 2 22 21 12  

  
 

 مطلوب است محاسبه  :16مثال
C

zdz  روي مسيرC :x t
, t

y t

   


2
3

1   )81ـ آزاد » هاگرايشكليه «مكانيك مهندسي (        4

1 (i159 65   2 (i195 65  3 (i195 65  4 (i159 65  

 :3«گزينه   پاسخ«  zdz (x iy)(dx idy) (xdx ixdy iydx ydy) ( t. dt i t. tdt it . dt t . t.dt)


             
4

1
2 23 3 3 2 3 2  

[ t t i( t t )] i


     
4

1
2 4 3 39 2 6 3 195 652 4 3 3  

 

 چقدر است؟ باشد،مي اي كه بخشي از آن دايرة يكه مطابق شكلروي مسير بسته مقابل حاصل انتگرال :17ثالم
C

I zdz .  ) 83 كامپيوتر ـ سراسريمهندسي(  

1 (j 2
3  2 (j 


2
3  



 C 

1 

2  
3 

  
3 (j 


21 3  4 (j 

 
21 3  

 :1«گزينه  پاسخ«                                                                                          j jz re , z r.e     
: d , r( ) dz dr    1  1 مسير  

j: dr , ( ) dz je d
     

2
3   2مسير  

j
: d , r( ) dz e dr



    
2
31   3مسير  

j jzdz rdr j e .e d rdr [ r ] j[ ] [ r ] j

 

   
          

2 2
1 3 1 3

11
2 21 1 2

2 2 3
 

    
  با استفاده از شكل مختلط قضيه گرين و فرمول مساحت داريم:تر: روش دوم و ساده

) j( ) j 
   21 2 22 12 3 Cمساحت ناحيه محدود شده توسط مرز3

C
z dz j( 2  

 

(2)  

(1)  

(3)  2 
3  
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 چنانچه در عبارت : 18مثال
C

I zdz  ،C نيمه بالايي دايره| z | zاز 1  1 تاz      كدام گزينه است؟ Iباشد، مقدار 1

  )83كامپيوتر ـ آزاد ، مهندسي 87معماري كشتي ـ سراسري (   
1 (i2  23  ) صفر (i  4 (i  

 

 :از تغيير متغير  »4«گزينه  پاسخiz e  كنيماستفاده مي.  
i i i| z | , z e , z e , dz ie d       1  

|z|

i izdz e .ie .d i d i
 

          1


  

  
 حاصل انتگرال : 19مثال

C

dz
| z | (Rez) 2 23

         خط مطابق شكل زير است، كدام است؟دايره و سه پارهاجتماع يك نيم Cكه 

  )83ي ـ سراسر مجموعه رياضي(
  صفر )1

2( 1
2  

3( i
2  

4( i2  

 :خم  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه  پاسخc گيريم: با توجه به تقارنرا به صورت مقابل در نظر ميC1وC3 :داريم  

c c

dz dz
| z | (Re z) | z | (Re z)

 
  

1 32 2 2 23 3
  

  نويسيم:را ميC4وC2معادلات پارامتري
C : z(t) t i , t dz dt        2 2 2 2  
C : z(t) cos t i sin t , t dz ( sin t i cos t)dt        4 2 2 2 2  

C

dz dt tg t | tg
| z | (Re z) t

 
      

  
2

22

1 2 1
22 2 2

1 1 24 23 4 4
  

C

dz sin t dt cos tdti
| z | (Re z) cos t cos t

 
 

    
4

2 2 2 2
2 2

3 4 12 4 12 
  

cos  توان نشان داد:اي ساده ميبا محاسبه t dt
cos t




 2
2

4 12
  

tدر واقع اگر از تغيير متغير 
  d  بينيد كه:استفاده كنيد مي 2   (تابع فرد)cos t sindt d

cos t sin

 


 
 

 
  

    2 2
2 2

2 2

2 2
4 12 4 12

  

sinبراي انتگرال tdt
cos t



 2
2

4 12
duا تغيير متغيرب  sin t dt , u cos t  2   داريم:2

C

sin t du du dzdt tg ( u) tg
cos t u u | z | (Re z)

 



 



       

      
2 2

2 2
1 2 1

22 2 2 2 2
2 3 3 3 3 1 26 2 9 9 24 12 4 3 4 3 3

  

  

2  

2 -2 

-2 

x 

y 

1  -1  
x

y

1C

4C

3C

2C

x

y
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 در نمايش قطبي اعداد مختلط ناصفر به صورت : 20مثالiz re r(cos isin )     پذيريم كهاين قرارداد را مي يدر بازه[ , )2  راديان لحاظ

شود يعني   2. انتگرال تابع
i

re zf (z)
z


  
 

2 
 

aاز   i  1   تاb i 1  يدر امتداد نيمي از دايره| z | كه در بالاي محور حقيقي در 1

  )86(دكتري برق ـ دانشگاه آزاد سال   كند برابر است با: قرار دارد و آن دو نقطه را به يكديگر وصل مي zي صفحه
1 (( i)

2 13  2 (( i) 
2 13  3 (

2
3  4 (

2
3  

  :1«گزينه پاسخ«   
C C

i
I f (z)dz re dz



   2  
|z|i i iz re z e dz ie d        1 ÂÄ¯IM ¾μÃº oÃv¶ nj  

iC C

i i|z| r i
dz ie d

I re dz I e ie dz

 
   
 

    1 12 2  

i i
I ie d i e | (cos i sin ) | I ( i)

i  

 
 

         
3 3
2 22 2 3 3 2 13 3 2 2 3

    
  

 اگر : 21مثالC خط واصل از نقطهپارهi  باشد مقدار 1به نقطه
C

zzdz چقدر است؟    
  )89(مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري 

1 (( i)
2 13  2 (( i)

2 13  3 (i2 3  4 (i2 3  

 :گيريمسير انتگرال با توجه به اينكه پاره خط  »1«گزينه  پاسخy x  1 1باشد (دو نقطهمي
 1و


  را به هم وصل كرده) لذا داريم: 

y xz x iy
zz (x iy)(x iy) x y zz x ( x) x x

z x iy
   

              
12 2 2 2 21 2 2 1  

zاز طرفي x iy x i( x )     1:لذا داريم ،dz ( i)dx 1  
zنيد چون نقطهدقت ك i 2  به نقطهz i 1 1  قرار است وصل شود و ما فقط انتگرال را بر حسبx پس ،داريمx كند.تغيير مي يك، تا از صفر  

zzdz [x ( x) ]( i)dx ( i)      
1 1 2 2 21 1 13 

  
  

 انتگرال تابع : 22مثال
C

I f (z)dz , f (z) y x i x      باشد، كدام است؟مي i1تا دار ازپاره خط جهت Cوقتي 23
  )92ـ سراسري  تكنولوژي و داروسازيمهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ مهندسي نانومواد، مهندسي شيمي ـ بيو(

1 (I i  1  2 (I i 1  3 (I i  1  4 (I i 1  
 :خطپاره  »2«گزينه   پاسخC ازA( , )  تاB( , )1 yخط بر روي 1 x :است و بنابراين داريم  

  y xz x iy z x ix dz ( i)dx       1  
  است: 1تا  ، ازxاتدانيم تغييربنويسيم و مي xتوانيم انتگرال را بر حسبحالا مي

x xI f (z)dz (x x i x )( i)dx ( ix i x )dx i x dx x dx i[ ] [ ] i( ) ( ) i                       
1 1 1 1 1 13 3

2 2 2 2 2 2 1 13 1 3 3 3 3 3 3 3 3 13 3 3 3    
  

  

  

 مقدار انتگرال: 23مثال
C

z dz
z



izدايرهنيم Cكه در آن 2 e  براي 2    2 92اسري نفت ـ سرمهندسي (  باشد، برابر كدام است؟(  

1 (i 2 2  2 (i 2 4  3 (i 4 2  4 (i 4 4  
 :با توجه به معادله  »3«گزينه  پاسخz :داريم  

  i iz e dz ie d ,         2 2 2  
i i i

iC C
z dz dz ( )( ie )d ( e )( ie )d

z z e

 

 

   



          

2 22 2 21 1 2 1 2
2

  

i 4 2i i i ii (e )d i[ e ] i[ ] (e e ) i[ ] [ ( )] i
i

  

 

                   
2 2 2 212 1 2 2 2 2 2 2 1 1 2  

    

-1 1 

    

x

y
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گيري از توابع مختلطانتگرال: سوم فصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  توابعي كه تحليلي هستند يا فقط در چند نقطه غير تحليلي هستند :2درسنامه 
  
  

 حاصل انتگرال :1مثال
C

z dz
z z



 3 2
1

2 در صورتي كهC اي با معادلهدايره| z i |  1 2   باشد، كدام است؟ 2

1 (i 
3
i) 3  صفر )2  2 

3
2  4 (i  

 : تابع»  2«گزينه  پاسخf (z) در نقاطz   وz  zكه بدانيم نقاطبراي اين .نيستند Cتحليلي نيست كه اين نقاط نيز درون دايره 2   وz  2 
|، كافيست در معادلهيا نه ون ناحيه موردنظر قرار دارندردهاي مخرج) (ريشه z i |  1 2 z، مقـادير zبه جاي 2   وz  حاصـل  اگـر   .را قـرار دهـيم   2

  .دناحيه قرار داريا روي قطه موردنظر درون شد، ن 2ن ناحيه قرار ندارد و اگر مقدار عبارت مساوي و يا كوچكتر از روبيشتر شد، نقطه د 2عبارت سمت چپ از عدد 
z | i | ( ) ( )        2 22 2 1 2 1 2 5 zو            2 | i | ( ) ( )         2 21 2 1 2 5 2   

fتابعر دو نقطه خارج ناحيه قرار دارند و پس ه (z) در ناحيهC .تحليلي است و لذا حاصل انتگرال برابر صفر خواهد شد  
 

 حاصل :2مثال
C

z zI dz
z
 




23 7 1
1 در صورتي كهC دايره| z i |    باشد، كدام است؟ 2

1 (i 4  2 (i4  3 (i 6  4 (i6  
  : ي غير تحليلي تابع منظور همان جهت مثبت است. دقت كنيد نقطه چون در صورت سؤال صحبتي از جهت طي شدن منحني نشده است،»  3«گزينه پاسخ
zفقط  1 در اين سؤال است وf (z) z z  23 7 I  و لذا داريم:است  1 if (z ) i[ ( ) ( ) ] i( ) i             22 2 3 1 7 1 1 2 3 6  

 

 حاصل :3مثال
C

dzI
z

  ي بستهروي منحنC كه شامل مبدأ مختصات است، كدام است؟  
  i2  3 (i3  4 (i) 2  ) صفر1
  : منحني بسته را دايره»  2«گزينه پاسخ| z |1 ق فرمول انتگرال كوشي با توجه به اينكهكنيم و طبانتخاب ميf (z) 1 :است، داريم  

|z|

f (z)dzI if ( ) I i
z

      1
12 2  

 

 حاصل انتگرال مختلط :4مثال
|z|

coshizI dz
z z


  2 2 4 3 كدام است؟  

1 (i  2  (i cos 1  3 (cos 1  4 (i cos1  

  : اگر»  2«گزينه پاسخcosh izf (z)
z


          فرض شود، داريم:   3

|z| |z| |z|

cosh iz f (z) f (z)I dz dz dz
(z )(z ) z z ( )  

  
      2 2 21 3 1 1    

coshتابع izf (z)
z


 |در ناحيه 3 z |   ) در ناحيه فوق قرار دارد، داريم:-1( تحليلي است و چون 2

|z|

cosh iz cos zf (z) cosh( i)I dz if ( ) i i cosh i I i cos
z ( )


           

  2
2 1 2 11 2  

 

 حاصل انتگرال :5مثال


k cose cos(k sin )d
   در صورتي كه ،k  يك ثابت حقيقي باشد، كدام است؟  

1 (  2 (  3 (2  4 (4  
 :دانيم كه تابعمي»  2«گزينه  پاسخkzf (z) e يهمه جا تحليلي است. بنابراين از فرمول انتگرال كوشي براي نقطهz   :خواهيم داشت  

kz

|z|
eI dz if ( ) i
z

     1 2 2  

)iاز طرفي با تغيير متغير )z e       يروي دايره| z |1 :خواهيم داشت  
ikz ke

i k(cos i sin ) k cos ik sin k cos
i|z|

e eI dz ie d i e d i e e d i e (cos(k sin ) i sin(k sin ))d
z e


        

    
               1  

k cos k cos

I I

e sin(k sin )d i e cos(k sin )d
  
 

      
1 2

 
  

Iتساوي بنابراين I iI i    1 2   را داريم. 2
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k  :داريم دو سمت تساوي با هم برابرند بنابراينهاي موهومي و حقيقي در قسمت cosI e cos(k sin )d




    2 2  

k  داريم: همچنينو  cosI e sin(k sin )d




   1   

k  :داريم انتگرالده زوج است، زيرا تركيب يك تابع زوج با تابع فرد، زوج خواهد بود. پس I2از طرفي در cose cos(k sin )d I


 
      2

1 2
2 2

  
  

 
  

 هر گاه  :6مثالD اي شامل مبدأ وناحيهf : D C تحليلي باشد وf ( )  شرط لازم براي تحليلي بودن تابع ،g  كدام است؟  
ze f (z) ; z D { }g(z) z

b ; z

    
 




  

1 (f ( ) b  1  2 (f ( ) b 1  3 (f ( ) b  1  4 (f ( ) b   1  
 :هر گاه  »4«گزينه  پاسخg برD يراي هر مرز بستهي كوشي ـ گورسا بتحليلي باشد، طبق قضيهC درD :داريم  

C
g(z)dz    

|يدايره z | r را درونD گيريم. طبق فرمولِ انتگرال كوشي داريم:در نظر مي  
z

|z| r |z| r
f (z) eg(z)dz dz i(f ( ) e ) i(f ( ) )

z 


        2 2 1   

fبنابراين بايد ( )  1  باشد يعنيf ( )  1اكنون توجه كنيد براي تحليلي بودن .g لازم استg درz   داريم يعني ،پيوسته هم باشد:  
z z

z z

e f (z) e f (z)HOPb Lim Lim f ( )
z 

      1 11 

 


  

fبنابراين ( )  1 وb 1 .است  
 

 حاصل  :7مثال
C

z zI Ln( )dz
z i z




 
2 1

1در صورتي كه ،C منحني| z i | 
1
است، برابر كدام گزينه باشد، كه در جهت مثلثاتي پيموده شده مي 2

  ي اصلي لگاريتم است.)شاخه Lnاست؟ (
1 (2  2 (i2  3 (i 2  4 (2  

 :ابتدا بايد ببينيم تابع»  4«گزينه   پاسخzLn( )
z



1
فقـط روي مجموعـه    Lnدانـيم تـابع  مـي  !؟باشـد يـا نـه   تحليلـي مـي   Cروي منحنيو ، داخل 1

{z | Re z , Im z }   :تحليلي نيست، لذا داريم  z x iy (x iy)[(x ) iy] x y yi
z x iy (x ) y (x ) y (x ) y
         

   
        

2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1

  

)zLnپس تابع )
z



1
yx  تحليلي نيست: مقابلي روي مجموعه 1 y x x

y
        

 

2 2 2 21 1 1
2

 


  

|(دايـره  Cطور كه در ناحيه نشان داده شده مشخص است، نقاط غير تحليلي تابع داخل و روي منحنيهمان z i | 
1
2 (

نبود، چون اگـر ايـن نقـاط     Lnم، نياز به بررسي نقاط غيرتحليلي تابعها مقدار داريدقت كنيد كه چون در گزينه .نيستند
zپس فقـط  درون ناحيه بودند، انتگرال قابل محاسبه نبود. اما ما براي تمرين اين نقاط را هم حساب كرديم. i  ي نقطـه

zfاگر فرض كنيم غيرتحليلي درون دايره است. (z) z Ln( )
z





2 1
ي گاه انتگرال زير را داريـم كـه بـر اسـاس قضـيه     ، آن1

  رسيم:كوشي به راحتي به جواب مي

C

f (z) i (i )(i ) iI dz if (i) i(i) Ln( ) iLn[ ] iLn( ) iLn( i)
z i i (i )(i )

  
              

     2 1 1 1 22 2 2 2 21 1 1 2  

)Lnاما مقدار i) :برابر است با  Ln( i) Ln | i | iArctg( i) Ln i i( ) 
        1 2 2  

  :مقدار زير است با بنابراين حاصل انتگرال برابر
I i( i )     22 2  

ي بـرق مطـرح شـده بـود!!     در رشته 93اين سؤال عيناً حتي بدون تغيير در چهار گزينه در آزمون كارشناسي ارشد بهمن نكته جالب در مورد اين سؤال: 
م يكسان باشد و سؤال تـأليفي باشـد و از كنكورهـاي    شود، اما اين كه هر چهار گزينه هها مطرح مي(البته سؤالات شبيه و عين بسيار از اين كتاب در آزمون

  هاي گذشته هم نباشد، براي اولين بار بود!!)سال
  

y

x
11

i
C

0
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 حاصل :8مثال
|z|

Ln( z )I dz
z(z i)(tgz i)




  1
3

2
3

1گيري در جهت مثلثاتي پيموده شده باشد، كدام است؟ ، در صورتي كه مسير انتگرال  

)Ln ي اصلي لگاريتم است.)شاخه  
1 (  2 (iLni2  3 (i2  4 (.انتگرال قابل محاسبه نيست  
 :ررسـي كنـيم تـابع   بايـد ب را داريم، » انتگرال قابل محاسبه نيست«ي ) جمله4چون در گزينه ( ،در اين سؤال  »1«گزينه  پاسخLn   در كجـا تحليلـي

z}، مجموعهLnzدانيم براي تابعنيست. مي | Re z , Im z }   هـاي حقيقـي و   كند. براي اين منظور لازم است قسمتنقاط غيرتحليلي را مشخص مي
  را تفكيك كنيم: Lnموهومي عبارت جلوي

z (x iy) x y ixy       2 2 2 21 1 1 2  

)Lnاي كه تابعبنابراين ناحيه z ) x  باشد:مي مقابلغير تحليلي است، به شكل  21 y
xy

   




2 21
2




  

xدانيم ياي دوم مياز معادله   ياy  اگر .x  شودي اول نتيجه ميگاه از معادله، آنy 21  كه امكان ندارد. پسy    ي و بنابراين از معادلـه
xاول داريم: 21 يا ،| x |1پس ،Ln( z )   فقط روي مجموعه زير تحليلي نيست. 21

z}گيري قرار ندارددرون مسير انتگرال | z x iy , y , | x | }    1  
z  رويم:اما سراغ ديگر نقاط غير تحليلي تابع تحت انتگرال مي i | z | | i | | z | | z |       3 3 3 1 1  

zهايواضح است ريشه i 3 داخل دايره ،| z | 1
)نيستند 3 )

11   رويم:در اين مرحله سراغ پرانتز ديگر مخرج مي .3

 
iz iz iz izsin z e e e etgz i i sin z i cos z i

cos z i

  
          2 2      

iمعادله ريشه ندارد iz iz iz iz iz ize e e e e e          2 2  nj Jo†  

sinتابعاز طرفي  ztgz
cos z

 نيز در نقاطي كهcos z   يعني ،باشد, , 
 

3
2 2  يها درون دايرهكدام از آناما هيچ ،تحليلي نيست| z | 1

  .قرار ندارند 3

)Lnبا فرض z )f (z)
(z i)(tgz i)




 

2

3
  و با استفاده از قضيه انتگرال كوشي داريم: 1

|z|

f (z) i f ( )
z



   1
3

2    

 

 حاصل انتگرال : 9مثال
|z|

dzI
z


 2 4 1  كدام است؟  

i) 2  ) صفر1
2  3 (i

 2  4 (
2  

  : آوريم:هاي مخرج را به دست ميابتدا ريشه  »1«گزينه پاسخ  z z i , z , z , z i        4
1 2 3 41 1 1  

|در داخل دايره iو - i ،1 ،1نقاطتوجه شود  z |   كنيم:قرار دارند و هر كدام را جداگانه حساب مي 2

|z|

i(z )(z )I dz if ( ) i
z

 
      

 2

2
2

1
11 1 2 1 21 4 2  

|z|

(z )(z i)I dz if (i) i ( )
z i i

  
       

 2

2
1

1
11 2 2 4 2  

|z|

(z )(z i)I dz if ( i) i ( )
z i i

 
        

 2

2
4

1
11 2 2 4 2  

|z|

i(z )(z )I dz if ( ) i ( )
z

 
         

 2

2
3

1
11 1 2 1 21 4 2  

i iI I I I I    
         1 2 3 4 2 2 2 2   

  

 حاصل :01مثال
C

ze dz
z 4 در صورتي كهC مربعي با رئوسi4 و4 باشد، كدام است؟  

1 (i
 3  2 (i

3  3 (i
!
4
3  4 (i

!



4
3  

  : تابع»  2«گزينه پاسخzf (z) e در كل صفحه مختلط تحليلي است و واضح است كهz   باشد، پس داريم:داخل مربع فوق مي  

C

z
( )e i i idz f ( ) e

! !z
  

     3
4

2 2
3 3 3
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 حاصل انتگرال :11مثال
C

zeI dz
(z )


 41 درصورتي كهC دايره زمر| z |   در جهت مثبت باشد، كدام است؟ 2

1 (i
e
2  2 (e2

3  3 (i
e

3  4 (ei2  

  : سؤالدر اين  ،با توجه به فرمول فوق»  3«گزينه پاسخz  1 وn             باشد، لذا داريم:مي 3
ze f ( )I dz i

!(z )

 
   

 4
12 31  

z z i if (z) e f (z) e f ( ) e I
e e ! e

            


1 1 21 3 3  
 

 حاصل :21مثال
|z |

sin zI dz
(z ) 





1 1 2 21 كدام است؟  

1 (2

2  2 (


2

2  3 (i2

2  4 (i


2

2  

  : يگيري تابع زير انتگرال فقط در نقطهنتگرالبا توجه به به مرز ا  »4«گزينه پاسخz 1 غير تحليلي است.          
sin z

sin z (z )I dz dz
(z ) (z )



 
 

  
2

2 2 2
1

1 1   

sinتابعطور كه گفتيم همان zf (z)
(z )




 21
|در ناحيه  z | 1 f               تحليلي است، لذا داريم: 1 (z)I dz if ( ) i ( ) i

(z )
        


2

2 2 1 2 4 21  
 

 حاصل انتگرال :31مثال
z

C
eI dz

(z )


 13951
|يكه در آن دايره  z |   است؟ i2باشد چه مضربي ازمي 2

1 (e
!1395  2 (e

!1394  3 (
!

1
1396  4 (

!
1

1394  

  : در اين مثال  »2«گزينه پاسخzf (z) e،z 1 وn  1 nاست. بنابراين 1395 1394 :و جواب انتگرال برابر است با  
( )f ( ) eI i i

! !
   

1394 12 21394 1394    
 

 فرض كنيد  :14مثالC دايره| z | |به ازاي .باشد 3 w | به صورت g(w)، تابع3
C

z zg(w) dz
z w
 




22 2  شـود. مقـدار  تعريف مـيg( i)
g ( i) 

2
1 

  كدام است؟
1 (i 


5

2  2 (i 


5
2  3 (i 


5

2  4 (i  5
2  

 :فرض كنيم»  2«گزينه  پاسخ| w | fباشد. تابع 3 (z) z z  22   جا تحليلي است. با توجه به فرمول انتگرال كوشي داريم:مهه 2

C

f (z)g(w) dz if (w) g(w) i( w w )
z w

       
 22 2 2 2  

g  ، خواهيم داشت:g(w)گيري ازبا مشتق (w) i( w ) g (w) i      2 4 1 8  
    

)g  ي عبارت خواسته شده داريم:بنابراين با محاسبه i) i( i ) i i
g ( i) i

      
   

  
2 2 8 2 2 1 2 5

1 8 4 2
  

 

 اگر  :15مثال
| |

f (z) d
z 

   
 

 
2

3
3 7 1گاه مقدار، آنf ( i) 1  كدام است؟  

1 (i 12 26  2 (i 12 26  3 (i  12 26  4 (i  12 26  

 :گيري نسبت بهمشتقبا »  4«گزينه  پاسخz :از طرفين تساوي خواهيم داشت  
| |

f (z) d
( z) 

     
 
2

23
3 7 1  

zاكنون به ازاي i 1 :خواهيم داشت  
| |

f ( i) d
( i) 

      
  

2

23
3 7 11

1
  

)gتابع )     23 7     مول كوشي داريم:در اين ناحيه تحليلي است. با استفاده از فر 1

f ( i) ig ( i) i( ) i( i ) i
i

               
  

1 2 1 2 6 7 2 6 13 12 261  
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 اگر  :16مثال
zef (z) (z )
z


 
1

 وf ( )  1گاه حاصل، آن
f (z)

|z|
eI dz
z

  21 كدام است؟  
1( if ( )e2   2 (if ( )e2   3 (if ( )e   4 (if ( )e   

 :ابتدا دقت كنيد كه»  2«گزينه  پاسخf درz   :تحليلي است، زيرا  
z

z z z

e zLim f (z) Lim Lim f ( )
z z  


  

1 1
  


ÁpnH´À  

zدر fپس   پيوسته است و چون در هرz   تحليلي است بنابراين درz   پذير خواهد بود.نيز مشتق  

g(z)ايتابع دو ضابطهيادآوري: ( z z
f (z)

a z z


  



تابعي تحليلي باشد و gتحليلي است اگر zدر 

z z
Lim g(z) a





(  

fبنابراين (z) يدرون و روي دايره| z |1 تحليلي است و به اين ترتيبf (z)g(z) e .نيز در اين ناحيه تحليلي خواهد بود  

  داشت:اكنون از فرمول انتگرال كوشي خواهيم 
f (z)

f ( )
|z|

eI dz ig ( ) if ( )e if ( )e
z

         1
21 2 2 2    

  
 كند؟هاي زير با بقيه فرق مييك از انتگرالحاصل كدام  :17مثال (n ) 1  

1(cos ne cos(sin n )d


    
2


  2(cos ne sin(sin n )d


    

2


  

3(cose sin( sin )d


    
2


  4 (cose cos(sin )d


  

2


  

   :ابتدا دقت كنيد كه:»  4«گزينه پاسخ  i(sin n )e cos(sin n ) i sin(sin n )         
cosدر ضمن ne  :نيز عبارتي حقيقي است. در نتيجه داريم    

cos n cos n i (sin n ) cos n cos n i (sin n )e cos(sin n ) Re{e e } , e sin(sin n ) Im{e e }             

incos  :داريم )1ي (طبق توضيح فوق براي گزينه .كنيمها را بررسي ميتمام گزينهاكنون  n i(sin n ) e iI Re e e d Re e .e d
         

2 2
1

 
   

izبا قرار دادن e  وdz d
iz

  :داريم  
n

n

|z|

z
z

|z|
dz eI Re e Re dz

z iz i z
   11 21

1 1  

nzg(z)اگر فرض كنيم e طبق قضيه كوشي گاهآنg ( )I Re( )
i !


 1

12 1
 اما .استnn zg (z) nz e  gپس 1 ( )   يعنياست ،I 1  باشد.مي  

آنچه در بررسي  بنابراين با توجه به ) داشتيم. 1ي (اين انتگرال قسمت موهوميِ همان انتگرالي است كه در گزينه ،طبق توضيحات اوليه): 2بررسي گزينه (
  .شودصفر مي ال هماين انتگر حاصل ،) گفتيم1گزينه (

i  ):3بررسي گزينه (

|z| |z|

cos i( sin ) e i z zdzI Im e .e d Im e e d Im( ze ) Im e dz
i z i

 

 

            
2

1 1

2
3

1 1
 

  

  شود.همه جا تحليلي است. انتگرال آن روي مرز بسته مي zeتابع
  مخالف صفر است. I4دهيم) با هم يكسان هستند. اكنون نشان مي3) و (2) و (1( هايهاي داده شده در گزينهحاصل انتگرال پس

i  ): 4بررسي گزينه (

|z|

z
cos i sin e eI Re e .e d Re e d Re dz Re ie

i z i

  



 


           

2 2

14
1 1 2 2

 

  

  
 

 اگر  :18مثالC اي به شكل مثلث با رئوسمنحني بستهi ،i 1
i1و 2

باشد كه در جهت خلاف حركت ساعت پيموده شـده اسـت، از تسـاوي     2

C
(a )[ ]dz

z(z )


   


2
4

1 2 4 4
2

  تواند باشد؟كدام مقدار مي aمقدار 

1 (i1  2 (i2  3 (i3  4 (i4  
 :منحني»  3«گزينه  پاسخC ايم.را كه مرز مثلث رسم شده است، در شكل مقابل نشان داده  

fفرض كنيم (z)
(z )

 
 4
1 4
2

a)و  )g(z)
z



  باشند.  22

f،zغير تحليلي تابعي نقطه  درون و روي مـرز   fقـرار نـدارد. بنـابراين    Cدرون مـرز است كه  2
               ي كوشي ـ گورسا خواهيم داشت:تحليلي است و طبق قضيه Cيبسته

C
f (z)dz     

y

i

x

1 i
2


1 i
2

 

 قضيه كوشي گورسا
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zينقطه   يكه قطب سادهg  منحنياست، درونC :قرار دارد بنابراين طبق فرمول انتگرال كوشي داريم  

C C
(a )g(z)dz dz i(a )

z


    
2

22 2 2   

  در نتيجه، انتگرال داده شده برابر است با:
C C C

(a )I [ ]dz f (z)dz g(z)dz i(a )
z(z )


        
  

2
2

2
1 2 4 2 2
2    

i(aبنابر صورت سؤال داريم: )    22 2 a)پس 4 ) i
i

  


2 42     آوريم:ي دوم آن را بدست مي، ريشهi2. با نوشتن فرم قطبي22

k k
i i i

(a ) i e (a ) e a e k ,

 
   

         

2 22 2
2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 1  

i ) صحيح است.3ي (گزينه 3
ik a e ( i ) ( i)


         4 2 2 2 22 2 2 2 22 2 2 2  

kالبته به ازاي 1 نيز مقدار ديگري برايa :بدست خواهد آمد  
ik a e ( i ) i


        
5

1 4 2 22 2 2 2 12 2  

 

 تساوي اگر  :19مثالn

n
f (z) z


 

15


|دايره Cبرقرار باشد و z، براي هر عدد مختلط z i |  باشد، مقدار انتگرال 2

C
f (z)dzI

(z i)


 15 كدام است؟  

1 (i( i) 2 1 15  2 (i( i) 2 1 14  3 (i( i) 4 1 15  4 (i( i) 4 1 14  
 :تــابع»  1«گزينــه  پاســخf (z) جــا تحليلــي اســت. بنــابراين روي اســت، بنــابراين تــام اســت، يعنــي همــه )15ي از درجــه(اي يــك چنــد جملــه

Cيدايره :| z i |    با استفاده از فرمول انتگرال كوشي داريم: 2
( )

C
f (z)dz f (i)I i

!(z i)  


14

15 2 14  

fاكنون به مشتقِ چهاردهم تابع (z) z z z z     2 14 151  بـه   14ي كمتر از اگر از اين تابع چهارده بار مشتق بگيريم جملات با درجه .توجه كنيد

)صفر خواهند رسيد و با كمي دقت خواهيم ديد: كه )f (z) ! !z 14 14 )i  . بنابراين داريم:15 i) 2 1 15
( )f (i) ! ! iI i i( )

! !


    
14 14 152 214 14  

 
 اگر  :20مثالf (z) تابعي تحليلي درون و روي دايره| z | fباشد و 1 ( )  1گاه حاصل انتگرال، آنiI f (e )cos ( )d

  
 

2 2
2

  ؟ ه است، برابر با كدام گزين

1 (f ( )2   2 (( f ( )) 2   3 (( f ( )) 2
2
  4 (( f ( )) 2

4
  

 :بريم:توانِ كسينوس را از بين مي ،ابتدا با استفاده از اتحاد طلايي»  3«گزينه  پاسخ  
i i

i icos e eI f (e )( )d f (e )[ ]d
      

     
2 21 1 12 2 2 

  

izغيربا تغيير مت e  خواهيم داشتidz ie d  يعنيdz izd پس .dzd
iz

 به جاي انتگرال معين .


2


|ينيز انتگـرال روي مـرز بسـته     z |1   

  را خواهيم داشت:
C C C C C

z dz f (z) f (z)I f (z)[ ] f (z)( )dz [ f (z)dz dz dz]
z iz i z i zz z

            2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 112 2 2 2 2 2 2 22      

مساوي است با صفر است (يعني fخاطر تحليلي بودنِاولين انتگرال به
C

f (z)dz  (  

f   آيند:دست ميي كوشي ـ گورسا به صورت مقابل بههدومين و سومين انتگرال با استفاده از قضي (z) f (z)dz i f ( ) , dz i f ( )
z z

     22 2    

I  :داريم بنابراين [ i f ( ) i f ( )] f ( ) f ( ) ( f ( ) f ( ))
i

            
1 2 22 2 2        

fحالا چون ( ) 1  با مقدار مقابل است:است، بنابراين جواب برابر  I ( f ( ))  22   
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i i i i iI (e sin(e ) e cos(e ) e )d
           

2 2 2


 اگر  :21مثالD ناحيهD :{z x iy C ; x y }    2 2 گاه حاصلباشد، آن 1
D

I coszdxdy  كدام است؟  
  هاي روسيه)ان ترم دانشگاه(از سؤالات پاي

1 (2  2 (  3 (3
4  4 (3

2  

 :يناحيه » 2«گزينه  پاسخD را در مختصات قطبي به صورت   2 وr 1 دهيم.نشان مي  
i

D
I cos(z)dxdy cos(re )rdrd

     
2 1
 

  
  شود.اولين انتگرال به روش جزء به جزء حل مي

i

i i i i i i i i i i i i

i i

r cos(e r)

e sin(e r) cos(re )rdr [re sin(e r) e cos(e r)] e sin(e ) e cos(e ) e

e cos(e r)



                 

  

     




1 2 2 2

2

11
 



  

  

izبا تغيير متغيربراي حل انتگرال دوم  e  اين انتگرال معين را به انتگرال روي منحني| z |1 كنيم:تبديل مي  i
i

dz dzdz ie d d
izie




       

|z| |z|
sin(z) cos(z) dz zsin(z) cos(z)I ( ) ( i) dz

z izz z z 

 
     2 2 31 1

1 1  

g(z)اگر صورت كسر را z sin(z) cos(z)  1 خواهيم داشت:از فرمول انتگرال كوشي  ،تابعي تحليلي است. پس ،بناميم  

I ( i)( i) g ( ) ( i)( i)
!
       

1 12 22 2  

  
 حاصل :22مثالi

I zcoszdz  كدام است؟  

e) 2  ) صفر1
e
1  3 (e

e
1  4 (sinh cosh1 1  

 : تابع»  2«گزينه  پاسخf (z) z cos z گيري كه براي اين انتگرال روش جزء به جزءهاي عادي انتگراللذا از فرمول .در كل صفحه مختلط تحليلي است 

          كنيم:است، استفاده مي
i ii i ez cos zdz [zsin z] sin zdz isin i [cos z] i(i sinh ) cosh sinh cosh

e


            
11 1 1 1 1 1

  
  

 

 حاصل انتگرال :32مثالi

i
z dz




4 2 2

xطول بيضي در 1 t

y t





2،t 2  :برابر است با    

1 (i 21 3  2 (i 32 9  3 (i 
73 45  4 (i 

86 63  

  : تابع  »4«گزينه پاسخf (z) z   كنيم:گيري استفاده ميتحليلي است. بنابراين از فرمول عادي انتگرال 2

  
i i

ii

z ( i ) (i ) i i i i i i i i i iz dz [ ] i
 



               
       

4 2 4 2

11

3 3 3 3 2 3 2
2 4 2 1 64 96 48 8 3 3 1 64 96 48 8 3 3 1 8663 3 3 3 3 3 3  

 

 حاصل :42مثال
C

I z dz  yدر خط Cدر صورتي كه 2 x از نقطهz   تاz i 1 باشد، كدام است؟  

1 ((i ) 33 12  2 ((i ) 31  3 ((i ) 32 13  4 ((i ) 31
3  

  : تابع»  4«گزينه پاسخf (z) z   كنيم:از هر دو روش آن را حل مي براي تمرين .تابعي تحليلي است 2
y  كنيم:از روش پارامتري استفاده مي روش اول:  xz x iy z x ix dz ( i)dx       1  

x ( i)I z dz (x ix) ( i)dx ( i) x dx ( i) [ ] 
          

1 1 1 13 3
2 2 3 2 3 11 1 1 3 3  

  

   كنيم:گيري تست را حل ميهاي انتگرالبا توجه به تحليلي بودن تابع با استفاده از فرمولروش دوم: 
i iz ( i)I z dz [ ]

  
  

1 13 3
2 1

3 3
  

  ش پارامتري اصلاً به نفع ما نيست!كنيد در توابع تحليلي استفاده از روملاحظه مي
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 مقدار :52مثال
C

dz
z
|يبخشي از دايره Cرا بدست آوريد. منحني 1 z | zازاست كه  2  zتا 2  2  شده است. پيمايشو در جهت مثلثاتي  

1 (i  2( i    3 (  4 (  
  : كنيم:براي تمرين سؤال را از دو روش حل مي  »1«گزينه پاسخ  

را به صورت Cمنحني : (پارامتري كردن مسير)روش اول:    ،iz e    كنيم. در اين صورت داريم:پارامتري مي 2
i

iC
I dz ie d i d i

z e

 


        
1 1 2

2 
  

fدانيم كهمي: (استفاده از تابع اوليه) روش دوم: (z)
z


F(z)مشتقِ  1 Ln(z) :است. بنابراين خواهيم داشت  

B
C A

I dz f (z)dz F(z) F( ) F( ) Ln( ) Ln( )
z






         

2
2

21 2 2 2 22  

  حيح برساند.اي از لگاريتم را انتخاب كنيم كه ما را به جواب صايم. لازم است شاخهمهمي از پاسخ رسيده يمرحلهاكنون به 

خطكه نيم انتخاب كنيمرا طوري  بايد   منحنيC را قطع نكند براي مثال
   2 مناسب است. (بديهي است كه

 
3
2 يا

   4  نيز
  رسند.)مناسب هستند و به پاسخ صحيح مي

F(z)                                                                    بنابراين داريم: Lnz Lnr i     

كه در آن 
    22 يعني2 

   
3

2 2 .  
Aيبراي نقطه  rداريم2  و2    يبراي نقطهوB  2 داريمr  و2  .  

(دقت كنيد انتخاب   درست نيست زيرا بايد 
   

3
2   باشد.) پس داريم: 2

I F( ) F( ) Ln i Ln i         2 2 2 2   
  

 

 حاصل  :62مثال
C

z z dz روي منحنيC يي چپ دايرهكه نيمهz    .است و در جهت مثبت پيموده شده است را بيابيد 1

1(
2 2

5                                

2(i2 2
5  

3(2 2
5                                 

4(i
2 2

5  

 :دانيم كه تابعمي»  3«گزينه   پاسخf (z) z z z 
3
F(z)يبع اوليهداراي تا 2 z z z 

5
222 2

5 F)است. 5 (z) f (z))   تـوانيم بـا   بنابراين مـي

i  را مانند انتگرال معين حل كنيم: Cكمي دقت انتگرال روي مرز
C i

i
f (z)dz f (z)dz F(z) F( i) F(i)

i
 

       

F(z)تابع ترين بخش پاسخ اينجاست!مهم z z 22
خـواهيم از روش بـالا بـراي حـل انتگـرال اسـتفاده كنـيم لازم اسـت         چند مقداري است. اگر مي 5

را قطع نكند. براي مثال Cمنحني ،F(z)يارا طوري بگيريم كه بريدگي شاخه يمحدوده   2  مناسب است. زيرا نيم خـط    منحنـيC  را

  نويسيم:كند. بنابراين با رعايت اين شرط ميقطع نمي
ii iz re F(z) r e re


    2 2 22
5  

zدر i داريمr 1 و
  zو در 2 i  داريمr 1 و

 
3
  :داريم . بنابراين2

i ii i
C

f (z)dz F( i) F(i) e e e e ( i ) ( i )
 

             
3

3 4 42 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2
5 5 5 2 2 5 2 2 5 2 5  

zدقت كنيد اگر در i ، ًمثلا
   2 را در نظر بگيريم به جواب غلطi2 2

رسيم. پس رعايت شرطمي 5   2 .در حل اين انتگرال ضروري است  
  

C

x
22

y

y

x

i

i

C

 

C

x
A 2B 2 

y

 2


   ايبريدگي شاخه 
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 براي اگر  :72مثالiz وzi مقادير اصلي در نظر گرفته شوند، آنگاه حاصلi i z
i

I (z i )dz


      كنـد اي را قطـع نمـي  روي مسـيري كـه بريـدگي شـاخه  

  ؟كدام است 

1(i( i) cosh sinh 
 


41 2 2  2(i( i) cosh sinh 

 

41 2 2  3(i( i) cosh sinh

  

21 2  4(i( i) cosh sinh 

 

21 2 2  

 :دانيم كهمي  »2«گزينه   پاسخz zLn(i)i e  است وi zf (z) z i  اي به اين شكل دارد:تابع اوليه  
i

i Ln(i)z Ln(i)zzF(z) (z e )dz e
i Ln(i)


   


1 1
1  

  بنابراين با در نظر گرفتن مقادير اصلي خواهيم داشت:
i ii iLn(i) iLn(i)

i
i ( i)I f (z)dz F(i) F( i) e e
i Ln(i) i Ln(i)

 





       

 
1 11 1
1 1  

  كنيم:با در نظر گرفتن مقدار اصلي لگاريتم، عبارات مورد نياز را محاسبه مي

  Ln(i) Ln( ) i i , Ln( i) Ln( ) i i   
       1 12 2 2 2  

i(i ) ( i) i(i ) ( i)i (i )Ln(i) i (i )Ln( i)i e e e ie , ( i) e e e ie
     

                   
1 1 1 11 1 1 12 2 2 2 2 2  

ie  :داريم بنابراين e ie e i iI (e e ) (e e ) ( i) cosh sinh
i i i ii i

   
     

   
          

     

2 2 2 2
2 2 2 22 411 1 1 2 2

2 2

  

 

 اي ازاگر شاخه  :28مثالz
1
zبه ازاي در آن را در نظر بگيريم كه 2  zبه تساوي 1 

1
2 iآنگاه حاصل ،برسيم 1

i
I (z )dz

 

 
 

12 2 3 2
2 2 خطي روي پاره ،3

i كه 2 2 iرا به3 2 2 1چند برابر ،كندوصل مي3
  است؟ 3

1(16 3  2 (16  3(32 3  4 (32  

 :هرگاه»  4«گزينه   پاسخiz re  آنگاه ،باشدf (z) z
1
داراي دو مقدار است: 2

ki
(k , ) f (z) r e

 

 
2
21 .  

kبه ازاي  ،
i

r e

kو به ازاي 2 1،

i( ) i
r e r e

 


 2 آيد. يعنيبدست مي 2
i

f (z) r e


  . اكنون از آنجا 2

fكه ( ) 1 kشويم با حالتشده است، متوجه مي 1   روبرو هستيم يعني
i

f (z) r e


 خـواهيم از تـابع   اسـت. مـي   2

fياوليه (z) z
1
F(z)يعني 2 z

3
22

  استفاده كنيم. 3

خط شعاعيِ است. نيم ي مناسب برايانتخاب محدوده ،چالش بعدي ما   كنـيم كـه مسـير    را طوري انتخاب مي
موردنظر را قطع نكند. نيم خط    بنابراين شرط ،گيري را قطع نكرده استمسير انتگرال   2 .مناسب است  

zدر i  2 2 rداريم 3  16 tanو 4 ( ) 
    1 43 zو در 3 i  2 2 rداريم 3  tanو 4 ( ) 

     1 23 . توجـه كنيـد   3

xوقتي   است بايد بهytan ( )
x

1 مقدار يدست آمده هر دو در فاصلهرا هم اضافه كنيم. همچنين دقت كنيد كه زواياي به   2    هسـتند. اگـر

يا 2آنها را با چنين نبود 2  خط را بااگر پارهتا در اين محدوده قرار بگيرند.  كنيمميجمعC خواهيم داشت: ،نشان دهيم  
i i

C
I z dz F( ) F( F( i) F( i) F( e ) F( e )

 

          
1 4 2
2 3 32 2 3 2 2 3 4 4oÃv¶ÁI¿Tº H oÃv¶ÁHkTMH)  

  ضيحات قبل چنين است:با توجه به تو Fيضابطه
i iiF(z) z z re r e r r e
 

  
3

2 22 2 2
3 3 3  

  :داريم بنابراين
i i

I (e e ) ( )
 

    
3 4 3 2
2 3 2 32 16 324 4 1 13 3 3  

  

y

x





2


2 3 i

2 3 i
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 اگر تابع :29مثالAzf (z) e ،آنگاه مقدار در كل صفحه مختلط كراندار باشدA   كدام است؟  
1 (  2 (1  

3 (
z2
1  4 (A تواند داشته باشد.هر مقدار مي  

 :دانيم تابعمي»  1«گزينه  پاسخAzf (z) e  پـس طبـق قضـيه     باشد،گفته شده كراندار نيز مي سؤالدر تمام صفحه تحليلي است و چون در صورت
Azf  :ليوويل بايد تابعي ثابت باشد و اين يعني مشتق آن صفر باشد (z) Ae A       

 

 اگر : 30مثالf   تام باشد و مجموعه مقاديرf(z)  در خارج دايره واحد باشد، آنگاهf :تابعي است          
  اي از درجه بيشتر از يكند جمله) چ4  ) كسري خطي3  ) متناوب2  ) ثابت1

  : چون مقادير»  1«گزينه پاسخf (z) خارج دايره واحد قرار دارد، پسf (z)    .بنابرايناست
f (z)

|تابعي تحليلي (تـام) اسـت و چـون    1 |
f (z)


1 1 

بنابراين
f (z)

fطبق قضيه ليوويل، تابعي ثابت است و بنابراينكراندار است و  1 (z) .هم ثابت است  
 

 اگر  :31مثالf (z) تابعي تام وf ( )  1394 باشد و همچنينz| e f (z) | f، آنگاه مقدار1 (Ln(   كدام است؟ 1395((

1 (1
1395  2 (1395

1394  3 (1394
1395  4 (1

1394  

 :اگر»  3«گزينه   پاسخf (z) تابع تام باشد، آنگاهzg(z) e f (z) هم تام است (چونze شود) تابعي تام است و حاصلضرب اين دو تابع هم يك تابع تام مي
|zاز طرفي براساس شرط g(z) | e f (z) | 1 توانيم نتيجه بگيريمميg(z)  دار حتماً تابعي ثابت استليوويل كه هر تابع تام و كرانكراندار است، پس طبق قضيه ،

c  تابعي ثابت است، لذا داريم: g(z)توان گفتمي cf ( ) c
e

    1394 13941f ( )z
z
cg(z) c e f (z) c f (z)

e
     1394  

z Ln( )f (z) f (Ln( ))
e e

   1395
1394 1394 13941395 1395  

 

 حاصل  :23مثالiI sin ( e )d
 

  
2 2 26

  است؟ ، چند برابر

1(1
2  2(1

4  3 (1  4(1
6  

 :فرض كنيم»  1«گزينه   پاسخf (z) sin (z) zگرفتنبا در نظر  ،ي مقدار ميانگينباشد. طبق قضيه 2 
 6 وr      خواهيم داشت:  2

  i i if ( e )d f ( ) sin ( e )d sin ( ) sin ( e )d
         

           
   

2 2 22 2 21 1 12 2 22 6 6 2 6 6 4 6 2  
  

  
 حاصل: 33مثالiI cos (e )d


 

 
2 21

2 
  كدام است؟ 

1 (2  2 (1  3 (   4 (2  
 :دقت كنيد چون»  2«گزينه  پاسخf (z) cos z |توانيم فرض كنيم بر روي دايـره در كل صفحه مختلط تحليلي است، مي 2 z | 1    نيـز تحليلـي

zدر اين تست در واقع .است   وr 1  ده است:شدر نظر گرفته  f ( )i if ( ) cos ( e )d cos (e )d
 

      
  

2 212 21 1 12 2 

     
 

 مقدار متوسط   :34مثال»x y x 2 |روي دايره» 2 z i |    چقدر است؟  2

1 (
1
2  2 (1

2   3 (  4 (1-  

 :كنيم كهابتدا توجه مي»  4«گزينه  پاسخu(x, y) x y x  2 2 بخشِ حقيقيِ تابع مختلطf (z) z z 2  ي مقـدار ميـانگين  است. طبق قضـيه، 
|يِروي دايره fمقدار متوسط تابع z i |    :توان نوشتمي در مركز اين دايره. به عبارت ديگر fت با مقداربرابر اس 2

if (i e )d f (i)
    

 
21 22 

  بر اين دايره fمقدار متوسط 

fيبا محاسبه (i) :داريمf (i) i i i    2 )Re  . به اين ترتيب:1 i)    1 ,u(xمقدار متوسط 1 y) بر اين دايره  
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گيري از توابع مختلطانتگرال: سوم فصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار انتگرال  :35مثالI sin(cos )cosh(sin )d


   
2


  كدام است؟ 

1(3
2  2(  3(2  4(  

 :تابع»  4«گزينه   پاسخf (z) sin z ي مقدار ميانگين داريم:جا تحليلي است. طبق قضيههمه  if (z re )d f (z )  

1

2    

aبنابراين به ازاي   وr 1 :خواهيم داشت  i if (e )d f ( ) sin(e )d sin( )
       

  
2 21 1

2 2 
    

iIپس sin(e )d
   

2


 دانيم كهاست. از طرفي ميsin(x iy) sin x cosh y i cos x sinh y    است. بنابراين بـه ازايx cos  وy sin  

isin(e  داريم: ) sin(cos i sin ) sin(cos ) cosh(sin ) i cos(cos )sinh(sin )            
  رسيم:ي زير مياي حقيقي و موهومي را جدا كنيم به دو معادلههدر نتيجه اگر از انتگرال بدست آمده، بخش

Re I sin(cos ) cosh(sin )d


     
2


   

Im I cos(cos )sinh(sin )d


     
2


   

  
 حاصل: 36مثالLn(a acos )d


   

2 2 1 2


a)، برابر با كدام گزينه است؟ )   )MITؤالات رياضي مهندسي دانشگاه (با كمي تغيير از س   1

1 (Lna  2 (Lna2  3 (Lna3  4 (Lna4  
 :تابع مختلط  »4«گزينه  پاسخf (z) Ln(z ) zيو نقطه 2 a  ي مقدار ميانگين داريم:نظر بگيريد. بنابر قضيهرا در    

if (z re )d f (z )
   

 
21

2  
  

rبه ازاي 1 و با توجه به آن كهz a :است، از تساوي فوق خواهيم داشت  if (a e )d f (a) Ln(a ) Lna

        

2 22 2 4    

Ln(aدهيم كه تابعحال نشان مي a cos )  2 1 2 ifدر واقع بخشِ حقيقيِ 2 (a e ) كنيم كه براي هر عدد مختلطاست. يادآوري ميzي اصلي ، شاخه
Ln(z)تابع لگاريتم برابر است با: Ln | z | iArg(z)  :بنابراين داريم  

i i i i if (a e ) Ln((a e ) ) Ln | a e | iArg(a e ) Ln | a cos i sin | iArg(a e )                2 2 2 2 2  
iLn(a cos a cos sin ) iArg(a e )      2 2 2 22  

ifبنابراين بخش حقيقي (a e ) آيد:بدست مي  iRe{f (a e )} Ln(a cos sin a cos ) Ln(a a cos )         2 2 2 22 1 2  
  هاي حقيقي دو طرف تساوي با هم برابرند:اكنون در انتگرالي كه محاسبه كرديم بخش

if (a e )d Lna Ln(a a cos )d Lna
 
            

2 2 24 1 2 4Â£Ã£e ÁIÀyhM Á»IvU  

 

 م:اگر داشته باشي  :37مثالxx yyu u u , x y

u(x,y) x y , x y

     

   

2 2 2

2 2 2 2
4

4
 گاه مقادير ماكزيمم و مينيممآنu  يدر ناحيـهx y 2 2 )uو مقـدار  4 , )    

  به ترتيب كدامند؟
1 (min maxu( , ) , u , u  2 4    2( min maxu( , ) , u , u  2 1 2   
3 (min maxu( , ) , u , u  4 2 4   4 (min maxu( , ) , u , u  4 2    
 :طبق صورت سؤال داريم  »1«گزينه  پاسخ:xx yyu u  ، بنابراين تابعu(x , y) ي مـدول مـاكزيمم و   قضـيه  طبق هارمونيك (همساز) است پس

u(xمدول مينيمم، كمترين و بيشترين مقدار , y) يروي مرز دايرهx y 2 2 rد. روي ايـن مـرز داريـم   ن ـآيبه دست مي 4  u(xيو ضـابطه  2 , y)  در

ru(x  دستگاه قطبي چنين است: , y) x y u(r , ) r cos r sin r ( sin ) u(r , ) sin           
4

2 2 2 2 2 2 4 2 21 2 22 4  

rبه ازاي  )uداريم 2 , ) sin  22 4 sinدانيم كه. مي2  2 2 1 بنابراين بيشترين و كمترين مقدار ،استu    و 4در اين ناحيه به ترتيب برابـر بـا 
)uيهستند. براي محاسبه , )  كنيم و خواهيم داشت:گين استفاده ميي مقدار مياناز قضيه    

cosu( , ) u( , )d sin d ( )d [ sin ]
    

           
     

22 2 221 1 2 1 4 1 12 4 2 4 22 2 2 4   
   

  



  

127  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 حاصل انتگرال  :38مثالz
C

e dz )خط واصل بين نقاط Cكه در آن 2 i ) 1 تا( i ) 2   )79برق ـ سراسري مهندسي (           باشد كدام است؟مي 3

1 (e ( e ) 2 21 12  2 (e (e )  2 21 12  3 (e ( e ) 2 21 12  4 (e ( e ) 2 21 12  

  : آموختيم، استفاده كنيم:1گيري كه در رياضي (ل انتگرالتوانيم از فرمولهاي متداوتابع زير انتگرال تحليلي است، لذا مي  »1«گزينه  پاسخ (  
i

iC

z
z i iee dz [ ] (e e )

 

 


          

2 3

1

2
2 4 6 2 21

2 2  

[e (cos i sin ) e (cos i sin )] [e e ] e ( e )                4 2 4 2 2 21 1 16 6 2 2 12 2 2  
 

 حاصل انتگرال  :39مثال
C

z i dz
z z



 2 2  كه در آنC ست با معادلها ايدايره| z i |  1 2   )79(مهندسي مواد ـ سراسري               است؟ كدام  1

i  3 (i) 2  ) صفر1 
3
2  4 (i3

2  

  : دايره  »1«گزينه پاسخCباشد و لذا نقاط) مي1و  2اي به مركز (دايرهz   وz    درون دايره قرار ندارند پس حاصل انتگرال صفر است. 2
 

 مقدار انتگرال   :40مثال
i
z dz1

  )80اسري (مهندسي مواد ـ سر              كند ، چقدر است؟وصل مي iرا به  1روي پاره خط مستقيمي كه  ،2

1( ( i)
1 13  2 (( i)

1 13  3 (( i) 
1 13  4 (( i) 

1 13  

  : گيري تست را حل كنيم:توانيم از فرمولهاي عادي انتگرالانتگرال تابعي تحليلي است، لذا مي زيرتابع   »3«گزينه  پاسخ    
i izz dz [ ] ( i)    11

3
2 1 13 3  

 

 مقدار انتگرال خطي   :41مثال
|z|

z dz
i (z ) 

5
43

3
2

  )80(مهندسي مواد ـ سراسري                برابر كدام است؟            

1(3    2 (24  3 (12  4 (6   

  : با توجه به فرمول انتگرال كوشي داريم:  »2«گزينه  پاسخ           z iI dz (z ) z I
z zi i !(z )

       
  

5
5 2

4
3 3 2 6 242 232

   
 

 مقدار انتگرال  :42مثال
C

zdz
(z ) 2 4  كهC  81مكانيك ـ سراسري مهندسي (       مرز نشان داده شده است، چقدر است؟(  

  ) صفر1
2(i 2  
3 (i2  
4(i  

 

-1 1 

-i 

i 

y 

C 

x 

  
  : نقاط  »1«گزينه پاسخ z  2 درون مرزC ارند لذا حاصل انتگرال برابر صفر است.قرار ند  

 

 مقدار انتگرال   :43مثال
|z i|

z Lnz dz
(z i)   23 2 چيست؟ )Ln               .(مهندسي مواد ـ سراسري               شاخه اصلي لگاريتم است)81(  

1( i (Ln )   2 2 2 1  2 ((Ln ) i  2 1 2  3 (i (Ln )  2 2 1  4 ((Ln ) i  2 1  

  : اي تـابع هـاي مخـرج و نقـاط شـاخه    تـابع ريشـه   غير تحليلـي اين سؤال اصولاً غلط طراحي شده، چرا كه نقاط   »1«گزينه  پاسخLnz  باشـد و  مـي
دانـيم مـرز   كنـد و مـي  را قطـع مـي   Lnzايگيري نقـاط شـاخه  شود كه مرز انتگرالگيري مشاهده مياخه اصلي است، با توجه به مرز انتگرالش Lnzچون

  را قطع كند، اما اگر اين خطا را ناديده بگيريم و مثل طراح فكر كنيم، داريم: غير تحليليگيري نبايد نقاط انتگرال

fاگر (z) zLnz :در نظر گرفته شود بر طبق قضيه انتگرال كوشي داريم  if ( i)I i[Ln( i) ] i[ Ln i ] ( Ln ) i
!
 

            22 2 2 2 1 2 1 2 1 2 21 2  
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گيري از توابع مختلطانتگرال: سوم فصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 هرگاه   :44مثالzI e dz


   وz( ) cos isin      3 3  ،
   2  مقدارI 81(مهندسي مواد ـ سراسري                كدام است؟(  

e) 2  صفر  )1 1  3 (ie e  4 (e


2 1  
  : تابع  »3«گزينه پاسخzf (z) e را حل كنيم. باشد، لذا نيازي نيست با استفاده از روش پارامتري مسئلهتحليلي مي    

i
z z iI e dz e dz e e


    1  

در بازهتوضيح: 
   2 گيري با قرار دادن مقاديرناحيه انتگرال  و

    ت خواهد آمد.به دس iو 1برابر  در ضابطه 2

  
 اگر : 45مثالC 83برق ـ سراسري مهندسي (  و اين مقدار چند است؟ هستند هاي زير داراي مقدار ناصفرراليك از انتگاي يكه به مركز مبدأ باشد، كدامدايره(  

C C C C

zdz z dz zdz dzI , I , I , I
z i z(z )z z

   
     

3
4 3 2 14 22 24 4     

1 (I2  و  2 (I4  وi2  3 (I1  وi  4 (I3  4و-  
  : هايتوابـع تحـت انتگـرال  »3«گزينه  پاسخI2،I3 وI4 باشند و برايدر ناحيـه مزبور تحليلي هستند و لذا همگي برابر صفر ميI1 غيـر   يكه نقطه

zتحليلي آن  است، داريم:         I ( ) i i    1
1 22  

  
 اگـر   : 46مثالC بيضي(x ) (y )   2 24 2 1 در جهت مثلثاتي باشد و 4

C

zef (z ) dz
z(z z )





آنگاه ،f ( )   برابر است با: 2

  )84و 83مكانيك ـ سراسري مهندسي (    

1(i e 2  2(i e
 2

2  3(ie 22  4(i e 2
2 

  : طبق فرمول انتگرال كوشي » 4«گزينه پاسخ،
zef (z ) i.

z
 2





zzو لذا 

f (z ) i e
z
   2

12 



fباشد و از آنجا مي  ( ) ie  22   خواهد بود.  2

 

 مقدار انتگرال مختلط  :47مثال
C

izI (z )e dz  Cروي سهمي ،2 : y x 2 )از نقطه 2 , )  تا نقطه( , )           كدام است؟ 1
  )84(مهندسي مواد ـ سراسري     

1 (iie2  2 (i
e
 

 
21  3 (iie4  4 (( ) i( )

e e
 

   
2 21 2  

  : كنيم:گيري استفاده ميتابع تحت انتگرال تحليلي است، لذا از فرمولهاي عادي انتگرال  »4«گزينه پاسخ  
( , ) i

( , )

iz iz izI (z )e dz [(z )( e ) e ] I ( ) i( )
i i e e

   
          

1 1 1 2 22 2 1 2
 

RILwId¶ ³I\ºH pH uQ  
 

 رالمقدار انتگ  :48مثال
( i)

coszdz
 


1


  )85(مهندسي مواد ـ سراسري             كدام است؟ 

1 (sinh   2 (cosh   
3 (i sinh   4گيري داده نشده است.) مشخص نيست زيرا مسير انتگرال  

  : رال تابعي تحليلي است، لذا داريم:تابع تحت انتگ  »3«گزينه پاسخ   
( i) ( i)

cos z dz sin z sin ( i ) sin i i sinh
   

          
1 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر دايره  :49مثالRC : | z | R  كه در نامساوي Mگيري باشد، آنگاه كوچكترين مقدارمسير انتگرال 1
RC

Logz dz M
z

 كند ( مي صدق  2
Argzدر صورتي كه شاخه     برايLog 85رياضي ـ سراسري مجموعه (        است از : در نظر گرفته شود) ، عبارت(  

1 (
R
2  2 (2 1   3 (log R 2  4 (log R( )

R


2  
 

  : 4«گزينه  پاسخ«  | Logz | | Log | z | iArgz | | Log | z || |iArgz | | Log | z || ( )      1  
          بنابر قضيه داريم: 

RC
f (z)dz R.M  2   

  : ) داريم1با توجه به نتيجه (

RC
Logz | Logz | LogR Logz LogR LogRf (z) , | z | R | f (z) | dz R( ) ( )

Rz | z | R z R
     

         2 2 2 2 22 2  

  تگـرال نيسـت بلكـه يـافتن يـك كـران بـالاي مناسـب بـراي آن اسـت.           از صورت سؤال معلوم است كه منظور طراح سؤال، يـافتن مقـدار دقيـق ان   توضيح: 

izبا اين حال اگر با تغيير متغير Re  ،انتگرال را حل كنيم، مقدار دقيق قدرمطلق آن
R
2 .است  

 

 ماكسيمم   :50مثال| z z |2  بر قرص| z |   )85رياضي ـ سراسري مجموعه (         برابر است با :      1
1 (  2 (2  3 (2  4 (2 1  

  : م را بر قرصمماكسي » 3«گزينه  پاسخ| z |1   آوريم:بدست مي    | z |
| z z | | z | . | z | | z | | z | | |


         2 11 1 1 1 1 2  

|لذا ماكزيمم z z |2 بر قرص| z |1  خواهد بود. 2برابر عدد  
 

 اگر تابع   :51مثالf  در ناحيه تحليلي و يك منحني بسته در ،انتگرال حاصل باشدf (z)f (z)dz


 86(مجموعه رياضي ـ سراسري  كدام است؟( 

  موهومي محض است. )4  در حالت كلي مختلط است. )3  حقيقي است. )2  صفر )1
  : 4«گزينه پاسخ«  x xf (z) u iv , f (z) u iv , f (z) u iv       

x x x x x xf (z)f (z)dz (u iv)(u iv )(dx idy) (uu iuv ivu vv )(dx idy)               
x x x x x x x x(uu dx uv dy vu dy vv dx) i uu dy uv dx vu dx vv dy           

  باشد زيرا:اما حاصل انتگرال اول طبق قضيه گرين برابر صفر مي

x x x x x x xx x x xx y x xy y x xy
P Q

Q P(uu vv )dx (vu uv )dy ( ) (v u vu u v uv u u uu v v vv )
x y

 
            

      

fبا توجه به اينكه تابع (z) :تحليلي است بنابراين  y x xy xx

y x xy xx

v u v u

u v u v

         
  

  انتگرال فوق برابر صفر است. بنابراين تابع موهومي محض است. بنابراين حاصل
 

 فرض كنيد   :52مثالf  يك تابع حقيقي مقدار باشد كه بر گويB(a,R)  پيوسته است و بـه ازاءr R  در رابطـهif (a) f (a re )d


  
 

21
2 

 ـ  دق ص
 )86(مجموعه رياضي ـ سراسري    صفر باشد كدام گزينه صحيح است؟ aدر fاگر .كندمي

1(f وجود دارد )2  تابع تحليلي است. كيr R كهf هبر داير| z a | r  .صفري ندارد  
,B(aدر fتعداد صفرهاي )4  يك صفر تنها نيست. aدر نقطه fصفر تابع )3 R) .شمارا است  

  : چون  »3«گزينه پاسخf پيوسته است، براي هرr كهr R داريمif (re )d


  
2


لذا يا .f      و يا طبق قضيه مقدار ميـانگين در انتگرالهـا

]براي توابع حقيقي مقدار، , ]  2  ريكه روي دايره به شعاعبه طوr داريمif (re )   يعني روي هر دايره به مركز .a   و به شعاع به اندازه دلخـواه
  تنها نيست. aدر نقطه fصفر تابعدر هر صورت، ، پس حداقل يك ريشه دارد fكوچك، تابع

fتابعي حقيقي باشد داريم f) دقت كنيد كه اگر1ي (در مورد گزينه u i   يعنيv   است. حالا اگرf د تحليلـي باشـد بايـد داشـته باشـيم      بخواه ـ
x yu v   وy xu v   پس .u .هم تابع ثابت است، يعني فقط توابع حقيقي كه ثابت باشند، تحليلي هستند  
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 كنيد فرض   :53مثالf ي ثابت بر حوزهيك تابع تحليلي غيرD  باشد وv Imf:88(مجموعه رياضي ـ سراسري   ، در اين صورت(  
1(v ماكسيمم و مينيمم خود را درD گيرد.نمي  
2( v ماكسيمم خود را برD گيرد ولي مينيمم خود را بر ميD گيرد.نمي  
3( v برD گيرد ولي برماكسيمم خود را نميDبستار)Dگيرد.) ماكسيمم خود را مي  
4( v ماكسيمم خود را درD گيرد ولي ممكن است بر نميD .مينيمم داشته باشد  
  : فرض كنيد  »1«گزينه  پاسخD يك حوزه وf u iv   تابعي غيرثابت و تحليلي

اي است كه مرزش جزء آن نيست. باشد. ابتدا دقت كنيد كه يك حوزه، ناحيه Dيبر حوزه
  آيد.به دست مي Dيعني Dاگر مرزش را به آن اضافه كنيم، بستار

  
  

|حال سؤال ممكن است در مورد f uيا | Ref ياv Im f .باشد| f ها رسند. ماكسيمم آنبه مقدار ماكسيمم خود نمي Dنگاه دروهيچ vو uو |
ها هميشه روي مرز قرار نيمم آنكنند. مياختيار نمي Dنيمم خود را درونگاه مقدار ميهيچ vو uقرار دارد. همچنين Dي روي مرزاهميشه در نقطه

|دارد. اما f   يشه باشد. با اين توضيحات، داراي ر Dدرون fدهد كهنيمم خود برسد. اين در حالتي رخ ميهم به مقدار مي Dممكن است درون |
 ) صحيح است.1ي (است، گزينه vي فوق در موردچون مسأله

 

 مقدار انتگرال  :54مثال
|z| n

coszI dz
z   1 2 1 88نانو مواد ـ سراسري و مهندسي  80مواد ـ سراسري مهندسي (  (دايره مرز در جهت مثلثاتي) كدام است؟(  

1( i2  2( ni( ) 2 1  3( 
ni( )

n!
 2 1  4( 

ni( )
( n)!
 2 1

2  

  : كوشي كه در متن درس اشاره شده داريم: طبق فرمول انتگرال  »4«گزينه  پاسخ      
(n)

n
i f (z )f (z) dz

n!(z z ) 
 


 1

2 


  

  در نظر گرفت: n2تواندر طرفين مي nدر اين تست به جاي
( n)

cos( )n ncos (z ) i cos(z ) iI i ( ) . I ( ) .
( n)! ( n)! ( n)!

 
       

2 12 22 1 12 2 2
   

cosي زوجهاي مرتبهتوجه كنيد كه مشتق z به صورت( n) nf (z) ( ) cos z 2   آيند.به دست مي 1

  
 منحني ساده بسته   :55مثال و نقاط  شده داردر جهت حركت عقربه ساعت جهتi, i       به ترتيب در خـارج و داخـل آن قـرار دارنـد. انتگـرال

sinzdz
z  21  89(مهندسي هوافضا ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (i sin h 1  2 (i cos h 1  3 (i cos h 1  4 (i sin h 1  
  : اي كه در اين تست بايد به آن توجه كرد اين است كه جهت پيمودننكته  »1«گزينه  پاسخ    اسـت و چـون فقـط     در جهت حركـت عقربـه سـاعت
zنقطه i داخل ناحيه قرار دارد، با نوشتنz (z i)(z i)   2   و با استفاده از قضيه كوشي ـ گورسا داريم: 1

sin z i sinh iz

sin z
sin zdz sin i(z i)I dz i( ) sin i I ( i)sin h i(i) i sin h( ) i sin h

(z i) i iz


 


               

  2 2 1 1
1

  
 

 تابع  :56مثالu(x,y) در ناحيةx y 2 2 xاست، در ناحية (harmonic)همساز  1 y 2 2 xپيوسته است، و در مرز يعني 1 y 2 2 ، مقـادير  1

( )cos        )89(دكتري برق ـ دانشگاه آزاد سال   هاي زير كدام درست است؟كند. از گزارهرا اختيار مي 2

1(u( , ) 

2   2(u( , )  4   3(u( , )     4(u( , )  2   

  : طبق قضيه مقدار ميانگين خواهيم داشت:  »1«گزينه پاسخ  u( , ) (cos )d





  

 
1 2

2 2      

  

x

y

D

x

y

D
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 انتگرال   :57مثال
z

|x| |y|
e z sinz dz

z 




2
31 90مهندسي هوافضا ـ سراسري (  كدام است؟(  

1 (i  2 (i2  3 (i2  4 (i22  
  : با توجه به فرمول انتگرال كوشي داريم:  »1«گزينه پاسخ  

  
(n)

nC
f (z )f (z) dz i

n!(z z ) 
 

 1 2 


  

  كنيم:ابتدا انتگرال را به دو بخش تقسيم مي

  
C

z

II

e sin zI dz dz
zz

  
21

3 
  

f  برابر است با: I2و I1با توجه به فرمول كوشي ( ) eI i( ) i( ) i , I if ( ) i sin I I I i
!


               1 2 1 22 2 2 22 2

     

  
 يمفرض كن  :58مثال

C

coszdzI
(z )





 3

4
 وC :| z |

    كدام است؟ Iگذاري شده است. در آن صورت مقدارباشد، كه در جهت مثبت جهت 12

  )92ـ سراسري  مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ مهندسي نانومواد، مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي(

1 (i2  2 (i
2

  3 (i 2  4 (i


2
  

  

  : بر طبق فرمول انتگرال كوشي داريم:  »4«گزينه پاسخ  

  
C

(n)

n
f (z )f (z) dz i( )

n!(z z ) 
 

 1 2 


  

zدر اين سؤال 
 4 وn    باشد، لذا داريم:مي 2

i
 2C

cos zcos zdz (cos z)i i[ ] i( cos ) i ( )
z z! z(z )

  
             

 3
22 22 2 4 2

43
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هامانده ضيهق گيري به كمكو انتگرال ، محاسبه ماندهي مختلطهاسري:  چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 
  چهارمفصل 

  » هاگيري به كمك قضيه ماندههاي مختلط، محاسبه مانده و انتگرالسري« 
  

  هاي مختلطسري :1درسنامه 
  

 ي سرييشعاع همگرا :1مثالn n

n
( ) z

n






2

1

  كدام است؟ 11

1 (e1  2  (e  3  (  4  (1  

  : 2«گزينه پاسخ«                           n nn
n n
Lim | ( ) | Lim( ) e R e

R n n R e


 
        

2 11 1 1 1 11 1  
 

 شعاع همگرايي سري :2مثالn

n

( n)! z
(n!)




 2

2


  كدام است؟ 

1 (1
2  2 (1

4  3 (4  4 (2  

  : 2«گزينه پاسخ «                   
n n n

( n )!
( n )( n )( n)!(n!) n((n )!)Lim | | Lim Lim | | R

( n)!R ( n)!(n ) (n!) n
(n!)

  



 
     



2 22
2 2 2

2

2 2
1 2 2 2 1 2 4 11 42 42 1

  

 

 شعاع همگرايي :3مثالn

n
(cosin)z







  برابر كدام است؟ 

1 (e1  2 (e2  3 (e12  4 (e  

 :جمله عمومي به صورت»  1«گزينه  پاسخna cos in دانيمباشد. ميمي
iz ize ecos z


 ، لذا2

n n

n
e ea cos in
 

    :پس داريم 2
(n ) (n )

(n ) (n )
n

n n n nn n nn

e e
a e eLim | | Lim | | Lim( )

R a e e e e

  
  


   




  
 

1 1
1 1

11 2

2

  

nبا توجه به اينكه  هايي با بزرگترين توان حاكم هستند:ه، لذا جمل  
n n

n nn n

e e .eLim( ) Lim( ) e R e
R e e




 
    

1 1 11  
 

 تابع شعاع همگرايي  :4مثالzf (z)
z z




 2
1

4 5
zنقطه حول ،   كدام است؟  

1 (1  2 (3
2  3 (1

2  4 (5
2  

 :اول نقاط غيرتحليلي»  1«گزينه  پاسخf (z) كنيم:  را حساب مي  z z (z )(z ) z , z          2 4 5 1 5 1 5    
zكمترين فاصله نقطه   شود. واضح استاز اين دو نقطه شعاع همگرايي محسوب مي| z z | | |   1 1    كمترين فاصله است، پس شـعاع همگرايـي ،

  يك است. عدد برابر
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 شعاع همگرايي تابع :5مثالzf (z)
e




1
1

z، حول نقطه i      كدام است؟4
1 ( 4  2 ( 2 4  3 (4  4 (4 4  
 :نقاط غير تحليلي تابع»  2«گزينه  پاسخz   و همچنينz n i 2 يـك  حالا بايد ببينيم فاصله كدام .شودد كه به ازاي آنها مخرج صفر مينباشمي

zاز اين نقاط از i nكوچكتر از بقيه است. به راحتي مشخص است به ازاي 4 1نقطه ، z i 2 كمترين فاصله را ازz i   دارد. 4
  | i i | | ( ) i |     2 4 2 4 2 4  

zنقاط ديگر مثلبراي مثال    ياz i 4شان بيشتر است:، فاصله  
(از 2 |   بزرگتر است.) 4 i | | i |   4 4 4  
2(از |   بزرگتر است.) 4 i i | | ( )i |     4 4 4 4 4 4  

  باشد.مي i4از i2يشتر از فاصله نقطهب i4شان ازبقيه نقاط نيز به همين ترتيب فاصله
 

 شعاع همگرايي بسط تابع :6مثالf (z)
(z i)(z )(z i)


  

1
1 zحول نقطه 2  1     كدام است؟    

1 (1
2  2( 1  3 (2  4 (2  

 :كنيم:محاسبه مي مقابلرا از رابطه  سؤالشعاع همگرايي براي اين »  3«گزينه  پاسخ         
z i, , i

min | z z | min{ , , }
  

  
1 2

2 2 5 2  

zتوضيح اينكه 1 باشد و كوتاهترين فاصله اين نقطه از نقاط غير تحليليميi ،1- وi2، د.شوشعاع همگرايي محسوب مي 
 

 ي همگرايي سريناحيه  :7مثال
n

n

(z i)
n i

 



 


1

  برابر كدام گزينه است؟ 1

1 (| z i |  1 1  2 (| z i |  1 1  3 (| z i |  
11 2  4 (| z i |  

11 2  

   :با توجه به توان»  1«گزينه پاسخn در بالاي پرانتز شاملzهـاي تـابعي بـه    شود و بايد از روش گفته شده براي سـري ، سري تواني محسوب نمي
  تست پاسخ دهيم:

  

(n )
n

n
n nn n nn

(z i)
f (z) (n i)(z i) (z i)n iLim | | Lim Lim | |
f (z) (z i) (n i)(z i)

n i

| |
 

 


   

 
        

     


1
1

1
1

1 111
1 1 1

  

n

n iLim . | (z i) | | (z i) |
n i z i

| | | | 




       

   
1 1 11 1 11 1  

|  قرار دهيم: يكتر از عبارت فوق را بايد كوچك z i |  1 1| |
z i

 
 

1 11  
 

 ي همگرايي سريناحيه  :8مثال
n

n
n n

sinin (z i)
n!(z i)

 

 





 

1 
  )Stanfordيير از سؤالات رياضي مهندسي دانشگاه (با كمي تغ  كدام است؟ 

1 (| z i | e   2 (| z i | e    3 (| z i | e   4جا واگراست.) مجموع دو سري همه  
   :كدام را جداگانه حساب كنيم:   ي همگرايي هربا توجه به اين كه دو سري مختلف داريم، لازم است ناحيه  »3«گزينه پاسخ  

ي همگرايي سريابتدا ناحيه
n

n

(z i)
n!








  ي شعاع همگرايي داريم:اين سري تواني است و با محاسبه .كنيمرا حساب مي 

n n n n

n! n!(n )!Lim Lim Lim Lim R
R R (n )! n!(n ) R n

n!

| | | | | | | |
   


         

  

1
1 1 1 11

1 1 1 1   

  همگراست. zبا توجه به مقدار شعاع همگرايي، اين سري براي تمام مقادير

nحالا سراغ سري
n

sin(in)
(z i)



 


1
مسـاوي   sin(in)در محاسـبات بـه جـاي    .كنـيم از روش گفته شده براي سري تابعي، ناحيه همگرايي را حساب مي .رويممي 

iآن sinh n دهيم:را قرار مي  
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n (n )
nn

n n nn n n n
n

i sinh(n ) e e
(z i) i sinh(n ) sinh(n )(z i)Lim Lim Lim . Lim . | |

i sinh n sinh n z i(z i) (i sinh n) (z i) e e
(z i)

| | | | | | | | | |
  



    

 
  

  
  



1 1
1

1 1

1
1 1 1 12

2

  

n n n

n n nn n

e (e e ) e eLim . Lim e.
z i z i z ie ( e ) e

| | | | | || | | |   

  

 
  

   

2 1 2 1

2 2
1 1 1

1 1
  

|  قرار دهيم و لذا داريم: يك عبارت فوق را بايد كوچكتر از z i | e .e
| z i |

 

1 1  

حـدوديتي نداشـت،   جا همگرا بود و هيچ مبا توجه به اين كه سري قبلي همه .در اين مرحله لازم است اشتراك دو ناحيه همگرايي بين دو سري انتخاب شود
  كنيم.لذا ناحيه همگرايي اين سري را به عنوان جواب مسئله معرفي مي

 

 ي همگراييناحيه  :9مثالn
n

n n

n (z i)
(z i)

 

 
  

 
 

1 1
1

1
  كدام است؟ 

1 (| z i |  1 1  2 (| z i |  1 1  3 (| z i |   1 1  4.سري واگراست (  
   :با توجـه بـه سـري اول كـه عبـارت       .ها جداگانه حساب شودبا توجه به وجود دو سري لازم است ناحيه همگرايي هر كدام از سري  »4«گزينه پاسخ
  كنيم:تابعي (روش كلي) استفاده مي منفي است)، از روش سري nدر مخرج كسر است (توان zشامل

n

n n
n

n
n(z i)Lim | | Lim | | . | |

n n z i | z i |
(z i)



 



 
 

   
 

1
1

1 1 11
1 1

1

  

    باشد: 1عبارت فوق بايد كوچكتر از 

| z i |  1 1
| z i |

 
 

1 11  

nCچون سري تواني است و .رويمحالا سراغ پيدا كردن ناحيه همگرايي سري دوم مي 1توضـيحات داده شـده  است و طبق  يكاع همگرايي برابر ، لذا شع    
|  داريم: ،هاي توانيناحيه همگرايي سري در مورد z i |  1 1  

  جا واگراست.باشد، لذا سري (منظور مجموع دو سري) همهاشتراك ناحيه همگرايي دو سري، تهي مي
 

 رايي سريناحيه همگ: 01مثالnz

n
ne







2

1
  كدام است؟  

1 (x y 2 2 1  2 (| x | | y |  34  ) تمام صفحه مختلط (| x | | y |  

  : 2«گزينه پاسخ  «  
(n )z

z
nzn n

(n )e nLim | | Lim | || e |
nne

 


 

 
 

2
2

2

11 1 1  

اما
n

nLim | |
n




1 z  ريم:است. بنابراين دا 1 y x i xy y x| e | | e .e | e y x y x | y | | x |              
2 2 2 2 22 2 2 2 21 1 1   

yچـون بايـد ضـرب دو عـدد     :دقـت كنيـد كـه   براي روشن شدن روش حل فوق  x i xy| e | . | e | 2 2 iكـوچكتر از يـك باشـد و همـواره     2 xy| e | 2 ، لـذا  1
y x| e | 

2 2
yو براي اين منظور بايد 1 x 2 2  شد. با  

 

 ناحيه همگرايي سري :11مثالn

n

z( )
zn







 1

2
1

1 1
  كدام است؟ 1

  ) فقط سمت چپ محور موهومي2  ) روي محور موهومي و سمت چپ آن1
  ) سمت چپ محور موهومي و ربع سوم4  ) روي محور موهومي و ربع دوم3
 :1«گزينه  پاسخ«    

  
n

n
n n nnn

z( )
zf (z) n z z(n ) .Lim | | Lim | | Lim | | | |

zf (z) z z(n )( )
zn


  


  

  
  


22
1

21
2

1 1
1 1 11

1 1 1 11
1

  

  قرار گيرد، لذا داريم: 1فوق بايد كوچكتر از عدد عبارت 

 گيريمدر صورت و مخرج فاكتور مي neاز
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x  z| | | z | | z | | (x ) iy | | (x ) iy | (x ) y (x ) y x x
z


                    


2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1 2 21  
باشد ها لازم است بررسي كنيم خود محور موهومي جزء ناحيه مياما با توجه به گزينه ،ي همگرايي سري استبنابراين سمت چپ محور موهومي جزء ناحيه

|zخير؟ بنابراين بايد فرض كنيم يا |
z





1 n  كه در اين صورت داريم: 11
n

n n n n

z| f (z) | | |
zn n n

   


   


   

   1
2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 111  

xدانيم اين سري همگراست. پس سري روي محور موهومي يعني خط) مي1سري كه از رياضيات عمومي (ـ  pبا توجه به توضيحات   .نيز همگراست  
 

 شعاع همگرايي سري تواني :12مثالn n(n )

n

z i(n i) ( )







 1

2
    برابر است با:

1(  2(1
2  3 (2  4(   

 :ي خواهيم داشت:بر طبق آزمون كوش »3«گزينه  پاسخ  

  
n(n ) n n n

nn
n n n n

n

z i z i z i z iLim n i Lim n i Lim Lim
Lim n i
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1 (Ln( ) i  
4
3 2  2 (Ln( ) i  

4
3 2  3 (Ln( ) i 

4
3 2  4 (Ln( ) i 

4
3 2  
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هامانده ضيهق گيري به كمكو انتگرال ، محاسبه ماندهي مختلطهاسري:  چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 ي همگرايي سريناحيه :17مثال
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  گيـريم نهايتـاً بـه خـودش     دهـد. وقتـي از آن مشـتق مـي    مين ويژگي را نشـان مـي  ه هم سريِ تواني اين تابع ،برابر است با خودش zeطور كه مشتقهمان
  مله درست هستند.است و هر دو ج (b)خود (d)توان گفتاست. مي (b)مشتق (d)توان گفتمنظور آن است كه مي گرديم.برمي
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هامانده ضيهق گيري به كمكو انتگرال ، محاسبه ماندهي مختلطهاسري:  چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي
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)مقدار ،تام باشد  k) ( k )f ( ) f ( ) f ( ) 2 2 1   براي عدد طبيعي فردk كدام است؟  
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k k k k k k k

k

k k k k k

z cosh z sin z z ( ) z z ( ) z ( )(z ) ( ) [ ]z
( k)! ( k )! ( k)! ( k )! ( k)! ( k )!z z z z

      


    

   
     

      
2 2 1 2 1 2 1

2 1
3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1
2 2 1 2 2 1 2 2 1    

  

k
k

k

k ( ) z
( k )!






  


 2 22 1 1
2 1

  

kي اين سري به ازاياولين جمله  ، توان نوشت:شود. پس ميصفر مي  
k

k

k

k ( )f (z) z
( k )!






  
 

 2 2

1

2 1 1
2 1  



  

140 

هامانده ضيهق گيري به كمكو انتگرال ، محاسبه ماندهي مختلطهاسري:  چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

kها را ازتوانيم كرانها ميسري با استفاده از ويژگي   آغاز كنيم اما در عوض در سري به جايk،k 1 .قرار دهيم  
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 چند جمله اول سري لوران :33مثالzf (z) z e
1

  به مركز صفر كدام است؟ 2

1 (z
!z !z

   2
1 1 1
2 3 4

  2 (z
z !z

  2
1 1
2 3

  3 (z z  2 1
2   4  (z z

z !z
   2

2
1 1

2 3
  

 :بـا نوشـتن    .رسندبا نوشتن بسط توابع به صورت مستقيم به جواب مي ،اي و كسري نيستندها چون از نوع چند جملهاين نوع تست»  3«گزينه  پاسخ

به zو تبديل zeبسط
z
z  در طرفين تساوي داريم: 1 ze z z e ( )

! z ! z
        

1
2

2
1 1 1 11 12 2   

zf (z) z e z [ ( ) ] z z
z ! z

        
1

2 2 2
2

1 1 1 11 2 2  
 

 تابع لورانسه جمله اول بسط  :34مثالsinh zf (z)
z


   حول مبدأ مختصات كدام است؟  3

1 (z
! !z

  
 

3 5 2

2 3 5  2 (z
! !z

  
 

3 5 2

2 3 5  3 (z ...
z ! !
  
  

2 3 2

3 5  4 (z ...
z ! !
  
  

3 5 3

3 5  

  : 1«گزينه پاسخ  «         z z z... ...(sinh z) ( z )
! ! ! !z z z

    
         

3 3 5 5 3 5 2

3 3 2
1 1

3 5 3 5  
 

 سه جمله اول سري لوران تابع: 35مثالsin zf (z)
z

   است؟ حول مبدأ مختصات كدام 3

1 (z
z

 
2

2
1 1

6 12  2 (z
zz

 
2

2
1 1

12  3 (z
zz

 
2

2
1 1

6 12  4 (z
z z
 

2

2
1 1

12  

  : 1«گزينه پاسخ «          sin z z z z... ...(z )
! !z z z

       
3 5 2

3 3 2
1 1 1

3 5 6 12  
 



  

144 

هامانده ضيهق گيري به كمكو انتگرال ، محاسبه ماندهي مختلطهاسري:  چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

z z( )
! !

z z
! !
z z( )

! ! !

z

   

  

   



2 4

2 4

2 4

4

1 3 5

3 5

3 3 3
7
36










z z
! !

z z
!

  

  

2 4

2 4

1 1 3 5
71 3 36






 ورانبسط ل :36مثال
zef (z)

(z )




2
31

zدر       كدام يك از عبارات زير است؟ 1

1(e e e e e ...(z )
z(z ) (z )

     
 

2 2 2 2 2

3 2
2 2 4 2 11 3 31 1

  2(e ...e { (z ) }
z(z ) (z )

     
 

2
2

3 2
1 1 1 2 4 11 3 31 1

  

3(e e e e ...e (z )
z(z ) (z )

     
 

2 2 2 2
2

3 2
2 3 3 4 11 41 1

  4(...e { (z ) }
z(z ) (z )

    
 

2
3 2

1 2 3 4 11 31 1
  

  : لورنمكابتدا بسط »  1«گزينه پاسخze نويسيم:را مي  z z ze z
! !

    
2 3

1 2 3   
zچون حول 1  با تغيير متغيربسط خواسته شده لذاu z 1 :داريم    

z (u )
ue e e e ( u) ( u) ( u)f (z) .e [ u ]

! ! !(z ) u u u


        



2 2 1 2 2 2 3 4
2

3 3 3 3
2 2 21 2 2 3 41

  

  e e e e ue e e e e (z )e
u (z )u u (z ) (z )

            
 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

3 2 3 2
2 2 8 4 2 2 4 2 16 6 1 3 31 1

   

 

 اگر بسط لوران تابع  :37المثf (z)
zsinh z


|يدر بازه 1 z |   به صورتn

n
n

b z



 هاي زير صحيح است؟يك از گزينهگاه كدامتعريف شود، آن  

1 (b , b ,b    3 1 1
1 71 6 36   2 (b , b ,b   4 2

7 1 136 6 
  

3 (b , b , b    2 2
1 7
6 36


  4 (b ,b , b


  2 2

1 71 6 36 
  

 :لورنمكبا استفاده از بسط   »4«گزينه  پاسخsinh z :خواهيم داشت  

b
z z zf (z) ( ) b

zsinh z ! !z z z z z zz[z ] z ( )
! ! ! ! b

 

            

     


2
2 4 2

3 5 2 4 2 22

2

1
1 1 1 1 7 1 1 7 11 3 36 3 36 61 73 5 3 5

36

 
 

 



  

ي اول بسط تابعتوجه كنيد كه براي يافتن چندجمله
z z

! !
  

2 4
1

1 3 5 
هـا  اياز تقسيم چندجمله 

  برابر است با: z4دقت كنيد در آخرين تفاضل ضريباگر به تقسيم انجام شده  ايم.استفاده كرده

  
! ! !


      

   
1 1 1 1 1 1 1 3 7

3 3 5 36 12 3 12 1 12 3 1 12 36


   
  

  

به عنوان يك روش دوم، براي كسرتوضيح: 
z z

! !
  

2 4
1

1 3 5 
zتوانستيم فرض كنيممي  zu

! !
  

2 4

3 5  و سپس بسط لوران 

u u
u
    


21 11  ي ضريبرا بنويسيم. اما محاسبهz4 .در اين روش به دقت بيشتري نياز دارد  

 

 اگر يك سري لوران تابع :38مثالf به صورتn n
n n

n n

bf (z) t gz a z , | z |
z

 

 
      2 3

 
  چقدر است؟ b2باشد، آنگاه مقدار 

1(   2(   3( 1  4(   
 :با توجه به اينكه  »2«گزينه  پاسخtgz  هاي فردنلذا فقط بر اساس توا ،استيك تابع فردz هـاي زوج يابد و بنابراين ضريب توانبسط ميz  صـفر 
bيعني ،باشدمي 2 .  
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 بسط لوران تابع  : 39مثالz zf (z)
e e


 2
zي، حول نقطه1   در ناحيه| z |  2) راهنمايي:، كدام است؟nn

z
n

bz z
n!e







1 

bو  1(  

1 (
n

nn

n

b( )[ ]z
z n! (n )!







  

 11 1
2 1

  2 (
n

nn

n

b( )[ ]z
z n! (n )!







  

 11 1
1

  

3 (
n

nn

n

b( )[ ]z
z n! (n )!







  

 11 1
2 1

  4 (
n

nn

n

b( )[ ]z
z n! (n )!







  

 1
1

1 1
2 1  

 :با توجه به آن كه بسط لورانِ»  2«گزينه  پاسخz
z

e 1
fيكنيم ضابطهسعي مي ،در صورت سؤال داده شده است  (z) :را به آن ربط دهيم  

z z
z z z z z z

zf (z) e e ( )
ze ( e ) e e e e

       
   

1 1 1 1 1
1 1 1 1

  

به صورت zeلورنمكدانيم بسط مي
n n n

n n

( z) ( ) z
n! n!

 

 

 
  1

 
zاست و بسط 

z
e 1

  نيز در صورت سؤال داده شده. به اين ترتيب خواهيم داشت: 

n n n
n n nn n

n n n n

b b( ) z ( )f (z) z z z
n! z n! n! n!

   


   

 
       11 1 1

   
  

nياز سري دوم جمله   كنيم. سپس با جايگزين كردنرا خارج ميn 1 به جايnكنيم:هاي آن يك واحد كم مي، از كران  
n n n

n n n n nn nn

n n n n n

b b bb b( ) ( ) ( )f (z) z z z z [ ]z
n! z n! z n! (n )! z n! (n )!

    
  

    

  
          

     1 1 1
1

1 1 1 1
1 1

 

   
  

 

 اگر براي :40مثال| z | ، بسط لورانsinh(z )
z


nبه صورت 1

n
n

C z



 گاهنآ ،نمايش داده شودnC كدام است؟  

1 (nC sinh(cos )cos n d


   
 
1


  2 (nC sinh( cos )cos n d


   
 
1 2


  

3 (nC sinh(cos )cos n d


   
 

21
2 

  4 (nC sinh( cos ) cos n d


   
 

21 22 
  

 :در بسط لوران حول نقطه»  4«گزينه  پاسخz  ضرايب ،nC شوند:به صورت زير محاسبه مي  

n n n

sinh(z )f (z) zC dz dz
i iz z 


 

  1 1

1
1 1

2 2   

izبا تغيير متغير e  ؛خواهيم داشتi iz e e
z

    
  باشد، لذا داريم:مي cos2دانيم برابركه مي 1

i

n i(n )
sinh( cos )ie dC sinh( cos )[cos n isin n ]d

i e

 

 
 

     
  

2 2

1
1 2 1 22 2 

  

  شود، بنابراين داريم:ي انتگرال فوق تابعي فرد بوده و انتگرال آن صفر ميقسمت موهوم

nC sinh( cos )cosn d


   
 

21 22 
  

  

 اگر بسط لوران تابع :14مثالf (z) cosh(z )
z

 
|براي 1 z |  به صورتn

n
n

C z



 گاهنباشد، آnC كدام است؟  

  )MIT دانشگاه رياضي مهندسي درس (با كمي تغيير از سؤالات  

1 (cos(n )cosh( cos )d


  
 

21 22 
  2 (cos( n )cosh(cos )d


  

 
21 22 

  

3 (cos(n )cosh( sin )d


    
 

21 22 
  4 (cos(n )cosh( sin(n ))d


  

 
21 22 

  

   :بيضرا»  1«گزينه پاسخnC آيد:دست مياز رابطه انتگرالي مقابل به  n nC
f (z)C dz

i z 


  1
1

2   

ها كه حدود انتگرال به صورتتوجه به گزينهبا 


2


  صورت دايره واحد، خواهيم داشت:به nCانتخاب مرز ، باداده شده 
i i

i i i i i
n i(n )

cosh(e e )z re e e dz ie d C (ie d )
i e

   
    

 


        
 

2

1
11 2 
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iبا استفاده از روابط اويلر ie e cos    2 ،ine cos n isin n     :خواهيم داشت  
in

nC cosh( cos )e d cosh( cos )[cos n isin n ]d
 

        
  

2 21 12 22 2 
  

  شود:ميصفر گيري ي انتگرالو متقارن بودن بازهدليل فرد بودن تابع زير انتگرال قسمت موهومي انتگرال فوق به

cosh( cos )sin n d cosh( cos )sin n d
 


        

2
2 2




jo  ”MIU

  

  برابر مقدار زير است: nCبنابراين

nC cosh( cos )cosn d


   
 

21 22 
  

  

 اگر بسط لوران  :24مثالf (z) به صورتn
n

n
C (z )




 zfدر بسط لوران C2گاه مقدارتعريف شود، آن 1 (z) sin( )

z


   كدام است؟ 1

1 (  2 (1  3 (cos1  4 (sin
1 12  

 :ضريب اينكهبراي   »4«گزينه  پاسخC2 را در بسطn
n

n
f (z) C (z )




  fبسـط لـوران   تـوانيم مـي بيـابيم،   1 (z)   يرا حـول نقطـهz  1 

tبنويسيم. فرض كنيم z 1 وf (z) را بر حسبt نويسيم:مي  z tf (z) sin( ) f (t) sin( ) sin( )
z t t


    


1 111  

)sin  كنيم:فرمول مثلثاتي تفاضل دو كمان استفاده مياكنون از  ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( )           

f  با استفاده از اين اتحاد داريم: (t) sin( ) sin( ) cos( ) sin( )cos( )
t t t

   
1 1 11 1 1  

  كنيم:سينوس و كسينوس استفاده مي لورنمكهاي حال از بسط
n n

n n
n n

( ) ( )f (t) sin( ) cos( )
( n)!t ( n )!t

 


 

 
 


 2 2 1

1 11 1
2 2 1 

  

tحال با جايگذاري z 1 بسطf (z) آيد:بدست مي  
n n

n n

n n

( ) sin( ) ( ) cos( )f (z) (z ) (z )
( n)! ( n )!

 
  

 

 
   

 2 2 11 1 1 11 12 2 1 
  

z)يجمله ) nفقط در اولين مجموع و به ازاي 21 1 شود. در واقع با دقت به توانِظاهر مي(z )1    در اولـين مجمـوع داريـم
n

n
( ) sin( )C

( n)!


2
1 1

2 .

)sin  پس خواهيم داشت: )C sin( )
!


  2

1 1 12 2  
  

 ضريب جمله  :43مثال(z i)  coshدر بسط لورانت تابع 2 zf (z)
(z i)


      :عبارت است از 2

1( 
!


1
4  2( i

!

4  3( 

!
1
4  4( i

!


 4  

 :كنيم:براي حل اين تست، مستقيماً از فرمول استفاده مي  »1«گزينه  پاسخ           n
n

n
f (z) C (z z )




  


  

n n

cosh z
f (z) f (z) cosh z(z i)C dz C dz C dz dz

i i i i(z z ) (z z ) (z i) (z i)
 

     
           

2
2 21 3 3 5

1 1 1 1
2 2 2 2 
     

zروي يك مرز بسته شامل لكه انتگرا كنيدتوجه  i  است. گرفته شده  
g(z)اكنون با فرض cosh z كه مشتق چهارمِ است استفاده كرد. به سادگي معلوم توان از فرمول انتگرال كوشيميcosh z .برابر با خودش است  

( )g(z) g ( i) cosh( i) cos( )C dz
i ! ! ! !(z i)

  
     

  
4

2 5
1 1

2 4 4 4 4  
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 در بسط تيلور تابع :44مثالf (z) z ( z ) zcosz  3 zحول 21 i z)ضريب 2 i)   كدام است؟ 62
1 (i ( sinh cosh )

!
 

2 3 2 26   2 (i ( sinh cosh )
!


2 3 2 26   3 (i ( sinh cosh )

!


2 3 2 26   4 (i ( sinh cosh )
!

  
2 3 2 26   

 :يي تيلور حول نقطهدانيم طبق قضيهطور كه ميهمان»  1«گزينه  پاسخz i 2 :داريمn
n

n
f (z) c (z i)




  2


  :آيداز فرمول زير به دست مي ncكه 

(n)

n n
f (z) f (z)c dz

z ii n!(z i)  
  1

1
22 2   

zلگيري روي يك مرز بسته شاماين انتگرال i 2 شود. به اين ترتيب به ازايانجام ميn  fداريم:  6 (z)c
z i!




6
6 zايچند جمله .26 ( z )3 از  21

wشود. كافي است ازاست پس مشتق ششم آن صفر مي 5ي درجه zcosz ،6 شتق بگيريم:بار م  
( ) ( )w cos z zsin z w sin z zcosz w cosz zsin z w sin z zcosz             3 42 3 4   

( ) ( )w cos z zsin z w sin z zcosz      5 65 6   
zبا جايگذاري i )sin  داريم: c6در فرمول 2 i) i cos( i) i sinh i cosh ic c ( sinh cosh )

! ! !
   

     6 6
6 2 2 2 6 2 2 2 2 3 2 26 6 6     

sinكنيم كهيادآوري مي iz isinh z وcosiz cosh z .است  
  

 يضريب جمله  :45مثال(z i) zدر بسط لورانت تابع 82 sin zf (z)
(z i)





2
2

2
2

    كدام است؟ 

1( i sinh
!


2 21  2( sin

!
2 21  3( i sinh

!


2 28  4( sin
!

2 28  

 :هاي سري لورانت داريم:با استفاده از فرمول  »1«گزينه  پاسخ    

n n
f (z) f (z) z sin zC dz C dz dz

i i i(z z ) (z z ) (z i)


   
      

2
81 9 11

1 1 1 2
2 2 2 2 
    

zينقطه   i 2 ي يازدهم براي تابع زير انتگرال است. بنابراين داريم:قطب مرتبه  dC ( i) (z sin z)
z ii ! dz

  


1 2
8 1

1 12 2 22 1



  

sinمشتق دهمِ .برابر صفر است z2مشتق دهمِ z2  برابر بانيز به راحتي معلوم است كهsin z2 شود:مي  
iC ( sin z) sin( i) sinh

z i! ! !
     

8
1 2 22 2 221 1 1  

  
  

 ناحيه همگرايي سري :46مثالn(z )

n
e


 


 1

1
  )78برق ـ سراسري مهندسي (            عبارتست از:  

1 (x    2 (x  1  3 (x  2  4 (x  1  

 :با فرض  »4«گزينه  پاسخzw e يك سري تواني داريم كه متغير آنw  .آوريم:ابتدا شعاع همگرايي را به دست مياست       

 
(n )

nn

eLim | | e R e
R ee

 



    

1 11 1  
|اگر w | R ي همگرايي هستيم.باشد در ناحيه  

  حال براي به دست آوردن ناحيه همگرايي داريم:
iy|e |z x iy x iy x x| e | e | e | e | e || e | e | e | e e e x

                  1 1  
 

 قرص همگرايي سري مختلط :47لمثا
n

n(z i)
n

 3
  )80اي ـ سراسري (مهندسي هسته          كدام است؟  3

1 ({z :| z i | } 1  2 ({z :| z i | } 
1
3  3 ({z :| z i | }    ) تمام صفحه مختلط4  3

 :آوريم:به دست ميرا  همگراييابتدا شعاع  » 2«گزينه  پاسخ    

n

n

n nn n

n(n )Lim | | Lim [( ) ] R | z i |
R n

n





 


        



1
13 3

3

3
1 3 1 11 31 3 33 3

  

|در حالت تساوي اگر z i | 
1
باشد به سريِ 3

n

n
n nn n

 

 
 3 3

1 1

3 1 1
3

|رسيم كه همگراست، پس جواب دقيق به شكلمي  z i | 
1
  است. 3
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 ريناحيه همگرايي س :48مثالn

n
( ) ( )
z z






 1 2
1 1

  )81برق ـ سراسري مهندسي (           كدام است؟        
1 (| z | 1 2  2 (| z | 1 2   3 (| z | 1 3  4 (z  1 zيا 2   1 2  

 :كنيم:را محاسبه مي همگراييابتدا شعاع   »2«گزينه   پاسخ                     
n

nn

( )Lim | | R
R ( )






   



11 2 12 22
  

|         داريم: همگراييبراي به دست آوردن ناحيه  z |
| z |

   

1 1 1 21 2  

 

 سري :49مثالz z z ...  
2 3

1 2 |با شرط  3 z |   )81مكانيك ـ سراسري مهندسي (     نمايش كدام تابع است؟ 1

1(
( z) 2

1
1

  2(z
z1  3(Ln( z) 1  4(Ln( z)1  

 :سري فوق نمايش تابع ،با توجه به بسط تيلور در متن درس  »3«گزينه   پاسخLn( z) 1 باشد.مي  

  
 مطلوب است سري تيلور :50مثالf (z)

z



1

zدر همسايگي نقطه 1 i 2.        ) 81ـ آزاد » هاكليه گرايش«مكانيك مهندسي(  

1 (k
k

k
(z i)

z ( i)






 
 

 1
1 1 21 1 2

  2 (k
k

k
(z i)

z ( i)





 

 
 11 1 21 1 2

  

3 (k
k

k
(z i)

z ( i)






 
 

 1
1 1 21 1 2

  4 (k
k

k
(z i)

z ( i)





 

 
 11 1 21 1 2

  

 :با فرض روش اول:  »1«گزينه   پاسخz i 2 و ايجاد عامل(z z )  :در مخرج داريم  
k

k
k k

k k

(z i)f (z) (z i)
z iz i (z i) i ( i) ( i)( i)( )

i

 


 


     

       


  1
1 1 1 1 2 1 221 1 2 2 1 2 1 2 1 21 2 1 1 2

 
  

fاولاً تابعروش دوم:  (z) درz i 2 تحليلي است پس نبايد(z i)2        با تـوان منفـي در سـري ظـاهر شـود. ثانيـاً بـه ازايk   ي ثابـت سـري   ، جملـه

fبايد ( i)
i



12 1   ) درست است.1ي (باشد. پس گزينه 2

 

 كدام گزينه، بسط سري لوران تابع  :51مثالzf (z)
z z




 2
2 3

3 2
zدر همسايگي نقطة منفرد      )81(مهندسي مواد ـ سراسري              است؟ 2

1 (n

n
(z )

z





 

  1

1

1 22  2 (n n

n
( ) (z )

z




  

 1 1 22 
 

3 (n n

n
( ) (z )

z





  

  11 1 21 
  4 (n

n
(z )

z(z )





   


 1

2
1

1 1 222
  

 :2«گزينه  پاسخ«                   n n

n
f (z) ( ) (z )

z z z ( z) z




       

      1 1 1 1 1 1 22 1 2 1 2 2 
  

 

 تابع  لورني مكجمله عمومي سر :52مثال
cosz , z
zf (z)

, z

  
 

2
1

1
2




z، كه در آن  x iy  81(مهندسي مواد ـ سراسري         كدام است؟(  

1 (
k

k z( )
( k)!




2 211 2  2 (
k

k z( )
( k)!


211 2  3 (

k
k z( )

( k)!




2 2
1 2  4 (

k
k z( )

( k)!


2
1 2  

 :1«گزينه  پاسخ«                 
z z z ...

cos z z z! ! ! ...f (z)
! ! !z z

  
     

2 4 6
2 4

2 2
1 12 4 6

2 4 6  

توان به فرملذا جمله عمومي را مي
k k( ) .z
( k)!

  1 2 21
  نوشت. 2
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 دو جملة اول در بسط لوران تابع :53مثالf (z)
z


2

1
1

|در ناحية  z | 1   )82كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (      عبارت است از:  2

1(
(z )

 


1 1
2 1 4  2(

(z ) (z )


 2 3
1 2
1 1

  3 (
(z ) (z )


 2 3
1 2
1 1

  4 (
(z ) (z )


  2
1 2

1 1
  

 :به روش تستي و بدون حل پاسخ داده شده » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه  پاسخ
             :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مياست. 
  ... ...f (z) [ ] [ ( )] [ ]

(z )(z ) z z z z zz (z ) (z ) (z ) (z )
z

          
           



2 2 2 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 2 4 1 2121 1 1 1 2 1 1 11 1 1 1 11 1

  
 

 سري لوران :54مثال
z 

1
|در ناحيه 4 z |   )82(مهندسي مواد ـ سراسري                كدام است؟           4

1 (n n

n
z


 


 1

1
4  2 (n

n
( )
z





 1

1

4  3 (
n

n
n z






14


  4 (n n

n
z


 


 1

1
4  

 :4«گزينه  پاسخ«      | z | | |
z

  
44 1  

n n
n

n n
n n n

. . ( )
z z z z z z z

z

  


  

    
 

  
1

1
1

1 1 1 1 1 4 4 4
44 41  

  

  

 سري لوران تابع :55مثالzf (z) e
1

|، در ناحيه z |           82(مهندسي مواد ـ سراسري                كدام است؟(  

1 (n
n n!z






1

1  2 (n
n n!z




 1


  3 (n
n n!z




 1  4 (n n

n n| n | !z n!z

 

 
 

1 1

1 1  

 :2«گزينه   پاسخ«                 
n zz z z

n
n n

ze e
n! n!z

 

 
   

1 1 1
 

  
 

 ناحيه همگرايي سري: 56مثال
ni( )

z

n
e





 1

1
  )83برق ـ سراسري مهندسي (              كدام است؟         

1 (x  1  2 (y    3 (y    4 (x y 1  

 :2«گزينه   پاسخ«           (x ) y

i(x ) y yi
(x ) yz y| e | | e | e y

(x ) y
 

 

          
 

2 2 2 21
1

11
2 21 1 1

1
    

  
 ناحية همگرايي سري :57مثالn

n

z( )
z



 
1

2
2   )83كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (     كدام است؟ zدر صفحة مختلط 1

1 (Re(z)   1
2  2 (Re(z)   1

4  3 (Re(z)   1
4  4 (Re(z)   1

2  

 :3«گزينه  پاسخ«     Res(z)   1
|zيا 4 | | z | | z | x y ( x ) y x x

z
              


2 2 2 22 11 2 2 1 4 4 2 1 4 4 12 1 4  
 

 سري لوران: 58مثال
(z )(z ) 

2
1 |حيهدر نا  3 z | 1   )84كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (          عبارتست از: 3

1(
n n n

n n
n n

( ) ( ) z
z

 

 

 
 1 1

3 
   2(

n n n

n n
n n

( ) ( ) z
z

 

 
 

 
 1 1

1 1
3 

  3(
n n n

n n
n n

( ) ( )
z z

 

 
 

 
 1 1

1 1 3
 

  4(
n n n

n n
n n

( ) ( )
z z

 

 

 
 1 1 3

 
  

 :نويسيم:ا تابع را به صورت زير ميكسره ابتدا با استفاده از روش تجزيه » 2«گزينه  پاسخ  
n n n

n
n n n

n n n n

z ( ) ( ) z. . ( )
z( z)( z) z z z z ( z) z( )

z

   

 
   

 
        

      
   1 1

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 3 1 3 3 3 3 31 1 3
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 مشتق :59مثالnام تابع
zez ef (z)

(z )



 21

zرا در نقطة     )84اسري (مهندسي مواد ـ سر              به دست آوريد؟           1

1 ((n)f ( ) 1   2 ((n) ef ( )
n(n )




1 1  3 ((n) ef ( )
(n )(n )

 
 

1 1 2  4 ((n)f ( )
n(n )




11 1  

 :ابتدا بسط تابع را حول  »3«گزينه   پاسخz 1 با فرض .نويسيمميz u 1 :داريم  

u u
n

u u ...e( u) e( u )e(u ) e e( u) e.e e e eu e! ! ... ...f (z) u .u
! ! ! (n )!u u u

         
         



2 3
1 2

2 2 2

1 11 1 2 3
2 3 4 2  

برابر nuدانيم ضريبطور كه ميهمان
(n)f ( )
n!

          باشد، پس داريم:  مي 1
(n)

(n)f ( ) e ef ( )
n! (n )! (n )(n )

    
  

1 12 1 2  

  

 ضريب: 60مثال
z 

1
fعدر بسط لوران تاب 1 (z)

z(z )



1

|در ناحيه 5 z |  1 1   )84ـ سراسري  ابزاردقيق و اتوماسيونمهندسي (    برابر است با:             4

1 (
1
5  2 (1

8  3 (1
2  4 (1

5  

  :هايبا توجه به ناحيه داده شده بايد توان  »1«گزينه پاسخ(z )1 :را ايجاد كنيم  
A B A(z ) Bz (A B)z A A , B

z(z ) z z
             

 
1 1 11 5 1 55 5 5 5  

( ) ( )
z(z ) z z

  
 
1 1 1 1 1

5 5 5 5  

حالا بايد
z
و 1

z 
1

z)هايرا بر حسب توانها دهيم و آنرا تغيير قيافه  5 )1 :بسط دهيم  ( ) [( )( )]
z z ( )

z

  
 


1 1 1 1 1
15 5 1 1 1

  

|در اين حالت چون z | 1 |، لذا1 |
z



1 )]  توانيم از بسط استفاده كنيم:و مي 11 )( )] [ ( ) ]

z (z ) z z( )
z

     
   



21 1 1 1 1 1115 1 5 1 1 11 1

  

zدقت كنيد چون  در ناحيه موردنظر قرار ندارد، لذا جمله 5
z 

1
در بسط 1

z 
1

شود. پس ضريبتوليد نمي 5
z 

1
برابر 1

1
  است. 5

  

 لورانت تابع هاي زير بسط كدام يك از سري :61مثالf (z)
z(z )(z )


 

1
1 z}حول نقطه صفر در مجموعه 2 C : | z | }   1 است؟  

  )85رياضي ـ سراسري مجموعه (       

1 (n
n

n
( )z






 2
11

2
  2 (n

n
n

( )z





  2
1 112 2

  3 (n
n

n
( )z

z






  2
1 112 2

  4 (n
n

n
( )z

z






 2 2
1 11

2 2
  

 تابع » 3«گزينه  اسخ:پf توان نوشت: را به صورت زير مي  
n

n n n n
n n

n n n n n

z zf (z) . z ( ) z ( )z
zz z z z z

    

 
    

           
 

    2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 112 1 4 2 4 2 2 22 21 2
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 فرض كنيم :62مثالF(s) L{f } (تبديل لاپلاس) وR عدد مثبت ثابتي باشد وa a a ...F(s) ,| s | R
s s s

     3
2 3

1 2
   با گرفتن تبـديل عكـس ،

fلاپلاس جمله به جمله از طرفين اين تساوي، سري تابع (z) در كدام ناحيه از صفحهz 86(مهندسي مواد ـ سراسري                 تحليلي است؟(  

|در ناحيه )1 z | R   2( در تمام صفحهz  3( در ناحيه| z | R   4( در ناحيه| z | R   

  :ابتدا دقت كنيد كه سري   »2«گزينه  پاسخn
n

n

a
F(s)

s





 

1
|براي  s | R  :همگراست. بنابراين بايد داشته باشيم  

nn nn nnn
nn n

Lim | a || a || a |
L Lim Lim

| s | Rs

 
 

   1


  

nشود كهاز اينجا معلوم مي n
n
Lim | a | R


  است. اكنون به تبديل معكوسF(s) :دقت كنيم  

  n nnn
n n

n n n

aa
f (t) L [F(s)] a L [ ] t t

(n )! n!s

  
    


  

   
  1 1 1 1

1 1

1
1 

  

احيه تحليلي است زيرا هر تابعي كه در يك ناحيه سري تيلور داشـته باشـد، در آن ناحيـه    در كدام ن fدهد كه تابعشعاع همگرايي اين سري تيلور نشان مي

  تحليلي هم هست.
nn

n

| a |Lim
n!
 




1

  fسريشعاع همگرايي  1

!nnnحال دقت كنيد كه ( )
e

 است وn n
n
Lim | a | R 


1  تيب:است. به اين تر  n
n nn

n
n! eLim Lim

| a | R  
   

1 
  fشعاع همرايي سري 

Rداراي شعاع همگرايي fپس سري تيلور   است. به عبارتيf (z) .در همه نقاط تحليلي است  

naوnaهايدنبالهتوضيح:  1وقتي كه ،n  ميل كند مقادير يكساني دارند به همين دليلnn n n
nn

a Lim | a | R


  


  1  .است  

  
 ضريب جمله :63مثالi(z ) 3

fدر بسط تيلور تابع 2 (z) sinh( z i) 2               :86(مهندسي نفت ـ سراسري                    عبارت است از(  

1( 
3
4  2( 

4
3  3( 3

4  4( 4
3  

 :بع داريم:با توجه به بسط تيلور تا  »4«گزينه   پاسخ  

  
i(z )( z i) i... ...f (z) sinh( z i) ( z i) (z )

! !


         

3 33 22 22 2 23 2 3  

i(zبنابراين ضريب ) 3
برابر با 2

!


32 4
3   باشد.مي 3

  

 بسط لوران تابع :64مثالzf (z)
z( z)( z)




 
4 3

1 |به ازاي 2 z |  2 86(مجموعه رياضي ـ سراسري                            كدام است؟(  

1( 
n

n
n

f (z)
z







  1

1

2 1  2( 
n

n
n

f (z)
z






 

1

2 1  3( 
n

n
n

f (z)
z






 

1

2 1  4(
n

n
n

f (z)
z







 

1

1
2 1


  

 :1«گزينه   پاسخ«  

         z A B Cf (z)
z( z)( z) z z z


   

   
4 3

1 2 1 2  

A
B f (z)

z z z z z( ) z( )C z z


        

   

2
2 1 1 2 1 11 1 21 2 1 11

  

n n n

n n n n
n n n n

... ...f (z) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
z z z z z z z zz z z z z z

   


   

   
                2 2 1

1 1 1 1

2 1 1 1 1 2 4 1 1 1 2 1 1 2 2 11 1  
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 مقدار سري  :65مثالn

n
r sin






1
rي در فاصله rبراي مقادير    1  :86برق ـ دانشگاه آزاد سال  دكتري(  برابر است با(  

1 (r sin
r cos r



  21 2
  2 (r sin

r sin r


  21 2
  3 (r ( cos )

r cos r
 

  2
1

1 2
  4 (r sin

r cos r


  21 2
  

 :رسيم:مي مقابل صورت سؤال اشتباه به نظر مي رسد. اگر با صورت مطرح شده، سؤال را حل كنيم به جواب  »1«گزينه   پاسخn

n
A r sin , r




   

1
1  

sin   باشد. حال حاصل سري هندسي فوق برابر است با:ميمانند عدد ثابت  n

n

rA sin r sin
r




   


1 1  

n  ال به صورت مقابل بوده است:ؤس طراحاحتمالاً منظور  .ها موجود نيستيك از گزينهكه در هيچ

n
A r sin(n )




 

1
  

nحال به جاي اينكه سري فوق را حل كنيم سري in

n
r e







1
  كنيم، قسمت موهومي آن با مقدار سري خواسته شده در صورت سوال برابر است:ا حل مير 

n in

n
( r e )







1
Aقسمت موهومي     

n in

n
S r e , r





  

1
1  

ia  باشد، لذا داريم:كه سري بالا يك سري هندسي مي re   
i

i
i

a re r(cos i sin )q re , S
q r cos ri sinre





  

   
   1 11

  

(r cos ri sin )( r cos ri sin ) (r cos ri sin )( r cos ri sin )S S
( r cos ) r sin r cos r cos r sin
          

   
       2 2 2 2 2 2 2

1 1
1 1 2

´Ã¹¨Â¶ Jo† Zoh¶ Z»jq¶ nj  

r sin cos r sin r sin cos r sin
r cos r r cos r

     
 

   

2 2

2 21 2 1 2
  Sقسمت موهومي

r sin
r cos r




  21 2
nقسمت موهومي

n
A r sin(n ) S




   

1
  

  

 تابع :66مثالf (z)
( i z)( i z)( i z)( i z)(i z)


        

1
1 2 1 2 2 2 zيبراي نقطه f(z)هاي لورانت. تعداد سريمفروض اس 2 i 1 2  برابر است

  : با
  )86برق ـ دانشگاه آزاد سال  دكتري(  

  ) يك 4  ) دو3  ) سه 2  ) چهار 1
 :تابع مفروض  »2«گزينه   پاسخf (z) به ازاي تمامz تحليلي است: ،زير غيرتحليليقطه ن 5ها به جز  

z i , z i , z i , z i , z i        1 2 3 4 51 2 1 2 2 2 2  
zينقطه هايي كه براي سري لوران حولتعداد طوق i 1   موجود است برابر است با: 2

:| z ( i) |  1 2   1طوق  1
: | z ( i) |   1 1 2   2طوق   2

:| z ( i) |  1 2   3طوق  2
zينقطه لذا سه حالت براي بسط لوران حول i 1   وجود دارد. 2

 

 ناحيه همگرايي سري :67مثالn

n

z i( )
z






 1

i)در صفحة مختلط كدام است  ) 187برق ـ سراسري  مهندسي(  ؟(  

1( y x  2( y x  3( | z |1  4( | z |1  

 :ياز روش ريشه  »1«گزينه   پاسخnكنيم:ام استفاده مي  nn
n

z i z iLim | | | |
z z

 
 

 
11 1  

  z i z i z x (y )i (x ) yi x (y ) (x ) y y x y x
z


                      


2 2 2 21 1 1 1 1 1 2 21  
 

(1)

(3)
(2)3i

i

1 2

2i

x

y



  

153  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر :68مثالf (z)
(z )(z )


 

1
1 |در ناحيه f، آنگاه سري لوران تابع 2 z | 1   )87(مهندسي مواد ـ سراسري   كدام است؟ 2

1(
n

n n
n

n n

( )( ) z
z

 


 


   1

21
 

  2(
n n

n
n n

n n

( ) ( )z
z

 

 
 

 
 

1

1 1
1 1

2 
  3(

n
n n

n
n n

( )( ) z
z

 

 


  

1

21


  4(
n n

n
n n

n n

( ) ( )z
z

 


 

 
 

1

1
1

1 1
2

  

 :2«گزينه   پاسخ«    f (z)
(z )(z ) z z

  
   

1 1 1
1 2 1 2  

n n

n n n n n n
n n n n n

( ) ( )... , , | z |
z z z ( z)z z z ( z) ( ) .z z z

    

     
    

    
            

     
    2 3 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 111 1 1 1    
  

  توجه شود كه:
n

n
n n n ( )

( ) ( ) ( )


   
  1

1 1 1 1
1 1 1

  

n n

n

...z z z ( ) z , | z |
z




       

 2 31 1 1 11 
    

n n n n
n n

n n
n n n

z ( ) z ( ) z( ) ( ) f (z)
z zz (z )(z )( )

  


  

 
         

   
   1

1 1 1 1 1 1 1 1 112 2 2 2 2 1 22 22 1 12 2
  

  

n n n n n n

n n n n
n n n n

( ) ( ) z ( ) ( ) zf (z) f (z)
z z z z

   

   
   

   
       

     
1

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 2 2 2   
  

 

 سري: 69مثالzn



 1
1

  )87(مجموعه رياضي ـ سراسري   يك عدد مختلط است: z، كه در آن1

  واگرا است. zهر عدد موهومي محض  ه ازايب )2  همگرا است. zهرعدد موهومي محض  به ازاي )1
 واگرا است. zيقي هر عدد حق به ازاي )4  همگرا است. zهر عدد حقيقي  به ازاي )3

 :گيريم:ها دو حالت در نظر ميدر سري داده شده با توجه به گزينه  »2«گزينه  پاسخ  

zباشد. در صورتي كهعدد حقيقي محض مي zحالت اول:   صورتي كهشود كه واگرا است و در باشد سري مزبور به سري همساز تبديل ميz    باشد
z)موهومي محض باشد. zتوانند صحيح باشند. حالت دوم: نمي 4و  3هاي ها همگرا خواهد بود. لذا گزينهسري pطبق قانون ki , k )    

ik

ik
n n

nS ; (k )
nn

 


 

   1
1 1

1   

ik  ن مختلط داريم:ي توادر صورت كسر با محاسبه ikLnnn e cos(kLnn) i sin(kLnn)     

  در نتيجه خواهيم داشت:
n n n

cos(kLnn) i sin(kLnn) cos(kLnn) sin(kLnn)S i
n n n

  

  


    

1 1 1
  

nكوشي، به جاي سـري  واگرا هستند. طبق آزمون تراكم Sهاي حقيقي و موهوميدهيم كه قسمتاكنون نشان مي
n

a





1
nتـوانيم سـري  مـي  

n

n
a




 21

را  2

  بررسي كنيم:
n n

n
n n

n n n n

cos(kLnn) cos(kLn ) cos(knLn ) cos(knLn )
n

   

   
    

1 1 1 1

2 2 22 2
2 2

  

اين سري واگراست زيرا شرط لازم براي همگرايي را ندارد يعني
n
lim cos(knLn)


  به همين ترتيب قسمت موهوميS هم واگراست و در نتيجهS گرا استوا.  
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 اگر سري لورانت تابع :70مثالf (z)
z z


 2

1
3 2

به صورت 
n

n
n

n n

zf (z) z
 


 

   
1

12
    بدست آمده باشد، دامنه همگرايي دقيق سري عبارت است از:  

  )88(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   
1( | z |  2( | z |1  3( | z |  2  4( | z | 1 2  

 :در سري هندسيِ  »4«گزينه  پاسخn

n
u







|شرط همگرايي آن است كه  u |1 باشد. حال سريn n

n n
g(z) z z

 


 
  

1

1
در نسبتداراي ق 

z
1 

و سري
n

n
n

n n

z zh(z) ( )
 


 

  1
1
2 22 

zداراي قدر نسبت 
|داريم g(z)است. بنابراين در 2 |

z


1 |zداريم h(z)و در 1 |12.  

را بدسـت   h(z),g(z)هـاي اين روش ناحيه همگرايي هـر كـدام از سـري   با 
fآوريم و قسـمت مشـترك ايـن دو ناحيـه، ناحيـه همگرايـي سـري       مي (z) 

  خواهد بود. 
  

n

n
n

n
n

g(z) z | | | z |
z

z
z zh(z) | | | z |











     


  

     






1

1

1 1 1
1 2

1 222

  

 

 ناحيه همگرايي سري  :71مثالn

n

z( )
n z








1

1 3 4
3   )88(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري   ، عبارت است از:1

1( Re(z)   1
3  2( Re(z)   5

6  3( Re(z)   1
3  4( Re(z)  1  

 :يماگر فرض كن  »2«گزينه   پاسخzw
z





3 4
3 nآنگاه سريِ 1

n
w

n






1

كنـيم و ايـن سـري در    يك سري تواني است. شعاع همگرايي آن را پيـدا مـي   1

|ي ناحيه w | R .همگرا خواهد بود    
n n

nnLim Lim R
R n

n
 

    


1
1 1 1 11 1  

z  نمائيم:حال ناحية همگرايي را محاسبه مي z z ( x ) yi ( x ) yi
z


          


3 4 1 3 4 3 1 3 4 3 3 1 33 1  

( x ) ( y) ( x ) ( y) ( x ) ( y) ( x ) ( y) ( x ) ( x )               2 2 2 2 2 2 2 2 2 23 4 3 3 1 3 3 4 3 3 1 3 3 4 3 1  

x x x x x x Re(z) 
            2 2 15 59 16 24 9 1 6 18 15 18 6  

  
 شعاع همگرايي بسط كسر :72مثال

(z )(z ) 
1

1 zحول نقطه 3  3
  )89(مهندسي برق ـ سراسري   كدام است؟ 2

1(1
2  2(1  3(3

2  4 (3  

 :شعاع همگرايي بسط كسر داده شده حول  »1«گزينه   پاسخz  3
zترين قطب آن كسر به نقطه، در واقع فاصله نزديك2  3

  باشد. مي 2

zواضح است فاصله  3
zاز 2  1

R كمتر است: 2 min{R ,R } min{ , }  1 2
1 3 1
2 2 2  

  
 ي همگراي دنباله: 73مثالz ,z ,1 2   را كه در آنnz ( ) i( )

n n
   

1 5 11 3 حد دنباله باشد، تعداد جملات دنبالـه كـه    cگيريم. اگر ، در نظر مي14
|nخارج ناحيه  z c | /  1  89(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   باشند، چند تاست؟مي(  

1 (326  2 (3 1  3 (325  4 (3    

 :بر مقدار مقابل است:حد دنباله به راحتي برا  »3«گزينه   پاسخ  n
n

c Lim z i


  
1 34  

n| z c | / | i | / / / n
n n nn n


           2 2
5 3 25 9 131 1 1 1 3254 416
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 سري لورانت تابع : 74مثالcoszf (z)
(z )


 3

2
zبا مركز   

 2 89يون ـ سراسري (مهندسي ابزار دقيق و اتوماس  و دامنه همگرايي دقيق آن كدام است؟(  

1(
n

n

n

( )| z | , f (z) (z )
( n)!






  
      2 1122 2 2
  2 (

n
n

n

( )| z | , f (z) (z )
( n )!






  
   


1

2 21
2 2 1 2

  

3(
n

n

n

( )| z | , f (z) (z )
( n)!






  
     

1
2 3122 2 2

  4(
n

n

n

( )| z | , f (z) (z )
( n )!






  
   


1

2 41
2 2 1 2

  

 :سري لورانت تابع  »2«گزينه  پاسخg(z) cos z را درz 
 2 كنيد در واقع اين بسط از جنس تيلور است.)(دقت  كنيم.محاسبه مي  

g (z) cos z g ( )    2     ،     g (z) sin z g ( )     12  

g (z) cos z g ( )   2     ،     g (z) sin z g ( )   12  
n

n

n

( )g(z) (z ) (z ) (z ) (z )
! ! ( n )!






    
             


1

3 5 2 11 1 1
2 3 2 5 2 2 1 2

      

cosبراي محاسبه سري لورانت zf (z)
(z )


 3

2
z)سري بالا را بركافيست  ، ) 3

  تقسيم كنيم: 2

nn n
n

n n

(z )( ) ( )f (z) ( ) (z )
( n )! ( n )!(z )

  



 

  
  

 
 

2 11 1
2 22

3
2

1 1
2 1 2 1 2 

  

cosچون z و(z ) 3
fهمه جا همگرا هستند بنابراين دامنه همگرايي 2 (z)  هـاي مخـرج يعنـي   همه جا بجز ريشـهz 

 اسـت. پـس دامنـه همگرايـي      2

z , f (z)
 |يا همان  2 z |

 2   .خواهد بود  
 

 بسط لوران :75مثالf (z)
z(z )


2

1
1

zحول   1 براي| z |  1 1     ؟كدام است 2

  )89(مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري 

1 (
n n

n n
n n

( ) (z )
(z )

 

 

 



 1 1

1 2 
  2 (

n n
n

n n
n n

( ) (z )( )
(z )

 

 

 
 


 1 11

1 2 
  

3 (
n n

n
n n

n n

( ) (z )( )
(z )

 

 
 

 
 


 

1

2 1
1 11
1 2 

  4 (
n n

n
n n

n n

( ) (z )( )
(z )

 

 
 

 
 


 1 1

1 11
1 2 

  

 :ابتدا به روش تفكيك كسرها  »3«گزينه  پاسخf (z) كنيم:را تجزيه مي  A B Cf (z)
z(z )(z ) z z z

   
   

1
1 1 1 1  

A(z ) Bz(z ) Cz(z ) (A B C)z (B C)z A A , B C                 2 2 11 1 1 1 1 1 2  

fپس (z) شود:به شكل مقابل نمايش داده مي  f (z)
z z z


  
 

1 1
1 2 2

1 1  
fبا توجه به ناحيه داده شده بايد (z) هايحسب توانرا بر(z )1     مرتب كنيم. جمله وسط كه خود بـه خـود ايـن

هايشرايط را دارد، لذا به تغيير قيافه جمله
z


و 1

z 

1
2

  پردازيم.مي 1
|با توجه به اينكه z | 1 z)با فاكتورگيري از ، لذا1 )1 :داريم  

( )
z z zz ( )

z z

      
    

 

1 1 1 1 1
1 11 1 11 1 11 1

  

|با توجه به اينكه z | 1 )  داريم: 2با فاكتورگيري از  ، لذا2 )
zz z

 
   

1 1
1 12 2

11 1 2 4 1 2

  

  f (z)
z z zz(z )

    
 2

1 1 1 1 1 1
2 1 2 11

  

1 2 3 
x 

y 
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هامانده ضيهق گيري به كمكو انتگرال ، محاسبه ماندهي مختلطهاسري:  چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

zينقطه با توجه به اين كه بسط لورن حول 1 داريم:لذا  ،خواسته شده  

  z zf (z) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ( ) ]
zz z z z z(z )

z

 
               

     


2
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 11 11 2 1 4 1 1 2 1 4 2 211 11 2

   

  
n n n

n n
n n

(z ) (z ) ( ) ( ) (z )[ ] [ ( ) ]
z(z ) (z ) (z )

 

 
 

    
          

  
 

2 1

2 3 2 3 4 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 11 1 2 2 2 1 2 
   

  
 بسط تابع  :76مثالzf (z)

(z )(z )


 1 |در ناحيه  2 z |   )91(مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1(n

n
z




 1

3 
  2(n

n

z( )



 2

  3(n
n

n
( )z




 11

2
  4(

n
n

n
n

( )( )z





 1 113 2

  

 :كنيم و سپس با استفاده از رابطـه ابتدا تابع داده شده را تجزيه كسر مي  »4«گزينه  پاسخn

n
u

u






 1
1 

ها را بـه دسـت   بسـط هـر كـدام از كسـر     

  آوريم: مي

  
n

n n n n
n

n n n

z z ( )( )( ) ( )[ ] ( ) z ( ) ( ) ( ) z
z(z )(z ) z z z ( )

  

  


           

     
  

1 2
1 1 2 1 1 1 1 13 3 1 11 2 1 2 3 1 3 3 3 2 3 22 1 2

  
  

 

 سري لوران تابع  :77مثالf (z)
(z )(z )


 

1
1 |ي در ناحيه 1 z |    )91ـ سراسري  نفت(مهندسي   كدام گزينه زير است؟  1

1 (n n

n
[ ( ) ]z




 

1

1 1 12  2 (n n

n
[ ( ) ]z





  11 1 12 

  3 (n n

n
[ ( ) ]( )

z





  11 11 12 

  4 (n n

n
[ ( ) ]( )

z




 

1

1 11 12  

 :با تفكيك تابع داده شده به دو كسر داريم:  »3«گزينه   پاسخ  f (z) [ ]
(z )(z ) z z

  
   

1 1 1 1
1 1 2 1 1  

n n n n n

n n n
[ ] [ ( ) ( ) ( ) ] [ ( ) ]( )

z z z z zz( ) z( )
z z

  


  
      

 
   11 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11 12 2 21 1   

  

  
 تابع  :78مثالf (z)

(z )(z )


 
1

1 z)هاي را به صورت سري لوران به توان 2 )   )91مكانيك ـ دكتري (  بسط دهيد. 2
zالف) در ناحيه   2 1                                    ب) در ناحيهz  2 1  

f) (الف) 1 (z) (z ) (z ) (z ) (z )         1 2 32 1 2 2 2   
  (ب) سري لوران ندارد.     
  

f) (الف) 2  (z) (z ) (z ) (z ) (z )         1 2 32 1 2 2 2   

f(ب)      (z)
(z ) (z ) (z ) (z )

    
   2 3 4 5
1 1 1 1
2 2 2 2

  

  

f) (الف) 3 (z) (z ) (z ) (z ) (z )         1 2 32 1 2 2 2   

f(ب)      (z)
(z ) (z ) (z ) (z )

    
   2 3 4 5
1 1 1 1
2 2 2 2

  

f) (الف) 4 (z) (z ) (z ) (z ) (z )         1 2 32 1 2 2 2   

f(ب)      (z)
(z ) (z ) (z ) (z )

    
   2 3 4 5
1 1 1 1
2 2 2 2

        

 :ابتدا  »3«گزينه  پاسخf (z) نويسيم:را به صورت مقابل مي  f (z) ( ) ( ) ( )
z z z (z ) (z )

z

  
      



2
1 1 1 1 1 1

12 1 2 1 2 2 1 2

  

|اگر |
z



1 fباشد 12 (z) توان به صورت مقابل بنويسيم:را مي  ( )

z(z ) (z ) (z ) (z )
     

   2 2 2 3
1 1 1 1 11 22 2 2 2

   

fكنيم فقط در گزينه دو و سه براي حالتهمان طور كه مشاهده مي (z) , | z | 2   به صورت بالا بسط داده شده است. 1
|اگر فرض كنيم كه الفبراي حالت  z |  2 1 :باشد، داريم  

  f (z) ( (z ) (z ) ) f (z) (z ) (z ) (z )
z (z ) z

               
   

2 1 21 1 1 1 2 2 2 1 2 22 1 2 2    
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 سري لوران تابع :79مثالzf (z)
(z i)(z i)




 
2

|در طوقه 3 z | 1   )92(مجموعه رياضي ـ سراسري   عبارت است از: 3

1(
n n

n n
n n

i zi
z ( i)

 


 

 1
1 1 3

  2(
n n

n n
n n

i zi
z ( i)

 


 

 1 3 
  3(

n n

n n
n n

i zi
z ( i)

 


 

 1
1 3

  4(
n n

n n
n n

i zi
z ( i)

 


 

 1
1 3

  
 

 :2«گزينه   پاسخ«  z i | z |zf (z)
z i | z |(z i)(z i)
  

       

1 1
2 2

12
3 33  

  z i z i
A B z i i z if (z) A ( ) , B ( )

z i z i z i i i i (z i) i 
    

          
      3

2 2 2 2 61 33 3 3 2 2  

  f (z) ( )
i z i zz i z i iz( ) i( ) z( )
z i z i

      
      

1 3 1 3 1 1 1
3 1 3 1 1 13 3

  

|با توجه به اين كه z | 1 z، لذا براي3 i1 بسط لوران و برايz i2   شود:نويسيم. مطابق فرمول زير، بسط نهايي نوشته ميبسط تيلور را مي 3
n

n
u

u






 1
1 

  

با داخل كردن
z
  در سري اول داريم: 1

n n
n n

n n
n n n n

i z i zf (z) ( ) ( ) i
z z i i z ( i)

   


   

      1
1

1 1
3 3  
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هاگيري به كمك قضيه مانده، محاسبه مانده و انتگرالي مختلطهاسري:  چهارمفصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  محاسبه مانده انواع نقاط تكين و  :2درسنامه  
  

  
  

 اگر  :1مثالsin zf (z)
z

آنگاه ، z  چه نوع تكيني برايf (z) است؟  

  انشعابي ) تكين غيرتنها از نوع4  ) تكين برداشتني3  ) تكين غيرتنها از نوع انباشته2  ) تكين تنها1

 :رسددر نگاه اول به نظر مي»  3«گزينه   پاسخz  اي اسـت (بـه دليـل وجـود    ي شاخهيك نقطهz(.        بـراي امتحـان كـردن ايـن حـدس فـرض

izكنيم re  م داشتباشد. اگر يك گردش كامل حول صفر انجام دهيم خواهيi( )z re   argحالا بايد ببينيم آيـا مقـدار   .2 f (z)    ،در ايـن دو حالـت

  كند يا خير؟تغييري مي
i i i ii

i i( )

i i i ii

sin( r e ) sin( r e e ) sin( r e ) sin( r e )z re f (z) , z re f (z)

r e r e e r e r e

   


  
   




       



2 2 2 22

2 2 2 2

  

fبنابراين با يك گردش كامل حول صفر، (z) هيچ تغييري نكرده است. پسz    تـوان گفـت  اي نيسـت. پـس ماننـد سـاير سـؤالات مـي      ي شـاخه نقطـه 

z

sin zLim
z

1


zو لذا     تابع براييك تكين برداشتنيf (z) .است 

 

 ؟ستنيهاي زير صحيح يك از گزينهكدام  :2مثال  

zي) نقطه1   براي تابعcos(z z )2   تكين اساسي است. 2

z) نقاط2 i  1 هاي غير تنها براي تابعتكينtg (z z )  1 2 2 با شرط(لگاريتم مختلط  هستند 2   2 (.مدنظر است  

zيطه) نق3   تكين رفع شدني براي تابعz
z

e 1
  است. 

zي) نقطه4  تكين برداشتني براي تابع ،zz e
  است. 22

 :تابع4ي (در گزينه»  4«گزينه   پاسخ (zf (z) z e
zدر 22   تحليلي است زيراzz e

تابعي تام است كه همه جـا تحليلـي اسـت و بنـابراين      22

  ) داريم:1ي (بررسي گزينه براي كنيم.ها را هم بررسي ميبا وجود اين ساير گزينه ) صحيح نيست.4ي (گزينه
n n n kn n

n k
n k n k

n n k n k

n n( ) ( ) ( ) zcos(z z ) (z ) ( z )
k k( n)! ( n)! ( n)!z z z

  


 
    

     
       

   
   

22 22 2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 21 1 1 1 1
2 2 2    

  

zبنابراين   هاي منفيزيرا تعداد توان .ن استآاساسي  تكينz .نيـز 3ي (در گزينـه  پس اين گزينـه درسـت اسـت.    در اين بسط نامتناهي است (z   

z  است: رفع شدني تكينيك  بينيم كه اين نقطه،بنويسيم مي را لورنمكهاي ي مخرج است. اگر بسطريشه zf (z)
zz z( )z !!

 
    

2 11 1 22


  

iاما با توجه به آن كه ،گير است) وقت2ي (بررسي گزينه i z zf (z) Ln( )
i z z
  


  

2

2
2 2

2 2 2
 ،غير تنها دارد نقاط غير تحليليِ اشاياخهاست و روي بريدگي ش 

خططبق صورت سؤال نيم هم درست است.خواهيد ديد كه اين گزينه    يعني قسمت مثبت محورxايها بريدگي شاخهLnw  است. اگـرRe w   

Imو w   به ازاي اي قرار دارد.روي بريدگي شاخه ،باشدz i  1 :داريم  i z z i i iw
i i ii z z

      
  

     

2

2
2 2 2 2 2 2 12 2 2 22 2

  

Reبنابراين w   وIm w   پس ،استz i  1 ي غير تحليلي اما غير تنها است.اي قرار دارد. پس يك نقطهروي بريدگي شاخه  
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كارشناسي ارشد يكه مدرسان شريف رتب  رياضي مهندسي

 در مورد تابع :3مثالzf (z)
cosz





1
  كدام گزينه صحيح است؟ 1

1 (z   2  ي دوم تابع است.قطب مرتبه (z   .قطب مرتبه اول تابع است  
3 (z   .4  نقطه تكين اساسي تابع است (z   شتني تابع است.نقطه تكين بردا  

 :با استفاده از فرمول و محاسبه حد داريم:»  1«گزينه  پاسخ  m
z

zLim(z )
cos z


 


1

1




  

mاگر 1 :داريم  
z z

HOPz z zLim( ) Lim( )
cos z sin z 

 
  



2 1 2 1
1  

  
  نهايت (نامتناهي) شد لذا قطب مرتبه اول نيست.چون حد برابر بي

mبه ازاي    داريم: 2
z z z z

HOPz z ( z) z ( z) zLim(z ) Lim Lim[ ] Lim
z zcos z sin ( )   

   
  

  

2 2
2

2 2
1 1 1 1 211 2 2 22 2 4

   


ÁpnH´À  

  است. 2ي قطبچون حد مقداري متناهي دارد، لذا مرتبه
  شود.ي قطب ارائه ميتري براي محاسبه مرتبههاي متنوع و سادهالبته در صفحات بعدي روشتوضيح: 

  

 در نقطه :4مثالz  z)تابع 1 )f (z) e



2

1
   داراي : 1

  قطب مرتبه اول است.) 4  ) يك نقطه تكين برداشتني است.3  ) يك نقطه تكين اساسي است.2  ) يك قطب مرتبه دوم است.1

  : نويسيم:را براي تابع مي لورانبسط »  2«گزينه پاسخ        (z ) ...e
(z ) !(z ) !(z )


     

  

2
1
1

2 4 6
1 1 11
1 2 1 3 1

  

zگردد كهملاحظه مي 1 .يك نقطه تكين اساسي است  
 

 تابع :5مثالf (z) sin cos
z z

 
1 1:    

zدر )1   .در )2  تكيني اساسي داردz   .قطب دارد  
zدر )3   .در همسايگي سفته (محذوف) )4  تكيني برداشتني داردz   .كراندار است 

  : دانيم در توابعي به صورتمي»  1«گزينه پاسخsin
f (z)

cosو 1
f (z)

هاي تابع، قطب1
f (z)

   ،كنندبراي توابع مذكور ايجاد مي تكين اساسي 1

zداده شده پس در تابع    .نقطه تكين اساسي است  

  :داريم ) دقت كنيد كه طبق تعريف4ي (در مورد گزينه
i i
z ze esin

z i





1

2  

zاگر حالا   مثلاً روي مسير ،ميل كندy   وx   :خواهيم داشت  
i i
iy iy y y

z y y

e e e e e eLimsin Lim Lim
z i i i 

 
 

  

  
    

1 1
1

2 2 2  
  

cosبه همين ترتيب
z
fكران است. در واقع هر تابع مختلطبي ،نيز در همسايگيِ محذوف صفر 1 (z) كران است.بي ،اشي تكين اساسيدر همسايگي نقطه  

 

 براي تابع :6مثالf (z) z z 4   كدام گزينه صحيح است؟ 24
1(z   صفر مرتبه دوم وz i 2 .2  صفرهاي ساده تابع هستند(z   صفر مرتبه سوم وz i 2 .صفرهاي مرتبه دوم تابع هستند  
3(z   صفر مرتبه دوم وz i 2 .4  صفرهاي مرتبه دوم تابع هستند(z   صفر مرتبه سوم وz i 2 .صفرهاي ساده تابع هستند  

  :1«گزينه پاسخ«    f (z) z (z ) z , z i      2 2 4 2     
f ( )

f (z) z z
f ( i) ( i) ( i) i

     
    

3
34 8

2 4 2 8 2 16
 

  

zدقت كنيد i zو به همين ترتيب2 i 2         چون اولين مشتق آنها مخالف صفر شده لذا صفر مرتبه اول (سـاده) هسـتند، امـا بـراي تعيـين مرتبـه صـفر
zبراي   :بايد دوباره مشتق بگيريم  f (z) z f ( )     212 8 8   
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هاگيري به كمك قضيه مانده، محاسبه مانده و انتگرالي مختلطهاسري:  چهارمفصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 نوع نقطه تكين تابع   :7مثالz
sin zf (z)

e z



 1 22 1

  كدام است؟ 
z) تابع داراي يك قطب برداشتني در نقطه 1 1 .نقطه 2  است (z 1 باشد.تكين اساسي تابع مي  
3 (z 1 4  باشد.قطب مرتبه اول تابع مي (z 1 باشد.قطب مرتبه دوم تابع مي 

  :ــابع   »4«گزينــه پاســخ ــراي تعيــين مرتبــه قطــب ت fب (z)  ــابعبايــد مرتبــه صــفرهاي g(z)ت
f (z)


ــه ايــن  1 ــا توجــه ب كــه را تعيــين كنــيم: ب

ze zg(z)
sin z

  




1 22 z(z)، ابتدا مرتبه صفر تابع1 e z   1 22   كنيم:را حساب مي 1

  z z z(z) e z ( ) , (z) e ( ) , (z) e ( )                        1 1 12 2 1 2 2 1 2 1 2    
zپس 1 صفر مرتبه سوم(z) اباشد، امميz 1   يك صفر مرتبه اول بـراي تـابعQ(z) sin z    باشـد، پـس مرتبـه صـفر تـابع     نيـز مـيg(x)  برابـر 

 3 1 fباشد و به عبارت ديگر مرتبه قطبمي 2 (z)  باشد.مي 2برابر  
 

 در مورد تابع: 8مثالzf (z)
(z ) exp( )

z






7

2 2 14 2
  كدام گزينه صحيح است؟  

1 (z   صفر مرتبه هفت وz  z) 2  قطب ساده تابع است. 2   صفر مرتبه هفت وz    قطب مرتبه دوم تابع است. 2

3 (z  z) 4  نقطه ويژه تنها نيست. 2  zنقطه ويژه اساسي و 2  2 .قطب مرتبه دوم تابع است  

  :كاملاً واضح است كه»  4«گزينه پاسخz  ، تـابع مـوردنظر اسـت، امـا بـا صـفر قـرار دادن مخـرج عبـارت          كسـرِ  صورت رتبه هفتمصفر مexp( )
z 

1
و 2

z)عبارت )2 z،گرددملاحظه مي 24  zنقطه تكين اساسي و 2  2 .قطب مرتبه دوم تابع است  

  z zf (z)
(z ) exp( ) (z ) (z ) exp( )

z z

 
  

 

7 7

2 2 2 21 14 2 22 2

  

 

 9مثال: z  cosقطب مرتبه چند تابع 1 zf (z)
(z ) sin z

 


 2 4
1

1
  است؟ 

1( 3  2( 4  3( 5  4( 7  
  :توانيمبراي تعيين مرتبه قطب مي  »1«گزينه پاسخm

z z
Lim (z z ) f (z)





 را به ازايm . ,...1 اي كـه بـه ازاي آن بـراي    mمحاسبه كنيم، مقدار 2

  شود.اولين بار، حد فوق برابر مقداري متناهي شد مرتبه قطب ناميده مي

z z z

cos z cos z cos zLim(z ) Lim(z ) Lim
(z ) sin z (z ) (z ) sin z (z )(z ) sin z  

     
     

       
3 3

2 4 4 4 41 1 1
1 1 11 1

1 1 1 1 1
  

z z z

( z)cos z cos( z)Lim Lim Lim
(z )sin z (z )sin( z) (z )( z)  

      
  

        

2

1 1 1

1
1 1 1 1 1 2

16 1 16 1 16 1 32
ÁpnH´À  

zنقطهتر: روش ساده 1  كسر صفر مرتبه دوم و براي مخرج كسر صفر مرتبه پنجم است به همين دليل براي تابع قطب مرتبهبراي صورت 5 2   .باشدمي 3
  

  

 بخش اصلي تابع :10مثال
ze coszf (z)

z
 zحول 3   و باقيماندهf درz   كدامند؟    

1( 
z z

3 2
1  )  2و 1

zz z
 3 2

1 1  )3  1و  1
zz z

 3 2
1 1 1

و 2
1
2  4( 

zz z
  3 2

1 1 1
1و 2

2  

  : 1«گزينه پاسخ«          
z

z z z... ...( z )( ) ...e cos z z z! ! !f (z)
z z z z z

        
     

2 2 4
2

3 3 3 3 2

1 1 1 1 12 2 4    

fبنابراين بخش اصلي تابع (z) عبارت است از
z z

3 2
1   با صفر است. برابر zدر fو مانده 1
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كارشناسي ارشد يكه مدرسان شريف رتب  رياضي مهندسي

 مانده تابع :11مثالf (z) z cos
z

 7
2
  كدام است؟ 1

i1) 2  ) صفر 1
12  3 (1

24  4 (1
8  

 :نقطه دانيممي»  3«گزينه  پاسخz  ، تكين اساسي تابعf (z) تنها راه، نوشتن بسط لوران .باشدميcos( )
z2
  باشد:مي 1

( ) ( ) ( )
z z zz z zcos( ) f (z) z cos( ) z

! ! !z z !z !z !z
           

2 4 6
7 7 72 2 2 7 7

2 2 4 8 12

1 1 1
1 11 2 4 6 2 4 6

   

ضريب
z
در بسط فوق برابر 1

!
1
1مانده برابرباشد، پس مي 4

  است. 24
 

 مانده تابع  :21مثالf (z) z sin( )
z




2 1
fتكين يهدر نقط 1 (z) كدام است؟  

1 (7
6  2 (5

6  3 (
5
6  4 (

7
6  

 :به راحتي معلوم است نقطـه  .باشد كه كمي ابتكار هم لازم دارداين تست، يك مثال جالب مي»  2«گزينه  پاسخz  1   تكـين اساسـي تـابع ،f (z) 

)sinباشد. تنها راه، استفاده از بسط لوران است پس بسطمي )
z 

1
)sin  ويسيم:نرا مي 1 )

z z !(z ) !(z )
   

   3 5
1 1 1 1

1 1 3 1 5 1
   

به نظر شما به راحتي جمله ،در بسط فوق ضرب شود z2حال اگر عبارت
z 

1
را بـه   z2دانـم! اگـر  شود؟ جواب من كه منفي است شما را نميمشخص مي 1

z)]شكل ) ]  21 z  كنم مشكل حل شود:ميبنويسيم، فكر  1 sin( ) [(z ) (z ) ][ ]
z z !(z ) !(z )

       
   

2 2
3 5

1 1 1 11 2 1 11 1 3 1 5 1
  

حالا اگر دقت كنيم، جمله
z 

1
z)شود، يكي با ضرببه دو شكل ايجاد مي 1 ) در 21

!(z )


 3
1

3 1
در 1و يكي هم با ضرب عدد  

z 
1

  :پس داريم 1

(z )
z !(z ) z !!(z )


           

  

2

3
1 1 1 1 1 1 51 11 3 1 1 3 6 63 1

  
 

 مانده تابع :13مثالf (z) (z )sin
z

 

13 zدر نقطه تكين 2  2  كدام است؟  

  +5) 4  1) 3  -5) 2  ) صفر1

  : باشد:مي سؤال قبلتقريباً شبيه   »2«گزينه پاسخ       ...sin
z z !(z )

  
   3
1 1 1

2 2 3 2
  

(z ) (z ) ...f (z) (z )sin( ) [(z ) ]sin( )
z z z z!(z ) !(z )

 
         

    3 2
1 1 2 2 5 53 2 52 2 2 23 2 3 2

  

گردد مانده يا همان ضريبملاحظه مي
z 

1
   است. -5برابر  2

  

 مانده تابع  :41مثالf (z) coszsin
z


zيدر نقطه 1   با كمي تغيير از سؤالات رياضي مهندسي دانشگاه   ؟كدام است)Harward(  

1 (
n ( n)!( n )!



  1
2 2 1

  2 (
n ( n)!( n )!



 
1

1
2 2 1  3 (

n n!( n )!



  1
2 1

  4 (
n n!( n )!



 
1

1
2 1  

 :تابع»  1«گزينه   پاسخf (z) cos zsin
z


zدر 1   داراي قطب اساسي است. با استفاده از بسط لورانsin

z
cosو 1 z بايد ضريب

z
را مشـخص   1

  ناميم.مي b1كنيم. اين ضريب را
m n n m m

m
n n

m n m n

z ( ) ( ) ( ) zf (z) cos zsin ( )
z ( m)! ( m)!( n )!( n )!z z

   

 
   

  
    


   

2 2

2 1 2 1
1 1 1 11 2 2 2 12 1   

  

يجمله بينيدطور كه ميهمان
z
nشود كهفقط وقتي ساخته مي 1 m هاباشد. بنابراين با جمع كردن ضرايب جملاتي كه در آنn m  است، ضـريب

z
1 

  را خواهيم داشت:
n n

n n

( ) ( )Res(f , ) b
( n)!( n )! ( n)!( n )!

 

 

 
  

  1
1 1 1

2 2 1 2 2 1 
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هاگيري به كمك قضيه مانده، محاسبه مانده و انتگرالي مختلطهاسري:  چهارمفصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مانده تابع :51مثالzf (z)
(z )(z )


  21 1

zدر نقطه     برابر كدام گزينه است؟ 1

1 (
1
4  2 (1

4  3 (1
2  4 (

1
2  

  ينقطه  »2«گزينه : پاسخz 1 برايf پس داريم:يك قطب مرتبه اول است ،        
z zz

zResf (z) Lim(z )f (z) Lim
(z ) 

   
 21 11

11 41
    

 

 مانده تابع :61مثالzf (z)
e




1
1

zدر    م است؟ كدا  

  2) 4  -1) 3  1) 2  ) صفر1

  : 3«گزينه پاسخ  «z   يك قطب ساده براي تابعf (z) :است، لذا داريم          z zz zz

HOPzResf(z) Lim Lim
e e 

  
 

1 1
1 

 
 

 مبدأ مختصات چه نوع ويژگي براي تابع :17مثالsin zf (z)
z

   و مانده در مبدأ مختصات كدام است؟  دارد 2

  ) قطب مرتبه دوم و مانده برابر يك است.2  ) قطب ساده و مانده برابر يك است.1
  ) تكين برداشتني و مانده برابر يك است.4  ) صفر ساده و مانده برابر صفر است.3
  : 1«گزينه پاسخ«  

  
(m ) (m )

mm m
(m ) (m )z z z

d d sin z sin zLim (z ) f (z) Lim (z . ) Lim
(m )! (m )! zdz dz z

 


   
   

 

1 1 1
1 1 2

1 1 11 1  
  

            گردد قطب ساده است و داريم:ملاحظه مي
z zz

sin zResf (z) Lim zf (z) Lim z ( )
z 

  2 1
 

  

 

 تابع: 18مثال
zef (z)

(z )




2
41

zدر   1:   

  ) بسط لوران ندارد.2  ) داراي بسط تيلور است.1

e2) داراي بسط لوران با مانده3

e24) داراي بسط لوران با مانده4  است. 4
  است. 3

  : 4«گزينه پاسخ  «z 1 :قطب مرتبه چهارم تابع است                     z
zz 1

e eResf(z) Lim(e )
( )! !

  


2 2
2

1
1 8 4

4 1 3 3  

 

 تابع مانده :19مثالzf (z)
(z )(z )


  21 1

zدر نقطه   1 برابر كدام گزينه است؟   

1 (1
4  2  (

1
2  3 (

1
4  4 (1

2  

  : 3«گزينه پاسخ«  z  1 :قطب مرتبه دوم است    
z zz

d zResf (z) Lim[ ( )] Lim
( )! dz z (z ) 


   

   21 11

1 1 1
2 1 1 41

  

 

 مانده تابع :02مثالf (z)
z(z )


 3
1

2
zدر نقطه   2 كدام است؟  

1 (1
4  2 (1

8  3 (
1
4  4 (

1
8  

  : گرددملاحظه مي»  4«گزينه پاسخz  2 :قطب مرتبه سوم تابع است، لذا داريم  

z z zz

dResf (z) Lim [(z ) ] Lim[ ] Lim
( )! zdz z(z ) z  

      
 

2
3

2 3 32 2 22

1 1 1 1 1 2 123 1 2 2 82
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كارشناسي ارشد يكه مدرسان شريف رتب  رياضي مهندسي

 فرض كنيد براي عدد مختلط  :12مثالiz re  :داشته باشيمi
z re



 ). اگـر 2 n ) arg z ( n )     2 1 2 zf، آنگـاه مانـده تـابع   1 (z)
z


1 

zدر    برابر با كدام گزينه است؟  1
1(   2(n( )1   3(n( )  11  4(n( )  2 11   

 :ينقطه»  3«گزينه  پاسخz 1 خطروي نيم( n )   2 fاييعني بريدگي شـاخه  1 (z)     تـابع قـرار نـدارد، در نتيجـهzf (z)
z


1   داراي قطـب

zيك در يمرتبه 1 يي ماندهاست. با محاسبهf (z) :در اين نقطه داريم  
z z

zRes(f , z ) lim(z ) f (z) lim(z )
(z ) 

      
 1 1

1 1 1 11  
)ي دوم عدد يك را با توجه به شرطخواهيم ريشهاكنون مي n ) arg z ( n )     2 1 2 دست آوريم. بـا توجـه بـه    به 1

zطبي عدد مختلطاين شرط در نمايش ق 1 :داريمn  2 وr 1 :در نتيجه  

  
nii n in ne e e ( )


      
2

2 21 1 1  
fيبا جايگذاري اين نتيجه در مانده (z) :داريم  n nRes(f , z ) ( ) ( )       11 1 1  

 
 مانده تابع  :22مثالf (z) (sin z) 3 zيحول نقطه 1   كدام است؟  

1 (1
2  2 (1  3 (

1
2  4 (1  

 :ورانبسط ل » 1«گزينه  پاسخsin(z) حولz   گيريم:را به كار مي  f (z)
sin z z z(z ) z ( )

!

  

   
3 3 23 3 3

1 1 1

13 6 
  

Q(z)فرض كنيم
z( )



 
2 3

1

1 6 
zدر Q(z)باشد.    تحليلي است وQ(z)f (z)

z
 Res(f  ين داريم:بنابرا 3 (z) , ) Q ( )

!


1
2   

zرا درQمشتق دوم   شـود. هـا در صـفر، صـفر مـي    زيـرا مشـتق دوم آن   ،را لازم نيسـت لحـاظ كنـيم    2ي بيشـتر از  كنيم. جملات با درجهحساب مي   
nQكنيم كه اگراند. يادآوري ميمحاسبات ما مؤثر بوده ايم كه دردر محاسبات زير فقط جملاتي را نوشته u گاهباشد آنnQ nu u     است. 1

z z z zQ(z) ( ) Q (z) ( )( )( ) (z )( )               
2 2 2

3 4 421 3 1 16 6 6 6      

z z zQ (z) ( )( ) ( )( )( ) (z )            
2 2

4 521 1 4 16 6 6      
Q ( )Q ( ) Res (f (z) , )

!


      
11 1 2 2

    
  

 بعاگر مانده تا  :32مثالz zf (z)
(z )
 




2
21

g(z)گاه تابعباشد، آن 1برابر با  fدر قطب تابع  sinh(z )
 

2 در كدام نقطه غير همديس است؟  

1( i
2   2 (2

3  3 (( i) 3
6  4 (( i) 1 3

6  

 :دهيمابتدا نشان مي»  4«گزينه  پاسخz  1 ي صورت باشد. اگرتواند ريشهنميz  1     ،داريـم ريشه صـورت كسـر باشـدz z
z

 
 

2
1 ، 

پس 1  يعني 1 :است. در اين صورت داريم  z z z(z ) zf (z)
z(z ) (z )

 
  

 

2

2 2
1

11 1
   

در نتيجه خواهيم داشت
zz

Res f Lim (z )f (z)


   
11

1 zكه با صورت سؤال تناقض دارد. بنابراين 1  1 ي صورت نيست.ريشه  
zدر fمشخص شود. تابع بايد مقدار حالا  1 ي دو است.داراي قطب مرتبه  

dRes(f ,z ) ((z ) f (z)) ( z )
z zdz

         
   

21 1 2 21 1  
بنابراين  2 پس 1    است. 3

g(z)يبه اين ترتيب ضابطه sinh(z )  gمشخص شد. توابع تحليلي هر جا كه 6 (z)   باشد همديس هستند. بنابراين فقط در نقاطي كهg (z)   

g  تواند غيرهمديس شود.مي gباشد (z) cosh(z ) z ( k )i z ( k ) i               2 1 2 16 6 2 2 6  

kتواند جواب تست باشد. به ازايمي ،باشد فوقهر نقطه كه به فرم    ينقطهz i 
 2   ) است.4ي (آيد كه همان گزينهبه دست مي 6

( i)z i   
  

1 3
2 6 6  

y

x
1

 fايبريدگي شاخه
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هاگيري به كمك قضيه مانده، محاسبه مانده و انتگرالي مختلطهاسري:  چهارمفصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ها در تابعها و مرتبه آنقطب :42مثالzcotg zf (z)
(z )




 3
2

fكدامند؟ مقدار مانده  (z) درz 
   ر كدام گزينه است؟براب 2

1(z   رفع شدني، تكينz k  )k ،عددي صحيح و مخالف صفر) قطب مرتبه اولz 
   است.  -1قطب مرتبه دوم و مانده برابر  2

2(z   رفع شدني، تكينz k  )k ،عددي صحيح و مخالف صفر) قطب مرتبه اولz 
   است. 1قطب مرتبه دوم و مانده برابر  2

3(z   ،قطب مرتبه اولz k  )k ،عددي صحيح و مخالف صفر) قطب مرتبه اولz 
   است. -1قطب مرتبه سوم و مانده برابر  2

4(z   رفع شدني، تكينz k  )k ،عددي صحيح و مخالف صفر) قطب مرتبه دومz 
   است. 1قطب مرتبه دوم و مانده برابر  2

 :1«گزينه  پاسخ «f (z) درz   تكين رفع شدني دارد. چون داريم:  ينقطه يك    
z cos zf (z)

(sin z) (z )



 3

2

  

zو اگر حد اين تابع در نقطه    شود، پس تكين برداشتني است. (اگر برابرمي» عدد«حساب شود، حاصل آن برابر نبودشد تكين برداشتني مي (.  

zدر  k  )k هايداراي قطب مرتبه اول است (ريشه تابع )است عددي صحيح و مخالف صفرsin z  و در (z 
 ي دوم دارد تابع قطب مرتبه 2

cos(چون zبه ازايz 
 z)شود و يك درجه از قطب مربوط بهصفر مي 2 ) 3

  شود). كم مي 2

zن مانده دررويم سراغ به دست آوردحالا مي 
   باتوجه به اينكه قطب مرتبه دوم است، لذا داريم:  .2

z z

(cos z zsin z) (sin z) (z ) (z cos z)[sin z cos z(z )]d z cos zLim ( ) Lim[
( )! dz (sin z)(z ) (sin z)(z ) 

 

 
    


   2 2

2 2

1 2 2
2 1

2 2

  

z z z

z(z ) sin z cos z (z ) z cos z sin zHOP HOP
Lim Lim Lim

sin zsin z(z ) sin z cos z(z ) sin z(z )  
  

    
        

  
  

   

2 2

22 2 2 2
2 2 2

22 2 2 2 2 1
22 22 2 2

  

  دند را ننوشتيم.شهائي كه صفر مياستفاده كرديم و در محاسبات، آن» مشتق با عامل صفرشونده«هاي انجام شده از دستور گيريدر مشتق توضيح:
 

 مانده تابع  :52مثال
n

n
zf (z)

(z )




2

1
zي، در نقطه    عددي صحيح و مثبت است.) nكدام است؟ ( 1

  )هاي روسيهبا كمي تغيير از سؤالات رياضي مهندسي دانشگاه(  

1 (( n)!
(n )!(n )! 

2
1 1  2 ((n )!( n)!

n!(n )!



1 2

1  3 (( n)!
(n )!

2
1  4 (n!

( n)!
2
2  

 :واضح است كه تابع»  1«گزينه   پاسخf (z) درz 1 يقطب مرتبهn بنابراين:دارد .  
n n

n n
n nz

d dRes(f , ) Lim [(z ) f (z)] (z )
z(n )! (n )!dz dz

 

 
  

 

1 1
2

1 11
1 11 1 11 1

  

nwاز تابع z n  :گيريمام ميn، مشتق2 n (n ) n nw z w nz w n( n ) ( n (n ))z           2 2 1 1 2 12 2 2 1 2 2   

zبنابراين با جايگذاري 1 :داريم  ( n)!Res(f , ) n( n ) (n )
(n )! (n )!(n )!

   
  
1 21 2 2 1 21 1 1  

)n  :داريم توجه داشته باشيد كه n ) (n ) (n )(n) ( ) ( n)!n( n ) (n )
(n )(n) ( ) (n )!

   
   

 
2 2 1 2 1 1 22 2 1 2 1 1 1
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 تابع مانده :26مثالzf (z)
(z )(z )


 

2
22 1

zدر نقطه  i  كدام است؟  

1 (4
5  2 (i1 2

1  3 (i1 2
1  4 (i 2 1

1  

  : اگر  »3«گزينه پاسخz 2 z)را تجزيه كنيم برابر 1 i)(z i)  شود، پسميz i كه ريشه ساده مخرج است، قطب سادهf (z) است:  
g(i)گرددملاحظه مي  1:لذا داريم ،   

             g(z) z , h(z) (z )(z )zf (z) ,
(z )(z ) h (z) z z

     
     

2 22

2 2
2 1

2 1 3 4 1
  

z

g(i) i i i iResf (z)
h (i) i i ii i

   
      

      

2

21

1 1 2 4 2 4 1 2
2 4 2 4 2 4 4 16 13 4 1 

  
 

 مانده تابع :27مثال
zef (z)

cosz


1 در نقطه تكين تنهايz   كدام است؟    

1 (2-  2 (  3 (1  4 (2  

 :4«گزينه  پاسخ«  

z
z z z zz ze ! ! ! !f (z)

cos z z z z z !z !z( )
! ! ! ! ! !

      
  


     

2 3 2 3

2 4 6 2 2 4

1 12 3 2 3
1 2 212 4 6 2 4 6



 
  

fخب حالا اگر بسط عبارت داخل پرانتز مخرج را بنويسيم، (z)دقت كنيد از بسط .شودبه صورت زير بازنويسي ميu u
u
   


21 11  كنيماستفاده مي:  

z z ! !f (z) ( z ) ( z )
! ! !z

       
2 3

2
2

2 21 12 3 4   

!ت كنيد اگردق
z2
z  در جملات پرانتز دوم ضرب شود، داريم: 2 z ! ! !f (z) ( z )( )

! ! !z


     
2 3

2
2 2 21 2 3 4   

!در zاي كه از ضربفقط جمله
z2
،آيدبه دست مي 2

z
كند، لذا ضريبرا توليد مي 1

z
  است. 2!برابر 1

 

 مانده تابع :28مثالsinhzf (z)
coshz



2

zدر نقطه 1   كدام است؟  

1 (2  2 (2-  3 (4  4 (4-  

 :اول بايد تعيين كنيم  »4«گزينه  پاسخz   براي توابعg(z) sinh z h(z)و 2 cosh z 1:صفر مرتبه چندم است ،  

z  صورت كسر استاول ي ، صفر مرتبهg(z) sinh z g (z) cosh z g ( ) cosh( )        2 2 2 2    

z  مخرج استدوم ي ، صفر مرتبه h(z) cosh z h (z) sinh z h (z) cosh z h ( ) cosh( )                1 1    

zبنابراين  قطب مرتبه اول ،( ) 2 1 f، براي تابع1 (z) :است، لذا به راحتي با استفاده از فرمول داريم  

4
z zz

sinh z zRes f (z) Lim(z ) Lim z( )
cosh z z 

  



2

2 2
1

2
 


ÁpnH´À    
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 مانده تابع: 29مثال
ze zf (z)

( cos z)sinz
 




1
1 zدر نقطه 2   كدام است؟  

1) 4  2) 3  1) 2  صفر) 1
4  

 :ابتدا بايد بررسي كنيم  »4«گزينه  پاسخz   ي چندم براي تابعقطب مرتبهf (z)  .صفرهاي صورت و  كنيم مرتبهبراي اين منظور سعي مياست
  ناميم:مي p(z)ر رار را جداگانه حساب كنيم، صورت كسمخرج كس

z zz z zp(z) e z p (z) e p ( ) p (z) e p ( )                1 1 1      
zپس  حالا بايد ببينيم .، صفر مرتبه دوم صورت كسر استz   مخرج كسـر را  .ي چندم مخرج كسر استي مرتبهريشهQ(z)  نـاميم و بنـابراين   مـي

Q(z)  داريم: ( cos z)sin z sin zsin z sin z   2 31 2 2 2  
zپس   ي سوم مخرج كسر است و بنابراينصفر مرتبهz    ي تابعو به عبارت ديگر قطب سادهقطب مرتبه اولf (z) .است  

z z z

z z z z

zz ze z z(e z) e zRes (f (z)) Lim(z ) Lim Lim( ) Lim( )
z sin z z z z   

        
     



2

3 3 2 2

1 11 1 1 12
42 2 2 2   




  
 

 براي تابع : 30مثالzf (z) z e


 2
1

1نقطه ،z   80كامپيوترـ سراسري مهندسي (         ست؟   ا ايچگونه نقطه(  
  ين) تكين برداشت1  4) قطب مرتبه3  ) تكين اساسي2  ) نقطه عادي1

 :2«گزينه   پاسخ«        z z z...f (z) z ( ) z z
! ! ! !z !z !z !z !z !z !z

              
6 4 21 1 8

2 4 6 8 1 12 2
1 1 1 1 1 1 1 11 2 3 4 52 3 4 5 6 6

 
  

zاست لذا zهاي منفيهاي نامتناهي از توانچون بسط لوران شامل جمله   .نقطه تكين اساسي است  
 

 تابع :13مثالzf (z)
(z ) exp( )

z






6

2 2 19 3
  ؟داده شده است. در خصوص مرتبه قطب و نقطه ويژه اساسي و مرتبه صفر، كدام عبارت صحيح است 

  )80مكانيك ـ سراسري مهندسي (  
1(z  zنقطه ويژه اساسي، و 3  3 قطب مرتبه دوم تابع  
2(z    و7صفر مرتبه ،z    قطب ساده تابع 3
3(z  3 نقطه ويژه اساسي، وz    قطب مرتبه ساده 3
4(z    و7مرتبه صفر ،z    قطب مرتبه دوم تابع و اين تابع نقطه ويژه اساسي ندارد. 3
 :1«گزينه  پاسخ «z  z)باشد و با توجه به رابطهنقطه تكين اساسي مي 3 ) (z ) (z )   2 2 2 29 3 zگرددملاحظه مي 3  3 تبـه دوم  قطب مر

zباشد. لازم به توضيح است در تابعمي ze 
1
 همواره نقطهz z  .نقطه تكين اساسي تابع است  

 

 مانده :23مثالz zf (z)
(z ) (z )




 

2
2 2

2
1 4

zدر قطب  i 2 :80ا ـ سراسري ض(مهندسي هوا ف        خواهد شد(   
1 (i

i



1
4 3  2 (i

i



1
4 3  3 (i

i



1
4 3  4 (i

i



1
4 3 

 :3«گزينه  پاسخ«                 
z iz i

z z ( i) ( i) i iRes f (z) Lim ( )
i( i) i(z ) (z i) ( i ) ( i i)

      
   

         

2 2

2 222
2 2 2 2 4 4 1

4 4 1 4 4 31 2 2 1 2 2
  

 

 ة تابع ماند :33مثالzef (z)
z




1

zدر نقطة منفرد  1             81(مهندسي مواد ـ سراسري                كدام است؟(  
1 (1  2 (e 3 (e1  4 (e 1  

 :4«گزينه   پاسخ«    z

z

...z z
z e ... ...( z z )( )

z z !z !z...e
z !z !z

              
     

2 1
2

1 2 3

2 3

1 11 1 1 11 11 2 31 1 11
2 3

  

لذا ضرايب
z
         پس از محاسبه و جمع ضرايب آن برابر است با:  1

z
...Res f (z) e

! !
     

1 11 12 3
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 43مثال:z   براي تابع
zef (z)
z


 2
  )82انيك ـ سراسري مكمهندسي (       چه نوع نقطة تكين است؟ 1

  )  قطب مرتبه دوم4  ) قابل رفع3  ) قطب مرتبه اول2  اساسي )1

 :2«گزينه   پاسخ«          
z z

z
z z z

e eLim z ( ) Lim Lim e
zz  

 
  2

1 1 1
  

  
 

 را براي تابع نقاط تكين و نوع آن :53مثال
sin( )

z

1
  )84(مهندسي مواد ـ سراسري                          .تعيين كنيد 1

n)) قطب ساده در1 , ,...)z
n

   

11 zنقطه تكين برداشتي 2    

z) قطب ساده در2
n



n)نقطه تكين برداشتي 1 , ,...)z   1 2   

z) نقطه تكين اساسي در3    هاي ساده درقطبو(n , ,...)z
n

   


11 2 2  

n)هاي ساده در) قطب4 , ,...)z
n

   

11 zو نقطة تكين غير تنها در 2    

 :نقاط  »4«گزينه   پاسخz
n



zهاي ساده تابع هستند، وهمگي قطب 1   باشدتكين غير تنها مي نقطه.  

 

 تابع :63مثالtg
zf (z) e
1

zدر نقطه    84ـ سراسري رياضي مجموعه (  داراي چه نوع تكين است؟(    
  ) غيرتنها4  ) تنهاي اساسي 3  ) تنهاي برداشتي2  ) قطب1

 :كنـيم. بـا توجـه بـه آن كـه     ي نقاط تكين اين تابع را پيدا ميپاسخ به اين سؤال ابتدا همه براي  »4«گزينه   پاسخ
sin( )

ztg( )
z cos( )

z



1
1

اسـت، عـلاوه    1

zبر  يهاي معادله، جوابcos
z


1  نيز نقاط تكينf (z) شوند.محسوب مي  cos( ) ( k ) z
z z ( k )


     

 
1 1 22 1 2 2 1  

kzيي نقاط دنبالهپس همه
( k )


 
2

2 fي تكيننقطه 1 (z)  هستند و به وضـوح داريـم
k
Lim

( k )


 
2

2 1   پـسz     ي تكـين انباشـته   يـك نقطـه
  (غيرتنها) است.

 

 تابع :37مثالsinh zf (z)
sin z

 گيريم، ماندة اين تابع در نقطةرا در نظر ميz    84اي ـ سراسري (مهندسي هسته           كدام است؟(  
1 (1-  2 (i3 (1  4صفر (  
 :4«گزينه   پاسخ«  z   ،تر اينكه چون توابعالبته پاسخ جالب. پس حاصل مانده برابر صفر است قطب برداشتني تابع استsinh z وsin z   هـر دو

fفرد هستند، لذا (z) تابعي زوج است و اين يعني جمله
z
  فر است.در بسط آن وجود ندارد و مانده ص 1

 

 فرض كنيد تابع :38مثالf :به صورت زير تعريف شده باشد  
z(متغير مختلط)           وcos zf (z)

z


 3
  )58مكانيك ـ سراسري  مهندسي(       هاي زير درست است؟كداميك از گزاره1

1 (z   قطب ساده تابعf است و ماندهf 1در نقطه صفر برابر با
  است. 2

2 (z   قطب ساده تابعf است و ماندهf  است. 1در نقطه صفر برابر با  
3 (z   قطب مرتبه دو تابعf است و ماندهf 1در نقطه صفر برابر با

  است. 2
4 (z   به سه تابعقطب مرتf است و ماندهf  است. 1در نقطه صفر برابر با  

 :با نوشتن بسط تيلور تابع  »1«گزينه   پاسخcos z :داريم          
z z ...cos z ! ! ...f (z)

zz z

 
   

2 4

3 3
1 12 4

2 

zبنابراين     قطب ساده تابعf است و مانده آن درz   1برابر با
  است. 2
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 در تابع :39مثالzf (z)
z(e )




1
1

z، مانده تابع در    :85سراسري كامپيوتر ـ  مهندسي(      عبارت است از(  

1 (
1
2  2 (1-  3 (

1
2  4 (1+  

  :1«گزينه   پاسخ«  z   :قطب مرتبه دوم تابع است، لذا داريم  
z zz ...

! !

z ...
z



  

 

3 42

2

2 3
1
2

  

  

z ...

z ...

...
....

 

 

1

1 2

2
  

zf (z)
z(e ) z zz(z ...)

! !

  


  
2 3

1 1
1

2 3

  

گردد ضريبملاحظه مي
z
zيا همان مانده در 1   برابر

1
  تر است:البته محاسبه مانده با استفاده از فرمول بسيار راحت است. 2

z z

z( )
! !Lim[(z ) ] Lim

z z z zz ( ) ( )
! ! ! !

 

   
    

     

2
2 22 2

1 2 11 12 3
21 12 3 2 3

 




 
zمانده در     

  
 تابع :04مثالf (z) sec( )

z



1

هاي تابع كـدام عبـارت درسـت    و قطب (singularity)گيريم. در مورد نقاط تكينرا در نظر مي zاز متغير مختلط 1
   )85كامپيوتر ـ سراسري  مهندسي(    است؟

z)2  مكرر دارد. نهايت قطب) بي1 1 .تنها نقطه تكين تابع است  
  نهايت قطب ساده و يك نقطه تكين اساسي دارد.) بي4  ) فقط يك نقطه تكين اساسي دارد.3
 :ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه پاسخ    

  sec( ) ( k )
z zcos( )

z


   

 


1 1 1 2 111 1 2
1

 

z z
( k ) ( k )

    
   
2 21 12 1 2 1  

zنهايت قطب ساده دارد كه با نزديك شدن به نقطهتابع بيبنابراين  1 )k شوند و لذا قطـب  ها به شدت به يكديگر نزديك مي) قطبz 1   تكـين
zم است) بوده و معلو4باشد. كليد سازمان سنجش گزينه (غير تنها (انباشته) مي 1 .را تكين اساسي به حساب آورده است  

  
 مانده تابع :14مثال

zef (z)
cosz


1 در نقطه تكين تنهايz            85(مهندسي مواد ـ سراسري               كدام است؟(  

1 (2-  2 (  3 (1  4 (2  
 :4«گزينه   پاسخ«    

  روش اول:
z

z z z zz ze ! ! ! !f (z)
cos z z z z z !z !z( )

! ! ! ! ! !

      
  


     

2 3 2 3

2 4 6 2 2 4

1 12 3 2 3
1 2 212 4 6 2 4 6



 
  

fخب حالا اگر بسط عبارت داخل پرانتز مخرج را بنويسيم، (z)شود، دقت كنيد از بسطبه صورت زير بازنويسي ميu u
u
   


21 11  نيمكاستفاده مي:  

  z z ! !f (z) ( z ) ( z )
! ! !z

       
2 3 2

2
2 21 12 3 4   

!دقت كنيد اگر
z2
z  در جملات پرانتز دوم ضرب شود، داريم: 2 z ! ( !)f (z) ( z )( )

! ! !z
     

2 3 2

2
2 21 2 3 4   

!در zاي كه از ضربفقط جمله
z2
باشد،مي 2

z
كند، لذا ضريبتوليد ميرا  1

z
  است.  2!برابر 1
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zتري نيز وجود دارد. دقت كنيدبراي محاسبه مانده روش راحتروش دوم:    يك صفر مرتبه دوم براي تابعh(z) cos z 1     و در نتيجـه يـك قطـب

ه دوم براي تابعمرتب
zef (z)

cos z


1 است. قبل از ادامه حل، به دليل اينكه چراz   صفر مرتبه دوم تابعh(z) cos z 1 كنيم:است، اشاره مي  
h (z) cos z h ( ) cos( )    1           وh (z) sin z h ( ) sin( )        

zخالف صفر شد، پسچون مشتق دوم م   .صفر مرتبه دوم است  
z z z

z
z z z z

e z e z eLim[(z ) ( )] Lim( ) Lim( ) Lim( e )
cos z cos z z   

        
 

2 2
2

2 2 21 1
2

   
مانده درz    

 

 اگر :24مثالz   ي تكين تابعنقطهf (z) باشد وa a ......f (z) a a z a z
zz

        22 1
1 22   آنگاه با چه شرطي اين نقطه تكين تنها خواهـد ،

  )85(مهندسي مواد ـ سراسري    بود؟
1 (ka   به ازاي همهk   2  صحيح(ma   به ازاي لااقل يكm صحيح منفي  
3 (ka   به ازاي برخيkهاي صحيح مثبت وa 1  وa 2   4فقط (a 1  وma   به ازاي لااقل يكm   صحيح منفي  

 :گيري ازبا انتگرال  »4«گزينه   پاسخf (z) :داريم   a a
f (z) a Ln z a z z

z





     22 1
1 2   

aلازم است 1  و به ازاي لااقل يكm صحيح منفيma   .باشد  
 

 اگر :34مثالf درz  تحليلي باشد وf (z)g(z)
z z


 

fو   (z )       :85رياضي ـ سراسري مجموعه (        آنگاه(  

1 (g درz 2  ت. تحليلي اس (z  يك نقطه تكين اساسيg  .است  
3 (z  يك نقطه تكين برداشتنيg  .4  است (z  يك قطب سادهg .است  

 كنيم: براي تعيين مرتبه قطب به صورت مقابل عمل مي  »4«گزينه  اسخ:پ  
z z z z

f (z)Lim (z z ) Lim f (z) f (z )
z z 

  
 

 


  

fحال چون (z) درz z  تحليلي است لذا حاصل حد فوق موجود و متناهي وz باشد. قطب ساده مي  
 

 تابع :44مثالf (z) cosec( )
z



1

هاي تابع كـدام عبـارت درسـت    و قطب (singular)گيريم. در مورد نقاط تكينرا در نظر مي zاز متغير مختلط 1
  است؟

  )86(مهندسي برق ـ سراسري   
  نهايت قطب مكرر دارد.بي )2  نقطة تكين اساسي دارد. نهايت قطب ساده و يكبي )1
z)4  فقط يك نقطه تكين اساسي دارد و قطب ندارد. )3 1 .تنها نقطه تكين تابع است  

 :ها صحيح نيست.  هيچكدام از گزينه پاسخ  cos ec sin k k , , , ,...
z z zsin

z

         
  



1 1 1 1 1 2 311 1 1
1

   

z k , , , ,...
k

      

1 1 1 2 3  

zها در نزديكيتراكم قطب kنهايت قطب ساده داريم كه با افزايش مقداربي ،هاي مختلفkبه ازاي  1 يزياد شده و لذا نقطهz  1   يـا   غيـر تنهـا  را تكـين
zيرسد نقطه) بوده و به نظر مي1يد سازمان سنجش گزينه (كل .ناميمميهمان تكين انباشته   1 .را تكين اساسي منظور كرده است  

 

 حد تابع :54مثالzf (z) z e  وقتي z 86موعه رياضي ـ سراسري (مج                                  كدام است؟ ،نهايت ميل كندبه بي(  
1(   2(   3( .4  وجود ندارد(   

 :با فرض  »3«گزينه  پاسخz
w


wg(w)، تابع1 f ( ) e

w w
  

11 wداراي يك نقطه تكين اساسي در 1   (z )  گردد، لذا بنابر خاصيت مي
wدر gنقاط تكين اساسي تابع   و ياf درz   .فاقد حد است  
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 ماندة تابع:  64ثالم
zzef (z)

(z a)


 3،a  نسبت به نقطة تكين كدام است؟ ،  
  )86(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي ـ مهندسي داروسازي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري 

1( 
aae

2  2( a( a)e1  3( aa( )e1 2  4( aa( )e
1
2 6  

 3«گزينه   :پاسخ«   
zzef (z)

(z a)


 3  
( ) a a

z a(a) e ae az a (z) (z a) f (z) ze b ( )e
! !

 
          

2
3

1
2 12 2   3قطب مرتبه  2

 

 فرض كنيد :47مثالn
nP(z) a a z ... a z   1 اي از درجهيك چند جملهn      درست است؟ Pباشد. كدام گزينه در مورد  2

 )86(مجموعه رياضي ـ سراسري                          
1( Pنهايت داراي قطب مرتبهدر بيn .2  است( P نهايت داراي نقطة تكين اساسي است.در بي  
  تواند يك نگاشت يك به يك باشد.مي P )4  نباشد. Cتواند برابر بامي Pبرد )3
 :1«گزينه  پاسخ«         n

nP(z) a a (z) a z   1   

،zجايبه  براي بررسي وضعيت تابع در
z
zقرار داده و وضعيت تابع جديد را در 1   كنيم.بررسي مي          n

n
a a

P( ) a
z z z

   11
   

zدر nبا توجه به اينكه تابع جديد داراي يك قطب مرتبه   باشد بنابراين تابع اصلي داراي قطب مرتبهميn در باشد.مي  
p(z)ي، معادلهc) دقت كنيد كه به ازاي هر عدد مختلط4) و (3هاي (در مورد گزينه c ياي از درجهند جملهيك چn  ريشه در  nاست. پس دقيقاً 2

عدد مخـتلط   nرا براييك به يك نيست؛ زي p(z)حتماً پوشاست و بردش برابر با كل اعداد مختلط است. همچنين p(z)اعداد مختلط دارد. به اين ترتيب
p(z)داريم c وn          است. 2

 

 ي توان گفت كه نقطهمي :48مثالz    براي تابعf (z) zexp( )
z


  )86ـ دانشگاه آزاد سال برق دكتري (   1

  ) نه صفر است و نه قطب 2  ) صفر است.1
 ) نيست. singularي استثنايي (يا منفرد يا تكين) () نقطه4  ) قطب است. 3

 :توجه كنيد كه در  »3«گزينه  پاسخz   ِبه علت وجود كسر
z
zfيدر ضابطه 1 (z) ze

1
f؛ مقدار ( )  گـاه  تعريف شده نيست. دقت كنيد كه هـيچ

fتواند صفر مطلق باشد. پس تصور نكنيد كهمخرج هيچ كسري نمي ( )   شود. بلكهميf ( ) .تعريف نشده است  

zfدانيم كه در بسط لورانِحال مي (z) ze
1

zنامتناهي هستند پس zهاي منفيِتوان    ي تكين (قطب) اساسي براييك نقطهf (z) :است  

z
n n

n n
f (z) ze z

n!z n!z

 


 

   
1

1
1 1

 
  

 

 مانده تابع: 49مثالzze



1

  )87(مهندسي مواد ـ سراسري   برابر است با: 1
1( 1-   2(

1
2   3(1

4  4( 1  

 :با توجه به بسط لوران تابع  »2«گزينه   پاسخzf (z) e كه بصورت
n n

z

n

( ) ze
n!







  1


zهمچنين با توجه به اينكه فقطاست و   1  براي تابع

zze


1
  نويسيم:يك نقطه تكين اساسي است بسط لوران را براي اين تابع بصورت زير مي 1

n n
n n n

z
n n n n

n n n n

( ) ( ) z( ) ( ) z ( ) zzze z ( ( ) ( ( )
n! n! n!n!(z ) (z ) (z ) (z )

    


   

          
   

   
1
1

11 1 1 1 1 1 1 11
1 1 1 1   

  
n

n n
n

( ) [ ]
n! (z ) (z )







 

 
 1

1 1 1
1 1

  

يبي تابع مذكور ضرحال براي يافتن مانده
z 

1
  آوريم:را در بسط فوق بدست مي 1

n

n n
n

( ) ... ...[ ] [(z ) ] [ ] [ ] z .
n! z z z(z ) (z ) (z )







            

    
 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 11 2 1 2 11 1 1
  

zzeي تابعپس مانده



1

1برابر 1
  باشد. مي 2
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 مبدأ مختصات چه نوع ويژگي براي تابع:  50مثالsinzf (z)
z

   )87(مهندسي مواد ـ سراسري   ي تابع در اين نقطه چيست؟دهدارد و مان 2

)Resقطب ساده و )1 )  1
2  2( قطب مرتبه دوم وRes( ) 1  

)Resقطب ساده و )3 ) 1  4( نقطه تكين برداشتني وRes( ) 1 

 :تواني قطب ميراي تعيين مرتبهب  »3«گزينه   پاسخm
z z
Lim (z z ) f (z)





 را به ازايm , ,...1 اي كه به ازاي آن براي  mمحاسبه نمود و مقدار  2

  ي قطب گوئيم.اولين بار حد فوق موجود باشد (متناهي) را مرتبه

ي اول است (قطب ساده) قطب از مرتبه  
z z

sinz sin zLim z Lim
zz 

    1
2 1

 
  

  
z zz

sin z sin zRes f (z) Lim z Lim
zz 

   2 1
 

  

  
 فرض كنيد: 51مثالzw , f (z) e 

1
 يك عدد مختلط وv يهمسايگي صفر باشد. در اين صورت معادلهf (z) w به ازاي هرw:  

 )87مجموعه رياضي ـ سراسري (

  جواب دارد.vتعداد نامتناهي درvو هر )2  دارد. vفقط يك جواب درvو هر )1
 فقط يك جواب دارد. vشود كه دريافت مي vيك )4  ندارد. vهيچ جوابي در vو هر )3

 :2«گزينه   پاسخ«    

  ze w k i log w z
z log w k i

      
 

1 1 12 2  

|چون Vبراي هر همسايگي صفر مانند z kوجود دارد كه براي هر Nشود پس حتماًبه صفر نزديك مي kا افزايشب | N،z عضوV   است. براي پاسـخ

zاستدلال كنيم كه چونتوانيم اينگونه تر مياين تست به بيان ساده   نقطه تكين اساسيzf (z) e
1

     است پس بـراي هـر عـدد مخـتلطw ي ؛ معادلـه
f (z) w شمار جواب در همسايگيبيV .از صفر دارد  

fي تكين اساسي براي تابعيك نقطه zاگرنكته:  (z) باشد؛ در هر همسايگي به مركزzي؛ معادلهf (z) w شمار جـواب اسـت. در اينجـا   داراي بيw 
  طي انتخاب شود.تواند هر عدد مختلمي

 

 تابع :  52مثالf  با ضابطهf (z) z (sin cos )
z z

 2 1   )91(مجموعه رياضي ـ سراسري   : 1

z) در 1   .در 2  تكيني اساسي دارد (z   .قطب دارد  
z) در 3   .در همسايگي محذوف 4  تكيني برداشتني دارد ((deleted) .صفر كراندار است 

 :دانيم كه توابعطبق متن درس مي  »1«گزينه  پاسخsin
z
cosو 1

z
zدر 1   هستند، با اين حال براي اطمينان از اين ي تكين اساسي داراي نقطه

fموضوع در مورد تابع (z) z (sin cos )
z z

 2 1 )sinبهتر است بسط دو تابع 1 )
z
)cosو 1 )

z
    را بنويسيم: 1

f (z) z (sin cos )
z z

 2 1 1  

  z [( ) ( )] (z ) ( z )
z !z !!z !z !z !z !z !z

                         2 2
3 5 2 4 3 2

1 1 1 1 1 1 1 1 11 3 23 5 2 4 5 4
  

zشمار هستند، لذا بي zاي منفي هچون تعداد جملات با توان   .ي ) توجه كنيد كه در برخي از منابع رشته2در مورد گزينه ( تكين اساسي است
fي تكين غير تنها را (قطب) تابعرياضي، فقط نقطه (z) آن است كه2نامند. پس منظور گزينه (مي (z   ي تكين غير تنها است. با توجه به آن نقطه

fكه (z) به جزz   هم به خاطر داشته باشيد اگر4ي (ي تكين ديگر ندارد اين گزينه نادرست است. در مورد گزينهنقطه (z ي تكين باشد و يك نقطه
fفع شدني هم نباشد،ر (z) در همسايگي محذوفz كران خواهد بود.بي  
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 منفرد نقاط  :53مثال(singular points)  تابعLn(z )f (z)
z i




2
  )91سري مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سرا(  عبارتند از: 4

y) نيم خط 1 , x  4  و نقاطiz 
 

1
2

y) نيم خط 2   , x  4 و نقاطiz 
 

1
2

  

|) نقاط درون و روي دايره 3 z | 4 izو نقاط  1 
 

1
2

|روي دايره  ) نقاط درون و4   z | 4 izو نقاط 1 
 

1
2

 

 :آوريم: هاي مخرج كه نقاط غيرتحليلي تابع هستند را به دست ميابتدا ريشه  »2«گزينه   پاسخ    
i

i

i

ie
z i z i e

ie









  


       
  




4
2 2

3
4

1
21

1
2

  

  كنيم:  ط غيرتحليلي آن را نيز حساب ميداريم و لذا نقا Lnاما در صورت كسر تابع
{z | Im(z ) , Re(z ) } {z | y , x }        4 4 4    نقاط غير تحليلي تابعLn(z ) 4  

  
 ي تابع مختلطمانده:  54مثالztf (z) e t gz در قطبz 


3
  )92ـ مهندسي مواد ـ سراسري  78يوتر ـ سراسري مهندسي كامپ(  ، كدام است؟2

1 (
t

e


3 2  2 (
t

e
3 2  3 (

t(i )
e

 
3
2  4 (

t(i )
e

 
3
2  

 :3«گزينه   پاسخ«     
tt t t (i )zt zt i

z z z zz

(z )
Res f (z) Lim (z )e .tgz Lim Lim sin z.e Lim ( ) ( ) e e e .e e

cos z sin z

  
 

       




           


3 3 3 3
2 2 2 2

3 3 3 33
2 2 2 22

3
3 12 12  

  
 اگر :55مثالcosh zf (z)

z


 2
    باشد، كدام گزينه صحيح است؟ 1

  )92ـ سراسري  مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ مهندسي نانومواد، مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي(
1 (z   .2  يك صفر ساده تابع است (z    تابع است.يك قطب ساده  
zي) نقطه3   .4  يك نقطه تكين رفع شدني تابع است (z   .يك نقطه ثابت تابع است  
 :ياگر حد تابع در نقطه  »3«گزينه  پاسخz   :برابر عدد شود، تكين برداشتني است، لذا داريم  

1
2z z z z

z
cosh z z!Lim f (z) Lim Lim( ) Lim ( )

!z z z   

 
   

2
2

2 2 2

1 11 12
2   

  

zينقطه بنابراين   .تكين برداشتني (رفع شدني) است  
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  هامانده قضيه به كمك ي انتگرال توابع مختلطمحاسبه :3درسنامه 
  

  

 مقدار انتگرال :1مثال
C

zI dz
z




3
3 1 ها در حالتي كهبه كمك قضيه ماندهC دايره يكه باشد، كدام است؟  

1 (i2
3  2 (i4

3  3 (i  4 (i2  

  : ريشة مخرج»  1«گزينه پاسخz  1
  است و واضح است اين نقطه داخل دايره يكه قرار دارد: 3

z zz

z z iRes( ) Lim(z ) Lim z I i
z (z ) 


        

 1 11
3 33

3 1 3 1 1 2213 1 3 3 3 33 3

  

 

 فرض كنيد مرز: 2مثالC مربع با رئوسi 2  در اين صورت حاصل .د كه در جهت مثبت پيموده شده استباش 2
C

cosh zI dz
z(z )




 2 1 ؟كدام است  

1 (i 4  2 (i 2  3 (i 4  4 (i 2  

  : كنيم:ابتدا نقاط تكين تابع را حساب مي»  3«گزينه پاسخ  z(z ) z , z i     2 1    

cosh  تمام اين نقاط داخل ناحيه هستند و لذا داريم: z cosh( )
zz


  

2 111



zمانده در     

cosh ( i) cosh i
z iz(z i)

  
 

  2 مانده درz i    ،   cosh z cosh i cosh i
z iz(z i) i(i i)

  
  

  2 مانده درz i  

coshحالا كافيست مقدار i دانيم برابر است با: حساب شود كه ميcosh( i) cos    1  
    بنابراين حاصل انتگرال برابر مقدار زير است:

i4I i[ ( ) ( )] i( ) 
        

 
1 1 1 12 1 2 12 2 2 2  

  

 حاصل انتگرال: 3مثال
C

zI dz
z z




 3 2
1

2 كهC اي به معادلهدايره| z i |  2   باشد، كدام است؟مي 2

i3) 2  ) صفر1
2  3 (i

3
2  4 (i2

3  

  : تابع داراي قطب مرتبه دوم»  2«گزينه پاسخz   و قطب سادهz  zباشد كه فقطمي 2    رار دارد:ق Cداخل دايره 2

z

iRes f (z) I i
( ) ( )

 
      

22
2 1 3 3 324 4 23 2 4 2

  

zطور كه قبلاً نيز اشاره شد با قرار دادنهمانتوضيح:    وz  |در معادله 2 z i |  2 توانيم بودن يا نبودن نقاط را درون ناحيه بررسي كنـيم،  مي 2
|چون i |   2 5 2 باشد، پسميz  .داخل ناحيه قرار ندارد 

 

 حاصل: 4مثال
|z|

ze dzI
z z


 5 2 6 كدام است؟  

1 (i
3  2 (i2

5  3 (i
 3  4 (i


2
5  

  : نقاط»  3«گزينه پاسخz   وz  zقطبهاي تابع هستند كه 6  |خارج دايره 6 z |   باشد، لذا داريم:مي 5
z

zz

e iRes f (z) Lim I i( )
z


        


1 122 6 6 6 3
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 حاصل :5مثال
|z|

z

n
sinz eI dz

z z z




    1
2

21



  هاي ساعت پيموده شده باشد، كدام است؟، در صورتي كه دايره در جهت عقربه

1 (i(e sin ) 2 1  2 (i(e sin )  2 1  3 (i 2  4(   

 :در حالي كه به رسد! هاي مخرج كسر هستند، اما مخرج كسر در نگاه اول كمي ترسناك به نظر مينقاط غيرتحليلي تابع ريشه  »4« گزينه پاسخ
z)ها را حساب كرد. با ضربريشه توانراحتي مي )1 :در مخرج داريم  n n(z )( z z z ) z       2 11 1 1  

nzهاييشهشود تمام ربنابراين معلوم مي z z    21  هاي، ريشه(n )1ها روي دايرههستند، و اين يعني ريشه 1ام عدد| z |1  قرار دارند و

|درون و روي دايره z | 1
  نيستند، بنابراين مانده صفر و لذا حاصل انتگرال صفر است. 2

 

 ل انتگرالحاص :6مثال
C

zeI dz
z (z )


 2 2 بـر روي مـرزC مـربعx  1 yو 1  1   در جهت مثلثاتي كدام است؟ 1

i) 2  ) صفر1
2  3 (i

4  4 (i
8  

  : هاي تابعقطب»  2«گزينه پاسخz   وz  2 باشند كهميz  2 گيري وخارج از ناحيه انتگرالz   ذا داريم: قطب مرتبه دوم تابع است، ل  

          
z z z

z zz

d (z ) e e (z ) e iRes f (z) Lim[ ] Lim( ) I i
( )! dz z (z ) (z ) 

   
       

  

2

2 2
1 2 1 122 1 4 4 22 2 

  

 

 حاصل انتگرال :7مثال
|z|

z zI dz
(z )

 


 2

2
3

5 3 2
1 كدام است؟  

1 (i2  2 (i4  3 (i8  4 (i1  

  : تابع داراي قطب مرتبه سوم»  4«گزينه پاسخz 1 :است  

z zz

d z zRes f (z) Lim [(z ) . ] Lim( z z ) I i i
( )! ! !dz (z ) 

              
 

2 2
3 2

2 31 11
1 5 3 2 1 11 5 3 2 5 5 2 13 1 2 21

    

 

 فرض كنيد :8مثالC معرف دايره| z | در جهت مثلثاتي باشد. مقدار انتگرال 2
C

(z ) dz
z z z



 
2

6 4 2
1

6 5 برابر كدام گزينه است؟  

1 (i
 4  2 (i

4  3 (  4 (i
2  

 :دهيم:اين منظور مخرج را مساوي صفر قرار مي واضح است ابتدا بايد نقاط تكين تابع تحت انتگرال را حساب كنيم، براي»  3«گزينه  پاسخ  
z z z z (z z ) z (z )(z ) z , z , z                6 4 2 2 4 2 2 2 26 5 6 5 5 1 5 1     

zاز بين نقاط فوق، فقط نقاط  1 وz  داخل دايره ،| z |   كنيم:، قرار دارند و لذا مانده در اين نقاط را حساب مي2

z z

z z(z z ) ( z z)(z )Lim( ) Lim
z z (z z ) 

       
   

2 4 2 3 2

4 2 4 2 2
1 2 6 5 4 12 1

6 5 6 5 
 مانده درz    

z z
z z(z z z ) z z z

 
      

      

2 2

6 4 2 5 3
1 1 2 2 1

1 1 6 24 1 8 46 5 6 24 1 
zمانده در  1  

zبه همين طريق مانده در  1 برابر
1
    آيد و لذا حاصل انتگرال برابر است با:به دست مي 4

I i( )    
1 12 4 4   

fالبته نيازي به محاسبات فوق نبود. زيراتوضيح:  (z) هـا  مانـده مجموع بنابراين  ،ي هم يا صفر هستندزوج است و نقاط تكين داخل مرز نيز دو به دو قرينه
  حاصل انتگرال، برابر با صفر است. در اين نقاط و
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 حاصل انتگرال :9مثال
C

zeI dz
z (z )


 3 2 1 وقتيC مرز ساده و بسته| z | 1

  در جهت مثبت باشد، كدام است؟ 2

i  3 (i2  4 (i) 2  ) صفر1 2  

  : هاي تابعقطب»  2«گزينه پاسخz i  وz  هستند كه فقط نقطـهz   كه يك قطـب مرتبـه سوم است درون دايره| z | 1
   .دارد رقرا2

                             : لذا داريم
z z

z zz

d e eRes f (z) Lim [z . ] Lim[ ]
( )! !dz z (z ) z 

 
  

2
3

2 3 2 2
1 1

3 1 21 1 
  

zگيــري از عبــارات داخــل پرانتــز و محــاسبه حــد عبــارت در نقطـه        پـس از دو بـار مشتـق     باقيمانـده برابـر
1
 پـس  .بـه دسـت خواهـد آمـد    2

I i ( ) i     
12   خواهد شد. 2

 

 مانده تابع  :01لمثاz af (z) ( )coszdz
z z

  41
zيدر نقطه 1   برابر با1 است.a كدام است؟  

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 :يدانيم كه ماندهمي»  2«گزينه  پاسخf درz   برابر است با ضريب
z
fدر بسط 1 (z) حولz  دانيم كه. همچنين ميdz

z z


  2
1   .است 1

بنابراين كافيست ضريب
z2
كنيم و ضريبرا در بسط تابع جلوي انتگرال پيدا كنيم سپس آن را قرينه مي 1

z
fدر 1 (z) دست خواهد آمد:به  

a
!

 ضريب2
z2
1a z z( )( )

z ! !z
     

2 4

4
1 1 2 4 عبارت انتگرالده  

zدر fيبنابراين مانده   برابر است باa
!

 aطبق فرض .2
!


 12  پسa  2 .است  

 

 حاصل انتگرال :11مثال
C k

cot g z dz
i z 


  2 1
1

2  كهCعبارتست از بيضيx y 2 29 4    عدد طبيعي) kكدام است؟ ( 1

1( 1-  2(   3( 1  4(   

  : 2«نه گزيپاسخ«    

ضريب  
z


zمانده در 1 z    نقطه تكينها = مجموع مانده

C k
cot g z dz

i z 


  2 1
1

2    

kاما تابع
cot g z
z 


2 يابد. بنابراين ضريببسط مي zهاي زوجيك تابع زوج است و لذا برحسب توان 1

z
همچنـين دقـت كنيـد كـه      در بسط اين تابع صفر خواهد بود. 1

zنقاط n    هاي تابعكه قطبcot g z
tg z

 

1هاي افقي و عمودي آنزيرا شعاع ؛هيچكدام در اين بيضي قرار ندارند ،هستند 1

1و 3
  هستند. 2

 

 اگر  :12مثالc  بيضي(x ) y
 

2 24 19 در جهت مثبت مثلثاتي باشد و 16
C

z zf (w) dz
z(z w)
 




2 1آنگاه مقدار ،f ( )   كدام است؟ 2

i3  3 (i3) 2  ) صفر1
2  4 (i2

3  

  : قطبهاي تابع»  3«گزينه پاسخf (z)،z   وz w هستند، واضح استz   حيهخارج ناC است با فرض اينكهz w درون ناحيه باشد، داريم :  

Cz w

w w z z w w iRes f (z) ; I dz i( ) f (w) i( ) f ( )
w z(z w) w w

                


2 2 2

2
1 1 1 1 32 2 1 2 2  
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 حاصل :31مثال
C

zteI dz
i z (z z )


   2 2
1

2 2 2  حول دايرهC به معادله| z |   كدام است؟ 3

1 (tt e cos t 1  2 (tt e cos t 1  3 (tt e cos t


1 1
2 2  4 (tt e cos t


1 1

2 2  

 :هاي مخرج يعنيريشه»  3«گزينه  پاسخz i  1 وz     هـا درون ناحيـه  هـاي تـابع هسـتند كـه تمـام آن     هر سـه قطـب| z |  قـرار دارنـد.   3
z i  1 قطب ساده وz   در را ابتدا مانده تابع .باشدقطب مرتبه دوم تابع ميz i  1 آوريم.به دست مي  

zt ( i)tg(z) e g( i) e

h(z) z (z z ) h (z) z(z z ) ( z )z

      


        

1

2 2 2 2
1

2 2 2 2 2 2 2
  

h ( i) ( i)[( i) ( i) ] [ ( i) ][ i]
( i)[ i i ] [ i ][ ( ) i] ( i)( ) ( i)( i)
                 

                      

2 21 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1
2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 4

  

zپس مانده در i  1 g(zبرابر 1 )
h (z )

1
1

يعني 
( i)te  1

zباشد به همين ترتيب مانده درمي 4 i  2 برابر 1
( i)te  1

 ـ  به دست مي 4 راي محاسـبه  آيـد. امـا ب

zمانده در   :چون يك قطب مرتبه دوم است، بهتر است از فرمول حد استفاده كنيم  
zt zt zt

z z

d e (te )(z z ) ( z )e tLim [(z ) ] Lim
! dz z (z z ) (z z ) 

    
    

   

2
2

2 2 2 2
1 2 2 2 2 1
1 22 2 2 2 

  

  است: مقابلها برابر با مقدار بنابراين مجموع مانده
( i)t ( i)t t it it

cos t

t e e t e e e[ ]
       

   
1 11 1

2 4 4 2 2 2
  

ttها برابر با مقدارپس مجموع مانده e cos t


1 1
2   از طرفي داريم: .خواهد بود 2

tt e cos t
 

1 1
2 ها مجموع مانده 2

C

zte dz
i z (z z )

 
   2 2
1

2 2 2 ها)(مجموع مانده
zte dz i

z (z z )
 

  2 2 2
2 2  

 

 حاصل   :41مثال
C

Ln( z ) dz
( z i)




2
2

1
2  كه در آنC منحني ،i| z | 

1
2   گيري مثبت است، كدام است؟باشد و جهت انتگرالمي 3

1 (
3  2 (4

3  3 (


16
3  4 (


2
3  

 :اي تابعتابع زير انتگرال در نقاط شاخه  »4«گزينه  پاسخLn( z )   باشد:هاي مخرج كسر غير تحليلي ميچنين ريشهو هم 21

  iz z i , z i z        21 2 2   

|iدر معادله  zقرار دارند، بايد به جاي  Cكه ببينيم نقاط فوق داخل يا رويبراي اين z | 
1

2   مقادير فوق را قرار دهيم: 3

i i| i | | i | , | i | | i |         
1 1 1 3 3 1

2 2 2 3 2 2 2 3  

zدو نقطه بنابراين i   :درون ناحيه نيستندiz  iكنيم. چون را امتحان مي 2 i| |  
1

2 2 3  .امـا  پس اين نقطه درون ناحيه قـرار داردiz  قطـب   2

i(zصورت اگر مخرج را به مرتبه دوم تابع است. ) 24   بنويسيم، داريم: 2

  ii ii zz zz

d i Ln( z ) z i iRes f (z) Lim [(z ) f (z)] Lim( ) ( ) ( )
( )! dz z  

      
  

2
2

2
22 22

1 1 1 2 1
12 1 2 4 4 4 31 1 4

  

iIپس حاصل انتگرال فوق برابر  ( i)( ) 
   

22 3   باشد.مي 3
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر  :15مثالz i
C

I e dz  1

1
zاي است كهي سادهمنحني بسته C1، كه در آن1 i   كنـد و نمـي را قطع

z
z i

C
I e dz  منحنـي   C2كـه در آن  22

zاي است كهي سادهبسته i  ؟ (نيستگاه كدام گزينه زير درست آن ،كندرا قطع نميC1 وC2 اند.)در جهت مثلثاتي پيموده شده  

Iمقدار )1 I1 Iبا مقدار تواندمي 2 I1 Iمقدار) 2   برابر باشد. 2 I1   برابر باشد. e2با مقدار تواندنمي 2

Iمقدار) 3 I2 Iمقدار) 4  شود. e2برابر با تواندنمي 1 I2 iبا برابر تواندمي 1 2 .باشد  

 :دو مقدار داشته باشند، كه يكـي از   توانندميكرد! هر كدام از دو انتگرال  سؤال جالبي است كه البته سخت نيست و بايد كمي دقت  »3«گزينه  پاسخ

zاين مقدارها صفر است. يعني اگر i خارج از منحنيC1 گاه تابع زير انتگرالباشد، آنI1  شـود.  و مقدارش صفر ميدر داخل و روي منحني تحليلي است

zاگر I2طور براي انتگرالهمين i  خارج منحنيC2  باشد، در اين صورت تابع تحت انتگرال در داخل و روي منحنـيC2      تحليلـي اسـت و لـذا حاصـل

  صفر هم باشند. توانندمي I2و I1صفر است. پس I2انتگرال

zاما اگر i داخل منحنيC1 ها داريم:گاه طبق قضيه ماندهباشد، آن  I i Resf (z)
z i

 
1 2  

ي مانده بايد ضريباي محاسبهبر
z i

fرا در بسط لوران 1 (z) :حساب كنيم و اين كار راحتي است  

n
z z i z i

n
n n

ze e e
n! z in!(z i) !(z i)

 
 

 
       

 
 

1 1

2
1 1 11

2 
  

واضح است ضريب
z i

zمانده تابع در 1 i شود برابر با يك است، پس داريم:است كه ملاحظه مي  I i i    1 2 1 2    

zنيز مقدار ديگري به جز صفر دارد. يعني اگر I2توان گفتبه همين شكل مي i  داخل منحنيC2 گاه داريم:باشد، آن   I i[Resf (z) ]
z i

 
 2 2  

ي مانده بايد ضريببراي محاسبه
z i

را در بسط لوران 1
z

z ie  براي اين منظور عبارت .حساب كنيمi كنيم:را به صورت كسر اضافه و كم مي  

nz (z i i) z i i i n
z i z i z i z i z i

n
n n

i( ) ( i) iz ie e e e e e e e e( )
n! z in!(z i)

     
    

 


          


  1
 

  

واضح است ضريب
z i

I  است و لذا داريم: ieبرابر با 1 i( ie) e    2 2 2  

  كنيم:ها را بررسي ميحالا گزينه e2تواند هم صفر باشد و هممي I2، همچنينi2تواند هم صفر باشد و هممي I1خبُ

Iهر دو صفر در نظر گرفته شوند، I2و I1اگر): 1بررسي گزينه ( I1 Iتواند بامي 2 I1   برابر باشد، پس اين گزينه صحيح است. 2

Iاگر): 2بررسي گزينه ( 1  وI e 2 Iگاه مقدار، در نظر گرفته شود، آن2 I1 eتواند برابر بامي 2 2  برابر با تواندنميشود. اماe2   شود، پس ايـن

  صحيح است. گزينه هم

Iاگر): 3بررسي گزينه ( 1  وI e 2 Iگاه مقداردر نظر گرفته شود، آن 2 I1   اسـت،   غلـط ي ايـن گزينـه   شـود. پـس جملـه    e2برابر با تواندمي 2

Iچون گفته I1   شود. e2برابر با تواندنمي 2

Iاگر): 4بررسي گزينه ( i 1 Iو 2 2 گاه، آنI I2 iبرابر با تواندمي 1 2 است. صحيحي اين گزينه شود. پس جمله  

هم باشند، كليد اصلي حـل   C2وC1هايتوانند خارج منحنيو همچنين توجه به اين نكته كه نقاط مي» تواندنمي«و » تواندمي«ي وجه به دو كلمهتتذكر: 

  اين سؤال است.

  

، zدر طرفين به جاي
z i

 دهيمقرار مي 1
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 حاصل :16مثال
|z|

zeI dz
(z )


 3

2
31 برابر كدام گزينه است؟  

1(e i44  2(e i22  3(e i24  4(e i42  

 :با توجه به اينكه تابع تحت انتگرال داراي قطب مرتبه سوم در»  3«گزينه  پاسخz 1 ت و اين نقطه درون ناحيهاس| z |  قرار دارد، لذا مانده تابع 3
zef (z)

(z )




2

31
fبايد بسط لوران تابع .كنيمرا حساب مي  (z) را حولz 1  بـراي ايـن موضـوع تغييـر متغيـر      .بنويسـيمz u 1    و بـه عبـارت ديگـر 

z u 1 لازم است (تغيير متغير به اين دليل است كه بتوانيم بسط تيلور تابع را حولu   (.بنويسيم  
z ( u) ue e e .e e ( u) ( u)[ u ]

! !(z ) u u u


      



2 2 1 2 2 2 2 3

3 3 3 3
2 21 2 2 31

  

ze e (z ) (z ) e e e e e[ (z ) ] [ (z ) ]
! ! (z )(z ) (z ) (z ) (z )
 

             
   

2 2 2 2 3 3 2 2 2 2 2

3 3 3 2
2 1 2 1 2 2 4 21 2 1 12 3 1 3 31 1 1 1

   

zطور كه معلوم است مانده درهمان 1 برابرe22 باشد و لذا حاصل انتگرال برابرميI i e e i    2 22 2   باشد.مي 4

      تر حل كنيم.توانيم اين تست را راحتالبته از فرمول كلي انتگرال كوشي ميروشي ديگر: 

    
|z|

(n)
n

n! f (z)f (a) dz , n , , ,
i (z ) 

 
  3 1 1 2 32 1

  

aدر اين تست 1 ،n  zfو 2 (z) e   باشد:مي 2

   z z zf (z) e f (z) e f (z) e f ( ) e        2 2 2 22 4 1 4  
  يعني داريم:

  
z z

f ( ) e! e ef ( ) dz dz e i
i (z ) (z )

     
   

22 21 4 2
3 3

21 42 1 1   

 

 حاصل انتگرال  :17مثال
C

zeI dz
z sinz



2 در صورتي كهC دايره| z |   كدام است؟ باشد،  1

1 (i6  2 (i12  3 (i66
5  4 (i33

5  

 :واضح است»  3«گزينه  پاسخz   نوشتن  .تواند جالب باشدهاي مانده نميباشد، استفاده از فرمولباشد، اما چون قطب مرتبه سوم ميبع ميقطب تا

sinو zeبسط دو تابع z و تقسيم صورت بر مخرج و تعيين ضريب
z
  بهترين راه است. 1

z
z z( z ) z z z z z ze ! ! ! !f (z)

z sin z z z z z z !z (z ) ( z )
! ! ! ! ! !

          
   


       

2 3 2 3 2 3

3 5 3 5 3 2

2 22 1 2 2 2 22 2 3 3 3
313 5 3 5 3 5

 

  
  

( )   
1 66 336 1 1 1 5 

ضريب

( )z

z z( z z )( ) ( z z )( ) ( z z )
zz z z z



             

 
2

2 22 2 2
3 2 3 3

11 1

6 1 6 6 6 12 12 2 2 2 1 2 212 1261 12


  
 



  

iIلذا حاصل انتگرال برابر i 
   

33 662 5   خواهد بود. 5
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 حاصل  :18مثال
|z|

tghzI dz
z

    )Harward دانشگاه رياضي مهندسيي تغيير از سؤالات با كم(  است؟  i، چند برابر2

1 (

1  2 (2  3 (  4 (  

 :ابتدا توجه كنيد كه داريم:»  3«گزينه  پاسخ  tanh z sinh zf (z)
z z cosh z

   

|در ناحيه z | izنقاط تكين تابع عبارتند از: 2 , 
  2.  z i( k )  2 1 zو       2 cosh z z     

|z|

i iI f (z)dz i[Res(f (z) , ) Res(f (z) , ) Res(f (z) , )]


  
    

2
2 2 2  

zينقطه   ي تكين رفع شدنينقطهf ت زيرا:اس
z z

tanh z zLim Lim
z z 

 1
 

  شود.بنابراين مقدار مانده تابع در اين نقطه برابر صفر مي 

sinhفرض كنيم zp(z)
z

 وq(z) cosh zپس .p(z)f (z)
q(z)

ها از فرمولي ساير مانده. براي محاسبهp(z)
q (z)

  كنيم.اده مياستف 

i i i p(z)p( ) , q( ) , q ( ) Resf (z)
q (z)

         
2 2 2    

i iz z

i p(z) sinh zRes(f (z) , ) i I i( i i)
q (z) z sinh z 

 


          

   2 2

1 2 2 222     

fچون ؛توانستيم بگوييمميبدون محاسبات فوق هم توضيح:  (z)  همچنـين   و باشـد مـي  ي هـم قرينـه ي دو نقطـه است و نقاط تكين داخل مرز تابعي زوج
  شود.ها و حاصل انتگرال صفر ميوع ماندهمجمپس  باشد،تكين ديگر ميصفر  ينقطه

 

 حاصل انتگرال :19مثال
C

zI sin( )dz
z


 1 وقتي مسيرC تصوير خطRe(w)  wzتحت نگاشت 1 e باشد، كدام است؟مي  

i )2  ) صفر 1 cos( ) 2 1  3 (i cos( )2 1  4 (i sin( )2 1  
  : دانيم تصوير خطبا توجه به مطالب فصل نگاشت مي»  3«گزينه پاسخRe(w) 1  تحت نگاشـتwz e  اي بـه شـعاع  دايـرهe     و بـه مركـز مبـدأ

zنقطه مختصات است لذا 1 :داخل اين ناحيه خواهد بود. از طرفي داريم  

  zsin sin( ) cos .sin sin .cos
z z z z

   
   

1 1 11 1 11 1 1 1  

cos(مانده
z 

1
sin)در1 ) i(z  1 2 sin(مانده1

z 
1

Iدر1 (cos ) sin dz (sin ) cos dz (cos ) i(z
z z

    
  
1 11 1 1 2 11 1   

sinدر بسط لوران
z z !(z )

   
   3
1 1 1

1 1 3 1
 ضريب

z 
1

cosاست و در بسط لوران 1برابر با  1
z !(z )

   
  2
1 111 2 1

 ضريب
z 

1
برابـر   1

I  با صفر است. بنابراين داريم: i(cos ) 2 1  
 

 حاصل :20مثال
|z|

I sin dz
z z




 1

2

1 1
1در صورتي كه دايره در جهت مثلثاتي پيموده شده باشد، كدام است؟  ،  

1 (  2 (i sin 12  3 (i(sin )2 1  4 (i(sin ) 2 1  

 :يطهنق  »4«گزينه  پاسخz   يتكين اساسي و نقطهz 1 ي تابع تحت انتگرال است. توجه كنيد كه قطب سادهz 1 درون ناحيه| z | 1
قرار  2

zيندارد، بنابراين كافيست مانده تابع در نقطه   ها در يكديگر داريم:حساب شود. با نوشتن بسط دو تابع و ضرب آن  

sin ( z z z z )( )
z z z !z !z

          


2 3 4
3 5

1 1 1 1 111 3 5
   

از پرانتز اول در 1 از ضرب عدد .خب، حالا به اين قسمت خوب دقت كنيد
z
از پرانتز دوم، ضريب 1

z
از پرانتز اول در  z2آيد، از ضرببه دست مي 1 برابر  1

!z
 3

1
3

از پرانتز دوم، ضريب 
z
برابر 1

!


1
هايآيد، به همين شكل ضريببه دست مي 3

z
)  به شكل مقابل خواهند بود: 1 )

! ! !
    

1 1 11 3 5 7   

zيباشد، لذا مانده در نقطهمي sin1مجموع اعداد داخل پرانتز برابر با كمي دقت واضح است  برابرsin  است و بنابراين حاصل انتگرال برابر1
i(sin ) 2   شود.مي 1
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 اگر  :21مثال   گاه حاصل انتگرال، آن
n

|z|
zI dz

i zcos z


    22
1

2 1 2 در صورتي كهC ،كدام است؟ در جهت مثبت طي شده باشد  

1( sin
sin n




  2 (sin n
sin





  3 (sin n

sin



  4 (sin
sin n





  

 :كنيم:هاي مخرج را تعيين ميابتدا ريشه»  3«گزينه  پاسخ  z cos z cos sin         2 2 21 2 4 4 4  
يدر فاصله    علامتsin داريم مثبت است. بنابراين:  icos i sinz cos i sin e   

    
2 2

2  

izنقاط تكين e 1 وiz e 2 يهر دو درون دايره| z |   كنيم:را در اين نقاط تعيين مي fيقرار دارند. مانده 2
n n i in

i
i i

p(z) z p(z) z p(e ) ef (z) Res(f ,e )
q(z) q (z) cos zz cos z q (e ) cos e

   
 

   
      

       2 2 21 2 2 2
  

ieدقت كنيم كه cos i sin      .داريم به اين ترتيباست:  

  
in in in in in in

i i
e e e e e e i sin n sin n

isin i sin i sin i sin sincos e cos e

        

  
  

      
       

2
2 2 2 22 2 2 2

  هامجموع مانده
    بنابراين خواهيم داشت:

sinn sinnI ( i )
i sin sin

 
  

  
1 22

  
 

 مقدار انتگرال مختلط  :22مثال
|z|

z
z(e )dz




 1

1
 :در جهت مثلثاتي برابر است با    

1(  2(i2  3(
n

i
n(n )







1

12 1  4(
n

i
n!(n )!






 12 1
   

 :4«گزينه  پاسخ  «  z zz z ze e .e ( z ) ( )
! z z !


       

1 1 2

2
1 11 12 2

   

|z|

(z )
z

n
e dz i

n!(n )!




   

 1

1 12 1


n! ! ! n!(n )!




    

1 1 11 2 2 3 1
 ضريب جمله

z
در عبارت فوق 1

(z )
z

z
Res[e ]




 

1


  

 

 فرض كنيد  :23مثالw f (z) ينگاشتي همديس باشد كه ناحيهD با مساحت يدر صفحهx y ديسك را بهD يبه مركز مبدأ در صفحه 

u v نگارد. اگرمي| f (z) |  حاصل ، آن گاهباشد Dيناحيه مرز Cو 2
C

z dzI i(z ) sin iz






2

2 2
2

كدام است؟    

1(  2( 22  3( i2  4(2  
 :ابتدا توجه كنيد كه در اين سؤال منحني  »2«گزينه  پاسخC يمرز ناحيهD يبلكه مرز ناحيه ،نيستD    است. بنابراين مجبوريم از اطلاعـات خـود در

يك ديسك به مركز مبـدأ اسـت، فقـط بايـد شـعاع آن را معلـوم كنـيم.         Dدانيمرا شناسايي كنيم. البته از صورت سؤال مي Dها استفاده كرده ومورد نگاشت
|دانيد اگرطور كه مياست. همان برابر با Dيمساحت ناحيه f (z) | k 2 ) باشدk  (آنگـاه نگاشـت   ،عددي ثابت اسـتw f (z)   يمسـاحت ناحيـهD  را

kكند. در اين مثالضرب مي kدر  22    ،اسـت  4 يـك ديسـك بـه مسـاحت     Dدر نتيجـه  ،كنـد ضرب مي 4را در  Dپس اين نگاشت مساحت .است 4

|يدايـره  Cدانـيم كـه  خواهد بود. حـالا مـي   2ع آن پس شعا z | izيهدو نقط ـاسـت.   2 
 zو 2      نقـاط غيرتحليلـي تـابعzf (z)

i(z ) sin iz





2

2 2
2

   

sinهاي(ساير ريشه قرار دارند. Cكه درون مرز هستند iz درون مرزC (.قرار ندارند    

zنقطه  داريم ، تكين برداشتني است زيرا:  
z z z z

z zLim f (z) Lim Lim Lim
i i i(z ) sin iz (z ) (iz) (z )   


   

     

2 2

22 2 2 2 2
1 4

2 2 2
   

  

fبنابراين مانده تابع  (z)در نقطهz  باشد.برابر صفر مي  

izنقطه 
 fتابع وم، قطب مرتبه د2 (z)باشد. بنابراين داريم:مي  i z(z) (z ) f (z)

sin iz


   
22
22  

iz

i isin ( ) i cos( )sin( )( )z(sin iz) iz cos iz sin izRes f (z) (z) ii iz z(sin iz) (sin ( ))


    
            

2 22 2

2 2 2 2
2

2 22 2 2 2 2 2 2

2 2 2

  

i|z| z

f (z) dz i[Res f (z)] i(i )
 

         2

2
2

2 2 2  
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 حاصل  :24مثالze
|z|

I e dz


 
1

  كدام است؟ 2

1 (ei3  2 (ei4  3 (ei  4 (ei2  

 :دانيم كه بسطمي»  4«گزينه  پاسخ
n

u

n

ue
n!




 


z  :داريم بنابراين معتبر است. uمختلط عدد براي هر 

nnze z

n n

(e )e e
n! n!

 

 
  

1 1
1

 
   

z  :داريم پس
n

e z
C C

n
I e dz e dz

n!




   

1
1


   

تابع
n
zf (z) e درz   :قطب اساسي دارد. با استفاده از بسط لوران آن داريم  

n
z n nf (z) e

z !z
    

2

21
2

  

بنابراين ضريب
z
n:  Res(fدر اين بسط برابر است با 1 (z) , ) n  

به اين ترتيب:
n
z

C
e dz in    خواهيم داشت: Iبا جايگذاري جواب انتگرال در. 2

ie 2
n n

nI in i i( ) i( )
n! n! ! ! ! ! !

 

 
                1 1 2 3 1 12 2 2 2 1 11 2 3 2 3 

    

zمقدار ze(دقت كنيد كه اگر در بسط مك لورن 1 :را قرار دهيدe
! !

    
1 11 1 2 3  (است.  

  

 حاصل  :25مثال
C

cot g( z)cot gh( z)I dz
z

 
  3 صورتي كه درC دايره| z | 

11   باشد، كدام است؟ 2

1 (i coth( )   2 (i coth( )2  3 (  4 (tanh( ) 2  

 :شود:ير انتگرال به صورت زير بازنويسي ميابتدا توجه كنيد كه تابع ز » 2«گزينه   پاسخ  
cotg( z) cotgh( z) cos( z)cosh( z)f (z)

z z sin( z)sinh( z)
   

 
 3 3

  

zبه وضوح   ي مخرج كسر است كه درون ناحيهريشه| z | 
11   رويم:هاي ديگر تابع ميحالا سراغ قطب .قرار ندارد 2

sin z z n , (n , , , )      1 2    

zها، فقطاز بين اين قطب 1 درون ناحيه| z | 
11   هاي ديگر را هم بررسي كنيم:قرار دارد فعلاً اين را در حافظه نگه داريد تا قطب 2

zez z z z z i( n )sinh z e e e e e e z in , (n , , , )
                     2 2 2 21 1 1 2    nj Jo† ¸Ã oŠ  

|ها بيرون ناحيهكنيد، تمام قطبملاحظه مي z | 
11 zط همانهستند. پس فق 2 1 :درون ناحيه قرار دارد و لذا داريم  

z
I i Res f (z)


 

1
2  

zبا توجه به آنكه 1 يفقط ريشهsin z يي ماندهيك قطب مرتبه يك خواهد بود. براي محاسبه .استf درz 1 نويسيم:مي  

zz

cos( z) cosh( z)Res f (z) Lim(z )
z sin( z)sinh( z)

 
 

 311
1  

  عـاملي كـه صـفر     ه باشيد كه در صـورت و مخـرج فقـط از   كنيم اما توجه داشتاز هوپيتال استفاده مي
صـفر  هـا  و فقـط يكـي از آن   شته باشـيم گيريم. هرگاه حاصلضرب چند عبارت را داشود مشتق ميمي
  كنيم.در ساير عوامل ضرب  گرفته و مشتق آن عامل را ، كافي استشود

zz

( )cos( z) cosh( z) cosh( )Res f (z) Lim cot g h( )
sinh( )z cos( z)sinh( z)

  
   

    311
1 1  

I              در نتيجه خواهيم داشت: i cot g h( ) i cot g h( )    

12 2  

  

  0 1 2
x

y





i

i

C
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 اگر   :26مثالC يبـه نقطـه   اصـل مبـدأ  خـط و اي باشد كه از تبديل پارههمرز ناحيi2   توسـط نگاشـتzw e گـاه مقـدار   حاصـل شـده، آن  2

C
z(z i) sin( )dz

z i


  13941
  كدام است؟ 2

1 (cos
!


1

1395  2 (cos
!

1
1394  3 (sin

!


1
1394  4 (sin

!
1

1395  

 :ابتدا وضعيت منحني » 1«گزينه  پاسخC كنيم. براي نگاشترا مشخص ميzw e x  داريم: 2 iy x iy xw e e e r e , y     2 2 2  
xخط داده شده، داريم:روي پاره   وy  2تصـوير ايجـاد شـده از آن خـواهيم داشـت:      ، بنابراين درr e 2 2 و   2  پـس منحنـي .C 

|يدايره z | zfاز طرفـي تـابع   اسـت.  2 (z) (z i) sin( )
z i

 


zدر 1394 i    ايـن قطـب، درون مـرز بسـته    قطـب اساسـي دارد وC     اسـت. بـا تغييـر

tمتغير z i  كنيم ضريبسعي مي
t
  دست آوريم.به fرا در بسط لوران 1

z t i i i if (z) (z i) sin( ) t sin( ) t sin( ) t [sin cos cos sin ]
z i t t t t


      


1394 1394 1394 13941 1 1  

n n
n n

n n

( ) i ( ) if (z) t [sin ( ) cos ( ) ]
( n)! t ( n )! t

 


 

 
  

 1394 2 2 11 11 12 2 1 
  

هااز بسط بايد ببينيم در كدام جملهلا حا
t1395

شود،كه پشت كروشه است ضرب مي t1394(تا وقتي در شود.ايجاد مي 1
t
  را توليد كند.) 1

icosتابع
t

كهشود. بنابراين تنها جاييدي ظاهر نميزوج است و در بسط آن هم هيچ توان فر 
t1395

isinاي از بسطآيد جملهوجود ميبه 1
t

است كـه در آن  

n  2 1 )  باشد. پس داريم: 1395 ) i cost [cos ( ) ] i
! t ! t


 

6971394 1395 13951 1 11 1395 1395  

nدقت كنيد كه اگر  2 1 nآنگاه ،باشد 1395  i  است. همچنين داريم: 697 (i ) i i   1395 2 697  

به اين ترتيب ضريب
t
fي، يعني مانده1 (z) درz i :برابر است با  cos cosRes(f , i) i i

! !
  13951 1

1395 1395  

C
z cos cos(z i) sin( )dz i( i)

z i ! !
     

   13941 1 1 122 2 1395 1395  
  

 حاصل  :27مثال
|z|

dzI
z sinh z

  21 دانشگاه (از سؤالات پايان ترم  كه دايره در جهت مثبت پيموده شده باشد، كدام است؟در صورتي ardwarH(  

1(i


2
3   2 (i2

3  3(i
3   4(i

 3   

 :هـاي ، ريشـه هاي مخرجابتدا توجه كنيد كه ريشه  »4«گزينه  پاسخz 2   يعنـيz    يهـاي معادلـه  و ريشـهsinh z       هسـتند. ابتـدا مانـده
zدر   كنيم. با توجه به اينكهرا حساب ميz   يريشهsinh z    باشد و توانميهمz گيـري  باشد، لذا استفاده از فرمول مشتقمي 2هم در مخرج

sinhنوشتن بسط ،ترهصرفه نيست! راه سادزياد مقرون به z استفاده از فرمول سپس وu u u u
u
      


2 3 41 11  با نوشـتن بسـط   باشد. مي

sinhلورن تابعمك z داريم :  z zsinh z z
! !

   
2 5

3 5   

  
z sinh z z z z zz (z ) z ( )

! ! ! !

 

     
2 3 5 2 42 3

1 1 1

13 5 3 5 
  

) را 1كنـد. در واقـع عبـارت بعـد از عـدد (     به سمت صفر ميل مـي  uباشد كهمي u1داخل پرانتز به صورت در مخرج كسر عبارت ؛حالا خوب دقت كنيد
  ي زير را بنويسيم:توانيم طبق فرمول رابطهگيريم. پس ميدر نظر مي uكلاً

z z z zf (z) [ ( ) ( ) ]
! ! ! !z z zz ( )

! !

         

  

2 4 2 4
2

2 4 33

1 1 1 3 5 3 51 3 5

  


  

ما به دنبال ضريب
z
بعـد از ضـرب   (براي ايـن كـه   توليد كند  z2كه هستندبراي ما مهم  هادر بسط فوق هستيم، بنابراين در داخل كروشه تا جايي عبارت 1

شدن در
z3
براي ما 1

z
zي آنترين جمله، بنابراين حتي نوشتن پرانتز دوم هم لازم نبود، چون كه كوچك)ايجاد شود 1

!

2

است كه تازه قرار اسـت بـه تـوان     3

f  شود، پس داريم:فقط در پرانتز اول ايجاد مي z2) هم برسد! بنابراين2( (z) ( )
! zz

   3
1 1 1

3   
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پس ضريب
z
zو يا همان مانده در 1   برابر با

!


 
1 1
3 iiاست. پس حاصل انتگرال تا اينجا برابر با 6 ( ) 

    
12 6 هـاي  است. حالا بايد سراغ ريشـه  3

sinhغيرصفر z   ها درون دايرهويم اگر ساير ريشهبر| z |1 هـا درون دايـره  كند و اگر ساير ريشـه قرار داشتند كه حاصل انتگرال تغيير مي| z |1   قـرار

iهمان نداشتند، حاصل انتگرال
 |ها درون دايرههتوان نشان داد ساير ريشبه راحتي مي است. 3 z |1 قرار ندارند و حاصل انتگرال همانi

   است. 3
z z

z z k ie esinh z e e e z k i z , i , i



               2 2 21 22    

zشود جزملاحظه مي   ها درون دايرهكدام از ريشههيچ| z |1 ين حاصل انتگرال همانقرار ندارند. بنابراi
  است. 3

zي مانده دردر قسمت محاسبه دقت كنيد؛توضيح:    توانستيد صورت را بر مخرج تقسيم كرده و ضريببه جاي استفاده از بسط مي
z
قسمت  در خارج1

  ولي در عين حال يك روش استاندارد و بدون نياز به خلاقيت است. ،بر استقسيم كمي زمانحل تدست آوريد. راهرا به
  

 اگر :28مثالC ي سادهمنحني بسته| z | حاصل ،هاي ساعت پيموده شده استباشد، كه در جهت عقربه 2
C

z
(z )I ze dz 

21؟، برابر كدام گزينه است  
1 (i2  2 (i 5  3 (i5  4 (i 2  
 :اي كه تابع زير انتگرال در آن تحليلي نيست،تنها نقطه  »2«گزينه  پاسخz 1        است. بنابراين بايد مانده در ايـن نقطـه را حسـاب كنـيم. بـراي ايـن

منظور لازم است ضريب
z 

1
  در بسط لوران تابع حساب شود. 1

  
z z

(z ) (z ) (z )zf (z) ze ze z.e .e

 

    
2 2 2

1 1 11
1 1 11  

f، بسط تابعueلورنمكتوان با توجه به بسط حالا مي (z) :را نوشت  f (z) z[ ][ ]
z !(z ) (z ) !(z )

      
   2 2 4
1 1 1 11 11 2 1 1 2 1

   

z)به صورت zبا نوشتن ) 1 zكنيم عامل، سعي مي1 1 را ايجاد كرده وf (z)كنيم:را به شكل زير بازنويسي مي  

f (z) [(z ) ][ ][ ]
z !(z ) (z ) !(z )

        
   2 2 4
1 1 1 11 1 1 11 2 1 1 2 1

     

z)يكبار )1كنيم:را در كروشه اول، ضرب مي 1را و يكبار عدد  

f (z) [(z ) ][ ] [ ][ ]
!(z ) z(z ) !(z ) !(z ) (z ) !(z )

              
     2 4 2 2 4

1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 12 1 11 2 1 2 1 1 2 1
     

z)ضرب از ضربدر اولين حاصل )1 در
(z ) 2

1
1

همچنين ضرب ،
!(z )

1
2 يجمله ،در يك 1

z 
1

فقـط بـا ضـرب     ،ضـرب دوم شود. در حاصلايجاد مي 1

z 
1

بينيد ضريبطور كه مي، اين جمله را خواهيم داشت. همان1 در  1
z 

1
  ، برابر مقدار زير است:1

  
!

   
1 51 12 ضريب 2

z 
1

1  

iبنابراين حاصل انتگرال برابر با 5I i    
52   شود. (دقت كنيد كه جهت داده شده در خلاف جهت اصلي است)مي 2

  

 اگر  :29مثالzf (z)
(z ) (z )(z )


  

3
41 2 3

|رهداي C، و z | 5
گاه حاصلباشد، آن 2

C
f (z)dzچند برابر ،

  است؟ 8

1 (i54  2 (i1 8  3 (i27  4 (i216  
 :به دست آوردن مانده براي»  3« گزينه پاسخf (z) درz 1 كنيم:به صورت مقابل عمل ميt z z t , z t , z t          1 1 2 1 3 2  

با نوشتن بسط
t 
1

و 1
t 

1
  :داريم 2

  
( t t )

t t
t t t( ) ( )

tt t

         
 

           


2

2 3

1 1 11 1
1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 4 81 2
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t t t(t t t )( t t t )( )(t )f (t) [ ]
t tt t

          
   

 

2 33 2 2 33

4 4

3 3 1 1 11 1 1 1 2 4 8
1 2 2

 
  

است، پس همان ضريب t4در صورت را حساب كنيم و چون مخرج t3حال كافي است ضريب
t
1شـود، ايـن ضـريب   شود. كه ملاحظه مـي حساب مي 1 1

16
 

zديگر يعنياست. اما تابع يك قطب   |در دايره 2 z | 5
fيي ماندهدارد، كه محاسبه 2 (z) .در اين قطب راحت است  

z z

zRes f (z) Lim(z )
(z ) (z )(z ) ( ) ( ) 

    
    

3 3

4 42 2

22 8
1 3 2 2 1 2 3

  

C
z ,

I f (z)dz i Res f (z) i( ) i i i


 
              

1 2

1 1 1 1 128 272 2 8 2 2 2716 16 16 8
   

 

 فرض كنيد :30مثالC مربع| x | | y |    به صورت زير تعريف شده باشد: gدر جهت مثلثاتي باشد و تابع 1

C z
sinzg( ) dz

e (z )
 

  2  

igمقدار ( )     برابر كدام گزينه است؟ 2

1 (
i

ii(cos )e


 22 2  2 (
i

ii(cos )e


 24 2  3 (
i

ii(cos )e


  22 2  4 (
i

ii(cos )e


  24 2  

 :دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي»  4«گزينه  پاسخ  

)gيبا توجه به ضابطه روش اول: ) :داريم  
C z

sin zg ( ) ( )
e (z )

  
 2  

zاز طرفي اگر
sin zf (z)
e

 :تعريف شود، طبق فرمول كوشي داريم    

C Cz z
sin z if ( ) sin zdz ( dz) if ( )

!e (z ) e (z )

       
  2 2

2 21   

gدر واقع ( ) if ( )    2 باشد و لذا داريم:مي  
z z

z z z
i i sin z (cos z)e e sin z cos z sin zg ( ) if ( ) i( ) i[ ] i( )i i ie (e ) ez z z

            
  

22 2 2 22 2
2 2 2

  

iz z
z

z
( sin z cos z)e e (cos z sin z) ii[ ] i[( cos z)e ] i(cos )(e )i i(e ) z z

   
       

 
2

22 2 2 4 2
2 2

  

zابتدا حاصل انتگرال را در روش دوم:   ي تـابع در كنيم، بـراي ايـن منظـور كافيسـت مانـده     تعيين ميz     .بـا توجـه بـه تـابع زيـر       حسـاب شـود

zانتگرال  ي دوم است و لذا داريم:، قطب مرتبه  
z z

z z zz

sin z cos z.e e sin z cos z sin z cos sinLim[(z ) ]
z ze (z ) (e ) e e

       
   

2
2 zمانده در 2    

  به صورت زير است:بنابراين حاصل انتگرال 
i

i ig( ) i(cos sin ) g ( ) i[ sin cos ] (cos sin ) i[ (cos )] g ( ) i cos( )(e )
e e e e



   
                       21 1 1 22 2 2 42 2
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 اگر  :31مثالn عددي مثبت باشد، آنگاه حاصل
|z i| n

sinzI dz
(z i) 


 2 كدام است؟  

1 (i sin(i (n ) )
n!(n )!

 
 


2 11 2  2 (i sin(i (n ) )

(n )!
 

 


2 11 2  

3 (i sin(i (n ) )
(n )!(n )!

 
 

 
2 12 1 2  

  

4 (i sin(i (n ) )
n(n )!( )!

 
 



2 1 21 2

  

 :تابع»  2«گزينه   پاسخn
sin zf (z)

(z i)



zدر nيقطب مرتبه  i   يدارد و اين قطـب درون دايـره| z i |  zدر fيقـرار دارد. مانـده   2 i  را

  كنيم.محاسبه مي
n n

n
n nz i

d dRes(f , ) Lim [(z i) f (z)] (sin z)
z i(n )! (n )!dz dz

 

 
  

 

1 1

1 1
1 11 1 1  

wفرض كنيم sin z درپي داريم:گيري پيباشد. با مشتق  w cos z sin(z ) , w sin z sin(z )         22 2
  

n)ترتيب پس از به همين )1 يم داشت:گيري خواهبار مشتق  
n

n
d w sin(z (n ) )
dz






  
1

1 1 2  

  به اين ترتيب:
|z i|

iRes(f , i) sin(i (n ) ) f (z)dz i Res(f , i) sin(i (n ) )
(n )! (n )! 

  
        

  2
1 21 2 11 2 1 2  

 

 فرض كنيم  :32مثالC مرز دايره| z | است كه در جهت مثلثاتي پيموده شده است. مقدار انتگرال مختلط 1
C

tgh( z)I dz
z



 21 4 كدام است؟  

1 (i
 2  2 (i  3 (i  4( i

2  

 :در قدم اول بايد نقاط تكين در داخل مرز »  2«گزينه   پاسخC :را بدست بياوريم  iz z z
      2 2 11 4 4 2  

zw ez zs inh ztanh z cosh z e e w
cosh z w

 
          


1  IÀKˆ¤  

Lnz iw w i e i z i z 
              2 1 2 2 ´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  

iدر نقاط f(z)شود كه تابع ملاحظه مي iz , z  2 12   ها محاسبه كرد:توان با استفاده از قضيه ماندهداراي قطب مرتبه دوم است. انتگرال را مي 2

i ic z z

tgh( z)I dz i[Resf (z) Resf (z)]
z  


   

 2
2 2

2
1 4  

يبراي محاسبه
iz

Res f (z)
2

itتوانيم فرض كنيممي  z  به دست آوريم. آنگاه tرا بر حسب fيو ضابطه 2
t

Res f (t)


را بـه دسـت آوريـم. دقـت كنيـد       

tكه   معادلiz    دهيم.هاي مك لورن انجام ميتر شدن محاسبات و امكان استفاده از بسطاست. اين كار را براي ساده 2
i i isinh( (z ) ) sinh( t )sinh zf (z)

i i i i i( z )cosh z (z )(z ) cosh( (z ) ) t(t i) cosh( t )

 
    

  
 

         2
2 2 2

14 4 44 2 2 2 2 2

  

)isinhاكنون دقت كنيد كه ) i cosh
   2 وicosh( ) i sinh

    2داريم . بنابراين:  i cosh tf (t)
t(t i)i sinh t



  4  

sinhاكنون از بسط t :داريم  t tsinh t t t( )
! !

 
        

3 3 2 2
13 3   

cosh  :داريم بنابراين tf (t)
tt (t i)( )
!

 



   

2 224 1 3 
  

  
t tt

d d cosh t sinh( )[(i)( )] [( )( ) (i)( )]cosh( )Res f (t) Lim [t f (t)] Lim [ ]
dt dt t (i) ( )(t i)( )

!
 

      
    

  
  

2
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
4 4 411 3
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izي مانده دربراي محاسبه   كنـيم كـه مانـده    مـي از ايـن نكتـه اسـتفاده     ،ال فرد استتوانيم همانند روش فوق عمل كنيم، اما چون تابع زير انتگرمي 2

izدر   izدقيقاً با مانده در 2  izبرابر است، بنابراين نياز به محاسبه نيست و مانده در 2   هم برابر با 2

1

  است! 4
  جواب انتگرال به صورت زير خواهد بود:بنابراين 

C
tanh z i( ) i

z
 

   
 2
22 41 4  

 

 اگر  :33مثالC دايرهz i 
3
zباشد آنگاه حاصل 2

C
eI

z z



1

3 چند برابرi است؟  
1(ie  2(cos1  3(i cos1  4(ie2  

 :تابع  »1«گزينه   پاسخ
zef (z)

z(z i)(z i)


 

1

zدر  i    داراي قطب سـاده اسـت و درz    ساسـي  قطـب ا

zدارد. نقاط i1 وz   گيرند.درون مرز قرار مي   

zدر i1 :داريم  
ii

z i

e eRes(f , i) Lim(z i)f (z)
i(i i)




   

 

1

2  

zاما در   براي تعيين ضريب لورنمكاساسي داريم و نوشتن بسط  تكين
z
  الزامي است. 1

zf (z) e ( z z z )( )
z z zz !z !z

          


1
2 4 6

2 2 3
1 1 1 1 1 11 1

1 2 3
   

ما
z
  آيد. ضرب دو پرانتز كجاها عدد ثابت به وجود ميرا بيرون پرانتزها داريم پس بايد ببينيم در حاصل 1

n

n

z z z ( )( )( )
! ! ! ( n)!!z !z !z






             

2 4 6
2 4 6

1 1 1 11 1 1 2 4 6 22 4 6 
 ضريب

z
1  

  در صفر برابر است با: fييعني مانده
n

n

( )Res(f , )
( n)!






  1

2
  

اكنون دقت كنيد كه
n

n

n

x( ) cos x
( n)!




 

2
1 2

xاست. اگر  1 داريم بينيد كهرا در نظر بگيريد مي:  
n

n

( )Res(f , ) cos
( n)!






  1 12

  

  داشت: ها خواهيمي ماندهاز قضيه با استفاده
i

i i i i
C

ef (z)dz i( cos ) i[ e (e e )] ie


           
1 12 1 22 2 2  

  

 حاصل  :34مثال
|z|

( cosh z)sinh zI dz
( cosz)sin z




 2
1

1
1

  است؟ i2، در صورتي كه دايره در جهت مثبت طي شده باشد، چند برابر

1 (2  2 (2  3 (1  4 (1  

 :ابتدا نقاط تكين»  3«گزينه   پاسخ( cosh z)sinh zf (z)
( cos z)sin z



 2

1
1

  كنيم.هاي مخرج مشخص ميرا با تعيين ريشه 

( cos z)sin z cos z , sin z z k k , , ,          21 1 2 1 2     
zي تكين داخل مرز،تنها نقطه   وردي اين قطب را مشخص كنيم. بهترين روش در ماست. اكنون بايد مرتبهz   و  لـورن مـك هـاي  ، استفاده از بسـط

  كند.تر ميي مانده را سادهاست. به ويژه كه اين كار در ادامه، محاسبه zفاكتورگيري از عامل
z z z z z( )(z ) z ( )( )

! ! ! ! ! !f (z)
z z z z z( )(z ) z ( )( )

! ! ! ! ! !

          
 

         

2 4 3 2 23

2 4 3 2 22 4 2

11 1 12 4 3 2 4 3
11 1 12 4 3 2 4 3

   

   
  

zبنابراين   يبراي مخرج است. پس يك قطب مرتبه 4ي مرتبه براي صورت و ريشه 3ي ي مرتبهريشه 4 3   است. بنابراين داريم: 1

  
z

( )( )
!Res(f , ) Lim zf (z)

( )( )
!




   

2

1 12 11 12


  

  و حاصل انتگرال برابر است با:
|z|

f (z)dz i Res(f , ) i


     1 2 2  
  

x

y

C

i

i
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 حاصل  :35مثال
|z|

sin z zI dz
( cosz)




 2
1

2 2
1 هاي ساعت طي شده باشد، چند برابردر صورتي كه دايره در جهت عقربهi

  است؟ 3

1 (16  2 (32  3 (16  4 (32  

 :نقـاط تكـين تـابع   »  2«گزينه   پاسخsin z zf (z)
( cos z)




 2
2 2

1
cosيهـاي معادلـه  م. جـواب كنـي را مشـخص مـي    z 1   عبارتنـد ازz k 2   كـه

k , , ,  1 2 از بين اين نقاط، فقط .z   ي ي مشترك صورت و مخرج است. براي تعيـين مرتبـه  ي واحد قرار دارد. اما اين نقطه، ريشهدرون دايره
  كند.ي مانده را نيز آسان مياست زيرا در ادامه، محاسبه لورنمكهاي بهترين كار استفاده از بسط ،قطب در مبدأ

( z) ( z) z( z ) z z ( )
! ! ! !f (z)

z z z( ) z ( )
! ! ! !

      
 

     

3 5 23

2 4 22 4 2

2 2 8 322 23 5 3 5
11 1 2 4 2 4

 

 

  

zشودمشخص مي به اين ترتيب   يرتبـه براي مخرج است. پس قطـب م  4ي ي مرتبهبراي صورت و ريشه 3ي ي مرتبهريشه 4 3 اسـت. بـه ايـن     1

  ترتيب داريم:
z z

zz ( ) ( )
! ! !Res(f , ) Lim zf (z) Lim

z ( )z ( ) !! !
 

   
    

 

24

2 24 2

8 32 8
163 5 3

1 31
22 4

 





  

iبايد i2ها به جايي ماندهدر قضيه هاي ساعت عكس جهت مثلثاتي است،بهبا توجه به آنكه جهت عقر 2 ريم:را استفاده كنيم. در نتيجه دا  

  
C

if (z)dz i( ) ( ) 
   

162 323 3  
  

 فرض كنيم  :36مثالa b  وzf (z) tan ( )
b

 ي اصلي تابع معكوسِ تانژانت باشد. حاصـل شاخه 1
C

f (z)dz  روي منحنـيC:| z | a   كـه در

  ثبت طي شده است، كدام است؟جهت م
1 (b2  2 (ab2  3 (ab  4 (  

 :ابتدا نقاط غيرتحليلي»  4«گزينه   پاسخzf (z) tan ( )
b

 كنيم. را تعيين مي 1
zii bf (z) Ln( )
zi
b




2
  

Imدر نقاطي غيرتحليلي است كه Lnwي اصلي تابعشاخه w  ،Re w   :باشد. در اين مثال داريم  
zi [x i(y b)] x i( y b) (b y x ) i bxb bw
z x i( y b) x (b y)i [ x i( y b)]
b b

         
   

         

2 2 2

2 2

1
2

1  

bxIm  داريم: wهاي حقيقي و موهوميِبنابراين با در نظر گرفتن شرايط فوق روي بخش w x
x (b y)

    
 2 2

2    

b x yRe w b y | y | b
x (b y)

 
      

 

2 2 2
2 2

2 2    

fط غيرتحليلي تابعابنابراين نق (z) ايم روي محورهمانطور كه در شكل نشان دادهyها بالاتر ازib تر ازو پايينib .قرار دارند  

aبا توجه به شرط b هيچكدام از نقاط غيرتحليلي ،f (z) يروي يا داخل دايره| z | a :قرار ندارند. بنابراين داريم  
C

ztan ( )dz
b

  1   

  

x

ib

aa

ia

ia

y

ib

C
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 اگر  :37مثالC مربعي با رئوس( i) 
2 )و 12 i)

2 گاه حاصلباشد، آن 12
C

tg zI dz
z


 

1
  است؟ i2چند برابر 4

1 (1
6  2 (1

5  3 (
1
3  4 (

1
7  

 :ي اصليِابتدا دقت كنيد كه شاخه»  3«گزينه   پاسخi i ztg (z) Ln( )
i z

 



1

iدر نقاطي كه 2 zIm
i z





 وi zRe
i z





   باشد تحليلي نيست. بـا
  ها داريم:ي اين بخشسبهمحا

  i z z i x i(y ) x i(y ) ( x y ) ixw
i z z i x i(y ) x i(y ) x ( y)
        

      
       

2 2

2 2
1 1 1 2
1 1 1

  

Im  با توجه به مثبت بودن مخرج داريم: w x     
xRe w x y | y |      2 21 1   

tgنقاط غير تحليلي z1  ي خارج از مرز قرار دارند. بنابراين كافيست مانده را در نقطـه
zتكين    كنيم.استفاده مي لورنمككه درون مرز قرار دارد، بدست آوريم. از بسط  

tg z z z zf (z) (z )
zz z z


       

1 3 5

4 4 3
1 1 1

3 5 3 5   

ضريب
z
برابر است با 1

1
Res(f. بنابراين3 , )   1

3 :است و داريم  

  
C

tg z idz i ( )
z

 
     

1

4
1 22 3 3  

  

 فرض كنيم  :38مثالa,b   باشند و
zcot ( )
bf (z)

z a






1

2 ي اصلي آن موردنظر است. حاصلتابعي مختلط باشد كه شاخه 2
C

f (z)dz  براي منحنـي 
C :| z a | a 2   كدام است؟ ،يموده شده استكه در جهت مثبت پ 2

1 (    2 (a ibLn
a a ib
 


2    

3 (a ibLn
a a ib
 

2    4مقدار انتگرال بستگي به آن دارد كه (a b ياa b .باشد  

 :يد كه منحنيابتدا توجه كن»  3«گزينه   پاسخC يدايرهa| z a |  a)است. مركز آن 2 , ) و شعاع آنaR  است. بـا توجـه بـه تعريـف توابـع       2
  معكوس مثلثاتيِ مختلط داريم:

  
z ii bf (z) Ln
zz a i
b


 

 
2 2

1
2

  

fابتدا نقاط غيرتحليلي (z) كنيم.را مشخص ميz a  ي اصـلي هـا شـاخه  هاي مخرج كسر هستند. علاوه بـر آن ريشهLnw   در نقـاطي كـهRe w   
Imو w   :باشد تحليلي نيست. در اين مثال داريم  

  
z i x i(y b) x i(y b) (x y b ) i bxbw
z x i(y b) x i(y b) x (y b)i
b

       
   

     

2 2 2

2 2
2  

Reبه اين ترتيب با لحاظ كردن شرايط فوق روي w وIm w :خواهيم داشت  

x

bxIm w x
x (y b)

x y bRe w y b | y | b
x (y b )



      


          

2 2

2 2 2 2 2
2 2

2



 

 
  

   ؛نيسـتند  تنهـا  ي تكـين نقطـه  ibتـا ibهستند. اما نقاط بين fيهاي سادهقطب aايم. نقاطنشان داده زيررا در شكل  fي نقاط غيرتحليلي تابعهمه
a)اي بـه مركـز  دايـره  Cدهند. در هر حال با توجه بـه آن كـه منحنـي   ها ميyاند و تشكيل يك بازه روي محورزيرا اين نقاط به هم چسبيده , )   و شـعاع

aR  zيفقط نقطه ،است 2 a يدرون اين مرز قرار دارد. بنابراين كافيست ماندهf .را در اين نقطه به دست آوريم  

x

y

i
2 (1 i)

2


2 (1 i)
2


2 ( 1 i)

2
 

2 ( 1 i)
2

 

i
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z a

z ii bf (z) Ln Res(f ,a) Lim(z a)f (z)
z(z a)(z a) i
b




    

  

1
2  

z a

z ai ii i i a ibb bLim( ) Ln ( ) Ln Ln
z az a a a a ibi i
b b



  
    

  

1 1
2 2 2 4  

a  در نتيجه حاصل انتگرال برابر است با: ibLn
a a ib
 

2C
i a ibf (z)dz i Ln
a a ib


   

 2 4  
  

 حاصل  :39مثال
C

zI dz
cosz


 yxمرز بيضي Cدر صورتي كه 2  

22   كدام است؟ باشد، و در جهت مثبت 19

1 (Ln( )


4 2 3
3

  2 (i Ln( ) 


2 3
3 2 3

  3 (Ln( )i


4 2 3
3

  4 (  

 :كه فكر نكنيد توابع مختلط دهيمهشدار ميابتدا   »3«گزينه   پاسخsin z وcos z ها مربـوط بـه توابـع    + هستند. اين ويژگي1تا  -1دار و بين كران
cosيبنابراين معادله !نه متغير مختلط ،اندمثلثاتي با متغيرهاي حقيقي z 2  هـاي حقيقـي و موهـومي    به بخش ،است. براي يافتن جواب داراي جواب

  كنيم:دقت مي

  cos x cosh y
cos x cosh y isin x sinh y

sin x sinh y


    

22


  

yي دوم يااز معادله   يا و استx k  است. اگرy   ي اول داريم:باشد در معادله  cos x cosh( ) cos x  2 2  
xكه غير ممكن است. بنابراين بايد k  ي اول داريم:باشد. با جايگزيني در معادله  kcos k cosh y ( ) cosh y    2 1 2  

coshدانيممي y تابعي نامنفي است. بنابراينk يبه معادله ير فرد آن،، زيرا براي مقادبايد زوج باشدcosh y   رسيم كه نـاممكن اسـت. در نتيجـه   مي 2

k n   زوج است و داريم: 2
yy y

e y ye ecosh y e e


      2 22 2 4 12 nj Jo†  

ye                كنيم.حل مي yeي درجه دو را براي متغيراين معادله 
  

4 2 3 2 32  

zبينيم كـه نقـاط بـه صـورت    بندي موارد فوق ميبا جمع n iLn( )  2 2 هـاي  ريشـه  3
  مخرج و نقاط تكين تابع زير انتگرال هستند.

)توجه كنيد كه:   )( )Ln( ) Ln( ) Ln( ) Ln( ) 
     

 
2 3 2 3 12 3 2 3

2 3 2 3
  

zتوان نقاط تكين را به صورتپس مي n iLn( )  2 2 zاين نقاط يعني نوشت. دو تا از 3 iLn( )  2 را  fيقرار دارنـد. مانـده   Cمرز وندر 3
  آوريم:در اين دو نقطه بدست مي

  z p(z) p(z) zf (z) Res(f , iLn( ))
cos z q(z) q (z) sin(z)iLn( ) iLn( )

      
    

2 32 2 3 2 3
  

zتابع
sin z

)iLnزوج است بنابراين مقادير آن در  ) 2   :داريم با هم برابرند. در نتيجه 3

iLn( )) i
sin(iLn( ))


   


2 32 2

2 3
fهايمجموع مانده (z) درiLn( ) 2 3

C
z dz i(
cos z

 
 22  

اما
iz ize esin z

i


   است. بنابراين داريم: 2

Ln( ) Ln( )e esin(iLn( )) ( ) ( ) i
i i i i

   
          



2 3 2 3 1 1 1 2 32 3 2 3 2 3 2 3 32 2 2 22 3
  

  
C

zdz Ln( ) Ln( )i
cos z i

   
   


4 2 3 4 2 32 3 3

  
  

ib

ib

a





x

y

C

a 

Ln(2 3 ) i

x

Ln(2 3 ) i 

22 

y
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 كنيد فرض   :40مثالf يك تابع تحليلي بر| z | rباشد. در اين صورت مقدار انتگرال
|z| r

f (z)dz


 با: برابر است    

1(  2(ir f ( )  22  3(ir f ( ) 2  4(ir f ( ) 22  

 :با توجه به توضيحات فوق داريم:  »2«گزينه  پاسخ  dz| z | r zz r zdz zdz dz r
z

        2 2
2  

|z| r z

f (z)( r dz) f (z) f (z)f (z)dz r dz r [ iRes ] ir f ( )
z z z

  
 

           
2 2 2 2

2 2 22 2  
 

 حاصل انتگرال  :14مثال
|z|

z dz
( z ) (z z)  

1393
2 1392 2 13911 3 2 2 ت؟ كدام اس  

1 (i1393
1393 2
6

  2 (i 1392
1391 2
6

  3 (  4 (i 1391
1391 2
6

  

 :يكه روي دايره ابتدا توجه كنيد»  2«گزينه  پاسخ| z |1 داريمzz 1بنابراين ،z
z


  برابر است با: zاست. تابع انتگرالده بر حسب 1

( )z z z zf (z)
z ( z ) ( z)( z ) ( ) ( z ) ( )

zz z

  
    

1393 1393 1393 2 1391

2 1392 13912 1392 1391 2 1392 1391
2 2
1 2 1 2 3 2 1 23 2 3 2

  

z: عبارتند از fنقاط تكين تابع  1
zو 2 i 

2
|يها درون دايرهي آنكه همه 3 z |1 .قرار دارند  

)fي نقاط تكيندر همه fهاي(مجموع مانده  بنابراين داريم:
|z|

f (z)dz i


   1 2  

fينهايت. ماندهدر بي fيي ماندهي نقاط تكين برابر است با قرينهدر همه fهايكتاب آمده است، مجموع مانده متن كه درطور از طرفي همان (z)  در

g(z)ي تابعنهايت برابر است با ماندهبي f ( )
zz

  2
1 zدر 1  .  

( )z zg(z) f ( )
zz z z ( z ) (z )( ) ( )

zz

     
  

1393 2 1391
2 2 2 2 1392 13911392 1391

2

1 1
1 1 1 1 1

3 2 3 2 22 1
  

zپس   براي 2ي ي تكين مرتبهنقطهg(z) .است  
d ( z)( )( z ) (z ) (z ) ( z )Res(f , ) Res(g , ) (z g(z)) ( )

z zdz [( z ) (z ) ]
    

   
  

2 1391 1391 139 2 1392
2

2 1392 1391 2
4 1392 3 2 2 1391 2 3 2

3 2 2




 
  

( )( ) ( )
[ ]

 
 

139 1392

1392 1391 2 1392 1392
1391 2 3 1391

3 2 2 3


  

Res(f  برابر است با: fي نقاط تكينِدر همه fهايبنابراين مجموع مانده , )    1392
1391
6

  

  ر نتيجه داريم:د
|z|

f (z)dz i


   13921
13912
6

  

 

 حاصل  :24مثال
|z|

z dz
z 

1394
13954 2

  كدام است؟ 

1 (i1394  2 (i1395  3 (i2  4 (i 2  

 :نقاط تكين تابع»  3«گزينه   پاسخzf (z)
z




1394

1395 2
  هـا درون ي آنعـدد اسـت و همـه    1395هـا  هسـتند. تعـداد آن   2امُِ عـدد  1395هـاي ريشـه  

|يدايره z | zدر fيگيرند. بنابراين بهتر است از ماندهقرار مي 4   استفاده كنيم. با توجه به آن كه مخرج فقط يك  ،كه تنها قطب خارج از مرز است
رج پس مانده برابر با منفي ضريب جمله با بزرگترين درجه در صورت كسر، تقسيم بر ضريب جمله بـا بزرگتـرين درجـه در مخ ـ    ،درجه بيشتر از صورت دارد

كسر است يعني  
1 11 .  

|z|
f (z)dz i ( ) i


       4 2 1 2  
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 حاصل  :34مثال
|z|

zI dz
z



3

42 1
  كدام است؟ 

1 (  2 (i2  3 (i4  4 (i6  
 :ي نقاط تكين به جزاز آنجا كه همه»  2«گزينه   پاسخz   يدرون دايره| z | fيمانـده  ،هـا تـوانيم بـه جـاي آن   مـي  ،قـرار دارنـد   2 (z)  را در

بيشتر از صورت است. در نتيجه مانده برابر واحدمخرج يك درجه است،  4و مخرج درجه  3درجه  كه صورت از آنجا نهايت حساب كنيم.بي  
1   است. 11

  كوشي داريم: حال بنا بر تعميم فرمول انتگرال
|z|

f (z)dz i ( ) i


       2 2 1 2  
 

 حاصل  :44مثال
|z|

zI dz
z



9

13
2

1 چند برابرi2 با كمي تغيير از سؤالات رياضي مهندسي دانشگاه (  است؟Harward(  

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 :نهايت.دهيم، يكبار به روش عادي و بار ديگر با توجه به مفهوم مانده در بيسؤال را به دو روش پاسخ مي » 2«گزينه   پاسخ  

zfتابع نقاط تكينروش اول:  (z)
z




9

1
2

1 هاي دهم واحد.عبارتند از ريشه  
ki

z z z e k , , ,


      
2

1 1 11 1 1 9      
|يي اين نقاط، درون دايرههمه z | rيها روي دايرهي آنقرار دارند زيرا همه 3 1 يده تا است. اما مانـده اند. تعداد نقاط تكين داخل مرز، قرار گرفتهf 

k  آيد.ي اين نقاط به سادگي بدست ميدر همه k
k

k k

p(z ) zp(z) zf (z) Res(f , z )
q(z) q (z )z z

      


99

1 9
22 2 1

1 51 1 
  

  ها داريم:ي ماندهدر نتيجه، بنابر قضيه
|z|

f (z)dz i( ) i


      3
1 12 45 5

IU ½j jHk • U ¾M

  

z، به جزfهمه نقاط تكينروش دوم:    يدرون دايره| z | دقـت   نهايت محاسبه كنيم.را در بي fيها، ماندهتوانيم به جاي آنقرار دارند. پس مي 3
iكنيد كه در اين صورت بايد مانده را در 2 .هاي خارج از مرز استفاده كنيد فرمول به اين صورت است:قطبدر واقع اگر بخواهيد از  ضرب كنيم  

zيدر نقاط تكين خارج از مرز و نقطه fهاي(مجموع مانده  (
C

f (z)dz i   2  
zدر fيي ماندهبراي محاسبه   است. -2پس مانده برابر با  ،ي مخرج از صورت يك واحد بيشتر استبا توجه به آن كه درجه  

  در نتيجه خواهيم داشت:
|z|

f (z)dz i ( ) i


       3 2 2 4  
  

 حاصل  :54مثال
|z|

z dz
z  34 1

  كدام است؟ 

1 (i4
3  2 (i

4
3  3 (( i )


2 1 33  4 (  

 :دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »4«گزينه   پاسخ  
  هاي درون مرز:روش اول: استفاده از قطب

zfنقاط تكين (z)
z


 31

ها راآنهاي سومِ واحد. اگر عبارتند از ريشه 
i

z e



2
31،

i
z e




4
zو 32 3   :آيددر اين نقاط چنين بدست مي fيمانده ،بناميم 1

p(z) zf (z)
q(z) z

 
 31

    

i i
i i

i i

p(z ) z
Res(f (z), z ) z

q (z ) z
   

 
1

2
1
33

  

  هاي درون مرز داريم:دهبنابراين با استفاده از مجموع مان
i i

|z|
i i if (z)dz (z z z ) (e e ) ( i i )

 
   



  
               

2 4
1 1 1 3 31 2 34

2 2 2 1 3 1 31 13 3 3 2 2 2 2   
  هاي بيرون مرز:روش دوم: استفاده از قطب

fتنها قطب (z) يكه خارج از دايره| z | z،قرار دارد 4   :است. بنابراين خواهيم داشت  
|z|

f (z)dz i Res(f (z) , )


    4 2  

zfاز طرفي در كسر گوياي (z)
z


 31

mدرجه مخرج ،  nو درجه صورت 3 1 است. بنابراينm n  Res(fو در نتيجه 2 (z) , )   .است  

  به اين ترتيب داريم:
|z|

f (z)dz i


     4 2    
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 حاصل: 46مثالz
|z|

zI e cos( )dz
z z




1395

2
1 2 16

1
 ؟وقتي كه مرز در جهت مثبت طي شده باشد، كدام است  

1 (cos( ) i1395 2 16  2 (i cos( )2 2 16  3 (i cos( ) 2 2 16  4 (i cos( ) 1395 2 16  
 هايقطب براي تابع زير انتگرال  »2«گزينه اسخ : پz   وz 1 هر دو قطب اساسي هستند و درون مرز| z |  fيي مانـده قرار دارند. محاسـبه  2

zقطـب  كنيم. براي تابع داده شده فقـط ميهاي بيرون مرز استفاده هاي درون مرز، از قطبين به جاي قطبگير است. بنابرادر اين نقاط بسيار وقت    را

g(z)نهايت را با تشكيلدر بي fيخارج از دايره داريم. مانده f ( )
zz

  2
1   كنيم:در صفر تعيين مي gيي ماندهو محاسبه 1

z zz z zf (z) e cos( ) g(z) [ze cos( )] e cos( )
z z z zz

z


     

 

1395
1395 1395

2

12 161 2 16 1 1 2 16
11 11

                 

z   يقطب سادهg(z):است. بنابراين داريم  
z

Res(g(z) , ) Lim zg(z) e cos( ) cos( )


     


2 16 2 161




   
)cosتساوي همواره دقت كنيد كه ) cos( ) 2 16 2 16  يمانده را داريم، پسf (z)نهايت برابر بادر بيcos( ) 2 16 :است و لذا داريم  

z
|z|

ze cos( )dz i[ cos( )] i cos( )
z z

     


1395

2
1 2 16 2 2 16 2 2 161

    
  

 حاصل انتگرال :47مثال
C

dzI
z( z )


 2 3 ثبـت) مسـير بسـتة   براي يكبار طي كردن كامل (در جهت مC      كـه در مختصـات قطبـي بـه صـورت 

r sin 
  21               باشد، برابر است با:مي 4

1 (i 2  2 (  3 (i3
4  4 (i

2
3  

 :رسم نمودار اين مسأله ترين نكته در پاسخ بهمهم»  4«گزينه   پاسخr sin 
  21   كنيم:تر شدن كار، از اتحاد زير استفاده مياست. براي ساده 4

  sin ( cos ) r ( cos ) ( cos )   
       2 1 1 11 1 1 34 2 2 2 2 2 2

ÁnHm«ÄI]  

cosعبارت 3    2برابـر اسـت بـا   cosي تنـاوب تواند هر مقداري داشته باشـد. دوره مي ر نداريم وهمواره مثبت است. بنابراين محدوديتي از اين نظ 2

rي تناوب منحنيشود. يعني دورهي تناوب دو برابر ميو با نصف شدنِ كمان، دوره ( cos ) 
1 32 دهـد كـه ايـن    است. همين امر نشـان مـي   4بابرابر  2

  منحني داراي دو گردش كامل حول مبدأ است.

مثلاً مضارب اما اگر بخواهيم آن را رسم كنيم، بايد به ازاي برخي از مقادير مهم
  را محاسبه كنيم. rمقدار 2

r ( ) ( ) ( ) ( )

   
    

   

3 5 72 3 42 2 2 2
1 2 3 1 2 1 2 3 1 21 3 3 2 3 3 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2


  

  
  گرديم.برمي Aگذريم و بهمي DوA ،B ،Cتوجه كنيد مسير حركت چنان است كه به ترتيب از نقاط

zي تكين، نقطهCبينيم كه منحنيبا رسم تقريبي نمودار مي   ي تكينرا دو بار و نقطهz 1
3
  را يك بار در برگرفته است. بنابراين داريم: 2

I i( Res(f , ) Res(f , ))   
32 2 2  

P(z)fها آسان است. اگر فرض كنيمي ماندهمحاسبه (z)
q(z)z z

 
2
1

2 3
kگاهآن 

k
k k

P(z )
Res(f , z )

q (z ) z
 

 
1

4 3.  

I  به اين ترتيب خواهيم داشت: i( ) i     
2 1 22 3 3 3  

zخواهيد از فرمول انتگرال كوشي براياگر ميتوضيح:  1
3
z)فاكتور بگيريـد تـا در مخـرج    zاز ضريباستفاده كنيد، توجه داشته باشيد كه بايد  2 z ) 1 

  داشته باشيد.
 

x

y

13
2


2


1z

0z
CA


D B
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 اگر :48مثالC دايره به معادلهz  باشد، حاصل 3
C

z i dz
z



3

 78مكانيك ـ سراسري مهندسي (       ست؟ كدام ا(  
1(i  2(i  3 (1  4 (2  

 :4«گزينه   پاسخ «z    انتگرال است: زيرقطب مرتبه اول تابع             
zz

z i i iRes f (z) Lim(z ) I i ( )
z

 
        

  

3
2 2


  

  

 اگر  :49مثالzf (z) z e



1

312  باشد ، مقدار
C

f (z)dz با شرطc :| z | 1
  )78(مهندسي مواد ـ سراسري                 ، برابر كدام است؟ 3

1 (i12  2 (i 24  3 (i 4  4 (z i 1  
 :4«گزينه   پاسخ «z   باشد و با توجه به ضابطه تابع بهتراست از بسط لوران براي به دست آوردن مانده استفاده كنيم:نقطه تكين تابع مي  

z ...f (z) z e z ( )
z !z !z !z


      

1
3 3

2 3 4
1 1 1 112 12 1

2 3 4
   

يبگردد مانده يعني ضرملاحظه مي
z
Iباشد، لذامي 5برابر  1 i i    2 5 1 .خواهد بود  

  

 اگر  :50مثالf (z) z iz z i   5 31 2 4   وc  دايره| z | باشد، آنگاه مقدار 1
c

f (z) dz
z 7 78(مهندسي مواد ـ سراسري      ؟برابر كدام است(  

1 (  2 (i8  3 (i84  4 (i
!


12 26
   

 :1«گزينه   پاسخ«  z   :قطب مرتبه هفتم تابع است           
zz

d z z iz ziRes f (z) Lim [(z ) ] I
( )! dz z

 
    



6 5 3
7

6 7
1 1 2 4

7 1 

     

  
 مقدار انتگرال مختلط :51مثال

c:|z|

cosz dz
z(z )  3 2 1

  )79مكانيك ـ سراسري مهندسي (      (در جهت مثلثاتي) كدام است؟ 
1(i( cos i) 2 1  2(i( cos i) 4 1  3(i( sin i) 2 1  4(( sin i) 2 1  

 :نقاط تكين  »1«گزينه   پاسخi،i و باشند، لذا داريم:مي  cos( ) cos i cos( i)I i Resf (z) i[ ] i( cos i)
( ) i ( i)


         

    2 2 22 2 2 1
3 1 3 1 3 1




  

  

 مقدار انتگرال :52مثال
|z|

z
ze dz


 2

1
  )79مكانيك ـ سراسري مهندسي (      )   است در جهت مثلثاتيحركت كدام است؟ ( 

1(i 3  2(i  3(i  4(i2  

 :3«گزينه   پاسخ«  z   ي تابعنقطه تكين اساسzf (z) ze
1

  توانيم مانده را به دست آوريم:است، لذا با استفاده از بسط لوران مي 

z ...f (z) z( )
z !

   
2
1

11 2  

zمانده در   برابر ضريب
z
در بسط فوق يعني 1

!
1
Iپس ،است 2 i i    

12   خواهد بود. 2
  

 حاصل انتگرال :53مثالzI dz
sin z

 
2

 حول مسيرC :| z |   )80برق ـ سراسري مهندسي (            كدام است؟ 8
  j4  3 (j26  4 (j312) 2  ) صفر1
 :كنيم:هاي مخرج را حساب ميابتدا ريشه»  4«گزينه   پاسخ                    sin z z k , k , , ,...      1 2   

فقط نقاط 2 و وz   در درون ناحيهC :هستند، لذا داريم  

k
z z z z zz z

z z z z zResf (z) Res( ) Res( ) Res( ) Res ( ) Res( )
sin z sin z sin z sin z sin z      

    
2 2 2 2 2

2 2
  

( ) ( ) ( ) I j j
cos cos( ) cos cos( )
    

             
    

2 2 2 2
2 2 32 2 6 2 6 122 2  
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 مقدار انتگرال :54مثال
C

zI dz
z z




 3 2
1

2
zدايرة Cكه در آن  i  2   )80مكانيك ـ سراسري مهندسي (       با: است برابر است 2

1(  2(i3  3( i 3
2  4( i3

2  

 :4«گزينه   پاسخ«                    z z z , z    3 22 2   
zتوجه شود فقط نقطه    باشد، پس داريم:) مي2و  1درون دايره به مركز ( 2

C z

z z idz i Res i ( ) i
z z z z ( ) ( )

   
        

   3 2 3 2 22
1 1 2 1 3 32 2 2 4 22 2 3 2 4 2  

  

 انتگرال :55مثال
C

dzI
z z


  2 2

|دايرة Cكه در آن    z |     گرد است برابر است با:در جهت عكس ساعت 2

  )80ـ آزاد » ساخت و توليد«يك مكانمهندسي (

1 (iI  2  2 (I    3 (iI  3  4 (I i   

 :2«گزينه   پاسخ«                  z z z ( i )  
       2 1 7 12 1 72 2  

|حالا بايد ببينيم اين دو نقطه درون دايره z | |  قرار دارند يا نه؟ 2 i |      
1 7 1 7 8 2 22 2 4 4 4  

|هر دو نقطه درون دايره z | zتوانيم از مانده درها ميقرار دارند. بنابراين به جاي آن 2        استفاده كنيم. از آنجا كه مخـرج دو درجـه بيشـتر از صـورت
zدر fاست پس مانده  شود.، صفر مي  I i Res(f , )     2   

  

 مقـدار انتگرال مختلط :56مثال
C

z dz
z z


 2
4 3 كه در آنC اط تكيناي است كه نقمنحني بستهz   وz      را در بردارد عبارتست از: 1

  )80(مهندسي هوا فضا ـ سراسري        
1 (i2  2 (  3 (i 8  4 (i 6  
 ي تكينهر دو نقطه  »4«گزينه   :پاسخf (z) درون مرزC ها از مانده درهستند. پس به جاي آنz   كنيم. مخرج يك درجه بيشتر از استفاده مي

  صورت است بنابراين با توجه به ضريب بزرگترين درجات داريم:
C

f (z)dz i Res(f , ) i ( ) i
            

32 2 61  
  

 حاصل :57مثال
|z|

z cosh zI dz
z


 1 2

2
1680 آزادـ  مواد(مهندسي         كدام است؟(  

1 (  2 (2  3 ( 3  4 (صفر  
 :هاي مخـرج كسـر هسـتند و چـون انـدازه همـه ايـن چهـار ريشـه برابـر          هاي تابع زير انتگرال ريشهبقط  »4«گزينه   پاسخr  4 اسـت و ايـن    16
rعدد  4 16 |ها خارج دايرهاز عدد يك بزرگتر است تمام اين قطب 2 z |1 صفر است.   قرار دارند و حاصل انتگرال فوق   

 

 حاصل  انتگرال :58مثال
C

zte dz
z  2 1  روي دايرة| z | 1   )81كامپيوترـ سراسري مهندسي (       با كدام گزينه برابر است؟ 2

1( jtje  2(sin t2  3 (j sin t2  4 (j cos t2  
 :3«گزينه   پاسخ«       z z j    2 1   

jt jt

z j z j

e eI j[Res f (z) Res f (z)] j[ ] jsin t
j j



 
       


2 2 22 2    

  

 حاصل انتگرال :59مثال
zte dz

(z )
3

31روي دايره| z |   )81مكانيك ـ سراسري مهندسي (          م است؟كدا 2

ti)2  ) صفر1 t e 39  3 (ti t e 2 39  4(ti e 39  

 :3«گزينه   پاسخ«  z 1 :قطب مرتبه سوم تابع است، لذا داريم                  zt t
zz

I i Res f (z) i Lim(e ) it e
( )! 

      


3 2 3
11

12 2 93 1  
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 مقدار انتگرال  :60مثال
iz

|z|

e dz
sin z




1   )81(مهندسي مواد ـ سراسري                چيست؟          2

1( 1
2  2 (i  3 (i1

2  4 (i2  

 :2«گزينه   پاسخ«           ksin z z k z 
     2 2 2  

zفقط   درون ناحيه| z |1 :قرار دارد، لذا داريم     
z

I Resf (z) I i i
zcos z

        


1 1 122 2 2 2 
  

  
 حاصل :61مثال

C

cosz dz
z(z )  2 كه در آنC منحني| z |   )82مكانيك ـ سراسري مهندسي (       و جهت انتگرالگيري مثبت است، كدام است؟   4

1(  2(i2 3(
2
1  4(i


4  

 :4«گزينه   پاسخ«  z   قطب مرتبه اول وz   باشد، لذا داريم:قطب مرتبه دوم تابع مي  
kz z z z

Res f (z) Res f (z) Res f (z)
  

 


  

z z z

cos z cos z zsin z cos z iLim Lim( ) Lim( ) I i( )
z(z ) z  

         
    2 2 2 2 2

1 1 1 42


  

  

 مقدار انتگرال :62مثال
C

sin( z ) cos( z ) dz
(z )(z )
  
 
2 2

1 2 كهوقتيC : z  )باشد، كدام است؟ 3 j) 1      ) 82كامپيوتر ـ سراسري مهندسي(  
1(j 2  23  ) صفر (j2  4 (j4  

 :4«گزينه   پاسخ«  
z zz z

sin z cos z sin z cos zI j[Res f (z) Res f (z)] j [Lim Lim( )] j( ) j
z z  

     
          

 

2 2 2 2

1 21 2
2 2 2 1 1 42 1  

  

 مقدار انتگرال :63مثالz

|z|
z e dz




3
4

2

1
  )82(مهندسي مواد ـ سراسري                كدام است؟           

1 (4  2 (8  3 (i8  4 (i4  

 :3«گزينه   پاسخ«                    z ... ...z e z [ ( ) ] z ( )
! z !z z z

       
3
4

2 2 2 2
3 3 4
4 1 4 4 1 161 2 2  

گردد مانده يا همان ضريبملاحظه مي
z
Iباشد، پسمي 4برابر  1 i i    2 4   خواهد بود. 8

  

 اگر :64مثالC مرز دايره واحد (دايره به مركز صفر و به شعاع يك) در جهت مثبت وz x iy  مزدوجz x iy  باشد، مقدار
C

ze dz
z  2 4  كدام

  )82(مهندسي مواد ـ سراسري                است؟
1 (i sin


1

4 2  2 (i sin 1
4 2  3 (sin


1

4 2  4 (cos


1
4 2  

 :1«گزينه   پاسخ«    i iz z z , z         2 24 4 1 2 2   

|z|

i iz z z
i ii i z zz z

z e z e z e i iI dz i[Res f (z) Res f (z)] i[ ] i[ e e ]
z zz



   
         

 1

2 2 2
2 2

2
2 22 2

2 2 28 8 16 161 4
  

i i
i ii[ (e e )] sin

 
    2 2 12 16 4 2  

  

 مقدار انتگرال :65مثال
C

ze dz
z(z ) 1  روي مسيرC اي به معادلهكه دايره| z | 1   )82اي ـ سراسري (مهندسي هسته         باشد كدام است؟مي 3

1 (  2 (i2 3 (i( e )  12 1  4 (i( e) 2 1  

 3«گزينه   :پاسخ«    z z

z zz z

e eI i[Res f (z) Res f (z)] i[Lim Lim ] i( e )
z z



  
        


1

11
2 2 2 11
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 منحني براي :66مثالC  دايرةبه صورت| z j | 8 در صفحة مختلط، انتگرال 1
C

z dz
sin(z)(z j) 2 :83كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (    برابر است با(  

  j2  3 (ej  4 (j) 2  ) صفر1

 :هاي تابعقطب  »1«گزينه   پاسخz j zو 2 k  هستند كه همگي خارج از ناحيهCصل انتگرال برابر صفر خواهد بود.هستند، لذا حا  
  

 منحني براي :67مثالC  يهدايربه صورت| z | 1
مختلط، مقدار انتگرال يهدر صفح 2

C

ze dz
z

1

1 برابر است با(j ) 2 1:    

  )83كامپيوتر ـ سراسري دسي مهن( 
1 (ej  2 (ej 2  3 (ej  4 (ej2  

 :ها صحيح نيست.  هيچكدام از گزينه  پاسخz   اريم:نقطه تكين ضروري است و با نوشتن بسط د      

    ze ... ...f (z) ( )( z z z )
z z !z

        


1
2 3

2
1 11 11 2

  
zگردد مانده درملاحظه مي   يا همان ضريب

z
  برابر است با: 1

z z
...Res f (z) (e ) I i Res f (z) i(e )

! ! ! 
            

1 1 11 1 2 2 12 3 4 
  

  

 انتگرالحاصل  :68مثال
C

zI dz
z



 2

1
9  مسيرروي| z |   )83مكانيك ـ سراسري مهندسي (      چيست؟ 4

1(  2(i  3(i2  4(i4  

 :قطب ساده 2تابع داراي   »3«گزينه   پاسخz i 3 باشد، لذا داريم:درون ناحيه مي  

z i z i

z z i iI i[Res f (z) Res f (z)] i[ ] i[ ] i
z i z iz z i i 

   
          

   3 3
1 1 3 1 1 32 2 2 23 32 2 6 6  

  

 مقدار :69مثال
Cr

ze dz
(z )(z )  2 1 3

rباشد كهمي rاي به مركز مبدا و به شعاعدايره rCكه در آن  1     باشد؟، كدام مي2

  )83رياضي ـ سراسري مجموعه (

cos) )2  صفر )1 sin ) i
 1 3 15  3( (cos e ) i

  31 25  4( ee i 
 

3
3

5 1  

 :نقاط تكين تابع»  2«گزينه   پاسخ
zef (z)

(z )(z )


 2 1 3
zهستند، rcكه درون دايره  i  باشد، لذا بايد مانده تابع را در اين نقاط حساب كنيممي:  

ie
( i)( i )




  2 مانده در3
ie , z i

i(i )
  

2 zمانده در 3 i  

cr

i i i i i ie e e e (i )e (i )ef (z)dz i[ ] [ ] [ ]
i(i ) i(i ) i i i

(i )[cos i sin ] (i )[cos i sin ] i( ) (cos sin )

     
       

    
     

    


 2 2
3 32 2 3 2 3 3 3 3

3 1 1 3 1 1 1 3 11 5

  

  

 انتگرال :70مثال
C

sin z cos z dz
(z )(z )
  
 

3 3

2 Cكه در آن 3 :| z | i)باشد، برابر است با:مي 1 ) 2   )84كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (        1

i)2  ) صفر1 
3
2  3 (i 

2
3  4(i4  

 :نقاط تكين تابع  »1«گزينه   پاسخz  zو 2  |د كه هيچكدام داخل ناحيهنباشمي 3 z |1 .نيستند، پس حاصل انتگرال برابر صفر است  
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 انتگرالمقدار  :71مثال
C

zI e sin( )dz
z


 

1 1 ،آن كه درC دايره| z |  ،پيموده شـده اسـت  هاي ساعت باشد و يك بار در جهت خلاف عقربهمي 1

  )84 ـ سراسري برداريعمران نقشه(    برابر كدام گزينه است؟

1( i
2   2 (i3  3 (i

4  4 (i2  

 :با نوشتن بسط دو تابع  »4«گزينه   پاسخze


1
sinو 

z
ze  داريم: 1 sin( ) ( )( )

z z z!z !z


       

1

2 3
1 1 1 1 11

2 3
   

به راحتي معلوم است ضريب
z
Iاست و بنابراين حاصل انتگرال برابر 1برابر  1 i i    2 1   باشد.مي 2

  

 84كامپيوتر ـ آزاد مهندسي (              كداميك از عبارتهاي زير صحيح است؟        :72مثال(  

u(x,y)) تابع1 x y 2 F(xتواند جزء حقيقي تابع تحليليمي 2 jy) .باشد  

F(z)) انتگرال2
z


zبا 1 x iy  روي مسيري در باريكه دايرويx y  2 21   برابر صفر است. 4

3 (z   نقطه تكين اساسي براي تابعz(z )e 2
1

  .است 1

F(x) براي تابع تحليلي4 iy) u(x,y) j(x,y)   :همواره داريمu v
x y
 

 
 

2 2
2 2   

  4و  3) 4  3و  2) 3  3و  1) 2  2و  1) 1

 :هرگاه»  2«گزينه   پاسخxx yyu u   باشد، تابعu داريـم 1ي (در گـزاره  .دتواند بخش حقيقي يك تابع تحليلي باش ـمي (xx yyu u   2 2  

xيمسيري باشد كه در باريكه Cپس اين عبارت صحيح است. اگر y  2 21 zقرار دارد، شامل 4      خواهـد بـود پـس
C

dz i
z

 
1 اسـت. پـس    2

zدانيم كه) نادرست است. به وضوح مي2( يگزاره   قطب اساسي برايz(z )e 2
1

) صحيح است. اما آخرين گـزاره نادرسـت اسـت.    3ي (است. پس گزاره 1
xxشكل صحيح اين تساوي به صورت yyu u   ياxx yyv v    جواب است.2ي () صحيح هستند يعني گزينه3) و (1نتيجه (است. در (  

  

 مقدار انتگرال :73مثال
|z|

dz
cosz 1

1   83و مهندسي مواد سراسري  84(مهندسي هوا فضا ـ سراسري        كدام است؟(  

1 (  2 (
2  3 (i2  4 (  

 :هاي تابعهيچكدام از قطب  »1«گزينه   پاسخf (z)
cos z


|درون ناحيه 1 z |1 .قرار ندارد   

  

 مقدار انتگرال  :74مثال
|z|

z z dz
(z ) (z )



 
2

2 2
5

2
1 4

  )85رياضي ـ سراسري مجموعه (         كدام است؟    

  i2) 4  -5) 3  -1) 2  ) صفر 1

 :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه   پاسخ
            :شودجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميبا وشده است. 

|يها درون دايرهي قطببه وضوح همه z | zقرار دارند. پس بهتر است از مانده در 5     اسـت   2ي صـورت  و درجـه  4ي مخـرج  استفاده كنـيم. درجـه
I  عني داريم: نهايت، صفر است. يبنابراين مانده در بي ( i)    2    
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 تابع مختلط  :75مثالf(z)  از متغير مختلطz x iy  ي مفروض است. اين تابع در نقطهz a  واقع بر محورِ حقيقي يك قطب ساده (قطب از
|ي است. دايره Bاش در آن نقطه برابر با دهمرتبه يك) دارد و مان z a | r  ) را با جهت ساعتگردclockwiseگيريم. ) در نظر ميr  چنان كوچك است كه

f(z)  در تمام نقاط روي دايره و درون دايره به غير ازa ي مزبور را دايره ي فوقانيتحليلي است. اگر نيمهC آنگاه  ،بناميم
Cr

Lim f(z)dz
   :برابر است با  

  )85(دكتري برق ـ دانشگاه آزاد سال 
1 (i B   2 (i B   3 (  4 (  
 :2«گزينه   پاسخ«  i i| z a | r z a re dz ire d          

i n
n i

n

Bf (z) a (re )
re







 


  

C

n i(n ) i
n ir r

BLim f (z)dz Lim{ a r e id ( )(ire d )} Bid Bi
re 

   
 

           1 1 

 
   

  
 اگر :76مثالC دايره واحد(| z | ) در جهت مثلثاتي باشد، آنگاه مقدار انتگرال 1

C

sin z dz
z z



 22 68(مهندسي مكانيك ـ سراسري    كدام است؟(  

1(   2( i  3( i2  4( i4  

 :نقاط تكين  »3«گزينه   پاسخz   وz  1
sin                 باشد و داريم:مي 2 z pf (z)

qz z


 
22

  

|z|

z

z

p sin zRes f (z)
z zq z

sin z dz i ( ) i
p sin z z zRes f (z)
q zz z








             

      


 1

1
2

2

4 1
2 1 2

211 14 1
2 2




 
  

  

 حاصل انتگرال :77مثال
C

ze dz
(z )  2 2 2 در امتداد دايره| z | i)، كدام است؟4 ) 1    86(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري(  

1( i


  2( i
3  3( i 

34
  4( i

34
  

 :1«گزينه   پاسخ«     
z

ze dz z z i
(z )

       
  4

2 2
2 2 2   

z ze e(z) (z i ) (z)
(z ) (z i )

      
   

2
2 2 2 zمانده در    2 i   

z ze (z i ) (z i ) e ( )( i ) ( i ) ib b
(z i ) ( i )

            
   

   

2 2 2
1 14 4 4

2 1 2 2 2 4 4
2 16

  
z ze e(z) (z i )

(z ) (z i )
    

   
2

2 2 2 zمانده در     2 i    

ii(b b )   
1 حاصل انتگرال  12

z ze (z i ) (z i )e ( )( i ) ( i )( ) ib b
(z i ) ( i )

                  
    

2 2 2
1 14 4 4

2 1 2 2 2 1 4 4
2 16

  
 

 انتگرال :78مثال
|z|

cosh z dz
z

 1   )86ا ـ سراسري (مهندسي هوا فض   كدام است؟ 5
  

1( i12  2( i
12  3( 

12  4( i2  

 :اگر بسط لوران تابع  »2«گزينه   پاسخf (z) به فرمn
n

n
a (z k)




م:باشد، آنگاه داري   

c
n n

f (z)a dz
i (z k) 


  1
1

2   

fدر اين تست (z) cosh z،n  kو 4   باشد، لذا داريم:مي    
z|

cosh zI dz ia
z

   1 45 2  

z z i icosh z a I
! ! ! !

 
       

2 4
4

1 21 2 4 4 4 12  
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 حاصل انتگرال  :79مثال
C

dz
(z )( z )  21 2 1  وقتي مسيرC  روي دايره| z | 1   )86(مهندسي نانو مواد ـ سراسري ؟در جهت مثبت باشد، كدام گزينه است 1

1 (i


2
9 2 (i4

3  3 (i


8
9 4 (i4

9  

 :1«گزينه   پاسخ«    
z , C

z , C

 
 



1
1
2

½oÄHj ZnIi

½oÄHj ®iHj
  نقاط تكين 

zبنابراين كافيست مقدار مانده تابع را در نقطه  1
f  محاسبه كنيم. 2 (z)

(z )( z ) (z )(z )
 

   
2 2

1 1
11 2 1 4 1 2

  

z (z) (z ) f (z)
(z )

     


21 1 1
2 2 4   2قطب مرتبه  1

z

dz ib (z) [ ] ib
z (z ) (z )( z )

          
   1

2
1 12 2

1 1 1 221 4 9 91 1 2 12
  

  

 اگر :80مثال لوزي با رئوس1 وi2 در صفحه و در جهت مثلثاتي باشد، آنگاه حاصلsin z dz
z  2 1 86(مهندسي مواد ـ سراسري   كدام است؟(  

1( sinh 1  2( sinh2 1  3( i sinh 1  4( i sinh2 1  
 :4«گزينه   پاسخ«  

         
z i z i

sin z sin z sin z sin z sin zdz i[Res Res ] i[ ]
z i z iz zz z z 

     
     2 2 22 2 2 21 1 1  

i sinh ( i sinh )i[ ] i sinh
i i


    


1 12 2 12 2  

  

  

 انتگرال مقدار :81مثال
C

sin(z ) cos z dz
(z )(z )
   
 

1
1 2  كه در آنC دايره| z |  )86(مجموعه رياضي ـ سراسري    با جهت مثبت است، كدام است؟ 4

1( i 2  2(   3( i2  4( i4  

 :هاقطب  »4« گزينه  پاسخz 1 وz         هستند، لذا داريم: 2
C C

sin(z ) cos zI dz f (z)dz
(z )(z )
  

 
  
1
1 2   

z

z

z Lim(z )f (z)
f (z)dz i( ) i

z Lim(z )f (z)




   
          

1

2

1 1 1
2 1 1 42 2 1

nj ½kº I¶

nj ½kº I¶
  

  

 مقدار اصلي لگاريتم عدد مختلط ناصفر  :82مثالz را باLogz 86(دكتري برق ـ دانشگاه آزاد سال   دهيم:نمايش مي(  
Log z Ln | z | iArg z  كهجاييArg z   .  مقدار

C

Log z dz
i i z  
1

1 كه در آنC يدايره| z |   با جهت مثبت است برابر است با:  1
1 (Log (i ) 2  2( i Log(i ) 2 2  3 (Log(i ) 2  4 (i Log(i )2 2  
 :در اين مثال نقاط غيرتحليلي  »3«گزينه   پاسخlog z درون مرز| z |1 كننـد. واضـح   مـي  ها را غير ممكني ماندهگيرند و استفاده از قضيهقرار مي

zاي به مركزاست كه منظور طراح سؤال دايره i 1 اگر مسيربوده است ،C تكين ينقطه فقط را طوري در نظر بگيريم كهz i 1   داخل آن باشد كـه
    شود:ت زير محاسبه مياحتمالاً مدنظر طراح بود مقدار انتگرال به صور

C z i

log z log z log z log ( i)dz i Res ( ) , Res ( )
i z i z i z 


  

       1
12 1 21 1 1 1  

z i 1  

C

( ) , ( ) log z dz log ( i) (Ln i ) (Ln i ) log i
i i z

 
          

  2 1 1 2 1 2 2 2 21 4 2  
  

2 1 0 

C 

x

y

2i 

2i- 

+1 -1 -i 

i 
x

y
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 فرض كنيد :83مثالC بيضي(x ) y
 

2 24 19 در جهت مثبت مثلثاتي باشد و 16
C

z zf (w) dz
z(z w)
 




2 fدر اينصورت مقدار 1 ( )     برابر است با: 5

  )87كامپيوتر ـ سراسري  مهندسي(

1( i47
25  2( i47

26  3( i47
24  4( i48

25  

 :است!؟ چون اين تست غلط  »4«گزينه   پاسخz    داخل ناحيه نيست ولي اگر اين موضوع را ناديده بگيريم! داريم: 5
zz zg(z) z(z w)
z wz(z w)
 

       

2 1 
  

  
cz w

w w iRes g(z) w f (w) g(z)dz i(w ) f (w) i( ) f ( ) i( )
w w w w

                     
2

2
1 1 1 1 1 481 2 1 2 1 5 2 1 25 25  

  

 مقدار انتگرال :84مثال
C

z dz
z(z i)



 
3

2
2 3

1 وقتي كهC منحني متشكل از| z | |هاي ساعت وخلاف جهت دوران عقربه 2 z | دوران در جهـت   1

  )87ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري  مهندسي(  باشد عبارت است از:هاي ساعت ميعقربه
1 (( i) 5 8  2 (( i) 5 8  3 (( i)  5 8  4 (( i) 5 8  

 :چون  »3«گزينه   پاسخc متشكل از دو منحني| z | |هاي ساعت وخلاف جهت دوران عقربه 2 z |1 باشـد  عت مـي هاي سادر جهت دوران عقربه
  دهيم.ها را مدنظر قرار ميقاط تكين بين اين دايرهلذا فقط ن

  zI dz
z(z i)




 
3

2
2 3

1  

z
z(z i)

z i
 

       
21 1


  

z i z i z i z iz i

(z i) .( z ) z z z z ( i)Res f (z) Lim ( ) Lim ( ) Lim Lim i
zz(z i) z z ( i)        

               
  

2 3 3 3 3 3 3

2 2 2 21 1 1 11
1 2 3 2 3 6 2 3 4 3 4 1 3 54 21 1

  

z i

zI dz i Res f (z) i ( i) i ( i )
z(z i)  


             

 
3

2 1
2 3 52 2 4 8 5 8 521  

  

 مقدار انتگرال :85مثال
ze dz

(z )
2

41 روي دايرهC با| z |   )87(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي داروسازي ـ سراسري   در جهت مثبت را بيابيد. 3

1 (e i 216
6  2(e i 28

6  3(e i 216
6  4(e i 28

6  

 :باشد مي 4قطب از مرتبه   »3«گزينه   پاسخ; (z ) z    41 1  

|z|

z
z z

z zz z

ef (z) Res f (z) Lim (e ) Lim e e f (z)dz i Res f (z) i e e i
( )!(z ) 

  

  
            

  3

2
2 2 2 2 2

4 1 11 1
1 1 8 8 168 2 24 1 6 6 6 61   

  

 حاصل انتگرال :86مثال
|z|

z sin( )dz
z 2

1
  )87(مهندسي مواد ـ سراسري   برابر است با: 1

1(i2  2(i 2  3(i2  4(i
 3  

 :4«گزينه   پاسخ«  z   يك نقطه تكين اساسي است لذا با نوشتن بسط لوران تابعz sin
z

2 و يافتن ضريب1
z
zمقدار مانده در1  آوريمرا بدست مي:  

z z ... ...sin z z z sin z [ ] z . .
! ! z z ! z !z ! z ! z

            
3 5 2 2

3 5 3
1 1 1 1 1 1 1 1

3 5 3 53 5
  

zپس مقدار مانده تابع sin
z

2 zدر 1   برابر
!

1
  باشد و داريم:مي 3

|z| z

iz sin ( )dz i Res f (z) i
z 

 
       1

2 1 12 2 6 3
  

  

 باشد غيرقابل قبول است.چون در محدوده نمي

 ن قطب نداريمكاري با اي
z(فقط i 1ها است) قطب از مرتبه دوم، نقطه تكين بين دايره 
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 مطلوب است مقدار انتگرال مختلط داده شده در صورتي كه  :87مثالC ياي به معادلهدايره| z | 1 باشد: 3
C

(z ) dz
z z



2

3
2

4    

  )87(مهندسي مواد ـ سراسري 

1(i2  2(i3  3(i 2  4(i 3  

 :1«گزينه   پاسخ«  

c

z
(z ) idz , z z z( z ) z

z z
iz


  


        
 


 


2

3 2
3

2 4 4 1 24

2



 
½jIw K‰¤

½jIw K‰¤

½jIw K‰¤

  

                   با توجه به فرمول داريم:
z z

P(z )
Res f (z)

q (z )







  

iz z

i( ) i i( )Res f (z) , Res f (z) i
i( ) ( ) ( ) 

    
        

   

22

2 2
2

1 152 4 2 22 4 152 4 44 11 2 812 1 12 1 12 12 4





  

iz

i( ) i i
Res f (z) i

i( ) ( )


 
    

     
   

2

2
2

1 152 4 2 2 152 4 4
1 2 812 1 12 12 4

  

c

(z ) idz i Resf (z) i[ ( i ) (i )] i( )
z z
 

             


2

3
2 15 15 32 2 4 2 48 8 8 24

  

  

 مقدار انتگرال :88مثال
|z|

dz
z sin z

 3   )87(مجموعه رياضي ـ سراسري   در جهت مثلثاتي برابر است با: 2

1(  2(1
6  3(i

3  4(i2  

 :با توجه به بسط  »3«گزينه   پاسخz zsin z z
! !

   
3 5

3 5  :داريم  

iI i( ) 
    

1 126 6 zمانده در 3 ......( ) ( ) z
! ! zz sin z z z z z...

!

        

 

2

2 3 2 3 3
1 1 1 1 1 1 11 3 31 3

  

uدر محاسبه فوق، از بسط تذكر: u
u
   


21 11  .براي مخرج كسر استفاده كرديم  

  

 انتگرال :89مثال
|z|

| dz |
| z a |  1 2كه در آن ،a C و| a |   )87(مجموعه رياضي ـ سراسري   ، برابر است با:1

1(   2(
| a |


 2
2

1
  3( 1  4(| a |2  

 :به روش تستي و بدون حل پاسخ داده » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه   پاسخ
          :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. 

  z x yi , a i      

|z| c

dx dy| dz | dsI
| z a | (x ) (y ) (x ) (y )


  

        1

2 2

2 2 2 2 2  

ds dI
(x ) (y ) (cos ) (sin )

 
  

      
2

2 2 2 2
ds x y d    2 2   x cos x sin

y sin y cos




    
    

  

C 

1 -2 4
x

y
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z z dz dz dzcos , sin , d . .
z iz iz iz izz z (z z) (z iz)( ) ( )

z iz z z

 
       

       
   

 
2 2

2 2 2 2 2 22 2
2 2

1 1 1 1
2 2 1 1 1 2 1 2

2 2 4 4

  

zdz
i [(z z) (z iz)][(z z) (z iz)]


              2 2 2 2

4
1 2 1 2 1 2 1 2

  

|z|

zdz dz dz
i i [ z( i)][z ( i)] i ( z.a)(z a)( z iz)( z z iz) 

  
                 12

4 1 1
1 12 2 2 2 2 2

  

za z
( z.a)(z a) I ia

i a.a | a |z a

              
  

2

11 1 1 21 2 1 1


 SwH ½j»kd¶ pH ZnIi  

  

 مقدار انتگرال :90مثال
|z|

z dz
sin z 488(مهندسي برق ـ سراسري   ست؟برابر كدام ا(  

1(i 2  2(  3(i2  4(i4  

 :نقاط غيرتحليلي تابع  »2«گزينه   پاسخf (z)هاي معادلهريشهsin z   باشند.مي  zf (z) sin z z k (k , , , )
sin z

        1 2    
zنقاط غيرتحليلي  ،z   وz   داخل دايره| z |   قرار دارند، پس داريم:4

z z z

p z p z p zRes f (z) ; Res f (z) ; Res f (z)
q cos z q cos z q cos zz z z z z z  

          
           


 

  

  بنابراين داريم:
|z| z z z

zI dz i[Res f (z) Res f (z) Res f (z)]
sin z   

          4 2


   

zينقطهتوجه:    جا معلوم بود كه مانده در ي تكين رفع شدني است. از هميني يك مخرج است. پس نقطهي مرتبهي يك صورت و ريشهي مرتبهريشه

p(z)شود. اما استفاده از فرمولاين نقطه صفر مي
q (z)

توانستيم به سؤال جواب دن ايرادي ندارد! از طرفي بدون محاسبات فوق نيز ميهم براي مطمئن ش 

fدهيم. (z) شود.ها و در نتيجه حاصل انتگرال صفر ميي هم و صفر هستند، پس مجموع ماندهزوج است و نقاط تكين دورن مرز قرينه  
  

 تگرال مختلطپاسخ ان :91مثال
C

z dz
z iz z



  3 2
2 1

6 كدام است؟ (منحنيC 1اي است به شعاعدايره
  )88كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (  )i3و به مركز3

))i2  3)2  صفر  )1 i)
12 215  4(( i)

12 215  

 :نقاط غيرتحليلي تابع  »3«گزينه   پاسخzf (z)
z iz z




 3 2
2 1

6
    عبارتند از:

z iz z z(z i)(z i) z , z i , z i           3 2 6 3 2 2 3    
zفقط نقطه i   گيرد، بنابراين داريم:قرار مي cداخل مسير 3

z i z iz i

P z i iI i[Res f (z)] i[ | ] i[ | ] i[ ] i[ ] ( i)
q z iz 

   
           

     3 323
2 1 6 1 6 12 2 2 2 2 12 227 6 6 15 153 2 6

  

  

 انتگرال :92مثال
C

sin z dz
z  2 1

    است، كدام است؟ 1و شعاع  iاي در خلاف جهت حركت ساعت، به مركز دايره Cكه در آن مسير 

  )88(مهندسي هوا فضا ـ سراسري 
1(i sin 1  2(sin i  3(i sinh 1  4(i sin i  
 :3و  2«گزينه   پاسخ«      

                    z z i      


2 1   و   
C

sin(z)dzI i Res f (z)
z

  


 2 2
1  

z i

sin(i)I i Res f (z) i sin(i)
i

       2 2 2  
sin(i)دانيم كهاز طرفي مي i sinh( )   ي زير توجه كنيد:هم صحيح است. اگر اين رابطه را در خاطر نداريد به محاسبه) 3ي (است. بنابراين گزينه 1

i (i) i(i)e e e e e e[sin(i) i i sinh( )]
i i

    
   

1 1 1 1
12 2 2  

  

z         است است قابل قبول Cي چون در محدوده i  
zنيست غيرقابل قبول است  Cي چون در محدوده i   i 

y

x
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 مقدار انتگرال :93مثال
C

ze dz
(z i)

2

3روي منحنيC :| z i |    )88اد ـ سراسري (مهندسي مو  در جهت مثبت، برابر كدام است؟  1

1( i
e



2  2( ie 2  3( i 2  4( i

e
2  

 :1«گزينه   پاسخ«  
c

z z

z i

e eI dz i[Res ]
(z i) (z i)

  
 

2 2

3 32  

z i قطب مرتبه سوم تابع
zef (z)

(z i)




2

z(z)   باشد، بنابراين داريم:مي 3 (z i) f (z) e   
23  

z z

z i

(z) e z e iRes f (z) I i( )
z i z i! ! e e e

     
      

 

2 222 4 1 1 222 2  

  

 مقدار انتگرال :94مثال
C

expzI dz
(z i)




2
4 وقتي كهC دايره| z i | 2 د عبارت است از: باشو در جهت مثبت مي  

  )88(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري 

1( I e 
8
3  2( I e  18

3  3( I e 
4
3  4( I e  14

3  

 :4قطب از مرتبه   »4«گزينه   پاسخ  ;  (z i) z i    4     و     
z

C
eI dz

(z i)



2

4  

z
z z z z

z i z i z i z iz i

d (z i) .eResf (z) Lim Lim (e ) Lim ( ze ) Lim ( e z .e )
( )! dz (z i)   

           
   

2
2 2 2 23 4 2

3 4
1 1 1 12 2 44 1 6 6 6  

z z z ( i) ( i) ( i)
z i

iLim ( ze ze z .e ) ( i e ie ( i) .e ) ( i e i e ie )
e

     




                

2 2 2 2 2 23 3 1 1 11 1 1 44 8 8 4 8 8 4 8 86 6 6 6  
iI i Resf (z) i

e e
  

       4 42 2 6 3  
  

 حاصل :95مثالzC
cos zI dz

z e


  2
1 كه در آنCهاي وسط سهمياي در جهت مثلثاتي است كه تخم بستهy x xو 2 y شـود، كـدام   ايجاد مي2

  )88(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري   است.
i  3( i2  4( i )2  صفر )1 2  

 تابع  »1«گزينه   اسخ:پz
cos zf (z)

z e


 2
zي تكين دريك نقطه 1   ي دوي صورت اسـت. (كافيسـت   ي مرتبهي مرتبه دوي مخرج و ريشهدارد. اين نقطه ريشه

zcosارزي به هم z
2

1 2 توجه كنيد.) پسz   ي تكين رفع شدني است بنابراينطهيك نقRes(f , )   :و در نتيجه داريم    

C
I f (z)dz i     2    

zينقطهتوضيح:    دقيقاً روي مرزC يقرار گرفته است، با اين حال چون ماندهf ر اين نقطه برابر با صفر است، تفاوتي ندارد كه اين نقطه روي مـرز  د
  شد، سؤال داراي ايراد علمي بود.در اين نقطه صفر نمي fيباشد يا درون آن باشد. اگر مانده

  
 مقدار انتگرال :96مثال

|z|
tgzdz


 2 و  78برق ـ سراسري (  بر است با:براMBA  88مجموعه رياضي ـ سراسري و  84ـ سراسري(  

i )2  صفر )1 2  3( i 4  4( i4  

 :نقاط غيرتحليلي تابع  »3«گزينه   پاسخf (z) در درون دايره| z | sinعبارتند از:2 zf (z) , cos z z k , k , , ,...
cos z


       1 22   

zفقط نقاط 
  |درون دايره 2 z | قرار دارند، لذا داريم: 2

z z

sin sin( )
Res f (z) , Res f (z) I i( ) i

sin sin( ) 
 

 


             
 

  2 2

2 21 1 2 1 1 4

2 2
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 مقدار انتگرال :97مثال
C

zI dz
z z




  2
5

3 5  وقتي كهC :| z | 3     كدام است؟باشد،در جهت مثبت مي 2

  )89(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري 
1(iI 

 5  2(iI 
  5  3(iI 


2
5  4(iI 

 
2
5  

 :كنيم.ابتدا نقاط تكين تابع زير انتگرال را تعيين مي  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه  پاسخ  

z z z z , z     
       2

1 2
3 29 3 29 3 293 5 2 2 2  

z z (z z )(z z ) (z )(z ) 
       2

1 2
3 29 3 293 5 2 2  

zچون فقط  
2

3 29
  قرار دارد، لذا طبق قضيه كوشي ـ گورسا داريم: cدرون منحني 2

C

z

(z )
dz i( ) i( )

z ( )


  

  
    

   
 



5
3 29 3 29 5 7 292 22 2
3 29 3 29 3 29 2 29

2 2 2
 

 

 حاصل انتگرال :98مثال
|z|

zeI dz
(z )


 3

2
41 89(مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (ie 28
3  2 (ie 1 4

3  3 (ie 


31
4  4 (e i


18 17  

 :نقطه  »1«گزينه   پاسخz  1ـ گورسا داريم:با استفاده از قضيه كوشي .باشد، نقطه تكين تابع زير انتگرال مي    

|z|

z z

z
e (e )dz i[ ]

!(z )



 

 3

2 2
14 2 31  

    را قرار دهيم: -1آن عدد  zر مشتق بگيريم و به جاي، سه باze2پس بايد از
z z z zf (z) e f (z) e f (z) e f (z) e f ( ) e            2 2 2 2 22 4 8 1 8  

e  لذا حاصل انتگرال برابر با مقدار مقابل است: e i iei
!

    
   

 

2 2 28 8 2 823 1 2 3 3  
 

 حاصل انتگرال :99مثال
|z|

ze dz
i z sin z  1

1
  )89(مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري   است؟ كدام 2

1 (1
6  2 (1

3  3 (3  4 (6  

 :در حاصل انتگرال داده شده برابر مانده  ها صحيح نيست!هيچكدام از گزينه  پاسخz   واضح است باشد.ميz   باشد، اما چـون قطـب   قطب تابع مي

sinو zeتواند جالب باشد. نوشتن بسط دو تابعهاي مانده نميباشد، استفاده از فرمولمرتبه سوم مي z    و تقسيم صورت بر مخـرج و تعيـين ضـريب
z
  بهتـرين   1

  راه است.

z
z zze z z z! ! ( z ) ( z )

z sin z ! ! !z z z z z zz (z ) ( )
! ! ! !

   
         


       

2 3
2 2 3

3 5 3 5 3 2

1 1 12 3 1 12 2 3 613 5 3 5 6 12


 

  


  

  
6 36 33
2 12 1 

zضريب  z z( z )( )
! ! zz

       
2 3 2

3
6 6 11 12 3 12 
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 اگر  :100مثالC  مرز (منحني) دايره| z | قدار پيموده شده در جهت مثلثاتي باشد، آنگاه م 2
C

cosh z dz
z (z )


 22 2

4
  كدام است؟    

  )90مهندسي مكانيك ـ سراسري (
 1 (i 4  2 (  3 (i2  4 (i4  

 :از مانده در ها درون مرز هستند. بهتر استي قطبهمه  »2«گزينه   پاسخz   .استفاده كنيم  
cosh

zg(z) f ( ) [ ]
zz z ( )

z z

   



2 2 2

2 2

1
1 1 1

1 1
4

  

zي آن درزوج است و مانده g(z)حال واضح است كه   :برابر است با صفر. بنابراين داريم  I i Res(f , ) i Res(g , )       2 2    
fاز آنجا كه به محاسبات فوق نيست! البته نيازيتوضيح:  (z) ي صـفر تكـين ديگـر   همچنـين نقطـه   ي يكـديگر و زوج است و نقاط تكين داخل مرز، قرينه 

  شود.ها و حاصل انتگرال صفر مي، مجموع ماندهباشدمي
  

 

 مقدار انتگرال  :101مثال
C

dz
zsin z  روي دايرة يكه(| z | )   )90مهندسي كامپيوتر ـ سراسري (  عبارت است از: 1

1 (i 2  2 3  ) صفر (i
sin



2  4 (i2  

 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهها بدون حل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه   پاسخ
            :شودبا وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. 

fتابعاول:  شرو (z)
z sin z


zگيريم. نقطهرا در نظر مي 1   قطب مرتبه دوم تابعf ،داريم لذا است:  

HOP
z z zz

z sin z z cos z cos zRes f (z) Lim( ) ' Lim Lim
zsin z sin z  


  

2

2  




cos z

z|z|

z sin z
sin z cos z

dzI i Res f (z) I ( i)
zsin z 




        
1

2

2 2




 
  

zدانيم مانده توابع زوج درميروش دوم:    چون .برابر صفر استf (z)
zsin z


  .شود، تابعي زوج است، لذا مانده برابر صفر و در نتيجه حاصل انتگرل صفر مي1

  
 مقدار انتگرال  :102مثال

|z|

dz
cosh z

 2 90مهندسي مواد ـ سراسري (  (دايره بسته در جهت مثلثاتي پيموده شده) چقدر است؟(  

1 (i 2  2 (i  3 (i2  4 (  

 :4«گزينه   پاسخ«  
cosh z

zداراي دو قطب ساده 1 i  |در داخل دايره2 z |   ها خواهيم داشت:مانده باشد لذا بنا به قضيهمي2

|z|
z i

dzI i Resf (z) i( )
cosh z i i 



       2
2

1 12 2   

  
 بسط به سري تابع ثابت :103مثالf ( ) , a

acos
  

 
1     دست آوريد.را به 11

  )90مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري (

1 (
n

n
n

a




2

2
  2 (

n

n

a
( n)!




 2

  3 (
n

n

a
( n)!






2

2
  4( n

n

a( )



 2

  

 :با تغيير متغير  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه  پاسخiz e  :داريم  
i ia aa cos (e e ) (z )

z
  

 
     

1 1 1
11 1 12 2

  

fبنابراين (z)
a (z )

z


 

1
11 2

  ي ثابت سري برابر است با:است. طبق فرمول ضرايب سري لوران، جمله 

|z| |z|
f (z) dza dz

a ai (z ) i z z
 

 
     
 1 1 2

1 1
2 2

2 2
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aa  كنيم:ج را تعيين ميهاي مخرريشه z
a

  
     



2
2 1 11   

|با استفاده از شرط a |1 شويم كهمتوجه ميaz
a

 


2
1

1 azدرون مرز و 1
a

 


2
2

1 هـا را بـه تـوان دو    خـارج از مـرز قـرار دارد. كافيسـت آن     1

|بينيد كهبرسانيد. مي z |2
2 |و 1 z |2

1 p(z)fياست. مانده 1 (z)
a aq(z) z z

 
  2

1

2 2

    آوريم.بدست مي z1يرا در نقطه 

p(z )
Res(f , z )

q (z ) az a a
   

       

1
1 2 21 1

1 1 1
1 1 1 1 1

  

a  بنابراين داريم: i Res(f , z ) (arcsin a)
i a

    
 

1 2
1 122 1

  

عبارت
a 2

1
1

arcsin، مشتقِ a لورناست. بسط مكarcsin a گيريم:را نوشته و از آن مشتق مي  a aarcsin a a   
  

3 53
2 3 2 4 5   

a  گيري از طرفين داريم:با مشتق a a a

a
       

  

2 4 2 4

32
1 3 15 31 12 3 2 4 5 2 21

   

  
 حاصل انتگرال مختلط  :104مثال

C

ze
z(z ) 1  روي دايرهC :| z | 1   )91مهندسي كامپيوتر ـ سراسري (  در جهت مثلثاتي چقدر است؟ 3

1(i 2  2(i( e )   12 1  3(i2  4(i( e )  12 1  

 :يرتحليلي تابع زير انتگرال عبارتند از:نقاط غ  »4«گزينه   پاسخ  
 قطب ساده
 قطب ساده

z ;
z(z )

z ;


     
1 1


    

|با توجه به اينكه هر دو نقطه فوق داخل مرز z | 1   توان چنين نوشت:قرار دارند، مي 3

  
C

z z z z z

z z
z z

e e e e edz i Res Res i[ ] i( e )
z(z ) z(z ) z(z ) z z



 
 

 
         

     
 1

1 1
2 2 2 11 1 1 1


    

  
 اگر جهت دايره  :105مثالC :| z | هاي ساعت باشد، انتگرال جهت حركت عقربه 1

C
sinz dz
z   )91مهندسي هوافضا ـ سراسري (  كدام است؟  4

1 (i
 3  2 (  3 (i

3  4 (2
3  

 توان چنين نوشت: هاي ساعت است، ميگيري درجهت حركت عقربهكه مسير انتگرالبا توجه به اين  »3«گزينه   خ:پاس  

C z

sin z sin z idz i{Res } i[ ]
z z


        4 4

12 2 6 3  

 

 مقدار انتگرال  :106مثال
C

cosh z
(z ) 2 21 وقتي كهC  دايره| z i |  

1 31 2 هاي ساعت جهت داده شـده كـدام   است و در خلاف جهت حركت عقربه 2

  است؟
  )91مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري (

1((sin cos )
1 12  2((sin cos )

1 12  3((sinh cosh )
1 12  4((sinh cosh )

1 12  

 آوريم:باشند را به دست ميهاي مخرج كه همان نقاط غير تحليلي ميابتدا ريشه  »2«گزينه   :پاسخ  z i ;
(z )

z i ;


     
2 2 21 2

¾LUo¶K‰¤
¾LUo¶K‰¤

  

zنقطه غيرتحليلي i  خارج دايرهc  :قرار دارد. زيرا داريم  | i i | | i |       
1 3 9 31 1 12 2 4 2  

  خواهيم داشت:بنابراين 

  
z i

cosh z d cosh z sinh z(z i) (z i) cosh z sin cosI i[Res ] [ i{ ( ) ] i[ ] i[ ] (sin cos )
z i z idz i(z ) (z i) (z i)

    
         

   

2

2 2 2 4
2 1 12 2 2 2 1 14 21
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 مقدار انتگرال  :107مثال
|z |

Ln(z ) dz
(z )z 



 2 1

2
2
1

2 برابر با كدام گزينه زير است؟  

  )91(مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري   

1(Ln i 3
4  2(Ln i 5

4  3(Ln i 3
2  4(Ln i 5

2  

 :نقاط غيرتحليلي تابع زير انتگرال عبارتند از:    »4«گزينه   پاسخ  

  z ;
(z )z

z


     
2 22 2




¾LUo¶ Kˆ¤  

Ln(zنقاط غيرتحليلي تابع )2 |خارج دايره 1 z | 2 zقرار دارند و قطب 1   نيز خارج دايره| z | 2   : داريم است. بنابراين 1

C z

Ln(z ) Ln(z ) Ln(z ) Ln Lni Res i i( ) i
z(z )z (z )z z

[ ] [ ]


   
      

  
2 2 2

2 2 22
1 1 1 5 52 2 22 4 22 2  

داخل ناحيه و يـا خـارج ناحيـه     Lnبعها، اگر در هر چهار گزينه براي انتگرال مقدار داده شده بود، عملاً بررسي اين كه نقاط غيرتحليلي تادر آزمونتوجه: 
  هستند، لزومي ندارد. زيرا اين نقاط اگر قرار باشد داخل ناحيه باشند، چون غيرتنها هستند، پس انتگرال قابل محاسبه نخواهد بود.

 

 حاصل انتگرال :108مثال
C

z cos zdz 4 2 92مهندسي هوافضا ـ سراسري (  برابر كدام است؟(  

1 (  2 (i
2  3 (i  4 (i2  

 :اين تست منحني  »1«گزينه   پاسخC به دليل عدم اطـلاع از منحنـي  «اي تحت عنوان يد اگر طراح گزينهتردرا مشخص نكرده است و بيC  قابـل ،
نيسـت، چـون حاصـل     Cتر شود. اما دقت كنيد نيازي به منحنـي توانست كمي جذابكرد، تست ميها مطرح ميرا به عنوان يكي از گزينه» محاسبه نيست

  اده شده برابر مقدار زير است:انتگرال د

z(مانده تابع زير انتگرال در نقطه  (
C

cos z dz i
z

  4
2 2  

و چون مانده تابع (يعني ضريب
z
zنقطه تكينشود. (بدون توجه به اين كه ) برابر صفر است، حاصل انتگرال صفر مي1   درونC    قرار دارد يا نـه حاصـل

  چون مانده صفر است.) ،شودصفر مي

zيدر توابع زوج مانده در نقطهنكته:    در اين تست تابع .همواره برابر صفر استcos z
z4

zتابعي زوج است و در قطب 2  .مانده همواره صفر است ،  
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  هابه كمك قضيه مانده هاي عدديو برخي سري حقيقيي انتگرال توابع محاسبه :4درسنامه 
  

 حاصل انتگرال :1مثالdI
sin

 


 
2

5 3
  كدام است؟ 

1 (
2  2 (   3 (2  4 (

4  

   : با جايگزيني»  1«گزينه پاسخsin (z )
i z

  
1 1
dو 2 dz

iz
 

           داريم: 1

|z| |z| |z|
dzI ( ) dz dz
iz z iz(z ) iz (z )

i z
  

  
    

   21 1 12
1 1 2

3 1 3 3 1 35 5 12 2


  

i  هاي مخرج داريم:با به دست آوردن ريشه i i iz i ,      
   

1 1 36 1 8 36 6 3
     

izفقط   |يدرون دايره 3 z |1 با فرض قرار دارد، پسp(z)f (z)
q(z)

  :داريم  i ii z zz

p(z)Res f (z)
q (z) z i i   

  
  333

2 1
6 1 4

  

I i
i


   

12 4 2 

 

 حاصل انتگرال :2مثالdI
cos sin

 


   
2

3 2
  كدام است؟  

1 (  2( 
2  3 (3

2  4 (2  

  : با جايگزين كردن مقادير گفته شده داريم:  »1«گزينه پاسخ  

|z| |z|

dz
dzizI i[Res ( )]

( i)z iz i ( i)z iz i(z ) (z )
z i z

 
    

          
 1 1 2 2

2 12 21 1 1 1 2 6 1 2 1 2 6 1 23 2
   

izدو قطب ،با صفر قرار دادن مخرج 
1

2
zو 5 i 2 izشود كه فقطحاصل مي 2 

1
2

|در داخل دايره 5 z |1 :قرار دارد لذا داريم  

z zz z
I i Res i Lim I i

i( i)z i( i)z iz i ( i) i
          

       11 2
1 1 14 4 4 22 1 2 61 2 6 1 2 2 1 2 65

  

 

  حاصل انتگرال :3مثالdI
cos

 


 
2

2
  كدام است؟ 

1 (
1
2  2 (2  3 (i2  4 (1  

  : با جايگزيني»  2«گزينه پاسخcos (z )
z

  
1 1
  داريم: 2

|z|

dz dz
dz dziz izI

i iz (z ) z z z z(z )
z z




   

      
   1 2 2 2

1 2 1 2
1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 12 2 2

     

z  كنيم:هاي تابع را حساب ميبا صفر قرار دادن مخرج كسر، قطب z z , z       2 2 2 1 2 1 2 1  
zه از بين دو قطب فوق فقطك  2 |درون دايره 1 z |1 :واقع است، لذا داريم  

z z
I i Res f (z) i Re z [ ] i i( ) i

zz ( )z z   


            

    22 1 2 1
2 1 12 2 4 4 2

2 12 2 2 2 2 1 2 22 2 1
  

دقت كنيد پشت انتگرال ضريب
i
Iداشتيم، پس 1 ( i)

i
   

1 2 2.  
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I Re[ i( )] [ ( )]
i i



       



1 3 1 1 12 22 4 2 2 4

4

 حاصل انتگرال :4مثالxI dx
x x








 
2

4 2
1

5 4
  كدام است؟  

) 3  1) 2  ) صفر1
6  4 (5

6  

  : هــاي تـابع داراي قطـب »  3«گزينه پاسخz i 2 وz i   بـاشـــد كــه فقــط   مـيi وi2  بــا فـرض    .صفحــه فـوقـانــي قــرار دارنــد    در نيــم
p(z) z 2 q(z)و 1 z z  4 25   خواهيم داشت: 4

p(i) p( i) (i) ( i)I i[ ] i[ ] I i[ ]
q (i) q ( i) i i i i(i) (i) ( i) ( i)

    
          

      

2 2

3 3
2 1 2 1 2 52 2 22 4 1 32 2 64 1 4 2 1 2   

  
 

 حاصل انتگرال  :5مثالxI dx
x x

 


 
2

4 2
2 1

5 4
  برابر كدام گزينه است؟ 

1 (
6  2 (

2  3 (
4  4 (

3  

 :توان آن را به صورت زير نوشت:وجه به زوج بودن تابع ميي انتگرال امكان استفاده از فرمول وجود ندارد، اما با تبا توجه به بازه  »3«گزينه   پاسخ  
xI dx

x x








 
2

4 2
1 2 1
2 5 4

  

zfبراي اين منظور لازم است مانده .توانيم از فرمول استفاده كنيمحالا مي (z)
z z




 

2

4 2
2 1

5 4
  :هايي كه بالاي محور حقيقي هستند، حساب كنيمرا در قطب 

z i
z z (z )(z ) z i , z i

z i
 

           
4 2 2 2 25 4 4 1 2 Â£Ã£e n¼d¶ Á¯IM ÁIÀK‰¤  

z (i)
z i i iz z (i) (i)

  
    

 

2 2

3 3
2 1 2 1 3 1

6 24 1 4 1 
zمانده در  i   

    z ( i)
z i i iz z ( i) ( i)

  
   

  

2 2

3 3
2 1 2 2 1 9 3

2 12 44 1 4 2 1 2 
zمانده در  i 2   

 

 حاصل :6مثالdx
(x )(x )



   2 21 9
  كدام است؟ 

1 (
4  2 (

12 3 (
3  4 (

2 

  : هاي تابعقطب  »2«گزينه  پاسخz i  وz i 3 باشند، كه فقطميz i وz i   حقيقي هستند:بالاي محور  3

z i z i

z i z i

z i z iLim Lim
i(z )(z ) (z i)(z i)(z )

I i( ) i( )
z i z i i i iLim Lim

i(z )(z ) (z )(z i)(z i)

 

 

                      
     

2 2 2

2 2 23 3

1
161 9 9 1 1 3 12 23 3 1 16 48 48 12

481 9 1 3 3

  

 

 حاصل :7مثالxI dx
( x )







2

2 41
  كدام است؟ 

1 (
8  2 (

32  3 (
16  4 (  

 :تابع»  3«نه گزي پاسخzf (z)
( z )




2

2 41
zدر  i  يداراي قطب است. ماندهf را درz i است و بـالاي محـور افقـي قـرار      4ي كه قطب مرتبه

z  كنيم.حساب مي ،دارد i z i
d z d zRes(f , i) [(z i) ] [ ]

! dz (z i) (z i) dz (z i)
   

  

3 2 3 2
4

3 4 4 3 4
1 1
3 6  

zاگر از
(z i)

2

z  ، سه بار مشتق بگيريم خواهيم داشت:4 i
z z iRes (f , i) [ ]

(z i) (z i) (z i)



    

  

2

5 6 7
1 24 12 12
6 32

   

iI  در نتيجه داريم: i  
   2 32 16  
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هاگيري به كمك قضيه مانده، محاسبه مانده و انتگرالي مختلطهاسري:  چهارمفصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :8مثالn حاصل انتگرال آنگاه ،عددي طبيعي باشدn
dxI

(x )




 2 11

    برابر كدام گزينه است؟ 

1 (n
( n!)

(n!)

2

2
2

  2 (n
( n!)

(n!)


2 1 2
2

2
  3 (n

(n!)
( n!)


22 2

  4 (n
(n!)

( n!)


2 12 2
  

 :(با توجه به زوج بودن تابع زير انتگرال) ي آني انتگرال امكان استفاده از فرمول وجود ندارد، اما با تغيير بازهبا توجه به بازه  »2«گزينه   پاسخ 
  توانيم از فرمول استفاده كنيم، بنابراين داريم:مي

n
dxI

(x )



 
 2 1

1
2 1

  

nfكافي است مانده تابع (z)
(z ) 


2 1
1
1

zتنها قطب تابع كه بالاي محور حقيقي قرار دارد، .هاي بالاي محور حقيقي تعيين شونددر قطب  i لذا باشدمي ،

zبا توجه به اين كه i يقطب مرتبه(n )   است، داريم: ام1
(n ) n

n
(n ) n n n nz i z i

d dLim [(z i) ( )] Lim [ ]
(n )! n!dz (z i) (z i) dz (z i)

 


     
  

    

1 1
1

1 1 1 1 1
1 1 1 1
1 zمانده در 1 i  

  ام برسيم:nصل مشتق ي كلي در مورد حاگيريم تا بتوانيم به يك ضابطهچند بار مشتق مي
n n n

n n n n n nz i z i z i

d (n ) d (n )(n ) d (n )(n )(n )Lim [ ] Lim [ ] Lim [ ]
n! n! n!dz (z i) dz (z i) dz (z i)

  

       

       
  

  

1 2 3

1 2 2 3 3 4
1 1 1 1 2 1 1 2 3  

  رسد فرمول كلي مشتق به صورت زير باشد:به نظر مي

n n

n n n

n nz i

( ) (n )(n ) (n n) ( ) (n )(n )(n ) (n n) ( ) (n )(n )(n ) ( n)Lim[ ] [ ] [ ]
n! n! n!( i) ( i)(z i)

   

            
  


1 2 1 2 1

1 1 1 3 1 1 1 2 3 1 1 1 2 3 2
2 2

    

)براي اين كه بتوانيم عبارت صورت كسر بالا را به صورت n)!2 بنويسيم، لازم است جملات قبل از(n )1   نيز اضافه شود، بنابراين در صورت و مخرج كسـر
n)عبارت  ) (n ) n      1 2 2 1 كنيم.را ضرب مي  

  
( n)!

n

n
( ) (n ) (n ) n (n ) ( n)[ ]

n! [ (n ) (n ) n]( i) 
           


      

2

2 1
1 1 1 2 2 1 1 2

1 2 2 1 2


 


  حاصل عبارت 

  شود:صورت زير بازنويسي مي داريم بنابراين عبارت به !nبود و لذا در مخرج !nعبارتي كه ضرب كرديم، همان
n n

n n
( ) ( n)! ( ) ( n)![ ]

n! ( i) n! (n!) ( i) 
 

 2 1 2 2 1
1 1 2 1 2

2 2
  حاصل عبارت 

n n n

n n n n n n n
( n)!( ) ( n)!( ) ( n)!( ) ( n)!I [ i( )] [ i( )] [ i( )]

(n!) . .(i) (n!) . .(i ) i (n!) . .( ) i (n!)    
   

      
2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1

1 2 1 1 2 1 1 2 1 22 2 22 2 22 2 2 1 2
  

را بـا امتحانـات پايـان تـرم اشـتباه       تسـتي  هـاي گاهي بعضي از طراحان كه آزمـون  از چون هر ،رسانمبا عرض خسته نباشيد از حل اين مثال به اطلاع ميتوضيح: 
توانيد در صـورت  تر مي(البته به عنوان روش ساده .ت نيز آشنا شويدسؤالاگونه ما هم اين مثال را آورديم تا با حل اين ،كنندسؤالات طرح مياز اين نوع  گيرند،مي

  رسي كنيد.)تري را برها هم همان عدد را قرار دهيد و انتگرال ساده، عددي مناسب قرار دهيد و در گزينهnسؤال به جاي
  

  

 حاصل :9مثالcos xI dx
x






 2
2

9
  كدام است؟ 

1 (
e


33
  2 (

e


63
  3 (

e


39
  4 (

e


69
  

  : مانده تابع فوق كافي استراي محاسبه انتگرال ب»  2«گزينه پاسخ
ize

z 

2

2 9
  .حساب كنيم ،هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارندرا در قطب 

iz iz iz

z i
z i

cos x e e e edx Re[ i Res ] Re[ i Res ] Re [ i ] i.
z i ix z z e

[ ]










         

  
2 2 2 6

32 2 2 63
2 2 2 2 3 39 9 9 3
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 حاصل انتگرال :10مثالxsinxI dx
x x






  2 2 2
  كدام است؟   

1 ((cos sin )
e

 1 1   2 ((sin cos )
e

 2 1 1  3 ((sin cos )
e

 1 1  4 ((cos sin )
e

 2 1 1  

 :تابع»  3«گزينه  پاسخf (z) را به صورتzf (z)
z z


 2 2 2

  :كنيميهاي تابع را حساب مبا صفر قرار دادن عبارت مخرج كسر قطب .كنيمتعريف مي 

  z z (z ) (z ) i z i z i                   2 2 2 22 2 1 1 1 1 1 1   

zاز دو قطب فوق فقط i  1 پس بايد مانده تابع ،بالاي محور حقيقي قرار داردizf (z)e  .از روش سـوم محاسـبه   اسـتفاده   را در اين نقطه حساب كنـيم
iهاي تابع مشتق مخرجzهاي صورت و همچنينzه جاي تمامدانيم بايد بميتر است. براي اين تست مناسبمانده  1 :قرار دهيم  

( i)( i )e    


11
در مانده 2

i( i) ( i)
i( i)e ( i)e z i

( i) i

      
     

  

1 11 1 12 1 2 2
´Ã¹¨Â¶ Jo† nj Hn Zoh¶ » Rn¼‚ مانده درz i  1  

i(i )e i i sin i( )e [cos( ) i sin( )] cos cos sin
e e e e e


   

        
11 1 1 1 11 1 1 1 12 2 2 2 2 zمانده در 2 i   1  

هـاي دوم و سـوم قسـمت    جملـه  i2با ضـرب در  .ضرب كنيم و بعد قسمت موهومي آن را به دست بياوريم i2طور كه گفتيم بايد اين عبارت را درهمان
هـا، بـه عنـوان قسـمت     هاي اول و چهارم ضـرب شـود آن  در جمله i2چون وقتي فاقاً همين قسمت مدنظر ماست.)(كه ات موهومي به حساب خواهند آمد،

cos  شود:پس حاصل انتگرال برابر با مقدار مقابل مي حقيقي عبارت محسوب خواهند شد. sinI (sin cos )
e e e

  
   

2 1 2 1 1 12 2  
 

 حاصل انتگرال  :11مثالcos x dx
x x







  4 25 4
)برابر كدام گزينه است؟  )      

1 (( e e )  
 224  2 (( e e )  

 226  3 (( e e )  
 224  4 (( e e )  

 226  

 :براي تابع فوق»  2«گزينه   پاسخf (z)
z z


 4 2

1
5 4

  كنيم:هاي تابع را حساب ميگيريم. ابتدا قطبدر نظر مي 

z z (z )(z ) z i , z i           4 2 2 25 4 1 4 2   

حالا كافيست مانده
i ze

z z



 4 25 4
  هاي بالاي محور حقيقي حساب شود:، در قطب

e eI Re[ i( )]
i i

  



     




2
2 6 12 ( e e )  

 226

i z i (i)e e e
z i iz z (i) (i)

  
  

 3 3 64 1 4 1 
z مانده در i

i z i ( i)e e e
z i iz z ( i) ( i)

   
   

 

2 2

3 32 124 1 4 2 1 2 
z مانده در i 2

  
 

 حاصل :12مثالcosxI dx
(x )




 2 24

    برابر كدام گزينه است؟ 

1 (e 23
16  2 (e 23

32   3 (e  23
16  4 (e  23

32  

 :انتگرال را به صورتا بايد بازه ابتد ،نهايت استبا توجه به كران انتگرال كه از صفر تا بي»  2«گزينه   پاسخ



 تبديل كنيم، چون تابع زير انتگرال زوج 

  پذير است و لذا داريم:است اين موضوع امكان
cosxI dx

(x )






 2 2
1
2 4

  

براي محاسبه اين انتگرال بايد مانده
ize

(z )2 24
zقي حساب كنيم. تنها قطب تابع كه بالاي محور حقيقي قرار داردهاي بالاي محور حقيرا در قطب  i 2 

  باشد و لذا داريم:مي
iz iz iz i( i) i( i)

z i z i

e (z i) ie (z i) (z i)e ie ( i i) ( i i)eLim[ ] Lim
! (z i) (z i) (z i) ( i i) 

        
   

2 2 2 2 2

2 2 4 42 2
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 2 2 2

zمانده در  i 2  

ie


23
32

e ( i) ( i)e ( i)e    
  



2 2 2

4
16 2 4 24

16 164
  

e 23
32

ie eI Re[ i( )] I ( ) I
  

      
2 21 3 1 322 32 2 16  

 



  

212 

هاگيري به كمك قضيه مانده، محاسبه مانده و انتگرالي مختلطهاسري:  چهارمفصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل انتگرال  :13مثالxsin( x) dx
(x )(x )



   2 2
3

3 1
    برابر كدام گزينه است؟  

1 ((e e ) 
3 3 3

4  2 ((e e ) 
3 3 3

2  3 ((e e ) 
3 3 3

4  4 ((e e ) 
3 3 3

2  

 با توجه به تابع زير انتگرال بايد مانده تابع  »4«گزينه   سخ:پا
i zze

(z )(z ) 

3

2 23 1
هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند) هاي آن (قطبرا در قطب 

zهاي بالاي محور حقيقي فقطقطب .حساب كنيم i zو 3 i يم:هستند، لذا دار  
i z i (i)ze ie ie e

z i iz(z ) z(z ) i(i ) i(i )

 
   

     

3 3 3 3

2 2 2 2 4 42 1 2 3 2 1 2 3
zمانده در  i  

i z i (i )ze ie ie e
z i i ( )z(z ) z(z ) (i )[(i ) )] (i )[(i ) ]

 
   

      

3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2
3 3

43 2 3 22 1 2 3 2 3 3 1 2 3 3 3
zمانده در  i 3  

    بنابراين حاصل انتگرال برابر مقدار زير است:

(e e ) 
3 3 3

2
e eI Im[ i( )]
 

   
3 3 3

2 4 4  
 

 حاصل  :14مثالcosxI dx
( x )




 2 41
    كدام است؟ 

1 (
e
37

48  2 (
e
37

96  3 (
e
37

24  4 (
e
37

12  

 :ي تابعابتدا بايد مانده  »2«گزينه   پاسخ
izef (z)

(z )


2 41
zدررا   i    4ي كه بالاي محور حقيقي است تعيين كنيم. اين نقطه يـك قطـب مرتبـه 

  است. بنابراين داريم:
iz iz

z i z i
d e d eRes(f , i) [(z i) ] [ ]

! dz (z i) (z i) dz (z i)
   

  

3 3
4

3 4 4 3 4
1 1
3 6  

  گيري از اين عبارت داريم:با سه بار مشتق
iz iz izQ(z) (z i) e Q (z) e [i(z i) (z i) ] Q (z) e [ (z i) i(z i) i(z i) (z i) ]                       4 4 5 4 5 5 64 4 4 2  

( ) izQ (z) e [ i(z i) (z i) (z i) i(z i) (z i) i(z i) i(z i) (z i) ]                        3 4 5 5 6 5 6 6 74 4 2 4 2 2 12     

zبا جايگذاري i ،مقدار مشتق سومe i 174
)  آيد. در نتيجه:به دست مي 32 )Res(f , i) Q (i) ie

  3 11 1 74
6 6 32  

  :داريم در نتيجه
ixe idx i e e

( x )

  



    

 1 1
2 4

74 742 6 32 961
  

    ي بخش حقيقي آن داريم:و در نهايت با نصف كردن جواب و محاسبه
ixcos x cos x eI dx dx Re dx e e

( x ) ( x ) ( x )

    
 

       
     1 1

2 4 2 4 2 4
1 1 1 74 37
2 2 2 96 961 1 1

  
 

 در حاصل انتگرال  :15مثالcos xI dx
(x )(x )






 
4

2 21 4
  برابر كدام گزينه است؟ e8، ضريب

1 (
 6  2 (

 24  3 (
12  4 (

 48  

 :براي 4با توجه به توان   »4«گزينه   پاسخcos xچون همان طور كه گفتيم فرم  ،پذير نيست، واضح است استفاده از فرمول گفته شده امكان

cosكسينوس بايد به صورت ax يباشد. براي اين منظور از رابطه
ix ixe ecos x


   گيريم:ك ميكم ،2

ix ix
ix ix ix ix ix ixe ecos x ( ) [(e e ) ] ([e e (e )(e )]


  

     4 4 2 2 2 2 2
4
1 1 22 162

  

ix ix ix ix ix ix ix ix(e e ) [e e (e )(e ) (e )( ) (e )( )]           2 2 2 4 4 2 2 2 21 12 4 2 2 2 2 216 16  

i x ix ix ix(e e e e ) ( cos x cos x ) (cos x cos x )           4 4 2 21 1 14 4 6 2 4 8 2 6 4 4 2 316 16 8  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

cos  شود:بنابراين انتگرال داده شده به صورت مقابل نوشته مي x cos x dxI dx
(x )(x ) (x )(x ) (x )(x )

  

  
  

       2 2 2 2 2 2
1 4 1 2 3
8 2 81 4 1 4 1 4

  

  داگانه حساب كنيم، بهتر است انتگرال زير را حساب كنيم:هاي فوق براي اين كه مجبور نباشيم هر سه انتگرال را به طور جبا توجه به انتگرال
cosnxJ dx

(x )(x )






  2 21 4
  

ي اين انتگرال بايد ماندهرا قرار دهيم. براي محاسبه و 2، 4، مقادير nو در نهايت به جاي
inze

(z )(z ) 2 21 4
اين تابع كه در بالاي محور  هايدر قطب 

zهاي اين تابع كه بالاي محور حقيقي قرار دارند،حقيقي قرار دارند را حساب كنيم. قطب i وz i   هستند و لذا داريم: 2
inz n ne e e

z i iz(z ) z(z ) i(i ) i(i )

 
  

     2 2 2 2 62 4 2 1 2 4 2 1
zمانده در  i  

inz n ne e e
z i iz(z ) z(z ) ( i)[( i) ] ( i)[( i) )]

 
   

     

2 2

2 2 2 22 122 4 2 1 2 2 2 4 2 2 2 1
zمانده در  i 2  

    برابر است با: nبنابراين حاصل انتگرال برحسب 
n n

n ne eJ Re[ i( )] e e
i i

 
  

    
2

22 6 12 3 6  

است كه واضح است فقط به  e8ي سؤال ضريبشود. اما خواستهرا قرار دهيم، حاصل سه انتگرال معلوم مي و 2، 4، سه مقدار nخب حالا اگر به جاي
nازاي     آيد، پس داريم:به وجود مي e8ي، جمله4

e e   
  2 4 8

6 6  

1اما پشت انتگرال اصلي ضريب
برابر e8وجود دارد و لذا ضريب نيز 8

 48( ) 
1
8   شود.مي 6

 

 حاصل  :16مثالsin xI dx
(x )(x )






  2 4 1
، چند برابر

  است؟ 5

1 (cos e 21  2 (cos e 21  3 (cos e 22 1  4 (cos e 22 1  

 :ابتدا تابع » 1«گزينه   پاسخ
izef (z)

(z )(z )


 2 4 1
zگيريم. اين تابع قطـب سـاده  را در نظر مي  i zرا بـالاتر از محـور حقيقـي و    2 1  را روي

fيمحور حقيقي دارد. بنابراين مانده (z) را درz i zو 2 1 كنيم. اولي را درحساب ميi2 و دومي را درi دقت كنيد كـه مسـير   ضرب خواهيم كرد .
zي تكيننقطهاست.  تا ها ازxگيري محورانتگرال 1 يروي مرز قرار دارد. با يك كمان به اندازه  انيم آن را دور بـزنيم بـه   تـو (نيم دايره) مـي

zهمين خاطر مانده در 1 رادر ي مخرج داريمبا تجزيه كنيم.ضرب مي
izef (z)

(z i)(z i)(z )


  2 2   . بنابراين:1

iz i iz

z z z i z i

e e e eRes(f , ) Lim(z )f (z) Lim , Res(f , i) Lim(z i)f (z) Lim
(z i)(z i) (z i)(z ) ( i)( i )



   
       

    

2

1 1 2 2
1 1 2 22 2 5 2 1 4 2 1

  

ie  و در نتيجه: e i i ( i)f (x)dx i i (cos i sin ) (i cos sin )
i( i ) ie ( i ) e





      
           

  
2

2 2
1 2 1 22 1 1 1 14 2 1 5 1 2 5 52 2 1 1

  

ixsin  انيم كه:ددر نهايت مي x eI dx Im dx cos (cos e )
(x )(x ) (x )(x ) e

  
 

  
      

     2
2 2 2

2 1 15 54 1 4 1 1
  

  

 حاصل :17مثال
ixeI dx

x








 2 1
 را بيابيد. 

 :براي حل اين مسئله طبق نكته فوق بايد مانده تابع پاسخ
ize

z 2 1
zدر قطب  i :را حساب كنيم  

iz iz i

z i z i

e e e e eLim(z i) Lim I i e
(z i)(z i) z i i i i

 


 
          

  

2 1 1
122 2 zمانده در 2 i  
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 حاصل  :18مثال
ax

x
eI dx

e





 1
)برابر كدام گزينه است؟،  a )  1  

1 (
sin a




2  2 (
sin a



  3 (
sin a

2  4 (

sin a

2

  
  

  :فرض كنيد  »2«گزينه پاسخ
az

z
ef (z)

e


1
    گيريم:در مسير زير انتگرال مي fو از 

zتابع تحت انتگرال يك قطب i  :در مسير داده شده دارد، لذا داريم  

C

a if (z)dz ie    2
a i

a i
iz i

eResf (z) e
e







     

 

R
x

2 i

y

R

3C

1C

2C4C

1C

i

  
zدقت كنيد ا در چهار مسير مختلف نمايش دهيم.حالا بايد اين انتگرال ر x iy  ها به شكل زير است:ي منحنياست، لذا معادله  

y) واضح استRتا R(از C1براي )1   بنابراينz x   
x) واضح است2تا (از C2براي )2 R ابراينبنz R iy  
y) واضح استRتا R(از C3براي )3  2 بنابراينz x i  2 
x) واضح استتا 2(از C4براي )4 R  بنابراينz R iy   

  نويسيم:ها را به صورت زير ميحالا به راحتي انتگرال
R R

R R

ax a(R iy) a(x i ) a( R iy)

x R iy x i R iy
e e e edx (idy) dx (idy) ( )*

e e e e

  

  

    

       
      

2

2

2
21 1 1 1




  

Rهاي دوم و چهارم وقتيانتگرال  شوند، زيرا براي انتگرال دوم داريم:يبرابر صفر م  
a(R iy) aR aR

R iy R iy R
e e e| | | |

e e e



 
 

  1 1 1
  

  در مخرج كسر قسمت آخر نامساوي به صورت زير استدلال كرديم:
R iy R iy R| e | | e | | | e     1 1 1  

Rواضح است وقتي ، شود و لذا طبق فرمولعبارت سمت راست نامساوي صفر ميML شود.انتگرال صفر مي  

  به همين طريق براي انتگرال چهارم داريم:
a( R iy) aR aR

R iy R iy R
e e e| |

e | e | e

   

    
 

  1 1 1
  

Rواضح است وقتي شود. خب حالا تساويحاصل انتگرال نيز صفر مي در نتيجهشود و ، آنگاه عبارت سمت راست نامساوي صفر مي( به شكل زيـر   *(

  شود:ساده مي
ax a(x i ) ax ax i a

a i a i
x x i x x i

e e e e .edx dx ie dx dx ie
e e e e .e

   

   

  
 

  
        

      
2 2

2 22 2
1 1 1 1

  

aبا فاكتورگيري از ie 2 به اين كه و توجهie  2   ي انتگرال دوم، داريم:و تغيير در بازه 1
ax ax ax

a i a i a i a i
x x x

e e edx e dx ie ( e ) dx ie
e e e

  

  

           
    2 22 1 2

1 1 1
  

ax

x
e dx

sinae








 1
ax a i

x a i a i a i a i a i
e ie idx

e e e e e e
i







      
    

    
    2

2 2
1 1

2

  

 

 حاصل  :19مثالxI e cos( bx)dx


 
2 2


xeبرابر كدام گزينه است؟ (براي حل سؤال از تساوي  dx

 


 
  استفاده كنيد.) 2

1 (be
22  2 (be

2  3 (be 22
2  4 (be 2

2  
  

 :ي اين انتگرال از تابعبراي محاسبه»  4«گزينه  پاسخzf (z) e
كنيم. مسـير  استفاده مي 2

  مناسب به شكل مقابل است:
  باشد، لذا داريم: تحليلي مي fبا توجه به اين كه تابع

C

ze dz 
2

  
  حالا بايد اين انتگرال را در چهار مسير مختلف نمايش دهيم:

zدقت كنيد، با توجه به اين كه x iy شود:ها به شكل زير تعيين ميي منحني، لذا معادله  
y) واضح استaتا a(يعني از C1براي )1   و بنابراينz x .است  
x) واضح استbتا (از C2براي )2 a و بنابراينz a iy  .است 
y) واضح استaتا a(از C3براي )3 b و بنابراينz x ib  .است 
x) واضح استتا b(از C4براي )4 a  و بنابراينz a iy   .است 

a x

b

y

a

3C

1C

2C4C

0
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    كنيم:حالا به راحتي انتگرال را به چهار انتگرال زير تبديل مي
a b a

a a b

x (a iy) (x ib) ( a iy)e dx e idy e dx e idy
 



            
2 2 2 2


  

aاگر   آنگاه با توجه به وجودae
    داريم:لذا شود، در انتگرال دوم و چهارم، حاصل اين دو انتگرال صفر مي 2

x (x ib)e dx e dx
 

 

      
2 2

    

xeدانيماز طرفي با توجه به صورت سؤال مي dx




  
x)  لذا خواهيم داشت: 2 b ibx)e dx





    
2 2 2   

ي انتگرال به صورتبا تغيير بازه



آيد و داريم:، يك علامت منفي پديد مي  

x b ibx b x(e .e .e )dx e e (cos bx i sin bx)dx
 

 

          
2 2 2 22 2 2  

xeبا توجه به زوج بودن cos( bx) 2
xeو فرد بودن 2 sin( bx) 2

حاصـل انتگـرال هـر تـابع فـرد، برابـر صـفر         تـا  دانيم در بازه متقارن(كه مي 2
  شود.) خواهيم داشت:مي

   x be cos( bx)dx e


 


2 22 2

b xe e cos( bx)dx


   
2 2

2 2


  
 

 حاصل انتگرال :20مثالcoshaxI dx
cosh x



 


|)كدام است؟  a | ) 1  

1 (
acos( )


2 2

  2 (
acos( )



2

  3 (
acos( )




2
3 2

  4 (
acos( )




2

2

  

 :توانيم انتگرالبراي پاسخ به اين انتگرال مي»  1«گزينه  پاسخ
C

azeJ dz
cosh z

  را در نظر بگيريم كه Cبا رئوس ي، مستطيلR، R، 

R i  وR i   باشد.مي  

coshيهاي معادلههاي تابع زير انتگرال ريشهقطب z   يعنيz (n ) i  
1
izعددي صحيح است.) كه فقط قطب nباشند، (كهمي 2 

 درون مسير  2

  شود:است. كه مانده در اين نقطه به صورت زير حساب مي Cيبسته
a i a i

a iaz

iz

HOPi e e eLim (z ) ie
icosh z sinh( ) i sin( )

 






    

 

2 2
2

2
2

2 2

izمانده در  
 2  

    بنابراين داريم:

C

a iazeJ dz i( ie )
coshz



    22  

  دهيم:انتگرال مختلف نمايش مي 4را بر حسب مسير به صورت  Jحالا انتگرال
R R

R R

ax a(R iy) a(x i) a( R iy)e e e eJ dx (idy) dx (idy) ( )*cosh x cosh(R iy) cosh(x i) cosh( R iy)

 

 

   
   

       



  

Rوقتي يم:كنشوند. براي انتگرال دوم اين موضوع را اثبات ميهاي دوم و چهارم به صفر نزديك مي، انتگرال  
R iy R iy R

R iy R iy R Re e e| cosh(R iy) | | | {| e | | e |} (e e )
  

   
      

1 1
2 2 2 4  

  
a(R iy) aR

(a )R
R

e e| (idy) | dy e
cosh(R iy) e

 
  

  141
4

 
  

R
x

i
2


3 i
2


y

R

R i   R i  

3 i
2






  

216 

هاگيري به كمك قضيه مانده، محاسبه مانده و انتگرالي مختلطهاسري:  چهارمفصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

Rكنيد وقتيطور كه ملاحظه ميهمان رود (چون، آنگاه عبارت سمت راست به سمت صفر مي| a |1 شود انتگرال چهارم ، ثابت ميمشابه) با روشي
cosh(xياز طرف .شودنيز صفر مي i) cosh x   توان به شكل زير نوشت:و با تغيير بازه انتگرال سوم، تساوي (*) را مي  

R R

R R

a iax ax
a i

R

e eLim [ dx e dx] e
cosh x cosh x 





    22  

a i
ax ax

a i a i a i
e e edx dx

acosh x cosh xe cose e

 

 



  


  
   




 
2

2 2

2 2
1

2

  

coshاما صورت كسر در سؤال داده شده ax :است، براي اين منظور داريم  
ax axe edx dx ( )

acosh x cosh x cos






 

  1

2




  

  قرار دهيم، داريم: x،xدر انتگرال اول اگر جاي
ax ax axe e edx dx dx

cosh x cosh x cosh x



 

 
    

 


  

  ) داريم:1با جايگزين كردن آن در تساوي (

coshax dx acosh x cos

 
 


2 2



ax axe e cosh axdx dx dx
a acosh x cosh x cosh xcos( ) cos( )

    
   

   2
2 2

  
  

 

 حاصل انتگرال   :21ثالم
px dx

x

 


1

1
p(با شرط    1 كدام است؟ (  

1 (
sin p



2 1

3  2 (
sin p



  3 (( )
sin p



1
2  4 (

sin p



2 1  

 :ال انتگرالبراي حل اين سؤ»  2«گزينه  پاسخ 
p

C
z dz
z




1

1 گيريم. با توجه به ايـن كـه   را در نظر ميz   

طور كـه  اي در نظر بگيريم. همانتوانيم محور حقيقي مثبت را به عنوان خط شاخهاي است، ميي شاخهيك نقطه
zكنيـد، تـابع تحـت انتگـرال داراي قطـب سـاده       مـي  ملاحظه  1   داخـلC      اسـت و بنـابراين بـا اسـتفاده از          

   ها داريم:قضيه مانده
p p

p i p (p ) i
zz

z zdz i Resf i Lim (z ) i( ) i(e ) ie
z z

 
    


           

 
1 1

1 1 1
11

2 2 1 2 1 2 21 1  

  توان بر روي چهار مسير به صورت زير نوشت: از طرفي انتگرال را مي
R

R

p i p i i p i p i
(p ) i

i i i
x (Re ) i Re d (xe ) ( e ) i edx dx d ie
x Re xe e

 

 

        
 

  
  

     
       

2

2

1 1 2 1 1 1
2 21 1 1 1




  

izدقت كنيد در انتگرال سوم از  xe  argاستفاده كرديم زيرا 2 z حول دايرهRC ي به اندازه2 يابد. افزايش مي  

با گرفتن حد وقتي    وR كنند، لذا داريم:ميل مي هاي دوم و چهارم به صفر، انتگرال  
p i(p ) p

(p )ix e .xdx dx ie
x x





   
   

  
1 2 1 1

121 1



  

ي انتگرال دوم به صورتبا تغيير بازه


 و ايجاد يك علامت منفي پشت انتگرال، و فاكتورگيري از عبارتi(p )e  2   تساوي زير را داريم:  1

p
(p )i (p ) ix[ e ] dx ie

x

 
     


1

2 1 11 21
  

  ن داريم: بنابراي
sinp



p i

i i

p (p ) i p i i
e

(p )i ip i p i p i p i p ie ,e

x ie ie .e i iI dx I
x e e .e e e e e

  

  

    

           

    
      

     2

1 1

2 1 2 2 1 1
2 2 2 2

1 1 1

nj Jo† Zoh¶ » Rn¼‚
´ÃºHjÂ¶

  

 

R

 x

y

RC

1


C
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 حاصل انتگرال  :22مثالLn(x )I dx
x

 



2

2
1

1
  برابر كدام گزينه است؟ 

1 (Ln 2  2 (Ln3 22  3 (Ln 22  4 (Ln2 2  

 :براي پاسخگويي به اين سؤال، انتگرال مختلط»  1«گزينه  پاسخ
C

Ln(z i)J dz
z




 2 1  فـرض مسـير  را باC 

ــل  ــد شــكل مقاب ــي ،مانن ــريمدر نظــر م ــه نظــر برســد   .گي ــاه اول ب f(ممكــن اســت در نگ (z)  ــه مناســب ــد ب باي

Ln(zصورت i)
z





2

2 1
Ln(zتوانـد مناسـب باشـد، چـون    باشد، اما دقت داشـته باشـيد كـه ايـن تـابع نمـي        i)2  در

zقطب iبه صورت ،Ln( ) با توجه به مسير موضوع شود و اينميC   !مسـير  )اصلاً براي ما خوشـايند نيسـتC 
 Cيك قطب ساده داخلباشد. تابع داده شده فقط مي Rبه شعاع RCيدايرهو نيم Rتا Rروي محور حقيقي از

zدارد و آن هم i باشد. بنابراين مانده برابر است با:مي  
z i

Ln(z i) Ln( i)lim(z i)
(z i)(z i) i


  

 
2

zمانده در 2 i  

  برابر مقدار زير است: Jها حاصل انتگرالي ماندهبنابراين طبق قضيه

C

Ln(z i) Ln( i) iJ dz i[ ] Ln( i) (Ln ) Ln i
iz

 
           

 2
2

2 12 2 2 22 2 21  

ها حساب (دقت كنيد حاصل انتگرال در اين حالت برابر مقداري است كه از روي قضيه مانده بر روي مسير داده شده. Jحالا برويم سراغ نوشتن انتگرالخبُ 
  اريم:دو مسير مختلف دبينيد طور كه ميهمان كرديم)

R

R CR

Ln(x i) Ln(z i)dx dz Ln i
x z

 
    

   2
2 2

12 21 1
  

Rانتگرال دوم وقتي  شود:شود، بنابراين با شكستن بازه و نوشتن انتگرال اول به صورت دو انتگرال تساوي به شكل زير بازنويسي ميبرابر صفر مي  
R

R

Ln(x i) Ln(x i)dx dx Ln i
x x

 
    

   2
2 2

12 21 1




  

  در انتگرال اول داريم: xبا xبا تعويض

  
R R RLn(i x) Ln(i x) Ln(i x) Ln(i x)dx dx Ln i dx Ln i

x x x
    

         
    2 2

2 2 2
1 12 22 21 1 1  

  

Ln(i  داريم: Lnبا توجه به خاصيت x) Ln(i x) Ln(i x ) Ln( x ) Ln[( x )( )] Ln(x ) i              2 2 2 2 21 1 1 1  

  شود:بنابراين انتگرال مزبور به صورت دو انتگرال مقابل نوشته مي
R RLn(x ) idx dx Ln i ( )*

x x
 

    
  
2 2

2 2
1 12 21 1 

  
R R

A

Ln(x ) dx i[Arctgx] Ln i
x


     


2 2

2
1 12 21  

  

Rوقتي آنگاه عبارت ،Aبرابر ،iArctg  و يا به عبارت ديگر برابرi21
)شود و اين مقدار با مقدار مساويش در سمت راست تساويمي 2 حذف  *(

  داريم: در نهايتشده و 
Ln(x ) dx Ln

x

 
 


2

2
1 2

1
  

 

 ي مثال قبل، حاصل انتگرال با استفاده از نتيجه  :23مثالI Ln(cosx)dx


  2


  كدام است؟ 

1 (Ln
1 22  2 (Ln 

1 22  3 (Ln 2  4 (Ln 2  

 :اگر در سؤال قبل از تغيير متغير»  2«گزينه  پاسخx tg استفاده كنيم آنگاه ،dx ( tg )d   21:و لذا داريم  

Ln(tg ) ( tg )d Ln Ln( )d Ln (Ln Ln cos )d Ln
tg cos

  

 
              

   
2 2 22 2 2

2 2
1 11 2 2 1 2

1  
  

Ln 
1 22Ln(cos )d Ln Ln(cos )d

 

          
2 2

2 2
 

  

  

y

R

RC

x
R

i
C
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 حاصل :24مثالxI dx
x

 


 1
با شرط    1  برابر كدام گزينه است؟  

1(
sin



2  2 (

sin



2   3 (
sin





   
  

4 (
cos



2

   

 :به راحتي مشخص است كه دو شرط ذكر شده در نكته فوق برقرار است. زيرا داريـم »  3«گزينه  پاسخ   1   بنـابراين  1 1،   يعنـي در

zzتابع f (z)
z


 



1
1

1هم عامل با توان مثبت ،z1 شودا در صورت داريم كه باعث مير
z

zLim
z




 



1

1 1

  ي صورت كمتر از مخـرج  شود و هم درجه

شوداست كه باعث مي
z

zLim
z








1

1  .ي(مانده   در نتيجه داريم: باشدz f (z) در قطبz  1(i
x idx

x e

 

 



  2

2
1 1

  

zچون  1 قطب مرتبه اول تابعf (z)
z



1

  باشد، لذا داريم:مي 1
z

zLim (z )[ ] ( )
z





   

1
1 zمانده 11 f (z)  

ieبا نوشتن  1مانده به صورت ،i i( ) (e ) e     1 اصل انتگرال به صورت زير است:شود و حنوشته مي  
ii i i

e
i i i i i

i e i e eI I i( )
e e e e e

    

       
     

    
  2

2 2 12
1

´Ã¹¨Â¶ Jo† RnIL– nj Hn Zoh¶ » Rn¼‚  

دانيممي
ix ixe esin x

i


 i، لذا2 ie e i sin    2 :لذا داريم  iI

i sin sin
 

   
 

2
2  

xانتگرالحاصل البته اگر تذكر:  dx
x



 1
براي   1 كرديم و جوابشده بود، باز هم از فرمول استفاده مي سؤال

sin



  شد.مي 
 

 حاصل  :25مثال
axI dx

x





1

1
aدر صورتي كه   1 چقدر است؟  

1 (tga
2  2 (tga   3 (cot a

2  4 (cot ga   

 :فرض كنيم»  4«گزينه   پاسخf (z)
z



1

a،و براي ايجاد شباهت با فرمول 1  1 باشد. تابعf (z) يك قطب ساده در فقطz 1  دارد كه روي

x  محور حقيقي مثبت قرار دارد. بنابراين طبق فرمول داريم: f (x)dx cot g( ) Res(z f , )
     1


  

zzيي ماندهمحاسبه f (z)
z


 

1 .آسان است  
z

zRes(z f (z) , ) Lim(z )
z





   

1
1 1 11  

x  بنابراين خواهيم داشت: f (x)dx cot g( )
       

aحالا با جايگزيني  1 :داريم  ax f (x)dx cot g( a ) cot g a
          1


  

  

 حاصل انتگرال :26مثالxI dx
x




 21

  است؟  ، چند برابر

1 (2
2  2 (2  3 (2 2  4 (3 2  

 :در اين تست  »1«گزينه  پاسخf (z)
z


 2
1

1
zهاي آنقطب باشد ومي  i  در تابعهستند .zz f (z)

(z i)(z i)


 

 
  ها داريم:ي ماندهبا محاسبه 

i i

i i i
i i ( i) i i ( i) i e eI ( ) ( ) ( )

i i i i i i ie e e

 
    

     
     

    
    

3
2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 21 1 1
  

از آرگومان اصلي تابعي چند مقداري است. ما zوجه كنيد كهت     كـه اين اطمينان از يكنيم و برااستفاده ميi      را در هـر دو عبـارت بـه يـك
  نويسيم:مي ،شكل محاسبه كرده باشيم

i i i iii (e ) e , ( i) ( ) i (e ) (e ) e
   

              
3

2 2 2 21  
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ieدر صورت و مخرج از  گيريم:فاكتور مي  
i i i ii

i i i i i
i e (e e ) e eI ( )

i ie (e e ) e e( )
i

   
   

      
   

    
 

2 2 2 22
2 2

2

  

كنيم كه:يادآوري مي
i ie esin

i

  
    است. به اين ترتيب داريم: 2

sin
I (sin ) ( )

sin sin cos cos


  

     
  

2
2 2 22 2 2

  

در اين تست 
1
   لذا داريم: است، 2 2

2
xI dx
x cos

 
  

 21 2 4


  

 

 با انتخاب يك مسير مناسب حاصل  :27مثالxI dx
( x)




 21
با شرط    1آيد؟، برابر با كدام مقدار به دست مي  

1( 
sin



  2 (
sin



2
2  3 (

sin



  4 (
sin



  

 :ابتدا دقت كنيد كه »  1«گزينه  پاسخzz f (z)
( z)


 



1
1

21
است و داريم    1 1 . در نتيجه2

z
Lim z f (z)


 1

1

   و با استفاده از قانون

  نهايت هم صفر خواهد بود:رجه، حد در بيبزرگترين د
z z z

zLim z f (z) Lim Lim
(z) z




  
  

1
1

2 1
1    

در اينجا هم توجه كنيد كه چون  1پس ، 1  .است  

zتوانيم از فرمول استفاده كنيم. براي اين منظور بايد مانده تابعط برقرارند و ميوپس شر
( z)



 21
zرا در نقطه   1 كه قطب مرتبه دوم است، محاسبه كنيم :  

i ( )
z z

d zRes(f (z) , ) Lim [(z ) ] Lim z ( ) e
( )! dz ( z)

 
   

 
         

 

2 1
2 1 1 1

2 1 21 1
11 1 12 1 1

  

i i
ei ( )

i i i
x i i .eI dx e I

( x) e e e

   
 

    
  

     
   1

2 2
2 2

1 1

nj Zoh¶ » Rn¼‚ Jo†  

دانيدطور كه ميهمان
i ie esin( )

!

  
     است، بنابراين داريم: 2

ii .eI
i.sin( ) sin( )

   
 
  
2
2  

  
 اگر  :28مثالxI dx

( x )




 2 21
)عددي مخالف يك و متعلق به بازه و  , )1   كدام است؟ برحسب Iگاه مقدارباشد، آن 3

1 (( )

cos ( )

 
2

1

2

  2 (( )

cos( )

 


1

2

  3 (( )

cos( )

 


1
2 2

  4 (( )

cos( )

 


1
4 2

  

 :فرض كنيم»  4«گزينه  پاسخf (z)
( z )


 2 2

1
1

F(z)و  z f (z) .تابع باشندf داراي دو قطب مرتبه دو درz i  :است، بنابراين داريم  

zF(z)هاي(مجموع مانده
( z )




 2 21
f (iهايدر قطب 

ix f (x)dx
e

 
 



 2

2
1

  

i
z i

z i

d z d z i ( i) ( i)i i i i( )Res(F(z) , i) Lim [(z i) ] [ ] e
dz dz(z i) (z i) (z i) ( i)

      




     
     

  

1 2 1 1
2 2

2 2 2 4
2 2 2 1

4 42
  

zبه همين روش در i  :داريم  
i

z i
z i

d z d z ( i) ( i) ( i)( i) i( )eRes (F(z) , i) Lim [(z i) ] [ ]
dz dz(z i) (z i) (z i) ( i)


   




        
     

   

3
1 2 22

2 2 2 4
2 2 2 1

42
  

  نويسيم:همواره به يك طريق محاسبه شده است مي iكهو براي اطمينان از اينايم از آرگومان اصلي استفاده كرده فوق ر محاسباتد
i i ii( i) ( ) i e e e , i e
  
           

3
2 2 21  
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  ها خواهيم داشت:بنابراين با جمع كردن مانده
i i

i i

i i i

( ) sini i( )e i( )e ( )I x f (x)dx (e e )
sine (e e )

 
   

  
    


           

    
 

3 32 2 2 2
2

2 12 1 1 2 1 2
4 41 4

  

( )sin ( )I
sin cos cos


    

  
  
  

1 12
4 42 2 2

  

  

 تحت چه شرايطي روي  :29مثال انتگرالxI dx
x





1

2 1
  وجود دارد و مقدار انتگرال چقدر است؟ 

) براي1  1 انتگرال وجود دارد و مقدار آن برابر با
cos( )

sin( )





) براي2  .است 2   2انتگرال وجود دارد و مقدار آن برابر با

cos( )

sin( )





  است. 2

) براي3  1 انتگرال وجود دارد و مقدار آن
cos( )

sin( )





2

) براي4  است. 2   3تگرال وجود دارد و مقدار آن برابر باان
cos( )

sin( )





2

 است. 2

 :در اين مثال داريم»  2«گزينه  پاسخ   1 وf (z)
z


2

1
1

zاست كه تابع همگرايي آن. شرط  f (z)1 وقتيz   وz   داراي حدي

zz  برابر با صفر باشد. با تشكيل اين عبارت داريم: f (z) z f (z)
z


  


1

2 1
  

براي آن كه
z

zLim
z






2 1
 شود لازم است   باشد. براي آن كه

z

zLim
z






2 1
 ر از مخرج باشد يعنيي صورت كمتشود، لازم است درجه   در نتيجه .2

شرط همگرايي آن است كه   2 باشد. طبق فرمول براي   1 :داريم    

zهايمجموع مانده[
z



2 1
iدر 

ix f (x)dx [z i
e

 
 


  

 2
2

1
  

p(z)با فرض zz f (z)
q(z) z


  

2 1
p(z)  داريم:  i i p(z) ( i) ( i)Res(z f (z) , i) , Res(z f (z) , i)

z i z iq (z) i q (z) i

   
   

      
    

1 1

2 2 2 2  

دانيم كهالبته مي
i

i e


 و 2
i

i e


 
3
  نتيجه داريم:است. در  2

  
i ( ) i ( )

i ( ) i ( )

i i( )
i e e iI ( ) (e e )

e e

 
   

 

   
 

   
 

31 1 32 2 2 22 2
2 2 1

2
2 21 1

  

i i i ii i
i i i
i i(e e e e ) ( e e )

e e e

   
      

     
 

    
 

3 3
32 2 2 2

2 2 21 1
  

ieحال با ضرب صورت و مخرج در  :داريم  
i i

i i

i cos( ) cos( )iI ( e e )
i sin( ) sin( )e e

 
  

   

 
    

    
  

2 2
2 2 2

2  

  

 حاصل  :30مثالLnxI dx
x




 2 4
  كدام است؟ 

1 (Ln 2  2 (Ln
1 24  3 (Ln

1 28  4 (Ln
1 22  

 :هاي(مجموع مانده[  كنيم:از اين فرمول استفاده مي»  2«گزينه   پاسخf (z)Lnz هاي بالاي محور حقيقي) در قطبf (x)Lnxdx Re[ i


    

Lnzfدر اين مثال (z)Lnz
(z i)(z i)


 2 zداراي قطب ساده است كه فقط i2در نقاط 2 i   بالاي محور حقيقي قرار دارد. 2

z i

Ln i Ln iLnz Ln i LnxRes(f (z)Lnz , i) Lim(z i) dx Re[ i ] Ln
(z i)(z i) i i ix





 
  

       
   22

2 22 2 22 2 22 2 4 4 4 44
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 حاصل  :31مثالLnxI dx
(x )




 2 21
  كدام است؟ 

1 (Ln 24  2 (
4  3 (

 4  4 (Ln
 24  

 :هاي(مجموع مانده[  كنيم كه:يادآوري مي»  3«گزينه   پاسخf (z)Lnz هاي بالاي محور حقيقي)در قطبf (x)Lnxdx Re[ i


    

Lnzfدر اين مثال (z)Lnz
(z i) (z i)


 2 zي دو دردو قطب مرتبه 2 i  فقط دارد كهz i .بالاي محور حقيقي است  

z i z i

i i(Ln i )( i) ( i)Lnid Lnz d Lnz iiRes(f (z)Lnz ,i) [(z i) ] [ ]
( )! dzdz (z i) (z i) (z i) ( i)



 


  

     
   

22 1
2

2 1 2 2 2 4

1 4 4 12 2 21 2 42
2 1 16 162

  

Lnx  با مقدار مقابل است:بنابراين حاصل انتگرال برابر  iI dx Re[ i( )]
( x )

   
      

 2 2
2 4 4

16 16 41
  

  

 حاصل  :32مثالz
C:|z|

ze Lnzdz


2
اي از لگاريتم با شرطشاخه Lnz، وقتي كه2 

  
5

2   باشد، كدام است؟ 2

1 (i( e )  41  2 ((e e )
4 4

2  3 (i (e ) 2 1  4 (i( e )
 212  

   :ي بالا استفاده كنيم.خواهيم از نكتهمي » 1«گزينه پاسخ  

zfدر اين  مثال (z) ze 
z    است. بنابراين داريم: 2 z zf (z) ze dz ze dz e        

2 2 21 122 2  

ي برخورد نيم خطنقطه zهمچنين
  |ييرهبا دا 2 z | zاست. بنابراين 2 i 2 .است  

z  به اين ترتيب خواهيم داشت: ( i)
C

ze Lnzdz f ( i) f ( ) e ( e )
i

       
 

2 22 41 1 1 12 12 2 2 2  

z  بنابراين داريم:
C

I ze Lnzdz i( e )   
2 41  

  تر از روش فوق است!طبيعي است، حل انتگرال بدون استفاده از نكته بسيار سختتوضيح: 
 

 حاصل سري :33مثال
n n



 
 2

1

1
4 1

  كدام است؟ 

1( 1
2   2 (1  3 (3

2  4 (2
3  

 :ي مخـرج و ايجـاد فـرم تلسـكوپي حـل      ومي اين سري را بـا تجزيـه  كنيم كه در درس رياضيات عمخلاصه يادآوري مي خيليابتدا »  1«گزينه  پاسخ

nnn  كنند. به اين صورت كه:مي n
( ) ( Lim )

( n )( n ) n n

 

 
    

     1
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 22

  

fرسيم. حال ببينيم با روش جديد چگونه به جواب مي (z)
z


2

1
4 1

zداراي دو قطب ساده در    1
  است.  2

cotبا فرض g z p(z)f (z)cot g z
q(z)z


  

24 1
  خواهيم داشت: 

cot g( )p(z)Res(f (z) cot g z , )
q (z) ( )




    
  

1 21 12 82 2

    

  :داريم بنابراين است، مانده برابر با صفر ،در هر دو نقطه
n

( )
n




   


 2

1
4 1

    

nياكنون با جدا كردن جمله   از سري و استفاده از زوج بودنf (n) :داريم  
n nn n

 

 
    

 
 2 2

1 1

1 1 11 2 24 1 4 1
  

 

22

2i

z 2i

y





x
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 حاصل سري :34مثال
n n



 
 2

1

1
4

   ، برابر كدام گزينه است؟

1 (cot gh


124 4  2 (cot gh


124 8  3 (cot gh


144 4  4 (cot gh


144 2  

 با توجه به اين كه  »2«گزينه  :پاسخf (n)
n


2
1

4
f، بنابراين (z)

z


2
1

4
zدر ، i 2 لذا داريم: قطب ساده دارد  

z i z i
z in

cot g z cot g z cot g z cot g i( ) Res ( ) [ ] [ ] coth
z z in z



 


        
        

 
  2 22 22

1 22 22 2 4 24 4
  

n n n
( ) ( )
n n n

  

  
  

   
  

1
2 2 2 2

1

1 1 1 1
4 4 4 4

  

يعنـي سـري   )،1تـا  (بـازه  و ايـم را به سه قسمت مجزا تقسيم كـرده  تا در واقع بازه
n n



 


1
2
1

4
n، فقـط عـدد    ، 

2
1 1

44
  و بـازه  

يعني سري ،)تا 1(
n n



 
 2

1

1
4

. با توجه به اين كه
n 2

1
4

است مقادير nتابعي زوج بر حسب 
n n



 


1
2
1

4
و

n n



 
 2

1

1
4

    با هم برابرند و لذا داريم:

coth
 

124 8n n n n
[ ] [ coth ]

n n n n

   

   


       

   
   2 2 2 2

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 12 24 2 4 2 2 44 4 4 4
  

 

 ها و با استفاده از تابعبه كمك نظريه مانده :35مثالzsinkz(| k | )F(z)
(z a )sin z

  
 2 nحاصل سري 2

n

nsinkn( )
(n a )








 1

2 21


  كدام است؟  

1 (sinh ak
sinh a 

  2 (sinh ak
sinh a



   3 (sinh ak

sinh a


2  4 (sinh ak
sinh a 

2  

   :فرض كنيم  »3«گزينه پاسخn sin knf (n)
n a


2   ي زير استفاده كنيم:توانيم از رابطهباشد. براي يافتن جواب مي 2

fتابع يهامجموع مانده[ (z)F(z)
sin z




nهايدر تمام قطب

n
( ) f (n) [f (z)




   1  

)nاما در صورت سؤال )  )توانيم طرفين تساوي بالا را دربراي همين مي .داريمرا  11 )1 ضرب كنيم، تاn( )  در سمت چـپ ايجـاد شـود. خـُب حـالا       11
fتحليلي تابعنقاط غيركه  توجه كنيد (z) يهاي معادلهريشهz a 2 2  يعنيz ia  .هستند  

fي نقاط غيرتحليليهمه (z) هاي ساده هستند. اگر فرض كنيم:قطبp(z) zsin kzF(z)
q(z) (z a )sin z

 
 2   :گاه داريمآن 2

z ia

p(z) z sin kz sinh akRes F(z) ( )
z ia z iaq (z) sinh azsin z (z a )cos z

  
         2 2

1
22

  

n  بنابراين:

n

sinh ak sinh ak sinh ak( ) f (n) [ ( ) ( )] ( )
sinh a sinh a sinh a





     

   1 1 11 2 2  

nيبا خارج كردن جمله   و توجه به زوج بودنf (n) :داريم  n

n

sinh akf ( ) ( ) f (n)
sinh a





   

 1

1
2 1  

fاما ( )    رسيم:ي سؤال ميواستهبه خ 2است. با تقسيم طرفين بر  n

n

sinh ak( ) f (n)
sinh a







 

 1

1
1 2  

 

 ها حاصل سريبه كمك نظريه مانده :36مثال
n

n

( )A
( n )









 3

1
2 1

  ، كدام است؟

1 (3

16  2 (3

12  3 (3

8  4 (3

18  

   :هايمجموع مانده[   » 1«گزينه پاسخ(sec z)f (z)هايدر تمام قطبn

n

n( ) f ( ) [f (z)





   2 11 2  

nfاما سؤال را بايد به شكل ( )2 1
3  در بياوريم، لذا داريم: 2

16
n n

zn n

( ) ( ) sec z (sec z)[ ] [Res ] ( )
n z( n ) z( )

 

 

    
    

 
 3 33

1 1 1 1
2 18 8 8 22 1

2
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 اگر مانده تابع  :37مثالcot g( z)cot gh( z)g(z)
z

  
 zهايدر قطب 3   وz ni  برابر بـا

n

cotg hn
n








3
3

7
باشـد، آنگـاه حاصـل سـري      45

cot gh cot ghS  
  3 3

2
1 2

 كدام است؟  

1(37
18   2(


47
9  3(



37
9  4(


47

18  

 :دقت كنيد سري به صورت  »1«گزينه   پاسخ
n

cot ghnS
n






  3

1
cotاست. فرض كنيم  gh(n )f (n)

n


   بق فرمول داريم:باشد. ط 3

n
n n

cot gh(n )f (n) (f (z) f (z)cotg ( z) )
n



 

 


      3

1

1 1
2 2



ÁIÀK‰¤Á¾μÀnj ÁIÀ½kº I¶ “¼μ\¶  

fكهاول آن :در اينجا به دو موضوع توجه كنيد (n)،       تـوان نوشـت:   مـي  شـود. بـه همـين دليـل    بنـابراين زوج مـي   ،تقسـيم دو تـابع فـرد بـر يكـديگر اسـت

f (n) f ( n)  توانيم تساويما مي و
n n

f (n) f (n)
 

 
 

1

1
fكهدوم آن را بپذيريم. 2 ( ) هـاي نوشـته شـده بـراي    تعريف شده نيست و مجموعn   

f،شوند. با توجه به صورت سؤالمحاسبه مي (z) cotg ( z) g(z)   .است  

بنابراين داريم:
n n n n

cotgh (n )f (n) (f (z) g(z) ) f (n) ( ) f (n)
n

   

   

  
          

3 3

3
1 1

1 1 7 1 7
2 2 45 2 9ÁIÀKˆ¤ ³IμU nj ÁIÀ½kº I¶ “¼μ\¶  

fچون (n) توانيم در سمت راست به جايزوج است ميf (n)



،

n
f (n)






1
  قرار دهيم: 2

n n
f (n) f (n)

 

 


    

3

1 1

7
9  

  به سمت چپ تساوي داريم: سمت راست با آوردن سري
n n

f (n) f (n)
 

 

 
   

3 3

1 1

7 72 9 18 
  

  

 اگر   :38مثالzf (z)
cos z



 

21
1 گاه حاصل ، آن2

|z|

f (z) dz
f(z)


 برابر كدام گزينه است؟  

1 (i24  2 (i12  3 (i 24  4 (i 12  
 :دادن  با قرار  »3«گزينه  پاسخz 21  صفرهاي ،f (z) صورت بهz i  آيند. از طرفي اگر مخرج كسر را مساوي صفر قرار دهـيم،  دست ميبه
fهاي قطب (z) آيد.دست ميبه  cos z cos z     1 2 2 1  
zعادله فوق هاي مريشه n  يعنيz , , ,  1 2  كه ببينيم قطب مرتبه چندم هستند، داريم:باشد و براي اينمي  

  cos zg(z)
f (z) z

 
 

 2
1 1 2

1
  

  (z) cos z (z) sin z ( )             1 2 2 2    
  (z) cos z ( )         2 24 2 4   

zبه همين ترتيب تمام نقاط  n همگي قطب مرتبه دومf (z)   هـا داخـل دايـره    تـاي آن هستند، اما دقت كنيد فقـط هفـت| z |      قـرار دارنـد، يعنـي

P  لذا داريم: و  1،2،3هايقطب
N P

N
   

      

7 2 14 2 14 122  

  طبق قضيه فوق داريم:
|z| |z|

f (z) f (z)dz dz i
i f (z) f (z) 

 
     

  
1 12 242    

 

 اگر  :39مثالz zf (z)
(z )
 




4 2
2

1
1

|دايره Cو  z | باشد، آنگاه حاصل 2
C

f (z) dz
f (z)


 كدام است؟  
1 (4  2 (i2  3 (2  4 (i4  
 :ت كـه باشد. به راحتي واضـح اس ـ اين مسئله يك تست جالب از كاربرد دو قضيه روشه و شناسه مي  »4«گزينه  پاسخz 1   قطـب مرتبـه دومf (z) 
|باشد كه درون دايرهمي z | pقرار دارد و اين يعني 2  fاز طرفي براي تعيين مرتبه صفر .2 (z)تـوانيم ايـن   ر مـي ، درست است كه از قضيه اساسي جب ـ

بـا فـرض    .كنـد هستند يا نه، مشخص نيست. اما قضيه روشه اين مشكل را حـل مـي   Cصفر دارد، اما اينكه آيا اين صفرها درون 4نتيجه را بگيريم كه تابع 
Q(z) z g(z)و4 z 2   داريم: 1

  
|z|

|z|

| g(z) | | z | | z | | g(z) | | g(z) |
| Q(z) || Q(z) | | z | | Q(z) |





         
    

22 2

24 4
1 1 5 5 1162 16
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Q(z)بنابراين تعداد صفرهاي z fبا تعداد صفرهاي ،هستند Cكه درون ناحيه 4 (z) Q(z) g(z)  از طرفي چون .برابر استQ(z)     يـك صـفر مرتبـه
fپس دارد، Cدر چهارم (z) z z  4 2 Nاين يعني .دارد Cها) درون، چهار صفر (با در نظر گرفتن مرتبه چندگانگي آن1  و به راحتي با استفاده از  4

f    قضيه شناسه داريم: (z) dz i( ) i
f (z)


     2 4 2 4  
  

 هايتعداد ريشه  :40مثالz z z z    5 4 22 6 1  يي چندگانگي آنها در ناحيهبا احتساب مرتبه| z | 1   برابر است با: 2
1( 4  2( 3  3( 2  4( 1  
 :ياي را درون دايرههاي اين چند جملهابتدا تعداد ريشه»  2«گزينه  پاسخ| z | |آوريم. اگربدست مي 2 z |   باشد خواهيم داشت: 2

| z | , | z | , | z | , | z | , | |    5 4 22 64 16 6 24 2 1 1  
|به وضوح z |يهاي درون دايرهتعداد ريشه ،5ي آن يعني . پس درجهي ساير جملات بيشتر استاز مجموع اندازه 52| z | د. حـال فـرض   دهمينشان را  2

|كنيم z |1 :باشد. اين بار داريم  | z | , | z | , | z | , | z | , | |    5 4 22 2 1 6 6 1 1 1  
|ياندازه z |يهايي كه درون دايره. پس تعداد ريشهي ساير جملات بزرگتر استاز مجموع اندازه 26| z |1   ايـن ترتيـب تعـداد    . بـه  2هستند برابر است بـا
|يهايي كه بين دو دايره هستند يعني در ناحيهريشه z | 1 قرار دارند برابر است با 2 5 2 3.  

 

 اگر :41مثالf (z) z z z z    4 3 22 12 2  وC  دايره| z | گاه مقدار انتگرال باشد، آن 5
C

zf (z) dz
f (z)


 :(درجهت مثلثاتي) برابر است با  

1 (  2(i  3( i2  4( i4  
 :درمطلق تك تك جملاتاگر به ق»  4«گزينه  پاسخf (z) يروي دايره| z | |بينيم كهتوجه كنيم، مي 5 z |4 از مجمـوع قـدرمطلق سـاير جمـلات      45

|  :بزرگتر است z | | z | | z | | |

| z |

           




3 2 3 2

4 4
2 12 2 2 5 5 12 5 2

5
    

fبنابراين (z) ريشه درون مرز 4دارايC هايي ريشهاست. به عبارتي همهf (z) ي متن درس داريم:طبق نكته ؛انددرون مرز قرار گرفته  

  
C

azf (z) dz i( ) i( ) i
f (z) a
 

      3
4

22 2 41  

fايدر چند جمله z3و z4هايضريب a3و a4توجه كنيد كه (z) .هستند  

  
 مقدار انتگرال :42مثالcosax dx (a,b )

b x




 2 2

 :79مكانيك ـ سراسري مهندسي (       برابر است با(  

1(abe
a


6  2(abe

b


4  3(abe
ab

  4(abe
b


2  

 :با فرضِ تابع تحت انتگرال زوج است، لذا » 4«گزينه   پاسخ
iazef (z)

z b


2   داريم: 2
iaz ab

ab
z ib

e e)] Re[ i Res( )] i. e
bi bb z







    

2 2 2 fهايمجموع مانده 2 (z) هاي بالاي محور حقيقيدر قطبcos axI dx Re[ i(
x b




   

 2 2
1 1 22 2  

  
 با شرط  :43مثالa    مقدار انتگرال ،x dx

(x a )




2

2 2 2
  )81(مهندسي مواد ـ سراسري                كدام است؟         

)   3) 2  ) صفر1
a2
1  4 (

a


4 

 :4«گزينه  پاسخ«  x z zI dx dz dz
(x a ) (z a ) [(z ia)(z ia)]

 


  

     
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1
2 2

  

zفقط قطب ia :بالاي محور حقيقي قرار دارد، لذا داريم  

z ia z iaz ia

z z(z ia) (z ia)z i iResf (z) Lim[ ] Lim I i ( )
a a a(z ia) (z ia) 

             
 

2 2 2
12 4

2 2 1 24 2 4 4  
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 حاصل :44مثال
ixxe dx

x



  2 1
  )81اي ـ سراسري (مهندسي هسته          كدام است؟      

1 (ie  2 (ie 12  3 (ie 1  4 (i e2  

 :3«گزينه   پاسخ«  
ixxe x cos x x sin x x sin xI dx dx i dx I i dx i[ e ] ie

x x x x

   

  

 
       

       1 1
2 2 2 22 2 21 1 1 1

  
  لاپلاس محاسبه شد. هايفرمولبا توجه به  دوم انتگرال حاصل انتگرال اول به دليل اينكه تابع تحت انتگرال تابعي فرد است، برابر صفر خواهد بود.

 

 حاصل  :45مثالsinxP.V. dx
x(x )



  2 1
  )82برق ـ سراسري مهندسي (                كدام است؟         

) 2  ) صفر 1
e


  3 (( )
e

 
11  4 (( )

e
 

12  

 :صفحه فوقانينيم                        »3«گزينه  پاسخizx sin x zI dx Im[ i Res e ]
x z




   

 1 2 22
1 1

  
iz iz

z iz i

ze ze ie e eRes Lim(z i) I Im[ i ] e
(z i)(z i) iz

  



         

 

1 1 1
1

12 22 2 21
  

sin x sin x x sin xdx dx dx e ( )
x ex(x ) x

  

  

       
    1

2 2
11

1 1
  

 

 حاصل :46مثالd
cos

 
  2

  )83(مهندسي مواد ـ سال    كدام است؟ 

1 (
3

  2 (2
3

  3 ( 3  4 ( 32  

 :1«نه گزي پاسخ«    

|z| |z| z

dz
d d dzizI i Res .
cos cos i i ( )z z z z z

z

 

   

  
          

          


   
2

1 12 2 22 3
1 1 1 1 1 12 22 2 2 2 2 2 3 4 31 4 1 4 12 2

     

 

 مقدار انتگرال غير عادي (ناسره) :47مثالx, dx
x

 
  

 21
1

 كه           :84(مهندسي مواد ـ سراسري    عددي ثابت است، برابر است با(  

1 (
cos



2

  2 (
cos


2 2

  3 (
cos( )

2  4 (

cos


22 2

  

 :به صورت كلي: در محاسبه انتگرال»  2«گزينه  پاسخ( ) I x f (x)dx


    1


 هرگاه تابعf (z)   نداشـته   مثبـت قطبي بر روي محور حقيقـي
  استفاده كنيم:مقابل توانيم از رابطه اه ميباشد، آنگ

zهاي(مجموع مانده f (z) هايي ازدر قطبf (z)  (.كه روي محور حقيقي مثبت قرار ندارندi
ix f (x)dx

e




 



 2

2
1

  

fدر اين تست (z)
z


 2
1

1
zهاي آنباشد و قطبمي  i  هستند:  

i i

i i i
i i ( i) i i ( i) i e eI ( ) ( ) ( )

i i ( i) ( i) i i ie e e

 
    

     
     

    
     

3
2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 21 1 1
  

i i i ii

i i i i i

sini e (e e ) e e( ) (sin ) ( )
i i sine (e e ) e e sin cos cos( )

i

   
  

      


      

         
   

2 2 2 22 2
2 2 2 2 22 2 22
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 ايچند جمله :48مثالz z 1 42 4 1 در حوزه| z |   )84ري رياضي ـ سراسمجموعه (         دقيقاً چند ريشه (صفر) دارد؟   1
1 (4  2 (6  3 (1  4.ريشه ندارد (  

 :كنيم:بنابر قضيه روشه تست را حل مي  »1«گزينه  پاسخ  

      h(z) z z , f (z) z , g(z) z     1 4 4 12 4 1 4 2 1   

| g(z) | | z |
| f (z) | | g(z) |

| f (z) | | z |

     
 

1

4
2 1 3
4 4


  

fلذا تعداد صفرهاي (z) g(z) برابر تعداد صفرهايf (z)  باشد.مي 4يعني  
 

 مقدار انتگرال :49مثالcos x dx
x




2

21
  )85فضا ـ سراسري  هوامهندسي (   كدام است؟  

1 (e
2 2  2 (

e



2
2  3 ((e )

e
 2

2
1

2
  4 ((e )

e
 2

2
1

2
  

 :ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينه پاسخ    

cos x dx cos x (e )I dx dx ( ) ( e )
x x x e e

  


      
       

    
2

2
2 2 2 2 2

1 1 2 1 1 2 1 1 12 2
2 2 2 2 2 2 41 1 1 4 4  

  
 

 مقدار انتگرال  :50مثالcos xI dx
x




 2

2
1

  )86(مهندسي نانو مواد ـ سراسري           كدام است؟  

1 (e 2 2 (e 2
2  3 (e 2 4 (e 2

2  

 :4«گزينه   پاسخ«                       kxcos x cos xd e dx e
kk x

 
   

   
   2

2 2 2
2

2 21 
  

 

 هاي معادلهچند ريشه از ريشه :51مثالz z z   5 32 3 8  در مجموعه| z | 1   )86(مجموعه رياضي ـ سراسري                    قرار دارد؟ 2

  ريشه 5 )4  ريشه 4 )3  ريشه 3 )2  ريشه 1 )1

 :4«گزينه  پاسخ«    

  
f (z)

| z |
g(z) z z z

  
  

5 3
8

1
2 3

  

|از طرفي g(z) | | f (z) | هايبنابراين تعداد ريشهg(z) f (z)  ، هايبا تعداد ريشهf (z) در داخل| z |1   يكسان است و چـونf (z)  اي ريشـه  8
fندارد لذا (z) g(z)   نيز در داخل| z |1 اي ندارد.ريشه  

  f (z) z
| z | | g(z) | | f (z) |

g(z) z z

    
   

5

3
22

3 8
  

g(z)هايبراين تعداد ريشهبنا f (z)   وf (z)   در داخل| z | fاز طرفي ،يكسان است 2 (z) z |ريشه داخل 5داراي  52 z | بنابراين  ،باشدمي 2

zمعادله z z   5 32 3 8  ريشه در ناحيه 5اراي د| z | 1   باشد. مي 2
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 مقدار انتگرال :52مثالdx
x



  41 4
  )87ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري  مهندسي(  عبارت است از: 

1 (  2 (
2  3 (

4  4 (2

4  

 :2«گزينه  پاسخ«    

  
z zIm z

dx i Re zf (z)
x



 
 


 4 2

1 4  
  

i iz z e ( ) e 
     4 4 41 1 11 4 4 4 2

  

ik

ik
k( )i

ik

ik

z e (cos i sin ) ( i)

z e (cos i sin ) ( i)
z e

z e (cos i sin ) ( i)

z e (cos i s







 







 
     

 
      

  
 

      


   

4

3
1 42

4
5

2 4

7
3 4

1 1 1 14 4 22 2
1 1 3 3 1 14 4 21 2 2

2 1 1 5 5 1 14 4 22 2
1 1 7

42 2

 −¼L¤ ®MI¤

−¼L¤ ®MI¤

−¼L¤ ®MI¤oÃš

in . ) ( i)














  

7 1 14 2 −¼L¤ ®MI¤oÃš

  

z z z z

P(z )P(z)f (z) Res f (z) f (z) Res f (z)
q(z) q (z ) z z 

      
  4 3

1 1
1 4 16 



 
  

z ( i)

i iRes f (z) ( i)
( i) i i( i) 

   
       

      1 312

1 1 1 4 4 4 4 1 11 2 2 2 4 4 4 4 16 16 816 18

  

z ( i)

i iRes f (z) ( i)
( i) i i( i)  

 
      

     1 312

1 1 1 4 4 4 4 1 11 2 2 2 4 4 4 4 16 16 816 18

  

dx i ( (i ) ( i)) i ( i)
x





  
         

 4
1 1 22 1 1 28 8 8 21 4

   

dxبراي سادگي حل بهتر است انتگرال را بصورتتوجه:  dx du
x ( x) u

  

  
 

    4 4 4
1
21 4 1 2 1

نوشته و سپس به حـل بپـردازيم. البتـه بهتـر      

dxاست مقدار
x








 4 21
)  را نيز به خاطر بسپاريم كه با اين وجود حل بسيار ساده خواهد شد.  ) 

 
1

22 2
  

 

 حاصل انتگرال  :53مثالcos xI ( )dx
x x






  2
2

2 2
  )88(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري   برابر است با: 

1( cos 2  2( cos
e


2

2  3( cos
e

 2  4( cos cosh
e


2

2 2  

 :كافي است به حل انتگرال   »2«گزينه   پاسخ
ixe dx

x x



  
2

2 2 2
  بپردازيم: 

  z i
f (z) z z (z ) f (z)

z i
 

            
2 2 12 2 1 1 1 ¡ — —

  

ix iz i(i ) i

z i

e e e eI dx Re[ i Res ] Re[ i ] Re[ i ]
(i ) ix x z z





  

 
       

    
2 2 2 1 2 2

2 21
2 2 22 1 2 22 2 2 2

  

iRe[ e e ] Re[ (cos( ) i sin( ))] cos( )
e e

   
       2 2

2 22 2 2  
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 اگر :54مثالa  aآنگاه معادله1 zze   :در1 D {z C :| z | }     )88(مجموعه رياضي ـ سراسري   1
  داراي دو جواب است و هر دو مختلط هستند. )2  اصلاً جواب ندارد. )1
  مثبت است.داراي فقط يك جواب است و اين جواب حقيقي و  )4  اند.بيش از يك جواب دارد كه همه حقيقي )3

 :4«گزينه  پاسخ«    
a

a z a z z a
z

zeze ze .e e ze
e

        1 1 1   

|مرز z |1 و توابعzf (z) e وag(z) ze  گيريم. بر روي مرزرا در نظر مي| z |1 توان چنين نوشت:مي  

iy
xz x iy x iy

|e | |cos y isin y|
| f (z) | | e | | e | | e || e | | f (z) | e  

  
    1 1

1
  

| z| |z|a a
a

| g(z) | | ze | | z || e | | g(z) | e  


     1
1  

|بنابراين: f (z) | | g(z) | هاي معادلهو طبق قضيه روشه، تعداد جوابg(z)   وf (z) g(z)   در داخل مرز| z |1    يكسان خواهد بود. با توجـه بـه
azeاينكه معادله   فقط داراي يك ريشه(z )  در داخل مرز| z |1 باشد، بنابراين معادلـه ميz ae ze         نيـز داراي فقـط يـك ريشـه در داخـل

|مرز z |1 .خواهد بود  
 

 مقدار انتگرال ناسره  :55مثالdx
(x )



 2 21
  )90مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري (  عبارت است از: 

1 (
4  2  (i

4  3 (3
4  4 (i3

4  

 :تابع  »1«گزينه   پاسخ
(z ) 2

1
1

zهـايي در داراي قطـب   i وz i            اسـت. بـراي محاسـبه انتگـرال حقيقـي داده شـده، فقـط مقـدار مانـده در

zقطب i كنيم.كه در بالاي محور حقيقي قرار گرفته است را محاسبه مي  dz (z i)I dz
(z ) (z i)


 

  
2

2 2 2

1

1   

  با استفاده از انتگرال كوشي داريم:
z i

d dx dxI i ( ) i I
dz (z i) ( i) (x ) (x )

 




   
          

   2 3 2 2 2 2
1 22 2 2 2 42 1 1

  

 

 مقدار انتگرال حقيقي ناسره :56مثالx dxb a , ,
(x a)(x b)


     

 1 1


 91مهندسي مواد ـ سراسري (  ثابت كدام است؟(  

1 ((b a )
(b a)sin( )

  
 

  2( (b a )
(b a)cos( )

  
 

  3( (b a )
(b a)sin( )

 
 

  4( (b a )
(b a)

  


 
  

 :1«گزينه  پاسخ«    

  x dx x dx x dx x dx x dx[ ] [ ]
x x(x a)(x b) b a (x a) (x b) b a a( ) b( )
a b

        
   

       
    

1 1
1 1    

  

xبا تغيير متغيرهاي X
a
 وx Y

b
 اهند بود: هاي اول و دوم به صورت زير خوحاصل انتگرال  

a X b Y X YI [ dX dY] [a dX b dY]
b a X Y b a X Y

        
    

        
1 1

1 1 1 1   
  

    دانيم:  متن كتاب ميدر با توجه به نكته و مثال حل شده 
x dx

x sin

  


  1
  

    توان چنين نوشت:هاي فوق را ميحاصل انتگرال
a b (b a )I [ ]

b a sin( ) sin( ) (b a)sin( )

      
  

      
1  
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هاگيري به كمك ماندهسبه مانده و انتگرال، محاي مختلطهاسري:  چهارمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 كنيـمفـرض مي :1مثال عـدد مختلـط ثابتي باشد به قسمي كه| |   (مثلثاتي) باشـد. اگـر  و در جهت مثبت  Oمرز دايرة يكه به مركز C، و1
z x iy  ج مختلطمزدوz x iy  باشد، آنگاه مقدار

C

sinz
dz

z  1 :81برق ـ سراسري مهندسي (             برابر است با(  

1 (
sin

i 


1
2  2 (sini 

 


2  3 (i sin 

12  

  
4 (i sin  2  

  : من خودم شخصاً عاشق سؤالاتي هستم كه طراح پارامتر ميده! پارامتر (تو اين سؤال»  4«گزينه پاسخ   پارامتره!) يعني تو هر چي دوست داري بـه
ي ميذارن و ميگن هر چي دوست داري انتخاب كن با شرط اين كـه انـدازه   قرار بده! البته تو برخي سؤالات مثه اين سؤال يه شرط هم واسه پارامتر جاي

ترين عددباشه، براي اين سؤال راحت 1اون كوچكتر از    هستش، كه به ازاي اون به انتگرال
C

sin zdz دونيم چون تابع زير انتگرال رسيم كه ميمي
، صفر قرار داديم، مقدارش برابـر بـا   اي باشيم كه اگه به جايمونه، يعني بايد دنبال گزينهي دوم كار ميصلش صفر ميشه، حالا مرحلهتحليلي هستش، حا

sinLimراهنمايي: صفر بشِه، ديگه اين قسمت رو ميذاريم شما با هوش و درايت خودتون جواب بدِين! (






1


sinميشه، 


!) ميشه - 1و  1هم كه عددي بين  1

  ) رسيدين 4ي (تون به گزينهدونم همهمي
 

 هايثابت :2مثالa  وb  و   1 xاند. اگرمفروض 1 b a
dx

(x a)(x b) sin( ) b a

     
       




x، آنگاه مقدار انتگرال
dx

(x a)

 

 2
و 

( )   1   )92(مكانيك ـ دكتري   كدام است؟  ،1
1 (

sin( )



 2 (a a
sin( )




  3 (a
sin( )




12 4 (a
sin( )




1  

 ي انتگرال ها پارامتر داده! پس ما الان بايد خوشحال باشيم! دنبال محاسبهطراح عزيز اين سؤال، هم تو صورت تست و هم تو گزينه»  4«گزينه اسخ : پ

ي اولي رو اصلاً تحويل نگيرين! اگه فرض كنيندوم هستيم، رابطه  :اونوقت داريم ،  dx [ ]
x a a(x a)

   
 2

1 1 1


  

ها وقتيحالا بايد ببينيم تو گزينه   قرار ميديم، كدوم گزينه مقدارش برابر با
a
  ) چنين شرايطي داره 4ميشه؟ معلومه فقط گزينه ( 1

وقتيتوضيح:    ارزيكنيد از هما امتحان ميرsin( ) ~  .استفاده كنيد  
 

 كنيم فرض مي :3مثالx كه در آن ،، x   1   (ثابت)، معرفّ مقدار اصلي توان مورد نظرx  باشد، يعنيLnxx e    در ايـن صـورت ،

xمقدار 
dx

x

 

 1
  )90(مهندسي برق ـ سراسري   كدام است؟  

1 (
sin



  2 (
sin( )




  3 (
sin( )




  4 (
sin


 
  

  : ا رو دوست داره! آقاي طراح گفتهيادتون باشه طراحي كه تو سؤالاتش پارامتر ميده؛ خيلي شم»  2«گزينه پاسخ   بزرگتر از صفر و كوچكتر از يـك
باشه، پس هر چي دوست دارين انتخاب كنين، مـن        دوسـت دارم، شـما چطـور؟ بـه ازاي      انتگـرال بـه صـورتI dx

x




1

1
يشـه و  م 

Iدونيم حاصل اين انتگرالمي [Ln( x)] 1


هـا ميشه، خبُ حـالا تـو گزينـه    ميشه و كسي از شما عزيزان نيست كه ندونه اين مقدار      قـرار

sinLim:دونيم كـه وم دبيرستان اينو ميي ما از سال دوم يا حداكثر سميديم ببينيم كدوم گزينه ميشه؟ همه Lim
sin 

 
 

 
1

 
 ،Lim

sin( )




 
1


 

) ميشه (چون وقتي2رسيم كه جواب گزينه (پس به اين نتيجه مي    (مخرج صفر ميشه  
  

 حاصل انتگرال :4مثالd

psin p

 

  
2

21 2
pبا شرط   1 1  )p :81برق ـ سراسري مهندسي (              ثابت)، برابر است با(  

1 (
p


 2
2

1
  2 (

p


 2
2

1
  3 (p

p




2

2
2
1

  4 (p
p


 2
2

1
  

  : آخ بازم طراح عزيز پارامتر داده و چه پارامتر خوبي هم داده! منآخ آخ »  1«گزينه پاسخp     رو دوست دارم كه به ازاي اون بـه انتگـرالd



2


 
pا ببينيم كدوم گزينه بـه ازاي چرخونيم تها ميميشه، حالا چشمامونو به سمت گزينه 2رسيم كه مقدارش برابر بامي     مقـدارش برابـر بـا2   ميشـه!؟

، بياين يه كم به اطلاعات خودمون تكيه تونه درست باشه! خبُ حالا چيكار كنيم ) مي2) يا (1هاي () غلطن و يكي از گزينه4) و (3هاي (معلومه گزينه
p«شما مخرج كنيم، به نظر  p«بايد باشه يا » 21 p«؟ من ميگم »21 pچرا؟ خبُ طراح گفته» 21  1 pيعني شرط واسه اين بـوده كـه   1  1 

pاي جوابه كه مقدارش به ازايدار ميشده! خبُ پس گزينهداستاننشه، چون اونوقت حتماً حاصل انتگرال   1 دار باشه داستان  
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 انتگرال :5مثال
|z|

| dz |

| z a |  1 2كه در آن ،a C و| a |   )87(مجموعه رياضي ـ سراسري   ، برابر است با: 1

1(  2(
| a |


 2
2

1
  3( 1  4(| a |2  

  : با توجه به اينكه»  2«گزينه پاسخa تونه باشه (البته با شرطهر مقداري مي| a |1 ،(س با در نظر گرفتنپa   :داريم  

   2  محيط دايره
|z| |z| |z|

|z|| dz |I I | dz | ds
| z |  

      1 1 1
1

2  

)ds  ها همبينين اگه تو گزينهطور كه ميهمون.) شودميروي دايره برابر با محيط دايره آن جزء طول قوس است و انتگرالa       قرار بـِديم، فقـط گزينـه
  ميشه  2) هستش كه برابر با2(

 

 اگر بدانيم كه براي :6مثال| z | zداريم: 1 z ....
z
   


21 سري لوران 11

z2
|براي 1 z | 1   )82مكانيك ـ سراسري مهندسي (             كدام است؟ 1

1(...(z ) (z ) (z )      2 31 1 1 1  2 (...(z ) (z ) (z )      2 31 2 1 3 1 4 1  

3 (...(z ) (z ) (z )      2 31 1 1 1  4 (...(z ) (z ) (z )      2 31 2 1 3 1 4 1  

  : ر سري لوران بايد با خود تابع برابر باشه! براي مثال تو اين سؤال به ازايتو ناحيه داده شده مقدا گفتيم»  4«گزينه پاسخz  1   مقدار تـابع برابـر ،

با
z ( )

 
2 2

1 1 1
1

zاي باشيم كه به ازايميشه، حالا بايد دنبال گزينه   1  جوابن! براي رسـيدن بـه   4) يا (3اي (هبشِه، واضحِ يكي از گزينه 1مقدارش (

zتونيم مثلاً ازجواب نهايي مي   1
|استفاده كنيم (حواستون كه هست نقطه بايد تو ناحيه 2 z | 1 |قرار داشته باشه، چـون  1 | | |   

1 1 112 2 ، و ايـن  2

zميشه، پس خيالمون راحت كه تو ناحيه قرار داره!) اما به ازاي 1يعني مقدارش كوچكتر از    1
تابع برابر بامقدار  2

( )


 2
1 41
2

ميشـه، خـُب حـالا بگيـد      

z ) كدوم به ازاي4) و (3هاي (ببينم از بين گزينه   1
  ) 4ومه گزينه (!؟ معلنزديكترِ 4به  مقدارشون 2

 

 دو جملة اول در بسط لوران تابع :7مثالf (z)
z


2

1
1

|در ناحية  z | 1   )82كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (       عبارت است از:  2

1(
(z )

 


1 1
2 1 4  2(

(z ) (z )


 2 3
1 2
1 1

  3 (
(z ) (z )


 2 3
1 2
1 1

  4 (
(z ) (z )


  2
1 2

1 1
  

  : بهتره يه نقطه تو ناحيه»  2«گزينه پاسخ| z | 1 zانتخاب كنيم، ببينيم مقدار تابع چقدر ميشه، به نظرم2   خوبه! به ازاي اون مقدار تـابع برابـر بـا    2

f ( )  
2

1 12 32 1
1رو قرار ميديم، هر كدوم مقدارش كمتر از 2، عدد zها به جايميشه، حالا تو گزينه 

بـود، جوابـه! (دقـت كنـين؛ تـو ايـن تسـت دو         3

1يقاً و يا حتي خيلي نزديك بهاي باشيم كه مقدارش دقي اول رو ميخوايم، بنابراين نبايد دنبال گزينهجمله
) كـه كـلاً منفـي ميشـه!     1بشِه) خبُ گزينـه (  3

) كه تازه داره از3گزينه (
( ) 2

1
2 1

1يا از 
1يه مقدار مثبت هم كم ميكنه و عمراً مقدارش 9

  ) هستش!  4) و (2هاي (رقابت اصلي بين گزينه بشِه! پس 3

  
( ) ( )

    
  2
1 2 1 2 5

2 1 3 9 92 1
z) به ازاي4مقدار گزينه (   2     ،  

( ) ( )
    

 2 3
1 2 1 2 5

9 27 272 1 2 1
z) به ازاي2مقدار گزينه (   2  

1زرگتر از) همين الان ب4بينين گزينه (طور كه ميخبُ همون
تونه جواب باشه، چون تازه با تعدادي عبارت مثبت ديگه هم جمـع ميشـه!   شده و قطعاً نمي 3

1) كمتر از2اما گزينه (
1تونيم اميدوار باشيم كه با جمع شدن با تعدادي عبارت مثبت ديگه، حاصلششده و ظاهراً مي 3

  بشِه، پس اين گزينه جوابه  3
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 سري لوران تابع :8مثالf (z) , | z |
z

   
2

1 1 1 2
1

  )89(مهندسي مواد ـ سراسري   كدام است؟  

1(
n

n
n

(z ) 







1

1
1

2
  2( 

n

n
n (z )




 
 2

2
1

  3( 
n

n
n

(z )
(z )









  2
1 1

2 1 2
  4( 

n

n
n

(z )
(z )









  1
1 1

2 1 2
  

  : به صورت براي اين سؤال ناحيه»  1«گزينه پاسخ| z |  1 1 zتونه مثلاًي انتخابي ميداده شده، پس نقطه 2       باشه، كـه بـه ازاي اون مقـدار

fتابع برابر با  ( )
( )

   
2

1 1 111



zايد ببينيم كدوم گزينه به ازايميشه، حالا ب     كـه مقـدارش همـواره    2نزديكترِ، گزينـه (  -1مقدارش به (

n  ) ببينيم مقدارش چقدر ميشه!؟1ريم سراغ گزينه (پس غلطه! مي مثبته،
n

( )





       1
1 1 1 1

2 4 82
) به ازاي1مقدار گزينه (z    

aي اولداخل پرانتز يه تصاعد هندسي با جملهعبارت  1
1
qو قدر نسبت 2 

1
aهستش كه مقدارش برابـر بـا   2

S
q

  
 

1
1
2 111 1 2

ميشـه (اينـو از اول    

 ) رو بـه ازاي 4) و (3هـاي ( مقـدار گزينـه   حالا براي تمرين خودتون ه ميشه، پس همين گزينه جواب - 1) دقيقاً 1مقدار گزينه ( بنابرايندونيم!) و دبيرستان مي
z   ينب كناحس.  

 

 هاي زير بسط لورانت تابعيك از سريكدام :9مثالf (z)
z(z )(z )


 

1
1 |ي صفر در مجموعهحول نقطه 2 z | }  1،{z است؟  

  )93ـ سراسري  وادممهندسي (
1 (n

n
n

( )z
z






  2
1 112 2

  2 (n
n

n
( )z

z




 1 112 2

  3 (n
n

n
( )z

z






  2
1 112 2

  4 (n
n

n
( )z

z




 1 112 2

  

  : تـونيم مـثلاً  مـي  »1«گزينـه  پاسخz  1
|كـه تـو ناحيـه    كنـيم يـن سـري انتخـاب    رو بـراي ا  2 z | 1       هـم قـرار داره، بـه ازاي اون مقـدار تـابع

( )( )


 

1 8
1 1 1 31 22 2 2

1ها، عددzبه جاي هاكمتر، حالا تو گزينه 3ر و از بيشت 2ميشه، يعني از  
8به ، هر كدوم نزديكرو قرار ميديم 2

خبُ همـه   !شد، جوابه 3

اونا كه
z
1
zبه ازاي كه دارن 2  1

zها رو بگيريم، اگهميشه، پس بايد سراغ داخل سري 1برابر با  2  1
nهاي گزينهقرار بديم، همه 2

n




 1

2
هم توليد ميكنن كـه   

به خاطر 1را تحويل ما دادن! ( 3ها،ي گزينهميشه پس تا اينجا همه 2مساوي  دونيممي
z
1
) غلطن، چون دارن به 3) و (2( يهااز قبل داشتيم) گزينه 2

    :كنيم) يكي رو انتخاب 4) و (1( يهاكمتر باشه، حالا بايد از بين گزينه 3دونيم مقدار تابع بايد از ، يك مقدار مثبت هم اضافه ميكنن! و ما مي3ثبت م

n n n
n n

: ( )
 

 
       2

1 1 1 1 11 4 82 2 2 
 ) به غير از اون قسمت كه4بخشي از گزينه (3 توليد كرده  

توليد كرده بود،  كه قبلاً اين گزينه 3ميشه و اگه اين عدد از  1) عددي بيشتر از 4علومه اين گزينه غلطه، چرا؟ چون كه مقدار اين قسمت گزينه (جا مهمين
zكمتر ميشه و اين بر خلاف مقدار تابع ميشه (يادتون نرفته كه به ازاي 2كم بشِه، مقدارش از   1

8بعمقدار تا 2
   ) جوابه 1پس اجباراً گزينه ( شده بود) 3

  

 مقدار انتگرال  :10مثال
C

dz

zsin z  روي دايرة يكه(| z | )   )90(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري    عبارت است از: 1

1 (i 2  2 3  ) صفر (i
sin



2  4 (i2  

  : تومانده توابع زوج  كنيم كهبراي اين كه بتونيم به اين سؤال جواب بِديم از اين نكته استفاده مي»  2«گزينه پاسخz     برابر با صفر ميشـه، چـون 
f (z)

z sin z


  و در نتيجه حاصل انتگرال برابر با صفر ميشه  ، پس مانده برابر با صفرِ، تابعي زوج1ِ
 

 مقدار انتگرال  :11مثال
|z|

z z
dz

(z ) (z )



 
2

2 2
5

2
1 4

  )85رياضي ـ سراسري مجموعه (         كدام است؟    

  i2) 4  -5) 3  -1) 2  ) صفر 1
  : اگه»  1«گزينه پاسخP(z) وQ(z) اي باشن و درجهدو تا چند جملهQ(z) حداقل دو واحد از درجهP(z) يبيشتر باشه و همهzههايي كQ(z) 

قرار داشته باشن، اونوقت بدون محاسـبه ميشـه    Cرو صفر ميكنن خارج ناحيه محصور Q(z)هايي كهzو يا همه Cي محصوررو صفر ميكنن درون ناحيه
گفت: حاصل

C
P(z) dz
Q(z)  داده شـده، از طرفـي   2و درجه صورت  4برابر با صفر ميشه! تو اين سؤال درجه مخرجz i 2 وz  1    نقـاطي هسـتن كـه ،

Cي اونا داخل دايرهمخرج رو صفر ميكنن و همه :| z |    ) جوابه 1دارن، پس بدون محاسبه ميشه گفت گزينه ( قرار 5
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   ياضي مهندسير

 
  پنجمفصل 

  »سري فوريه، انتگرال و تبديل فوريه«
  

 دوره تناوب  :1مثالf (x) cosx كدام است؟   

1 (2  2 (
2  3 (  4 (3  

 : نيم دوره تناوبدامي»  3«گزينه  پاسخf (x) cos x برابرT  1 باشد ، اما باتوجه به نكته فوق با قرار دادن نصف دوره تناوب فـوق خـواهيم   مي 2
fديد تابع  (x) cos x  استمتناوب .  

 

 وج است؟كداميك از توابع زير ز  :2مثال  

1 (y x sin x  2 (y x cos x  3 (y x 3  4 (y x sin x 7  

 : 1«گزينه  پاسخ  « 
(            تابع فرد است        f (x) x f ( x) x f (x)       1  

(تابع زوج است    f (x) cos x f ( x) cos(x) f (x)     2  
(بع فرد است  تا f (x) sin x f ( x) sin( x) sin x f (x)         3  

yبا توجـه به نكات فوق تابع x sin x  حاصلضرب دو تابع فرد است، پس تابعي زوج است و تابعy x cos x    تابعي فرد اسـت و همچنـينy x sin x 7 
  مجموع دو تابع فرد است و لذا خود تابعي فرد است.

 

 حاصل انتگرال  :3مثالI sin xdx    كدام است؟ 4
1 (x sin x sin x c  

3 1 12 48 4 32  2 (x sin x sin x c  
3 1 12 48 4 32  

3 (x sin x sin x c  
3 1 12 48 8 32  4 (x sin x sin x c  

3 1 12 48 8 32  

  : 2«گزينه پاسخ «  

             cos xI sin x dx ( ) dx ( cos x cos x)dx
      4 2 21 2 1 1 2 2 22 4  

cos x xI [ cos x ( )]dx x sin x x sin x c sin x sin x c
           

1 1 4 1 1 1 1 3 1 11 2 2 2 4 2 44 2 4 4 8 32 8 4 32  
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  سري فوريه :1درسنامه  
 

 فرض كنيم   :1مثالf (x) x , x     2 وf (x) f (x )  2 مقدار ثابت اين تابع در بسط سري مثلثاتي (فوريه) كدام است؟ .باشد   

1 (a 


3
2  2 (a 


2

3   3 (a 


22
3  4 (a  33  

  : دوره تناوب تابع »  2«گزينه پاسخT  2 لذا داريم:باشدمي ،  
L
L

x ( )a f (x)dx x dx [ ] ( ) ( )
L

 
 

   
      

    
3 3 3 3 2

21 1 1 1 1 2
2 2 2 3 2 3 3 2 3 3  

nbواضح است، باشدمي شود چون تابع زوجسؤال  nbاگر در اين سؤال مقاديرتوضيح:    .خواهد بود  
 

 تابع  :2مثالk ; x
f (x)

k ; x
   

    




  است؟ مفروض است. ضريب جملات سينوسي اين تابع در بسط مثلثاتي سري فوريه كدام 

1 (nb    2 (n
kb ( cos n )

n
  


2 1  3 (n

kb ( cos n )
n

  


2 1  4 (n
kb ( sin n )

n
  


2 1  

 : دوره تناوب تابع»  3«گزينه  پاسخT  2 باشد و اين يعنيميL   :است  

 n
n x k k kb f (x)sin dx k sin nxdx k sin nxdx cos nx [ cos nx] ( cos n )

n n n




 

 

 
              
  

1 1 2 1







  
 

 اگر تابع  :3مثالf (x) تعريف شود، مقدار متوسط شكل موج مقابلصورت  به[f (x)]2  برابر كدام گزينه است؟  f (x) | sinx | , x    1   

1 (
3 42  2 (


3 4
4  3 (


3 4
2  4 (


3 2
4  

 :اي است، كافيست مقدار ثابت تابعسؤال نسبتاً ساده»  3«ينه گز پاسخ[f (x)]2 :را حساب كنيم  f (x) | sin x | , x    1   

x sin x | sin x | sin x f (x) sin x [f (x)] sin x sin x             2 21 1 2   

Tدر ضمن   و استL 
     در نتيجه داريم: 2

cos xa [f (x)] dx ( sin x sin x)dx ( sin x )dx ( sin x cos x)dx
   

         
      2 21 1 1 1 2 1 3 11 2 1 2 2 22 2 2   

  

x
x

( x cos x sin x) [ cos sin cos sin ] ( )  


           
   
1 3 1 1 3 1 1 1 3 3 42 2 2 2 2 42 4 2 4 4 2 2  

  

 تابع :4مثالf (x) به شكل زير مفروض است. اگرg(x) f (x)dx  وg( )   1
3 در اين صورت ضريبباشد ،a مقدار متوسط تابع)g(x) در سري (

  كدام است؟g(x)فوريه تابع

1 (1
4  

2 (1
12  

3 (
1
6  

4 (1
12  

 

-1
-2 +1

+2
-1

+1

x
0

f(x)

  
 :ا توجه به شكل داريم: ب»  3«گزينه  پاسخ  f (x) x , x   1 1  

xg(x) f (x)dx c , x      
2

1 12  

)gدانيماز طرفي مي )   1
3، بنابراينg( ) c  

1
3. حال براي به دست آوردن ثابتa :داريم    

 
L

L

x x xa g(x)dx ( )dx ( )
L  

         
1

1

2 3 11 1 1 1 1 1
2 2 2 3 6 3 6 3 6   
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 سري فوريه تابع :5مثالf با ضابطهk x
f (x)

k x
    

    




،
Tو دوره تناوب ،  2 كدام است؟  

1 (
n

n

k ( ) sin nx
n






 1

4 1  2(
n

n

k ( ) sin( n )x
n





 
 

1

4 1 2 1
2 1  3 (

n

k sin( n )x
n






 

1

4 2 1
2 1  4 (

n

k sin nx
n



 1

4  

 : چون»  3«گزينه  پاسخx    وf ( x) f (x)   لذا تابع فرد است وna   و بايدnb :را محاسبه كنيم  
n

n
n x k cos nx k k[ ( ) ]b f (x)sin dx k sin nxdx [ ] [ cos n cos( )]

n n n

  



  
        
      
1 2 2 2 2 1 1


  

nbهاي زوجnگردد به ازايملاحظه مي   خواهد بود و به ازايnهاي فردn
kb

n



  ) صحيح است.3باشد، لذا سري گزينه (مي 4

 

 تابع متناوب يهسري فوري  :6مثالx    وf (x) | x | با دورة تناوب2 كدام است؟    

1 (m

m

cos( m )x( )
( m )





 
 
 
 2

4 2 114 2 1
  2 (

m

cos( m )x
( m )





 

 
 2

4 2 1
2 2 1

  

3 (
m

cos( m )x
( m )





 

 2 2 1

4 2 1
  4 (m

m

cos( m )x( )
( m )





 
 
 
 2

2 2 112 2 1
  

 :2«گزينه   پاسخ« 

  a f (x)dx xdx
 




  

  
1 1

2 2
  

na f (x).cos nxdx x cos nxdx

x[ sin nx cos nx] [ cos n ]
n n n n

 





 
 


   
 

 

2 2 2

2 2
2

2 1 2 1 1




  

                  n
n

, n
a [( ) ]

, nn
n


     

 
2

2 1 1
 Z»p

jo 2
-4

  
 

 اگر :7مثال عددي ناصحيح وf (x) cos x  وx    باشد، سري فوريهf كدام است؟  
1 (

n

sin sin cos nx
( n )





  


   
 2 2

1

2  2 (n

n

sin sin( ) cos nx
( n )





 
 

   
 2 2

1
1  

3 (n

n

sin sin( ) cos nx
n





 
  

  
 2 2

1
2 1  4 (n

n

sin sin( ) cos nx
( n )





  
 

   
 2 2

1

21  

 : واضح است تابع»  4«گزينه  پاسخf لذا داريم: ،تابعي زوج است  

na cos x.cos nxdx [cos( n)x cos( n)x]dx [ sin(n )x sin( n)x]
n n

  
            
       
2 2 1 1 1 1

2  
  

n)زوج باشد nاگر k) sin(n  :داريم آنگاه .2 ) sin( k ) sin
sin( n) sin( k ) sin( k ) sin

     
           

2
2 2  

    فرد باشد: nبه همين ترتيب اگر
sin( n) sin         و   sin( n) sin       

  لذا داريم:

n

sin ;
( n )

a
sin ;

( n )

 
     
   

2 2

2 2

2

2

n  زوج
  

n  فرد
  

n  لذا ديگر نيازي به محاسبه آن نيست: است، داده شده سانها يكدر تمام گزينه aاز آنجايي كه

n

sin sinf (x) ( ) cos nx
( n )





  
  

   
 2 2

1

21  

 

   -  

y  

x  

x cos nx

sin nx
n

cos nx
n






2

11

1
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 تابع متناوب  :8مثالf (x) در فاصلهx   به صورت ،
a; | x |

af (x)
a; | x |

  
   


1
2

2
Tبـا فـرض ايـن كـه     .تعريـف شـده اسـت      2  بسـط ،

fفوريه (x) در صورتي كهa به سمت صفر ميل كند، كدام است؟  

1 (

1

2  2 (

1  3 (

n
cos nx






 1

1 1
2 2  4 (

n
cos nx






 1

1 1
2  

 :است واضح»  4«گزينه   پاسخf (x)  استتابعي زوج است، لذا بسط فوريه آن كسينوسي:  
a

n
n

a af (x) a cos nx a f (x)dx dx ( )( )( )
a a




      

     
2

1

2 2 1 2 1 1
2 2 


  
a

n
naa f (x)cos nxdx cos nxdx ( )( sin )

a a n


  
   

22 2 1 2 1
2 

  

fهبنابراين سري فوري (x) :به صورت مقابل قابل نمايش است  
n n

nasin( )naf (x) sin( )cos nx [ ]cos nx
nan a ( )

 

 
   

    
1 1

1 2 1 1 2
2 2 2

2

  

aاگرحال     لذا سري فوريه .ميل خواهد كرد 1آنگاه عبارت داخل كروشه به سمتf (x) شود:به صورت مقابل نوشته مي  
n

f (x) cos nx



 

 1

1 1
2  

 

 اگر  :9مثال
n

n

( ) cosnxf (x)
n






  2

1

f، آنگاه1 (x)sin xdx


 2


  كدام است؟  

1( 
16  2( 

 8  3( 
8  4( 

16  

 :با توجه به فرمول بسط فوريه تابع  »1«گزينه   پاسخn n
n

a
f (x) (a cos nx b sin nx)




  

12
  و مقايسه آن با بسط فوريه داده شده در صـورت 

  مسأله خواهيم داشت:
n

n n
( )a , a , b

n


  2
1

    

naاز طرفي: f (x)cos nxdx



 
2


. چون

n

n
( )a

n


 2
لذا ،1

n( ) f (x)cos nxdx
n



 2

1 2


قـرار دهـيم،    2عـدد   n. اگر در طرفين اين تساوي به جـاي 

)  :داريم ) f (x)cos xdx f (x) cos xdx f (x)[ sin x ]dx
    

       
  

2 2
2
1 2 2 2 2 18 82   

  

f (x)sin xdx f (x)dx f (x)sin xdx f (x)sin x dx ( )
      
              2 2 2 12 28 8 2 8 16   

  

fمورد صفر شدن انتگرال در توضيح (x)





fبا توجـه بـه آن كـه   :  (x)  زوج اسـت وa      :شـده اسـت داريـمa f (x)dx


 
 
1

 
    بـه همـين

fدليل (x)dx


   .است  
 

 اگر سري فوريه :10مثالf (x) صورتبه
n

f (x) [ cosnx sinnx]
n n




  


 2 3

1

1 1 1 1
3 2 1

Iالگاه مقدار انتگـر نبيان شود، آ  f (x)[cos x sin x]dx



  2 3 

  كدام است؟
1 (

8
135  2( 16

135  3( 16
135  4( 8

135  

  : ي داده شدهدر سري فوريه  »3«گزينه پاسخn x nx
L


 پس ،استL    .ضرايب سري فوريه برابرند با:حال بوده است  

n na f (x)cos nxdx ( ) , b f (x)sin nxdx ( )
n n

 

 
   
  2 3
1 1 1 1 1 1

2 21
  

nبه ازاي بنابراين  nو naبراي 2  a  خواهيم داشت: nbبراي 3 f (x)cos xdx f (x)cos xdx
 

 


    
  2
1 1 1 12 22 5 1 1 

  

b f (x)sin xdx f (x)sin xdx
 

 


    
  3
1 1 1 13 32 27 54 54  

I  مجموع اين دو انتگرال است: Iبه اين ترتيب،   
  

16
1 54 135

  
 

f (x)

a
2

a
2
 x
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 سري فوريه تابع :11مثالf (x) .كه نمودار آن به شكل زير است را بيابيد  

1 (
n n

n

( ) ( )cos nx sin nx
n(n )





  
 




1

2
1

1 1 1 1
2  

2 (
n n

n

( ) ( )cos nx sin nx
n(n )





  
 




1

2
1

3 1 1 2 1
2  

3 (
n n

n

( ) ( )cos nx sin nx
n(n )





  
 




1

2
1

3 1 1 122  

4 (
n n

n

( ) ( )cos nx sin nx
n(n )





  
 




1

2
1

1 1 1 122  

y

x
 0

2

 

  

 :مطابق شكل » 3«گزينه   پاسخT  2 وL   ي خطي كه ازاست. معادله( , )2 و( , )  بـه صـورت   ،گذردميy x 

2 اسـت. ضـرايب    2

a  كنيم:سري فوريه را حساب مي f (x)dx [ ( x )dx dx] [( x x)] ( x)
 

 


       

        21 1 2 1 1 1 32 2 2 22 2 2 2 2


  
  

a  است. در اين مثال داريم: Tن بري مساحت زير منحني به روش هندسي و تقسيم آمحاسبه aروش ديگر يافتن [ ]
   


1 2 322 2 2  

na  كنيم:از جدول جزء به جزء استفاده مي naيبراي محاسبه f (x) cos nxdx [ ( x )cos nxdx cos nxdx]
 

 
   
    
1 1 2 2 2


  

n( )[ ( x )sin nx cos nx] [sin nx] [ ]
n nn n




 
    
    2 2
1 1 2 2 2 2 1 12




  

nb  داريم: nbيبه همين ترتيب براي محاسبه f (x)sin nxdx [ ( x )sin nxdx sin nxdx]
 

 
   
    
1 1 2 2 2


  

n( )[ ( x ) cos nx sin nx] [cos nx]
n n nn







     
   

1

2
1 1 2 2 2 2 12


  

x cos nx x sin nx

sin nx cos nx
n n

cos nx sin nx
n n

 
 


 

 2 2

2 22 2

2 1 2 1

1 1 

  

  با قرار دادن ضرايب در سري فوريه داريم:
n n

n

( ) ( )f (x) cos nx sin nx
n(n )





  
  




1

2
1

3 1 1 122  

 

 سري فوريه  :12مثالf ( ) Ln | tg |
    )MIT(از سؤالات رياضي مهندسي دانشگاه   است؟ كدام 2

1 (
n

cos( n )Ln
( n )





 


 2 12 2 1
  2 (

n

cos( n )Ln
( n )





 


 2 12 2 2 1
  3 (

n

cos( n )
n





 


 2 1
2 1

  4 (
n

cos( n )
( n )





 


 2 12 2 1
  

 :لورنبا استفاده از بسط مك»  4«گزينه  پاسخ
n n

n

( ) zLn( z)
n






  

1

1

izبه ازاي 11 e   وiz e  :خواهيم داشت  

n in n n in in
i i

n n n

( ) e ( ) ( ) e eLn( e ) , Ln( e )
n n n

      
 

  

  
       

1 1

1 1 1

1 1 11 1  

Re(Lnz)حال دقت كنيد كه Ln | z | وinRe(e ) cos n   هاي حقيقيِ دو طرف تساوي داريم:است. بنابراين از تساوي قسمت  

  
n

i i

n n

( ) cos n cos nLn | e | , Ln | e |
n n

 
 

 

  
     

1

1 1

11 1  

iLn  د كه:دقت كني | e | Ln cos sin cos Ln( cos ) Ln( cos ) 
         2 2 21 11 1 2 2 2 42 2 2   

iLn | e | Ln cos sin cos Ln( cos ) Ln( sin ) 
         2 2 21 11 1 2 2 2 42 2 2  











  

238 

سري فوريه، انتگرال و تبديل فوريهفصل پنجم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

n  بنابراين با كم كردن اين دو معادله از يكديگر خواهيم داشت:

n

cos n[Ln( sin ) Ln( cos )] ( ( ) )
n






  
    2 2 1

1

1 4 4 1 12 2 2  

  بنابراين داريم:
n , , ,...

cos nLn(tan )
n





 
  2

1 3 5

1 22 2  

  :  داريم به عبارتي
n

cos( n )Ln | tan |
n





  
 

 2 122 2 1
  

 
 ي دوم سري فوريه سينوسي تابعجمله  :13مثالxf (x) e،x   برابر كدام گزينه است؟  

1 (( e )[ ]sin x
 


4 1 25  2 ((e ) sin x
 


2 1 25  3 (( e )[ ]sin x
 


2 1 25  4 ((e ) sin x
 


4 1 25  

 :با توجه به اين كه سري فوريه سينوسي است، لذا داريم:»  1«گزينه   پاسخ    
axe sin bxx

nb e sin(nx)dx



 
 
2 −Ho«TºH  

x

n
eb [ (sin nx n cos nx)] [e (sin n n cos n ) e (sin( ) n cos( ))]

n ( n )

       
   2 2
2 2

1 1
    

ncos(n ) ( ) n
nb [ e n( ) n]

( n )
       

 
1

2
2 1

1
  

nي دوم به ازايجمله    شود:، حاصل مي2
( e ) sin x

 


4 1 25( )( e )sin x  
  2
2 1 2 2 2

1 2
  

 
 براي تابع  :14مثالf (x) وقتي كهx  1 اي به شكل زير نوشته شده است. مقدار ضريبسري فوريه ،استa3 كدام است؟  

1 (


2
12 8

9
  2 (

2
8

9
  

n
n , , ,...

nf (x) a cos( x)



 

1 3 5 2  

1

1

f (x)

x

 

  
3 (


2

6 4
9

  4 (
2
4

9
  

 :بنابراين .كسينوسي است ،ي نوشته شدهسري فوريه  »1«گزينه  پاسخf (x) بينيم كه در اده شده است. با دقت به سري ميبه صورت زوج گسترش د

nآن n
L
 
 Lپس .است 2  Tو 2 L 2 f،Tي تناوب تابعيعني دوره 4   ير بـازه ي آن يعنـي د دامنـه را روي نـيم  fياست. لازم است ضـابطه  4

[ , ]2 هـاي فـرد اسـت. بنـابراين    ي خواسته شده فقـط شـامل هارمونيـك   تعيين كنيم. اكنون دقت كنيد كه سري فوريهf    نسـبت بـه خـطLx  
1

2 2  

fبنابرايني تناوب آن صفر شود. روي يك دوره fرا بايد طوري بسط دهيم كه انتگرال fبايد فرد باشد. در واقع (x)  خواهد بود: زيرمطابق شكل  
fيبينيم كه ضابطهبا كمي دقت مي (x) ين است:ي آن چندر نيم دامنه  

  
x x

f (x)
x x

 
    

1
2 1 2
  

  
  كنيم:را محاسبه مي a3ضريباكنون 

  L
a f (x)cos( x)dx f (x)cos( x)dx x cos( x)dx (x )cos( x)dx

L
           

2 1 2
3 1

2 3 2 3 3 322 2 2 2 2  
  

22 1 1

1

1

f (x)

x
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  شوند:هر دو انتگرال با استفاده از جدول جزء به جزء حل مي
x cos( x) x cos( x)

sin( x) sin( x)

cos( x) cos( x)

  

 
 

   
 2 2

2
1 11 1

1 1 

  

در اين جداول  
3
  ها داريم:ها و جايگذاري كراننوشتن جواب است. با 2

  a [ x sin( x) cos( x)] [ (x )sin( x) cos( x)]    
           

       
3 2 2 2 2 2

1 22 3 4 3 2 3 4 3 2 4 4 2 12 82 13 2 2 3 2 2 3 39 9 9 9 9
  

 
  براي تابع  :15مثالf (x) يدر بازهx   اي به شكل زير نوشته شده است. مقدار ضريبسري فوريهb3 كدام است؟  

n
n , ,

nf (x) b sin( x)


 
1 3 5 2  

1 (


2
3  2 (

8
9  




x

y

f (x)

 

  
3 (


8

9  4 (
4
9  

 :پس ، سينوسي است.سري نوشته شده  »3«گزينه  پاسخf (x)     را بايد گسترش فرد بـدهيم. دقـت كنيـد كـهn n( L )
L

   22  ي پـس دوره

f،Tتناوب تابع  4 ياست. لازم است ضابطهf يي آن يعني بازهدامنه را روي نيم[ , ]2 هاي فـرد  با دقت به اين نكته كه فقط هارمونيك .پيدا كنيم
fشودمعلوم مي ،انددر سري فوريه آمده (x) با آن كه تابعي فرد است اما نسبت بهx   باشد. يعني نمـودار زوج مي دامنه است،كه وسط نيمf  ي در بـازه

[ , ]2 بايد نسبت به خطLx   2 .متقارن باشد  
  ي آن چنين است:در نيم دامنه fيبه اين ترتيب ضابطه

x x
f (x)

x x
  

       2 2
  

  
  آوريم:ميرا بدست  b3ضريب اكنون

L
n

nb f (x)sin( x)dx b f (x)sin( x)dx [ x sin( x)dx ( x)sin( x)dx]
L L

  




     

    
2 2

3
2 2 3 1 3 322 2 2 2  

  
  شوند:زير حل ميهر دو انتگرال با استفاده از جدول جزء به جزء 

در اين جداول 
3
  است. 2

x sin x x sin x

cos x cos x

sin x sin x

  

    
 

   
 2 2

2
1 11 1

1 1 

  

  x ( x)b [ cos( x) sin( x)] [ cos( x) sin( x)] [ ]
   

         
   3
21 2 3 4 3 1 2 2 3 4 3 1 4 4 8

3 2 9 2 3 2 9 2 9 9 9
  

  

 هرگاه   :16مثالf (x) x sin x   وx    در بسط فوريه مثلثاتي ،f  ضريب جمله ،sinx : برابر است با          
  ) صفر4  3) 3  2) 2  1) 1
 :دانيم سري فوريه تابعمي  »3«گزينه   پاسخsin x برابر خودsin x ت سري فوريه تابع فرداست، لذا كافي اسg(x) x    را به دسـت آوريـم. چـون 

sinضريب x لذا ،خواسته شدهb1 كنيم:را حساب مي  b x sin xdx b [ x cos x sin x]
 

     
 1 1
2 2 2



Eq] ¾M Eq] ÁoÃ¬−Ho«TºH  
sinضريب x در بسط تابعg(x) x  به دست آمد و چون 2برابرf (x) x sin x  تعريف شده است، لذا ضريبsin x باشد.مي 1+2=3برابر  

 




2 

2 x

y
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 سري فوريه تابع مقدار :17مثال
L, x

f (x)
L, x L

   
  

2
1 2

 
Lxدر نقطه ،    ت؟كدام اس 2

1) 3  ) صفر2  1) 1
  ) قابل محاسبه نيست.4  2

 : تابع در نقطه»  3«گزينه  پاسخLx         برابر است با: سري فوريهمقدار  بنابراينانفصال دارد  2
L Lf ( ) f ( )Lf ( )

 
 

  
1 12 2

2 2 2 2
  

  
 ري فوريه تابعاگر س  :18مثالf (x) xsin x يدر بازهx    :به صورت زير باشد  

cos x cos xxsin x cosx ( )     
 

1 2 31 22 1 3 2 4   
g(x)آنگاه سري فوريه xcosx به كدام صورت است؟  

1 (sin x sin xsin x ( )  
 

1 2 2 3 3
2 1 3 2 4   2 (sin x sin xsin x ( )   

 
1 2 2 3 322 1 3 2 4   

3 (sin x sin xx sin x ( )   
 

1 2 2 3 3
2 1 3 2 4   4 (sin x sin xx sin x ( )   

 
1 2 2 3 3
2 1 3 2 4   

 :اگر از طرفين تساوي داده شده مشتق بگيريم، داريم:  »2«گزينه   پاسخ  
sin x sin x sin x sin xsin x x cos x sin x ( ) x cos x sin x ( ) 

           
   

1 2 2 3 3 1 2 2 3 32 22 1 3 2 4 2 1 3 2 4     

 
 اگر بسط فوريه تابع :19مثالf با ضابطه, x

f (x)
, x

    
    

1
1




sinبـه صـورت     x sin x sin x ...f (x) [ ]   

4 3 5

1 3  باشـد، آنگـاه بسـط فوريـه      5
x    وg(x) | x | كدام است؟  

1 (
k

cos( k ) dx c
k








  
4 2 1

2 1
  2 (

k

sin( k ) dx c
k








  
4 2 1

2 1
  

3 (
x

k

sin( k )x dx c
k








  
4 2 1

2 1
  4 (

x

k

cos( k )x dx c
k








  
4 2 1

2 1
  

 : تابع»  3«گزينه  پاسخg در واقع انتگرال تابعf گيري داريم:باشد، لذا با انتگرالمي  
x x

k

sin x sin x sin( k )x...g(x) f (x)dx ( )dx dx c
k






     

    
4 3 4 2 1

1 3 2 1 
  

  
 اگر تابع :20مثالf بطهبا ضاx    وf (x) x 2 nداراي سري فوريه 1

n

sinnxf (x) ( )
n




  

1
1 4 هـاي زيـر   باشد، آنگاه كداميك از عبارت 1

  صحيح است؟
fگيري جمله به جمله از سري فوريه تابعبا انتگرال) 1 (x) هتوان سري فوريه تابع با ضابطميx    وg(x) x x 2 .را حساب كرد  
xتوان سري فوريه تابعگيري جمله به جمله از سري فوق ميبا مشتق) 2   ،g(x)    را حساب كرد. 2

حد سري متناوبحاصل با استفاده از سري فوق ) 3    
1 1 11 3 5 7  با برابر

  شود.مي 4
fبرابر در نقطه fمقدار تابع) 4 ( )    خواهد بود. 2
  : كنيمبررسي مي ها راهتمام گزين ،مطلب يادگيري بهتربراي   »3«گزينه پاسخ .  

fياز سري فوريه :)1ي (گزينه بررسي (x) :داريم  n

n

sin nxx ( )
n




   

1
2 1 1 4 1  

  انتگرال نامعين بگيريم داريم: ،اگر از طرفين
n

n

( )x x x A cos nx
n






    

1
2

2
1

14  

xداريم را به سمت چپ ببريم كه xحال بايد x x x  2   در نتيجه داريم:. 2
n

n

( )x A cos nx
n






  

1
2

2
1

14  

xيرسيم و سري فوريهمي x2ييعني به سري فوريه x2 شود.حاصل نمي  
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fبا توجه به اينكه تابع ):2بررسي گزينه ( (x) x 2 f)امـا  ،هسته پيوستاي تكهدر فاصله داده شده  1 ( )) f ( ))  ،  گيـري از بـا مشـتق   لـذاf (x) 
xسري فوريه   ،g(x)    شود.نتيجه نمي 2

fتابع ):3بررسي گزينه ( (x) در نقطهx 
 n  است، لذا طبق شرايط ديريكله داريم: پيوسته 2

n

sin(n )
f ( ) ( ) ( )

n








  
1

21 4 1 12  

fاز طرفي با توجه به ضابطه (x) :داريم  f ( ) ( ) 
    2 1 1 22 2   

( ),( ) [ ] 
            1 2 1 1 1 11 1 4 1 13 5 3 5 4   

n  :برابر است با يدر نقطه مقدار تابع ):4( بررسي گزينه

n

sin nf ( ) ( )
n






    

1
1 4 1 1  

 

 اگر تابع  :21مثالf (x) يدر بازهx    به صورت
x ; x

f (x) ; x ,

x ; x

     
  

   

2







آن بـه صـورت    ، تعريف شود و سري فوريه
n

sin nxf (x)
n






 

1

2
2 

x(xعبارتباشد،  )  يدر بازهx   برابر كدام گزينه خواهد بود؟  

1 (
n

cos nx
n






  2

1

2
6  2 (

n

cos nx
n






  2

1

2
6 2

  3 (
n

cos nx
n






 

2

2
1

2
6  4 (

n

cos nx
n






 

2

2
1

2
6 2

  

 :با توجه به سري فوريه  »3«گزينه   پاسخf (x) گيري از طرفين رابطه ضروري باشد:رسد، انتگرالها به نظر ميو گزينه  
xx x x x

n n

sin nxf (x)dx dx dx f (x)dx x [ cos nx]
n n

 

 

 
          2

1 1

2 1 22 2 2    
    

xبا توجه به اين كه صورت سؤال شرط كرده  لذا ،f (x) x :و در نتيجه داريم  

n n

cos nxx(x ) ( )*
n n

 

 
    2 2

1 1

2 1
n n n

x cos nxx (cos nx ) x x
n n n

  

  


          

2 2 2
2 2 2

1 1 1

1 2 12 12 2 2
nj Jo†  

ي صحيح لازم است مقـدار ) جواب نيستند، براي انتخاب گزينه4) و (2هاي (كه گزينهتا اينجا مشخص است 
n n




 2

1

بـراي بـه دسـت آوردن     .، معلـوم شـود  1

مقدار سري
n n




 2

1

)با توجه به رابطه، 1 بايد بگوييم سري *(
n n




 2

1

x(xمقدار ثابت بسط فوريه تابع 1 )  :است  

x xx(x )dx [ ] [ ]
    

      
  

3 2 3 3 21 1 1
3 2 3 2 6

  
 

 اگر سري فوريه تـابع  :22مثالf (x)  يدر بـازه( , )2  صـورت بـهn n
n

a a cosnx b sinnx



 

12
    و سـري فوريـه تـابعx

f (y)dy  صـورت  بـه

n n
n

A A cosnx B sinnx



 

12
 گاه حاصلتعريف شود، آنxf (x)dx




2


  كدام است؟ 

1 (( a A )     2( ( a A )  2    3( ( a A )  2 2    4( ( a A )  2    
  : فرض كنيم  »4«گزينه پاسخx

F(x) f (y)dy   ي توابعهاي فوريهباشد. با توجه به سريf (x) وF(x) :خواهيم داشت  

a f (x)dx , A F(x)dx f (x)dx a , F(x)dx A
   

      
    

2 2 2 21 1
      

  

Iگرالاكنون حاصل انت xf (x)dx


 
2


u  آوريم:دست ميرا به روش جزء به جزء به  x du dx    

dv f (x)dx v f (x)dx F(x)     

I uv vdu xF(x) F(x)dx F( ) F(x)dx f (y)dy F(x)dx ( a ) A
    

                    
2 2 2 2 22 2 2 2 2      




  

I ( a A )    2    
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 اگر :23مثال
x ; x

f (x) ; x

x ; x

    
   

   

2







اي به شكلفوريه، سري «
n

sin nxf (x)
n






 

1

2
xيدر بازه 2     گـاه سـري   داشته باشـد، آن

n

cos nx
n




 2

1

xمقاديربراي  2   برابر با كدام گزينه است؟  

1 (x x 
  

2
21

2 6  2( x x 
  

2
2

6  3( x x 
  

2
21

2 6  4( x x 
  

2
2

6  

  : يطبق صورت سؤال سري فوريه  »2«گزينه پاسخf (x) است: مقابل به صورت  
n

f (x) sin( nx)
n






 

1

1 22  

xاز طرفين خواهيم داشت: (با فرضِ گيريبا انتگرال   (  x x x

n
f (x)dx dx sin( nx)dx

n






   

1

1 22  
  

xيدر ناحيه fيبا توجه به ضابطه   داريمx xf (x)dx 
2

2
  . بنابراين داريم:

n

x x ( cos( nx) )
n n





 
  

2

2 2
1

1 1 122 2 2  

از طرفي
n n








2

2
1

1
  اريم:د 2. پس با ضرب طرفين در است 6

n
x x cos( nx)

n






   

2
2

2
1

1 26  

  داريم: در نتيجه

n
cos( nx) x x

n






   

2
2

2
1

1 2 6  

 
 اگر  :24مثالn n

n

af (x) [a cosnx b sinnx]



  

12
 وf تابعي متناوب با دوره تناوبT  2 گاه حاصلباشد، آنxf (x)dx



     برابـر بـا كـدام

  گزينه است؟

1 (
n

n

n

( ) b
n






1

1
2  2 (n n

n

b
( )

n




 

1
2 1  3 (

n
n

n

( ) b
n






1

1

1
2  4 (

n
n

n

( ) b
n








1

1

12  

 :يبا جايگذاري سري فوريه»  4«گزينه  پاسخf (x) به جايf (x) :خواهيم داشت  

n n n n
n n

a a
xf (x)dx x[ a cos nx b sin nx]dx xdx (a x cos(nx) b x sin(nx))dx

    

   
 

         
1 12 2

   

yن انتگرال مساوي صفر است زيرااولي x ي يكديگرند. همچنين تابعها قرينهتابعي فرد است و كرانy x cos(nx)  .فرد است  

naبنابراين  x cos(nx)dx



   تابعاست. اماy x sin(nx) :زوج است، پس خواهيم داشت  n

n
xf (x)dx b x sin(nx)dx

 




  
1
2


   

  كنيم:را با استفاده از جدول جزء به جزء حل مي اين انتگرال

n
x sin(nx)

x cos(nx) sin(nx) ( )cos(nx) x sin(nx)dx ( )
n n nn

sin(nx)
n

   
    




1

2

2

1 11

1
 



  

  بنابراين با جايگذاري حاصل انتگرال در سريِ فوق داريم:
n

n
n n

n n

( )xf (x)dx b ( ) b
n n

  


 

 
    

1
1

1 1

2 11 2  
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 سري فوريه مختلط تابع :25مثالf (x) x xدر بازه 2  2 اگرf (x ) f (x)  2 باشد، كدام است؟  

1 (inx

n

n if (x) e
n






  
  

2

2
4 2 2

3  2 (inx

n

n if (x) .e
n





  
  

2

2
2 2 2

3  

3 (inx

n

n if (x) e
n






  
  

2

2
2 2 2

3  4 (inx

n

n if (x) .e
n





  
  

2

2
4 2 2

3  

 : 4«گزينه  پاسخ«     xC x dx [ ]
  

  
 

2 23 2
21 1 4

2 2 3 3
  

inx inx inx
inx

n n
x e xe e i inC x e dx C [ ] [ ]

in nn in n n

   
 

   
       

   
2 2 222

2 3 2 2
1 1 2 2 1 4 4 2 2

2 2 2

Eq]¾M Eq] ÁoÃ¬−Ho«TºH

  
 

 تابع متناوب  :26مثالf (x) در فاصلهx    به صورت(a ) ،f (x) sinhaxياندازه« .، تعريف شده استnC « در سري فوريه مختلطf ؟كدام است  

1 (n sinh a
(a n )



 2 2  2 (n sinh a
(a n )



 2 22
  3 (n sinh a

(a n )


 2 2  4 (n sinh a
(a n )



 2 22
  

 :ي عموميبا نوشتن فرمول جمله»  3«گزينه   پاسخn(C   داريم: (
ax ax

inx inx inx (a in)x (a in)x
n

e eC f (x)e dx sinh(ax)e dx ( ).e dx [e e ]dx
   

   


     

    
      
1 1 1 1

2 2 2 2 4  

(a in) (a in) (a in) (a in)[ (e e ) (e e )]
a in a in

            
  
1 1 1

4  

a n a n a n a na in a in[ (e ( ) e ( ) ) (e ( ) e ( ) ]
a n a n

      
       

  2 2 2 2
1 1 1 1 14  

n
nsinha| C |
(a n )



 2 2

n n a a n
a a( ) in( ) (e e ) in( ) sinh a(e e )[a in a in]

a n (a n ) (a n )

  
      

       
     2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1

4 4
  

 

 فرم مختلط سري فوريه تابع متناوب  :27مثالf (x) | sin x | 1 در بازهx   با دوره تناوبT   كدام است؟  

1 (
inx

n

e
( n )



  
 21 4

  2 (
inx

n

e
( n )



  


2

2
2 2 1 4

  3 (
inx

n

e
( n )



  


2

21 4
  4 (

inx

n

e
( n )



  


2

2
2
1 4

  

 :ي تناوبدوره»  4«گزينه   پاسخf برابر است باT L  2پس داريم ،L 
 inو 2 x inx

L


 xياسـت. در ضـمن در بـازه    2    ؛داريـم 

| sin x | sin xي مختلط. سري فوريهf به صورتinx
n

n
f (x) C e




    محاسبه شوند: nCاست و كافيست ضرايب 2

inxT inx inx inx
n

eC f (x)e dx ( sin x)e dx [ ] (sin x)e dx
T in

       
     

2
2 2 21 1 1 11 2   

  

i( n ) ix ix
inx ix inx ix inxe e e e[ ] ( )e dx [ ] (e .e e .e )dx

in in i in in i

      
      
        

2
2 2 21 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 


  

( n) ix ( n)ix i( n)x i( n)x(e e )dx [ e e ]
i i ( n)i ( n)i

         
    1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1

2 2 1 2 1 2 
  

inx

n

ef (x)
( n )






 


2
2

2
1 4

i( n) i( n)[ (e ) (e )] [ ]
i ( n)i ( n)i i i( n) i( n) ( n )

            
       

1 2 1 2
2

1 1 1 1 2 2 21 12 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 4
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 اگر نمودار :28مثالf (t) گاه فرم مختلط سري فوريهبه شكل زير باشد، آنf كدام گزينه است؟  

1 (
n

n n
k(( ) i )C , C

( n ) i
 

 
 2 1 2

1 1
2 1   

2( 
n

n n
( ) ikC , C

n 


 
2 2 1

1
2   

3( 
n

n n
k( )C , C

n


 
2 1 2
1

2   

4( 
n

n n
k(( ) i )C , C

n 
 

 
2 2 1

1 1
2   

 

k

1

k

2 3
4

5 t

f(t)

2
1

  

  : با توجه به نمودار  »1«گزينه پاسخfي تناوب اصلي، دورهT  Lپس ،است 4    آوريم:ي مختلط را بدست ميت. ضرايب فوريهاس 2
n n n n nin i x i x i x i x i xxL Ln

kC f (x)e dx f (x)e dx [ ke dx ke dx ] [ e e ]
L in in

         
         

    
2 4 1 32 2 2 2 2

2
1 31 1 1 2 2

22 4 4 4  
 


  

n ni i ink k n n n n[e e e ] [cos( ) cos(n ) cos( ) i(sin( ) sin( ))]
n i n i

 
       

            
 

3
2 2 3 31 12 2 2 2 2 2  

n  هاي زوج و فرد خواهيم داشت:با جدا كردن هارمونيك n
n

kC [( ) ( ) ]
n i

       
2 1 1 1 14   

n
n n

n
k k(( ) i )C [ i(( ) ( ) )]

( n ) i ( n ) i
 

        
   2 1

1 11 1 1 12 2 1 2 1  

)ncosتوجه كنيد كه n ) ( )   22 1 ))ncosو 1 n ) ( )      2 12 1 1 )است. همچنين 1 n )cos( )
 

3 2 1
2  .خواهد بود  

 

 هرگاه تابع  :29مثالx  ،f (x) x ي مختلط آن كدامند؟را گسترش زوج دهيم، ضرايب سري فوريه  

1 (
n

n
( )C , C

n


  
 2
1 1

  2( n nC , C , C
( n )




   
 

2 1 22
2

22 1   

3 (n nC , C , C
n




   


2 2 12
2

2  4 (nC , C
n

  
 2

1
  

 :مثلثـاتي ي سـري فوريـه  ضـرايب  ابتـدا  »  2«گزينـه    پاسخf  جـا كـه  از آن. كنـيم مـي  محاسـبه راf   دهـيم، مـي را گسـترش زوجnb     ،اسـت

aو xdx
 

 
 
2

2 2 
شود:محاسبه مي مقابل نيز به صورت naيباضر. 

n

n
x ( )a x cos nxdx ( sin nx cos nx) ( )
n n n

   
   
   2 2
2 2 1 2 1 1

 
  

  ي مختلط آن خواهيم داشت:بنابراين در سري فوريه
n

n n n
( )C a , C (a ib ) ( )

n
  

    
 2

1 1 1 1
2 2   

nCبينيم كهمي ( )
n


 
2 2
1 1 1

4
 است وnC ( )

( n ) ( n )


 
  
   

2 1 2 2
1 1 1 2

2 1 2 1
. 

  
 ــال ــابع  :30مث zت f (x ,y)   ــرده ــم ك ــودارش را رس ــه نم ــه ك ــم در ناحي xياي  2،y  2     ــورت ــه  ص ــه ب ــري فوري ــك س ي

mn
m n

m nf(x,y) c sin xcos y
 

 

 
  

1 2 2
cدارد. مقدار  c24   كدام است؟ 33

1 (  

2( 
2
4

9
  

3( 
2
8

9
   

4( 
2
8

9
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 :ي داده شده براي متغيرسري فوريه»  3«گزينه  پاسخx به صورت سينوسي و براي متغيرy     به صورت كسينوسي نوشـته شـده اسـت. ضـريبmnc 

xيبراي بازه  2 وy  2 :برابر است با  mn
m nc f (x , y)sin x cos ydydx 

 
  

2 24
2 2 2 2 

   

mبا جايگذاري  nو 2  c  خواهيم داشت: 4 f (x , y)sin x cos ydydx   
2 2

24 2
 

  
ــراي ــا  از yحــدود انتگــرال ب ــراي  2ت ــا مطــابق شــكل ب yاســت، ام 1 ــم: 2 fداري (x , y)  ــ ــه ، پــس ك ــدار انتگــرال را در ناحي ي افي اســت مق

y 1،x  2 حساب كنيم. در اين ناحيهf (x , y) 1 :است. در نتيجه داريم    

c sin xdx cos ydy [ cos x] [ sin y]         
  

2 12 1
24

1 12 22  
  

mبه همين ترتيب به ازاي  nو 3      خواهيم داشت: 3

c sin xdx cos ydy [ cos x] [ sin y]    
        

     
2 12 1

33 2
3 3 2 3 2 3 4 2 8
2 2 3 2 3 2 3 3 9  

  

c  بنابراين مقدار جواب برابر است با: c 


24 33 2
8

9
 

 
 اگر  :31مثال; x

f (x)
; x
  

   

1
1 1
 


  كدام است؟ c1، آنگاه در بسط لژاندر ـ فوريه اين تابع مقدار

1 (
7

16  2 (3
4  3 (  4 (1

2  

 :دانيممي  »2«گزينه   پاسخP (x) x1:لذا داريم ،  c f (x) xdx f (x) xdx xdx
 

 
        

1 1

1 11
2 1 1 3 3 312 2 2 4




  

 

 اگر تابع  :32مثالx ; x
f (x)

x ; x
  

   

1
2 1




  ي سوم كدام است؟ضريب جمله ،، را بر حسب توابع لژاندر بسط دهيم

1 (
7

16  2 (5
16  3 (3

4  4 (  

 :ي سوم يعنيضريب جمله  »2«گزينه   پاسخc2:لذا داريم ،  c f (x)P (x)dx f (x)P (x)dx f (x)P (x)dx
 

 
    

1 1

1 12 2 2 2
2 2 1 5 5

2 2 2



   

c (x) ( x )dx ( x) ( x )dx ( x x)dx ( x x)dx
 

           
1 1

1 1
2 2 3 3

2
5 1 5 1 5 53 1 2 3 1 3 32 2 2 2 4 2

 

   
x x x x[ ] [ ] [ ( )] [( ) ] ( ) ( )


                

1

1

4 2 4 25 3 5 3 5 3 1 5 3 1 5 1 5 1 5 5 5
4 4 2 2 4 2 4 4 2 2 4 2 4 4 2 4 16 8 16




   

 
 ي تابعسري بسلِ ـ فوريه  :33مثالf (x) kx يدر بازهx  3 كه در شرط مرزي با استفاده از توابع بسليJ ( ) 1 3  كدام است؟ ،كنندصدق مي  

1 (n
n

n nn

J ( )
k J ( x)

J ( )








  1
1

21

32 3  2 (n
n nn

k J ( x)
J ( )






  1
21

12 3  

3 (n
n n n

k J ( x)
J ( )






 
 13

1 2

12
3

  4 (n
n

n n n

J ( )
k J ( x)

J ( )








 
 1

13
1 2

32
3

  

 :طبق شرط مرزيِ»  2«گزينه   پاسخJ ( ) 1 3 ،با حالت اول از حالات فوق روبرو هستيم. در اين مثال ،b  pو 3 1   اسـت. ضـرايبnc   از ايـن

n  آيند:رابطه به دست مي n n
n n

c xf (x)J ( x)dx kx J ( x)dx
J ( ) J ( )

   
  

3 3 2
1 12 2 2

1 1 2

2 2
3 3 9 3 

  

ntي اين انتگرال ابتدا تغيير متغيربراي محاسبه x  دهيم لذارا انجام مي
n

dx dt

xاست و چون 1  3 است، داريمnt  3.  

n n
n

nn n n n

kt kc J (t) dt t J (t)dt
J ( ) J ( )

 
 

    
23 3 2

1 12 2 3 2
2 2

2 1 2
9 3 9 3 

  

tدانيم كهاز درس معادلات ديفرانسيل مي J (t)dt t J (t) 2 2
1 n  ، در نتيجه داريم:2

n
n nn n

k kc t J (t)
J ( )J ( )


 

  
2

23 2 22

32 2
39 3 

  

n  در سري بسل ـ فوريه خواهيم داشت: ncبا جايگذاري
n nn

f (x) k J ( x)
J ( )




 

  1
21

12 3
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 يترين عضو مجموعهنزديك  :34مثال{A Bcos x Csin x} 2  تابعبهf (x) x 2 xيدر بازه 1    كدام است؟  

1 (cos x sin x


2
23  2 (( ) cos x

 
2

1 23  3 (cos x sin x 


2
23 3  4 (( ) cos x

 
2

1 23  

 :ترين تابع بهنزديك»  2«گزينه   پاسخf (x) آيد كهوقتي به دست ميA a ، B a Cو 2 b fي، يعني همان ضرايب سري فوريه1 (x) .باشند  
xA a (x )dx (x )dx ( x)

 



 
        

   
3 2

2 21 2 11 1 12 2 3 3  
  

cosي ضريببراي محاسبه x2 كه همانa2 كنيم:است از روش جدول استفاده مي  

B a (x )cos x dx (x )cos x dx

x x[ sin x cos x sin x] ( )

 





    
 

 
    
 

 2 2
2

2

1 21 2 1 2

2 1 1 22 2 2 12 2 4 2

  

x cos x

x sin x

cos x

sin x







2 1 2
12 22
12 24
1 28

  

fو با توجه به زوج بودن (x)ضريب ،sin x صفر خواهد بود، پسC b 1 .  

g(x)ر نتيجه:د ( ) cos x
  

2
1 fكمترين مجموع مربعات خطا را براي تقريب زدنِ 23 (x) .دارد 

  

 ضريب  :35مثالcosnt ي تابعدر بسط فوريهf .را بيابيد  f (t) | t | , t      1   

1 (
n
1  2 (

n[( ) ]
n

 

 2
2 1 1  3 (

n 2
2  4 (

n[( ) ]
n
 


2 1 1  

 :در اين مثال»  2«گزينه   پاسخL   است. تابعf (t)  يبازهدرt    اي است زيرا بـراي مقـادير مثبـت   دو ضابطه،| t | t    و بـراي مقـادير
|منفي، t | t  است. ابتداf (t)،f (t) وf (t)  ويسيم:نميها ي تناوب آندر يك دورهرا  

t t t
f (t) f (t) f (t)

t t t
                       

1 1
1 1

 


 
  

)دانيم كهاكنون مي ) ( )
n na b    .هستندf (t) هيچ ناپيوستگي ندارد اماf (t)  يدر دو نقطـهt  1 وt 2    .بـازه را بـه   (انتهـاي   ناپيوسـته اسـت

  آوريم.)حساب نمي
  F f ( ) f ( )           1 1 1 2  

F f ( ) f ( ) ( )        2 1 1 2   

)  اكنون از فرمول كرونكر داريم: ) ( ) ( )
n n n n

La b ( ) b b
n n n n

  
      

  
1 1  

)و براي )
nb  :داريم  

n
( ) ( )
n n

L n n [ ( ) ]b a (F cos( t ) F cos( t )) ( cos( n ) cos( ))
n n L L n n

               
   1 1 2 2

1 1 2 1 12 2   

)با جايگذاري )
nb  درna :داريم  

n n

n
[ ( ) ] [( ) ]a

n n n
   

   
 2

1 2 1 1 2 1 1   

 22   

f (t)

2 
 

f (t)

1

1

t
2

t
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 دوره تناوب و ضريب :36مثالna در بسط فوريه تابعf (x) | sin x |         78ـ سراسري (مهندسي برق              كدامند؟(  

naو 1) تناوب 1
( n )


  2

4
1 4

naو  ) تناوب2  
( n )


  2

4
1 4

naو  ) تناوب3  
n



24 1

naو  1) تناوب 4  
n



24 1

  

 : به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«ال در قسمت به اين سؤ»  1«گزينه  پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

sinدوره تناوب تابع x برابرT 
 


2 Tشود و دوره تناوب تابع برابردوره تناوب آن نصف مي ،لق قرار داردباشد، اما چون تابع داخل قدر مطمي 2 1   خواهـد
fبراي تابع زوج aاز طرفي براي راحتي كار با محاسبه .غلط هستند 3و  2هاي پس گزينه ،بود (x) | sin x |  داريم:  

L
a f (x)dx sin xdx [ cos x]

L
      

    


1 1
2 22 2 4 4

1
2

  

aباشد كه) مي1مقدار صفر را قرار دهيم فقط گزينه ( n ها به جاياگر در گزينه 

  باشد.) غلط مي4كند، لذا گزينه (را تأييد مي 4

 

 چنانچه تابع :37مثالf (t)  در يك دورة تناوب به صـورت
, x

f (t) xsin , x

  
 

 

3
33

 


 در بسـط فوريـه آن بـه صـورت    ، باشـد تعريـف شـده    

n n
n

n x n xf (t) a (a cos b sin )




 
  

1 3 3 80برق ـ سراسري مهندسي (           كدام گزينه صحيح است؟(  

1 (a 

  .صفرند aها به جزna) همه2  2

1كه مساوي b1) بجز3
1كه مساويb1) بجز4  ها صفرند.nbاست بقيه 2

1كه مساويb2و 2
  ها صفرند.nbيهاست بق8

  : 3«گزينه پاسخ«  n
n x x n x ( n) x ( n) xb f (t)sin dx sin sin dx [cos cos ]dx



      
      

3 3 3

3

1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 6 3 3  

n
( n) x ( n) x[ sin sin ] b [ sin( n) sin( n) ]

( n) ( n) ( n) ( n)
   

        
       

31 3 1 3 1 1 3 31 16 1 3 1 3 6 1 1
  

nاگر 1 :باشد، مقدار انتگرال فوق برابر است با                x xb (cos( ) cos )dx [x] [ sin ] 
    

  


3 3 3
1

1 2 1 1 3 2 1
6 3 6 6 2 3 2  

aتوجه شود مقدار .) صحيح است3شود، لذا گزينه (مي هاي ديگر حاصل انتگرال برابر صفرnبه ازاي 

  .آيد كه ديگر نيازي به محاسبه نيستبه دست مي 1

 

 در بسط فوريه، :38مثالa 80كامپيوتر ـ آزاد مهندسي (             كند؟چه چيز را مشخص مي(  
  ) نصف مقدار مؤثر يك سيگنال2  ) مقدار مؤثر يك سيگنال1
  يك سيگنال و مقدار مؤثر آن dc) ميانگين بين 4  يك سيگنال dc) مقدار 3
  : 3«گزينه پاسخ«  ثابتa از لحاظ فيزيكي مقدارdc يك سيگنال و از لحاظ رياضي، مقدار متوسط تابعf (x) دهد.را نشان مي  

 

 است بسط مطلوب :39مثال, x
f (x)

, x
    

    

1
1




  )80ـ آزاد » تبديل انرژي و طراحي جامدات«مكانيك مهندسي (  برحسب يك سري سينوسي فوريه. 

1(
n

sin( n )xf (x)
n







 

1

4 2 1
2 1  2(

n

sin nxf (x)
n





1

2 2  3(
n

sin nxf (x)
n








 1

4 2  4(
n

sin nxf (x)
n





1

4 2  

  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،وجود اينشده است. با 

fتوجه شود تابع (x) :تابعي فرد است، لذا داريم   n

n
b sin xndx [cos nx] (cos n )

n n n
n

 

        

    
 

2 2 21 1 4
Z»p

jo 

ÁIÀ

ÁIÀ
  

n

sin( n )xf (x)
n







 

1

4 2 1
2 1  
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 مقدار :40مثالb5 عدر بسط فوريه سينوسي تابx   وf (x) cosx با دوره تناوب2 81برق ـ آزاد مهندسي (   كدام است؟(  

) 2  ) صفر1



2

4
99

  3 (

4

99  4 (


5
99  

  : مودارن  »1«گزينه پاسخf (x) cos x يرا در بازهx   دهيم.كنيم. سپس آن را گسترش فرد ميرسم مي  

fبينيم كهمي (x) يفرد است و نسبت به وسط نيم دامنه، يعني نقطهL 
2 هم فـرد اسـت.    2

شـوند.  هـاي زوج در سـري فوريـه ظـاهر مـي     سينوسـي بـا هارمونيـك    بنابراين فقـط جمـلات  
bپس 5  .خواهد بود  

  
 

 مقدار :41مثالb3 بسط فوريه سينوسي تابع درx  2 وf (x) x 81برق ـ آزاد مهندسي (   كدام است؟ 4تناوب  با دوره(  

1 (

4

3  2 (

3

4  3 (

4

3  4 (

3

4  

  : دانيم كه در بسط سينوسي تـابع مي  »1«گزينه پاسخf (x)  ضـريبnb    برابـر اسـت بـاL
n

nb f (x)sin xdx
L L


 

2


L. بنـابراين بـه ازاي    2 

nو    داريم: 3

b f (x)sin xdx x sin xdx 
  

2 2
3

2 3 3
2 2 2 

  

  كنيم:با استفاده از جدول، انتگرال را حل مي

x sin x

xcos x b [ cos x sin x] |

sin x



  
    

  





2
3 2

2

3
2

2 3 2 3 4 3 41 3 2 3 2 2 39
4 3

29





  

 

 اگــر براي :42مثالx    :داشته باشيمsin x sin x sin x ...x ( )   
2 32 1 2 )ورت عبـارت  در اينص ،3 x)( x)     در بـازة x      بـا

  )81كامپيوترـ سراسري مهندسي (            كدام گزينه برابر است؟ 

1(sin x sin x ...(sin x )    
2 2

2 2 2 34 4 9  2(cos x cos x cos x ...( )
   

2

2 2
2 343 1 2 3

  

3 (cos x cos x cos x ...( )
   

2

2 2
2 2 343 1 2 3

  4 (cos x cos x cos x ...( )
   

2

2 2
2 343 1 2 3

  

  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت »  3«گزينه پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،ود اينشده است. با وج

  sin x sin x sin x x cos x cos x cos x ......x ( ) c ( cos x ) ( )           
2

2 2 2
2 3 2 3 42 2 11 2 3 2 2 3 4

´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pH  

x2توجه شود سمت راست تساوي بسط تابع زوج

x2براي تابع  aهمان c باشد و در واقعمي 2

x  بايد باشد: 2 xc a dx [ ]
  

   
  



2 3 21 1
2 6 6  

cos  ضرب كنيم، داريم: 2) جايگزين كنيم و طرفين تساوي را در عدد1را در تساوي ( cاگر مقدار  x cos x ...(cos x ) x
     

2 2
2 2
2 34 32 3

  

cos   را به طرفين تساوي فوق اضافه كنيم، داريم: 2اگر مقدار x cos x ...x (cos x )       2 2 2
2 2

2 2 343 2 3
  

 





1

1





x

y

2
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 فرق تابع :43مثالg(t) وf (t)         81كامپيوتر ـ آزاد مهندسي (            اگر هر دو به وسيله سري فوريه نشان داده شوند، چيست؟(  
 

  
-1 

-  

1 
f 

  
-1

- 

1

g 

  
f) تابع1 (t) وسيله سري فوريه غيرقابل نمايش است ولي تابع بهg(t) باشد.به وسيله سري فوريه قابل نمايش مي  
fو هم تابع g(t)) هم تابع2 (t) هاي زوج و فرد نيازمندند.به تمامي هارمونيك  
fهاي زوج و فرد نياز دارد وليبه تمامي هارمونيك g(t)) تابع3 (t) .چنين نيست  
f) تابع4 (t) هاي زوج و فرد نياز دارد وليبه تمامي هارمونيكg(t) .چنين نيست  
  : تابع  »4«گزينه پاسخg(t) هاي فرد است، اما تابعباشد و لذا فقط شامل هارمونيكاي متقارن ميبه صورت تابع پلهf (t) ها نياز داردبه تمام هارمونيك.  

 

 در بسط فوريه يك منبع تغذيه مقدار :44مثالa باشد يـا خيـر   باشد. در مورد اينكه اين منبع تغذيه قادر به صدمه زدن به انسان ميبرابر صفر مي
  )81كامپيوتر ـ آزاد مهندسي (            توان گفت؟چه مي
  ) ممكن است صدمه بزند.2  زند.) صدمه نمي1
a) يك منبع تغذيه با4  زند.) قطعاً صدمه مي3   .وجود ندارد  
  : كننده صدمه زدن يا نزدن خواهد بود و تست به نوعي غلط است.تعيين ،مقدار دامنه جريانلازم است بتوانيم   »2«گزينه پاسخ  

 

 اگر تابع :45مثالx L  وf (x) :داراي دو سري فوريه زير باشد  

n
n

n x(b) f (x) a cos
L






 

1
nو             

n

n x(a) f (x) b sin
L






 

1
  

  )81(مهندسي هوا فضا ـ سراسري        آنگاه كدام گزينه صحيح است: 
1 ((a)بر(b).2  ارجحيت دارد ((b)بر(a)جحيت دارد.ار  
3 ((a), (b).در بعضي از مسائل4  ارجحيتي بر يكديگر ندارند ((a)بر(b) .ارجحيت دارد و برعكس  
  : هايسري  »4«گزينه پاسخa وb هاي فرد و زوج تابعيب گسترشبه ترتf (x) شودهستند، لذا با توجه به كاربرد در مسائل ارجحيت آنها معلوم مي.  

 

 سري فوريه تابع فرد :46مثالf (x) x
f ( x) f (x)


   

]بر فاصله  , ]2   )81فضا ـ سراسري (مهندسي هوا         عبارتست از: 2

1 (
n

n

( ) n xf (x) sin
n





 

 2

1

4 1
2  2 (

n

n

( ) n xf (x) cos
n





 

 2

1

4 1
2  

3 (
n

n

( ) n xf (x) sin
n





 



1

1

4 1
2  4 (

n

n

( ) n xf (x) cos
n





 



1

1

4 1
2  

  : ش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    به رو» ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت  » 3«گزينه پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

fچون (x) باشد، بنابراين ضريبفرد ميna .صفر است  

                      f (x) x
f ( x) f (x)


   

  
  

  

n

n n

n

nx n xb f (x)sin dx x sin dx

x n x n x ( ) ( )b [ cos sin ] cos n
n n n nn





 
 

      
     

   

 
2 2

2

2 1

2 2

2 2
4 4 2

2 4 4 4 1 4 1
2 2





 

 n xx sin( )

n xcos
n

n xsin
n







 

 

2 2

2
21 2
4

2
 

 

2  
-2  x

y
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 يهسري فوري :47مثال; x
f (x)

; x
   

   

1 4
1 4




  )82كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (      كدام است؟ 

1(
n

n xsin
n








1

8
4  2 (

n

n xsin
n








1

4
4  3(

n

( n ) xsin
( n )





 
 

1

8 2 1
2 1 4  4(

n

( n ) xsin
( n )





 
 

1

4 2 1
2 1 4  

  : تابع  »4«گزينه پاسخf (x)  :تابعي فرد است، لذا داريم  

n
nn n xb sin xdx [ cos ] cos n cos( ) ( cos n ) n

n n n n n


             

    
 




4 4 42 1 4 2 2 21 14 4 2 4
jo 

Z»p

  

 

 مقدار سري فوريه متناظر تابع متناوب :48مثالf (x) x x ; x ;P        2 xدر نقطه 2   82مكانيك ـ سراسري مهندسي (         م است؟كدا(  

1(   2(2  3(2

4  4(  2  

  : تابع  »2«گزينه پاسخf (x) در نقطهx    آيد:گسستگي است، لذا مقدار آن از رابطه زير به دست ميداراي  

f ( ) f ( )f ( )
         

    
2 2

2
2 2  

fيهضابط توضيح: (x) x x 2 يفقط در بازهx    يداده شده است پس براي محاسبهf ( ) از دوره تناوبf كنيم:استفاده مي  

f ( ) f (( ) ) f (( ) ) ( )               2 22  
 

 ضريب زيردر بسط فوريه تابع متناوب شكل  :49مثالcos x4 82مكانيك ـ سراسري مهندسي (   كدام است؟(  

1 (

1

2  2(    y 

x
    

2 -    
  

  
2 -  

1 

  
3( 


1

2  4( 

1

4  

  : تابع  »2«گزينه پاسخy با دوره تناوب تابعي زوجT  2:است  sin xa cos xdx [ ]





   
  

2
4

1 2 41 4 4  

 

 بيضرا :50مثالa2 وa3 در سري فوريه كسينوسي تابع
, x

f (x)
, x

       

1 2
2 2


  )82مكانيك ـ سراسري مهندسي (       كدامند؟     

1(a , a 


2 3
2

3  2 (a , a 
 

 2 3
2 2

3 5  3(a , a 


2 3
2

3   4(a , a  


2 3
2

5  

  : 1«گزينه پاسخ«  

sin x sin xa ( cos xdx cos xdx) [ ] [ ]

 
 


    
     

2 2

22

3
2 2 3 2 2 3 23 2 3 3 3 3   

  متفاوت است. a3هانيست، چرا كه در گزينه a2يرسد و نيازي به محاسبهجا كار به اتمام ميكه البته همين

sin xa [ cos xdx cos xdx] [ ] [sin x]

 
 


    
    


2 2

22

2
2 2 2 22 2 2 22  
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 تابع متناوب در سري فوريه :51مثالx , x L
f (x)

L x , L x L
 

    2 2
 ي تناوب، با دورهL2يعني ،  

n n
n

a n x n xf (x) [a cos b sin ]
L L





 
  

12
:84و مهندسي مواد سراسري  83برق ـ سراسري مهندسي (                ، داريم(  

1 (ka   كه در آنk , , , , ,...  1 2 3 4  2 (ka  2  وnb   به ازايn N  وk  
3 (ka   2 nbو  1   به ازايn N و k  4 (nb    وka   به ازاي هرn N و هرk , , , , ,...  1 2 3 4  
  : داده به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه پاسخ

  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين
هـا را  naهمگـي صـفر هسـتند و بايـد     nbبا توجه به نمودار تابع واضح است كه تابع زوج است، لذا ضرايب

  حساب كنيم:
L Lxa xdx [ ] L

L L
    

 
22 2

2  
L L Lx Lx La x cos dx sin x cos x

L L L L
  

   
  

 

2
2 2

2 2 2 2
2 4

  

  
 تابع متناوب :52مثالf (x) x در فاصلهx    دهيم ضريبرا به صورت سري فوريه بسط ميcosnx 83(مهندسي هوا فضا ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (  2 (
n( )

n
1  3 (

n( )
n
2 1  4 (

n( )
n

 11  

  : تابع داده شده، تابعي فرد است لذا ضرايب كسينوسي آن صفر هستند.  »1«گزينه پاسخ  
 

 اگر :53مثال
Lx , x

f (x)
L(L x) , x L

   
   

3
1
2 3


nو 

n

n xf (x) b sin
L






 

1
كند كـه  اند، آنگاه اين رابطه سري ايجاب ميها ضرايب ثابتnbكه در آن 

  )84برق ـ سراسري مهندسي (             كداميك از روابط زير صحيح باشند؟

1 (
Lx , x

f (x)
L(L x) , L x

    
     


3
1
2 3

  2 (
Lx , x

f (x)
L(L x) , L x

    
     


3
1
2 3

  

3 (
L(L x) , L x

f (x)
Lx , x L

    
  


1 5
2 3

5 23

  4 (
L(L x) , L x

f (x)
Lx L , x L

    
   


1 5
2 3

52 23

  

  : به روش تستي و بدون حل پاسخ داده » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

nيبا توجه به سري فوريهروش اول: 
n

nf (x) b sin x
L






 

1
fشـويم كـه  متوجـه مـي    (x)     ي تنـاوب تـابعي فـرد اسـت بـا دورهL2    بنـابراين بـراي هـر .

L x    بايد داشته باشيمf (x) f ( x)  .  

Lحال اگر x  3  گاهنباشد آLx   3 است در نتيجهf ( x) x   :است. پس داريم  f (x) f ( x) ( x) x        

LLهمچنين اگر x    Lگاهباشد آن 3 x L  3 است. بنابراينf ( x) (L ( x)) (L x)     
1 1
2     است. پس داريم: 2

f (x) f ( x) (L x)     
1
2  

  در نتيجه داريم:

  
Lx ; x

f (x)
L(L x) ; L x

    
     


3
1
2 3


  

2L

f (x)

L L 2L
x
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fيها و يافتن ضابطه) تطابق ندارد. براي بررسي ساير گزينه2) و (1هاي (اين پاسخ با گزينه (x) يدر فاصله[L , L]2 از متناوب بودنf كنـيم.  استفاده مي

LLاگر x 
5
LLباشد داريم 3 x L    2 f  در نتيجه داريم: 3 (x L) (L x L) (L x)      

1 12 22 2  

Tاما L f  ي تناوب است در نتيجه داريم:دوره 2 (x) f (x L) (L x)   
12 2  

Lهمچنين اگر x L 
5 Lباشد داريم 23 x L   23  :بنابراين داريم  f (x L) x L  2 2  

f  ي تناوب خواهيم داشت:و با استفاده از دوره (x) f (x L) x L   2 2  

  رسيم:بندي نتايج فوق به اين نتيجه ميبا جمع
L(L x) ; L x

f (x)
Lx L ; x L

    
   


1 5
2 3

52 23

  

fدهدي تكرار آن روش بهتري است. سري سينوسي نشان ميو توجه به دوره fرسم نمودارروش دوم:  (x) :فرد است، در نتيجه داريم  
  
  
  

 
  
  

LLيدر بازه x 
5
L)يخطي كه از دو نقطه 3 , ) وL L( , )5 3 fگذرد خطمي 3 (x) (L x) 

1
Lياست. در بازه 2 x L 

5 خطي كـه از نقـاط    23
L L( , )

5
3 )و 3 L, )2  گذرد، خطميf (x) x L 2 .است  

 

 ايته تكهسري فوريه تابع پيوس :54مثالf (x) در بازه[ , ]3 nبصورت  3 n
n

n x n xa a cos( ) b sin( )




    
 


1 3 3 شود. اگـر تـابع  تعريف مي f (x) 

;برابر با:  x
f (x)

x ; x
  

   

3
3

 


nباشد، ضرايب سري فوريه  nb ,a ,a 84كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (                      ابرند با :بر به ترتيب(  

1(
n nsin( ) [sin( ) ]

, ,
n n

 
 

 2 2

3 3 1 32 2
2   2(cos(n ) [cos(n ) ], ,

n n
   

 2 2
3 3 1 3

4   

3(
n[sin( ) ]cos(n ) , ,

n n


 

 2 2

3 13 32
4  4(

nsin( ) [cos(n ) ], ,
n n


  

 2 2

3 3 1 32
2   

  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)دكار (روش رد گزينهها بدون دخالت دست و خوحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه پاسخ

xa  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين xdx [ ]   


3 321 1 3
6 6 2 4  

n
n n x n na f (x)cos xdx x cos xdx [ sin x cos x] [ (cos n )] [cos n ]

n n n n

   
       

    
3 3 3

3 2 2 2 2 2 2
1 1 1 3 9 1 9 31 13 3 3 3 3 3 3 3

  
  نيست. nbديگر نيازي به محاسبه

 

 سري فوريه مثلثاتي تابع زير در :55مثال

, x

a(x ) , x
f (x)

a(x ) , x

, x

     


           

    


2

2 2

2 2

2









  )84(مهندسي مواد ـ سراسري        كدام است؟ sinnx، ضريب

a) 2  ) صفر1
n 2  3 (a

n 2
2  4 (

na( )
n


 2
2 1  

  : ج است، لذا تمامتابع زو  »1«گزينه پاسخnb.ها صفر هستند    

L
3

L
3

L

f (x)

f·j¼M jo 

L
3

L
3

L

L
3


L T 2L

L
3

L
3

L

L
3


L

L
3



2L

5L
3

x

y

x

y

x

y

3L
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 تابع :56مثالf يهدر باز[ , ] به صورتf (t) cos t     رابر است با:ب fيهدامنتعريف شده است. در اين صورت سري فوريه كسينوسي نيم 2
  )84(مهندسي مواد ـ سراسري              

1 (cos t
1 1 22 2  2 (sin t

1 1 22 2  3 (
n

n

( ) sin(nt)
n






1

1 1
2  4 (

n
cos(nt)

n






1

1 1
2  

  : 1«گزينه پاسخ«              cos tf (t) cos t cos t
   2 1 2 1 1 22 2 2  

  

 تابع متناوب يهسري فوري :57مثال, x
f (x)

, x
   

    1
 


  )84(مهندسي هوا فضا ـ سراسري         كدام است؟  

1 (
k

cos kx
k



1

2 2
2  2 (

k

sin( k )x
( k )








 
1

1 2 2 1
2 2 1  

3 (
k

k

( ) sin kx
k








1

1

2 1  4 (
k

( sin( k )x cos kx)
k k




 


1

1 12 12 1  

  : 2«گزينه پاسخ   «                a f (x)dx dx [x]
  


   

    


1 1 1 1
2 2 2 2  

  نيست. nbيا naديگر نيازي به محاسبه
 

 اوبع متنتـاب :58مثال, x , x
p , (x)

, x
     

      
2  


  :ورته صداراي يك سري فوريه ب 

n n
n

(x) a (a cosnx b sinnx)



   

1
 84(مهندسي مواد ـ آزاد    باشد؟است. كدام گزينه صحيح مي(  

1 (n nb ,a , n  


 1  2 (na وnb .3  موجود نيستند (n na , b 


 1  4 (n nb , a 
 
2 1  

  : 1«گزينه پاسخ«                          n na (x)cos nxdx (x)dx , b


 
     
   
1 1 1


  

  

 تابع متناوب يهسري فوري :59مثالx
f (x)

x
    

    

1
1




  )85هوا فضا ـ سراسري مهندسي (      كدام است؟ 

1 (sin x sin x ...(sin x )  

4 3 5

3 5  2 (sin x sin x ...(sin x )
! !

  

4 3 42 2 3  

3 (sin x sin x ...(sin x )
! !

  

4 2 3

2 3  4 (sin x sin x ...(sin x )  

4 2 3

2 3  
 

  : تابع  »1«گزينه پاسخf فرد است، بنابراينna a   و بنابراين كافيستnb :را به دست آوريم  

       
n

n
( )b f (x).sin nxdx sin nxdx [ cos nx] [ ]

n n

    
   
    
2 2 2 1 2 1 1

 
 

nاگر m mbزوج باشد، داريم n، يعني2 2  و اگرn m 2 mbفـرد باشـد خـواهيم داشـت     1
( m ) 

 2 1
4

2 در  1

نتيجه با جايگذاري در سري فوريه داريم:               
m

f (x) sin( m )x (sin x sin x )
m




    
  

1

4 1 4 12 1 32 1 3    

 

 
 -

1 

1 -

x

y
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 سري فوريه مثلثاتي :60مثالx , x L
f (x)

L x , L x L
 

    2 2
 به صورتk k

k

a k x k xf (x) [a cos b sin ]
L L





 
  

12
است، كدام گزاره صحيح است؟        

  )85هوا فضا ـ سراسري مهندسي (
1 (kb , a L    2 (k

L Lb , a
k

 
 

2
2  3 (kb , a L  2  4 (k

Lb , a L
k

 
 

2  
 

  : 1«گزينه پاسخ«  
 a

2
 مساحت زير نمودار در يك دوره تناوب 

 طول دوره تناوب
  

kbبه دليل زوج بودن تابع   باشد وميa L a L  
2 2  

 

L  2L -L  -2L x

y

  
 

 سري فوريه مثلثاتي تابع :61مثالf (x) x x     ) .را بعد از تشخيص دوره تناوب آن بنويسيد   (نماد جزء صحيح است    
  )85(مهندسي مواد ـ سراسري 

1 (
n

sin( n x)
n









1

1 2
2  2 (

n

sin( n x)
n









1

1 2
2  

3 (
n

sin( n x)
n









1

21  4 (
n n

cos( n x) sin( n x)
n(n )

 

 

 
 


 2

1 1

1 2 2
2  

  : تابع با دوره تناوب»  2«گزينه پاسخT 1   :متناوب است  

  
T

T

T
a f (x)dx f (x)dx

T T


  
2

2

1 1  

xa (x x )dx x dx x dx [ ]                


1 1 1 12 1
2 2  

T

n
nx x cos nb f (x).sin dx x sin nxdx [ cos nx sin nx] [ ]

T n n nn
    

        
     

1 1
2 2

2 2 1 2 12 2 2 2 2 21 2 24
  

n
f (x) sin nx

n




   


1

1 1 22  

 x sin nx

cos nx
n

sin nx
( n )














2 2

2
11 2
1 2

4


  
-1  1 2  

x

y

  
 

 دامنه تابعسري فوريه كسينوسي نيم :62مثالxf (x) cos 1 2،x           85(مهندسي مواد ـ سراسري                 ، كدام است؟(  

1 (
n

n

( ) cos nx
n






 
  


1

21

2 1 11 1
4

  2 (
n

n

( ) cos nx
n






 
  

 21

2 1 11 1
4

  

3 (
n

n

( ) cos nx
n






 
  


1

21

4 1 12 1
4

  4 (
m

m

( ) mcos x
m( m )





 
 
  

1

1

2 1 1 2 11 2 2 1 2  

  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت  » 1«گزينه پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،است. با وجود اينشده 

nbي كسينوسي داريمدر سري فوريه   وa وna كنيم.را حساب مي  
x x ( )a f (x)dx ( cos )dx (x sin )

    
     
    
2 2 2 2 21 22 2   
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n
xa f (x)cos nxdx [cos nx cos cos nx]dx [cos nx (cos(n )x cos(n )x)]dx

  
       
    
2 2 2 1 1 1

2 2 2 2  
  

n n n nsin(n )x sin(n )xsin nx ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ]
n n n n n n (n )

       
      
         

1

2 2

1 1
2 2 1 1 2 1 2 12 2

12 1 2 1 2 1 2 1 4 1
4


  

n  در محاسبات بالا دقت كنيد كه داريم: nsin(n ) sin(n ) cos n ( ) sin(n ) sin(n ) cos n ( ) 
                 

1 11 12 2 2 2»  

  ) صحيح است:1به اين ترتيب گزينه (
n

n
n n

a ( )f (x) a cos nx cos nx
n

 

 


    

  
 

1

21 1

2 1 11 12
4

  

 

 در بسط تابع :63مثالf (x) | x | ; | x |    به سري فوريه، ضريبcos x5 م است؟      كدا       )MBA  85ـ سراسري(  

1 (

4

25  2 (

2

25  3 (


2
25  4 (


4

25  

  : 1«گزينه پاسخ«  

   n
xa x cos nxdx a x cos xdx a [ sin x cos x]

  
     
     

5 5
2 2 2 15 5 55 25

−»k] ®Ã§zU x»n ¾M Eq] ¾M Eq] ÁoÃ¬−Ho«TºH pH uQ  

[cos cos( )]    
 

2 1 4525 25  

 

 تابع يوريهسري ف :64مثالf (x) x , x ( , )    86(مهندسي هوا فضا ـ سراسري    كدام است؟(  

1( 
n

sin nx
n






1
2  2( 

n

cos nx
n






1
2  3( n

n

cos nx( )
n





 1

1
2 1  4( n

n

sin nx( )
n





 1

1
2 1  

 : 4«گزينه  پاسخ«    
  f (x)

nf (x) x a   SwH jo   
n

n
x ( )b f (x)sin nxdx x sin nxdx [ cos nx sin nx]

n nn

    
    
     

1
2

2 2 2 1 2 1  

n
n

n n

sin nxf (x) b sin nx ( )
n

 


 
     1

1 1
2 1  

 

 ضريب :65مثالxcos
L
3 در بسط فوريه كسينوسي تابعf (x) x , ( x L)   :86(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   عبارت است از(  

1( L


2
9
4

  2(  L


2
4
9

  3( L
2

4
9

  4( L
2

9
4

  

 : 2«گزينه  پاسخ«     

f (x) x , x L    
L

L
n

n xa f (x)cos dx
L L


 

1  

L L

L

x x La f (x)cos dx x cos dx
L L L L

  
  

 3 2
1 3 2 3 4

9
  

 

xx

y y

LL
x Z»p xoTv¬
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 ضرايب سري فوريه تابع متناوب :66مثال, x
f (x ) f (x) , f (x)

, x
    

       

22 2



  )87هوا فضا ـ سراسري  مهندسي(  كدامند؟ 

1( n na b
n

 

n  2(  nبه ازاي هر 8 nb , a

n
 


8  به ازاي هرn  

3( n n
nb , a 


2 به ازاي هرn  4( na   به ازاي هرn وn
; n

b n
; n


 


8 فرد  
 زوج

  

  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)و خودكار (روش رد گزينهها بدون دخالت دست حل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين
fبا توجه به اينكه تابع (x) تابعي فرد است پسna   و فقط كافي استnb وريم:را به دست آ  

n
n xb f (x) sin dx [ sin nxdx sin nxdx] [[ cos nx] [ cos nx] ]

n n

  

 


     
     

 



1 1 2 1 12 2  

; n
[ cos n cos n ] [ cos n ]

n n ; n
n


        

   

2 41 1 1 8
 Z»p

jo 
  

  

 با استفاده از سري فوريه تابع :67مثال
; x

f (x) ; x
; x

   
   
  

2 1
1 1 1

1 2




fو  (x ) f (x) 4 87هوا فضا ـ سراسري  مهندسي(  شود؟كدام برابري حاصل مي(  

1( 
   

2
2 2
1 116 2 3

  2( Ln     1 1 12 1 2 3 4  3( 
   

2
2 2
1 118 3 5

  4( 
    1 1 114 3 5 7  

  : به علت اينكه تابع  »4«گزينه پاسخf تابعي زوج است، پسnb   باشد:مي  

  n
n x n x n x na f (x)cos dx cos dx [ sin ] ( sin )

n n 

   
    

  
2 1 1

12 1

1 1 1 2 1 22 2 2 2 2 2 2  

n

n n xa f (x)dx dx f (x) sin cos
n 





 
     

  
2 1

2 1 1

1 1 1 1 2
2 2 4 2 2 2 2  

  
n n

n nf ( ) sin( ) sin
n n

 

 

  
         

  
1 1

1 2 1 1 1 1 11 12 2 4 2 3 5 7  

 

 در صورتي كه در تابع :68مثالf (x) xمقدار ،x بين,  اين تابع تغيير كند، مطلوب است مقدار ثابت بسط مثلثاتي فوريه:  
  )87(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي داروسازي ـ سراسري 

1 (
 2  2 (  3 (1  4 (

2  

  : چون تابع فرد است، لذا  »2«گزينه پاسخa   باشد. مي  

  
 بسط سري فوريه مثلثاتي تابع :69مثالsin x3 وx  2 .87(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي داروسازي ـ سراسري   را بيابيد(  

1 (
k

sin kx
k




 2

1

1  2 (sin x sin x 
3 1 34 4  3 (

k
sin kx

k




 3

1

1  4 (sin x sin x
3 1 34 4  

  : دوره تناوب تابع  »4«گزينه پاسخf (x) sin x خـواهيم،  باشد و با توجه به اينكه بسط فوريه مثلثاتي تابع را در اين دوره تناوب مـي مي 2برابر 3
sinبعبنابراين كافي است تا x3 هاي مثلثاتي بيابيم:را از طريق فرمول  

  sin x sin x sin x sin x sin x sin x    3 3 3 13 3 4 34 4  
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 بسط سري فوريه مثلثاتي تابع :70مثالx , cos x   32 87(مهندسي مواد ـ سراسري   كدام است؟(  

1(cosx cos x
1 1 34 4  2(cosx cos x

1 1 34 4  3(cosx cos x
3 1 34 4  4(cosx cos x

3 1 34 4  

  : به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه پاسخ
  شود:ه ميحل تشريحي نيز ارائ ،شده است. با وجود اين

cosبا توجه به اينكه تابع x3 ذاتاً متناوب بوده و داراي دوره تناوب2 است، (توابعn ncos ax , sin ax 2 1 2 Tمتناوب بوده و داراي دوره تناوب 1
| a |



2 

هاي مربوط به ضرايب تعيين نمود، بنابراين ي انتگرالتوان بيان سري فوريه تابع را بدون نياز به محاسبهبري مثلثاتي ميباشند). لذا با استفاده از اعمال جمي

cosاز بسط x3:داريم  cos x cos x cos x cos x cos x cos x    3 3 3 13 4 3 34 4  
 

 دامنه تابعاگر سري فوريه كسينوسي نيم :71مثالx L , g(x) x  به صورت ،
m

L L ( m ) xx cos
L( m )





 
 

 
 2 2

1

4 2 1
2 2 1

باشد، آنگـاه سـري    

fدامنهفوريه كسينوسي نيم (x) px q  ،x L  ) كدام است؟p وq .(مهندسي مواد ـ سراسري   ثابت حقيقي)87(  

1(
m

pL pL ( m ) x( q) cos
L( m )





 
 

 
 2 2

1

4 2 1
2 2 1

  2(
m

pL pL ( m ) x( q) ( q)cos
L( m )





 
  

 
 2 2

1

4 2 1
2 2 1

  

3(
m

pL q pL ( m ) x( ) ( q)cos
L( m )





 
  

 
 2 2

1

4 2 1
2 2 2 1

  4(
m

pL q pL ( m ) x( ) ( q)cos
L( m )





 
  

 
 2 2

1

4 2 1
2 2 2 1

  

  : به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

  
L L Lp pLa f (x)dx (px q)dx [ x qx] q

L L L
         


21 1 1

2 2  
L L L L

n
n x n x n x n xa f (x)cos dx (px q)cos dx pxcos dx q cos dx

L L L L L L L L
   

           

2 2 2 2  
L Lp n x n xxcos dx p g(x)cos dx

L L L L
 

   

2 2  

fدامنه تابعدر بسط فوريه كسينوسي نيم naيعني ضريب (x) ،p برابر ضريبna تابع دامنهدر بسط فوريه كسينوسي نيمg(x) .است  
 

 هرگاه :72مثال f(x) تابعي زوج باشد وf (x) x cos x  xبه ازاي2   آنگاه در سري فوريه مثلثاتي تابع ،f(x) يبربازه[ , ]   ضريب
cos x288(مهندسي برق ـ سراسري   كدام است؟(  

1(  2( 1  3(

11 2  4(


11 2  

  : ـ » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت    »2«گزينه پاسخ  دون حـل پاسـخ داده   به روش تسـتي و ب
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

xيتابع در بازهدر اين تست با توجه به اينكه   ، دقـت كنيـد، سـري فوريـه      .دامنه كسينوسي را بنويسـيم لذا بايد بسط نيم ،تعريف شدهcos x2   خـودش
g(x)كافيست سري فوريهشود، پس مي x را حساب كنيم و ضريب به دست آمده را با يك (ضريبcos x2 در تابعf (x)جمع كنيم (:  

  n
xa g(x)cos nxdx a x cos xdx [ sin x cos x]

  
     
     

2
2 2 2 12 2 22 4  

cosپس ضريب x2 در تابعf (x) x cos x  برابر 2  1   شود. مي 1
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 دامنه تابعسري فوريه كسينوسي نيم :73مثالf (x) x وx L 88(مهندسي مكانيك ـ سراسري   كدام است؟(  

1( 
m

L L xcos( m )
L( m )





 
 

 
 2 2

1

4 2 12 2 1
  2 (

m

L ( m ) xcos
L( m )





  

 
 2 2

1

4 2 1
2 1

  

3( 
m

L L xcos ( m )
L( m )






 

 
 2 2

1

4 2 12 2 1
  4 (

m

L ( m ) xL cos
L( m )





  


 
 2 2

1

4 2 1
2 1

  

  : به روش تستي و بدون حل پاسخ داده » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه پاسخ
  ود:شحل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

  
L

n
n xa f (x)cos dx

L L


 
nو                    2

n

a n xf (x) a cos
L






 

12  
L L

a f (x)dx x dx L
L L

   
2 2

  
  

L

n
m

; n m
n x L L xLa x cos dx f (x) cos( m ); n mL L L( m )( m )






              





2 22 2 1

2
2 44 2 12 1 2 2 12 1

  

 

 اگر سري فوريه كسينوسـي تـابع   :74مثال, x
P L , f (x)

, x
 

    

1 12 4 2 1 2
  برابـر بـا ،x xf (x) (cos cos ) 

   


3 2 1 3
2 2 3 2     باشـد، آنگـاه

,در سري فوريه كسينوسي تابع aجمله x
P L , g(x)

, x
 

    

2 12 4 3 1 2
:88(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   ، عبارتست از(  

1( 5
2  2( 2

5  3( 3
2  4( 2

3  

  : براي سري فوريه كسينوسي توابع  »1«گزينه پاسخf (x) وg(x)،a  آيد:به دست مي زيراز روابط  

   f (x):a f (x)dx 
21 3

2 2


−Hâ¼w Rn¼‚ ¾M ¾]¼U IM  

g(x):a g(x)dx 
21

2  
fهاي توابعوجه به ضابطهبا ت (x) وg(x) شود كه:مشاهده مي  g(x) f (x) 1  

g(x):a g(x)dx (f (x) )dx f (x)dx dx             


2 2 2 21 1 1 1 3 51 12 2 2 2 2 2  
g(x)ي اين انتگرال نيست، همين كهالبته نيازي به محاسبه f (x) 1 مشخص است كهa درg(x) يك واحد ازa درf (x) .بيشتر است  

 

 در سري فوريه تابع :75مثال

sin x , x

f (x) , x

sin x , x

    


   

   



2 2

2
2

 



pبا دوره تناوب   2  :به صورت  

n n
n

a , f (x) a (a cosnx b sinnx)



  2

1
 وb2 :88(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   به ترتيب عبارتند از(  

1( ,1   2( ,3
4   3( , 31 4  4( ,3 3

4 4  

  : 2«گزينه پاسخ«      

L

L
n

n xa f (x)cos( )dx a f (x) cos xdx sin x.cos xdx cos xdx sin x.cos xdx
L L


 

   



      

       
2

2

2
1 1 1 1 12 2 2 2 2 2




  

sin xdx sin xdx ( cos x) ( cos x)


 




 



             

2 21 1 1 1 1 1 1 14 4 4 42 2 2 4 2 4  
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       cos( ) cos( ) cos cos 
             

   
 1 1 1 12 4 4 1 1 1 18 8 8 8  

L

L
n

n xb f (x)sin( )dx f (x)sin xdx sin x.sin xdx sin xdx sin x sin xdx
L L


 

   



      

       
2

2

1 1 1 1 12 2 2 2 2 2



  

  دانيم:مي sinp sinq cos(p q) cos(p q)
    

1
2  

b (cos x cos )dx (cos x cos )dx ( sin x x) ( sin x x)

  







                  


 
2 2

2
1 1 1 1 1 1 1 14 4 4 42 2 2 4 2 4  

 ( sin( ) ) ( sin( ) ) ( sin ) ( sin ) ( )                                               

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 32 4 42 4 2 4 2 4 4 2 2 2 2 2 2 4 2 4   

 

 88 سال آزاد دانشگاه برق ـ دكتري(  يافته، كدام يك از مفاهيم زير، بنيادي است؟  ي تعميمدر مبحث سري فوريه :76مثال(  
  پذيري) مشتق4  ) پيوستگي  3  ) تعامد2  ) تناوب 1

  : يافته عبارتست از: سري فوريه تعميم  »2«گزينه پاسخ  n
n n n

n nn

(f .g )
f (x) C g , C

(g .g )




 

1
  

  باشد.ها بايد متعامد باشند، لذا يكي از مفاهيم بنيادي در سري فورية تعميم يافته بحث تعامد ميngكه

  
 اگر براي  :77مثالx  2  :داشته باشيمx x xx (sin sin sin )  

   

4 1 2 1 3

2 2 2 3 2    متنـاوب  ، در اين صورت دو جمله اول بسط فوريه تـابع

xf (x)  
2

1 x، در فاصله 4  2 :89(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   عبارت است از(  

1 (xcos 
2

1 4
3 2  2( xcos 

2
2 4
3 2  3 (xcos 

2
2 4
3 2  4 (xcos 

2
1 4
3 2  

  : به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3« گزينهپاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

xابتدا بايد جمله


2

  فين سري فوريه داده شده خواهيم داشت:گيري از طررا ايجاد كنيم، براي اين منظور با انتگرال 4

x x x xc ( cos cos cos )   
      

   

2 24 2 2 2 2 3
2 2 4 2 9 2  oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ  

x x x xc cos cos cos        
  


2

2 2 2
4 4 2 4 3

4 2 2 24 9
´Ã¹¨Â¶ ¾ I†H Á»IvU ¸Ã oŠ ¾M Hn ¦ Ä jk –  

x x x xc cos cos cos       
  


2

2 2 2
4 4 2 4 31 4 2 2 24 9

  

xاز طرفي مقدار متوسط (همان مقدار ثابت بسط فوريه) تابع متناوب 


2
1 T(با دوره تناوب  4    آيد:ابطه زير بدست مي) از ر4

  x xc ( )dx ( )dx


      
2 2

2

2 21 1 21 14 4 2 4 3  

xfبنابراين دو جمله اول بسط فوريه تابع  (x)  
2

1 xcosبه صورت 4 
2

2 4
3     خواهد بود.2
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 اگر :78مثالr(t) تابع متناوبr(t) | sint |
 4،t    وr(t ) r(t)  2 وy y r(t)  9 :آنگاه جواب خصوصي معادله (يعنيpy  كـدام (

  )89(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   است؟
r(tسري فوريه تابع (راهنمايي: ) r(t)  2،t   وr(t) | sint |

   به شكل 4

r(t) | sint | ( cos t cos t cos t )
     

  
1 1 1 12 4 64 2 1 3 3 5 5 7  باشد.)مي  

1 (p
n

y cos nt
n




 


 2

1

1 1 218 4 9
  2 (p

n
y cos nt

n




 


 2

1

1 1 218 4 9
  

3 (p
n

y cos nt
( n )( n )




 

 
 2 2

1

1 1 218 4 1 4 9
  4 (p

n
y cos nt

( n )( n )




 

 
 2 2

1

1 1 218 4 1 4 9
  

  : يسري فوريه كنيمفرض مي  »3«گزينه پاسخpy به صورتp n n
n

y a (a cos nt b sin nt)



  

1
    يباشـد. سـري فوريـهr(t)     هـم بـه شـكل

n

cos ntr(t)
( n )( n )




 

 
1

1 2
2 2 1 2 p  ي ديفرانسيل داريم:عادلهدر م r(t)و pyداده شده است. با جايگذاري 1 py y r(t)  9  

n n n n
n n n

( n a cos nt n b sin nt) a ( a cos nt b sin nt) cos nt
n

  

  
      


  2 2

2
1 1 1

1 19 9 9 22 4 1  

n n
n n

a ( n )a cos nt ( n )b sin(nt) cos nt
n

 

 
      


 2 2

2
1 1

1 19 9 9 22 4 1  

aي جملات ثابت در دو طرف داريـم مقايسهرا تعيين كنيم. با  nbو a،naخواهيم ضرايبحالا با توجه به تساوي طرفين، مي 
19 2 بنـابراين ،a 

1
18 

sinاست. در سمت راست، nt نداريم، پس در  سمت چپ بايدnb   سهاي زوج كسينوس را داريم، پ ـباشد. در سمت راست فقط هارمونيكna  2 1  
cosاست و ضرايب nt2 :در طرفين تساوي به صورت مقابل هستند  n n( n )a a

n ( n )( n )


   
  

2
2 22 2 2

1 19 4
4 1 4 1 4 9

  

p  داريم: pyبا جايگذاري اين نتايج در سري فوريه
n

y cos nt
( n )( n )




 

 
 2 2

1

1 1 218 4 1 4 9
  

   

 بسط فوريه تابع  :79مثالx
f (x)

x
  

     

1
1




به صورت  
k

sin( k )xf (x)
k







 

1

4 2 1
2   باشد. به كمك آن حاصل عبارتمي 1

 S ...   2 2 2
1 1 1

1 3 5
  )89(مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري   كدام است؟  

1 (
6  2 (2

8  3 (2

6  4 (


2

9  

  : از دو طرف رابطه  »2«گزينه پاسخ
k

sin( k )xf (x)
k







 

1

4 2 1
2   ، بنابراين داريم:كنيمگيري ميانتگرال 1

k

x , x cos( k )x A
x , x ( k )





   
        




 2
1

4 2 1
2 1

  

xربا نگاه كردن به رابطه فوق د 
   شود:نتيجه مي 2

k
( ) A A
( k )





 
    

 
 

2
1

4
2 22 1

  

xحال با توجه به اينكه نقطه   كنيم:ي ديريكله استفاده ميقضيه ي پيوستگي است، ازبراي تابع فوق نقطه  

k ( k )





 
      

 
 

2

2 2 2
1

4 1 1 1
2 82 1 1 3

  
 

 مقدار ميانگين تابع :08مثالf (t) sin t
L


 وt L  :89معماري كشتي ـ سراسري مهندسي (  برابر است با(  

1(

1  2(


2  3(

2  4(  

  : اگر  »2«زينه گپاسخf بر بازه[a,b] پذير باشد مقدار متوسط انتگرالf بر[a,b] آيد:با روش زير به دست مي  

  
b L L

a

LA(f ) f (t)dt A(f ) sin t dt ( )[ cos t]
b a L L L L

 
     

    

1 1 1 2    

aالبته مقدار ميانگين همان
  باشد.مي fيهدر بسط فور 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 توان گفت كه تابعمي :81مثالf (x) sin | x | روي فاصلةx   .  )89 سال آزاد دانشگاه برق ـ دكتري(  
  وبي نيست. ) فرد است اما تنا4  ) فرد و تناوبي است.3  ) زوج است اما تناوبي نيست.2  ) زوج و تناوبي است.1
  : 2«گزينه پاسخ«     f ( x) sin | x | sin | x | f (x)      

fدر نتيجه تابع (x) sin | x | .تابعي زوج است  f (x T) f (x) sin | x T | sin | x |      
fنمودار (x) باشد:به صورت مقابل مي  

  
  

  

fكنيمطور كه مشاهده ميهمان (x) باشد ولي متناوب نيست.زوج مي  
 

 با استفاده از سري فوريه مثلثاتي تابع  :82مثال
t , t

f (t)
t , t

           

2

2




مقدار  ،

( k )
    

2 2 2
1 1 11

3 5 2 1
   كدام است؟    

  )90مهندسي مكانيك ـ سراسري (

1 (
8  2 (

4  3 (2

8  4 (2

4  

  : به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

ta  زوج است، بنابراين طبق فرمول سري فوريه كسينوسي مقابل داريم: fتابع  ( t )dt t
 

   
      
    


21 1
2 2 2




  

n
ta ( t ) cos nt dt ( t cos nt cos nt)dt ( sin nt cos nt sin nt )
n nn

      
         
    2
2 2 2 1 1

2 2 2   
 

n
n

n

a ; n
[ cos n ] ( cos n ) ( ( ) ) a ( ) ; nn n n n ( k )


                

2 2 2 2 2

2 1 1 2 1 2 1 2 21 1 1
2 1

 Z»p

jo 
 

t

k k k
f (t) cos( k )t

( k ) ( k ) ( k )

  


  

 
      

   
  

2

2 2 2
1 1 1

2 2 4 1 12 1 2 82 1 2 1 2 1
  

  
 سري فوريه تابع :83مثالf (x) sinxcos x xو 24    وf (x ) f (x)  2 90مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري (  كدام است؟(    

1 (f (x) sin x sin x  3  2 (f (x) sin x sin x  3  3(f (x) sin x sin x 
3 4 34  4(f (x) sin x sin x 

3 4 34  

  : دانيم مي  »1«گزينه پاسخcos xcos x 
2 1 2

  ، لذا داريم:2

  
cos xf (x) sin x cos x sin x( ) sin x sin x cos x sin x sin(x x) sin(x x)

sin x sin( x) sin x sin x sin x


        

     

2 1 24 4 2 2 2 2 2 22
2 3 3

    

  
 ضريب جمله :84مثالxcos 3

xدر بسط فوريه كسينوسي تابع متناوب 2  2،f (x) ( x) 2 :عبارتست از    
  )90مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري (

1 (
2
1

9
  2 (

2
2

9
  3 (

2
7

9
  4 (

2
8

9
  

  : 4«گزينه پاسخ«  n
n

nf (x) a a cos x , L
L






  

1

1 22   
L

n
n xa f (x)cos dx a ( x)cos xdx a

L L
 

     
 

2
3 3 2

2 3 82 2 9 

ÁoÃ¬−Ho«TºH pH uQ  
  

f (x)

x
2


2 



2


x

y



  

262 

سري فوريه، انتگرال و تبديل فوريهفصل پنجم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 در رابطه :85مثالn
n

nx c sin( x) ; x [ , ]





  

1
22    ضريبsin( x)2 90مهندسي مواد ـ سراسري (  كدام است؟(  

1 (

4  2 (


1  3 (


1  4 (


4  

  : رابطه داده شده در صورت مسئله، سري فوريه سينوسي تابع   »2«گزينه پاسخf (x) x :است  n
n

nx C sin( x)





 

1 2  

  باشد:سري فوريه سينوسي تابع به صورت زير مي
L

n
nb f (x)sin xdx

L L


 
2


nو           n n

n

nF(u) b sin( x) , C b , L
L






  

1
2  

)sinابطه سري فوريه سينوسي ضريب جمله با توجه به ر x)2ضريب جمله چهارم ،(b )nsin  است. 4( x) sin( x) n
L


   2 4  

xb  را بدست آوريم: b4پس كافيست كه x sin( x)dx ( cos( x) sin x)
( )

        
 

2 2
4 2

1 12 2 22 2 
  

  

 در صورتي كه سري فوريه مثلثاتي تابع  :86مثالg(x) x 2 ،x    :به صورت روبرو باشد  cos x cos xg(x) ( cosx )
       

2
2 2
2 34 12 2 3

  

sinآنگاه سري فوريه مثلثاتي  x sin xsin x      3 3
2 3

2 3
  )91مهندسي برق ـ سراسري (  مربوط به كدام تابع است؟ 

1(x3

12  2(x ( x ) 2 2
12  3(x ( x) 

2
2

12  4(x ( x ) 2 2
4  

  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

fتابع هدف را (x) ناميم:مي     sin x sin x sin x sin xg(x) ( x sin x ) f (x) sin x
             

2

3 3 3 3
2 3 2 34 12 2 3 2 3

  

x ( x ) 2 2
12

x x[ x f (x)] f (x) x 
         

3 2 3 2
43 12 12 12  

 

 در بسط سري فوريه تابع  :87مثالsin x , x
f (x)

cosx , x
   

    




  كدام است؟، a1ر، مقدا
  )92ـ سراسري  مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ مهندسي نانومواد، مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي(

1 (1  2  (
1
2  3  (1

2  4 (1  

  : با نوشتن فرمول محاسبه ضرايب  »3«گزينه پاسخna :داريم    

n
na f (x)cos xdx (sin x)cos nxdx cos x cos nxdx
L

 

 


  
    
1 1 1


  

n sin xa (sin x cos x)dx cos xdx dx ( cos x)dx
 

 

     
      1 2

1
1 1 1 2 1 1 1 22 2 2

 

 
  

1
2a ( cos x) ( x sin x) ( ) ( )






         

   1
1 1 1 1 1 1 1 12 2 1 14 2 4 4 2




  

 

 ضريب :88مثالa6 ي كسينوسي تابعبراي سري فوريهx  ،f (x) cos x  25   )92معماري كشتي ـ سراسري مهندسي (  ، كدام است؟32

1 (3  2 (1
2  3 (  4 (

1
2  

  : توانيـد بـا   يك سؤال بسيار ساده از مبحث سري فوريه كـه لازم بـه محاسـبات انتگرالـي ضـرايب سـري فوريـه نيسـت. شـما مـي            »2«گزينه پاسخ

cosنوشتن x2 fبه سري فوريه» شكنفرمول توان«بر اساس  3 (x) برسيد:   cos xf (x) cos x cos x
      25 5 1 6 5 1 13 62 2 2 2 2 2  

cos ن ضريببنابراي x6 كه همانa6 ،1برابر است
  است. 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  الهاي عددي و تساوي پارسوي سريسبهمحا :2درسنامه  
  

 دامنه كسينوسي تابعبا استفاده از تساوي پارسوال و به دست آوردن بسط نيم :1مثالx  2،f (x) x،   حاصـل سـري...A    4 4 4
1 1 1

1 3 5
 

  كدام است؟

1 (4

96  2 (4

64  3 (42
3  4 (48

3  

 : تابع دامنه كسينوسينيماگر بسط »  1«گزينه  پاسخf (x) x :را بنويسيم، داريم  xa xdx [ ]  
2 221 1 12 2 2 

  

n n
n xa x cos dx a (cos n )

n


   


2

2 2
2 4 12 2

Eq] ¾M Eq] ÁoÃ¬−Ho«TºH  

n

cos n n xx ( ).cos
n





 
 


2 2

1

4 11 2  

aبا توجه به اينكه 1،L  2،f (x) x،n
(cos n )a

n



2 2

4 nbو 1   :و با نوشتن تساوي پارسوال داريم  

n

(cos n ) ... ...x dx ( ) ( )
n





  
            

 


2

2

2 4
2 2

4 4 4 4 4 4 4 4 4
1

1 16 1 8 16 4 4 4 1 1 12 1 22 3 961 3 5 1 3 5
  

 

 اگر سري فوريه تابع  :2مثال
sin x , x

f (x)
, x

   
   



2 2

2




به صورت 

k

cos kxf (x) sin x
k




  
  

 2
1

1 1 2 422 4 1
 تعريف شود، آنگاه مقدار سري عددي 

k
S

( k )







 2 2

1

1
4 1

fبا استفاده از سري فوريه   (x) كدام است؟  

1 ( 4 9
96  2 ( 2 4

8  3 ( 2 8
16  4 ( 4 9

48  

 :ي داده شـده، ضـرايب  در سـري فوريـه   » 3«گزينـه    پاسخk ( )
k

a  
 

2 2
2 1

4 1
،b 1

1
aو 2 


1

    فر هسـتند.  غيرصـفرند و سـاير ضـرايب ص ـ

Tهمچنين   وL 
   كنيم:است. از تساوي پاسوال استفاده مي 2

k
k k

a b a | f (x) | dx sin x dx
( k )

 

 
      

   
  2 2 2 2 221 2 2 2 2 2

1 1

2 2 1 4 1 22 24 4 1  
  

sin  ي انتگرال در سمت راست تساوي داريم:با محاسبه xsin x dx ( cos x)dx (x ) ( )
   

      2 22 21 1 4 12 1 42 2 4 2 2 4 


  

  در نتيجه داريم:
k k

( )
( k ) ( k )

 

 

    
     
    

 
2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1

4 1 2 2 1 8 1 8
4 4 164 1 4 4 1

  
  

 اگر سري فوريه تابع :3مثالx  2 2،f (x) x  xبه صورت 24 x xf (x) ([cos cos cos ])  
     

2 2 2
8 16 1 2 1 3
3 2 2 22 3

  باشد، آنگاه مقدار

Sعددي    2 2
1 11

2 3
 برابر كدام گزينه است؟  

1 (2

4  2 (2

6  3 (2

8  4 (2

12  

  : چون تابع در نقطه  »2«گزينه پاسخx    پيوسته است، بنابراين مقدار تابع در اين نقطه با مقدار سري فوريه تابع برابر است: 2
xابتدا مقدار تابع در نقطه  xf  كنيم:را حساب مي 2 (x) x f ( ) , ( )     224 2 4 4 1  

fتوجه كنيد كه در سري فوريه (x) ضريب ي كهدر مخرج اعدادcos در سـري داريم همچنين  2هستند، توان هاS     داريـم.   2ان هـم در مخـرج اعـداد تـو 
xمقدار سري فوريه دربنابراين     برابر است با: 2

f ( ) [cos cos cos ] [ ] , ( )  
            

 2 2 2 2 2 2 2
8 16 2 1 2 2 1 3 2 8 16 1 1 12 1 23 2 2 2 32 3 2 3 4

   

)  ) داريم:2) و (1(ي رابطهاز  ) 
            



2

2 2 2 2 2 2 2
8 16 1 1 1 1 1 11 13 62 3 4 2 3 4
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 اگر سري فوريه تابع :4مثالf (x) ( x)( x)     يدر بازهx   :به صورت زير تعريف شود  
n

n

( )( x)( x) cosnx
n

 




       

12
2

1

2 143  

Sآنگاه حاصل سري عدد      2 2 2 2
1 1 1 1

1 2 3 4
 برابر كدام گزينه است؟  

1 (2

16  2 (


2 1
9 3  3 (2

12  4 (


2 1
9 2  

 :با نگاهي به سمت راست سري فوريه تابع  »3«گزينه   پاسخf (x) واضح است با قرار دادنx     تـوانيم بـه سـري   در سمت راسـت مـيS  برسـيم. 
xبنابراين با قرار دادن   :در طرفين سري فوريه داريم  

2

12
n

n

( ) ( ) ( )
n





 
                    

1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1

2 1 2 1 1 1 1 1 1 1 14 43 3 4 31 2 3 1 2 3 4
     

 

 اگر سري فوريه تابع :5مثال; t
f (t)

sint ; t
   

    

 


، به صورت
n

sint cos ntf (t)
n




  
  

 2
1

1 2 2
2 4 1

باشد، آنگاه حاصل سري 
n

n

( )
( n )( n )

 




 

1

1

1
2 1 2 1   

    برابر كدام گزينه است؟

1 ( 4
4  2 (2

2  3 ( 4
2  4 (2

4  

  : با توجه به اينكه تابع  »4«گزينه پاسخf (t) در نقطهt 
   .سته است، لذا مقدار تابع با مقدار سري فوريه تابع در اين نقطه برابر استپيو 2

fابتدا مقدار تابع را با توجه به ضابطه (t) كنيم:حساب مي  f (t) sin t , t f ( ) sin( ) 
      12 2  

tاز طرفي مقدار سري فوريه تابع در 
   برابر است با: 2

n n

sin t cos nt cos nf (t) f ( )
n n

 

 

 
      
    

 2 2
1 1

1 2 2 1 1 2
2 2 24 1 4 1

  

ncosبا توجه به اينكهبا مساوي قرار دادن دو مقدار فوق و  n ( )  1، :داريم  
n

n

( )
( n)






  
  

 2
1

1 1 2 11 2 2 1
  

n n n

n n n

( ) ( ) ( )
( n )( n ) ( n )( n ) ( n )( n )

    

  

   
       
           

1 1 1

1 1 1

1 1 2 1 1 1 2 1 1 21 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 4  

 

 اگر سري فوريه تابع :6مثالx x
f (x)

x x
  

    

1
2 1




به صورت 
n

n

( )f (x) sinn x
n





 
  

1

2 1 2 ... آنگاه مقـدار  ،بيان گردد 11   
1 1 11 3 5 7 

  ت؟برابر كدام اس

1 (3
4  2 (3

2  3 (
4  4 (2

3  

 : 3«گزينه  پاسخ«                  ...f (x) [ sin x sin x sin x sin x sin x ]                

2 1 1 1 11 3 2 3 3 4 3 52 3 4 5  

xبـا قـرار دادن 
1
fمقـدار ،در طرفيــن تســاوي فــوق 2 (x) كـه از ضابطــه دوم تـابـع، در سمـت چـپf بـرابــر  ،آيـد بـه دسـت مـيf ( )   

1 1 522 2 2 

  داريم: خواهد بود و

  ... ...[ sin sin sin sin sin ] [ ]  
             

 
5 2 1 3 1 3 5 3 2 3 31 3 2 3 12 2 2 2 4 5 2 2 5 7 

  

... ... 
          33 3 3 1 1 13 1 14 5 7 4 3 5 7

oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ  
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 اگر بسط فوريه كسينوسي :7مثالf (x) sinx , x    به صورت
n

cosnf (x) ( )cosn x
n





 
  
  

 2
1

2 2 1
1

Sباشد، مقدار سري 
. . .

  2 2 2 2 2 2
1 1 1

1 3 3 5 5 7
  

  كدام است؟

1 ( 2 8
8  2(  2 8

4   3 ( 2 8
2  4 ( 2 8

16  

  : لذا ،سري فوريه كسينوسي داده شده سؤال، اينكه در صورتبا توجه به   »4«گزينه پاسخnb   باشد. با توجه به بسط داريم:مي  

n

; n
cos na , a ( )

( ) ; nn
n


           

2
2

2 2 1 2 2
1 1



 jo 

Z»p

k{IM o¬H

k{IM o¬H
  

Lطه پارسوال و نظر به اينكهبرا حالا طبق   داريم:است ،  
n

( ) [ ( )] sin xdx
n








  

  
 2 2 2

2
1

2 2 2 12
1

  

nهاي زوج مقدار غير صفر دارد، لذاnبراي naتوجه كنيد چون k   باشد:مي 2

k k

cos x( ) ( )dx [ x sin x]
( k) ( k ) ( k )

  

 


      

       
 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1

8 16 1 2 1 2 8 16 1 2 1 1 22 2 42 1 2 1 2 1 
  

k
( )

( k ) ( k ) . . .





  
        

    


2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1

16 1 8 1 1 1 8 81 116 162 1 2 1 1 3 3 5 5 7
  

 

 اگر سري فوريه كسينوسي تابع  :8مثالcos x در بازهx   وقتي كه رتصحيح باشد، به صوعددي غير:   
n

n

sin( ) ( ) cosnxcos x sin( )
n





  
   

   
 2 2

1

1 2 nي فوق حاصلبا استفاده از رابطهنوشته شود،   1

n
( )( )
n n




 

    
1

1 1   ؟، برابر كدام گزينه است11

1 (cos( )   2 (cos ec( )   3 (cot g( )   4 (sec( )   
 واضح است مقدار تابع  »2«گزينه   خ:پاسf (x) cos x  درx    است، لذا با قرار دادن 1برابرx   ي سري فوريهدر رابطهcos x :داريم  

n

n

sin( ) ( )sin( )
n





  
  
   

 2 2
1

1 2 11    

sinبا فاكتورگيري از 


  داريم: 
n n

n n

sin ( ) ( )( )
sinn n

 

 

     
    

    
 2 2 2 2

1 1

1 2 1 1 2 11  

رسد بايدسؤال نيست و به نظر مي يشده سري خواسته به ) جواب باشد، اما سمت راست تساوي خيلي شبيه2رسد گزينه (خب تا اينجاي كار به نظر مي

را نيز  1

كنيم: وارد سري
n

n n

n n n

( ) ( ) [ ] ( ) [ ]
n n n (n )n

  

  

 
             

           
  2 2

1 1 1

1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 11 1 2 2 1  

 
 اگر بسط سينوسي تابع  :9مثالf (x) x( x)   يدر بازهx   به صورتsin(x) sin( x)f (x) [ ]  

 3 3
8 3

1 3
      تعريـف شـود، حاصـل سـري

عددي
n n




 6

1

  برابر كدام گزينه است؟ 1

1 (5

96   2 (6

96   3 (6

945  4 (5

945  

 :با توجه به سري فوريه  »3«گزينه   پاسخf (x) واضح استna a   و از طرفيnb
( n )


  3

8
2 1

  با استفاده از قضيه پارسوال داريم:، لذا 

n n
[ ] [x( x)] dx [ x ( x x)dx]

( n ) ( n )

  

 
       
    

  2 2 2 2 2
3 2 6

1 1

8 2 64 1 2 2
2 1 2 1 

    

n

x x x ( )[ ] [ ] [ ] ( )
( n )





             
         




3 2 5 4 5 5 5 5 5 6

6
1

1 2 2 2 12 3 2
32 3 5 4 32 3 5 4 32 6 32 6 962 1 
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اما سؤال مقدار
n n




 6

1

  توانيم اين سري را به صورت مجموع دو سري با جملات فرد و زوج بنويسيم:را خواسته، به همين منظور مي 1

n n n n n n n n
( )

n ( n) ( n ) n n ( n ) n ( n )

       

       
       

  
       6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 2 1 2 2 1 2 2 1

  

6

945n nn n

 

 

  
     

  
6 6 6

6 6
1 1

63 1 1 64
64 96 63 96 63 15 

  
 

 اگر سري فوريه تابع  :10مثالf (x) xsinx به صورتcos x cos xxsinx cosx ( )     
 

1 2 31 22 1 3 2 4      تعريف شود، آنگاه حاصـل سـري عـددي

S  مقابل برابر كدام گزينه است؟   
   2 2 2 2 2 2

1 1
1 2 3 2 3 4

  

1 ( 24 39
16  2 ( 2 32

4  3 ( 24 39
4  4 ( 2 32

16  

 :از تابع»  1«گزينه   پاسخx sin x و سري فوريه آن در فاصله[ , x] يم:كنگيري ميانتگرال    
x x cos x cos xx sin xdx [ cos x ( )]dx     

  
1 2 31 22 1 3 2 4 

  
sin x sin x sin x sin xx cos x sin x x sin x ( ) x cos x x sin x ( )               
       

1 2 3 3 2 32 22 1 2 3 2 3 4 2 1 2 3 2 3 4   
xتابع x cos x طبـق قضـيه    حـالا گيري از سري فوريه، عبارت سمت راست سـري فوريـه ايـن تـابع اسـت.      تابعي فرد است در نتيجه طبق قضيه انتگرال

n  پارسوال داريم: n n
n

f (x)dx a (a b ) b b







    

   2 2 2 2 2 2
1

2

1 2   

(x x cos x) dx (x cos x x x cos x)dx ( )
 

 


         

   
3

2 2 2 2 2 21 1 2 15 152 2 4 2  

( ) S ( ) S S  
               

   

22 2
2 2 2 2 2 2

15 9 1 1 9 15 9 4 394 4 42 4 4 2 4 161 2 3 2 3 4
  

 

 با استفاده از سري فوريه تابع متناوب  :11مثال(T ) 2،xf (x) cos |در بازه 2 x | حاصل سري ،
(n k )

n n
 



 

2 1

21

1
1
4

  كدام گزينه است؟برابر  

1 (2  2 (2  3 (
2  4 (  

 :با توجه به اين كه»  3«گزينه   پاسخf (x) :تابعي زوج است، لذا داريم  x xa f (x)dx cos dx [ sin ]
  

   
    
2 2 2 422 2  

  

n
x x xa f (x)cos nx cos( )cos(nx)dx [cos( nx) cos( nx)]dx

  
     
    
2 2 2 1

2 2 2 2  
  

[cos x( n) cos x( n)]dx [ sin x( n) sin x( n)]
n n

 
       
   


1 1 1 1 1 1 1 1
1 12 2 2 2
2 2

 
  

cos(n ) cos( n)[ sin( n) sin( n)] [ ]
n n n n

   
       
     
1 2 2 1 2 2

1 2 2 1 2 2 1 2 1 2  
n n ncos(n ) n cos(n ) cos(n ) n cos(n ) cos n ( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ] [ ]

n n n n ( n )

           
    
        

1 1

2 2 2 2 2
1 2 4 2 4 1 4 1 4 1 1 4 1 4 1

1 4 1 4 1 4 4 1 4 1
  

fبنابراين سري فوريه (x) :به صورت زير قابل نمايش است    
n

n

x ( )cos cosnx
( n )

 




 
  


1
2

1

2 4 1
2 4 1

  

n)مسئله بايد مخرج كسر درون سري را به صورت يدرست اينجاست! كه ما با توجه به خواسته مثالي اصلي حل اين نكته )2 1
عدد  xنوشته و به جاي 4

xاگر .مناسب قرار دهيم   ،داريم: باشد  
n

n

( )cos cos(n )
(n )





 
  
  


1

21

2 4 1
12 4 4
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ncosبا توجه به اين كه n ( )  1 ضرب آن در، لذا باn( )  )nدر صورت كسر 11 )  2   شود، لذا داريم:مي -1داريم كه حاصلش برابر عدد  11

n
( )
n







 21

1 21
4n n




  
  

 21

2 1 1
1
4

  

يك سري با جملات فرد و يعني توان به صورت دو سري دانيم مجموع داده شده را ميمي طرفياز هاي فرد را خواسته است nاما سؤال مقدار سري به ازاي

A  يك سري با جملات زوج نوشت، لذا داريم: B 2
(n k ) (n k)

n n n

A B

n n n
  

  

  
  

  
  

2 1 2
2 2 21 1 2

1 1 1
1 1 1
4 4 4 

  

xcosتوان به جواب رسيد، لذا دوباره از سري فوريهاما با اين يك معادله نمي xاگر در طرفين تساوي گيريم.كمك مي 2   :قرار دهيم، داريم  
n n

n n

( ) ( )cos( ) cos( )
(n ) n

  

 

 
    
    
 

1 1

2 21 1

2 4 1 2 1 111 14 4 4

   

A  هاي فرد و زوج داريم:nبا جداسازي  B    2
(n k ) (n k)

n n
[ ] (A B)

n n
  

 

 
        

    
 
2 1 2

2 21 1

2 1 1 1 2 11 11 1
4 4

  

A  مقابل را داريم:بنابراين دستگاه معادله  
 2

A B
A B
  

  

2
2  

 

 تابع متناوب :12مثالf (x) يرا كه در فاصله[ , ]   بـا اسـتفاده از سـري فوريـه تـابع      .تعريف شده است، در نظر بگيريـدf (x)   حاصـل سـري ،
n

n

( ) ( n )
a ( n )

 



 

 


1
2 2

1

1 2 1
2 1

f  برابر كدام گزينه است؟  (x) sinhax , x ; a         

1 (
cosh a


4  2 (
acosh


4 2

  3 (
acosh


2 2

  4 (
cosh a


2  

 :تدا بايد سري فوريهاب»  2«گزينه  پاسخf (x) :را بدست آوريم  n n
n

f (x) sinh ax b sin nx b sinh ax.sin nxdx



   

 
1

2


  

sinhبا توجه به فرد بودنِ axشود ضرايب، معلوم ميna   .هستند  
a asinh ax.sin nxdx sinh ax.cos nx cosh ax.sin nx sinh ax.sin nxdx

n n n
    

2

2 2
1  
a cosh ax.sin nx n sinh ax.cos nxsinh ax.sin nxdx

a n


 
 2 2  

n
x nb . (a cosh ax.sin nx n sinh ax.cos nx) sinh a .cos n
xa n (a n )

  
     

   2 2 2 2
2 1 2


  

n

nf (x) sinh ax sinh a .cos n .sin nx
(a n )






   

 
 2 2

1

2  

n n

nn.cos n .sina n n ax f ( ) sinh sinh a .cos n .sin .sinh
sinh a(a n ) (a n )

 

 


       

       
  

 2 2 2 2
1 1

2 2
2 2 2 2 2 2  

nsinجمله 
nانـيم بـراي  دهـاي فـرد حـائز اهميـت اسـت كـه مـي       nهاي سري بـه ازاي هاي زوج  برابر صفر است. پس فقط مقادير جملهnازايبه  2 k 2 1  

)kبرابر )  ncos(nباشد. از طرفي دقت كنيدمي 11 ) ( )  1 و اگر قرار باشدn،ها فرد باشندn( )  1   شود. لذا در صورت كسر سمت راست داريم:مي 1
k kn( n)(cos n )sin( ) ( k )( )( ) ( k )( ) 

         1 12 1 1 1 2 1 12  

k k

k k

asinh ( k )( ) ( k )( )
a a aa ( k ) a ( k )sinh cosh cosh

  

 


     

   
     

 
1 1

2 2 2 2
1 1

2 1 1 2 1 12
2 1 2 14 42 2 2
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 تابع متناوب  :13مثالxf (x) e , x      با شرط ،f (x ) f (x)  2  داراي يك سري فوريه به صـورتn n
n

f (x) a a cosnx b sinnx



  

1
 

nاست. حاصل سري
n

a



 2

1
  دام است؟ك 

1(sinh cosh 
  

 2 2
1 2 21 2  2 (sinh cosh  


2

1 2 2
2  3 (sinh cosh  

 
2

1 2 21 2  4(sinh cosh 
  

 2 2
1 2 21 2  

 :اگر به نمودار تابع متناوب   »4«گزينه  پاسخf (x) شويم كه نـه زوج  توجه كنيم، متوجه مي
شـوند. مـا بايـد بـه     از سري فوريه حذف نمـي  nbو naكدام از ضرايبنابراين هيچاست و نه فرد، ب

nتوانيمرا حذف كنيم و سپس از اتحاد پارسوال مي nbطريقي ضريب
n

a



 2

1
  را به دست بياوريم. 

  در سري فوريه داريم: xبه جاي xذاريبا جايگ

n n
n

n n
n

f (x) a a cosnx b sin nx

f ( x) a a cosnx b sin nx









  



    






1

1





   

n  با جمع كردن اين دو معادله داريم: n
n n

f (x) f ( x)f (x) f ( x) a a cosnx g(x) a a cos nx
 

 

 
        

1 1
2 2 2    

n  است. با استفاده از اتحاد پارسوال داريم: g(x)ي تابع زوجضريب سري فوريه naبنابراين
n

a g (x)dx a
 




 
 2 2 2

1

1 2    

a يرا با توجه به ضابطهf (x) آوريم:به دست مي  x x e ea e dx e sinh
 



 
    

    
1 1 1

2 2 2   
xيدر بازه g(x)ياكنون به ضابطه     .توجه كنيم  

xوقتي    ،باشدx هم در همين بازه است، بنابراينxf (x) e وxf ( x) e  :و در نتيجه داريم  
x xe eg(x) cosh x


 2   

cosh x sinh xg (x)dx cosh xdx cosh xdx dx [x ] sinh
   

 


          2 2 2 1 2 2 12 2 22 2 2 
   

    با جايگذاري در اتحاد پارسوال داريم:

n n n
n n n

cosh sinh cosha ( sinh ) sinh a sinh ( ) a
  

  

    
             
     

  2 2 2 2
2 2 2 2

1 1 1

1 1 2 1 2 1 2 1 2 22 1 2 12 2 2 2   
  

 وابع متناوبت :14مثالf (x) | sinx | وg(x) x xيدر بازه 2    هاي فوريه به صورتداراي سري
n

cos nxf (x)
n




 
  

 2
1

2 4 2
1 4

 

و
n

n

( ) cosnxg(x)
n





 
  

2
2

2

هستند. حاصل سري 143
n n ( n )



 
 2 2

1

1
1 4

  هاي فوريه كدام است؟با استفاده از ضرب داخلي سري 

1 ( 2 12
6  2 ( 2 12

4  3 ( 2 12
6  4 ( 2 12

4  

 :يدر سري فوريه»  3«گزينه  پاسخf داريمa 

2

،na
( n )


 

2 2
4

1 4
،na  2 1  و ضرايبnb همه صفر هستند. در سري فوريهg(x)  داريـم a  

2

3، 
n

n
( )a
n
  2

4 nهاي فوريه داريم:با استفاده از ضرب داخلي سري همگي صفر هستند. nbو ضرايب 1 n n n
n

f (x)g(x)dx a a (a a b b )





    
 

1

1 2    

nاز آنجا كه nb b   است و همچنينna  2 1  :است، خواهيم داشت  n n
n

x | sin x | dx a a





    
  

2
2

2 2
1

1 22 3  

  كنيم:را جايگذاري مي na2و na2كنيم. در سمت راستدر سمت چپ، از زوج بودن زيرانتگرال استفاده مي
n

n n

( )x sin xdx x sin xdx
( n ) ( n) n ( n ) 

  

 

  
     

    
  

2
2 2

2 2 2 2
1 1

2 4 4 4 1 2 4 4 1
3 31 4 2 1 4

  

)  كنيم:جزء حل ميانتگرال سمت راست را با استفاده از جزء به  )[ x cos x x sin x cos x]


  
    
 

2
22 2 42   مقدار انتگرال2

  با جايگذاري در تساوي قبل داريم:
n n

( )
n ( n ) n ( n )

 

 

    
   

   
 

2 2

2 2 2 2
1 1

2 4 4 4 1 1 12
3 61 4 1 4

  

  

 22 

f (x)

x
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 هرگاه  :15مثالf تابعي با ضابطهf (x) x )در فاصله 2 , )  وf (x ) f (x)  2 صورت، باتوجه بـه سـري فوريـه     باشد در اينf    جمـع سـري ،
S...نامتناهي     

1 11 4   )78(مهندسي مواد ـ سراسري               برابر كدام است؟ 9

1 (2

4  2 (2

12  3 (2

6  4 (2

8  

 :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه  پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

fچون (x) تابعي زوج است، ضرايبnb شود وصفر ميna شود:به صورت زير حساب مي  

n n

, n
x x na x cos nxdx a [ sin nx cos nx sin nx] cos n
n n n n , n

n

 


          



2 22

2 3 2
2

4
2 2 2 2 4

4

Eq] ¾M Eq] x»n
Z»p

jo 
  

a x dx
 

 
 

2
21

3  

fاگر (x) به شكلn
n

f (x) a a cos nx



 

1
f...            تعريف شود، آنگاه داريم:  (x) ( cos x cos x cos x )

     
2 1 14 2 33 4 9  

xبه ازاي   :داريم    ... ... ...f ( ) ( cos cos cos ) ( )  
                   

2 2 2
21 1 1 1 1 1 14 2 3 1 13 4 9 4 3 4 9 4 9 6  

  

 اگر بسط فوريه تابع متناوب؛ :16مثالf (x) | x | ; x     برابر باشد با؛cosx cos x cos x( )
   
 2 2 2
4 3 5

2 1 3 5
، در اين صورت 

n

n

( )
( n )








 3

1
2 1

بـا   

  )80كامپيوترـ سراسري مهندسي (      كدام گزينه برابر است؟

1(2

32  2(3

32  3(3

16  4(33
32  

 :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)وش رد گزينهها بدون دخالت دست و خودكار (رحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه  پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

xاگر   باشد، آنگاهf (x) x :خواهد بود لذا داريم  
cos x cos x cos x x sin x sin x sin x... ...x ( ) c x ( ) 

           
 

2

2 2 2 3 3 3
4 3 5 4 3 5

2 2 21 3 5 1 3 5
´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pH  

xبا قرار دادن   مقدارc   اگر در طرفين تساوي .خواهد شدx 
   قرار دهيم، داريم: 2

n

n

( )... ...( ) ( )
( n )





    
           

  


2 2 2 3

3 3 3 3 3 3 3
4 1 1 1 4 1 1 1 1

8 4 8 321 3 5 1 3 5 2 1
  

 

 با توجه به سري فوريه براي تابع :17مثالxf (x) 
2

|براي 2 x |  وf (x ) f (x)  2 كه به شكل  

f (x) (cosx cos x cos x cos x )
     

2 1 1 12 2 3 46 4 9 16 است، مقدار عددي
n

n

( )
(n )








 2

1
1

  )86(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   كدام است؟ 

1( 
4  2( 2

4  3( 2

6  4( 2

12  

 :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه  پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

xبا جايگذاري   ر طرفين رابطه داده شده خواهيم داشت:د  
n n

n n

( ) ( )...f ( ) ( )
(n ) (n )

 

 

    
         

 
 
 

 
2 2 2

2 2
1 1 1 12 1 26 4 9 6 121 1

  

  ثانيه جواب دهيد! سعي كنيد انجام دهيد. 30و در كمتر از  خيلي سريعتوانيد ها مياين سؤال را با توجه به توضيحات قسمت رد گزينهتوضيح: 
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 اگر :18مثالf تابع متناوبي با دورة تناوب2 و به ازاي باشد| x |  داشته باشيمxf (x) cos ، f، آنگاه با استفاده از سري فوريه مثلثـاتي تـابع  2

 مقدار
n n



 
 21

1
1
4

  )86(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي ـ مهندسي داروسازي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري    با: برابر است 

1( 
2  2( 1  3( 

3  4( 2  

 :با توجه به اينكه تابع زوج است، ضرايب  »4«گزينه  پاسخna با: برابرند  

n
xa f (x)cos nxdx cos cos nxdx [cos(n )x cos( n)x]dx

  


     
    
1 2 2 1 1 1

2 2 2 2 
  

n( )[ sin(n )x sin( n)x]
n n ( n )

 
    
     2
1 1 1 1 1 1

1 1 12 2
2 2 4


  

n

n

x x ( )a cos dx cos cos nx
( n )










    

    
 21

1 2 2 1
12 2 2
4

  

xبا جايگذاري    :در طرفين معادله فوق داريم            
n nn n

 

 
   
   

 
2 21 1

2 1 1 1 21 1
4 4

  

 

 تابع متناوب :19مثالf (x) ي تناوب به صورت:در يك دوره; x
f (x) , ( )

; x , x
     

            

1
2


است. اگر بسط فوريه تابع بـه   

sin صورت sin sinf (x) ( cosx cos x cos x )   
    
 

2 2 32 31 2 3  باشد، در اين صورت حاصل
n

sinn( )
n





 2
1

  )89(مهندسي برق ـ سراسري كدام است؟ 

1(( ) 
2  2(( )( ) 

2  3(( )   4(( )( )   

 :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه  پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

fسري فوريه تابع صورت تست:با توجه به  (x) باشد:به صورت مقابل مي  
n

sin nf (x) ( ) cos nx
n





 
 
 

1

2  

sin) براي2با توجه به توان ( n
n
:بهتر است از رابطه پارسوال استفاده كنيم ،  

n n

sin n sin n| f (x) | dx ( ) ( ) dx ( ) ( )
n n

 

 

 

 

   
     

     
  2 2 2 2 2

2
1 1

1 1 2 1 212 2 2  

n n n

sin n sin n sin n ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n

  

  

         
        

     
  2 2 2 2 2

2 2
1 1 1

2 2
2 2 2  

 

 اگر :20مثالf (x)  تابعي متناوب با دوره تناوب2وxf (x) cos , x  2 مقدار باشد ،
n

n

( )S
n

 









1

21

1
1
4

  چقدر است؟ 

  )90و مهندسي هوافضا ـ سراسري  89سراسري  (مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ

1 (
22  2 (

12   3 (2  4 (1  

 :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     )» هاها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه  پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين
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fي سري فوريه تابع رابطه (x)  گيريم:در نظر مي مقابلرا به صورت  n n
n

a n nf (x) (a cos x b sin x)
L L





 
  

12  

Tبا توجه به اينكه L  2 xfو نيز با توجه به اينكه تابع  ر رابطه فوق برابر با د Lاست، مقدار  2 (x) cos nbتابعي زوج است  2   باشد.مي  

x xa cos dx sin
 

  
   
2 4 4

2 2  

n
xa cos cos nxdx cos( n)xdx cos(n )xdx

  
    
      

2 1 1 1 1
2 2 2  

n n

n
n

( ) x ( )a ( )sin(n ) ( )sin(n ) ( ) cos cos nx
n n n n

 



 
        
       


1 1

2 21

1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
1 1 1 12 2 2
2 2 4 4

  

xوي فوقاگر در طرفين تسا   :را قرار دهيم، داريم  
n n

n n

( ) ( )

n n

  

 

 
    
   

 
1 1

2 21 1

2 1 1 11 21 1
4 4

  

 

 در صورتي كه براي :21مثالx  2  داشته باشيم
n

n

( ) nxx cos( )
n





 
 


2

2 2
1

4 1163 مقدار  .2
n n




 4

1

  برابر است با: 1

  )90هندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري م(

1 (4

3   2 (4

32  3 (4

9  4 (4

96  

 :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)و خودكار (روش رد گزينه ها بدون دخالت دستحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه  پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

  داريم: x2و با استفاده از سري فوريه x2با توجه به زوج بودن
n

n n
( )a , a , b

n


  
2 2

4 16 1
3   

  فاده از اتحاد پارسوال خواهيم داشت:حال با است
L

L
n n

n
a (a b ) f (x)dx

L 




   2 2 2 2

1

12   

fبراي تابع (x) x 2،L    :داريم لذا است2
n

n n n n

( )( ) ( ) (x ) dx
n n n n

   

   

 
          

  
   

2

2

2 2 4
2 2 2 2

2 2 4 4 4 4 4
1 1 1 1

4 16 1 1 32 16 64 32 16 1 32 32 12 3 2 9 1 5 5 9 9 
  

 

 اگر سري فوريه تابع  :22مثالf (x) x , x     2 ه صورت بn

n
( ) cosnx

n






 

2
2

1

4 باشد، مجموع سري  13
n

n

( )
n

 




1

2
1

  كدام است؟  1

  )91مهندسي هوافضا ـ سراسري (

1 (2

6  2 (2

12  3 (2

16  4 (4

9  

 :سري فوريه   »2« گزينه پاسخf (x)  است مقابلبه صورت :  n

n
f (x) ( ) cos nx

n






  

2

2
1

4 13  

xبه ازاي    :خواهيم داشت  
n

n

n n

( )( )
n n

 

 


  

      

2
2 2

2 2
1 1

4 1 313 4 12


  

   :داريم بنابراين
n n

n n

( ) ( ) ( )
n n

 

 

   
      

1 2 2

2 2
1 1

1 1
12 12  

  ثانيه جواب دهيد! سعي كنيد انجام دهيد. 30و در كمتر از  خيلي سريعتوانيد ها ميرد گزينه اين سؤال را با توجه به توضيحات قسمتتوضيح: 
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 از سري فوريه تابع :23مثالf (x) x روي[ , ] 91ي ـ سراسر نفت(مهندسي   توان نتيجه گرفت؟ ، كدام گزينه را مي(  

1 (
n n








3

3
1

1
8  2 (

n n








2

2
1

1
6  3 (

n

n

( )
n





 



1

1

1 3
2 1 4  4 (

n n








4

4
1

1
9  

 :ضرايب سري فوريه تابع   »2«گزينه  پاسخf (x) x  روي بازه[ , ]   هستندبه صورت زير :  

n

n

( )f (x) x sin nx
n






  

1

1

2 1n

n

n

a xdx , a x cos nx dx

( )b x sin nx dx
n

 

 

 


       

    

 


1

1 1
2
2 2 1



  
  

  با استفاده از رابطه پارسوال، خواهيم داشت: 

n
n n n n

f (x) dx x dx b [ ] x dx
n n n

  

  

   

   

 
       

       
2 2

2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 14 22 2 2 2 2 3 6  

 

 فرض كنيد :24مثالt   ،tf (t) 
2

4،f (t ) f (t)  2     باشـد كـه سـري فوريـهf    برابـر اسـت بـا
n

n

( ) cosnt
n





 
 

2
2

1

1
، حاصـل جمـع   12

سري
n n




 4

1

  )92مهندسي هوافضا ـ سراسري (  ، برابر با كدام است؟1

1 (2

6  2 (2

12  3 (4

35  4 (4

9  

 :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه  پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

ــان ــي هم ــه م ــور ك ــه ط ــد جمل ــري  بيني ــومي س ــي ي عم ــددي (يعن ع
n4
ــه 1 ــوان دوم جمل ــي  ) ت ــه (يعن ــري فوري ــومي س ي عم

n( )
n


2
ــي1 ــد، ) م   باش

fحل مناسب براي پاسخگويي به اين تست است. اگر سري فوريه تابعپس استفاده از تساوي پارسؤال راه (t) م:را به صورت زير تعريف كني  

n n
n

n nf (t) a (a cos t b sin t)
L L





 
  

1
  

    شود:گاه تساوي پارسوال به صورت زير نوشته ميآن
L

L
n n

n
a (a b ) f (t)

L 




   2 2 2 2

1

12   

Lدر اين سؤال؛  ،a 


2

12،nb  ،
n

n
( )a

n


 2
tfو 1 (t) 

2

  ، لذا داريم:4
n

n n n

( ) t t t( ) ( ) ( ) dt dt [ ]
n n n

  

 

  

  

   
       

     
2 2 4 4 4 5

2 2 2
2 4 4

1 1 1

1 1 1 1 1 12 12 4 72 16 72 16 5  

4

9n n

( )[ ] ( )
n n

 

 

          
          

  
5 5 4 5 4 4 4 4 4 4

4 4
1 1

1 1 1 1 2 9 5 4
16 5 5 72 16 5 72 4 72 36 36  

  

  ها را ياد گرفتيم:باشد كه در فصل سوم كتاب آنيك روش تشريحي ديگر براي حل اين سؤال استفاده از اطلاعات فصل محاسبه مانده ميروش ديگر: 

fهاي تابعمجموع مانده[ (z) cot g z هايدر قطبf (z)
n

f (n) [



   

fدر اين سؤال (n)
n

 4
fو بنابراين 1 (z)

z
 4

cotو لذا كافي است مانـده تـابع   1 g z
z


zيرا در نقطـه  4         حسـاب كنـيم. بهتـرين روش نوشـتن بسـط

cotتابع g z .است  z ( z)cot g z ( )
zz z

 
    



3

4 4
1 1 1

3 45    

zيمانده در نقطه   يعني ضريب
z
، كه در بسط فوق برابر1


3

  ، بنابراين داريم:است 45
n

( )
n





 
   

3 4

4
1

45 45  

  شود، بنابراين داريم:است و لذا مقدار فوق بايد نصف  تا 1اما حدود سري داده شده در سؤال، از 
n

( )
n





 
 

4 4

4
1

1 1
2 45 9   
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 ي مثلثاتي تابعسري فوريه :25مثال
x , x

f (x)
x , x

      
    



2

2




نويسيم. در اين صورت مقدار سري عدديرا مي 

n ( n )



 
 2

1

1
2 1

  ، كدام خواهد بود؟

  )92مهندسي مواد ـ سراسري (

1 (2

8   2 (2

16  3 (2

4  4 (2

2  

 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه  پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

  مكانيك مطرح شده بود. براي رشته  81لازم به ذكر است كه اين تست با كمي تغيير در آزمون سراسري سال 

x , x
f (n)

x , x

          


2

2




  

  

n(bين تابع زوج استابنابر )  ضرايب حالa وna كنيمبسط فوريه را محاسبه مي در:    

n n
n n

nf (x) a a cos( x) a a cos(nx)
 

 


   

 
1 1

   

xa ( x)dx ( x ) ( )
    

      
  

2 2 21 1 1
2 2 2 2 2

 


  

na ( x)cos nxdx
 

 
 
2

2
  

  

  كنيم:از روش جزء به جزء استفاده مي naيبراي محاسبه
  

n
na [( x)( sin nx)] [ cos nx] (cos n ) ( ( ) )

n n n n

 
         

   2 2 2
2 1 2 1 2 21 1 12  

  

nبراي k naداريم 2    به ازايوka , n k
( k )




  
 

2 1 2
2 2 2 1
2 1

  داريم:است، بنابراين  

  
n n

cos( n )xf (x) cos( n )x f (x)
( n ) ( n )

 

 


   

  
 2 2

1 1

4 4 2 12 1
2 1 2 1

  

xاگر  حالا   قرار دهيم، با توجه به ضابطهf (x)مقدار ،f ( ) برابر
  شود و داريم:مي 2

n n
f ( )

( n ) ( n )

 

 

 
   
  
 

2

2 2
1 1

4 1 1
2 82 1 2 1

  
    

 

 اگر سري فوريه مثلثاتي تابع :26مثال
x , x

f (x)
x , x

      
    



2

2




هاي عدديرا بنويسيم، آنگاه مقادير سري 

n
A

( n )







 2

1

1
2 1

و 
n

n

( )B
( n )

 









1
3

1

1
2 1

، 

  )92(مكانيك ـ دكتري   است؟ كدام

1 (B , A 
 

3 2

32 16 2 (B , A 
 

3 2

32 8 3 (B , A 
 

3 2

16 8 4 (B , A 
 

3 2

16 4 

 :سري فوريه تابع  »2«گزينه  پاسخf (x) :با توجه به شكل به صورت زير است  

n n
a n x n xf (x) a cos( ) b sin( )

L L
 

  2
  

nbلذا  ،دقت كنيد چون تابع زوج است   .است  
a

 
2 2

 J»I¹U ½n»j ¦Ä nj nHj¼μº oÄp SeIv¶  

y

 

2


2


x





x cos nx

sin nx
n

cos nx
n







2

2
11

1

 

2




2


x

y
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na شود:براساس روش جزء به جزء به صورت زير حساب مي  

  n
sin nxa ( x)cos nxdx [( x) cos nx [cos n ]

n n n

   
      
   2 2
2 2 1 2 12 2 

  

    k
n n

k
k

a ; n k
a f (x) a cos nx cos( k )x ( )( k )

( k )a   ; n k





         
   

 2 1 2
2

12

4 2 1 4 2 1 12 1
2 12

jo 

Z»p
  

fين ضابطهيي فوق و همچنتوانيم در ضابطه، ميAبراي به دست آوردن مقدار سري  (x)   در صورت سؤال به جـايx 
  :عدد صفر را قرار دهيم

k k
x f ( ) [f ( ) f ( )]

( k ) ( k )


 

 

  
         

  
 

2

2 2
1 1

1 4 1 1
2 2 2 82 1 2 1

     

  
]در بازه ،زوج است fچون .گيريم) انتگرال مي1( از طرفين رابطه Bاما براي به دست آوردن حاصل سري , ] گيريم:يانتگرال م  

  
n k

xx sin ( k )x
( k )



 


  

 


2

3
2 1

4 2 12 2 2 1
   

  
k

k

( )
( k )





 
 




3 1

3
1

1
32 2 1k

sin( k )
( k )





  
  

 


2 2

3
1

4 1 2 14 8 22 1
   

  ثانيه جواب دهيد! سعي كنيد انجام دهيد. 30و در كمتر از  خيلي سريعتوانيد ها مياين سؤال را با توجه به توضيحات قسمت رد گزينهتوضيح: 
  

x cosnx

sinnx
n

cosnx
n






 2

2
1
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x cos( x)

sin( x)

cos( x)






 
2

11

1

  انتگرال فوريه :3درسنامه  

 تابع :1مثالf (x) به صورتsinx ; x
f (x)

; x , x
  

    


 

 تعريف شده است. با استفاده از انتگرال فوريه اين تابع حاصل ،
cos

I d




 
 

2

2
2

1
برابـر   

  آيد؟كدام گزينه به دست مي

1 (
4  2 (

2  3 (
6  4 (  

 :ابتدا فرمول انتگرال فوريه » 4«گزينه  پاسخf (x) نويسيم: را مي  

   sin x x
f (x) (A( )cos x B( )sin x)d ( )

x , x

  
          

 1



 

  
)Aحالا ) وB( ) كنيم:را حساب مي    

A( ) f (x)cos x dx sin x.cos x dx
 


    

  
1 1


  

x

x

cos( )x cos( )x(sin( )x sin( )x)dx [ ]
 



 
      

   
1 1 1 11 12 2 1 1 

  
cos( ) cos( ) cos cos cos( ) ( ) ( ) ( )

( )
        

         
             2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1
  

B( ) f (x)sin xdx sin x.sin xdx (cos( )x cos( )x)dx
 




        

    
1 1 1 1 12 

  

x
xsin( )x sin( ) sin( ) sin( ) sin sin sin[ ] ( ) ( )

( )

          
      

          2
1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 1 1 2 1 1 1
  

)Aحالا با جايگزيني ) وB( ) در تساوي(     داريم: 1(
sin x x cos sinf (x) ( .cos x .sin x)d

x , x ( ) ( )

    
            

 2 2
1

1 1


 

  
در صورت سؤال به دنبال يك عبارت كسينوسي هستيم پس بايد با ترفندي از دستsin x خلاص شويم و اين موضوع با شرطf ( )   شود:ميسر مي  

cos sin( .cos .sin )d
( ) ( )

  
  

    2 2
1

1 1
    

cos ( ) cos coscos d d d I d
( ) ( ) ( )

   


  
 

            
         

2 2 2

2 2 2 2

2 1 1 21 2 2 2
1 1 1 1   

     
  

 اگر تابع  :2مثالf (x)  گاه انتگرال فوريه آن كدام است؟تعريف شده باشد، آنمقابل به صورت شكل  

1 (sin cosf (x) [ ]cos( x)d
  

   
   2 3
2 1


  

2 (sin cosf (x) [ ]cos( x)d
   

   
   2 3
2 1


  

3 (sin cosf (x) [ ]cos( x)d
   

   
   2
2 1


  

4 (sin cosf (x) [ ]cos( x)d
  

   
   2
2 1


  

f (x)

1

1 1
x

 

  

 :يضابطه»  4«گزينه  پاسخf (x) يدر بازهx 1 به صورتf (x) x  و بـرايx 1   بـه صـورتf (x)    جـا كـه  اسـت. از آنf   ،زوج اسـت

B( )   وA( ) f (x)cos( x)dx x cos( x)dx


    
  

12 2
 

.  
  شود:ي اين انتگرال با استفاده از جدول جزء به جزء به راحتي انجام ميمحاسبه

x sin( ) cos( )A( ) [ sin( x) cos( x)] [ ] 
       

     2 2 2
12 1 2 1


  

)Aبه اين ترتيب با جايگذاري ) وB( )   :داريم  

  sin( ) cos( )f (x) A( )cos( x)d [ ]cos( x)d
    

       
    2
2 1
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 رال فوريه براي تابعن انتگا نوشتب :3مثالxf (x) e مقدار انتگرالcos x sin x d
    


  21

xبراي     است؟ كدام  

) 2  ) صفر1
2  3 (xe  4 (xe

2  

 : با فرض»  3«گزينه  پاسخxf (x) e :داريم    xA( ) f (x)cos xdx e cos xdx ( )
 

     
     2
1 1 1 1

1 
  

xB( ) f (x).sin xdx e sin xdx ( )
 

 
     

     2
1 1 1

1 
  

xf (x) e xcos x sin xf (x) [ .cos x .sin x]d d e
     

      
    2 2 2
1 1

1 1 1 
  

  

 يك از توابع زير، انتگرال فوريه دارند؟كدام  :4مثال  

1 (xf (x) e  2 (xf (x)
x




2

2 1
  3 (|x|f (x) e 2  4 (f (x) cos x  

 : با آنكه1ي (در گزينه»  3«گزينه  پاسخ (
x
Lim f (x) e


   است اما در داريمx
x
Lim e e 


    بنابراين اين تابع انتگرال فوريـه .

  ندارد.

به صورتگزينه يك توجه كنيد كه اگر مثلاً 
xe ; xf (x)

; x

  



 

  رد.دااين تابع انتگرال فوريه  گفتيممي صورتدر آنتعريف شده بود،  

چون) 2در گزينه (
x
Lim f (x)


 1   .متناوب اسـت و انتگـرال فوريـه     تابع ) هم4گزينه (پس تابع داده شده در اين گزينه هم انتگرال فوريه ندارد. است
fالبته اگرنخواهد داشت.  (x) دار مثلاًي كراندر يك بازهx L  برابر باcos x    .3امـا گزينـه (  و در ساير نقاط صفر باشد، سري فوريه خواهـد داشـت (

|x|  :داريم توان ديد كههمه شرايط لازم براي انتگرال فوريه را دارد. به سادگي مي x xe dx e dx e
   



    2 2 22 1

 
  

  

 ابعاگر انتگرال فوريه ت :5مثال; | x |
f (x)

; | x |


  

1 1
1

sinبه صورت  cos xf (x) d
  

 
 
2


sinتعريف شود، آنگاه حاصـل انتگـرال     cos d

  





 

  برابر كدام گزينه است؟

) 2  صفر) 1
4  3 (

2  4 (
6  

 : با توجه به شكل تابع  »2«گزينه  پاسخx 1 باشد، لذا مقدارنقطه گسستگي تابع ميf (x) شود:به صورت زير حساب مي  
  

x x
Lim f (x) Lim f (x)

f ( )
  




  1 1 1 11 2 2 2
  

xsin sin sin cosf (x) cos xdx cos( )d d
  

    
        
      12 1 2 12 4  

 
 

 يه تابعاگر انتگرال فور :6مثال| x |
f (x)

| x |


  

1 1
1

sinfبه صورت  (x) cos xd
 

  
 
2


sinxتعريف شود، آنگاه حاصل انتگرال  dx

x




2


   ؟كدام است 

1 (
2  2 (

4  3 (2

2  4 (2

4  

  : شود ولي با امتحان كـردن نقـاط مختلـف    ممكن است به نظر برسد با توجه به شرايط ديريكله مانند مثال قبل انتگرال محاسبه مي  »2«گزينه پاسخ
xبراي پذير نيست.امكان عملاين كنيم مشاهده مي   داريم:، ابع در اين نقطه پيوسته استبا توجه به اينكه ت  

sin sincos( )d d ( )
   

    
   
21 12 

  

x، اگرپردازيمحالا به حل انتگرال مي t2 :فرض شود، داريم  x tdx dtx t xdx dt ,
x tx t
  

          
2 2 2

   

( )sin t sin tI dt dt I
t t

   
       11 1

2 2 2 2 4 
  

  

1 1

1

y

x
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 انتگرال فوريه كسينوسي تابع  :7مثالsinx , x
f (x)

, x
  

   




    عبارت است از: 

1 (( cos )cos x dx
   

  2
2 1

1
  2 (( cos )cos x d

   


  2
2 1

1
  

3 (( cos )cos x dx
   

  2
2 1

1
  4 (( cos )cos x d

   


  2
2 1

1
  

 :با توجه به اين كه انتگرال فوريه كسينوسي مدنظر است، لذا»   4«گزينه   پاسخB( )   م:و داري  

A( ) f (x)cos xdx , A( ) sin x.cos xdx [sin( )x sin( )x]dx

cos( )x cos( )x cos[ ] ( )

  



          
  

   
  
    

  

2

2 2 1 1 1

1 1 1 2 1
1 1 1

  



  

( cos )cos x d
   


   2
2 1

1
f (x) [A( )cos x B( )sin x]d


          

 

 اگر :8مثال
; x
; x

g( )sin xd
; x
; x




         
  



1
1 1

1 1
1









dآنگاه حاصل، باشد [ g( )]
d

 


  كدام است؟ 

1 (sin


  2 (cos


  3 (sin


2  4 (cos


2  

  : به راحتي با رسم نمودار تابع  »3«گزينه پاسخ

; x
; x

f (x)
; x
; x


      
  

1
1 1

1 1
1







)gاين تابع فرد است، پس كه توان به اين نتيجه رسيدمي  )   ضـريب

fفوريه تابع جملات سينوسي در انتگرال (x) و يا همانB( )باشد:خودمان مي  
cosB( ) g( ) f (x)sin xdx sin xdx [ cos x] ( )

  
           

      
1 12 2 2 1 2 11

 
  

d  لذا داريم: خواسته،عبارت ديگري را  مثالاما  d sin[ g( )] [ ( cos )]
d d


     

   
2 21  

 

 ابعبا نوشتن انتگرال فوريه براي ت :9مثالxf (x) e
 2،x   با فرض اينكهf (x) f ( x)    مقدار انتگرالxsinkxI dx

x




 21

  ؟برابر كدام گزينه است 

1 (ke
2  2 (ke2  3 (ke  4 (ke  

 : 1«گزينه  پاسخ «        x x sin xB( ) e .sin xdx e d
 

     
      

   2 2
2

2 21 1 
  

k         تبديل شود داريم:  kبه xو xبه اگر در طرفين تساوي فوق x sin kxe dx
x





 22 1

  
 

 انتگرال فوريه تابع زوج   :10مثال
cosx ; | x |

f (x)
; | x |

    

2

2
    كدام است؟            

1(
cos( )cos( x)

d






  2
2 2

1
  2 (sin( ) cos( x) d

  


  2
2

1
  3(cos( ) cos( x) d

  


  2
2

1
  4(

sin( )cos( x)
d







  2
2 2

1
  

 :1«گزينه   پاسخ  «  A( ) f (x).cos xdx cos x.cos xdx [cos( )x cos( )x]dx

 


        
    

2 22 2 1 1 1
  

  

sin( ) sin( ) cos cos cossin( )x sin( )x[ ] [ ] [ ] [ ]
       

  
      
          

2
2

21 1 1 1 1 12 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1
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 اگر :11مثالx cos x(x , ) e d


  
    

    2 2
2


  آنگاه حاصلx( x)e1 شود؟برابر كدام گزينه مي  

1 (cos x d
( )

 


  2 22 1
  2 (cos x d

( )

 


   2 2
1

1
  3 (cos x d

( )

 


   2 2
4

1
  4 (cos x d

( )

 


   2 2
2

1
  

 :با توجه به صورت سؤال داريم:»  3«گزينه   پاسخ  x cos xe d ( )


  
 

   2 2
2 1


  

)نسبت به )1( اگر از طرفين رابطه ) :مشتق بگيريم، داريم  x cos x cos xxe d d ( )
( )

 
     

   
     2 2 2 2 2
2 2 2 2

 
  

با قرار دادن 1 داريم:2) و (1هاي (در تساوي (  
x

x

cos xe d

cos x cos xxe d d
( )



 





 
    


          



 

2

2 2 2

2
1

2 2 2
1 1



 

  

x  با كم كردن طرفين روابط فوق از يكديگر داريم: xcos x cos xx xe d ( x)e d
( ) ( )

 
  

      
     2 2 2 2
4 41

1 1 
  

 

 اگر  :12مثالk  ي زير صدق كند:باشد كه در رابطهعددي حقيقي  
x

x

e ; xcos xk d
e ; x

     
  

 21




  

cosآنگاه حاصل انتگرال xI dx
x




 2

2
1

  برابر كدام گزينه است؟ 

1 (
e


22
  2 (

e

2  3 (

e

2

3
4

  4 (
e
3

4  

 واضح است تابع»  1«گزينه   اسخ:پ
x

x

e ; x
f (x)

e ; x

  





  ، تابعي زوج است و لذا داريم:

xf (x) A( )cos( x)d A( ) e cos( x)dx
 

       
 
2

 
  

دانيم حاصل انتگرال فوق برابرمي
( ) 2

2
1

cosاست، بنابراين  xf (x) d
 

 
  2
2

1
  ، پس داريم:

x
x

x x

e ; xe ; xcos( x) cos( x)dd
e ; x e ; x

 



             



 2 2
2 2

1 1
2

 



 
   

xر در طرفين تساوياگ      رسيم:قرار دهيم به انتگرال موردنظر مي 2

e 2
2

cos d
 

 
 2

2
1

  
 

 اگر  :13مثالf (x) cos xd


  
  2

1
1

Iگاه مقدار، آن f (x)cos xdx


  3


  ست؟ ، كدام ا

1 (
5  2 (

1  3 (7
32  4 (7

64  

  : از اين كـه »  1«گزينه پاسخf (x) cos xd


  
 2
1

1
)A؛داريـم  fي تـابع شـويم كـه در نمـايش فوريـه    اسـت متوجـه مـي     ) 

2
1

1
 

)Bو )  بنابراين براي هر عدد مثبت .   :داريم  A( ) f (x)cos( x)dx f (x)cos( x)dx
( )

  
      

   2 2
2 1

1 2 1 
  

cosحال با استفاده از اتحاد مثلثاتيِ x cos x cos x 3 3 1 34   خواهيم داشت:  4

f (x)cos xdx [ f (x)cos(x) f (x)cos( x)]dx
( ) ( )

       
       

  3 3 1 3 1 3 1634 4 4 2 1 1 4 2 1 9 16 8 8 5   
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 اگر  :14مثالf ( ) 
 2 باشد و تابع زوجf (x) يي انتگرالي زير صدق كند، ضابطهدر معادلهf (x) كدام است؟  

f (x)cos( x)dx xf (x)sin( x)dx
 

    
 

  

1 (( )
x




 4
1

2 1
  2 (( )

x



 2
1

4 1
  3 (( )

x


 2
1

2 1
  4 (( )

x


 4
1

2 1
  

 :با توجه به اين كه»  3«گزينه   پاسخf (x) باشد، لذا داريم:تابعي زوج مي  

A( ) f (x)cos( x)dx f (x)cos( x)dx A( )
  

      
  
2

2 
  

  لذا داريم: .باشدمي ل اول نسبت بهمشتق انتگرا ،با كمي دقت واضح است انتگرال دوم

A ( )A( ) A ( ) A( ) Ce
A( )

            


12 2  ´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¾M SLvº ¸Ã oŠ pH  

)Aحالا اين مقدار ) را در رابطه انتگرال فوريهf (x) دهيم:قرار مي  f (x) A( )cos( x)d Ce cos( x)d
 

        
  

fبا توجه به شرط ابتدايي سؤال ( ) 
 2:لذا داريم ،  f ( ) Ce cos( )d [ Ce ] C C

    
         2 2 2

   
    بنابراين داريم:

( )
x



 2
1

2 1
f (x) ( )e cos( x)d e cos( x)d

 
  

       2 2 
  

 

 اگر  :15مثالf (x) B( )sin( x)d


    وdB( )g(x) sin( x)d
d

 
   

 يضابطه ،باشدg(x) كدام است؟  
1 (xf (x) f (x)   2 (f (x) xf (x)   3 (f (x) xf (x)   4 (xf (x) f (x)  

 :با توجه به آنكه»  3«گزينه   پاسخB( ) ي سينوسيِضريب انتگرال فوريهf :است خواهيم داشت  B( ) f (x)sin( x)dx


  
 
2


  

)dB  گيريم:مشتق مي از طرفين نسبت به ) xf (x)cos( x)dx
d


 

  
2


  

)dBدر نتيجه )
d



xfي كسينوسي براي تابع ضريب انتگرال فوريه  (x) ت. پس داريم:اس  dB( )xf (x) cos( x)d
d

 
  

   

)dB  مشتق گرفت: xتوان از طرفين نسبت بهحال مي )f (x) xf (x) sin( x)d
d

     
   

)dB  داريم:با قرينه كردن طرفين  )f (x) xf (x) sin( x)d
d

      
   

g(x)به عبارتي f (x) xf (x)   .است  
  

 با استفاده از انتگرال فوريه تابع  :16مثال; | x | a
f (x)

; | x | a


  

1


sin، حاصل انتگرال d
 




3


  شود؟برابر كدام گزينه مي 

1 (
8  2 (

3  3 (
4  4 (

6  

 :زير است:صورت  به ي تابع، نمودار آنبا توجه به ضابطه»  4«گزينه   پاسخ  
  زوج است و لذا داريم: fكنيد، تابعطور كه ملاحظه ميهمان

a
f (x) A( )cos( x)d A( ) f (x)cos( x)dx cos( x)dx sin( a)

 
           

    
2 2 2

  
  

sin(a )f (x) [ ]cos( x)d
 

   
 
2


  

fواضح است ( ) 1:بنابراين داريم ،  sin(a ) sin(a )f ( ) cos( )d d
  

    
    
2 21

 
   

aبا تغيير متغير u آنگاه ،dud
a

 :لذا داريم ،  

f (x)

aa x

1

0
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sin u du
u

 
 2

  

uاگر مجدداً از تغيير متغير t duاستفاده كنيم، 3 t dt     و لذا داريم: 23
sint( )dt

t

 


3

6

sin t( ) t dt
t

 
 

3 2
3 3 2

  

  

 نمودار تابع  :17مثالf (x) اند:ي آن به صورت زير داده شدهو انتگرال فوريه  
 

f (x) [A( )cos x B( )sin x]d


        

Bحاصل انتگرال ( )d


  2


  كدام است؟ 

1 (3
5   2 (


3

5   3 (5
3   4 (3

5   

 :اگر طراح سؤال انتگرال»  2«گزينه  پاسخ[A ( ) B ( )]d


    2 2


گرفتيم. اما در اين سؤال را خواسته بود، به راحتي از تساوي پارسوال كمك مي 

Bطراح ( ) d


  2


Aرا خواسته است و بنابراين بايـد   ( )2 بـه نـوعي حـذف كنـيم. بـراي انجـام ايـن كـار، بـا جـايگزيني           راx   بـه جـايx   انتگـرال
fيفوريه ( x) دهيم. با توجه به زوج بودنرا تشكيل ميcos x و فرد بودنsin x :داريم  

f (x) [A( )cos x B( )sin x]d

f ( x) [A( )cos x B( )sin x]d





       

        










  

f  حالا با كم كردن طرفين داريم: (x) f ( x)f (x) f ( x) B( )sin x d g(x) B( )sin x d
  

            2 2 
   

)Bبنابراين ) ي سينوسي تابعهضريب انتگرال فوريg(x) :است. طبق اتحاد پارسوال خواهيم داشت  B ( )d g (x)dx
 


  

 2 21


   

gبا توجه به زوج بودن (x)2 توان نوشت:مي  B ( )d g (x)dx
 

  
 2 22

 
   

fيخواهيم ضابطهحالا مي (x) f ( x)g(x)  
 fيختلف مشخص كنيم. ابتدا به ضابطهرا در نواحي م 2 (x)   آيـد،  دسـت مـي  كه با توجه به نمـودار آن بـه

  دقت كنيد:
است؛ با توجه به نوع منحني كه در اكثر جاها صفر است  تا گيري براي بازهخبُ، انتگرال

ي منحني متفاوت است، بايد فواصـل مختلـف را در ايـن بـازه جداگانـه      ها ضابطهو در برخي جا
xبررسي كنيم؛ براي  xداريم 2  2بنابراين ،f (x) f ( x)    چون براي)x هاي

fمقـدار  2تـر از و كوچك 2تر ازبزرگ (x)     برابـر صـفر اسـت)، بنـابراينg(x)     .اسـت
xبراي 1 xداريم: 2    2 )هـاي در بـازه  fيو با توجه به ضابطه 1 )1 )و ,2 ) 2 1, 

fداريم (x)   وf ( x) 1پس ،g(x) 
  

1 1
2 2
 .است  

f(توجه كنيد كه مقدار تابع (x)هاي، در بازهx2 وx 1 fتفاوتي ندارد و برابر با صفر است، امـا چـون مقـدار    2 ( x)   هنگـامي كـهx    2 1 
xيباشد، غيرصفر است، ما ناچاريم بازه 1 ع در يك نقطه، تأثيري روي مقدار انتگرال را به صورت جداگانه بررسي كنيم. همچنين از آنجا كه مقدار تاب 2

  گيريم.)ها را به صورت اكيد درنظر ميي نامساويندارد، همه

xيبالأخره در بازه 1 :داريمf (x) x xو چون در اين حالت 2   1  :است، پس داريمf ( x)  لذا ،xg(x) 


2

2
 .است  

  در اين نواحي داريم: g(x)حالا با قرار دادن ضابطه
xB ( )d g (x)dx [ ( ) dx ( ) dx ( )dx]

  
     

     
21 22 2 2 2

1 2
2 2 1

2 2  
   

x xB ( )d [ ] [ ] [ ]
  

  
        

    


1 2

1

52 2 2 1 1 3
2 4 2 4 5   

 

; x
; x

f (x) ; x

x ; x
; x

  


   
   


 
 

2

2
1 2 1

1
1

1
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 در معادله انتگرالي :18مثالx , x
f ( )cos xd

, x

   
     


1 1

1




fبع، تا ( ) :79برق ـ سراسري مهندسي (                          برابر است با(  

1 (cos( ) 
 2
2 1  2 (cos( ) 

 2
2 1  3 (cos( )

 2
2 1  4 (sin cos( )  


  2
2 2 1  

 :به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه  پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،با وجود اين شده است.

xرا بـه صــورت g(x)اگـر تابـع x
g(x) , g( x) g(x)

x
  

   

1 1
1




    ، داريم:را بنويسيم g(x)نمايـش دهيـم و انتگـرال فـوريـه كسينوسي 

ˆ ˆg(x) f ( ) cos xd f ( ) g(x)cos xdx g(x)cos xdx ( x)cos xdx
  


            

     
11 2 2 1

  
  

sin x sin x[( x) ] dx [cos x] [ cos ] 
        
      

11 1
2 2

2 2 2 21 1  

  

 انتگرالي يهدر معادل :19مثال 

; x

f ( )cos xdx ; x

; x



  

   

 





1 12
1 14

1






fتابع ، ( ) 80سراسري  برق ـمهندسي (             كدام است؟(  

1 (sin


  2 (sin


2  3 (sin


  4 (sin. 
 
2  

 :اگر  »3«گزينه  پاسخH(x) f ( ) cos xdx


   :تعريف شود، داريم     sinf ( ) H(x)cos xdx cos xdx
 

     
    

12 2 1
2  

  
 معادلة انتگرالي :20مثالx , x

f ( )sin xd
, x

   
     


1 1

1




fدر اين صورت ،گيريمرا در نظر مي ( ) :81برق ـ سراسري مهندسي (  برابر است با(  

1 (( sin ) 

2
2  2 (( sin ) 

2
2  3 (( cos sin )  

2
2 2  4 (( cos sin ) 

2
2 2  

 :1«گزينه  پاسخ«     f ( ) ( x)sin xdx sin xdx x sin xdx       
      

1 1 12 2 21  

cos x x cos cos sin sin[ ] [ cos x sin x] [ ] [ ] [ ]     
             
            

1 1
2 2 2

2 2 1 2 1 2 2  

 

 اگر فرم مختلط انتگرال فوريه تابعي به صورت  :21مثالi xsin e d







 
  دام است؟باشد، آنگاه فرم حقيقي انتگرال فوريه آن تابع ك 1

  )81(مهندسي مواد ـ سراسري             

1 (sin .cos xd
 

 
 
2  2 (cos .cos x d

 
 

 
4  

3 (sin .sin x d
 

 
 
2  4 (cos sin.cos x .sin x d

          
1  

 :اگر  »1«گزينه  پاسخsinC( ) 
 


sin  تعريف شود، داريم:  sin( ) sinA( ) C( ) C( )   

       
  

2  

sin sin( )B( ) i[C( ) C( )] i[ ] 
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 هرگاه :22مثال, | x | a
g(t)cos(tx)dt

, | x | a

 
  


1

 
)gباشد،  )        84برق ـ سراسري مهندسي (             كدام گزينه است؟(  

1 (a2  2 (a


  3 (

2  4 (a


2  

 :4«گزينه  پاسخ«    
a a sin atg(t) cos txdt [ sin tx]

t t
  
   

2 2 2  

)gتوجه شود مقدار ) آيد، لذابه صورت حدي به دست ميag( ) 


   باشد.مي 2

 

 اگر :23مثالf (x) a( )cos( x).d


   


)A، آنگاه ) در نمايشxf (x) A( )sin( x)d


   


  )84(مهندسي مواد ـ سراسري    برابر است با: 

1 (a( )   2 (da( )
d



  3 (da( )
d

 


  4 (d a( )
d






2

2  

 :دانـيم هرگـاه  طبق متن مـي   »3«گزينه  پاسخf (x)      تـابعي زوج بـا ضـريب انتگـرال فوريـهa( )   باشـد، آنگـاهxf (x)       تـابعي فـرد بـا ضـريب انتگـرال

)daفوريه )
d





  .باشدمي 

  

 اگر :24مثال
cosx ; | x |

g( )cos( x)d
; | x |


       


1
2 2

2
 

dباشد، آنگاه حاصل  [( )g( )]
d

  


  )86(مهندسي مواد ـ سراسري   ؟كدام گزينه است 21

1( sin  2  2( cos 

1

2  3( sin 
1
2 2  4( cos sin  



1

2 2 2  

 :3«گزينه  پاسخ«   g( ) cos x cos xdx cos x cos xdx [cos( )x cos( )x]dx

  




        
     

2 2 2

2

1 1 1 1 1 12 2  

cos cos cos d[ ] ( )g( ) cos [( )g( )] sin
d

  
     

           
     

2 2
2

1 1 1 12 2 2 1 12 1 1 2 2 21
  

 

 مقدار انتگرال فوريه تابع :25مثال; | x |
f (x)

; | x |


  

1 1
1

xدر نقطه   1 87اسري هوا فضا ـ سر مهندسي(  كدام است؟(  

1( 1
2  2( 


2  3(   4( 

4  

 :ده به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ دا    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه  پاسخ
  شود:حل تشريحي نيز ارائه مي ،شده است. با وجود اين

sinA( ) cos xdx [ sin x], | x |
f (x)

, | x |
B( ) sin xdx [ cos x]





 
                     








1 1

11
1 1

11

1 1 2
1 1

1 1 1
  

sinf (x) .cos xdB( ) sin xdx cos x]






           


 
1

1
1

1
21 1

sin sin cos.f (x) cos xd f ( ) d
    

          
     

2 2 2 11 4 2  
 



  

283  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 انتگرال فوريه :26مثال; | x |
f (x)

; | x |


  

1 1
1

  )89اسري معماري كشتي ـ سرمهندسي (  برابر كدام است؟ 

1(cos x sin d
  


 



1  2(sin x sin d
  


 
1  3(sin x sin d

  


 
2  4(cos x.sin d

  


 
2  

 :ابتدا به تعريف انتگرال فوريه براي تابع  »4«گزينه  پاسخf (x) كنيم:اشاره مي  f (x) (A( )cos x B( )sin x)d


        

fبا توجه به اين كه (x) .تابعي زوج است  sinA( ) cos xdx [ sin x]



     

   
1 1

11

1 1 1 2    
 

 با توجه به تساوي :27مثالax sin xe d (a ,x )
a


  

   
   2 2
2


 مقدار ،xxe 90مهندسي كامپيوتر ـ سراسري (  چقدر است؟(  

1 (sin x d
( )

  
 
  2 2
4

1
  2( cos x d

( )

  
 
  2 2
4

1
  3( sin x d

( )

  


  2 2
4

1
  4( cos x d

( )

  


  2 2
4

1
  

 :اگر از طرفين رابطه انتگرالي داده شده نسبت به   »3«گزينه  پاسخa :مشتق بگيريم خواهيم داشت  ax a sin xxe d
(a )


   

  
  2 2 2
2 2


  

aبا جايگذاري  1 :در رابطه فوق داريم  x sin xxe d
( )


  

 
  2 2
4

1
  

 

 نمايش انتگرال فوريه تابع  :28مثال
cosx , | x |

f (x)
, | x |

     

2 2

2
  )91مهندسي مواد ـ سراسري (  ، كدام است؟

1 (
cos( )

f (x) cos( x)d





  
 2

1
2 2

1
  2( 

cos( )
f (x) cos( x)d





  
 2

2
1

  

3( 
cos( )

f (x) cos( x)d





  
  2

2 2
1

  4( 
cos( )

f (x) cos( x)d





  
  2

2
1

 

 :تابع  »2«گزينه  پاسخf (x)زوج است، بنابراينB( )   و كافيستA( ) :را حساب كنيم  

  A( ) f (x)cos x dx f (x)cos x dx ( cos x)cos x dx


 




      

    
21 2 2

2 
  

cos( )
[ cos( ) xdx cos( ) x dx]

  


    
 

2 2

2
1 21 12 1 

  

fبنابراين انتگرال فوريه تابع (x)  خواهد بود:  مقابلبه صورت  
cos( )

f (x) A( )cos xd A( )cos xd cos xd
  




          
   2

2
1  

  

  
 92انيك ـ سراسري مهندسي مكـ 90مهندسي مواد ـ سراسري (  ي انتگرال زير، كدام است؟جواب معادله :29مثال(  

;
f (x)cos( x)dx

;

     
    


1 1

1




  

1 (( cos x)
x




2 1  2 (( cos x)
x




2 1  3 (( cos x)
x



 2
2 1  4 (( cos x)

x


 2
2 1  

 :عاگـر تا! براي رشته برق مطرح شده بود 79اين تست با كمي تغيير در سال   »4«گزينه  پاسخ )gبـ ) ه صــورت  را بـ
;

g( ) ,g( ) g( )
;

   
      

1 1
1




ه كسينوسي   ش دهيـم و انتگـرال فـوريـ )gنمايـ ):را بنويسيم، داريم  

g( ) f (x) cos x dx f (x) g( )cos x d g( )cos x d ( )cos x d
  


               

     
11 2 2 1

  
  

cos xd cos xd [ sin x] [ sin x cos x]
x x x


           
    

1 1 1 1
2

2 2 2 1 2 1
  

  

( sin x) [ sin x cos x cos( )] ( cos x)
x x x x x

      
  2 2 2
2 1 2 1 1 1 2 1   
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  تبديل فوريه :4درسنامه  
  
 تبديل فوريه تابع :1مثال, | x | a

f (x)
, | x | a


  

1


  كدام است؟ 

1 (sin a


2  2 (cos a


2  3  (cos a  4 (sin a  

  : 1«گزينه پاسخ «  
a a

aa

i x i x i x i a i a sin aF( ) f (x).e dx e dx [ .e ] (e e )
i i

  

 

         
        

   
1 1 2  

  
  

 تبديل فوريه تابع :2مثال
, t

t , t
f (t)

t , t
, t

    
        
   

1
1 1
1 1

1







  كدام است؟ 

1 (cos 

2
1

2
  2 (( cos ) 

2
2 1  3 (cos 

2
1 2  4 (cos 

2
2 1  

  : است: مقابلبه شكل رابطه تبديل فوريه،  هازينهگ با توجه به  »2«گزينه پاسخ  i tF( ) f (t)e dt f (t)(cos t i sin t)dt
 

 

         

fبا رسم شكل تابع (t) ،تابع زوج است، لذا حاصل انتگرال توان مشاهده كردميf (t)sin tdt



   با توجه به اينكه تابع زير انتگرال تابعي فرد است، برابـر

)F  . لذا داريم:صفر است ) f (t) cos tdt f (t) cos tdt ( t) cos tdt
 


         

1
2 2 1
 

  

t  با حل انتگرال به روش جزء به جزء داريم: ( cos )F( ) [ sin t cos t] cos F( )  
          

    

1
2 2 2 2

1 1 2 2 2 12


    

ام فرمول را بيشتر دوسـت  كد محترم شود طراحها معلوم ميبا توجه به گزينهنيز ها در آزمون .هنيز راديكال پشت انتگرال استفاده نشد مثالدر اين توضيح: 
 ؟!راديكالبي يا راديكالته باداش

  
 تبديل فوريه سينوسي تابع : 3مثال, x

f (x)
, x

 
  

1 1
1




  كدام است؟ 

1 (cos 


1  2 (cos.  
 
2 1  3 (cos( ) 


1 1
2  4 (cos.  

 
2 1  

  : 4«گزينه پاسخ  «         s
cosF {f} sin xdx .  

  
  

12 2 1


  

  
 اگر :4مثالf تابعي زوج باشد وcosx ; x

f (x)
; x

  
   




i، آنگاه با تعريف تبديل فوريه آن به صورت  xf̂ ( ) f (x)e dx




   ،f̂ ( ) ؟كدام است  

1 (sin( ) 

2
4

1
  2 (sin( ) 

2
2

1
  3 ([ cos( )]

 
 2

2 1
1

  4 (cos( )


 2
2

1
  

  : دانيم اگرمي  »2«گزينه پاسخf  است: مقابلزوج باشد، تبديل فوريه تابع به صورت  cf̂ ( ) F[f (t)] F [f (t)]   2  

c  لذا داريم:
sin( )x sin( )xf̂ ( ) F {f (t)} cos x.cos x.dx [cos( )x cos( )x]dx ( )

   
         

  
1 12 2 1 1 1 1  

  

sin sin sin    
  

  2
2

1 1 1
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 با استفاده از تبديل فوريه كسينوسي تابع  :5مثالa xf (x) e
2 aكه به صورت 2

cF [f (x)] e
a






2
24

نوسـي  تبـديل فوريـه سي   ،شـود تعريف مي 2

xfتابع (x) كدام است؟  

1 (a
a

e



 

2
2

2
4

4
  2 (a

a
e




 

2
2

2
4

2
  3 (a

a
e




 

2
2

3
4

4
  4 (a

a
e




 

2
2

3
4

2
  

 :اگر از»  3«گزينه   پاسخcF {f (x)} نسبت به :مشتق بگيريم، داريم  

a x a x a xc
c

dF {f (x)} dF {f (x)} e cos( x)dx [ e cos( x)dx] xe sin( x)dx
d d

  
         

   
2 2 2 2 2 2

  
  

aانتگرال سمت راست در واقع تبديل فوريه سينوسي تابع ،شودطور كه ملاحظه ميهمان xxe
2 xfيا همان 2 (x) باشد، لذا داريم:مي  

cتابع تبديل فوريه سينوسي[
d [F {f (x)}] [xf (x)

d
 


  

a a ad [ e ] ( )( )e e
d a aa a

  
      

    


2 2 2
2 2 24 4 4

2 3
2

2 24 4
xfتبديل فوريه سينوسي تابع (x)  

 

 تبديل فورية تابع  :6مثالxf (x)
x a


2 2،a   ثابت، با رابطهi xf̂ ( ) f (x)e dx





    شود، در اين صورتتعريف ميf̂ ( ) :  

|a) برابر است با1 |ie   2برابر است با (aie  

به ازاي aieفرد است و برابر با ي) تابع3   است و برابر با فرد ي) تابع4  باشد.ميaie به ازاي   باشد.مي  

 :در اين مثال تابع .باشدمي »موهومي فرد«، يك تابع »حقيقي فرد«تبديل فوريه يك تابع »  4«گزينه   پاسخxf (x)
x a


2 است و لذا تبديل فوريه  فرد 2

i  داريم:  مقابلاز طرفي طبق رابطه  .باشدموهومي محض فرد ميتابع  يك آن xf̂ ( ) f (x)e dx f (x)cos xdx i f (x)sin xdx
  

 

  
         

a ax sin xf̂ ( ) i f (x)sin x dx i dx i ( e ) ie ,
x a

 
    

         
  2 22 2 2 2 

  

  بايد عبارت را در يك منفي ضرب كنيم. به با تبديل
a

a

i e
f̂ ( )

i e

 



    
  




  

  

 چنانچه تابع  :7مثالf (x) گاه تابعداراي تبديل فوريه باشد، آنf (x a):  

  باشد.داراي تبديل فوريه نمي) 2  باشد.داراي تبديل فوريه مي) 1
aفقط اگر) 4  ممكن است تحت شرايطي تبديل فوريه نداشته باشد.) 3 1 باشد.باشد داراي تبديل فوريه مي  

 :دانيم كـه مي»  1«گزينه  پاسخf (x a)  انتقـالي ازf (x)    اي پيوسـته بـودن از  دار بـودن يـا تكـه   هـايي ماننـد كـران   اسـت. بنـابراين ويژگـيf (x) 

fبه (x a) كند. از طرفي با تغيير متغيـر هايش تغييري نميدهيم تعداد ناپيوستگيمنتقل خواهد شد. وقتي تابعي را به چپ يا راست انتقال ميt x a  

dtداريم dx و| f (x a) | dx | f (t) | dt
 

 
     يعنيf (x a) پذير است. در نتيجه وقتيبه طور مطلق انتگرالf (x)  تبديل فوريه داشته

f،باشد (x a) .هم تبديل فوريه خواهد داشت  

fاگر: يادآوري (x) اي به صورتتبديل فوريهF( ) اهآنگ ،داشته باشدf (ax b) اي به صورتتبديل فوريه
bi

ae F( )
| a | a


1 .دارد  

 



  

286 

سري فوريه، انتگرال و تبديل فوريهفصل پنجم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 معادله ديفرانسيل :8مثالx

; x
y y

e ; x

   


24
 


)Yرا y(x)را در نظر بگيريد. چنانچه تبديل فوريه  ) ،بناميمY( ).را بدست آوريد  

1 (Y( )
(i )( )

 
 2

1
2 4

  2 (Y( )
(i )( )

 
 2

1
2 4

  3 (Y( )
( i )( )

 
  2

1
2 4

  4 (Y( )
( i )( )

 
  2

1
2 4

  

  : گيريم:از طرفين معادله داده شده تبديل فوريه مي  »2«گزينه پاسخ  

i i x x(i ) Y( ) Y( ) e f (x)dx ( )Y( ) e .e dx
 



             2 2 24 4


    

Y( )
(i )( )

 
   2

1
2 4

( )Y( )
s is

    
 

2 14 2  
 

 با استفاده از تبديل فوريه،  :9مثالy(t) ياز معادلهy y y (t )     6 5   برابر كدام گزينه است؟ 3

1 (
(t ) (t )e e ; t

y(t)
; t

      
 

6 3 5 31 1 32 2
3

  2 (
(t ) (t )e e ; t

y(t)
; t

      
 

3 5 31 1 32 2
3

  

3 (
(t ) (t )e e ; t

y(t)
; t

      
 

6 3 5 31 1 34 4
3

  4 (
(t ) (t )e e ; t

y(t)
; t

      
 

3 5 31 1 34 4
3

  

 :گيريم:از طرفين معادله، تبديل فوريه مي»  4«گزينه   پاسخ  

  i iF{y y y} F{ (t )} F[y ] F[y ] F[y] e (i ) F[y] (i )F[y] F[y] e                    3 2 36 5 3 6 5 6 5  
F[y]اگر فرض كنيم Y( ) داريم ،iY( )[ i ] e     2 36 )Yيبا محاسبه .5 ) خواهيم داشت:ي كسرها و تجزيه  

i i
i ie e A B (A B)i A BY( ) e [ ] e

(i )(i ) i i (i )(i )i

   
      

     
         

3 3
3 3

2
5

5 1 5 1 5 16 5
  

iA B
A , B Y( ) e ( )

A B i i
  

              
35 1 1 1 1 1 1

4 4 4 1 5
  

iy(t)  بنابراين داريم: F {Y( )} F {e ( )}
i i

      
   

1 1 31 1 1
4 1 5  

atFحالا { } e
a i

 
 

1 fي انتقال اگراست و طبق قاعده 1 (t) بهf (t ) ieاشتبديل شود؛ در تبديل فوريه 3 3 شود. پس داريم:ضرب مي  

i
a(t )eF { } e

a i

 
  

 

3
1 3  

aبا استفاده از اين نتيجه به ازاي 1 وa  t)  خواهيم داشت: 5 ) (t )y(t) [e e ]    3 5 31
4  

 

 اگر تبديل فوريه  :10مثالte
eبرابر 29




2
361

tfباشد آنگاه تبديل فوريه تابع 18 (t) te
  ، برابر كدام گزينه است؟293

1 (i e



2

36
18 2

  2 (i e





2

36
18 2

  3 (i e



2

36
9 2

  4 (i e





2

36
9 2

  

 :با فرض»  2«گزينه   پاسخtg(t) e
tg، واضح است29 (t) te  

  كنيم:، لذا از اين خاصيت استفاده مي2918

i e





2
36

18 2
t t t i .F{ te } F{ te } F{g (t)} (i )F{e } e


           

2
2 3 29 9 9 361 1 1 13 186 6 6 6 18
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 اي بين توابعچه رابطه :11مثال, | x |
f (x)

, | x |


  

1 1
1

)sinFو  ) 
 


  )82(مهندسي هوا فضا ـ سراسري        برقرار است؟ 2

1 (i xf (x) F( )e d




   
 
1

2  2 (i xF( ) f (x)e dx




  
 

21
2  

3 (i xF( ) f (x)e dx




 
 

21
2   4 (i xf (x) F( )e d





  
 
1

2  

  : تبديل فوريه معكوس تابع  »4«گزينه پاسخf (x) به صورتi xf (x) F( )e dx




 
 
1

)Fحال .باشدمي 2 )     را بـا توجـه بـه ضـابطهf (x)   بـه

)sinF    آوريم:دست مي ) f (x)cos xdx cos xdx [ sin x] ( )
 

       
    

1 12 22 2 1  

i   توان نتيجه گرفت:پس مي xf (x) F( )e dx




 
 
1

2  

  
 تابع يك اگر تبديل فوريه :12مثالt ,f (t)    داراي فرمـول ،itf̂ ( ) f (t)e dt





        باشـد، آنگـاه تبـديل فوريـهsintf (t)
t

   را بيابيـد

sint(راهنمايي dt
t

 
 2

  )84(مهندسي مواد ـ سراسري               )

1 (, | |
f̂ ( )

, | |
 

    

 1
1  2 (

, | |

f̂ ( ) , | |

, | |

 
   

  

 1

12
1

  3 (

, | |

ˆ , | |f ( )

, | |

  
    



 

1

14

12



  4 (, | |
f̂ ( )

, | |
 

    

1
1

  

  : 2«گزينه پاسخ«       itsin t sin t sin tf̂ ( ) e dt (cos t i sin t )dt .cos tdt
t t t

  

 

         2  

اگر 1 :قرار دهيم، داريم    t usin t sin uˆ ˆf ( ) . dt f ( ) du
t u

 
 

     

221 2 12 2  
 

 تابع يهتبديل كسينوسي فوري :13مثالxf (x) e   )84(مهندسي هوا فضا ـ سراسري        كدام است؟ 3

1 (f̂ ( ) 
2
3

9
  2 (f̂ ( ) 

2
1

9
  3 (f̂ ( ) . 

 2
2 3

9
  4 (f̂ ( ) . 

 2
6 3

9
  

  : 3و  1«گزينه پاسخ«                                  tˆ ˆf ( ) e .cos tdt f ( ) .


     
   3

2
2 2 3

9

tnj ¸T¶ nj ½k{ ¾TŸ¬ ¾T§º ¾M ¾]¼U IM  

از طرفي در برخي از منابع؛ همين فرمول را بدون ضريب

  توانند صحيح باشند.) هر دو مي3) و (1هاي (. پس گزينهداريم 2

 

 تابع :14مثال, | x | a
f (x)

, | x | a


  

1


،a   اگر .ثابت، مفروض استf̂ ( ) a 2آنگاه ،f̂ (   )85مكانيك ـ سراسري مهندسي (               چقدر است؟ 1(

1 (sin a  2 (sin a2  3(sin a


1
2

  4 (sin a


2
2

  

  : 2«گزينه پاسخ«                        
a

a

; | x | a sin aˆf (x) f ( ) f (x) cos x dx cos x dx
; | x | a



 

 
          

 
1 21  

sin aˆ ˆf ( ) a f ( ) sin a    22 1 21  
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 اگر تبديل فوريه تابع :15مثالtf (t) e
)Fبرابر با 2 ) e





 



2
tg(t)باشد، تبديل فورية تابع 4 te

j)كدام است؟ 2 ) 1    

  )85كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (    

1 (e



 

 

2

4
2  2 (e




 


 

2

4
2  3 (j e




 
 

2

4  4 (j e



 


 

2

4
2  

  : داريم:متن كتاب طبق قضيه   »4«گزينه پاسخ  

  f (t) F( )
f (t) j F( )

 
    

  

t t jf (t) t e j e te e
 

             
  

2 2
2 24 42 2

¾Än¼  ®ÄkLU ¾Än¼  ®ÄkLU  

 

 اي واحد هويسايدتابع پله يهتبديل فوري :16مثالf (t) u(t a)  85هوا فضا ـ سراسري مهندسي (     كدام است؟(  

1 (
i 

1
2

  2 (
iae

i



2
  3 (

iae
i


2

  4 (
iae

i



 2
  

  : ي تعميم يافته دارد و فرمول آن چنين است:اي واحد؛ تبديل فوريهكه تابع پله دانيممي  ست.ها صحيح نيهيچكدام از گزينهپاسخ    

F{u(t)} ( )
i

   

1  

i  كنيم:ي انتقال استفاده مياكنون از قاعده aF{u(t a)} e ( ( ))
i

    

1  

  

 85(مهندسي مواد ـ سراسري                  :        ي يك تابع فرد و حقيقيتبديل فوريه :17مثال(  
  ) يك تابع زوج و حقيقي است.2  ) يك تابع فرد و حقيقي است.1
  ) يك تابع فرد و موهومي محض است.4  ) يك تابع زوج و موهومي محض است.3

  : يك تابع حقيقي فرد، خود يك تابع فرد اما موهومي است تبديل فوريه  »4«گزينه پاسخ .  
 

 اگر :18مثالsinxf (x)
x

 و داشته باشيمi tf̂ ( ) f (t)e dt




   آنگاه ،f̂ ( ) تبديل فوريه)f86(مهندسي برق ـ سراسري   ) كدام است؟(  

1( , | |
f̂ ( )

, | |
  

    
1
1  2( , | |

f̂ ( )
, | |

    
  

12
1

  3( , | |
f̂ ( )

, | |
  

    
2 1

1  4( , | |
f̂ ( )

, | |
 

    
1 1

1  

  : 1«گزينه پاسخ«    

  itsin t sin t sin tˆ ˆf ( ) e dt (cos t i sin t )dt f ( ) .cos tdt ( )
t t t

  

 

           2 1  

اگر 1 :قرار دهيم، داريم    t usin t sin uˆ ˆf ( ) . dt f ( ) du
t u

 
 

     

221 2 12 2  

و به ازاي   ) داريم:1در رابطه (          sin tf̂ ( ) dt
t

 
    2 2 2

  

sinدانيم كه (مي t dt
t

 
 2

f̂اي كهگزينه ،هادر بين گزينهاست). بنابراين   ( )   .باشدمي) صحيح 1لذا گزينه ( در آن صدق كند، جواب است.  
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 اگر :19لمثاsint dt
t

 
 2

sinxf، آنگاه تبديل فوريه تابع (x)
x

، يعنيi xsinxF( ) e dx
x





    86(مهندسي مواد ـ سراسري   :برابر است با(  

1( , | |
, | |

 
  

 1
1  2( , | |

, | |
  

   

  3( 
, | |

, | |

, | |

  
   

   



2  4( 
, | |

, | |

, | |

 
  

  

 1

12
1

  

  : 4«گزينه پاسخ«     itsin t sin t sin tˆ ˆf ( ) e dt (cos t i sin t )dt f ( ) .cos tdt ( )
t t t

  

 

           2 1  

اگر 1 قرار دهيم، داريمt usin t sin uˆ ˆf ( ) . dt f ( ) du
t u

 
 

     

221 2 12 اي كه به ازايتنها گزينه 2 1مقدارش برابر ،
  .) است4ه (باشد، گزين 2

 

 اگر :20مثالxF{e } e


 

2
2 41

xg(x)(تبديل فوريه) باشد، آنگاه تبديل فوريه تابع 2 xe
  )86(مهندسي مواد ـ سراسري   ؟كدام است 2

1( i e





2

2  2( i e




2

2  3( 
i

i e



 

2

2  4( i e





2

4
2 2

  

  : يدانيم كه تبديل فوريهمي  »4«گزينه پاسخxf (x) e
)Fبه صورت 2 ) e




 

2

41
2

  استفاده از فرمول تبديل فوريه مشتق داريم: است. حالا با 

x xi iF{ x e } F{f (x)} (i )F( ) e F{xe } e
 

           

2 2
2 24 42

2 2 2
  

  

 تبديل فوريه كسينوسي تابع :21مثال
; x

f (x) ; x
; x

  
  
 

1 1
1 1 2

2




  )87ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري  مهندسي(  عبارت است از: 

1( cos cos  
   

2 2 2  2 (sin sin  
   

2 2 2  3 (cos cos  
   

2 2 2  4 (sin sin  
   

2 2 2  

  : 2«گزينه پاسخ  «  

  c cF ( ) f (x) cos xdx F ( ) [ ( ) cos xdx ( ) cos xdx ( )cos xdx]
 

           
     


1 2

1 2

2 2 1 1  

sin x sin x sin sin sin sin sin[ ] [ ] [ ] ( )                        

1 2

1
2 2 2 2 2 2  

 

 تبديل فوريه تابع :22مثالa ixe xf (x)
   


2 1 1
 oÄjI£¶ oÄIw ÁHoM

  )88(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   عبارتست از:  

1( cos(a )
a


 

2

2
2  2( cos(a )

a
 



2

22  3( sin(a )
a

 



2

22  4( sin(a )
a


 

2

2
2  

  : 4«گزينهپاسخ   «  

ضريب انتگرال فوريه بايد روش اول:

a) براي1باشد و چون تابع گزينه ( 2     تواند صحيح باشد.) مي4نه (واگراست لذا فقط تابع گزي 2

i   روش دوم: x i x a ix i x i xf̂ ( ) f (x)e dx e dx e .e dx e dx
  

  

             
      

1 1 2

1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

   

(a )i (a )i
(a i i )x (a i i )x a i i (a i i ) e ee dx e e e

i(a i i ) (a )i a


  
                           


1 2 21 2 2 2 2

1
1

2 2 2
1 1 1 1 1 1 2

22 2 2 2
  

sin(a )sin(a )
a (a )


     

  

2
2

2 2
2 1 2
2
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 تبديل فوريه :23مثالf (t)
t


 2
1

1
iكدام است؟ (در صورتي كه  tF( ) f (t)e dt





   ل فوريهرا تبديf (t)(.تعريف كنيم  

  )88(مهندسي نانو مواد ـ سراسري 

1( | |F( ) e   2( | |F( ) e   3( F( )
i

 
 
1

1  4( F( )
i


 
 1  

  : 2«گزينه پاسخ«      
i t

i t | |e cos t i sin t cos t sin t cos tF( ) f (t)e dt dt dt i dt dt e
t t t t t

     

    

 
       

        
         2 2 2 2 22

1 1 1 1 1
  

|aتساويه: توج |cos t dt e
aa t


  


 2 2   موسوم به انتگرال لاپلاس است كه در متن درس آمده است. 2

 

 اگر تبديل فوريه سينوسي  :24مثالf (x)  برابرe


fباشد، تابع   (x) ست؟كدام ا  

  )89(مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري   

1 (tan t


12  2 (tan t 1

2  3 (tan
t




12 1  4 (tan

t
 1 1

2  

  : 1«گزينه پاسخ«    

s|
ef (t) sin td f (t) e cos td , f (t) L(cos t) ( ) f (t) tan t

t

 




            

       1
1

2
2 2 2 2 1 2

1 
  

 

 اگر تبديل فوريه :25مثالf (x) برابرF( ) يباشد، تبديل فوريهxf (x) 92مهندسي مواد ـ سراسري (  كدام است؟(  

1 (F ( )   2 (F( )   3 (iF ( )   4 (F( )2  

  : دانيم هرگاهمطابق مطالب گفته شده در كتاب مي  »3«گزينه پاسخF( ) تبديل فوريه تابعf (x) ي زير را داريم:باشد، رابطه  
n n (n)F[x f (x)] (i) F ( )   

nسؤال در اين  1 است و لذا تبديل فوريهxf (x) برابر باiF ( )  باشد.مي  
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سري فوريه، انتگرال و تبديل فوريهفصل پنجم:  ي ارشدكارشناس يكمدرسان شريف رتبه 

 ي مثلثاتي تابعسري فوريه :1مثال
x , x

f (x)

x , x

      
    



2

2




نويسيم. در اين صورت مقدار سري عدديرا مي 

n ( n )



 
 2

1

1
2 1

  ؟، كدام خواهد بود

  )92(مهندسي مواد ـ سراسري   

1 (2

8   2 (2

16  3 (2

4  4 (2

2  

  : ها و نوشتن چند نگاهي به گزينهبا نيم ه، بهتررو از ما خواستن اونسري عددي داده شد و مقدار  يههر وقت  طور كه گفتيم،همون  »1«گزينه پاسخ

  !رو امتحان كنيم موني اول سري، شانس خودجمله

  
n ( n ) ( ) ( ) ( )




      

      
 2 2 2 2

1

1 1 1 1 11 92 1 2 1 1 2 2 1 2 3 1
   

جا معلومه حاصل سري ازا اينت
11 )بيشتره، اين يعني گزينه 9 1چون حاصلش از يك هم كمتره! اما حداكثر سـري چقـدره؟ چـون    ،غلطه 2(

1كمتـر از  9
2 

ازتونيم بگيم حاصل سري شده، پس مي       
1 1 3 1 41 1 12 9 9 3 )هـاي كمتره و اين يعني گزينـه  32 )و 3( هـم   2غلطـن! مقـدار اونـا حتـي از     4(

)بيشتره! پس گزينه   حـل ايـن تسـت!     تـو  از اطلاعـات سـري فوريـه    نكردن استفاده خـاطر ضمن عذرخواهي از محضر طراح بزرگوار به   جوابه 1(

   تقصير نبودينعات دبيرستاني!) بيايجاد اين فكر شيطاني (استفاده از اطلا توهاي طراحي شده شما هم با نوع گزينهبايد بگيم 
    

 

 اگر سـري فوريـه تـابع تنـاوبي     :2مثالf (x) | sin x |،f (x ) f (x)  2   بـه صـورت
n

cos nx

( n )( n )






   
1

2 4 2
2 1 2 گـاه مجمـوع سـري    باشـد، آن  1

عددي  
  2 2 2 2 2 2
1 1 1

3 5 5 7 7 9
 93(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون و مهندسي نانومواد ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 ( 28
16  2 ( 2 8

16  3 ( 29 88
144  4 ( 288 9

144  

  : ي اول اين سريجمله  »3«گزينه پاسخ
2 2
1 1

2253 5
) كـه منفـي   4) و (1هاي (گزينهجا تا اينخبُ  كه داره با يه مقدار منفي هم جمع ميشه، هستش 

1بايد حداكثر سري رو تعيين كنيم؛ چون خود ،انتخاب بين اين دو گزينه واسه؛ موننَ) باقي مي3) و (2( يهاپرن! بنابراين گزينهمي ،هستن
1از 225

كمتـره، پـس    2

ميشه گفت حاصل سري از  
1 1 3

225 225 )كمتره، بنابراين گزينه 2252 )مقدار گزينه(  جوابه 3( 1/حدوداً 2( 85
3ميشه كه از 16

   .)بيشتره 225

 

 اگر سري فوريه تابع تناوبي :3مثالf (x) | x | وf (x ) f (x)  2 ورتبه ص(cosx cos x cos x )

   

4 1 13 52 9 25  گاه مجموع سري باشد، آن

عددي  4 4 4
1 1 1

3 5 7
  :93(مهندسي نانومواد و بيوتكنولوژي ـ سراسري   برابر است با(    

1 ( 4 96
96  2 ( 3 32

32  3 ( 3 32
32  4 ( 4 96

96  

  : 1برابر با ،خواسته شده عبارتي اول جمله ؛دقت كنين  »1«گزينه پاسخ
يه مقدار مثبت جمـع ميشـه. تـا اينجـا ميشـه گفـت       كه داره با  هستش 81

)گزينه )2     1غلطه؛ چون مقدارش منفيه. اما حداكثر سـري چقـدره؟ چـون خـود
1از 81

كمتـره، پـس حاصـل سـري از     2   
1 1 3 1
81 81 81   كمتـره،   272

)فقط گزينه(     )چنين شرايطي داره 1(
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 با توجه به اينكه :4مثال
n n








2
2

1

1
fا استفاده از سري فوريه تابع(ب6 (x) x    كه به صورت: 2

 (x (cosx cos x cos x ))


     
22 1 14 2 33 4 9 مجموع ،

n n( n ) ( n )

 

 


 
 2 2

1 1

1 1
4 3 4 1

  كدام است؟ 
  )92(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ مهندسي نانومواد، مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري 

1 (2

32  2  (2

24  3  (2

16  4 (2

8  

  : كنـيم!  استفاده مي مونبا توجه به اين كه طراح زحمت كشيده و خواسته تست رو وحشتناك نشون بِده ما هم از اطلاعات دبيرستان  »4«گزينه پاسخ

  نويسيم:ي اول سري رو ميجملهابتدا چند 
n n

( ) ( )
( n ) ( n )

 

 
       

 
 2 2 2 2 2 2

1 1

1 1 1 1 1 11
4 1 4 3 5 9 3 7

   

  ) چنين شرايطي داره!!4بيشتره، فقط گزينه ( 1بينن ميشه گفت حاصل سري قطعاً از طور كه ميهمون
 

 در صورتي كه براي :5مثالx  2  داشته باشيم
n

n

( ) nx
x cos( )

n





 
 


2

2 2
1

4 1163 مقدار  ،2
n n




 4

1

  برابر است با: 1
  )90مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري (

1 (4

3   2 (4

32  3 (4

9  4 (4

96  

  : بنويسيمي اول سري رو اول چند جمله بياين خبُ  »3«گزينه پاسخ:  
n n




        4 4 4 4

1

1 1 1 1 1 11 16 811 2 3
   

) يكي رو انتخاب كنيم؛ با توجه به اين 4) و (3هاي (بايد از بين گزينه غلطن! حالا )2(و  )1(هاي بيشتره، پس گزينه 1تا اين جا معلومه حاصل سري از عدد 
4كه 97:بنابراين داريم ،  


    

4 97 9 7 719 9 9 9 9


    
  )3مقدار گزينه ( 


     

4 97 96 1 1196 96 96 96   )4مقدار گزينه ( 96

حالا به نظر شما كدوم يكي به 
1 11 16 ره، ) مقـدارش از حاصـل سـري كمت ـ   4كه گزينـه (  همعلومخيلي تره!؟ ) نزديكخواسته شده (يعني حاصل سري 81

1(كافيه
1رو با 16

  ) جوابه 3پس گزينه ( ،نيست تست بنابراين جوابمقايسه كنين!)  96
 

  اگر :6مثالf (x)  تابعي متناوب با دوره تناوب2وx
f (x) cos , x  2 مقدار ،

n

n

( )
S

n

 









1

21

1
1
4

   چقدر است؟ 

  )89(مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري 
1 (

22  2 (
12   3 ( 2  4 (1  

  : مخرج در ين سريتو ا  »3«گزينه پاسخ
1
هايپس قوانين سري وجود داره 4

n n




 2

1

 بايد از روش تخمين استفاده كنـيم.  پس  برقرار نيست 1

  نويسيم:ي اول سري رو ميچند جمله

مقداري مثبت و البته بسيار كوچك
n

n

( ) ( ) ( ) ( )S
n

   



   
           

    


1 1 1 2 1 3 1

2 2 2 21

1 1 1 1 4 4 1
1 1 1 1 13 151 2 3 94 4 4 4 4

      

Sبسيار كوچك) و (مقدار مثبت  
16
15  

16اي جوابه كه مقدار اون به عددپس گزينه
    ) چنين شرايطي داره3فقط گزينه ( هنزديك باشه، واضح 15

 قط روش استدلال ما كمـي فـرق ميكنـه.   استفاده كرد، ف روش تخميناز هم  ميشن هايي كه جملات يكي در ميون مثبت و منفيسري تو ميشه كنيندقت 
پـس   ي چهارم بزرگتـره و قطعاً از جمله چون جمله سوم مقدارش مثبته ميگيم كنيم، بعدي اول رو حساب ميها ما مثلاً حاصل دو جملهاين جور تست توي

 ؛پس تفاضل اين دو جمله هـم مثبتـه   ،هي ششم بزرگترنجم مقدارش مثبت و از جملهي پچون جمله كه تفاضل اين دو جمله مثبته، بعد دوباره ميشه گفت
  ي اول اضافه ميشن و بقيه قصه ...!ملهسري عدد مثبت دارن به تفاضل دو ج يهپس  ،سري عدد مثبت با هم جمع ميشنه بنابراين تا آخر ي
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 تابع متناوب : 7مثالf (x) ي تناوب به صورت:در يك دوره; x
f (x) , ( )

; x , x

     
            

1
2


است. اگر بسط فوريه تابع به  

sinصورت sin sin
f (x) ( cosx cos x cos x )

   
    
 

2 2 32 31 2 3  باشد، در اين صورت حاصل
n

sinn
( )

n





 2
1

  كدام است؟ 

  )89(مهندسي برق ـ سراسري   

1(( ) 
2  2(( )( ) 

2  3(( )   4(( )( )   

  : اگه  »1«گزينه پاسخ        خـداحافظي كـرد!   4) و (2هـاي ( ، اونوقت حاصل سري به سمت صفر ميل ميكنُه، پـس تـا اينجـا ميشـه بـا گزينـه (  

چون حاصل اونا در   تونيمبرابر با صفر نميشه! اما براي تعيين جواب نهايي، مي
    قرار بِديم: 2

n n

sin n( ) sin ( n)
S ( )

n n

 

 

 

  
2

2
2

1 1
2 2  

ي برابر بافرد باشه، حاصل سر nباشه، حاصل سري برابر با صفر ميشه و اگه زوج nهاگ
m

S
( m )







 2

1

1
2 1

Sميشه، يعنـي      2 2
1 11
3 5

.   معلومـه

) به ازاي1گزينه (
  ) به ازاي3(دقت كنين گزينه (  تَرهنزديك Sمقدارش به 2

  2/مقدارش برابر با 2
2 44  دونـيم مقـدار  و مـي  ميشهS 

  هستش.) 2و كمتر از  1عددي بزرگتر از 
 

 هرگاه  :8مثالf تابعي با ضابطهf (x) x )در فاصله 2 , )  وf (x ) f (x)  2 توجـه بـه سـري فوريـه      صورت، با باشد در اينf    جمـع سـري ،

S...نامتناهي     
1 11 4   )78(مهندسي مواد ـ سراسري                برابر كدام است؟ 9

1 (2

4  2 (2

12  3 (2

6  4 (2

8  

  : جمع سري هاگ  »3«گزينه پاسخ...S    
1 11 4 رسيم كه مقدار سري از عدديجه ميتخمين بزنيم به اين نت ور 9    

1 1 31 14 4 كمتـر و   42

2ونكمتره (چ 25/1حاصل سري از  ) ميگه كه4خبُ گزينه ( ،نغلط )2(و  )1(هاي گزينه پس ،هبيشتر 1از عدد 

) 4كمتره!) امـا حـرف گزينـه (    25/1از  8

براي اين كهبيشتره.  25/1درست نيست، چون با يه نگاه معلومه حاصل سري داده شده از 


/

S    

1 25

1 11 4 9  با مقادير مثبت  داره 25/1، و اين يعني عدد

   كه جوابه ) 3گزينه ( مونهاين ميبنابر ؛هغلطهم ) 4ه، پس گزينه (ديگه هم جمع ميش
 

 ي با توجه به سري فوريه تابع تناوب :9مثالx( x) , x
f (x)

x( x) , x

     
      




كه به صـورت   
n

sin( n )x
f (x)

( n )








 
 3

1

8 2 1
2 1

باشـد و بـا اسـتفاده از    مـي  

 يمجموع سري عدد (Parsevel)تساوي پارسوال    6 6 6
1 1 11

3 5 7
 86(مهندسي نفت ـ سراسري   ست از:ا عبارت(   

1(


6

9  2 (


6

96  3  (


4

96  4  (


4

9  

  : كه سري به صورتبا توجه به اين  »2«گزينه پاسخ
n n




 6

1

)هايحضور داشته باشه و اين يعني گزينه 6پس تو جواب اون بايدهستش،  1 )و 3( )4 

)هايغلطن! حالا از بين گزينه )و 1( بيشتر و از 1ز عددبايد يكي رو حذف كنيم؛ حاصل سري ا 2(  6 6
1 11 2
3 3

اي كمتره؛ يعني سري بايد يك و خورده 

)كه گزينهباشه! با توجه به اين )خيلي از يك بزرگتره، گزينه 1(   جوابه  2(
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 فرض كنيد :10مثالt   ،t
f (t) 

2

4،f (t ) f (t)  2 كه سري فوريه باشدf   برابر اسـت بـا
n

n

( )
cosnt

n





 
 

2
2

1

1
 ، حاصـل جمـع سـري   12

n n




 4

1

  )92هوافضا ـ سراسري (مهندسي    ، برابر با كدام است؟1

1 (2

6  2 (2

12  3 (4

35  4 (4

9  

  : نويسيم:  ي اول سري رو ميخبُ ابتدا چند جمله  »4«گزينه پاسخ  
n n




     4 4

1

1 1 11 1 162
  

)تره، پس گزينهبزرگ 1دحاصل اين سري از عد غلطه، از طرفي از 2(    
1 1 31 2 116 16 )كمتره، پس گزينه 16 )هـاي هم غلطه! حالا بايد از اين گزينه 3( )1 

)و )هرچند با محاسبات ساده معلومه كه در گزينه ،ي رو انتخاب كنيميك 4( )1،/


2
1 1/و 66 از 6

31 به مطلبي كـه   تونيمبيشتره و اين گزينه غلطه؛ اما مي 16

هايدر مورد سري
n n







1

متوسل شيم! چون توي اين تست هم گفتيم 1     ) جوابه4باشه، پس گزينه ( 4هم عدد  داده، پس بايد در توان 4
 

 فرض كنيد  :11مثالL x L    وf (x) x  و سري فوريه تابعf به صورت
n

n

L ( ) n
f (x) sin x

n L

 



 


 
1

1

2 سـري   در اين صـورت مقـدار   باشد، 1

n n




 2

1

  )89(مهندسي مواد ـ سراسري    كدام است؟ 1

1(
2  2( 2

2  3( 2

6  4( 22
3  

  : نويسيم:ي اول سري رو ميخبُ طبق معمول چند جمله  »3«گزينه پاسخ  
n n




   2

1

1 1 1
1 4      

و كوچكتر از 1ري عددي بزرگتر از معلومه مقدار س    
1 1 31 2 14 4 هـاي  كنيم! حالا بايد از بين گزينهمي ) رو مرخص4) و (2هاي (ميشه، پس گزينه 4

هايي به شكلسري حاصل تو) يكي رو انتخاب كنيم، اما چه جوري؟ گفتيم 3) و (1(
n n







1

تونـه  ) مي3، پس فقط گزينه (هستش به صورت ، توان1

  رو داشته باشيم.) 2هم عدد  داريم، بايد در توان 2رو برابر با nچون توي مخرج توان (در واقع  صحيح باشه
 

 تابع متناوب :21مثالf (x) :91يوتر ـ سراسري (مهندسي كامپ   در يك دوره تناوب به صورت زير است(  
, x

f (x) , x ; ( )

, x

    
            

      

1 2
2

 





  

sinاگر بسط فوريه آن به صورت مقابل باشد cosx sin cos x sin cos x
f (x) ( )

   
       
 

2 2 2 3 3
1 2 حاصل ، 3

n

sinn
( )

n




 2

1
    چقدر است؟ 

1(1  2( 2 1  3( 1
2  4( 2 1

2  

  : دونيممي  »3«گزينه پاسخsin n 1  بنابراين حاصـل سـري ،
n

(sin n)
n






2

2
1

از حاصـل سـري   
n

S
n




  2

1

كمتـره، و چـون حاصـل سـري     1
n n




 2

1

1  

2برابر با

ل سري اصـلي داده شـده تـوي صـورت سـؤال يعنـي      ، پس حاصهستش6
n

sin n( )
n




 2

1
2از 

    ) چنـين شـرايطي داره  3كمتـره، فقـط گزينـه (    6

(حتي اگه ندونين كه حاصل
n n




 2

1

2، برابر با1

ريي اول سميشه، با نوشتن چند جمله 6
n n




 2

1

تونين به اين نتيجـه برسـين، چـون معلومـه حاصـل      ، مي1

سري 
n n




 2

1

  )  كمتره 2بيشتر و از  1از  1

هايي به شكلبِهتون بگِم! گفته بودم تو سري» بين مريض«نكته هم  يه
n n







1

1،( ) 1 بايد توان ،صورت كسر توو حاصل سري  وت اگه  .داشته باشيم
   ايـن سـؤال تـوان    تـوي  بينـين، طـور كـه مـي   ميشه، مثلاً همـون كم  واحد از توان يهباشه،  sin(n)صورت كسر عددي حقيقي نباشه و مثه اين سؤال

  هاسـت سلاح ديگه واسه برخورد با ايـن نـوع سـري    يه اينم گير افتادين شايد به دردتون خورد. به هر حال اگه جايي كه شده. اينو واسه اين گفتم 1برابر با 
   ) جوابه3ا () ي1هاي () غلطن و يكي از گزينه4) و (2هاي (مثلاً تو اين تست از همون اول معلوم ميشه گزينه
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 سري فوريه تابع  :31مثالx x
f (x ) f (x) ، f (x)

x x

   
      

1 12 1 1



      كدام است؟ 

  )90مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري (

1 ((cos x cos x cos x ...)      
2 2 2

1 4 1 13 52 3 5
  2( (cos x cos x cos x ...)      

2 2 2
1 4 1 13 52 3 5

  

3( ( cos x cos x cos x ...)      
2 2 2 2

1 4 1 1 12 4 62 2 4 6
  4( ( cos x cos x cos x ...)      

2 2 2 2
1 4 1 1 12 4 62 2 4 6

  

  : ب اگه به جايخُ   »2«گزينه پاسخx هـا ميشـه، حـالا تـو گزينـه     1ي تابع صفر قرار بِديم، اونوقت مقدار تابع برابر با تو ضابطهx     ،قـرار ميـديم  
xها خارج ميشن (چون عبارت داخل پرانتز بعد از اين كـه ) كه به راحتي از بين جواب3) و (1هاي (بود، جوابه! گزينه 1ه هر كدوم مقدارشون نزديك ب   

ديم، همواره مقداري مثبت داره و چون در عددقرار مي
2
1زضرب ميشن، مقداري منفي ايجاد ميشه كه بايد ا 4

 1كم بشه، پس به هيچ وجه نزديك بـه   2

  ) با هم دارن!4) و (2هاي (شن! بنابراين دعواي اصلي رو گزينهنمي

  ( )    
2

1 4 1 1 1
2 4 16 36  ) به ازاي4مقدار گزينه (x              ،( )    

2
1 4 1 112 9 25  به ازاي2( مقدار گزينه (x    

  ي اول رو در نظر بگيريم، داريم:جايي كه قدرت اصلي پرانتزها تو همون جملات اولِ، پس اگه توي هر دو پرانتز فقط جملهاز اون

و البته نزديك به يك           1عددي كمتر از   
2

1 4 12 ) به ازاي2مقدار گزينه (x    

1عددي نزديك به
است نه به يك! 2    

 2 2
1 4 1 1 1
2 4 2 ) به ازاي4مقدار گزينه (x    

  ) جوابه 2پس گزينه (
 

 موج مثلثي  :41مثالf با دورة تناوب2 شود:چنين تعريف ميx ; x
f (x)

x ; x

  
     




  است؟  f. كدام يك از چهار سري زير، سري فورية 

  )90(دكتري برق ـ دانشگاه آزاد سال       

1(cos x cos x cos x( )
   
 2 2 2
4 3 5

2 1 3 5
  2(cos x cos x cos x( )   

    
2 4 2 4 6

1 3 3 5 5 7   

3(cos x cos x cos x( )
   

2

2 2 2
2 343 1 2 3

  4(cos x cos x cos x( )
   

2

2 2 2
2 4 6

6 1 2 3
 

  : اگه توي صورت سؤال به جاي  »1«گزينه پاسخx، عدد
رو قرار بِديم، مقدار تابع برابر با 2

ها اگـه بـه جـاي    ميشه، حالا بايد ببينيم تو كدوم گزينه 2

xها،
قرار بِديم، برابر 2

اي كه چشمك ميزنه و دقيقاً برابر باميشه، اولين گزينه 2
   ) هستش كه جوابه 1ميشه گزينه ( 2

xوقت به ازاي) هيچ4) و (3)، (2هاي (دقت كنين گزينه 
 برابر با 2

شن! چون داخل پرانتزها اعدادي منفـي هسـتن و بـا توجـه بـه منفـي پشـت        نمي 2

  گيره.پرانتزها عمل جمع صورت مي

  
 اگر: 15مثال

n

sinnx
f (x)

n




 

1
xو   2 89(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري    م است؟آنگاه جواب صحيح كدا(  

1 (xf (x) 
 2   2 (f (x) x

 2   3 (xf (x) 
 2   4 (f (x) x

 2  

  : با توجه به اينكه به ازاي  »3«گزينه پاسخx  ، ل سريحاص
n

sin nxf (x)
n




 

1
، اونxبه جاي اگه اي كهتنها گزينه همواره برابر با صفر ميشه، 

  پس نياز به حل سؤال نيست! هستش ) 3، گزينه (ميشهحاصلش صفر  بِديم،قرار  رو عدد
 



  

297  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي 

 تابع :16لمثاf (x) با دوره تناوب2 بر بازه( , )2 اي به صورتداراي فوريهcos x cos x
cos x

! !
   

2 31 2 3  باشد.ميf (x) :برابر است با  
  )89(مهندسي مكانيك ـ سراسري   

1(cos xe cos(sin x)  2(sin xe cos(sin x)  3(cos xe sin(cos x)  4(sin xe sin(cos x)  
  : مي  »1«گزينه پاسخ زنيم! به اين تست از دو روش كلََك  

xبه ازايباعث خجالته اگه ندونين!)  دونين (البتهرو نمي eگيريم شما حتي بسطتو اين روش فرض ميروش اول:    :حاصل سري به شكل زير ميشه  

cosعددي مثبت ولي خيلي كوچك( coscos ( 
          

2 3 1 1 11 1 12 6 2 6 3   

1ها هر كدوم مقدارشون نزديك بهخبُ تو گزينه
x) بـه ازاي 4) و (3هـاي ( واب در نظر گرفته بشِـه! گزينـه  باشه، بايد كانديداي ج 3      مقدارشـون منفـي

  ) هستش:2) و (1هاي (پس مقايسه بين گزينه ميشه، بنابراين غلطن 

e cos( )  1 ) به ازاي2مقدار گزينه (x                وe cos( )
/

 1 1
2 7 ) به ازاي1مقدار گزينه (x    

1تونه نزديك به عددوجه نمي) به هيچ2معلومه گزينه (
  ) جوابه 1باشه، پس غلطه و گزينه ( 3

fبا توجه به اين كه بسط فوريهروش دوم:  (x) ،بنابراين بايد تابع، كسينوسيهf (x) صحيح نيستن، از طرفـي بـه ازاي   4) و (2هاي (زوج باشه، پس گزينه (
x  مقدار تابع ،f :   برابر با مقدار زيرِ

  cos( ) cos( )cos( ) e
! ! ! ! !

        
1 1 11 12 3 1 2 3

    

xفقط گزينه يك كه به ازاي  مقدارش برابر با ،e  ميشه  
 

 اگر براي  :17مثالx  2  :داشته باشيمx x x
x (sin sin sin )

  
   

4 1 2 1 3

2 2 2 3 2     در اين صورت دو جمله اول بسط فوريه تـابع متنـاوب ،

x
f (x)  

2
1 x، در فاصله 4  2 :89(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري         عبارت است از(  

1 (xcos 
2

1 4
3 2  2( xcos 

2
2 4
3 2  3 (xcos 

2
2 4
3 2  4 (xcos 

2
1 4
3 2  

  : اگه»جملات اول سري فوريه تخمين مناسبي از مقدار خود تابع هستنمقادير «دونيم مي  »3«گزينه پاسخ ،x 1 يرو تو ضابطهf (x)   ،قرار بـديم

fاونوقت ( )  31 xميشه، (دقت كنين؛ 4 1 ي داده شده باشن)، حـالا  تون باشه، اعدادي رو انتخاب كنين كه تو بازهي داده شده قرار داره، پس حواستو بازه

3رو قرار ميديم، هر كُدوم نزديك به 1ها، عدد xها به جايتو گزينه
ف ) كانديداي جـوابن. حـالا بـراي حـذ    3) و (2هاي (باشه، جوابه! كاملاً معلومه گزينه 4

xيكي از اونا، مقدار   بينيم كه مقدار تابع برابر باقرار داده و ميf ( ) 1 ) اگه3ميشه، فقط تو گزينه ،(x     نزديـك   1قرار بِديم، حاصل به عـدد
  ) جوابه 3) غلطه و گزينه (2ميشه، پس گزينه (

 

 اگر تابع: 18مثالf در يك دوره تناوب به صورتL
f(x) x 2 ،L L

x  2 Tبا دوره تناوب، 2 L    تعريف شده باشد، آنگـاه سـري فوريـه آن ،
  )88سراسري (مهندسي نانوموادـ   كدام است؟ 

1( 
n

n

L L ( ) nsin x
n L





 

 1

1 2
2    2 (

n

n

L L ( ) nsin x
n L





 

 1

1 2
2    

3 (
n

n

L L ( ) ncos x
n L





 

 1

1 2
2  4 (

n

n

L L ( ) ncos x
n L





 

 1

1 2
2  

 : اولاً به ازاي  »2«گزينه  پاسخx   مقدار تابع برابر باL
Lها، عدد صفر قرار ميـديم، هـر كـدوم   xها به جاي تو گزينهميشه. حالا 2

نشـد، از بـين    2

Lxحالا اگه ها خارج ميشن ي رقابت) از گردونه4) و (3هاي (ها خارج ميشه، پس گزينهجواب  Lبرابر با fقرار بِديم، مقدار تابع 4
ميشه، حـالا تـو    4

Lx)،2) و (1هاي (گزينه    قرار ميديم و بنابراين داريم: 4
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n

n

L L ( ) n L L L Lsin( ) [ ] ( )
n





  
        

  
1

1 1 1 2
2 2 2 1 3 2 3  ) به ازاي1مقدار گزينه (Lx  4  

n

n

L L ( ) n L L L Lsin( ) [ ] ( )
n

 




 
         

  
1

1 1 212 2 2 3 2 Lx) به ازاي2مقدار گزينه ( 3  4  

Lخبُ، از نظر شما كدوم گزينه به
ي اول رو (دقت كنين مقادير هر دو سري يكسـان بـود، پـس مـا از هـر سـري، دو جملـه        تره؟ همون جوابه نزديك 4

 زين كرديم.)حساب كرده و به عنوان تخمين مناسبي از مقدار سري جايگ
 

 بسط سري فوريه مثلثاتي تابع :19مثالx ,cos x   32  87(مهندسي مواد ـ سراسري         كدام است؟(  

1(cosx cos x
1 1 34 4  2(cosx cos x

1 1 34 4  3(cosx cos x
3 1 34 4  4(cosx cos x

3 1 34 4  

  : به ازاي  »3«گزينه پاسخx  :داريم ،cos x  3 xهستش كه به ازاي» 3«ي ها، فقط گزينه. تو گزينه1    ميشه   -1مقدارش برابر با  
cosاده و معموليه، كافيه داوطلب فرمول دبيرستانيالبته براي داوطلبان آزمون ارشد، اين سؤال يه تست بسيار س x3  رو بدونه  

 

 سري فوريه تابع تناوبي :02مثال| x |  وx
f (x)

| x |
 با دوره تناوبp  2 :87ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري  دسيمهن(  عبارت است از(  

1 ((sin x sin x sin x )  

4 1 13 53 5   2 ((sin x sin x sin x )

  
1 13 54 3 5   

3 ((sin x sin x sin x )   

4 1 13 53 5   4 ((sin x sin x sin x )

   
1 13 54 3 5   

  : به ازاي  »1«گزينه پاسخx 
 xكه به ازاي جوابهاي ين گزينهميشه، بنابرا 1، مقدار تابع برابر با 2 

   :بشه )1 به يا حداقل نزديك( 1با  ش برابر، مقدار2ِ

[ ميشه 1عددي نزديك به  [ ] ( )   
  
4 1 4 2 81 3 3 3مقداري مثبت و كوچك[sin sin( ) 

  

4 1 3

2 3 x) به ازاي1مقدار گزينه (2 
 2  

/ك بهعددي نزدي 5 ميشه ] [ ] ( )  
  

1 214 3 4 3 6 مقداري مثبت و كوچك[sin sin( )  
  

1 3
4 2 3 x) به ازاي2مقدار گزينه (2 

 2  

1/نزديك بهعددي  [ميشه 5 [ ] ( )   
  
4 1 4 4 161 3 3 3 و كوچك مثبتمقداري[sin sin( ) 

  

4 1 3

2 3 x) به ازاي3مقدار گزينه (2 
 2  

] [ ] ( )  
  

1 414 3 4 3 3مقداري مثبت و كوچك[sin sin( )  
  

1 3
4 2 3 x) به ازاي4مقدار گزينه (2 

 2  

) چون يك مقدار مثبت هم بايد به4ي (در گزينه
   ) ميشه1ي (ترين گزينه به عدد يك همان گزينهاضافه بشه جواب از يك بزرگتر ميشه. نزديك 3

 

 سري فوريه تابع :12مثالf (x) sinxcos x   )79مكانيك ـ سراسري مهندسي (       كدام است؟  24
1(sin x cos x2 3 2  2(sin x sin x2 3 3  3(sin x cos x 2  4(sin x sin x 3  

 : ي تابع به جاياگه تو ضابطه»  4«گزينه  پاسخx عدد
هـا كـدوم وقتـي بـه     ينهرو قرار بِديم، مقدار تابع برابر با صفر ميشه، حالا بايد ببينيم تو گز 2

هاشونxجاي
  .) چنين شرايطي داره4قرار بِديم، صفر ميشن!؟ فقط گزينه ( 2

  
 سري فوريه تابع  :22مثالx ,f (x) cos( x)


   22  با دوره تناوب

  )90(مهندسي مكانيك ـ سراسري    چگونه است؟ 2
  ) كسينوسي  2  ) سينوسي  1
  ) سري فوريه ندارد4  ) سينوسي ـ كسينوسي  3
  : و با دوره  كه تابعي فرد مقابلِشكل تابع داده شده به صورت    »1«گزينه پاسخ

Tتناوب 
   ) جوابه 1س گزينه (پ .ميشهو سري فوريه آن سينوسي  هستش 2

  
 

2



2




f (x)

x

1

1
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 سري فوريه تابع  :23مثالf (x)  در بازه( , )2 به صورتn n
a

(a cosnx b sinnx) 2
 ،اگر سري فوريه  است

x

f (y)dy


در همان بـازه بـه    

nصورت  n
A

(A cosnx B sinnx) 2
  باشد، در اين صورتnB :89(مهندسي مواد ـ سراسري    برابر است با(  

1(na
n

  2( nb
n

  3( n(a a )
n 
1  4( n n(b a )

n


1  

  : فوريه وقتي از سري  »3«گزينه پاسخf گيريم،انتگرال ميa
2
 بهa x

2
 تبديل ميشه و اين يعني توnBحتماً بايد ،a  دخالت داشته باشه! (چـونx   خـودش

  !)) از همون اول كنار ميرن4) و (2هاي (فرد باشه، گزينه nبايد نسبت به nB(البته با توجه به اين كه ) چنين شرايطي داريم 3ي (رد) فقط تو گزينهف
  

 

  دامنه تابعاگر سري فوريه كسينوسي نيم :24مثالx L,g(x) x  به صورت ،
m

L L ( m ) x
x cos

L( m )





 
 

 
 2 2

1

4 2 1
2 2 1

باشد، آنگـاه سـري    

fدامنهفوريه كسينوسي نيم (x) px q  ،x L  ) كدام است؟p وq  .(مهندسي مواد ـ سراسري      ثابت حقيقي)87(  

1(
m

pL pL ( m ) x( q) cos
L( m )





 
 

 
 2 2

1

4 2 1
2 2 1

  2(
m

pL pL ( m ) x( q) ( q)cos
L( m )





 
  

 
 2 2

1

4 2 1
2 2 1

  

3(
m

pL q pL ( m ) x( ) ( q)cos
L( m )





 
  

 
 2 2

1

4 2 1
2 2 2 1

  4(
m

pL q pL ( m ) x( ) ( q)cos
L( m )





 
  

 
 2 2

1

4 2 1
2 2 2 1

  

  : با توجه به اينكه  »1«گزينه پاسخq R  ي اول سـري فوريـه يعنـي   كنـه و فقـط بـر جملـه    بوده و تو قسمت مثلثاتي بسط فوريه شركت نمـيa 
در واقع طبق مطالب كتاب گفتيم سري فوريـه عـدد، خـود اون عـدد      از اين قاعده پيروي كرده » 1«ي هاي داده شده، فقط گزينهگذاره، تو گزينهتأثير

  ميشه نه يه تابع مثلثاتي 
 

  بسط كسينوسي تابع :25مثالsin x محدوده درx


  2 85مكانيك ـ سراسري مهندسي (        صورت است؟ كدام به(  

1 (
n

sin x cos(nx)
n









 2
1

4

4 1
  2 (

n

n
sin x cos( nx)

n









 2
1

4
2

4 1
  

3 (
n

sin x cos( nx)
n






 

 
 2

1

4
2 2

4 1
 باشد چون تابع فرد و بسط زوج است.) تابع داراي بسط مذكور نمي4  

  : توجه كنين دوره تناوب تـابع   »3«ه گزينپاسخT         هسـتش و اگـه بـه صـورت كسينوسـي
) كه 3بسطش بِديم، شكل مقابل رو داريم. مشخصه كه مقدار متوسط تابع صفر نيست، پس فقط گزينه (

البته به غير از دونستن اين هم شما  تونه جواب باشه ت، ميصفر نيس a)يعني(مقدار متوسط اون
رو حساب كنين و به جواب برسـين، چـون گفتـيم اگـه      aها مقدارميتونين بلافاصله با توجه به گزينه

  هستش! aوردن سريعهاي مناسب، بدست آها متفاوت بود، يكي از روشتو گزينه aمقدار
 

 سري فوريه تابع :26مثالf (x ) f (x) 4 ،
; x

f (x) ; x

; x

   
   
  

2 1
1 1 1

1 2




  )84ـ سراسري  ابزار دقيق و اتوماسيونمهندسي (  به كدام شكل است؟ 

1 (x x xf (x) (cos cos cos )    


1 2 1 3 1 5
2 2 3 2 5 3   2 (x x xf (x) (cos cos cos )    


1 2 1 3 1 5
2 2 3 2 5 3   

3 (f (x) (cos x cos x cos x )  
    


1 2 1 3 1 5
2 2 3 2 5 2   4( f (x) (cos x cos x cos x )  

    


1 2 1 3 1 5
2 2 3 2 5 2    

  : اولاً چون دوره تناوب تابع  »3«گزينه پاسخT   4 2 Lداده شده، پـس  2  هـا بايـد بـه صـورت     هسـتش و از اونجـايي كـه فـرم كسـينوس      2
n xcos( )
L
 ها بايد به صورتباشه، پس كسينوسncos x

x) غلطن! از طرفـي بـه ازاي  2) و (1هاي (باشن، بنابراين گزينه 2        1مقـدار تـابع برابـر بـا 

x) به ازاي4ميشه، اما مقدار گزينه (  1، كمتر از
1ميشه (چون از 2

    ) جوابه 3مقداري مثبت كم ميشه)، پس فقط گزينه ( 2

( )      


1 2 1 1 112 3 5 2


SLX¶ ÁnHk£¶

x) به ازاي4مقدار گزينه (     

 

f (x)

2


2


 x
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 اگر: 27مثال
L

x , x
f (x)

L
(L x) , x L

   
   


3
1
2 3


nو 

n

n x
f (x) b sin

L






 

1
كند كـه  اند، آنگاه اين رابطه سري ايجاب ميها ضرايب ثابتnbكه در آن 

  )84برق ـ سراسري مهندسي (              كداميك از روابط زير صحيح باشند؟

1 (
Lx , x

f (x)
L(L x) , L x

    
     


3
1
2 3


  2 (

Lx , x
f (x)

L(L x) , L x

    
     


3
1
2 3


  

3( 
L(L x) , L x

f (x)
Lx , x L

    
  


1 5
2 3

5 23

  4 (
L(L x) , L x

f (x)
Lx L , x L

    
   


1 5
2 3

52 23

  

  : دامنه سينوسي نوشته با توجه به اينكه بسط نيم  »4«گزينه پاسخ
fبنابراين ،شده (x) بـا دوره تنـاوب  فرد بايد به صورت تابعي  ورT L 2 

fاولاً بنويسيم. ( L)2 ) غلطه! چـون 3بايد صفر باشه، پس گزينه (f ( L)2 
fبدست مياد. همچنين L2تو اين گزينه برابر با ( L)     پـس گزينـه ،

L) هم غلطه، از طرفي2( Lf ( )  3 هـم غلطـه و   ) 1بنابراين گزينـه (  3
  ) كه جواب سؤال همينه 4مونه گزينه (مي

 

 سري فوريه مثلثاتي تابع متناوب :28مثالf ي تناوببا يك دوره
L L

; x
f (x)

L L
; x , x L

   
    


31 2 2
3 22 2 

  عبارت است از: 

  )74(مهندسي برق ـ سراسري 

1 (
m

m

( ) mcos x
( m ) L





 


 
1

1 1 2 1
2 2 1  2 (

m

m m

( ) m mcos x sin x
( m ) L L

 

 

  
 

  
2

1 1

1 1 2 1 2
2 2 1  

3 (
m

m

( ) msin x
m L





 
 

1

1

1 1 2
2  4 (

m

m

( ) ( m )cos x
( m ) L





  


 
1

1 2 1 2 1
2 2 1  

  : 4«گزينه پاسخ«   :   شكل سري فوريه به صورت زيرِ
L(بين

L3تا 2
Lمقدارش برابر با يك و از صفر تا 2

L3و از 2
!) L2تا 2   مقدارش صفرِ

ي سينوسي دارن، از طرفـي  ) غلطن، چون جمله3) و (2هاي (تابع زوجِ، پس گزينه معلومه
Tچون دوره تناوب تابع L ncosهستش، پس جملات كسينوسي بايد به صـورت  2 x

L
 

  تونـه نمـايش سـري فوريـه ايـن تـابع باشـه،        ) نمي1نمايش داده بشِن، و اين يعني گزينه (
  ) جوابه 4پس گزينه (

 

 سري فوريه تابع :29مثالf (x) | sin x | اگرx  2 72ـ سراسري  (دكتري برق   كدام است؟(  

1 (
n

sin nx
n



 
1

2
2 1  2 (

n

sin nx
n






  
 2

1

2 4 2
4 1

  3 (
n

cos nx
n






  
1

2 4
2 1  4 (

n

cos nx
n






  
 2

1

2 4 2
4 1

  

  : سؤال رو به دو روش پاسخ ميديم:  »4«گزينه پاسخ  
) ايـن شـرايط رو   3) و (2)، (1هـاي ( بينـين كـه گزينـه   فرد باشه، اگه دقت كنين، مي nبايد نسبت به nbزوج و nبايد نسبت به naدونيمميروش اول: 

  تر ميشه طرح كرد!)(خدا وكيلي سؤال از اين ساده ) صحيحِ 4ندارن، پس گزينه (
fنيم تابعوداز طرفي مي !صحيح باشن ننتومي )4(و  )3(هاي گزينه پس فقط ،زوجِ چون تابعروش دوم:  (x) | sin x | توx       كه ريشـه سـاده داخـل

حداقل با سرعت naضريببنابراين  ،تابع پيوسته نيست اولمشتق مرتبه  پس ه،ناپذيرمشتق هستش،قدر مطلق 
n2
) 4فقـط گزينـه (   پـس . ميشـه صـفر   1

|ه البته از اين كه خود تابعِصحيح باش نهتومي sin x xتو |  تونين بگين ضريبپيوسته هستش هم راحت ميna حداقل با سرعت
n2
   صفر ميشه  1

  (البته تو صفحات بعدي درس اين قسمت رو دادم!)
  

f (x)

L

2


x
L

2

3L

2


3L

2

L
3

2L
3

L

4L
3

5L
3

2L

L
3

2L
3



L4L
3

 5L
3


2L 0

L
3



L
3

f (x)

t



  

301  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي 

 75(مهندسي مكانيك ـ سراسري   فوريه تابع زير كدام است؟ سري  :30مثال(  
t

; t
f (t)

( t)
; t

      
      



4 2 2
3

4 2 2

  

1 (
n , , ,

sin(nt)
n




 2

1 3 5

1


  

  

2 (
n , , ,

sin(nt)
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sin(nt)
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  : نمودار تابع  »4«گزينه پاسخf (t) كنيم:رو رسم مي  
sinتونيم اونو يه جورايي شبيه بهبا توجه به شكل كه مي t درسـته!  4) يـا ( 3هـاي ( ثبت باشـه، پـس يكـي از گزينـه    بدونيم، علامت اولين سينوس بايد م (  

tحالا در فرد هستش؛ fها معلومه كهاز گزينه، fبدون رسم نمودار(   ياز ضابطهtf (t) 
 بايـد   sinمثبته؛ پس اولين ضريب f، معلومه كه مقدار4

  مثبت باشه.) 
زوجِ)  nاون نسبت به nb) غلطه! (چون3فرد باشه، بنابراين گزينه ( nبايد نسبت به nbاز طرفي چون

هـاي  تـو گزينـه   nbالبته يه روش ديگه هم اينِ كه از همون اول بگيم؛ چون ) جوابه 4پس گزينه (
هـا بـا   nbها غلطـن و چـون تـابع پيوسـته هسـتش، بنـابراين      ) زوج داده شده، پس اين گزينه3) و (1(

سرعت
n2
   ) جوابه4) غلطه و گزينه (2كنن، پس گزينه (به سمت صفر ميل مي 1

 

 مطلوب است بسط :31مثالx  2،f (x) x   )80مكانيك ـ سراسري مهندسي (  .2ي تناوببر حسب يك سري فوريه با دوره 2

1 (
n

f (x) ( cos nx sin nx)
nn





 
  

2

2
1

4 4 4
3  2 (

n
f (x) ( cos nx sin nx)

n n





 
  

2

3 2
1

4 4 4
3  

3 (
n

f (x) ( cos nx sin nx)
nn





 
  

2

2
1

4 4 4
3  4 (

n
f (x) ( cos nx sin nx)

nn





 
  

2

3
1

4 4 4
3  

  : اولاً  »3«گزينه پاسخna بايد نسبت بهn هـاي  شنَ! خبُ حالا بايد از بين گزينه مرخص) غلطن و بايد 4) و (2هاي (جا گزينهزوج باشه، پس همين

24كه براي هر دو سري برابر با a) يكي رو انتخاب كنيم. مقدار3) و (1(
  ها باشه!داده شده، پس بايد نگاهمون به داخل سري 3

sinي شبيه بودن بهاينجاست كه نكته x به كارمون مياد، نمودارf (x) x sin، شبيه2تا تو بازه 2 x ،رِ هستشدقت كنيد كه تقع)x2    بـه سـمت
sinت. تقعربالاس x به سمت پايينه، پسx2 وsin x  م هستن!از اين نظربنابراين ضريب اولين هارمونيك سينوسي بايد منفي باشه، به نظر شـما   )مثل ه

  ) 3معلومه گزينه (سينوسي منفي داده شده!؟  تو كدوم گزينه ضريب اولين هارمونيك
 

  

 ي تابعسري فوريه كسينوسي نيم دامنه :32مثالf (x) x(L x) , x L   92(مهندسي مكانيك ـ سراسري    ، كدام است؟(  

1 (
m

L L m xcos
L(m )











2 2

2
1

4 2
4 4

  2 (
m

L L m xcos
L(m )











2 2

2
1

2
3 4

  

3 (
m

L L m xcos
L(m )











2 2

2
1

4 2
6 4

  4( 
m

L L ( m ) xcos
L( m )





 


 


2 2

2 2
1

4 2 1
6 2 1

  

  : كنيم:سؤال رو به دو روش حل مي  »3«گزينه پاسخ  
هـاي زوجِ و يكـي از   ها ميگن؛ تـابع فقـط داراي هارمونيـك   خبُ سه تا از گزينهروش تستي اول: 

هـاي فـرد. اول شـكل تـابع رو رسـم      ) ميگه تـابع فقـط داراي هارمونيـك   4ها (يعني گزينه گزينه

Lxبينين اگه خططور كه ميهمون كنيم،مي  بينيم كه قسـمتي از نمـودار   رو رسم كنيم، مي 2

، زوجِداره و چون خـود تـابع هـم     زوجقرار داره، نسبت به اين خط تقارن  Lتا پريودكه تو نيم
  ) غلطه!  4زوج) پس گزينه ( زوج خواهيم داشت، (زوج زوجهاي پس قطعاً فقط هارمونيك

  ) جوابه 3( رو حساب كنيم كه معلوم ميشه، گزينه aتو همشون فرق ميكنه، بهتره aي صحيح چونبراي انتخاب گزينه

f (x)

L
x

L

Lx
2



t

3

2



2



f (t)
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  تونيم از روش محاسبه بدون رسم شكل برِيم:ميهارمونيك فرد:  نداشتنروش محاسبه براي اثبات 

هاي زوجِ سري فوريه فقط شامل هارمونيك
L L L L Lf ( x) ( x)[L ( x)] ( x)( x)

L Lf ( x) f ( x)
L L L L Lf ( x) ( x)[L ( x)] ( x)( x)

             
        


2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2

  

  :ه، به صورت زير به جواب برسجوابه 4و  3هاي يكي از گزينه كهو مشخص شدن اين  aياز محاسبه بعد نهتودانشجوي باهوش ميروش تستي دوم: 
xتوبر اساس قضيه ديريكله مقدار سري فوريه تابع     داريم: چون، ميشهصفر با برابر  f (x) x(L x) f ( )      

  وم صفر شد، جوابه:يم، هر كددقرار مي وصفر ر، عدد x) به جاي4) و (3هاي (گزينه توحالا 

L L L L
     



2 2 2 2 2

26 6 6 6  ) به ازاي 3مقدار سري گزينه (m m

m

L L x
m











   




2
21

1
2 2 6

2 2
1

1
6  ) به ازاي3مقدار سري گزينه (x    

  ه! ) جواب سؤال3پس گزينه (

كنم، حاصل دو سريپيشنهاد مينكته: 
n n




 2

1

و 1
n ( n )



 
 2

1

1
2 1

بـه صـورت مسـتقيم مـورد سـؤال بـوده و هـم         رو حفظ باشين، چون هم حاصل اونا بارها 

  كنيم:حل سؤالات مختلف استفاده مي توي ازشون
n n

,
n ( n )

 

 

 
 


 

2 2

2 2
1 1

1 1
6 82 1

  

  
 هرگاه :33مثال f(x)  وتابعي زوج باشدf (x) x cos x  xبه ازاي2   تابع ، آنگاه در سري فوريه مثلثاتي f(x) يبازه بر[ , ]   ضريب

cos x288(مهندسي برق ـ سراسري    كدام است؟(  

1(  2( 1  3(

11 2  4(


11 2  

  : نمودار تابع  »2«گزينه پاسخg(x) x يبازه تو روx     و در دوره تنـاوب  كنـيم مـي رسـمT  2 
fشـده گسترش زوج به اين خاطر كه تو صورت سؤال گفتـه  ( ،ديمميگسترش زوج  (x)  ِو چـون  تـابعي زوجcos x2 

g(x)، حتماً بايدزوجِ x  اونداريـم كـه بسـط فوريـه      تابع بينين يههمونطور كه مي ) وگسترش داده بشِههم زوج 

Lxميشه، (اگه خطهاي فرد كسينوسي فقط شامل هارمونيك 
 2 بينـيم؛ قسـمتي از نمـودار    رو رسم كنيم، مي 2

xقـرار داره، نسـبت بـه خـط     تا يكه تو فاصله 
 ، پـس فقـط   زوجِداره، چـون تـابع خـودش     فـرد تقـارن   2

g(x)بسط توو اين يعني داريم!)  رو فردهاي هارمونيك x يخبري از جملهcos x2 ه اين كه و نتيج  نيست
cosضريب x2 بسط  تو»x cos x cos. (يعني ضريب همونهستش 1برابر با » 2 x2  كه از اول داشتيم(  

 

  ضرايب سري فوريه تابع متناوب :34مثال, x
f (x ) f (x) , f (x)

, x

    
       

22 2



  )87هوا فضا ـ سراسري  مهندسي(   كدامند؟ 

1( n na b
n

 

n  2(  nبه ازاي هر 8 nb , a

n
 


  nبه ازاي هر 8

3( n n
nb , a 


n  4( naبه ازاي هر 2   به ازاي هرn   وn
; n

b n
; n


 


8 فرد  
 زوج

  

  : اگه نمودار تابع رو رسم كنيم، كاملاً مشخصه كـه تـابع    »4«گزينه پاسخf (x)  پـس فـرد ،na   
  موج داريم و نمـودار تـابع تـو قسـمت    ) جوابه! و چون تقارن نيم4) و (2هاي (ميشه، اين يعني يكي از گزينه

 تانسبت به خط ،x 
   رو داشـته باشـيم    فـرد هـاي  داره، بنابراين بايد فقط هارمونيـك  جزوتقارن  2

  ) جوابه 4) هم غلطه و گزينه (2فرد)، پس گزينه (زوج (فرد
)اول داريم:  يموج رو تشخيص بدِيم، مثلاً از روي ضابطهالبته اگه بخوايم از روش محاسبه، داشتن تقارن نيم x )    

L Lf ( x) f ( x) , f ( x) f ( x) 
         2 22 2 2 2  

Lچون Lf ( x) f ( x)  2 .، و خود تابع فرد، پس تابع فقط شامل هارمونيك2 هاي فرد  
 

g(x)

x
2    2



x
2


f (x)

 x

2

2

x
2
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f (x)

 

x
2


x

1

1

 مطلوب است بسط :35مثال; x
f (x)

; x

    
    

1
1




    يه.بر حسب يك سري سينوسي فور 

  )85ـ سراسري  هوافضامهندسي و   80مهندسي مكانيك ـ سراسري (

1 (
n

sin( n )xf (x)
n







 

1

4 2 1
2 1  2 (

n

sin nxf (x)
n





1

4 2  3 (
n

sin nxf (x)
n








 1

4 2  4 (
n

sin nxf (x)
n





 

1

4 2
1  

  : كنيم:  اول شكل اصلي تابع رو رسم مي  »1«گزينه پاسخ  

xبينين؛ وقتي خططور كه ميهمون 
  تـا  يكنيم، اون قسمتي از نمودار كه تـو فاصـله  رو رسم مي 2

xقرار داره، نسبت به خط 
 رو  فردهاي د فقط هارمونيكِ، پس بايفردداره و چون خود تابع  زوجتقارن  2

  فرد) زوج داشته باشيم! (فرد

xي تابعاگه تو ضابطهتر: روش تستي 
 هـا، عـدد  xي) به جا4) و (3)، (2هاي (ميشه، حالا اگه تو گزينه 1قرار بدِيم، اونوقت مقدار تابع برابر با  2

رو  2

   قرار بدِيم، مقدار هر سه گزينه برابر با صفر ميشه، پس هر سه به اتفاق هم غلطن 
 

 سري فوريه مثلثاتي تابع متناوب: 36مثال, x
f (x)

, x

   
    1
 


  )84ـ سراسري  هوافضاي مهندس(  كدام است؟  

1 (
k

cos kx
k



1

2 2
2  2 (
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sin( k )x
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1 2 2 1
2 2 1  
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( ) sin kx
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1

1
2  4 (

k
( sin( k )x cos kx)

k k




 


1

1 12 12 1  

  : دونيمخبُ مي  »2«گزينه پاسخkaها بايد نسبت بهk از ) هر دوتاشون غلطن! از طرفي با رسم نمـودار تـابع يـا    4) و (1هاي (شن، پس گزينهزوج با
  ) جوابه 2و گزينه ( ) هم غلطه 3هاي فرد وجود داشته باشه، بنابراين گزينه (روش محاسبه، معلوم ميشه كه فقط بايد هارمونيك

fالبته تابع داراي تقارن مخفيه، اگه (x) 1يرو مثلاً به اندازه
! و بعد راحت مياون ص aپايين بياريم، اونوقت تابعي فرد داريم كه 2 تـونيم شـكل رو رسـم    فرِ

ي تابع اين ميشه؛كنيم، در واقع ضابطهكنيم و يا از فرمول استفاده 
; x

f (x)
; x

      
   


1
1 2

12
2




.  

 

 در سري فوريه تابع متناوب: 37مثالx , x L
f (x)

L x , L x L

 
    2 2

 ي تناوب، با دورهL2يعني ،:n n
n

a n x n x
f (x) [a cos b sin ]

L L





 
  

12
:داريم ،   

  )84و مهندسي مواد ـ سراسري  83برق ـ سراسري مهندسي (                
1 (ka   كه در آنk , , , , ,... 1 2 3 4  2 (ka 2  وnb   به ازايn N  وk  
3 (ka  2 1  وnb   به ازايn N  وk  4 (nb   وka   به ازاي هرn Nو هرk , , , , ,... 1 2 3 4  

  : طور كه گفتيم؛ كاري كه اول بايد بكنيم اينه كه شكل سري فوريه رو رسم كنيم:همون  »2«گزينه پاسخ  
nbماًكاملاً مشخصه تابع زوجِ، بنابراين حت   و فقطka خواهيم داشت، حالا بايد ببينيم كدومka  هـا

Tهستن كه صفرن؟ دوره تناوب تابع كه L بينـين؛ اگـه خـط    طـور كـه مـي   داده شده، خبُ همـون  2
Lx  قرار داره نسبت به ايـن خـط تقـارن     Lتا رو رسم كنيم، اون قسمت از نمودار كه تو قسمت 2

زوج) بنابراين  فرد (فرد وجود دارن! فردهاي ، پس فقط هارمونيكزوجِداره، و چون خود تابع  فرد
  ) جواب درسته 2گزينه (
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x
L 2L2L
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Lx
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 سري فوريه تابع :38مثال
x x

f (x)

x x

      
    



2

2

،

،




  )81مكانيك ـ سراسري مهندسي (       ، به كدام صورت است؟ 

1(n

n
( ) cos nx

n








1

2
1

2 1 1  2(n

n
[( ) ]cos nx

n
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2
1

2 1 1 1  

3(n

n
[ ( ) ]sin nx

n




 

 2
1

2 1 1 1  4(n

n
[sin nx ( ) cos nx]

n




 

 2
1

2 1 1  

  : اول به شكل نمودار تابع  »2«گزينه پاسخf (x) توجه كنين. سري فوريهf (x)  بايد به
) جوابـه! از طرفـي   2) و (1هـاي ( ، پـس يكـي از گزينـه   زوجِ fصورت كسينوسي باشه، چـون 

xموج داره، (وقتي كه خطتقارن نيم fچون 
 كنيم، اون قسمت از نمودار كـه  رو رسم مي 2

بنــابراين فقــط بايــد داره،  فــردقــرار داره، نســبت بــه ايــن خــط تقــارن  تــا يتــو فاصــله
تونـه جـواب باشـه، چـون تمـام      ) نمـي 1رو داشته باشـه، معلومـه گزينـه (    فردهاي هارمونيك
هـا، اعـداد   nهاي فرد رو داره. (اگـه بـه ازاي  ) فقط هارمونيك2ها رو داره. اما گزينه (هارمونيك

)]nزوج رو قرار بِديم عبارت ) ] 11 هاي زوج حذف ميشن، صفر ميشه و بنابراين هارمونيك 1
  ) جوابه 2پس گزينه (

xبه ازاي ):2) و (1هاي (گزينه ي صحيح از بينروش دوم براي تشخيص گزينه 
 2،f (x)   به جاي2) و (1هاي (ميشه، حالا تو گزينه (x   عـدد


  رو قرار ميديم، هر كدوم برابر با صفر شد، جواب سؤاله: 2

n

n

( ) ncos
n






    

 



1

2
1

2 1
2

x)  به ازاي1مقدار گزينه (   
 2

n

n

( ) n[ ]cos
n






     

 



1

2
1

2 1 1
2

x)  به ازاي2مقدار گزينه (   
 2

نميشه زوج باشه، صفر nاگه

ncos فرد باشه، nاگه 
ميشهصفر 2

 زوج باشه، داخل كروشه صفر ميشهnاگه

ncos فرد باشه،nاگه 
2

 صفر ميشه
  

  ، صفر ميشه، پس جوابهnدر هر حالت براي) 2بينين تو گزينه (طور كه ميهمون
  

 

 در بسط فوريه تابع: 39مثالn n
n

a n t n t
f (t) a cos( ) b sin( )





 
  

12 3 3
  (دوره تناوب) اگر در يك پريود  

t ; t

; t

f (t) t ; x

; t

t ; t

     
       
  
   

3 3 2
1 2 1

1 1
1 1 2

3 2 3

  

    )77(مهندسي برق ـ سراسري   گاه ضرايب غير صفر فقط عبارتند از:باشد، آن
1( na وn 2   فرد (na وn 3  زوج (nb وn 4  زوج (nb وn فرد  
  : كنيم:اول نمودار تابع رو رسم مي  »4«گزينه پاسخ  

fخبُ تابع (t)پس ،يه تابع فرد ،na وa غلطـن!  2) و (1هـاي ( شن! و اين يعني گزينـه اون صفر مي (

Tدوره تناوب تابع   2 3 Lهستش و اين يعني 6  Lxو بنابراين 3 / 1 طـور  ، حالا همـون 52
x) قرار داره، نسبت به خـط 3تا  پريود (بينين؛ قسمتي از نمودار كه تو نيمكه مي /1 تقـارن زوج   5

) 4هاي فـرد سينوسـيه، پـس گزينـه (    داره و خود تابع هم فرد و ... اين يعني تابع فقط شامل هارمونيك
  ه جواب

 

f (x)
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2

x
2


t
1

12
23 3

f (t)

x 1.5
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 توان از بسط فوريه تابع متناوبهاي زير را مياز سري يكحاصل كدام :40مثالf (x) | x | يدر فاصله( , )1   به دست آورد؟  1
  )76(مهندسي برق ـ سراسري 

1 (
n ( n )



 
 2

1

1
2 1

  2 (
n n




 2

1

1  3 (
n ( n)




 2

1

1
2

  4 (
n

n

( )
n





 2
1

1  

  : اول نمودار تابع  »1«گزينه پاسخf (x) | x | كنيم:رو رسم مي  

Lتو اين تست


1
2 xهستش، اگه خط 2 

1
ميشه ديد كه؛ اون قسمت از نمـودار كـه    رو رسم كنيم، اونوقت 2

هاي پس فقط هارمونيك زوجِداره و چون خود تابع  فردقرار داره، نسبت به اين خط تقارن  1تا  پريودتو نيم
  ) جوابه 1س گزينه (زوج) پ فرد بايد وجود داشته باشه (فرد فرد

 

 هرگاه :41مثالsinx , x
F(x)

sin x , x

  
     

2
2




F(xو  ) F(x)  4 يدر سري فوريهF(x) .فقط ضرايب جملات زير ممكن است غيرصفر باشند  
  )71(مهندسي برق ـ سراسري   

  فرد سينوسي )4  زوج سينوسي )3  نوسيفرد كسي )2  زوج كسينوسي) 1
  : نمودار»  2«گزينه پاسخ :   سري فوريه تابع به صورت زيرِ

ــون ــو  هم ــه ت ــور ك ــودارط ــي رو داره      نم ــلات كسينوس ــط جم ــس فق ــابع زوجِ، پ ــده ت ــخص ش   مش
(يعني جملات سينوسي رو نداره)، اما براي تعيين اين كه جملات كسينوسي زوج يا جملات كسينوسـي  

Tمـوج اسـتفاده كنـيم. دوره تنـاوب    داره؟ بايد از تقارن نيم فرد رو  4 داده شـده و ،L 
  

2
2 2 ،

قـرار داره نسـبت بـه     2تـا  يكـه تـو فاصـله    Fبينين اون قسـمت از نمـودار تـابع   طور كه ميهمون
xخط    هـاي فـرد وجـود دارن!    ، بنابراين فقط هارمونيـك زوجِداره و چون خود تابع هم  فردتقارن
  ) جوابه 2زوج) پس گزينه ( فرد (فرد

  
 اگر بسط به سري كسينوسي فوريه : 42ثالمx , f (x) x    به صورت...f (x) (cosx cos x cos x )


    

 2 2
4 1 13 52 3 5

بسـط بـه    ، باشد 

xسري فوريه سينوسي , g(x) x( x)


      8 :78برق ـ سراسري مهندسي (               برابر است با(  

1 (
n

sin nx
( n)




 3

1

2
2

  2 (
n

sin ( n )x
( n )








 3

1

2 1
2 1

  3 (
n

sin nx
n




 3

1

2  4 (
n

sin ( n )x
( n )








 3

1

2 1
2 1

  

  : ياگه در طرفين رابطه  »4«گزينه پاسخg(x)به جاي ،xعدد ،
)gرو قرار بديم، داريم: 2 ) ( )   

  2 2 2 ، بدون اين كه نياز به محاسبه باشه، 8

عدد xها اگه به جايمعلومه اين مقدار صفر نيست. حالا تو گزينه
تـونن  شنَ، اين يعنـي اونـا نمـي   ) صفر مي3) و (1هاي (رو قرار بديم، معلومه كه گزينه 2

)sin) هارمونيـك فـرد  2) كافيـه ببينـين گزينـه (   4) و (2ي (زينـه از بين دو تـا گ  جواب باشن  x)1    ) جـواب نيسـت   2رو نـداره، پـس گزينـه (   

sinي اون(اولين جمله x
3
3

3
  ) جوابه 4هستش) پس گزينه ( 

 

 تابعدر صورتي كه سري فوريه مثلثاتي  :43مثالf (x) x 2،L x L   به صورت ،n

n

L n x
L ( ) cos

L(n )






 




22
2

1

1 4 سـري فوريـه   باشد، آنگـاه   13

xمثلثاتي تابع x
( )
L


2
2   )87برق ـ سراسري  مهندسي(   كدام است؟ 13

1( n

n

L n x( ) sin
Ln








 
2 3

1

4 1  2( 
n

n

( ) n xsin
Ln





 


2 2

1

4 1  3( 
n

n

( ) L n xsin
n L





 


2
1

4 1  4( 
n

n

( ) L n xsin
Ln





 

 
2 2 2

1

4 1  

  : چــون تــابع  »1«گزينــه پاســخx2 پيوســته هســتش، انتگــرال اون (يعنــيx3

C) يــه تــابع همــوارِ و ســرعت همگرايــي اون از درجــه3
n3 ،هســتش  

  ) اين شرايط رو داره 1فقط گزينه ( پس
 

  

f (x)

x
11

1

1x
2



 x
2

2 

F(x)
x  
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 اگر سري فوريه تابع :44مثالf (x) x ]در بازه 2 , ]  برابر باn

n

( ) sinnx
n





 1

1

4 g(x)سري فوريه تابع  ،باشد 1 x  2    كدام است؟2

  )87كامپيوتر ـ سراسري  سيمهند(  

1( 
n

n

n

( ) [cos(nx) ( ) ]
n






  2

1

4 1 1  2( 
n

n

n

( ) [sin(nx) ( ) ]
n






 

1

2
1

4 1 1  

3( 
n

n

n

( ) [cos(nx) ( ) ]
n






 

1

1

4 1 1  4( 
n

n

n

( ) [sin(nx) ( ) ]
n






 

1

4 1 1  

  : با توجه به اينكه تابع  »1«گزينه پاسخg(x)    4) و (2هـاي ( جـا بـا گزينـه   ن كسينوسـيه، خـُب همـين   تابعي زوجِ، پس سري فوريـه مربـوط بـه او (

fبرابر با تابع g(x)كنيم! و از اونجايي كه مشتقخداحافظي مي (x) ميشه، بنابراين حتماً سرعت همگرايي اون به صورتC
n2   1«ميشه، پس فقط گزينـه «

  صحيح باشه  ميتونه
xبه ازايتر: روش تستي  حاصل ،g(x)  برابر با صفر ميشه، حالا بايد ببينيم تو كدوم گزينه اگه به جـايx  هـا، عـدد      رو قـرار بـِديم، حاصـل صـفر

ncosدونيم(مي ) چنين شرايطي داره 1قط گزينه (ميشه!؟ معلومه! ف n ( )  1(  
 

 سري فوريه تابع فرد :54مثالf (x) x

f ( x) f (x)


   

]بر فاصله  , ]2   )81(مهندسي هوا فضا ـ سراسري          از: عبارت است 2

1 (
n

n

( ) n xf (x) sin
n





 

 2

1

4 1
2  2 (

n

n

( ) n xf (x) cos
n





 

 2

1

4 1
2  

3 (
n

n

( ) n xf (x) sin
n





 



1

1

4 1
2  4 (

n

n

( ) n xf (x) cos
n





 



1

1

4 1
2  

  : پس  »3«گزينه پاسخ ،تونن صحيح باشن و چون خود تابع ناپيوسته هستش، پس سرعت همگرايي بايـد مثـل  ) نمي4) و (2هاي (گزينهتابع فردC
n

 

  ) جوابه 3باشه، بنابراين گزينه (
  

 ي انتگراليدر معادله :46مثالcosx ; x
f ( )sin x d

; x

   
      





f، تابع ( )  93(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (( cos )
( )


 
  2

2 1
1

  2 (( cos )
( )

 
  2

2 1
1

  3 (( cos )
( )


 
  2

2 1
1

  4 (( cos )
( )

 
  2

2 1
1

  

  : با توجه به صورت سؤال  »3«گزينه پاسخf ( ) ضريب انتگرال فوريه سينوسي تابع است. بنابراين بايد نسبت به       فـرد باشـه. (دقـت كنـين اينجـا
f ( ) همونB( ) كنيم! چون نسبت به) خداحافظي مي4) و (2هاي (جا با گزينهخودمونه!) پس همين هـاي  زوجن. خبُ حالا چه جوري از بين گزينه

مومي خودمون كمك بگيريم! دقت كنين؛ به ازاي) يكي رو انتخاب كنيم!؟ بايد يه ذره از اطلاعات رياضي ع3) و (1( 1  ،مخرج هر دو تا كسر صفر ميشه
اگه قرار باشه صورت كسر هم به ازاي 1 اي جوابه كه به ازايصفر نشه، اونوقت انتگرال فوريه ناپيوسته ميشه، بنابراين گزينه 1   صورت اون هم صـفر

  ) جواب قطعي ميشه 3ها حذف و گزينه () هم از بين گزينه1بشِه، به همين راحتي گزينه (
 

 اي هموارپذير و تكهاگر تبديل فوريه تابع مطلقاً انتگرال :47مثالf (x) به صورتi xF( ) f (x)e dx




    باشد، تبديل عكس فوريهF( ) 
 2

2
1

، 

fيعني (x) 93(مهندسي مكانيك ـ سراسري    كدام است؟(  
1(xe  2(xe  3(xe  4(cosh x  

  تابع چون  »3«گزينه : پاسخf (x) حد پس، هپذيرمطلقاً انتگرالf (x) وقتيx   4) و (2)، (1(هـاي  با همين شرط، گزينه كراندار باشه.، بايد (
ــه (   ــن و گزين ــرخص ميش ــه 3م ــه (   ) جواب ــو گزين ــين ت ــت كن ــدار2(دق x)، مق

x
Lim e


ــه (    ــراي گزين ــت، ب ــدار نيس ــم 1كران x) ه
x
Lim e


  

) هم كه برابر با4اين وضعيتو داره، و گزينه (
x xe ecosh x


 xهستش، تو 2   ياx  نهايت ميشه.)حدش بي  
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 مقدار انتگرال فوريه تابع : 48مثال; | x |
f (x)

; | x |


  

1 1
1

xيدر نقطه   1 87هوا فضا ـ سراسري  مهندسي(         كدام است؟(  

1( 1
2  2( 


2  3(   4( 

4  

  : با توجه به اينكه  »1«گزينه پاسخx  1 :   نقطه ناپيوستگي تابع هستش، پس طبق قضيه مقدار اون برابر با عدد زيرِ


  
1 1

2 2 2
مقدار تابع درx  1  f +  حد چپ تابعfحد راست تابع

  
  ) جوابه 1پس گزينه (

 

فوريه تابعاگر تبديل  :49مثالt
f (t)

t a


2 2 )a   ثابت) به صورتi tF( ) e f (t)dt




    تعريف شود( R) آنگاهF( ) كدام است؟    

  )87مكانيك ـ سراسري  مهندسي(    

1( aie  2( aie  3( aie2  4( 
a

a

ie ,

ie ,





  

  




  

  : چون تابع  »4«گزينه پاسخf (t)    پـس ،حقيقـي و فـردF( )            بايـد فـرد و موهـومي باشـه، فقـط گزينـه چهـارِ كـه چنـين شـرايطي رو داره   
 فرد نيستن) ها نسبت بهقيه گزينه(ب

 

 انتگرال فوريه تابع :50مثال; t
f (t)

; t , t

  
    

1 1 1
1 1

  )86ـ سراسري  مهندسي كامپيوتر(   عبارت است از: 

1 (cos( )sin( t) d
  


 
2


  2 (sin( )cos( t) d

  


 
2


  

3 (sin( ) cos( t) cos sin( t)[ d d ]
    

 
   
2

 
  4 (sin ( )cos( t) cos sin( t)[ d d ]

    
 

   
2 22

 
  

  : ابتدا توجه كنيد كه بايد  »2«گزينه پاسخB( )   باشه، چون تابعf (t) همگي بـه اتفـاق هـم غلطـن     4) و (3)، (1هاي (زوجِ، پس گزينه ( 

)sinAتن) كه با داش2مونه گزينه (مي ) ( ) 
 
  تونه جواب اين تست باشه مي 2

 

 در معادله انتگرالي :51مثالcosx x
f ( )sin xd

x

   
     







f، تابع ( ) 86(مهندسي برق ـ سراسري     كدام است؟(  

1( ( cos )
( )

 
  2

2 1
1

  2( ( cos )
( )


 
  2

2 1
1

  3( ( cos )
( )

 
  2

2 1
1

  4( ( cos )
( )


 
  2

2 1
1

  

  : توننَ صحيح باشن، چون به ازاي) نمي4) و (3هاي (اولاً گزينه  »2«گزينه پاسخ 1     ،مخرج صفر ميشه. اگه قرار باشه صورت كسـرها هـم صـفر نشَـه ،
f) جوابه. از طرفي2) يا (1هاي (گيره، پس يكي از گزينهصورت نمي اونوقت رفع ابهام ( ) ) تونه جواب باشه) مي2بايد فرد باشه، خبُ پس فقط گزينه   

 

 انتگرال فوريه تابع :52مثالxe
  )85معماري كشتي ـ سراسري دسي مهن(              كدام است؟  2

1(i xe e d





   

 
2

41
2

  2 (
i xe d





 


  2
1

2 1
  3(i xe e xd






  

 
2

2
1

2
  ) انتگرال فوريه ندارد.4  

  : با توجه به اينكه   »1«گزينه پاسخxe
   چـون تـابع زوجِ،  و  ) غلطـه، 4ه، پـس گزينـه (  وريـه باش ـ داراي انتگـرال ف  هتونمي پس ،پذير مطلقِانتگرال 2

  ) هم غلطه!2( پس گزينه بايد زوج باشه، اونمانتگرال فوريه 

xeانتگـرال فـوريه تـابعيادتون باشه 
keبه صورت اون بايديعنـي فـرم انتـگرال فـوريه  ه،بـر خـود تـابع منطبـقهميشه  2 2 1«فقط گزينه  پس باشه «

  ه صحيح باش هنتومي
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 تبديل فوريه :53مثالxe
eبرابر است با:  2




2
41

xfتبديل فوريه تابع. 2 (x) xe
  )91(مهندسي هوافضا ـ سراسري    كدام است؟  2

1 (e





2
2 4  2 (e






2

4
2   3 (e




2

4
2

  4 (i e



 

2

41
2 2

  

  : چون  »4«گزينه پاسخf (x) تونه ) مي4اين فقط گزينه (خودش يه تابع فرد و حقيقيه پس تبديل فوريه اون، يه تابع فرد و موهومي ميشه، بنابر
  جواب اين سؤال باشه 

 

 انتگرال فوريه تابع :54مثال; x
f (x)

sin x ; x

 
   

  80مكانيك ـ سراسري مهندسي (       كدام مورد است؟(  

1(cos xf (x) dx
 


  2
1

1
  2(cos x sin xf (x) dx

   


 21
  

3(sin xf (x) dx
  


  2
1

1
  4(f (x) .انتگرال فوريه ندارد  

  : اينكه تابع واسه، گفتيم نامهدرس يادتونه تو  »4«گزينه پاسخf (x) بايدهانتگرال فوريه داشته باش ،| f (x) | dx



 تـوي ايـن   ولـي   ه؟موجود باش ـ

|قدار انتگرالمبينيم كه مثال مي sin x | dx



  ،نستن ايـن قضـيه   وكه بدون دبگيم  هلازم رو از طرفي اين نكته جوابه ) 4گزينه ( پسمعين نيست

  ببريم.پي  اونادن به اشتباه بو نيمتومي ،قرار داده شده dxعبارت  dزير انتگرال به جاي ههاي ديگگزينه توبا توجه به اينكه  هم
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

 
 ششمفصل 

  »هاي جزئي معادلات ديفرانسيل با مشتق« 
 

  ديفرانسيل با مشتقات جزئي ليوويل و روش تفكيك متغيرها در حل معادلات ـ مسائل اشتروم :1درسنامه
 

 مرزي در مسأله مقدار  :1مثال
y y ,
y( ) y ( )
y ( )

     
  
   1

 
  


)n، مقادير ويژه ) كنند؟دق ميدر كدام معادله ص(n , , , ) 1 2 3   

1 (n ntg     2 (n ncotg     3 (n ntg      4 (n ncotg      

 :يحل معادله»  2«گزينه  پاسخy y     ( )   كنيم:ي آن آغاز ميي مشخصهتوجه به معادلهرا با  

r r i y a cos x bsin x           2  

y:بنابراين a sin x b cos x       گيريم:. اكنون شرايط مرزي را در نظر مي  y( ) y ( ) a b a b

y ( ) a sin b cos

        

         1
  


  

bبا جايگذاري a  ي دوم خواهيم داشت:ي اول در معادلهاز معادله  

a sin a cos a( sin cos ) sin cos cotg ( )                      

nي اين معادله در تساويويژه پس مقادير ncotg ( )   كنند.صدق مي  

 

 معادله ديفرانسيل  :2مثالd
dx

  

2
2 ،   وx  رزي، با شرايط م( )   و( ) ( )        مفروض است. مقادير ويژه توابـع آن

n)عبارت است از: , , , ) 1 2 3    

1 (n , cos x       2 (n , cos x    3(( n ) , cos x    2 1 4 (n , cos x   2 1  

 :سؤال مشخص شده  »4«گزينه   پاسخ در خود   است و براي مقادير مثبت       به راحتي با حل يك معادلـه ديفرانسـيل مرتبـه دوم بـا ضـرايب

  ثابت، داريم:

  d (x) k cos x k sin x
dx

        

2
1 22   

( ) k (x) k cos x       2 1      
)در رابطه (x)اريبا جايگذ ) ( )     :خواهيم داشت  

k k cos cos ( n ) , n , , , n , n , , ,                 1 1 1 2 1 1 2 3 2 1 1 2 3    
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 جواب معادله: 3مثالux y u
x y


 
 

22 23  كدام است؟  

1 (( ky )
kxu ce

 


31
  2 (

( kx )
kyu ce

 


31
  3 (( ky )

kxu ce



31

  4 (k(x y )u ce 
3  

  : با فرض»  1«گزينه پاسخu(x, y) F(x).G(y) :داريم  

     F Gx .F .G y .F.G x . y k
F G


       


2 2 2 2
13 3  

k
x k ky y( )

x k x k
y
k

kF (x) Fx k Ln F(x) c e
F(x) c x

u(x, y) c .c e ce
G(y) G yy . k Ln G(y) c e
G (y) c k



   



       
   

      



1
3 31 1
1 1

3

1

2 1
1 1

1
1 2

32
1 2

2 1
3

  

kبا فرض
k

1
)جواب به صورت 1 ky )

kxu ce
 


31

  شود.نوشته مي 

  

 با روش جدا كردن متغيرها حل كرد؟ توانميكداميك از معادلات زير را  :4مثال  

1 (ua bu
x y


 
 

2
  2 (u ux y

x y
 

 
 

2 2
2

2 2   3صحيح هستند. 2و1هايگزينه) 4  ) هيچكدام  

  : با فرض»  4«گزينه پاسخu(x, y) F(x).G(y) :داريم  

  F (x) bG(y)) aF (x)G (y) bF(x)G(y) a k
F(x) G (y)


       


1   

x F (x) G (y)) x F (x).G(y) yF(x).G (y) y k
F(x) G(y)
 

      
2

22   

 

 79(مهندسي مواد ـ سراسري                كداميك از معادلات مشتق جزئي زير با روش جداسازي متغيرها قابل حل است؟        :5مثال(  

1 (xx x yu u u x y    2 (xx yyu x u y    

3 (xx xy yyx u xyu y u   2 22  4 (x y y
xx x yye u xe u y u    2 2 2  

  : با فرض»  4«گزينه پاسخu(x, y) F(x).G(y) :داريم               x y ye e F (x)G(y) xe F (x)G(y) y F(x)G (y)    2 2 2   

yeبا تقسيم طرفين بر F(x)G(y)2 داريم:  
x

y
e F (x) F (x) y G (y)x k

F(x) F(x) e G(y)

  
   

2

2  

 

 معادله :6مثالu u( ) ( )
x y
 


 

2   )81برق ـ آزاد مهندسي (   يك معادله: 2

  ) خطي و غيرهمگن است.4  ) غيرخطي و غيرهمگن است.3  ) خطي و همگن است.2  خطي و همگن است.) غير1

  : باشد و همچنين همگناين معادله غيرخطي مي ،توان دوبا توجه به   »1«گزينه پاسخu u(( ) ( ) )
x y
 

 
 

2 2  .نيز هست  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

 مقادير و توابع ويژه مسأله :7مثالy y     با فرضy (a)   وy ( )             81(مهندسي مواد ـ سراسري                   كدامند؟(  
1( n n

n n x( ) , y cos
a a
 

  2  2 (n n
n n x, y cos
a a
 

    

3 (n n
n n( ) , y cos x

a a
 

    22 1 2 1
2 2  4 (n n

n n, y cos x
a a
 

    
2 1 2 1

2 2  

  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

yي ديفرانسيلمعادله y     ِرا با دو شرط همگنy ( )   وy(a)   رط همگن داريم، جواب دانيد كه وقتي دو شداريم. با توجه به متن درس مي
y(x)  نهايتاً مثلثاتي است. به عبارتي داريم: y(x)يويژه a cos x bsin x     

yاكنون شرط مرزي ( )   كنيم:را اعمال مي  y ( ) a sin( ) b cos( ) b b                  
دقت كنيد اگر   آيد. بنابرايناي بدست نميدار ويژهباشد، مقy(x) a cos x  دانستيم كـه شـرط نيـومن در   است. (هر چند ميx      بـه جـواب

y(a)كسينوسي منجر خواهد شد.) حال شرط مرزي   گيريم:را در نظر مي  cos( a) a ( n )      2 1 2  

nنبنابراي
n( )

a


   22 1
nو 2

ny cos x
a


 
2 1

  است. 2
 

 ي بسته و كرانداربراي فاصله :8مثال(a b) a x b  ي مقدار ويژه به صورت زير مفروض است:، مسأله  
y y
y(a) y(b)
y (a) y (b)

   
 
  


  

  ي حقيقي باشد:ادير ويژهكه اين مسأله داراي مقبراي اين
eigenي ي مقدار ويژه ترجمه(مسأله value problem (.است  )87برق ـ دانشگاه آزاد سال  دكتري(  
a) لازم است كه1 b   2لازم است كه (a    وb    3.لازم است كه) 4  ) شرطي لازم نيستa    وb    
  : ي اشتروم ـ ليوويل است، لذا داريم:ي داده، يك معادلهمعادله  »3«گزينه پاسخ  y y y C cos x C sin x        1 2  

C (cos a cos b)
y(a) y(b) C cos a C sin a C cos b C sin b C ( )

sin b sin a
  

          
  

1
1 2 1 2 2 1  

y C sin x C cos x       1 2  
y (a) y (b) C sin a C cos a C sin b C cos b               1 2 1 2  

C sin a C cos a C sin b C cos b C (sin b sin a) C (cos b cos a)                 1 2 1 2 1 2  
( ) (cos a cos b)(cos b cos a)C (sin b sin a) C

sin b sin a
     

    
  

1
1 1  

sin b sin a sin b sin a cos b cos a cos a cos b              2 2 2 22 2  
(sin a sin b cos a cos b) cos (b a)          2 2 1  

  نيست. bو a، لذا نيازي به برقراري شرطي بينتوان مقدار ويژه حقيقي يافت كه تساوي بالا را برآورده كندهمواره مي bو aبراي مقادير مختلف
 

 88كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (  توان با استفاده از روش جداسازي متغيرها حل نمود؟كدام يك از معادلات ديفرانسيل را مي :9مثال(  
y y u u uI) x , II) a [ ]

t r rt x r
    

   
   

2 2 22
2 2 2

19 4  
  كدام از دو معادله قابل حل نيستند.هيچ )2  هر دو معادله قابل حل هستند. )1
 قابل حل است. Iقابل حل نيست ولي  IIمعادله  )4  قابل حل است. IIقابل حل نيست ولي  Iمعادله  )3

  : يبراي معادله  »3«گزينه پاسخI با فرضy F(x).G(t) :داريم  G (t) F (x) xF(x).G (t) F (x).G(t) x
G(t) F(x) F(x)G(t)
 

     
9 49 4  

  توان آنرا حل نمود.ي ناهمگن بوده و به روش جداسازي متغيرها نميگردد كه اين معادله يك معادلهملاحظه مي

uكنيم با فرضرا بررسي مي IIيحال معادله F(t).G(r) :داريم  F (t) G (r) G (r)F (t).G(r) a [F(t).G (r) F(t).G (r)] a [ ]
r F(t) G(r) r G(r)

  
      2 21 1  

  توان از طريق جداسازي متغيرها حل نمود.را مي IIيگردد كه معادلهملاحظه مي
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 يمسألههاي زير، كدام يك از اسم :10مثال
tt xx

t

u c u , a x b , t
u(x, ) f (x) , a x b
u (x, ) g(x) , a x b
u(a,t) u(b,t) , t

    


  


  
   

2 



 

  )88دانشگاه آزاد سال برق ـ  دكتري(  كند؟ را بهتر توصيف مي 

 (initial value problem)ي مقدار اوليه ) مسأله2 (boundary value problem)ي مقدار مرزي ) مسأله1

 (Dirichlet problem)ي ديريكله ) مسأله4 (initial – boundary value problem)مرزي  ي مقدار اوليه ـ) مسأله3

  : چون مقادير  »3«گزينه پاسخu اي حالتي كهبرt    باشد داده شده در نتيجه مقادير اوليهu  داده شده است، از طرفي چون مقاديرu   در مرزهـاي
a  وb اند، لذا مقادير مرزي هاي مختلف داده شدهبراي زمانu باشد. مقدار اوليه ـ مرزي مي مسألهمطرح شده يك  مسألهلذا  ،اندنيز داده شده  

 

 يمسألهتوان گفت كه: مي :11مثال
y y , x
y( ) y ( )
y ( ) y( )

     
 
  

1
1
1

 



  )88برق ـ دانشگاه آزاد سال  دكتري(  

ي) مقدار ويژه1  1 .ي) مقدار ويژه2  دارد   .دارد  
ي) مقدار ويژه3 1 .غير از4  دارد ( به صورت(n , , , ) n    2 21 2  ي ديگري ندارد. مقدار ويژه 3

  : داريم ، لذااستيل وم ليوروي ديفرانسيل اشتمعادله داده شده، معادله   »3«گزينه پاسخ:    
                  y y y c cos x c sin x        1 2  

y c sin x c cos x       1 2  

( ),( )
y( ) y ( ) c c sin c cos ( )

cosc ( sin ) cc cos siny ( ) y( ) c c cos c sin c ( )
sin

         
   

                  
  

1 1 2 21 2
1 11

2 1 2 2

1 1
1

1 2




  

sin sin sin cos            2 2  
sin ( ) (sin cos ) sin ( )               2 21 1   

sin n n         2 2 يا     1 1  
يمقدار ويژه دتوانمطرح شده مي مسألهدر نتيجه  1 وn  2    را داشته باشد. 2

 

 ــال ــي :12مث ــه مجموعـ ـم ــت ك ــوان گف cosx,sin}يهت x,cos x,sin x,cos x,sin x, }2 2 3 3  ــ ــراي مجموع ــه يهب ــع تك ــته روي تواب اي پيوس
xيهفاصل   :   )89برق ـ دانشگاه آزاد سال  دكتري(  

w(x)) نسبت به تابع وزن1 1 ي متعامد و كامل است.يك مجموعه  
w(x)) نسبت به تابع وزن2 1 ي متعامد است اما كامل نيست.يك مجموعه  
xw(x)) نسبت به تابع وزن3 e ي متعامد و كامل است.يك مجموعه  
xw(x)) نسبت به تابع وزن4 e ي متعامد است اما كامل نيست.مجموعه يك  

  : مجموعه توابع  »2«گزينه پاسخ(x)1 و(x)2 يهو ... در بازa x b  با تابع وزنr(x)   گاه:متعامدند هر  
b

a
m nr(x) (x) (x)dx , (m n)       

sin  دانيم كه:طرفي مياز  mx sin nxdx , cos mx cos nxdx , sin mx cos nxdx
  

  
        

cos}يهلذا مجموع x,sin x,cos x,sin x, }2 2  با تابع وزنr(x) 1  ري گوييم كه هر تابعي را بتوان با س ـاي را كامل مي. از طرفي مجموعهاستمتعامد
 يهلـذا مجموع ـ  ،توان به صورت سري از توابع متعامد فوق نشان دادچون عدد ثابت را نمي ،مجموعه توابع فوق كامل نيست از آن مجموعه توابع نمايش داد.

  كاملي نيست. يهتوابع متعامد فوق مجموع
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 يمعادله :13مثالxx xy yy x yAu Bu Cu Du Eu Fu        كه در آنA  وB  وC  وD  وE  وF  اعداد ثابت و حقيقي هسـتند وA    را در
  )89برق ـ دانشگاه آزاد سال  دكتري(  توان گفت كه اين معادله:گيريم. مينظر مي
,u(xضربپذير است (يعني قراردادن جوابي به صورت حاصل) تفكيك1 y) X(x)Y(y) شـود)  ي ديفرانسيل معمولي ميدر آن منجر به دو معادله

Bاگر و فقط اگر  .  
Bپذير است اگر) تفكيك2  .  
Bپذير است فقط اگر) تفكيك3  .  
Bپذير است (مستقل از اين كه) تفكيك4   ياB  (  

  : ابتدا است، جواب درست كافي براي رسيدن به  »2«گزينه پاسخB    سپسوu(x, y) X(x)Y(y)  قرار دهيمرا در معادله:  
XY X Y X YAX Y CXY DX Y EXY FXY A C D E F

X Y X Y
   

              ´Ã¹¨Â¶ ´Ãv£U oM Hn ¸Ã oŠ  

Bدر صورتي كه شودملاحظه مي   معادلـه فقـط وقتـي كـه    حـال ايـن شـرط را بررسـي كنـيم كـه        .پذير استحتماً معادله تفكيك ،باشدB     باشـد
  كنيم:براي پاسخ به اين سؤال از يك مثال نقض استفاده مي .پذير است يا خيرتفكيك

X Yu(x,y) X(x)Y(y)
xx xy

X Y: Au Bu AX Y BX Y A B
X Y

  
         


  ´Ã¹¨Â¶ ´Ãv£U oM Hn ¸Ã oŠ مثال نقض  

Bكهشود با وجود اينملاحظه مي    پذير شود، در نتيجه اگرمعادله تفكيك بوده ولي باز هم حالتي وجود داشت كهB    پـذير  معادلـه تفكيـك   ،باشـد
Bحتماً نبايد يپذيراست ولي براي تفكيك   .باشد  

 

 90برق ـ دانشگاه آزاد سال  تريدك(  اي، خطي است؟ديفرانسيل پاره يهكدام يك از اين چهار معادل :14مثال(  

1(u uu
x y
 

 
 

2  2(u u( ) ( )
x y
 

 
 

2 2  3(u uxy( )
x y
 

 
 


2

22  4(u sin u
x y


 
 


2

  

  : كنيم:ها را بررسي ميتك تك گزينه  »3«گزينه پاسخ  

uuوجود عامل :)1(بررسي گزينه 
x



  باعث غيرخطي بودن معادله شده است. 

)uوجود عامل :)2(بررسي گزينه  )
x



)uو 2 )
y



  باعث غيرخطي بودن معادله شده است. 2

  باشد.مي 2 يهاي خطي از مرتباين معادله، معادله :)3(بررسي گزينه 
  يرخطي بودن معادله در اين گزينه شده است. باعث غ sin uوجود عامل  :)4(بررسي گزينه 

 

 م ـ ليوويل وبراي مساله اشتر :15مثالy y
y( ) ,y( )
   

   


  

  )90مهندسي هوافضا ـ سراسري (  ويژه مقدارها و ويژه توابع كدامند؟ 

1 (y cos x , , , ,...    1 2  2( y cos x , , , ,...    2 4  
3( y sin x , , , ,...   1 2 3  4( y sin x , , , ,...   1 4 9 

  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت    »4«گزينه پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

  آوريم:ومي معادله ديفرانسيل را بدست ميابتدا جواب عم
y( ) y Bsin            وy( ) A          وy Acos x Bsin x     

n        صفر شود.yبايد طوري انتخاب شود كهsinآرگومان، بايد مخالف صفر باشدBبا توجه به اينكه n , , ...       2 1 4 9  
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 معادله موج دو بعدي  :16مثالu u uc ( )
t x y

  
 

  

2 2 22
2 2   )91مهندسي هوافضا ـ سراسري (  ارز است؟ با كدام دستگاه معادلات هم 2

1 (xx yyG G , F F F      2 2    2 (yyG G , F F F     2 2    

3 (xxG G G , F F F         2 2     4 (xx yyF F F , G G G          2 2 2 2 2    

  : با فرض  »1«گزينه پاسخu(x, y, t) F(x, y)G (t)  :و جايگذاري آن در معادله ديفرانسيل داده شده خواهيم داشت  

xx yy c
xx yy

xx yy

G Gc (F F )G F F F
G F F F F

c







 

     
         

  


22
2

22
2 22

2
xx yyG F c (F G F G)   2  

  ايم.كردهاستفاده  2از در حل به جاي ما هماستفاده كرده است  و 2خاطر اين است كه در صورت سؤال از به
  

 توابع ويژه :17مثال(eigen functions)  92(مكانيك ـ دكتري   مسئله مقدار مرزي زير كدام است؟(  
y (x) y (x) y(x) x

y( ) y( )
       

  
2  

 
  

1 (x
n (x) e cos nx ; n , ,...  1 2 2 (x

n (x) e sin nx ; n , ,...  1 2 

3 (n (x) sinh sin nx ; n , ,...  1 2 4 (n,m (x) sinh mx sin nx ; n ,m , ,...  1 2 

  : رو هستيم:روبه ليوويل اشتروم ـبا يك مسأله   »2«گزينه پاسخ   y y y     ,    y( ) y( )       2     

  ( )x ( )x: m m m y Ae Be             2 1 1 1 12 1 1 معادله مشخصه  
كنيمفرض ميحالت اول:  1 :باشد  

  y( ) A B      

  ( ) ( )y( ) Ae Ae            1 1 1 1 1    
طور كه در ابتدا فرض كرده بوديم،همان 1 و چون از اين تساوي 1  .به دست آمده است، بنابراين جواب غير قابل قبول است  

كنيمفرض ميحالت دوم:  1 باشد، داريم 1  بنابراينm ( ) i        1 1 1   است:زير ل و جواب عمومي به شك 1
xy e (Csin x Dcos x)     1 1  

  xy( ) D y Ce sin x      1    

  Cy( ) sin n n               1 1 1   
xدر نتيجه

ny (x) e sin(nx)  درست است. 2خواهد بود، پس گزينه  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

  ه موج بررسي معادلحل و  :2درسنامه
 

 

 در معادله موج  :1مثال
tt xx

t

u u , x , t

u(x, ) x , u (x, ) x , x
u( ,t) u( ,t) , t

   
    
   

2
4 17

6 17
17

 

  
  

)uمقدار،  , )5   كدام است؟ 19

1 (37   2 (5/369  3 (368  4 (369  

  : به جايدر گام اول »  4«گزينه پاسخx  به جاي5عدد ،t  و به جاي 19عددc  دهيمرا قرار مي 2عدد:   

  * * * * * * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]                 


1 1 1 15 19 5 2 19 5 2 19 5 2 19 5 2 19 43 33 43 332 2 2 2 4  

xكدام در بازههيچ 33و 43اعداد حالا خوب دقت كنيد كه 17 چون هـر دو شـرط    !قرار ندارند. اينجاست كه بايد دست به دامن دوره تناوب شويم
Tاست، بنابراين uروي L   2 2 17   به صورت زير بازنويسي كنيم: با اضافه و كم كردن دوره تناوب عبارت راتوانيم است، پس مي 34

* * * * * * * *[f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]

[f ( ) f ( )] [G( ) G( )]

            

   

1 1 1 143 33 43 33 9 1 9 12 4 2 4
1 19 1 9

34 34 34 34

12 4

  

fحالا دقت كنيد كه (x) x وx
G(x) x dx x  2 36 2


)u  ، لذا داريم: , ) ( ) ( ( ) ) ( )           31 1 15 19 9 1 2 9 2 1 5 729 1 5 364 3692 4 2  

7بيش از طور نيست و درولي هميشه اين !نداشتيم G*و f*طور كه ديديد در اين مسأله نيازي به استفاده از نوع گسترشهمان  ها درصد سؤالات آزمون

  وجود دارد. G*و f*توابع نياز به گسترش
 

 با استفاده از روش دالامبر مقدار  :2مثالu( , )23       ي مسأله زير كدام است؟برا 12
1 (/18 4 5  
2 (/1792 5  
3 (/1798 5  
4 (/1798 5  

tt xx

t

u u ; x , t
u( ,t) u( ,t)

u(x, ) x , u (x, ) x x

    
  


  
2

16 29
29

3 4

 
 

 

  

 :در اين سؤال»  4«گزينه   پاسخc  4،x  tو 23 12 باشد، لذا داريم: مي  

* * * * * * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]                 


1 1 1 123 12 23 4 12 23 4 12 23 4 12 23 4 12 71 25 71 252 2 4 2 8
  

Tاست، بنابراين uروي مرزي چون هر دو شرط   2 29   حالا با اضافه و كم كردن دوره تناوب در موارد موردنياز داريم: .58
* * * * * * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]             

1 1 1 123 12 71 25 71 25 13 25 13 252 8 2 858 58  

f*مقادير ( G*و 13( ( xدر بازه 13به راحتي با توجه به اين كه عدد  13(  29 د. امـا بـا توجـه بـه گسـترش فـرد تـابع       نشـو قرار دارد، حساب مي*f ،  
f*مقدار ( )25 برابر*f ( ) *باشد، لـذا گسترش زوج ميداراي  G*شود، تا بتوان آن را نيز حساب كرد، از طرفي چوننوشته مي 25 *G ( ) G ( ) 25 25 ،

*  پس داريم: *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G( )]   
1 123 12 13 25 13 252 8  

xاز طرفي x
G(x) g(x)dx ( x x)dx x x      2 3 23 4 2

 
fو (x) x:بنابراين داريم ،  

u( , ) ( ) [( ) ( ) ( ) ( ) ] [ ] / /                 3 2 3 21 1 123 12 13 25 13 2 13 25 2 25 6 2197 338 15625 125 6 1792 5 1798 52 8 8   
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 در مسأله مقدار مرزي زير، مقدار  :3مثالu( , )1 برابر كدام گزينه است؟    
1 (4  
2 (5  
3 (7  
4 (3  

xx tt

x x

t

u u , x , t
u ( ,t) u ( ,t)
u(x, ) cos( x) , u (x, ) cos( x)

   
  
      

4
4

2 5 1 2

 
 
 

  

 :ديها را ببينكنيم، تا يكسان بودن جوابحل مي (دالامبر و روش ضربي) اين سؤال را به دو روش بيشتر، اي تمرينبر  »1«گزينه   پاسخ .  
x)اسـت؛ امـا چـون    xu(دقت كنيد كه در اين سـؤال هـر دو شـرط مـرزي روي     كنيماز روش دالامبر استفاده ميروش اول:  ct)  در بـازه[ , ]4   قـرار دارد

x)و ct) هم بدون نياز به دوره تناوب و صرفاً با توجه به گسترش در بازه[ , ]4 ان از روش دالامبر جبري كمك گرفتتوگيرد، ميقرار مي(:  
  * * * *[f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]    

1 11 1 1 12 2
* * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]        

1 11 1 1 1 12 2      
xنسبت به fبا توجه به شرايط مرزي، بايد   گسترش زوج يابد، بنابراين* *f ( ) f ( ) 1 x، نسبت بهgو همچنين 1   گسترش زوج و در نتيجـه ،G 

xبايد نسبت به   گسترش فرد يابد، لذا* *G ( ) G ( )  1 )uشود:، پس جواب به شكل مقابل خلاصه مي1 , ) [ f ( )] [ G( )] f ( ) G( )   
1 11 2 1 2 1 1 12 2  

x  شود:ي مقابل حساب مياز رابطه G(x)اما x
G(x) g(x)dx ( cos x)dx x sin x      

 
11 2 22 

  
)Gبنابراين ) 1    و لذا داريم: 1

u( , ) cos( ) sin( ) ( )            

11 2 1 5 1 2 1 2 1 5 1 42   

  :با استفاده از روش جداسازي متغيرها داريمروش دوم:  
F (x)
F(x)

u(x, t) F(x).G(t)
G (t)
G(t)

       


  

Fيجواب معادله (x) F(x)     به شكلF(x) a cos x bsin x    است. درx   شرطxu ( , t)   دهد كـه  نتيجه ميF ( )    اسـت
nبنابراين b   .است  

اگر   اي نخواهيم داشت، پسباشد كه مقدار ويژهb   است وF(x) a cos x   خواهد بود. اكنون شـرطxu ( , t) 4    كنـيم كـه   را اعمـال مـي
Fطبق آن ( ) 4  است، پسsin  4 از اين جا داريم .n n  4 و در نتيجه تساويn

n
  دانـيم كـه   اكنون مـي  دهد.مقادير ويژه را مي 4

ncosهاي ويژه به صورتجواب x
nFكنيم. دقت كنيد كه چونرا حل مي G(t)ي مربوط بههستند. معادله 4 (x)   ،كسينوسي شـده اسـتn , , , 1 2  

n  هم خواهيم داشت. aي ثابتخواهد بود. يعني جمله
n n n

G (t) n n n( ) G (t) A sin( t) B cos( t)
G(t)

   
    2

4 4 4
 ÁHoM  

nاما براي   :داريم  G (t) G (t) G(t) at b
G(t)


        

n  است: مقابلبنابراين جواب كلي به صورت  n
n

n x n t n tu(x, t) at b cos( )[A sin( ) B cos( )] ( )*




  
   

1 4 4 4  
,u(xبا توجه به شرط كنيم.الا شرايط اوليه را لحاظ ميح )ي، لازم است در رابطه(   ها صفر قرار دهيم:tبه جاي تمام *(

t
n n

n
n

b
n xu(x, ) cos( x) cos( x) b B cos( ) B , n

B , n







           

  


1

5
2 5 2 5 44 2 4

   

tuبا توجه به شرط (x, )ابتدا از رابطه ،(    دهيم:ها صفر قرار ميtگيريم، بعد به جاي تماممشتق مي tنسبت به *(

t
t n n

n
n

a
n nu (x, ) cos( x) cos x a ( )A cos( x) A , n

A , n







 
 

          

   




1

1
1 2 1 2 84 4 1 82

   

   شود:بنابراين جواب نهايي به شكل زير نشان داده مي

u(x,t) t cos( x)cos( t) cos( x)sin( t)       

15 2 2 22  

)u  با توجه به مقدار خواسته شده داريم: , ) cos( ) cos [cos( )sin ]        

11 5 1 2 2 5 1 22   4  
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  جواب معادله ديفرانسيل مشتقات جزئي :4مثال
tt xx

t

u u

u( ,t) u( ,t) u(x, )
ku (x, ) k sin x sin x

 


   

  


3 62

  



  )79مكانيك ـ سراسري مهندسي (        كدام است؟

1(k ku(x, t) cos t cos x cos t cos x 3 3 6 63 4  2(k ku(x, t) sin t sin x sin t sin x 4 4 4 63 12  

3(k ku(x, t) sin t sin x sin t sin x 3 3 6 63 12  4(k ku(x, t) sin t sin x sin t sin x 3 3 6 62 1  

  : به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه پاسخ
ــي    ــه م ــز ارائ ــن، حــل تشــريحي ني ــا وجــود اي ــه  شــود:شــده اســت. ب ــرايط كران ــه ش ــا توجــه ب )uايب , t) u( , t)    ــ ــه صــورتجــواب معادل  ه ب

n n
n

u(x, t) (a cos nt b sin nt)sin nx



 

1
,u(x، از طرفي با توجه به شرطاست  )   :داريم    n n

n
u(x, ) a sin nx a




   

1
    

tاز طرفي با توجه به شرط
ku (x, ) k sin x sin x 3 62 :داريم  n t n

n n

ku(x, t) b sin nt.sin nx u (x, ) nb sin nx k sin x sin x
 

 
     

1 1
3 62  

  همگي صفرند و لذا با متحد قرار دادن طرفين داريم: b6و b3به غير از nbتوجه شود ضرايب
k k k k kb k , b b , b u(x, t) sin t sin x sin t sin x         3 6 3 63 6 3 3 6 62 3 12 3 12  

 

 در معادله ارتعاش، :5مثالtt xxu u , x , t   1  وtu (x, )  ،u(x, ) x   با توجه بـه جـواب دالامبـرu(x,t) [f (x t) f (x t)]   
1
2 

  )82(مهندسي هوا فضا ـ سراسري              كدام گزينه صحيح است؟
1 (u( , )  1 12  2 (u( , ) 1 112 2  3 (u( , )  1 112 2  4 (u( , ) 1 1 12  

  : در اين مثال  »3«گزينه پاسخg(x)  وf (x) x است، همچنينc 1 لذا داريم: باشد،مي  
x* * * * * *
t

u(x, t) {f (x ct) f (x ct)} u( , ) {f ( ) f ( )} {f ( ) f ( )}



           

1
2
1

1 1 1 3 1 1 1 11 22 2 2 2 2 2 2 2  

* * *{f ( ) f ( )} { f ( )} f ( )         
1 1 1 1 1 1 122 2 2 2 2 2 2  

f*كنيد كه توجه (x) د تابعگسترش فرf لذااست ،f ( ) f ( )  
1 1
2 با توجه به اين كـه در سـؤال شـرايط مـرزي داده     تذكر: ( در نظر گرفته شده است. 2

  گرفتيم.) در نظر uگويي نبود و ما با توجه به كليد سازمان سنجش، شرايط مرزي را روينشده، تست قابل جواب
 

 اي (يا مرزي)جواب مسأله مقدار اوليه كرانه :6مثال
tt xx

t

u u , x , t
u(x, ) , u (x, ) sin x , x ( )
u( ,t) u( ,t) , t ( )

     
     
    

2
  

   
  

¾Ã²»H ˆÄHo{
Ápo¶ ˆÄHo{

    كدام است؟، 

  )87(مهندسي مواد ـ سراسري 

1(u(x, t) sin x sin t 2  2(
n

n

( )u(x, t) sin(nx)sin(nt)
n









 2

1

1
1

  

3(u(x, t) sin x cos t 2  4(
n

n

( )u(x, t) cos(nx)sin(nt)
n









 2

1

1
1

 

  : به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه پاسخ

uي موج يك بعديبا استفاده از حل معادله شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي u( c )
t x

 


 

2 22
2   به روش جداسازي متغيرها داريم: 2

n n n n n
n

n x cn nu(x, t) (A cos t B sin t)sin , n
L L





  
       


1

  

nu(x, ) A      
L

t n n n
nn

n x n xu (x, ) B sin g(x) B g(x)sin dx , n , ,...
L L L





 
     

 
1

2 1 2
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t  هاي فوق داريم:حال براي اين سؤال با توجه به فرمول n ng(x) u (x, ) sin x , n B sin x sin nxdx
n


     

 
22 2


  

nاگر  sinالباشد، طبق متن درس حاصل انتگر 1 x sin nxdx

  برابر با صفر است. بنابراين براي هرn  nBداريم 1  به ازاي .n 1 :نيز داريم  

sin xB sin xdx ( cos x)dx [x ] u(x, t) B sin tsin x sin t.sin x sin t.sin x
 

          
   2

1 1 1
2 4 2 2 22 1 2 2 22 2 1 

  
 

 ه ـ مرزي زير، مقداردر مسأله مقدار اولي :7مثالu(x,t) درx  1
tو 3    )89(مهندسي مكانيك ـ سراسري   كدام است؟ 5

1 (1  
2 (  

3(1
2  

4(
1
2  

tt xxu u , x , t    1    

t

x

x , x u (x, )
u(x, ) ,

u ( ,t) u( ,t), x

      
   



1
2

1 1 112 2

  


 
  

  

  : ابتدا توجه كنيد كه  »2«گزينه پاسخtu (x , )  و اين يعنيg(x) :بنابراين نوشتن كروشه دوم لازم نيست و لذا داريم .  
* *u( , ) [f ( ) f ( )]     

1 1 1 15 1 5 1 53 2 3 3  
Tاست، لذا دوره تناوب xuو ديگري روي uيكي روياز طرفي با توجه به شرايط مرزي كه    4 1   است. پس با اضافه و كم كردن آن داريم: 4

* * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [f ( ) f ( )]         
1 1 1 1 1 1 25 5 4 5 4 13 2 3 3 2 3 3  

xحالا خوب دقت كنيد چون شرط مرزي در  رويxu است، پس*f نسبت بهx  گسترش زوج دارد، لذا* *f ( ) f ( ) 
2 2
3 ، مشكل بعـدي سـر بـه راه    3

f*كردن ( )
11 xاست!! چون در 3 1 شرط مرزي رويu است، پس*f نسبت بهx 1 :گسترش فرد دارد. پس داريم*f ( ) f ( ) f ( )     

1 1 21 13 3 3  

xنسبت به fدقت كنيد وقتي L گاهگسترش فرد دارد، آن* *f (L x) f (L x)    :بنابراين داريم  u( , ) [ f ( ) f ( )]    
1 1 2 253 2 3 3  

 

 جواب معادله  :8مثالy y
t x

 


 

2 2
2 24 ،x  2 ،t   90مهندسي هوافضا ـ سراسري (  با شرايط مرزي زير كدام است؟(  

  x x
y(x, )

x x
 

    

1
2 1 2


        وyy( ,t) , y( ,t) , (x, )
t


  


2      

1 (
n

n xcos( )sin n t
n









2 2

1

8 1
2  2 (

n

n

( ) ( n ) xsin cos( n ) t
( n )





  
 

 


1

2 2
1

8 1 2 1 2 122 1
  

3 (
n

n

( ) n xcos( n ) t.sin
n





 
 


2 2

1

8 1 2 1 2  4 (
n

n

( ) ( n )cos n x.sin t
( n )





 
 

 
2 2

1

8 1 2 1
22 1

 

  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)روش رد گزينهها بدون دخالت دست و خودكار (حل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

)yطور كه قبلاً گفتيم جواب معادله موج با دو شرط مرزيهمان , t)   وy( , t) 2 به صورت زير است، (مقادير ويژه به صورتn
n( )  2
  .)هستند 2

n n n
n n

ny(x, t) G (t) F (x) G (t)sin( x)
 

 


  

1 1 2  

nGبراي به دست آوردن (t) :بايد معادله زير را حل كنيم  

n nG (n )G (t)   2 2 c
n n n n n

nG (t) c G (t) G (t) ( )G (t)        
2 2 242 4 4   

n  عمومي آن به شكل مقابل است: دانيم جوابفوق يك معادله درجه دوم همگن با ضرايب ثابت بوده و مي معادله n nG (t) A cos(n t) B sin(n t)     

n  بنابراين جواب كلي به صورت مقابل است: n
n

ny(x, t) [A cos(n t) B sin(n t)]sin( x)





   

1 2  

,y(xبايد از nAو nBبراي تعيين مقادير ) وty (x , ) :استفاده كنيم    
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t n n t n n
n n

n ny (x , t) [ n A sin(n t) n B cos(n t)]sin( x) y (x , ) n B sin( x) B  
 

 

 
             

1 12 2  

n n n
n n

n ny(x, ) [A cos( ) B ]sin( x) A sin( x)  
 

 

 
    

1 12 2  

,y(xسري فوريه سينوسي تابع nAبنابراين ) :است  

n
n n n nA y(x, )sin( x)dx x sin( x)dx ( x )sin( x)dx sin( )

(n ) 
    

     
  

2 1 2

1 2
2 822 2 2 2 2  

nAو nA2براي اعداد زوج و فرد، 2 nAكنيم.را جداگانه حساب مي 1 sin n
n

  


2 2 2
8

4
 و

n

n
( )A sin( n )

( n ) ( n )




 

  
   

1
2 1 2 2 2 2

8 8 12 1 22 1 2 1
با  

  جايگذاري در سري جواب خواهيم داشت:
n

n

( ) ny(x, t) sin( ) x cos( n ) t
( n )





 
   
 


1

2 2
1

8 1 2 1 2 122 1
  

  

 يي بـا شـرايط اوليـه   جواب معادله :9مثال

u u ; x L
t x

uu(x, ) f (x) , (x, ) g(x) ; x L
t

u( ,t) u(L,t)

 
   

 
     


  



2 2
2 24  

  

 

uبـه روش جداسـازي متغيرهـا بـه صـورت     ،  XT ،

Xوقتي
X

 92مهندسي هوافضا ـ سراسري (  ، كدام است؟(  

1 (u(x, t)    2 (xu(x, t) (a cos t bsin t) cos
L L L
  

 
2 2  

3 (tu(x, t) (a cos x bsin x)cos
L L L
  

 
2 2  4 (n n

n

n n n xu(x, t) (a cos t b sin t)sin
L L L





  
 

1

2 2  

  : رو هستيم كه بايد با استفاده از روش ضربي به آن جواب دهـيم: ( با يك معادله روبه  »1«گزينه پاسخT     تـابعي صـرفاً بـر حسـبt وX     تـابعي صـرفاً بـر
  )  است xحسب

TX T Xu X.T (X.T) (X.T) XT X T
T Xt x

            
 

2 2 4
2 24 4 4 Â±‚H ¾²jI•¶ nj ·jo¨ ¸Äq«ÄI] oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ  

 برابر مقـدار ثـابتي  را ها است، بتوانند مساوي هم باشند، لازم است هر دوي آن tو ديگري فقط بر حسب xبراي اين كه عبارات فوق كه يكي فقط بر حسب

Xقرار دهيم. معمولاً اين ثابت را به صورت
X

  كنيم. اما در اين مثالِ خاص؛ شرط شـده اسـت كـه   انتخاب ميX

X

        باشـد بـه همـين خـاطر بـراي

T  نويسيم:ناميم و ميمي جلوگيري از دردسرهاي بعدي؛ ثابت تناسب را X
T X
 
   4   

Xل اين معادلات برويم. دقت كنيد در صورت سؤالحالا بايد سراغ ح
X

  :در نظر گرفته شده، بنابراين بايد دو حالت در نظر بگيريم  

Xكنيمفرض ميحالت اول: 
X


   :  X X X Ax B
X


        
)uبا توجه به شرط , t) u(L, t)  :داريم ،  X( ) A( ) B B         

Xبنابراين Ax و چونX(L)  ، پسAL   و چونL  لذا ،A  بنابراين تا اينجا جواب بديهي ،u   .را داريم  

حالت دوم:  را داريم: مقابلي : در اين صورت معادله  X X X
X


        

X  است: مقابلي فوق به صورت دانيم جواب معادلهكه مي c sinh x c cosh x   1 2  
)uبا توجه به شرط مرزي , t)  واضح است ،X( )   :و لذا داريم  c sinh( ) c cosh( ) c   1 2 2     

Xتوان گفت جواب به شكلپس تا اينجا مي c sinh x 1 است، اما با توجه به شرطX(L)   :داريم  c sinh L 1  
Lو چون   بنابراين ،sinh L   و بنابراينc 1  ،پس از اين حالت نيز به جواب استX   جـواب آخـر بـه صـورت     در نتيجـه  رسـيم و  مي

u(x, t)    جواب معادله به صورت تنها باشد. پسميu(x, t)    .خواهد بود  
u(xاز شرايط مرزي همگن به اين نتيجه رسيديم كهح: توضي , t)   يِتنها جواب معادله است. بنابراين شرط اوليـهtu (x , ) g(x)      هـم فقـط وقتـي
g(x)تواند رخ دهد كهمي  شد كهباشد. اگر شرط ميg(x)  ،ي شرايط صدق كند.معادله جوابي نداشت كه همه باشد  
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 اگر :10مثالu(x,y) يجواب مسألهxx yyu u , x , y { }        با شرايط مرزيyu(x , ) , u (x , ) x   باشد آنگاهu( , )1   برابر است با: 1
  )91اد ـ سراسري مهندسي مو(  

1 (1
2  2 (1  3 (3

2  4 (2  

  : ها معمولاً به جاي متغير فوق فرم معادله موج است كه در كتاب مسأله  »2«گزينه پاسخy  ازt بـا كمـك حـل دالامبـر     به هر حال  ،شوداستفاده مي

fكهموج، با توجه به اين (x)  وg(x) x ًو نتيجتاxG(x)
2

    : خواهيم داشت ،2

  
*G ( )* * * * *u (x, y) [G (x y) G (x y)] u ( , ) [G ( ) G ( )] u ( , ) G ( ) ( )            

21 1 1 1 2 11 1 2 1 1 2 2 12 2 2 2 2 2
   

  
 اگر :11مثالuي جواب معادلهxx ttu u , t , x      4  همراه با شرايط

t

u(x , ) cosx ; x
u (x, ) ; x

     
      


 

)uگـاه  باشـد، آن   , )  

  )91ـ سراسري  نفت(مهندسي   برابر است با: 

1 (1  2 (1
2  3 (1  4 (

1
2  

  : رو هستيم كهي موج روبهك معادلهبا ي  »3«گزينه پاسخg (x)  ،
t

u(x, ) f (x) cos x
u (x, ) g(x)

 
  


 

موج و با توجه به  معادله دالامبر با استفاده از روش 

cاينكه  ,u(x  شود:معادله مشخصه جواب تعيين مي به راحتي با نوشتنباشد، مي 2 t) [f (x ct) f (x ct)] [cos(x t) cos(x t)]       
1 1 2 22 2  

u( , ) [cos( ) cos( )] [cos cos( )] ( )               
1 1 12 2 3 1 1 12 2 2  

 

 پاسخ :12مثالu(x,t) :مسأله موج مقابل
 

  
  

tt xx

x

t

u u , x , t
u ( ,t) , u( ,t)
u(x, ) , u (x, ) sin x

   
  
  

1
  )93ـ سراسري  كامپيوتر(مهندسي   ، عبارت است از:1

1 (n
n

C cos(n t)sin(n x)



 

1
  2 (n

n

( n ) t ( n ) xC sin cos




   
1

2 1 2 1
2 2  

3 (n
n

( n ) t ( n ) xC cos sin




   
1

2 1 2 1
2 2  4 (n

n
C sin(n t) cos(n x)




 

1
  

  : به روش تستي و بدون حـل پاسـخ   » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در فصل مربوطه   »2«گزينه پاسخ
   شود:داده شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

,u(xكنيم. اگرمتغيرها براي حل اين مسأله استفاده مياز روش جداسازي  t) F(x)T(t) گاه داريم:باشد، آن  

tt xx
T Fu u FT F T
T F
 

         

دانيم كه برايمي   و   آيد. با فرضاي به دست نميهيچ جواب ويژه   :داريم  F F F(x) Asin x Bcos x
T T T(t) Csin t Dcos t

                 




  

  يابيم:با استفاده از شرايط مرزي مسأله، توابع و مقادير ويژه را مي

xu ( , t) F ( ) (A cos x Bsin x) A A F(x) Bcos x
x

                


      


  

دانيم اگرمي   آيد.اي به دست نميباشد، مقدار ويژه  nu( , t) F( ) Bcos ; n , ,
          

2 11 1 1 22     

)ncosويژه به صورتهاي بنابراين جواب x)


2 1
  كنيم:ي همگن استفاده مياز شرايط اوليه T(t)هستند. براي 2

u(x, ) T( ) Dcos( ) D T(t) Csin t                   

nبنابراين n
nT (t) cos t cos( t)

   
2 1

n  است: مقابلجواب عمومي اين مسأله به صورت  و 2
n

( n ) t ( n ) xu(x, t) C sin cos




   
 

1

2 1 2 1
2 2  
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  بررسي معادله گرماحل و  :3درسنامه  
  

 ي انتقال حرارت زير كدام است؟معادله جواب :1مثال  

1 (tsin( x)e432 2  2 (tsin( x)e932 2  u u , x , t
t x

u( ,t) u( ,t)
xu(x , ) sin( )

 
    

    

 


2
24 2

2
32 2

 

 



  
3 (n t

n

nsin( x)e
n







2

1

2 3
2  4 (n t

n

nsin( x)e
n







2

1

2
2  

  : فرم كلي جواب به ازاي»  2« گزينهپاسخL  2 وc 2 nt  چنين است: 4
n n n n

n
u(x , t) a (a cos x b sin x)e


 


     4

1
  

)uشرط مرزي , t)   دهد كهنشان ميn nF (x) sin x  شود. شرط مرزيي كسينوسي حذف مياست و جملهu( , t) 2   را براي تعيين مقادير

n  كنيم:ويژه اعمال مي n n n
nu( , t) F ( ) sin( ) n ( )                22 2 2 2 2   

  بنابراين داريم:
n t

n
n

nu(x , t) b sin( x)e
 


 

24
4

1 2  

xu(xي ناهمگناكنون شرط اوليه , ) sin
32 2 را براي يافتن ضرايبnb كنيم. به ازاياستفاده ميt   :داريم  n

n

nsin x b sin( x)



 

1

32 2 2  

sinاز تساوي طرفين و با توجه به آن كه x3
nدر سري فوريه به ازاي 2  bشود داريم:ظاهر مي 3 3 nbو 2   براي هرn  . بـه ايـن ترتيـب و بـا     3

t  در جواب داريم: nbجايگذاري ضرايب tu(x , t) b sin xe sin( x)e  9 9
3

3 322 2  
 

 1اي به طولفرض كنيد ميله :2مثالدر دمايكه دو سر آن در دماي صفر است، در لحظه اوليه  مترu(x, ) x( x) 1    باشد، اگـر در نقطـهx  و در زمـانt ،  

ncدما با رابطه روبرو مشخص شود: t
n n

n
u(x,t) a sin x.e





 

2

1
nو 

n( )  2
1 وc 2   ؟شودميله برابر كدام گزينه مي باشد، معادله دما در وسط 1

1( 
( n ) t

n

n
( ) e

( n )
 
  




 


2 22 1
1 1

3 3
1

8 1
2 1

   2( 
( n) tn

n
( ) e

( n)

 







2 22
1 1

3 3
1

8 1
2

   

3 (
( n ) t

n
e

( n )

  

  


22 1
1

3 3
1

8
2 1

   4 (
( n) t

n
e

( n)

 

 


2 22
1

3 3
1

8
2

   

  : به راحتي با استفاده از شرط اوليه   »1«گزينه پاسخu(x, ) x( x)  1 :داريم  n
n

nx( x) a sin( )xe







  

1
1 1  

)xضريب بسط سينوسي تابع naكنيد،طور كه ملاحظه ميهمان x)1 :است  n
na x( x)sin( )xdx

 
12 11 1





 
  

n  شود:به صورت مقابل خلاصه مي na،پس از محاسبه
na [ ( ) ]

n
  

3 3
4 1 1    

,u(xشود؛ لذاصفر مي naهاي زوج،nتوجه به اينكه به ازاي با t) شود:به شكل زير نوشته مي    
( n ) t

n

( n )u(x, t) sin[ x].e
( n )

  



 


 


2 22 1
1

3 3
1

8 2 1
12 1

 


  

xبا قرار دادن    اريم:(چون دما در وسط ميله سؤال شده) د 5
( n ) t

n
u( , t) sin[( n ) ]e

( n )

  




 

 


2 22 1
1

3 3
1

85 2 1 22 1
   

)nsinبراي كسي پوشيده نيست كه همواره رابطه n ) ( ) 
   12 1   ) جواب اين تست است. 1برقرار است، پس گزينه ( 12
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 حرارتاز حل  معادله  :3مثال
tx

  

 

2
2

(L,t)تحت شرايط مرزي ـ  اوليه؛  1 (L,t)
x


   


و( ,t)   ،(x, ) g(x)   در بازهx L  ،
  آيد؟هاي ذيل به دست ميكدام فرم از جواب

1( nt
n n

n
(x, t) D sin( x)e





  

1
  2( nt

n n
n

(x, t) D cos( x)e





  

1
  

3( nt
n n n

n
(x, t) D [cos( x) sin( x)]e





    

1
  4( nt

n n
n

(x, t) g(x) D sin( x)e





   

1
  

 : با توجه به اين كه شرط مرزي به شكل»  1«گزينه  پاسخ( , t)   لذا تابع ،باشدميnF (x) نوسي است.به صورت سي  
  يم:معلوم شود، لذا دار nبينيم لازم نيستها ميبا دقت در گزينه

ntn n
n n n n n n n

n

G (t) G (t)
G (t) G(t) dt dt Ln[G (t)] t Ln(c) G (t) ce

G(t) G (t)
 

                   

cبه ازاي 1 داريمnt
nG (t) e توابع4) و (1هاي (بنابراين فقط در گزينه (nF (x) وnG (t) در شـرط  4ي (اند. امـا گزينـه  به صورت صحيح آمده (

x)ياوليه , ) g(x)  كند. وقتيصدق نميt   دهيم حاصل آن برابر باقرار ميg(x) صحيح است.1شود. بنابراين گزينه (نمي (  
  

 

 جواب معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي  : 4مثال
u u ; x , t
t x

u( ,t) u( ,t) , u(x, ) sin x ; x , t

 
    

 
        

2
23

4 2

 

    
  كدام است؟ 

1 (te sin x64 2  2 (te sin x34 3  3 (te sin x t cos x 124 2  4 (te sin x124 2  
 :شرط مرزي همگن  »4«گزينه   پاسخu( , t)   دهدنشان ميn nF (x) sin( x)  ي. براي محاسبهسينوسي استn   شرط مـرزيu( , t)   

nكنيم. داريم:را اعمال مي nF ( ) sin( )      بنابراينn n    يعني ،استn n  توان چنين گفت، از آن جا كه دو شـرط مـرزي   . همچنين مي2

xكسان دري   وx   :داريمn
n( ) n

  


2 nFو 2 (x) sin nx فوق چنين استاست. بنابراين فرم كلي جواب در مسأله ي انتقال حرارت:  

c n t
n

n
u(x, t) a e sin nx , (c )





 

2 2 2

1
3  

t  كنيم:ي داده شده استفاده مي، از شرط اوليهnaبراي مشخص شدن مقدار
n

n
u(x, ) sin x sin x a sin nx





   

1
4 2 4 2  

sinبا نگاهي به تساوي فوق، واضح است كه x2 به ازايn  nفقط بـراي  naدر سري فوريه موجود است. پس 2   4و مقـدارش برابـر    .غيرصـفر اسـت   2
te  شود و لذا داريم:مي sin x124 2tu(x, t) a e sin x  3 4

2 2  
 

 بدنه يك ميله به طول :5مثالL ليه ميله ثابت و برابر باشود، درجه حرارت اوعايق بوده و حرارت در يك بعد منتقل ميu  ياست. در لحظـهt   
  كدام است؟ u(x,t)يشود. معادلهطور ناگهاني صفر ميدرجه حرارت ابتدا و انتهاي ميله به

1 (
n c t

L

n , ,

u ne sin x
n L

 






2 2 2
2

1 3

4 


  2( 

n c t
L

n , ,

u ne cos x
n L

 






2 2 2
2

1 3

4 


  

3( 
n c t

L

n , ,

u ne sin x
L(n )

 








2 2 2
2

2
1 3

4 


  4( 

n c t
L

n , ,

u ne cos x
L(n )

 








2 2 2
2

2
1 3

4 


 

  : دانيم كه مي  »1«گزينه پاسخn n n n nF (x) a cos x b sin x    است. حال شرط مرزيu( , t)     دهـد كـه  نشـان مـيnF ( )    اسـت. 
nبنابراين n nF (x) b sin x ينوسي است. از طرفي شرط مرزيسu(L, t)    كنـد كـه  ايجـاب مـيnsin( L)    يعنـي  ،باشـدn L n    در

nنتيجه
n( )
L


     است. 2

  ين خواهد بود:ي متناهي با شرايط مرزي فوق چني حرارت براي ميلهدانيم كه فرم كلي جواب معادلهمي
n c t

Ln
n

nu(x, t) B sin( x)e
L

 




 

2 2 2
2

1
  

,u(xياز شرط اوليه nBبراي تعيين ضرايب ) u  كنيم. به ازاياستفاده ميt   :در سري جواب داريم  n
n

nu B sin( x)
L






 

1
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L  اهيم داشت:با استفاده از آناليز فوريه خو n
n

Lu u un L nB u sin( x)dx cos( x) (cos(n ) ) (( ) )
L L L n L n n

  
          

  
2 2 22 1 1 1  

 
  

)nهاي زوجnبراي ) 1 nBباشد پسمي 1  براي .n؛هاي فرد داريمn( )  1 nبنابراين ،1
u

B
n




4 ه اين ترتيب خواهيم داشت:. ب  

n c t
L

n , ,...

u nu(x, t) sin( x)e
n L

 







2 2 2

2

1 3

4   

  

 مسأله حالت پايدار جواب :6مثالt xxu u
u( ,t) , u( ,t) , u(x, )




  

2
1 3 4 25   

    كدام است؟ 

x) 3  25) 2  ) صفر1 1 1   4 (x x 2 7 1  
  : لذا با توجه به نكات فوق داريم:استميله در دو طرف آن ثابت  چون دماي»  3«گزينه پاسخ ،  

x xu(x, t) u (u u ) u(x, t) ( ) x
L

        1 2 1 1 4 1 1 13      
  

 همواره بايستي به جواب معادله گرماي :7مثالt xxu c u )uبا شرايط مرزي 2 ,t) A وu(L,t) Bجواب زير را  نيز افزود:    
  )81فضا ـ سراسري (مهندسي هوا      

1 (A Bw(x) x A
L


   2 (B Aw(x) x A
L


   3 (A Bw(x) x B
L


   4هيچكدام (  

  : با توجه به مطالب گفته شده در مورد تغيير متغير در معادلات ناهمگن واضح است.  »2«گزينه پاسخ  
 

 جواب معادله زير براي مسأله  :8مثالBoundary – Value 82كامپيوتر ـ آزاد مهندسي (                 چيست؟(  
1 (te cos x8 2  2 (te sin x8 2  u u

t x
u( ,t) u( ,t) , u(x, ) sin x

 


 
    

2
22

2  
  

3 (te sin x8 2  4 (te cos x8 2  
  : با اعمال شرايط مرزي  »3«گزينه پاسخu( , t) u( , t)    گيـري از  غلط هستند، از طرفي با توجه به مشـتق  4و  1هاي شود گزينهملاحظه مي

t) و قرار دادن آن در معادله3گزينه ( xxu u t           داريم: 2 t t te sin x [ cos x.e ] e sin x sin x.e        8 8 8 88 2 4 2 8 2 8 2  
tuداريم: ،جا كه ضرب يا تقسيم جواب بر عدد ثابت ايرادي نداردحال از آن sin xe 82.  

 

 اي به طولاگر در ميله :9مثالL m ,T(xتوزيع ابتدايي دما به صورت 1 ) sin x 1   و توزيع دمايي ايـن ميلـه در فرمـول    باشد t xxT T 2 
)Tصدق كند و ,t) T( ,t) 1  آنگاه مقدارT( / , )5 2 84(مهندسي نفت ـ سراسري                           تقريباً كدام است؟(  

  8/13) 4  5/13) 3  8/1) 2  ) صفر1
  : دانيم كه فرم كلي جواب در معادلهمي  »3«گزينه پاسخي انتقال حرارتt xxT c T   ، چنين است:Lي متناهي به طولبراي ميله 2

nc
n n n n

n
T(x, t) a (a cos x b sin x)e


 


    

2

1
  

xرزي درجزئيات جواب را مشخص كنيم. از آنجا كه شرط م ،اكنون كافيست با استفاده از شرايط مرزي همگن  رويu ،هـاي ويـژه بـه    جـواب  داده شده
nشكل nF (x) sin( x)  هستند. در نتيجه جمله ثابتa .در ضمن شرط را نيز نخواهيم داشتu( , t) 1  دهد كهنشان ميn nF ( ) sin  1  

nاست پس n   :خواهد بود. به اين ترتيب فرم كلي جواب چنين است  n c t
n

n
T(x , t) b sin(n x)e


 


 

2 2 2

1
  

cدر ضمن دقت كنيد كه در اين مثال 


2
2

n  است. در نتيجه داريم: 1 t
n

n
T(x, t) b sin(n x)e





 

2

1
  

,T(xي ناهمگناز شرط اوليه nbو براي يافتن ضرايب ) sin x 1   به ازاي كنيم.استفاده ميt   :داريم  n
n

sin x b sin(n x)



  

1
1   

sinي سري فوريه، شاملاولين جمله x :است. بنابراين از تساوي طرفين داريمb 1 1  وnb    بـرايn  ,tT(x. در نتيجـه 2 t) sin( x)e 1  

xاست. با جايگذاري 
1
tو 2  )T  خواهيم داشت:2 , ) sin( )e /

e


 2
2

1 12 1 13 52 2
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 براي مسأله يك بعدي حرارت :10مثالu uc , t , x
t x

 
     

 

22
2    وu( ,t) u( ,t)    مقدار ،

t
Lim u(x,t)


  ؟كدام است 

  )86ـ سراسري هوا فضا (مهندسي    
1( 1  2( c  3(   4(   

  : اگر متن كتاببا توجه به   »3«گزينه پاسخu( , t) u 1 وu(L, t) u آنگاه دمـاي جسـم پـس از گذشـت زمـان زيـاد و رسـيدن بـه تعـادل از           2

xu(x)رابطه u (u u )
L

  1 2 uآيد و با توجه به اينكهبه دست مي 1 u 1 2  پسu(x)   .خواهد بود  

 

 ي:م ـ ليوويل وابسته به مسأله مقدار اوليهورمقدارها و ويژه توابع مسأله اشت ويژه :11مثال
t xx

x x

t

u (x,t) ku (x,t)
Lim u(x,t) Lim u(x,t) ,t

Lim u(x,t) f (x) x
 



 




    

    






 



    كدامند؟

  )88(مهندسي هوا فضا ـ سراسري 

1(n ،sin nx،n , , 1 2  2(n  2،sin nx،n , , 1 2  

3(
n

 
1،xsin

n
،n , , 1 2  4(n ،sin nx،n , , 1 2 

  : شرط ديريكله است لذا داريم: 2ي ديفرانسيل داده شده داراي با توجه به متن كتاب، چون معادله  »2«گزينه پاسخ  

n nF (x) sin x sin nx         و       n n
n n( ) ( ) n
L
 

     


2 2 2  

  

 جواب  :12مثالu(x,t) معادله گرماx

u u , x , t
t x

u ( ,t) , u( ,t)

u(x, ) f (x)

 
             


 

2
2

  )88(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري   كدام است؟

1( n t
nu(x, t) E e sin(nx) 

2  2 (
(n ) t

n
nu(x, t) E e sin( )x

 
 

21
2 2 1

2  

3 (
(n ) t

n
nu(x, t) E e cos( )x

  
 

21
2 2 1

2  4 (n t
n

A
u(x, t) E e cos(nx) 

2

2  

  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه پاسخ

  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

nي متنـاهي ي گرمـا دانيم كه در معادلـه مي n n n nF (x) a cos x b sin x     اسـت وnc t
nG (t) e

x. در2    شـرطxu ( , t)     نشـان

nFدهد كه مي ( )   است و در نتيجهn n nF (x) a cos x  كسينوسي است. از طرفي شرط مرزيu( , t)   دهد كهنشان ميnF ( )   پس  .است

n na cos     است. با فرضna   خواهيم داشتn ( n )    2 1 nبنابراين 2
n 

 
2 1

cاست. در ضمن 2 2   :است. به اين ترتيب داريم 1

( n ) t
n

n

nu(x , t) a cos xe
 




 

22 1
4

1

2 1
2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

 فرض كنيد :13مثالnb ضريب فوريه»nبسط سينوسي تابع »امx3 له:أجواب مس .باشد
t xxt , x , u (x,t) u (x,t)

u( ,t) , u( ,t)

u(x, ) x

 



    
   



3

 

  



  كدام است؟،

  )90افضا ـ سراسري مهندسي هو(

1 (n t
n

n
b e cos nx







2

1
  2( nt

n
n

b e sin nt







1
   3( n t

n
n

b e sin nx







2

1
  4( n x

n
n

b e sin nt







2

1
  

  : حـل پاسـخ داده    به روش تستي و بـدون » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه پاسخ

  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

Lي متناهي به طولي حرارت براي ميلهيك مسأله   داريم. شرطu( , t)   دهد كهنشان ميn nF (x) sin x      سينوسي اسـت. (ايـن كـه در

)uاستفاده شده است، تـأثيري بـر محاسـبات مـا نـدارد.) از شـرط مـرزي        يا از يا به جاي شرايط مرزي اين مثال , )   داريـمnF ( )   

)nsinيعني )   بنابراين ،n n  است. جوابnG (t) ي حرارت به شكلنيز در معادلهnc t n te e 
2 c)است 2 )2   . در نتيجه داريم:1

n t
n

n
u(x , t) b sin nxe





 

2

1
  

u(xي) جواب خواهد بود. اما دقت كنيد كه اگر شرط اوليه3ي (نهجا حل ما تمام است و گزي در اين , ) x  3 :را اعمال كنيم داريم    

n
n

x b sin nx



 3

1
  است. x3ي سينوسيِ تابعطور كه در مسأله آمده است، ضريب فوريههمان nbو 

 

 يك جواب معادله  :14مثالz z
k tx

 




2
2

  )91مهندسي هوافضا ـ سراسري (  كدام است؟  1

1 (na x int
n n

n
z(x, t) (c e b e )




 


  2 (

it
n na x b e

n
n

z(x, t) c e





 


  

3 (kn t
n n

n
z(x, t) c cos(nx a )e





 

2


  4 (n n n

n
z(x, t) c cos(nx a )sin(nt b )




  


  

  : با استفاده از روش تفكيك متغيرها خواهيم داشت:   »3« گزينهپاسخ  z G(t)F(x) F G FG
k

   
1  

F F
F G

GF kG k
G

         
  


  

n  از حل معادلات فوق خواهيم داشت:  n n nF(x) cos x sin x C cos( x a )         

nها معلوم است كهند موارد مختلفي اختيار كند. اما از گزينهتوامحدوديتي ندارد و مي از آنجا كه هيچ شرط مرزي داده نشده است   .است

nبنابراين nF(x) cos nx sin nx   ،kn tG(t) e
2

kn   بنابراين داريم: t
n n

n
z(x, t) C cos(nx a )e





 

2


  

ac  همواره داريم: ،در مورد فرمول مثلثاتي استفاده شده :توضيح a b ; tan
b

 
    2 2 1

aو          2 cos x bsin x ccos(x )      
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 اگر  :15مثالu  رسانش گرما مسألهجواب
xx t

x x

u u x , t
u ( ,t) u ( ,t) t
u(x, ) cos x x

    
    
      1 3

 
  
 

)uباشد، آنگاه مقدار   , )
1
  كدام گزينه زير است؟ 9

  )91ي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري (مهندس
1(e 1  2(e

e
1  3(e

e
1  4(e

e
1  

  : شرط مرزي  »2«گزينه پاسخxu ( , t)   دهد،نشان ميn nF (x) cos( x)  كسينوسي است. شرط مرزيxu ( , t)   كنـد  نيز ايجاب مي

nكه n nF ( ) sin( )         باشد. در نتيجهn n    است و داريمn
n( ) n

  


2   . فرم كلي جواب چنين است:2

nn c , nc t n t
n n n

n n
u(x, t) A A e cos x u(x, t) A A e cos nx

     

 
      

2 21

1 1
   

,u(xطرفي طبق شرط اوليه از  ) cos x 1 3  :خواهيم داشت  

  n
n

n

A
u(x, ) A A cos nx cos x A

A (n , )






     
  

 3
1

1
1 3 1

3




 

  

t eu(x, t) e cos x u( , ) e
e e

  
        9 11 1 11 3 1 19  

 

 جواب ماندگار (مانا) معادله حرارت  :16مثالt xx xu x u xu u  2 6 )xuو  6 ,t) , u ( ,t) , x   1 7 6 1  از:  عبارت است  
  )91مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري (

1 (x 51 6  2 (x x 56  3 (x x 66  4 (x x 66  

  : به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)د گزينهها بدون دخالت دست و خودكار (روش رحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

tu بستگي ندارد، پس tجواب معادله حرارت به در حالت ماندگار    :است. بنابراين داريم  xx xx u xu u  2 6 6   
zو بـا تغييـر متغيـر    معادله فوق از نوع كوشي اويلـر اسـت  دانيم كه استفاده از اطلاعات درس معادلات ديفرانسيل، ميبا  Lnx   ي بـا ضـرايب   بـه معادلـه

zzثابت zu ( )u u    6 1 6  باشد: مي زيربه صورت  ي جديدشود. حل اين معادلهتبديل مي    
r

r ( )r r r
r


           
2 2 66 1 6 7 6 1   :معادله مشخصه  

x

u( ,t)z z
u ( ,t)

k
u k e k e k x k x u x x

k




        

1 7 16 6 1 6
1 2 1 2 6 2

1 66
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كارشناسي ارشد يكرتبه  مدرسان شريف   رياضي مهندسي

  ي لاپلاسبررسي معادلهحل و  :4درسنامه
 

  

 فرم كلي جواب مسأله انتقال حرارت پايدار دو بعدي :1مثالxx yyT T , x L , y L

T( ,y) T(L,y) T(x, ) , T(x,L) f (x)

     


   

  

  
  كدام است؟ 

1 (n
n

n x n yT(x, y) A sin( )sinh( )
L L





 
 

1
  2 (n

n

n x n yT(x, y) A cosh( )sin( )
L L





 
 

1
  

3 (n
n

n x n yT(x, y) A cosh( )sinh( )
L L





 
 

1
  4 (n

n

n x n yT(x, y) A sinh( )sinh( )
L L





 
 

1
  

  : همه شرايط مرزيِ مربوط به » 1«گزينه پاسخx بنابراين ،همگن هستندnF (x) مثلثاتي است وnG (y)    نمايي (يا هذلولوي) خواهد بود. بـه بيـان

nFاســت، xديگــر از آن جــا كــه شــرط مــرزي نــاهمگن بــر حســب  (x) مثلثــاتي وnG (y) .در نمــايي خواهــد بــودx   شــرطT( , y)    نشــان

nدهدمي nF (x) sin x  سينوسي است و شرطT(L, y)   گويـد ميn nF (L) sin( L)     در نتيجـهn L n    و داريـمn
n
L


  .

nGمعلوم شد به پيروي از آن، nحال كه (y) ِتركيب خطي
n y
Le


 و
n y
Le


)،yدار بـودنِ جه به كراناست. با تو y L)   هـا در جـواب   هـر دوي آن

ncoshحاضرند و توابع هذلولويِ y
L
 وnsinh y

L
 كنند. حال شرط همگنرا توليد ميT(x , )   يبه ازا كه دهدنشان ميy    بايد جواب صفر شود

nيعني
nG (y) sinh y
L


 :است  n
n

n nT(x , y) A sin x sinh y
L L





 
 

1
  

 

 يك نوار نيمه متناهي به عرض :2مثال دماي يك  .اي مطابق شكل داده شده استايط كرانهاند، با شربندي شدهكه وجوه زير و روي آن كاملاً عايق

  نقطه دلخواه از آن در حالت تعادل كدام است؟

1 (
n

ny

n

( ) sin nx.e
n





 
  2

1

2 1 1              2 (
n

ny

n

( ) sin nx.e
n





 
 

1

2 1 1   

3 (
n

ny

n

( ) sin nx.e
n






 
 

1

2 1 1           4 (
n

ny

n

( ) sin nx.e
n






 
  2

1

2 1 1   

  : طور كه از شكل پيداسـت شـرايط مـرزي همگـن را در    همان»  3«گزينه پاسخx   وx    .داريـم(u( , y) u( , y) )     بنـابراينnF (x) 

ــاتي و nGمثلث (y) ــايي اســت. در xنم   ــم uداري  ، ــس nپ nF (x) sin( x)   ــرط ــي اســت. ش )uسينوس , y)    ــي ــه م ــز نتيج ــد ني ده

n nF ( ) sin( )     ، بنابراينn n    و داريمn n به اين ترتيب .nF (x) sin nx است. جوابnG (y)   خطـيِ  شـامل تركيـبnye 

yاست. اما در اين مثال داريم nyeو  بنابراين .nye تواند در جواب ظـاهر شـود. در نتيجـه   شود و نميكران ميبيny
nG (y) e    .خواهـد بـود

ny  نويسيم:سريِ جواب را مي
n

n
u(x , y) B sin nxe





 

1
  

u(xاز شرط مرزي ناهمگن nBيبراي محاسبه , ) 1   كنيم. به ازاياستفاده ميy   :داريم  n
n

B sin nx



 

1
1  

n  از آناليز فوريه داريم:
nB sin nxdx cos nx [ ( ) ]

n n
 

     
  
2 2 21 1 1


    


  

 

100      

0  

0  0  

y  

x  
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 عبارت پتانسيل الكتريكي :3مثالu(x,y) در ناحيه نيم نوار داده شده و با شرايط مرزي نشان داده شده به چه شكل خواهد بود؟  

1 (pxu(x, y) D(p)cosh(py)e dp


   

2 (u(x, y) D(p)sinh(px)cos(py)dp


   

3 (u(x, y) D(p)sin(px)cosh(py)dp


   

4 (pxu(x, y) D(p)cos(py)e dp


   

  : براي متغير»  3«گزينه پاسخy يك شرط مرزي ناهمگنu(x ,a) f (x) را داريم. اماx    ارد كـه آن هـم همگـن اسـت.     فقط يـك شـرط مـرزي د
  نيز نمايي (يا هذلولوي) است. G(y)كند كه جواب به شكل سري است يا انتگرال.مثلثاتي است؛ و تعيين مي F(x)بنابراين

xچون   كران است، پسبي  2 ب به شكل انتگرال فوريه اسـت. همچنـين  و جواu( , y)     اسـت در نتيجـهF (x) sin x     سينوسـي

Gخواهد بود. جواب (y) نيز شاملye وye است. از آنجا كهy a  توانند در جـواب حاضـر باشـند و از تركيـب     دار است؛ هر دو جمله ميكران
coshهاخطي آن yوsinh y ساخته شوند. اما شرط همگنyu (x , )    دهـد نشان مـيG (y)     ربوليـك) كسينوسـي اسـت. (البتـه كسـينوسِ هيپ  

  به اين ترتيب داريم:

  u(x , y) A( )sin x cosh yd


       

 استفاده شده است.) pاز ها به جاي) است. (در گزينه3ي (كه همان گزينه

  

 جواب معادله لاپلاس مقابل   :4مثال

u u
x y

u( ,y) , x
u( ,y) , y

u(x , ) sin ( x)

 
 

 


  
  
  

2 2
2 2

3

1
1

2



  
 



  دار است، كدام گزينه است؟ تابعي كران u(x,y)، كه در آن 

1 (y ye sin ( x) e sin ( x)    33 12 64 4  2 (y ye sin ( x) e sin ( x)     2 63 12 64 4  

3 (y ye sin ( x) e sin ( x)   2 63 12 64 4   4 (y ye sin ( x) e sin ( x)   2 63 12 64 4  

 :در اين مثال » 2«گزينه   پاسخx 1 متناهي است وy   ي پتانسيل متناهي فرض كنيم كه سري فوريه دارد يا نامتناهي. آيا اين را يك مسأله
دو شرط همگن  xدر اين مثالداري) است. كدام متغير داراي شرايط مرزي همگن (يا كرانبراي يافتن پاسخ بايد ببينيم اي نامتناهي كه انتگرال فوريه دارد؟ مسأله

xشـود. در متناهي است، جواب عمومي به شكل سـري فوريـه نوشـته مـي     xدارد. بنابراين چون     شـرط همگـنu( , y)       دهـد را داريـم كـه نشـان مـي 

n nF (x) sin( x)  سينوسي است. حالا شرط مرزيu( , y) 1  دهد كهنشان ميnF ( ) 1  پس ،استnsin( )   و در نتيجهn n    خواهد

fبود. (يك راه ديگر آن است كه چون شرط مرزي ناهمگن به صورت (x) sin ( x) 3 مثلثاتي است و ايـن متغيـر اسـت     xپس متغير ،است xيعني بر حسب 2

uجواب .)كندرا تعيين مي كه (x , y)  است:  مقابلبه فرم  nn ny n y
n n n

n n
u (x , y) B e sin x u (x , y) B e sin n x

      

 
     

1 1
  

uال شرط مرزيبا اعم (x , ) sin ( x) 3 2ضريب ،nB كنيم همچنين از اتحاد مثلثاتيرا محاسبه ميsin ( x) sin ( x) sin ( x)    3 3 12 2 64 نيز  4

n  كنيم:استفاده مي
n

u (x , ) sin ( x) sin ( x) sin ( x) B sin n x



       3

1

3 12 2 64 4  

nبا توجه به تساوي طرفين، فقط دو مقدار ويژه به ازاي , 2 y  در جواب خواهيم داشت:  6 yu (x , y) e sin ( x) e sin ( x)      2 63 12 64 4  

  

u (0 , y) = 0  

u (x , a) = f (x)  
a  

u = 02   

u 
y  = 0  

x 

y 
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 و 1هاي قاعده محور به شعاعهرگاه پتانسيل موجود در روي بدنه دو استوانه طويل و هم :5مثالe 11به ترتيب 22و   ولت باشد و معادله لاپـلاس

rrدر مختصات قطبي به صورت ru u u
r r   2
1 1

 باشد، آنگاه پتانسيل موجود بين دو استوانه برابر كدام است؟  

1 (( Lnr)11 1   2 (( e )
e r

 

1 11 22 111

    3 ((r e )
e

 


11 21
  4 ((r Lnr)

e
 


11 11
  

  : ي بـين دو اسـتوانه داريـم   در ناحيـه   »1«گزينـه  پاسخr e 1 و   2 در نتيجـه . 
 ي مقادير خود را در يك دور كامل، اختيار كرده است. همچنين فقـط دو شـرط مـرزي بـه صـورت     همه

u( , ) 1 11 وu(e , )  22 داريم كه به  وابسته نيستند. در نتيجه جـوابu(r , )    نيـز تـابعي
uاست و داريم rيك متغيره بر حسب   هيم داشـت . طبق توضيحات فوق خـواu ALnr B  .

  كنيم:شرايط مرزي را اعمال مي
u( , ) ALn B B
u(e, ) ALne B A B

    
     

1 1 11
22




  

Aبنابراين B 11 :است و خواهيم داشت  u (Lnr ) 11 1  
 

 

 كنيد فرض   :6مثالD ي باشد و ارتعاش در آن به صورت شعاعي تغيير كند. اگر ارتعاش روي كرانه 3اع اي به شكل دايره و به شعناحيهD   و سـرعت
    كدام است؟ Dي آن داده شده باشد، مدل رياضي ارتعاش در اوليه

1(rr tt t tu u c u ,u(r, ) t(r), u (r, ) g(r), u( , t)    2 3    2(tt rr r tu (u u ), u(r, ) u (r, ) u( , t)    23 3    
3(rr ttu c u , u(t, ) u( , r) f (r), u( , t)   2 3    4(tt rr r tu c (u u ),u(r, ) f (r), u (r, ) g(r), u( , t)

r
    2 1 3   

   :ي موج يك بعدي به صورتدانيد كه معادلهمي  »4«گزينه پاسخxx ttu u
c

 2
ي دو بعـدي، ارتعـاش رخ دهـد ايـن     است. حال اگر در يك ناحيـه  1

xxمعادله به صورت yy ttu u u
c

  2
ttuآيد. يعنيدر مي 1 u

c
 2

2
1.  

rr  س در مختصات قطبي به صورت مقابل قابل نمايش است:ي لاپلااز طرفي معادله ru u u u
r r

    2
2

1 1   

rr  ي موج در مختصات قطبي به شكل مقابل قابل نمايش است:پس معادله r ttu u u u
r r c

  2 2
1 1 1  

uكند، بنابراينگفته شده ارتعاش به صورت شعاعي تغيير مي   شود:به صورت مقابل بازنويسي مي و لذا معادله  rr r ttc (u u ) u
r

 2 1  

  ) اين شرايط را دارد.4كه فقط گزينه (
  

 ار اگر مقـد  .و شعاع واحد به ترتيب صفر و يك است أو تحتاني يك دايره به مركز مبد هاي فوقانيدايرهپتانسيل الكترواستاتيك بر روي نيم :7مثال

n پتانسيل در نقاط دروني دايره برابر با:
n n

n
u(r, ) r [A cosn B sinn ] , r ,




           1 2


  آنگاه به ازاي هر، باشدn   :داريم  

1(
n

n n
( )B , A

n
 

 


1 1   2(
n

n n
( )B , A
n

 
 


1 1 1  3(

n

n n
( )B , A

n
 

 
2 2

1 1   4(
n

n n
( )B , A

n
 

 
2 2

1 1 1  

  : 1«گزينه پاسخ«  

  n n
n

;
u( , ) [A cos n B sin n ]

;






     


1 1

 Âº I¤¼  ½oÄHj´Ãº oM
Âº ITdU ½oÄHj´Ãº oM

  

n

n
( )B sin n d

n





 
    
 

21 1 nA   و   11 cos n d



    
 

21 1   
 

e 

110 v 



220 v 
1 
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 ايپاسخ معادله ديفرانسيل پاره :8مثال
u , r ,

u(r, ) u(r, )
u( , ) f ( )

      


  
   

2 1

1

  
 كدام است؟ ،  

1( 
n

n
n

n

A r sinn

A f ( )sinn d













    





1
2



  2 (
nr

n
n

n

A e sinn

A f ( )sinn d













    





1
2



  3(
nr

n
n

n

A e sinn

A f ( )sinn . d
















     





1
2


  4(
nr

n
n

n

A e sinn

A f ( )sinn . d













     





1
2



  

 : كنيم:آن را از روش ضربي حل مي ،تمرين يشود اما برااين سؤال با توجه به شكل كلي جواب به راحتي پاسخ داده مي  »1«گزينه  پاسخ    
u u uu ( )

r rr r
  

    
 

2 22
2 2 2

1 1   
,u(r  توان چنين نوشت: به كمك روش تفكيك متغيرها، مي ) F(r)G( )    

r F rF Gu F G F G FG ( )
r F Gr

           
2

2
2

1 1 1  
دو شـرط همگـن در   بنابراين لازم است كه هر دو طرف برابر مقـدار ثـابتي باشـند.    است، و طرف دوم آن تابعي از rطرف اول رابطه فوق، تابعي از    

و   آن را دهد كه اين عدد ثابت، منفي است.نشان مي ناميم.مي  

  r F rF G G G( ) k sin k cos
F G G
   

          
2

1 2  
u(r, ) G( ) sin n G( ) k sinn            1          وu(r, ) G( ) k    2      

nبا جايگذاري  r  ) خواهيم داشت:1در معادله ( 2 F rF n , r F rF n F
F
         

2
2 2 2  o ± Ä»HÂ{¼¨ ¾²jI • ¶  

n ns(s ) s n s n s n F(r) k r k r            2 2 2
3 41  اي مشخصهچند جمله  

rشرط كرانداري پاسخ در  كند كه:ايجاب ميk 4 ، :بنابراين داريم   n
n n n n n

n n
u (r, ) A F (r)G ( ) A r sinn

 

 
     

1 1
  

n n
n

u( , ) f ( ) A sin n A f ( )sin n d



         

 
1

21


  
  

 جواب مسأله لاپلاس زير كدام است؟  :9مثال  

1 (yArctg
x




1 1
2  2 (yArctg

x


11  

y

u u , y
x y

, x
Lim u(x,y) G(x)

, x

 
  

 


    

2 2
2 2

1


 


 

  
3 (xArctg

y



1 1
2  4 (xArctg

y


11  

 دهيم:اين مسأله را با دو روش پاسخ مي»  3«گزينه   سخ:پا  
  كنيم:صفحه، مسأله را حل ميابتدا با توجه به فرمول پوآسون براي نيمروش اول: 

yG( )d y ( )d y du(x, y) u(x, y)
y (x ) y (x ) y (x )

 

 

     
   
         2 2 2 2 2 2
1 1 1 1



  

xشود (چون به ازايبرابر صفر مي تا ي، مقدار انتگرال در بازهG(x)يبا توجه به ضابطه   مقدارG(x) :صفر است) لذا داريم  
xArctg( )
y




1 1
2

y d y x x xu(x, y) [ Arctg ] Arctg( ) Arctg( ) ( ) Arctg( )
y y y yy (x )

   
           
        2 2

1 1 1 1 1
2  

yصـفحه با توجه بـه ايـن كـه در نـيم    روش دوم:           تـوانيم جـواب معادلـه لاپـلاس را در مختصـات قطبـي       جـواب بـه شـعاع ارتبـاطي نـدارد، لـذا مـي  
Aبه فرم B u(r, )  ) چوندر نظر بگيريمu بهr   خـواهيم داشـت   ،بسـتگي نـداردr rru u        در نتيجـه معادلـه لاپـلاس بـه صـورتu   
uآيد كه با حل آن بهدرمي A B  با لحاظ كردن اين نكته كه به ازايرسيممي ،(x   بايد ،   و به ازايx   بايد   :لحاظ شود، داريم  

  ; x A ( ) B A
u(x, )

; x A ( ) B B

                   

11 1

1

 


  
  

)xArctg  شود:پس جواب به شكل كلي مقابل نوشته مي )
y




1 1
2

yArctg
x yu(r, ) A B u(x, y) Arctg( )

x


        

 
11 1  

xدر قسمت آخر از تساويتوضيح:  yArctg( ) Arctg( )
y x


    استفاده كرديم. 2
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 اگر پاسخ معادلة لاپلاس در نيم صفحه بالاي محور :10مثالx با شرايط مرزي روي محورx:  ; | x |
u(x , )

u ( ) ; | x |


  

1
1




ÁHoM
SMIY ÁHoM

  

)uنمايش دهيم، آنگاه مقدار u(x,y)را با          , )1 81برق ـ سراسري مهندسي (            كدام است؟(  

u) 2  ) صفر1
2  3 (u

4  4 (u3
4  

  : دهيم:سؤال را به دو روش جواب مي  »2«گزينه پاسخ  
  صفحه فوقاني داريم:ون براي نيمبا استفاده از فرمول پوآس روش اول:

(u )d yuy G( )d y G( )d y xu(x, y) [ Arctg( )]
y yy (x ) y (x ) y (x )

  

  

    
    
          

1 1 1

11 12 2 2 2 2 2
1   

u x xu(x, y) [Arctg( ) Arctg( )]
y y
 

   


1 1  

)uسؤال , )1 :را از ما خواسته، لذا داريم  u u u u
u( , ) [Arctg( ) Arctg( )] ( ) ( )    

          
  

1 11 1 1 4 4 2 2
      

هـا  xحـور صفحه بالايي است و شرط مرزي روي مي داده شده، نيمبا توجه به آن كه ناحيهروش دوم: 
xيدر داخل بازه  1  1هـاي توانيم مطابق شكل زاويـه و خارج اين بازه مقادير متفاوتي دارد، مي 1

uرا در نظر بگيريم و از فرم 2و A B C    1   ده كنيم:استفا 2
   با توجه به شرايط مرزي داريم:

, , u C
, , u u u A C
, , u A B C

        
         
          

1 2
1 2
1 2

 

     
 

 
  

Cپس  ،u
A 


 وu

B  

 :است. در نتيجه داريم  u u

u    
 1 2
    

x)يدر نقطه , y) ( , ) 1 داريم
 1

3
و 4

 2 u  پس داريم: 4 u
u ( ) 
  


3
4 4 2

    
 

 جواب معادله لاپلاس :11مثالrr ru u u
r r   2
1 1

 در قطاعr a ,         :با شـرايط مـرزيu(r, ) u(r, ) , u(a, ) f ( )                

  )82مكانيك ـ سراسري مهندسي (       كدام است؟
1(u g(r)  2(u g( )   3(u g(r, )   4(u g( ) h(r)    
  : ي لاپلاس در فرم قطبي تابعي دو متغيره به صورتدر حالت كلي جواب معادله  »3«گزينه پاسخu g(r , )  ي داده شـده  است. حال اگر در ناحيه

rداشته باشيم     و مقادير مرزي نيـز مسـتقل ازr  ،باشـندu g( )       تـابعي يـك متغيـره بـر حسـب  احيـه داشـته   شـود. اگـر هـم در آن ن   مـي
باشيم     يا)   2و شرايط مرزي مستقل از ( :باشند داريمu g(r) در اين مثال هيچكدام از اين حالات را نداريم پـس .u g(r , )  
  است.

 
 

 ياي هموار داده شدهاي) زير براي بسط تابع تكهمقدار مرزي (يا كرانه مسألهپايه متعامدي كه در  :12مثالh ؟گيرد، كدام استمورد استفاده قرار مي  
  )85مهندسي مواد ـ سراسري مهندسي مكانيك و (             

1 (k
k x{sin }

a 


  

2 (k
( k ) x{sin }

a 
 2 1
2   

3 (k
( k ) x{cos }

a 
 2 1
2   

4 (k
k x{ , , , , ,...},{cos }

a 


 1 2 3 4     

x

a  

y  

b 

0  

T(a,y) = 0  (0,y) = 0xT  

T(x,0) = 0  

T(x,b) =h(x)  

T = 02   
x  
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  : به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه پاسخ
  شود:تشريحي نيز ارائه مي شده است. با وجود اين، حل

F(x)(كه دو شرط مرزي همگن دارد) به شكل كلي xدانيم كه متغيرمي c cos( x) c sin( x)   1 شود. با توجـه بـه شـرايط    در جواب ظاهر مي 2
xTمرزي ( , y) T(a , y)   دانيم كهميF ( )   وF(a)   كنيم:خواهند بود. شرايط بدست آمده را اعمال مي  

F ( ) c sin( ) c cos( ) c c           1 2 2 2       
F(x)در نتيجه c cos( x) 1 :است. طبق شرط مرزي دوم داريم  F(a) c cos( a)  1   

ــر cاگ 1    ــديهي ــواب ب ــه ج ــه ب ــد ك F(x)باش   ــي ــيم م ــرض كن ــيم. ف )cosرس a)    ــابراين ــد. بن nباش a ( n )   2 1 ــه  2 و در نتيج

n ( n )
a


  2 1 )n{cosي متعامد جواب عبارت است ازاست. پايه 2 n ) x}
a 


2 1 2 هاي فرد را داريم، عدد ثابت . دقت كنيد كه چون فقط هارمونيك
F(a)شود. به بيان ديگر عدد ثابت در شرط مرزيي جواب ظاهر نميدر پايه   كند، پس در پايه جواب قرار ندارند.صدق نمي  

 

 كداميك از توابع زير در معادله لاپلاس :13مثالxx yyu u    ؟كندنميصدق  
  )86يمي ـ بيوتكنولوژي ـ مهندسي داروسازي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري (مهندسي ش

1( ytan
x

1  2( xe cosh y  3( Ln(x y )2 2  4( sin x sinh y  

  : 2«گزينه پاسخ«     
x

xx
xx yyx

yy

u e cosh y
u u

u e cosh y





    
 

          

xxيها در معادلهي گزينههاما بقي yyu u   كنند.صدق مي  
 

 87ـ سراسري هوا فضا  مهندسي(  كدام تابع يك جواب معادله لاپلاس دو بعدي است؟ :14مثال(  
1( xu e cos y 9  2( u cos ysin x 4 2  3( xyu e sin y  4( u cos x sinh y  

  : 4«گزينه پاسخ«  x xx
xx yy

y yy

u sin x sinh y , u cos x sinh y
u cos x sinh y u u

u cos x cosh y u cos x sinh y
         

  

 

 در مسأله مقدار مرزي زير در داخل يك نيم دايره به شعاع  :15مثالa دايره،حل معادله لاپلاس مورد نظر است. بر پيرامون نيمh( )اي هموار تكه
,T(rبندي داريم و بر روي نيمه چپ آنشود. بر روي نيمه راست قطر عايقفرض مي )  پايه (مبناي) متعامد بسط فوريه تابع ،h( ) در اين مسأله كدام

  )88(مهندسي برق ـ سراسري   است؟
1(k{cos k }   

2(k{cos( ) }k
 2 1

2  

3({cos(k ) }k  1
2  

4({sin(k ) }k  1
2  

  : به روش تستي و بدون حل پاسخ داده » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه پاسخ
  شود:ارائه مياست. با وجود اين، حل تشريحي نيز  شده

روي مرز   يعني ،بندي را داريم كه به معناي شرط نيومن استعايقT ( , r)   است. بنابراينk kF ( ) cos    كسينوسي است. اما روي مرز 

   داريمT( , r)  نابراين. بk kF ( ) cos      است و داريمk ( k )    2 1 k، به همين علت2
k( k )

L
 

   
2 12 1 2 خواهد  2

بود. در ضمن چون در  شرط همگن روي مشتق آمده است، پس جواب برحسب ، ي متعامد جواب به صورت ي پايههكسينوسي است. در نتيج

k
k{cos } 



2 1

2   است. يعني به شكلk{cos(k ) }  
1
2  دقت كنيم و توجه داشته باشيم 3) و (2هاي (است. در اين تست اگر به گزينه (

kكه (k )
   

2 1 1
2 دانيد كه عدد صحيح؟ مي kعدد طبيعي است يا kاست كه ها در ايناست، اين دو جواب يكسان هستند. تنها فرق آن 2

kي مثلثاتي، متغير سري يادر سري فوريه   است ياk 1گاه. بنابراين هيچk نادرست است.2ي (مين خاطر گزينهنداريم. به ه (  
 

بنديعايق
x  (a و  ) 

2T=   

y  

T (a,) = h ()



  

333 

كارشناسي ارشد يكرتبه  مدرسان شريف   رياضي مهندسي

 اي همـوار معلـوم   براي حل مسأله مقدار مرزي معادله ديفرانسيل لاپلاس در داخل مستطيل با شرايط مرزي داده شده طبق شكل،تابع تكّه :16مثال
  )90ق ـ سراسري مهندسي بر(  بر حسب كدام پايه متعامد بايد بسط داده شود؟ h(مفروض) 

1( x x x x n x n x,sin ,cos ,sin ,cos ,...,sin ,cos ,...
a a a a a a
     1 2 2 4 4 2 2

2  

2( x x n x,cos ,cos ,..., cos ,...
a a a
  1 2

2  

3( x x n x, cos ,cos ,... , cos ,...
a a a
  1 2 4 2

2  

4( x x x x n x n x,sin ,cos ,sin ,cos ,...,sin ,cos ,...
a a a a a a
     1 2 2

2  

  : اسـخ داده  به روش تسـتي و بـدون حـل پ   » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

xبينيم كه دربا توجه به شرايط مرزي، مي   وx a دو شرط تناوبي به صورتT( , y) T(a , y) وx xT ( , y) T (a , y) دانيم كه فـرم  داريم. مي
nFيكل (x) به صورتn n n n nF (x) a cos x b sin x    :است. از دو شرط تناوبي داريم  

n n n n nn n

n n n n n n n n n n

a a cos a b sin aF ( ) F (a)
F ( ) F (a) b a sin a b cos a

                




  

n  كنيم:را حذف مي nي دوماز معادله n n n n

n n n n n

a cos a b sin a a

b cos a a sin a b

    


   
  

ncosبا حل اين دستگاه داريم: a 1 وnsin a  بنابراين .n a n  2  يعنـيn
n
a


 
nبـراي  2 , , , 1 2    ي جملـه  اسـت. در نتيجـه

nFشود. اكنون با توجه به آن كههم در جواب ظاهر مي aثابت (x) ي ثابت وشامل جملهncos x
a
2 وnsin x

a
2 ي متعامـد را  ) پايـه 1ي (است، گزينه

1يا 1ي ثابت در پايه جواب باشد. معمولاً از عدد ثابت ي جملهتواند نمايندهدهد. هر عدد ثابت غير صفري ميبه صورت كامل نشان مي
كنند اما استفاده مي 2

  از نظر علمي، انتخاب هر عدد ثابت غير صفر، بلامانع است.
 

 مسأله مقدار مرزي، با شرايط مرزي داده شده در داخل مستطيل  :17مثالx a   وy b  .  

x x

u f (x ,y)
u(x , ) , u(x,b) h(x)
u( ,y) u(a ,y) , u ( ,y) u (a ,y)

 


 
  

2

 
 

  

  )91(مكانيك ـ دكتري   )xاي هموار هستند، داراي كدام پاية متعامد است؟ (نسبت به متغير توابع پيوسته و تكه hو  fآن كه در 

1 (k x k x, cos , sin , k , , , ,
a a
 

1 1 2 3 4   2 (k x k x, cos , sin , k , , , ,
a a
 


2 21 1 2 3 4   

3 (k x k xcos , sin , k , , , ,
a a
 


2 2 1 2 3 4   4( k x k xcos , sin , k , , , ,

a a
 

1 2 3 4  

  به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه : پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

nFاست. پس h(x)ط مرزي ناهمگن به صورتشر (x) توانستيم بگوييم شرايط مرزي درثلثاتي خواهد بود. (ميمx   وx a     (شـرط تنـاوبي) همگـن
nFهستند پس جواب (x) (.مثلثاتي است  

F(x)بنابراين A cos x Bsin x    كنيم.است. شرايط تناوبي را اعمال مي  
F( ) F(a) A A cos( a) Bsin( a)
F ( ) F (a) B A sin( a) B cos( a)

                




  

)cosرا ساده كنيد. با حل دستگاه داريم از معادله دوم a) 1 وsin( a)  بنابراين ،a n  2 وn
a


 
دهـد كـه   است. ايـن نشـان مـي    2

)nsinژه شاملهاي ويجواب x)
a
2 وncos( x)

a
2 هستند. در شرايط تناوبي داريمn   بنابراين به ازايn   شود.ي جواب ظاهر ميي ثابت هم در پايهجمله  

 

(a , ) 

T(x,b) h(x)

x

2T  

( , b )

y

x x

T(x, )
T( ,y) T(a,y)
T ( ,y) T (a,y)
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 له مقدار مرزي داده شده از طريق جداسازي متغيرها، كدام است؟موردنياز براي استفاده در حل مسأ مدي متعاپايه :18مثال  
  )92مهندسي برق و مكانيك ـ سراسري (  

1 (x x n x n x,sin ,cos , ,sin ,cos ,
a a a a
   1 2 2 2 2

2    

2 (x x n x n x,sin ,cos , ,sin ,cos ,
a a a a
   1

2    

3 (x x ( n ) x ( n ) x,sin ,cos , ,sin ,cos ,
a a a a
     1 2 1 2 1

2    

4 (x x n x n xsin ,cos , ,sin ,cos ,
a a a a
   2 2 2 2   

 

T(x,b) h(x)

2
xx yyT T T   

 

x x

T(x, )
T( ,y) T(a,y)
T ( ,y) T (a,y)




 

 شرايط مرزي روي دو ضلع راست و چپ

x

y

b

a

  
  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه پاسخ

  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي
xتوان از همگـن بـودن شـرايط مـرزي در    به صورت مثلثاتي است. (البته اين را مي F(x)شود كهعلوم مياست، م h(x)چون شرط ناهمگن به صورت   

xو a :نيز فهميد.) در حالت كلي داريم  F(x) A cos x Bsin x     
  گيريم:به كار مي براي تعيين مقدارحال شرايط تناوبي داده شده را 

F( ) F(a) A A cos a Bsin a
F ( ) F (a) B Asin a B cos a

                




  

sin  كنيم. با حل اين دستگاه خواهيم داشت:را ساده مي ي دوماز طرفين معادله a , cos a   1  

aبنابراين n  2 نياست. يعn
n
a


 
nبراي 2 , , , 1 2 ي ثابت،ي متعامد جواب شامل جمله. به اين ترتيب پايهncos x

a
2 وnsin x

a
2 .است  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

  بررسي معادلات ناهمگنحل و  :5درسنامه
 

 با تغيير متغير زير با شرايط مرزي ناهمگن ي موجاگر معادله  :1مثالu(x,t) v(x,t) w(x,t)  همگن بر حسب مرزياي با شرايط به معادلهv(x,t) 
tvتبديل شود. آنگاه (x, ) نه است؟برابر كدام گزي  

1 (xg(x) [b ( ) a ( )]
L

     2 (xg(x) a ( ) [b ( ) a ( )]
L

        tt xx

t

u c u
u( ,t) a(t)
u(L,t) b(t)
u(x, ) f (x)
u (x, ) g(x)

 



 
 
 

2






  
3 (xf (x) [b ( ) a ( )]

L
     4 (xg(x) a ( ) [b ( ) a ( )]

L
        

 :4«گزينه   پاسخ« t t t t t t tv(x, t) u(x, t) w(x, t) v (x, t) u (x, t) w (x, t) v (x, ) u (x, ) w (x, ) g(x) w (x , )              
twحالا بايد (x , ) طور كه عنوان شد، تغيير متغير مناسب به صورت مقابل است:همانكنيم.  را محاسبه  xw(x, t) [b(t) a(t)] a(t)

L
    

twبنابراين (x, t) :برابر با مقدار زير است  

t t t
x x xw (x, t) [b (t) a (t)] a (t) w (x, ) [b ( ) a ( )] a ( ) v (x, ) g(x) a ( ) [b ( ) a ( )]
L L L

                            
 

 كيـك متغيرهـا و بـا    اگر بخواهيم مسأله مقابل را به روش تف  :2مثال
u(x,t)استفاده از تغيير متغير w(x,t) v(x,t)  اي بـا شـرايط   به معادله
 به كدام صورت خواهد بود؟w(x,t)تبديل كنيم، vمرزي همگن بر حسب

tt xxxx

t

xx xx

u c u ; x , t
u( ,t) u( ,t) , u(x, ) u (x, )
u ( ,t) , u ( ,t) sint

      
     
   

2   
    
 

 

  

1 (
sinh x sin xcsin t c cw(x, t) [ ]
sinh sin

c c




  

1 1

2 1 1
  2 (

sinh x sin xcsin t c cw(x, t) [ ]
sinh sin

c c

 
 

1 1

2 1 1
  

3 (
sinh x sin xcsin t c cw(x, t) [ ]
sinh sin

c c




  

1 1

2 1 1
  4 (

sinh x sin xcsin t c cw(x, t) [ ]
sinh sin

c c

 
 

1 1

2 1 1
  

 :گيري از طرفين رابطهبا مشتق  »4«گزينه   پاسخu(x, t) w(x, t) v(x, t)  :و قرار دادن آن در معادله داريم  
tt xxxx tt xxxx(w c w ) (v c v )    2 2  

v(xدانيم كهمي , t) ي همگن با شرايط مرزي همگن است و شرايط مرزيجواب معادلهw يهم از رابطهw u v  به  يدو معادله آيد. پسبه دست مي
  زير داريم: صورت

tt xxxx tt xxxx

xx xx xx xx

w c w ; x , t v c v ; x , t
w( , t) , w( , t) , w ( , t) , w ( , t) sin t v( , t) v( , t) , v ( , t) v ( , t)

             
 

             

2 2     
        

»  

,w(xبراي به دست آوردن t)  :با استفاده از روش تفكيك متغيرها داريمw(x, t) F(x)G(t)  
xxwبا در نظر گرفتن شرط ( , t) sin t  :داريمF ( )G(t) sin t  بنابراين ،G(t) sintوF ( )  1 ا داريمشرايط زير ر مسأله، با توجه به شرايط ديگر:  

F( ) F( ) , F ( )        
w(x,t)حالا با جايگذاري F(x)sint :در معادله داريم  

xxxxF(x)sin t c F (x)sin t  2   
sinبا توجه به اين كه t  :لذا بايد داشته باشيم ،  xxxx xxxxF(x) c F (x) F (x) F(x)

c
     2

2
1   

    ت:اين معادله داراي جواب عمومي زير اس
F(x) A sinh x Bcosh x Dsin x E cos x

c c c c
   

1 1 1 1  

Bايهاي كرانهبا اعمال شرط E  همچنين ،A وD آيند:نيز به شكل مقابل به دست مي  c cA ( ) , D ( )
sinh sin

c c

  
 

1 1
2 21 1

  

,w(xبنابراين ضابطه t) شود:كل زير نوشته ميبه ش  
sinh x sin xcsint c cw(x,t)
sinh sin

c c

 
  

  

1 1

2 1 1
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصلكارشناسي ارشد يكشريف رتبه مدرسان   

 ي موج غيرهمگن زير كه بر حسباگر معادله  :3مثالu است با تغيير متغيرu(x,t) w(x,t) (x)  اي همگن با شرايط مكـاني همگـن   ، به معادله
  كدام است؟(x)ي تابعابطهتبديل شود، ض wبرحسب

1 (x(x) ( sin x)
c

  
2

1 6 3  

2 (x(x) ( sin x)
c

  
2

1 2  

3 (x(x) (sin x )
c

  
2

1 2  

4 (x(x) ( sin x )
c

  
2

1 63  

tt xx

t

u c u sinx , x , t

u( ,t) u( ,t)

u(x, ) u (x, )

     

   


  


2
2

2

 

 

  

  

 :با توجه به تغيير متغير داده شده داريم: .سؤال شرايط مرزي همگن و معادله ناهمگن است در اين ،دقت كنيد بر خلاف مسائل قبلي  »3«گزينه   پاسخ    
u(x, t) w(x, t) (x)    

  داريم:، xوtگيري بر حسببا دو بار مشتق
tt tt xx xxu w , u w (x)      

tt  ي اصلي داريم:در معادلههاي فوق با قرار دادن تساوي xx tt xxw c [w (x)] sin x w c w c (x) sin x         2 2 2  
)w  با توجه به شرايط اوليه، داريم: از طرفي ,t) ( )    u( , t) w( , t) ( )       

w( ,t) ( ) 
  2 2 u( , t) w( , t) ( )  

   2 2 2  

ي همگن با شرايط مكاني همگن است. يعني داريم:جواب معادله wمطابق صورت سؤال
tt xxw c w

w( , t) w( , t) 

 

 

 


2

2
هـاي  . با قرار دادن اين نتايج در تسـاوي 

  بينيم كه:بالا مي
c (x) sin x

( ) , ( )



  

   
 
   


2

2
  

  داريم: ،معادله گيري از طرفينبا دو بار انتگرال براي حل معادله فوق

(x) (sin x k x) k
c

   1 22
1(x) sin x (x) sin xdx (cos x k ) (x) (cos x k )dx

c c c c
               1 12 2 2 2

1 1 1 1  
  كنيم:استفاده مي ،به دست آمده براي از شرايط اوليه k2و k1رديبراي به دست آوردن مقا

( ) [(sin( ) k ( )] k k
c

             1 2 22
1  

k
( ) [sin k ( )] ( ) k

c c
  

  
          


1

1 12 2
1 1 212 2 2 2  

  به صورت زير است: (x)يضابطهبنابراين 
x(x) (sinx )

c
  

2
1 2  

 

 هرگاه تغيير متغير  :4مثالu(x,t) v(x,t) w(x)  براي مسأله غيرهمگن برحسبu يي سمت چپ) به كار رود، ضابطه(معادلهw(x)    بـه كـدام
  به دست آيد؟ vصورت باشد تا معادله همگن سمت راست برحسب 

t xxv c v
v(L,t) v( ,t)
v(x, ) f (x) w(x)

  
  
  

2 
 


         ,                

x
t xxu c u e , x L , t

u(x, ) f (x)
u( ,t) u(L,t)

     
 
  

2  


 
  

1 (x Lw(x) e (e )x
c c L c

     
  2 2 2 2 2 2

1 1 11  2 (x Lw(x) e (e )x
c c L c

     
  2 2 2 2 2 2

1 1 11  

3 (x Lw(x) e (e )x
c c L c

     
  

2
2 2 2 2 2 2
1 1 11  4 (x Lw(x) e (e )x

c c L c
     

  
2

2 2 2 2 2 2
1 1 11 

 :با توجه به تغيير متغير داده شده با يك بار مشتق گرفتن نسبت به»  1«گزينه  پاسخt و دو بار مشتق گرفتن نسبت بهx:داريم ،  
xx xx x x

t xx t xx
t t

u v w (x)
u(x, t) v(x, t) w(x) u c u e v c [v w (x)] e

u v
  

           
2 2


  

x
t xxv c v c w (x) e   2 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

  سؤال شود، بايد داشته باشيم:صورت ي حاضر به شكل معادله سمت راست داده شده در ن كه صورت معادلهبراي اي
xc w (x) e  2   

    ، داريم: xگيري از طرفين نسبت به بار انتگرال با دو

  x x x xw (x) (e ) w (x) ( )e k w (x) (e ) k w(x) ( )e k x k
c c c c

                   
  

1 1 1 22 2 2 2
1 1 1 1 1 1  

)w  استفاده كنيم: مرزي، لازم است از شرايط k2و k1براي روشن شدن وضعيت )  u( , t) v( , t) w( ) w( )            

w( ) (e ) k k k
c c c

         
  

2 2 22 2 2 2 2 2
1 1 1  

w(L)  u(L, t) v(L, t) w(L) w(L)        
k

L L Lcw(L) e k L k e k L k (e )
c c c L c




  
          
   

2 2 2
1

1 2 1 12 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1  

  شود:ير نوشته ميبه صورت ز w(x)بنابراين معادله 
x Lw(x) e (e )x

c L c c
     

  2 2 2 2 2 2
1 1 11 

  

 بعدي و غيرهمگن زير را درنظر بگيريد. معادله موج يك :5مثال  

  
tt xx

t

u u sin( x) x
u( ,t) u( ,t) t
u (x, ) g(x),u(x, ) f (x) x

    
   
    

1
1

1


  
  

;
;

;
  

nاگر پاسخ كامل به صورت n
n

u(x,t) w(x) (a cosn t b sinn t)sin(n x)



     

1
  آيد؟ ي زير به دست مياز كدام رابطه naتعريف شود، آنگاه ضريب 

1(na [(f (x) sin x)sin n x]dx   


1
2

12


   2(na [(f (x) sin x)sin n x]dx   


1
2

2


   

3(na [(f (x) sin x)sin n x]dx   


1
2

2


   4(na [(f (x) sin x)sin n x]dx   


1
2

12


  

  :فرم كلي جواب در صورت سؤال داده شده است: » 1«گزينه پاسخ   n n
n

u(x, t) w(x) (a cos n t b sin n t)sin n x



     

1
  

tجايگذاري با   يو استفاده از شرط اوليهu(x, ) f (x) :داريم  n n
n n

f (x) w(x) a sin n x f (x) w(x) a sin n x
 

 
       

1 1
  

Lبنابراين طبق فرمول ضرايب فوريه (به ازاي 1:داريم (  na [f (x) w(x)]sin n x dx ( )   
12

1 
  

)ياز رابطه naپس ضريب ) آيد و تنها كاري كه بايد انجام دهيم، مشخص كردنبه دست ميw(x) .است  

n  طبق صورت سؤال داريم: n
n

u(x, t) w(x) (a cos n t b sin n t)sin n x w(x) v(x , t)



       

1
  

v(xتابع , t) ي همگنجواب معادلهtt xxv v است، پس با جايگذاريu w(x) v  :در معادله ناهمگن داريم  
  tt xx tt xxu u sin x (v v ) ( w (x)) sin x w (x) sin x               

w (x) cos x c w(x) sin x c x c        
 

1 1 22
1 1  

)uبا توجه به شرايط مرزي , t) u(L, t)   :داريم  w( ) c
w( ) , w( ) c c w(x) sin x

w( ) c c
   

             

2
1 2 21 2

11 1
   

   
 

  

)رابطه در w(x)با جايگذاري ) :داريم  na [f (x) sin x]sin n x dx   


1

2
12


  

v(xو w(x)ي ناهمگن با شرايط مرزي همگن، از دو بخشطور كه در مثال قبل مشاهده كرديد، جواب معادلههمانتوضيح:  , t) شـود. تشكيل ميw(x) 
به دست ي ديفرانسيل يك متغيره از حل يك معادله w(x)ناميم.مي(مانا) است. به همين علت آن را جواب پايدار  xبه زمان بستگي ندارد و فقط برحسب

v(x. بخش دوم جواب يعنيكندصدق ميشرايط مرزي  آيد و فقط درمي , t) گـوييم. مي(گذرا)  جواب به متغير زمان بستگي دارد و به آنv(x , t)   جـواب
 كند.ي معادله هم صدق ميو در شرايط اوليه شرايط مرزي همگن استي همگن با يك معادله
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 مزبور كدام است؟ ه محدود تحليل كنيم. كرنل تبديلبا استفاده از تبديل فوري زيرمورد شكل  انتقال حرارت را در مسألهخواهيم مي :6مثال  
  )83مكانيك ـ سراسري مهندسي (    

1(nsin x
L
 

 
 

                     2(ncos x
L
 

 
 

  

3(( n ) xsin
L
  

 
 

2 1
2             4(( n ) xcos

L
  

 
 

2 1
2  

 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه   پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

F(x)يم كهداني متعامد جواب است. ميجا همان پايهمنظور از كرنل (هسته) در اين a cos x bsin x          است. درسـت اسـت كـه دو شـرط مـرزي
)Tناهمگن به صورت , t) T 1 وxT (L, t) q Tدانيم كه پس از انجام تغيير متغير مناسب به صورتداريم، اما مي 1 u v كه ،u عمومي معادلـه   جواب

)uي متعامد جواب، ربطي به جواب ناهمگن ندارد و با استفاده از شرايط همگني ناهمگن باشد، پايهجواب ويژه vهمگن و , t)   وxu (L, t)    تعيين
xشرايط مرزي را هميشه همگـن فـرض كنيـد.) حـال در    ي متعامد، شود. (به طور خلاصه براي تعيين پايهمي    شـرطu( , t)    گويـد كـه جـواب    مـي

nF (x) sin x  سينوسي است. و از شرط مرزيxu (L, t)  داريم ،nF (L)   يعنيn ncos( L)   جا داريم. از اينn L ( n )   2 1 2 

nدر نتيجه ( n )
L


  2 1 )nsinهاي پايه به صورتاست. نهايتاً جواب 2 x)
L



2 1

  آيند.به دست مي 2

nها، عدد فرد را به فرمدر اين مثال چون در گزينهتوضيح:  2   ايم.اند، ما هم اين كار را كردهنشان داده 1
  

 لاي به طومعادله حرارت غيرهمگن در امتداد ميله :7مثالL به شكلu u , x L , t
t x

 
    

 

2
2 1   شرايط مرزي و اوليه عبارتند از .است:  

u( ,t) u(L,t) , u(x, ) f (x)      
t ي(يعني وقت uخ حالت پايدار در اين صورت پاس : 86(مهندسي نانو مواد ـ سراسري                                       ) برابر است با(  

1 (x(L x) 2 (x(x )
1
2 3 (x(L x)

2  4 (x Lx L  
2

2
2  

 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه   پاسخ
  شود:با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي شده است.

uدر حالت پايدار
t





  ،بنابراين داريم:است      u u xx k u k x k

xx
 

          


2 2
1 1 22 1 2  

u( , t) k
x L xu x (L x)Lu(L, t) k

  
     

  

2 2

1 2 2 2
2

  


  

  

 ي غيرهمگن يك بعدي حرارت در ناحيهمعادله :8مثالx  1 و برايt  ،u u ; x
tx

 
   


2
2 1 1 .شرايط مرزي و اوليه عبارتند از:  است

u( ,t) u( ,t)
u(x, ) f (x)

 
 

1 


t)در اين صورت پاسخ حالت پايدار،  )درx  1
  )88(مهندسي برق ـ سراسري   برابر كدام است؟2

1(
1
4  2(

1
8  3(

1
2  4(1

4  

 :به روش تستي و بدون حل پاسخ داده » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت  » 2«گزينه   پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

uدر حالت پايدار
t





ان چنين نوشت:توباشد، بنابراين ميمي  u u x k u x k x k

xx
 

       


2 2
1 1 22

11 2  

  با بررسي شرايط مرزي خواهيم داشت:

  
xx u k

u x x u
x u k k

    
        

        

12
2 2

1 1

1 1 1 1 1
1 1 2 2 8 4 81 2 2

  

 
  

  

x 

1T = T  T  
x  1= q  

x L
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 ازاي كدام تابعبه  :9مثال(x)تغيير متغير ،u(x,t) w(x,t) (x)  ، مسأله
t xx

x

u u sinx
u( ,t) ,u ( ,t)
u(x, ) f (x)

 
   
 

4
1 1 


اي همگن با شرايط مرزي همگـن  را به معادله 

  )88(مهندسي مواد ـ سراسري     تبديل خواهد كرد؟ wبر حسب 

1((x) cosx x   
1 3 14 4  2 ((x) sinx x   

1 5 14 4   3 ((x) cosx x   
1 5 14 4  4 ((x) sinx x    

1 3 14 4  

 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«ر قسمت به اين سؤال د  »2«گزينه    پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

  : استجواب معادله ديفرانسيل معمولي زير (x)تابع

x

(x) sinx
( )

( )

 
 
  

4
1

1



  

  

x

(x) sinx (x) sinx k x k

( ) k (x) sinx x

( ) k





        


        

     


1 2

2

1

1 1
4 4 1 51 1 14 451 4

  

  

 تابع : 10مثالh(x) چگونه باشد تا تغيير متغيرu(x,t) w(x,t) h(x) ، معادلهt xxu u cosx 2 را به يك معادله همگن بر حسبw ؟تبديل كند  
  )90ق و اتوماسيون ـ سراسري مهندسي ابزار دقي(

1 (h(x) sin x Ax B   
1
2  2 (h(x) cos x Ax B   

1
2  3 (h(x) sin x Ax B   2  4 (h(x) cos x Ax B   2  

 :تي و بدون حـل پاسـخ داده   به روش تس» ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه    پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

uابتدا w(x, t) h(x)  كنيم:را در معادله جايگذاري مي  t xx xxw w h cos x  2 2  
xxh  همگن شود بايد داشته باشيم: wبراي اينكه معادله بر حسب cos x 2   

xh  آوريم:را به دست مي h(x)گيري از اين معادله،حال با انتگرال sin x A h(x) cos x Ax B      
1 1
2 2  

  
 معادله حرارت  : 11مثالt xxu c u u 2  وt , x L    با شرايطu(x, ) f (x) , u( ,t) , u(L,t)        تـابع   .را در نظـر بگيريـدh(t) 

u(x,t)چگونه باشد تا تغيير متغير  w(x,t)h(t)  منجر به يك معادله ديفرانسيل همگن به صورتt xx(w c w )   گردد؟ wبراي  2
  )91مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري (

1 (te  2 (te  3 (Lnt  4 (tg t1  

 :به روش تستي و بدون حـل پاسـخ داده   » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه    پاسخ
  شود:جود اين، حل تشريحي نيز ارائه ميشده است. با و

t  آوريم: را به دست مي xxuو tuابتدا t t

xx xx

u w h h w
u(x, t) w(x, t)h(t)

u w h
 

   
  

t  با جايگذاري روابط فوق در معادله ديفرانسيل داده شده، خواهيم داشت: 
t t xx t xx

h
w h h w c w h wh w c w w w

h
      2 2  

tمعادله فوق به فرم همگن بديل شدنبراي ت xxw c w tt  برقرار باشد.  روبرولازم است كه رابطه  2 th h
w w h (t) e

h h
      1   

  



  

340 
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 براي تبديل معادله گرماي غيرهمگن  :12مثالt xxu c u 2 1 با شرايط مرزي
u(x, ) g(x)
u( ,t)
u( ,t)


 
  


 


كدام تغيير متغيـر صـحيح    ،، به يك معادله همگن 

  )91(مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري   است؟

1(u(x, t) v(x, t) x(x )
c

   2
5  2(u(x, t) v(x, t) x(x )

c
   2

5  

3(u(x, t) v(x, t) x(x )
c

   2
1  4(u(x, t) v(x, t) x(x )

c
   2

1 

 :به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه   پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

,u(xاگر تغيير متغير لازم به صورت  t) v(x, t) f (x)   شود:يسي ميبازنو مقابلباشد، بنابراين معادله به شكل  t xxv c v c f (x)  2 2 1  
  براي از بين بردن عامل ناهمگني معادله، بايد شرايط زير برقرار باشد: 

c f (x)  2 1   

f (x) f (x) x k x k
c c
      2

1 22 2
1 5  

)u  را به دست آوريم:  k2و k1توانيم مقادير حال با اعمال شرايط اوليه مي , t) f ( ) k    2      

u( , t) f ( ) k
c


      1 2
5   

u(x, t) v(x, t) x x v(x, t) x(x )
c c c


      2

2 2 2
5 5 5  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

  استفاده از تبديلات انتگرالي در حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي :6درسنامه
 

 تبديل لاپلاس جواب مسأله :1مثالx tu xu , x
u(x, ) , x , u( ,t) t , t

    


     

 
    

  كدام است؟ 

1 (
sx

U(x,s) e
s




2

2
2
1  2 (

sx

U(x,s) e
s




2

21  3 (
sx

U(x,s) e
s


 2

2
1  4 (

sx

U(x,s) e
s


 21  

  : با تبديل لاپلاس گرفتن از طرفين معادله داريم:»  1«گزينه پاسخ   x xU x[sU u(x, )] U xsU         
  نويسيم:و جواب عمومي آن را به صورت زير مي است xمعادله به دست آمده يك معادله ديفرانسيل معمولي با متغير مستقل

sx
sx

U(x,s) k(s)e U( ,s) k(s)
k(s) U(x,s) e

s su( , t) t U( ,s)
s



 





       
   

2
2

2
2

2 2
2

1 1
1´ÄoÃ¬Â¶ t°Q¯ ®ÄkLU ¸Ã oŠ pH

  

 

 با فرض :2مثال{u(x,t)} U(x,s)تبديل لاپلاس معادله ،u u u xt
x t
 

  
 

,u(xبا شرط  )   :81برق ـ سراسري مهندسي (            عبارت است از(  

1 (U xsU
t s


 

 2  2 (U x(s )U
t t


  

 21  3 (U x(s )U
x s


  

 21  4 (U x(s )U
x s


  

 21  

  : 4«گزينه پاسخ«                          u(x, )U x U xsU(x,s) u(x, ) U(x,s) sU(x,s) U(x,s)
x xs s

 
       

 2 2
   

 

 جواب مسأله :3مثالu u sin xsint
t x

 
 

 

2 2
2 2،u( ,t) u( ,t)    وuu(x, ) (x, )

t


 


   84ـ سراسري هوا فضا (مهندسي   كدام است؟(  

1 (u cos x(sin t x cos x)   2 (u sin t(sin x t cos t)   3 (u sin x(sin t t cos t) 
1
2  4 (u sin t(cos x x cos t)   

  : به روش تسـتي و بـدون حـل پاسـخ داده     » ها)الت دست و خودكار (روش رد گزينهها بدون دخحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

ي آن همگن هستند. در اين موارد معمولاً بهتـرين راه اسـتفاده از تبـديل لاپـلاس اسـت.      معادله ديفرانسيل داده شده ناهمگن است اما شرايط مرزي و اوليه

,L[u(xفرض كنيم t)] U(x,s) :باشد، داريم  t xxs U su(x, ) u (x, ) U sin x
s

   


2
2

1
1

   

ــه همگــن هســتند:  ــرايط اولي ,tu(xش ) u (x, )    ــه ــه معادل ــابراين ب xxي ديفرانســيل، بن
sin xs U U

s
 


2

21
ــي  ــهم ــيم. معادل ي ي مشخصــهرس

sآن  2 2  هاو ريشهs   هستند. پس جواب عمومي همگنsx sx
hU c e c e 1 باشند. با توجـه   sتوانند توابعي بر حسبمي c2و c1است.  2

pUاهمگن هم به شكل ي ني ديفرانسيل، جواب ويژهبه عبارت سمت راست معادله A(s)sin x  .است  

sin  با جايگذاري آن در معادله داريم:  xs A(s)sin x A(s)sin x
s

 


2
21

  

sinبا ساده كردن x  و انجام محاسبات داريمA(s)
(s )


2 2
1

1
sx  ر است با:براب u. بنابراين تبديل لاپلاسِ sx sin xU c e c e

(s )
  


1 2 2 21

  

ــرزيِ ــال از دو شـــرط مـ )uحـ , t) u( , t)    داريـــمU( ,s) U( ,s)   پـــس بـــه ازاي .x   وx   ــدار Uمقـ    را داريـــم. يعنـــي

s s

c c

c e c e  

  


  

1 2

1 2

 

 
cكه تنها جواب آن  c 1 2  است. بنابراينsin xU

(s )


2 21
گيـريم و بـه   است. با كمك ضرب پيچشي، تبديل معكـوس مـي   

t  رسيم:جواب مي tsin xu [ ] sin x [ ] sin x sin(x)sin(t x)dx sin x [cos( x t) cos(t)]dx
(s ) s s

        
    1 1

2 2 2 2
1 1 1 221 1 1  

   

tsin x sin x[ sin( x t) x cos t] [ sin t t cos t sin( t)] sin x(sin t t cos t)        
1 1 1 122 2 2 2 2 2

  

)sinتوجه كنيد كه t) sin t   .است  
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 براي :4مثالu(x,t) u(x,t)
t x

 


 

2
2،x    وu(x, ) f (x) , t  ،x    تبديل فوريه تابعu(x,t)  نسبت به متغيـرx  يـاU( ,t) 

j)كدام است؟  ) 1   )87كامپيوتر ـ سراسري  مهندسي(  

1( tU( , t) F( )e    2( tU( , t) F( )e  
2  3( j tU( , t) F( )e     4( j tU( , t) F( )e   

2  

  : گيريم:از طرفين معادله تبديل فوريه مي  »2«گزينه پاسخ  

  tduF{u(x, t)} U( , t) (i ) U( , t) U( , t) dt Lnu t Lnc u c( )e
t u


                



22 2 2   

,u(xبا تبديل فوريه گرفتن از شرط مرزي ) f (x) :داريم  tU( , ) F( ) U( , t) F( )e       
2  

  
 اگر :5مثالw(x,t) :جواب معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي    

t x

w w w w , w( ,t) sint , w(x, )
tx t

w (x, ) t , x , Lim w(x,t)


  
    

 
    

2 2
2 21 1 25      

    
  

  )89(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   در آن صورت كدام عبارت صحيح است؟ ،تبديل لاپلاس جواب باشد W(x,s)و اگر
1(( s )xW(x,s) A(s)e  1   يك تابع حقيقي غيرصفر است. A(s)و5
2(( s )xW(x,s) A(s)e  1   يك تابع حقيقي غيرصفر است. A(s)و 5
3(W(x,s) A(s)sin( s )x 1   يك تابع حقيقي غيرصفر است. A(s)و 5
4(W(x,s) A(s) cos( s )x 1   يك تابع حقيقي غيرصفر است. A(s)و 5
  : گيريم:رف معادله تبديل لاپلاس مياز دو ط  »1«گزينه پاسخ  

  tW(x,s) [s W(x,s) sw(x, ) w (x, )] [sW(x,s) w(x, )] W(x,s)
x

      
     



2 2
2 1 1 25  

tw(xدانيم كهاما مي , ) w (x , )    :است. پس داريم  W(x,s) ( s s )W(x,s)
x

    
    



2 2
2 1 1 25  

  ( s )x ( s )x( s ) ( s ) W(x,s) A(s)e B(s)e                  2 2 1 5 1 51 5 1 5  

  با گرفتن تبديل لاپلاس از شرايط مرزي داده شده داريم:
x x

W( , t) sin t W( ,s) , Lim w(x, t) Lim W(x,s)
s

   
 

     
 2
1

1
  

با اعمال شرط
x
Lim W(x,s) 


 شودنتيجه ميB(s)  :پس داريم ،  W( ,s) A(s)
s s

   
 2 2
1 1

1 1
)و          s )xW(x,s) A(s)e   1 5  

  

 با شرايط مرزي داده شده كدام است؟ مسألهتبديل لاپلاس جواب  :6مثالt xxw w , x , t , w( ,t) w(x, ) , w( ,t) t      1 1      
L{w(x,t)})(فرض كنيد  W(x,s)  ) 91مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري(  

1 (sinh x sW(x,s)
s sinh s

 2  2 (sinh x sW(x,s)
sinh s

  3 (sinh x sW(x,s)
s sinh s

 22
  4 (sinh x sW(x,s)

s sinh s


2
  

  : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«سؤال در قسمت  به اين  »1«گزينه پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

dيفرانسيل داده شده، خواهيم داشت:با تبديل لاپلاس گرفتن از طرفين معادله د WsW
dx


2

  ي ديفرانسيل داريم:اين معادلهو با حل  2

  W k sinh ( s x) k cosh ( s x) 1 2  
  باشند. sتوانند عباراتي برحسبمي k2و k1البته

  با اعمال شرايط اوليه داريم: 
x W k W k sinh ( s x)

x W L{t} k sinh s k
s s s sinh s

       



       


2 1

1 12 2 2
1 1 11

  
  

sinh  بنابراين داريم:  x sW
s sinh s

 2  
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  هاي حل و فرم استاندارد اين نوع معادلاتبندي معادلات با مشتقات جزئي ، روشدسته :7درسنامه

 جزئيمورد معادله با مشتق  در :1مثالu u ux y y
xx y

  
  

 

2 2 2
2 2 3   ؟ نيستكدام گزينه صحيح  

xy) در ناحيه1   گون و در ناحيهبيضيxy   گون است.سهمي  
xy) در ناحيه2   گون و در ناحيههذلوليxy   گون است.بيضي  
xy) در ناحيه3   گون و در ناحيهبيضيxy   گون است.هذلولي  
xy) در ناحيه4   گون و در ناحيههذلوليxy   گون است.سهمي  
  : مثالدر اين »  2«گزينه پاسخA x،B   وC y لذا ،باشدميB AC xy  2 4 xyخواهد بود كه در ناحيه 4    گـون، در  معادله بيضـي
xyناحيه   گون و به ازايهذلوليxy   .معادله سهموي است  

 

 جزئيمعادله ديفرانسيل با مشتق  هايجواب: 2مثالxy xu u  كدام است؟  
1 (yf (x)e g(x)  2 (yf (x)e g(y)   3 (xf (y)e g(x)   4 (xf (y)e g(x)   
  : با فرض»  2«گزينه پاسخxu P :معادله به صورت زير تبديل خواهد شد  

y y y
y

P P
P P dy ( )dy LnP y Ln[k(x)] P k(x)e

P P
              1 1  

y yPdx k(x)e dx u f (x)e g(y)        
fاين رابطه كه در (x) k(x)dx  است.  

 

 جزئيپاسخ معادله ديفرانسيل با مشتق  :3مثالu u u
x yx y

  
  
  

2 2 2
2 2

2
 كدام است؟  

1(f (x y) xg(x y)    2 (xf (x y) yg(x y)    3(f (x y) xyg(x y)    4 (f (x y) f (x y)  2  
  : دهيم:ابتدا معادله مشخصه را تشكيل مي»  1«گزينه پاسخ   ( )          2 22 1 1 1   

u(x,y)         است: مقابللذا جواب عمومي به صورت  f (x y) xg(y x)   u(x, y) f (y x) xg(y x)       1   
 

 جواب :4مثالu(x,y) ات جزئيقمعادله ديفرانسيل با مشتu(x,y) u(x,y) u(x,y)
x yx y

  
  

  

2 2 2
2 22  80برق ـ سراسري مهندسي (   كدام است؟(  

1 (g(y x) h(x y)  
1
2  2 (g(x y) h(x y)  

1
2  3 (g(x y) h(x y)  

1
2  4 (g(y x) h(x y)  

1
2  

 نويسيم:معادله مشخصه را مي  »1«گزينه سخ : پا   ( )( ) ,               2 2 2 1 2 1   
u(x, y) g(y x) h(y x) g(y x) h(y x) g(y x) h(x y)             1 2

12 2  
 2ها عبارت داخل پرانتـز بـر   براي هماهنگي با گزينهتقسيم كرد و بنابراين  ضرب يا توان بر هر عدد دلخواهجواب عمومي را ميآرگومان دقت كنيد توضيح: 

  اند.) فرقي با هم ندارند و به اشتباه طرح شده4) و (3هاي (طبق همين استدلال گزينه از طرفي .تقسيم شد
 

 جواب معادله ديفرانسيل :5مثالz zx y z
x y
 

 
 

dxباشد، با استفاده از دستگاه لاگرانژ مي yو xتابعي از zكه در آن  dy dz
x y z
 


    كدام است؟ 
  )80هوا فضا ـ سراسري مهندسي ( 

u) هر رابطه اختياري بين دو تابع1 xz وv yz   2هر رابطه اختياري بين دو تابع (xu
z

 وv yz  

xu) هر رابطه اختياري بين دو تابع3
z

 وv xz  4هر رابطه اختياري بين دو تابع (zu
x

 وv xy  

  : ــخ ــه پاس ــاي گزين ــتند» 4و  2«ه ــحيح هس ــه    .ص ــه دو معادل ــتگاه را ب ــن دس ــر اي dxياگ dy
x y
  وdx dz

x z
  ــل آن ــا ح ــيم ب ــك كن ــا تفكي ه

Lnxداريم Lny Lnc   Lnzو 1 Lnx Lnc  cيعني 2
x

y
 zو 1 c x xyبنابراين 2 c zو 1 c

x
 ) صحيح است. از طرف ديگـر  4ي (پس گزينه 2

dzياگر از همان ابتدا دستگاه لاگرانژ را به صورت دو معادله dy
z y
 وdz dx

z x
 هـاي نوشتيم با طي كردن مسير مشابهي در پايان به جـواب ميzy c 1 

zو c
x
   ) هم صحيح است.2ي (پس گزينه  رسيديم.مي 2
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 اگر در معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه اول :6مثال
z zx y nz
x y

x , y

     
    

مستقل، تغيير متغيرهاي 
p (Lnx Lny)

q (Lnx Lny)

  

  


1
2
1
2

كار ببـريم،   را به 

      آنگاه:
  )81برق ـ سراسري مهندسي (        

1 (z nz
p





  2 (z nz
q





  3 (z z nz
p q
 

 
 

  4 (z z nz
p q
 

 
 

  

  : 1«گزينه  پاسخ«  
z z p z q z z. . . .
x p x q x p x q x z z z zx y nz
z z p z q z z x q p p. . . ( )
y p y q y p y q y

                                        
      

1 1
2 2
1 1

2 2

  

 

 يهمعادل يهكدام عبارت دربار :7مثالxx yyyu u    81كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (      صحيح است؟(  
y) به ازاي1   به ازاي2  است. گونبيضي (y   گون است.سهمي  
y) به ازاي3   بر روي محور4  است. نگووليهذل (xگون است.ها هذلولي  

  : گون استمعادله بيضي                       »  1«گزينه پاسخyB AC ( ) y y B AC        2 2 24 4 4 4   
 

 اگر :8مثالu(x,y) f (t)
y


xtكه در آن 1

y
 جزئيهاي معادله با مشتقات يكي از جوابy xxu u    باشد وc     عدد ثابت، كـدام رابطـه زيـر

  )81مكانيك ـ سراسري مهندسي (       درست است؟
1(f (t) t.f (t) c    2(f (t) t.f (t) c  2  3(f (t) t.f (t) c  2  4(t.f (t) f (t) c    

  : 2«گزينه پاسخ«  

y

x xx

u y f (t) xy [ y ]f (t)
u(x, y) y f (xy )

u y f (t) u y f (t)

  
 




      

    

3 1 3
1 1 2 2 2
2 2

3
1 2

1 1
2 2  

f         با جايگذاري در معادله داريم: (t) tf (t) f (t) f (t) tf (t) c       
1 1 22 2  ´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH  

 

 مقدار مرزي مسألهجواب  :9مثالu(x,y) x y , u(x, ) x , u( ,y) cos y
x y


  

 

2 2 2 1 82سراسري برق ـ مهندسي (   با شرايط داده شده، كدام است؟(  

1 (x y ycos y x   
2 3 3

2 16 6  2 (x y ycos y x   
3 2 2

22 26 6  

3 (x y yx cos y x x   
3 2 2

2
6 6  4 (x y ycos y x   

3 2 2
2 16 6  

  : سـخ داده  به روش تستي و بـدون حـل پا  » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه  پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

u                   گيري جواب عمومي معادله به صورت روبرو خواهد بود: با دو بار انتگرال x y f (x) g(y)  3 21
6  

xكه جمله 1گردد گزينه با توجه به جواب ملاحظه مي y3 21
xنيز به دليل داشتن عبارت 3ط است و همچنين گزينه را ندارد، غل 6 cos y تواند جـواب  نمي

)uاز طرفي با اعمال شرط .باشد , y) cos y1 نيز غلط است. 2گردد گزينه ملاحظه مي  
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 ديفرانسيل با مشتقات جزئي: يههاي زير در مورد معادلكداميك از عبارت :10مثالu u ux y y
xx y

  
  

 

2 2 2
2 2 3   صحيح است؟    

  )82كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (
xy) در ناحيه1  گون است.، اين معادله از نوع سهمي  
xy) در ناحيه2  گون است.، اين معادله از نوع بيضي  
xy) در ناحيه3  گون است.، اين معادله از نوع بيضي  
xy) در ناحيه4  ، گون است.گون و هم از نوع هذلولياين معادله از نوع سهمي  
  : 3«گزينه  پاسخ«             B AC ( ) xy  2 24 4  
xyاگر   آنگاهB AC 2 4  گون و اگرو لذا معادله از نوع بيضيxy   آنگاهB AC 2 4  گون است.و معادله از نوع هذلولي  

 

 11مثال: u(x,y) جواب معادلهx yu u u  2  82مكانيك ـ سراسري مهندسي (                      رتست  از:عبا(  
1(xu(x, y) e (y x)  2  2 (xu(x, y) e (y x)  2  3 (xu(x, y) e ( y x)  2  4 (xu(x, y) e ( y x)  2  

  : خواهد بود: روبروجواب به صورت  » 1«گزينه  پاسخ                
c x xau e (ay bx) e (y x)


     2  

  

 يك حل معادله :12مثالu u
x y
 

 
 

 83برق ـ آزاد مهندسي (                   كدام است؟(  

1 ((xy)9  2 ((x y) 9  3 ((x y) 9  4 ((y x) 9  
  : فرم كلي جواب معادله » 3«گزينه  پاسخx yau bu   به صورتf (ay bx) خواهد بود، در اين تستa 1 وb  1   است، لذا شكل جـواب

fبايد به صورت (y x) درست است.3ها واضح است كه گزينه (همچنين با توجه به گزينه شد.با (  
 

 جزئيدر مورد معادله ديفرانسيل با مشتقات  :13مثالu(x,y) u(x,y) u(x,y)
x yx y

  
  

  

2 2 2
2 26 5  83كامپيوتر ـ آزاد مهندسي ( كدام گزينه صحيح است؟(  

F(yشكل گون بوده و جواب آن به) از نوع هذلولي1 x) G(y x)  5 .است  
Cگون بوده و جواب آن به شكل) از نوع هذلولي2 (y x) C (y x)  1 2   مقاديري ثابت باشند. C2و C1است كه در آن 5
F(yگون بوده و جواب آن به شكل) از نوع سهمي3 x) G(y x)  5 .است  
Cگون بوده و جواب آن به شكل) از نوع سهمي4 (y x) C (y x)  1 2   مقاديري ثابت باشند. C2و C1است كه در آن 5
  : گون استمعادله هذلولي             »  1«گزينه پاسخB AC ( )       2 24 6 4 1 5 16    
)            است: روبرورفي معادله مشخصه به صورت از ط )( ) ,                 2 6 5 1 5 5 1   

,u(x          است: روبرولذا شكل جواب به صورت  y) F(y x) G(y x)   5  
 

 جواب عمومي معادله :14مثالz zz y x
x y
 

 
 

  )83(مهندسي مواد ـ سراسري               كدام است؟           

1 (x z y (x z )   2 2  2 (x zx z ( )
y


  
2 2

  3 (x z y (x z )   2 2  4 (x zx z ( )
y


  
2 2

  

  : تواند صحيح باشد.) مي3فقط گزينه (  »3«گزينه  پاسخ  dx dy dz dx dz xdx zdz x z c
z y x z x
          2 2

1  

 

 جواب معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي :15مثالz zy x
x y
 

 
 

 84(مهندسي مكانيك ـ سراسري          كداميك از توابع زير است؟(  

1 (xz f ( )
y

  2 (z f (xy)  3 (z f (x y)   4 (z f (x y ) 2 2  

 : با استفاده از دستگاه لاگرانژ داريم: » 4«گزينه   پاسخ   dx dy x y k z f (x y )
y x
      2 2 2 2

1  
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 معادله :16مثالxx xy yyu u u  2 2 :        84(مهندسي ابزار دقيق ـ سراسري(  
  ) يك معادله سهموي است.2  ) يك معادله بيضوي است. 1
  ) در بعضي نقاط سهموي و در  بعضي نواحي بيضوي است.4  ) يك معادله هذلولي است.3
  : معادله بيضوي است                »1«گزينه پاسخB AC ( )         2 24 2 4 1 2 4   

 

 جواب معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه اول :17مثالx yau bu   )a وb (راهنمايي:  ؟ماندثابت حقيقي) بر روي كدام منحني ثابت مي
  )85سراسري  (مهندسي مكانيك ـ توانيد ابتدا با تغيير متغيرهاي مناسب خطي، اين معادله را به يك معادله ديفرانسيل معمولي مرتبه اول ساده تبديل كنيد.)مي

1 (ax by c ،c 2  ثابت حقيقي دلخواه (bx ay c ،c ثابت حقيقي دلخواه  
3 (ax by c ،c 4  ثابت حقيقي دلخواه (bx ay c ،c ثابت حقيقي دلخواه  
 : 2«گزينه   پاسخ  «  

kبا استفاده از تابع كمكيروش اول:  x k yu e  1   و جايگذاري در معادله خواهيم داشت: 2
kak x k y (bx ay)

b bak a k b k k u e e F(bx ay)
b

 
         

11 1
1 2 2 1  

bxبراي ثابت ماندن جواب معادله بايد ay c  .باشد  

dx              با استفاده از دستگاه لاگرانژ داريم:               ،معادله شبه خطي استروش دوم:  dy bdx ady bx ay c
a b
        

 

 معادله :18مثالu u ux u
x yx y

  
   

  

2 2 2
2 22  85ـ سراسري  فضاهوا مهندسي (      كند؟در كدام گزاره صدق مي(  

x) در ناحيه4  ) همواره بيضوي است.3  است. هذلولوي) همواره 2  ) همواره سهموي است.1 2   است. هذلولوي 1
  : در ناحيه                           » 4«گزينه  پاسخx 2 Bگون است   هذلولي 1 AC x (x )     2 2 24 4 4 4 1  

 

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي :19مثالz zx
x y y
 

 
  

2
 ) كدام است؟ و پذير دلخواه)توابع مشتق    

  )85(مهندسي مواد ـ سراسري 

1 (z (y) c
x

  
1  2 (z (y) (x)

x
  

1  3 (z (x)
x

 
1  4 (z x (y) (x)    

 : به روش تستي و بـدون حـل پاسـخ داده    » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه  پاسخ
  شود:نيز ارائه مي شده است. با وجود اين، حل تشريحي

  z u u u u xu x u Ln u Ln f (y) Ln Ln g(y)
y x x x u x x x
     

             
  

1 1  

zu g(y) g(y) z (y) (x)
x y x x


       


1 1 1  

 

 جواب دستگاه :20مثالdx dy dz
xy xzx y z

 
 2 2 2 2   )85اي ـ سراسري (مهندسي هسته          كدام است؟     2

1 (y c x
z c y


 

1
2

  2 (
z c y

z c (x y z )




  

1
2 2 2

2
  3 (x y c z

xy yz zx c z

  


  

2 2
1

2
  4 (

z c (x y)

z c (x y z )

 


  

1
2 2 2

2
  

 : 2«گزينه   پاسخ«  
dy dz dy dz Lny c Lnz Lnc z y c z z cy
xy xz y z

dx dz x dx dz Ln(x y z ) k Lnz z k(x y z )
xz zx y z x y z

           


            
    

1 2 2

2 2 2 2 2 2
12 2 2 2 2 2

2 2
2

2
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 در معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي :21مثالxx yyu u    ، به ازاي كدام مقدار و  هـذلولوي معادله ديفرانسيل از نوع(Hyperbolic) 
  )85(مهندسي شيمي ـ سراسري            باشد؟         مي

1 (,      2 (,       3 (,      4 (,      

 : 2«گزينه   پاسخ  «            B AC ( )      2 24 4 4  
Bباشد، بايدگون براي آنكه معادله هذلولي AC 2 4   و به عبارت ديگر 4  كه به ازاي   و   افتد. اين اتفاق مي  

  

 جواب معادله :22مثالxy xu u         85(مهندسي نفت ـ سراسري                كدام است؟(  
1 (xf (y)e g(x)  2 (yf (x)e g(y)  3 (xf (x)e g(y)  4 (yf (y)e g(x)  

 : 2«گزينه    پاسخ«          
u v yxu u v( ) v v k(x)e

y x x y




   
    

   
   

uبا توجه به فرض v
x





y    داريم:  yu k(x)e u f (x)e g(y)
x


   


  
 

 با توجه به روابط :23مثالx y z

x y z xz

  


    
2 2 2 2 1




  )86ـ سراسري هوا فضا (مهندسي ؟باشند zهايي ازتابع y,xبرقرار باشد تا z,y,xي بيناچه رابطه 

1( x z    2( (x z) 22 1  3( y x z   4( y x y 2 2  

 : 2«گزينه    پاسخ«  

  x y z y (x z)x y z
y(x z)(x y z) xy yz (x z)

                        
2 22 12 2 1 2 1
 


  

 

 تابع :24مثالz z(t,s) در معادلهz
s





 كند. با فرضصدق ميt x y  sو 2 x، ؟شودديفرانسيل فوق به كدام معادله تبديل مي يهدلمعا  

  )86ـ سراسري هوا فضا (مهندسي    

1( z z
x y
 

 
 

2  2( z z
x y
 

 
 

  3( z z
x y
 

 
 

2  4( z z
x y
 

 
 

2  

 : 1«گزينه   پاسخ«  

         z z x z y
s x s y s
    

 
    

  

x s
z z z z( )t s x y x yy


          
   

1 2
2

2
   

 

 تابع :25مثالz f ( x y) g(x y) xy    2 كه درآنf وg اند، جواب عمومي كدام معادلـه ديفرانسـيل بـا    پذير با مشتقات پيوستهدو بار مشتق
  )86ـ سراسري هوا فضا (مهندسي    ؟است جزئيمشتقات 

1( z z z
x yx y

  
  

  

2 2 2

2 2 1  2( z z z
x yx y

  
  
  

2 2 2

2 22 1  3( z z z
x yx y

  
  

  

2 2 2

2 22 1  4( z z z
x yx y

  
  
  

2 2 2

2 22 1  

 : مجواب عمومي معادلاتي به فر ،با توجه به مطالب كتاب  »2«گزينه   پاسخxx xy yyAu Bu Cu    است: زيره صورت ب  
                        u f (y x) g(y x)     1 2  

در اين تست 1 و 2  2 هاي معادله مشخصه، كه ريشهاست 1   2 2  و با مقايسه آن بـا حالـت كلـي   هستند ،،A 1،B  1 وC  2 
z             خواهد بود. f ( x y) g(x y) xy    2

Â¶¼μ – gwIQ
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي :26مثالxxu u yx    )86(مهندسي مواد ـ سراسري    كدام است؟ 2
1( u(x, y) x yx   2( u(x, y) yx cx 2  
3( u(x, y) yx x (y)  2 ) (.4  تابع دلخواه است( u(x, y) yx xy cx  2 2  

  : به روش تستي و بدون حل پاسـخ داده  » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »3«گزينه    پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

x  كنيم:ي همگن را حل ميابتدا معادله
x x

u
xu u xu u

u x
     

1  
Lnu Lnx f (y) Lnx Ln (y) u x (y)          

  در اين صورت: ،گيريمدر نظر مي kyx2جواب خصوصي را نيز به فرم .تواند صحيح باشدمي 3فقط گزينه 
x xu kyx xu u kyx kyx kyx yx k        2 2 2 22 2 1  

u(x, y) x (y) yx      جواب خصوصي + جواب عمومي = جواب كلي  2
  

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي :27مثالx yu u u            86(مهندسي مواد ـ سراسري                 كدام است؟(  
  

1( xu e  
  
2( u (x y) 2  3( 

x y

u ce


 2  4( 
x y

x yu e ( )



 2

2  

 : 4«گزينه    پاسخ«     x y x yu u u u u u        
kرا به صورت uبا فرض اينكه x k ye 1 k  در نظر بگيريم، خواهيم داشت: 2 x k y k x k y k x k y k x k yk e k e e (k k )e         1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1   

k x (k )y k (x y) yk k k k u e e .e ( )            1 1 11
1 2 2 11 1 1  

(k )x k y k (x y) xk k k k u e e .e ( )          2 2 21
1 2 1 21 1 2  

  خواهيم داشت: 2و 1با ضرب طرفين معادله
x y x y x yk ( )k (x y)x y x yu e .e u e .e e ( )
  

 
    

332 2 2 2
2  

 

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل :28مثالyyu u x y  2 6   )86(مهندسي نفت ـ سراسري               كدام است؟           3

1( u(x, y) x y 3  2( )u(x, y) ( x y ) (x)
y

    2
  تابع دلخواه) 13

3( cc)u(x, y) x y
y

   ,u(x( )4  ثابت دلخواه) 23 y) x y (x)y       تابع دلخواه) 23

 : به روش تستي و بدون حل پاسخ داده » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »4«گزينه    پاسخ
  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

                 yyu u x y  2 6 3  
y  براي محاسبه جواب معادله همگن خواهيم داشت:

y y
u

yu u yu u Lnu Lny Ln (x) u (x)y
u y

                222 2 2  

  تواند صحيح باشد.مي 4و لذا فقط گزينه 
 

 تابع :29مثالu(x,y) y F(x) x y  2 3   است.) xتابعي دلخواه از Fجواب كدام معادله ديفرانسيل زير است؟ ( 4
  )86(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري 

1( yyu u x y  2 6 4  2( yyu u x y  2 6 4  3( yyu u x y  2 6 4  4( yyu u x y  2 6 4  
  : با توجه به اينكه فرم جواب عمومي به صورت  »1«زينه گ  پاسخhu y F(x)   لذا معادله ديفرانسيل همگن مربوط به آن عبارت است از: ،باشدمي 2

y
y

u yF(x)
yu u

u y F(x)

   


2
2

2   

  اند.نادرست 4و  3هاي لذا گزينه
uبا جايگذاري جواب خصوصي x y  3 yyu  همگن فوق خواهيم داشت:ه غيردر معادل 4 u x y  2 6 4  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

 معادله  :30مثالxx xy yy(x )u xu yu u   1 xyروي منحني 2
x




2

xو 1  1 :86(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري    از نوع(  

  است.بيضوي  )1
  سهموي است. )2
  است. هذلولوي )3
xبه ازاي )4   1 است و به ازاي هذلولويx   1 .بيضوي است  
 : 2«گزينه    پاسخ«     B AC [x xy y]   2 24 4  

xyاز طرفي بر روي منحني
x




2

xخواهيم داشت 1 xy y  2 ، بنابراينB AC 2 4  باشدو معادله از نوع سهموي مي .  
 

 معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي :31مثالxx yy xy x yyu xu (xy )u x u y u     2 22 1     از كدام نوع است؟ 1
  )86نانو مواد ـ سراسري (مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي ـ مهندسي داروسازي و مهندسي  

  گونبيضي )2  گونسهمي )1
  كند.مختلف فرق مي yو xنوع معادله به ازاي )4  گونهذلولي )3
 : با توجه به مطالب كتاب داريم:  »3«گزينه    پاسخ          B AC (xy ) xy (x y xy )       2 2 2 24 4 1 4 4 1   

zاز طرفي عبارت داخل پرانتز با فرض xy        بنـابراين معادلـه از نـوع         .اسـت يك عبارت درجه دوم همواره مثبـت اسـت زيـرا دلتـاي آن كـوچكتر از صـفر
  گون است.هذلولي

 

 جواب معادله ديفرانسيل :32مثالxx xx u xu u  2 2 2  :87ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري  مهندسي(  عبارت است از(  
1 (u(x, y) c (y)x c (y)x 2

1 2  2 (u(x, y) c (y)x c (y) 2
1 2  

3 (u(x, y) c (y)x c (y) 1 2  4 (u(x, y) c (y)x c (y)x 2 1
1 2  

 : 1«گزينه   پاسخ  «  xx xx u xu u  2 2 2    
  اويلر است و لذا با تشكيل معادله مشخصه داريم: ـ ي ديفرانسيل كوشيدله فوق يك معادلهمعا

  r
r ( )r r r

r
 

         
2 2 22 1 2 2 1   

,u(x  بنابراين داريم:  y) c (y)x c (y)x 2 1
1 2  

c (y)1وc (y)2 توابع دلخواهي از متغيرy .هستند  

  
 در معادله :33مثالxx xy xu u u y   6  هاي زير را اختيار كنيم تا معادله به فرم كانوني تبديل شود؟يك از تبديلكدام    

  )87(مهندسي مواد ـ سراسري 

1(x
x y

 
   6  2(y

y x
 
   6  3(x

x y
 
   12  4(y

y x
 
   12  

 : در معادله با مشـتقات جزئـي    »2«گزينه   پاسخxx xy yy x yau bu cu F(x, y,u,u , u )   2   كـه در آنc,b,a  تواننـد تـوابعي از  مـيy, x 

dy  دهيم:اي بصورت مقابل تشكيل ميدن به فرم كانونيك معادله مشخصهباشند، براي يافتن تغيير متغيرهاي لازم جهت رسي dya( ) b( ) c
dx dx

  2 2   

  در اين سؤال داريم:

  dy dy dy dya , b , c ( ) ( ) ( )( )
dx dx dx dx


        216 6 6 12     

dy y c y
dx

dy dy y x c y x c y x
dx dx





       
                


1

2 26 1 6 1 6 6 6
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 جواب عمومي معادله :34مثالx yz z (x y)z  2 ست از: (عبارت ا (.مهندسي مواد ـ سراسري   تابع دلخواه است)87(  

1(x yz ce 
2 2)c (2  ثابت حقيقي(

(x y)x yz ( )e


 
21

2
2  3(

(x y)x yz ( )e


 
1
2

2  4(
(x y)x yz ( )e


 
1
2

2  

 : ستفاده از دستگاه لاگرانژ داريم:براي حل معادله با ا  »2«گزينه    پاسخ  dx dy y x c    11 1  

y x cdz dz dzdx dx ( x c )dx Lnz x c x Lnc
z(x y) z(x x c ) z

          
  

1 2
1 1 2

1
2 2 2 22 2

ÁoÃ¬−Ho«TºH  

x c x x(x c ) xyz c e z c e c e     
2

1 12 2 2 2
2 2 2  

yبنابراين به روابط x c  xyzeو 1 c 2
uرسيم. با فرضمي 2 y x  وxyv ze vجواب به فرم 2 h(u) :خواهد بود. يعني داريم    

xy xyze h(y x) z e h(y x)     2 2  

xyحالا دقت كنيد كه (x y) (y x)   2 21 12 2   است پس داريم: 2
(x y) (y x) (y x) (y x)

z e h(y x) e e h(y x)
     



   
2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 2  

y)اگر عبارت مشخص شده را x)  بناميم داريم
(y x)

z e (y x)


  
21

و در پايان چون ضرب و تقسيم آرگومان بر عدد ثابت ايـرادي نـدارد خـواهيم     2

  داشت:
(x y) x yz e ( )
 

 
21

2
2  

  
 جواب معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي :35مثالxx yyu u 4  :88اسيون ـ سراسري (مهندسي ابزار دقيق و اتوم  عبارتست از(  

1( u(x,y) F(y x) G( xy)  2 2  2 (u(x, y) F( xy) G(y x)  2 2  
3 (u(x, y) F(y x) G(y x)   2   ) هيچكدام4  2
 : نويسيم:  مي زيرمعادله مشخصه را بصورت  ،با توجه به توضيحات كتاب  »3«گزينه    پاسخ    

u F(y x) G(y x)          2 4 2 2 2  

  
 يها و معادلات مشخصهمنحني :36مثالxx xy yyAu Bu Cu    آيند؟ ي زير به دست مياز كدام يك از چهار معادله)A,B,C   تـوابعي از(x,y) 

Aهستند و  (.  )88برق ـ دانشگاه آزاد سال  دكتري(  

1(dy dyA( ) B( ) C
dx dx

   2  2(dy dyA( ) B( ) C
dx dx

   2  3(B AC  2 4  4(B AC  2 4  

 : شود:زير استفاده مي يهمشخص يهدوم، از معادل يهبراي كانونيك كردن فرم معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتب  »1«گزينه    پاسخ  
dy dyA( ) B( ) C
dx dx

  2   

dyدرجه دوم بـراي  يهفوق كه يك معادل يهكه با حل معادل
dx

fاسـت، دو جـواب    (x, y) c ,g(xو 1 y) c آيـد كـه تغييـر متغيرهـاي     بـه دسـت مـي    2
rلازم f (x, y) وs g(x, y) .خواهند بود  

 

 معادله :37مثالxy yyxu yu   89(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   يك معادله از كدام نوع است؟(  
  گون است.) سهمي1
  گون است.) بيضي2
  گون است.) هذلولي3
xyگون است هرگاه) هذلولي4   گاهگون است هرباشد، بيضيxy   گون است هرگاهباشد و سهميxy   .باشد  
 : در معادلاتي به فرم كلي  »3«گزينه   پاسخxx xy yyAu Bu Cu    اگرB AC 2 4 گـون و اگـر  ، معادله هذلوليB AC 2 4   معادلـه ،

Bبا شرطگون و بيضي AC 2 4  گون است. در اين تستمعادله سهميA  ،B x وC y  باشد، لذا داريم:مي    
B AC x ( )( y) x    2 2 24 4   

xگون است. البته بايد شرطلذا معادله از نوع هذلوليهمواره عبارتي مثبت است،  x2و چون   .براي تست لحاظ شود  
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 جواب خصوصي معادله با مشتقات جزئي :38مثالu sint
x t


 
 

2
با شرط ،u( ,t) , u(x, ) x   كدام است؟  

  )89مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري  (مهندسي نانو مواد و
1 (x cos t  2 (x(cos t x)  3 (x(cos t sin t)  4 (x(cos t sin t)  

 

 : به روش تستي و بدون حـل پاسـخ داده   » ها)وش رد گزينهها بدون دخالت دست و خودكار (رحل تست«به اين سؤال در قسمت   »1«گزينه    پاسخ
  شود:با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي شده است.

  tu usin t cos t f (x)
x t x
 

    
  

2 ´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¾M SLvº  

fگيريم. فرض كنيدانتگرال مي xحالا از طرفين نسبت به (x)dx F(x) g(t)  باشد كهg(t) .ثابت انتگرال است  

  x u(x, t) x cos t F(x) g(t) , u( , ) F( ) g( ) ( )           1´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¾M SLvº   
( )u( , t) F( ) g(t)

F( ) g( ) F(x) g(t) F(x) g(t) u(x, t) x cos t
u(x, ) x F(x) g( ) x
  

   
 
  

             
1´Ã¹¨Â¶ ”μ] ´À IM Hn ¾̂ MHn »j ¸Ã oŠ  

  

 پاسخ معادله با مشتقات جزئي :39مثال u u( xy)(x y ) x y
x y
 

    
 

2 21  كدام است؟  

  )89(مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري 

1 ((x y )u c
( xy)

 
 



2 2

2 1  2 ((x )(x y )u c
( xy)x
 

 


2 21
1  3 (( xy)u c

(x y )


 
2 2 2

8 1  4 (xy x yu c
xy

  
 


1 2 4

1  

 : 1«گزينه   پاسخ«    x y
du du (x y ) (x y )x y xu yu
dx dy xy xy

 
      

 

2 2 2 2

1 1  

  برقرار است. 1هاي داده شده، شرط فوق فقط در مورد گزينه با توجه به گزينه
 

 پاسخ معادله با مشتقات جزئي :40مثالu u u
x yx y

  
  
  

2 2 2
2 22  كدام است؟    

  )89(مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري 
1 (u(x, y) F(x y) G(x y)   4 2  2 (u(x, y) F(x iy) G(x iy)    3  

3 (u(x, y) F(x iy) G(x iy)   
3 7

2 2  4 (u(x, y) F(x ( i )y) G(x ( i )y)       
1 7 1 7
2 2 2 2 

 : دقت كنيد در اين تست اگر معادله مشخصه به صورت زير تعريف شود، داريم:  »4«گزينه   پاسخ  

i u F[x ( i )y] G[x ( i )y]  
                   2 1 1 8 1 7 1 7 1 72 2 2 2 2 2 2 2  

  
 معادله موج  :41مثالtt xxu c u 2   با تغيير متغيرهايv x ct   وw x ct  90مهندسي هوافضا ـ سراسري (  شود؟به كدام معادله تبديل مي(  

1 (wwu    2 (vvu    3 (vwu    4 (ww vvu u    
 : داريم:  جزئيگيري استفاده از قاعده مشتق با  »3«گزينه    پاسخ  

t v w tt vv vw wv w
u v u wu u c u ( c) u c u c u c u c u ( )
v t w t 
   

         
   

2 2 2 2 1  

x  خواهيم داشت:به همين ترتيب  v w xx vv vw wv wwu u u u u u u u ( )       2  
vwu) در معادله اوليه خواهيم داشت: 2) و (1با جايگذاري (    

vwuموج و فرم كانوني آن به صورت معادله داده شده معادله از همان ابتدا معلوم بودتوضيح:    .است  
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 تابع  :42مثالax bt cz e    جوابي براي معادلهz z
tx

 




2
2

1
  كنند؟در كدام شرط يا شرايط صدق مي c,b,aاست. اعداد  4

  )90ندسي هوافضا ـ سراسري مه(  
1 (a b c 2 2 24 4  2 (a   ،b    وc    3 (b a2 cو  24    4(b n  24 ،a in  وcدلخواه  

 : دهيم:مقدار داده شده را در معادله قرار مي  »4«گزينه    پاسخ  ax bt c ax bt ca e be a b b a       2 2 21 1 44 4  

aاگر in  داريم: ،در نظر بگيريم  b n , a in   24  

  
 با حذف :43مثالa وb  از معادله(x a) (y b) z    2 2 2     شود؟حاصل مي جزئيمشتقات  كدام معادله ديفرانسيل با 1

  )90مهندسي هوافضا ـ سراسري (

1 (z z z
x y
 

  
 

2 2
2

2 2 1    2 (z z
x y z
 

  
  2

1 1    

3 (z z( ) ( )
x y z
 

  
 

2 2
2
1 1  4(z z z z

x yy x z
   

    
  

2 2

2 2 2
11  

 : براي بدست آوردن معادله ديفرانسيل تابع داده شده از تابع نسبت به  »3«گزينه   پاسخxوyگيـريم و به صورت جداگانه مشتق ميaوb  را بدسـت
  گذاريم.آوريم و داخل تابع ميمي

  dz dz dz dz(x a) z a x z ; (y b) z b y z
dx dx dy dy

            2 2 2 2  

dz  دهيم، داريم:به دست آمده را در تابع قرار مي bوaحال dz( ) ( )
dx dy z

  2 2
2
1 1  

  
 معادله ديفرانسيل :44مثالxx xyxu yu   از چه نوعي است و با كدام تغيير متغير قابل تبديل به يك معادله به فرم نرمال (كانوني) است؟  

  )90مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري (
1 (z y وv xy 2  گون است.و هذلولي(z y وv xy گون است.و بيضي  
3 (z y x  وv y x  4  گون است.هذلولي (yz

x
 وv y x  گون است.بيضي  

 : ه به اين كهبا توج  »1«گزينه    پاسخA x،B y  وC  لذا ،B AC2 گـون  و در نتيجه مثبت است و اين يعني معادله هـذلولي  y2برابر 4
  است. از طرفي معادله زير را داريم:

dy y c
y ydy dy dy dy dy dxA( ) B( ) C x( ) y( ) y dy y dy dxdx dx dx dx dx x

x dx x y x

z = y                  
       

2 1
2 2 22

2


   

v xy
c c

Lny Lnx Lnc Lny Ln y c xy
x x

          2 2
2 2  

  
 جواب معادله :45مثالxyx u y u 2 2  ) با روش ضربي كدام است؟ وA (.در جواب اعداد ثابتي هستند    

  )90مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري (

1 (
x( )
yyu(x, y) Ae




2
1

  2 (
y x( )

yu(x, y) Ae




3

3  3 (
x( )
yyu(x, y) Ae




2
1

  4 (y  2  
 : ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ   پاسخ     u(x, y) F(x)G(y) x F G y FG    2 2 ¾²jI • ¶ nj ÁnHm«ÄI]  

y y( )
xx

F
Fx F y G x F e , G e u e

F G G y
G

 
 

               

3 3
2 2 2

3 3
2  
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 جواب خصوصي معادله با مشتقات جزئي :46مثال
u ux x , x,t
t x

u(x, ) u( ,t)

    
 

  



  
  كدام گزينه زير است؟  

  )90مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري (

1 (tx( e )1  2 (tx( e )1  3 (tx( e )1  4 (tx( e )1  

 : به روش تستي و بدون حـل پاسـخ داده   » ها)ها بدون دخالت دست و خودكار (روش رد گزينهحل تست«به اين سؤال در قسمت   »2«گزينه    پاسخ

  شود:شده است. با وجود اين، حل تشريحي نيز ارائه مي

,u(xبا توجه به شرط مرزي بايد مقدار اولاً !ج به حل معادله نيستاحتيا ) توانند كانديداي جـواب باشـند، از   مي 2و  1هاي برابر صفر شود، لذا فقط گزينه

  دهيم:) را قرار مي2بين اين دو گزينه كافيست يكي را در معادله قرار دهيم، گزينه (

t
tt t t

t xt
x

u xe
u x( e ) u xu xe x( e ) x

u e


  



         
 

1 1
1

  

  شد.صحيح انتخاب مي ) جواب2( كرد و باز هم گزينهدر معادله صدق نمي كرديم،نيز امتحان مي) را 1پس جواب همين گزينه است. البته اگر گزينه (

  

 47مثال: yz x f ( )
x

   )90ي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري مهندس(  جواب عمومي كدام معادله ديفرانسيل زير است؟ 3

1(x yxz yz z  3  2 (x yyz xz z  3  3 (x yxz yz z  3  4 (y xxz yz z  3  

 : معادله  »1«گزينه    پاسخzزيرا: است 3گن از درجه ، يك معادله هم  y yz( x, y ) x f ( ) (x f ( ))
x x


     


3 3 3 3  

x  بنابراين بنا به قضيه اويلر داريم: y
z zx y xz yz z
x y
 

   
 

3  

  

 گيرد؟ كدام دسته از معادلات ديفرانسيل قرار مي معادله مقابل جزء :48مثال  xx xy yy( xy )u (x y)u u    2 1 2    

  )91ـ سراسري مهندسي مواد (

y) به مقادير 4  گون) هذلولي3  گون) سهمي2  گون) بيضي1 , x بستگي دارد.  

 : 3«گزينه   پاسخ«    (x y) ( xy )( ) (x y)        2 22 4 2 1 1 2 4   

با توجه به اينكه   گون است. توان نتيجه گرفت كه معادله هذلولياست، مي  

 

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي  :49مثالxx xt ttu u u  3 2   91ـ سراسري  نفت(مهندسي   كدام است؟(  

1 (u F(t x) G (t x)    3  2 (u F(t x) G (t x)   2  3 (u F(t x) G (t x)     4 (u F(t x) G (t x)   2  

 : 4«گزينه   پاسخ«    

  u F(t x) G(t x)
  

            
2 23 2 21  
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 ــال ــه   :50مث ــدار اولي ــأله مق ــواب مس ــر ج اگ
t xxu a u , x , t

T , x
u(x , )

T , x

      


   

2

1
2

 






ــورت    ــه ص xu(xرا ب ,t) f ( )
a t

 ــيم، آن  2 ــتجو كن ــاه جس گ

xu(x ,t) A B ( )
a t

     )91ـ دكتري (مكانيك   كه در آن:  2

1 (
z

sT T T T
B , A , (z) e ds 
   

 
21 2 1 2

2 
  2 (

z
sT T T T

B , A , (z) e ds 
   

 
21 2 1 2

2 
  

3 (
z

sT T T T
B , A , (z) e ds 
   

 
21 2 1 2

2 
  4 (

z
sT T T T

B , A , (z) e ds 
   

 
21 2 1 2

2 
 

 : با جايگذاري  »3«گزينه    پاسخxu(x , t) f ( )
a t


2

    در معادله ديفرانسيل داده شده، خواهيم داشت: 

x x xf ( ) a ( ) f ( )
at t a t a ta t

   2
2

1
4 2 24

  

xzبا استفاده از تغيير متغير
a t


2

xf  آيد: معادله فوق به صورت مقابل در مي  (z) f (z) f (z) zf (z)
a t

       2   

fبا فرض (z) g(z)  :خواهيم داشت  
z

sf (z) u(x , t) A B e ds   
2



zg (z) zg(z) g(z) Be f (z)      
2

2   

s

s

A B e ds T x
u(x , )

A B e ds T x










  

   





2

2

1

2









  

sبا توجه به روابط se ds e ds
 

  
  

2 2

2 
  خواهيم داشت:  

  
T T

AA B( ) T

T T
BA B( ) T

             

1 2
1

1 2
2

22

2

  

  

 اي)ي (پارهي ديفرانسيل با مشتقات جزئمعادلهپاسخ كلي  :51مثالz z z
x yx y

  
  

  

2 2 2
2 22 92مهندسي مواد ـ سراسري (  ، كدام است؟(  

1 (xf (y x) yh(y x)    2 (xf (y x) h(y x)    3 (f (y x) h(y x)    4 (f (y x) xh(y x)    
 : دهيم:ابتدا معادله مشخصه را تشكيل مي  »4«گزينه    پاسخ  ( )            2 22 1 1 1   
z  است: مقابلذا فرم كلي جواب به صورت ي مضاعف است، لريشه چون f (y x) xh(y x)       

با توجه به اين كه  1  است: مقابلبه دست آمد، پس پاسخ معادله به صورت  z f (y x) xh(y x)           

 

 فرم جواب معادله ديفرانسيل :52مثالxx xy yyu u u  2 5 2  ) كدام است؟f وg (.توابع دلخواه فرض شوند  
  )92ـ سراسري  مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ مهندسي نانومواد، مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي(

1 (xu f (y x) g(y )   2 2  2 (u f (y x) g(y x)   2  3 (u f ( x y) g( x y)   2 2  4 (u f ( y x) g( y x)   2 2  
 

 : نويسيم:ابتدا معادله مشخصه را مي  »1«گزينه   پاسخ  ( )( ) ,                 2 12 5 2 2 1 2 22   
  بنابراين فرم جواب به شكل زير است:

xu f (y x) g(y )   2 2  
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356 

يئجز اتعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد  :1مثالnb ضريب فوريه»nبسط سينوسي تابع» امx3 :باشد. جواب مسألهt xxt , x , u (x,t) u (x,t)     ،كدام است؟  

   u( ,t) , u( ,t)

u(x, ) x

 



   



3

  


  

  )90(مهندسي هوا فضا ـ سراسري   

1 (n t
n

n
b e cos nx







2

1
  2( nt

n
n

b e sin nt







1
   3( n t

n
n

b e sin nx







2

1
  4( n x

n
n

b e sin nt







2

1
  

  : ما دنبال  »3«گزينه پاسخu(x, t) هستيم، شرطu( , t)   به ما ميگه جواب جوريه كه اگه به جايx    هاي اون صفر قرار بدِيم، مقـدارش صـفر ميشـه؛
)uاي كه تو شرط اي در مورد مسأله بدونيم، تنها گزينههاي اين سؤال اونقدر سطحي طرح شده كه لازم نيست هيچ اطلاعات ديگهگزينه , t)      صـدق ميكنـه؛

  ) هستش 3گزينه (
 

 جواب مسأله :2مثالu u
x y
 

 
 

2 2
2 2 1،u(x, ) sinx،yu (x, ) x  92(مهندسي هوا فضا ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (u(x, y) [sin(x y) sin x] (x y)    
1
2  2 (u(x, y) [sin(x y) sin(x y)] x xy x      21 22  

3 (u(x, y) sin(x y) sin(x y) sin x      4 (u(x, y) [sin(x y) sin(x y)] xy y      21 1
2 2  

  : با توجه به شرط  »4«گزينه پاسخu(x, ) sin xجواب بايد جوري باشه كه اگه به جاي ،yهاي اون صفر قرار داديم، برابر باsin x    بشِه، پـس تـا
هاي اون صفر yمشتق گرفتيم و به جاي yب بايد اين خاصيت رو هم داشته باشه كه اگه از اون نسبت به) حذف ميشن! خبُ جوا2) و (1هاي (اينجا گزينه

yuبشِه (چون شرط xقرار داديم، مقدارش برابر با (x, ) x كدوم اين شرط رو داره؟ كاملاً معلومه هـر جـوري از   4) و (3هاي (گزينه اينو ميگه!) از بين (
  وابه ) ج4در نمياد! چون فقط سينوس داره! پس گزينه (x، از توشهاش صفر قرار بديمyو به جاي مشتق بگيريم y) نسبت به3گزينه (

 

 جواب ماندگار (مانا) معادله حرارت  :3مثالt xx xu x u xu u  2 6 )xuو  6 ,t) , u ( ,t) , x   1 7 6 1   :عبارت است از  
    )91(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   

1 (x 51 6  2 (x x 56  3 (x x 66  4 (x x 66  
  : با توجه به شرط  »4«گزينه پاسخxu ( , t)  6اي كه اگه از اون نسبت به تونيم سريع به جواب برسيم؛ تنها گزينه، ميx     مشتق بگيـريم، بعـد بـه

  ي چهارِ ميشه، گزينه 6برابر با هاي اون عدد صفر رو قرار بِديم، xجاي تمام 
 

 91(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   تبديل لاپلاس جواب مسأله با شرايط مرزي داده شده كدام است؟  : 4مثال(   
t xxw w , x , t , w( ,t) w(x, ) , w( ,t) t      1 1      

L{w(x,t)})(فرض كنيد  W(x,s)  

1 (sinh x sW(x,s)
s sinh s

 2  2 (sinh x sW(x,s)
sinh s

  3 (sinh x sW(x,s)
s sinh s

 22
  4 (sinh x sW(x,s)

s sinh s


2
  

  : با توجه به شرط  »1«گزينه پاسخw( , t) t1و به عبارت ديگه شرطW( ,s) L[t]
s

  2
,L{w(x، (دقت كنين تو صورت سؤال فرض شده11 t)} W(x,s)، 

)Wبراي همين ما نوشتيم ,s) L[t]1ها به جاي ) بايد تو گزينهx  رو قرار بديم، هر كدوم برابر با 1عدد
s2
  ) اين شرايط رو داره 1شد، جوابه! جالبه فقط گزينه (1

 

 لاس (نسبت به زمان) جواب معادلهتبديل لاپ :5مثال
t xx

x

u u u , x , t
u(x, ) , u( ,t)
Limu(x,t)


        
 

1
 

  


  )90(مهندسي مواد ـ سراسري   كدام است؟  ، 

1 (x se
s


2
1  2 (x se

s
 11  3 (x se

s2
1  4 (x se

s
11  

  : طبا توجه به شر  »2«گزينه پاسخ
x
Lim u(x, t)


  جوابـه! از طرفـي   2) و (1هـاي ( ، معلومه توان تابع نمايي بايد منفي باشه! پس يكي از گزينـه (

)u  داريم: , t) {u( , t)} [ ] U( ,s)
s

    
11 1      

x) هر كدوم به ازاي2) و (1هاي (تو گزينه   حاصلشون برابر با
s
  ) اين شرايط رو داره 2شد، جوابه! مشخصه فقط گزينه ( 1
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 دماي مانا (پايا، حالت پايدار) در ربع اول صفحه : 6مثالxy اي (مرزي)با شرايط كرانهT( ,y) , T(x, ) T     را باT(x,y) دهيم. صورت نشان مي
  )87(مهندسي مواد ـ سراسري   رابر است با: كراندار آن ب

1(T xyT Arc tan
x y


 2 2

2
  2(T xyT Arc tan

x y


 2 2
2 2

  3(T yT Arc tan( )
x





  4(T yT Arc tan( )
x




2 
  

  : شرط  »4«گزينه پاسخT( , y)  صدق ميكنه 4ي (فقط تو گزينه (     
T TyT( , y) T Arctg T 

  



     

 
2 2

2  
 

 جواب مسأله  ،با استفاده از روش دالامبر :7مثال
tt xx

x t

u u ( x ,t )
xu ( ,t) , u(x , ) cos , u (x, )

    

 

   2

 

    
      عبارت است از:  

  )86(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري                   

1(x tu(x, t) sin sin 
 2 2  2(x tu(x, t) sin cos 

 2 2  3(x tu(x, t) cos sin 
 2 2  4(x tu(x, t) cos cos 

 2 2  

  : شرط  »4«گزينه پاسخxu(x, ) cos  2  هـا به ما ميگه؛ اگه تو گزينـهt          قـرار بـِديم، جـواب بايـد مقـدارش برابـر بـاxcos( )
  بشِـه، فقـط    2

  چنين شرايطي داره ) 4ي (گزينه
 

 تواند پاسخ معادلة ديفرانسيل با مشتقات جزئي (مقدار ثابتهاي زير ميكداميك از گزينه :8مثال(    

x , t     وy y
t x

 
 

 

2 22
2 yاي،با شرايط كرانه 2 (x, ) cos(x) , y(x, ) sin(x)

t


 


  86(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   باشد؟(  

1( sin(x)cos( t) cos(x)sin( t)  

1  2( sin(x)cos( t) sin(x)sin( t)  


1  

3( sin(x)sin( t) cos(x)sin( t)  

1  4( cos(x)sin t cos(x)cos t  

 
1 1  

  : شرط ) هستن كه تو2) و (1هاي (ها معلومه فقط گزينهبا توجه به گزينه  »1«گزينه پاسخy(x, ) sin x 4) و (3هاي (كنن (تو گزينهصدق مي (
sinهاتربيتبي ،صفر قرار بدين tبه جاي x ) تو شرط1نميشن!) از طرفي فقط گزينه (ty (x, ) cos x كنه صدق مي  

 

 كرانداردماي ماناي  :9مثالT(u, v)  در نيم صفحهv را چنان بيابيد كه بر قسمتu Tشرط ،از كرانه vو  1 b و بر قسمتu1 ،v 
Tشرط  ،از كرانه a )a  وb خط ثابت حقيقي)، و پارهu  1 1 ،v  91(مكانيك ـ دكتري     .صفحه عايق باشداز كرانه نيم(  

1 (a b b a vArc tan
u

 


2  2 ((u ) v (u ) va b a b Arcsin
     


2 2 2 21 1

2 2 2  

3 ((u ) v (u ) va b b a Arcsin
     




2 2 2 21 1
2 2  4 ((u ) v (u ) va b a b Arcsin

     




2 2 2 21 1
2 2 

  : صورت سؤال گفته مقدار   »4«گزينه پاسخT  به ازايv   وu  1 برابرb ها شده، حالا تو گزينهv   وu  1  هـر كـدوم   يـديم قـرار م ،

vجواب نيست، چون به ازاي» 1«شد، جوابه؛ معلومه گزينه  bبرابر با جواب برابر ،a b
 Arcهـا  ي جـواب ) همه4) و (3)، (2هاي (ميشه، تو گزينه 2

vازاي دارن، به    :داريم  u u u uuArcsin ( ) Arcsin ( ) Arcsin ( )
            

1 1 1 11 12 2 2  

اون توي Arcاي باشيم كه اگه عبارت پشت حالا بايد دنبال گزينه
 bضرب شد، عبارت برابر  2 a

aبشه، تا اين عبارت با  2 b
ي اول جـواب)  لـه (جم 2

a  ) اين شرايط رو داره:4( بشه، معلومه فقط گزينه bجمع بشه و حاصل برابر با  b a b a b b a bT ( ) b    
      


2

2 2 2 2 2  

vبه ازايتر: تر و راحتروش تستي   وu   چون داريم)u 1 بـا  ) جواب بايد برابـرa  و بـه ازايv   وu    چـون داريـم)u  1 ،(
  ) چنين شرايطي داره 4بشِه، فقط گزينه ( bجواب بايد برابر با
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 معادله لاپلاس با يك درجه تقارن در مختصات كروي :10لمثا)   2،r  ،(     برايu(r, ) :جوابي به صورت زير دارد  
n (n )

n n n
n

u(r, ) (A r B r )P (cos )


 


    1


  

nPكه در آن (x) باشند. اگر شرايط مرزي به صورتهاي لژاندر ميايد جملهچنu(a, )
u(r, ) rcos ,r

 
    




,u(rباشد،   )    براي خارج كره كـدام گزينـه

  )86(مهندسي برق ـ سراسري                 است؟ 
1( (r a r )P (cos )  1 3 2

1  2( ( a r )P (cos ) 2 11   3( (r a r )P (cos ) 2 1
1  4( (r a r )P (cos ) 3 2

1  
  : شرط  »4«گزينه پاسخu(a, )    صدق ميكنه! (بـه جـاي  4) و (3هاي (گزينهفقط تو (r   هـا تـو گزينـهa     قـرار بـِدين، مقـدار گزينـه ) 2) و (1هـاي (  

,u(rيجوري استدلال كنيم؛ اگه توي معادلهتونيم اين)، مي4) و (3هاي (صفر نميشه!) براي انتخاب جواب از بين گزينه ) تو صورت سؤالn 1   قرار بدِيم، بايـد
Pدر كنار r2با (cos )1 تونه جواب باشه ) مي4هاي داخل سيگما در صورت سؤال نگاه كنين) پس فقط گزينه (برخورد داشته باشيم (به عبارت  

 

 جواب مسأله :11مثال(x, ) ,x , ( ,t) ,t ,x x
t x

 
       

 
3      ) كدام است؟H  ،تابع هويسايد : (دلتاي ديراك :   

  )89هندسي هوا فضا ـ سراسري (م

1 ((x, t) x t t (t x ) H(t x )     2 2 2 2 21 1
2 2  2 ((x, t) x t (t x ) (t x )      2 2 2 21 1

2 2  

3 ((x, t) x t t (t x ) (t)     2 2 2 21
2  4 ((x, t) x t (t x )    2 2 21

2  

  : شرط  »1«گزينه پاسخ( , t)   3ي (گزينـه  كنه! چون اگـه تـو  ) صدق نمي4) و (3( ) و2( هايتو گزينه،(x        بـا   قـرار بـِديم، مقـدار تـابع برابـر
t t (t)  2 tميشه كه اگه 2   باشه، تو شرط مزبور صدق ميكنه و در غير اين صورت حاصلش برابرt دار تـابع برابـر   ) مق ـ4ي (ميشه، همچنين تو گزينه 2

tبا t 2  !هم اگر2ي (تو گزينهميشه كه همواره صفر نيست (x   قرار بديم؛t t (t) 2 بدست مياد كه مقدارش برايt    ميشـهt2    .كـه صـفر نيسـت 
  ) درسته 1ي (گزينه پس

 

 جواب معادله لاپلاس: 12مثالy   ،x a  وxx yyu u   با شرايط مرزي داده شده در شكل زير به چه صورت است؟     
  )85(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري 

1 (A( )sin x cosh yd


     

2 (A( )cos y cosh xd


     

3 (A( )sin y cosh xd


     

4 (A( )cos ysinh xd


     

  
  : شرطبا توجه به   »3«گزينه پاسخu(x, )  اگه به جاي ،yكـه شـامل   4) و (2)، (1هاي (ر بشِه! گزينهها صفر قرار بدِيم، بايد جواب برابر با صف (

cosجملات y وcosh y ميتونه صحيح باشه 3وقت صفر نميشن. بنابراين فقط گزينه (هستن، هيچ (  
 

 1و 5هاي ائم به شعاعهاي قهاي موجود بين استوانههرگاه اختلاف پتانسيل :31مثال 11به ترتيب 22و؟باشد، پتانسيل بين دو استوانه كدام است  
  )84(مهندسي هوا فضا ـ سراسري      

1 (u Lnr 11 11   2 (u Lnr 22 11   

3 (Lnu Lnr ( )
Ln

  
222 22 1 5   4 (Lnu Lnr ( )

Ln Ln
  

11 511 12 2
   

  : ا توجه به اطلاعات صورت سؤالب  »4«گزينه پاسخu( ) 5 11 وu( ) 1 22 يعني به ازاي ،r  uبايد  5 11  روكـه ايـن شـرط     بيادبدست 
  ه ) دار4فقط گزينه (

 

a  

y  

0  
u (x,0) = 0  

u (a,y) = f(y)  (0,y) = 0 xu  

x  
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 در مختصات قطبي   كندي با شرايط مرزي داده شده در معادلة زير صدق مياپتانسيل الكتريكي در داخل ربع دايره :14مثال)r و:(   

,u(rعبارت پتانسيل ، )  كدام است؟u u(r )
r r r r
  

 
  

2
2 2

1 1
               ) 82برق ـ سراسري مهندسي(  

1 (r sin 2 2                            2 (r sin 
2

22  

3 (r sin 2                              4 (r sin 
2

24  

  : شـرط  بـا توجـه بـه     امـروزي، خوراكـه    جوونـاي اين سؤال ديگـه واقعـاً خيلـي آسـونه!، بـه قـول شـما          »4«گزينه پاسخu( , ) sin  2 2،   
sinرو قرار ميديم، هر كدوم 2، عدد rها به جاي(توي گزينه ميتونه صحيح باشه  4فقط گزينه  گفت: ميشه 2      شد، جوابه!) واقعـاً چـه حـالي كـردن
  امتحان دادن! 82هايي كه سال برقي

 

 جـواب مـعادلـه لاپــلاس :15مثالxx yyu u   در نــاحيـهx  1 وy    بـا شرايطu( ,y)   وu( ,y) 1 كدام گزينه خواهد  1
  )81(مهندسي هوا فضا ـ سراسري           شد؟

1 (u x 1  2 (u x  3 (u x   4 (u x  1  

  : طبا توجه به شر  »2«گزينه پاسخu( , y)  غلطن! (چون اگه به جاي4) و (1هاي (، معلوم ميشه گزينه (x    عدد صفر رو قرار بـديم، مقـدار اونـا ،
)u) يكي رو انتخاب كنيم، به نظر شما كدوم گزينه تو شرط3) و (2هاي (!) حالا بايد از بين گزينهنميشهصفر  , y) 1 صدق ميكنه!؟ (با رسم شـكل ثابـت    1

  )كنين جواب به اين سؤال كمتر از سه ثانيه طول ميكشه 
 

 معادله لاپلاس :16مثالu(x,y) 2   را در ربع اول(y ,x )   گيريم:با شرايط مرزي زير در نظر مي    
        u( ,y) ,u(x, ) f (x)     ،شكل كلي پاسخ معادلهu(x,y) :عبارت است ازB(k),A(k)] توابعي ازk .84(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   ]هستند(  

1(kyA(k)e cos(kx)dk
     2 (kyA(k)e sin(ky)dk

    

3 (kyA(k)e sin(kx)dk
    4 (ky(A(k)cos kx B(k)sin kx)e dk

    

  : با توجه به شرط  »3«گزينه پاسخu( , y)   (به جـاي تونن صحيح باشننمي )4( و )2)، (1(هاي گزينه !x     هـا  تربيـت هـا، صـفر قـرار بـِدين، بـي
  ) جوابه 3پس گزينه (، !)هيچكدوم صفر نميشن

 

 حل معادله لاپلاس :17مثالT T
x y

 
 

 

2 2
2 2  با شرايط مرزي نشان داده شده در شكل (ناحيه(y , x 

   2  :78(مهندسي برق ـ سراسري برابر است با(  

1 (sin( x)
2  

2 (( x)



2

2  

3 (Arc tan(tanh y)

2  

4 (Arc tan(cot x tanh y)

2  

  : با توجه به شرط  »4«گزينه پاسخT( , y) 1) غلطه! از طرفـي بـا كنتـرل شـرط    3، معلوم ميشه گزينه (T(x, )     هـاي  ، ميشـه گفـت؛ گزينـه  
  ) جوابه 4هستن، پس بدون انجام هيچ عملي و كمتر از چند ثانيه ميشه گفت؛ گزينه ( xغلطن، چون فقط بر حسب ) هم2) و (1(

 

) = 0    ,u (r   
2  

u (2,) = sin2  

x  

y  

u (r,0) = 0  

x
0  T = 0  

2  

y  

T = 0  T = 1  T (x , y) =?  
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 در حالت تقـارن نسـبت بـه    دانيم كه پاسخ معادلة لاپلاس در هر نقطه داخل يك كرهمي :18مثال)u(x, t) F (x)G (t)d


     در مختصـات (

n كروي بصورت
n n

n
u(r, ) A r P (cos )




  


npكه، باشدمي  (cos ) يكه ( كره بـه شـعاع واحـد) بـا      باشند. اگر پتانسيل روي سطح كرةتوابع لژاندر مي

)u عبارت , ) cos 
   21 1 2 ,u(rبيان شود، 2 )  78مهندسي كامپيوترـ سراسري(         عبارت است از:داخل كره(  

1(r cos 2  2 (r cos 1 2  3(r cos 


2
21 2 2  4(r cos 22  

  : بــا توجــه بــه شــرط  »1«گزينــه پاســخu( , ) cos ( )   21 1 2 )uيــا بــه عبــارت ديگــه شــرط2 , ) cos   1 (بــا توجــه بــه فرمــول طلايــي  2
coscos   

2 1
2 rي دوم تبديل شد) پس بايد به ازايرابطه اول به رابطه ،2 1 جواب به صورت ،cos 2 و 2هاي (تونيم با گزينهباشه، تا اينجا مي (

P) و نظر بـه ايـن كـه    هستش، با توجه به صورت سؤال (داخل r) تفاوت تو توان4) و (1هاي (م! در گزينه) خداحافظي كني3( (cos ) cos  1  بايـد ،
  تونه صحيح باشه ) مي1) باشه، پس فقط گزينه (1ته، برابر با (قرار گرف cosكه در كنار rتوان

  

 مرز كمـاني دايـره بـا عـايق      .اي) زير را كه مربوط به تعيين دماي ماناي (پاياي) نقاط يك قطاع است، حل كنيدمسأله مقدار مرزي (يا كرانه :19مثال
  )83اي ـ سراسري (مهندسي هسته          اند).ثابت و  a ،bحرارتي پوشانيده شده است. (

1 (T(r , ) (b a) a     

2 (T(r , ) (b a) a
   


  

3 (T(r , ) (b a) a
   



2

2


  

4 (T(r , ) (b a)r a
   


  

  : شرط تو )4(و  )1(هاي گزينه  »2«گزينه پاسخT(r, ) b  شرط تو هم) 3كنن و گزينه (صدق نميT 2  2گزينـه (  پس اجباراً، هكنصدق نمي (
  درسته جواب 

 
  

 جواب معادله :20مثالtt xxu u 24 با شرايط اوليهtu (x, )
x


 2

1
1

 وu(x, ) sinx كدام است؟     
  )92(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون، مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري 

1 (u(x, t) sin x cos t [tg (x t) tg (x t)]        


1 112 2 24  

2( u(x, t) sin x cos t [tg (x t) tg (x t)]        


1 112 2 22  

3( u(x, t) sin x cos t [tg (x t) tg (x t)]        


1 112 2 24  

4( u(x, t) sin x cos t [tg (x t) tg (x t)]        


1 112 2 22  

  : اولاً دقت كنين با توجه به شرط  »1«گزينه پاسخu(x, ) sin xجوابن، پـس بـا مشـتق گـرفتن از هـر      2) و (1هاي (، معلومه كه يكي از گزينه (
  تونيم به جواب برسيم!مي كدوم از اين دو گزينه

tuبا استفاده از شرط (x, )
x


 2
1

1
ها بعد از مشتق گرفتن نسبت بـه جواب تو تموم گزينه اولت به جواب برسيم! معلومه قسمت تونيم بدون زحم، ميt 

tو قرار دادن  هاي گزينه، برابر با صفر ميشه (چون همهcos دارن و بعد از مشتق گرفتن بهsin  جوابه كه برابـر بـا    دومتبديل ميشن) پس اين قسمت

x 2
1

1
tuميشه (حواستون به شرط  (x, )

x
 

 2
1

1
  ) اين شرايط رو داره 1كه هست!) معلومه فقط گزينه ( 

[tg (x t) tg (x t)] [ ]
(x t) (x t)

          
       

1 1
2 2

1 1 2 22 24 4 1 2 1 2
  

tكه اگه  برابر با ، قرار بديم
x 2

1
1

  ميشه! 
  

T (r , 0) = a  
0  

T = 02  
T 
r  =0  

x  

y  

) = b0T (r ,   

0  
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 توزيع دما در يك ميله نامتناهي به صورت  :21مثالzu(x,t) f (x cz t )e dz




 
 

21 Cاست. در اين ميله 2 
1
و دمـاي اوليـه بـه صـورت      2

, | x |f (x)
, | x |

   


1
1

  )90(مهندسي مكانيك ـ سراسري   كدام است؟  u(x,t)صورت باشد. در اين مي 

1 (ze dz



1 2

1
  2 (ze dz




2
2


  3 (
(x ) / t

( x) / t

ze dz
 




1 2

1
  4 (

( x) / t

(x ) / t

ze dz


 


1 2

1
  

  : تونن جواب باشن!نمي ،ستنچون مستقل از زمان ه )2( و )1(هاي گزينه  »4«گزينه پاسخ  

t) در نظر بگيريم، پاسخ بدست مياد، در4) و (3هاي (از بين گزينهرو زمان صفر  اگه   :داريم  zu(x, ) f (x)e dz





 

21  

|از طرفي براي x |1 ،:داريمf (x)  پس ،u(x, ) تونيم به شكل مقابل بنويسيم:رو مي  zu(x, ) e dz




 
2

   

  ميكنه صدق  4گزينه  توكه فقط 
 

 مقدار مرزي داده شده از طريق جداسازي متغيرها، كدام است؟ مسألهي متعامد موردنياز براي استفاده در حل پايه :22مثال  
  )92برق و مكانيك ـ سراسري  (مهندسي  

1 (x x n x n x,sin ,cos , ,sin ,cos ,
a a a a
   1 2 2 2 2

2    

2 (x x n x n x,sin ,cos , ,sin ,cos ,
a a a a
   1

2    

3 (x x ( n ) x ( n ) x,sin ,cos , ,sin ,cos ,
a a a a
     1 2 1 2 1

2    

4 (x x n x n xsin ,cos , ,sin ,cos ,
a a a a
   2 2 2 2   

 
T(x,b) h(x)

2
xx yyT T T   

 

x x

T(x, )
T( ,y) T(a,y)
T ( ,y) T (a,y)




 

(شرايط مرزي روي دو ضلع راست و چپ) 

x

y

b

a

  
  : شرط ؛ين؛ توجه كنينبِدبه سؤال جواب  تونينبه شرايط مرزي به راحتي مي با توجه  »1«گزينه پاسخT( , y) T(a, y)،  جوريه كـه  يعني جواب
مثلاً يه  ن!) غلط3) و (2( يهاگزينه جملات اون به صورت مجزا هر كدوم مقدارشون يكسان و مساوي هم باشه، واضح؛ِ، بِديمقرار  aيا اون، xبه جاي اگه

x  ها رو اگه انتخاب كنيم، داريم:جمله از اين گزينه cos( )xcos( ) T( , y) T(a, y)
x a cos( )a
  

       

1
1

 
  

) ميگه لازم نيست عدد ثابت باشه، براي اين كه ببينيم كـدوم راسـت   4) ميگه عدد ثابت بايد باشه و گزينه (1) اينِ كه گزينه (4) و (1هاي (خبُ فرق گزينه

1بينيم اين آقاي عدد ثابت (يعنيميگه، بايد ب
  هاي ما صدق ميكنه يا نه؟) تو شرط2

xصدق ميكنه xT ( , y) T (a, y)            و        صدق ميكنهT( , y) T(a, y)    
1 1
2 2  

ي صـحيح رو تشـخيص   البته يه جور ديگه هم ميشه گزينه ) راست ميگه 1بينين، اين عدد تو هر دو شرط صدق ميكنه، پس گزينه (طور كه ميهمون
هم داشته باشه، پس به پايه ثابـت   DCتونه مقدارمي h(x)نداريم، پس h(x)داد و اون اين كه؛ درستي اين گزينه به اين دليله كه چون محدوديتي روي

  نياز داريم!هم 
 

 

 مقدار اوليه ـ مرزي مسألهدر  :23مثالt xx

x

u a u f (x, t) , x L , t
u( , t) ,u (L, t) , u(x, ) (x)

     


   

2  
   

fو (x)كه در آن،  (x,t) اي هموار توابع پيوسته و تكه

    )92(مكانيك ـ دكتري   كدام است؟دنباله توابع پايه متعامد مورد نياز بسط فوريه،  ،مفروض هستند

1 (k xsin
L
 

 
 

 2 (k xsin
L
 

 
 2 3 (( k ) xsin

L
  

 
 

2 1
 ) وجود ندارد.4 2

  : به شرط با توجه  »3«گزينه پاسخxu (L, t)   جواب بايد جوري باشه كه اگه از اون نسبت بهx مشتق گرفتيم بعد به جايx هـاي اونL   قـرار
  ) چنين شرايطي داره3داديم، مقدارش همواره صفر بشِه، فقط گزينه (
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 مرزي زير در داخل يك نيم دايره به شعاع در مسأله مقدار  :24مثالa دايره،حل معادله لاپلاس مورد نظر است. بر پيرامون نيمh( )اي هموار تكه

,T(rشود. بر روي نيمه راست قطر عايق بندي داريم و بر روي نيمه چپ آنفرض مي )  پايه (مبناي) متعامد بسط فوريه تابع ،h( )كدام  مسألهن در اي

  )88(مهندسي برق ـ سراسري    است؟

1(k{cos k }   

2(k{cos( ) }k
 

2 1
2   

3({cos(k ) }k  
1
2   

4({sin(k ) }k  
1
2   

  : چون  »3«گزينه پاسخT(r, )  پس جواب بايد جوري باشه كه اگه به جاي ،هاي اون  قرار داديم، مقدارش صفر بشِه! خبُ تا اينجا

ايد حتماً عددي طبيعي يا صفر باشه، نه ب kدونيمهستش، مي k) تو تعيين مقدار3) و (2هاي () جوابه!، تفاوت گزينه3) يا (2هاي (فهميديم يكي از گزينه

  ) جوابه 3عددي صحيح! پس گزينه (

 

 جــواب معادلــه :25مثــالtt xxu c u ,u(xبــا شــرايط اوليــه 2 ) f (x) ،tu (x, )   يو ضــابطهx ; x
f (x)

x ; x
 

    

1
2 1 2

  شــرايط مــرزي و

u( ,t) u( ,t) 2  85(مهندسي ابزاردقيق و اتوماسيون ـ سراسري   كدام است؟(  

1( t cx t cxu(x, t) {sin cos sin( )cos( ) }   
  
2 2
8 1 3 3

2 2 2 23
     2 (x ct x ctu(x, t) {sin cos sin( ) cos( ) }   

   
2 2
8 1 3 3

2 2 2 23
 

3( cx t cx tu(x, t) {sin cos sin( ) cos( ) }   
  
2 2
8 1 3 3

2 2 2 23
     4( x ct x ctu(x, t) {sin cos sin( ) cos( ) }   

  
2 2
8 1 3 3

2 2 2 23
 

  : رطبا توجه به ش  »2«گزينه پاسخu( , t)  جواب بايد جوري باشه كه وقتي به جاي ،xجـا  ديم، مقدارش صفر بشِه، تا ايـن هاي اون صفر قرار مي

n) غلطه! از طرفي فرم مقـادير ويـژه بايـد بـه صـورت     1معلوم ميشه گزينه (
n( )  2
دونـيم تـابع ويـژه بـه     از ايـن جـا! مـي    باشـه، از كجـا فهميـديم؟    2

sinصورت x هستش (اينو از شرطu( , t)   فهميديم!) پس با توجه به شرطu( , t) 2:داريم    

nu( , t) sin n 
          2 2 2 2   

 cخبـري از  xي موج نبايد تو كمان سينوسمعلوم بود، چون تو معادله هم اين موضوع از اول جوري نيست! البته) اين3بينيد فرم گزينه (كه مي طورهمون

,u(x)، براي انتخاب بين اين دو گزينه از شرط4) و (2هاي (مونن گزينهباشه! پس مي ) f (x)ته با قـرار دادن كنيم، الب، استفاده ميx 1    شـرط رو بـه

)uصورت , ) f ( )1 1 نويسيم، كهميf ( )uميشه، پس شرط جديد به صورت 1ي اون با توجه با ضابطه 1( , ) 1 1   ميشه كه بايد براي جواب برقـرار باشـه ،

tم تو كدوم گزينه اگهيعني بايد ببيني   وx 1  ِميشه؟ 1قرار بِديم مقدارش  

( )    
 2 2
8 1 8 81 9 9  ) به ازاي4مقدار گزينه (t   و, x 1       ( )     

 2 2
8 1 8 11 9 t) به ازاي2(مقدار گزينه  9   وx 1  

  تره نزديك 1) به عدد 2ي اول از دو گزينه رو انتخاب كرديم و معلومه مقدار حدودي گزينه (فقط دو جمله
 

بنديعايق
x  (a و  ) 

2T=   

y  

T (a,) = h ()



 

363 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 ياي هموار داده شدهير براي بسط تابع تكهاي) زمقدار مرزي (يا كرانه مسألهپايه متعامدي كه در  :26مثالh ؟گيرد، كدام استمورد استفاده قرار مي  
  )85ـ سراسري و مهندسي مكانيك (مهندسي مواد              

1 (k IN
k x{sin }

a 
      

2 (k IN
( k ) x{sin }

a 
 2 1
2  

3 (k IN
( k ) x{cos }

a 
 2 1
2    

4 (k IN
k xIN { , , , , ,...},{cos }

a 


 1 2 3 4    

  : شرط مرزي  »3«گزينه پاسخT(a, y)  به ما ميگه اگه به جاي ،xها، عددa       رو قرار بدِيم، پايه متعامد جواب بايد صـفر بشِـه. تـا اينجـا معلـوم
xT) جواب نيستن! شرط4() و 2هاي (گزينه ميشه، ( , y)  ميگه جواب جوريه كه اگه از اون نسبت به ،x  مشتق بگيريم، بعد به جـايx   هـاي اون صـفر

) رو 1غلـط بـودن گزينـه (    ) جوابه3ي داره!؟ معلومه گزينه () كدوم چنين شرايط3) و (1هاي (قرار بدِيم، مساوي صفر ميشه، به نظر شما از بين گزينه
  كنيم:  بررسي مي

xصفر نميشه، پس غلطه!  xk k ksin x cos x
a a a

  
  ¾M SLvº ¢Tz¶ ) 1گزينه(  

 

 بدست آوردن پاسـخ معادلـة حـرارت    :27مثالu u u
tx y c

  
  

 

2 2
2 2 2

1
      روي ناحيـة مربعـي شـكل بـه ضـلعa      مـوردنظر اسـت. حالـت اوليـه

u(x,y, ) f (x,y) 86(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   شود. شرايط مرزي عبارت است از:فرض مي(  
(I) درجة حرارت روي دو ضلعx , a  .صفر است  

(II) و ضلع ديگر، دy , a  .عايق شده است  
  شكل كلي پاسخ معادلة حرارت روي اين ناحيه عبارت است از:

1( mnt
mn

m n

m nA e cos x cos y
a a

 


 

  
2

 
     2( mnt

mn
m n

m nA e sin x cos y
a a

 


 

  
2

1 1
  

3( mnt
mn

m n

m nA e sin x sin y
a a

 


 

  
2

1 1
     4( mnt

mn
m n

m nA e sin x cos y
a a

 


 

  
2

1 
  

  : با توجه به شرط  »4«گزينه پاسخIچون در ،x   ) غلطه! از طرفي با توجـه بـه شـرط   1مقدار جواب بايد صفر بشِه، پس گزينه (u (x,a)
y





 ،

هـاي  ) هم غلطه! از بـين گزينـه  3قرار بدِيم، جواب بايد صفر بشه، پس گزينه ( aهاي اونyيمشتق بگيريم، بعد به جا yمعلومه كه اگه از جواب نسبت به

ncos، قطعاً به صورتy)، تفاوت توي حدود سيگماست. چون جواب بر حسب4) و (2( y
a
 ش،هستn تونه از صفر شروع بشه (به حدود سـيگما دقـت   مي

  ) جوابه 4كنين.) بنابراين گزينه (
اي طرح كرده! تازه حتماً انتظار داشته سر جلسه از روش ضـربي هـم   واقعاً به نظر شما فاز طراح چي بوده كه اين سؤال رو براي آزمون چند گزينهيه سؤال: 
گناه كنن، اينم سر داوطلب بيي مشكلات زندگيشون رو سرِ مريض بدبخت خالي ميمونه كه همههايي ميزنل كنيم؟ اين طراح عين اون آمپولسؤال رو ح

  خالي كرده كه البته ما نذاشتيم اين كارو بكنه 
  

 پاسخ معادله لاپلاس در ناحيه نيمه محدود  :28مثالy    وx a    :مورد نظر است. شرايط مرزي عبارتنـد ازV(a,y) f (y)  وV( ,y)   
,V(xو  )  هاي نشان داده شده پتانسيل يك از عبارت، كدامV(x,y) 91(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري    احيه نشان خواهد داد؟را در ن(    

1(A(P)sinh Px sin PydP


  2(A(P)sinh Pysin PxdP


  3(A(P)cosh Px sin PydP


  4(PyA(P)e sinh PxdP


  

  : با توجه به شرط   »1«گزينه پاسخV(a, y) f (y) جواب بر حسب ،y ًغلطن، با توجه به شرط 4) و (2هاي (مثلثاتيه و اين يعني گزينه قطعا (
V( , y)   ) جوابه 1) هم غلطه! بنابراين گزينه (3هم معلوم ميشه گزينه (  

 

a  

y  

b 

0  

T(a,y) = 0  (0,y) = 0xT  

T(x,0) = 0  

T(x,b) =h(x)  

T = 02   
x  

y 

x 

u = 0  u = 0  

u  
y  = 0  

u  
y  = 0  

a  

a  
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 طول اي به براي ميله :29مثالL و دو سر آن كاملاً عايق است و كه سطح جانبيu(x, ) f (x)، t xxu c u ,u(xكدام گزينه براي  ،2 t) صحيح است؟  
  )90(مهندسي برق ـ سراسري   

1 (
cn( ) t
Ln

n

n xA A e cos( )
L

 




 

2

1
  2( 

n c( ) t
Ln

n

n xA A e cos( )
L






 

2

1
  

3 (
n c( ) t
Ln

n

n xA A e cos( )
L

 




 

2

1 2  4( 
n( ) t
Ln

n

n xA A e cos( )
L

 




 

2

1
  

  : ي گرما در توان خبُ اولاً تو معادله  »1«گزينه پاسخe  هميشهc ) كه كاملاً منكر اين قضيه شـده، بايـد اخـراج بشـه! از طرفـي      4وجود داره، پس گزينه (
) كـه  3) و (1هـاي ( ما مونـديم و گزينـه  رو مثبت داده) پس غلطه! حالا  e) هم اصلاً به روي خودش نمياره كه جواب بايد كراندار باشه (نگاه كنين توان 2گزينه (

)nها، اولاً  همين جوري هم معلومه كه همه چيزِ اونا يكسانه جز كمان كسينوس )
L


n) داده شده و گزينـه داراي 3بيخود تو گزينه ( 2
L
     جوابـه! (چـون تـو هـر

nهادوي اين گزينه
)nداده شده برابر با eكه تو توان 2 )

L
 كنـين!  باشه.) اما اگه بازم اينجوري حـال نمـي   nبايد cosتو كمان xدونيم ضريبهستش و مي 2

xيعني شرايط اوليه به صورت» دو سر ميله عايق شده«كنيم؛ به شرط داده شده تو سؤال مراجعه مي xu ( , t) u (L, t)   اي جوابـه  بوده، و اين يعني گزينه
مشـتق بگيـريم، عبـارتي     x) نسـبت بـه   3دادي صـفر بشـه، اگـه از گزينـه (    قـرار   Lهـاي اون  xگرفتـي بعـد بـه جـاي      xكه اگه رفتي از اون مشتق نسبت به 

)nsinشامل x)
L


xكنه كه اگه توليد مي 2 L  قرار بديم، ميشهnsin( )2 جوابه1) غلطه و گزينه (3تونيم بگيم هميشه صفرِ، پس گزينه (كه نمي (  

  

 پاسخ عمومي معادله لاپلاس با شرايط  :30مثال
xx yy

x

M M ; x ,y

M ( ,y)
M(x, ) f (x)

   



 

  

 


  )90(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   عبارت است از:  

1 (ny
n

n
B e cos(nx)







1
  2(yB( )e sin( x)d


  


  3(yB( )e cos( x)d


    4(yB( )e cos( y)d


    

  : هر دو متغير كه فاصله براياولاً دقت كنين؛ با توجه به اين »3«گزينه پاسخxوy متناهي داده شـده، جـواب حتمـاً بـه صـورت انتگـرالِ و در        نيمه
xM) غلطه! از طرفي شرط1نتيجه گزينه ( ( , y)   يگه؛ اگه از تابع نسبت بهمx مشتق بگيريم و بعد به جايx   ،صفر قرار بدِيم، جواب بايد صـفر بشِـه ،

 xحسبباشن و تابع مثلثاتي بايد بر yتونن بر حسب) بايد يكي رو انتخاب كنيم، معلومه هر دو تابع نمي4) و (3هاي () هم غلطه! بين گزينه2پس گزينه (
  ) جوابه 3باشه، پس گزينه (

 

 معادلة انتشار حرارت را در نيم فضاي  :31مثالx   گيريم:در نظر مي
u u u; x ,t ,

xt xx
u(x, ) f (x)

  
   

 
 

2
2   




مـرزي و اوليـه داده    ، بـا شـرايط  

  )90(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   كدام گزينه زير است؟  ،u(x,t)شده، شكل كلي پاسخ معادله، 

1(ptD(p)e sin(px)dp


  2(p tD(p)e sin(px)dp



2


  3(ptD(p)e cos(px)dp


  4(p tD(p)e cos(px)dp




2


  

  : با توجه به شرط  »4«زينه گپاسخxu ( , t)   بايد از تابعu(x, t) نسبت بهx مشتق بگيريم بعد به جايx، ًصفر قرار بدِيم، حتماu    بايـد صـفر
sin) غلطن! (مشتق2) و (1هاي (لوم ميشه گزينهبشِه؛ پس تا اينجا مع pxميشه ،pcos px  كـه درx      4) و (3هـاي ( ، مقـدارش صـفر نيسـت) گزينـه (

 p2بايـد  eباشه، حتماً در تـوان  pتو كمان تابع مثلثاتي xدونيم اگه ضريبه گرما ميهستش. تو معادلeخيلي شبيه به هم هستن، تنها تفاوتشون تو توان
  ) جوابه 4وجود داشته باشه، پس قطعاً گزينه (
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 پاسخ معادله لاپلاس، :32لمثاu(x,y) 
2

 صفحه بالاي محور در نيمx  :با شرط مرزي, | x |
u(x, ) f (x)

, | x |


   

1 1
1


توانـد  ، كدام گزينـه مـي  

  )89(مهندسي برق ـ سراسري   باشد؟

1(kycos k e sin(kx)dk
k




 
2


  2(kysin k e cosh(kx)dk

k




 
2


  

3(kysin k e cos(kx)dk
k




 
2


  4(kysinh k e cos(kx)dk

k




 
2


 

  : اي كه تو درسنامه گفتيم، چونبا توجه به نكته  »3«گزينه پاسخu(x, ) f (x)پس جواب بر حسب ،x        قطعـاً بايـد مثلثـاتي باشـه و ايـن يعنـي
f) بايد ببينين4) و (3() و 1هاي () غلطه! براي انتخاب از بين گزينه2گزينه ( (x) ،زوجِ يا فرد؟ اگه زوج بودcos(kx)    ،و اگـه فـرد بـودsin(kx)   انتخـاب

fميشه، از اونجايي كه (x) زوجِ، پسnF (x) cos kx) دونـيم  ) جوابه! از طرفـي مـي  4) يا (3هاي (غلطه، خبُ پس يكي از گزينه ) هم1، در نتيجه گزينه

kحد ضرايب انتگرال فوريه وقتي  ) چون4بايد صفر بشِه، تو گزينه (
k

sinh kLim( )
k

مخالف صفر ميشه، پس اين گزينه هم جواب نيسـت و بنـابراين    

  ) جوابه 3گزينه (
 

 87برق ـ سراسري  مهندسي(  جواب مسأله مقدار مرزي زير كدام است؟  :33مثال(  
t xx

x x

u u , t , x
u ( ,t) , u ( ,t)
u(x, ) cos x cos x

   
  
    

2
2

4 2 3

 
  


  

1( t t te cos x e cos x e cos x        
2 2 24 914 2 34  2( t te cos x e cos x    

2 294 2 3  

3( te ( cos x cos x)   
2

4 2 3  4( (n ) t

n
e cos n x

n


 




2

1

14  

  با توجه به شرط  »2«گزينه : پاسخu(x, ) cos x cos x   4 2 3غلطن! چون اگه به جاي4) و (1هاي (، معلوم ميشه گزينه (t ي اونا صفر تو ضابطه
cos«قرار بدِيم، برابر با  x cos x  4 2 tي) رو تو معادله3گزينه ( ) يكي رو مثلا3ً) و (2هاي (نميشن! حالا از بين گزينه» 3 xxu u كنيمامتحان مي:  

tu(x, t) e ( cos x cos x)   
2

4 2 3  

  غلطه 3صحيح و گزينه  2پس گزينه 
t

t
x t xx

t
xx

u u(x, t)

u e ( sin x sin x) u u

u e ( cos x cos x)





 

         

       

2

2

2

2 2

4 6 3

4 18 3

  

teگيري بالا هم لازم نبود! براي اين كه كاملاً معلومـه ) حتي مشتق3البته براي حذف گزينه (تذكر:  
cosتونـه هـم ضـريب   نمـي  2 x    باشـه و هـم

cosضريب x3ي گرما ضريبدونيم تو معادله، چون ميx هاي مثلثاتي با ضريبدر كمانt در توانe  !يعني تو اين معادله گرما در كنـار مرتبطهcos x3 

teبايد منتظر 29  و در كنارcos x بايد منتظرte
  ) به خوبي رعايت شده 2باشيم و اين مورد تو گزينه ( 2

 

 در يك ناحية نيمه محدود :34مثال(x )  معادلة حرارت را به صورتt  ،x   وu u
tc x

 


 

2
2 2
گيريم. حالت اوليـه عبـارت اسـت    در نظر مي 1

,u(xاز ) f (x) و ناحيه درx   ،عايق شده است. پاسخ عمومي معادلهu(x,t) 85(مهندسي برق ـ سراسري   ، به كدام صورت است؟(  

1 (p c tD(p)e sin pxdp



2 2


  2 (p c tD(p)e cos pxdp




2 2


  

3 (p c te [A(p)cos px B(p)sin px]dp




 
2 2  4 (p c te [A(p)cos px B(p)sin px]dp


 

2 2


  

  : ناحيه در  »2«گزينه پاسخx   عايق شده، و اين يعني شرط به صورتxu ( , t)   هستش، بنابراين جواب تابع مثلثاتي بر حسبx  بايد طوري
   ) جوابـه  2هـاي اون عـدد صـفر قـرار داديـم، مقـدارش صـفر بشِـه، بنـابراين گزينـه (          xتيم و بعد به جايمشتق گرف xباشه كه اگه از اون نسبت به

  .)باشه تا حدود انتگرال بايد از در انتگرال فوريه، دقت كنين(
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 79(مهندسي معماري كشتي ـ سراسري   رو كدام است؟ جواب معادله ديفرانسيل روبه  :35مثال(  

1 (tu(x , t) e sin x 64 2  
2 (tu(x , t) e sin x 124 2  
3 (tu(x , t) e sin x 124 2  
4 (tu(x , t) e sin x 64 2  

u u ; x , t
t x

u( ,t) u( ,t) , u(x, ) sin x ; x , t

 
    

 
        

2
23

4 2

 

    
  

 :توان ،ي گرماي داده شدهطور كه گفتيم تو معادلهاولاً همون  »3«گزينه  پاسخe  مونـه  ) غلطـن! مـي  4) و (2هـاي ( تونـه مثبـت باشـه، پـس گزينـه     نمـي
بـه   sinتـو كمـون   xي گرمـا اگـه ضـريب   معادلـه  دونـيم تـو  هسـتش، مـي   e) كه لازمه يكيشون رو مرخص كنيم! تفـاوت اونـا تـو تـوان    3) و (1هاي (گزينه
nsinصورت x باشه، اونوقت توانe بايد به صورتnc t 2 باشه، چون تو اين سؤالn  cو 2 2 بشِه، پس  t12بايد به صورت e، بنابراين توان3

    ) جوابه 3گزينه (
 

 تفكيك متغيرها به صورت زير است: اي به شعاع واحد كه وجوه آن عايق شده است پس ازمعادله توزيع دما در يك صفحه دايره :36مثال  
u( , ) (A cos B sin )(A B )         1 1 2 2  

  )75مهندسي مكانيك ـ سراسري (        يك از عبارات زير صحيح است؟با توجه به شكل مسأله كدام
1( B , , , ,  2 1 4    
2 (A , , , ,  2 1 2    
3( B , , , ,  2 1 2    
4( A , , , ,  2 2 4    

 
1

x

y

1

  

  : با توجه به اين كه  »3«گزينه پاسخ


 


، و نظر به اين كه در مبدأ1   رو داريم، پس اصل كرانـدار  «كران ميشه و اين موضوع با بي

Bوجود نداشته باشه، پس در تناقضه، بنابراين لازمه كه» هبودن توابع ويژ 2  در 3) و (1هاي () غلطن! تفاوت گزينه4) و (2هاي (ميشه و اين يعني گزينه (
  ) جوابه 3ي كاملي از مقادير ويژه براي اين سؤال باشن پس گزينه (تونن مجموعه) نمي1هاي داده شده تو گزينه (داده شده هستش كه معلومه مقادير

  

 چه تغيير متغيري مسأله معادلة حرارت :37مثال
t xxu u x

u( ,t) , u( ,t)
u(x, ) f (x)

 
  
 

6
1 1 1


  كند؟مي را به يك معادله همگن با شرايط مرزي همگن تبديل 

  )84(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري          
1(u(x, t) v(x, t) x x   3 1  2(u(x, t) v(x, t) x x   3 2 1  
3(v(x, t) u(x, t) x x   3 2 1  4(v(x, t) u(x, t) x x   3 1  

  : ها به صـورت وقتي گفته ميشه شرايط مرزي همگن هستن! يعني بايد شرط  »1«گزينه پاسخv( , t) v( , t) 1        باشـه، حـالا بايـد ببينـيم ايـن
)uشرايط تو كدوم گزينه برقراره؟ اول شرط , t) 1   كنيم:رو چك مي 1

u( ,t): u( , t) v( , t) v( , t)     1 131 1 1 1 1 1  ) 1گزينه(  
  كنيم:؟ پس بقيه رو هم چك مياي هم اين شرايط رو داشت، چيي ديگه) جوابه، اما اگه گزينه1تونيم بگِيم گزينه (جا ميتا اين

)uغلطه! ,t): u( , t) v( , t) v( , t)       1 131 1 1 2 1 1 1   )2گزينه ( 1

)uغلطه! ,t): v( , t) u( , t) v( , t)       1 131 1 1 2 1 1 1   )3گزينه ( 3

)uغلطه! ,t): v( , t) u( , t) v( , t)      1 131 1 1 1 1 1   )4گزينه ( 2
  ) جوابه 1پس همون گزينه (
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 به ازاي چه تابع :38مثال(x)تغيير متغير ،u(x,t) w(x,t) (x)   ي حاصل بر حسب معادلهw ي گرماي  در مورد معادله
t xx

x

u u x
u( ,t) , u ( ,t)
u(x, ) f (x)

 
   
 

4
1 2


 

  )87(مهندسي مواد ـ سراسري   كند؟  را همگن مي

1((x) x ( )x     3 26 2 1  2(x(x) x    
3

2 16  3(x(x) ( )x
     

3
2 2 16  4((x) x ( )x 

    
2

31 2 124 8  

  : براي جواب به اين سؤال فقط كافيه بدونيم كه مشتق دوم  »4«گزينه پاسخ(x) بايدx
1
) 4داشته باشـه! همـين نكتـه اجبـار ميكنـه گزينـه (       4

   جواب درست باشه 
xuيه روش ديگه اينِ كه؛ شرط ( , t)  xwهمگن ميشه، پس wرو چك كنيم، و چون معادله بر حسب 2 ( , t)  :بنابراين داريم ،    

x x x x xu ( , t) w ( , t) ( ) ( ) ( )             2 2  
) چنين 4شد، جوابه! فقط گزينه ( 2قرار بدِه، هر كدوم برابر با  هاي اونxجاي مشتق بگير، بعد به xها نسبت بهاين شرط چي ميگه!؟ ميگه برو از گزينه

  شرايطي داره 
 

 براي تبديل معادله گرماي غيرهمگن :39مثالt xxu c u 2 1 با شرايط مرزي
u(x, ) g(x)
u( ,t)
u( ,t)


 
  


 


، به يك معادله همگن كدام تغييـر متغيـر صـحيح    

  )91(مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري   است؟

1(u(x, t) v(x, t) x(x )
c

   2
5  2(u(x, t) v(x, t) x(x )

c
   2

5  

3(u(x, t) v(x, t) x(x )
c

   2
1  4(u(x, t) v(x, t) x(x )

c
   2

1 

  : اولاً چون  »1«گزينه پاسخu( , t)   و بايدv( , t)    هم مساوي صفر باشه بنابراين عبارت داده شـده در سـمت راسـتv(x, t)   هـا)  (تـو گزينـه  
xبايد تو   كه بايـد از دسـت يكـي از اونـا خـلاص شـيم!       3) و (1هاي (مونن گزينه) از حضور ما مرخص ميشن! مي4) و (2هاي (صفر بشِه، پس گزينه (

,v(xعبارت داده شده در سمت راست t) يي اصلي صدق كنه! در واقع جواب بايد جوري باشه كه تو معادلهبايد تو معادلهt xxu c u 2 1   صدق كنـه و
xxcيهستن، تو معادله xها بر حسبن عبارتچو u 2 1   هم صدق كنه و به عبارت ديگه جواب جوري باشه كه از اون نسـبت بـه ،x    دو بـار مشـتق

(در ضـمن   جوريه جمع ميشه، صفر بشِه! حالا شما بگِين ببينم كدوم يكي اين 1بشِه تا وقتي با 1ضرب كرديم، مقدارش c2گرفتيم بعد اونو در
 بيچاره شنَ!)زنن، ها تا اونايي كه شانسي (يا شانسي ـ سطحي) تست ميرو گذاشته تو گزينه 1طراح رو دارين، عدد 

 

 به ازاي كدام تابع :40مثال(x)تغيير متغير ،u(x,t) w(x,t) (x)  مسأله ،
t xx

x

u u sinx
u( ,t) ,u ( ,t)
u(x, ) f (x)

 
   
 

4
1 1 


همگن اي همگن با شرايط مرزي را به معادله 

  )88(مهندسي مواد ـ سراسري     كرد؟تبديل خواهد  wبر حسب

1((x) cosx x   
1 3 14 4  2 ((x) sinx x   

1 5 14 4   3 ((x) cosx x   
1 5 14 4  4 ((x) sinx x    

1 3 14 4  

  : تونيم به مسأله جواب بديم:به دو روش مي  »2«گزينه پاسخ  

xxياولاً لازمه معادلهروش اول :  sin x  4  برقرار باشه، پس بايد(x) sin x  
1
sinاي درسته كهباشه، بنابراين گزينه 4 x1

داشته باشه، پس  4

   ) ميشه 2جواب گزينه (
همگن  قراره wن روش فقط دو تا گزينه غلط رو حذف ميكنه! چون شرايط مرزيباشه، البته اي (x)تونه كنترل شرايط مرزي براييه روش ديگه ميروش دوم: 
xwباشه، پس ( , t)  از طرفي ،xu ( , t)  1 :داده شده، پس داريم  x x x x xu ( , t) w ( , t) ( ) ( ) ( )         1 1       

هـاي  بشِه. خـُب از گزينـه   -1هاي اون عدد صفر رو قرار بدِيم، حاصلش برابر با xمشتق بگيريم، بعد به جاي xاي جوابه كه اگه از اون نسبت بهيعني گزينه
sin، عبارتي بر حسبxگيري نسبت به) بعد از مشتق3) و (1( x مونه كه دردادي ثابت ميو اعx    نيسـتن،   -1، مقدار سينوس صفرِ، و اعداد ثابت هـم

  كنيم تا جواب معلوم بشِه!) جواب سؤال هستن! از بين اين دو گزينه يكي رو تو معادله امتحان مي4) يا (2هاي (بنابراين يكي از گزينه پس غلطن 
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 تابع :41مثالh(x) چگونه باشد تا تغيير متغيرu(x,t) w(x,t) h(x)  معادلهt xxu u cosx 2 را به يك معادله همگن بر حسبw ؟تبديل كند  
    )90(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   

1 (h(x) sin x Ax B   
1
2  2 (h(x) cos x Ax B   

1
2  3 (h(x) sin x Ax B   2  4 (h(x) cos x Ax B   2  

  : بايد  »2«گزينه پاسخh(x) يطوري باشه كه تو معادلهxxh cos x 2   2مشـتق گـرفتيم و در عـدد    صدق كنه، يعني بايد وقتي از اون دو بار 
cosضرب شد، برابر با x هاي مثلثاتي چهار گزينه نگاه كنين تا ببينين كدوم اين شرايط رو دارن (چون قسمت دوم كـه يـه   بشِه، خبُ فقط كافيه به عبارت

  ط رو داره ) اين شراي2گيري صفر ميشه)، فقط گزينه (عبارت درجه اولِ، بعد از دو بار مشتق
 

 اگر در مسأله  :42مثال
x

t xxu c u Ne
u( ,t) u(L,t) , t
u(x, ) f (x) , x L

  
   
   

2

  
 

 )N  ثابت) قرار دهيمu(x,t) v(x ,t) w(x)   و تابعw   به قسمي باشد كـهv    جـواب مسـأله

t xxv c v , x L,t
v( ,t) v(L,t)
v(x, ) f (x) e(x)

     
  
  

2   
 


    )91(مهندسي مكانيك ـ سراسري      ؟كدام است w(x)باشد، آنگاه  

1 (
xNe x (L x)

c




2 2  2(
L

xN e[ e x]
Lc


 

 
2 2

11  3 (xN ( e )(L x)
c

 
2 2 1  4 (

xNe x (x L)
c




2 2  

  : با توجه به اين كه  »2«گزينه پاسخxNe بعد از اعمال شرايط مرزي حتماً باعث شده معادله ناهمگن بشِه، بنابراينLe    ايجاد ميشه، فقـط تـو
  حتماً بايد تو جواب باشه!) xبدون داشتن ضريب xe(البته يه جور ديگه هم ميشه استدلال كرد و اون اينه كه ) چنين عبارتي داريم 2گزينه (

  
 درجه حرارت :43مثالu(x,t) اي به طولميله    ي آنكه دو طرف آن، در مخلوط آب و يخ قرار گرفتـه و دمـاي اوليـهu(x, ) sinx   اسـت و در

tمعادله  xxu u   92(مهندسي برق ـ سراسري    كند، كدام است؟صدق مي(  
1 (te sin x 2  2 (te sin x  3 (te sin x  4 (te sin x2  
  : شرطبا توجه به   »2«گزينه پاسخu(x, ) sin x ي گزينهte sin x sinمقدار صفر رو قرار بدِيم، برابر با tيشه (چون اگه به جايحذف م 2 x2 

,u(x. با توجه به اين كه بايد ميشه!) t) هاي، گزينهكراندار باشه te sin x  وte sin x2 هم حذف ميشن، چون توانe !شـامل  يپـس فقـط گزينـه    مثبته 
te sin x ه درست باش تونهمي  

 

 ابتـداي يك ميـله بـه طـول :44مثالL (ثابت) در دمـايa   ايم. پوشاندهانتهـاي آن را بـا عايق حرارتي  و بـدنـة ميلـه و شودمي نگهـداري
t(معادله ديفرانسيل حرارت يك بعـد را  :اگر مدت طولاني از لحظه اوليه سپري شده باشد، آنگاه دماي نقاط ميله در حالت پايدار برابر است با xxu u   

  )84اي ـ سراسري (مهندسي مواد و مهندسي هسته              )بگيريد
a  3 (a) 2  ) صفر1 x  4 (a x  
  : ها برابر باي قسمتمهدماي ه ،خاطر رسانايي ميلهبا توجه به مفهوم فيزيكي كاملاً مشخصه كه بعد از يه مدت طولاني به  »2«گزينه پاسخa  ميشه  

 

 ـ زماني درجه حرارت توزيع مكاني :45مثالu(x,t) به طول  ايدر ميله حرارتي، توزيع دماي اولية خلوط آب و يخ قرار گرفته و منبع كه دو طرف آن در م
u(x, ) f (x) sinx   را از خود بجا گذاشته و در معادلهt xxu u   82برق ـ سراسري مهندسي (                  كدام است؟ ،كندصدق مي(  

1 (sin x cos t  2( t(sin x)e    3( t(sin x)e   4 (
t

(sin x)e

   

  : ها كرده! گفتـيم اگـه   ) خودشو بيخود قاطي جواب1ي گرما داريم پس جواب بايد شامل تابع نمايي باشه و اين يعني گزينه (معادله  »3«گزينه پاسخ
nsinي گرما مثلاً فرمتو معادله x داشتيم، تو توانe دبايnc t 2هاي خوب من بگين ببينم كـدوم گزينـه ايـن شـرط رو     داشته باشيم، خبُ حالا بچه

  رعايت كرده 
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 اي به شعاعپتانسيـل الكتـريكي در سطح كره :46مثالa با عبارتV ( cos ) 1 شود كه در آنه ميدادV ثابت بوده و زاويه شعاع در هر نقطه
r)از مركز rباشد. پتانسيل الكتريكي در نقاط خارج كره به فاصلهمي zبا محور a) 79برق ـ سراسري مهندسي (    ارت است از:عب(  

1 (aV ( cos )
r

 1  2 (aV ( cos )
r

 
2

21  3 (aV ( cos )
r

 1  4 (a aV ( cos )
r r

 1  

  : ميشـه، نهايـت صـفر   پتانسـيل در بـي   دونـيم مي .بِديمجواب تونيم مي تعريف پتانسيل الكتريكي به راحتي توجه بهبا  واين تست ر  »4«گزينه پاسخ    

rكه وقتي هستش) 4فقط گزينه (جالبه  ،  ميكنه به سمت صفر ميل  اونپتانسيل  
 

 معادلة يك :47مثالعدي حرارت به صورت:بu u
t x

 


 

2
xو  24 , t  1  گيريم:را با شرايط مرزي و اوليه زير در نظر مي      

  u( ,t) , u( ,t) , u(x, ) | x |   
11 1 2    

t)در اين صورت پاسخ حالت پايدار         )     81كامپيوترـ سراسري مهندسي (       كدام است؟(  

1(1
2  2(x1  3(x( x)1  4(| x |

1
2  

  : شرط  »2«گزينه پاسخu( , t) 1اي كه به ازاي، ميگه گزينهx    و 3)، (1هـاي ( فهميم كه گزينهنميشه، غلطه! با همين يه شرط مي 1برابر با (

  ) جوابه 2غلطن، پس گزينه ( ) همگي به اتفاق4(
  

 جواب مانا (پايدار :48مثالSteady Stateمعادله حرارت (t xxu u u      براي يك ميلـه همگـن بـه طـول( x )  1   كـه در شـرايطu( ,t)   

)euو ,t)
e



2   )89(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري                            صدق كند، كدام است؟ 11

1 (e x
e



2 1 2 2 (sinh x2 3 (ex

e



2 12  4 (sinh ex2  

  : شرط مرزي خبُ اولاً  »2«گزينه پاسخu( , t)  كنه پس اين دو تا گزينه غلطن! براي انتخـاب جـواب از بـين    ) صدق نمي3) و (1هاي (تو گزينه
  تونيم از شرط دوم مرزي استفاده كنيم، يعني ببينيم كدوم يكي تو شرط دوم صدق ميكنه:) مي4) و (2هاي (گزينه

e e esinh ( ) e e e
e e


 

      
1 1 2

1 1 1 12 1 2 x) به ازاي2ر گزينه (مقدا 2 1   

  ) جوابه!2تونستيم بگيم گزينه (كرد و باز ميكرد، چون تو شرط صدق نميكرديم فرقي نمي) رو هم امتحان مي4اگه گزينه ( ) جوابه2بنابراين گزينه (
  

 معادله انتقال حرارت  :49مثالu uC
t x

 


 

22
)uاي)اي با شرايط مرزي (يا كرانهدر ميله 2 ,t) T  وu(L,t) T 2      (ثابت) مفـروض اسـت. توزيـع

tدماي ميله در حالت پايدار ) زمان)، با شرط اوليهu(x, ) T  83اي ـ سراسري هستهمهندسي مكانيك و ندسي مه(         ، كدام است؟(  

1(  2(T2
3   3(xT

L
  
 
1  4(T

x x T
L

    
 

2 1
  

  : اول شرط  »3«گزينه پاسخu( , t) T  اي كه به ازايكنيم، گزينهرو چك ميx   مقدارشT      2) و (1هـاي ( نشـده غلطـه، تـا اينجـا گزينـه (
,u(Lي غلط ديگه، شرطغلطن! براي خلاصي از شرِّ گزينه t) T 2  اي كه به ازايكنيم، يعني گزينهرو چك ميx L مقدارش برابر باT2 !نشه مرخصه ،  

T) غلطه4گزينه (
L ( )L T L T L T T

L
         2 21 2

    ) به ازاي4مقدار گزينه (x L  

  ) جوابه 3بنابراين گزينه (
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يئجز اتعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 معادلة حرارت را به صورت :50مثالu u x , t
tx

 
   


2
2 1  شرايط مرزي و اوليه عبارتند از:. گيريمدر نظر مي   

u( ,t) , u( ,t) , u(x, ) x    21 1 2 1  ،پاسخ حالت پايدار برايu وقتي)t در نقطه (x  2
  )85(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري    عبارت است از: 3

1 (3
2  2 (4

3  3 (5
3  4 (13

9  

  : دونـيم در  خواد، ديگه بايد قيد كلك رو بزنيم، اما از طرفي چـون مـي  اي خاص از ما ميخبُ از اونجايي كه مقدار جواب رو تو نقطه  »3«گزينه پاسخ

uحالت پايدار
t





 تونيم يه معادله به صورتميشه، خيلي راحت ميu

x





2
2   كنيم. اين معادله ميگهكنيم و اونو حل ايجادu  بايد جوري باشه كه اگه از

 uمشتق گرفتيم برابر با يه عدد ثابت باشه، پـس فـرم كلـي    xصفر بشه و اين يعني اگه از اون يه بار نسبت بهمشتق گرفتيم برابر با  xاون دو بار نسبت به
uحتماً به صورت Ax B  بوده كهA وB توجه به شرايط مرزي تعيين ميشن! با  

xxدر حالت پايدار          B

u( , t) A( ) B Bu u u Ax B u x
t u( , t) A B A

                      
1

1 1 1
1

1 2 2 1 1
 

  

xيرو تو نقطه uبا توجه به اين كه مقدار 
2
u           خواد، پس داريم:از ما مي 3   

2 513 3  

  ) جوابه 3(ده گزينه كه نشون مي
 

 

 ــه شــعاع كديريمقــدار مــرزي  مســأله: 51مثــال ــين دو دايــره هــم مركــز، ب a)و aهــايلــه در ناحيــه ب b)b ــا شــرايط مــرزي   ثابــت   ، و ب

  
rr rT T T T , a r b

r r
T(a , ) A , T(b , ) B , ( B A)



      

    

2
2

1 1

ثابت«
,T(rمسألهداده شده است. جواب   ) 84(مهندسي برق و مهندسي مواد ـ سراسري       ؟كدام است(  

1 (ab(A B) bB aA
b a r b a

 


 
1  2 (A B Ba Abr

a b a b
 


 

  

3 (A B BLna ALnbLnr
Lna Lnb Lna Lnb

 


 
  4 (n

n

A (r a) cos(n ) , a r (a b)
n

a bB (b r) cos(n ) , r b
n









     




     






1

1

1 1
2

1
2

  

  : دونيم وقتي با تغييرمي  »3«گزينه پاسخ مقدارT تغيير نكنه، اونوقت جواب عمومي معادله بايد به صورتT c Lnr c 1 اي باشه، تنها گزينـه  2
 ي سومِ كه جوابي به اين شكل توش وجود داره، گزينه

  

 هاييريكله در ناحيه بين دو دايره هم مركز به شعاعمقدار مرزي د مسأله : 52مثالa وb (a b)  و با شرايط مرزي ثابـتrr ru u u u
r r

u(a, ) A , u(b, ) B


    

    

2
2

1 1
  

 )A وB ست. جواب مسألهثابت) داده شده اu(r, )  93(مهندسي مواد ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (ab(A B) bB aA
b a r b a

 


 
1   2 (A B BLna ALnbLnr

Lna Lnb Lna Lnb
 


 

  

3 (B A ALna BLnbLnr
Lna Lnb Lna Lnb

 


 
  4 (A B Ba Abr

a b a b
 


 

  

  : دونيم وقتي با تغييرمي  »2«گزينه پاسخ مقدار جوابu   تغيير نكنه، اونوقت جواب معادله بايد بـه صـورتu C Lnr C 1   هـاي  باشـه، پـس گزينـه    2
,u(a) يكي بايد حذف بشِه، شرط مرزي3) و (2هاي () غلطن. از بين گزينه4) و (1( ) A   جوابه2) صدق نميكنه، پس غلطه! بنابراين گزينه (3(تو گزينه (   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي :53مثالxx xy yyu u u  6  كدام است؟ اين معادله ديفرانسيل از كدام نوع است؟  
  )86(مهندسي مكانيك ـ سراسري                      

1( ) u(x, y) (y x) (y x)     3   گونتوابع دلخواه)، از نوع هذلولي و 2
2( ) u(x, y) (y x) (y x)     3   گونتوابع دلخواه)، از نوع بيضي و 2
3( c ) u(x, y) c (y x) c (y x)   1 1 23   گونلخواه)، از نوع هذلوليهاي دثابت c2و 2
4( ) u(x, y) (y x) (y x)     3   گونتوابع دلخواه)، از نوع بيضي و 2

  : گون باشه،رو تشكيل بدِيم، معلوم ميشه معادله بايد از نوع هذلولياگه دلتاي معادله  »1«گزينه پاسخ( )    3) يـا ( 1هـاي ( زينـه پس يكـي از گ (
  ) جوابه 1) غلطه و گزينه (3( جوابه و چون جواب حتماً بايد بر حسب تابعي دلخواه بيان بشِه، گزينه

 

 جواب معادله :54مثالyx uu
x y
   كه در آنu( , )  1 ، در صورتي كهk 80كامپيوترـ سراسري مهندسي (        مقداري ثابت باشد، كدام است؟(  

1(
yk( )
xe

2
  2 (

xk( )
ye

2

  3 (
k (x y )

e
2 2

2  4 (
k (x y )

e
2 2

2  

  : شرط تو )2(و  )1(هاي گزينهاولاً   »4«گزينه پاسخu( , ) 1  معادلـه   ) رو تـو 4) يـا ( 3هاي (ي از گزينهحالا كافيه يك !ن، پس غلطنكنصدق نمي
    ) جواب باشه:3فرض كنيم گزينه ( ؟امتحان كنيم تا ببينيم كدوم جوابه

k (x y )
k x(x y ) y k(x y )x

k (x y )
y

xku e uu
u e (k k)e

x yyku e



 




 
     
 




2 2
2 2 2 2

2 2

2
2

2

2
2
2
2

  

  گيريم ) رو به عنوان جواب در نظر ب4و مجبوريم گزينه ( غلطههم ) 3پس گزينه (
 

 يك جواب عمومي براي معادله ديفرانسيل جزئي :55مثال(PDE) ،u u x
x y y
 

 
  

2
          )80مكانيك ـ سراسري مهندسي (  از: عبارت است 2

1(xu(x, y) f (y)e ( x )y g(x)   2 2 1  2(xu(x, y) f (x)e ( x )y g(x)   2 1 2 14  

3(xu(x, y) f (y)e ( x )y g(x)   2 1 2 14  4(xu(x, y) f (x)e ( x )y g(x)   2 2 1  

 :ي صورت سؤال هم مشتق نسبت بهاولاً چون تو معادله  »3«گزينه  پاسخx و هم مشتق نسبت بهy      داريم، بايد تو جواب هـم تـابع عمـومي نسـبت
)، اگـه مـن باشـم،    3) و (1هاي (مونيم من و شما و گزينه) غلطن! حالا مي4) و (2هاي (داشته باشيم و اين يعني گزينه xو هم تابع عمومي نسبت به yبه

fميگم فرض كنيد؛ (y)   وg(x)  كنم چون مگه نگفتم تابع دلخواه هسـتن!) پـس يـا    تونم فرض ، (مي»( x )y2 )«يـا  » 1 x )y
1 2 ، بايـد تـو   »14

)تونيم يكي از اونا رو تو معادله امتحان كنيم، مثلاًمعادله صدق كنن! مي x )y2   كنيم:رو امتحان مي 1

u) غلطه1گزينه ( uu xy y x ( x) x
y x y
 

         
  

2
2 2 2 2 2 2´ÄjÂ¶ nHo¤ ¾²jI•¶ ¼U   

u(لازم نيست چك كنين ولي اگه دوس دارين ) جوابه 3بنابراين گزينه ( ( x )y 
1 2  !)هاي خودتون اين واقعيت رو ببينينقرار بدين و چك كنين! و با چشم 14
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