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  عیین متغیرها و پارامترهاي سیستم ت
  

  . شود  می تقسیممتغیرهاي مستقل و متغیرهاي وابسته دستۀ 2به  ،متغیرهاي یک سیستم
  .داد تغییر ها تمیها را مستقل از سایر ک توان آن  یک آزمایش خاص می و درکرده که سیستم را توصیف هایی هستند  این متغیرها، کمیت:متغیرهاي مستقل) الف
در انجام آزمایش روي یک سیستم، کنترل . کنند این متغیرها، خواصی از سیستم هستند که با تغییر مقدار متغیرهاي مستقل تغییر می: متغیرهاي وابسته) ب

 روي سیستم ، و با توجه به رابطه علت و معلولی بین متغیرهاي مستقل و وابسته، متغیر وابسته میزان تأثیر یک علت خاص رانداردود مستقیم بر متغیر وابسته وج
  .هایی از متغیرهاي وابسته هستند دما، غلظت و راندمان نمونه. دهد نشان می

پارامترها خواصی از سیستم هستند که در . باشند ها و خواص فیزیکی مواد می شخصه دستگاهترین گروه علائم هستند که شامل خواص م  پارامترها، بزرگ:پارامترها) ج
ابعاد کلی .  را به دست آوردتفاوتیتوان مقادیر ثابت م هاي مختلف می ها، در آزمایش  براي هر یک از این خاصیت.مانند میحین انجام یک آزمایش خاص، ثابت باقی 

  .هایی از پارامترها هستند  مرزي متغیرهاي وابسته، نمونه یا، گرماي ویژه، چگالی و مقادیر اولیهب انتقال جرمضرایانتقال حرارت، ها، ضرایب  دستگاه، شدت جریان

   انتخاب دستگاه مختصات
  

امکان استفاده از  مورد بررسی، سألهم با توجه به ؛ زیراهاي مختصات داشته باشیم تگاه مروري بر انواع دسابتدا انتخاب سیستم مورد مطالعه لازم است که براي
   . جهت بر هم عمود هستند3ها در  این دستگاه. اي وجود دارد بعدي کارتزین، کروي و استوانه سههاي  دستگاه

هاي انتخابی براي مثبت  بدأ مختصات و جهت با توجه به مبایدها را  هاي ورودي و خروجی جریان  جهت، سیستم ریاضیفرمولاسیونسازي  مدل در :1 نکته 
  . ایجاد نشودی اشکالمسألهو منفی محورهاي مختصات تعیین کرد تا در علائم و در نتیجه مراحل بعدي حل 

  .کنیم رسی میگیري روي آن را بر نیاز داشته و سپس هر دستگاه مختصات و نحوة المان هاي مورد  ابتدا مروري بر تعاریف ابتدایی و فرمولقسمتدر این 
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  کمیت اسکالر
 براي Bدر ادامه براي سهولت از نماد . جرم و انرژي: شود، مانند  مشخص میاست،  شود که تنها توسط یک عدد که همان اندازه کمیت  میگفتههایی  به کمیت

  .شود  اسکالر استفاده میهاي نمایش عمومی کمیت
  برداري  کمیت

 براي نمایش عمومی Fدر ادامه براي سهولت از نماد . مانند نیرو هستند، وابسته بر اندازه، به جهت نیز  علاوه،شخص شدنبراي مشود که  هایی اتلاق می به کمیت
  .شود برداري استفاده می  کمیت

  )شیب(گرادیان 
ترین مقدار مـشتق نـسبت بـه تغییـر مکـان        که بزرگ استباشد و جهتش در همان سمتی ترین مقدار مشتق یک تابع اسکالر نسبت به تغییر مکان می    بزرگ ،گرادیان

  :  عبارت است ازB گرادیان کمیت اسکالر کارتزین، در دستگاه مختصات ،به عنوان مثال. دار است گیري جهت  بنابراین گرادیان یک مشتق.افتد اتفاق می

x  .  هستندz و x ، y به ترتیب بردارهاي واحد در سه جهت za وxa،yaکه در آن y z
B B BB a a a
x y z
  

   
  
    

  مشتق کامل
  .شود  مکان شامل سه جهت بوده و بسته به دستگاه مختصات انتخابی تعریف میبعد .نظر نسبت به زمان و مکان این مشتق عبارت است از گرادیان کمیت مورد

x y z
B B B BdB dt a a a
t x y z

   
   
   

  مشتق کامل  

  ] در دستگاه مختصات کارتزینBمشتق کامل کمیت اسکالر  [:مثال
 (t)کمیت زمان و xa،yaو zaکمیت هاي به ترتیب بردار B در سه جهت x ، y و z هستند.  

  :رسیم ه مشتق حرکتی می بdtبا تقسیم طرفین معادله بر 

x y z
dB B B B BV V V
dt t x y z

   
   
   

  

) دیورژانس .)  

)نماد دیورژانس عبارت است از  ) به عنوان عملگر گرادیان ( ( , , ))
x y z
  

 
  

)و   )ملگر گرادیان را در میدان  که ع)داخلی (اي  به عنوان ضرب نقطه

xبرداري  y z[F (F ,F ,F )]دیورژانس کمیت برداري ،به عنوان مثال در دستگاه مختصات کارتزین. کند مییا داخلی اي   ضرب نقطه Fعبارت است از :  

yx zFF F.F
x y z

 
   

  
  

  لاپلاسین
) آن  و نماد نمایشگر   بوده یک مشتق از مرتبه بالاتر       ،لاپلاسین )2براي کمیت اسکالر .باشد  می Bدرحقیقت دیورژانس گرادیان یک تابع یا کمیـت   ( داریم

B  :)باشد اسکالر می .( B)  2  
  : داریم، آنگاهبه عنوان مثال اگر دستگاه مورد استفاده کارتزین باشد

x y z
B B B.( B) .( a a a )
x y z
  

    
  
    

    x y z x y z
B B B( a a a )( a a a )

x y z x y z
     

    
     
                    

B      : با ضرب داخلی خواهیم داشت، هستند، بنابراینz و y و x بردارهاي واحد در سه جهت za و ya و xaکه  B BB
x y z
  

   
  

2 2 22
2 2 2  

هـا   گیـري را روي هـر یـک از ایـن دسـتگاه      هاي مختصات نمایش داده و نحوه المان  و تعاریف موردنیاز، مفاهیم فوق را در هر یک از دستگاه  ها  ایی با کمیت  پس از آشن  
  . تشریح خواهیم کرد
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  دستگاه مختصات کارتزین، دکارتی یا مستطیلی ) الف
بر هم عمود  o در مبدأ z و x ،yبا توجه به اینکه محورهاي . را مشخص نمودتوان موقعیت نقطه یا مکانی  در این دستگاه با تشکیل یک مکعب مستطیل می      

 z و y و xسه مختصه یا سه پارامتر .  بر سه محور عمود کرد،ه از آن نقطه یا انتهاي بردارک کافی است ،هستند، براي یافتن مکان هر نقطه و یا انتهاي هر بردار
  .باشند نظر می  موقعیت نقطۀ موردبیانگرشوند،  ه حاصل میکه از برخورد این عمودها با محورهاي مربوط

OP یـا بـردار  Pنقطـۀ  ) 1شکل ( در  ،به عنوان مثال  


 را در نظـر  
 و رسم عمودهـایی بـر      Pاز تجسم فضایی موقعیت نقطه      . بگیرید

 را  yPکـه  (xoz،  )دهد   را به دست می    xPکه (zoyصفحات  
، )دهـد   را بـه دسـت مـی   zPکـه   (xoy و )دهـد  به دست می  

 کـه همـان مختـصات      zP و   xP،yPها یا پارامترهـاي     مختصه
باشـند، بـه     مـی z و y و xبه ترتیـب روي سـه محـور       Pنقطه  

  .آیند دست می
 کـه هـر     zaوya و xaنـد از  ا  بردارهاي واحد سه جهت عبارت    

نـام خـود و در جهـت     بق بر محـور هـم  کدام به اندازه واحد، منط 
  .هستندمثبت آن محور 

OPنمایش بردار فرضـی   


 در فـضاي مختـصات مـستطیلی بـه          
  :استصورت تحلیلی به شکل زیر 

x x y y z zOP P a P a P a  
     

  : عبارت است ازOPاندازه 

x y zOP P P P  2 2 2  
  :ریمدر دستگاه مختصات کارتزین دا

B:  xگرادیان کمیت اسکالر  y z
B B BB a a a
x y z
  

   
  
    

B:  xمشتق کامل کمیت اسکالر  y z
B B B BdB dt a a a
t x y z

   
   
   

    

B:  xمشتق حرکتی کمیت اسکالر  y z
dB B B B BV V V
dt t x y z

   
   
   

  

F:  yxدیورژانس کمیت برداري  zFF F.F
x y z

 
   

  
  

B:  Bکمیت اسکالر  لاپلاسین B BB
x y z
  

   
  

2 2 22
2 2 2  

  گیري در دستگاه مختصات کارتزین لگیري یا دیفرانسی المان
 را معرف ارتفاع یا عمق در نظر بگیریم و z را معرف عرض و محور y را معرف طول، محور xهاي محورها، اگر محور  و جهت) 3شکل (با توجه به دستگاه مختصات 

  : داشته باشیمدر ادامه
x:   xW.H سطح عمود بر جهت A  
y :  yL.Hسطح عمود بر جهت  A  
z :  zL.Wسطح عمود بر جهت  A  

  


za 

ya


xa

y

z

x

O

 2شکل 



z

P

P(x,y,z)

yP

zP

xP
x

y
O

 1شکل 

y

z

x
 3شکل 
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L طول:که در آنها عرض ،W ارتفاعو H شوند سه جهت به ترتیب زیر تعیین می در ي فوقها باشند، المان  می:  
  )4شکل : (حائز اهمیت باشد x  اگر انتقال، تنها در جهت)الف

xA W.H : سطح عمود بر جهتxرا داشتیم   
xdV                 : دست آوردن حجم المان خواهیم داشت براي به A .dx W.H.dx   

x:                      dVرات تغییرات حجم برحسب تغیی W H dx  

  
  

  
  )5شکل : ( حائز اهمیت باشدy تنها درجهت، اگر انتقال)ب

  :دست آوردن حجم المان فوق خواهیم داشت هدامه براي بدر ا
y:A L.H سطح عمود بر جهت yرا داشتیم   

ydV A .dy L.H.dy   
y :                      dVتغییرات حجم برحسب تغییرات  L H dy    

  
  
  

  )6شکل : ( حائز اهمیت باشدz  اگر انتقال، تنها در جهت)ج
  : داریمzدست آوردن حجم المان در جهت  هبراي ب

  z

z

A L.W

dV A .dz L.W.dz



 
  

dV                                                   :)ارتفاع( zتغییرات حجم برحسب تغییرات  L W dZ    

  )7شکل: ( درنظر بگیریمdz و ارتفاع dy، عرض dx المانی به طول باید آنگاه ، اگر انتقال در هر سه جهت حائز اهمیت باشد)د
  

  
x

y

z

A dy.dz
A dx.dz

A dx.dy






  

  
  :آید  میدست به z و y و xتغیر  م3تغییرات حجم برحسب پس 

dV dx.dy.dz  
  .استدهنده جهت انتقال   جهت بردارها، نشان)7(الی ) 4(هاي  در شکل

  .آید  میدست صورت ذیل  به dV معادله براي  فوقدستگاه مختصات کارتزین 4باتوجه به جهت انتقال در : نتیجه
z   :dVانتقال در جهت  L W dz    

z   :dV و y و x جهت 3انتقال در  dx dy dz    
x  :dVانتقال در جهت  W H dx    
y    :dVانتقال در جهت  L H dy    

  اي دستگاه مختصات استوانه) ب
   .شود  بیان می و r ،z  پارامتر3، مختصات یک نقطه یا انتهاي یک بردار برحسب در این دستگاه

است  اي  زاویه.  استz از محور P فاصله نقطه rکه z  وr، ند از ا سه پارامتر این دستگاه عبارت
اي است  زاویهبارت دیگربه ع. (سازد میرا   ، xمحور   با جهت مثبتxoy روي صفحه rکه تصویر 

همان پارامتر سوم در مختصات ) ارتفاع( z). دساز  می راxozکه صفحه هاشورخورده با صفحه 
 P، کافی است که از نقطه OP یا انتهاي بردار Pبراي یافتن مکان نقطه دلخواه  .باشد میکارتزین 

  .بگذرانیم z و عمود بر محور rاي به شعاع  دایره

y

z

x

O 

yP r sin 

xP
xP r cos 



r


r P(r, , z)

P

 8شکل 

zP

H

W
dx

 4شکل 

dy

W
L

 6شکل 

dy
dx

dz

 7شکل 

H

dy

L

 5شکل 
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، r، شعاع قاعده آن zاي تصور و رسم کرد که محور آن محور  توان استوانه  می،اي  در مختصات استوانهPاي مانند   بنابراین براي مشخص کردن موقعیت نقطه
 وr ،هاي پارامترهاي  به این ترتیب محدوده. قرار داشته باشد روي محیط قاعده بالایی آن P و نقطه zP، ارتفاع آنxoy  قاعده پایین آن منطبق به صفحه

z هستند زیر به شرح:  
  r , , z         2   

ra،aبرداردهاي واحد سه جهت یعنی
و za9شکل (. شوند  به ترتیب زیر حاصل می وستند بر هم عمود ه(  

 و در جهـت  r در امتـداد شـعاع   Pبردار عمود بر محـیط قاعـده بـالایی اسـتوانه نقطـه          
 و در جهـت   P و بردار مماس بر محیط قاعده بالایی در نقطـه            z،raدورشدن از محور    

aها،xدورشدن از جهت مثبت محور      
  طور مشابه با دسـتگاه مختـصات کـارتزین        و به

za  نمایش تحلیلی بردار فرضی .شوند   تعیین می OP


اي   در فضاي مختـصات اسـتوانه  
  :به صورت زیر است

r z zOP ra r a P a   
    یا r r z zOP P a P a P a   

     

zOP r r P   2 2 2 2  
OPو اندازه بردار


        : عبارت است از

  .یمکن  از رابطه زاویه با کمان مقابلش استفاده می، براي تبدیل آن به کمیت طول،از جنس زاویه است  با توجه به اینکه کمیت:2 نکته 
  :اي داریم  داده شده است، در دستگاه مختصات استوانهنشان) 8شکل (طور که در  همان

yx
x y z z

PPcos P r cos , sin P r sin , P P
r r

            

y  : خواهیم داشتyP و xPبا توجه به مقادیر  y y

x x x

P P Prsin tg Arc tan ( )
P rcos P P


    


  

yArctg  :باشد، لذا خواهیم داشت  میy و x روي محورهاي P مختصات نقطه مفروض yP و xPو با توجه به اینکه 
x

    
 

  

  : اي داریم در مختصات استوانه

r  : عبارت است ازBگرادیان کمیت اسکالر  z
B B BB a a a
r r z

  
   

  
1    

r  :عبارت است از B کمیت اسکالر مشتق کامل z
B B B BdB dt a a a
t t r z

   
   
   

1    

r  : عبارت است ازB کمیت اسکالر مشتق حرکتی z
VdB B B B BV V

dt t r r z
   

   
   

  

r  : عبارت است ازF کمیت برداري دیورژانس zFF F.F
r r z

 
   

  
1  

r  :و یا zF(rF ) F.F
r r r z

 
   

  
1 1  

B  : عبارت است ازBلاپلاسین کمیت اسکالر  B BB (r )
r r r r z
   

   
   

2 22
2 2 2

1 1  

  :اي گیري در دستگاه مختصات استوانه گیري یا دیفرانسیل المان
  : را معرف ارتفاع در نظر گرفته و همینطور داشته باشیمz ، اگر محور)3شکل (با توجه به 

R.Lسطح عمود بر جهت  A :   
r.Lسطح عمود بر جهت  Ar : r 2  

zr.dr.d جهت سطح عمود بر : A z   

y

z

x

O




r .


r

ra


P

za


a


zP

 9 شکل
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  : شوند ها در سه جهت به ترتیب زیر تعیین می المان
   :)10شکل(  حائز اهمیت باشدrانتقال تنها در جهت اگر  )1

rAاي محیط قاعده المان استوانه× ارتفاع استوانه   : سطح عمود بر جهتr 

r جم المان باید سطح عمود بر جهت  آوردن تغییرات ح دست بهبراي  rA را در تغییرات شعاع 
 dr کرد ضرب.  

rA r L rL    2 2  
rdV A .dr rL.dr  2  

  . نیز هست استوانه طول طول المان است که معادلLاي و  شعاع قاعده درونی المان استوانه rکه در آن 
  )11شکل : (حائز اهمیت باشد اگر انتقال در جهت)2

A و R :شعاع استوانه R.L   : سطح عمود بر جهت  
،عمود بر جهت  باید سطح ،المان در جهت  آوردن تغییرات حجم دست بهبراي  A را 

در تغییرات زاویه  d صورت خواهیم داشت  در این.ب نمود ضر  :dV A L.d   
  

  
  )12شکل : ( حائز اهمیت باشدz تنها در جهت ، اگر انتقال)3

 . برابر با صفر خواهند بودd و dr پس ، نداریم و rت یعنی تغییرات در جه

zAمساحت قاعده استوانه   : سطح عمود بر جهتz 

تغییرات حجم المان متناسب با تغییرات ارتفاع  dzصورت زیر خواهد بود  به:  

zA R  2  

zdV A .dz R dz   2  
  

  )13شکل : ( اگر انتقال در هر سه جهت حائز اهمیت باشد)4
  :گیریم نظر می  در، آمده است13که در شکل  صورتی  به رایک المان

d : تغییرات در جهت  
dz : تغییرات در جهتz  
dr : تغییرات در جهتr  

rA و rdمحیط قاعده المان  rd dz   

dr :وشعاع المان  dz :ارتفاع المان 
z

A drdz
A rd dr rdrd
 

   
  

zA dz dV
dV rdrd dz

 
 

  

  
  :مکان هندسی پارامترهاي ثابت در این دستگاه مختصات به قرار زیر است

r یعنی  ، ثابت باشد  rکه   صورتی در k   آنگاه مکان هندسی موردنظر، سطح جـانبی یـک ،
r و شعاع قاعده zاستوانه نامحدود با محوریت  k 14 شکل مطابق. (خواهد بود(  

  
  
  
  

y

z

x

L

drr
R

 10شکل 

y

z

x R

L



R
dz

 12شکل 

y

z

x

r
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r k

y

z

x

dr
rd

dz
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z

x
R

L
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k ثابت باشد، یعنی     زاویه  که   در صورتی          اي   صـفحه   ، آنگـاه مکـان هندسـی، نـیم
  . باشد  میx ،که زاویه آن با محور است  zنهایت و محدود به محور  بی

  )15مطابق شکل (
  
  
  

  

  
  
  

. باشـد   مـی kنهایـت در ارتفـاع     باشد، آنگاه مکان هندسی یک صفحه بیk ثابت و برابر با    zاگر  
  )16مطابق شکل (

z صفحات مختلفی در ارتفاع  و r متغیرند و بسته به  و rدر این حالت  k آید وجود می هب.  

  
  دستگاه مختصات کروي) ج

کننـدة موقعیـت     سـه پـارامتر تعیـین    با، و مرکز آن همان مبدأ مختصات استگذرد  میPنظر   از نقطه مورد که با تشکیل یک کره    بعدي  مختصات سه  ،در این دستگاه  
) Pنقطه   , , r)   براي یافتن مکان نقطه     . شود   مشخص میPاي به شعاع  ، کرهr،شـعاع  ،دهیم که در آن  میعبور از آن   به مرکز مبدأ مختصات r   فاصـله نقطـه P از 

  .مرکز کره است
  : توجه کنیدمقابلبه شکل 

 نیابیم که براي بـه دسـت آورد    با کمی دقت در این شکل درمی      
 بـه   xoy را بر صفحه     Pویر نقطه تصباید   ابتدا yPوxPمقادیر  

 و xبه هـر دو محـور      Pنقطۀ  از  پس  و  ) Pنقطه(دست آورده   
yعمود رسم کنیم .  

zPنیز فاصله نقطهPاز P  یا صفحهxoy باشد می .  

 زاویه بین r و جهت مثبت محور zو  زاویه بین تصویر r بر صفحه xoy با جهت مثبت محور xها.  
r  : باشد   میمقابل به شرح   و r،هاي پارامترهاي    به این ترتیب محدوده   , ,         2    

بردارهاي واحد سه جهت یعنی
ra

a

a




 
 
 
 
 





   :شوند که بر هم عمود نیز هستند، به ترتیب زیر حاصل می 

 در جهـت دورشـدن از   P بردار عمود بر سـطح کـره در نقطـه       ra : داریم )18شکل(با توجه به    
  .باشد مرکز کره می

aبردار
    خطی عمود بر امتداد از ترسیمra  در نقطـه P     کـه در صـفحه گذرنـده از نقطـه O و 

جهـت  ) سـت قابـل ملاحظـه ا  ) 14شـکل  (ایـن صـفحه در   . (شـود   قرار دارد، حاصل می zمحور  
aمثبت

 در جهت دورشدن از قسمت مثبت محور zباشد ها می.  
aبردار  

        از ترسیم خط مماسی بر سطح کره در نقطـه P  ات سـطح افـق بـه دسـت      و بـه مـواز
  .ها استxآید که جهت مثبت آن در جهت دور شدن از قسمت مثبت محور  می

OPحلیلی بردار فرضینمایش ت


  :استدر فضاي مختصات کروي به صورت زیر 

r r rOP P a P a P a , P r , P r , P r             
     

rOP  : داریم) 17شکل(با توجه به P وrP ،P مقادیرجایگذاريبا  ra r a r a     
     

y

z

x z k

k

 16  شکل

y

z

x P

P




r

yP




r

xP
O

zP
zP rcos  yP r sin rsin .sin    

xP r .cos rsin .cos    
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z

x

P
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r، (r مقـدار جایگـذاري کـه بـا     عبارت است از کمان مقابل بـه زاویـه       rوعبارت است از کمان مقابل به زاویه        r.که در آن   r sin )    شـود   برابـر مـی
rبا sin .  

rOP :بنابراین داریم ra r a r sin a     
    

OPو اندازه بردار


  :عبارت است از

P   rOP و P و rP مقادیر جایگذاريبا  P P P   2 2 2  

OP  :و یا r (r ) (r sin )     2 2 2  
  :قابل ملاحظه است، در دستگاه مختصات کروي داریم) 17شکل(طور که در  همان

x y zP rsin cos , P r sin sin , P r cos         

x
y y

y
x x

z

) P r sin cos
P Psin sin r y) P r sin sin tg Arctg

cos sin r P P x
) P r cos

  
    

              

1
2
3

  

x y z
z yr P P P , Arccos , Arc tan

xx y z
      

 

2 2 2
2 2 2

  

  :یم در این دستگاه مختصات دارهمچنین
  :Bگرادیان کمیت اسکالر 

r
B B BB a a a
r r rsin 

  
   

   
1 1    

  :Bمشتق کامل کمیت اسکالر 

r
B B B BdB dt a a a
t r r r sin 

   
   
    

1 1    

  :نتیجه خواهیم داشت رسیم و در  به مشتق حرکتی می،dtبا تقسیم مشتق کامل بر  :Bمشتق حرکتی کمیت اسکالر 

r
V VdB B B B BV

dt t r r rsin
    

   
    

  

  :Fدیورژانس کمیت برداري 
r

r

F FF.F
r r sin

  
   

   
1 1  

  :Bلاپلاسین کمیت اسکالر 
B B BB (r ) (sin ) .

r rr r sin r sin
   

    
    

22 2
2 2 2 2 2
1 1 1  

  :شود به صورت زیر بیان می کمیتلاپلاسین در حالت کلی :3 نکته 
m:  براي مختصات کارتزین    
m: ايبراي مختصات استوانه 1  
m  : براي مختصات کروي  2 

m
m (r ) ...

r rr
 

   
 

2 1  

  گیري در دستگاه مختصات کروي نسیلگیري یا دیفرا المان
    

  : باشدrاگر انتقال تنها در جهت  .در سیستم کروي معمولاً انتقال در جهت شعاعی حائز اهمیت است

rdV A dr dV r dr     24 و rA r   سطح جانبی کره: 24

  .صورت زیر خواهد بود ، به که در آن انتقال در هر سه جهت حائز اهمیت باشدکمیت اسکالر دیفرانسیل حجم در دستگاه مختصات کروي

dr r 

 1 بر 2از تقسیم رابطه 
 خواهیم داشت
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y

z

x

O

r

r k
 20شکل 

  :گیریم نظر می دررا  19صورت شکل  یک المان کروي بهابتدا 

  rA rd rsin d     

  A dr rsin d     

  A dr. rd A rdrd      

  dV dr(rd )(r sin d ) rdrd r sin d         

dV r sin drd d   2 
  

  : زیر استشرحهندسی پارامترهاي ثابت در این دستگاه مختصات به مکان 
r ، یعنیباشدشعاع ثابت   که   در صورتی ) 1 k، سـطح  نظـر  مکان هندسی مورد ،

  )20شکل مطابق . ( خواهد بودrاي به شعاع  کره
  

  

  
  
k  ثابـت باشـد، یعنـی       زاویـۀ    کـه  در صورتی ) 2 ،        آنگـاه مکـان هندسـی 

نهایـت و رأس مبـدأ مختـصات و زاویـۀ         ابعاد بی وارونه با      موردنظر، سطح مخروطی  
  )21مطابق شکل . (باشد  میرأس 

  
  

  

  
k ثابت باشد، یعنی      زاویۀ   که در صورتی  ،   نظـر    آنگاه مکان هندسـی مـورد

 هـا،  x که زاویۀ آن بـا محـور   z محور نهایت و محدود به   بی  و اي است   صفحه  نیم
 این مکان هندسی مشابه مکان هندسی متناظر با ایـن       .)22مطابق شکل   (باشد    می

  .اي است شرایط در مختصات استوانه
 

  

  
  .گیرد اي انجام می  در چه محدودهو تشخیص دهیم که تغییرات متغیرها به چه نحوي ،موردنظرمنظور از تعیین سیستم مورد مطالعه این است که با توجه به فرآیند 

  تعیین سیستم
  :آید  تقسیم کرد که در ادامه می اصلیتوان به سه دسته هاي مورد مطالعه را می در حالت کلی سیستم

  :(Batch System)سیستم بسته ) الف
هـاي بـسته     سیـستم وجـز  Batchراکتورهـاي   ،عنـوان نمونـه   به . نداریم جرمزمان ثابت بوده و جریان ورودي و خروجی      تغییرات کل جرم نسبت به       ، در این سیستم  

dm) 1(رابطۀ   : به این ترتیب داریم  . هستند
dt

   
  .شود  نظر گرفته می حالتی از حجم کنترل در،معمولاً سیستم بسته.  معرف زمان استtدهنده کمیت جرم و   نشانmکه در آن 

  (Formulation) و فرمولاسیون(Media) تعیین سیستم مورد مطالعه 

y

z

x



k 

 21شکل 
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x



k 
 22شکل 

y

z

x



 d

r

dr

d

 19شکل 



 
سازي ریاضی و فرمولاسیون مدل:  فصل اول  10   کارشناسی ارشدیکمدرسان شریف رتبه 

  :(Control Volume)حجم کنترل ) ب
نظر بـه مکـان بـستگی      تغییرات کل جرم نسبت به زمان متغیر است و جریان ورودي و خروجی جرم وجود دارد و تغییرات متغیرهاي مورد            ،در این سیستم  

  :یم دار وجود داشته، بنابراین جرم جریان ورودي و خروجی،(C.V)در حجم کنترل . ندارند

i) 2(رابطۀ  e
dmm m
dt

     

  .خروجی استجرم  شدت جریان em ورودي و  جرم شدت جریانimدر این رابطه 
  :(Element)المان ) ج

 توجـه  هـا در انتخاب و تشکیل المان، باید بـه جهـت تغییـرات متغیر   . مان استکنند، ال حسب مکان تغییر می ها متغیرها بر    آیندهایی که در آن   سیستم انتخابی براي فر   
  .باشد  انتخاب دستگاه مختصات نیز حائز اهمیت می.داشت

  فرمولاسیون
شـرح دو نـوع    در ادامـه بـه   .اي و دیفرانـسیلی صـورت گیـرد     توانـد بـه دو شـکل تـوده          فرمولاسیون خود می  . باشد  نیاز فرمولاسیون می    پیش ،انتخاب سیستم مناسب  

  .پردازیم فرمولاسیون ذکر شده می
  :(Lumped Formulation)اي یا متمرکز  فرمولاسیون توده) الف

هـا فقـط بـا زمـان تغییـر کنـد و         که کمیت مـورد نظـر در آن      شود  میهایی استفاده     تمسفرمولاسیون متمرکز براي سی   
 سیستم مورد مطالعه ماننـد یـک نقطـۀ مـادي تلقـی       ،در این حالت  . وابستگی مکانی نداشته باشد یا قابل اغماض باشد       

 مثال گرم شدن یک کره فلزي کوچک را در یک کوره در براي. شود شود و کل آن به عنوان حجم کنترل انتخاب می      می
 سیـستمی  شـده و نظر گرفته   درT(t)به دلیل شعاع کوچک این کره، تغییرات دماي آن با زمان به صورت      . نظر بگیرید 
  :شود  به شکل مقابل نشان داده می،شود مولاسیون انتخاب میکه براي فر

 :(Differential Formulation)فرمولاسیون دیفرانسیلی ) ب
 ، بـسیار کوچـک از جـسم   یـک المـان  نمائیم و با انتخـاب   رمولاسیون دیفرانسیلی استفاده می از ف، متغیر باشدزمان و مکان که کمیت مورد بررسی برحسب       در صورتی 

  . کنیم بقا را اعمال میقوانین 
 معمولاً با توجه به اینکه تغییرات در هر سه جهت اتفاق ، اما در مسائل.آشنا هستیددر هر سه دستگاه مختصات و گیري در حالت کلی در هر سه جهت  المانبا 

  . کنیم ینظر تغییرات را بررسی م مورد جهت ، جهتدویک یا تنها در ما تر شده و  سادهگیري  المانافتد،  نمی

 رسم شکل سیستم مورد مطالعه  
  

هـاي ورودي و    اطلاعـات جریـان  همچنـین  سـه، و  یـا  در این مرحله با تسلط و در نظر داشتن مراحل یک   . است مسألهحل  براي   اولین گام عملی     ،در واقع این مرحله   
  .کنیم  میاجرا را در نمودار مسأله شکل ،خروجی

 طرح فرض هاي فیزیکی مسئله  
  

  .کنیم می را تعیین و یا تسهیل مسأله مسیر حل ،ها گردند و با طرح آن هایی می  در مسائل توضیحاتی وجود دارد که منجر به فرضمعمولاً
o(Cشود که غلظت جریان خروجی از ظرف باعث می» استفاده از همزن   «مثلاً  توضـیح  مبنـاي  بـر  یعنـی . باشد  یکسان(C)با غلظت داخل ظرف(

oCکنیم که    می  ، فرض » همزن استفاده از « C   چون تغییرات غلظت با مکـان  ؛کنیم و براساس این فرض، سیستم مورد مطالعه را حجم کنترل انتخاب می 
 ،کـه در ایـن مثـال   شـود    نیـز تعیـین مـی   مـسأله ناسب با مولاسیون مت انتخاب سیستم، نوع فربا توجه به ،گیري وجود ندارد  کند و نیازي به المان      تغییر نمی 

Lumped)اي  فرمولاسیون توده Formulation) شود می استفاده.  

  استفاده از قوانین عمومی  
  

 ن از قـوانین بقـا، بـه عنـوان    تـوا  مـی . کنیم هاي نزدیک توجه می در این مرحله به قوانین عمومی مرتبط با مباحث مهندسی شیمی و مهندسی پلیمر و رشته   
کـه در  ) مومنتوم( قانون بقاي جرم، قانون بقاي انرژي و قانون بقاي اندازه حرکت :اند از نظر ما عبارت  قوانین عمومی مورد   . قوانین عمومی یاد کرد    ترین  اصلی

  .پردازیم ها می  آن هریک ازادامه به توضیح

T(t) 

  سیستم


