
  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   1  ديناميك

  

  

  
  فصل اول

  » مفاهيم اوليه« 
  مقدمه 

 هــايبــه نام بــه دو بخــش اصــليعلــم ايــن دهــد. ه مــورد بررســي قــرار ميشد را تحت نيروهاي وارداست كه حركت اجسام بخشي از علم مكانيك ديناميك 
  .شودميبندي تقسيمتيك سينماتيك و سين

بدون اينكه نيروي وارد بر آنها را در نظــر بگيــريم، در حــالي كــه در ســينتيك بــه داده قرار مورد بررسي  را بايد توجه داشت كه در سينماتيك، حركت اجسام
البتــه  ،داشــتهاين نكته را به خاطر داشته باشيد كه در سينماتيك، حركت اجسام از جنبه رياضي اهميــت  .پردازيمنيروهاي وارد بر اجسام در حال حركت مي

  .دنشون نيوتن در نظر گرفته نميقوانين فيزيكي حاكم بر آن مانند قواني
قبــل از . دهيممــيقــرار مطالعــه مــورد را اجسام صلب سپس سينماتيك و سينتيك  پردازيم،مي اتذرو سينتيك ابتدا به معرفي سينماتيك  ، دردر اين كتاب

  كنيم. اينكه مباحث اصلي ديناميك را شروع كنيم، مفاهيم اساسي اين درس را به طور خلاصه بيان مي
  شود. ناميده مي سرعت خطيتغييرات در برابر و مقاومت جسم لختي مقدار  جرم يك جسمجرم: * 

گيــريم آن را ذره در نظــر ميزمــاني ي حركت جسم، گوييم، دقت كنيد در مطالعهبه جسمي با ابعاد بسيار كوچك و جرم محدود، نقطه مادي يا ذره ميذره: 
هاي حركت جسم، لزومــي بــه ل، براي بررسي جنبهئتوانيم بگوييم كه در بسياري از مسااي وارد بر آن نباشد. پس ميكه ابعاد جسم وابسته به حركت يا نيروه

  باشد. اندازه و شكل جسم نيست، بلكه جرم جسم است كه مهم ميداشتن 
  .گوييم، نيرو ميتواند عامل حركت شودكه ميبر جسم ديگريك جسم اثر برداري به نيرو: 

  .  شودگفته مي، جسم صلب داشته باشدتغييرات شكلي بسيار كوچك و ناچيزي كه تحت نيروهاي وارد بر آن، سمي ججسم صلب: 

  قوانين نيوتن  

حــال اگــر در و مانــده در حالت سكون باقي  در صورتي كه جسم ساكن باشد همچنان ،وارد برجسمي مساوي صفر باشداگر برآيند نيروهاي قانون اول:  )الف
  دهد. ادامه ميمستقيم خود در مسير با سرعتي ثابت به حركت  حركت باشد

بــا  كــه در حــالي ،داشــتهمســتقيم نسبت  مقدار نيروبا  مقدار آن كهگيرد آن نيرو شتابي ميجسم در جهت  ،اگر برجسمي نيرويي وارد شودقانون دوم:  ب)

Fa  عكس دارد. جسم نسبت جرم 
m



  

شــود، باشد بلكــه در زنــدگي روزمــره نيــز بســيار از آن اســتفاده ميقانون سوم نيوتن نه تنها مربوط به ديناميك و مواردي از اين قبيل مي : ج ـ قانون سوم
لــاف جهــت آن العملي مساوي و در خگويد: براي هر عملي عكساست. اين قانون بسيار آشنا مي معروف سوم نيوتن به نام قانون آنكه مردم بدانند اين قانونبي

  وجود دارد. 
 جســمدو هــاي ضرب جرم حاصل نيرو با اين كنند كه مقدارميي اعمال ابر هم نيروي جاذبههر دو جسم با توجه به اين قانون  قانون جاذبه عمومي نيوتن: 

m  معكوس دارد. نسبت جسم  ومراكز جرم ددو فاصله و با مجذور  نسبت مستقيم mF G
r

 1 2
2  
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بــه ثابــت موسوم  G از طرفي .باشدفاصله بين مركزهاي آن دو مي  r هاي آنها و همچنينجرم m2و  m1 ،نيروي جاذبه متقابل بين دو ذره Fدر رابطه فوق 

/mبوده و برابرجهاني گرانش 
kg.s


311

26 673 1  .است  

و نمادهــاي آن در اصــلي  هــايكميت . در جدول زيرمواجه هستيممريكايي آو سيستم  SIمتريك ا دو سيستم ببه طور معمول در اين درس سيستم آحاد: 
  ايم:را نشان دادهاين دو سيستم 

  

  نماد  واحد امريكايي  نماد  SIواحد   كميت

 slug  اسلاگ  kg  كيلوگرم Mجرم 

 ft  فوت m  متر  Lطول 

 sec  ثانيه  s  ثانيه Tزمان 

 lb  پوند N  نيوتن Fنيرو 

  طول، زمان، دما و ... جرم،  :مانند ،باشدمقدار ميكه تنها داراي  است ميتيكاسكالر اسكالر: 
  نيرو، سرعت، شتاب و ... . :مانند ،شوندبوده و طبق قانون متوازي الاضلاع با هم جمع ميداراي جهت نيز  ،علاوه بر مقداركميتي است كه بردار بردار: 

  كنيم. نياز بردارها را به طور خلاصه بيان مي دانيد كه در علم ديناميك بايد با جبر بردارها آشنا باشيد، پس براي آشنايي شما در اين قسمت بخشي از خواص موردمي

  جبر بردارها

Aبرداري مانند بردار در فضا:


  كنيم.بيان مي رتصواين به  د شكل زيرمانن مختصات سه بعدي در يك دستگاهرا  

)1  (            


x y z
ˆ ˆ ˆA A i A j A k    

Aهاي بردارمولفه zAو yAو xAدر رابطه فوق 


  باشند.يم  zو yو xدر راستاي محورهاي به ترتيب  

|اندازه بردارتوانيم مي هاي برداربا استفاده از مولفه A |


  كنيم. تعيين  زيرصورت به را 

)2(                                                                        


x y zA | A | A A A   2 2 2  

Aدر بردار  mاسكالر حاصلضرب ضرب اسكالر در بردار: 


mAرا با  


Aبرداري در جهت بردار  كهداده نشان  


    آيد:باشد و با توجه به رابطه زير بدست ميمي 

)3(  x y z
ˆ ˆ ˆmA mA i mA j mA k  


  

R. در شكل زير كنيماستفاده ميالاضلاع انون متوازيقاز براي جمع دو بردار  جمع و تفاضل بردارها:


Rو  


Aمجمــوع و تفاضــل دو بــرداربه ترتيب 


Bو  


 
  د بود. نخواه

        R A B 
  

  

      R A B  
  

  

Rدست آوردن اندازه بردارهاي ه براي ب


Rو  


  كنيم. استفاده ميمطابق رابطة زير ها از قانون كسينوس 

R  )الف 4( | R | A B AB cos    2 2 2


  

R  )ب 4( | R | A B AB cos     2 2 2


  

Aبردارهاي اندازةبه ترتيب  Bو  A كهلازم به ذكر است 


Bو  


Rاندازه بردارهاي Rو R و 


Rو


  باشند.مي 

x  

y  

z  

ĵ

k̂ î

A 

  2 
1 

R 

A 

B 

R 
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 .دلخــواهي نوشــت اضلاع و زوايــاي هــر مثلــث توان بينقانون مثلث يا قانون سينوس را مي قانون مثلث:
پــس مقــابلش مقــداري ثابــت اســت. زاويــه بــه ســينوس نسبت اندازه هــر ضــلع مثلــث  ،اين قانون طبق
  بينيد داريم:كه در شكل نيز ميگونه همان

  

)5(                                                    A B R
sin sin sin( )

 
    2 1 1 2

               

  مساوي يك است.اين بردار ي اندازه .باشددر جهت بردار اوليه ميبوده و اش نسبت هر بردار به اندازهبرابر يكه برداري است كه  بردار يكه: اربرد

)6(                                                                         
 
A
A An̂

A| A |
   

 
An̂ A 

  
و  و  زوايــاي ترتيــب بــه   zو  yو  xبــا محورهــاي بردار  كه در صورتي .باشندمي هاي هادي برداركسينوس هاي بردار يكه،مؤلفهتوجه داشته باشيد كه 

 توانيم به صورت زير محاسبه كنيم:را مي گاه بردار يكهآن ،دنتشكيل ده  

A                                                               الف) 7(
ˆ ˆ ˆn̂ cos i cos j cos k       

cos  )ب 7( cos cos    2 2 21  
Aهاي يك بردار مانند بردار مولفهشد  بيانروابطي كه با توجه به اكنون 


  آن بردار به صورت زير قابل بيان است. هاي هاديتوسط كسينوس، 

x y zA Acos , A Acos , A Acos       
  كنيم:ي زير استفاده ميضرب اسكالر دو بردار از يكي از دو رابطهدست آوردن حاصله براي ب بردار:دو اي (اسكالر) ضرب نقطه

)8(                                                                                  
 
A B ABcos    

)9(                                                                     
 

x x y y z zA B A B A B A B     

Aزاوية بين دو بردار در رابطة فوق


Bو 


    باشد.مي 
  گوييم.ميضرب داخلي نيز  ،ايبه ضرب نقطه

Aمانند  ،تصوير اسكالر و تصوير برداري يك برداراگر بخواهيم لازم به ذكر است كه 


Bبر برداري مانند را  


اســتفاده ب داخلــي از روابــط ضــر ،حاسبه كنيمم 
  نويسيم:ميزير و آنها را به صورت نموده 

)10(  B
BA A.
B




A(تصوير اسكالر بردار  


Bبر بردار  


(  

)11(  B B
B B BA (A. ) A
B B B

 
   

  

ي دســت راســت جهــت و با توجه به قاعــدهبوده ي دو بردار عمود بردار، برداري است كه بر صفحهضرب خارجي دو حاصلدو بردار: ضرب خارجي (برداري) 
  كنيم. آن را تعيين مي

)21(           
  

x y z y z z y z x x z x y y x

x y z

ˆ ˆ ˆi j k
ˆ ˆ ˆC A B A A A (A B A B )i (A B A B )j (A B A B )k

B B B

          

Aكه بردار دهيم، سپس بردار اول طبق قاعده دست راست، سه انگشت اشاره، مياني و شست دست راست را دو به دو عمود بر هم قرار مي


بوده در راستاي انگشــت  
Bاشاره و بردار دوم يعني بردار 


Cشوند در اين صورت بردار در راستاي انگشت مياني در نظر گرفته مي 


  باشد. در راستاي انگشت شست دست راست مي 
  :  ضرب خارجي دو بردار مورد استفاده قرار گيردي مقدار حاصلبراي محاسبهتواند يمزير ي رابطه

)13(                  C | C | | A B | ABsin    
  

  
Aزاوية بين دو بردار در رابطة فوق 


Bو 


  اربردهاي ضرب خارجي، محاسبه لنگر نيرو حول يك نقطه است.باشد. يكي از كمي 


A

1


R 2

1 2  


B

B


A
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توجه كنيــد كــه ايــن ضــرب بــين ســه  .كنيمي مختلط برداري از هر دو ضرب داخلي و خارجي استفاده ميدر ضرب سه گانه گانه مختلط برداري:ضرب سه
  ضرب داخلي بايد بيرون پرانتز باشد.)  ،برداري مختلط سه گانهضرب  دركه لازم به ذكر است (و حاصل آن يك مقدار اسكالر است. شده بردار تعريف 

)14(                  
x y z

x y z

x y z

A A A

(A B).C B B B (C A).B (B C).A

C C C

     
        

  

    شود.استفاده ميي مختلط گانهمحاسبه گشتاور نيرو حول يك محور از ضرب سهبراي 
با اين تفــاوت كــه در ايــن ضــرب، فقــط از ضــرب خــارجي اســتفاده  شدهبين سه بردار تعريف  گانه مختلطاين ضرب مانند ضرب سهبرداري: ضرب سه گانه 

    بدست آورد.ي زير ضرب داخلي طبق رابطهاز  توانحاصل اين ضرب را مي .كنيممي
)15(                  A (B C) (A C)B (A B)C     

        
  

Fنيرويلنگر برداري مانند  يك بردار:يا گشتاور لنگر 


  مساوي است با:  Oنقطه مانند  حول يك 

)16(               O x y z

x y z

ˆ ˆ ˆi j k
M r F r r r

F F F

  
  

  

  باشد. از راستاي نيرو مي دلخواهنقطه  آن يك و انتهايشود مياي است كه نسبت به آن گشتاورگيري آن نقطهكه ابتداي بوده  بردار مكان r فوق در رابطه
نســبت بــه  )،قــرار دارد ثابــت تگاه مختصــات دكــارتيدر دســكه ( r(t)مانند بردار مكان مشتق يك تابع برداري براي به دست آوردن  مشتق توابع برداري:

  كنيم:عمل مي به صورت زير متغير ميدان
  
)17(            
  

  
 ˆ ˆ ˆr(t) x(t)i y(t)j z(t)k    

)18(      
dr dx dy dzˆ ˆ ˆi j k

dt dt dt dt
    

آنهــا ثابت بــوده و مشــتق  k̂و  ĵو  îبردارهاي يكه بوده همچنين  tخود تابعي از متغير  zو  yو  x يعني r(t) هاي تابع برداريمولفهبهتر است بدانيد كه 
  صفر است.

drراستاي بردار 
dt


  است با:بوده و مقدار آن مساوي  r(t)مماس بر منحني 

)19(                  dr dx dy dz ds( ) ( ) ( )
dt dt dt dt dt

   2 2 2


  

s   طول قوس منحني است. در اين رابطه  
rودبيان ش متغير طول قوساگر تابع برداري برحسب  r(s)، توان رابطه زير را نوشت:مي در نتيجه  

)20(                  dr dx dy dzˆ ˆ ˆi j k
ds ds ds ds


    

  كنيم. استفاده مي زيررابطه  دست آوردن مقدار اين بردار ازه براي ببنابراين . باشدميمماس بر منحني در امتداد  بردار فوق ،تعريف مشتقبا توجه به 

)21(  dr dr dx dy dz (ds)( ) ( ) ( ) [(dx) (dy) (dz) ]
ds ds ds ds ds (ds) (ds)


        

22 2 2 2 2 2
2 2

1 1  


F

r

y

z

x
O

r(t)

y

x

ds

z

dr
dt
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drتوجه كنيد كه بردار 
ds


dxهاي همچنــين جملــه. باشــدميبــردار يكــه ممــاس بــر منحنــي داراي مقدار واحد بوده بنــابراين ايــن بــردار،  

ds
dyو  

ds
dzو  

ds
 

  .  خواهند بودهاي هادي خط مماس بر منحني سكسينو

)22(                                          

t
vê

| v |
                                                  t

dr
dr vdtê dsds | v |

dt


 

     

drبا توجه به اين توضيح، اكنون  شود.مي ناميدهكان يك ذره بردار م r(t)بردار  گفتيم طور كه قبلاًهمان
dt


drبردار سرعت ذره و 

ds


بردار يكه مماس بر مسير  têيا 

  باشند. حركت ذره مي

)23(            
 

t
dr drˆv ve
dt ds

   

. بــردار يكــه كنــدگيريد كه مطابق شــكل بــر روي مســير حركــت مياي را در نظر بذره
têدر دو لحظــه متــوالي بــا  را ممــاس بــر مســير حركــت (s)  وtê (s s)   نشــان

têبر ي كه مماسابه صفحه دهيم.مي (s)  به موازاتtê (s s) صــفحه  ،م شــودرس
  گوييم. ميبوسان 

مقــدار آن را از در نتيجــه اســت، يكه موازي با صفحه بوسان  تغييرات برداربينيد كه مي
  كنيم. ي زير محاسبه ميرابطه

  

t tˆ ˆe (s s) e (s)
s s

  
  

 tˆde
ds

  
  

  

فــوق شــكل  طور كــه دركــه همــانباشــد ميا شامل تغيير جهت بــردار بنابراين تغييرات آن تنهبوده ره داراي مقدار واحد همواtêيكه  بردار با توجه به اينكه
  است.têعمود بر راستاي شود ملاحظه مي

 در صفحه قائم آن منحني واقع خواهد بود. به امتداد قائم بــر بــردار، têيكه  رداربنابراين مشتق برداري ببوده مماس بر مسير حركت têچون بردار  از طرفي
  گوييم. مي، امتداد قائم اصلي têيكه 

)24(  t t t tˆ ˆ ˆ ˆde e e | e | d
s s sds s s s ds

   
      
       

1
  

  

  برابر عكس شعاع انحناي خمشي منحني است.  كه اين مقدارداده را نشان انحناي منحني  توجه كنيد كه مقدار

)52(  R
 

1  

)26(tde
ds R


1

                                                                               

tˆdeجهت بردار  بينيدهمانطور كه در شكل مي
ds

يكــة قــائم اصــلي  بــردارو آن را داده نشــان  nêيكه آن را بــا   بردار، پس بودههمواره به سمت مركز انحناء  

  . يعني:ناميممي

)27(  
t

t t
n n

t

ˆde
ˆ ˆde dedsˆ ˆe e R

ˆde ds ds
ds

   

1  

 حد

 حد حد حد

tê (s)


tê (s)tê (s s) 

tê (s)

tê (s s) 



s

R

مركز انحناء

 sافزايش 

z

y

x



  

 

مفاهيم اوليه فصل اول:  6  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  كنيم:ي زير استفاده ميمنحني از رابطهي مقدار انحناي يك كه در هر نقطه از منحني براي محاسبهلازم به ذكر است 

tde d dr d r( )
R ds ds ds ds

    
2
2

1  

d r d x d y d z d r d x d y d zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆr x(t)i y(t) j z(t)k i j k ( ) ( ) ( )
ds dt dt dt ds dt dt dt

          
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

  

)28( 
d x d y d z( ) ( ) ( )

R dt dt dt
    

2 2 22 2 2
2 2 2

1
       

t، يك دستگاه مختصات سه وجهي قائم داده شدكه در مورد آن توضيح  nêبا توجه به بردار يكة حال  n bˆ ˆ ˆ(e ,e ,e كــه راســتاي اول آن را نموده را تعريف  (
كــه در داده نشــان nêدهيم كه در امتداد خط مماس بر منحني و در جهت مثبت طول كمان است. راســتاي دوم را بــا بــردار يكــه نشان مي têبا بردار يكه 

  هت تقعر منحني است.امتداد قائم اصلي و در ج
ي ضــرب بــرداري از قــانون دســت راســت و رابطــه بــا اســتفاده ازاســت  nêو  têدر امتداد عمود بــر صــفحه كه در نتيجه راستاي سوم دستگاه سه وجهي 

b t nˆ ˆ ˆe e e  شود.تعيين مي  
t. دستگاه قائم سه وجهي گوييميكة قائم مضاعف مي بردارbêيكه  به بردار n bˆ ˆ ˆ(e ,e ,e  بردارهاي يكــه ايــن دســتگاه اما .نشان داده شده است زير در شكل (

  :شوندمي محاسبه زيرروابط  با استفاده ازبه اختصار 

)29                                        (                        


t

t t

n b t
t t

b t n

drê
ds

ˆ ˆde de
ds dtˆ ˆ ˆe e eˆ ˆde de
ds dt

ˆ ˆ ˆe e e

 




   




 


  

  
  
  
  
  

  
  

كــه در يــك  بينيداي را ميذرهدر شكل مقابل مسير حركت اي: انحناي يك منحني صفحه
نمايش داده شده است. بــردار مكــان ذره  شيب خط مماس برمنحني با زاويه  Pنقطه مانند 

R(t)با  در هر لحظه


بنــابراين  بــوده y(t)و  x(t)هاي ايــن بــردار مولفــه. شودميتعيين  
    برابر است با: R(t)بردار

  ˆ ˆR(t) x(t)i y(t) j 


  

bê

nê

têP

 صفحه بوسان

 sافزايش 

S
P



y  مسير حركت ذره

x



  

 

 كارشناسي ارشد يكرتبه مدرسان شريف   15  ديناميك

 10مثال: v كند. اگر سرعت ذره در هر ثانيه ير ميجايي تغيسرعت يك ذره مطابق شكل، با جابهm
s

3 

  آوريد. است، به دست  m4برابر  sاي كه كاهش يابد، سرعت آن را در لحظه

 :سرعت ذره در هر ثانيه ذكر شده است له أصورت مسدر  طور كههمان پاسخm
s

3   يابد بنابراين:ميكاهش  

                                               ma ( )
s
  23 1  

v)از طرفي شيب خط مماس بر منحني  s)  (سرعت ـ مكان) درs m 4  له برابر است با:أبا توجه به شكل صورت مس  
m

dv s ( )
ds m s

   
25 1 1 25 2

  

  آوريم.به دست مي موردنظر راي سرعت در لحظه ،) متن درس3در نتيجه طبق رابطه (

  ( ),( )

m
dv a msads vdv vmds v s sv

s

       
21 2

31 1 62


  

 

 اي مادي به جرم ذره :11مثالm ين ذرهگردد (به طور افقي) فاصله افقي طي شده توسط ااي مرتفع نسبت به سطح زمين پرتاب مياز نقطهs1 

1شود. اگر شتاب ثقل كره ماه گيري مياندازه
اي مشابه در سطح ماه به طور افقي و با سرعت برابر شتاب ثقل كره زمين فرض شده باشد و اين ذره از نقطه6

  اي دارد؟چه رابطهs1ا طي شده بs2پرتاب شود، فاصله افقي 

1 (s s2 16  2 (s s2 16  3 (s s2 1
1
  ) هيچكدام 4  6

 :نتيجه:بدون شتاب است در  طور كه در توضيحات متن درس گفتيم، حركت در راستاي افقي، يك حركتهمان»  2«گزينه  پاسخ     

 s vt ts s ( )
s vt t


  
1 1 2

2 1
2 2 1

1     

  باشد. پس داريم:ميو شتاب آن مساوي شتاب ثقل  است حركت در راستاي عمودي شتابداردانيم كه مياز طرفي 

 t g t g
h g t g t ( )

g t gt
      

2
2 2 2 1 2 1

1 1 2 2 2 2 1 21

1 1 6 22 2
  

)  گيريم كه:نتيجه مي 2و 1ي حال از رابطه )
s s

( )

 


2 1

1 62  
 

 ر راستاي محور اي كه دسرعت ذره :12مثالs كند، با رابطهحركت ميv s 3 برحســب ميليمتــر بــر  vبرحسب ميليمتــر و  sبيان شده كه در آن 25
    كدام گزينه است؟برابر است،  mm2برابر sوقتي  ،ثانيه است. شتاب ذره

1(mm
s21   2(mm

s215   3(mm
s275  4(mm

s22   

 :توان نوشت: ) مي3طبق رابطه (  »2«گزينه  پاسخ  v s dv s ds s ds    
3 1 1
2 2 23 155 5 2 2  

  vdv ads s s ds ads ds ( s a)        3 2 1 2 23 755 5 2 2   

mma s
s

   2 2
2

75 75 2 152 2  

50m
m25
s

o

v

mv,
s

s,m



  

 

هاسينماتيك ذره:  دومفصل   16  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

 در نقطه هابسته :13مثال A داراي سرعتm/
s

1 /داراي شــتابها بسته B تا Aدر فاصله ،باشندمي 2 g3  بــوده و در نقطــهC شــوند. متوقــف مي

    چه اندازه است؟  Cتا  Bها در فاصله شتاب بسته

1 (m/
s

 22 65  2(m/
s

 23 2    

3(m/
s

 22 9    4(m/
s

 21 6    

 در فاصلة شويم كه با توجه به توضيحات صورت مسأله متوجه مي »1«گزينه  :پاسخA   تاB  شتاب ثابت است. بنابراين ابتدا بايد سرعت را در نقطــهB 
  كنيم:ير استفاده ميي زبه دست آوريم. براي به دست آوردن اين سرعت از رابطه

    B A B B
mv v ax v / / / v /
s

         2 2 2 22 1 2 2 3 9 81 3 4 37  

بــه دســت  Cتــا  Bي ها را در فاصــلهكنيم و شــتاب بســتهي فوق را هم داريم. پس، از اين دو استفاده ميرا داريم، از طرفي رابطه Bي حال سرعت در نقطه

C  آوريم. مي B
mv v ax / a / a /
s

         2 2 2
22 4 37 2 3 6 2 65  

  
 اي با سرعتگلوله  :14مثالv  شود. (در راستاي افق) در صورتي كه مقاومت سيال در برابر حركت گلوله شتابي برابــرسيالي شليك ميدرونkv 

    شود؟به گلوله بدهد پس از طي چه مدت زماني سرعت گلوله نصف مي

1 (kln2  2 (kln 2  3 (ln
k
2  4 (ln

k
2 2  

 3«گزينه  :پاسخ«            
v v

vv

vdv dv dv lna kv kdt kt kt [ln v] t [ln ln v ]
dt v v k k

 




                

2 2 1 2
2  

  

  حركت خميده فضايي

  كنيم.مياستفاده  ختلفم از چهار دستگاه مختصاترا توضيح دهيم در فضا حركت ذره اينكه  برايدر اين بخش 
  دكارتيدستگاه مختصات الف ـ 

بــردار ســرعت و شــتاب ذره  يمتوانمي زيراز طريق روابط  كنيم،مشخص  rبا بردار مكانرا  xyzنسبت به دستگاه مختصات دكارتي  ذره در فضااگر موقعيت  
  شود.)ثابت فرض مي xyzصات دكارتي دستگاه مختدقت داشته باشيد كه ( كنيم. را تعيين

ˆ  بردار مكان ذره در هر لحظه)  الف 13( ˆ ˆr xi yj zk  


  
z, y, x كه تابعي از متغير زمان  استهاي بردار مكان ذره در هر لحظه لفهؤمt باشد. مي  

  ب) بردار سرعت ذره  13(
    

 
   ˆ ˆ ˆv r xi yj zk     

  هج) بردار شتاب ذر 13(    ˆ ˆ ˆa r xi yj zk     

v  د) اندازه سرعت و شتاب ذره 13( x y z a x y z     2 2 2 2 2 2       

 آن شــتاب zو   yو xهاي هايي كه مولفــهدر حركتآنكه يا  كنيمذره استفاده ميكت مستقيم الخط يا حركت پرتابه از مختصات دكارتي معمولاً در مسائل حر
  .توانيم روابط فوق را به كار ببريممي ،آيندميگيري نسبت به زمان بدست مشتقبه طور مستقيم با استفاده از 


V

y

r

x

z

مسير حركت ذره

A

B C3m

3.6m



  

 

 كارشناسي ارشد يكرتبه مدرسان شريف   17  ديناميك

 نقطه مادي با سرعت ثابت  :15مثالv كنــد. در امتداد منحنــي فضــايي حركــت ميx cos  وy sin   وz    مقــدار شــتاب نقطــه مــادي  
  برابر است با:         

1 (v2

2   2 (v2  34  ) صفر (v cos2  

 :هاي بردار مكان در مختصات دكارتي بوده پس براي حل اين مسأله از روابط شــتاب همانطور كه از صورت مسأله مشخص است مؤلفه» 1«گزينه  پاسخ
  گيريم:نسبت به زمان دوبار مشتق مي zو  yو   xهاي شتاب نقطه مادي از كنيم. براي به دست آوردن مؤلفهختصات دكارتي استفاده ميدر م

         
x sin cosx sinx cos

y sin y cos y cos sin
z z z

                           
          

2

2

  
   
  

     

vv x y z ( sin ) ( cos ) v ( )                  2 2 2 2 2 2 1 1 2 1
2

         

v) سرعت ثابت است در نتيجه طبق رابطه دانيم كهاز طرفي مي اما ) 2 ، بوده، بنابراين  نيز ثابت در ايــن حالــت . نيز مســاوي صــفر خواهــد بــود
  هاي شتاب مساوي است با:مولفه

( )
x cos

v vy sin a ( cos ) ( sin ) a
z

   
                
   

2
4 212 2 2 2 2 4

4 2


    
 

  

 
  حركت پرتابه

كند كــه ايــن مســير يــك ســهمي مسيري را طي مي ، اين ذرهشودميپرتاب  به سمت بالا نسبت به افق و با زاويه vبا سرعت د كهرا در نظر بگيري ياذره
همــواره  ســرعت ي افقــيمولفه شود،ر ذره اعمال نميدليل كه در راستاي افق نيرويي ب مماس است و به اين باشد. بردار سرعت ذره در هر لحظه  بر مسيرمي

 بــه .اي اســتفاده كنــيمهاي پرتابــهتوانيم براي حركتاز روابط زير مي. كندتغيير ميثقل شتاب  اثر تحت سرعت، ي قائم، ولي مؤلفهاستدر طول حركت ثابت 
  .  باشدميحركت شتابدار با شتاب ثابت راستاي قائم، بوده اما حركت آن در حركت با سرعت ثابت طور كلي حركت ذره در راستاي افق، 

  حركت ذره در راستاي افق، حركت با سرعت ثابت است.  الف) 14(
xvثابت                    v cos    

  

  
     
yv  دار است.شتاب ،حركت ذره در راستاي قائم )ب 14( gt v sin     
x    ي ذره در هر لحظه) موقعيت افقپ 14( v cos t   

  ) موقعيت قائم ذره در هر لحظهت 14( y gt v sin t y    21
2  

  

yvدر نقطه اوج مولفه قائم سرعت برابر صفر بوده بنابراين ) ج 14(   باشد.مي  v sint
g


  زمان اوج yv    

v  .وريمآدست ميه بارتفاع نقطه اوج را  yبا جايگذاري زمان رفت يا زمان اوج در  )د 14( sinh y
g


  

2 2

2


 ارتفاع اوج  

v  زمان رفت و برگشت دو برابر زمان رفت است.  )ر 14( sint
g


 

2  زمان رفت و برگشت  



g
h

s



v

A x

y

وجنقطه ا
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زمــان مــدت  t، بــه جــاي xپرتابه كافي است در عبــارت  ) براي محاسبه برد يكهـ14(
  .  رفت و برگشت را قرار دهيم

v sins
g




2 2  برد پرتابه 

  ي) 14(
  



gxy xtg sec y
v

    
2 2
  tمعادله حركت پرتابه مستقل از زمان  22

xx v cos t t
v cos

y gt v sin t y

    
     

21
2




 

  

  باشد.گون ميحركت پرتابه در صفحه قائم، يك مسير سهميطور كه از رابطه فوق مشخص است، مسير همان

 نقطه از  :16مثالA  ،ثانيه بعد در نقطه  5/3شود و ميافقي پرتاب سنگي به طور بالاي يك برجB از كند. خط ديد به زمين اصابت ميA  تاB  افــق  با

5زاويه  اندازه  .سازدميu را محاسبه كنيد.، سرعت اوليه سنگ   

 :يستچون حركت جسم در راستاي افق شتابدار نكنيم، از روابط حركت با سرعت ثابت براي محاسبه برد استفاده مي پاسخ.  
OB scotg
OA h

 5   ;     ss v t v u
t

       

توانيم سرعت اوليــه ســنگ پس مي ،تاسحركت سنگ در راستاي قائم مانند حركت سقوط آزاد با توجه به اينكه 
  را به دست آوريم.

h gt / / m    2 21 1 9 81 3 5 62 2   

/ ms hcot g / / m v u /
/ s

       
5 55 6 84 5 5 14 423 5
     

 

 اي با سرعتپرتابه :17مثال u شــود. بــرد نسبت به سطح شيبدار شليك ميقائمه  با زاويهR  ذره پرتــاب
   آوريد. ستبد لهمسأمفروضات شده را برحسب 

 :كنيم كهفرض مي پاسخ T  چــون شــتاب ثابــت اســت، بــا اســتفاده از ســرعت  در نتيجــهپرتابه باشــد زمان

x              آوريم. متوسط، برد ذره را به دست مي xv vR T ( )
  12

  

نمــود. زيــه شتاب ثقــل را بــه دو مولفــه مــوازي ســطح شــيبدار و عمــود بــر ســطح شــيبدار تجبايد  ن مسالهدر اي
، در نظر بگيــريمعمود بر سطح شيبدار را مولفه شتاب ثقل  ngموازي سطح شيبدار و را مولفه شتاب ثقلtgاگر
  :يمدست آوره رو بهآنها را با استفاده از شكل روب يمتوانمي

    برخورد به سطح شيبدار است. حظهسرعت ذره در لفه افقي مول xvدقت كنيد كه

x xv v (gsin )t gsin t ( )     2  

y yv u v u g cos t ( )     3  
  

تنهــا جهــت و  ديگر مســاوي اســتكبا ي ذره در يك موقعيت مشخص سرعت رفت و برگشت كهلازم به ذكر است 
  آيد.دست ميه ان كل پرتاب ب) زم3در نتيجه با جايگذاري در رابطه ( حركت آنها مخالف است،

    uu u gcos t T
gcos

     


2  

    gsin T gsin uR T T R tan sec
g

  
        

22 2
2 2

 ) 1رابطه(  

  

u 

R 

 

 

 
ng g cos 

tg g sin 

g 

x 

y 

gcos 

 

gsin 
g 

y 

x 

A
u

50

50

BO



  

 

 كارشناسي ارشد يكرتبه مدرسان شريف   19  ديناميك

 ي در نقطه اي شليك شود تا به هدفتوپ با چه زاويه :18مثالA رد كند؟ برخوm(g )
s

 21  

 :كنيم. مي) استفاده 2له از رابطه (أبراي حل مس پاسخ  
gxy xtg sec
v

( )tg sec (sec )
cos

  

 
      



2 2
2

3 23 2
2

2
1 3 1 12 3 1

2 1



    
 

  

tg ( tg ) tg tg         3 2 22 3 1 45 1 45 3 47                

  آيند:به صورت زير به دست ميكه  هنمودمعادله را تعيين هاي ريشهتوانيم اكنون با حل معادله درجه دوم فوق مي

tg / /

tg / /

     


    

1 1

2 2

6 5 81 25
16 9 1




  

 

 هد پرتــاب آزاد خــود را بــا زاويــهخوامطابق شكل، بازيكن بسكتبال مي :19مثال  5 
  چقدر باشد تا توپ درست از وسط حلقه عبور كند؟vنسبت به افق انجام دهد. سرعت اوليه 

 :حركت توپ در راستاي چون  پاسخx :بدون شتاب است، در نتيجه  

x
/x v t / v cos t t ( )

v cos
     

4 24 2 5 15





  

  ي زير را داريم:براي حركت توپ در راستاي قائم رابطهاز طرفي 

  yy y gt v t / / t v sin t ( )          2 21 13 2 1 9 81 5 22 2  

  آوريم. ) سرعت اوليه توپ را به دست مي2) و (1در نتيجه از تركيب رابطه (

/ / m( ),( ) / / ( ) v sin v /
v cos v cos s

       24 2 4 21 2 9 4 9 5 5 7 145 5 
 

  
 

  

 
  (n – t – z)قائم و مماسي دستگاه مختصات ب ـ 
توان از دستگاه مختصات قائم ـ مماسي به صورت زير اســتفاده ميحركت ذرات در مسيرهاي منحني بررسي براي 
بــر عمود  nبوده و راستاي قائم مماس  حركت مسير، همواره بر  t مماسي در اين دستگاه مختصات، راستاي نمود.

  گيريم. در نظر مي شعاع انحناي مسيررا  در اين حالت  .باشدمسير حركت و در جهت مركز انحنا مي
      .بــه دســت آوردبــه صــورت زيــر تــوان را ميدر ايــن دســتگاه بردار سرعت و شــتاب 

  باشند.)نرمال مي يكه بردارهاي يكه مماسي وبه ترتيب  nêوtêدقت كنيد(
  

  

          )الف 15(  t tˆ ˆv ve se   

  ب) 15(
 

 
t

t n
n

a s v
vˆ ˆa se e va

 


     

2
2

t t

t t t
t n

ˆ ˆa v ve ve
ˆ ˆ ˆde de deds vˆ ˆe v e

dt ds dt ds

  


     

   

    

  

  (شتاب مماسي)
 

 انب مركز)(شتاب ج

A

30km

200m

m1000
s




tê

tˆde
tê

d

nê

tê

nê

tê



4.2m

3m

2.1m

V
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      كنيم:زير محاسبه صورت  توانيم بهمي مشتق بردار يكه در اين دستگاه راهمچنين 

  t t t t tˆ ˆ ˆ ˆ ˆde de de de deds vv v
dt ds dt ds d d

    
   

  

tˆdeجهت بردار دانيم كه مي
d

    :  داريم باشد از طرفيميnêيا همان بردار  têر جهت عمود بر بردار د 

t t
t

ˆ ˆde e d ˆ| e |
d d


  

 
1  

tˆdeبردار  شودنتيجه ميبنابراين 
d

    دهيم.ان ميشن nêبا  آن را بوده كهيكه  بردار، 

در رابطه فوق
لــازم بــه ذكــر اســت بــراي . شوداي ناميده ميبوده كه سرعت زاويهراستاي افق  نسبت به ، آهنگ زماني تغيير زاويه محورهاي قائم ـ مماسي

گيري از بردارهــاي يكــه ستفاده كنيم، ايــن رابطــه بــراي مشــتقازير آنكه مشتق بردار يكه را به صورت برداري نشان دهيم كافي است از رابطه ضرب خارجي 
  تواند مورد استفاده قرار گيرد.ديگر نيز مي

t
n

ˆde v ê
dt




  

     t t z t n n
vˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆe e e e e e       


  

  حالت خاص (مسير دايروي)
  خاصي از حركت بر روي مسير منحني است.باشد. اين حركت حالت در حركت بر روي مسير دايروي، شعاع انحناي مسير حركت ثابت مي

  مساوي است با:در اين حالت سرعت و شتاب روابط 
v                                               )الف 16(  R   

  ) ب16( 
t n

va R , a R
R

    
22                                R

ta v R R     
    

  )ج 16(  d d    tvdv a ds R d(R ) R ds R d (Rd )                   
  بــه دليــل شــود) مســير عــوض ميمنحنــي (جــايي كــه جهــت تقعــر  حركت ذره مسير در نقطه عطفداشته باشيد كه به خاطر اين نكته را  :1 نكته 

nباشدشتاب جانب مركز صفر مي ،مسيرانحناي  شعاعنهايت بودن بي           
v(a ) 


2
 باشد.مي مماسيشتاب  مساوي مولفه كل شتاب وt(a a )  

 خميدگي آن مساوياتومبيلي در پيچي افقي كه شعاع  :20مثال m3  بوده تــا در چقحداكثر سرعت اتومبيل كند. با سرعت ثابت حركت مياست
اتومبيل از بدون لغزش عمودي آن نتواند شتاب  / g8 فراتر رود؟  

 :پاسخ    n
v mm a v / / v /

s
         



2 23 8 9 81 3 48 5      
 

 با آهنگوقتي اتومبيل  :21مثالm/
s21 آن شعاع خميــدگي  وشود سرعتش افزوده بر  5 m2 و شــتاب

/mآن مساوي  كل
s22     باشد داراي چه سرعتي خواهد بود؟5

 :توانيم اينگونه بنويسيم:عت بيانگر مقدار شتاب مماسي است، پس مينرخ تغييرات مقدار سربا توجه به اينكه   پاسخ  

        n t
v m kma a a ( ) / / v

s h
       

22 2 2 2 2 21 5 2 5 2 722 
 

  
 

y، هرگاه مسير حركت ذره داراي معادله مقدمهطبق توضيحات متن درس   :2نكته  f (x)  يمآورمي دسته ب زيراز رابطه باشد شعاع انحناي مسير را  :  

[ y ]
| y |


 


3
2 21

  

c 
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اســت، در حركت پرتابه در نقطه اوج، مؤلفه قائم ســرعت مســاوي صفرهمانطور كه گفتيم  :3نكته 
(چــون مؤلفــه افقــي  اين حالت شتاب مماسي مساوي صفر . درداردتنها مؤلفه افقي سرعت وجود  در نتيجه

  باشد) و شتاب جانب مركز مساوي شتاب ثقل است. سرعت ثابت مي
t

n

a

v v cosa g



 

    

2 2 2



t x

y

v v v cos
v




    
  : در نقطه اوج

  آن نقطه در هرگاه بردار سرعت و شتاب ذره در يك نقطه از مسير معين باشد، انحناي مسير  :4نكته 
  مراجعه كنيد.) وليه)(مفاهيم ا پيشين فصلن توضيحات بيشتر به نست. (براي داآورددست توان بهمي ي زيررا از رابطه          

  
| v |

| v a |
 



3
 شعاع انحناء | v a |

| v |


  3


 انحناء  

 سرعت گلوله شليك شده به سمت بالا مساوي  :22مثالm
s

نسبت به دهانــه تفنــگ  6

است. اگر اتومبيل با سرعت  km
h

حركت كند. شــعاع دار به سمت پائين شيب بر روي مسير 1

      حداكثر ارتفاع چه اندازه است؟ در خميدگي مسير گلوله

  

 :شعاع انحناء در نقطه اوج پرتابه مساويذكر شد  3نكته  با توجه به آنچه كه در  پاسخ(v cos )
g


 
2

باشد كه سرعت ميv cos قي همان مؤلفه اف

x  سرعت است در نتيجه: 
m /v ( )cos / / m

/ / s /
        

21 1 5 27 23827 238 75 633 6 3 6 9 8126
     

 

xاي با معادلات انحناي يك منحني صفحهبراي به دست آوردن  :5نكته  x(t)
y y(t)


 
  استفاده كنيم. زيري از رابطه توانيمميبر حسب زمان  

 

 

| xy xy |

(x y )


 


3

2 2 2
  

  باشد.استفاده از رابطه فوق در تعيين شعاع انحناي مسير حركت ذره بسيار مفيد مي             

 اي با سرعت ثابت ذره :23مثالm
sec

كند. در امتداد مسير نشان داده شده حركت مي 3

xدر محل  aشتاب  / m 1   ت؟چقدر اس 5
  

 :دانيم كــه. پس مــيچون سرعت ذره ثابت استگويد طور كه صورت مسأله هم ميهمان پاسخ 
وجود دارد. براي محاسبه شتاب  naاما شتاب جانب مركز  استبرابر صفر  taمقدار شتاب مماسي 

براي محاسبه مقــدار شــعاع انحنــاء بــا توجــه بــه  .شته باشيمجانب مركز بايد مقدار شعاع انحناء را دا
xاينكه معادله منحني به صورت  f (x) ) كنيم. ) استفاده مي2معلوم است، از نكته  

  y f (x) x y x y      23 6 6  

n
v ma /

/ s
   



2 2
2

3 727123 75  ( y ) ( ( x) ) ( x ) ( / ) / m
y
    

      


3 3 3 3
2 2 2 22 2 2 21 1 6 1 36 1 36 1 5 123 756 6 6  



v

2y 3x

y

x



g

n

t

V

m600
s

km100
h

5
1
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 در صفحه  اي كهبردار مكان ذره :24مثالxy كند، حركت مي ˆ ˆr(t) t i t j 2 33 2
2 شــعاع  برحسب ثانيه است.  tبرحسب متر و r(t)است، كه  3

tخميدگي مسير را براي موقعيت ذره در لحظه  s   محاسبه كنيد.  2

 :پاسخ    
x(t) t x(t) t x(t)ˆ ˆr(t) t i t j

y(t) ty(t) ty(t) t

 


             


2
2 3

23

3
3 33 2 2

2 42 3 2
3

  

  ) برابر است:5اما شعاع انحناء طبق نكته (

t
(x y ) ( t t ) ( t t ) ( )| / m
| xy xy | | t t t | t

 
  
     

      
    

3 3 3 3
2 2 2 4 2 4 2 42 2 2 2

22 2 2
9 4 9 4 9 2 4 2 41 66

3 4 3 2 6 6 2
  

 

 ســرعت اتــومبيلي بــه طــور يكنواخــت نســبت بــه زمــان از :25مثال km
h

 Aدر موقعيــت 5

تا  km
h

باشد. اگر ميm4برابر  Aيابد. شعاع انحناي بلندي ثانيه افزايش مي 1در عرض  Bدر   1

را در قعر جــاده  Bبا هم برابر باشند، شعاع انحنا  Aو  Bمقدار شتاب كل مركز جرم اتومبيل در نقاط 
يد؟ (مركز جرم اتومبيل به فاصله محاسبه نمايرا  Bينقطهدر  / m6(.از سطح جاده قرار دارد  

 :ها برحسبسرعت اتومبيل پاسخm
s

A  مساوي است با: B
m mv / , v /

/ s / s
   

5 113 89 27 83 6 3 6
    

بــه طــور يكنواخــت  Bتــا  Aي ا؟ چون ســرعت اتومبيــل در فاصــلهشويم كه شتاب مماسي ثابت است. چرها متوجه ميي سرعت اتومبيلبا توجه به محاسبه
  آيد. اختلاف سرعت را بر زمان طي شده تقسيم كنيم شتاب مماسي ثابت به دست مي يابد. اگرافزايش مي

B A
t t

v v / / ma a /
t s
 

    2
27 8 13 89 1 391  

A
n

A

v ( / ) ma /
/ s

  
 

2 2
2

13 89 4 7524 6 
  A نقطه در: 

A n t A B
ma a a / / / a a
s

      2 2 2 2
24 752 1 39 4   Aطه در نق: شتاب كل 95

B B
n t B t BB

B B t

v v /: a a a ( ) a a / m
a a / /

        
  

2 4 42 2 2 2 2 2
2 2 2 2

27 8 162 67
4 95 1 39

  B نقطه در 

B / / / m    162 67 6 163 3  
  توان به روشي ديگر نيز حل نمود:له را ميأاين مس

A B t A n A t B n Ba a (a ) (a ) (a ) (a )      
  شود، شتاب مماسي ثابت خواهد بود با:سرعت به طور يكنواخت زياد مي Bتا  Aچون از 

A B B
n A n B B A B

A B A

v v v(a ) (a ) / ( / )( ) / / ( ) m
/ / v

             
   

2 2 2 216 6 6 1 6 1636 6 5
    

  
  

 

 ذره   :26مثالP در يك لحظه معين بردار سرعت مساوي ،كنددر امتداد يك منحني فضايي حركت مي ˆ ˆ ˆv i j k  4 بوده همچنين شتاب ذره در ايــن  2

mلحظه مساوي
s28 3اگر زاويه بين بردار شتاب و بردار سرعت مساوي باشد.مي مسير در اين لحظه چه اندازه است؟ يدرجه باشد شعاع انحنا  

1 (/ m7 5  2(m4    3(/ m4 58    4(/ m5 25    

 لهأاز طرفي طبق داده صورت مس

A

0.6m 

40m  
B 
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 كنيم. مياستفاده  4رابطه ارائه شده در نكته  زمسير ا يبراي محاسبه شعاع انحنا  »4«گزينه  :پاسخ  

       | v | | | / m
| v a | | v || a | sin sin

  
     

 

3 316 4 1 21 21 21 5 253 421 8 3


    

  
  

 ي معين، ذرة ادر لحظه  :27مثالP است:زير اي هكند داراي دادهكه در امتداد مسير منحني حركت مي  

        mm
s

mmx y x y
s

    26 9  

  حظه چه اندازه است؟شعاع انحناي مسير در اين ل

1( mm4    

2(mm6    

3(mm9    

4(mm8    

 ي براي به دست آوردن شعاع در اين لحظه، يعني زماني كــه ذره »1«گزينه  :پاسخPدر امتــداد 
در ايــن نقطــه بــه  Pكند بايد به اين موارد توجه كنيد كه مسير حركــت ذره مسير منحني حركت مي

 yاي است كه بردار سرعت بر مسير در راستاي افق مماس و شــتاب بــر مســير در راســتاي محــور گونه
  باشد، پس داريم: عمود مي

n
n

v va mm
a

     


2 2 26 49
 


  

  
 

 ايي با سرعت اوليهگلوله :28مثالm
s

6   شود. در صــورتي كــه شــتاب ثقــل مطابق شكل شليك مي

mرا
s21  فرض كنيم شعاع انحناي مسير گلوله در لحظه خروج از دهانه تفنگ چه اندازه است؟    

1 (km144  2(km6    
3(km72    4(km36 
 در ابتدا راستاي لوله، راستاي مماسي و امتداد عمود بر لوله، راستاي جانــب   »3«گزينه  :پاسخ

شــتاب جانــب  ،ولــه از تفنــگدر لحظــه خــروج گلشوند بنابراين مطابق شكل مركز در نظر گرفته مي
gcos مساوي مركز ناشي از شتاب ثقل 6 باشد بنابراين:مي  

n
va gcos m km     


2 266 72 725
      

  

 حداكثر ارتفاع اوج در حركت پرتابه از سطح افق مساوي كدام گزينه است؟ :29مثال    

1(v sin
g

2 2

2
  2(v sin

g
2 2  3(v sin

g
2 2

2
  4(v sin

g
2

  

 :1«گزينه   پاسخ«      
v sin v sin v siny g v sin h

g gg
  


  

      
2 2 2 2

2
1
2 2v sint

g

y gt v sin t 


    21
2   

600 m
s
60

na g cos60

g

ta g sin 60
n

t

  مقدار زمان اوج در رابطه ارتفاع
 شودقرار داده مي       

y

x

v
P

y

x

na y

v x
 ta x P
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  پنجمفصل 

  » اجسام صلباي صفحهسينتيك « 
  مقدمه 

براي اينكه بتوانيــد از معادلــات نيرويــي . دهيممورد مطالعه قرار ميرا وارد بر آن جسم صلب تحت نيروهاي رابطه بين حركت انتقالي و چرخشي در اين فصل 
آزاد ديــاگرام بايــد ابتــدا ل مسائل سينتيك جسم صلب . براي حشته باشيددا و لنگري حركت استفاده كنيد بايد بر روابط سينماتيك جسم صلب تسلط كافي

اجســام در ســينتيك . كنيممــيرا حــل  پردازيم مسألهمي ذره به آنكه در سينتيك  يسپس با استفاده از يكي از سه روش، رسم كنيمجسم را به طور صحيح 
شود. اين كميــت گفته مي »گشتاور اينرسي جرم«يا  »جرم لختيلنگر «كه به آن  كنيمميجديد در روابط برخورد با كميتي  ،اي دارندكه حركت زاويهصلبي 
  .دهدرا نشان ميدوران حول محور جسم جرم توزيع شعاعي  نحوه

  اي هاي حركت صفحهمعادله

نيروهــاي وارد  معــادل مســتسي توانيممي در ابتدا ،د. با رسم دياگرام آزاد اين جسمشوبر آن وارد مي مطابق شكل (الف) نيروهاييجسمي را در نظر بگيريد كه 
Fرا برابر  كنيم، سپس اين معادل ) تعيينGبر جسم را در مركز جرم جسم (نقطة 


GMو  


مشــاهده  اين معــادل را در شــكل بدهيم. قرار  Gدر نقطه  

را در مركز جــرم جســم بــا ديــاگرام ســينتيكي جســم معــادل قــرار دهــيم، نيرو آيد كه اگر اين سيستم ـ كوپل به دست مياي به نام نيرو كنيد. مجموعهمي
  به دست آوريم. جسم را حركت نيرويي و لنگري  توانيم معادلاتمي
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F3 F4 
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Gma

   (الف)  دياگرام آزاد جسم (ب)  مجموعه نيروـ كوپل معادل در مركز جرم (ج)  دياگرام سينتيكي جسم
GMدر شكل (ب) توجه كنيد كه 


  .شودوارد ميبر جسم حول مركز جرم  است كهخارجي  گشتاور نيروهاي 

كه گشــتاوري بــه  ردالعمل مساوي و مخالف آن وجود دازيرا براي هر نيروي داخلي يك عكس استدانيم گشتاور نيروهاي داخلي جسم صفر طور كه ميهمان
  ل جمع گشتاور نيروهاي دروني حول هر نقطه همواره برابر صفر است. حاصبا توجه به اين توضيحات ، بنابراين كندميهمان اندازه و در جهت مخالف ايجاد 

Fالعمل ديناميكي جسم به نيروي برآيند ، پاسخ يا عكسدهد كه منظور از آندياگرام سينتيكي را نشان ميشكل (ج) 


 و گشتاور برآيندGM


  بــه آن  است كــه
GIو گشتاور لختي  Gmaختي نيروي ل  شود.درباره آن توضيح داده ميكه در ادامه  گوييممي  
F1كه تحت نيروهاي خارجي  گيريمميدر نظر  زيرمطابق شكل  را جسمي


F2و  


در مركــز  Gaشــتاب انتقــالي  شوند كهمي . اين نيروها باعثقرار داردو ...  

گيــريم كــه محــور اي در نظــر ميرا به گونــه xyمحورهاي مختصات  .ايجاد شوند صفحه گذرنده از مركز جرم ، حول محور عمود براي جرم و شتاب زاويه
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xيك ذره دلخواه از جسم مانند  توجه كنيد كه امام جسم باشد. رركز جها در راستاي شتاب مim  دو مؤلفه شــتاب نســبي نســبت دارد شتاب انتقالي اينكهعلاوه بر ،
iهاي شتاب نسبي شامل شتاب مماسي . اين مؤلفهنيز داردبه مركز جرم    و شتاب جانب مركزi 

  بينيد.ميها را در شكل اين مؤلفه. باشندمي 2

 i 

yim

2
i 


i




Ga


Ga

x





G



2F


3F


1F

G


4F

y

x
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Ga ،iهاي شــتاب باعــث ايجــاد مؤلفــه imيند تمامي نيروهاي وارد بر جــرم توانيم نتيجه بگيريم كه برآبا توجه به اين اطلاعات مياكنون    وi 
و  2

iنيروهاي اينرسي  Gm a ،i im    وi im  2 هاي نيرو حول مركز جرم براي جرم مع گشتاور اين مؤلفهجشود. ميim  :برابر است با  

G i i G i i i i i i(M ) m a ( cos ) m m         2   
iمؤلفه نيروي كنيد طور كه در شكل هم مشاهده ميهمان im  2 كندميگشتاوري حول آن ايجاد نپس كند، از مركز جرم عبور مي  .  

G i i G i i i(M ) m a cos m     2  
  قرار دارد، به دست آوريم.  Gتوانيم گشتاور نيروهاي اينرسي تمام ذراتي را كه حول مركز جرم يا انتگرال بگيريم، مي حال اگر از اين رابطه 

G G i i G i i i i G i i iM (M ) m a cos m m a y m             2 2  

   خارج نمود.توان آنها را از داخل عبارتمي ينبنابرا در رابطه فوق ثابت هستند و  Gaمقادير دقت كنيد كه اما 

G G i i i iM a m y m      2  

iشود عبارت جمله اول رابطه فوق برابر صفر ميپس مركز جرم جسم است،  Gنقطه  دانيمطور كه ميهمان i( m y my )  به صــورت  را ، در نتيجه رابطه
  كنيم:يساده م زير

  G Gdm I I      Gيا   2 i i GM m I      2  

iبه عبارت  im  dmيا  2 تــي يــا لختــي دورانــي يــا گشــتاور لخ G ،GIدر رابطه فوق، گشتاور جرمي جسم حول محور عمود بر صفحه گذرنده از  2
از آن دارد،  شــتاب دورانــي كه در تحليل نيروها، براي هــر جســمي كــه حــول محــوري مفــروض است لختي دوراني خاصيت مهمي از جسم گوييم.ميجسم 

بــر ادل ميزان مقاومت جسم در برابر شتاب انتقالي است، گشــتاور لختــي نيــز ميــزان مقاومــت جســم در براع، جرم جسم مmطور كه . همانكنيماستفاده مي
  باشد. مي Gگذرنده از  zميزان مقاومت جسم در برابر تغيير سرعت چرخشي حول محور  GIتوانيم بگوييم كهمي اي است. به عبارت ديگرشتاب زاويه

G i iI m dm    2 2  
  باشد. از مركز جرم مي imدر رابطه فوق فاصله جرم  iتوجه كنيد كه

  نويسيم:مي به صورت زيررا اي براي يك جسم بنابراين به طور خلاصه، معادلات حركت صفحه

GF  )الف 1( ma G 
    

G  ب) 1( G GM H I  
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GIدر رابطه فوق حاصل   برابر  ميتوانرا ميGH بگيريم درنظر .GH  آهنگ زماني تغييرات انــدازه
اي جســم صــلب حــول مركــز باشد. اما اندازه حركت زاويهاي جسم حول مركز جرمش ميحركت زاويه

  آوريم:زير به دست ميتوسط رابطه را  GHجرمش 
G i i i i i i(H ) m v( cos ) m ( )        

G G i i i i iH (H ) v m cos m          2  

G i i G GH v m y I v I         

)2(  G GH I   
  

بايــد ، در اين صــورت ويسيمنمي Pحول يك نقطه دلخواه مانند را كه لنگر كلي بدين صورت . توانيم بنويسيميبه شكل ديگري نيز مرا  )ب 1معادله حركت (
  آيد.ي حركت به اين صورت درميپس معادلهباشد. مي Pحول نقطه  Gma . اين جمله گشتاور نيروي اينرسيرا اضافه كنيم ياي ديگرجمله

)3  (               P G GM H ma  
     

رابطه فوق توجه داشته باشيد كه در  
 نقطة برداري از P  به مركز جرمG و  بودهGa  باشد. ميشتاب مركز جرم  
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F2

F1 

F3 

P
d

G



Gma

GI 

  
  

  بنويسيم: زيررابطه اسكالر  صورت ) را به3رابطه ( يمتوانمياي جسم صلب در حركت صفحه

)4  (                         P G G GM I ma d I mad       

در هنگــام اســتفاده از باشد.مقدار شتاب مركز جرم مينيز  aواست  Pو نقطه مركز جرم صله عمودي بين راستاي شتاب فا d مدنظر داشته باشيد كهرابطه اين در 
  داشت. اي هشتاب زاويجهت گشتاور و ساعتگرد يا پادساعتگرد بودن  به) بايد دقت كافي 4رابطه (

  بگيريم.به شكل زير در نظر ثابت است،  با سرعتيا  ساكناي كه نقطه Oمانند  ل يك نقطهوحرا  )3ي(توانيم معادلهيك حالت خاص مي درحالت خاص: 

         O G G O G GM H ma M I ma d       
   ) 3: رابطه(  

بنــابراين مقــدار شــتاب مركــز  ،ندكيبر روي يك مسير دايروي حركت م Gمركز جرم جسم حول نقطه از طرفي چون 
Gaاي برابر حسب شتاب زاويه جرم بر d  نويسيم:ميبه صورت زير را باشد. در نتيجه رابطه فوق مي  

O G(I I md )  2
O G GM I dm(d ) (I md )       2

O OM I       

بــه صــورت ايم. اين رابطه را مجــدداً كردهال محورها در محاسبه گشتاور لختي استفاده در رابطه فوق از قضيه انتق
  نويسيم:ميبرداري 

)5  (                                  O OO
M H I  
    

 لازم به ذكــر اســت كــهباشد. مي Oمحور دوران گذرنده از نقطه  لختي چرخشي جسم حول OIكه در آن است) 3) همان رابطه ساده شده معادله (5رابطة (
  كنيد.كتاب مراجعه پيوست  جدول موجود در به يدتوانمي (ممان لختي جرم) اجسام مختلفچرخشي   براي محاسبه لختي
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  گشتاور لختي جرم حول يك محور: 
Oكه حول محور  گيريمميمانند شكل زير در نظر  mجسمي را به جرم  O اي با سرعت زاويه  و شــتاب

بــر محــور دوران كنند كه ايــن صــفحات حركت ميچرخد. تمام ذرات جسم در صفحات موازي مي اي زاويه
O O  هستند. جزء كوچكي به جرم عمودdm، بــر روي مســير دارد كه اين مؤلفه  ايي شتاب مماسيمؤلفه

rيند نيروي مماسي وارد بر جزء برابــر آبا توجه به قانون دوم نيوتن مقدار بر .است rدايروي به اندازه  dm 

Oگشتاور اين نيــرو حــول محــور توجه كنيد كه است.  O  برابــرr(r dm) r dm  2  اســت و مجمــوع

rبرابر  mدهنده جرم گشتاورهاي اين نيروها براي تمام ذرات تشكيل dm   باشد. مي 2

O O O O O OM r dm M ( r dm) I
         2 2  

Gبطه ، توسط راGkتحت عنوان شعاع چرخش را كميتي در ادامه 
G

I
k

m
  ياG GI k m نحــوه توزيــع جــرم  كنيم كــه ايــن كميــتمي تعريف 2

)، (ماننــد يــك حلقــه نــازك تــو خــالي كنــيماز محور متمركــز  Gkدر فاصلة  را mتمام جرم جسم بتوانيم . اگر دهدرا نشان مي جسم حول محور مورد نظر

Gگشتاور لختي آن برابر  GI k m   .  شودمي 2
، كنــيماي تحت عنوان قضيه انتقال محورها اســتفاده مــيمعمولاً از قضيه ،در محاسبه گشتاور لختي جسم

به اين صورت كه اگر گشتاور لختي يك جسم حول محور گذرنده از مركز جرم مشخص باشد به ســادگي 
اگر گشتاور لختــي جســم حــول پس . كنيم لختي را حول هر محور موازي ديگر تعيينگشتاور  يمتوانمي

  برابر است با:  Pباشد، گشتاور لختي حول محور گذرنده از نقطه  GIمحور گذرنده از مركز جرم برابر 

P GI I md  2  
  كنيم. محاسبه توانيم به همين نحو ميا نيز ر Pشعاع چرخش جسم حول محور گذرنده از نقطه 

P Gk k d 2 2 2   P G P GI I md k m k m d m     2 2 2 2  
هــا را اين است كه آن براي تحليل مسأله تربراي تحليل مسائلي كه دو يا چند جسم صلب دارند و حركت آنها به صورت سينماتيكي وابسته به هم است، روش مناسب

  توانيد به اين صورت بنويسيد:ميرا  )4الف) و ( 1در چنين حالتي روابط (د. يكن ارزيابي موعه به هم پيوستهبه صورت يك مج

GF                                               الف)  6( ma    

P                                  ب)  6( G GM I ma d      

كــه ايــن نقطــه  در نظر گرفتــهرا  Aاي به نام در اين شكل نقطهدر شكل زير رسم شده است. ام سينتيكي و آزاد دو عضو صلب متصل به هم براي مثال دياگر
در اين حالت كــافي اســت نيروهــاي خــارجي وارد بــر دو جســم را در  باشد.بوده و محل تماس دو جسم به هم مييك اتصال سينماتيكي مانند مفصل يا لولا 

    )شوند.) ظاهر نمي6در روابط ( Aنيروهاي داخلي موجود در مفصل توجه كنيد كه ( .يمكار بر) به 6ط (رواب
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  دياگرام سينتيكي مجموعه

براي تمام خطوط شعاعي درون جسم ثابت است 
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  :م به اين صورت بازنويسي كنيميتوانرا مي) 6بنابراين سمت راست تساوي روابط (

                           الف)  7(
x G x G x

G G
y G y G y

F m a m a
F m a m a

F m a m a

     
 


 

1 2
1 2

1 2

1 2
1 2

1 2

    

P                              ب)  7( G G G GM (I I ) (m a d m a d )      1 2 1 21 2 1 1 2 2  

 تــوانيمتصل به هــم داراي ســه مجهــول باشــند بــه راحتــي ميدر نتيجه در صورتي كه مجموعه اجسام صلب م ،بوده موجود) 7روابط (در  مستقل سه معادله
تــوانيم اجســام را از يكــديگر مي، در اين صورت له داشته باشيمأاز سه مجهول در مس. اما در صورتي كه بيش يمدست آوره و مجهولات را ب كنيمله را حل أمس

  بنويسيم.براي هر جسم صلب  ) را به طور مجزا7(و روابط  جدا نموده

 ئل ســه معادلــه چون در اين مسا ،اي اجسام صلب نبايد بيش از پنج مجهول اسكالر داشته باشدقابل حل صفحه لهأيك مس لازم به ذكر است كه :1تذكر
xxاسكالر حركت GF ma  وyy GF ma وG GM I نيــز و همچنين  از معادله شتاب نسبي بين دو نقطه از جسم صلب  ردوجود دا

  توانيم دو رابطه بنويسيم.مي

  اي جسم صلبانواع حركت صفحه
كه شامل حركت انتقالي، حركت دوراني حول يك محور ثابت و حركت كلي كه تركيبي از انتقــال و دوران اســت،  اي داردهسه حالت حركت صفحجسم صلب 

  شود. داده مي جداگانه مورد بررسي قرار ها، هر يكباشد. به دليل اهميت بالاي مباحث مربوط به اين نوع حركتمي
  ـ حركت انتقاليالف

طور كــه همان. مانداش باقي ميبه موازات موقعيت اوليهدر تمامي لحظات  قرار دارد بر جسم صلب ي كههر خط كرديماً اشاره طور كه قبلدر اين حركت همان
  وجود دارد.  الخطالخط و انتقالي منحنيستقيمحركت انتقالي به دو صورت انتقالي مايم هاي زير هم نشان دادهدر شكل

  كنيم:ميساده  زيرت به صوررا معادلات حركت در اين حالت 
  

GF  الف) 8( ma
 
  

G  ب) 8( GM I     
  الف) را بنويسيد: 9شويد، رابطه (يا دستگاه مختصات قائم ـ مماسي با آن مواجه مي دستگاه مختصات دكارتي اي كه درتوانيد با توجه به نوع مسألهمي

  ايم.نشان دادهرا نحوه ترسيم دياگرام  زير هايشكل در  .حالت مساوي صفر است) اين دراي و شتاب زاويهي ا(سرعت زاويهدقت كنيد كه 
  

  الف) 9(

     
x Gx x

y Gy y
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F ma ma
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دياگرام سينتيكي جسم
حركت انتقالي مستقيم  الخط



   دياگرام آزاد جسم
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 دياگرام سينتيكي جسم

حركت انتقالي منحني الخط
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2F

G

 دياگرام آزاد جسم

G

  
 اي به جرمالزاويهميله قائم  :1مثال kg3 ع مســاوي آزادانــه در نقطــه با اضلاC  بــه

ميلــه مانع چــرخش  اندكه روي صفحه ثابت B و A دو ميخصفحه عمودي لولا شده است. 
 Bيــا  Aهــاي بــه ازاي آن هــيچ يــك از ميخكه  شتاب صفحه،  aاست مطلوب شوند. مي

  .  كنندنمينيرويي بر ميله وارد 

 :ميلــه را پــس  .دســت آوريــمه الزاويه را بم ميله قائمجرابتدا بايد موقعيت مركز  پاسخ
  كنيم:از رابطه زير استفاده ميبراي محاسبه مركز آن  و گرفته مانند يك منحني در نظر

  
x L x Lx mm

L L
y L y L

y mm
L L

       
      
  

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2
1 2

2 1 52 2
2 1 52 2

     
   
     
   

  

           الخط است. ع انتقالي مستقيمحركت ميله از نو كنيم، چون ) استفاده9از روابط ( يمتوانبا تعيين مركز جرم ميله اكنون مي
x x x

y y y y

F ma C ma a ( )

F ma C W C mg g ( )

    


      




3 1
3 2

  

در نتيجــه  بــوده ميله داراي حركــت انتقــالي مسأله اينصفر است. در  آن برابر اي، شتاب زاويهدحركت انتقالي داشته باشجسم اگر  طور كه قبلاً اشاره شده استهمان
  صفر است. برابر اي آنشتاب زاويه

  ( ) , ( )
G G x yM I C C a g a g                1 25 15 3 5 3 15 3        

 

 صندوق همگن به جرم   :2مثالM هاي بر روي چرخA و B ي حداكثر نيرو .قرار داردP  چــه
h قســمت جلــويي آن زمــاني كــهحول  صندوقكه  تواند باشد به طوريمياندازه  bباشــد،مي 

  ؟واژگون نشود
 :گاه در صندوق با تكيهتماس  ،شوداي كه صندوق واژگون ميلحظه پاسخB در  ،شــودقطع مي

BNنتيجه  حــول يــك  است كه توانيم استفاده كنيم اينروشي كه ميترين مناسب است. اكنون
  بنويسيم: يمتوان) مي4طبق رابطه (پس ، شتاور بگيريمگ Eنقطه مانند 
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)اي نداردشود، پس شتاب زاويهچون جسم واژگون نمي )  .  از طرفي امتداد شتاب انتقالي از نقطهE گذرد، در نتيجــهميd   .بنــابراين رابطــه  اســت

cWc                                            كنيم:ساده مي روروبهبه صورت را فوق  Pb P mg
b

    
 

 تير يكنواخت  :3مثال AB به جرم kg1  ســه  افقي به وسيلهدر وضعيت
را  BDپاره شود كشش سيم   BCاگر سيم  شده است. آويزان  مطابق شكلسيم 

  پس از پاره شدن حساب كنيد. بلافاصله
  

 :اي كه طناب لحظهروش اول:  پاسخBC ي ميله ،شودپاره ميAB الخط دارد، از طرفــي ســرعت نقــاطبر روي مسير دايروي حركت انتقــالي منحنــي          
A  وB هاي بر طنابAC  وBD اين دو ســرعت همــديگر را عمود بر امتداد  باشند. به همين دليلميموازي  هبردار سرعت اين دو نقطدر نتيجه  ست.عمود ا

امــا نقطــه  .شودگفته مياست. به چنين حركتي، حركت انتقالي واقع نهايت در بي ABميله صلب  يا به عبارت ديگر مركز آني دوران نموده قطع نهايت در بي
G تر له را ســادهاينكــه مســأ اما شتاب وجود دارد. براي توجه كنيد كه در آغاز حركت سرعت صفر است .كندحركت ميبر روي مسير دايروي  مركز جرم ميله

گيــريم، چــون را مي CAو نيــروي طنــاب taمحل تلاقي امتــداد شــتابيعني  Eگشتاور حول نقطه  كنيم ومياستفاده  مماسي از مختصات قائم ـ حل كنيم
  حول اين نقطه گشتاور داشته باشند، در اين صورت خواهيم داشت: BDطناب نيروي نيروي وزن و  خواهيم فقطمي

 

TAC 
45 
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TBD

45

n

t

2
nma mr   

n

tma

t  
E G n BD GM I ma d T EF Wsin EG I m d             45    ) 4: رابطه(  

بنابراين  ،است حركت ميله از نوع انتقالي (در اين مسأله   اي اوليه ميله نيز برابر صفر است). و سرعت زاويه  

BD BD

W EG
T T / N

EF

  
    

2 29812 2 346 72  

  توان ميله را به صورت جرم متمركز در نظر گرفت. از آنجا كه حركت ميله انتقالي است، ميروش دوم: 

n nF ma ( )  
     

nباشد. يا سرعت خطي اوليه برابر صفر مي اي اوليه (سرعت زاويه
va R
R

   
22  (  

                    WsinT Wsin T ( ) N      
45 22 45 981 3472 2  

 

 جرم تريلر حامل باري به   :4مثال kg9 و مركز جرمG  در نقطــهA عقــب  بــه قلــاب

kmسرعت  آغاز بهمتري نقطه 3ت. اگر تريلر و اتومبيل درمتصل اساتومبيلي 

h
برسند و  6

   را حساب كنيد. A  قلاب وسيله ه عمودي نيروي تحمل شده بهثابت باشد، مولف حركت شتاب
  

45

2.5 m

4 mA B

45

D

2.5 m

C

G

1.2 m

0.5 m
0.9 m

A

n

2T

W



n

nma

t

tma



  

 

اي اجسام صلبسينتيك صفحهم:  پنج فصل 232  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 :و در راستاي محور  بوده ، شتاب آن ثابتشتهالخط داجسم حركت انتقالي مستقيمبا توجه به شكل مسأله   پاسخx با توجه به مقــدار مســافت باشد. مي
 توانيم محاسبه كنيم. پيموده شده، مقدار شتاب جسم را مي

  
( )v m/v v ax a /

x s
     



222 2
2

6
3 62 4 632 2 3




   

x x xF ma A / N     9 4 63 4167   

G) باشداي تريلر برابر صفر ميشتاب زاويه (چون حركت انتقالي است GM I      

x
x y y

AA ( / / ) A / A N        
41679 5 1 2 13893 3    

 

 قطعــه   :5مثالA  و ميلــه متصــل بــه آنkg6ثير نيــروي أجــرم دارنــد و تحــت تــ  
 N8  به حركــت در هــادي شــيبدارمقيد 6 .جــرم وافقــي يكنواخــت ميلــه  هســتند 

 سطح هــادي اصطكاك همچنين به قطعه جوش داده شده است .  Bاست و در نقطه kg2آن
   ؟شود چقدر استوارد ميبر ميله  Bدر وسيله جوش كه به  Mلنگر خمشي  ناچيز است. 

  

  
  

 :بــراي آن  را و قــانون دوم نيــوتن كنيمميرو انتخاب هبه شكل روب را محورهاي مختصات پاسخ
  نويسيم.مي

   x xF maدياگرام آزاد(I)   

A B A B x(m m )gsin (m m )a    8 6    

x x
ma a /
s

           2
38 6 1 6 4 672  

  
  G GM I    دياگرام آزاد(II)  

  
  اي برابر صفر است)شتاب زاويه استلي (چون حركت انتقا

B y B yM B / M / B ( )     7 7 1    

y B y y yF m a B / sin B N ( )        2 1 2 4 67 6 281 2     

B( ) , ( ) M / / N.m   1 2 7 281 196 6  
 

 ميله  :6مثالBDبه جرمkg25 به دو رابط سبكAB و CD  و در صــفحه متصــل اســت
 رابط پــاييني گشــتاور ســاعتگرد بهعمودي در حركت است.  M N.m وارد  Aدر نقطــه  2

radايسرعت زاويــهافقي  عبور از وضعيتحين  دو رابطاگر هر يك از شود. مي

s
  داشــته  5

بــر ميلــه  Dپاييني در نقطــه   رابطهدر  و  D در نقطهرابط بالايي را كه در اين لحظه باشد، نيرويي 
  ها در اين وضعيت چه اندازه است؟اي رابطشتاب زاويهحساب كنيد. كند وارد مي

G

W

N
yA

xA

x20a

60
B

G

60

B

800N

1.4 m

A

 (I)دياگرام آزاد 

x
800 N

y

B
G

60
Wsin60

N

Wcos60

A

G

yB

BM

xB

y

x

Bm g



C

A

M

600mm

D

G

B

300mm

500mm



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  233  ديناميك

 :كنيم. قبــل از اينكــه را رسم مينشان داده شده در شكل فوق  ءآزاد سه جزدياگرام ابتدا  پاسخ
وزن است و گشــتاوري بــر آن اعمــال بي DCبه حل مسأله بپردازيد اين نكته را بايد بگوييم كه عضو 

دقــت كنــد. مي شود، پس اين عضو، يك عضو دو نيرويي است و نيرو را به صورت محوري تحملنمي
از اين رو ممان لختي جرمي آن مســاوي صــفر  بسيار كم است، ABداشته باشيد كه جرم ميله رابط 

  گيريم. ور ميگشتا A. در ابتدا براي اين ميله حول نقطه شوددر نظر گرفته مي
  .ديرا مساوي صفر در نظر بگير AIدر صورتي كه  ، البتهاستفاده كنيد) 6توانيد از رابطه (مييك نقطه ثابت است پس  Aچون نقطه 

  AB A(m I )     
  A A y yM I B / B N         6 2 333    دياگرام آزاد جسم صلب AB    

بــر روي مســير دايــروي حركــت  Gنقطــه مركز ثقــل اي آن مساوي صفر است اما ، در نتيجه شتاب زاويهارددالخط انتقالي منحنيركت ح BDميله از طرفي 
  براي اين ميله خواهيم داشت: Bكند. با گشتاورگيري حول نقطه مي

)1             (B G n x nM I mad ma d D / a /         8 25 5 دياگرام آزاد جسم صلب BD 

vبا استفاده از يمتوانرا ميnaاما شتاب
R

2
  :يمدست آوره ب 

              n
v (R ) ma R /
R R s


      

2 2 2 2
26 5 15  

     x xD / / D / N      8 25 15 5 234 4   )1(  

 n n x xF ma D B R /         2 225 25 6 5  

x x x xD B N B B N        375 234 375 141  

t t y t t t
mF ma B W ma / a a /
s

           2333 25 9 81 25 3 51  

  :مبنويسي صورت اين به هااي رابطاب زاويهبرحسب شت را BDشتاب مماسي ميله  توانيممي حال

  t
t

a / rada r /
r / s

      2
3 51 5 856  

 

 جرمبه اي جعبه  :7 مثال Kg9  مطابق شكل توسط سه طنابA  وB  وC  نگه داشته شده
است. اگر در      در آن لحظه چه اندازه است؟ Aپاره شود، مقدار كشش طناب  Cناگهان طناب  6

 :در لحظه رهايي طناب را در ابتدا دياگرام آزاد جعبه  پاسخC كنيم. رسم مي  
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شــود. ميعبــه برابــر صــفر جب مركــز بنابراين شتاب جان ،است اي جعبه صفردر لحظه اوليه سرعت زاويه
بنــاميم، بــا نوشــتن  Pرا نقطــه  tmaو نيروي اينرســي  BTاگر محل تلاقي امتداد نيروي مجهول حال 

    آوريم. را به دست مي ATمعادله گشتاور حول اين نقطه، مجهول 
P G n tM I ma d ma d    1 2  
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مقــدار  پس با توجه به اين مــوارد ،نيز صفر است اي اوليهسرعت زاويه وجسم داراي حركت انتقالي است  است و از طرفياي جسم برابر صفر در رابطه فوق شتاب زاويه
  باشد. برابر صفر مي d2بنابراين  گذردمي Pاز نقطة بينيد طور كه در شكل هم ميهمان tma. اما امتداد نيروي اينرسيباشدميصفر نيز  شتاب جانب مركز

P AM T d mgd ( )      3 1   

d / cos / m 9 3 779    x / / tg / m ;         45 45 3 19  

d (PG)cos (x cos )cos / / m    3
33 3 3 19 14254       

A A( ) T / / / T N      1 779 9 9 81 1425 1615     
 

  چرخش حول محور ثابتب ـ 
معادلــات كنــد. دوران مي Oكه حول نقطة ثابت بگيريد مطابق شكل در نظر  را جسم صلبي

  توان به صورت زير نوشت:نشان داده شده را ميكلي حركت براي جسم صلب 

)12 (  
n n

t t

F ma

F ma

 





GF ma

 
   

G GM I    

  بنويسيم: نقطه ثابتحول را معادله لنگر است جسم حول محور ثابت بهتر براي چرخش 

O G t n O G GM I ma r ma M I m(r ) r (I mr )                2  
)13(  O O O GM I ; I I mr    2  

    باشد.مي Oجرم تا نقطه ثابت فاصله مركز برابر rمقداربينيد طور كه در شكل هم ميهمان
آن و  گــوييممركــز تصــادم ميبه اين نقطه  .كه گشتاور همه نيروها حول آن نقطه مساوي صفر باشد بنويسيم ايحول نقطهتوانيم ميمعادله لنگر را همچنين 

QM    .دهيممينمايش  Qبا نقطه را     
  آيد. دست ميه زير بابطه كه از ردهيم نشان مي qرا با تا نقطه ثابت تصادم فاصله نقطه 

Ok  الف) 14(
q

r


2
  

  ب) 14(
O OI k m 2  

  گوييم.ميشعاع چرخش Okبه
  زير بنويسيم:) را به صورت 5رابطه (توانيم ميكه فاصله نقطه تصادم را تا نقطه ثابت داشته باشيم، در صورتي

)15(          O O OM I k m mr q      2  

 بــوده و گشــتاور اين نقطه منحصــر بــه فــرد كند. از نقطه تصادم عبور مي شوندوارد مي بر جسم ي كههمه نيروهايبرآيند  لازم به ذكر است كه :2تذكر
  همه نيروها حول آن صفر است. 

 داراي شــعاع  هر يك از دو قرقره نشان داده شده و توپيهاي متصل به آنهــا :8مثال
mm25جرم ، kg1 و شعاع چرخشmm375  حول مركــز خــود هســتند. شــتاب
  اي هر يك از دو قرقره را حساب كنيد.  زاويه
 :اگر حول محور ثابت  پاسخO را نيــز بــه كــار ببــريم،15ي (گشتاور بگيريم و رابطــه ( 

O               خواهيم داشت: O OM I Tr k m ( )     2 1  
T / / / T ( )     225 375 1 18 2       
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    نويسيم:مي كيلوگرمي در راستاي قائم 2براي جرم را اكنون قانون دوم نيوتن 

( / ) T mr ( / ) mr T      2 9 81 2 9 81   :)) الفحالت((  

/ / T T / ( )         2 9 81 2 25 196 2 5 2    

a
( ) rad/ ( / ) /
( ) s

        2
1 18 196 2 5 3 22  

  

  را به صورت زير بنويسيم: Oي گشتاور نيروي خارجي حول محور مركز قرقره توانيممي در حالت (ب)

b
( ) radT / / / / /

s
       2

12 9 81 196 2 18 196 2 3 53  : )ب( تحال((  

  خ (ب) بيشتر است. اي چركه شتاب زاويه بگيريم نتيجه يمتوانبا توجه به نتايج به دست آمده مي
 

 و يكنواخت به جرم ميله باريك :9مثالkg2 در نقطــه مطــابق شــكلO  و آزادانــهلولــا شــده 
 Rنيــروي اوليــه  ، افقي رها شودتعادل در وضعيت  كند. اگر ميله از حالصفحه قائم نوسان در  تواندمي
  حساب كنيد. را در لحظه پس از رها شدن كندميله وارد مي بهياتاقان  كه
 براي حل مسأله از دستگاه مختصات قائم ـ مماسي استفاده نمــوده و معادلــه گشــتاور حــول  خ:پاس

  شود. نوشته مي Oنقطه ثابت 

 O O O O O
LM I mg I / / I I           2 9 81 8 1572    

  را به دست آوريم: Oحول نقطه  توانيم گشتاور لختي ميلهبا استفاده از قضيه انتقال محورها مي

     
G

rad/L mL sI m( ) /mL 
     

  
2 22 22

157 157 157 9 211 2 1 62 312 4

  

  شود. حركت مركز جرم ميله بر روي مسير دايروي بوده بنابراين از دستگاه قائم ـ مماسي براي حل مسأله استفاده مي

t t t tF ma / O / / O N         2 9 81 2 8 9 2 49    

otاي صفر استسرعت زاويه حركت، (در لحظه شروع          (n n nF ma O mr     2      

O n tR F O O N   2 2 49  
 

 اي اوليه از حالت تعادل افقي داراي شتاب زاويه ميله رها شدناگر در مثال قبل هنگام  :10مثالrad

s26  باشد لنگر اصطكاكfM  كه در نقطهO  بــر

  شود حساب كنيد.وارد مي Oدر نقطه توسط ياتاقان را كه  Rنيروي همچنين  .حساب كنيد را شودميميله وارد 
 :مماسي استفاده نموده و معادله گشتاور حول نقطه ثابت  ـ براي حل اين مسأله از دستگاه مختصات قائم  پاسخO شود. گرفته مي    

O O f
mL L mLM I / / M m( )        

2 222 9 81 8 12 2 3   

        f
/M / N.m

    
22 1 6157 6 54 53

  

t t t t tF ma mg R mr / R / R / N           196 2 2 8 6 1 2     
  توان نوشت: در نتيجه مي اي اوليه ميله برابر صفر است،، سرعت زاويهشودوقتي ميله رها مي

n n n n tF ma R mr R R R / N         2 2 2 1 2    

1.6m

O

nO

tO

n

t

W 20 9.81 

n

t

196.2tR

fM

nR

ta r 

T

20 kg

20 9.81T

O
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 نشان داده شده به جرم حلقه نازك  :11 مثالm  آزادانه حول نقطهO از حــال اگر حلقــه چرخد. ميفحه قائم در ص
سكون در  بر حسب موجود در ياتاقان. نيروي رها شود  است؟چه اندازه  

 :در ابتدا حول نقطه  پاسخO  ايــن  گشتاور لختي حلقه حــولدر نتيجه  .كنيم، گشتاورگيري مياستكه يك نقطه ثابت
     شود. از قضيه انتقال به صورت زير استفاده مي Oه بايد محاسبه شود. براي محاسبه گشتاور لختي حول نقطه ثابت نقط

O G G OGI I mr I mr mr mr mr      2 2 2 2 22  

                            O O
gM I mgr cos ( mr ) cos ( )
r

         22 12  

g g gd d d cos d sin sin ( )
r r r

 
                2 22 2 

  

بهتر است از دستگاه مختصات قــائم ـ مماســي بــراي بيــان معادلــات  كند،حركت مي Oك مسير دايروي به مركز حلقه بر روي يجرم مركز با توجه به اينكه 

t  .مكنيحركت استفاده  t t
( ) g mgF ma mgcos O mr mr( cos ) cos

r
        1

2 2  

t t
W WO W cos cos O cos     2 2  

n n n
( ) gF ma O Wsin mr mr( sin ) mgsin

r
         2 2  

n nO Wsin Wsin Wsin O Wsin       2 2 

O n t
cosF O O W sin

    
22 2 244  

 

 جرم هر يك از دو ميله باريك يكنواخت :12 مثالOAوkg ،BC8 ها به شكل است. ميلهT  در
ســرعت  چرخند. اگــر مي Oرنده از افقي گذول محور حاند و آزادانه ا هم جوش داده شدهب Aنقطه 

rad شده افقي نشان دادهاز وضعيت  OAها حين عبور اي ميلهزاويه

s
كــه بــه   Rكــل باشد، نيروي  4

  حساب كنيد. را شود وارد مي Oياتاقان 
 :حول نقطه ثابت را در ابتدا ممان لختي جرمي دو ميله  پاسخO كنيم.بدست آورده سپس آنها را با هم جمع مي    

  O GI I mr  2  

O OA O BC
mL mL mL mL(I ) , (I ) mL mL     

2 2 2 2 2 213
12 4 3 12 12  

O O OA O BC
mLI (I ) (I ) mL mL    

2 2 213 17
3 12 12  

  زير تعيين كنيم: ها را از طريق رابطهتوانيم موقعيت مركز جرم ميلهحال مي

  G

Lm mLm x m x
x L r

m m m

 
   


1 1 2 2

1 2

32
2 4  

O O

mgLL gM I mg r mg mL
LmL

         2
2

3
3 17 1822 2 174 12 17

12

  

C

0.25m

A

0.25m

B

0.5m
O

r G

tO

nO
n

t

W 2mg

O


r

t

n

G

tO
nO

n



t

r
G

W mg
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  كنيم.مياز دستگاه مختصات قائم ـ مماسي استفاده له أمس راين براي حلها حول يك نقطه ثابت بوده بنابحركت ميله

n n n n nF ma O mr O m L O / N              2 23 32 2 4 16 5 16 964 4   

t t t
gF ma O mg mr m L
L

         3 182 2 2 4 17  

t O t nO mg mg mg / / N F O O / N           2 227 7 72 8 9 81 32 3 1 1 317 17 17  

  
بــه دســت  Oحــول نقطــه  را جداگانــه BCو  OAهاي هتوانيم گشــتاور نيــروي وزن ميلــرا محاسبه كنيم، مي OMدقت داشته باشيد كه اگر بخواهيم 

O  آوريم، بنابراين ديگر لازم نيست مركز جرم را تعيين كنيد. 
LM mg mg L mgL     3
2 2  

 

 ميله   :13مثالmm75  به جرمkg9  در نقطهO تاور بر محوري عمودي ســوار شــده اســت. اگــر گشــ
M N.m كه در حين آغاز چرخش ميله به ياتاقان وارد  Rاز طريق محور به ميله اعمال شود، نيروي افقي  1

  شود را بدست آوريد. مي
 :در نقطه  بر ميله افقيرا كه  اگر نيروي افقي  پاسخO با شود وارد ميR  نمايش دهــيم، بــا نوشــتن معادلــه

  آيد. دست ميه مركز جرم، اين نيرو ب تعادل گشتاور حول

O O G
G

MM I M (I md )
I md

     


 2
2  

rad/
mL / smd /

 
  

   


  
2 2 22 2

1 1 21 16
9 75 9 7512 12

  

G G
/M I M R / / / R / R / N

           
29 7575 21 16 1 75 8 9268 14 312

      
 

 اي مطابق شكل با شــعاع چــرخش استوانه دو طبقه  :14مثالOk / m و  4
جرم  kg2  موجود است. اين استوانه از طريق طناب وزنهW  به جــرمkg1   را

Nفنري خطي با ثابــت با نگه داشته است و حركت آن 
k

mm
 شــود. محــدود مي 2

1از حالت ســكون وقتي اين استوانه بعد از رها شدن    ،شــتاب آن چقــدر بچرخــد
  است؟ فنر ابتدا كشيده نشده است. نيروهاي نگهدارنده در اين زمان چقدر است؟

  
  

 :نمودار آزاد استوانه دو طبقه و وزنه  در ابتدا  پاسخW هاي روبــرو را مطابق شكل
  نويسيم:ميمعادلات حركت را براي آن  نموده. سپسرسم 

O O O OM I TR FR I TR k(R )R (k m)         2
1 2 1 2 2  

         NT / ( )( / ) ( / ) ( )
m

              2 23 2 1 6 2 4 1
  

300 mm

O450 mm

M

O
G

M

R

W

2R

1R

y

K

x

2R

1

2

R 0.3 m

R 0.60 m

W 100 kg






O



y

T

W

F

yA

xA

T



200 g

O



  

 

اي اجسام صلبسينتيك صفحهم:  پنج فصل 238  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 يمتــوانحركت انتقــالي دارد مي W اينكه وزنهبا در نظر گرفتن  اكنون. استچرخش استوانه از موضعي متناظر با وضعيت كشيده نشده فنر  دقت كنيد كه 
  براي آن مطابق رابطه زير بنويسيم:معادله حركت را 

y yF ma T W My T / y T / y ( )            1 9 81 1 1 9 81 1 2           
  با توجه به سينماتيك داريم:

R y / y ( )        1 3 3  
( ),( ),( ) [ / ( / )]( / ) / ( / ) ( )          2 21 2 3 1 9 81 1 3 3 2 1 6 2 4 4               

1برابر  در حالتي كه مقدار   شود خواهيم داشت:مي  
( ) rad/ rad /

s


     4
21 1745 4 1118

 


  

( ),( ) T / N   2 3 981 123 3 858  
  بريم:دوم نيوتن را براي مركز جرم استوانه به كار مياكنون قانون 

y y yF g A A N        858 2 282      

x x x x xF A F A kR A [ ]( / ) A N
                  2 2 1 6 1 2 918        


  

 

 در يك استوانه دو طبقــه   :15مثالR / m1 Rو  3 / m2 و شــعاع 65
چرخش برابر  / m35  است. جرم اين استوانهkg1  هاي اســت. وزنــهA  وB  بــه
kg5به جــرم  Aو وزنه kg8به جرم  Bاند. اگر وزنه استوانه متصل   ،باشــدA  در

  كند؟)كند. (در چه جهتي حركت ميثانيه چقدر حركت مي 5عرض 
  
  
  
 :هاي دياگرام آزاد استوانه دو طبقه و جرم  پاسخA  وB نويسيم:و معادلات حركت را براي آن مي نموده را جداگانه رسم  

  
  
  
  
  
  

  

O O OM I T R T R mk      2
2 2 1   : استوانه1

T / T / ( / ) / T / T / ( )              2
2 1 2 165 3 1 35 65 3 12 25 1  

A AA A A

B B B B B

/ T a / T a ( ): m g T m a
: T m g m a T / a T / a ( )

   
  

       
         

2 22
1 1 1

5 9 81 5 49 5 5 2
8 9 81 8 784 8 8 (A)جرم     3

(B)جرم  

O

B

1R

2R

A

O

2T
1T

yO



mg

xO 

y

2T

Bm g

A

1T

Am g

B


y
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  آوريم:ه دست ميب اي استوانه به ترتيب برحسب شتاب زاويه را Bو  Aمقدار شتاب نقاط اكنون 

( ),( )A

B

a R / ( ) / T ( / )
a R / ( ) T / ( / )

       
         

2 32 2
1 1

65 4 49 5 5 65
3 5 784 8 8 3

   
  

  

( )/ T / T / /
/ ( / / ) / ( / ) /

T / T /
       

               

12 2
1 1

49 5 32 5 32 5 49 5 65 49 5 32 5 3 24 784 8 12 25784 8 24 24 784 8
 

    

A

B

ma /
T / Nrad s/ / /
T / N ms a /

s

           


22
2 1

2

1 3357423 74 575 83 385 2 55 834 1 6165
 


  

  محاسبه كنيم: توانيم توسط رابطه زيررا ميشود جا ميجابهثانيه  5در عرض  Aوزنه  مسافتي كهمقدار  بنابراين

A Ah a t / / m     2 21 1 1 3357 5 16 692 2  
 

 قرقره   :16مثالA چرخند جرمي برابــر و لوازم جانبي كه با آن مي  kg1  و
/شعاع چرخش  m25  دارند. مطابق شكل به كمك نيرويP  يك ترمز دستي ســاده

/شود. اگر ضريب اصطكاك جنبشي بين تسمه و قرقره مي اعمال 2  باشد نيــرويP 
rpm175سرعت را از  sec6چقدر باشد تا در عرض    بهrpm3  برساند؟  

  
  
 :بنــابراين  كنــد،اي كه به دور قرقــره پيچيــده شــده، نقــش ترمــز را بــراي آن ايفــا ميكه اين تسمه ه شد كهتوان متوجبا ملاحظه دقيق شكل مي پاسخ

دياگرام آزاد قرقره و اهرم ترمــز دســتي  بايدباشد. اكنون براي حل مسأله مي Aخلاف جهت حركت قرقره د شوبه آن وارد مي  Pكه از طرف نيروي  گشتاوري
  بنويسيم: Aو قرقره  OBت را براي جسم صلب و معادلات حرك نمودهرا رسم 

  
  
  
  
  

  
  

OP T I P T P / T ( )         2 2 21 6 1 6 6 1       O O OB: M I   معادله تعادل براي جسم صلبOB (بدون وزن)  

A A A: M I T / T / (mk )       2
1 23 3   جسم صلب قرقرهA   

/ (T T ) / T T / ( )        2
1 2 1 23 1 25 2 8 3 2       

 T2و ســمت شــل T1بين كشش سمت ســفت  بينيم كهپس مي بين تسمه و كابل اصطكاك وجود دارد استاشاره شده  صورت مسأله هم در طور كه همان

Tرابطه 
e

T
2

1
    د. نباشمي Aزاويه تماس كابل با چرخ  ضريب اصطكاك جنبشي بوده و  كه بوده  برقرار 

/T T e T T e T / T ( )     2
2 1 2 1 2 11 874 3  

  

300 mm


A

O

P

400 mm 600 mm

P

B

1T2T

yO

xO A



xA

yA

1T2T
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rpm3به  rpm175ثانيه از  6اي قرقره در عرض سرعت زاويهدانيم كه مي   خواهد بود با:اي قرقره برابر بنابراين مقدار شتاب زاويه ،رسدمي  

rpm radt / / /
t s s

  
                2

3 175 224 16 24 16 2 536 6



  

 
  

( ),( ) T T N   1 22 3 6 3 113   

( ) P / T / N    1
26 6 113 678    

 

 يك تير افقي به وزن  :17مثالW گاه از سمت چپ بر تكيهO  و از سمت راست به وسيله طنابي به نقطه ثابتي وصل است. با سوزاندن طنــاب ارتبــاط
  يك از حالات زير براي لحظه بعد از قطع طناب صادق است؟گردد. كدامسمت راست قطع مي

Wگاه سمت چپ برابر با ) نيروي تكيه1
  است. 2

Wگاه سمت چپ از) نيروي تكيه2
  بزرگتر است.2

Wگاه سمت چپ بين ) نيروي تكيه3
Wو 3

  باشد.مي2

Wگاه سمت چپ كوچكتر از ) نيروي تكيه4
  است. 3

 :شود، تير حول نقطه ثابت بعد از اين كه طناب پاره مي»  4«گزينه  پاسخO 
ـ مماســي دانيم كه بايد از دستگاه مختصات قائم كند، پس ميشروع به دوران مي

براي حل مسأله استفاده كنيم. (دقت داشــته باشــيد كــه در لحظــه قطــع طنــاب و 
شروع حركت   است چونt         (  

n n n nF ma O mr O       2   

   t t t t tF ma O W ma O mg mr ( )         1  

O O
L mL mL W gM I W ( ) ( )

mL L
       

2 2 3 3 22 12 4 2 2  

O n t
mg WF O O   2 2
4 t ؛  4

L g mg( ) , ( ) O mg m
L

    
31 2 2 2 4     

 

 اي به جرم استوانه :18مثالm  و به شعاعr  به وسيله طنابي كه به دور آن پيچيده شده آويزان گرديده اســت. اگــر اســتوانه رهــا شــود، كشــش در  

mr21جرم برابر  طناب برابر است با: (ممان اينرسي استوانه حول مركز        
  است.)2

1 (mg
3  2 (mg

2      

3 (mg3
      ) صفر4  5

 :بينيــد، طنــاب در ســمت چــپ اســتوانه قــرار دارد و چــون بــه طور كه در شكل ميهمان» 1«گزينه  پاسخ
رو مركز آني دوران خواهد بود. از ايــن Oصل بوده بنابراين سرعت آن صفر است و در نتيجه نقطه گاه ثابت متتكيه

  است. rمساوي  شتاب مركز جرم استوانه
y y yF ma W T ma T W mr ( )         1  

L 
O 

= nma

tma

O

w

O
nO

tO

r 

y W 

T 

O 
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توانيم انــرژي جنبشــي اســتوانه را بــه ايــن سرعت صفر است پس ميداراي  Oاز مركز آني دوران ارائه كرديم، نقطه  چهارم از طرفي طبق تعريفي كه در فصل

G  صورت بنويسيم: G OT I mv I    2 2 21 1 1
2 2 2  

  اماّ:

  O GI I mr mr mr mr    2 2 2 21 3
2 2  

O O
g g mgM I Wr ( mr ) ( ) ( ), ( ) T mg mr
r r

          23 2 22 1 22 3 3 3  
 

 به ميله همگن به جرم   :19مثالkg4  نيرويي افقي معادلP N آيد. در صورتي كه بخواهيم اين ميله فقط داراي حركت انتقــالي باشــد وارد مي 4

mشودچقدر بايد باشد؟(سطح افقي بدون اصطكاك فرض مي زاويه تمايل آن نسبت به سطح افقي 
(g )

s
 21  

1 (/  13 2  2 (/  23 2  
3 (/  33 2  4 (  45 

  

 :اي آن مساوي صفر است.اي و شتاب زاويهبينيم كه طبق گفته صورت مسأله، ميله فقط حركت انتقالي دارد، در نتيجه سرعت زاويهمي»  4«گزينه  پاسخ  

           G GM I P / sin N / cos             25 25  

y

N Ntg
P tg

F N W N W N


  

         
       

4 1 44
  

 

 لاي به طوميله :20مثال L  و به جرمm  روي سطح افقي قرار دارد. نيرويF  در  فاصــلهh  از مفصــل بــه ميلــه وارد شــده اســت. مقــدارh  چقــدر  
  از ورود نيرو)  باشد تا نيروي وارد بر مفصل برابر صفر شود (در لحظه بعد        

1 (L
3  2 (L2

3  

3 (L
2  4 (L

6  

 :شــود. زاد ظــاهر نميطور كه در صورت مسأله اشاره شده ميله در صفحه افقي قرار داشــته در نتيجــه نيــروي وزن در ديــاگرام آهمان» 2«گزينه  پاسخ
nتوانيم براي حل مسأله از مختصات (مي t (.استفاده كنيم  

G G t
L L mLM I F(h ) O ( )      

2
12 2 12  

tاز طرفي طبق فرض صورت مسأله نيروي وارد بر مفصل برابر صفر است در نتيجه nO O   باشد.مي  
LF(h )L mL( ) F(h )

mL


     

2
2

12 21 2 12  

t t

L LF(h ) (h )L mLF ma F m F h L L h L
LmL

 
              2

12 6 22 21 6 32 2 3  

 



 از طرفي
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 ميلــه نــازك و يكنواخــت  :21مثالAB داراي جــرمkg8 اســت و حــول پــينA كــهكنــد. اگــر هنگاميدر صــفحه قــائم نوســان مي  3 

است، rad

s
      كند، مساوي كدام گزينه است؟در لحظه مورد نظر تحمل مي Aباشد، نيرويي كه پين 2

1(N112  
2(N74  
3(N28  
4(/ N56 3  

 :با توجه به شكل مسأله نقطة   »4«گزينه  پاسخA توانيم معادله گشتاور را حول آن به صورت زير بنويسيم:اي ثابت بوده پس مينقطه  
   

A A G
L mL mLM I mg cos (I md ) ( ) mL         

2 22 2132 12 4 3  

Lmg cos g / radcos /
L / smL


       22

3 3 3 9 81 32 3 14 161 2 2 9 2
3





  

  كنيم:گاه قائم ـ مماسي استفاده ميي ثابت بوده بنابراين براي حل مسأله از دستچون حركت ميله دوران حول نقطه

t t t t tF ma mg cos A mr / cos A / / A / N             3 8 9 81 3 8 45 14 16 16 99    

n n n n A t nF ma A mgsin mr ( / ) A / F A A / N             2 2 2 23 8 45 2 53 64 56 3  

 
تركيبــي از حركــت انتقــالي و  ، حركت كلي در صفحهاي سينماتيك ذرات هم اشاره شدت كلي صفحهطور كه در مورد حركهمان: حركت كلي در صفحه ـج

ه در انتخــاب معادلــه گشــتاور بايــد البتــ ) استفاده كنيم. 1توانيم از روابط (مي ،براي حل مسائلي كه مربوط به اين حركت استني است، بنابراين حركت دورا
  تر كند. له را سادهكه حل مسأ گرفته شود ايحول نقطهگشتاور  كه داشتكافي  دقت

  بنويسيم: ي قبل به صورت زيرهابراي سهولت مانند بخش توانيمرا مي معادلات حركت
  
  

 
G G

F ma

M I

 


 




 
  

  
  
  

  

، گيــردمورد استفاده قرار ميروش ديگري كه براي حل معادلات حركت 
در نظــر  Pمعادله گشتاور حول يــك نقطــه دلخــواه ماننــد  اين است كه
G، در اين صورت يك جمله به معادلــه شودگرفته مي GM I  

  شود:ميه صورت زير اضافه ب

P G

F ma

M I mad



  



 
  

G

P

1F


3F


2F



P

G


ma




d

GI 

G


1F


2F


3F

 G

GI 


ma

»دياگرام آزاد جسم«  

»دياگرام سينتيكي«  

30 

tA nA 

n  

t  

G  
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G

nma
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mg
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B  
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A  
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  ودن گشتاور نيروهاي اينرسي توجه كنيد.به ساعتگرد و پادساعتگرد بحتماً در نوشتن معادله گشتاور 
ا بايد رابطــه ســينماتيكي بــين هايي ابتددر چنين حركت ،باشدها مقيد ميگاهحركت برخي از اجسام صلب در صفحه توسط تكيه كه در اينجا بايد تأكيد نمود

گونــه ارتبــاطي بــين هيچ دقــت كنيــد كــه هاي نامقيددر حركت .كنيم سپس از معادلات حركت استفاده ،نمودهاي جسم را تعيين شتاب زاويه شتاب خطي و
  شوند. و دو كميت مستقل از هم محسوب مي رداي وجود نداشتاب خطي و شتاب زاويه
و اي مركــز آنــي دوران بــوده و رابطــه بــين شــتاب زاويــه ،غلتش خالص يك ديسك بر روي سطح افقي نقطه تماس ديسك با سطحبه عنوان مثال در حركت 

aشتاب خطي مركز چرخ برابر  r  اي ديگــر برقــرار باشد. اين در حالي است كه اگر ديسك حركت غلتشي توام با لغــزش داشــته باشــد چنــين رابطــهمي
aيست به عبارت ديگر ن r .  

 ي به جرمچرخشعاع چرخش   :22مثال kg3  حول مركز جرم آنmm15  است. اگر
چــرخ بــه كه حــين غلــتش   Fاصطكاك از لغزش كافي باشد، نيروي براي جلوگيري اصطكاك 

اي جلــوگيري حداقل ضريب اصطكاك ايستايي برمحاسبه كنيد.  را شودمي به آن وارد  ،پايين
   است؟از لغزش چقدر 

 :محور ابتدا بايد  پاسخx   براي حل مسأله استفاده كنيم:از قانون دوم نيوتن  گرفته وموازي سطح شيبدار در نظر را  

     x x fF ma W sin F mr      

      fF Wsin mr ( )    1  

yF N W cos N Wcos           

N / N    
123 9 81 27213  

  بنويسيم:معادله گشتاور را حول اين نقطه  توانيماست، ميمركز جرم چرخ  Oنقطه با توجه به اينكه 

f
O O f O

O

F rM I F r k m
k m

       2
2  

( ) f f
f f f

O O

O

/F r F r WsinF Wsin mr Wsin F F / N
k m k r /( ) ( )

k /






 
         

 

21
2 2 2 2

2 2

53 9 81 13 34 8
2251 1
15

  

f  آوريم كه برابر است با:را به دست مي رابطه بين ضريب اصطكاك و نيروي اصطكاك در آستانه لغزشحال  s s
/ NF N /

N
    

34 8 128272   

 

 به ازاي   :23مثالs  ايستايي معين، حداكثر زاويه ضريب اصطكاك  ر اي تــوپدايرهكه به ديسك
  بغلتد چقدر است؟ن سطح شيبدار يلغزش به پايدهد تا بدون كان ميشان داده شده در شكل امن

 :نيــروي  يمتــواندر نتيجه مي ،ديسك غلتش بدون لغزش دارد گويدچه صورت مسأله هم ميانچن پاسخ
fبه صورت زاويه در حداكثر اصطكاك را  sF N  .بنويسيم  

                                  y yF ma N Wcos ( )    1  

x xF ma Wsin N mr Wsin W cos mr ( )         2  

mr2برابر كه ممان اينرسي ديسك حول مركزش  نويسيم. بايد توجه كنيدميمركز جرم به صورت زير  Oحول نقطه را معادله گشتاور 

  باشد. مي 2

450 mm
13

12

5

y

x

OW sin
Wcos

N

fF

r

m

s
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O O f
( )mr mr gcosM I F r Wcos r ( )

r
 

         
2 21 2 32 2

( ) gcosWsin W cos mr( ) W cos
( ) r

  
      



2 2 23  

s sWsin W cos tan tan ( )           13 3 3  
  

  
 

 اي به جرم ديسك دايره  :24مثالm  و شعاعr اي بــه شــعاع پــايين مســير دايــره، در قسمتR 
شــده از طــرف مســير بــر عمــال نيروي ا N ،باشداي ديسكسرعت زاويه در اين لحظه گرغلتد. امي

  ديسك چقدر است؟
 :كنــد كــه ديسك بر روي يــك مســير دايــروي حركــت ميبينيد طور كه در شكل هم ميهمان پاسخ

     :توان نوشترو مياست، از اينOآن فاصله مركز جرم ديسك تا نقطه يشعاع انحنا
  R r            شعاع انحنا  

        n nF ma N Wcos m(R r) ( )      2 1  

تــوان برحســب بنابراين سرعت مركز ديســك را ميدهد از طرفي چون ديسك غلتش بدون لغزش انجام مي
  نوشت. اي ديسك يا سرعت زاويه اي سرعت زاويه

r(R r) r r ( )
R r

   
       


2  

  

( ) , ( ) r mr rN W m(R r) N mg m(g )
R r R r(R r)

  
       

 

2 2 2 2 2 2
2

1 در لحظه2    

 كــهي يهاطول كمان ، پسبر روي مسير دايروي حركت غلتش خالص دارد ديسك اشاره شدطور كه . همانرسيد) 2ي (به رابطه توانبه روشي ديگري نيز مي
  يكسان است.  شودطي مي بر روي ديسك و مسير دايروي

 AB ACطول كمان  
R r r      

(R r)
r


     

(R r)
r

 
     

 

 حلقه نشان داده شده به شعاع   :25مثالr هــر چهارپره با فاصله مساوي از هم  داراي ناچيز و جرم
 aرها شود و بدون لغزش به پايين بغلتــد برروي سطح شيبدار اگر حلقه . باشديم rو طول  mيك به جرم 

  ؟ را حساب كنيدوارد بر حلقه نيروي اصطكاك  Fو  شتاب مركز حلقه
  كنيد. محاسبه  راشود كه مانع لغزش مي ايستاييضريب اصطكاك  sحداقل مقدار مفروضبراي زاويه 

  
 :بنويسيم:زير  صورت به را معادلات حركتتوانيم ميبا توجه به محورهاي مختصات نشان داده شده  پاسخ  

                                                                                                         (W mg) 4  

yF N mgcos N mgcos ( )        4 4 1   

x

y

O

W sin W cos

fF

N

C
r

O



A

r

O

 R

O

 

W

O



r
  R

B

A
N

O

y

x

r

O
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  مهفت بندي شده فصلهاي طبقهتست        
  

 1فركانس طبيعي  ـnf  74(مهندسي مكانيك ـ سراسري   كدام است؟ زيرسيستم(  

1( k / m

1 2 32 2(k / m


1 3 22   k





x

m

  3( k / m

1 3 42  4( k / m


1 2 3 

 2است؟ كدام . فركانس طبيعي اين نوسانروي سطح افقي حركت نوساني انجام دهد تواند بدون لغزيدنوانه همگني مياست زيردر شكل  ـ  
  )75(مهندسي مكانيك ـ سراسري 

1( k
m

2
5 2 (k

m
2
3   

R

m

k

  3( k
m

3
2 4(  k

m
5
2 

 3 75(مهندسي مكانيك ـ سراسري   نظر كردن از جرم ميله پيدا كنيد.فركانس طبيعي سيستم را بدون صرفـ(  

1( /
n

m M /[ .(g / L)]
m M /


 


1 22
2 3  2( /

n
m / M[ .(g / L)]
m / M


 


1 22

3  
 L

m 

M

3( /
n

m M[ .(g / L)]
m M


 


1 22  4( /

n
m M /[ .(g / L)]
m M /


 


1 22
3  

 4 اي به جرم حلقهـM  و شعاعR تواند در صفحه خود همچون آونگي ساده نوسان كنــد.كه حلقه مي طوريه ي تيز آويزان است باز يك لبهT1 دوره
 )80ـ آزاد » توليد ساخت و«(مهندسي مكانيك   تناوب نوسانات كوچك آن برابر است با:

1(R
g

6  2(R
g

2 2  
 A 

R 
x 

y 

  
3(R

g
4  4(R

g


22  

 5 ديسك همگن و كاملاً مشابه به جرم دو ـm  و شعاعr  شده است و توسط فنري به سختي روي سطح بدون اصطكاك افقي قرار دادهk  به يكــديگر
در آن ايجاد شود و ســپس رهــا گــردد،  Fطوري كه فنر تغيير طول يافته و نيروي ه اند. اگر دو استوانه در خلاف جهت يكديگر گردانيده شوند ببسته شده

  )82فضا ـ سراسري (مهندسي هوا       ها چقدر خواهد بود؟حداكثر سرعت مركز جرم استوانه

1( F
mk2

  2( F
mk3

   
r r 

m m 
k 

  3( F
mk
2  4( F

mk
3  

 6استوانه به وزن يك  ـW  و شعاعr اي به شعاع در داخل يك سطح استوانهR حركــت نوســاني اســتوانه غلطد. فركانس طبيعيبدون لغزش ميn 
  )82(مهندسي هوافضا ـ سراسري             فرض كنيد) gكدام گزينه است؟ (شتاب جاذبه را 

1(n
g

(R r)
 


3

2  2( n
g

(R r)
 

3  
 



r



R
W

  
3(n

g
(R r)

 


2
3  4(n

g
(R r)

 


3  
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  هفتم بندي شده فصلهاي طبقهپاسخنامه تست  
  
  ماند.جسم ثابت باقي مي ، انرژي مكانيكينظر كردن از اصطكاكبا فرض صرف  »1«ـ گزينه 1

eV kx 21
T                        كشساني : انرژي پتانسيل 2 mv I  2 21 1

2   : انرژي جنبشي2

)v        نوشت: اي را به صورت روبروزاويهرابطه بين سرعت خطي و سرعت  توانبا فرض حركت غلتش خالص مي )
R

   

e
xT mx ( mR )( ) mx V kx
R

   2 2 2 2 21 1 1 3 1
2 2 2 4 2

   

  ثابت بوده پس مشتق آن نسبت به زمان مساوي صفر است.سيستم انرژي مكانيكي 
d (T V) mxx kxx x( mx kx)
dt

             
3 3
2 2  

n
n n

k k kf
m mm


     

 
2 1 2

3 3 2 2 3
2

  

  شود.شده و در فركانس طبيعي ظاهر نمي در اين تست اثر نيروي وزن توسط فنر خنثي
 

v     در حركت بدون لغزش:  »2«ـ گزينه 2 R      يا      x
R


  

e
xT mv I mx ( mR ) ( ) T mx , V kx
R

       2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 3 1
2 2 2 2 2 4 2

   

  ي صفر است.ت آن نسبت به زمان مساوو تغييرا انرژي مكانيكي آن ثابت ،ار بوده بنابراينتتم پايسسسي

e
d (T V ) mxx kxx mx kx
dt

       
3 3
2 2
      

n
k k

mm
  

2
3 3
2

  

  دار در فركانس طبيعي سيستم تاثيري ندارد.شيب سطح توان نتيجه گرفت كه زاويهبا مقايسه اين تست و تست قبلي مي
 

               در اين حالت: كه شودراي زواياي كوچك تعيين ميفركانس طبيعي سيستم ب  »4«ـ گزينه 3

      sin    

     A A A
LM I Mg sin mgLsin I       2  

 A
ML L M LI mL M( ) mL ML (mL L ) (Mg mgL)          

22 2 2 2 2 21
12 2 3 3 2

   

 n

M M( m)gL m g( )M LML m(mL )

 
  


22

2 2

33

  

A



Mg

mg
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A  »  4«ـ گزينه 4 AM I MgR sin (MR MR )     2 2  

n
g g( )
R R

      2 2
راي نوسانات كوچكبsin شود.در نظر گرفته مي  

 
n

n

RT T
g g
R

    
 


2

2
22

2

  

 
  توان نوشت: مي )5مطابق مثال (شود. در نظر گرفته ميبين دو ديسك به دليل تقارن تنها نيمي از فنر   »1«ـ گزينه 5

k k
k k k k

    
  

1 1 1 2 2  

  توان نوشت:به دليل آنكه سطح افقي بدون اصطكاك است ديسك بر روي سطح تنها داراي حركت لغزشي است. با استفاده از رابطه انرژي مي

  maxT V T V k mv       2 2
1 1 2 2

1 1
2 2   

max max max max
F F F Fk ( ) mv mv v v
k k mk mk

        


2 22 2 2 21 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

  

 
  است، در نتيجه: غلتش بدون لغزش چون حركت استوانه » 3«ـ گزينه 6

  RAB BC R r( ) ( )
r

      1  

    G GM I Fr mr ( ) ( )    21 12
   

  t tF ma mgsin F mr ( )     2  

)Rو جايگذاري )2و()1از روابط ( Fبا حذف  )
r

  1 و با فرض كوچك بودن(sin )   :داريم  

n
g g

(R r) (R r)
    

 
2 2

3 3
   

 

  »  3«ـ گزينه 7
st

st

st

mF k mg
g k gf

kf
m

       
   

1
21

2

  

 

O    » 1«ـ گزينه 8 O O
cM I mg sin I      2  

O O
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