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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  
  

!پيدا كردن مزدوج همساز با يه مشتق گيري ساده    
  

هاي كارشناسي ارشد، به پيدا كردن مزدوجِ همساز اختصاص داره. به اين هاي مربوط به اين فصل تو آزمونبخشي از تست
fشكل كه براي تابع تحليلي (z) u iv يكي از ،u ياv كـنن (منظـورم از   رو از ما سؤال مـي به ما ميدن و اون يكيرو

!) خبُ همون» اون يكي«   ي زير برقرار باشه:دونيم براي اين تابع تحليلي بايد دو معادلهطور كه ميمزدوجِ همسازِ
u v u v

,
x y y x

   
  

     
مشـتق   xرو داده بـودن، سـريع از اون نسـبت بـه    uرو چك كنيم تا برقرار باشه! اگـه البته حالا لازم نيست هر دو معادله

 yهسـتش!) نسـبت بـه    uيا مزدوج همساز vها (كه منظور همونگيريم و يه عبارتي به دست مياد؛ اونوقت از گزينهمي

vگيريم، هر كدوم با اون عبارت (يا همونمشتق مي
x



رو داده بـودن   vالبته اگه تو صورت سـؤال   ) برابر شد، جوابه
اي جوابه كه اگـه از اون نسـبت   مشتق بگيريم و بگيم گزينه yنسبت به vرو از ما سؤال كرده بودن، طبيعيه بايد از uو

vمشتق گرفتيم برابر با xبه
y



  كنه!بشِه! چند مثال زير شما رو كامل توجيه مي 

  
  
  
  
 تابع :1مثال(x,y) x xy  3 ReGاي تعيين نماييد كهرا به گونه Zاز متغير  Gباشد. تابع مختلط تحليلي در همه نقاط هارمونيك (همساز) مي 23  .  

  )90(مهندسي برق ـ سراسري 
1( (x xy ) i( xy y c)   3 2 2 33 3  2( (x xy ) i( xy y c)   3 2 23 4  
3( (x xy ) i( xy y c)   3 2 2 23 4  4( (x xy ) i( x y y c)   3 2 2 33 3  
  :چون»  4«گزينه پاسخxu x y 2 23 ) چنـين  4( بشِه، فقط گزينه xvبرابر با ،مشتق گرفتيم yاون نسبت به vاز اگه اي جوابه كه، پس گزينه3

   ارهشرايطي د
 

 اگر :2مثالu(x,y) y x y 3   )88(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري   ، كدام است؟uآنگاه مزدوج هارمونيك (همساز)23
1( x y y c  2 33  2( xy x c  2 33  3( x y x c  2 33  4( xy y c  2 33  
  :چون  »2«گزينه  پاسخxu xy 6 اي جوابه كه اگه از اون نسبت بهپس گزينهy مشتق گرفتيم برابر باxv ) ن شـرايطي  ) چني2بشه، فقط گزينه
   داره

 

 فرض كنيد :3مثالv(x,y) y x y 3 fو تابع 23 (z) f (x iy) u(x,y) iv(x,y)    تحليلي باشد وf ( )   .تابعu(x,y) كدام است؟   
  )86هندسي نانو مواد ـ سراسري (مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي ـ مهندسي داروسازي و م

1( xy x2 33  2( x x y3 23  3( x xy3 23  4( y xy3 23  
  :چون»  3«گزينه پاسخyv ( y x )  2 23 ) چنـين  3بشـه، فقـط گزينـه (    yvبرابر بـا  ،مشتق گرفتيم xاي جوابه كه اگه از اون نسبت به، پس گزينه3

   شرايطي داره
 

 اگر :4مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)  به ازايu(x,y) x xy 3 i) است؟هاي زير صحيح يك تابع تحليلي باشد، كداميك از گزينه 23 ) 2 1   
  )83مهندسي كامپيوتر ـ سراسري ـ 84مهندسي هوافضا ـ سراسري (      

1 (v(x, y) x y 23  2 (v(x, y) x y y 2 33  3 (v(x, y) y x 23  4 (v(x, y) y x x 2 33  
  :چون  »2«گزينه پاسخxu x y 2 23 ) چنـين  2بشـه، فقـط گزينـه (    xuبرابر با ،مشتق گرفتيم yاي جوابه كه اگه از اون نسبت به، پس گزينه3

   شرايطي داره
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 اگر :5مثالu x y x  2 2 wو تابع متناظر آن زمزدوج همسا ، آنگاه2 f(z) 82(مهندسي مكانيك ـ سراسري        اند؟      كدام(  
1(v xy fو 2 (z) z(z ) 2 1  2(v xy y  fو 2 (z) z(z ) 2 1  
3(v xy y 2 fو 2 (z) z(z )  2  4(v y( x ) 2 fو 2 (z) z z 2 2  
  :چون»  4«گزينه پاسخxu x 2 xبرابر با ،مشتق گرفتيم yاون نسبت به vياي جوابه كه اگه از ضابطه، پس گزينه2 2 باشـه، فقـط گزينـه     2

   ) اين شرايط رو داره4(
 

 اگر :6مثالu(x,y) y x y 3 fو23 (z) u(x ,y) iv(x , y)  آنگاه مزدوج هارمونيك ،u؟هاي زير است، كداميك از گزينه      
  )79مكانيك ـ سراسري مهندسي (   

1(xy x c  2 33  2(x y x c  2 33  3(x y x c  2 2 32  4(xy y c  24  
  :چون»  1«گزينه پاسخxu xy 6اي جوابه كه اگه از اون نسبت به، پس گزينهy مشتق بگيريم، برابر باxu ايـن شـرايط رو   1( بشه، فقط گزينه (
   داره

 

 اگر :7مثالf (z) f (x jy) u(x,y) jv(x,y)    :يك تابع تحليلي باشد كه در آن  
      xu(x,y) e (xsin y ycosy)  و(j ) 1 آنگاهv(x,y) :79كامپيوترـ سراسري مهندسي (       برابر است با(  

1(xe (ysin y x cos y)   2(ye (x sin x y cos y)   3(xe (x sin x ycos x)   4(ye (ysin y x cos y)   
  :گيري ساده به راحتي معلومهبا يه مشتق»  1«گزينه پاسخx x x

xu e x sin y e ycos y e sin y     هـا ببينـيم كـدوم     بايد تـو گزينـه  ، حالا
) 4) و (2هـاي ( ن يعنـي گزينـه  داشته باشه و اي ـ xeاي جوابه كهميشه، طبيعيه گزينه xuمشتق بگيريم، برابر با yگزينه هستش كه اگه از اون نسبت به

   ) جوابه1گيري معلوم ميشه گزينه () جوابه، از بين اونا با مشتق3) يا (1ينه هاي (و يكي از گز غلطن
 

 هارمونيك مزدوج :8مثال(conjugate Harmonic Function) تابعu(x,y) x( y) 2   )78(مهندسي كامپيوترـ سراسري        برابر است با:  3
1(x( y)2 3  2(x y2 2  3(x( y) 2 3  4(x ( y) 2 23  
  :به راحتي معلومه»  4«گزينه پاسخxu ( y) 2   مشـتق بگيـريم،    yها بايد ببينيم كدوم گزينه هستش كه اگـه از اون نسـبت بـه   ، حالا تو گزينه3

)برابر با y)2    ) چنين شرايطي داره4ميشه، فقط گزينه ( 3
 

ها بـه صـورت   تونين باز هم استفاده كنين، فقط معادلهي تابع تو مختصات قطبي داده شده بود، طبيعتاً روش بالا رو مياگه ضابطه نكته تكميلي:

u هستن:قابل م v v v( ) , ( )
r r r r

   
  

   
1 1  

 تابع پتانسيل :9مثالu(r, ) lnr rcos     در مختصات قطبي داده شده است. تابع مزدوج همسـاز(conjugate Harmonic)  آن، يعنـيv(r, ) 
  )90(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟

1 (r sin A   2 (r sin A   3 (r r sin A   4 (r sin A    
  :چون»  2«گزينه پاسخru cos

r
  

بشـه،   ruكرديم، برابـر بـا   rمشتق گرفتيم و بعد تقسيم بر اي جوابه كه اگه از اون نسبت به، پس گزينه1
   ) چنين شرايطي داره2فقط گزينه (

  
 

  
  »بستني«

  اي وارد يك بستني فروشي شد و پشت ميزي نشست. پيشخدمت يك ليوان آب برايش آورد.پسر بچه
  "اي چند است؟يك بستني ميوه"پسر بچه پرسيد: 

  "سنت 50"پيشخدمت پاسخ داد: 
  "يك بستني ساده چند است؟"پسر بچه دستش را در جيبش برد و شروع به شمردن كرد. بعد پرسيد: 

  "سنت 35"در همين حال، تعدادي از  مشتريان در انتظار ميز خالي بودند. پيشخدمت با عصبانيت پاسخ داد: 
  "لطفاً بستني ساده"هايش را شمرد و گفت: پسر دوباره سكه

  پيشخدمت بستني را آورد و به دنبال كار خود رفت. پسرك نيز پس از خوردن بستني، پول را به صندوق پرداخت و رفت.
  وقتي پيشخدمت بازگشت، از آنچه ديد حيرت كرد!

  سنتي گذاشته بود براي انعام پيشخدمت! 1سكه  5سنتي و  5سكه  2آنجا در كنار ظرف بستني، 
  ايد ذاتاً ثروتمند باشد، نه ارثاً!!انسان ب
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 رو به ما دادن!v يا u وقتي f(z) بدست آوردن ضابطه ي   
  

,u(xسؤالاتي داريم كه به ما y) ياv(x, y)  و از ما دنميراf (z)  سـؤالات بـراي حـل سـريع      جـور ايـن   تو. خوانميرا
  زير استفاده كنيم: يتونيم از رابطهمي

f (z) u(z, ) iv(z, )     
 uديم. طبيعيه اگه فقـط ميقرار  zها،xها، صفر و به جاي تمامyكه داده شده، به جاي تمام vيا uييعني تو ضابطه

fرو داده باشن، ما فقط به قسمت حقيقي (z) يعني اون قسمتي كه ضريب)i كنيم و اگه فقطنداره!) دست پيدا ميv رو
fموهوميبه ما داده باشن، فقط به قسمت  (z) يعني اون قسمت كه ضريب)i رسيم.داره!) مي  

  
  
  
  

 فرض كنيد :10مثالu x y x,z x iy   3 fو 23 (z) u iv  .تحليلي باشدf 82د ـ سراسري (مهندسي موا                   كدام است؟(  
1 (iz  2 (z3  3 (zze  4 (z z 3 23 1  
  :ياي جوابه كه اگه تو ضابطهگزينه  »2«گزينه پاسخu به جايx،هاz و به جايy      ها، صـفر قـرار داديـم، اون قسـمت كـه ضـريبi    نيسـت، برابـر

u(zبا , ) ) جوابه2بشه، پس گزينه (   
 

 تابع  :11مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)   كه در آنxu(x, y) cos(y ln ) 2   )90(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   است كدام است؟ 2
1 (zf (z) ic 2  2  (zf (z) z(ln ) ic 2  3 (zf (z) (ln ) ic 2  4 (zf (z) z ic 2  
  :ر كه گفتيمطوهمون  »1«گزينه پاسخf (z) u(z, ) iv(z, )   :ميشه، پس داريم  z zf (z) cos( ) iv(z, ) iv(z, )   2 2    

,iv(zخبُ ما كاري با ) قسمت حقيقي برابر با1) جوابه چون فقط تو گزينه (1طوري معلومه گزينه (نداريم، همين (z2 داده شده   

 اگـر داشـته باشـيم    :12مثالjF(z) F(re ) u(r, ) iv(r, )       چنانچـه تـابع ،F     :تحليلـي بـوده و داشـته باشـيمu(r, ) r cos  2 ، كـدام  2
,F(rگزينه ) 84(مهندسي كامپيوتر ـ آزاد             كند؟را معرفي مي(  

1 (F(z) z ic 2  2 (F(z) ic
z

 2
1  3 (F(z) (z z) ic    4 (F(z) zz ic   

  :قسمت حقيقي»  1«گزينه پاسخF(z) يعني اون قسمت كه با ضريب)i همراه نيست) بايد برابر باu(z , ) باشه، يعني بايد برابر باz cos( ) z2 2 
   ) جوابه1و اين يعني گزينه ( ،باشه

 

 اگر :13مثالx yu e cos( xy)
2 2 fقسمت حقيقي تابع تحليلي 2 (z) باشد، تابعf (z) است از: عبارت  

  )89(مهندسي نانو مواد و مهندسي شيمي ـ (بيوتكنولوژي و داروسازي) ـ سراسري 

1 (z2  2 (
z2
1  3 (ze2  4 (ze

2  

  :توجه كنيد كهروش اول: »  4«گزينه پاسخzu(z , ) e
2

پس ،zf (z) e
   ) جوابه4و لذا گزينه ( 2

zبه ازاي .يه جور ديگه هم ميشه اين سؤال رو جواب دادروش دوم:  1يعني) ،x 1 وy  ( مقدار حقيقي تابعf (z) برابر باe e1     ميشـه، حـالا بـه
zمن بگو ببينم تو كدوم گزينه اگه 1 قرار بِديم، قسمت حقيقي اون برابر باe ميشه!؟ جون من داري فكر ميكني!؟  

 

 اگر :14مثالf (z) u(r, ) iv(r, )    تابعي تحليلي باشد وu r sin  3 f، تابع3 (z) بر حسبz 93(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (z ik 3  2 (iz ik 3  3 (iz ik3  4 (z ik3  
  :هاي گزينهبا توجه به اينكه تو همه»  3«گزينه پاسخz3 تونيم داريم، ميz r(cos i sin )  قرار بديم و ،z3:رو حساب كنيم  

z r (cos i sin ) z r (cos i sin )      3 3 3 3 3 3 3n»A¼¶j −¼¶o   
fبينين، قسمت حقيقي تابعطور كه تو صورت سؤال هم ميما همونا (z) به صورتr sin 3 ضرب بشِه، يعنـي گزينـه    iبايد در z3شده، بنابراينداده  3
   ) جوابه 3(

  ج
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 حل تست هاتواستفاده از نقطه گذاري و عدد گذاري   
  

ها رو ميشه با عددگذاري مناسب به سرعت و بدون نياز به محاسبات طولاني جواب داد. فقط بايـد حواسـتون   بعضي تست
ي تابع صدق كنه و مـثلاً جـزء نقـاط    كنين تو شرط صورت سؤال و همچنين ضابطهباشه، نقطه يا مقداري كه انتخاب مي

  تر ميكنه:جور چيزها نباشه! چند مثال زير مطلب رو روشني تعريف تابع و اينا خارج بازهناپيوستگي ي
  
  

  
 اگر :15مثالw يك تابع مختلط باشد، آنگاهw u(x,y) iv(x,y) در تابع .w

z



1

   كدام است؟ v(x,y)و u(x,y)مقادير 1
  )85اي ـ سراسري (مهندسي هسته       

1 (xu(x, y)
y





1
,yv(xو 1 y)

x





1
1  2 (yu(x, y)

x


1 وxv(x, y)
y


1  

3 (yu(x, y)
( x) y


 2 21

,xv(xو  y)
( x) y




 2 2
1

1
  4 (xu(x, y)

( x) y



 2 2

1
1

,yv(xو  y)
( x) y


 2 21

  

  :به ازاي»  4«گزينه پاسخz   تابعw  ميشه، يعني به ازاي 1برابر باx y   بايدu 1 وv   اي كـه ايـن شـرايط رو    تنها گزينه .توليد بشِه
u) كه3) و (2هاي ((تو گزينه ) هستش 4داره گزينه (   1( ميشه و تو گزينه ،(v 1 (ميشه كه غلطه  

 

 اگر :16مثالu(x,y) وv(x,y) هاي حقيقي و موهومي تابع مختلطبه ترتيب قسمتw tan z باشند وz x iy  :85(مهندسي مواد ـ سراسري    آنگاه(  

1  (sin x cosh yu
(cosh y) sin x


2 cosو2 x sinh yv

(cosh y) sin x


2 2  2 (sin x cos xu
(cosh y) sin x


2 coshو 2 ysinh yv

(cosh y) sin x


2 2  

3 (cos x sinh yu
cos x (sinh y)


2 sinو 2 x cosh yv

cos x (sinh y)


2 2  4 (cosh ysinh yu
cos x (sinh y)


2 sinو 2 x cos xv

cos x (sinh y)


2 2  

  :خبُ به ازاي»  2«گزينه پاسخz x (i)  يعني به ازاي ،y  قدار، مtgz برابر باtgx دونـيم ميشه و ميsin xtgx
cos x

     هسـتش و در واقـع بـه

yازاي    بايدsin xu
cos x

 وv   هستش 2رو داره گزينه (اي كه اين شرايط بشِه، تنها گزينه (  
sin x cos x sin x cos x sin xu

cos xsin x cos x
  

 2 21
  

  

 قدرمطلق عدد مختلط :17مثالt it
w

t

 




2
2

1 2
1

  )93ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري مهندسي (  ، كدام است؟ 

1 (1
2  2 (1  3 (t1  4 (t1

2  

  :چون براي»  2«گزينه پاسخt   تـونيم مـثلاً  هيچ شرطي قرار داده نشـده، پـس مـيt 1      قـرار بـِديم، كـه در ايـن صـورتw i و| w |1  .ميشـه   
   ميشه  1) مقدارش برابر با 2ها فقط گزينه (نهتو گزي

 اگر :18مثالz x iy  ،يك عدد مختلطRez قسمت حقيقي آن وIm z ،آنگاه مقـدار  قسمت موهومي آن باشدn nx Re(z ) (x y )Re(z )  1 2 ، كـدام  22
  )92مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ مهندسي نانومواد، مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري (  ؟است

nRe(z) 2  ) صفر1 )2  3 (nIm(z )2  4 (n nRe(z ) Im(z ) 1 1  
  :فرض كنيم اگه»  2«گزينه پاسخz  nو 2 1 :اونوقت داريم  

y ,xn n
n

A x Re(z ) (x y ) Re(z ) A ( )  


           21 2 2 1 1 2 1
12 2 2 2 2 2 16 8 8   

نياز به بررسي ندارن (چون هر كه  )3(و  )1(هاي گزينه جوابه!شد،  8 با م برابررو قرار ميديم هر كدو 1عدد  nو به جاي 2، عدد zها به جايگزينه توحالا 
) هم كه برابر4دو صفرن)، مقدار گزينه (  1 12 4 ) جوابه، چون2ميشه، پس ميره كنار! بنابراين به راحتي معلوم ميشه گزينه (  1 2 32 2     ميشه  8

 

 اگر :19مثال, ,   اعداد مختلط با قدرمطلق واحد باشند به قسمي كه| | | |      مقدار ،| |     كدام است؟  
  )86(مجموعه رياضي ـ سراسري                

1( 1
2  2( 2

3  3( 1  4( 2  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  :چون براي»  3«گزينه پاسخ، و رو اعـداد تـونيم  ي واحد باشند، نداريم، پـس مـي  هيچ شرطي جز اين كه اعداد بايد مختلط و با اندازه 1 
و  1 و 1، نن، پس داريم:كصدق مي هم تو صورت سؤال رابطه داده شده انتخاب كنيم كه تو  

| | | | | |
 
            
 

1
1 1

1

¸¹¨Â¶ ¡k‚ −H»w Rn¼‚ ‡o{ ¼U  

  ) جوابه 3پس گزينه ( 
 

 نقاط :20مثالz 1  وz 2  با فرضz z1 zي مبدأ يعنيي مختلط مفروض هستند. شرط اينكه نقطهدر صفحه 2   خط اي واقع بر پارهنقطه
  )86برق ـ دانشگاه آزاد سال دكتري (  باشد اين است كه:  z2و z1واصل بين

1 (| z z | | z | | z |  1 2 1 2  2 (| z z | | z | | z |  1 2 1 2  3 (| z | | z | | z z |  1 2 1 2  4 (| z | | z | | z z |  1 2 1 2  
  :هاينقطه كافيه  »2«گزينه  پاسخz1وz2  ياز نقطه هاخط واصل اونپاره به شرطي كهروz   تـا   بِديمها قرار انتخاب كنيم و در گزينه ،عبور كنه

z  :معلوم بشِهي صحيح گزينه , z  1 21 2  
|غ. ق. ق.      | | | | |     1 2 1 2 1   1: گزينه  3

|لذا اين گزينه صحيح است.      ( ) | | | | |      1 2 1 2 3   2: گزينه  3
|غ. ق. ق.      | | | | ( ) |      1 2 1 2 1   3: گزينه  3
|غ. ق. ق.      | | | | ( ) |       1 2 1 2 1   4: گزينه  3

 

 مقدار سري :21مثال
n

n

sinnx


 2

  )85 رياضي ـ سراسريمجموعه (         يك عدد حقيقي است، برابر است با :  xكه در آن  

1 (sin x
sin x

2
5 4  2 (cos x

sin x
2

5 4  3 (sin x
cos x

2
5 4  4 (cos x

cos x
2

5 4  
  

  :به ازاي »  3«گزينه پاسخx     ميشـه، بنـابراين  صـفر   بـا  مقدار سـري برابـر 
xازاي ن، چــون بــه ) غلطــ4) و (2هــاي (گزينــه     !برابــر بــا صــفر نميشــن ،   

xاز طرفي به ازاي 
 n  داريم:  2

n

nsin sin sin sin
...







   

   

1 1 1
2 8 32

3 5

3 5
2 2 2 2

22 2 2
  

xمقدار سري به ازاي خيلي معلومه كه 
 1عددي كمتر از 2

) به 1مقدار گزينه ( رو با هم مقايسه كنيم معلوم ميشه) 3) و (1هاي (گزينهميشه، حالا اگه  2

xازاي 
 xبه ازاي اون) كه مقدار 3و گزينه ( ميشه، پس اين گزينه غلطه 2 با برابر 2 

 2برابر 2
  يشه، جوابه م 5

  
 حاصل سري :22مثال

k
k

sink
( ) S






   

1 3
 :88(مجموعه رياضي ـ سراسري    برابر است با(  

1(sin
cos


 1 6
  2(cos

cos
 
 

1
1 6

  3(cos
cos

 
 

3 3
1 6

  4(sin
cos


 
3

1 6
  

  :به ازاي»  4«گزينه پاسخ  هـايي كـه بـه ازاي   ، مقدار سري برابر با صفر ميشه، بنابراين گزينه         مقدارشـون صـفر نميشـه، غلطـن، يعنـي

تونيم مثلاً به ازاي) مي4) و (1هاي (پرن! بين گزينه) همين اولِ كاري مي3) و (2هاي (گزينه
    تر به سري ميشه!؟بينيم كدوم مقدارش نزديكب 2

k
k

sin sin( )sin k sinS S( )




 
  

          2 3
1

3
1 12 2

2 3 3 273 3 3
   

1اي جوابه كه به عددگيريم، (چون تقريب خوبي هم هست!) در واقع گزينهي اول رو در نظر ميهمون جمله ،فعلاً براي دوري از محاسبات
تر باشـه  نزديك 3

  شتيم!)ي اول رو بردا(همون جمله
sin( )

cos( )



 




3 3 12
1 31 6 2




) به ازاي4مقدار گزينه ( 
  2         ،

sin( )

cos( )



 




12
11 6 2


) به ازاي1مقدار گزينه ( 
  2  

  ) جوابه 4پس گزينه (
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نگاشت:  دوم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  
  

درسنامه نگاشت   
  

دونين سؤالات نگاشت اين جوريه كه يه ناحيه تو طور كه ميكلََك بزنيم! همون هم نگاشت هايبه تست اين فصل قراره تو
wبا نگاشت xyصفحه f (z) به يه ناحيه تو صفحهuv  يتـو صـفحه   يانقطهتبديل ميشه، چون هرxy   بـه صـورت 

z x iy  يتعريف ميشه و هر نقطه تو صفحهw  به صورتw f (z) u iv    از  نقطهتعريف ميشه، تو تبديل يه
بعـد   و ها، مختصات همون نقطه رو قرار بـِديم zبه جاي wيتونيم تو ضابطهمي uvتو صفحهنقطه به يه  xyيصفحه

zياي توليد ميكنه!؟ مثلاً اگه از ما بپرسن نقطـه ببينيم نگاشت چه نقطه i   توسـط نگاشـتw
z


اي بـه چـه نقطـه    1

zتبديل ميشه؟ بايد i ي نگاشت قرار بِديم، يعني جواب ميشـه؛ تو ضابطه روw i
i

  
بيـنم كـه خوشـحال    مـي  .1

   ايناحيـه بـه   xyتـو صـفحه   ايناحيـه ن معمـولاً  هـا نيسـتن، چـو   سؤالات هميشه به اين سادگي بدونيد شدين؟! ولي
  مناسـب   zتونيم راحـت حـل كنـيم. ايـن جـوري كـه يـه       اما نگران نباشين! اونا رو هم مي ،تبديل ميشه uvيتو صفحه
wيرو تو ضابطهzكنيم، بعد اونقرار داره رو انتخاب مي xyيي مناسب) كه تو صفحه(يه نقطه f (z) به جايz  هـا
|ييـابي جـواب رو بـه دسـت ميـاريم. مـثلاً وقتـي گفتـه ميشـه ناحيـه          ديم و از طريـق نقطـه  قرار مي z | 1 توسـط   1
iwنگاشت

z
 كـه يـه   اي تبديل ميشه؟ اولين كار اينهيهبه چه ناحz    يمناسـب تـو ناحيـه| z | 1 انتخـاب كنـيم،    1

zيبايد طوري باشه كه اندازه zيعني 1  هايي مثهباشه، خبُ معلومه انتخاب 1برابر باz   ياz  بـراي مـا وجـود     2
|دارن (چون | 1 1 و| | 2 1 ها ببينيم كدوم بيشـتر  لا بايد با توجه به گزينهها تو ناحيه قرار دارن) حاz، اين يعني1

zبه كارمون مياد؟ مثلاً اگه  iwيحتماً نقطه شيمقرار بِديم، متوجه مي 2  zوجود داره و يا اگه uvتو صفحه 2   

iwبايد قرار بِديم    


wداشته باشيم (     ييعني اين كه ناحيه تـو صـفحهuv    طـرف   يـه بـالاخره حـداقل از
ي متعدد هانامحدود) و شايد حتي مجبور شيم از هر دو نقطه تو دو مرحله براي رد گزينه استفاده كنيم. البته با حل مثال

ها رو شروع كنيم، بهتره چند تا رابطه رو بلد باشـين كـه تـو حـل     گيرين. قبل از اين كه حل مثالمطلب رو خوب ياد مي
  ها بهتون كمك ميكنه:تست








ii

i

z z z z

e cos isin , e cos i sin i

Ln(re ) Lnr i

e e e ecos(iz) cosh z , cosh z , sin(iz) i sinh z , sinh z






 

 
       

  

 
   

21 2 2

2 2

 (شاخه اصلي لگاريتم مدنظر ماست)  

  
  
  

  

 نگاشت  :1مثالz
w

z


1  نيم صفحه بالايي صفحهzصفحه  ها را به كدام ناحيه درw90(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري    نگارد؟ها مي(  
  ) فقط نيمه پاييني  4  ) فقط نيمه بالايي3  ) فقط ربع سوم2  ) فقط ربع اول1
 :يي بالايي رو تو ضابطهصفحهتونيم اول يه نقطه تو نيممي»  3«گزينه  پاسخw يامتحان كنيم. نقطهz i 1 :مناسبِ و به ازاي اون داريم  

z i iw i
z ( i) i i

 
       

   
1 1 1 1 11 1 1  

  ) همگي به اتفاق غلطن 4) و (2)، (1هاي (صفحه بالايي هم هست، قرار داره، پس گزينه ي به دست اومده تو ربع دوم كه اتفاقاً تو نيمنقطه خبُ
 

 دايره  :2مثال| z i |  wتحت نگاشت 1
z


wبه كدام منحني از صفحه 1 u iv  87(مهندسي مواد ـ سراسري   شود؟تبديل مي(  

1 (v 
1
2  2 (v  

1
2  3 (v 1  4 (u (v )  2 21 1  

 :يتونيم مثلاً نقطهمي»  1«گزينه  پاسخz i 1 رو كه تو ناحيه| z i | 1 .قرار داره رو امتحان كنيم  
i iw i v

z i i
 

       
  2

1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 21

  

vجايگذاريبا البته مشخصه كه ( ه ) جواب1( پس گزينه 
1
uو 2 

1
  )) صحيح نيست.4گزينه ( 2
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 خط  :3مثالx
y  z ،(zي مختلط از صفحه2 x iy) تحت نگاشتw

z


w،(wي ، به كدام منحني در صفحه1 u iv) شود؟تبديل مي  
  )88كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (

1(v u 2  2(v u 
1
2  3(v u 2  4(v u 

1
2  

 :4«گزينه  پاسخ«  تونيم مثلاً!! ميسؤال ساده و اصطلاحاً خوراكx  yو 2 1 رو انتخاب كنيم، يعنيz i 2. قـرار  ي نگاشت حالا اونو تو ضابطه

i  :ميديم iw i
i i

 
    

  2
1 2 2 2 1

2 5 5 54
  

uي بالارابطه تو ،نبينيطور كه ميخبُ همون 
2
vو 5   1

vو اين يعني 5 u 
1
   ) جوابه4، پس گزينه (2

 

 نگاشت :4مثالz
w

z





1
|نقاط واقع بر منحني 2 z | 1   )89(مهندسي مكانيك ـ سراسري   نگارد؟ را بر كدام منحني مي 3

  گذرد.) خطي كه از مبدأ مختصات مي2  بدأ مختصات است.اي كه مركز آن م) دايره1
 ) خطي موازي محور مختلط. 4  گذرد.  اي كه از مبدأ مختصات مي) دايره3

 :ينقطه .كه يه نقطه روي منحني انتخاب كنيم كه به ما اطلاعات خوبي بِده اينهاولين كار   »4«گزينه  پاسخz  ي منحني صدق ميكنـه  تو ضابطه 2
wفهميم كهي نگاشت قرار ميديم، ميو وقتي تو ضابطه  يو اين يعني نقطهz  اي تبديل ميشه كه نامحدود، مثلاً دايـره نيسـت! (حتمـاً    به ناحيه 2

) جوابـه،  4) و (2هـاي ( ) غلطن! چون دايره هستن! پـس يكـي از گزينـه   3) و (1هاي (عني گزينهتونه يه ناحيه نامحدود باشه!) اين يدونين كه دايره نميمي
zاي كه توسط اين نگاشت به وجود مياد، شامل مبدأ هم هست، اما اگه قرار باشه توسط اين نگاشت به مبـدأ برسـيم، بايـد   ) ميگه ناحيه2گزينه ( 1   باشـه

zبشِه) اما(صورت كسر صفر  1 تونه باشه، چون روي منحنينمي| z | 1    ) جوابه4، پس گزينه (قرار نداره 3
 

 در مورد نگاشت  :5مثالz
w

z





2 1

  )91شيمي ـ بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري  (مهندسي نانومواد و مهندسي    كدام گزاره زير صحيح است؟ 2
  نگارد.) اين نگاشت قرص واحد را به قرص واحد مي2  نگارد.مي wرا روي صفحه  z) اين نگاشت صفحه 1
 نگارد.صفحه چپ ميصفحه راست را به نيمنيم) اين نگاشت 4  نگارد.صفحه فوقاني را به قرص واحد مي) اين نگاشت نيم3

 :ميشه! چون اگه مثلاًرو ) هم راحت 4) كه خيلي غلطه و نياز به توضيح نداره! گزينه (1گزينه (» 2«گزينه  پاسخz  قرار بِديم (يعني يه نقطـه تـو    3
wكنيم)، اونوقتي سمت راست انتخاب نيم صفحه  zي! اگه نقطـه غلطه )4ي سمت راست، پس گزينه (نيم صفحه توي او اين يعني نقطه 5 i 2  رو

)صفحه بالايي انتخاب كنيم، اين نقطه توسط نگاشت به صورتاز نيم i)w
i
 


2 2 iwتر به صـورت و يا به عبارت ساده 1 i

i


  
3 2 2 كـه   در ميـاد  3

  ) هم غلطه 3اصلاً درون دايره واحد قرار نداره، پس گزينه (
 

 تابع تحليلي كه حوزة :6مثالD را به حوزةD تبديل كند به طوري كه نقاطA وB مطابق شكل به نقاطA وB يكه تصوير شـوند، كـدام    دايره
  )81برق ـ سراسري مهندسي (  است؟ 

1 (z iw
iz



 1                 2 (z iw

z i





4
4  

3 (z iw
iz


 



2

2 2
               4 (z iw

z i





4
4  

  

 :ينقطه»  4«گزينه  پاسخA يبه نقطهA اي جوابه كه اگه به جايگزينه يعني ،تبديل شدهz،هاي اونi4 بِديم، مقدارش برابر بـا صـفر بشـه.   ر قرا 

i  ) چنين شرايطي داره 4فقط گزينه ( iw f ( i)
i i


  


4 44 4 4   
 

 1تبديل خطي كسري كـه بـه ترتيب نقاط :7مثال- ،i وi1در صفحه ،z را بر روي نقاط، وi2 در صفحهw كدام است؟ كند،تصوير مي  
  )82مكانيك ـ سراسري مهندسي (          

1(zw
z i





1  2(zw
z i





12  3(z iw
z



1  4(zw

z i





1 1
2  

 :ياي كه نقطهتنها گزينه»  1«گزينه  پاسخi1 ينقطه به ورi2 هستش ) 1گزينه ( تو، نگاشت داده شده هكنتبديل مي  
 

v  

u 

  wصفحه

A  
D  

B  

-4    x  

A  

y  

B  
D  

  z صفحه
4i  
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نگاشت:  دوم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 نگاشت :8المثz i
w

iz






2
2 1

y، ربع اول صفحة  )z  و(x   را به كدام ناحيه از صفحةw كند؟تبديل مي          
  )79 كامپيوترـ سراسريو مهندسي  92مهندسي مواد ـ سراسري (

  ) خارج دايره يكه2  از دايرة يكه ) نيم دايره بالايي1
  ) داخل دايره يكه4  يكه هدايرو خارج از نيمu) بالاي محور3
 :ينقطه»  2«گزينه  پاسخz i 1 يمي نگاشت قرار بِديم، دار) اگه اونو تو ضابطهتو ربع اولِذكر شده قرار داره (يعني ناحيه  تو:  

          ( i) i i i iw i
i ( i) i ( i i)
    

   
    

2 2

2 2
1 1 2 3
1 1 1 2 1

  

  ) جوابه 2هم قرار داره، پس گزينه ( uمحور ايينپ هستش و از طرفيفوق خارج از دايره يكه  ينقطه بينينطور كه ميهمون
 

 تبديل :9مثالz
T(z)

z


   )92(مهندسي هوافضا ـ سراسري    كند؟عداد حقيقي را به كدام مجموعه تبديل مي، محور ا1
  دايره) يك نيم4  ) يك دايره3  محور راست اعداد حقيقي) نيم2  ) محور اعداد حقيقي1

 :اگه»  1«گزينه  پاسخz  1
Tاونوقت، باشه 2  1  ،وقتي (چون ه!) غلط2زينه (بنابراين گميشهT  1 محـور چـپ هـم    نـيم اومده يعني  به دست

دايـره  ديـد دايـره يـا نـيم    ناحيه ج ن كه اگه قرار باشهاي برايچرا؟  شن،ها حذف ميراحتي از بين جوابهم به  )4(و  )3(هاي .) گزينههجواب باش ه توتونمي
 هممكن ـ ه جـوري ، چ ـتخـاب ميشـه  از بين اعـداد حقيقـي ان   z، اما با توجه به صورت سؤال وقتيبشِهعددي مختلط  Tها، مقدارz، بايد به ازاي برخيباشه
zT(z)

z


1  رو تو پاسخنامه وارد كنيم 1نه (نيم گزيتواي انجام بِديم، ميزم باشه محاسبهرو به ما تحويل بِده!؟ پس بدون اين كه لاعددي مختلط (  
 

 نوار :10مثالIm{z}

  2تحت نگاشت ،

z

z

e
w

e






1
1

  )93سي برق ـ سراسري (مهند   شود؟تبديل مي wاي در صفحهبه چه ناحيه 
Im{w}دايره واحد كه در آن) داخل نيم1    
)الساقين با رئوس) داخل مثلث متساوي2 , )1 ،( , )1  و( , )1  
Im{w}دايره واحد كه در آن) تمام صفحه مختلط به غير از داخل نيم3    
)الساقين با رئوس ختلط به غير از داخل مثلث متساوي) تمام صفحه م4 , )1 ،( , )1  و( , )1  
 :رو هستيم، ولي ما به اينمسؤال نسبتاً سخت روبه يهخبُ با   »1«گزينه  پاسخ دارن ميگن اين 4) و (3هاي (كه گزينه زنيم! اولاً توجه كنينمي كلََك (

! اگه قرار باشه اينا راست بگِن، بايد مخرجتوليد ميشه، بي uvيناحيه كه تو صفحه در و پيكره! يعني از بالا و پايين و حتي از چپ و راست نامحدودw ر فص

Imبا شرط ze1م آيا امكان دارهبشه، خبُ حالا شما بگيد ببين z
  2 ًصفر بشِه!؟ معلومه كه نه؟ چون مثلاz هاي تونه صفر بشِه، پس اين گزينهنمي

) بايد كمي بـه اطلاعـات نگاشـتي خودمـون هـم رجـوع       2و ( )1هاي (ما براي انتخاب بين گزينها كنيم گو بودن اخراج مي) رو كه خيلي دروغ4) و (3(
) 1دايره يا دايره و اين جور چيزا رو توليد ميكـنن! بنـابراين گزينـه (   هايي مثلاً مثلث توليد كنن!؟ يا بيشتر نيمكنيم، اين كه آيا تا حالا ديدين چنين نگاشت

   جوابه 
 

 يناحيه: 11مثال
   4 يدر صفحهz تحت نگاشتi

w
z


   )92مهندسي نفت ـ سراسري (   شود؟تبديل مي wي، به كدام ناحيه در صفحه2

  ربع چهارم )4  ) ربع سوم3  ) ربع دوم2  ) ربع اول1

 :ياگه نقطه»  3«گزينه  پاسخz i 2 يكه تو ناحيه
   4  ي نگاشت قرار بِديم، داريم:ضابطه رو توقرار داره  

i i i i i( i) iw i
i iz ( i) ( i)

      
         

    2 2 2 2
3 4 3 4 4 3

4 1 4 3 4 9 16 25 252 3 4
  

      ) جوابه 3پس گزينه ( ،اي تو ربع سومِكه نقطه

  
 هاينگاشت :12مثالf وg 39(مهندسي هوافضا ـ سراسري   اند؟ در شكل زير، كدام(  
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